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Introduction

Contexte et problématique de la thèse

La navigation désigne l’art de se repérer dans l’espace. Elle est pratiquée au quotidien
par chacun d’entre nous, qu’il s’agisse de se rendre simplement à son lieu de travail ou de
s’orienter dans une ville inconnue. Inconsciemment, nous reproduisons la même démarche que
les systèmes de positionnement les plus élaborés. Nous interprétons les informations fournies
par nos sens (la vue) à l’aide de notre connaissance a priori de l’environnement où nous nous
déplaçons (carte, repères visuels) pour en déduire notre position. Les deux étapes clés de
la résolution d’un problème de navigation sont présentes dans cette démarche. La première
phase est réalisée par un ensemble de capteurs embarqués qui effectuent une série de mesures
indirectement liées aux paramètres à estimer et entâchées de bruit. Puis, l’estimation de ces
paramètres est réalisée sur la base des mesures collectées et, dans un contexte Bayésien, d’un
modèle a priori d’évolution. Cette deuxième phase est appelée filtrage.

Le développement de systèmes de navigation plus fiables et moins coûteux répond à une
demande croissante. Outre des applications militaires ou industrielles critiques exigeant une
grande précision et robustesse, la navigation s’ouvre au grand public. On peut citer par exemple
les dernières technologies de téléphones mobiles équipés de modules de positionnement. Selon
le contexte, il est crucial que l’estimation de la dynamique du mobile soit réalisée en temps
réel (par exemple pour un avion en phase d’atterrissage) et requière une mémoire limitée.
Des techniques récursives de filtrage ont été développées à cet effet. Le filtre de Kalman est
introduit en 1961 et s’impose rapidement comme un des algorithmes les plus populaires pour
estimer l’état d’un système dynamique. Il fournit la solution analytique du problème de filtrage
dans le cas de systèmes décrits à l’aide de modèles linéaires Gaussiens. Sous ces hypothèses,
la distribution a posteriori de l’état du système sachant l’ensemble des mesures reçues est
une loi Gaussienne. L’espérance de cette loi fournit alors le meilleur estimé au sens de l’erreur
quadratique moyenne.

Cependant, la majorité des applications fait intervenir des équations non linéaires ou des
bruits non Gaussiens. Classiquement, on remédie au problème de la non linéarité en linéarisant
le modèle de filtrage autour d’une solution approchée. Cette extension est connue sous le nom
de filtre de Kalman étendu, mais elle diverge en cas de fortes non linéarités. En outre, le filtre de
Kalman suppose que la seule incertitude sur le modèle de filtrage réside dans les réalisations
du bruit de mesure et d’état. Cependant, les paramètres et l’ordre du modèle ne sont en
pratique pas connus avec précision et peuvent varier dans le temps. Les filtres particulaires
forment une alternative intéressante au filtre de Kalman car ils n’imposent aucune contrainte
a priori sur le modèle de filtrage. En particulier, ils permettent de s’affranchir des contraintes
de linéarité et Gaussianité et de résoudre des problèmes difficiles de filtrage décrits par des
modèles hiérarchiques.

Dans cette thèse, nous évaluons l’intérêt des techniques de filtrage particulaire pour l’hy-
bridation du GPS (Global Positioning System) et des systèmes de navigation inertielle. Une
solution pour répondre aux exigences de performance consiste en effet à coupler plusieurs
systèmes de navigation afin de tirer parti de leur complémentarité. Le GPS permet ainsi de
stabiliser les estimés de la centrale inertielle qui offre par contre une précision et continuité de
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service inaccessibles à un système de radionavigation par satellites. Le couplage est réalisé par
un filtre d’hybridation qui combine les mesures en provenance des deux systèmes de position-
nement pour en déduire l’estimé des paramètres d’intérêt. Deux architectures d’hybridation
sont envisagées :

– l’hybridation serrée qui met à profit les mesures GPS pour recaler les estimés de la
centrale inertielle,

– l’hybridation très serrée où les estimés inertielles sont utilisées par le récepteur GPS
pour aider à la formation des mesures.

Les équations de mesure pour les deux niveaux d’hybridation considérés sont non linéaires,
ce qui motive le recours à des stratégies de filtrage particulaire. Le filtre de Kalman étendu
fournit généralement une solution satisfaisante aux problèmes d’hybridation serrée et très
serrée. Nous nous intéressons donc à des scénarios de navigation difficiles correspondant à
un véhicule présentant une forte dynamique ou évoluant dans environnement perturbé. Nous
montrons ainsi que les méthodes séquentielles de Monte Carlo proposent une solution élégante
au problème des changements abrupts pouvant affecter les mesures GPS tels que les phéno-
mènes de brouillage ou multitrajets. Ce résultat est prometteur car ces perturbations sont
connues pour dégrader de façon importante la solution de navigation. A l’issu du manuscrit
et au vu des conclusions de chaque chapitre, nous proposons une architecture d’hybridation
combinant hybridation serrée et très serrée. L’intégration très serrée peut être réalisée à l’aide
d’un filtre de Kalman étendu ou d’un filtre particulaire. Le gain en précision et robustesse
permis par l’approche particulaire est étudié avec soin.

Organisation du manuscrit

Le document est organisé en 5 parties.
Le chapitre 1 présente le contexte de la thèse. Nous mettons l’accent sur les deux aspects

complémentaires de cette étude. Tout d’abord, le GPS et les systèmes de navigation iner-
tielle sont présentés. Enfin, les deux types d’algorithmes utilisés pour résoudre le problème de
navigation sont détaillés : le filtre de Kalman étendu et le filtre particulaire.

La seconde partie de la thèse est consacrée à l’hybridation serrée du GPS et des systèmes de
navigation inertielle et est découpée en deux chpaitres (les chapitres 2 et 3 de la thèse). Dans
le chapitre 2, nous décrivons le modèle de filtrage pour l’hybridation serrée puis nous insistons
sur ses spécificités. Cette étude aboutit à une stratégie de filtrage particulaire efficace pour
résoudre le problème d’estimation ainsi défini. Elle est développée dans le troisième chapitre.
L’algorithme, qui est fondé sur une technique de Rao-Blackwellisation, se présente comme une
extension du filtre particulaire régularisé proposé par Nadia Oudjane.

La troisième partie de la thèse, formée des chapitres 4 et 5, étudie des solutions pour
atténuer l’effet des perturbations dégradant les mesures GPS. Une formulation de type mo-
dèles multiples est adoptée où les paramètres du modèle de filtrage dépendent d’un processus
latent indiquant l’occurrence des perturbations. Le chapitre 4 est dédié aux phénomènes de
multitrajets qui peuvent être modélisés comme des biais apparaissant sur les mesures GPS.
Le chapitre 5 traite du problème du brouillage qui entraîne un saut de variance du bruit de
mesure GPS. Deux algorithmes particulaires sont proposés, incluant une stratégie de lissage
facilitant la détection des changements de modèle et une étape de rééchantillonnage contrôlée
par un test d’hypothèses.

Le chapitre 6 a pour objet l’hybridation très serrée du GPS et des systèmes de navigation
inertielle. Nous préconisons une architecture où couplages serré et très serré coopèrent pour
accroître la robustesse et la précision du système hybride. Le couplage très serré intervient
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au sein du récepteur GPS où un problème de synchronisation doit être résolu. Le modèle de
filtrage associé est non linéaire et l’opportunité d’utiliser un filtre particulaire en lieu et place
du classique filtre de Kalman étendu est étudiée.

Contributions

Les principales contributions de cette thèse sont listées ci-dessous.

Chapitres 2 et 3 : le modèle de couplage serré est classique. La nouveauté réside plutôt
dans la stratégie de filtrage particulaire développée pour réaliser l’hybridation. Elle se
présente comme une extension du filtre régularisé proposé par N.Oudjane.

Chapitre 4 : l’originalité tient à la formulation du problème des multitrajets en navigation
GPS que nous proposons. Nous avons développé un algorithme de navigation particu-
laire capable de s’adapter à l’environnement de navigation via une technique de détec-
tion/estimation des erreurs de mesures dues aux multitrajets. Il comprend deux exten-
sions dont une loi de proposition de lissage et une étape de rééchantillonnage aidé par
un test d’hypothèses.

Chapitre 5 : l’approche proposée pour les multitrajets est réappliquée au problème du brouillage.
La principale différence provient des erreurs de mesure qui se manifestent non plus par
des sauts de moyenne mais par des sauts de variance. La particularité du filtre particu-
laire développé se situe dans le choix d’une loi de proposition efficace pour le paramètre
de variance inconnu.

Chapitre 6 : l’architecture d’hybridation présentée dans ce chapitre combine des couplages
serrés et très serrées. L’analyse des performances du filtre particulaire pour réaliser
l’intégration très serrée est la contribution essentielle de ce chapitre.

Conseils de lecture

Cette thèse s’adresse autant au lecteur intéressé par les techniques de positionnement qu’à
celui curieux des algorithmes de filtrage particulaire. Quelques indications permettent à chacun
de parcourir le manuscrit selon son bon vouloir.

Partie II : hybridation serrée du GPS et des systèmes de navigation inertielle
P.31-39 Présentation de l’hybridation serrée,
P.38-39 Énoncé du modèle d’hybridation,
P.41-67 Solutions algorithmiques.

Partie III : étude des perturbations affectant le signal GPS
P.73-76 Présentation du phénomène de multitrajets,
P.79-82 Énoncé du modèle de navigation,
P.82-100 Solutions algorithmiques et résultats de simulation.
P.103-106 Présentation du phénomène de brouillage,
P.107-111 Énoncé du modèle de navigation,
P.111-123 Solutions algorithmiques et résultats de simulation.

Partie IV : hybridation très serrée du GPS et des systèmes de navigation inertielle

P.127-131 Présentation de l’architecture du récepteur GPS,
P.132 Énoncé du modèle de filtrage,
P.134-138 Solution algorithmique et résultats de simulation.
P.138-143 Description de l’hybridation très serrée,
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P.143 Énoncé du modèle d’hybridation très serrée,
P.143-147 Solution algorithmique et résultats de simulation.
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1.1 Introduction

L’objet de ce premier chapitre est de préciser le contexte de cette thèse, qui est dédiée
au développement d’algorithmes de navigation pour le GPS et les systèmes de navigation
inertiels. La navigation désigne l’ensemble des techniques mises en œuvre pour recouvrer le
mouvement d’un véhicule (plus particulièrement sa trajectoire). Elle comporte deux aspects
complémentaires qui sont présentés successivement dans ce chapitre :

– collecter des informations relatives à la dynamique du véhicule via les mesures d’un
ensemble de capteurs,

– estimer cette dynamique à partir des mesures effectuées,

Nous proposons tout d’abord un aperçu des différentes techniques de positionnement qui ont
été ou sont actuellement utilisées. Un soin particulier est apporté à la description des deux
systèmes de navigation sur lesquels porte notre étude : le GPS et les systèmes de navigation
inertiels. La deuxième partie du chapitre est consacrée aux algorithmes appliqués pour résoudre
le problème de navigation. Le filtre de Kalman est le plus populaire, à la fois du fait de sa
robustesse et de sa mise en œuvre aisée. Les filtres particulaires, développés plus récemment,
s’avèrent une alternative prometteuse pour des scénarios difficiles de navigation (véhicule
subissant de fortes accélérations, mesures défaillantes).
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1.2 Petit historique de la navigation

Les premiers calculs de localisation ont été menés à partir d’observations visuelles fondées
sur des points de repère dont la position était connue. Les corps célestes, qui de par leur éloi-
gnement présentent l’intérêt de sembler fixes à un observateur terrestre, ont ainsi été trés tôt
utilisés comme "balises" de positionnement. Ces approches empiriques ont posé les jalons de la
navigation. Parmi les systèmes de positionnement actuellement utilisés, nous nous intéressons
principalement aux deux catégories suivantes : les systèmes de radionavigation et les systèmes
de navigation à l’estime.

Les systèmes de radionavigation

Ces systèmes sont les héritiers directs des systèmes de navigation céleste dont la fiabi-
lité était grandement limitée par des problèmes de visibilité (pluie, couverture nuageuse,
brouillard). Cette difficulté est résolue en radionavigation où le positionnement est réalisé
à partir d’ondes radioélectriques émises par des balises. Connaissant l’angle et/ou le temps
d’arrivée de ces signaux, la position du véhicule est déduite par triangulation. Le développe-
ment des techniques radar, au lendemain de la seconde guerre mondiale, a permis de grandes
avancées dans ce domaine. Le premier vrai système de radionavigation, le système LORAN
(LOng RAnge Navigation), est dédié à des applications maritimes. Les systèmes de position-
nement par satellites font leur apparition dans les années 60. Les émetteurs n’étant plus au
sol, il devient possible de déterminer la position en 3 dimensions. Le système Transit est le
premier à être opérationnel en Janvier 1964. Il ne fournit cependant encore que des infor-
mations de position en deux dimensions et pâtit d’un temps de mesure très long. Viendront
ensuite le GPS (Global Positionning system) et son équivalent Russe le GLONASS. Le sys-
tème européen GALILEO est actuellement à l’étude. Une présentation détaillée des systèmes
de radionavigation est proposée par exemple dans [HWLC93].

Les systèmes de navigation à l’estime

Ils sont fondés sur des mesures directes du mouvement du véhicule. Connaissant la po-
sition initiale du véhicule et sa vitesse (direction et amplitude), la position est calculée par
intégrations successives. Les systèmes de navigation inertielle sont une extension directe des
systèmes de navigation à l’estime. Ils sont fondés non plus sur une mesure de vitesse mais
sur une mesure d’accélération qui est intégrée à deux reprises pour obtenir la vitesse puis la
position. Les conditions initiales requises sont alors la position et la vitesse du véhicule.

Les deux parties suivantes de ce chapitre sont consacrées aux systèmes de navigation qui
font l’objet de cette étude : le GPS et les systèmes de navigation inertielle. Ils reposent sur des
principes de positionnement très différents et offrent donc un bon aperçu des problématiques
de la navigation.

1.3 Le GPS, un système de radionavigation par satellites

Le développement du GPS, dans les années 60/70, a été motivé par les limitations des
principaux systèmes de positionnement existants. Parmi les exigences non satisfaites, on peut
citer :

- une couverture accrue,
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Fig. 1.1 - Calcul de la position par triangulation.

- des temps de mesure réduits,

- des informations de position en 3 dimensions,

- une précision de localisation indépendante de la position.

Le fonctionnement du GPS a été pensé pour pallier ces défauts. La présentation proposée est
relativement sommaire pour fournir au lecteur les éléments essentiels à la compréhension des
enjeux de la thèse. Elle est fondée essentiellement sur deux ouvrages de référence publiés sur
le sujet par Parkinson et Spilker [PSa96] et Kaplan [Kap96].

1.3.1 Principe

Le système GPS délivre à tout utilisateur muni d’un récepteur adéquat des informations
précises de position, vitesse et temps. Le calcul de la position est réalisé par triangulation à
partir de la mesure des distances séparant l’utilisateur des satellites de la constellation GPS.
Pour ce faire, le récepteur embarqué évalue le temps d’arrivée de signaux radioéléctriques émis
par les satellites. Il a ainsi accés au temps de propagation de ces signaux et, connaissant leur
vitesse de propagation, à la distance le séparant du satellite émetteur.
Trois mesures sont nécessaires à un positionnement en trois dimensions. L’utilisateur est alors
localisé à l’intersection de trois sphères de centre la position des satellites GPS et de rayons
les mesures effectuées (cf figure 1.1). L’intersection de trois sphères est en fait formée de deux
points, mais l’un est aberrant du point de vue de la solution recherchée.

Cependant, la non synchronisation des horloges récepteur et satellites vient perturber
l’estimation du temps de propagation. Les mesures GPS ne coïncident pas exactement avec
la distance récepteur/satellite du fait de ce décalage et sont donc appelées pseudo-distances.
L’erreur d’horloge se répercute sur le positionnement, l’intersection des trois sphères n’étant



12 Chapitre 1 - Introduction à la navigation

plus un point mais un domaine. Une quatrième mesure s’avère donc nécessaire pour lever
cette incertitude. En pratique, il existe des modèles d’erreur pour évaluer la dérive de l’horloge
satellite par rapport au temps de référence GPS. Le nombre de paramètres inconnus à estimer
s’élève donc à 4 : le décalage de l’horloge récepteur par rapport au temps GPS et les 3

coordonnées de position.
Enfin, le calcul de la vitesse est réalisé à partir du décalage Doppler induit par le déplacement
relatif du satellite et du récepteur.

1.3.2 Infrastructures du système GPS

Le système GPS comprend trois segments dédiés chacun à des fonctions spécifiques :

-le segment de contrôle
Le segment de contrôle assure la surveillance de la constellation GPS. Les signaux émis
par les satellites sont recueillis par 4 stations de réception réparties sur le globe. Les
données collectées sont ensuite centralisées au niveau d’une station de contrôle principale,
située dans le Colorado, qui calcule par triangulation la position, la vitesse et la dérive
d’horloge de chaque satellite. Elle en déduit des corrections d’horloge et de paramètres
d’orbite qui sont téléchargées aux satellites une fois par jour.

-le segment spatial
La constellation nominale GPS est formée de 24 satellites opérationnels et prévoit des
satellites de remplacement. Leurs orbites ont été calculées de façon à assurer une grande
disponibilité du service de navigation GPS. Les caractéristiques de ces orbites sont re-
groupées dans le tableau (1.1). Ainsi, en n’importe quel point de la surface terrestre et
à n’importe quelle heure de la journée, au moins 4 satellites avec des angles d’élévation
supérieur à 5˚sont visibles. Notons que pour un angle d’élévation inférieur à 5˚, les
dégradations subies par le signal GPS lors de la traversée de l’atmosphère ne permettent
plus de garantir la précision de positionnement.
Ces satellites échangent des signaux à la fois avec les récepteurs GPS et le segment de
contrôle qui contiennent toutes les informations utiles à la résolution du problème de
navigation.

Rayon orbital moyen 26600 km
Durée de révolution 11h58
Inclinaison 55˚
Nombre de plans orbitaux 6

Tab. 1.1 - Paramètres orbitaux des satellites GPS.

-le segment utilisateurs
Ce segment regroupe l’ensemble des récepteurs GPS qui réalisent le calcul de position-
nement en temps réel. Le GPS propose deux types de services différents :

- le SPS, ou standard positioning system, est accessible à tout utilisateur et offre ac-
tuellement une précision moyenne de positionnement de 30 m.

- le PPS, ou precise positioning system, est réservé à des utilisateurs habilités par le
ministère de la défense américain.
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1.3.3 Formation de la mesure GPS

1.3.3.1 Les caractéristiques du signal GPS

La structure du signal GPS a été étudiée pour répondre aux objectifs de performance et
de qualité de service du GPS. Ce signal doit véhiculer les informations utiles à la résolution
du problème de navigation (date d’émission, position du satellite émetteur et corrections
d’horloge) tout en étant robuste aux perturbations extérieures. Il est émis sur deux porteuses
en bandes L, dénotées L1 et L2, modulées par un message de données et étalées par un code
pseudo-aléatoire :

sL1(t) =
√

2Ad(t)CA(t) cos (2πf1t+ θ1) +
√
Ad(t)P (t) sin (2πf1t+ θ1) , (1.1)

sL2(t) =

√
A

2
d(t)P (t) sin (2πf2t+ θ2) , (1.2)

où :
– A est la puissance moyenne du signal émis.
– CA et P sont des codes pseudo-aléatoires dont les propriétés sont détaillées ci-après.
– d est un message de données appelé message de navigation. Il fournit entre autres aux

récepteurs les paramètres de correction du retard d’horloge satellite et les paramètres
orbitaux des différents satellites de la constellation GPS (données dites d’éphémérides).

– f1 = 1575.42MHz et f2 = 1227.6MHz sont les fréquences des porteuses. La transmission
bi-fréquence en bande L permet de limiter les retards de propagation induits par la tra-
versée de la ionosphère et les pertes en espace libre.

Les codes pseudo-aléatoires remplissent plusieurs fonctions :

- réaliser l’étalement de spectre et ainsi augmenter la résistance aux interférences.

- permettre l’émission simultanée de tous les satellites,

- permettre d’évaluer le temps de propagation du signal GPS.

- différencier les deux niveaux de service offerts : PPS et SPS.

Les codes P et CA sont issus de codes de Gold matérialisés par des signaux NRZ et doivent
présenter un fort caractère aléatoire. Bien-que périodiques, ils ont des propriétés voisines d’un
bruit blanc. Ainsi, leur autocorrélation est très petite excepté au voisinage de 0. Cette propriété
est mise à profit au sein du récepteur GPS pour estimer le retard de propagation du signal
GPS qui est obtenu en corrélant le signal reçu et une réplique locale du code d’étalement.
La modulation du signal utile GPS par ces codes qui occupent une large bande spectrale
permet de réaliser un étalement de spectre. Le spectre utile se trouve ainsi répliqué plusieurs
milliers de fois. Cette technique garantit à la fois une meilleure résistance aux interférences et
une faible probabilité d’interception. En effet, seul un récepteur utilisant une réplique exacte
de la séquence d’étalement peut réaliser la démodulation.
Chaque satellite utilise des codes pseudo-aléatoires spécifiques qui présentent la particularité
d’être orthogonaux. L’intercorrélation des différents codes pseudo-aléatoires étant très faible,
tous les satellites GPS peuvent émettre simultanément sans interférences. Cette technique de
transmission permettant l’accés multiple est dite CDMA (code division multiple access).
Les codes P et CA diffèrent par leur période et longueur de chip, offrant ainsi des précisions de
positionnement différentes. La période correspond en effet au plus petit temps de propagation
estimable sans ambiguité. Leurs caractéristiques sont rappelées dans le tableau (1.2). Le code
P (P pour precise) est encrypté et son usage est réservé aux utilisateurs habilités alors que le
code CA (coarse acquisition) est accessible à tous.
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Bandes GPS L1 L2

Fréquences porteuses 1575.42 MHz = 154 × 10.23 MHz 1227.60 MHz = 120 × 10.23 MHz
Codes C/A P P

Puissance −160 dBW −163 dBW −166 dBW
Débits 1.023 Mchips/s 10.23 Mchips/s 10.23 Mchips/s

Tab. 1.2 - Caractéristiques du signal GPS.

1.3.3.2 Du signal GPS aux pseudo-distances

Le récepteur GPS traite les signaux GPS en provenance des satellites pour en extraire les
données nécessaires au calcul de positionnement. Il procède en 3 étapes :

1) conditionnement du signal reçu (descente en fréquence, numérisation),

2) identification et poursuite des satellites en vue,

3) résolution du problème de navigation.

Ces différentes étapes seront approfondies dans le dernier chapitre de la thèse où la technique
de navigation présentée requiert une bonne connaissance de l’architecture d’un récepteur GPS.
Les mesures de pseudo-distances GPS sont formées lors de la deuxième étape. Les récepteurs
GPS présentent plusieurs canaux de réception ou chaînes de traitement du signal, chacun
étant dédié à un des satellites visibles à un instant donné. Chaque canal s’apparente à une
boucle de poursuite visant à aligner le signal GPS reçu et une réplique générée localement. En
pratique, deux boucles étroitement imbriquées permettent de réaliser à la fois la démodulation
du code et de la porteuse. Le temps de propagation du signal émis par le satellite est évalué
par maximisation de l’intercorrélation entre le code reçu et sa réplique locale. Cependant,
les codes formés sont cadencés respectivement par l’horloge satellite et l’horloge récepteur
qui ne sont pas synchronisées. L’estimation du temps de propagation et donc de la distance
satellite/récepteur s’en trouve biaisée. Si le temps GPS est choisi comme temps de référence,
la pseudo-distance entre le i-ième satellite et le récepteur vérifie :

ρi = c
(
trR − teSi

)
, (1.3)

ρi = c (trGPS − teGPS) + c (∆τR − ∆τSi) , (1.4)

où :

- c est la vitesse de la lumière,

- trR est l’instant de réception vu par l’horloge récepteur,

- te
Si est l’instant d’émission vu par l’horloge satellite,

- trGPS est l’instant de réception dans le temps GPS,

- teGPS est l’instant d’émission dans le temps GPS,

- ∆τR = trR − trGPS ,

- ∆τSi = te
Si − teGPS .

La pseudo-distance GPS peut donc être modélisée de la façon suivante :

ρi = Ri + c (∆τR − ∆τSi) + wi, (1.5)

Ri =

√
(X −Xi)2 + (Y − Y i)2 + (Z − Zi)2. (1.6)

Dans cette expression, Ri désigne la distance géométrique entre le récepteur et le satellite Si

et wi l’erreur de mesure dont les différentes contributions sont étudiées ci-après. Les positions
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du satellite
(
Xi, Y i, Zi

)
et du récepteur (X,Y, Z) doivent être projetées dans un même repère

de référence. Classiquement le système géocentrique défini par la référence WGS-84 (World
Geodetic System) est utilisé.

1.3.3.3 Les erreurs de mesure

Différentes erreurs affectent les mesures GPS. Il convient de distinguer les erreurs systé-
matiques et les perturbations liées à une défaillance du système de navigation.
Les erreurs systématiques sont inhérentes au fonctionnement du GPS et sont généralement
répertoriées en fonction de leur source.

Segment spatial : connaissance imparfaite des données satellites,
– dérive d’horloge satellite,
– erreur d’orbites,

Liaison satellite-récepteur : retards introduits lors de la traversée des couches atmosphé-
riques,
– réfraction ionosphérique,
– réfraction troposphérique,

Récepteur GPS :
– erreurs d’horloge,
– bruit thermique.

Les effets de ces erreurs ont été modélisés et peuvent être partiellement corrigés. On appelle
UERE (User Equivalent Range Error) l’incertitude induite sur la mesure de pseudo-distance
GPS. Le bruit de mesure GPS vérifie donc : wi ∼ N

(
0,UERE2

)
. Les contributions de chaque

phénomène à l’erreur globale sont récapitulées dans le tableau (1.3).

Segment Source d’erreur Erreur (m)
Espace Stabilité de l’horloge satellite 3.0

Incertitude sur l’accélération du satellite 1.0
Autres 0.5

Contrôle Éphémérides 4.2
Autres 0.9

Utilisateur
Compensation du retard de propagation iono-
sphérique 10

Compensation du retard de propagation
troposphérique 2.0

Bruit et résolution du récepteur
4.8

Autres (interférences inter-canaux) 0.5

UERE 11.3

Tab. 1.3 - Bilan d’erreur pour la mesure de pseudo-distance calculée à partir du code CA.

Les défaillances sont toutes les erreurs non prédictibles qui ne sont pas prises en compte
dans le modèle classique de navigation GPS donné par l’équation (1.5). Elles peuvent résul-
ter soit d’un problème matériel survenant au niveau d’un des satellites ou du récepteur, soit
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d’une perturbation de l’environnement de propagation des signaux GPS. Dans cette dernière
catégorie, on rencontre les phénomènes d’interférences et de multitrajets qui font l’objet des
quatrièmes et cinquièmes chapitres de ce manuscrit. Ces défaillances s’avèrent très pénali-
santes et peuvent entraîner des erreurs de position inacceptables selon l’application considérée
(aviation civile). Des algorithmes de contrôle d’intégrité ont été développés pour détecter ces
anomalies et exclure les mesures erronées. Les approches de type RAIM (Receiver Autonomous
Integrity Monitoring)[Bro98] sont fondées sur la redondance des pseudo-distances GPS mais
ne s’appliquent que dans le cas où une seule des mesures est incorrecte à un instant donné.
Dans ce manuscrit, nous montrons que les techniques de filtrage particulaire apparaissent
prometteuses pour résoudre ce type de problème.

1.4 Les systèmes de navigation inertielle

La principale limitation du GPS est sa sensibilité aux variations de l’environnement de pro-
pagation. Les systèmes de navigation inertielle, qui fonctionnent de façon autonome, forment
une alternative intéressante. La navigation inertielle a été développée pour la seconde guerre
mondiale et a été appliquée dès les années 50 pour le guidage de fusées. Elle est aujour-
d’hui utilisée aussi bien en aviation militaire que civile et équipe la quasi-totalité des fusées
balistiques.

1.4.1 Introduction à la navigation inertielle

Les capteurs inertiels mesurent le mouvement du véhicule à bord duquel ils sont embarqués,
par rapport au référentiel inertiel. Connaissant la vitesse et la position initiales du véhicule,
cette information permet de reconstituer point par point sa trajectoire. La principale difficulté
réside dans les changements de repère et de référentiel nécessaires pour rendre les données
exploitables par l’utilisateur. Avant de détailler les processus de mesure et de calcul de la
position, nous nous intéressons aux différents repères/référentiels intervenant classiquement
en navigation inertielle. Ils sont représentés sur la figure 1.2 et se déduisent les uns des autres
par des rotations successives.
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Y

Z

λ
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Fig. 1.2 - Principaux repères utilisés en navigation inertielle.
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• Le repère inertiel i = (Xi,Y i,Zi), d’origine le centre de le Terre et d’axes pointant vers
des étoiles suffisamment lointaines pour sembler fixes à un observateur terrestre. L’axe
Xi coïncide avec l’équinoxe vernal, l’axe Zi est l’axe de rotation de la Terre et l’axe Y i

les complète pour former un trièdre direct.
• Le repère géocentrique e = (Xe,Y e,Ze), fixe par rapport à la Terre. Il est obtenu à

partir du repère terrestre par une rotation d’axe Zi et de vitesse angulaire la vitesse de
rotation de la Terre Ωie. L’axe Xe est donné par l’intersection du plan équatorial et du
plan contenant le méridien de Greenwhich.

• Le repère de navigation n = (n, e,d) a pour origine le centre de masse du véhicule. Ces
axes pointent respectivement vers le Nord, l’Est et le verticale locale. Il se déduit du
repère géocentrique par deux rotations successives d’angles respectifs la longitude et la
latitude du véhicule.

Il est utile d’introduire un dernier repère, qui est solidaire du véhicule et est donc dénommé
repère mobile m = (Xm,Y m,Zm). Son orientation par rapport au repère de navigation est
décrite par les angles d’Euler : (ϕ, θ, ψ), représentant respectivement le roulis, le tangage et le
laçet. La succession des rotations qui mènent du repère de navigation au repère mobile sont
représentées sur la figure 1.3.
Les systèmes de navigation inertielle, aussi appelés centrales inertielles CI, comportent deux
parties distinctes :

– une plate-forme de capteurs,
– un calculateur qui traite les sorties capteurs pour en extraire les données de navigation.
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Fig. 1.3 - Définition des angles d’Euler.

1.4.2 Les plate-formes de capteurs

Il existe deux principaux types de centrales inertielles déterminés par la façon dont la
plate-forme de capteurs est fixée au véhicule : les systèmes à composants liés et les systèmes
à plate-forme stabilisée. Dans les deux cas, la plate-forme comporte :

• 3 accéléromètres qui mesurent l’accélération non gravitionnelle du véhicule par rapport
au repère inertiel dans la direction de leurs axes principaux. Le vecteur correspondant
est appelé force spécifique fa.

• 3 gyromètres qui déterminent le vecteur rotation instantané de la plate-forme par rapport
au repère inertiel Ωg et par integration les angles d’Euler.

Il existe une très grande variété de technologies pour ces capteurs, allant des systèmes méca-
niques aux gyromètres à laser ou fibre optique [Rad80]. Les accéléromètres fournissent des
informations sur la dynamique du véhicule alors que les gyromètres permettent de définir le
repère de mesure. Pour les systèmes dits à plate-forme stabilisée, les sorties des gyromètres
permettent à un système de servo-commandes d’asservir la plate-forme de capteurs à l’hori-
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Fig. 1.4 - Definition des coordonnées ellipsoïdales.

zontale et donc de l’isoler des rotations du véhicule. A l’inverse, les systèmes à composants
liés sont caractérisés par une plate-forme solidaire de la structure de l’appareil. Les mesures
obtenues sont donc exprimées dans le repère mobile, mais les sorties de gyromètres permettent
de les projeter dans le repère de navigation.
Les capteurs inertiels mesurent des forces et des moments, soit conformément aux principes
fondamentaux de la dynamique, des vitesses angulaires et des accélérations. A partir de ces
sorties capteurs, le calculateur procède aux integrations et changements de repères et de ré-
férentiels nécessaires pour effectuer le calcul de positionnement. Dans la suite du manuscrit,
nous considérons des centrales inertielles à composants liés. Elles sont appelées IRS (Inertial
Reference System) et sont de plus en plus utilisées car moins coûteuses et plus robustes.

1.4.3 Le calculateur

La calculateur effectue les intégrations et les changements de repère adéquats pour trans-
former les mesures de mouvement en données de navigation directement exploitables par
l’utilisateur :

– la position en coordonnées ellipsoïdales : latitude λ, longitude Φ et altitude h. Le lien
entre les coordonnées ellipsoïdales (λ,Φ, h) et cartésiennes (X,Y, Z) est explicité sur la
figure 1.4 :

X = (N + h) cosλ cos Φ,

Y = (N + h) cosλ sinΦ,

Z =
(
N + h(1 − e2)

)
sinλ,

où N = a
√

1 − e2/(1 − e2 sin2 λ), a et e étant respectivement le demi-grand axe et
l’excentricité de l’ellipsoïde terrestre. Si la terre est supposée sphérique, le paramètre N
est approximativement son rayon.

– la vitesse par rapport au repère géocentrique, exprimée dans le repère de navigation
vn

e = (vn, ve, vd).
– l’orientation du véhicule, définie par les angles d’Euler (ϕ, θ, ψ).

Les équations différentielles résolues numériquement par le calculateur inertiels sont rap-
pelées ci-dessous. Les calculs menant à ces équations sont détaillés en annexe A. Les notations
suivantes sont utilisées :
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– xa : projection du vecteur x dans le repère a,
– Ωab : vecteur rotation instantané du repère a au repère b,
– va : vitesse du véhicule par rapport au répère a,
– Ra2b : matrice de passage du repère a au repère b.

Equation de vitesse :

d

dt
vn

e = Rm2nfa + g (rn) − ac − ae, (1.7)

où :

rn = −hd, est la position du véhicule dans le repère de navigation,

ac = (Ωn
en + 2Ωn

ie) ∧ vn
e , est l’accélération de Coriolis,

ae = −Ω
n
ei ∧ Ω

n
ei ∧ rn, est l’accélération d’entraînement,

g (rn) est l’accélération gravitationnelle au point rn.

Equation de position :

d

dt




λ
Φ
h



 =




1

N+h 0 0

0 1
(N+h) cos(λ) 0

0 0 −1



vn
e . (1.8)

Equation d’attitude :

d

dt




φ
θ
ψ



 =




1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ

0 sin φ
cos θ

cos φ
cos θ



Ω
m
nm, (1.9)

avec :
Ω

m
nm = Ω

m
im −Rn2mΩn

in.

Le vecteur rotation instantané Ω
m
im = Ωg est fourni par les sorties des gyromètres et l’expres-

sion du vecteur Ωn
in est proposée en annexe.

1.4.4 Avantages et limitations

En résumé, les systèmes de navigation inertiels sont fondés sur les mesures de capteurs em-
barqués et sont donc insensibles aux perturbations de l’environnement de navigation. Néan-
moins, du fait des intégrations successives, les erreurs d’initialisation ou de calibration des
capteurs entraînent une dérive de l’erreur d’estimation au cours du temps.

1.5 Résolution du problème de navigation

La navigation fait appel à des techniques d’estimation en temps réel pour retrouver la
dynamique du véhicule à partir des mesures capteurs bruitées. Une approche Bayésienne a été
retenue dans cette étude, pour laquelle des informations a priori sur les paramètres inconnus
sont disponibles. Les techniques de type moindres carrés récursifs ne sont donc pas traitées
dans ce manuscrit. Le formalisme lié à l’estimation en temps réel est tout d’abord introduit. Les
deux algorithmes dont les performances sont comparées dans cette étude, le filtre de Kalman
et le filtre particulaire, sont ensuite détaillés.
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1.5.1 Approche Bayésienne et modélisation du problème

Dans un contexte Bayésien, deux modèles sont requis : un modèle d’état décrivant la
dynamique a priori des paramètres inconnus et un modèle de mesure. Une formulation espace-
état est généralement adoptée :

{
Xt = f t (Xt−1) + vt,
Y t = ht (Xt) + wt,

(1.10)

où
• Xt ∈ R

nx est appelé vecteur état. Il est formé des grandeurs à estimer, soit en navigation
les paramètres permettant de caractériser le mouvement du véhicule,

• le vecteur de mesure (aussi dénommé vecteur d’observation) est noté Y t ∈ R
ny . Il est

formé dans cette étude des sorties capteur,
• vt ∈ R

nx est un bruit blanc, ce qui permet d’assurer le caractère Markovien du processus
d’état,

• wt ∈ R
ny est un bruit blanc, hypothèse garantissant l’indépendance conditionnelle des

mesures,
• f t : R

nx → R
nx et ht : R

nx → R
ny sont des fonctions éventuellement non linéaires.

Le comportement du système (1.10) est régi par la suite des aléas de dynamique (vt)t>0 et des
bruits de mesures (wt)t>0 dont les propriétés statistiques sont décrites par les distributions de
probabilité P (vt ∈ dvt) et P (wt ∈ dwt). Notons que nous avons considéré des bruits additifs,
ce qui est le cas pour toutes les applications étudiées dans cette thèse.

1.5.2 Solution conceptuelle au problème d’estimation

La distribution conditionnelle du vecteur de paramètres sachant toutes les mesures collec-
tées P (Xt ∈ dXt|Y 1:t) contient toute l’information disponible à un instant donné sur l’état du
système. Elle est aussi appelée distribution a posteriori du vecteur état. Résoudre le problème
d’estimation en temps réel revient donc à calculer récursivement cette loi pour en déduire les
estimateurs usuels de l’état Xt :

(
X̂t

)

MMSE
= E (Xt|Y 1:t) ,

(
X̂t

)

MAP
= argmax

Xt

P (Xt ∈ dXt|Y 1:t) .

L’estimateur
(
X̂t

)

MMSE
(minimum mean square error) minimise l’erreur quadratique moyenne

d’estimation alors que l’estimateur
(
X̂t

)

MAP
(maximum a posteriori) réalise le maximum de

la distribution a posteriori du vecteur état. Si la distribution initiale P (dX0) est supposée
connue, deux étapes sont appliquées successivement pour estimer la distribution d’intérêt à
chaque instant.

La prédiction

La nouvelle mesure n’est pas encore arrivée et le modèle d’état permet de calculer la distribu-
tion prédite selon l’équation de Chapman-Kolmogorov :

P (Xt ∈ dXt|Y 1:t−1) =

∫

Xt−1

P (Xt ∈ dXt|Xt−1)P (Xt−1 ∈ dXt−1|Y 1:t−1) . (1.11)
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La correction

Conformément à la loi de Bayes, l’estimé de la distribution d’intérêt est mise à jour avec
l’arrivée de la nouvelle mesure :

P (Xt ∈ dXt|Y 1:t−1) =
P (Y t ∈ dY t|Xt)P (Xt ∈ dXt|Y 1:t−1)

P (Y t ∈ dY t|Y 1:t−1)
, (1.12)

où la constante de normalisation P (Y t ∈ dY t|Y 1:t−1) est calculée de la façon suivante :

P (Y t ∈ dY t|Y 1:t−1) =

∫

Xt

P (Y t ∈ dY t|Xt)P (Xt ∈ dXt|Y 1:t−1) . (1.13)

Cependant, cette solution ne peut généralement pas être calculée analytiquement. En effet, les
équations (1.11) et (1.13) font intervenir des intégrales multiples qu’il est difficile d’évaluer.
Il est néanmoins possible de calculer la solution optimale pour certains modèles espace-état,
notamment pour les systèmes linéaires Gaussiens.
Les mesures de probabilité considérées sont dites à densité : P (dX) = p (X) dX. Par la suite,
nous travaillerons indifféremment avec la mesure de probabilité P ou la densité de probabilité
p, représentées respectivement en lettres majuscules et minuscules.

1.5.3 Systèmes linéaires Gaussiens

Les systèmes linéaires Gaussiens sont caractérisés par des modèles espace-état de la forme :

{
Xt = FtXt−1 + vt,
Y t = HtXt + wt,

où les bruits vt et wt obéissent à des lois Gaussiennes N (0, Qt) et N (0, Rt). En supposant que
la distribution initiale du vecteur état est aussi Gaussienne, il est démontré que les distributions
a posteriori du vecteur état sachant les mesures sont des lois Gaussiennes. Elles sont donc
complètement décrites par leurs moments du premier et du second ordre, qui peuvent être
calculés itérativement en appliquant les formules (1.11) et (1.12). Le problème de dimension
infinie se trouve ainsi transformé en un problème de dimension finie qui admet une solution
analytique. Introduisons les notations suivantes :

p (Xt|Y 1:t−1) = N (X̂t|t−1, Pt|t−1), (1.14)

p (Y t|Y 1:t−1) = N (Ŷ t|t−1, St), (1.15)

p (Xt|Y 1:t) = N (X̂t|t, Pt|t). (1.16)

Les équations permettant de mettre à jour les moments des distributions (1.14), (1.15), (1.16)
prennent la forme :

Prédiction

X̂t|t−1 = FtX̂t−1|t−1,

Pt|t−1 = FtPt−1|t−1F
T
t +Qt,

Ŷ t|t−1 = HtX̂t|t−1,

St = HtPt|t−1H
T
t +Rt.
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Correction

X̂t|t = X̂t|t−1 +Kt

(
Y t − Ŷ t|t−1

)
,

Pt|t = (I −KtHt)Pt|t−1.

La matrice Kt = Pt|t−1H
T
t S

−1
t est appelée gain de Kalman. Elle permet d’ajuster la

confiance relative accordée à la mesure nouvellement arrivée et au modèle a priori. Si la pré-
diction est très incertaine, la matrice de covariance de la loi de prédiction Pt|t−1 est grande,
de même que le gain Kt. L’estimation est alors essentiellement fondée sur l’information ap-
portée par la mesure. Inversement, une mesure très perturbée correspondra à un faible gain
et la prédiction sera prépondérante. Le terme Y t − Ŷ t|t−1, qui quantifie l’erreur de prédiction
relativement à la mesure, est classiquement nommé innovation.
Il est à noter que si les bruits de mesure ne sont plus Gaussiens, le filtre de Kalman fournit
néanmoins le meilleur estimateur linéaire en termes d’erreur quadratique. Cet algorithme très
populaire a été initialement proposé dans [Kal60] et [KB61]. Il a été ensuite étudié dans de
nombreux livres comme [AM79].

1.5.4 Systèmes non linéaires

En pratique, la majorité des systèmes mettent en jeu des non linéarités et/ou sont régis par
des bruits non Gaussiens. L’absence de solution analytique au problème d’estimation implique
alors de recourir à des méthodes sous-optimales. On peut les classer en deux grandes catégories
selon le type d’approximation pratiquée :

– linéarisation locale du modèle espace-état pour pouvoir appliquer les équations du filtre
de Kalman,

– approximation directe de la distribution a posteriori p (Xt|Y 1:t).

Le filtre de Kalman étendu

L’algorithme du filtre de Kalman étendu, détaillé dans [AM79] et [Jaz70], appartient à
la première classe de méthodes. Il consiste à remplacer les équations non linéaires du modèle
espace-état (1.10) par leur développement de Taylor au premier ordre autour de l’estimé le plus
récent de l’état du système. Ainsi, les distributions a posteriori sont approchées par des lois
Gaussiennes dont les paramètres sont calculés récursivement d’après les équations classiques
du filtre de Kalman. A l’instant t, les équations d’état et de mesure deviennent :

Xt ≃ Ft

(
Xt−1 − X̂t−1|t−1

)
+ f t

(
X̂t−1|t−1

)
+ vt,

où

Ft =
∂f t

∂Xt−1
|Xt−1|t−1

,

et :

Y t ≃ Ht

(
Xt − X̂t|t−1

)
+ ht

(
X̂t|t−1

)
+ wt,

avec

Ft =
∂ht

∂Xt
|Xt|t−1

.
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Les équations du filtre de Kalman étendu s’écrivent :

X̂t|t−1 = f t

(
X̂t−1|t−1

)
,

Pt|t−1 = FtPt−1|t−1F
T
t +Qt,

Ŷ t|t−1 = ht

(
X̂t|t−1

)
,

St|t−1 = HtPt|t−1H
T
t +Rt,

Kt = Pt|t−1H
T
t S

−1
t|t−1,

X̂t|t = X̂t|t−1 +Kt

(
Y t − Ŷ t|t−1

)
,

Pt|t = (I −KtHt)Pt|t−1.

Les filtres particulaires

Dans la deuxième catégorie de méthodes, on rencontre des algorithmes tels que le filtre
de Kalman unscented ou les filtres particulaires qui sont l’objet de cette thèse. Une version
générique de ces algorithmes est présentée, applicable à tout système pouvant être défini par
un modèle stochastique de la forme :

{
Xt ∼ p (Xt|X0:t−1) ,

Y t ∼ p (Y t|X0:t,Y 0:t−1) .
(1.17)

Les variantes et extensions développées dans la littérature sont plutôt introduites dans les
chapitres suivants.
Les filtres particulaires, aussi appelés méthodes séquentielles de Monte-Carlo, proposent une
approximation de Monte-Carlo récursive des lois conditionnelles P (dX0:t|Y 1:t)t≥0. Notons
que la loi complète est ici considérée et non plus seulement la loi marginale P (dXt|Y 1:t). Ces
distributions de probabilité sont approchées par des mesures aléatoires correspondant à des
peignes de mesures de Dirac pondérées :

P (dX0:t|Y 1:t) ≃
N∑

i=1

w
(i)
t δ

(
X0:t − X

(i)
0:t

)
. (1.18)

Les points support X
(i)
0:t sont obtenus par simulation et dénommés particules. Chaque parti-

cule est assortie d’un poids w(i)
t traduisant la probabilité qu’elle soit le vecteur état recherché

sachant toutes les mesures accumulées. Cette technique est appelée échantillonnage pondéré.
Elle équivaut à estimer en temps réel une distribution à support continu par une distribution
à support discret mais tiré aléatoirement. Son application à l’étude en ligne des systèmes dy-
namiques date des années 70 [Han70], mais a été rapidement abandonnée du fait d’un coût
calculatoire trop élévé. Le principe a été repris et amélioré dans les années 90, notamment par
l’ajout d’une étape de sélection des particules. Plusieurs algorithmes ont été développés indé-
pendamment dans la littérature sous les noms de "bootstrap filter" [GSS93], filtre particulaire
avec interaction [CDML99] ou "condensation algorithm" [MB99]. Un algorithme de filtrage
particulaire classique procède en deux étapes :

– l’échantillonnage pondéré séquentiel qui propage récursivement les particules dans
l’espace-état,

– le rééchantillonnage qui sélectionne les particules les plus pertinentes pour l’estima-
tion.
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Dernièrement, un état de l’art très complet des techniques de filtrage particulaire et de leurs
applications a été édité par Doucet, de Freitas et Gordon [DdFG01].

• Echantillonnage pondéré

Dans le cas où les particules X
(i)
0:t peuvent être générées directement selon la loi cible

P (dX0:t|Y 1:t), celle-ci est classiquement approchée par la distribution empirique suivante :

P̂ (dX0:t|Y 1:t) =
N∑

i=1

1

N
δ
(
X0:t − X

(i)
0:t

)
.

Alors, pour toute fonction gt, P (dX0:t|Y 1:t)-intégrable, les estimateurs de la forme :

I (gt) =

∫

X0:t

gt (X0:t)P (dX0:t|Y 1:t) (1.19)

sont estimés par des moyennes arithmétiques. En effet, d’après la loi des grands nombres, on
obtient :

1

N

N∑

i=1

gt

(
X

(i)
0:t

)
p.s→

N→∞
I (gt) ,

où p.s dénote la convergence presque sure.
Néanmoins, il est généralement difficile de simuler la loi cible, multivariée et connue à une
constante de normalisation près. Une méthode plus élaborée d’échantillonnage doit être utili-
sée. L’échantillonnage pondéré consiste à générer les particules selon une loi de proposition
appelée distribution d’importance Π(dX0:t|Y 1:t), dont le support inclut le support de la loi

cible P (dX0:t|Y 1:t). Les poids w(i)
t attribués aux particules permettent alors de corriger l’écart

entre les distributions P et Π :

w
(i)
t ∝

p
(
X

(i)
0:t|Y 1:t

)

π
(
X

(i)
0:t|Y 1:t

) ,

où Π(dX
(i)
0:t|Y 1:t) = π

(
X

(i)
0:t|Y 1:t

)
dX

(i)
0:t et P (dX

(i)
0:t|Y 1:t) = p

(
X

(i)
0:t|Y 1:t

)
dX

(i)
0:t. Ces poids

sont normalisés de sorte que
∑N

i=1w
(i)
t = 1 et que l’estimation décrite par l’équation (1.18)

soit bien une distribution de probabilité. Il est démontré que la loi discrète P̂ ainsi obtenue
converge en loi vers la distribution P (dX0:t|Y 1:t).

Démonstration. En effet, comme [P (dX0:t|Y 1:t) > 0] ⇒ [Π(dX0:t|Y 1:t) > 0], l’intégrale (1.19)
peut être écrite alternativement :

I (gt) =

∫

X0:t

gt (X0:t)
P (dX0:t|Y 1:t)

Π(dX0:t|Y 1:t)
Π(dX0:t|Y 1:t).

D’après la loi forte des grands nombres, si les particules X
(i)
0:t sont des échantillons générés

selon la loi conditionnelle Π, on a :

N∑

i=1

ω
(i)
t gt

(
X

(i)
0:t

)
p.s→

N→∞
I (gt) .

En appliquant cette formule avec gt = I (] −∞; X0] × . . .×] −∞; Xt]) (où I est la fonction
indicatrice), on obtient le résultat souhaité.
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L’intérêt de cette approche réside en sa souplesse, notamment pour le choix de la distri-
bution d’importance. La loi de simulation utilisée s’avère cependant cruciale, l’efficacité des
algorithmes particulaire dépendant grandement de leur capacité à explorer des régions inté-
ressantes de l’espace-état. Ce problème est examiné dans la seconde partie de la thèse.

La formulation de l’algorithme proposée ci-dessus n’est pas récursive et suppose de ré-
échantillonner à chaque instant t les états passés X0:t−1. Pour laisser les particules précé-
dentes inchangées, il suffit d’adopter une loi de proposition Π (dX0:t|Y 1:t) qui admette la loi
de proposition à l’instant précédent Π (dX0:t−1|Y 1:t−1) comme loi marginale :

Π (dX0:t|Y 1:t) = Π (dX0:t−1|Y 1:t−1)Π (dXt|X0:t−1,Y 1:t) .

A chaque instant, chaque particule X
(i)
0:t−1 est alors simplement propagée en simulant Π

(
dXt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
:

X
(i)
t ∼ Π

(
dXt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
,

X
(i)
0:t =

(
X

(i)
t ,X

(i)
0:t−1

)
.

Il en résulte une expression récursive des poids d’importance :

ωi
t ∝ wi

t−1

p (Y t|X0:t−1,Y 1:t−1) p (Xt|X0:t−1)

π (Xt|X0:t−1,Y 1:t)
.

• Rééchantillonnage

Une limitation classique des méthodes particulaires est la dégénérescence des poids d’im-
portance dont une grande majorité tend très rapidement vers zero. Cette divergence peut être
limitée en introduisant une étape de rééchantillonnage des particules selon la loi discrète esti-

mée. Le nouveau système de particules ainsi obtenu
(
X

(i)∗
t

)

i=1:N
est distribué selon la loi cible

et donc équipondéré. Il comporte plusieurs échantillons identiques entre eux de par la nature
discrète de la loi de simulation. Plusieurs techniques de redistribution ont été proposées dans
la littérature. Dans [LC95], le nombre de répliques de chaque particule est obtenu par tirage

selon la loi multinomiale de paramètres N et
(
w

(i)
t

)

i=1,...,N
. Kitagawa, dans [Kit96], préconise

une procédure simplifiée et néanmoins efficace de rééchantillonnage qui est décrite en table
(1.4). Cette méthode garantit une faible variance du nombre de descendants par particules.

• Tirage aléatoire : u1 ∼ U
[
0, N−1

]
.

• Pour i = 2, . . . , N : ui = u1 +N−1 (i− 1),

◮ tant que ui >
∑j

k=1 ω
(k)
t ,

j = j + 1.
◮ Xi∗

t = X
j
t .

Tab. 1.4 - Rééchantillonnage stratifié

Le rééchantillonnage augmente significativement le nombre de particules contribuant ef-
ficacement à l’estimation : les particules de fort poids se trouvent dupliquées alors que les
échantillons les moins pertinents sont éliminées. Cependant, il est conseillé de ne pas l’ap-
pliquer de façon systématique au risque de trop appauvrir le système de particules. Il peut
s’ensuivre une divergence du filtre si le bruit de dynamique est trop faible. Aussi est-t-il pré-
férable de ne procéder à la redistribution que si la variance des poids devient trop grande. La
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taille efficace du système de particules, introduite par Liu dans [LC95] est le critère le plus
couramment utilisé. Il est inversement proportionnel à la variance des poids :

Neff =
N

1 + varΠ(|Y 1:t) (w∗(X0:t))
,

où w∗(X0:t) = p(X0:t|Y 1:t)
π(X0:t|Y 1:t)

. La taille efficace peut être estimée simplement de la façon suivante :

Neff =
1

∑N
i=1

(
w

(i)
t

)2 .

Les valeurs possibles de Neff sont majorées par le nombre total de particules N . Pour décider
de l’opportunité d’un rééchantillonnage, Neff est comparé à un seuil. Dans le cas idéal où les
particules sont générées directement selon la distribution a posteriori du vecteur état, les poids
sont tous égaux et valent 1

N . La taille efficace du système de particules est alors N . Par contre,
si le système de particules a dégénéré, tous les poids sont nuls à l’exception de l’un d’entre
eux qui vaut 1. Ce cas défavorable correspond à Neff = 1

N .

1.6 Conclusion

Ce chapitre a permis au lecteur de se familiariser avec les problématiques de la navigation.
Le positionnement s’effectue généralement en deux phases : une phase de mesure assurée
par un ensemble de capteurs et une phase d’estimation où les mesures réalisées sont utilisées
pour calculer les paramètres cinématiques utiles (position, vitesse, accélération). La navigation
impose donc de résoudre en temps réel un problème d’estimation. Ce mémoire est consacré
aux approches Bayésiennes pour lesquelles la dynamique a priori du véhicule est supposée
connue. Deux algorithmes de navigation ont été présentés : le filtre de Kalman classiquement
utilisé et le filtre particulaire qui apparaît comme une alternative prometteuse. Le filtre de
Kalman, popularisé par [AM79], n’est optimal que pour les systèmes linéaires Gaussiens (au
sens où il minimise l’erreur quadratique moyenne d’estimation). Ces dernières années ont vu
l’émergence des méthodes de filtrage particulaire. Bien-que calculatoirement plus coûteuses,
elles s’avèrent intéressantes car elles sont applicables à tout type de modèle de filtrage. En
particulier, elles sont robustes à de fortes non-linéarités. Les deux chapitres suivants étudient
les performances des deux techniques pour la navigation avec un système hybride GPS/INS.



Partie II
Hybridation serrée du GPS et des
systèmes de navigation inertielle





Introduction

Les exigences accrues en termes de précision et robustesse, aussi bien pour les applications
militaires que commerciales, motivent les dernières avancées en matière de navigation. Le pro-
jet GALILEO, conduit par l’Union Européenne, est un exemple significatif du dynamisme
de la recherche dans ce domaine. Depuis une vingtaine d’année, l’intérêt manifesté pour les
techniques de couplage ou fusion de données ne cesse de se renforcer. Le principe de l’hybrida-
tion est de mettre à profit la complémentarité de plusieurs systèmes de capteurs pour former
à moindre coût un système intégré plus performant. L’avènement de nouveaux systèmes de
positionnement tels GALILEO n’invalide pas cette approche mais ouvre au contraire de nou-
velles perspectives d’intégration. L’objet de cette thèse est le couplage du GPS et des systèmes
de navigation inertielle. Différentes architectures d’hybridation sont envisageables. Nous nous
intéressons dans cette partie, formée de deux chapitres, à l’hybridation dite serrée des deux
systèmes. Le chapitre 2 présente le modèle d’hybridation et le chapitre 3 étudie l’intérêt d’un
algorithme d’hybridation de type filtre particulaire.





C H A P I T R E 2

Modèle de filtrage pour l’hybridation
serrée GPS/INS
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2.1 Introduction

L’intégration de deux systèmes de navigation est généralement réalisée via un filtre d’hybri-
dation qui calcule la solution de navigation à partir des données fournies par les deux systèmes
de capteurs. Dans ce chapitre, nous discutons dans un premier temps l’opportunité d’un cou-
plage GPS/INS et nous détaillons ensuite le modèle du filtre d’hybridation. Une architecture
classique de couplage consiste à utiliser les mesures GPS pour évaluer les erreurs d’estimation
commises par la centrale inertielle. Le modèle d’état se déduit donc des équations de naviga-
tion inertielle alors que le modèle d’observation découle de l’expression des pseudo-distances
GPS.

2.2 Intérêt de l’hybridation GPS/INS

Le GPS et les systèmes de navigation inertielle reposent sur des techniques de positionne-
ment très différentes qui n’induisent pas les mêmes limitations. Cette complémentarité justifie
leur intégration, le couplage GPS/INS s’avèrant fructueux dans la mesure où les défauts de
chacun des deux systèmes se mutuellement.
D’une part, les mesures de pseudo-distances GPS définissent à chaque instant un système
d’équations dont est directement solution la position inconnue. L’erreur de localisation est
donc bornée dans le temps. A l’inverse, les centrales inertielles estiment les coordonnées
cinématiques d’un mobile en résolvant récursivement un système d’équations différentielles.
Les erreurs d’estimation tendent en conséquence à se cumuler au fil des intégrations succes-
sives et à augmenter au cours du temps. Ainsi, les systèmes de navigation inertielle sont
précis à court terme mais dérivent au cours du temps alors que les estimés GPS sont plus
bruités mais présentent une erreur bornée dans le temps. En outre, le GPS est sensible aux
perturbations extérieures et n’est donc pas toujours en mesure de calculer une solution de
navigation fiable, contrairement aux systèmes inertiels qui sont autonomes.
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Une comparaison complète du GPS et des systèmes de navigation inertielle fondée sur diffé-
rents critères est proposée dans le tableau (2.1).

GPS Systèmes de navigation inertielle

Robustesse
- sensibilité aux interférences
- continuité de service
non assurée

- autonomie,
- fiabilité

Précision

- peu précis à court terme
- erreur bornée dans le
temps

- précis à court terme
- dérive au cours du temps

Fréquence des mesures basse fréquence haute fréquence (> 20 Hz)

Type de données - position et ses dérivées
- recalage temporel

- position et ses dérivées
- attitude

Tab. 2.1 - Comparaison du GPS et des systèmes de navigation inertielle

Dans le cadre d’une hybridation, le GPS permet de corriger la dérive inertielle et les erreurs
capteurs, alors que la centrale inertielle recalée assure la continuité du service de navigation
en cas de perte du signal GPS. De plus, la solution hybride de navigation est plus précise que
l’estimation calculée par un GPS autonome. Enfin, la haute cadence des mesures inertielles
assure une bonne robustesse à des trajectoires très dynamiques.

2.3 Architectures d’hybridation

Il existe plusieurs types d’hybridation selon la nature des informations capteurs mises
en jeu et la façon dont elles sont combinées. L’approche la plus intuitive pour l’hybridation
GPS/INS consiste à estimer directement les paramètres cinématiques du véhicule à partir à
la fois des données GPS et inertielles. Elle est détaillée par exemple dans [AS01]. Cependant,
la dynamique du véhicule peut être très grande selon l’application considérée (militaire...).
Les estimés doivent donc être mis à jour à une grande fréquence, ce qui suppose un temps de
réponse très bref du filtre de navigation. Il est possible de s’affranchir de cette contrainte en
travaillant plutôt avec les erreurs de navigation inertielles qui évoluent plus lentement. Cette
faible dynamique s’explique du fait des intégrations successives pratiquées par le calculateur
inertiel qui joue le rôle d’un filtre passe-bas.
L’architecture d’hybridation retenue exploite donc les données GPS pour estimer les erreurs
de navigation inertielles, comme proposé dans [CDMMG97], [Nor01] ou bien [FB98]. Le der-
nier point à préciser est le type de données GPS utilisées pour recaler la centrale inertielle.
L’hybridation lâche met en jeu les estimés cinématiques issus du filtre de navigation GPS.
Cette solution se caractérise par sa facilité d’implantation aux dépens parfois d’une perte de
performance. Elle requiert de connaître avec précision la façon dont le calcul de navigation
GPS a été effectué afin de modéliser correctement l’erreur de mesure dans les équations du
filtre d’hybridation. Par ailleurs, si le nombre de mesures GPS est insuffisant (< 4) pour ré-
soudre le problème de navigation, la centrale inertielle n’est pas recalée. Nous nous sommes
donc plutôt orientés vers une hybridation serrée où les mesures GPS brutes forment les
entrées du filtre d’hybridation. Cette solution est souvent préférable car plus fiable, mais n’est



2.4 : Modèle d’état 33

pas toujours accessible selon la technologie dont dispose l’utilisateur. Par ailleurs, elle présente
l’inconvénient de mettre en jeu des équations de mesure non linéaires.

récepteur
GPS

centrale
inertielle

d’hybridation

filtre

sorties capteurs

estimées inertielles

mesures GPS erreurs inertielles estimées

−

estimées inertielles recalées

Fig. 2.1 - Architecture d’hybridation retenue.

2.4 Modèle d’état

Dans cette partie sont définis les paramètres à estimer pour réaliser le recalage de la centrale
inertielle à l’aide des mesures GPS. Pour chacun d’eux, un modèle d’évolution a priori est
formulé.

2.4.1 Choix du vecteur état

L’architecture d’hybridation adoptée détermine le modèle de filtrage. Le vecteur état est
ainsi formé à la fois des erreurs d’estimation inertielles et des paramètres de navigation GPS
inconnus. La dérive inertielle provient essentiellement d’erreurs survenues lors de la calibration
des accéléromètres et gyromètres, et qui se propagent du fait des intégrations successives pra-
tiquées par le calculateur inertiel. Ces erreurs de mesure doivent être estimées conjointement
aux erreurs de navigation et viennent compléter le vecteur état qui est finalement défini de la
manière suivante :

Xt =
(
δxT

t , δu
T
t , δx

T
gps,t

)T
,

où :

- le vecteur δxt (δxt =
(
δpt, δv

n
e,t,ρt

)
) représente les erreurs de navigation inertielle

en position δpt = (δλt, δΦt, δht), vitesse δvn
e,t = (δvn,t, δve,t, δvd,t) et attitude ρt =

(δϕt, δθt, δψt). Elles sont exprimées comme la différence entre les paramètres réels xt et
les estimés calculés par la centrale inertielle x̂ins

t : δxt = xt − x̂ins
t .

Remarque : par la suite, on note (̂.)
ins

une grandeur estimée par la centrale inertielle

et (̃.)
ins

une grandeur mesurée par les capteurs inertiels.

- le vecteur δut = (ba,t, bg,t) regroupe les erreurs de mesure affectant respectivement les
sorties des accéléromètres fa,t et des gyromètres Ωg,t. Ces vecteurs comportent tous
trois composantes correspondant aux axes principaux des trois gyromètres et des trois
accéléromètres. Dans cette étude, nous nous sommes limités à des erreurs de calibration
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de type biais :

ba,t = f̃
ins

a,t − fa,t + ǫa,t, (2.1)

bg,t = Ω̃
ins

g,t − Ωg,t + ǫg,t, (2.2)

où les vecteurs ǫa,t ∼ N
(
0, σ2

aI3
)

et ǫg,t ∼ N
(
0, σ2

gI3
)

désignent des bruits de mesure.

- le vecteur δxgps,t est formé des paramètres GPS inconnus : le biais bt et la dérive d’horloge
du récepteur GPS ḃt.

2.4.2 Modèle de propagation des erreurs inertielles

Nous proposons tout d’abord une analyse rapide des principales sources d’erreur en navi-
gation inertielle et de leur impact sur les estimés de position, vitesse et attitude calculés. Puis,
les équations de dynamique des erreurs inertielles sont démontrées plus rigoureusement.

2.4.2.1 Sources d’erreurs

Les centrales inertielles intègrent les mesures des accéléromètres par rapport à un repère
de référence dont l’orientation est définie par les mesures des gyromètres. Il en résulte princi-
palement deux types d’erreurs :

• les erreurs d’intégrations
A court terme, un biais accélérométrique entraîne une divergence linéaire en vitesse et
quadratique en position.

• les erreurs de projection
Les imprécisions sur les mesures gyrométriques conduisent à une évaluation erronée

∆u

n,ins

v

||u||α=

α
u

u

n

Fig. 2.2 - Erreurs de projection.

de la matrice de passage du repère de mesure au repère de navigation et donc à des
erreurs de projection. Le repère de navigation réel et celui calculé par la CI ne sont
pas confondus et il existe une rotation de vecteur v et d’angle α les liant. Soient un et
un,ins les projections respectives d’un vecteur u dans le repère réel et le repère estimé,
la relation suivante est vérifiée :

un,ins = (I − [α∧])un. (2.3)

Dans cette expression, α = αv et la notation [α∧] désigne la matrice antisymétrique
associée au produit vectoriel de la façon suivante : [α∧] u = α ∧ u. La formule (2.3)
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signifie qu’une erreur de vitesse angulaire dans une direction donnée entraîne une erreur
de projection dans le plan perpendiculaire, de module proportionnel au module du vec-
teur projeté et à l’erreur angulaire. Cette remarque est illustrée sur la figure (2.2). Du
point de vue des matrices de passage, la relation (2.3) se traduit de la façon suivante :

R̂ins
m2n = (I − [α∧])Rm2n ⇒ δRm2n = [α∧] R̂ins

m2n. (2.4)

Cette relation sera utile au calcul des équations d’erreurs inertielles.

Du fait des couplages entre les différents paramètres cinématiques, les erreurs d’estimation
se propagent rapidement. Ainsi, l’erreur de positionnement induit une compensation inexacte
de la force de gravité et se répercute sur le calcul suivant de la position et de la vitesse. Ce
phénomène caractéristique, représenté sur la figure (2.3), est appelé phénomène de Schüler.
Il provoque un comportement oscillatoire pour les erreurs de position horizontales et diver-
geant pour les erreurs verticales. Ce résultat peut être démontré rigoureusement à partir des

∆g

g calculé

M

Mcalculé
g

g calculé
calculéM

∆g

g

M

L’erreur horizontale équivaut à une force de rappel. L’erreur verticale équivaut à une force répulsive.

Fig. 2.3 - Phénomène de Schüler

équations du mouvement.

Démonstration. Soit r la position du véhicule. En ne considérant que les erreurs dues à la
compensation de la gravité, on peut écrire :

(
d2r

dt2

)

i

= fa + g (r) ⇒ δ

(
d2r

dt2

)

i

=
∂g

∂r
δr

︸ ︷︷ ︸
dg(r)

.

Or g(r) = − k
r2

r
r , où k est proportionnelle à la constante de gravitation. D’où :

dg(r) = − k

r2
d
(r

r

)
+ 2

k

r3
r

r
.

Après projection dans le repère de navigation :

δ

(
d2r

dt2

)n

i

=
g

r




−1 0 0
0 −1 0
0 0 2



 δrn,

avec g = − k
r2 . Cette équation fait apparaître une composante négative de rappel dans le plan

horizontal −g
r et une composante positive 2g

r caractéristique d’un comportement instable selon
l’axe vertical.
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2.4.2.2 Équations d’erreurs inertielles

Les équations de dynamique des erreurs de navigation inertielle traduisent les interactions
entre les différentes sources d’erreur présentées. Elles sont obtenues en différenciant au premier
ordre les équations différentielles de navigation inertielle :

(
ẋt

u̇t

)
= f (xt,ut) ,

(
δẋt

δu̇t

)
=

∂f

∂xt
δxt +

∂f

∂ut
δut.

Cette méthode est connue sous le nom de méthode des petites perturbations.

Équation d’erreur d’attitude

Elle est obtenue à partir de l’équation différentielle décrivant la cinématique des matrices
de changement de repère :

Ṙm2n = Rm2n [Ωm
nm∧] .

Un développement de Taylor au premier ordre de cette expression autour des estimés inertielles
conduit à :

δṘm2n = δRm2n

[
Ω̂

m,ins

nm ∧
]

+ R̂ins
m2n [δΩm

nm∧] . (2.5)

Une fois dérivée, la formule (2.4) fournit une expression différente de δṘm2n :

δRm2n = [ρ∧] R̂ins
m2n ⇒ δṘm2n = [ρ̇∧] R̂ins

m2n + [ρ∧] Ṙins
m2n, (2.6)

où on rappelle que ρ est le vecteur formé des erreurs sur les angles d’attitude. En identifiant
les expressions (2.5) et (2.6), on peut en déduire l’ équation différentielle vérifiée par ρ :

ρ̇ = R̂ins
m2nδΩ

m,ins
nm .

Le vecteur δΩm,ins
nm peut être scindé pour faire apparaître le biais de mesure des gyromètres :

δΩm,ins
nm = δΩm,ins

im − δΩm,ins
in = bg − δΩm,ins

in . Finalement :

δΩm,ins
in = R̂ins

n2m

(
δΩn,ins

in − ρ ∧ Ω̂
n,ins

in

)
.

L’équation de dynamique pour les angles d’attitude s’écrit :

ρ̇ + [Ω̂
n,ins

in ∧]ρ = R̂ins
m2nbg − δΩn,ins

in .

Il est à noter que δΩn,ins
in dépend linéairement de δp et δv.

Équation d’erreur de position

Elle se déduit simplement en différenciant l’équation de position inertielle :




δλ̇

δφ̇

δḣ



 =




0 0 −v̂n
ins

(N+ĥins)2

v̂e
ins sin(λ̂ins)

(N+ĥins) cos(λ̂ins)2
0 −v̂e

ins

(N+ĥins)2 cos(λ̂ins)

0 0 0







δλ
δφ
δh



+




1
N+ĥins

0 0

0 1
(N+ĥins) cos(λ̂ins)

0

0 0 −1







δvn

δve

δvd



 .



2.4 : Modèle d’état 37

Notons que les erreurs de rayon de courbure N ont été négligées.

Équation d’erreur de vitesse

A partir de l’équation de vitesse inertielle, on démontre de la même façon que les erreurs
de vitesse obéissent à l’équation différentielle :

δv̇n
e = δRm2nf̃

ins

a + R̂ins
m2nba + δg − (δΩn

en + 2δΩn
ie) ∧ v̂n,ins

e − (Ω̂
n,ins

en + 2Ω̂
n,ins

ie ) ∧ δvn
e .

Explicitons les différents termes :
- L’erreur d’attitude se répercute sur les matrices de passage de la façon suivante :
δRm2n = [ρ∧]Rins

m2nfa.
- Dans le repère de navigation, l’erreur de pesanteur n’affecte que la composante verti-

cale δg = δgd. Dans cette étude, le modèle de Somigliana est utilisé pour le champ
gravitationnel :

g (λ, h) = g (λ, 0)

(
R

R+ h

)2

,

où R est le rayon terrestre. D’où, en négligeant l’influence de la latitude (g est environ
200 fois moins sensible à une erreur de latitude que d’altitude) :

δg ∼ −2
g

R+ h
δh.

Il suffit enfin de remplacer les produits vectoriels par leurs écritures matricielles équiva-
lentes pour aboutir à l’équation suivante :

δv̇n
e +

[
v̂n,ins

e ∧
]
(δΩn

en + 2δΩn
ie) +

[
(Ω̂

n,ins

en + 2Ω̂
n,ins

ie )∧
]
δvn

e = −
[
f̃

n,ins

a ∧
]
ρ + R̂ins

m2nba + δg.

2.4.2.3 Équations d’erreurs d’horloge GPS

La dérive du temps récepteur par rapport au temps de référence GPS provient des insta-
bilités de fréquence de l’horloge récepteur GPS. Un modèle du 2-ième ordre apparaît donc
approprié pour décrire le comportement des erreurs d’horloges récepteur :

d

dt

(
bt
ḃt

)
=

(
0 1
0 0

)(
bt
ḃt

)
+

(
vb
t

vd
t

)
,

où vb
t ∼ N (0, σ2

b ) et vd
t ∼ N (0, σ2

d) sont des bruits blancs Gaussiens. Il reste à spécifier les
variances des erreurs d’horloges. Leurs dérives ont fait l’objet d’études empiriques, dont les
résultats sont rappelés par exemple dans [FB98] et [BH94]. En première approximation,

σ2
b ≃ h0/2,

σ2
d ≃ 2π2h−2,

où les paramètres h0/2 et h−2 dépendent du type d’horloge atomique. Leurs valeurs sont réper-
toriées dans la table (2.2). Ainsi les horloges récepteur, de type crystal, sont beaucoup moins
stables que les horloges satellite embarquées de type rubidium. Ce modèle tend cependant à
sous-estimer la variance des erreurs d’horloges.
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Type d’horloge h0 h−2

compensated crystal 2 × 10−19 2 × 10−20

ovenized crystal 8 × 10−20 4 × 10−23

rubidium 2 × 10−20 4 × 10−29

Tab. 2.2 - valeurs des paramètres d’horloge.

2.4.2.4 Modèle de biais capteurs

Les biais des capteurs gyrométriques et accélérométriques sont classiquement représentés
par des processus de Markov du 1er ordre :

ba =
−1

τa
ba + va, va ∼ N

(
0, σ2

ba
I3
)
,

bg =
−1

τg
bg + vg, va ∼ N

(
0, σ2

bg
I3

)
,

avec τa et τg qui correspondent aux temps de corrélation de ces processus.
Remarque : pour des durées de simulation courtes, ba et bg peuvent être simplement assimilés
à des marches aléatoires :

ba = va,

bg = vg.

2.4.2.5 Modèle d’état complet

Le modèle dynamique complet se déduit en regroupant les équations différentielles établies
pour chacune des composantes du vecteur état :

Ẋt = AtXt +Btvt, avec vt ∼ N (0, I17) ,

où BtB
T
t =

(
01×3, σ

2
aRm2n,01×3, σ

2
gRm2n, σ

2
ba

I3, σ
2
bg

I3, σ
2
b , σ

2
d

)
et où la matrice At est détaillée

dans [FB98]. Les données parvenant et étant traitées séquentiellement, la version discrétisée
de ce modèle à temps continu est utilisée :

Xt = ÃtXt−1 + B̃tvt.

D’après [Nor01], les matrices du modèle à temps discret sont calculées de la façon suivante :

Ãt = I17 +At∆T,

B̃t = ∆T

(
I17 +

∆T

2
At

)
Bt,

où ∆T est le pas d’échantillonnage. Par la suite, on note nx la dimension du vecteur état.

2.4.3 Modèle de mesure

Le filtre d’hybridation proposé met à profit les mesures GPS pour corriger les sorties
inertielles. Le vecteur d’observation Y t est donc composé à chaque instant des pseudo-distances
GPS associées aux ny satellites en ligne de vue du récepteur :

Y t =
(
ρ1, . . . , ρny

)
,
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où ρi désigne la pseudo-distance associée au i-ième satellite. L’équation de mesure s’obtient
donc simplement en faisant intervenir explicitement les composantes du vecteur état, à savoir
l’erreur de position en coordonnées ellipsoidales (δλt, δφt, δht) et le biais d’horloge GPS bt,
dans l’expression des pseudo-distances proposée dans le premier chapitre de la thèse. Elle
s’écrit donc de la façon suivante :

Y t = ht (δλt, δφt, δht) + bt + wt, wt ∼ N (0, Rt) ,

ht (δλt, δφt, δht) = f t ◦ gt (δλt, δφt, δht) ,

où :
• f t est l’expression mathématique des distances satellites/récepteur,

f t (xt, yt, zt) =






√
(xt − x1

t )
2 + (yt − y1

t )
2 + (yt − y1

t )
2,

...√
(xt − xi

t)
2 + (yt − yi

t)
2 + (yt − yi

t)
2,

...√
(xt − x

ny

t )2 + (yt − y
ny

t )2 + (yt − y
ny

t )2.

Dans cette équation, les triplets (xt, yt, zt) et (xi
t, y

i
t, z

i
t) représentent respectivement la

position du véhicule et du i-ième satellite dans le repère géocentrique.
• gt réalise la transformation des coordonnées cartésiennes aux coordonnées ellipsoïdales.




xt

yt

zt



 = gt (δλt, δφt, δht) ,

avec :

gt (δλt, δφt, δht) =






(N + ĥins
t ) cos(λ̂ins

t + δλt) cos(φ̂ins
t + δφt),

(N + ĥins
t ) cos(λ̂ins

t + δλt) sin(φ̂ins
t + δφt),

(N + ĥins
t ) sin(λ̂ins

t + δλt).

Notons que la matrice de covariance du bruit de mesure s’exprime en fonction de l’UERE
défini au premier chapitre : Rt = UERE2Iny .

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un modèle de filtrage a été développé en accord avec l’architecture
d’hybridation retenue : {

Xt = ÃtXt−1 + B̃tvt,
Y t = ht (δλt, δφt, δht) + bt + wt

Le modèle d’état a été obtenu par linéarisation des équations de navigation inertielle. Le mo-
dèle de mesure est par contre non linéaire. Il est donc intéressant d’étudier les performances
d’un filtre d’hybridation de type particulaire. Le chapitre suivant est consacré au développe-
ment d’un filtre particulaire adapté aux caractéristiques de ce modèle de filtrage.
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3.1 Introduction

A l’issue du chapitre précédent, un modèle d’hybridation serrée GPS/INS a été proposé.
Il est classiquement utilisé par un filtre de Kalman étendu pour calculer récursivement la
solution de navigation hybride. La non linéarité du modèle de mesure permet d’espérer un gain
en précision et robustesse en remplaçant le filtre de Kalman étendu par un filtre non linéaire.
Cependant, les caractéristiques de ce modèle de filtrage rendent inopérantes les stratégies
classiques de filtrage particulaire. Ce chapitre débute donc par une brève étude du modèle
de filtrage qui permet de mettre en évidence ses contraintes et les difficultés algorithmiques
qui s’ensuivent. Il se poursuit par une sélection de solutions algorithmiques proposées dans
la littérature dont le filtre particulaire régularisé (RPF). Enfin, notre contribution est un
algorithme de filtrage particulaire original dédié à l’hybridation GPS/INS, qui se présente
comme une extension du RPF.

3.2 Analyse du modèle de filtrage

Un système instable
Les différentes interactions entre les composantes du vecteur état rendent difficile à appré-
hender le comportement de chacun des paramètres. Pour mettre en évidence les particularités
du modèle de filtrage, nous proposons ici un modèle d’état simplifié négligeant les effets de
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rotation de la terre et supposant découplées les directions Nord, Sud et Est définies par les
axes du repère de navigation. On obtient :

d

dt




δx
δv
ǫ





︸ ︷︷ ︸
Xs

=




0 1 0
0 0 −g
0 1

R 0





︸ ︷︷ ︸
F




δx
δv
ǫ



+




0
ba
bg





︸ ︷︷ ︸
B

,

où :
- δx désigne indifféremment l’erreur de position Nord δxn = Nδλ, Est δxe = N cos(λ̂ins)δφ

ou verticale δxh = δh,
- δv est l’erreur de vitesse,
- ǫ est l’erreur de projection dans le plan perpendiculaire,
- ba et bg sont les composantes des biais accélérométriques et gyrométriques sur l’axe de

projection considéré.

La solution de ce système d’équations est de la forme :

Xs(t) = exp(F (t− t0))Xs(t0) +

∫ t

t0

exp(F (t− u))Bdu,

c’est-à-dire pour des conditions initiales nulles :

x(t) ≃ ∆T 2

2
ba − gbg

∆T 3

3
,

v(t) ≃ ba∆T − gbg
∆T 2

2
,

ǫ(t) ≃ bg∆T + ba
∆T 2

2R
,

où ∆T = t−t0. On constate que l’erreur de vitesse angulaire bg entraîne une dérive quadratique
de la vitesse et cubique de la position, alors que le biais accélérométrique se traduit par une
dérive linéaire de la position et quadratique de la position. Pour des simulations de courtes du-
rées, les erreurs de navigation inertielles apparaissent donc exponentiellement divergentes.

Un faible bruit d’état
Le bruit d’état affectant les erreurs de position et de vitesse est faible car il provient essentielle-
ment de l’ intégration du bruit de mesure perturbant les accéléromètres. Cette caractéristique
est un facteur connu de dégénérescence des filtres particulaires.

Dimension du vecteur état
Le vecteur état à estimer pour réaliser l’hybridation GPS/INS est de grande dimension (17

composantes). En pratique, il faudra donc utiliser beaucoup de particules pour obtenir une
bonne précision des estimés. Une alternative consiste à essayer de réduire la dimension de l’es-
pace état en mettant à profit certaines propriétés du système étudié. Une partition appropriée
du vecteur état permet de scinder le modèle de filtrage en une partie linéaire et une partie
non linéaire. Soit Xt =

(
X1

t ,X
2
t ,X

3
t

)
, avec

X1
t =

(
ve

n,t,ρt, ba,t, bg,t

)
,

X2
t = (λt,Φt, ht) ,

X3
t =

(
bt, ḃt

)
.
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La décomposition par blocs du modèle de filtrage fait apparaître une structure conditionnel-
lement linéaire Gaussienne :




X1

t

X2
t

X3
t



 =




A1,t C2,t [0]
C1,t A2,t [0]
[0] [0] A3,t





︸ ︷︷ ︸
Ãt




X1

t−1

X2
t−1

X3
t−1



+




B1,t [0] [0]
[0] B2,t [0]
[0] [0] B3,t





︸ ︷︷ ︸
B̃t




v1

t

v2
t

v3
t



 ,(3.1)

Y t = ht

(
X2

t

)
+D3,tX

3
t + wt, (3.2)

où D3,t =
[
1ny×1,0ny×1

]
. Il est alors possible d’avoir recours à des stratégies de filtrage

particulaires dites Rao-Blackwellisées pour lesquelles la partie linéaire du modèle est résolue
analytiquement par filtrage de Kalman.

Un modèle d’état approché
Le modèle d’état décrivant la dynamique des erreurs inertielles résulte de la linéarisation des
équations de navigation inertielles et reproduit donc imparfaitement la dynamique des para-
mètres à estimer. Ce modèle a priori n’est donc pas un choix judicieux pour faire évoluer les
particules, au risque de les générer dans des régions peu intéressantes de l’espace état.

Une bonne compréhension du système étudié va permettre de mettre au point des stratégies
de filtrage particulaire efficaces. Dans un premier temps sont présentés des algorithmes issus
de la littérature, puis des extensions sont développées pour pallier leurs limitations.

3.3 Solutions algorithmiques issues de la littérature

Le faible bruit d’état et le comportement dynamique instable des paramètres d’état concourent
à faire diverger un algorithme particulaire de type "bootstrap filter". Des variantes algorith-
miques plus appropriées sont tout d’abord proposées dans cette partie. Elles sont fondées
sur des stratégies efficaces de simulation et rééchantillonnage des particules. Enfin, le filtre
particulaire Rao-Blackwellisé permettant de traiter les modèles conditionnellement linéaires
Gaussiens est détaillé.

3.3.1 Bootstrap filter

Une étape clé dans le développement d’un algorithme de filtrage particulaire est le choix
de la distribution de proposition. La loi a priori des paramètres inconnus apparaît à la fois
comme le choix le plus simple et le plus immédiat. Sa mise en œuvre aisée a incité bon
nombres d’auteurs à l’adopter, tels [HM69], [Han98] ou [Tan98]. En particulier, elle conduit à
une expression simple des poids d’importance :

w
(i)
t ∝ p (Y t|X1:t,Y 1:t−1) .

Cette approche est à l’origine de l’algorithme dit "Bootstrap filter" présenté dans [GSS93].
Il consiste à simuler plusieurs vecteurs état candidats selon le modèle d’état, puis à les sé-
lectionner au vu de leur vraisemblance par rapport à la mesure reçue. La contrepartie de
cette simplicité est une perte de performance, l’espace d’état étant exploré aveuglément sans
prendre en compte l’information apportée par la nouvelle mesure. Pour notre application, le
"Bootstrap filter" conduit à une dégénérescence des poids. Le modèle d’état est en effet ap-
proché et exponentiellement instable. Les particules générées selon la loi a priori tendent donc
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à s’écarter les unes des autres et sont progressivement toutes localisées dans des régions de
faible vraisemblance. Ce phénomène est accentué par le faible bruit d’état qui ne contribue
pas à renouveler le nuage de particules qui est de moins en moins représentatif de la loi cible.
Cette divergence est illustrée sur la figure 3.1 où est représentée en bleu la vraisemblance en
fonction de l’erreur de latitude et en noir la densité de probabilité prédite (c’est-à-dire l’histo-
gramme normalisé des particules simulées) pour un scénario classique de navigation INS/GPS.
Il apparaît que peu à peu les régions de forte vraisemblance sont dépourvues de particules et
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Fig. 3.1 - Non recouvrement des supports de la vraisemblance et de la densité de probabilité
prédite.

le filtre particulaire fournit une estimation insatisfaisante de la loi cible.

3.3.2 Loi de proposition optimale

Une solution pour pallier le problème de divergence consiste à prendre en compte la mesure
nouvellement reçue pour simuler les particules. Ainsi, celles-ci sont guidées vers les zones de
forte vraisemblance de l’espace état. Dans [Dou98], la loi de proposition :

π
(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
= p

(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
, pour i = 1, . . . , N , (3.3)

(où N est le nombre de particules) est préconisée. Cette distribution minimise la variance des
poids non normalisés conditionnellement à l’état précédent et à la mesure, c’est-à-dire qu’elle
prévient une trop grande dispersion du nuage de particules. Néanmoins, elle est généralement
non standard et connue à une constante de normalisation près. En effet, d’après la loi de
Bayes :

p
(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
=

1

C
p
(
Y t|Xt,X

(i)
0:t−1,Y 1:t−1

)
p
(
Xt|X(i)

0:t−1

)
, (3.4)
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Initialisation :

• Pour i = 1, . . . , N : X
(i)
0 ∼ p (X0) .

Itération t :

• Propagation :
pour i = 1, . . . , N ,

X
(i)
t ∼ p

(
Xt|X(i)

0:t−1

)
, et X

(i)
0:t =

(
X

(i)
t ,X

(i)
0:t−1

)
.

• Pondération :
pour i = 1, . . . , N ,

w̃
(i)
t ∝ p (Y t|X0:t,Y 1:t) , et w(i)

t = w̃
(i)
t /

(
N∑

k=1

w̃
(k)
t

)
.

p (X0:t|Y 1:t) =
N∑

k=1

w
(i)
t δ

(
X0:t − X

(i)
0:t

)

• Sélection : rééchantillonnage des particules selon la loi discrète estimée.

Tab. 3.1 - Algorithme "Bootstrap"

avec C > 0 . Enfin, cette loi conduit à des poids d’importance de la forme :

w
(i)
t ∝ ω

(i)
t−1p

(
Y t|X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
, (3.5)

p
(
Y t|X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
=

∫
p
(
Y t|Xt,X

(i)
0:t−1,Y 1:t−1

)
p
(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
dXt, (3.6)

qui sont généralement difficiles à évaluer du fait de l’intégrale multidimensionnelle (3.6).
Plusieurs méthodes sous-optimales ont été présentées dans la littérature pour proposer des

particules plus pertinentes en accord avec l’information apportée par la mesure.

Filtre particulaire avec linéarisation locale
Cette approche s’applique à des modèles de filtrage non linéaires présentant des bruits d’état
et d’observation à la fois additifs et Gaussiens. Elle découle des remarques suivantes :

– si la non linéarité provient seulement de l’équation d’état, la loi de proposition optimale
est aussi une loi Gaussienne. L’équation (3.4) permet alors d’en calculer les moments du
1er et 2nd ordre.

– Si l’équation de mesure est non linéaire, une linéarisation locale autour de la particule
courante suffit à obtenir une approximation Gaussienne de la loi de proposition optimale
(3.3).

Considérons le cas de l’hybridation GPS/INS. Soit X
(i)
t|t−1 = ÃtX

(i)
t−1 les particules prédites.

Après linéarisation, le modèle de filtrage prend la forme :

Xt = ÃtXt−1 + B̃tvt,

Y t = H
(i)
t

(
X2,t − X

(i)
2,t|t−1

)
+ ht

(
X

(i)
2,t|t−1

)
+D3,tX

(i)
3,t|t−1 + wt,



46 Chapitre 3 - Stratégies de filtrage particulaire pour l’hybridation serrée GPS/INS

où H(i)
t = ▽htX

(i)
2,t|t−1

et on rappelle que Xt = (X1,t,X2,t,X3,t) et E
(
wtw

T
t

)
= Rt.

Alors p
(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
≃ N (mt,Σt), avec :

Σ−1
t =

(
B̃tB̃

T
t

)−1
+
(
H̃

(i)
t

)T
R−1

t H̃
(i)
t ,

mt = Σt

((
H̃

(i)
t

)T
R−1

t

(
Y t − ht

(
X

(i)
2,t|t−1

)
+H

(i)
t X

(i)
2,t|t−1

)
+
(
B̃tB̃

T
t

)−1
ÃtX

(i)
t−1

)
,

et H̃(i)
t =

[
0ny×12, H

(i)
t , D3,t

]
.

Filtre particulaire avec méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov (MCMC)
La méthode précédente suppose que la loi de proposition optimale peut être correctement ap-
prochée par une loi Gaussienne. Une alternative consiste à utiliser des méthodes de MCMC
telles que l’algorithme d’acceptation-rejet ou l’échantillonnage pondéré pour simuler directe-
ment les particules selon cette loi.

Filtre à particules auxiliaires
Une variante algorithmique a été proposée dans [PS99] pour prendre en compte les mesures
lors de l’étape de simulation des particules sans avoir recours à la distribution de proposition
optimale. L’idée est de ne propager que les particules de descendants les plus vraisemblables.
Dans le "Bootstrap filter", la succession des étapes de rééchantillonnage et propagation équi-
vaut à simuler les nouvelles particules selon la loi de mélange suivante :

p̂ (Xt|Y 1:t−1) =
N∑

i=1

π
(i)
t p

(
Xt|X(i)

t−1,Y 1:t−1

)
,

avec π(i)
t = w

(i)
t−1. L’article fondateur [PS99] propose de modifier les probabilités de mélange

π
(i)
t en fonction de l’information apportée par les mesures :

π
(i)
t = w

(i)
t−1p(Y t|X(i)

0:t−1,Y 1:t−1),

où p(Y t|X(i)
0:t−1,Y 1:t−1) est la vraisemblance prédite. Comme il est généralement impossible de

calculer ce terme analytiquement, une approximation de la forme p(Y t|µ(i)
t ) est généralement

utilisée, où µ
(i)
t est un paramètre caractérisant la loi a priori p(Xt|X(i)

t−1,Y 1:t−1) (par exemple
sa moyenne ou son mode). Cet algorithme est dit "filtre à particule auxiliaire" car le tirage
des particules s’effectue dans un espace de plus grande dimension que l’espace-état. Ce sont

en effet des couples
(
X

(i)
t , ji

)

i=1,...,N
qui sont simulés, où ji représente les composantes de la

loi de mélange ou de façon équivalente l’indice des particules propagées.

ji ∼
N∑

k=1

π
(k)
t−1δ

(
k − ji

)
,

X
(i)
t ∼ p

(
Xt|X(ji)

t−1,Y 1:t−1

)
,

pour i = 1, . . . , N . Les poids sont alors mis à jour selon la formule :

w
(i)
t ∝

p
(
Y t|X(ji)

t ,Y 1:t−1

)

p
(
Y t|µ(ji)

t

) .
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La principale limitation de cette stratégie provient de l’approximation p(Y t|µ(i)
t ) de la vrai-

semblance prédite. En effet, pour des problèmes relativement complexes, µ
(i)
t s’avère souvent

insuffisant pour décrire la loi a priori. Une alternative consiste à combiner le filtre à parti-
cule auxiliaire avec la méthode de linéarisation locale. Les probabilités de mélange sont alors
choisies égales à :

π
(i)
t = w

(i)
t−1p̂(Y t|X(i)

t−1,Y 1:t−1),

où p̂(Y t|X(i)
t−1,Y 1:t−1) désigne une approximation de la vraisemblance prédite obtenue par

linéarisation.

Les techniques de simulation présentées ci-dessus sont des outils efficaces pour proposer
des particules pertinentes en dépit de l’imprécision du modèle d’état. Elles ne permettent
cependant pas de s’affranchir des problèmes liés au faible bruit d’état. Les filtres particulaires
régularisés (RPF) sont une solution facile à mettre en œuvre à ce problème.

3.3.3 Le filtre particulaire régularisé

Le rééchantillonnage, quoique introduit pour prévenir la dégénerescence des filtres parti-
culaires, est lui-même un facteur de divergence dans le cas de systèmes présentant un faible
bruit de dynamique. Ce problème est lié à la nature discrète de l’approximation empirique.
A l’issue de la redistribution, les échantillons de fort poids sont dupliqués, ce qui entraîne un
appauvrissement du nuage de particules. Le faible bruit d’état ne permet pas de corriger cette
perte de diversité lors de la phase de propagation. A terme, les particules n’occupent plus les
régions de forte vraisemblance de l’espace-état et l’algorithme particulaire échoue à poursuivre
le vecteur état. Le filtre particulaire régularisé (RPF), proposé par Musso et Oudjane [Oud00],
permet de pallier ce problème en modifiant la phase de rééchantillonnage. Le principe est de
remplacer l’approximation particulaire discrète par une approximation continue conformément
à la théorie de l’approximation non-paramétrique par noyau de densité [Sil86]. Comme illus-
tré sur la figure (3.2), cette approche augmente significativement la capacité exploratoire de
l’algorithme. Ainsi, le RPF lisse l’approximation de la loi conditionnelle de l’état sachant les

X

p(X(t)|Y(1:t))

poids

X

p(X(t)|Y(1:t))

noyaux

approximation discrète approximation continue

Fig. 3.2 - Rééchantillonnage classique (figure gauche) et rééchantillonnage régularisé (figure
droite).

mesures en la convoluant avec un noyau K qui présente les propriétés suivantes :

K ≥ 0,

∫
K (X) dX = 1,

∫
XK (X) dX = 0,

∫
‖X‖2K (X) dX <∞.
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Soit p̂r l’approximation régularisée :

p̂r (Xt|Y 1:t) = Kh (Xt) ∗
N∑

i=1

w
(i)
t δ

(
Xt − X

(i)
t

)
,

p̂r (Xt|Y 1:t) =
N∑

i=1

w
(i)
t Kh

(
Xt − X

(i)
t

)
.

Le paramètre h fixe la taille du noyau de régularisation : Kh =
(
A−1

t X/h
)
/hnx , où nx est

la dimension du vecteur état et At la racine au sens de Cholesky de la matrice de covariance
empirique du nuage de particules. Ainsi, aucune direction de régularisation n’est privilégiée.
L’efficacité de l’algorithme est conditionnée par le choix du noyau de régularisation et du
facteur de dilatation. Ils sont calculés de façon à minimiser l’erreur quadratique moyenne
entre la distribution cible et la distribution lissée (MISE) :

MISE(h,K) = E

[∫
(p̂r (Xt|Y 1:t) − p (Xt|Y 1:t))

2 dXt

]
.

Le noyau minimisant la MISE dans le cas où la distribution cible est Gaussienne et de matrice
de covariance identité est le noyau d’Epanechnikov défini par :

Kopt (X) =

{ nx+2
2cnx

(
1 − ‖X‖2

)
si‖X‖ < 1,

0 sinon

Le facteur h optimal correspondant vaut :

hopt = A(Kopt)N
− 1

nx+4 , avec A(Kopt) =
[
8c−1

nx
(nx + 4)(2

√
π)nx

] 1
nx+4 ,

où cnx est le volume de la sphère unité de R
nx . Un choix sous-optimal mais généralement

adopté par souci de simplicité est le noyau de régularisation Gaussien. Le paramètre h est
alors ajusté de la façon suivante :

hopt = A(Kopt)N
− 1

nx+4 , avec A(Kopt) = (4/(nx + 2))
1

nx+4 .

Le RPF s’avère efficace pour stabiliser l’algorithme de filtrage particulaire aux dépens cepen-
dant d’une variance accrue des estimés. En effet, la régularisation revient à ajouter un bruit
sur chaque particule. L’idée a déjà été proposée auparavant dans la littérature de façon moins
formelle dans [GSS93] et a été reprise par [LW01]. Ainsi, dans [GSS93], les particules simulées
sont perturbées par un bruit Gaussien dont l’écart-type est ajusté selon la formule ci-dessous.

Pour j = 1 : nx, σj = K|max
l

(X
(l)
t,j) − min

k
(X

(k)
t,j )|N−1/nx .

L’inconvénient majeur du RPF est donc que les particules ne sont plus distribuée selon la
densité de probabilité a posteriori de l’état sachant les mesures mais selon une approximation
de celle-ci.

3.3.4 Le filtre particulaire Rao-Blackwellisé

Nous avons vu que le modèle d’hybridation GPS/INS présentait des propriétés intéres-
santes pour développer des algorithmes efficaces de filtrage particulaire. Le "filtre particulaire
Rao-Blackwellisé", présenté indépendamment par Chen et Liu [CL00] et Doucet et Andrieu
[DA02], permet de réduire significativement la variance des estimés dans le cas de modèles
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conditionnellement linéaires Gaussiens. Cet algorithme consiste à traiter analytiquement la
partie linéaire du modèle de filtrage, réduisant ainsi la dimension du vecteur estimé par fil-
trage particulaire.
Rappelons le modèle espace-état étudié :

X1,t = A1,tX1,t−1 + C2,tX2,t−1 +B1,tv1,t,

X2,t = C1,tX1,t−1 +A2,tX2,t−1 +B2,tv2,t,

X3,t = A3,tX3,t−1 +B3,tv3,t,

Y t = ht (X2,t) +D3,tX3,t + wt,

avec wt ∼ N (0, Rt). Il apparaît avec la partition proposée que :
• Y t dépend linéairement de X3,t et non linéairement de X2,t,
• Y t ne dépend pas de X1,t,
• X1,t dépend uniquement de X2,1:t.

La règle de Bayes conduit à la décomposition suivante de la loi a posteriori conjointe :

p (X1,t,X3,t,X2,0:t|Y 1:t) = p (X1,t|X2,0:t) p (X3,t|X2,0:t,Y 1:t) p (X2,0:t|Y 1:t) .

Conditionnellement aux vecteurs X0:t,2, les pdfs des vecteurs Xt,1 et Xt,3 sont des lois Gaus-
siennes dont les moments du 1er et du 2nd ordre peuvent être simplement calculés en appli-
quant l’algorithme du filtre de Kalman aux sous-modèles suivants :

(1)

{
X1,t = A1,tX1,t−1 + C2,tX2,t−1 +B1,tv1,t,
X2,t = C1,tX1,t−1 +A2,tX2,t−1 +B2,tv2,t,

(2)

{
X3,t = A3,tX3,t−1 +B3,tv3,t,
Y t = ht (X2,t) +D3,tX2,t + wt.

Seuls les vecteurs (X2,t)t≥0 sont estimés par filtrage particulaire , conduisant à l’approximation
suivante :

p (X2,0:t|Y 1:t) =
N∑

i=1

w
(i)
t δ

(
X2,0:t − X

(i)
2,0:t

)
.

Chacune des particules est alors associée à deux filtres de Kalman traitant analytiquement la
partie conditionnellement linéaire du modèle de filtrage. Les lois marginales de Xt,1 et Xt,3

sont approchées par des mélanges de lois Gaussiennes. Pour k = 1, 2, on obtient :

p (Xk,t|Y 1:t) =

∫
p (Xk,t|X2,0:t,Y 1:t) p (X2,0:t|Y 1:t) dX2,0:t,

p̂ (Xk,t|Y 1:t) =
N∑

i=1

w
(i)
t p

(
Xk,t|X(i)

2,0:t,Y 1:t

)
.

Filtre de Kalman (1)
le modèle présente la particularité que la mesure à l’instant t s’exprime en fonction de
l’état à l’instant t− 1.
Avec le notations :

X2,t|X(i)
2,0:t−1 ∼ N

(
X̂

(i)

2,t|t−1;P
(i)
2,t|t−1

)
,

X1,t−1|X(i)
2,0:t ∼ N

(
X̂

(i)

1,t−1|t;P
(i)
1,t−1|t

)
,

X1,t|X(i)
2,0:t ∼ N

(
X̂

(i)

1,t|t;P
(i)
1,t|t

)
,
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les équations du filtre de Kalman mettent à jour les estimés conditionnels de la façon
suivante :
1) Prédiction

X̂
(i)

2,t|t−1 = C1,tX̂
(i)

1,t−1|t−1 +A2,tX
(i)
2,t−1,

P
(i)
2,t|t−1 = C1,tP1,t−1|t−1C

T
1,t +B2,tB

T
2,t,

où X
(i)
2,t−1 est la i-ème particule à l’instant t− 1. 2) Lissage

K
(i)
1,t =

(
P

(i)
1,t−1|t−1C

T
1,t

)
/P

(i)
2,t|t−1,

X̂
(i)

1,t−1|t = X̂
(i)

1,t−1|t−1 +K
(i)
1,t

(
X

(i)
2,t − X̂

(i)

2,t|t−1

)
,

P
(i)
1,t−1|t =

(
I −K

(i)
1,tC1,t

)
P

(i)
1,t−1|t−1.

3) Filtrage

X̂
(i)

1,t|t = A1,tX̂
(i)

1,t−1|t + C2,tX
(i)
2,t−1,

P
(i)
1,t|t = A1,tP

(i)
1,t−1|tA

T
1,t +B1,tB

T
1,t.

Filtre de Kalman (2)
Comme précédemment, avec les notations :

X3,t|X(i)
2,0:t−1,Y 1:t−1 ∼ N

(
X̂

(i)

3,t|t−1;P
(i)
3,t|t−1

)
,

Y t|X(i)
2,0:t−1,Y 1:t−1 ∼ N

(
Ŷ

(i)

t|t−1;S
(i)
t|t−1

)
,

X3,t|X(i)
2,0:t,Y 1:t ∼ N

(
X̂

(i)

3,t|t;P
(i)
3,t|t

)
,

on obtient l’algorithme suivant :
1) Prédiction

X̂
(i)

3,t|t−1 = A3,tX̂
(i)

3,t−1|t−1,

P
(i)
3,t|t−1 = A3,tP

(i)
3,t−1|t−1A

T
3,t +B3,tB

T
3,t.

2) Loi de l’innovation

Ŷ
(i)

t|t−1 = ht

(
X

(i)
2,t

)
+D3,tX̂

(i)

3,t|t−1,

S
(i)
t|t−1 = D3,tP

(i)
3,t|t−1D

T
3,t +Rt.

3) Correction

K
(i)
3,t = P

(i)
3,t|t−1D

T
3,t/S

(i)
t|t−1,

X̂
(i)

3,t|t = X̂
(i)

3,t|t−1 +K
(i)
3,t

(
Y t − Ŷ

(i)

t|t−1

)
,

P
(i)
3,t|t =

(
I −K

(i)
3,tD3,t

)
P

(i)
3,t|t−1.
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Initialisation : pour i = 1, . . . , N ,

• X
(i)
2,0 ∼ p (X2,0) et w(i)

0 = 1/N ,

•
(

X̂
(i)

1,0|0, P
(i)
1,0|0

)
et

(
X̂

(i)

3,0|0, P
(i)
3,0|0

)
sont initialisés conformément aux conditions ini-

tiales.

Itération t :

• Propagation,
pour i = 1, . . . , N ,

– Filtre de Kalman (1) : calcul de (X̂
(i)

2,t|t−1, P
(i)
2,t|t−1),

– X
(i)
2,t ∼ N

(
X̂

(i)

2,t|t−1, P
(i)
2,t|t−1

)
.

• Pondération : pour i = 1, . . . , N ,

– Filtre de Kalman (2) : calcul de w̃(i)
t ∝ w

(i)
t−1p

(
Y t|X(i)

2,0:t,Y 1:t−1

)
,

– Normalisation des poids : w(i)
t = w̃

(i)
t /

(∑N
j=1 w̃

(j)
t

)
.

• Calcul des estimés :
– X̂2,t =

∑N
i=1w

(i)
t X

(i)
2,t.

Pour i = 1, . . . , N ,

→ Filtre de kalman (1) ⇒ calcul de (X̂
(i)

1,t|t, P
(i)
1,t|t).

→ Filtre de kalman (2)⇒ calcul de (X̂
(i)

3,t|t, P
(i)
3,t|t).

– X̂1,t =
∑N

i=1w
(i)
t X̂

(i)

1,t|t.

– X̂3,t =
∑N

i=1w
(i)
t X̂

(i)

3,t|t.
• Sélection : rééchantillonnage des particules selon la loi discrète estimée.

Tab. 3.2 - Algorithme : filtre particulaire Rao-Blackwellisé.

De ces équations se déduit l’algorithme de filtrage particulaire Rao-Blackwellisé résumé
dans la table (3.2). Il est présenté dans le cas où la partie non linéaire est résolue à l’aide
d’un filtre "bootstrap" mais peut être facilement généralisé à toute autre stratégie de filtrage
particulaire.

Si cet algorithme permet de réduire le nombre de particules nécessaires pour un niveau de
précision donné, il est tout de même plus coûteux calculatoirement qu’un filtre particulaire
classique car il met en jeu un banc de filtres de Kalman. Son intérêt réside essentiellement en
une diminution de la variance des estimés.

Pour réaliser l’hybridation, nous proposons d’utiliser un algorithme Rao-Blackwellisé dont
la partie filtrage particulaire combine :

– prise en compte de l’information de mesure lors de la simulation des particules,
– régularisation du rééchantillonnage.
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3.4 Variante algorithmique proposée

L’algorithme développé est une extension du filtre particulaire régularisé. Les améliorations
apportées visent à limiter la perte de précision due au lissage. Pour ce faire sont introduits :

– un critère de dégénérescence conditionnant le recours à la régularisation,
– une étape de Métropolis-Hastings (MH) pour accepter/rejeter les particules issues de la

régularisation.
Par souci de clarté, nous nous affranchissons du formalisme de la Rao-Blackwellisation pour
présenter la méthode. L’algorithme général s’obtient en modifiant la partie filtrage particulaire
du filtre Rao-Blackwellisé.

3.4.1 Critère de régularisation

L’idée est de ne pas recourir systématiquement à la procédure de régularisation qui tend à
dégrader les estimés en termes de variance. Nous proposons donc de ne l’appliquer qu’en cas
de dégénérescence du filtre.

Indicateur de dégénérescence
L’indicateur généralement utilisé pour contrôler la dégénérescence des algorithmes de filtrage
particulaire est la taille efficace de l’échantillon Neff, qui permet de décider de l’opportunité
d’un rééchantillonnage en fonction de la variance du nuage de particules. Ce critère s’avère
cependant souvent inapproprié pour détecter les instabilités causées par un faible bruit d’état.
Nous avons vu que dans ce cas les divergences proviennent d’un faible recouvrement des
supports de la fonction de vraisemblance et de la densité de probabilité prédite. Ainsi, les par-
ticules se retrouvent progressivement toutes localisées dans des zones de faible vraisemblance.
L’étape de normalisation des poids rend cependant cette perte de représentativité transparente
du point de vu de Neff. Intuitivement, la valeur moyenne des poids non normalisés fournirait
un meilleur indicateur de divergence. Ce résultat peut être retrouvé de façon plus rigoureuse.
L’idée est d’étudier la vraisemblance prédite Lt = p̂ (Y t|Y 1:t−1) qui est définie ainsi :

Lt =

∫
p (Y t|Xt,Y 1:t−1) p̂ (Xt|Y 1:t−1) dXt,

où p̂ (Xt|Y 1:t−1) =
∑N

i=1w
(i)
t|t−1δ(Xt −X

(i)
t ) est l’estimé de la loi de prédiction calculé par le

filtre particulaire. Lt traduit la cohérence entre la mesure reçue et son estimation par le filtre
particulaire. Selon la distribution de proposition utilisée, l’expression des poids w(i)

t|t−1 varie
conformément à la règle de l’échantillonnage pondéré. De façon générique, pour i = 1, . . . , N ,
la mise à jour des poids se fait de la façon suivante :

w̃
(i)
t|t−1 = w

(i)
t−1p

(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
/q
(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
,

w
(i)
t|t−1 = w̃

(i)
t|t−1/

N∑

k=1

w̃
(k)
t|t−1.

Si la loi a priori de l’état est choisie comme loi d’évolution des particules, on obtient :

w̃
(i)
t|t−1 = w

(i)
t−1.

Par contre, si la loi de proposition optimale est utilisée, on a :

w̃
(i)
t|t−1 = w

(i)
t−1p

(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
/p
(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
.
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Dans tous les cas, la vraisemblance estimée prend la forme :

Lt =
N∑

i=1

p
(
Y t|X(i)

0:t,Y 1:t−1

)
w

(i)
t|t−1.

On reconnaît, à une constante près, la somme des poids non normalisés.

En première approximation, on peut supposer que la divergence du filtre se traduit par un
changement de moyenne du processus Lt. Ce comportement se vérifie aisément par simula-
tion. Les courbes de la figure 3.3 ont été obtenues pour un filtre d’hybridation GPS/INS de
type "Bootstrap". La dégénérescence de l’algorithme, à partir de l’instant 600, s’accompagne
effectivement d’une dérive progressive de la vraisemblance prédite. A l’inverse, elle n’a pas
d’impact significatif sur la taille efficace de l’échantillon. Nous proposons de contrôler les va-
leurs du processus Lt pour n’appliquer la régularisation que si nécessaire.
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Fig. 3.3 - Dégénérescence due à un faible bruit d’état.
Courbe gauche : moyenne glissante de la vraisemblance estimée,
Courbe droite : taille effective de l’échantillon.

Règle de décision
Un des algorithmes les plus utilisés en surveillance de processus est l’algorithme des sommes
cumulées, connu sous le nom de CUSUM. Il est particulièrement indiqué dans ce cas car
adapté aussi bien à des ruptures abruptes qu’à des ruptures plus douces. Les changements de
moyenne sont détectés en ligne à partir d’une statistique de test égale au cumul des écarts
entre le processus et sa valeur moyenne estimée. Ce terme croit rapidement en présence d’une
anomalie et évolue sinon comme une marche aléatoire. Pour gérer à la fois les augmentations
et diminutions de moyenne, un algorithme cusum bilatéral pratiquant deux tests en parallèle
(statistiques T 1

t et T 2
t ) est préconisé. Il est décrit dans le tableau (3.3).

Le paramètre ν est destiné à corriger la dérive due à la marche aléatoire. Les valeurs de
ν et h permettent de régler le compromis entre les fausses alarmes et le retard de détection.
Pour cette application, il est crucial de détecter au plus tôt une dégénérescence alors qu’il
n’est pas trop pénalisant de régulariser plus que nécessaire. Les paramètres ν et h seront donc
choisis relativement petits. Les figures 3.4 illustrent le comportement de l’algorithme appliqué
à l’hybridation GPS/INS. La courbe de gauche met en évidence de brusques décroissances
dans la moyenne du processus Lt, aussitôt corrigées par la régularisation. La courbe de droite
reproduit l’évolution de la statistique de test T 2

t qui est réinitialisée à 0 chaque fois que le
seuil de décision est atteint.
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Initialisation : t0, T 1
0 , T

2
0 = 0.

Itération t :

〈Lt〉 =
1

t− t0

t∑

k=t0+1

Lt,

rt = Lt − 〈Lt〉,
T 1

t = max
(
T 1

t−1 + rt − ν, 0
)
,

T 2
t = max

(
T 2

t−1 − rt − ν, 0
)
,

Si (T 1
t > h) ou (T 2

t > h),
• alarme : détection d’un changement de moyenne,
• T 1

t = 0 et T 2
t = 0,

• t0 = t.

Tab. 3.3 - Algorithme Cusum bilatéral.
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Fig. 3.4 - FPR avec contrôle de la régularisation.
h = 2 × 10−8, ν = 5 × 10−10. Figure gauche : moyenne glissante de Lt,
estimée par l’algorithme cusum. Figure droite : statistique de test T 2

t .

3.4.2 Contrôle de la régularisation

Une fois appliqué le noyau de lissage, les particules ne sont plus distribuées selon la loi
cible. Nous proposons de remédier à ce problème en introduisant une étape de Métropolis-
Hastings (MH) pour accepter/rejeter les particules issues de l’étape de régularisation. Ainsi,
les propriétés asymptotiques de convergence de l’approximation particulaire sont conservées et
la variance des estimés est diminuée en comparaison d’un filtre particulaire régularisé classique.

Ajout d’une étape de Metropolis-Hastings
Le RPF procède en deux étapes pour redistribuer les particules :

1) rééchantillonnage multinomial classique : le N-échantillon obtenu comprend plusieurs
particules identiques entre elles,

2) évolution de chaque particule conformément au noyau de régularisation

X̃
(i)
t ∼ Kh

(
Xt − X

(i)
t

)
, pour i = 1, . . . , N .

Notre extension consiste à considérer ce noyau comme la loi instrumentale (aussi appelée
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candidate) d’un algorithme de Métropolis-Hastings (MH) de densité de probabilité cible la
distribution a posteriori de l’état sachant les observations p (Xt|Y 1:t). Ainsi, parmi les échan-
tillons issus de la régularisation, ne sont conservés que les plus représentatifs de la distribution
à estimer :

X
(i)
t =

{
X̃

(i)
t avec la probabilité α(X̃

(i)
0:t|X(i)

0:t),
est inchangé sinon.

La probabilité d’acceptation est définie classiquement par :

α(X̃
(i)
0:t|X(i)

0:t) = min
(
1, r(X̃

(i)
0:t|X(i)

0:t)
)
,

avec :

r(X̃
(i)
0:t|X(i)

0:t) =
p
(
X̃

(i)
0:t|Y 1:t

)
q
(
X

(i)
0:t|X̃

(i)
0:t

)

p
(
X

(i)
0:t|Y 1:t

)
q
(
X̃

(i)
0:t|X(i)

0:t

) .

Dans cette formule, q désigne le loi instrumentale :

q
(
X̃0:t|X(i)

0:t

)
= Kh

(
X̃t − X

(i)
t

)
δ
(
X̃0:t−1 − X

(i)
0:t−1

)
.

Attendu que X̃
(i)
0:t−1 = X

(i)
0:t−1 et que la loi q est symétrique, le rapport de MH admet une

expression simple :

r(X̃
(i)
0:t|X(i)

0:t) =
p
(
Y t|X̃

(i)
0:t,Y 1:t−1

)
p
(
X̃

(i)
t |X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)

p
(
Y t|X(i)

0:t,Y 1:t−1

)
p
(
X

(i)
t |X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

) .

Il est à noter que, les particules étant déjà distribuées selon la loi cible, les hypothèses d’apé-
riodicité et d’irréductibilité du noyau ne sont pas requises et une seule itération de MH est
suffisante. En pratique, plusieurs itérations peuvent être appliquées pour favoriser le renouvel-
lement des particules (la procédure peut par exemple être répétée tant qu’une fraction donnée
de particules n’est pas modifiée).

La méthode proposée équivaut à ajouter des étapes de Monte Carlo au filtre particu-
laire pour limiter l’appauvrissement du nuage de particules. Ce type d’approche, récemment
développée dans [GB01], consiste à déplacer les particules selon un noyau de transition de dis-
tribution invariante la loi cible p (X0:t|Y 1:t). Dans ce cas, la méthode de Monte Carlo utilisée
est l’algorithme de Metropolis-Hastings et le noyau de régularisation sert de loi de proposition.

Rééchantillonnage local
La principale limitation de l’extension proposée est qu’en présence d’un très faible bruit de
dynamique, le taux de rejet de l’étape de Métropolis-Hastings est trop élevé pour assurer

le renouvellement des particules. Dans ce cas, la probabilité que X̃
(i)
t soit un descendant

de X
(i)
0:t−1 est faible et il en est de même pour la probabilité d’acceptation α(X̃

(i)
0:t|X(i)

0:t).
Plus la taille de la fenêtre de régularisation (déterminée par le paramètre h) est grande, plus

la particule X̃
(i)
0:t est susceptible d’être rejetée. Une solution intuitive consisterait à ajuster le

paramètre h pour régler le compromis entre le taux d’acceptation et le niveau de régularisation.
Une telle approche n’est pas viable en pratique car elle conduit à une sous-régularisation du
nuage de particules. Nous proposons plutôt d’utiliser un noyau de transition modifiant non
seulement les particules à l’instant courant mais aussi leurs états passés afin de proposer des



56 Chapitre 3 - Stratégies de filtrage particulaire pour l’hybridation serrée GPS/INS

trajectoires X̃
(i)
0:t plus cohérentes. Ainsi, les particules candidates pour le test de MH prennent

la forme :
X̃

(i)
0:t =

(
X̃

(i)
t , X̃

(i)
t−L:t−1, X̃

(i)
0:t−L−1

)
, avec L > 0,

où :
1) X̃

(i)
t provient de l’étape de régularisation,

2) X̃
(i)
t−L:t−1 ∼ p

(
X

(i)
t−L:t−1|X̃

(i)
t ,Y 1:t−1,X

(i)
t−L:t−1

)
est obtenue en rééchantillonnant lo-

calement la trajectoire de la ième particule,

3) X̃
(i)
0:t−L−1 = X

(i)
0:t−L−1 est laissée inchangée.

Le rapport de Métropolis-Hastings dépend alors du bloc de L particules modifié. Par défini-
tion :

r(X̃
(i)
0:t|X(i)

0:t) =
p
(
X̃

(i)
0:t|Y 1:t

)
q
(
X

(i)
0:t|X̃

(i)
0:t

)

p
(
X

(i)
0:t|Y 1:t

)
q
(
X̃

(i)
0:t|X(i)

0:t

) .

Les trajectoires X̃
(i)
0:t et X

(i)
0:t coïncidant jusqu’au temps t − L − 1, le rapport des lois cibles

devient :

p
(
X̃

(i)
0:t|Y 1:t

)

p
(
X

(i)
0:t|Y 1:t

) =

∏t
k=t−L p

(
Y k|X̃

(i)
0:k,Y 1:k−1

)
p
(
X̃

(i)
k |X̃(i)

0:k−1,Y 1:k−1

)

∏t
k=t−L p

(
Y k|X(i)

0:k,Y 1:k−1

)
p
(
X

(i)
k |X(i)

0:k−1,Y 1:k−1

) .

Enfin, les propriétés de symétrie du noyau de régularisation permettent d’exprimer simplement
le rapport des lois instrumentales :

q
(
X

(i)
0:t|X̃

(i)
0:t

)

q
(
X

(i)
0:t|X̃

(i)
0:t

) =
p
(
X

(i)
t−L:t−1|X

(i)
t ,Y 1:t−1,X

(i)
0:t−L−1

)

p
(
X̃

(i)
t−L:t−1|X̃

(i)
t ,Y 1:t−1,X

(i)
0:t−L−1

) .

La difficulté tient à la nécessité de simuler et d’évaluer la distribution utilisée pour le ré-

échantillonnage local, p
(
X̃

(i)
t−L:t−1|X̃

(i)
t ,Y 1:t−1,X

(i)
0:t−L−1

)
, qui est généralement non stan-

dard. Dans le cadre de l’hybridation GPS/INS, elle peut néanmoins être aisément remplacée
par une approximation Gaussienne en linéarisant l’équation de mesure autour de la trajectoire
initiale des particules X

(i)
t−L:t−1. D’après la loi de Bayes :

p
(
X

(i)
t−L:t−1|X

(i)
t ,Y 1:t−1,X

(i)
t−L:t−1

)
∝ p

(
X

(i)
t |X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
p
(
Y t−L:t−1|X(i)

0:t−1,Y 1:t−L−1

)

p
(
X

(i)
t−L:t−1|X

(i)
0:t−L−1,Y 1:t−L−1

)
,

où :
• la densité de probabilité p

(
X

(i)
t−L:t−1|X

(i)
0:t−L−1,Y 1:t−L−1

)
est par définition Gaussienne,

• vues comme des fonctions de X
(i)
t−L:t−1, la vraisemblance linéarisée p

(
Y t−L:t−1|X(i)

0:t−1,Y 1:t−L−1

)

et la densité de probabilité p
(
X

(i)
t |X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
prennent la forme de lois Gaus-

siennes.
La loi résultante pour X

(i)
t−L:t−1 est alors aussi Gaussienne.

La redistribution locale s’avère efficace pour augmenter le taux d’acceptation de l’algorithme
de Métropolis-Hastings mais est calculatoirement plus coûteuse.
La variante algorithmique proposée, incluant le critère de divergence et le contrôle de la régula-
risation, est résumée en table (3.4). Nous l’appelons par la suite MHRPF (Métropolis-Hastings
Regularized Particle Filter).
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Initialisation :
• Pour i = 1, . . . , N : X

(i)
0 ∼ p (X0) .

• Paramètres du cusum : T 1
0 , T

2
0 , t0 = 0.

Itération t :
• Propagation : pour i = 1, . . . , N, X

(i)
t ∼ q

(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
.

• Pondération : pour i = 1, . . . , N ,
w̃

(i)
t|t−1 ∝ w̃

(i)
t−1p

(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t−1

)
/q
(
Xt|X(i)

0:t−1,Y 1:t

)
,

w̃
(i)
t ∝ w̃

(i)
t|t−1p

(
Y t|X(i)

0:t,Y 1:t−1

)
.

• Estimation : p (X0:t|Y 1:t) =
∑N

k=1 ω
(i)
t δ
(
X0:t − X

(i)
0:t

)
.

• Contrôle de la divergence :
◮ calcul de la taille efficace de l’échantillon Neff ,
◮ algorithme cusum,

Lt =

N∑

i=1

p
(
Y t|X(i)

0:t,Y 1:t−1

)
w

(i)
t|t−1,

rt = Lt −




t∑

k=t0+1

Lt



 /(t− t0),

T 1
t = max

(
T 1

t−1 + rt − ν, 0
)
,

T 2
t = max

(
T 2

t−1 − rt − ν, 0
)
.

◮ Si (T 1
t > h) ou (T 2

t > h) ⇒ alarme,

T 1
t = 0 et T 2

t = 0,

t0 = t.

• Rééchantillonnage :
◮ Si Neff > Seuil ou alarme, rééchantillonnage multinomial.
◮ Si alarme, pour i = 1, . . . , N ,

→ X̃
(i)
t ∼ Kh

(
Xt − X

(i)
t

)
,

→ X̃
(i)
t−L:t−1 ∼ p

(
Xt−L:t−1|X̃

(i)
t ,Y 1:t−1,X

(i)
t−L:t−1

)
,

→ calcul de α(X̃
(i)
0:t|X(i)

0:t),

→ u ∼ U ([0, 1]) ,

→
{

si u < α(X̃
(i)
0:t|X(i)

0:t), X
(i)
t−L:t = X̃

(i)
t−L:t,

sinon X
(i)
t−L:t reste inchangé.

Tab. 3.4 - Algorithme MHRPF : filtre particulaire régularisé avec un contrôle de Métropolis
Hastings.

3.5 Étude des performances des algorithmes

Dans cette partie, l’apport des techniques de filtrage particulaire pour l’hybridation serrée
du GPS et des systèmes de navigation inertiels est étudiée à partir de données simulées. Les
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performances du MHRPF sont discutées au travers de comparaisons :
– avec les stratégies de filtrage particulaire les plus adaptées au problème considéré,
– avec le filtre de Kalman étendu classiquement utilisé en navigation.

Différents scénarios correspondant aux problématiques les plus souvent rencontrées en navi-
gation sont considérés.

3.5.1 Simulation des données

Les données ont été simulées de manière à reproduire de façon simplifiée le fonctionnement
d’un récepteur GPS et d’une centrale inertielle. Les simulations sont conduites en trois grandes
étapes comme présenté dans le schéma bloc (3.5).

Simulation de la trajectoire du véhicule
Dans tous les scénarios considérés, le véhicule évolue à accélération constante dans le
repère local de navigation. Son accélération, sa vitesse et sa position en coordonnées
ellipsoidales sont générées en simulant un modèle triple intégrateur.

Calcul des sorties inertielles
Dans un premier temps, les sorties capteurs idéales correspondant aux coordonnées ciné-
matiques du véhicule sont calculées. Des erreurs sont ensuite introduites conformément
au modèle de mesure décrit dans le chapitre précédent pour former les sorties capteurs
biaisées. Enfin, les équations de navigation inertielle permettent d’en déduire la dyna-
mique du véhicule estimée par la centrale inertielle.

Calcul des mesures GPS :
Les pseudo-distances GPS s’expriment comme des distances entre le véhicule et les satel-
lites GPS, biaisées à la fois par le décalage d’horloge récepteur et un bruit additif. Pour
les calculer, les positions des satellites ont été obtenues à partir de fichiers almanach
contenant les données orbitales de l’ensemble de la constellation GPS. Les satellites en
ligne de vue du véhicule et donc donnant effectivement lieu à une mesure de pseudo-
distance sont sélectionnés en fonction de leur angle d’élévation. Enfin, le biais d’horloge
est simulé à partir du modèle d’état.

3.5.2 Scénarios de test

L’efficacité de l’algorithme proposé est examinée pour différentes conditions de navigation
qui rendent le problème d’estimation plus ou moins complexe à résoudre :

Scénario nominal : le modèle de mesure reproduit fidèlement les conditions de navigation,
i.e la variance du bruit de mesure est supposée connue avec une bonne précision et aucune
perturbation n’affecte les pseudo-distances. De plus, l’observabilité statique est assurée,
c’est-à-dire que le nombre de satellites en vue et donc de mesures GPS est suffisant pour
résoudre le problème de navigation à chaque instant. On parle d’observabilité statique
par opposition à l’observabilité dynamique, qui prend en compte la cohérence temporelle
des paramètres à estimer.

Scénario plus difficile : l’observabilité statique n’est plus assurée.

3.5.3 Critère de performance

Les performances des algorithmes sont évaluées via leurs erreurs quadratiques moyennes
d’estimation qui reflètent à la fois le biais et la variance des estimés. Ces erreurs sont estimées



3.5 : Étude des performances des algorithmes 59

Simulation
du

récepteur GPS
position

des satellites GPS Sélection
des

satellites en vue

Calcul
des

mesures GPS

Calcul
des

sorties capteurs

Equations

navigation inertielle
de

Simulation de la

trajectoire du véhicule

Simulation
de la

centrale inertielle

pseudo−distances GPS trajectoire estimée par la CI

biais d’horloge

biais capteur

Fig. 3.5 - Simulation des données.

à partir de tirages de Monte Carlo. Pour chaque composante j (j = 1, . . . , nx) du vecteur état
et à chaque instant t :

E

((
Xt [j] − X̂t [j]

)2
)

≃ 1

M

M∑

k=1

(
Xt [j] − X̂

k

t [j]
)2

,

où Xt [j] est la j-ième composante du vecteur état et X̂
k

t l’estimé correspondant au k-ième
tirage de Monte Carlo.
Les filtres utilisés calculent des solutions approchées et donc sous-optimales au problème de na-
vigation. Pour juger la qualité de l’estimation et quantifier les inexactitudes introduites par ces
approximations, il est intéressant de comparer les erreurs quadratiques calculées à une borne
inférieure. Classiquement la borne de Cramer Rao est utilisée dans le cadre paramétrique.
Elle est directement liée à l’information apportée par les mesures et s’écrit comme l’inverse
de la matrice d’information de Fischer. Elle a été généralisée au cadre Bayésien dans [VT68]
sous le nom de borne de Cramer-Rao a posteriori (PCRB). Plus récemment, dans [TMN98]
et [Ber99], des extensions applicables à des systèmes non linéaires à temps discret ont été
proposées. La PCRB peut être interprétée comme l’erreur quadratique d’un filtre optimal qui
résoudrait analytiquement le problème d’estimation. Elle coïncide donc avec la matrice de
covariance du filtre de Kalman dans le cas linéaire Gaussien. Il est à noter que contrairement
à la version paramétrique de la borne de Cramer Rao, la PCRB s’applique à des estimateurs
biaisés sous de faibles conditions sur la distribution a priori des paramètres inconnus. Une
formulation récursive adaptée à l’estimation séquentielle est développée en annexe B. Pour
t > 0, la borne de Cramer Rao a posteriori vérifie :

E

((
Xt − X̂t

)(
Xt − X̂t

)T
)

≥ Pt,
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où Pt est la PCRB et l’espérance est calculée par rapport à la loi conjointe du vecteur état
Xt et des mesures (Y k)k=1:t. La notation A ≥ B, où A et B sont des matrices, signifie que la
matrice A−B est définie positive.

3.5.4 Analyse des résultats

3.5.4.1 Scénario 1

Dans un premier temps, un modèle de capteurs inertiels de qualité moyenne est considéré
dans un environnement de navigation favorable. Ainsi le nombre de satellites GPS en vue est
suffisant à chaque instant pour résoudre le problème d’estimation. Les caractéristiques des
capteurs sont issues de [BSRLK01] et elles sont résumées en table (3.5). Les mesures GPS et
inertielles parviennent au filtre d’hybridation avec un pas de temps ∆T = 0.5s. L’incertitude
initiale sur les coordonnées du véhicule est de 500m dans le repère de navigation, soit en
coordonnées ellipsoidales :

δλ = δxn/R,

δφ = δxe/(R cosλ),

δh = −δxd,

où on rappelle que le triplet (xn, xe, xd) fait référence aux coordonnées du mobile dans le repère
de navigation (N,E,D) alors que le triplet (λ, φ, h) correspond aux coordonnées ellipsoïdales
de latitude, longitude et altitude. La paramètre R représente la rayon de la Terre.
Dans ce même repère, la vitesse initiale est supposée connue à 1m/s près.

Biais initial accéléromètre ba = 500µg
Biais initial gyromètre bg = 1deg/h
Bruit de mesure acceléromètre σa = 100µg
Bruit de mesure gyromètre σg = 5 × 10−5deg/s
Bruit de dynamique acceléromètre σba = 100µg
Bruit de dynamique gyromètre σbg = 5 × 10−5deg/s
Bruit de mesure GPS σb = 10m

Tab. 3.5 - Paramètres de simulation.

Nombre de particules N = 2000
Seuil de rééchantillonnage Nt = 0.6N
Seuil de régularisation h = 10−10

Pas pour le rééchantillonnage local (MHRPF) L = 6

Tab. 3.6 - Paramètres de filtrage.

Avant d’analyser de façon plus approfondie le comportement des différents algorithmes,
quelques points méritent d’être soulignés :

– Les algorithmes de filtrage particulaire ont été testés à nombre de particules égal. Nous
proposons cependant une comparaison des temps d’exécution correspondants.
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– Tous les filtres particulaires comparés utilisent une approximation Gaussienne de la dis-
tribution de proposition optimale et mettent à profit la structure du modèle de filtrage
via une Rao-Blackwellisation. Les courbes portant la mention RB-FP correspondent
donc à un algorithme de filtrage particulaire Rao-Blackwellisé avec une étape de linéa-
risation locale autour de la trajectoire estimée par la CI pour propager les particules.

– Les erreurs quadratiques moyennes ont été calculées pour 100 tirages de Monte Carlo.

La figure 3.7 permet d’appréhender le comportement de l’algorithme MHRPF pour les para-
mètres de simulation choisi. Il apparaît que la régularisation a été appliquée en moyenne 30

fois par tirage de Monte Carlo, c’est-à-dire en moyenne toutes les 25 itérations. En moyenne
350 particules ont été modifiées à chaque fois, soit un taux de renouvellement légèrement in-
férieur à 20% du nuage de particules.

EKF RB−PF RB−RPF RB−MHRPF
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Fig. 3.6 - Temps d’exécution des différents algorithmes.

Les figures 3.8, 3.9, 3.10 et 3.11 comparent les racines carrées des erreurs quadratiques
moyennes d’estimation des différents algorithmes pour les différentes composantes du vecteur
état. La borne de Cramer Rao a posteriori est également tracée sur ces courbes à titre de réfé-
rence. On observe que la stratégie de filtrage particulaire développée s’avère plus performante
que les solutions issues de la littérature. Pour l’ensemble des paramètres du vecteur état, le
MHRPF présente une erreur d’estimation inférieure à celle d’un filtre particulaire régularisé et
non régularisé et ceci pour deux raisons différentes. Le filtre particulaire non régularisé diverge
souvent, ce qui induit une augmentation de son erreur quadratique moyenne. Cependant, bien
que ça n’apparaisse pas sur les courbes proposées, il présente une très bonne précision dans les
cas où il poursuit correctement les paramètres à estimer. Au cours des différentes simulations,
le RPF n’a jamais divergé, mais ses estimés présentent une variance élevée qui se répercute sur
l’erreur moyenne d’estimation. Le MHRPF offre un bon compromis. De coût calculatoire plus
élévé qu’un filtre particulaire classique (cf figure 3.6), il est plus stable et ne diverge que rare-
ment. En outre, la variance de ses estimés est significativement décrue par rapport à celle du
RPF. Le MHRPF coïncide quasiment avec la borne de Cramer Rao a posteriori. Les courbes
présentées appellent quelques remarques supplémentaires. Il est intéressant de constater que
certains paramètres sont inobservables. Ce problème se traduit par une borne de Cramer Rao
divergente. En effet, selon la trajectoire du véhicule, certains coefficients de la matrice d’état
sont nuls et de ce fait certains composantes ne peuvent être estimés correctement. C’est le cas
ici des angles d’attitude.
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Fig. 3.7 - Comportement de l’algorithme MHRPF.
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Fig. 3.8 - Erreur d’estimation en position

Cependant, dans les conditions de navigation simulées, il apparaît peu opportun d’avoir
recours à une approche particulaire. Le filtre de Kalman étendu présente en effet de très
bonnes performances, son erreur quadratique étant presque toujours superposée à la borne de
Cramer Rao. Ainsi, les non linéarités de l’équation de mesure ne justifient pas d’utiliser une
stratégie de filtrage particulaire calculatoirement plus coûteuse. Ceci s’explique aisément de
par l’architecture d’hybridation adoptée. En effet, ce n’est pas la dynamique du véhicule qui est
calculée mais les erreurs d’estimation de la CI. Il s’ensuit que les non linéarités sont faibles et
qu’il est donc légitime d’approcher la sphère satellite-récepteur par un plan localement tangent
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Fig. 3.9 - Erreur d’estimation en vitesse
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Fig. 3.10 - Erreur d’estimation des angles d’attitude

(les non linéarités étant négligeables comparées au rayon de la sphère). Cette remarque est
bien illustrée par la figure 3.12 qui représente, au cours de la simulation, l’erreur relative de
linéarisation sur les mesures de pseudo-distances.

Au vu de ces premières conclusions, il est intéressant d’étudier le comportement des filtres
pour des scénarios de simulation plus complexes où le filtre de Kalman étendu pourrait être
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Fig. 3.11 - Erreur d’estimation des biais capteurs
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Fig. 3.12 - Erreur relative de linéarisation de l’équation de mesure en mètres.

mis en défaut.

3.5.4.2 Scénario 2

Pour cette série de simulations, la même classe de capteurs inertiels est considérée que
pour le premier scénario et les paramètres de simulation sont identiques. La difficulté provient
de l’observabilité statique qui n’est plus garantie, c’est-à-dire que le nombre de mesures GPS
n’est pas suffisant pour résoudre le problème de navigation à chaque instant. Cette situation
peut se produire dans le cas où un obstacle masque certains satellites ou par exemple en
présence de brouilleurs de forte puissance qui empêchent la formation des mesures GPS. Le
nombre de mesures disponibles au cours de la simulation est représenté sur la figure 3.13.
En accord avec les résultats obtenus pour le premier scénario, nous comparons seulement les
erreurs d’estimation du filtre de Kalman étendu et de l’algorithme de filtrage particulaire
qui s’est avéré le plus efficace : le MHRPF. Les figures 3.14, 3.15, 3.16 et 3.17 représentent
respectivement l’erreur d’estimation de la position, de la vitesse, des angles d’attitude et des
biais capteurs, de même que les bornes de Cramer Rao correspondantes. À partir de t = 50s,
seuls 3 satellites sont disponibles. Le filtre particulaire et le filtre de Kalman ne parviennent
plus à poursuivre les composantes du vecteur état et leurs erreurs d’estimation augmentent
progressivement.

Ce résultat était prévisible au vu de la borne de Cramer Rao. Elle commence à diverger
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Fig. 3.13 - Nombres de mesures GPS au cours de la simulation.

0 50 100 150 200 250 300
0

50

100

150

200

250

300

temps(s)

E
rr

eu
r 

d’
es

tim
at

io
n 

(m
)

BCR
EKF
RB−MHRPF

0 50 100 150 200 250 300
0

50

100

150

200

250

temps(s)

E
rr

eu
r 

d’
es

tim
at

io
n 

(m
)

BCR
EKF
RB−MHRPF

Composante horizontale Composante verticale

Fig. 3.14 - Erreur d’estimation en position
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Fig. 3.15 - Erreur d’estimation en vitesse

dès que le nombre de mesures satellites devient infèrieur à 4, indiquant que les informations
disponibles ne permettent plus de résoudre le problème d’estimation. Si le filtrage particulaire
n’apporte pas de solution au problème de perte observabilité, il permet de mieux l’appréhender.



66 Chapitre 3 - Stratégies de filtrage particulaire pour l’hybridation serrée GPS/INS

0 50 100 150 200 250 300
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
x 10

−3

temps(s)

E
rr

eu
r 

d’
es

tim
at

io
n 

(r
ad

/s
)

BCR
EKF
RB−MHRPF

0 50 100 150 200 250 300
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

−3

temps(s)

E
rr

eu
r 

d’
es

tim
at

io
n 

(r
ad

/s
)

BCR
EKF
RB−MHRPF

Angle de roulis Φ Angle de tangage θ

0 50 100 150 200 250 300
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5
x 10

−3

temps(s)

E
rr

eu
r 

d’
es

tim
at

io
n 

(r
ad

/s
)

BCR
EKF
RB−MHRPF

Angle de lacet ψ

Fig. 3.16 - Erreur d’estimation des angles d’attitude

0 50 100 150 200 250 300
0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

0.022

temps(s)

E
rr

e
u

r 
d

’e
st

im
a

tio
n

 (
m

/s
2 )

BCR
EKF
RB−MHRPF

0 50 100 150 200 250 300
0.004

0.006

0.008

0.01

0.012

0.014

0.016

0.018

0.02

temps(s)

E
rr

eu
r 

d’
es

tim
at

io
n 

(r
ad

/s
)

BCR
EKF
RB−MHRPF

Biais accélérométrique Biais gyrométrique

Fig. 3.17 - Erreur d’estimation des biais capteurs

La figure 3.18 représente le nuage de particules (pour les composantes d’erreur de position
inertielle horizontale) en présence de 4 satellites (figure de gauche) et avec un satellite en moins
(figure de droite). Il apparaît que la perte d’observabilité s’accompagne d’une dispersion du
support de la distribution de probabilité cible p (Xt|Y 1:t) qui devient singulier. Ainsi, la perte
d’une mesure rend le calcul de position indéterminé. Il n’existe plus une solution unique au
problème de navigation mais tout un domaine.
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Fig. 3.18 - Système de particules, erreur inertielle en latitude vs erreur inertielle en longitude.

3.6 Conclusion

Ce chapitre est consacré à l’étude d’algorithmes de filtrage particulaire fiables pour réaliser
l’hybridation serrée du GPS et des systèmes de navigation inertielle. Le modèle d’hybridation
réunit plusieurs caractéristiques qui tendent à faire diverger un filtre particulaire classique.
D’une part, les paramètres à estimer sont les erreurs d’estimation commises par la centrale
inertielle et non la dynamique du véhicule. Nous avons montré que ces erreurs étaient expo-
nentiellement instables et présentaient un faible bruit d’état. Si la distribution a priori est
utilisée comme loi de proposition, les particules vont donc tendre à s’écarter les unes des autres
et à s’éloigner de la trajectoire réelle des paramètres à estimer. Les rééchantillonnages succes-
sifs conduisent à un appauvrissement des échantillons, d’autant plus marqué que l’étape de
simulation ne contribue pas à renouveler le nuage de particules. Parmi les solutions proposées
dans la littérature pour pallier cette dégénérescence, nous avons retenu le filtre particulaire
régularisé. Il consiste à réintroduire de la diversité lors du rééchantillonnage, qui n’est plus
réalisé selon une approximation discrète de la loi cible mais selon une approximation continue.
L’inconvénient de cette approche est que les estimés obtenus sont plus bruités qu’avec un
filtre particulaire de type "bootstrap". Pour concilier la stabilité du filtre particulaire régula-
risé avec la précision du "bootstrap filter", nous avons présenté une variante algorithmique.
Elle consiste à contrôler l’étape de régularisation en introduisant un pas de l’algorithme de
Métropolis-Hastings. Ainsi, contrairement au RPF, les particules générées sont bien distribuée
selon la loi cible. De plus, nous avons proposé une mesure de dégénérescence pour limiter le re-
cours à la régularisation. Cette extension est combinée à une technique de Rao-Blackwellisation
mettant à profit la structure conditionnellement linéaire Gaussienne du modèle d’hybridation
pour former un algorithme d’estimation robuste et précis.
Plusieurs simulations ont été menées pour évaluer les performances de l’algorithme d’hybri-
dation développé. La méthode proposée s’est avérée plus performante que les algorithmes de
filtrage particulaires auxquels nous l’avons comparé. Malheureusement, les scénarios étudiés
n’ont permis de mettre en évidence aucun gain par rapport au filtre de Kalman étendu. Ce
résultat s’explique de par l’architecture d’hybridation adoptée. Ce sont les erreurs inertielles
qui sont estimés et non directement les paramètres cinématiques du véhicule. Or, elles pré-
sentent une dynamique beaucoup plus faible qui ne met pas en défaut la linéarisation du filtre
de Kalman étendu.
Si la non linéarité de l’équation de mesure ne justifie pas d’utiliser un filtre d’hybridation
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particulaire, ce type d’approche peut néanmoins s’avérer avantageuse pour des scénarios diffi-
ciles de navigation. Dans les chapitres suivants, nous nous intéressons aux cas où les mesures
GPS sont défaillantes du fait d’une perturbation de l’environnement de propagation des si-
gnaux satellite GPS. Nous verrons que le filtre particulaire offre alors une solution simple pour
conjointement détecter et corriger les erreurs de mesure.



Partie III
Étude des perturbations affectant les

mesures GPS





Introduction

Les mesures GPS peuvent être dégradées sévèrement du fait de défaillances matérielles ou
de perturbations de l’environnement de propagation des signaux satellite. Si le GPS fonctionne
de façon autonome, la précision de la solution de navigation n’est alors plus assurée. S’il est
couplé avec une centrale inertielle, les erreurs de mesure GPS conduisent à une mauvaise cali-
bration de celle-ci. Il est donc crucial pour la qualité du service de positionnement de détecter
et identifier ces erreurs. Des algorithmes dits de contrôle d’intégrité ont été développés à cet
effet, qui exploitent la cohérence temporelle des mesures ou leur redondance. Leur principale
limitation est qu’ils sont généralement fondés sur l’hypothèse d’une seule mesure incorrecte
(c’est-à-dire ne correspondant pas au modèle de mesure GPS classique) à chaque instant. Les
algorithmes de filtrage particulaire forment une alternative intéressante car ils peuvent détec-
ter des défaillances multiples. Ils permettent en outre d’estimer l’erreur de mesure induite et
donc d’exploiter l’information apportée par la mesure dégradée au lieu de simplement l’ex-
clure. Les deux chapitres suivants étudient respectivement le problème des multitrajets et des
interférences.





C H A P I T R E 4

Detection/estimation conjointe des
erreurs induites par les multitrajets

Sommaire
4.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.2 Caractérisation des erreurs de multitrajets . . . . . . . . . . . . . 74

4.2.1 Les multitrajets en radionavigation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.2.2 Modèle de multitrajets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.2.3 Impact des multitrajets sur les mesures GPS . . . . . . . . . . . . . 76

4.3 Formulation du problème de détection/estimation des biais de
multitrajets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.3.1 Modèles d’état . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

4.3.2 Modèle de mesure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.4 Solutions algorithmiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.4.1 Les algorithmes à modèles multiples . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.4.2 Le Rapport de vraisemblance généralisé (RVG) . . . . . . . . . . . . 84

4.5 Solution particulaire proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.5.1 Rao-Blackwellisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.5.2 Loi de proposition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

4.5.3 Contrôle du rééchantillonnage par un test d’hypothèses . . . . . . . 89

4.6 Etude des performances de l’algorithme DECFP . . . . . . . . . 93
4.6.1 Simulation des données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

4.6.2 Critères de performance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

4.6.3 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.7 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

4.1 Introduction

Nous avons pu vérifier dans le chapitre précédent l’efficacité du filtre de Kalman étendu
pour résoudre le problème de navigation avec un système hybride GPS/INS. La non linéarité
de l’équation de mesure ne justifiait alors pas le recours à une solution particulaire calcula-
toirement plus coûteuse. Cependant, l’avantage des méthodes séquentielles de Monte Carlo
réside en leur applicabilité à tout type de modèle de filtrage. Cette flexibilité en fait un outil
puissant, proposant une solution simple à des problèmes difficiles tels le filtrage multi-objets
[Hue03] ou les systèmes à modèles multiples [Oud00]. Dans cette partie, nous nous attachons
à un des phénomènes pouvant perturber de façon imprévue les mesures GPS et donc dégrader
la solution de navigation GPS : les multitrajets. Nous insistons sur l’intérêt de l’approche
particulaire qui offre un cadre général pour conjointement détecter les perturbations, estimer
leur amplitude, et retrouver la trajectoire du véhicule. Dans un premier temps, le problème
des multitrajets en navigation GPS est étudié. Une formulation à base de modèles multiples
est proposée. Dans un second temps sont exposées brièvement les techniques classiquement
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utilisées pour résoudre ce type de problème. Enfin, nous proposons une méthode de filtrage
particulaire originale et comparons ses performances aux algorithmes décrits au préalable. Il
est à noter que la méthode a été développée pour un GPS autonome par souci de simplicité.
Elle peut cependant être facilement généralisée à un système hybride GPS/INS en modifiant
le modèle de filtrage de façon ad-hoc.

4.2 Caractérisation des erreurs de multitrajets

4.2.1 Les multitrajets en radionavigation

Les performances de la navigation par GPS sont grandement dégradées par les perturba-
tions subies par le signal satellite lors de la liaison satellite-récepteur. Parmi les différentes
sources d’erreur, il convient de distinguer celles qui peuvent être modélisées de façon fiable et
donc éliminées, tels les décalages d’horloge satellite, et celles dont les effets sont plus diffici-
lement prédictibles. Les multitrajets appartiennent à la deuxième catégorie de perturbations.
Ils se produisent lorsque le signal satellite incident parvient au récepteur par des chemins mul-
tiples du fait des réflexions et diffractions pouvant survenir lors de sa transmission. Différents
cas de figure peuvent se présenter selon la nature du réflecteur ou le type de réflexion (spé-
culaire ou diffuse). Ils sont représentés sur la figure 4.1. Cette variabilité rend ce phénomène
difficile à analyser. Ainsi, dans les applications aériennes, le signal GPS est réfléchi sur la
surface terrestre et rencontre donc différentes surfaces telles le sol, les forêts ou la mer. Par
contre, dans le cas d’un véhicule situé au sol, les réflexions se produisent essentiellement sur
les bâtiments environnants.
Si la présence de signaux réfléchis peut s’avérer utile en téléphonie mobile du fait de la redon-

réflexion diffuse

réflexion spéculaire
signal direct

Fig. 4.1 - Exemples de multitrajets

dance d’information qui s’ensuit, elle est particulièrement pénalisante en radionavigation GPS
où l’information utile est la durée de propagation du signal. De ce fait, les multitrajets font
l’objet de nombreuses études qui portent soit sur la caractérisation des erreurs induites, soit
sur la recherche de solutions algorithmiques ou matérielles pour atténuer leurs effets. Dans ce
chapitre, nous nous intéressons à l’effet des multitrajets sur les mesures de pseudo-distances
GPS utilisées pour le positionnement. Nous nous appuyons sur différents travaux publiés ré-
cemment dans le littérature pour justifier le modèle de multitrajets adopté pour notre étude.
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4.2.2 Modèle de multitrajets

En l’absence de multitrajets, on rappelle que le signal GPS reçu par le récepteur prend la
forme suivante :

s(t) = Ad(t− τ)c(t− τ) sin (2πft+ φ) + b(t), (4.1)

où :
– A est l’amplitude que nous considérons constante en première approximation,
– c(t) est le code pseudo-aléatoire C/A (civil) ou P (militaire),
– d(t) est le message de navigation,
– τ est le délai de propagation,
– f = f0 + fd est la somme de la fréquence fréquence porteuse et du décalage Doppler,
– b(t) est un bruit blanc Gaussien.

En présence de multitrajets, le signal traité par le récepteur GPS s’écrit comme la somme du
signal direct contenant l’information de positionnement et de une ou plusieurs composantes
réfléchies selon l’environnement de propagation et la nature des surfaces réfléchissantes.

Réflexion spéculaire
Pour des surfaces relativement lisses telles la paroi d’un immeuble, un seul signal réfléchi est
généré. Il apparaît comme une réplique retardée, atténuée et déphasée du signal direct. Dans
[Sou99], la modélisation suivante est proposée :

s(t) = Ad(t− τ)c(t− τ) cos (2πft+ φ) + αAd(t− theta)c(t− θ) cos (2πfrt+ φr) b(t), (4.2)

où les paramètres du signal réfléchi dépendent à la fois de la nature de la surface réfléchissante
et de la géométrie satellite-récepteur-réflecteur :

– α est le coefficient d’atténuation lié à la fois au gain d’antenne dans la direction du signal
réfléchi et la perte de puissance du signal secondaire induite par la réflexion. Il est donc
inférieur à 1.

– θ est le retard de propagation du signal réfléchi. Le signal réfléchi suit un trajet plus
long que le signale direct, donc θ < τ .

– la fréquence du signal réfléchi est voisine de celle du signal direct : |fr − f | < 1kHz.
– φr est le déphasage entre le signal direct et sa réplique retardée.

Les retards τ et θ peuvent être considérés constants sur plusieurs périodes de codes. L’ex-
cursion de fréquence Doppler entre le signal direct et le signal réflechi |fr − f | est appelée
largeur de bande évanescente. La réflexion n’agissant pas sur la fréquence du signal, elle est
entièrement déterminée par la géométrie réflecteur-satellite-véhicule et la vitesse du véhicule.
Elle est limitée en partie du fait des filtrages opérés par le récepteur GPS. Ainsi les compo-
santes réfléchies présentant un décalage Doppler trop important sont éliminées et donc non
pénalisantes.

Réflexion diffuse
Si la surface est rugueuse, la réflexion donne lieu à un continuum de signaux réfléchis. Elle peut
être modélisée de façon plus simple comme la somme discrète et finie de plusieurs réflexions
spéculaires dont les phases et amplitudes dépendent de la nature des irrégularités de la surface
réfléchissante. Dans [Sou99], le modèle discret suivant est adopté :

s(t) = Ad(t−τ)c(t−τ) cos (2πft+ φ)+
N∑

k=1

αkAd(t−θk)c(t−θk) cos (2πfkt+ φk)+b(t). (4.3)
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En toute rigueur, les coefficients d’atténuation αk et déphasages φk sont corrélés car les signaux
réfléchis sont issus du même élément de surface. Les fréquences et retards des signaux réfléchis
présentent les mêmes caractéristiques que dans le cas d’une réflexion spéculaire.

Les récepteurs GPS standards sont fondés sur le modèle de signal (4.1). En présence de
multitrajets, les composantes réfléchies induisent donc une erreur d’estimation du retard de
propagation du signal direct τ . Pour mieux examiner l’influence des multitrajets, la procédure
classique d’estimation de τ est d’abord succintement présentée. Nous montrons ensuite de
quelle façon elle se trouve perturbée si le signal reçu est de la forme (4.2).

4.2.3 Impact des multitrajets sur les mesures GPS

Fonctionnement du récepteur en l’absence de multitrajets
Un récepteur GPS est dédié principalement à deux fonctions : démoduler le signal reçu et
estimer son retard de propagation. Pour cela, il met en œuvre deux boucles de poursuite
imbriquées (l’une asservie sur le code et la seconde sur la phase), assurant le recalage d’un
signal généré localement sur le signal reçu. Nous nous intéressons uniquement à l’effet des
multitrajets sur les pseudo-distances et donc à l’estimation du délai de transmission τ via la
boucle de code. La démodulation est donc supposée correctement réalisée et l’influence du
message de navigation d(t) est négligée. Sous ces hypothèses, le signal en entrée de la boucle
de code s’écrit simplement :

s(t) = Ac(t− τ) + b(t).

L’objectif de cette partie étant simplement d’appréhender l’impact des multitrajets sur la
formation des mesures GPS, un modèle générique très simplifié de récepteur est utilisé. L’es-
timation de τ est basée sur les bonnes propriétés de la fonction d’autocorrélation du code
pseudo-aléatoire c(t). La boucle de code aligne une réplique locale du code sur le signal reçu
en poursuivant itérativement le maximum de leur fonction d’intercorrélation. Celle-ci est cal-
culée comme suit :

Ssc(τ̂) = ASc(τ − τ̂) + bc(τ̂),

où τ̂ est la plus récente estimation du retard de propagation du signal GPS calculée par le
récepteur, et où :

Sc(τ − τ̂) =
1

T

∫

T
c(t− τ)c(t− τ̂)dt,

Ssc(τ̂) =
1

T

∫

T
s(t)c(t− τ̂)dt,

bc(τ̂) =
1

T

∫

T
b(t)c(t− τ̂)dt.

La fonction d’autocorrélation du code se rapproche de celle d’un bruit blanc. Plus précisément,
elle peut être approchée comme suit :

Sc(τ) =

{
1 −

∣∣∣ τ
Tc

∣∣∣ si |τ | ≤ Tc,

0 si |τ | > Tc.

Le paramètre Tc est la période du code pseudo-aléatoire et le temps d’intégration T est un
multiple de Tc. Comme il est difficile de repérer le maximum de la fonction d’intercorrélation
Ssc dont la valeur dépend de l’amplitude A, la boucle de code procède plutôt en annulant une
approximation de sa dérivée :

Dsc(τ̂) = Ssc(τ̂ + ε) − Ssc(τ̂ − ε), (4.4)
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où ε ≤ Tc
2 . La fonction Dsc est appelée discriminant. En l’absence de multitrajets et en

négligeant le bruit, sa courbe représentative est dite courbe en S en référence à sa forme
caractéristique représentée sur la figure 4.2 pour ε = Tc

2 . Elle s’annule en τ̂ = τ . Notons qu’en
pratique les discriminants utilisés dans les récepteurs GPS sont généralement plus complexes
que l’expression (4.4) mais sont fondés sur le même principe.

τ̂
τ

τ+εε−τ

A

Ssc (τ̂ + ε)

−Ssc (τ̂ − ε)

Dsc (τ̂)

Fig. 4.2 - Discriminant en l’absence de multitrajets (en négligeant le bruit).

En présence de multitrajets
Nous nous limitons au cas d’une seule composante réfléchie par souci de simplicité. Après
démodulation, le signal GPS devient :

s(t) = Ac(t− τ) + αAc(t− θ) cos(∆ft+ ∆φ) + b(t),

où :
– ∆f = fr − f̂ est la différence entre la fréquence Doppler réfléchie et celle estimée par la

boucle de phase,
– ∆φ = φr − φ est la différence de phase.

En supposant suffisamment petite l’excursion de fréquence ∆f , on peut écrire l’intercorrélation
de ce signal avec la réplique locale et décalée du code sous la forme :

Ssc(τ̂) = ASc(τ − τ̂) + αA cos(∆ft+ ∆φ)Sc(θ − τ̂) + bc(τ̂),

Le pic de corrélation est déformé de par la contribution de la composante réfléchie et il perd
sa symétrie. De ce fait, le point d’annulation de la courbe en S ne correspond plus à la valeur
du délai de propagation τ comme représenté sur la figure 4.3.

Il en résulte une erreur de poursuite et donc d’estimation des mesures de pseudo-distances.
Plusieurs études ont été menées dans la littérature pour évaluer l’erreur d’estimation du para-
mètre τ induite par la présence d’un signal réfléchi. Sur la figure 4.10 est reproduit le résultat
de simulation obtenu dans [Sou99], P.53. La courbe représente le biais d’estimation dans le
cas où le signal réfléchi est d’amplitude plus faible, présente le même Doppler, et est supposé
en phase avec le signal direct. Cette courbe appelle plusieurs remarques. D’une part, les si-
gnaux retardés de plus de 1.5 chips de codes n’ont aucune incidence sur les performances de
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τ̂
Ο

θτ

A

αA cos(∆ft+ ∆φ)

Ssc (τ̂)

τ̂

τ−ε τ+ε

Dsc (τ̂)

Fig. 4.3 - Discriminant en présence de multitrajets (en négligeant le bruit).
Figure gauche : pic de corrélation en présence d’un trajet réfléchi.
Figure droite : courbe en S.
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Fig. 4.4 - Biais d’estimation en fonction du retard du signal direct par rapport au signal
réfléchi.

l’estimateur GPS. D’autre part, l’erreur d’estimation peut atteindre jusqu’à 0.3 chips de code,
soit une erreur d’environ 100 m sur la pseudo-distance. Enfin, l’erreur induite dépend non
linéairement de la différence de retard de propagation entre le trajet direct et réfléchi.
Les études menées pour caractériser les erreurs de multitrajets ont conduit à plusieurs types
de solutions visant soit à s’affranchir des multitrajets soit à atténuer leurs effets :

Solutions matérielles
Les multitrajets affectent généralement les satellites dont l’angle d’élévation est faible. Une
antenne dont le diagramme de rayonnement présente de faibles gains dans cette direction as-
sure donc une bonne réjection des multitrajets. De plus, les réflexions modifient la polarisation
des signaux. Une autre précaution consiste à utiliser des antennes étudiées pour recevoir des
signaux à polarisation circulaire droite (comme les signaux satellites GPS). Parmi les travaux
consacrés au rôle de l’antenne, on peut citer [Bra94]. Par ailleurs, on a vu que l’erreur d’es-
timation dépendait directement de la largeur du pic de corrélation. De nombreuses méthodes



4.3 : Formulation du problème de détection/estimation des biais de multitrajets 79

sont donc basées sur l’utilisation soit de fonctions d’autocorrélation plus étroites, soit de nou-
velles fonctions discriminantes. Le lecteur intéressé peut consulter [FFF+91], [GVDR96], ou
encore [Mat96].

Méthodes de traitement du signal
De nombreuse méthodes, parmi lesquelles [JKLP02], [Sou99] et [Ilt99] reposent sur l’hypothèse
d’un canal perturbé par les multitrajets. Elles consistent à estimer conjointement les para-
mètres du signal direct et des signaux réfléchis à l’aide d’algorithmes tels le filtre de Kalman
étendu ou les moindres carrés récursifs. Le signal direct est ensuite extrait en soustrayant les
composantes réfléchies estimées. Le développement d’architectures multi-corrélateurs a ouvert
de nouvelles perspectives pour ces approches [CMC02]. Leur efficacité est limitée par la vali-
dité du modèle de canal et entre autres la nécessité de connaître le nombre de signaux réfléchis.

Les techniques citées visent à améliorer la formation des mesures GPS en présence de
multitrajets. Elles nécessitent donc de modifier l’architecture du récepteur GPS. D’autres
axes de recherche laissent la configuration du récepteur inchangé mais s’orientent plutôt vers
l’estimation de la position en présence de mesures dégradées :

- exclusion des mesures de pseudo-distances trop biaisées. Pour ce faire, des techniques
de contrôle d’intégrité de type RAIM analysent la cohérence des mesures GPS pour
détecter les anomalies.

- estimation conjointe du biais de multitrajets affectant les mesures et de la solu-
tion de navigation [NV03] et [NHVC04].

L’algorithme que nous présentons s’inscrit dans la continuité de ces approches. La principale
limitation de la méthode de [NV03] et [NHVC04] est que les biais de multitrajet sont estimés
même en l’absence de perturbation. Les multitrajets sont en effet des phénomènes localisés
dans le temps, déterminés par les variations de l’environnement de propagation au cours de la
trajectoire du véhicule. La qualité de l’estimation est déterminée par le choix de la dynamique
des biais. Il est cependant impossible de concilier précision dans les périodes où l’environne-
ment de propagation est stable et réactivité lorsqu’un événement perturbateur survient. Nous
proposons de pallier cette difficulté au moyen d’un algorithme assurant à la fois la détection
et l’estimation des erreurs dues aux multitrajets le cas échéant.

4.3 Formulation du problème de détection/estimation des biais
de multitrajets

Au vu des résultats énoncés dans la partie précédente, il est raisonnable de modéliser les
erreurs induites par les multitrajets comme des biais affectant les mesures GPS pendant des
intervalles de durées variables. Si ces biais ne sont pas pris en compte dans l’algorithme de na-
vigation, ils affectent la précision des estimés. Nous proposons donc un algorithme qui détecte
ces anomalies tout en estimant la dynamique du véhicule. Il s’adapte donc automatiquement à
l’environnement de propagation du véhicule. La nouveauté est que les mesures défaillantes ne
sont pas exclues mais corrigées grâce à une procédure d’estimation conjointe des paramètres
d’intérêt et des paramètres de nuisances que sont les erreurs de multitrajets. Ainsi, l’informa-
tion apportée par ces mesures peut tout de même être mise à profit.
Par la suite, on appelle évènement la disparition ou l’apparition d’un biais de multitrajets sur
une des mesures GPS. La détection/estimation conjointe est assurée en ajoutant des para-
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mètres de nuisances au vecteur état. Le modèle de filtrage prend alors la forme :

(
xt

mt

)
= Ft

(
xt−1

mt−1

)
+ vt, (4.5)

Y t = ht(xt) + C(λ0:t)mt + wt, (4.6)

où :
– les vecteurs vt ∼ N (0, Qt) et wt ∼ N (0, Rt) sont des bruits blancs Gaussiens et

indépendants,
– le vecteur xt ∈ R

nx regroupe les paramètres de navigation : la position et le biais
d’horloge GPS, ainsi que leurs dérivées selon l’ordre du modèle de dynamique,

– Y t ∈ R
ny est le vecteur de mesure, composé des pseudo-distances des satellites vus

par le récepteur à l’instant t. La dimension ny peut donc varier au cours du temps en
fonction de la géométrie véhicule-satellites,

– le vecteur mt ∈ R
ny représente les biais de multitrajets associés à chacune des mesures

GPS. Si une mesure n’est pas biaisée, la composante correpondante de mt est nulle.
– Le vecteur λt ∈ R

ny indique les sauts de moyenne affectant les mesures GPS. Chaque
composante représente une des mesures GPS. Pour i = 1, . . . , ny :

λt,i =

{
1 si un biais apparaît sur la i-ème mesure GPS,
0 sinon

λt peut donc prendre un nombre fini de valeurs égal à 2ny = nΛ. On note Λ = {0, 1}ny

l’ensemble de ces valeurs et λj (j = 1, . . . , nΛ) les éléments de cet ensemble.

Le modèle de filtrage est explicité ci-dessous. La notation suivante est employée pour distinguer
les états discrets des états continus : Xt = (xT

t ,m
T
t )T .

4.3.1 Modèles d’état

Si l’évolution des états continus est représentée par une équation d’état classique en navi-
gation, celle du vecteur λt est décrite par une loi de probabilité discrète utilisée habituellement
pour les problèmes de segmentation [Lav98] et [TDL03].

Etats continus
En navigation, la dimension du vecteur état est déterminée par la dynamique du véhicule. Le
modèle présenté convient pour un véhicule évoluant à vitesse quasiment constante et dont le
mouvement est donc complètement décrit par sa vitesse et position. Le lecteur peut se référer
à [FB98] pour d’autres modèles. Le vecteur état prend dans ce cas la forme :

Xt = (xt, yt, zt, ẋt, ẏt, żt︸ ︷︷ ︸
paramètres cinématiques

,

paramètres d’horloge︷︸︸︷
bt, ḃt,m

T
t , ṁ

T
t︸ ︷︷ ︸

biais de multitrajets

)T ,

où :
– (xt, yt, zt) est la position du véhicule en coordonnées cartésiennes dans le repère terrestre

(ECEF),
– (ẋt, ẏt, żt) regroupe les composantes du vecteur vitesse dans ce même repère,
– (bt, ḃt) est formé du décalage d’horloge récepteur GPS et de sa dérivée.
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Les matrices d’état présentent des structures bloc-diagonales traduisant l’indépendance des
paramètres cinématiques, des paramètres GPS et des biais dus aux multitrajets :

Ft = diag (At, Bt, Ct) ,

Qt = diag
(
ΣA

t ,Σ
B
t ,Σ

C
t

)
.

Plus précisément :

• la dynamique des paramètres cinématiques est bien décrite par un modèle double-intégrateur :

At =

(
I3×3 ∆tI3×3

03×3 I3×3

)
, ΣA

t = σ2
a

(
∆t3

3 I3×3
∆t2

2 I3×3
∆t2

2 I3×3 ∆tI3×3

)
,

où la variance σ2
a règle les fluctuations du mobile autour de sa trajectoire rectiligne.

• Le modèle de biais d’horloge GPS a été formulé dans le second chapitre :

Ct =

(
1 ∆t
0 1

)
et ΣC

t =

(
σ2

b∆t+ σ2
d

∆t3

3 σ2
d

∆t2

2

σ2
d

∆t2

2 σ2
d∆t

)
.

• Les biais de multitrajets sont représentés à l’aide de marches aléatoires :

Ct = I2×2 et ΣC
t = σ2

mI2×2.

Vecteur indicateur
Un modèle simple consiste à supposer que les événements de multitrajets sont indépendants
dans le temps et pour les différents satellites GPS. Chaque composante du vecteur indicateur
est alors une variable de Bernoulli.

λt,i =

{
1 avec la probabilité γ,
0 avec la probabilité 1 − γ,

avec i = 1, . . . , ny. Le paramètre γ est ajusté en fonction de l’environnement de propagation
et de la densité d’obstacles au voisinage du véhicule, par exemple sa valeur est faible en zone
rural et plus élevée en zone urbaine.

4.3.2 Modèle de mesure

L’équation de mesure se déduit de l’expression des pseudo-distances GPS proposée dans
le premier chapitre, modifiée pour prendre en compte un éventuel biais de multitrajets. À
cet effet, il est utile d’associer à chaque vecteur de mesure Y t un vecteur εt indiquant les
composantes perturbées par le phénomène de multitrajet à un instant donné. Le modèle de
mesure correspondant s’écrit, pour i = 1, . . . , ny :

Y t,i =
√

(xt − xi
t)

2 + (yt − yi
t)

2 + (zt − zi
t)

2 + bt + εt,imt,i + wt,i,

où l’exposant i fait référence à la position du i-ième satellite et εt,i = 1 en présence d’un

biais de multitrajets sur la mesure et 0 sinon. Le vecteur εt =
(
εt,1, . . . , εt,ny

)T
dépend de la

séquence des vecteurs indicateurs (λt) de la façon suivante :

εt,i = εt−1,i si λt,i = 1,

εt,i = 1 − εt−1,i si λt,i = 0.
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En supposant qu’il n’y a pas de biais de multitrajets à l’instant initial, εt,i = ⊕t
k=1λk,i (où

⊕ est l’opérateur ou exclusif). Avec les notations introduites, la matrice C(λ0:t) intervenant
dans le modèle général (5.3) est égale à diag (εt). Il convient de bien insister sur la différence
entre les processus (λt)t≥0 et (εt)t≥0. Le premier représente les variations de l’environnement
de propagation des signaux GPS (l’apparition ou la disparition de multitrajets), alors que le
second traduit les effets de ces évènements, c’est-à-dire la présence ou non d’une anomalie sur
les mesures de pseudo-distances.

Formulé tel quel, le problème des multitrajets en navigation GPS s’apparente à un pro-
blème de détection et compensation des perturbations affectant un système dynamique. Cette
question a fait l’objet de nombreuses études et les méthodes les plus couramment utilisées
sont rappelées dans la partie suivante.

4.4 Solutions algorithmiques

4.4.1 Les algorithmes à modèles multiples

Le modèle de mesure pour la navigation GPS en présence de multitrajets varie en fonction
des valeurs du vecteur λt. Différents algorithmes ont été développés pour résoudre ce type de
problèmes d’estimation dont le plus populaire est l’algorithme à modèles multiples interactifs
(IMM) de Bar Shalom [BSF88]. Ces approches mettent en œuvre plusieurs filtres en parallèle,
chacun correspondant à un des modèles de filtrage potentiels et donc à une réalisation du
vecteur indicateur λt. La solution s’écrit alors comme la combinaison linéaire des estimés
des filtres en fonction de la probabilité a priori de chaque modèle et de sa vraisemblance par
rapport à la mesure reçue. Ces algorithmes sont des approximations du filtre Bayésien optimal
(FBO) présenté dans [SSH74]. Il est fondé sur la décomposition de la loi a posteriori des états
continus selon le théorème des probabilités totales :

p (Xt|Y 1:t) =

nt+1
Λ∑

i=1

α
(i)
t p

(
Xt|λ(i)

0:t,Y 1:t

)
, (4.7)

où :

α
(i)
t = P

[
λ

(i)
0:t|Y 1:t

]
,

α
(i)
t ∝

(
t∏

k=1

p(Y k|Y 1:k−1,λ1:k)

)
P
[
λ

(i)
0:t

]
.

Dans les expressions ci-dessus, les distributions p(Xt|λ(i)
0:t,Y 1:t)t≥0 et p (Y k|Y 1:k−1,λ1:k)k=1,...,t

peuvent être approchées par des lois Gaussiennes en linéarisant localement le modèle de me-
sure (5.3). Leurs moyennes et matrices de covariance peuvent alors être estimées au moyen
de filtres de Kalman étendus. Le filtre Bayésien optimal procède donc à l’estimation de la
loi a posteriori du vecteur état Xt en utilisant un nombre croissant de filtres de Kalman en
parallèle conformément à la formule (4.7). La principale limitation de cette approche provient
de la croissance exponentielle du nombre de réalisations possibles du vecteur indicateur λ0:t et
donc du coût calculatoire. La solution la plus immédiate consiste à ne conserver que les hypo-
thèses les plus probables à chaque instant, c’est-à-dire les termes de la somme correspondant
aux poids α(i)

t les plus grands. L’algorithme IMM, au contraire, est basé sur une stratégie de
fusion. Il ne tient pas compte des réalisations passées du vecteur indicateur et propose une
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décomposition de la distribution cible sur les réalisations courantes du vecteur λt :

p (Xt|Y 1:t) =

nΛ∑

j=1

α
(j)
t p

(
Xt|λ(j)

t ,Y 1:t

)
,

où α
(j)
t ≃ P

[
λ

(j)
t |Y 1:t

]
. L’approximation fondamentale de l’algorithme consiste à rempla-

cer la distribution p
(
Xt|λ(j)

t ,Y 1:t

)
par une loi Gaussienne N

(
X̂

(j)

t , P
(j)
t

)
alors qu’il s’agit

en fait d’un mélange de lois Gaussiennes. Cette fusion intervient à l’étape de prédiction de
l’algorithme. La loi de prédiction de l’algorithme IMM prend la forme :

p (Xt|Y 1:t−1) =

nΛ∑

i=1

nΛ∑

j=1

α
(i,j)
t|t−1p̂

(
Xt|λ(j)

t ,λ
(i)
t−1,Y 1:t−1

)
,

où les notations suivantes ont été utilisées :

α
(i,j)
t|t−1 = α

(i)
t−1p

[
λ

(j)
t |Y 1:t−1

]
,

p̂
(
Xt|λ(j)

t ,λ
(i)
t−1,Y 1:t−1

)
= N

(
X̂

(i,j)

t|t−1, P
(i,j)
t|t−1

)
.

Les paramètres des lois Gaussiennes sont calculés en appliquant l’étape de prédiction des filtres
de Kalman étendus associés aux hypothèses λ

(i)
t−1 et λ

(j)
t . Pour limiter la charge calculatoire,

l’algorihme IMM combine toutes les lois Gaussiennes correspondant à une même réalisation
du vecteur indicateur à l’instant courant, λt, pour former l’approximation suivante :

p (Xt|Y 1:t−1) ≃
nΛ∑

j=1

α
(j)
t|t−1p̂

(
Xt|λ(j)

t ,Y 1:t−1

)
, (4.8)

où,

α
(j)
t|t−1 =

nΛ∑

i=1

α
(i,j)
t|t−1,

p̂
(
Xt|λ(j)

t ,Y 1:t−1

)
= N

(
X̂

(j)

t|t−1, P
(j)
t|t−1

)
,

avec,

X̂
(j)

t|t−1 =

(
nΛ∑

i=1

α
(i,j)
t|t−1X̂

(i,j)

t|t−1

)
/α

(j)
t|t−1,

P
(j)
t|t−1 =

(
nΛ∑

i=1

α
(i,j)
t|t−1

(
P

(j)
t|t−1 +

(
X̂

(i,j)

t|t−1 − X̂
(j)

t|t−1

)(
X̂

(i,j)

t|t−1 − X̂
(j)

t|t−1

)T
))

/α
(j)
t|t−1.

Ensuite, la nouvelle mesure est prise en compte pour aboutir à la formule (4.8) et calculer les
poids :

α
(j)
t ∝ α

(j)
t|t−1 exp

(
−1

2
(ε

(j)
t )
(
S

(j)
t

)−1
(ε

(j)
t )T

)
,

les notations ε
(j)
t et S(j)

t désignant respectivement l’innovation associée au j-ième filtre de
Kalman et sa matrice de covariance. Elles sont mises à jour, conjointement aux estimés condi-

tionnels de l’état X̂
(j)

t et aux matrices de covariance P (j)
t (j = 1, . . . , nλ), en appliquant les

formules de correction du filtre de Kalman.
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4.4.2 Le Rapport de vraisemblance généralisé (RVG)

Un algorithme classiquement utilisé pour détecter les sauts de moyenne perturbant l’état
d’un système dynamique est le rapport de vraisemblance généralisé proposé en 1976 par
Willsky et Jones [WJ76]. Initialement développé pour les systèmes linéaires, il est facilement
applicable dans tous les cas où l’état est estimé par un filtre de Kalman ou un filtre de Kalman
étendu. Il est nécessaire de reformuler notre modèle de filtrage pour se placer dans le cas de
figure de l’algorithme RVG :

Xt = FtXt−1 + vt + δ (t− θ)
[
0ny×nx , 1ny×ny

]T
ν,

Y t = ht (Xt) +
[
0ny×nx , 1ny×ny

]
Xt + wt,

où δ (t− θ)
[
0ny×nx , 1ny×ny

]T
ν représente un saut de moyenne d’amplitude ν affectant uni-

quement les composantes de biais du vecteur état à l’instant θ. L’algorithme RVG opère en
deux temps :

Détection

La détection est basée à chaque instant t sur un test d’hypothèses multiples examinant toutes
les possibilités de sauts de moyenne depuis l’instant initial. Pour k = 1, . . . , t :

H0 : pas de saut de moyenne sur l’intervalle de temps [0, t] ,

H1 (k,ν) : saut de moyenne à l’instant k.

La statistique de test est le rapport de vraisemblance, défini par :

lt(k,ν) =
p (Y 1:t|H1 (k,ν))

p (Y 1:t|H0)
.

Le meilleur instant candidat pour un saut est sélectionné ainsi :

k̂ = argmax
k

lt(k,ν).

Cependant, puisque la valeur de l’amplitude du saut ν est inconnue, elle est remplacée par
son estimé au sens du maximum de vraisemblance calculé sous l’hypothèse H1 (k,ν) et noté
ν̂MV (k). La décision est finalement prise par seuillage du rapport de vraisemblance suivant :

lt(k̂, ν̂MV

(
k̂
)
)

H1(k,ν)

≷
H0

h,

où h est le seuil de décision.

Compensation

Si un saut de moyenne est détecté, les estimés du filtre de Kalman sont corrigés pour prendre
en compte l’erreur induite.
Cette approche requiert en théorie de mettre en œuvre plusieurs filtres de Kalman en cascade
(chacun étudiant la possibilité d’un saut à un instant k ≤ t). Dans [WJ76], une solution plus
simple est proposée. Il est démontré que l’effet du saut de moyenne sur les estimés X̂t et
innovations ǫt calculés par le filtre de Kalman peut être rendu explicite :

ǫt [k] = ǫt + Φ
T [k]ν,

X̂t [k] = X̂t + µ [k]ν,
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où la notation v [k] correspond la valeur du vecteur v si une anomalie s’est produite à l’instant
k. Il suffit donc de calculer récursivement les matrices de régression Φ

T [k] et µ [k] pour évaluer
à la fois la statistique de test et le cas échéant les corrections à appliquer aux estimés du filtre
de Kalman pour prendre en compte le saut de moyenne. Les formules récursives pour évaluer
les matrices de régression sont énoncées et démontrées en annexe C.

Les principales limitations de cet algorithme sont son coût calculatoire qui augmente au
cours du temps et la nécessité de choisir un seuil de décision h. La première difficulté peut
être contournée en imposant une fenêtre d’étude de durée finie.

Cette section a permis d’appréhender la structure d’un algorithme déterministe de détec-
tion de changement de modèle. Les méthodes classiquement utilisées sont basées sur un banc
de filtres représentant chacun un des modèles possibles. L’algorithme opère ensuite une sélec-
tion ou une fusion des sorties de ces filtres au vu de le mesure reçue. Le filtrage particulaire
offre une autre solution à ce type de problème. En particulier, un algorithme Rao-Blackwellisé
apparaît comme une extension directe des algorithmes à modèles multiples, à la différence que
les hypothèses concurrentes sont explorées et sélectionnées aléatoirement.

4.5 Solution particulaire proposée

Le vecteur état pour la navigation GPS dans un contexte de multitrajets est composé à la
fois de grandeurs continues et discrètes. Les techniques de filtrage particulaire, applicables à
tout type de modèle, apparaissent donc particulièrement indiquées pour résoudre ce problème
d’estimation. En outre, le modèle de filtrage présente une structure hiérarchique : condition-
nellement au vecteur à valeurs discrètes, les paramètres continus sont décrits par un modèle
"quasiment" linéaire Gaussien. La dénomination "quasiment" signifie qu’il suffit de linéariser
récursivement l’équation de mesure pour former un modèle linéaire Gaussien approché. Ce
type de structure peut être mis à profit en appliquant un algorithme Rao-Blackwellisé pour
lequel les hypothèses concurrentes sont explorées aléatoirement alors que les estimés des états
continus sont calculés par des filtres de Kalman étendus conditionnels. L’efficacité de l’algo-
rithme dépend de son aptitude à sélectionner les modèles les plus pertinents du point de vue
des informations disponibles. Les deux étapes déterminantes sont donc le choix de la loi de
proposition et la technique de rééchantillonnage. Nous proposons ainsi de :

– simuler les particules selon une distribution de lissage où les mesures futures aident
à la détection/estimation des biais à l’instant courant. En accord avec les hypothèses
de modèle, une approximation de cette distribution est calculée afin de limiter le coût
calculatoire de l’algorithme.

– présélectionner les particules avant le rééchantillonnage conformément au résultat d’un
test d’hypothèses.

La présentation s’articule autour de ces deux points. La pertinence des solutions algorithmiques
développées est ensuite analysée à l’aide de simulations.

4.5.1 Rao-Blackwellisation

L’objectif de l’algorithme de détection/estimation est de calculer récursivement la distri-
bution a posteriori conjointe p (λ0:t,X0:t|Y 1:t). Classiquement, la loi de Bayes conduit à la
factorisation suivante :

p (λ0:t,Xt|Y 1:t) = p (Xt|λ0:t,Y 1:t) p (λ0:t|Y 1:t) .
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Un chemin λ0:t définit un modèle de navigation possible pour le vecteur état Xt. Le problème
de filtrage correspondant peut alors être résolu à l’aide d’un filtre de Kalman étendu calculant
une approximation Gaussienne de la distribution a posteriori conditionnelle p (Xt|λ0:t,Y 1:t).
Seul le vecteur indicateur λt doit donc être estimé par filtrage particulaire :

P̂ [λ0:t|Y 1:t] =

N∑

i=1

w
(i)
t δ

(
λ0:t − λ

(i)
0:t

)
.

Les notations suivantes sont utilisées par la suite pour les estimés des filtres de Kalman éten-
dus :

p (Xt|λ0:t,Y 1:t) ≃ N
(

X̂
(i)

t , P
(i)
t

)
,

p (Xt|λ0:t,Y 1:t−1) ≃ N
(

X̂
(i)

t|t−1, P
(i)
t|t−1

)
,

p (Y t|λ0:t,Y 1:t−1) ≃ N
(
Ŷ

(i)

t|t−1, S
(i)
t

)
.

Avec cette approche, chaque particule

(
λ

(i)
t , X̂

(i)

t

)T

représente :

– un contexte de navigation (présence d’une erreur de multitrajets sur une ou plusieurs

mesures GPS) via le vecteur λ
(i)
t ,

– la solution au problème de navigation correspondant X̂
(i)

t .

La détection des multitrajets est fondée sur la loi marginale a posteriori P̂ [λt|Y 1:t]. Les
instants où se produisent les changements de modèle sont caractérisés par de brusques aug-

mentations de la probabilité P c
t =

(
P c

t,1, . . . , P
c
t,ny

)
où :

P c
t,i = P̂ [λt,i = 1|Y 1:t] , pour i = 1, . . . , ny.

Les estimés des biais de multitrajets éventuels et des coordonnées cinématiques du véhicule
sont calculés à partir de la distribution marginale :

p̂ [Xt|Y 1:t] =
N∑

i=1

w
(i)
t p

(
Xt|λ(i)

0:t,Y 1:t

)
,

qui est approchée par un mélange de lois Gaussiennes. Plus précisément, nous utilisons l’esti-
mateur MMSE (qui minimise l’erreur quadratique moyenne entre Xt et X̂t) :

X̂t =
N∑

i=1

w
(i)
t X̂

(i)

t .

4.5.2 Loi de proposition

Nous avons déjà souligné l’importance du choix de la distribution de proposition dans le
développement d’un algorithme de filtrage particulaire. Ce point est particulièrement critique
dans un contexte de détection. Les évènements de multitrajets sont des évènements rares et
leur probabilité d’occurrence γ = P [λt,l = 1] (l = 1, . . . , ny) peut en conséquence être très
faible. Il est alors crucial de ne pas retenir la loi a priori comme distribution d’échantillonnage
au risque de n’obtenir que très peu de particules indiquant un changement de modèle à chaque
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instant. Nous préconisons de prendre en compte l’information apportée par la mesure courante
et si possible les mesures futures. En effet, les effets des multitrajets se manifestent tant que
la configuration satellite-récepteur-réflecteur est défavorable. Plusieurs mesures GPS consécu-
tives sont donc affectées par une perturbation. La détection des multitrajets est significative-
ment améliorée en simulant les particules selon la distribution de lissage P [λt|λ0:t−1,Y 1:t+L]

(pour L ≥ 0) et ceci pour deux raisons :
– selon son amplitude le biais de multitrajets peut être difficile à détecter à partir d’une

seule mesure car noyé dans le bruit,
– le lissage permet d’éliminer les fausses alarmes.

Cette approche a déjà été appliquée avec succés par Wang et Chen dans [WCG02] pour la
détection et le décodage de canaux à évanouissement lent.
Dans la cas où L est égal à 0, la loi de proposition optimale se calcule aisément. Pour i =

1, . . . , N , on obtient :

P
[
λt|Y 1:t,λ

(i)
1:t−1

]
=

p
(
Y t|λt,Y 1:t−1,λ

(i)
1:t−1

)
P [λt]

∑
λt

p
(
Y t|λt,Y 1:t−1,λ

(i)
1:t−1

)
P [λt]

,

où
∑
λt

désigne la somme sur l’ensemble des réalisations possibles du vecteur λt et la distribution

p
(
Y t|λt,λ

(i)
1:t−1,Y 1:t−1

)
est la loi de l’innovation du filtre de Kalman associé au chemin

(
λ

(i)
1:t−1,λt

)
.

Dans le cas où L > 0, toutes les trajectoires possibles du vecteur indicateur λt doivent être
explorées pour calculer la distribution de lissage :

P
[
λt|Y 1:t,λ

(i)
1:t−1

]
=

∑

λt+1:t+L

P
[
λt,λt+1:t+L|Y 1:t,λ

(i)
1:t−1

]
.

Cette technique a l’inconvénient d’être calculatoirement trop coûteuse. Supposons par exemple
que 4 satellites GPS (soit le nombre minimal requis pour résoudre le problème de navigation)
soient en vue et que le pas L soit égal à 5, alors le vecteur λt peut prendre 24 = 16 valeurs
à chaque instant et le nombre de descendants à examiner pour la particule λ

(i)
1:t−1 s’élève

à 24×5 soit plus de 106 possibilités. Dans [WCG02], une alternative consiste à utiliser la
technique de l’échantillonnage pondéré pour calculer une approximation de Monte Carlo de la
loi de lissage en parcourant aléatoirement les trajectoires possibles du vecteur indicateur. Nous
proposons de tirer parti des propriétés de notre modèle pour développer une technique plus
simple d’échantillonnage. On ajoute donc une contrainte sur le délai entre deux évènements
de multitrajets, sachant qu’ils sont peu fréquents. Si on étudie un éventuel changement de
modèle à l’instant t, il est raisonnable de supposer qu’aucun autre évènement ne se produit
pendant la durée de la fenêtre de lissage [t+ 1, t+ L]. Cette approche revient à n’explorer
que les hypothèses a priori les plus probables. La distribution de proposition prend alors la
forme :

P
[
λt|Y 1:t,λ

(i)
1:t−1

]
≃ P

[
λt,λt+1:t+L = 0|Y 1:t,λ

(i)
1:t−1

]
.

Le vecteur indicateur prend un nombre fini de valeurs
(
λj
)
j=1,...,nΛ

. Il obéit donc à une loi
discrète de la forme :

P
[
λt|Y 1:t,λ

(i)
1:t−1

]
≃

nΛ∑

j=1

γ(i,j)δ(λt − λj).
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On introduit la notation suivante pour détailler le calcul des probabilités élémentaires γ(i,j) :

(
Λt+k

t−l

)(i,j)
=
{

λt−l:t−1 = λ
(i)
t−l:t−1,λt = λj ,λt+1:t+k = 0

}
.

Par définition, γ(i,j) ≃ P
[
λt = λj ,λt+1:t+k = 0|Y 1:t+L,λ

(i)
1:t−1

]
, d’où en appliquant la règle

de Bayes :

γ(i,j) ∝ p

(
Y t:t+L,

(
Λ

t+k
t

)(i,j)
|Y 1:t−1,λ

(i)
1:t−1

)
,

∝ P

[(
Λ

t+k
t

)(i,j)
] L∏

k=0

p

(
Y t+k|Y 1:t+k−1,

(
Λ

t+k
0

)(i,j)
)
.

Soit :

γ(i,j) =

P [λj ]
∏L

k=0 p

(
Y t+k|Y 1:t+k−1,

(
Λ

t+k
0

)(i,j)
)

∑nΛ
l=1 P [λl]

∏L
k=0 p

(
Y t+k|Y 1:t+k−1,

(
Λ

t+k
0

)(i,l)
) , (4.9)

où la distribution p

(
Y t+k|Y 1:t+k−1,

(
Λ

t+k
0

)(i,j)
)

est la loi de l’innovation du filtre de Kalman

paramétré par le vecteur
(
Λ

t+k
0

)(i,j)
. Au vu de cette expression, il apparaît que les particules

à l’instant t sont sélectionnées en fonction de leur probabilité a priori et de leur vraisemblance
par rapport aux L mesures à venir.
La loi de proposition de lissage permet de calculer deux jeux de poids : des poids de filtrage
w

(i)
t et des poids de lissage w̃(i)

t qui permettent d’estimer la distribution a posteriori suivante :

P̂ [λ0:t|Y 1:t+L] ≃
N∑

i=1

w̃
(i)
t δ

(
λ0:t − λ

(i)
0:t

)
.

À l’issu de la simulation, notons λji
la valeur prise par la particule λ

(i)
t =. Les poids de filtrage

se calculent classiquement selon :

w
(i)
t ∝ w

(i)
t−1

p
(
Y t|Y 0:t−1,λ

(i)
0:t

)
P
[
λji
]

γ(i,ji)
.

Par définition, les poids de lissage s’écrivent :

w̃
(i)
t ∝ w

(i)
t−1

p
(
Y t:t+L|Y 0:t−1,λ

(i)
0:t

)
P
[
λji
]

γ(i,ji)
.

À nouveau, le calcul de p
(
Y t:t+L|Y 0:t−1,λ

(i)
0:t

)
fait intervenir une somme sur toutes les tra-

jectoires futures possibles de la particule λ
(i)
t :

p
(
Y t:t+L|Y 0:t−1,λ

(i)
0:t

)
=

∑

λt+1:t+L

p
(
Y t:t+L|Y 0:t−1,λ

(i)
0:t,λt+1:t+L

)
P [λt+1:t+L] .

En émettant la même hypothèse que pour le calcul de la loi de proposition :

p
(
Y t:t+L|Y 0:t−1,λ

(i)
0:t

)
≃ p

(
Y t:t+L|Y 0:t−1,λ

(i)
0:t,λt+1:t+L = 0

)
,
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on obtient finalement en remplaçant γ(i,ji) par son expression (4.9) :

w̃
(i)
t =

nΛ∑

l=1

P [λl]
L∏

k=0

p

(
Y t+k|Y 1:t+k−1,

(
Λ

t+k
0

)(i,l)
)
.

Les poids de lissage vont permettre de prendre en compte l’information apportée par les futures
mesures pour améliorer la détection des multitrajets. La probabilité que la k-ième mesure soit
biaisée s’exprime de la façon suivante :

P c
t,l = P [λt,l = 1|Y 1:t+L] ,

≃
N∑

i=1

w̃
(i)
t δ

(
λ

(i)
t,l − 1

)
,

pour l = 1, . . . , ny. Les estimés correspondants des états continus s’écrivent :

X̂t =
N∑

i=1

w̃
(i)
t X̂

(i)

t .

4.5.3 Contrôle du rééchantillonnage par un test d’hypothèses

L’objectif de l’étape de rééchantillonnage est d’éliminer les particules les moins représenta-
tives de la distribution cible pour améliorer la qualité de l’estimation et limiter les risques de
divergence. La sélection s’effectue généralement au vu des poids d’importance mais pour cer-
taines applications, des procédures plus efficaces peuvent être mises en œuvre. En navigation
indoor par exemple, certaines trajectoires sont proscrites de par la configuration du bâtiment.
Les particules aberrantes sont alors directement éliminées avant de procéder à l’étape de redis-
tribution du filtre particulaire. Une démarche similaire peut être reproduite dans un contexte
de détection. L’idée est d’introduire un test d’hypothèses pour décider de l’occurrence d’un
évènement de mulitrajets et de ne conserver que les particules en accord avec le résultat de ce
test.

4.5.3.1 Formulation du test d’hypothèses

Les deux hypothèses concurrentes sont les suivantes :
– H1,t : un évènement de multitrajets se produit à l’instant t,
– H0,t : aucun évènement ne vient perturber la navigation.

En accord avec le lemme de Neyman-Pearson énoncé par exemple dans [VT68], on utilise le
rapport de vraisemblances comme test statistique. De même que l’information apportée par
les observations futures aide à propager efficacement les particules, elle permet d’améliorer
significativement la prise de décision. Le test d’hypothèses suivant est donc appliqué :

Tt =
p(Y t:t+L|Y 1:t−1, H1,t,νt)

p(Y t:t+L|Y 1:t−1, H0,t)

H1,t

≶
H0,t

ht,

où νt est l’amplitude du saut de moyenne affectant les biais de multitrajets. Cette amplitude
est inconnue mais peut être estimée par le filtre particulaire : ν̂t = m̂t − m̂t|t−1, où m̂t|t−1 =
∑N

i=1 w̃
(i)
t m̂

(i)
t|t−1. Si Tt > ht, un évènement de multitrajets est détecté et les poids de toutes

les particules contredisant cette hypothèse sont mis à zéro. La seule difficulté réside alors dans
le choix du seuil de décision ht.
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4.5.3.2 Calcul du seuil de décision

La démarche classique consiste à fixer la probabilité de fausse alarme α = P [décider H1,t|H0,t]

et à calculer le seuil de décision correspondant en résolvant l’équation :

α = P [Tt > ht|H0,t] ,

α =

∫ ∞

ht

pTt|H0,t
(Tt) dTt.

Il apparaît donc nécessaire pour obtenir une expression analytique du seuil, ht = f (α), de sa-
voir calculer et intégrer la densité de probabilité de la statistique de test sous l’hypothèse H0,t.
À cet effet, nous proposons d’utiliser une statistique de test approchée mais de distribution
connue. Tout d’abord, l’hypothèse de lissage permet de réécrire H0,t et H1,t comme suit :

H1,t = {λt 6= 0,λt+1:t+L = 0} ,
H0,t = {λt = 0,λt+1:t+L = 0} .

Puis, en appliquant la loi de Bayes, Tt peut être décomposée de la façon suivante :

Tt ≃
∏L

k=0 p (Y t+k|Y 1:t+k−1, H1,t, ν̂t)∏L
k=0 p (Y t+k|Y 1:t+k−1, H0,t)

. (4.10)

Le filtre particulaire Rao-Blackwellisé fournit une approximation de chacune des distributions
apparaissant dans ce rapport sous forme de mélange de lois Gaussiennes. Pour k = 0, . . . , L

et sous l’hypothèse H0,t, on a :

p (Y t+k|Y 1:t+k−1, H0,t) =
∑

λ0:t−1

p (Y t+k|Y 1:t+k−1,λ0:t−1, H0,t) p (λ0:t−1|Y 1:t+k−1, H0,t) .

Or :

p (λ0:t−1|Y 1:t+k−1, H0,t) ≃
N∑

i=1

β
(i)
t+kδ(λ0:t−1 − λ

(i)
0:t−1).

avec : {
β

(i)
t+k ∝ w

(i)
t−1

∏k
l=1 p

(
Y t+l−1|Y 1:t+l−2,λ

(i)
0:t−1, H0,t

)
si k > 0,

β
(i)
t ∝ w

(i)
t−1 si k = 0.

On en déduit :

p (Y t+k|Y 1:t+k−1, H0,t) ≃
N∑

i=1

β
(i)
t+kp (Y t+k|Y 1:t+k−1,λ0:t−1, H0,t) .

Dans les expressions ci-dessus, les paramètres de la distribution p
(
Y t+k|Y 1:t+k−1,λ

(i)
0:t−1, H0,t

)

sont calculés récursivement par le filtre de Kalman étendu associé à la réalisation λ0:t+L =(
λ

(i)
0:t−1,λt:t+L = 0

)
du vecteur indicateur. Nous commettons une approximation qui permet

d’exprimer simplement la statistique de test. En remplaçant chaque mélange de lois Gaus-
siennes par une loi Gaussienne équivalente, une relation simple peut être établie entre les
vraisemblances sous les hypothèses H0,t et H1,t. Cette approximation se justifie du fait de la
procédure de sélection des particules qui permet de ne conserver qu’une hypothèse de modèle
à chaque itération et donc uniquement le mode dominant du mélange de lois Gaussiennes.
Sa validité peut aussi se vérifier par simulation. Les courbes de la figure (4.5) sont obtenues
en appliquant l’algorithme développé à un scénario classique de navigation en présence de
multitrajets. Sur les graphes sont représentées pour différents instants (correspondant ou non
à la présence d’une perturbation) :
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Fig. 4.5 - Validité de l’approximation des lois de mélange
La mesure Y t est exprimée en mètres.

– sur les courbes de gauche, les mélanges de lois Gaussiennes et leurs approximations
Gaussiennes,

– sur les courbes de droite, la valeur absolue de la différence entre la fonction de répar-
tition du mélange de lois Fm et celle de son approximation Gaussienne Fg : ∆F (x) =

|Fm(x) − Fg(x)|.
Les figures de gauche montrent que les mélanges de lois Gaussiennes sont superposés avec leurs
approximations Gaussiennes. Ce résultat est confirmé par les courbes de droite où il apparaît
que l’écart maximal entre les fonctions de répartition des deux distributions est infèrieur à
10−3.
En appliquant les formules de fusion de lois Gaussiennes, on obtient :

p (Y t+k|Y 1:t+k−1, H0,t) ≃ N
(
Ŷ t+k|1:t+k−1, Ŝt+k

)
,
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avec :

Ŷ t+k|1:t+k−1 =
N∑

i=1

β
(i)
t+kŶ

(i)

t+k|1:t+k−1,

Ŝt+k =

N∑

i=1

β
(i)
t+k

(
Ŝ

(i)
t+k +

(
Ŷ

(i)

t+k|1:t+k−1 − Ŷ t+k|1:t+k−1

)(
Ŷ

(i)

t+k|1:t+k−1 − Ŷ t+k|1:t+k−1

)T
)
.

Réécrivons la statistique de test de façon à faire apparaître les innovations :

Tt ≃
∏L

k=0 p (εt+k|H1,t, ν̂t)∏L
k=0 p (εt+k|H0,t)

,

avec :

εt+k = Y t+k − Ŷ t+k|1:t+k−1,

=
N∑

i=1

β
(i)
t+kε

(i)
t+k,

où ε
(i)
t+k = Y t+k − Ŷ

(i)

t+k|1:t+k−1. L’algorithme RVG statue que pour les modèles linéaires
Gaussiens, un saut de moyenne affectant les composantes du vecteur état se traduit simplement
par un saut de moyenne sur les innovations. Les innovations conditionnelles de chacun des
filtres de Kalman associés aux N réalisations possibles du vecteur indicateur (λ0:t−1)i=1,...,N

vérifient donc :
ε

(i)
t+k[t] = ε

(i)
t+k +

(
ϕT

t+k

)(i)
ν̂t, (4.11)

où les matrices de régression linéaire sont calculées conformément aux formules de l’algorithme
RVG rappelées en annexe B. En vertu de la relation (4.11), on obtient pour l’innovation :

εt+k[t] = εt+k + ϕT
t+kν̂t, (4.12)

où :

ϕT
t+k =

N∑

i=1

β
(i)
t+k

(
ϕT

t+k

)(i)
.

Ainsi les lois de l’innovation sous les hypothèses H1,t et H0,t diffèrent seulement par leur
moyenne :

p (εt+k|H0,t) ≃ N (0;St+k) ,

p (εt+k|H1,t, ν̂t) ≃ N
(
ϕT

t+kν̂t;St+k

)
.

La statistique de test peut alors être approchée par :

Tt = exp

(
L∑

k=0

εT
t+kS

−1
t+kεt+k −

(
εt+k − ϕT

t+kν̂t

)T
S−1

t+k

(
εt+k − ϕT

t+kν̂t

)
)
.

Nous proposons donc d’utiliser la statistique de test suivante équivalente à Tt (à une fonction
croissante près) :

T
′

t =

(
L∑

k=0

εT
t+kS

−1
t+kϕ

T
t+k

)
ν̂t.
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Elle est différente de celle obtenue dans le cas du RVG car le problème de l’amplitude du saut
de moyenne a été traité différemment. Ici, le vecteur νt est remplacé par son estimé au sens
du maximum a posteriori au lieu du maximum de vraisemblance pour l’algorihme RVG. La

statistique T
′

t suit une loi Gaussienne de variance σ2
T = ν̂T

t

(∑L
k=0 ϕt+kS

−1
t+kϕ

T
t+k

)
ν̂t, ce qui

nous conduit à l’expression suivante du seuil de décision :

ht = σTφ
−1 (1 − α) , (4.13)

où φ est la fonction de répartition d’une loi Gaussienne réduite (de moyenne nulle et variance
identité).
4.5.3.3 Sélection des particules

Les particules en contradiction avec le test d’hypothèses sont éliminées. Les particules res-
tantes sont redistribuées en fonction de leurs poids respectifs. Cependant, la loi de proposition
lissée conduit à deux types de poids : les poids de filtrage et les poids de lissage. En théorie,
le rééchantillonnage est réalisé à partir des poids de filtrage pour obtenir une approximation
de Monte Carlo de la distribution a posteriori P [λt|Y 1:t] et initier l’itération suivante de l’al-
gorithme particulaire. Cependant, les poids de lissage sont plus révélateurs de la pertinence
des particules. Dans [WCG02], le dilemme est résolu au moyen d’un échantillonnage pondéré.
Ainsi, les particules sont sélectionnées selon leurs poids de lissage mais ne sont plus équi-
pondérées à l’issue de la redistribution. Leurs poids sont réajustés de manière à obtenir une

approximation de la distribution de filtrage. Si λ
(ki)
t est la valeur prise par la particule λ

(i)
t à

l’issue du rééchantillonnage, alors :

w
(i)
t ∝ w

(ki)
t /w̃

(ki)
t .

L’algorithme d’estimation en présence de multitrajets est résumé en figure 4.1.

4.6 Etude des performances de l’algorithme DECFP

Dans cette partie, nous appliquons l’algorithme développé à des données simulées pour
évaluer ses performances. Il est comparé à deux algorithmes classiquement utilisés pour dé-
tecter les anomalies affectant un système dynamique : l’algorithme RVG et un algorithme de
type modèles multiples.

4.6.1 Simulation des données

Un scénario classique de navigation GPS est d’abord simulé, puis les perturbations de
multitrajets sont introduites.

Trajectoire du véhicule

Le véhicule se déplace à une vitesse quasi constante de 50 km/h pendant les 200s de la
simulation.

Pseudo-distances GPS

A partir d’almanachs GPS, les positions occupées par chacun des 24 satellites de la constel-
lation au cours de la simulation sont calculées. En chaque point de la trajectoire des satellites
peuvent alors être évalués :
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Initialisation
• Choix de la probabilité de fausse alarme α et du pas de lissage L.
• Pour i = 1, . . . , N ,

– λ
(i)
0 = 0,

– X̂
(i)

0 = X init
0 et P (i)

0 = P0 si (X0|λ0 = 0) ∼ N
(
X init

0 ;P0

)
.

Itération t
• Simulation des particules, pour i = 1, . . . , N ,

◮ pour j = 1, . . . , nΛ (exploration des hypothèses de modèle).

→ L itérations du FKE associé à l’hypothèse
(
Λ

t+L
0

)(i,j)
:

⇒ calcul de γ(i,j), X̂
(i,j)

t , P
(i,j)
t , X̂

(i,j)

t|t−1.

→ Si λj = 0 (hypothèse H0,t),

⇒ calcul des paramètres intervenant dans le test d’hypothèses : l’innovation ε
(i)
t+k,

sa matrice de covariance S(i)
t+k, la matrice de régression linéaire ϕ

(i)
t+k et les poids

β
(i)
t+k, pour k = 0, . . . , L.

◮ Normalisation des poids
(
γ(i,j)

)
j=1,...,nΛ

.

◮ Tirage de λ
(i)
t ∼∑nΛ

j=1 γ
(i,j)δ

(
λt − λj

)
.

Notons λji
la valeur simulée pour la i-ème particule, les estimés conditionnels et

matrices de covariance associées sont conservés : X̂
(i)

t = X̂
(i,ji)

t , X̂
(i)

t|t−1 = X̂
(i,ji)

t|t−1 et

P
(i)
t = P

(i,ji)
t .

◮ Calcul des poids de filtrage et lissage w(i)
t et w̃(i)

t .

• Estimation (lissage)

◮ normalisation des poids
(
w

(i)
t

)

i=1,...,N
et
(
w̃

(i)
t

)

i=1,...,N
.

◮ Calcul des estimés :
→ X̂t =

∑N
i=1 w̃

(i)
t X̂

(i)

t , X̂t|t−1 =
∑N

i=1 w̃
(i)
t|t−1X̂

(i)

t ,

→ P c
t,k =

∑N
i=1 w̃

(i)
t δ

(
λ

(i)
t,k = 1

)
, pour k = 1, . . . , ny.

→ Amplitude du saut de moyenne : ν̂t = X̂t − X̂t|t−1.

• Redistribution
◮ Présélection (test d’hypothèse)

→ calcul de la statistique de test T
′

t en fonction de ε
(i)
t+k, S

(i)
t+k, ϕ

(i)
t+k et β

(i)
t+k, pour

k = 0, . . . , L et i = 1, . . . , N ,
→ calcul du seuil ht (formules données en partie 4.5.3).
→ Si T

′

t > ht,
– un saut de moyenne est détecté,
– élimination des particules n’indiquant pas le saut :{

w̃
(i)
t = 0 | i tels que λ

(i)
t = 0

}
,

– normalisation des poids
(
w̃

(i)
t

)

i=1,...,N
.

◮ Rééchantillonnage pondéré
→ Pour i = 1, . . . , N ,

– tirage de λ
(i)
t ∼∑N

k=1 w̃
(k)
t δ

(
λt − λ

(k)
t

)
,

– λ
(i)
t = λ

(ki)
t ⇒ w

(i)
t ∝ w

(ki)
t /w̃

(ki)
t .

→ Normalisation des poids de filtrage
(
w

(i)
t

)

i=1,...,N
.

Tab. 4.1 - Algorithme particulaire de détection/estimation conjointe des biais de multitrajets
et de la trajectoire du véhicule.
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– la distance au véhicule,
– l’angle d’élévation.

L’angle d’élévation permet de sélectionner les ny satellites en ligne de vue du récepteur GPS.
Pour ces satellites, les mesures de pseudo-distance sont formées en ajoutant à la distance au
véhicule le biais d’holorge GPS obtenu par simulation du modèle d’état (4.5) et un bruit ad-
ditif de variance σ.

Effets des multitrajets

Les erreurs de multitrajets sont représentées par un processus (mt)t≥0 quasi constant par
morceaux, de valeur nulle en l’absence de perturbation. Il est construit à partir des vecteurs
aléatoires (λt)t≥0, dont chaque composante obéit à une loi de Bernoulli. Les valeurs non nulles
de λt indiquent les instants où se produisent les sauts de moyenne. Ainsi, chaque composante
du vecteur mt est simulée selon le modèle suivant :

mt,i = mt−1,i + ut avec ut ∼ N
(
0;σ2

m

)
, si λt,i = 0,

∼ N
(
0;σ2

ν

)
, si λt,i = 1 et εt,i = 1,

= 0, si λt,i = 1 et εt,i = 0,

pour i = 1, . . . , ny. On rappelle que le processus εt indique la présence des biais induits par
les multitrajets et vérifie εt = ⊕t

k=0λk. L’écart-type σν est choisi égal à l’amplitude moyenne
des sauts de moyenne pouvant perturber les mesures GPS. Afin de garantir l’observabilité du
système, c’est-à-dire de disposer d’un nombre de mesures suffisant pour résoudre le problème
d’estimation, on s’assure que le nombre de pseudo-distances simultanément biaisées soit infé-
rieur à ny − 4 (4 étant le nombre de paramètres cinématiques intervenant directement dans
l’équation de mesure). Cette approximation est raisonnable sachant que seules les mesures
issues de satellites avec un faible angle d’élévation sont susceptibles d’être perturbées par les
multitrajets. La durée de simulation est suffisamment courte pour que l’algorithme n’ait pas
à gérer des changements de constellation, auquel cas il faudrait réinitialiser les canaux de
mesure concernés. Par souci de simplicité, seules deux des composantes du vecteur de mesure
(correspondant aux satellites les plus éloignés du zénith) sont perturbées par les multitrajets
dans nos simulations. L’ensemble des paramètres de simulation est résumé dans le tableau
(4.2).

Bruit de dynamique (vitesse) σa = 1 m/s−2

Bruit de dynamique (biais) σm = 0.1 m
Amplitude moyenne du

biais de multitrajets
σν = 20 m

Bruit de mesure GPS UERE = 10 m
P [λt,i = 1] γ = 1e−2

Tab. 4.2 - Paramètres de simulation

4.6.2 Critères de performance

Les 3 algorithmes considérés sont comparés à l’aide de 3 critères : la capacité de détection,
la précision pour l’estimation des biais de multitrajets et pour la résolution du problème de
navigation proprement dit. Pour ce faire, M tirages de Monte-Carlo ont été réalisés pour
évaluer :
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– la probabilité moyenne de changement :

〈P̂ c
t,i〉 =

1

M

M∑

j=1

P̂ c
t,i [j] ,

où P̂ c
t,i [j] est la probabilité d’occurrence d’un saut de moyenne sur la i-ème mesure GPS,

à l’instant t, estimée au j-ième tirage de Monte Carlo.
– l’erreur quadratique d’estimation des biais de multitrajets :

E
(
(mt,i − m̂t,i)

2
)
≃ 1

M

M∑

j=1

(mt,i − m̂t,i [j])
2 , pour i = 1, . . . , ny,

où m̂t [j] est l’estimé du biais induit par les multitrajets calculé au j-ième tirage de
Monte-Carlo.

– l’erreur quadratique d’estimation des coordonnées cinématiques du véhicule :

E
(
(xt,i − x̂t,i)

2
)
≃ 1

M

M∑

j=1

(xt,i − x̂t,i [j])
2 , pour i = 1, . . . , nx,

où x̂t [j] est l’estimé du vecteur de navigation calculé au j-ième tirage de Monte-Carlo.

4.6.3 Résultats de simulation

Les paramètres des différents algorithmes sont ajustés pour permettre une comparaison
équitable des 3 approches. L’inconvénient de la fusion intervenant dans l’algorihme IMM est la
perte de toute information concernant l’état passé des particules. Pour opérer le lissage, nous
utilisons donc plutôt un algorithme MM basé sur une stratégie de sélection. Elle consiste à ne
conserver à chaque pas de temps que les branches plus fort poids, c’est-à-dire les hypothèses de
modèle les plus probables. Le nombre de particules doit être une puissance du nombre d’états
possibles du vecteur indicateur. Nous en avons utilisé N = n5

Λ = 1024. Le même pas de lissage
L = 5 est appliqué pour l’algorithme DECFP et l’algorithme MM. Il est aussi choisi comme
taille de la fenêtre d’étude du RVG. Enfin, la probabilité de fausse alarme α qui intervient à
la fois dans le calcul du seuil de détection pour l’algorithme RVG et l’algorithme DECFP est
fixée à 0.01.

Détection des évènements de multitrajets
Les premières courbes proposées en figure 4.6 mettent en évidence l’intérêt du lissage. Les

probabilités de changement estimées par le filtre particulaire pour deux valeurs différentes du
pas de lissage y sont tracées. Pour un pas L = 5, il apparaît que les pics de la probabilité de
changement coïncident bien avec les instants où les biais de mesure ont été introduits. Par
contre, en l’absence de lissage, les biais de faibles amplitudes deviennent difficiles à détecter. La
deuxième série de courbes 4.7 permet de comparer les performances respectives des algorithmes
DECFP et MM pour détecter les perturbations. Si les deux approches situent correctement
les instants de changement, les pics de la probabilité de changement estimée sont nettement
plus marqués pour le filtre particulaire. En effet, les étapes de sélection intervenant dans
l’algorithme MM entre l’occurrence du saut de moyenne (instant t) et sa détection (instant
t + L) tendent à limiter le nombre de particules indiquant la bonne hypothèse. Enfin, la
figure 4.8 examine les performances du test d’hypothèses préalable au rééchantillonnage. Elle
représente un exemple d’écart entre la statistique de test et le seuil de décision. Aucune fausse
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Fig. 4.6 - Influence du pas de lissage
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Fig. 4.7 - Probabilités de changement estimées
Les lignes verticales en pointillés signalent les évènements de multitrajets.

détection n’est observée, la statistique de test ne devenant supérieure au seuil qu’aux instants
où se produisent effectivement les évènements de multitrajets. La contrepartie est la présence
d’une détection manquée. La faible probabilité de fausse alarme choisie assure en effet un faible
taux de fausses détections aux dépens de la puissance de détection du test. Cette précaution est
cependant nécessaire car une mauvaise sélection des particules peut s’avérer très pénalisante
pour l’algorithme de navigation.
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Fig. 4.8 - Résultat du test d’hypothèses pour la présélection des particules.

Estimation des biais induits par les multitrajets
Les figures suivantes 4.10 et 4.9 permettent d’examiner le comportement des différents

algorithmes pour l’estimation des biais dus aux multitrajets. La figure 4.10 représente les es-
timés des sauts de moyenne perturbant deux des pseudo-distances GPS et la figure 4.9 est
dédiée aux erreurs d’estimation correspondantes. Les algorithmes MM et DECFP présentent
des performances comparables alors que l’algorithme RVG poursuit plus difficilement les biais.
Ce résultat peut s’expliquer par la stratégie d’estimation de l’algorithme RVG. Contrairement
aux deux autres méthodes, l’estimation n’est aidée par aucune information a priori sur l’ampli-
tude des sauts de moyenne. Par ailleurs, une procédure plus efficace de sélection des particules
confère à l’approche particulaire un avantage sur l’algorithme MM lorsqu’un évènement de
multitrajet se produit. Il retrouve alors plus rapidement la valeur du biais.
La figure 4.11 illustre l’intérêt de la stratégie adoptée pour sélectionner les particules dans
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Fig. 4.9 - Erreur d’estimation des biais de mulitrajets.

l’algorithme DECFP. La plus-value apportée pour l’estimation des biais est manifeste dans le
cas où le saut de moyenne est de faible amplitude. Localement le gain en précision peut ainsi
atteindre 1 mètre.

Estimation de la trajectoire du véhicule
Le dernier point à étudier est l’impact de l’estimation des biais sur le calcul de la solution
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Fig. 4.10 - Estimation des biais de mulitrajets.

de navigation. A cet effet, les courbes 4.12 représentent l’erreur d’estimation pour les 3 coor-
données de position du véhicule. On remarque que l’estimation peu précise des biais conduit
à une erreur d’estimation importante de la position pour l’algorithme RVG. Par contre, la
supériorité du DECFP par rapport à l’algorithme MM pour détecter/estimer les sauts de
moyenne n’est pas assez significative pour améliorer l’estimation de la dynamique du véhicule.
Les courbes d’erreur des deux algorithmes apparaissent ainsi quasiment confondues. Notons
néanmoins que l’aspect important de l’approche proposée est la détection qui permet d’exclure
les mesures GPS biaisées dans le cas où le nombre de mesures non défaillantes est suffisant
pour résoudre le problème de navigation.
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Fig. 4.11 - Estimation des biais induits par les multitrajets avec un rééchantillonnage classique
ou un rééchantillonnage aidé par un test d’hypothèses. Courbes en pointillés : rééchantillonnage
classique. Courbes en tirets : rééchantillonnage aidé par un test d’hypothèses.

4.7 Conclusion

Dans cette partie, nous nous sommes intéressés aux perturbations dues au phénomène de
multitrajets en navigation GPS. La démarche proposée se distingue des approches classiques
en ceci qu’elle ne vise pas à atténuer les erreurs de mesure induites par les multitrajets. L’idée
est au contraire de les estimer conjointement à la trajectoire du véhicule via l’algorithme de
navigation. Ainsi l’estimation de la trajectoire est améliorée indépendamment de la techno-
logie du récepteur GPS. L’algorithme proposé s’adapte au contexte de navigation au moyen
d’une technique de détection/estimation conjointe des erreurs de multitrajets. Le problème
du choix d’une loi a priori pertinente pour les biais induits par les multitrajets est ainsi ré-
solu. La détection est facilitée par l’introduction d’informations a priori sur la fréquence et
l’amplitude des erreurs de multitrajets. Les anomalies perturbant un système dynamique sont
classiquement traitées à l’aide d’algorithmes à modèles multiples, pour lesquels les différentes
hypothèses de modèle sont explorées et sélectionnées de façon déterministe et les paramètres
continus estimés par un banc de filtres de Kalman conditionnels. Nous avons proposé dans ce
chapitre une alternative fondée sur un filtre particulaire Rao-Blackwellisé, de structure voisine,
mais offrant une plus grande souplesse pour l’exploration et la sélection des hypothèses. Une
loi de simulation efficace permet en effet de cibler directement les modèles les plus pertinents.
De plus, le rééchantillonnage contribue à les favoriser en multipliant les particules les repré-
sentant.
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Fig. 4.12 - Erreur d’estimation de la position du véhicule.

La détection peut être significativement améliorée en utilisant une loi de proposition de lissage.
Le calcul de la loi exacte implique d’explorer un arbre croissant d’hypothèses, mais une bonne
approximation peut être obtenue en ne considérant que les branches a priori les plus pro-
bables. Par ailleurs, le contexte de détection permet de mettre en œuvre une stratégie efficace
de rééchantillonnage pour laquelle les particules pertinentes sont présélectionnées au moyen
d’un test d’hypothèses. L’algorithme ainsi développé s’avère plus efficace que l’algorithme de
modèles multiples auquel il est comparé et que l’algorithme RVG, classiquement utilisé pour
détecter et estimer des sauts de moyenne. Il fournit une meilleure estimation des biais et ceci
avec un temps de réponse plus petit.
Cette approche semble prometteuse et elle peut être facilement généralisée à des problèmes
plus complexes. Dans le chapitre suivant, la méthode est adaptée pour l’estimation de sauts
de variances sur les mesures GPS.
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5.1 Introduction

Au cours de la liaison satellite-récepteur, les signaux GPS sont soumis à diverses perturba-
tions. Dans le chapitre précédent, nous avons ainsi étudié de façon plus approfondie le problème
des multitrajets et leur impact sur les mesures GPS de pseudo-distances. Un algorithme de
filtrage particulaire a été proposé, capable de s’adapter en temps réel à l’environnement de
navigation pour améliorer l’estimation de la dynamique du véhicule en présence de mulitra-
jets. À cet effet, un vecteur auxiliaire représentant les évènements de multitrajets est estimé
conjointement aux erreurs induites sur les mesures GPS et aux paramètres cinématiques. Cette
approche est généralisable à toute perturbation affectant les mesures GPS. Dans ce chapitre,
nous nous intéressons plus particulièrement au problème des interférences (ou brouillage) et
nous proposons un filtre particulaire assurant simultanément la détection et correction des
erreurs occasionnées et la résolution du problème de navigation. Cet algorithme, bien-qu’il
reprenne les principes de l’algorithme de multitrajets, s’en distingue dans son traitement des
erreurs de mesure. En effet, les multitrajets entraînent des sauts de moyenne sur les pseudo-
distances GPS. Si la présence de multitrajets est détectée, l’estimation des biais induits sur
les mesures peut donc être assurée par filtrage de Kalman. Au contraire, les interférences se
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traduisent par des sauts de variance du bruit de mesure qui ne peuvent être estimés qu’au
moyen d’une technique de filtrage non linéaire. Le chapitre est organisé en 4 grandes parties.
Tout d’abord, une petite introduction au problème des interférences en navigation GPS per-
met de justifier le modèle de filtrage adopté et d’inscrire notre étude dans la continuité des
travaux réalisés sur ce sujet. Puis, le modèle espace-état décrivant le problème de navigation
en présence de brouillage est développé. L’algorithme de détection/estimation conjointe est
ensuite présenté, l’accent étant mis sur ce qui différencie cette approche de celle proposée pour
les multitrajets au chapitre précédent. Enfin, des résultats de simulation confirment l’intérêt
de la méthode.

5.2 Le problème des interférences en navigation GPS

Le positionnement GPS est réalisé à partir de signaux radio-diffusés et peut donc être
faussé par les interférences radio-fréquences. Elles sont parmi les sources d’erreurs les plus
pénalisantes car elles peuvent affecter simultanément plusieurs mesures GPS. Cette caracté-
ristique les rend difficiles à traiter. Ainsi, les algorithmes classiques de contrôle d’intégrité,
généralement fondés sur l’hypothèse d’une seule mesure défaillante, peuvent éventuellement
détecter les interférences mais ne permettent pas d’identifier les mesures affectées. Un des
enjeux majeurs en radionavigation est donc de développer des techniques de détection et
caractérisation des erreurs de brouillage.

5.2.1 Origine des interférences

Le terme interférence couvre un très grand nombre de phénomènes. Plus précisément, le
signal reçu par le récepteur est dit brouillé s’il est la somme du signal utile et de plusieurs
signaux parasites. Si des interférences intentionnelles sont à craindre pour les applications
militaires, les récepteurs civils peuvent être perturbés incidemment par des émetteurs présents
dans l’environnement de propagation. Les harmoniques secondaires d’un émetteur de télévision
sont un exemple classique de source non intentionnelle de brouillage pour un véhicule au sol.
Une classification sommaire des différents types d’interférences est proposée dans le tableau
5.1 d’après [Kap96].

Type d’interférences Source
Gaussienne/bande large Bruit intentionnel dans la bande utile du signal

Modulation de phase ou fréquence/bande large Émetteurs TV et émetteurs hyper-fréquence
Spectres étalés/bande large Brouilleurs intentionnels ou pseudolites

Impulsions/bande large Émetteurs radar
Modulation de phase ou fréquence/bande étroite Émetteur radio (FM)

Modulation d’amplitude/bande étroite Émetteur radio (AM)
Signal continu/bande étroite Brouilleurs CW

Tab. 5.1 - Tableau des différents types d’interférences

5.2.2 Effets des interférences

Les interférences viennent s’ajouter aux sources de bruit perturbant classiquement les si-
gnaux GPS (bruit thermique, erreurs résiduelles d’horloge ou de retards ionosphériques) pour
faire décroître le rapport signal à bruit. Il s’ensuit une variance accrue de l’erreur de mesure
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affectant les pseudo-distances GPS et donc une dégradation de la solution de navigation. Afin
de mieux appréhender le problème des interférences, il convient de rappeler brièvement le
fonctionnement d’un récepteur GPS. Cet équipement a pour objectif d’aligner une réplique
locale du signal GPS (porteuse et code) avec le signal satellite reçu pour déterminer à la fois sa
fréquence et son retard de propagation. La synchronisation est tout d’abord réalisée grossière-
ment lors de l’étape dite d’acquisition. Puis, l’estimation des paramètres du signal est affinée
au moyen de deux boucles d’asservissement imbriquées : la boucle de phase (pour la mesure
de fréquence et donc de vitesse) et la boucle de code (pour la mesure de temps de propagation
et donc de pseudo-distance). Cette étape est appelée poursuite. Elle est maintenue tant que
l’erreur d’estimation n’excède pas un certain seuil, auquel cas une procédure de réacquisition
est nécessaire. Ainsi, l’effet d’un brouilleur de trop grande puissance est d’entraîner une perte
de verrouillage des boucles de poursuite, et donc d’empêcher temporairement la formation des
mesures GPS.

5.2.2.1 Rapport signal sur bruit en l’absence d’interférence

Le rapport signal sur bruit du signal GPS en bande de base C/N0 dépend à la fois de
la puissance de l’onde émise par le satellite poursuivi et de l’architecture du récepteur GPS
conformément à la formule [Kap96] :

C/N0 = Sr +Ga − 10 log (kT0) −Nf − L(dB-Hz), (5.1)

où les différents termes intervenant dans cette expression sont définis comme suit :
– Sr : puissance du signal GPS reçu en dBW.
– Ga : gain d’antenne dans la direction du satellite poursuivi (dBic).
– 10 log (kT0) : bruit thermique (dBW-Hz). k est la constante de Boltzmann et T0 la

température de référence pour le bruit thermique (K).
– Nf : pertes dues au bruit dans le récepteur GPS (dB), antenne comprise.
– L : pertes dans la partie traitement du signal du récepteur (dB).

5.2.2.2 Effets des interférences sur le C/N0

En présence d’interférences, un rapport signal sur bruit équivalent peut être calculé [Kap96] :

[C/N0]eq = C/N0 − 10 log

(
10

J/S
10

QRc

)
(dB-Hz), (5.2)

où :
– C/N0 (dB-Hz) est le rapport signal sur bruit en l’absence de brouillage (5.1).
– J/S (dB) est le rapport interférences sur signal.
– Rc est la vitesse d’horloge du code pseudo-aléatoire (bits/s).
– Q est un facteur d’ajustement pour prendre en compte le type de brouilleur :






Q = 1 pour des brouilleurs bande étroite,
Q = 1.5 pour des brouilleurs à étalement de spectre,
Q = 2 pour des brouilleurs Gaussiens large bande.

La formule (5.2) permet de quantifier l’impact des interférences sur le niveau de bruit dans
le récepteur. Selon la diminution du C/N0 observée, les conséquences du brouillage sont diffé-
rentes :
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– si [C/N0]eq > [C/N0]seuil, le fonctionnement des boucles de poursuite est garanti. Le
brouillage se traduit simplement par une augmentation du bruit de mesure affectant les
pseudo-distances et donc une estimation moins précise de la dynamique du véhicule.

– Si [C/N0]eq < [C/N0]seuil, les boucles peuvent perdre le verrouillage sur le signal et il
est nécessaire de réinitialiser son acquisition.

Le seuil [C/N0]seuil est classiquement fixé de sorte que l’écart-type des erreurs de mesure
n’excède pas un certain seuil. Dans cette étude, nous nous intéressons uniquement à la mesure
de pseudo-distance calculée récursivement par la boucle de code. On obtient :

ρ̂ = ρ+ ε, ε ∼ N (0, σρ) ,

où ρ̂ est la pseudo-distance estimée et ρ la pseudo-distance effective. L’erreur ε est la contri-
bution du bruit et de l’erreur de dynamique qui dépend des caractéristiques de la boucle
d’asservissement. Le critère ad-hoc retenu pour assurer une bonne précision de la boucle de
code est le suivant :

σρ ≤ e/3,

où e est l’espacement maximal entre les répliques en avance, retard et phase du code pseudo-
aléatoire satellite. Le comportement de la boucle de code, en particulier au voisinage du seuil
de poursuite, est non linéaire. Il est donc nécessaire de mener des simulations de Monte Carlo
pour relier ce seuil e à un rapport signal à bruit [C/N0]seuil. Des abaques sont à cet effet
disponibles.
En résumé, il apparaît que l’effet des interférences est de diminuer le rapport signal à bruit
dans le récepteur GPS et donc d’augmenter l’erreur de mesure sur les pseudo-distances. Si la
puissance du brouilleur est trop grande, les boucles de poursuite peuvent décrocher.

5.2.3 Techniques d’atténuation

Les brouillages représentent un problème critique en navigation GPS et font donc l’objet
de nombreuse études axées soit sur leur prévention, soit sur leur détection et atténuation.
Nous présentons rapidement les techniques les plus efficaces ou les plus prometteuses afin de
mieux situer notre approche par rapport aux travaux existants.

Détection

La détection intervient en amont des boucles de code ou de phase et met en jeu un disposi-
tif de contrôle de la puissance du signal reçu. A ce niveau du récepteur, le signal utile est noyé
dans le bruit, la puissance mesurée est donc essentiellement attribuable au bruit thermique et
un pic de puissance traduit la présence de brouilleurs.

Prévention

La première solution est matérielle. Elle consiste à utiliser des antennes à gain adaptatif
dont le gain s’annule dans la direction supposée de brouillage.
Une alternative consiste à filtrer les signaux parasites dans la mesure où ils occupent une bande
spectrale différente de celle du signal utile GPS. Selon la largeur de bande des signaux para-
sites, deux approches sont envisageables. Dans le cas où ils occupent une bande étroite, des
traitements temps-fréquence permettent de s’affranchir efficacement de leur effets. Sinon, l’idée
est d’utiliser des filtres à bandes plus étroites au sein du récepteur GPS. En pré-traitement
et donc à hautes fréquences, le problème est qu’il est difficile de synthétiser des filtres très
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sélectifs. L’élimination des interférences s’accompagne alors nécessairement d’une atténuation
du signal utile. Il est aussi possible de modifier la bande passante des filtres de boucle. La diffi-
culté provient alors de la nécessité de concilier atténuation du bruit et réactivité à de grandes
dynamiques. Pour résoudre ce dilemme, les boucles du récepteur GPS peuvent être aidées par
d’autres systèmes de navigation afin d’abaisser le seuil de poursuite. Les systèmes de naviga-
tion inertielle sont classiquement utilisés à cet effet. L’idée est de réduire la dynamique des
grandeurs à estimer afin de pourvoir utiliser des filtres de boucle à bande plus étroite. Cette
approche fait l’objet du cinquième chapitre de la thèse.

Toutes les techniques présentées visent à concevoir des récepteurs plus robustes aux effets
des interférences. Notre approche diffère en ce qu’elle se situe en aval du récepteur. Notre
objectif dans ce chapitre est d’améliorer le calcul de la solution de navigation en présence
de mesures GPS dégradées par les interférences, et ce indépendamment de l’architecture du
récepteur. Nous ne traitons donc pas les cas de brouillage les plus défavorables nécessitant
une réacquisition du signal GPS, mais seulement ceux entraînant une diminution pas trop
pénalisante du rapport signal à bruit (cas où [C/N0]eq > [C/N0]seuil). Sous cette hypothèse, le
brouillage se traduit par une forte augmentation de la variance du bruit de mesure affectant les
pseudo-distances GPS. Le but de notre étude est de développer un algorithme de navigation
capable de détecter en temps réel ce saut de variance et de l’estimer.

5.3 Formulation du problème

L’enjeu est d’estimer en temps réel l’état d’un système dynamique décrit par un modèle
espace-état dont les paramètres ne sont pas connus avec précision. Dans ce cas, le système
est un véhicule en mouvement dont la trajectoire et la vitesse sont à estimer à partir de
mesures GPS. L’incertitude provient de la variance du bruit de mesure GPS qui peut changer
de valeur du fait des phénomènes d’interférences. L’approche la plus immédiate consiste à
estimer à la fois les paramètres d’état et les paramètres du modèle. Le problème à résoudre
est donc double :

1) identifier les instants où se produisent les changements de variance,
2) estimer la variance du bruit de mesure et la dynamique du véhicule sachant ces instants

de transition.
La méthode proposée est fondée sur un processus caché indiquant les sauts de variance. La
détection des phénomènes de brouillage est réalisée en estimant ce processus conjointement à
la dynamique du véhicule et à la variance du bruit de mesure à partir des mesures GPS. Le
modèle statistique prend donc la forme suivante :

xt = Ftxt−1 +Btvt, (5.3)

φt ∼ fφ(φt|φt−1,λt), (5.4)

λt ∼ fλ(λt|λt−1), (5.5)

yt = ht(xt) + C(φt)wt, (5.6)

où :
– le vecteur d’état xt ∈ R

nx regroupe les paramètres de navigation à estimer : la position et
le biais d’horloge GPS, ainsi que leurs dérivées successives (l’ordre du modèle augmente
avec la dynamique du véhicule).

– yt ∈ R
ny est le vecteur de mesure. Il est formé des pseudo-distances GPS associées aux

satellites en ligne de vue du récepteur,
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– vt ∈ R
nx et wt ∈ R

ny sont des bruits blancs Gaussiens tels que vt ∼ N (0, I) et
wt ∼ N (0, I).

– φt ∈ R
ny est le vecteur des variances des bruits de mesure. La matrice C(φt) est définie

par : C(φt) = diag (φt). Ce modèle est valide en supposant les bruits de mesure non
corrélés entre eux.

– λt ∈ R
ny est le vecteur indiquant les sauts de variance mais aussi la nature de ceux-ci

le cas échéant. Différents cas de figures sont en effet envisageables qui correspondent à
des loi a priori différentes pour le vecteur de variances :
1) la variance ne varie pas ou peu (pas d’interférences ou pas de changement de puissance

des sources d’interférences) : l’environnement de propagation des signaux GPS est
inchangé.

2) La variance subit un saut et prend une valeur supérieure à sa valeur nominale1. Le
changement coïncide soit avec l’apparition d’interférences, soit avec un changement
de puissance du brouilleur.

3) La variance retrouve sa valeur nominale : toute source d’interférences a alors disparu.
Chacune des composantes du vecteur λt représente une des mesures GPS reçues à un
instant donné et peut donc prendre 3 valeurs :

λt,i =






0 en l’absence de saut de variance,
1 en cas d’apparition ou changement de puissance des interférences,
2 en cas de disparition des interférences,

pour i = 1, . . . , ny. Par la suite on note Λ = {0, 1, 2}ny l’espace-état du vecteur indicateur
λt et nλ = 3ny le cardinal de cet ensemble. Enfin, la notation λj , pour j = 1, . . . , nλ,
est utilisée pour représenter ses éléments.

Dans le modèle ci-dessus, nous avons distingué deux types de sauts de variance. Cette approche
nous permet d’utiliser des distributions a priori plus informatives pour le vecteur de variance
et d’améliorer ainsi son estimation dans un contexte temps réel. En particulier, nous prenons
ainsi en compte le fait qu’en l’absence d’interférence la valeur de la variance du bruit de mesure
GPS est connue avec précision.
Le modèle de mesure pour la navigation GPS (5.6) a déjà été explicité dans le quatrième
chapitre, de même que les matrices Bt et Ft intervenant dans le modèle d’état (5.3). Il reste à
spécifier les distributions a priori des vecteurs dédiés à la détection et à l’estimation des sauts
de variance λt et φt.

5.3.1 Modèle a priori des paramètres de variance

Dans un contexte Bayésien, il est classique de choisir une loi Inverse-Gamma comme distri-
bution a priori pour des paramètres de variance inconnus. Outre le fait que cette loi est bien
définie uniquement pour des paramètres positifs, elle présente l’intérêt d’être la loi a priori

conjuguée de la variance d’une loi Gaussienne. En d’autres termes, considérons un processus
observé Gaussien Y , dont on veut estimer la variance φ. Vue comme une fonction de φ, la
vraisemblance p (Y |φ) a la forme d’une loi Inverse-Gamma IG. Il en résulte que si une distri-
bution a priori Inverse-Gamma est choisie pour la variance, alors la loi a posteriori p (φ|Y )

est elle-même une loi Inverse-Gamma et le problème d’estimation Bayésienne peut être résolu
analytiquement.

1La valeur nominale correspond à l’UERE défini dans le premier chapitre. Il s’agit de l’incertitude sur la

mesure de pseudo-distance en l’absence de perturbations extérieures.
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Démonstration. Soit Y ∼ N (0, φ) et φ ∼ IG (α, β), alors :

p (Y/φ) ∝ 1√
φ

exp

(
−Y

2

2φ

)
,

p (φ) ∝ φ−α−1 exp

(
−β
φ

)
.

En appliquant la loi de Bayes, il s’ensuit :

p (φ|Y ) ∝ p (Y/φ) p (φ) ,

p (φ|Y ) ∝ φ−α−3/2 exp

(
−Y

2/2 + β

φ

)
.

La loi a posteriori du paramètre φ est bien une loi Inverse-Gamma de paramètres α
′
= α+1/2

et β
′
= β + Y 2/2. L’estimé de φ au sens MMSE s’écrit alors simplement :

φMMSE =
α

′

(β′ − 1)
.

Pour notre application, la distribution a priori des paramètres de variance dépend de l’oc-
currence ou non d’un saut de variance, et donc de la valeur du vecteur indicateur λt. Les
composantes du vecteur φt, dénotées φt,i pour i = 1, . . . , ny, sont supposées indépendantes
les unes des autres. Les scénarios suivants sont considérés :

• Absence de saut de variance (λt,i = 0)
Si l’environnement de propagation des signaux GPS n’est pas perturbé, la variance du
bruit de mesure peut être considérée constante (égale a sa valeur nominale en l’absence
d’interférences ou plus élevée sinon). Nous préconisons donc d’utiliser la distribution a

priori suivante :
(φt,i|φt−1,i,λt,i = 0) ∼ IG

(
α0

t,i, β
0
t,i

)
, (5.7)

où les paramètres α0
t,i et β0

t,i sont calculés de sorte que la variance de la loi (5.7) soit très
faible et son espérance soit égale à φt−1,i.

• Présence d’un saut de variance (λt,i 6= 0)

◮ Apparition ou changement de puissance des interférences (λt,i = 1)

(φt,i|φt−1,i,λt,i = 1) ∼ IG
(
α1

i , β
1
i

)
. (5.8)

L’incertitude sur l’amplitude du saut de variance conduit à une distribution (5.8) à
queue lourde favorisant des valeurs élevées de la variance. Les paramètres α1

i et β1
i ne

dépendent pas du temps et sont fixés en fonction de la valeur maximale de la variance
du bruit de mesure avant décrochage des boucles de poursuite du récepteur GPS. La
figure 5.1 représente l’allure de la distribution a priori correspondante.

◮ Disparition des interférences (λt,i = 2)

(φt,i|φt−1,i,λt,i = 2) ∼ IG
(
α2

i , β
2
i

)
. (5.9)

La distribution (5.9) est très informative. Les paramètres α2
i et β2

i correspondent à
une loi Inverse-Gamma très piquée autour de la valeur nominale de la variance du
bruit de mesure GPS comme représenté sur la figure (5.2).
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Fig. 5.1 - Densité de probabilité des composantes de variance pour λt,i = 1.
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Fig. 5.2 - Densité de probabilité des composantes de variance pour λt,i = 2.

5.3.2 Modèle a priori pour le vecteur indicateur

Les composantes du vecteur λt sont supposées indépendantes entre elles. Nous proposons
le modèle a priori suivant :

P [λt,i = 0] = γ,

P [λt,i = 1] = (1 − γ) pt,i,

P [λt,i = 2] = (1 − γ) (1 − pt,i),

pour i = 1, . . . , ny. La probabilité pt,i est définie comme la probabilité que la i-ème mesure
GPS soit perturbée par des interférences sachant qu’un saut de variance s’est produit. En
toute rigueur, elle varie en fonction du contexte de brouillage. En l’absence d’interférences, le
seul changement pouvant survenir est en effet une augmentation de la variance. A l’inverse,
en présence de brouillage, les interférences peuvent soit disparaître soit changer de puissance
(cumul de plusieurs sources d’interférences par exemple). Nous introduisons un processus
auxiliaire {εt}t>0 indiquant la présence ou non d’interférences afin de formaliser le choix de
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pt,i. Ce processus binaire est défini de la façon suivante :

εt,i = 1 si la ième mesure GPS est perturbée par des interférences,

εt,i = 0 sinon,

pour i = 1, . . . , ny. Les valeurs du processus {εt}t>0 sont directement déterminées par celles
du processus {λt}t>0. Cette dépendance est illustrée sur la figure (5.3) :

εt,i =






εt−1,i si λt,i = 0,
1 si λt,i = 1,
0 si λt,i = 2.

Nous pouvons à présent préciser le choix de pt,i :

pt,i = 1, si εt−1,i = 0,

pt,i < 1/2, si εt−1,i = 1.
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variance
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λ=0

=0

λ=1
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λ=2
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λ=0

εεε
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ε

Fig. 5.3 - Lien entre les processus {εt}t>0
et {λt}t>0

.

5.4 Un filtre particulaire pour la navigation en présence d’in-
terférences

Le problème de navigation GPS dans un contexte de brouillage est décrit par un modèle
espace-état non standard dont les paramètres (plus précisément les variances) ne sont pas
connus avec exactitude et peuvent changer abruptement. Le réglage des paramètres de modèle
est une question qui a suscité beaucoup d’intérêt dans la littérature car elle détermine en grande
partie la qualité de l’estimation. Différentes solutions ont été développées qui sont fondées sur
des hypothèses plus ou moins restrictives. L’idée générale est d’estimer les paramètres de
nuisance conjointement aux paramètres inconnus. Deux approches sont alors envisageables :

- Les méthodes d’optimisation procèdent en estimant les paramètres de modèle par maxi-
mum de vraisemblance alors que l’état du système dynamique est estimé au sens MMSE.
Dans [KG96], cette estimation conjointe est menée au moyen d’un algorithme EM
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(Expectation-Maximisation). Dans [MH79], une méthode est développée pour les mo-
dèles linéaires Gaussiens. Elle est fondée sur un algorithme de descente de gradient de
type Newton-Raphson calculant itérativement la valeur des paramètres de modèle qui
minimise l’erreur de prédiction du filtre de Kalman associé à l’état du système. Il est à
noter que ces techniques s’appliquent à des paramètres constants au cours du temps.

- Pour les méthodes Bayésiennes, les paramètres de nuisance complètent directement le
vecteur état. Un choix judicieux de leur distribution a priori peut conduire à une ré-
solution analytique du problème d’estimation conjoint. C’est le cas dans [WH97] par
exemple, où une loi Inverse-Gamma conjuguée est utilisée pour caractériser les para-
mètres de variance inconnus d’un modèle linéaire Gaussien univarié. Les méthodes de
Monte-Carlo sont particulièrement prometteuses dans ce contexte car elles offrent une
plus grande liberté dans le choix des modèles a priori. Leurs versions séquentielles per-
mettent en outre une résolution en temps réel. Dans [CK94], un échantillonneur de
Gibbs est appliqué à un système dont le bruit d’état subit des sauts de variance. Le cas
d’un mélange de sinusoïdes noyées dans un bruit de variance inconnue a été étudié dans
[DDMD03].

Notre contribution s’inscrit dans la deuxième catégorie de méthodes. Nous proposons un al-
gorithme de filtrage particulaire pour la détection/estimation conjointe des sauts de variance
et de la dynamique du véhicule, fondé sur le modèle d’état hiérarchique décrit ci-dessus. Le
principe général de l’algorithme est tout d’abord décrit puis différentes extensions contribuant
à améliorer ses performances sont proposées. La principale contribution de ce chapitre est l’es-
timation en ligne de sauts de variance par une technique de filtrage particulaire efficace. Un
soin tout particulier est donc apporté à la description de la loi de proposition des paramètres
de variance.

5.4.1 Principe de l’algorithme

L’algorithme proposé pour résoudre le problème de navigation en présence de brouillage
s’apparente dans sa démarche à l’algorithme présenté dans le troisième chapitre pour la dé-
tection/estimation conjointe des erreurs de multitrajets. Il calcule ainsi une approximation
de la distribution de lissage des paramètres inconnus pour faciliter à la fois la détection des
phénomènes d’interférences et l’estimation de l’amplitude des sauts de variance. Il comporte
en outre une étape de sélection des particules, préalable au rééchantillonnage et fondée sur
un test d’hypothèses. Cette présentation est plutôt axée sur les particularités de l’algorithme
développé dans ce chapitre pour atténuer l’effet du brouillage :

– une exploration déterministe de l’espace-état du vecteur indicateur.
– une distribution de lissage approchée pour simuler le vecteur de variance et le vecteur

de navigation. On note par la suite Xt = (xt,φt).
– une extension visant à limiter les fausses détections.

5.4.2 Objectifs d’estimation

Il est difficile de détecter un saut de variance à partir d’un seule réalisation du processus
perturbé. Une solution pour favoriser la détection des phénomènes de brouillage consiste à
retarder l’estimation pour prendre en compte plusieurs mesures GPS consécutives affectées par
le saut de variance. Le délai L ne doit pas être choisi trop grand pour respecter la contrainte
temps réel de la navigation. La détection/estimation conjointe est donc réalisée à partir de la
distribution de lissage p (X0:t+L,λ0:t+L|Y 1:t+L). Les estimés des états continus sont calculés
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à partir de leurs lois marginales comme suit :

x̂MMSE
t = E (xt|Y 1:t+L) ,

φ̂
MMSE

t = E (φt|Y 1:t+L) .

La détection des phénomènes de brouillage est fondée sur la probabilité de changement, définie
ainsi :

P c
t,i = P [λt,i 6= 0|Y 1:t+L] , (5.10)

qui augmente fortement aux instants où se produisent les sauts de variance.

5.4.3 Stratégie d’exploration de l’espace-état

Vecteur indicateur λt

Le vecteur état comprend à la fois des composantes à valeurs continues et des composantes
à valeurs discrètes. L’espace-état s’écrit donc comme l’union de plusieurs sous-espaces dont
l’un est de cardinal fini : Rnx × Rny × Λ. Dans sa thèse [Pun03], E. Punskaya a développé
une stratégie efficace pour propager les particules dans un espace-état de cette forme. Elle
consiste à explorer exhaustivement toutes les valeurs possibles du paramètre discret alors que
les états continus sont obtenus par simulation. Cette approche est préférée à l’échantillonnage
pondéré dans ce cas de par la difficulté à marginaliser les états continus pour calculer la loi de
proposition optimale du paramètre discret λt. Si l’approximation particulaire de la loi jointe
a posteriori à l’instant t− 1 s’écrit :

p̂ (X0:t−1,λ0:t−1|Y 1:t−1) =
N∑

i=1

w
(i)
t−1δ

(
{X0:t−1,λ0:t−1} −

{
X

(i)
0:t−1,λ

(i)
0:t−1

})
,

alors la stratégie d’exploration retenue conduit à l’estimation suivante de la loi de lissage :

p̂(X0:t+L,λ0:t+L|Y 1:t+L) =
∑N

i=1

∑nλ
j0=1 . . .

∑nλ
jL=1w

(i,J)
t+L δ

(
{X0:t+L,λ0:t+L} −

{
X

(i)
0:t−1,X

(i,J)
t:t+L,λ

(i)
0:t−1,λ

J
})

,
(5.11)

où nλ = 3ny est l’ensemble des valeurs possibles du vecteur indicateur et :

J = (j0, j1, . . . , jL),

λJ = (λj0 ,λj2 , . . . ,λjL).

Dans cette expression,
(
λjk
)
0≤k≤L

représente une valeur prise par λt+k. Les composantes

continues des particules X
(i,J)
t:t+L sont générées selon une loi de proposition notée π :

X
(i,J)
t:t+L ∼ π

(
Xt:t+L|X(i)

t−1,λt:t+L = λJ ,Y 1:t+L

)
,

dont l’expression sera précisée ci-après. D’après [Pun03], les poids sont mis à jour de la façon
suivante en l’absence de lissage (L = 0) :

w
(i,j)
t ∝ w

(i)
t−1

p
(
Y t|X(i,j)

t

)
p
(
φ

(i,j)
t |φ(i)

t−1,λt = λj
)
p
(
x

(i,j)
t |x(i)

t−1

)

π
(
X

(i,j)
t |X(i)

t−1,λt = λj ,Y 1:t

) P
[
λt = λj

]
.
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Cette formule se généralise sans difficulté au calcul des poids de lissage :

w
(i,J)
t+L ∝ w

(i)
t−1

L∏
k=0

p
(
Y t+k|X(i,J)

t+k

)
p
(
φ

(i,J)
t+k |φ(i,J)

t+k−1,λt+k = λjk

)
p
(
x

(i,J)
t+k |x(i,J)

t+k−1

)

π
(
Xt:t+L|X(i)

t−1,λt:t+L = λJ ,Y 1:t+L

) P
[
λt:t+L = λJ

]
.

A partir de (5.11), on obtient simplement la distribution d’intérêt p̂ (Xt,λt|Y 1:t+L) par mar-
ginalisation. Le principal inconvénient de cette approche est sa complexité calculatoire. En
effet, le nombre de termes intervenant dans la somme (5.11) croît exponentiellement avec le
pas de lissage. Afin de s’affranchir de cette limitation, la même approximation que pour l’algo-
rithme de détection/estimation conjointe de phénomènes de multitrajets peut être commise.
L’apparition ou la disparition d’une source d’interférences est un évènement rare. Si on étudie
la possibilité d’un saut de variance à l’instant t, il est donc raisonnable de supposer qu’aucun
évènement n’intervient dans l’intervalle [t+ 1, t+ L]. Le nombre de possibilités à explorer se
trouve par conséquent significativement réduit dans la mesure où seuls les chemins de la forme
λ

(j)
t:t+L =

(
λj ,0, . . . ,0

)
sont explorés. L’approximation particulaire correspondante prend la

forme :

p̂(X0:t+L,λ0:t+L|Y 1:t+L) =
∑N

i=1

∑nλ
j=1w

(i,j)
t+Lδ

(
{X0:t+L,λ0:t+L} −

{
X

(i)
0:t−1,X

(i,j)
t:t+L,λ

(i)
0:t−1,λ

(j)
t:t+L

})
.

(5.12)

Paramètres continus φt et xt

Il reste à préciser la loi de proposition π. En cas d’apparition de brouillages, l’incertitude sur
la nouvelle valeur de la variance se traduit par une distribution a priori peu informative. Il
est donc nécessaire de prendre en compte les mesures à l’étape de simulation des particules
pour limiter la dispersion des échantillons. On obtient pour i = 1, . . . , N et j = 1, . . . , nΛ :

X
(i,j)
t:t+L ∼ p

(
Xt:t+L|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
. (5.13)

Conformément à la loi de Bayes, cette distribution de proposition peut se décomposer de la
façon suivante :

p
(
Xt:t+L|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
∝ p (Y t:t+L|Xt:t+L) p

(
φt:t+L|φ(i)

t−1,λ
(j)
t

)
p
(
xt:t+L|x(i)

t−1

)
.

(5.14)
Classiquement, cette loi n’est pas standard du fait de la non linéarité intervenant dans l’équa-
tion de mesure et de la dépendance conjointe de la mesure en les paramètres d’état et de
variance. Nous proposons de générer les particules selon une approximation de cette loi opti-
male. Tout d’abord, attendu que λ

(j)
t+1:t+L = 0, on peut supposer pour simplifier la simulation

que φt+L = . . . = φt+1 = φt. La simulation du vecteur joint Xt:t+L =
(
xt:t+L,φt:t+L

)
est

alors réalisée en trois temps :

x
(i,j)
t:t+L ∼ p

(
xt:t+L|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
,

φ
(i,j)
t |xt:t+L ∼ p

(
φt|x(i,j)

t:t+L,X
(i)
t−1,λ

(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
,

φ
(i,j)
t+k = φ

(i,j)
t , pour k = 1, . . . , L.

• Simulation des paramètres de variance
D’après (5.14), la loi conditionnelle du vecteur φt vérifie :

p
(
φt|x(i,j)

t:t+L,X
(i)
t−1,λ

(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
∝ p (Y t:t+L|xt:t+L,φt) p

(
φt|φ(i)

t−1,λt = λj
)
.
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La vraisemblance intervenant dans cette expression peut se décomposer de la façon suivante
en mettant à profit l’indépendance conditionnelle des mesures sachant le processus d’état :

p (Y t:t+L|Xt:t+L) =
L∏

l=0

p (Y t+l|Xt+l) .

La matrice de covariance du bruit de mesure étant supposée diagonale, on obtient en outre :

p (Y t+l|Xt+l) ∝ det (C (φt))
−1/2 exp

(
−1

2

(
Y t+l − ht(x

(i,j)
t+l )

)T
C (φt)

−1
(
Y t+l − ht(x

(i,j)
t+l )

))
,

∝ ∏ny

k=1 φ
−1/2
t,k exp

(
−1

2

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

)T
)2

/φt,k

)
,

(5.15)

où ht (xt) =
(
ht,1 (xt) , . . . ,ht,ny (xt)

)T
. Vue comme une fonction du vecteur de variance φt,

la vraisemblance prend donc la forme d’un produit de lois IG. Or, chaque composante du
vecteur de variances obéit à une loi IG dont les paramètres, notés α(i,j)

t,k et β(i,j)
t,k , dépendent

du vecteur indicateur λ
(j)
t et le cas échéant de la valeur précédente de la variance φ

(i)
t−1 comme

spécifié dans la section (5.3.1). La loi a priori jointe du vecteur de variance s’écrit :

p
(
φt|φ(i)

t−1,λt = λj
)

=

ny∏

k=1

IG
(
φt,k;α

(i,j)
t,k , β

(i,j)
t,k

)
. (5.16)

En combinant (5.15) et (5.16), on en déduit que la loi conditionnelle du vecteur φt est aussi
un produit de lois IG :

p
(
φt|X(i)

t−1,λt = λj ,Y t:t+L

)
=

ny∏

k=1

IG
(
φt,k; α̃

(i,j)
t,k , β̃

(i,j)
t,k

)
,

dont les paramètres sont calculés conformément aux formules :

α̃
(i,j)
t,k = α

(i,j)
t,k + (L+ 1)/2,

β̃
(i,j)
t,k = β

(i,j)
t,k +

1

2

L∑

l=0

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

))2
.

• Simulation des vecteurs de navigation
La loi de proposition des vecteurs de navigation s’obtient en marginalisant les paramètres de
variance :

p
(
xt:t+L|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
=

∫

φt

p
(
xt:t+L,φt|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
dφt,

∝ p
(
xt:t+L|x(i)

t−1

) ny∏

k=1

(
β̃

(i,j)
t,k

)−α̃
(i,j)
t,k

,

avec :

(
β̃

(i,j)
t,k

)−α̃
(i,j)
t,k

=

ny∏

k=1

(
1 +

1

2

L∑

l=0

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

))2
/β

(i,j)
t,k

)−
(2α

(i,j)
t,k

+L+1)

2

.
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Cette loi est non standard mais nous montrons que la distribution suivante en fournit une
bonne approximation :

p
(
xt:t+L|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
≃

L∏

l=0

N
(
xt+l; m

(i,j)
t+l ,Σ

(i,j)
t+l

)
. (5.17)

La démonstration est proposée en annexe D. Pour préciser les paramètres m
(i,j)
t+l et Σ

(i,j)
t+l ,

introduisons quelques notations. On rappelle que :

p (xt|xt−1) = N
(
Ftxt−1, BtB

T
t

)
.

Le calcul de la loi (5.17) est fondé en partie sur la linéarisation locale des équations de mesure
autour des particules courantes :

Y t+l ≃ ht+l

(
Ft+lx

(i,j)
t+l−1

)
+H

(i,j)
t+l

(
xt − Ft+lx

(i,j)
t+l−1

)
+ wt,

avecH(i,j)
t+l = (▽ht+l)xt+l=Ft+lx

(i,j)
t+l−1

. On note ∆Y
(i,j)
t+l = Y t+l−ht+l

(
Ft+lx

(i,j)
t+l−1

)
+H

(i,j)
t+l Ft+lx

(i,j)
t+l−1.

On obtient finalement :
(
Σ

(i,j)
t+l

)−1
=

(
H

(i,j)
t+l

)T
diag

(
V

(i,j)
t

)−1
H

(i,j)
t+l +Bt+lB

T
t+l,

m
(i,j)
t+l = Σ

(i,j)
t+l

(
(Bt+lB

T
t+l)

−1Ft+lx
(i)
t+l−1 + diag

(
V

(i,j)
t

)−1 (
H

(i,j)
t+l

)T
∆Y

(i)
t+l

)
,

où le vecteur V
(i,j)
t satisfait la relation : V

(i,j)
t,k =

β
(i,j)
t,k

α
(i,j)
t,k +L/2

, pour k = 1, . . . , ny.

5.4.4 Sélection des particules

Comme au chapitre précédent, le contexte de détection peut être mis à profit pour améliorer
l’étape de rééchantillonnage. L’algorithme de navigation en présence de brouillage explore à
chaque pas de temps et pour chaque mesure GPS deux hypothèses concurrentes :

H1
t,k : la k-ième mesure GPS subit un saut de variance à l’instant t,

H0
t,k : la variance de la k-ième mesure reste inchangée.

La décision entre les deux hypothèses s’effectue à partir de la probabilité de changement

P c
t,k =

[
H1

t,k|Y 1:t+L

]
, évaluée conformément à la formule (5.10). Une idée simple pour rendre

le rééchantillonnage plus efficace consiste à présélectionner les particules en accord avec l’hy-
pothèse décidée par le filtre. Nous préconisons de procéder de la façon suivante :

w̃i,j
t = 0 si

{
si P c

t,k > P 1
seuil et λ

(i,j)
t = 0,

si P c
t,k < P 0

seuil et λ
(i,j)
t = 1,

pour i = 1, . . . , N et j = 1, . . . , nλ. Le fait de choisir deux seuils différents pour les deux
hypothèses revient à introduire un intervalle de confiance. Pour certaines valeurs de P c

t,k, il
existe une ambiguïté entre les deux hypothèses et aucune décision n’est prise.
Une fois éliminées les particules non pertinentes, la redistribution du nuage de particules est
réalisée. Elle doit être adaptée à la stratégie de lissage. Chaque particule générée X

(i,j)
t est

associée à deux poids : un poids de filtrage w(i,j)
t et un poids de lissage w̃(i,j)

t = w
(i,j)
t+L . Pour
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prendre en compte l’information apportée par les poids de lissage tout en obtenant une approxi-
mation de la distribution de filtrage, le rééchantillonnage pondéré préconisé dans [WCG02]
est appliqué. Le principe en a été rappelé dans le quatrième chapitre.
Notons enfin que la redistribution contribue aussi à ne pas augmenter la charge calculatoire de
l’algorithme à chaque itération. En effet, la stratégie de propagation des particules adoptée,
combinant exploration systématique des états discrets et aléatoire des états continus, conduit
à nΛ descendants X

(i,j)
t par particule X

(i)
t−1 (i = 1, . . . , N) au lieu d’un seul dans le cas d’un

filtre particulaire classique. A l’issue du rééchantillonnage, seules N particules parmi les N×nΛ

particules ainsi générées sont conservées à chaque pas de temps.

5.4.5 Contrainte de durée minimale

Dans cette dernière partie, nous décrivons une extension de l’algorithme permettant de
limiter les fausses détections qui dégradent fortement l’estimation des paramètres continus.
Elle intervient en amont de l’étape d’exploration déterministe des états discrets.
L’indépendance supposée entre chaque réalisation du processus λt peut conduire à la détection
de sauts de variance très rapprochés. Cette limitation a déjà été mise en évidence dans [DC01]
où le problème est résolu en ajoutant des contraintes sur le modèle statistique. Pour notre
application, les effets d’une source d’interférences se manifestent pendant une durée qui dépend
en partie de la dynamique du véhicule poursuivi et de la puissance du signal perturbateur. Il
est donc raisonnable d’imposer un intervalle de temps minimal entre deux sauts de variance,
choisi en fonction de la connaissance a priori du mouvement du véhicule et de l’environnement
de navigation (milieu rural ou urbain). Dans [DC01], ce type de contrainte est introduit pour
une segmentation hors ligne. Transposée à un algorithme de Monte Carlo séquentiel, cette
approche présente l’intérêt de réduire le champ des hypothèses de modèle à explorer. Ainsi,
toutes les particules λt indiquant un changement de variance trop prématuré ne sont pas
considérées, ce qui contribue à réduire le coût calculatoire de l’algorithme. La sélection des
hypothèses à étudier pour chaque particule (i = 1, . . . , N) s’opère en 3 étapes :

1) Calcul du vecteur des délais de transition τ
(i)
t :

chaque composante τ
(i)
t,k représente l’intervalle de temps écoulé depuis le dernier saut de

variance détecté pour la k-ième mesure GPS. Elle est calculée comme suit :

τ
(i)
t,k = t− max

{
u < t|λ(i)

u,k 6= 0
}
, pour k = 1, . . . , ny.

2) Repérage des transitions interdites :
il s’agit de déterminer les mesures pour lesquelles la contrainte de délai minimum interdit
un saut de variance.

It =
{
k = 1, . . . , ny|τ (i)

t,k < τseuil

}
.

3) Ensemble des descendants possibles :
l’espace-état des descendants possibles de la i-ème particule est restreint à un ensemble
Λ

(i)
t ⊂ Λ̃ en éliminant les particules en contradiction avec l’hypothèse de délai minimal.

On obtient :
Λ

(i)
t = Λ −

{
λj |λj

k 6= 0, k ∈ It

}
.

Outre l’amélioration du temps de calcul, cette sélection déterministe des particules concourt à
diminuer la variance des estimés. La figure (5.4) résume l’enchaînement des différentes étapes
de l’algorithme de filtrage particulaire développé pour la navigation en présence de brouillage.



118 Chapitre 5 - Detection/estimation conjointe des erreurs de brouillage

– Initialisation :

{
x

(i)
0 ∼ p (x0) ,

φ
(i)
0 = UERE2,

pour i = 1, . . . , N .

– Itération t :
o Exploration de l’espace-état, pour i = 1, . . . , N :

◮ Définition de l’espace-état du vecteur discret (contrainte de durée minimale
entre 2 sauts de variance) :
→ Vecteur des délais de transition :

τ
(i)
t,l = t− max

{
u < t|λ(i)

u,l 6= 0
}
, pour l = 1, . . . , ny.

→ Indices des transitions interdites :

I
(i)
t =

{
k = 1, . . . , ny|τ (i)

t,k < τseuil

}
.

→ Sous-ensemble des descendants possibles :

Λ
(i)
t = Λ −

{
λj |λj

k 6= 0, k ∈ I
(i)
t

}
.

→ Chemins explorés :

λ
(i,j)
t:t+k =

(
λj ,0, . . . ,0

)
, avec λj ∈ Λ

(i)
t (j = 1, . . . , n

(i)
λ = card

(
Λ

(i)
t

)
).

◮ Simulation des états continus (loi de proposition de lissage).

Pour j = 1, . . . , n
(i)
Λ :

→ calcul de V
(i,j)
t

→ pour k = 1, . . . , L :
- calcul de m

(i,j)
t+k et Σ

(i,j)
t+k ,

- x
(i,j)
t+k ∼ N

(
xt+k; m

(i,j)
t+k ,Σ

(i,j)
t+k

)
.

→ φ
(i,j)
t ∼∏ny

l=1 IG
(
φt,l; α̃

(i,j)
t,l , β̃

(i,j)
t,l

)
.

◮ Calcul des poids de lissage et de filtrage w(i,j)
t et w̃(i,j)

t (formules données en
partie (5.4.3)).

o Estimation :
◮ Probabilité de changement :

P c
t,l =

N∑

i=1

n
(i)
λ∑

j=1

w̃
(i,j)
t δ

(
λt − λ

(i,j)
t

)
, pour l = 1, . . . , ny .

◮ États continus :





x̂t =

∑N
i=1

∑n
(i)
λ

j=1 w̃
(i,j)
t x

(i,j)
t ,

φ̂t =
∑N

i=1

∑n
(i)
λ

j=1 w̃
(i,j)
t φ

(i,j)
t

.

o Redistribution
◮ Présélection des particules :

Si P c
t,l > Pseuil,

→ un saut de variance est détecté,

→
{
w̃

(i,j)
t = 0|(i, j) tel que λ̃(i,j)

t = 0
}

.

◮ Rééchantillonnage pondéré :




(ik, jk) ∼
∑N

i=1

∑n
(i)
λ

j=1 w̃
(i,j)
t δ ((ik, jk) − (i, j)) ,

x
(k)
t = x

(ik,jk)
t ,φ

(k)
t = φ

(ik,jk)
t ,

w
(k)
t ∝ w

(ik,jk)
t /w̃

(ik,jk)
t .

k = 1, . . . , N.

Fig. 5.4 - Filtre particulaire pour la navigation en présence de brouillage.
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5.5 Résultats de simulation

Différentes simulations ont été menées pour mettre en évidence l’intérêt de l’approche
proposée. Le mode opératoire des simulations est tout d’abord présenté, puis les résultats
obtenus sont commentés.

5.5.1 Scénario de navigation

La génération des données GPS ayant déjà fait l’objet d’une description détaillée dans le
chapitre précédent, nous ne nous attardons pas sur ce point. Les simulations effectuées corres-
pondent à un véhicule évoluant à la vitesse quasiment constante de 50 km/h. La nouveauté
intervient au niveau de la variance du bruit de mesure. Contrairement au chapitre précédent
où elle était supposée connue et constante au cours des simulations, elle est sujette à des va-
riations imprévues. Nous la générons comme un processus constant par morceaux. Ce modèle
correspond à des changements très abrupts, qui sont les plus pénalisants pour les algorithmes
de navigation. En pratique, ils peuvent se produire de façon plus progressive. Le problème est
de régler l’amplitude des sauts de variance pour assurer des conditions de simulations réalistes.
On a vu dans la partie (5.2.2) que la valeur maximale de la variance du bruit de mesure cor-
respondait au seuil de décrochage des boucles de poursuite GPS. Des sources d’interférences
de puissance plus grande empêchent en effet la formation de la mesure GPS. Le critère suivant
a été proposé :

σseuil =
e

3
, (5.18)

où σseuil est la borne sur les valeurs de l’écart-type du bruit de mesure et e est l’espacement
maximal entre les corrélateurs du récepteur GPS. Pour une architecture GPS classique et
la précision de positionnement standard proposée aux utilisateurs civils, la valeur limite est
σseuil = 48m. En outre, une des caractéristiques du brouillage est que plusieurs mesures GPS
peuvent être dégradées simultanément, comme précisé dans [MJC01]. Nous avons pris en
compte ce facteur dans nos simulations. Par souci de simplicité, nous n’avons perturbé que
deux des mesures GPS.

5.5.2 Réglage du filtre particulaire

L’efficacité de l’algorithme est conditionnée par le choix des paramètres des lois Inverse-
Gamma a priori. Ils sont précisés dans le tableau (5.2) ainsi que les autres paramètres de
simulation. L’influence du pas de lissage a déjà été étudiée pour l’algorithme de navigation en
présence de multitrajets. Nous le choisissons égal à 5, valeur qui offre un bon compromis entre
le retard d’estimation autorisé par le contexte temps réel et la qualité d’estimation.

Nombre de particules N = 3000
Pas de lissage L = 5
Présence d’interférences α1

i = 15 et β1
i = 10000

Disparition d’interférences α2
i = 106 et β2

i = 108

Tab. 5.2 - Paramètres de simulation

5.5.3 Étude des performances de l’algorithme développé

Nous examinons les performances de l’algorithme dédié à la navigation en présence de
brouillage pour :
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– la détection des sauts de variance,
– l’estimation de la variance du bruit de mesure GPS,
– l’estimation de la trajectoire du véhicule.

Tous les résultats proposés sont obtenus en moyennant M = 20 tirages de Monte Carlo.

Détection des sauts de variance
La détection des sauts de variance est réalisée en comparant les probabilités de changement
estimées par le filtre particulaire (P c

t,k, pour k = 1, 2) au seuil Pseuil, qui a été fixé à 0.2. Sur
la figure (5.10) sont tracées les probabilités moyennes de changement pour les deux mesures
perturbées par les interférences. Il apparaît que les instants t = 67, t = 100 et t = 167

où se produisent les sauts de variance (repérés sur les courbes par une ligne verticale en
pointillés) sont marqués par une forte augmentation de cette probabilité. Pour mieux évaluer
les performances de l’algorithme pour la détection, nous avons étudié les statistiques des
instants de changements estimés. Elles sont résumées dans le tableau (5.3). On remarque que
le retard moyen de détection est faible (en moyenne inférieur à 2) et que l’instant t = 100s
est le plus difficile à détecter. Cet instant correspond en effet au saut de variance de plus
faible amplitude (cf figure 5.6), ce qui se traduit par un plus fort écart-type des instants de
changement estimés.
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Fig. 5.5 - Probabilités moyennes de changement.

Instant de changement
Moyenne des instants de

changement estimés
Écart-type des instants de

changement estimés
t = 67 67 3.07
t = 167 168 3.06
t = 100 102 7

Tab. 5.3 - Statistiques des instants de changement estimés.

Estimation de la variance du bruit de mesure
Dans un second temps, nous nous intéressons à l’estimation de la variance du bruit de mesure
GPS. La figure (5.6) représente l’écart-type réel du bruit de mesure GPS

√
φt et sa valeur

estimée
√

φ̂
t

pour les deux mesures GPS perturbées par des interférences. Pour mettre en
évidence l’intérêt de la détection, nous avons comparé les résultats de notre approche (courbes
de gauche) avec ceux obtenus pour un filtre particulaire estimant simultanément la variance
du bruit de mesure et la dynamique du véhicule sans prendre en compte les sauts de variances
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(courbes de droite). La distribution a priori utilisée dans cet algorithme pour le vecteur de
variance est une loi Inverse-Gamma :

p
(
φt,i|φt−1,i

)
= IG (α, β) (5.19)

dont les paramètres α et β ont été choisis de sorte que :
– E

(
φt,i|φt−1,i

)
= φt−1,i,

– la variance de la distribution soit assez grande pour autoriser des changements de va-
riance.
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Fig. 5.6 - Estimation de la variance des mesures GPS.

Sans surprise, il apparaît qu’en l’absence de détection le temps de réponse du filtre particulaire
à l’issue d’un saut de variance est trop grand. Ce temps de réponse pourrait être réduit en
ajustant les paramètres de la distribution a priori (5.19) de façon à augmenter sa variance. Un
tel modèle permettrait de mieux gérer les changements abrupts au détriment de la précision
des estimés sur les intervalles de temps où la variance évolue peu. A l’inverse, l’algorithme
de détection/estimation poursuit correctement les paramètres de variance. En sélectionnant à
chaque instant le modèle d’évolution le plus approprié, il est à la fois précis sur les intervalles
où la variance est quasiment constante et réactif si elle varie brusquement.

Résolution du problème de navigation
Nous vérifions enfin dans quelle mesure l’estimation correcte de la variance du bruit de mesure
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contribue à améliorer l’estimation des paramètres de navigation. La figure (5.7) compare l’
erreur moyenne d’estimation commise par l’algorithme de détection/estimation (appelé FLPF
(fixed-lag particle filter) sur la légende) à celle :

– du filtre particulaire (FP) qui ne comporte pas d’étape de détection,
– d’un filtre de Kalman étendu (EKF) supposant la variance du bruit de mesure égale à

sa valeur nominale pour une application GPS.
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Fig. 5.7 - Erreurs d’estimation de la position en présence de brouillage.

Le filtre particulaire développé s’avère plus précis que les deux algorithmes auxquels il
est comparé. Par contre, le filtre particulaire fondé sur un modèle unique d’évolution de la
variance présente de moins bons résultats que le filtre de Kalman étendu. Ce comportement
est attribuable à une forte dispersion du nuage de particules liée à l’incertitude sur la valeur
des composantes de variance du vecteur état. Il s’ensuit une plus grande variance des estimés
de position. Ce problème ne se pose pas pour l’algorithme de détection/estimation conjointe
qui fait coexister plusieurs modèles a priori pour la variance, dont deux très informatifs. Au
vu des courbes proposées, les estimés du filtre de Kalman n’apparaissent pas trop pénalisés
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par la valeur erronée de la variance dans la mesure où les pseudo-distances sont dégradées
par les interférences pendant un intervalle de temps assez bref. Cependant, contrairement
au filtre particulaire proposé, le filtre de Kalman étendu commet une erreur d’estimation
supérieure à celle qu’il prédit via la covariance estimée de la loi a posteriori p (Xt|Y 1:t). Ce
point peut s’avérer critique pour certaines applications où il importe de connaître avec une
précision l’ordre de grandeur de l’erreur de positionnement. Ce comportement est illustré sur
figure (5.8) où sont représentés un exemple d’erreur d’estimation de la position en bleu et en
tirets rouges l’intervalle de confiance à 95% (égal à deux fois l’écart-type de la loi a posteriori

estimée) pour les deux algorithmes. Enfin, l’amélioration apportée par le filtre particulaire
devrait être plus marquée dans le cas où le nombre de mesures affectées simultanément par le
brouillage est plus élevé.

Filtre de Kalman étendu Filtre particulaire développé
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Fig. 5.8 - Erreur de positionnement (trait plein) et intervalle de confiance à 95% (tirets).

5.6 Conclusion

Ce chapitre porte sur l’effet des interférences sur les mesures de pseudo-distances GPS et
donc sur l’estimation de la dynamique du véhicule. L’apparition de brouillages se traduit par
une augmentation de la variance du bruit de mesure. Si ces perturbations ne sont pas détec-
tées, l’erreur de position du filtre de navigation augmente au-delà de l’intervalle de confiance
calculé par l’algorithme. Pour pallier ce problème, nous proposons une méthode assurant
conjointement l’estimation des paramètres de navigation et la détection/estimation conjointe
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des sauts de variance. Les méthodes séquentielles de Monte Carlo offrent une solution simple
à ce problème en estimant à la fois les paramètres de modèle et de dynamique, et un vecteur
discret formalisant la présence ou non d’un saut de variance sur les mesures. L’efficacité de
la détection est augmentée en utilisant une loi de proposition de lissage approchée. Enfin, la
détection des sauts de variance permet d’éliminer directement les particules non pertinentes
pour augmenter l’efficacité du rééchantillonnage. Les simulations ont mis en évidence l’intérêt
de la méthode développée qui détecte et estime correctement les changements abrupts de la
variance du bruit de mesure, diminuant ainsi l’erreur d’estimation de la position. Notre ap-
proche ne rend cependant pas le système de navigation totalement robuste aux brouillages.
En particulier, on a vu que des brouilleurs de trop grande puissance empêchaient la forma-
tion des mesures GPS. Le chapitre suivant étudie des solutions plus robustes pour estimer les
mesures GPS à partir des signaux satellites reçus. Notamment, une solution à base de filtrage
particulaire est proposée.



Partie IV
Hybridation très serrée du GPS et des

systèmes de navigation inertielle.





C H A P I T R E 6

Hybridation très serrée INS/GPS

Sommaire
6.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6.2 Récepteur multi-corrélateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

6.2.1 Architecture générique d’un récepteur GPS . . . . . . . . . . . . . . 128

6.2.2 Limitations des architectures classiques . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6.2.3 Architecture multi-corrélateurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130

6.3 Filtre particulaire vs filtre de Kalman étendu . . . . . . . . . . . 131

6.3.1 Modèle de filtrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132

6.3.2 Stratégie de filtrage particulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

6.3.3 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

6.4 Hybridation très serrée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

6.4.1 Architecture d’hybridation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

6.4.2 Modèle de filtrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

6.4.3 Stratégie de filtrage particulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

6.4.4 Résultats de simulation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

6.4.5 Filtre particulaire vs filtre de Kalman étendu . . . . . . . . . . . . . 145

6.5 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 147

6.1 Introduction

Au cours des chapitres précédents, nous avons développé un système robuste de naviga-
tion fondé sur le couplage serré du GPS et d’une centrale inertielle. Le deuxième chapitre a
tout d’abord permis de mettre en place l’architecture d’hybridation et de décrire le filtre de
navigation correspondant. Il est ressorti des études menées que le filtre de Kalman étendu
présentait des performances équivalentes au filtre particulaire et ce pour un temps de calcul
réduit. L’intérêt d’une approche particulaire est néanmoins apparu dans les quatrième et cin-
quième chapitres. Des scénarios difficiles de navigation y ont été considérés pour lesquels les
mesures GPS sont sujettes à des perturbations de type multitrajets ou brouillage. Par souci de
simplicité, les algorithmes développés ont été présentés dans le cas d’un système GPS indépen-
dant. Ils sont cependant généralisables au système hybride GPS/INS en modifiant simplement
l’équation d’état du modèle de filtrage. En dépit de ces améliorations, le système de navigation
hybride demeure vulnérable à la perte des mesures GPS qui se produit en cas de brouilleurs de
trop grande puissance ou d’une trop grande dynamique du véhicule. La centrale inertielle est
alors contrainte à fonctionner de façon autonome tant que le service GPS n’est pas restauré.
L’objectif de ce chapitre est donc d’étudier des méthodes plus robustes pour estimer le retard
de propagation du signal GPS et donc les pseudo-distances GPS. Deux pistes sont à cet
effet explorées :

– utiliser des techniques de filtrage particulaire,
– mettre en œuvre de techniques d’hybridation très serrée.
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La seconde approche consiste à améliorer le calcul des mesures GPS en intégrant des infor-
mations en provenance d’un système de navigation auxiliaire. Dans le contexte de cette thèse,
l’aide est fournie par la centrale inertielle. Cette idée aboutit à un système hybride GPS/INS
combinant couplage serré et très serré. Il convient ici de bien situer la démarche adoptée dans
ce chapitre. La finalité des algorithmes de filtrage développés n’est pas de résoudre le problème
de navigation mais d’estimer les pseudo-distances et pseudo-vitesses GPS qui sont ultèrieu-
rement utilisées à cet effet. Les solutions présentées interviennent donc au sein du récepteur
GPS pour lequel une architecture à corrélateurs multiples est considérée. Elle est décrite en
partie I. Dans la partie II, l’opportunité d’utiliser un filtre particulaire est discutée. Enfin, la
partie III est consacrée à l’hybridation très serrée.

6.2 Récepteur multi-corrélateurs

Dans cette partie, nous présentons l’architecture générique d’un récepteur GPS avant de
préciser les caractéristiques des récepteurs à corrélateurs multiples sur lequels porte notre
étude.

6.2.1 Architecture générique d’un récepteur GPS

Contrairement aux récepteurs classiquement utilisés en télécommunication, la finalité des
récepteurs GPS n’est pas de restituer fidèlement le contenu du signal transmis mais d’extraire
les paramètres utiles au positionnement. Cette particularité détermine leur architecture. Outre
les modules de démodulation et décodage, ils comportent en effet des modules spécifiques
dédiés à l’estimation du temps de propagation des signaux GPS et au calcul de la solution
de navigation par triangulation. Un récepteur GPS est organisé en 3 étages représentés sur la
figure 6.1 :

1) un étage haute fréquence (HF) qui conditionne le signal reçu de façon à le numériser. Il as-
sure la descente en fréquence et l’amplification du signal utile avec contrôle automatique
de gain pour permettre son échantillonnage et sa quantification.

2) un étage dédié à la formation des mesures GPS. Il est formé de plusieurs canaux en parallèle,
chacun poursuivant un des satellites en vue. C’est dans cette partie du récepteur qu’est
opérée la démodulation de la porteuse et du code pseudo-aléatoire.

3) un étage traitement du signal où l’algorithme de navigation implanté sur DSP calcule la
solution de navigation à partir des mesures GPS.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la formation des mesures GPS qui est réalisée dans
le deuxième étage du récepteur GPS. En sortie de l’étage de conditionnement, on rappelle que
le signal satellite prend la forme :

s(t) =

ns∑

i=1

si(t) + n(t), (6.1)

si(t) = Aidi(t− τ i) sin
(
2πf it+ φi

)
ci
(
t− τ i

)
, (6.2)

où les notations suivantes ont été introduites :
– ns désigne le nombre de satellites en ligne de vue du récepteur,
– f i = fif +f i

d, avec fif qui représente la fréquence de la porteuse à l’issue de la descente en

fréquence et f i
d = −2πf0

dτ i

dt (f0 étant la fréquence porteuse initiale) le décalage Doppler
induit par le mouvement relatif récepteur/i-ème satellite.
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Fig. 6.1 - Architecture générique d’un récepteur GPS.

– n(t) est un bruit blanc Gaussien modélisant le bruit thermique et les erreurs de quanti-
fication,

– si(t) est le signal transmis par le i-ème satellite,
– ci(t) est le code pseudo-aléatoire associé au i-ème satellite,
– Ai est l’amplitude du i-ème signal satellite,
– di(t) est le message de navigation du i-ème signal satellite,
– τ i est le retard de propagation du i-ème signal satellite,
– φi est la phase de la i-ième porteuse.

L’objectif des canaux de poursuite est d’estimer les paramètres du signal (6.1) et d’en
déduire les mesures GPS utilisées par le filtre de navigation. Elles sont calculées comme suit
(c désignant la vitesse de la lumière) :

– ρi = cτ i est la pseudo-distance GPS, c’est-à-dire la distance satellite/véhicule biaisée
par le décalage de l’holorge récepteur et les retards de propagation,

– vi
ρ = −cf i

d est la dérivée de la pseudo-distance, appelée pseudo-vitesse. Elle est la contri-
bution de la vitesse relative satellite/véhicule et de la dérive d’horloge récepteur.

Chaque canal de réception est dédié à un des satellites en vue et estime un couple (f i
d, τ

i)

en mettant à profit les bonnes propriétés de l’autocorrélation des codes pseudo-aléatoires
satellites. L’intercorrélation entre deux codes issus de différents satellites étant négligeable,
chaque canal traite le signal en provenance d’un satellite indépendamment des autres signaux
satellites. Nous appelons donc abusivement par la suite signal GPS une seule des compo-
santes si(t) et omettons l’indice i. Le canal de réception procède en alignant le signal reçu
avec une réplique générée localement. La synchronisation est réalisée lorsque l’intercorrélation
entre les deux signaux est maximale, les paramètres de retard et de fréquence du signal local
fournissant alors les estimés de pseudo-distance et pseudo-vitesse. Dans un premier temps,
une estimation grossière est opérée en calculant l’intercorrélation en chaque point d’une grille
temps/fréquence. Cette étape préliminaire est appelée l’acquisition. Dans un second temps,
l’alignement est maintenu à l’aide de deux boucles de poursuite imbriquées, la boucle de code
et la boucle de phase.
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6.2.2 Limitations des architectures classiques

Dans les récepteurs classiques, la boucle de code est pilotée par deux corrélateurs (l’un en
avance et l’autre en retard de phase) dont les sorties sont combinées pour évaluer l’erreur de
poursuite τ − τ̂ , où τ̂ est le plus récent estimé du délai de propagation. Cette architecture est
optimale dans des conditions idéales de réception mais peut être mise en défaut en présence de
perturbations. Les boucles de poursuite sont susceptibles de décrocher dans les cas suivants :

– un trop fort niveau de bruit (en cas de brouillage par exemple).
– une erreur de poursuite supérieure à l’espacement intercorrélateur et donc sous-estimée.
– une trop grande dynamique du véhicule.
– en présence de multitrajets qui déforment la fonction d’autocorrélation.

L’émergence des architectures à corrélateurs multiples offre une réponse partielle à ces pro-
blèmes. L’idée est d’estimer l’erreur de poursuite à partir de l’ensemble de la fonction d’auto-
corrélation et non plus seulement à partir de deux échantillons.

6.2.3 Architecture multi-corrélateurs
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Q1
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I2
I1
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1Ti RTi(:)dt1Ti RTi(:)dt1Ti RTi(:)dt1Ti RTi(:)dt1Ti RTi(:)dt1Ti RTi(:)dtos(2� ft)
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...

...

Fig. 6.2 - Canal de réception d’un récepteur à corrélateurs multiples.
Dans ce schéma, Ti désigne le temps d’intégration pour le calcul de la corrélation, f̂ et τ̂ sont les
estimés les plus récents du retard de code et de la fréquence Doppler, et δi est le décalage du i-ème
corrélateur. Les sorties des corrélateurs pour les voies en phase et quadrature sont respectivement
notées I et Q.

La figure 6.2 illustre le principe des récepteurs à corrélateurs multiples. Le signal GPS
est d’abord multiplié par une réplique en phase et une réplique en quadrature de la porteuse
pour former respectivement les voies I et Q du canal de poursuite. Il est ensuite corrélé à des
répliques décalées entre elles du code, assurant ainsi un échantillonnage régulier de l’ensemble
de la fonction d’autocorrélation. Les sorties des différents corrélateurs sont appliquées en entrée
d’un filtre estimant directement le retard de propagation et la fréquence Doppler du signal
GPS. L’expression mathématique de la sortie des voies I et Q associées au j-ème corrélateur
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est :

Iδj =
A

2
R (∆τ + δj) sinc (π∆fTi) cos (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) + nj

t,I , (6.3)

Qδj =
A

2
R (∆τ + δj) sinc (π∆fTi) sin (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) + nj

t,Q, (6.4)

où ∆τ = τ − τ̂ , ∆f = f − f̂ et ∆φ = φ − φ̂ sont les écarts entre la valeur effective des
paramètres et la prédiction calculée par le filtre. Dans cette expression démontrée en annexe
E, la fonction d’autocorrélation du code pseudo-aléatoire satellite est notée R. L’approximation
suivante peut être retenue pour R si la période du code est suffisamment longue :

R(τ) = R0(τ) ∗
+∞∑

j=−∞

δ (τ − jTR) ,

avec :

R0 (τ) =

{
1 − |τ |

Tc
si |τ | < Tc

0 sinon,

où Tc et TR désignent respectivement la durée d’un bit de code et la période du code. Le
lecteur trouvera en annexe F l’expression exacte de cette autocorrélation. Les bruits de mesure

vérifient nj
t,Q ∼ N

(
0, σ2

IQ

)
et nj

t,I ∼ N
(
0, σ2

IQ

)
.

On note par la suite :

hgps,t (τ, f, φ) =






R (∆τ + δ1) sinc (π∆fTi) cos (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) ,
...

R (∆τ + δn) sinc (π∆fTi) cos (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) ,
R (∆τ + δ1) sinc (π∆fTi) sin (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) ,

...
R (∆τ + δn) sinc (π∆fTi) sin (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) ,

n étant le nombre de corrélateurs utilisés. Cette approche se prête bien à l’intégration d’une
aide externe (une aide inertielle par exemple). Il suffit en effet d’ajouter de nouvelles mesures
au filtre d’estimation qui est généralement un algorithme de type moindres carrés récursifs ou
filtre de Kalman étendu. Dans [CMC02] et [FB99], une architecture multi-corrélateurs s’avère
avantageuse pour estimer conjointement les paramètres du signal direct et d’un signal réfléchi
en présence de multitrajets. On peut aussi citer les travaux de F. Bastide et al., dans [CBM00]
ou [BCM01], qui ont utilisé des corrélateurs multiples pour détecter et estimer des brouillages
de type CW.
La finalité de ce chapitre est de proposer une architecture multi-corrélateurs plus robuste à de
grandes dynamiques et à de forts niveaux de bruit. Nous étudions tout d’abord l’opportunité
d’utiliser un filtre particulaire pour estimer les pseudo-distances et pseudo-vitesses. Enfin, le
gain en stabilité et précision apporté par les techniques d’hybridation très serrée est évalué.

6.3 Filtre particulaire vs filtre de Kalman étendu

La synchronisation de deux signaux est un problème récurrent en communications numé-
riques, intervenant entre autres lors de la phase de démodulation en réception. Dans les années
60, les ingénieurs ont mis au point la boucle de phase permettant de recaler deux sinusoïdes.
Une des premières références sur ce sujet est [Gar68]. Il a été prouvé depuis que ce dispositif
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était équivalent à un filtre de Kalman étendu. Dans [ABM02], la classique boucle de phase est
remplacée par un filtre particulaire. Il est prouvé qu’asymptotiquement les performances des
deux approches sont comparables en termes d’erreurs quadratiques moyennes. Le filtre parti-
culaire présente néanmoins un temps d’acquisition réduit. Dans ce chapitre, nous proposons
d’utiliser un filtre particulaire pour démoduler le signal GPS. La nouveauté est que le problème
d’estimation est double du fait de l’étalement des données par un code pseudo-aléatoire. Deux
paramètres doivent donc être estimés simultanément : la phase de la porteuse (ou de façon
équivalente son décalage Doppler) et le retard de propagation du code.

6.3.1 Modèle de filtrage

L’objectif est d’estimer le retard de propagation et le décalage Doppler du signal GPS à
partir des sorties des corrélateurs (ou de façon équivalente la pseudo-distance et la pseudo-
vitesse). Les paramètres inconnus intervenant dans l’expression des mesures viennent complé-
ter le vecteur état qui s’écrit :

Xt = (ρt, vρ,t, At, φt) ,

où ρt est la pseudo-distance, vρ,t la pseudo-vitesse, At l’amplitude et φt la phase.

6.3.1.1 Modèle de mesure

Le vecteur de mesure est formé des sorties des corrélateurs :

Y t = (Iδ1 , . . . , Iδn , Qδ1 , . . . , Qδn) .

Ce vecteur dépend non linéairement des paramètres à estimer conformément à l’équation :

Y gps,t = Athgps,t

(
τt =

ρt

c
; fd

t = −f0

c
vρ,t;φt

)
+ n

gps
t ,

avec n
gps
t = (n1

t,I , . . . , n
n
t,I , n

1
t,Q, . . . , n

n
t,Q)T .

6.3.1.2 Modèle d’état

L’objet de cette partie est de proposer un modèle d’état réaliste pour décrire l’évolution
des paramètres du signal GPS. Nous distinguons les grandeurs liées au mouvement relatif
véhicule/satellite (ρ et vρ) de celles liées aux conditions de propagation du signal satellite qui
sont découplées (l’amplitude A et la phase φ).

Paramètres de mouvement

Afin de définir un modèle de dynamique approprié pour ρ et vρ, nous avons étudié leur
comportement pour plusieurs types de trajectoires possibles du véhicule. Nous avons ainsi si-
mulé différentes dynamiques, puis calculé pour chacune les pseudo-distances idéales ρ et leurs
dérivées : vρ et aρ =

dvρ

dt . Nous nous sommes limités à des modèles d’ordre 2 pour le véhicule,
ce qui signifie qu’il n’accélère pas continûment. La figure 6.3 présente des trajectoires représen-
tatives de ρ, vρ et aρ pour 3 scénarios différents : point fixe, véhicule en mouvement rectiligne,
véhicule subissant de brusques accélérations. Quand le véhicule est immobile, l’évolution de
chaque paramètre est uniquement attribuable au mouvement relatif du satellite par rapport
au repère terrestre. Par contre, si le véhicule est soumis à de fortes accélérations, leur in-
fluence devient prépondérante sur le terme aρ. Dans tous les cas, il apparaît que l’accélération
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Fig. 6.3 - Mouvement relatif véhicule/satellite.

relative fluctue aléatoirement autour d’une valeur moyenne voisine de 0.5 m/s2. Un modèle
triple-intégrateur, supposant que la dérivée de aρ est un bruit blanc, est donc approprié pour
caractériser la dynamique du triplet (ρ, vρ, aρ). Nous proposons le modèle à temps discret
suivant : 


ρt

vρ,t

aρ,t



 =




1 dT dT 2

2
0 1 dT
0 0 1





︸ ︷︷ ︸
F ρ

t




ρt−1

vρ,t−1

aρ,t−1



+ w
ρ
t ,

avec :

E
(
w

ρ
t w

ρ
t
T
)

= σ2




dT 5

20
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8
dT 3

6
dT 4

8
dT 3

3
dT 2

2
dT 3

6
dT 2

2 dT


 ,

où dT est la période d’échantillonnage. Le paramètre σ représente l’écart-type de la dérivée
de aρ,t, sa valeur doit être ajustée en fonction de la dynamique du véhicule.

Paramètres de propagation
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Les composantes A et φ du vecteur état présentent des temps caractéristiques d’évolution
beaucoup plus grands que les paramètres de mouvement. En première approximation, nous
les modélisons donc comme des marches aléatoires :

(
φt

At

)
=

(
1 0
0 1

)

︸ ︷︷ ︸
F A,φ

t

(
φt−1

At−1

)
+ w

A,φ
t , avec E

(
w

A,φ
t w

A,φ
t

T
)

=

(
σ2

φ 0

0 σ2
A

)
. (6.5)

Le modèle complet de filtrage peut finalement être mis sous la forme :




ρt

vρ,t

aρ,t

φt

At




=

(
F ρ

t 03×2

02×3 FA,φ
t

)

︸ ︷︷ ︸
Ft




ρt−1

vρ,t−1

aρ,t−1

φt−1

At−1




+ wt, (6.6)

Y gps,t = Athgps

(
τt =

ρt

c
; fd

t = −f0

c
vρ,t;φt

)
+ n

gps
t , (6.7)

avec wt =
(
w

ρ
t ,w

A,φ
t

)T
.

6.3.2 Stratégie de filtrage particulaire

On remarque que conditionnellement aux autres composantes du vecteur état, l’amplitude
du signal GPS intervient linéairement dans le modèle de filtrage défini par les équations (6.6)
et (6.7). Pour diminuer la variance des estimés, il est préconisé d’utiliser la technique de
filtrage particulaire Rao-Blackwellisée qui a déjà été présentée dans les troisième et quatrième
chapitres de ce manuscrit. Nous considérons la partition suivante du vecteur état :

Xt = (xt, At) , avec xt = (ρt, vρ,t, aρ,t, φt) .

Le vecteur xt est estimé récursivement par filtrage particulaire :

p (x0:t|Y 1:t) =

N∑

i=1

ω
(i)
t δ

(
x0:t − x

(i)
0:t

)
,

alors que les estimés conditionnels du paramètres At sont mis à jour par N filtres de Kalman :

p
(
At|Y gps,1:t,x

(i)
0:t

)
= N

(
At; Â

(i)
t , P

(i)
A,t

)
.

La densité de probabilité marginale du paramètre d’amplitude s’écrit alors simplement comme
un mélange de lois Gaussiennes conformément à la loi de Bayes :

p (At|Y gps,1:t) =
N∑

i=1

ω
(i)
t N

(
At; Â

(i)
t , P

(i)
A,t

)
.

6.3.3 Résultats de simulation

6.3.3.1 Simulations des données

Les données ont été générées dans un souci de réalisme. Pour calculer les pseudo-distances
et les pseudo-vitesses, nous avons reproduit un véritable scénario de navigation GPS comme
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dans les chapitres précédents. Nous avons tout d’abord simulé la trajectoire du véhicule et la
dérive de l’horloge récepteur dont un modèle d’évolution a été décrit au second chapitre. À
partir de ces données et connaissant les paramètres d’orbite des satellites GPS, nous avons
ensuite évalué les mesures de pseudo-distances associées à un des satellites en ligne de vue
du récepteur tout au long de la simulation. Par différenciation, on en a finalement déduit les
pseudo-vitesses correspondantes. Les paramètres d’amplitude et de phase ont par contre été
générés directement en simulant l’équation (6.5). Un dernier point reste à préciser. Pour calcu-
ler les sorties des voies I et Q, l’expression exacte de l’autocorrélation du code pseudo-aléatoire
a été utilisée, alors que les équations du filtre d’estimation sont fondées sur l’expression ap-
prochée de cette autocorrélation. Les différentes étapes de la simulation des données sont
représentées sur le schéma 6.4.
L’objet de cette partie est de mettre en évidence l’intérêt d’une approche particulaire pour

Modèle
de

mesure
exact

modèle d’état
approché

modèle de mesure 
approché

FILTRE

+

+
X véhicule

X satellite biais d’horloge GPS

Simulation des données

voies I

voies Q

τ τ̂ , f̂‖Xv−Xsat‖
c

d
dt

f

Fig. 6.4 - Organisation des simulations.

estimer les mesures de pseudo-distances et de pseudo-vitesses GPS. Nous avons donc consi-
déré des scénarios critiques de navigation pour lesquels le filtre de Kalman étendu serait mis
en défaut. La première piste explorée est celle d’un véhicule évoluant à grande dynamique
et sujet à de fortes accélérations. Ainsi, l’erreur de prédiction Doppler ∆f peut s’avérer trop
importante pour que la linéarisation pratiquée par le filtre de Kalman étendu soit toujours
légitime. Dans ce cas, le canal de réception piloté par cet algorithme décroche et une approche
particulaire devrait permettre de s’affranchir de cette limitation. Nous nous sommes ensuite
intéressés au problème d’un fort bruit de mesure et avons comparé dans ces conditions les
performances des deux algorithmes.
L’efficacité des algorithmes est évaluée en fonction de leurs erreurs quadratiques moyennes
d’estimation, obtenues à partir de 100 tirages de Monte Carlo. Les courbes proposées per-
mettent d’étudier le temps de convergence et le comportement asymptotique des algorithmes.
La borne de Cramer Rao est utilisée comme référence. Les paramètres de simulation et résul-
tats correspondants sont commentés dans les deux parties suivantes. Tous les scénarios étudiés
s’inscrivent dans le cadre du service standard de positionnement fourni par le GPS (ouvert
à tout utilisateur). Le code pseudo-aléatoire correspondant est donc le code C/A dont les
caractéristiques ont été énoncées dans le premier chapitre. Le temps d’intégration utilisé pour
le calcul de la corrélation est une période de code, soit environ 1 ms. L’erreur initiale sur la
pseudo-distance et la pseudo-vitesse est donnée par la dimension d’une cellule temps-fréquence
de la grille d’acquisition, soit une incertitude de 33 Hz sur la fréquence Doppler et Tc/2 m
(avec Tc la durée d’un bit de code) pour le retard de propagation (soit 150 m pour le code
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C/A).

6.3.3.2 Robustesse à de grandes dynamiques

Scénario 1
Pour ce premier scénario, un véhicule évoluant à une vitesse moyenne de 500 km/h est consi-
déré. Au cours de la simulation qui dure 200 secondes, il est soumis à des poussées d’accélé-
ration de 30 m/s2. La période d’échantillonnage est de 1s.
Sur les figures proposées sont représentées les racines carrées des erreurs quadratiques moyennes
d’estimation des différentes composantes du vecteur état pour le filtre particulaire (FP) et le
filtre de Kalman étendu (EKF). Sur chaque courbe, la borne de Cramer Rao (BCR) corres-
pondante a aussi été tracée.
La figure 6.5 est consacrée aux estimés de pseudo-distance et pseudo-vitesse. On observe que le
filtre particulaire est plus précis pour poursuivre la pseudo-vitesse. La gain en précision d’es-
timation de la pseudo-distance est néanmoins faible. Comme mis en évidence dans [ABM02],
le filtre particulaire présente par contre un temps de convergence plus petit : 2 s au lieu de 10

s pour le filtre de kalman étendu.
La figure 6.6 illustre les performances des deux algorithmes pour l’estimation des paramètres
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Fig. 6.5 - Erreurs moyennes d’estimation de ρ et vρ.

de phase et amplitude. L’erreur asymptotique d’estimation de la phase commise par le filtre
de Kalman étendu est environ 5 fois plus grande que celle du filtre particulaire. Par contre, la
précision des deux approches pour l’estimation de l’amplitude est similaire.
Le scénario simulé a permis de souligner la moins bonne robustesse du filtre de Kalman étendu
à de grandes dynamiques en particulier pour la poursuite de la phase de la porteuse (en fré-
quence et phase). Il est intéressant de tester des dynamiques plus grandes pour déterminer un
seuil de décrochage du filtre de Kalman étendu.

Scénario 2
Ce scénario est identique au précédent si ce n’est que les pics d’accélérations atteignent
40 m/s2.
Sur la figure 6.7 sont étudiées les performances du filtre particulaire (courbe de gauche) et du
filtre de Kalman (courbe de droite) pour l’estimation de la pseudo-distance. La supériorité du
filtre particulaire apparaît clairement. Son erreur moyenne d’estimation est quasiment confon-
due avec la borne de Cramer Rao alors que le filtre de Kalman étendu échoue à poursuivre le
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Fig. 6.6 - Erreurs moyennes d’estimation de A et φ.

paramètre inconnu.
La figure 6.8 confirme les résultats obtenus pour l’estimation de la pseudo-distance. Le même
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Fig. 6.7 - Erreurs moyennes d’estimation de ρ.

comportement est observable pour l’estimation de la pseudo-vitesse si ce n’est que le décro-
chage survient plus rapidement (à t = 20 s au lieu de t = 30 s). En effet, l’estimation de
la fréquence de la porteuse est le point critique des boucles de poursuite GPS. La fonction
d’autocorrélation étant quasiment linéaire par morceaux, l’erreur de linéarisation commise par
le filtre de Kalman étendu provient essentiellement des fonctions trigonométriques intervenant
dans l’équation de mesure.
Enfin, la figure 6.9 reproduit les erreurs d’estimation des paramètres de phase et d’amplitude.
À nouveau, le filtre Kalman étendu diverge alors que le filtre particulaire fournit une estima-
tion satisfaisante de ces composantes.
En conclusion, les boucles de poursuite à base de filtre particulaire sont plus robustes à de

grandes dynamiques. La précision atteinte par cet algorithme avoisine la précision maximale
fournie par le calcul de la borne de Cramer Rao.
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Fig. 6.8 - Erreurs moyennes d’estimation de vρ.
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Fig. 6.9 - Erreurs moyennes d’estimation de A et φ.

6.3.3.3 Robustesse à de faibles rapports signal sur bruit

La finalité de cette partie est de déterminer si le filtre particulaire permet une plus grande
précision pour l’estimation des paramètres GPS en présence d’un fort bruit de mesure. Le
véhicule est dans cette simulation animé d’un mouvement rectiligne uniforme à la vitesse
de 500 km/h. Le rapport signal sur bruit (RSB) considéré est de −10 dB. À nouveau sont
représentées les racines des erreurs quadratiques moyennes pour les différentes composantes
du vecteur état et les bornes de Cramer Rao associées, et ce sur la figure 6.10. Il apparaît que
le filtre particulaire ne présente pas de meilleurs performances que le filtre de Kalman étendu
quand le rapport signal sur bruit se dégrade. D’autres solutions d’ordre non algorithmique
doivent être envisagées pour pallier ce problème.

6.4 Hybridation très serrée

Au vu des conclusions de la partie précédente, les canaux de réception fondés sur un filtre
particulaire présentent une plus grande robustesse à de fortes dynamiques mais n’améliorent
pas l’estimation en présence d’un rapport signal sur bruit défavorable. Les techniques d’hy-
bridation offrent une solution pour stabiliser les boucles de poursuite en cas de fort niveau
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Fig. 6.10 - Erreurs moyennes d’estimation de ρ et vρ, rsb = −10 dB.
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Fig. 6.11 - Erreurs moyennes d’estimation de A et φ, rsb = −10 dB.

de bruit. L’idée est d’intégrer des informations en provenance d’un autre système de position-
nement pour améliorer l’estimation des pseudo-distances et pseudo-vitesses. Les systèmes de
navigation inertielle sont classiquement utilisés pour aider à la poursuite du signal GPS. L’en-
jeu de cette partie est de développer une architecture d’hybridation performante et d’étudier
le gain en précision sur les estimés des paramètres du signal GPS.

6.4.1 Architecture d’hybridation

L’hybridation très serrée GPS/INS consiste à adjoindre des estimés de pseudo-distances
et pseudo-vitesses calculés par la centrale inertielle aux sorties des corrélateurs en entrée
du filtre assurant la poursuite du signal GPS. La principale difficulté provient de la dérive
progressive des estimés inertiels au cours du temps. Différentes architectures d’hybridation sont
envisageables selon la solution retenue pour corriger cette divergence. Une première approche
consiste à estimer conjointement les paramètres du signal GPS et les erreurs d’estimation
inertielles au niveau du canal de poursuite GPS. Cette méthode n’a pas été retenue dans cette
thèse car elle suppose d’estimer un vecteur état de très grande dimension. Nous préconisons
plutôt de combiner hybridation serrée et très serrée. Ainsi, la centrale inertielle utilisée comme
aide à la poursuite du signal GPS est recalée en sortie du récepteur par un filtre d’hybridation
serrée. Les sorties de cette centrale recalibrée permettent alors d’estimer avec précision le



140 Chapitre 6 - Hybridation très serrée INS/GPS

mouvement relatif véhicule/satellite à l’instant suivant. Cette architecture est reproduite sur
le schéma-bloc 6.12.
Il est intéressant de remarquer que l’hybridation serrée (présentée dans la seconde partie de la

Centrale

inertielle

Filtre
d’hybridation

très serrée
voies I et Q

voies I et Q Filtre

de navigation

hybridation 
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e
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Fig. 6.12 - Architecture d’hybridation.

thèse) et l’hybridation très serrée peuvent s’interpréter comme deux démarches symétriques.
L’hybridation serrée utilise les pseudo-distances GPS pour recaler la centrale inertielle. A
l’inverse, pour l’hybridation très serrée, les estimés de position et vitesse calculés par la centrale
inertielle servent à estimer la pseudo-distance GPS.

6.4.2 Modèle de filtrage

Le modèle de filtrage associé à l’hybridation très serrée GPS/INS diffère du modèle de
poursuite autonome du signal GPS (équations (6.6) et (6.6)) par la présence de deux mesures
supplémentaires qui correspondent aux estimés de la pseudo-distance et de la pseudo-vitesse
calculés par la centrale inertielle recalée.

6.4.2.1 Equations de mesures inertielles

Le problème est d’exprimer les mesures GPS et donc le mouvement relatif satellite/véhicule
en fonction des sorties de la centrale inertielle, c’est-à-dire la position en coordonnées ellip-
soidales (λ,Φ, h) et la vitesse par rapport au repère géocentrique projetée dans le repère de
navigation vn

e . Le schéma 6.13 introduit les notations utilisées par la suite.

Pseudo-distance
On rappelle que la pseudo-distance GPS vérifie :

ρ = r + b+ na
r ,

où r est la distance satellite/récepteur, b le biais d’horloge récepteur, et na
r regroupe les

perturbations liées à la traversée de l’atmosphère. La distance r s’exprime simplement en



6.4 : Hybridation très serrée 141

u

vRS vr

satellite

véhicule

(Xs,Ys,Zs)

(X,Y,Z)

R

S

r

Fig. 6.13 - Mouvement relatif satellite/véhicule.
Les triplets (X,Y,Z) et (Xs, Ys, Zs) sont les positions respectives du récepteur et du satellite en
coordonnées cartésiennes. Le vecteur ~vRS représente la vitesse relative du satellite par rapport au
récepteur, vr est sa projection sur l’axe satellite/récepteur de vecteur directeur ~u.

fonction des coordonnées de position du véhicule :

r = ‖ ~RS‖, (6.8)

=
√

(X −Xs)2 + (Y − Ys)2 + (Z − Zs)2. (6.9)

Dans cette expression, le triplet de coordonnées cartésiennes (X,Y, Z) dépend des coordonnées
ellipsoidales (λ,Φ, h) conformément aux formules de changement de coordonnées énoncées
dans le premier chapitre. On note r = hr (λ,Φ, h).
L’estimé de la pseudo-distance calculé par la CI s’écrit :

ρ̂ins = r̂ins + b̂,

avec,

– r̂ins = hr

(
λ̂ins, Φ̂ins, ĥins

)
,

– b̂ est la précédente estimation du biais d’horloge calculée par le filtre d’hybridation serrée
en sortie du récepteur.

La centrale inertielle étant recalée, l’erreur d’estimation de la position est petite et peut être
assimilée à un bruit blanc Gaussien : δλ ∼ N

(
0, σ2

λ

)
, δΦ ∼ N

(
0, σ2

Φ

)
et δh ∼ N

(
0, σ2

h

)
.

En appliquant un développement de Taylor au 1er ordre, on peut alors obtenir une relation
entre la véritable distance satellite/récepteur et celle évaluée par la centrale inertielle :

r̂ins ≃ r + ▽hT
r




δλ
δΦ
δh





︸ ︷︷ ︸
δr

.

L’équation de pseudo-distance inertielle prend donc la forme :

ρ̂ins = ρ+ nρ.

Le terme de bruit nρ comprend les erreurs d’estimations inertielles, l’erreur de biais d’horloge
et les aléas de propagation atmosphérique : nρ = na

r + δr + b− b̂. On en déduit :

nρ ∼ N
(
0, σ2

ρ

)
,
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avec

σ2
ρ = ▽hT

r diag
(
σ2

λ, σ
2
Φ, σ

2
h

)
▽ hr︸ ︷︷ ︸

E(δr2)

+σ2
bdT + σ2

d

dT 2

2︸ ︷︷ ︸
E((b−b̂)2)

+ σ2
a,ρ︸︷︷︸

E((na
r )2)

.

Pseudo-vitesse
La pseudo-vitesse GPS s’exprime comme la dérivée de la pseudo-distance :

vρ = vr + d+ na
v.

On a noté d la dérive d’horloge GPS (d = db
dt ) et na

v le bruit. Enfin, vr = dr
dt correspond à la

vitesse relative du satellite par rapport au récepteur GPS, projetée sur l’axe satellite/récepteur.
En accord avec cette définition, vr peut être calculé de la façon suivante :

vr = ~vRS .~u, (6.10)

=
(Vx − Vx,s)(X −Xs) + (Vy − Vy,s)(Y − Ys) + (Vz − Vz,s)(Z − Zs)

r
, (6.11)

où les triplets (Vx, Vy, Vz) = d
dt(X,Y, Z) et (Vx,s, Vy,s, Vz,s) = d

dt(Xs, Ys, Zs) correspondent
respectivement à la vitesse du véhicule et du satellite dans le repère géocentrique, exprimées
en coordonnées cartésiennes. Un changement de repère suffit à utiliser le même système de
coordonnées que la centrale inertielle :

(Vx, Vy, Vz) = Rn2e (λ, ϕ, h)vn
e ,

où Rn2e est la matrice de passage du repère géocentrique au repère de navigation qui dépend
uniquement de la position du véhicule. On note finalement :

vr = hv(λ,Φ, h,v
e
n).

La précision de la centrale inertielle recalée permet à nouveau d’appliquer un développement
de Taylor au premier ordre pour relier la vitesse relative à son estimé inertiel :

v̂r
ins = vr + ▽hT

v




δλ
δΦ
δh
δve

n




︸ ︷︷ ︸
δvr

,

avec δvn
e ∼ N

(
0, σ2

vI3
)
.

L’estimé inertiel de pseudo-vitesse vérifie finalement :

v̂ρ = vins
ρ + nvρ , (6.12)

nvρ = na
v + δvr + d− d̂, (6.13)

d̂ étant l’estimé de la dérive d’horloge calculé par le filtre d’hybridation serrée.

nvρ ∼ N
(
0, σ2

vρ

)
,

avec
σ2

vρ
= ▽hT

v diag
(
σ2

λ, σ
2
Φ, σ

2
h, σ

2
vI3
)
▽ hv︸ ︷︷ ︸

E(δv2
r)

+ σ2
ddT︸ ︷︷ ︸

E((d−d̂)2)

+ σ2
a,v︸︷︷︸

E((na
v)2)

.

Les valeurs des variances du modèle de biais d’horloge σ2
b et σ2

d ont été précisées dans le second
chapitre.
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6.4.2.2 Modèle de filtrage pour l’hybridation GPS/INS

Nous proposons donc le modèle de filtrage suivant pour l’hybridation très serrée GPS/INS :

(
xt

At

)
= Ft

(
xt−1

At−1

)
+ wt, (6.14)

Y gps,t = Athgps,t (xt) + n
gps
t , (6.15)

Y ins,t = Hins,txt + nins
t , (6.16)

avec xt = (ρt, vρ,t, φt). Le vecteur de bruit de mesure nins
t vérifie, avec les notations introduites,

nins
t = (nρ, nvρ)T . Enfin la matrice Hins,t s’écrit :

Hins,t =
(

I2 02×3

)
.

6.4.3 Stratégie de filtrage particulaire

Le modèle de filtrage pour l’hybridation GPS/INS appelle quelques remarques :
– le modèle d’état est linéaire,
– conditionnellement aux autres composantes du vecteur état, l’amplitude intervient li-

néairement dans l’équation de mesure.
– les mesures inertielles dépendent linéairement du vecteur d’état.

Cette structure peut être mise à profit pour développer une stratégie performante de filtrage
particulaire. Elle est fondée sur la combinaison d’une technique de Rao-Blackwellisation et
d’une loi de proposition efficace.

Rao-Blackwellisation
La distribution a posteriori du vecteur état sachant les mesures peut être décomposée de la
façon suivante :

p (At,x0:t|Y gps,1:t,Y ins,1:t) = p (At|Y gps,1:t,x0:t) p (x0:t|Y ins,1:t) ,

où p (At|Y gps,1:t,x0:t) est une loi Gaussienne. Comme dans la partie précédente, seules les
composantes x0:t sont estimées par filtrage particulaire :

p (x0:t|Y gps,1:t,Y ins,1:t) ≃
N∑

i=1

ω
(i)
t δ

(
x0:t − x

(i)
0:t

)
.

La distribution a posteriori de l’amplitude est estimée comme un mélange de lois Gaussiennes :

p (At|Y gps,1:t) ≈
N∑

i=1

ω
(i)
t p

(
At|Y gps,1:t,x

(i)
0:t

)
, (6.17)

p
(
At|Y gps,1:t,x

(i)
0:t

)
= N

(
At; Â

(i)
t , P

(i)
A,t

)
. (6.18)

Loi de proposition
L’influence de la loi de proposition sur les performances de l’algorithme particulaire a été
examinée dans [Dou98]. Il est montré que la loi de proposition p (xt|x0:t−1,Y gps,1:t,Y ins,1:t)

minimise la variance des poids d’importance. Cette loi ne peut cependant pas être calculée
analytiquement du fait des non linéarités intervenant dans le modèle de mesure. Classique-
ment, une approximation Gaussienne est utilisée. Dans le cas de l’hybridation GPS/INS, une
approche sous-optimale mais ne nécessitant aucune approximation peut être avantageusement
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appliquée. Elle consiste à tirer parti du fait qu’une partie des composantes du vecteur de me-
sure s’exprime comme une fonction linéaire des paramètres inconnus. Nous proposons donc de
simuler les particules en prenant uniquement en compte les mesures dépendant linéairement
du vecteur état, c’est-à-dire les estimés de pseudo-distance et pseudo-vitesse calculés par la
centrale inertielle. Les particules sont ainsi propagées de la façon suivante :

x
(i)
t ∼ p

(
xt|x(i)

0:t−1,Y ins,1:t

)
,

pour i = 1, . . . , N . La distribution p
(
xt|x(i)

0:t−1,Y ins,1:t

)
est Gaussienne N

(
xt; m

(i)
t ,Σ

(i)
t

)
, et

ses paramètres vérifient :

Σ
(i)
t

−1
= HT

ins,tE
(
nins

t nins
t

T
)−1

Hins,t + E
(
wtw

T
t

)−1
, (6.19)

m
(i)
t = Σ

(i)
t

(
HT

ins,tE
(
nins

t nins
t

T
)−1

Y ins,t + E
(
wtw

T
t

)−1
Ftx

(i)
t−1

)
. (6.20)

Les poids d’importance associés à cette loi de simulation sont calculés récursivement selon la
formule :

ω
(i)
t ∝ ω

(i)
t−1p

(
Y gps,t|x(i)

t

)
p
(
Y ins,t|x(i)

t−1

)
.

L’aide inertielle permet donc de proposer des particules pertinentes qui sont ensuite sélection-
nées au vu de leur vraisemblance par rapport au vecteur mesure dans son ensemble.

6.4.4 Résultats de simulation

Deux points doivent être examinés dans les simulations menées. Il s’agit tout d’abord
de quantifier l’impact des techniques d’hybridation très serrée sur l’erreur d’estimation des
pseudo-distances et pseudo-vitesses GPS. Enfin, il convient de s’assurer que le recours à une
technique de filtrage particulaire calculatoirement coûteuse est justifié pour réaliser l’hybrida-
tion très serrée.
Les résultats proposés ont été obtenus pour un véhicule se déplaçant à une vitesse moyenne
de 500 km/h de moyenne et équipé d’une centrale inertielle bas coût. Nous nous sommes in-
teressés uniquement à la partie hybridation très serrée de la chaîne de traitement représentée
en figure 6.12. Ni la centrale inertielle, ni le filtre d’hybridation serrée n’ont donc été simulés.
Cependant, les résultats obtenus au second chapitre nous ont fournit l’ordre de grandeur des
erreurs d’estimation pour une centrale inertielle recalée par hybridation serrée. Les paramètres
de simulation utilisés sont regroupés dans le tableau (6.1).

Ecart-type de l’erreur inertielle de latitude σλ = 10−6

Ecart-type de l’erreur inertielle de longitude σφ = 10−6

Ecart-type de l’erreur inertielle d’altitude 3 m
Ecart-type de l’erreur inertielle de vitesse 0.5 m/s
Variance de la dérive d’horloge GPS σd = 4 × 10−19

Variance du biais d’horloge GPS σb = 10−19

Ecart-type de l’erreur de propagation σa,ρ = 8 m.

Tab. 6.1 - Paramètres de simulation pour l’hybridation GPS/INS.
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6.4.4.1 Apport de l’hybridation très serrée

Pour mettre en évidence l’intérêt des stratégies d’hybridation très serrée, nous avons calculé
la borne de Cramer Rao associée à un canal de réception GPS autonome et celle associée à
un canal de réception aidé par une centrale inertielle. L’écart entre les deux valeurs permet
de quantifier le gain en précision apporté par le couplage GPS/INS. La borne de Cramer Rao
est en effet un outil puissant pour évaluer l’erreur quadratique minimale d’estimation au vu
de la quantité et de la qualité de l’information disponible sur les paramètres inconnus.
Sur la figure 6.14 sont tracées les valeurs asymptotiques (pour t→ +∞) des bornes de Cramer
Rao pour une architecture récepteur avec ou sans hybridation très serrée, et ce pour différentes
valeurs du rapport signal sur bruit (RSB). Il apparaît que les performances d’une boucle
de poursuite classique se dégradent nettement quand le RSB décroît fortement. A l’inverse,
l’erreur d’estimation pour une boucle aidée par une centrale inertielle reste stable.
Ces courbes peuvent laisser à penser que même pour de faibles RSB, l’estimation des pseudo-
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Fig. 6.14 - Bornes de Cramer Rao pour l’estimation de la pseudo-distance et de la pseudo-
vitesse. ◦ : boucle de poursuite classique, et ∗ : hybridation très serrée.

distances et pseudo-vitesses est essentiellement fondée sur les mesures inertielles. La figure 6.15,
qui représente uniquement la borne de Cramer Rao obtenue pour l’architecture d’hybridation
très serrée, permet de lever cette ambiguïté. On observe qu’à mesure que le rapport signal sur
bruit se détériore, les valeurs de la BCR convergent vers une limite supérieure. A mesure que le
bruit de mesure augmente, la confiance accordée aux mesures de corrélation I et Q décroît au
profit des mesures inertielles. La valeur limite correspond ainsi à l’erreur d’estimation commise
par un système qui n’utiliserait que les mesures inertielles pour estimer la pseudo-distance et
la pseudo-vitesse GPS.

6.4.5 Filtre particulaire vs filtre de Kalman étendu

L’objet de cette partie est de déterminer si l’aide inertielle ne suffit pas à elle seule à prévenir
les décrochages d’un filtre de poursuite de type Kalman étendu et donc si l’utilisation d’un
filtre particulaire pour réaliser l’hybridation très serrée s’avère fructueuse. Pour un rapport
signal sur bruit fixé, nous comparons les erreurs quadratiques moyennes d’estimation des deux
algorithmes entre elles et à la borne de Cramer Rao. Nous appliquons de fortes accélérations
de 40 m/s2 au véhicule, scénario de simulation qui est apparu critique pour le filtre de Kalman
étendu dans la partie précédente.
Sur la figure 6.16 sont représentées l’erreur quadratique moyenne du filtre de Kalman étendu et
du filtre particulaire pour la pseudo-distance et la pseudo-vitesse, ainsi que la borne de Cramer
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Fig. 6.15 - Bornes de Cramer Rao pour l’estimation de la pseudo-distance et de la pseudo-
vitesse. Hybridation très serrée.
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Fig. 6.16 - Estimation de ρ et vρ, hybridation très serrée.

Rao correspondante. On remarque que l’aide inertielle permet au filtre de Kalman étendu de ne
pas décrocher contrairement au comportement observé dans la partie 2 pour une architecture
multi-corrélateurs classique. Les deux approches présentent des performances similaires pour
l’estimation de la pseudo-distance, notons néanmoins un temps d’aquisition plus court pour le
filtre particulaire. Celui-ci fournit par contre une estimation plus précise de la pseudo-vitesse.
La supériorité du filtre particulaire sur le filtre de Kalman étendu apparaît plus nettement
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Fig. 6.17 - Estimation de A et φ, hybridation très serrée.
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pour l’estimation de la phase et de l’amplitude. Les racines carrées des erreurs quadratiques
d’estimation sont tracées en figure 6.17.
En conclusion, l’hybridation très serrée suffit à remédier au problème de décrochage des boucles
de poursuite GPS. Néanmoins, un filtre d’hybridation particulaire permet un gain en précision
qui s’accentue pour de grandes dynamiques du véhicule.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié des solutions pour améliorer la poursuite du signal
GPS. La première piste explorée est la mise en œuvre d’un filtre particulaire au sein d’une ar-
chitecture multi-corrélateurs. Cette approche s’avère plus robuste à de fortes dynamiques que
le filtre de Kalman étendu classiquement utilisé. En particulier, quand le canal de réception
piloté par un filtre de Kalman étendu décroche, celui mettant en œuvre un filtre particu-
laire continue à poursuivre les paramètres d’intérêt. Cependant, les méthodes de Monte Carlo
ne permettent pas d’augmenter la robustesse des boucles à de forts niveaux de bruit. Cette
difficulté survient notamment en présence de brouilleurs de forte puissance à proximité du
récepteur. Nous nous sommes donc intéressés aux techniques d’hybridation très serrées pour
lesquelles l’ajout d’une aide externe, une centrale inertielle dans notre étude, permet d’amélio-
rer la formation des mesures GPS de pseudo-distances et pseudo-vitesses. Dans l’architecture
présentée, l’hybridation très serrée est suivie en sortie du récepteur d’une hybridation serrée
afin de assurer la précision de l’aide interielle. Nous avons vérifié que la sensibilité de l’eerreur
d’estimation au rapport signal à bruit est ainsi fortement diminuée. En particulier, quand l’in-
formation apportée par les sorties des corrélateurs n’est plus fiable car noyée dans du bruit,
les mesures inertielles prennent le relai. Ainsi, l’hybridation très serrée garantit la précision
des estimés et les seuils de décrochage des boucles GPS peuvent être abaissés. L’inconvénient
de cette approche est que pour des durées de brouillage trop longues et des rapports signal
sur bruit trop défavorables, la centrale inertielle fonctionne sans recalage et dérive progressi-
vement. Pour cette architecture, nous avons comparé un filtre d’hybridation de type Kalman
étendu ou particulaire. Ce dernier apparaît avantageux uniquement pour des applications cri-
tiques où le véhicule subit de fortes accélérations.
Une des perspectives de cette étude est d’examiner l’apport des techniques de filtrage particu-
laire pour atténuer l’effet des phénomènes de multitrajets au sein du récepteur. Dans [JKLP02],
les paramètres du trajet direct et des trajets réfléchis sont estimés conjointement par un filtre
de Kalman étendu. La principale limitation de cette méthode tient à la nécessité de connaître
le nombre de trajets réfléchis. Ce problème peut cependant être résolu avantageusement par
une technique de filtrage particulaire ou le nombre de signaux réfléchis et leurs paramètres
seraient estimés simultanément. Dans [DDI05], les méthodes séquentielles de Monte Carlo ont
en effet été appliquées pour poursuivre les fréquences d’une somme de signaux sinusoïdaux
dont le nombre varie au cours du temps. Une approche MCMC hors-ligne a également été
développée pour ce type de problèmes dans [PADF02].
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Conclusions et Perspectives

Cette thèse a pour objet l’apport des méthodes séquentielles de Monte Carlo pour la
navigation avec les systèmes de navigation inertielle et le GPS. Développer des techniques
d’estimation performantes pour retrouver la trajectoire d’un véhicule à partir de mesures cap-
teur bruitées est un enjeu important en navigation. L’un des premiers algorithmes répondant
aux exigences de mémoire et de temps réel des applications de positionnement est le filtre de
Kalman. Il est encore largement utilisé de nos jours de par sa simplicité de mise en œuvre et
sa robustesse. En théorie, ce filtre s’applique uniquement à des modèles linéaires Gaussiens.
Peu de problèmes de positionnement peuvent en pratique être décrits par ce type de modèle,
la restriction la plus couramment rencontrée provenant de la non-linéarité de l’équation de
mesure. Elle peut être résolue par linéarisation du modèle autour d’une solution approchée,
mais l’algorithme résultant (le filtre de Kalman étendu) peut être mis en défaut en cas de
fortes non linéarités. Une autre limitation usuelle est l’incertitude sur les paramètres de mo-
dèle, soit qu’ils ne soient pas connus avec exactitude, soit qu’ils soient sujets à de brusques
changements. Des algorithmes spécifiquement dédiés à ces questions ont été développés tels
le rapport de vraisemblance généralisé (RVG) ou les approches dites à modèles multiples. Les
filtres particulaires, initialement introduits dans les années 70 mais essentiellement développés
dans les années 90, sont une alternative prometteuse. Ils n’imposent aucune contrainte sur le
modèle de filtrage et apportent une solution unique à tous les problèmes de filtrage évoqués.
Leur principale limitation est leur coût calculatoire. Il convient donc de bien évaluer l’oppor-
tunité d’utiliser un filtre particulaire selon l’application considérée.
Cette thèse étudie les perspectives offertes par le filtrage particulaire pour l’hybridation du
GPS et des systèmes de navigation inertielle. L’étude se décline en plusieurs points. Tout
d’abord, nous nous sommes intéressés au problème de l’hybridation dite serrée pour laquelle
les mesures GPS sont utilisées pour corriger les sorties de la centrale inertielle qui tendent à
dériver au cours du temps. Les grandeurs à estimer sont alors les erreurs d’estimation iner-
tielle. L’analyse du modèle de filtrage correspondant met en évidence deux difficultés. D’une
part, les paramètres à estimer sont exponentiellement instables et d’autre part, le bruit d’état
est très faible. Ces caractéristiques rendent le problème d’estimation difficile à résoudre par
une technique filtrage particulaire. Une stratégie efficace est néanmoins proposée, fondée sur
une extension du filtre particulaire régularisé de N.Oudjane. La régularisation rend en effet le
filtre particulaire plus robuste à un faible bruit d’état mais au prix d’une variance accrue des
estimés. Deux étapes ont été ajoutées pour limiter les risques de divergence sans augmenter
le bruit sur les estimés :

– un critère de dégénérescence basé sur la vraisemblance prédite qui permet de ne pas
systématiser la régularisation,

– une étape de Métropolis-Hastings pour accepter ou rejeter les particules issues de la
régularisation, de sorte que le système de particules soit bien distribué selon la loi cible.

Cette approche s’avère plus performante que les solutions de filtrage particulaires proposées
dans le littérature. Malheureusement, elle n’apporte aucun gain en précision par rapport au
filtre de Kalman étendu, la dynamique des erreurs inertielles étant trop faible pour justifier le
recours à une technique de filtrage particulaire.
Cependant, la flexibilité des méthodes séquentielles de Monte Carlo en fait un outil privilégié
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pour traiter des problèmes difficiles. L’intérêt d’un algorithme de navigation à base de filtre
particulaire devient manifeste dans le cas où le modèle de filtrage peut varier au cours du
temps. La solution consiste alors à introduire une variable indiquant l’occurrence des chan-
gements et qui est estimée conjointement aux paramètres d’intérêt. Nous nous sommes donc
intéressés aux perturbations pouvant dégrader les mesures GPS. Deux des problèmes à la fois
les plus fréquents et les plus pénalisants ont été considérés : les multitrajets et les brouillages.
Le premier est responsable d’un biais entâchant la mesure de pseudo-distance GPS alors que
le second se traduit par une brusque augmentation de la variance du bruit de mesure. Nous
avons développé deux algorithmes particulaires dédiés à chacun des problèmes. Bien-que de
structure voisine, ils se distinguent dans leur traitement des erreurs de mesures. Contraire-
ment aux sauts de variances, les biais de multitrajets peuvent en effet être estimés par des
filtres de Kalman conditionnels à la variable indicatrice de changement. L’efficacité des deux
algorithmes est conditionnée par leur habileté à sélectionner les hypothèses de modèle les
plus pertinentes via une loi de proposition et une étape de rééchantillonnage adaptées aux
contraintes du modèle. Pour aider à la détection des perturbations, nous avons utilisé une
loi de lissage approchée prenant en compte plusieurs mesures GPS consécutives. Par ailleurs,
l’efficacité du rééchantillonnage est améliorée en présélectionnant les particules à l’aide d’un
test d’hypothèses décidant de l’occurrence ou non d’une dégradation. Les algorithmes proposés
s’avèrent plus performants que les méthodes classiquement utilisées pour résoudre ce type de
problème.
Enfin, le dernier point abordé est l’hybridation très serrée du GPS et des systèmes de navi-
gation inertielle. Cette architecture de couplage permet entre autres de diminuer la sensibilité
du récepteur GPS à de forts niveaux de bruit. En présence d’un trop faible rapport signal sur
bruit, les récepteurs classiques ne peuvent en effet plus former les mesures GPS et réinitient la
procédure d’acquisition du signal GPS. L’idée est d’aider les boucles de poursuite GPS avec les
estimés cinématiques d’une centrale inertielle pour empêcher leur décrochage. Dans ce cadre,
les mesures de pseudo-distance et la pseudo-vitesse sont calculées à la fois à partir des sorties
des corrélateurs GPS et des estimés de position et de vitesse calculés par la centrale inertielle.
L’autocorrélation étant une fonction non linéaire, il est intéresser d’étudier l’opportunité d’un
filtre d’hybridation de type particulaire. Cette solution est apparue plus robuste à de fortes
dynamiques et mérite d’être approfondie.
A l’issue de cette thèse, nous avons proposé un système de navigation robuste fondé sur l’hybri-
dation serrée du GPS et des systèmes de navigation inertiels via des méthodes de filtrage par-
ticulaire. Deux niveaux de couplage sont considérés. Au sein du récepteur, la centrale inertielle
vient aider les boucles de poursuite estimant les mesures de pseudo-distance et pseudo-vitesse.
Puis, en sortie du récepteur, les mesures GPS permettent de recaler la centrale inertielle.

Différentes perspectives se dégagent de ces travaux. Tout d’abord, dans la seconde partie
de la thèse consacrée à l’hybridation serrée, la perte d’observabilité est apparue problématique
à la fois pour le filtre de Kalman étendu et le filtre particulaire. Si le nombre de mesures est
insuffisant, le problème de navigation n’admet plus une solution unique mais tout un domaine
de solutions possibles. Cette indétermination peut être levée en ajoutant de l’information. Il
est à ce titre judicieux d’étudier l’intérêt d’une approche de type lissage où l’estimation de
l’état courant est améliorée par la prise en compte de mesures futures.
Dans la troisième partie de la thèse, nous nous sommes limités à des perturbations de type biais
affectant soit directement les mesures, soit la variance du bruit de mesure. Une perspective
naturelle serait d’étudier le comportement des algorithmes pour des erreurs plus progressives
et donc plus difficiles à détecter (de type rampe par exemple). Par ailleurs, les paramètres des
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distributions a priori des perturbations ont été déterminés empiriquement. Une approche hié-
rarchique, où ces paramètres seraient estimés conjointement aux perturbations et à la solution
de navigation, est une alternative intéressante à la stratégie proposée. Ce type de méthode a
déjà été appliqué par exemple dans [DDMD03]. Enfin, le seuil du test d’hypothèses appliqué
pour aider le rééchantillonnage dans l’algorithme dédié au brouillage est fixé de façon ad-hoc.
Une extension de l’algorithme serait de formaliser le choix du seuil en le reliant à une proba-
bilité de fausse alarme.
Enfin, dans la dernière partie de la thèse, une architecture multi-corrélateurs est utilisée pour
estimer les mesures GPS de pseudo-distance et pseudo-vitesse. Ce type d’architecture a déjà
été mis à profit dans [CMC02] et [JKLP02] pour la navigation en présence de multitrajets. Les
approches proposées consistent à estimer conjointement les paramètres du signal GPS direct
et de sa version réfléchie à l’aide dans le premier cas d’un filtre de Kalman étendu et dans le
second d’un algorithme de type moindres carrés. Elles reposent sur deux hypothèses fortes :

– la présence de multitrajets est connu,
– un seul signal réfléchi s’ajoute au signal direct.

Une stratégie de filtrage particulaire pourrait s’avérer intéressante pour s’affranchir de ces
contraintes. L’idée serait d’estimer le nombre de trajets réfléchis et le cas échéant leurs para-
mètres, conjointement à ceux du signal direct.
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C H A P I T R E A

Equations de navigation inertielle

Cette annexe est consacrée aux équations de navigation inertielle qui relient les mesures
des accéléromètres et des gyromètres aux paramètres de mouvement du véhicule :

– la position en coordonnées ellipsoidales (λ,Φ, h),
– la vitesse dans le repère géocentrique, projetée dans le repère de navigation vn

e ,
– les angles d’Euler (ϕ, θ, ψ) qui décrivent l’orientation du véhicule par rapport au repère

mobile.

Équation de vitesse

Cette équation s’obtient à partir de l’équation de mesure des accéléromètres en appliquant
la formule de dérivation dans un référentiel tournant qui statue que les dérivées d’un vecteur
x par rapport à deux référentiels différents notés a et b sont reliées de la façon suivante :

[
dx

dt

]

a

=

[
dx

dt

]

b

+ Ωab ∧ x.

La force spécifique fs mesurée par les accéléromètres s’exprime comme l’accélération inertielle
non gravitationelle :

fa =

[
d2r

dt2

]

i

− g (r) ,

où r est la position du véhicule et g (r) le champ de gravitation au point r.
D’après la loi de composition des vitesses, on obtient :

ve =

[
dr

dt

]

e

=

[
dr

dt

]

i

+ Ωei ∧ r.

On en déduit l’expression de la dérivée de ve par rapport au repère de navigation :
[
dve

dt

]

n

=
d

dt

[[
dr

dt

]

i

+ Ωei ∧ r

]

n

. (A.1)

Or :

d

dt

[[
dr

dt

]

i

]

n

=

[
d2r

dt2

]

i

+ Ωni ∧
[
dr

dt

]

i

, (A.2)

=

[
d2r

dt2

]

i

+ Ωni ∧ (ve − Ωei ∧ r) . (A.3)

En outre : [
dr

dt

]

n

= ve + Ωner ∧ . (A.4)

En substituant (A.3) et (A.4) dans (A.1), on obtient finalement :
[
dve

dt

]

n

=

[
d2r

dt2

]

i

− (Ωen + 2Ωie) ∧ ve + Ωei ∧ Ωei ∧ r.
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L’équation de vitesse énoncée au premier chapitre résulte de la projection de cette relation
dans le repère de navigation :

dvn
e

dt
= Rm2nfa + g (r)n − ac − ae,

où :
- ac = (Ωn

en + 2Ωn
ie) ∧ vn

e , est l’accélération de Coriolis,
- ae = −Ω

n
ei ∧ Ω

n
ei ∧ rn, est l’accélération d’entraînement,

- l’accélération gravitationnelle g (r) est donnée par le modèle de Somigliana dans [FB98],
– la matrice de passage du repère mobile au repère de navigation dépend uniquement des

angles d’Euler (ϕ, θ, ψ) de la façon suivante :

Rm2n =




cosψ cos θ − sinψ cosϕ+ cosψ sin θ sinϕ sinψ sinϕ+ cosψ sin θ cosϕ
sinψ cos θ cosψ cosφ+ sinψ sin θ sinϕ − cosψ sinφ+ sinψ sin θ cosϕ
− sin θ cos θ sinϕ cos θ cosϕ



 .

(A.5)

Équation de position

Cette équation relie la dérivée de la position en coordonnées ellipsoïdales à la vitesse ve
n.

Pour simplifier les calculs, nous supposons la terre sphérique et de rayon le paramètre N

introduit dans le premier chapitre. Alors, la vitesse vn
e est calculée comme suit :

vn
e =

[
drn

dt

]

e

,

avec rn = −(N + h)d. D’où :

vn
e = −dh

dt
d + (N + h)

[
dd

dt

]

e

. (A.6)

D’après les formules de passage du repère géocentrique au repère de navigation :
[
dd

dt

]

e

=
dλ

dt
n +

dΦ

dt
cosλe. (A.7)

En remplaçant (A.7) dans (A.6), on en déduit :

vn
e = −dh

dt
d + (N + h)

dλ

dt
n + (N + h)

dΦ

dt
cosλe,

soit :

d

dt




λ
Φ
h



 =




1

N+h 0 0

0 1
(N+h) cos(λ) 0

0 0 −1



vn
e .

Équation d’attitude

Les angles d’attitude sont calculés à partir des sorties des gyromètres Ωg = Ω
m
im selon

l’équation suivante :

d

dt




φ
θ
ψ



 =




1 sinφ tan θ cosφ tan θ
0 cosφ − sinφ

0 sin φ
cos θ

cos φ
cos θ



Ω
m
nm, (A.8)
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où :
Ω

m
nm = Ω

m
im −Rn2mΩ

n
in.

la matrice de passage Rm2n est définie par l’équation (A.5). Il reste à préciser l’expression du
vecteur instantané de rotation Ω

n
in. Ce vecteur se décompose simplement sous la forme :

Ω
n
in = Ω

n
ie + Ω

n
en.

Par une simple changement de repère, on obtient :

Ω
n
ie = Re2nΩ

e
ie.

Or, le vecteur instantané de rotation Ω
e
ie s’exprime simplement dans le repère géocentrique

sous la forme Ω
e
ie = (0, 0, ωie)

T , où ωie est la vitesse de rotation propre du globe terrestre. La
matrice de passage du repère géocentrique au repère de navigation est défini en fonction des
coordonnées de latitude et longitude du véhicule :

Re2n =




− sinλ cos Φ − sinλ sinΦ cosλ

− sinΦ cosΦ 0
− cosλ cosφ − cosλ sinΦ − sinλ



 .

Il s’ensuit :
Ω

n
ie = (ωie cosλ, 0,−ωie sinλ)T .

En outre, il est démontré dans [FB98] que :

Ω
n
en =

(
dΦ

dt
cosλ,−dλ

dt
,−dΦ

dt
sinλ

)
.

Finalement, on a :

Ω
n
in =

((
ωie +

dΦ

dt

)
cosλ,−dλ

dt
,−
(
ωie +

dΦ

dt

)
sinλ

)T

.

Pour compléter ces démonstrations, le tableau (A.1) contient les valeurs des différents
paramètres définissant l’ellipsoïde terrestre tels qu’ils sont définis dans [Sio91].

Demi-grand axe a = 6378137m
Demi-petit axe b = 6356752m
Excentricité e = 000669437999013

vitesse de rotation propre de la terre ωie = 7.292115 × 10−5rad/s

Tab. A.1 - Paramètres géodésiques et géophysiques de l’ellipsoïde terrestre (norme WGS84).





C H A P I T R E B

Matrices de régression de l’algorithme
RVG

Position du problème

Dans le troisième chapitre, le vecteur de navigation est augmenté pour inclure les biais
affectant les pseudo-distances GPS. Ces composantes de biais sont généralement nulles sauf
en présence de multitrajets. Le modèle de filtrage correspondant s’écrit :

Xt = FtXt−1 + vt + δ (t− θ)GT ν, (B.1)

Y t = ht (Xt) +
[
0ny×nx , 1ny×ny

]
Xt + wt, (B.2)

où
– Xt ∈ R

nx+ny est le vecteur état comportant nx composantes de navigation et ny com-
posantes de biais,

– Y t ∈ R
ny est le vecteur de mesure,

– vt et wt sont des bruits blancs Gaussiens,
– G =

[
0ny×nx , 1ny×ny

]
,

– δ (t− θ)GT ν représente un saut de moyenne d’amplitude ν affectant uniquement les
composantes de biais du vecteur état à l’instant θ.

Notations

L’algorithme RVG se présente comme une extension du filtre de Kalman (ou du filtre
de Kalman étendu) permettant de détecter les sauts de moyenne du vecteur état et de les
compenser en ligne. Introduisons les notations suivantes :

Xt|Y 1:t ∼ N
(
X̂t|t, Pt|t

)
,

Xt|Y 1:t−1 ∼ N
(
X̂t|t−1, Pt|t−1

)
,

Y t|Y 1:t−1 ∼ N
(
Ŷ t|t−1, St

)
.

On appelle innovation ǫt = Y t − Ŷ t|t−1. Soit en outre Kt le gain de Kalman et Ht =

▽ht

(
X̂t|t−1

)
la matrice obtenue par linéarisation de l’équation de mesure autour du plus

récent estimé.

Lemme du RVG

Dans [WJ76], il est démontré que l’effet du saut de moyenne formulé par (B.1) se traduit
de la façon suivante sur les innovations du filtre de Kalman :

ǫt [θ] = φT
t [θ]GT ν + ǫt,
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où la notation [θ] désigne la valeur du paramètre si le saut a eu lieu à l’instant θ.
Les matrices de régression φT

t [θ] sont calculées récursivement de la façon suivante :

φT
t [θ] = Ht

(
t∏

i=θ

Fi − Ftµt−1 [θ]

)
, (B.3)

µt [θ] = Ftµt−1 [θ] +Ktφ
T
t , (B.4)

pour t ≥ θ, avec X̂t|t [θ] = X̂t|t + µt [θ]GT ν.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence.
Supposons les relations (B.3) et (B.4) valables à l’instant t. A l’instant t+ 1 :

ǫt+1 [θ] − ǫt+1 = Ht+1 (Xt+1 [θ] − Xt+1) −Ht+1Ft+1

(
X̂t|t [θ] − X̂t|t

)
,

= Ht+1

(
t+1∏

i=θ

Fi − Ft+1µt [θ]

)
GT ν.

Et :

X̂t+1|t+1 [θ] − X̂t+1|t+1 = Ft+1

(
X̂t|t [θ] − X̂t|t

)
+Kt+1 (ǫt+1 [θ] − ǫt+1) ,

= Ft+1µt [θ]GT ν +Kt+1φ
T
t+1 [θ]GT ν.

La preuve en complétée en notant que µθ−1 [θ] = 0nx×nx .



C H A P I T R E C

Borne de Cramer Rao a posteriori

Cette annexe présente les formules permettant de calculer récursivement la borne de Cra-
mer Rao a posteriori et en propose une démonstration d’après [Ber01] et [BDG01].

Soit le modèle espace-état suivant :

Xt = f t (Xt−1) + vt, avec vt ∼ N
(
0, BtB

T
t

)

Y t = ht (Xt) + wt, avec vt ∼ N
(
0, DtD

T
t

)
,

pour t ≥ 0.
Pour tout estimateur X̂ (Y 1:t), la borne de Cramer Rao a posteriori(PCRB) Pt|t vérifie :

E
((

X̂t (Y 1:t) − Xt

))
≥ Pt|t,

où Pt|t est définie par :

P−1
t|t = Ep(Xt,Y 1:t)

(
−▽Xt

Xt
log p (Xt,Y 1:t)

)
,

∆ désignant l’opérateur Laplacien. La PCRB est calculée comme suit :

Pt|t = FtΓtF
T
t + (FtΓtSt −Bt)∆−1

t (FtΓtSt −Bt)
T , (C.1)

avec,

Γt =
(
P−1

t−1|t−1 +R−1
t

)−1
,

∆t = Q−1
t − ST

t ΓtSt,

et,

F T
t = E

(
▽Xtf

T
t (Xt−1)

)
,

R−1
t = E

(
∆

Xt−1

Xt−1
log p (Y t|Xt−1,vt)

)
,

Q−1
t = E

(
∆vt

vt
log p (Y t|Xt−1,vt)

)
+ I,

ST
t = E

(
∆

Xt−1
vt log p (Y t|Xt−1,vt)

)
.

Cette borne est valable sous de faibles conditions de convergence de la distribution a priori

du vecteur Xt.

Démonstration. La démonstration est réalisée par récurrence. A t = 0, P−1
0|0 = Ep(X0)

(
−▽X0

X0
log p (X0)

)
.

On suppose connue la borne de Cramer Rao à l’instant t− 1 :

E
((

X̂t−1 (Y 1:t−1) − Xt−1

))
≥ Pt−1|t−1.
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Considérons le vecteur aléatoire suivant :

ǫt =




X̂t−1 (Y 1:t) − Xt−1

X̂t (Y 1:t) − Xt

▽Xt−1 log p (vt,Xt−1,Y 1:t) ,
▽vt log p (vt,Xt−1,Y 1:t)


 ,

Par construction, sa matrice de corrélation est semi-définie positive. On note :

E
(
ǫtǫ

T
t

)
=

(
Ct Mt

MT
t Kt

)
≥ 0,

où :

Ct = E

((
X̂t−1 (Y 1:t) − Xt−1

X̂t (Y 1:t) − Xt

)(
X̂t−1 (Y 1:t) − Xt−1

X̂t (Y 1:t) − Xt

)T
)

=

(
C11,t C12,t

C21,t C22,t

)
,

Mt =

(
I 0
Ft Bt

)
,Kt = E

(
−∆

Xt−1

Xt−1
log p (vt,Xt−1,Y 1:t) −∆vt

Xt−1
log p (vt,Xt−1,Y 1:t)

−∆vt
vt

log p (vt,Xt−1,Y 1:t) −∆
Xt−1
vt log p (vt,Xt−1,Y 1:t)

)
,

Or la distribution de probabilité conjointe admet la décomposition suivante :

p (vt,Xt−1,Y 1:t) = p (vt) p (Y t|vt,Xt−1) p (Xt−1,Y 1:t−1) .

Il s’ensuit que :

E
(
−∆

Xt−1

Xt−1
log p (vt,Xt−1,Y 1:t)

)
= Jt−1 +R−1

t ,

avec
Jt−1 = E

(
−∆

Xt−1

Xt−1
log p (Xt−1,Y 1:t−1)

)
.

D’où :

Kt =

(
Jt−1 +R−1

t St

ST
t Q−1

t

)
.

Par définition de la PCRB, on a : P−1
t−1|t−1 = Jt−1. On en déduit l’inégalité suivante :




C11,t C12,t I 0
C21,t C22,t Ft Bt

I F T
t P−1

t−1|t−1 +R−1
t St

0 BT
t ST

t Q−1
t




−1

≥ 00,

soit,

(
C11,t C12,t

C21,t C22,t

)
≥
(

I 0
Ft Bt

)(
P−1

t−1|t−1 +R−1
t St

ST
t Q−1

t

)−1(
I 0
Ft Bt

)T

.

Comme C22,t = E
((

X̂t (Y 1:t) − Xt

))
, le bloc matricielle en bas à gauche fournit la formule

(C.1).



C H A P I T R E D

Loi de proposition du vecteur de
navigation (chapitre 5)

L’objet de cette annexe est d’apporter quelques compléments à la description de l’algo-
rithme particulaire développé pour la navigation en présence d’interférences (cinquième cha-
pitre). Elle permet de justifier l’approximation de la loi de proposition optimale utilisée pour
simuler les vecteurs de navigation. On rappelle que la loi de proposition des vecteurs de naviga-
tion s’obtient en marginalisant les paramètres de variance. Pour i = 1, . . . , N et j = 1, . . . , nλ,
on obtient :

p
(
xt:t+L|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
=

∫

φt

p
(
xt:t+L,φt|X(i)

t−1,λ
(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
dφt, (D.1)

∝ p
(
xt:t+L|x(i)

t−1

) ny∏

k=1

(
β̃

(i,j)
t,k

)−α̃
(i,j)
t,k

, (D.2)

avec :
(
β̃

(i,j)
t,k

)−α̃
(i,j)
t,k

=
∏ny

k=1

(
1 + 1

2

∑L
l=0

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

))2
/β

(i,j)
t,k

)−
(2α

(i,j)
t,k

+L+1)

2

. Cette

distribution est non standard mais peut être approchée avec une bonne précision par une distri-
bution Gaussienne. Les différentes étapes du raisonnement conduisant à cette approximation
sont expliquées ci-dessous. Tout d’abord, notons :

T
(i,j)
t,k =


1 +

(
u

(i,j)
t,k

)2

2α
(i,j)
t,k + L




−
(2α

(i,j)
t,k

+L+1)

2

,

u
(i,j)
t,k =

√√√√2α
(i,j)
t,k + L

2

L∑

l=0

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

))2
/β

(i,j)
t,k .

On remarque que, à une constante de proportionnalité près, T (i,j)
t,k est l’expression de la densité

de probabilité d’une loi de Student de paramètre 2α
(i,j)
t,k +L calculée au point u(i,j)

t,k . Or, la forme
limite d’une loi de Student est une loi Gaussienne réduite. En pratique, une loi de Student
peut être approchée correctement par une distribution Gaussienne dès que son paramètre est
supérieur à 30. Ce critère étant satisfait pour notre modèle, on peut donc poser :

T
(i,j)
t,k ≃ exp



−1

2

α
(i,j)
t,k + L/2

β
(i,j)
t,k

L∑

l=0

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

))2



 ,

≃
L∏

l=0

exp



−1

2

α
(i,j)
t,k + L/2

β
(i,j)
t,k

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

))2



 .
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Au vu de cette décomposition, il est possible de simuler récursivement les vecteurs de naviga-
tion (xt+l)0≤l≤L :

x
(i,j)
t+l ∼ p

(
xt+l|X(i)

t−1,x
(i,j)
t:t+l−1,λ

(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
, (D.3)

pour l = 0, . . . , L. D’après (D.2), on obtient :

p(xt+l|X(i)
t−1,x

(i,j)
t:t+l−1,λ

(j)
t:t+L,Y 1:t+L) ∝ p(xt+l|x(i,j)

t:t+l−1)
∏ny

k=1 exp

(
−1

2

α
(i,j)
t,k +L/2

β
(i,j)
t,k

(
Y t+l,k − ht+l,k

(
x

(i,j)
t+l

))2
)
.

(D.4)

La loi a priori du vecteur de navigation vérifie :

p
(
xt+l|x(i,j)

t+l−1

)
= N

(
Ft+lx

(i,j)
t+l−1, Bt+lB

T
t+l

)
.

L’approximation Gaussienne désirée est finalement calculée en opérant une linéarisation locale
de l’équation de mesure autour de la particule courante xt+l = Ft+Lx

(i,j)
t+l−1 :

Y t+l = ht+l

(
Ft+lx

(i,j)
t+l−1

)
+H

(i,j)
t+l

(
xt+l − Ft+lx

(i,j)
t+l−1

)
+ wt.

avec H(i,j)
t+l = (▽ht)xt=Ftx

(i)
t−1

. On note :

∆Y
(i,j)
t+l = Y t+l − ht+l

(
Ft+lx

(i)
t+l−1

)
+H

(i,j)
t+l Ft+lx

(i,j)
t+l−1.

En introduisant cette linéarisation dans l’expression (D.4) on en déduit :

p(xt+l|X(i)
t−1,x

(i,j)
t:t+l−1,λ

(j)
t:t+L,Y 1:t+L) ∝ N

(
Ft+lx

(i,j)
t+l−1, Bt+lB

T
t+l

)

exp

(
−1

2

(
∆Y

(i,j)
t+l −H

(i,j)
t+l xt+l

)T
diag

(
V

(i,j)
t

)−1 (
∆Y

(i,j)
t+l −H

(i,j)
t+l xt+l

))
,

où les composantes du vecteur V
(i,j)
t sont définies de la façon suivante :

V
(i,j)
t,k =

β
(i,j)
t,k

α
(i,j)
t,k + L/2

, pour k = 1, . . . , ny.

Finalement, on obtient :

p
(
xt+l|X(i)

t−1,x
(i,j)
t:t+l−1,λ

(j)
t:t+L,Y 1:t+L

)
≃ N

(
m

(i,j)
t+l ,Σ

(i,j)
t+l

)
,

avec :
(
Σ

(i,j)
t+l

)−1
=

(
H

(i,j)
t+l

)T
diag

(
V

(i,j)
t

)−1
H

(i,j)
t+l +Bt+lB

T
t+l,

m
(i,j)
t+l = Σ

(i,j)
t+l

(
(Bt+lB

T
t+l)

−1Ft+lx
(i)
t+l−1 + diag

(
V

(i,j)
t

)−1 (
H

(i,j)
t+l

)T
∆Y

(i)
t+l

)
.



C H A P I T R E E

Récepteur GPS : calcul des sorties des
corrélateurs.

Chaque canal de réception du récepteur GPS est dédié à un satellite en ligne de vue du
véhicule et réalise l’autocorrélation du signal émis par ce satellite avec une réplique générée
localement. On rappelle que le signal satellite prend la forme :

s(t) = A sin (2πft+ φ) c (t− τ) ,

où :
– A est l’amplitude du signal,
– f = f0 + fd est la contribution de la fréquence de la porteuse f0 et fd la fréquence

Doppler,
– c (t− τ) est le code pseudo-aléatoire retardé du délai de propagation τ .

Nous allons détailler les différents traitements appliqués au signal satellite au sein du récepteur
GPS.
Tout d’abord, le signal est multiplié à une réplique locale de la porteuse. Le signal obtenu
s’écrit :

sm(t) = Ac(t− τ) sin (2πft+ φ) sin
(
2πf̂t+ φ̂

)
.

Or, en appliquant les formules trigonométriques :

sin (2πft+ φ) sin
(
2πf̂t+ φ̂

)
=

1

2

(
cos (2π∆ft+ ∆φ) − cos

(
2π
(
f̂ + f

)
t+ φ+ φ̂

))
,

La composante fréquentielle f + f̂ étant éliminée par filtrage passe-bas, le signal prend la
forme :

sm(t) =
A

2
c(t− τ) cos (2π∆ft+ ∆φ) .

Il est ensuite corrélé avec une réplique décalée du code c pour produire la sortie de la voie en
phase :

Iδj =
1

Ti

∫ t

t−Ti

sm(u)c(u− τ̂ + δj)du,

pour le j-ème corrélateur. D’après [Win00], le résultat de cette opération est :

Iδj =
A

2Ti
R (∆τ + δj)

∫ t

t−Ti

cos (2π∆fu+ ∆φ) du, (E.1)

où R (τ) désigne la fonction d’autocorrélation du code pseudo-aléatoire c. La démonstration
de cette formule est proposée en annexe. Enfin :

∫ t

t−Ti

cos (2π∆fu+ ∆φ) du =
sin (2π∆ft+ ∆φ) − sin (2π∆f(t− Ti) + ∆φ)

2π∆f
.

Les formules trigonométriques permettent de transformer cette somme en produit de fonctions
sinusoïdales :

sin (2π∆ft+ ∆φ) − sin (2π∆f(t− Ti) + ∆φ) = 2 cos (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) sin (π∆fTi) .
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En intégrant cette expression à l’équation E.1, on obtient finalement :

Iδj =
A

2
R (∆τ + δj) sinc (π∆fTi) cos (2π∆ft− π∆fTi + ∆φ) .



C H A P I T R E F

Autocorrélation des codes
pseudo-aléatoires GPS

Les propriétés des codes pseudo-aléatoires utilisés en GPS sont étudiées en détails dans
[PSa96]. Pour mieux comprendre l’expression de leur autocorrélation, il suffit au lecteur de
savoir qu’il s’agit de signaux créneau présentant de fortes propriétés aléatoires. Ils sont générés
en convoluant une fonction porte par des séquences numériques {+1;−1} issues de registres
à décalage. Les signaux ainsi obtenus sont périodiques. Plus leur période est grande, plus leur
autocorrélation est voisine de celle d’un bruit blanc. Elle est définie par la formule :

R(τ) = R0(τ) ∗
+∞∑

j=−∞

δ (τ − jTR) ,

avec :

R0(τ) =
N−1∑

k=0

R0 [k] tri

(
τ − kTc

Tc

)
.

Les notations suivantes ont été utilisées :
– Tc est la durée d’un bit de code,
– TR = NTc est la période du code,

– tri(t) est la fonction triangle définie sur [−1; 1] :

{
tri(t) = 1 − |t| si |t| < 1,
tri(t) = 0 sinon.

La séquence {R0 [k]}k=0,...,N−1 ne peut prendre que 4 valeurs. Ces valeurs dépendent du
nombre de registres m du générateur de code de la façon suivante :

R0 [k] =

{
1 si k = 0,
− 1

N ,− 1
N t(m) ou − 1

N (t(m) − 2) sinon,

où

t(m) =

{
1 + 2

m+1
2 si m est impair,

1 + 2
m+2

2 si m est pair et non divisible par 4.

En appliquant cette formule au code C/A qui est généré à partir de 10 registres, on obtient :

R0 [k] =






− 1
1023 ,
ou

− 1
1023(1 + 26) = − 65

1023 ,
ou

− 1
1023(1 + 26 − 2) = 63

1023 ,

pour k 6= 0. Ces valeurs sont négligeables pour des séquences présentant une longue période
(N grand). L’approximation suivante peut donc être retenue pour la fonction R0 (τ) :

R0 (τ) =

{
1 − |τ |

Tc
si |τ | < Tc

0 sinon.
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Résumé

Longtemps l’apanage du domaine militaire, la navigation s’ouvre aujourd’hui au grand
public et se décline en de nombreuses applications. Le développement de systèmes de posi-
tionnement fiables et robustes revêt un aspect stratégique notamment pour les applications
critiques du point de vue sécurité (aviation civile). Cette thèse porte sur le GPS et les systèmes
de navigation inertielle (INS) et explore deux axes de recherche conjoints pour améliorer les
performances de navigation :

– les techniques de couplage, qui mettent à profit la complémentarité de différents systèmes
de positionnement.

– le développement d’algorithmes plus robustes pour retrouver la trajectoire d’un mobile
à partir d’un jeu de mesures capteurs.

Les filtres particulaires forment une alternative intéressante au classique filtre de Kalman
car ils n’imposent aucune contrainte a priori sur le modèle de filtrage. Il s’agit de méthodes
séquentielles de Monte Carlo qui font évoluer un ensemble de particules, chacune représentant
un état possible du système à un instant donné. Nous avons pour ce travail étudié l’opportunité
de les appliquer aux problèmes non linéaires de l’hybridation serrée et très serrée du GPS/INS.
Une extension du filtre particulaire régularisé alliant robustesse et précision a été proposée à
cet effet. Enfin, une seconde contribution de la thèse est le développement d’algorithmes de
filtrage particulaires originaux, capables de détecter et estimer les perturbations (multitrajets,
interférences) affectant les mesures GPS tout en poursuivant la trajectoire du véhicule.





Abstract

Navigation science has long been the prerogative of the army but mass-market location-
based services are now part of everyday life. The design of reliable and robust positioning
systems is of the utmost importance especially for safety critical applications (for instance civil
aviation). This thesis focuses on GPS and Inertial Navigation Systems (INS) and investigates
two strands of research to enhance navigation performance. On the one hand, we have studied
hybridization techniques, which take advantage of the complementarity of different navigation
systems. On the other hand, this work is also dedicated to developing robust estimation
algorithms to recover a mobile trajectory from a set of sensor measurements. Particle filters
are an interesting alternative to the well-known Kalman filter since they can be applied to non
linear and possibly non Gaussian state space models. They consist in sequentially propagating
samples that represent a possible value of the state vector at each time instant. In this work,
we have considered using Particle Filters to solve the non linear problems of GPS/INS tight
and very tight couplings. Thus, we have proposed an extension to the well-known Regularised
Particle filter, which exhibits good performance both in terms of robustness and accuracy.
Finally, a second contribution of this work is the development of Particle Filtering algorithms
to track a mobile trajectory while jointly detecting/estimating potential degradations on the
GPS measurements.


