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Introduction générale

Contexte applicatif et scientifique de la thèse

Le développement extraordinaire des systèmes de communication sans fil depuis quelques années

a permis l’émergence de nouvelles technologies et de nouveaux services sans fil. Cela engendre des

besoins de plus en plus contraints en termes d’efficacité spectrale et énergétique. En effet, l’aug-

mentation du nombre d’utilisateurs et leurs demandes en terme des débits requièrent une utilisation

judicieuse des ressources fréquentielles. De plus, la réduction de la consommation énergétique des

communications sans fil n’a jamais été aussi prégnante à cause du coût de l’énergie, l’impact d’une

consommation énergétique élevée sur la planète et la durée de vie des batteries des systèmes com-

municants.

Une des nouvelles technologies du 21-ième siècle est constituée par les réseaux de capteurs qui

se présentent aujourd’hui comme une solution au besoin d’observer, d’analyser et de contrôler des

phénomènes physiques sur des zones éventuellement étendues et hostiles d’accès. On estime que le

nombre d’objets connectés dans le monde en 2019 est autour d’une vingtaine de milliards d’appa-

reils et qu’en 2025 le nombre d’appareils triplerait. En effet, l’IoT devrait couvrir de plus en plus

différents besoins de la vie humaine comme par exemple la surveillance des fonctions vitales d’un

organisme ou la détection du stress hydrique des plantes, la gestion de l’énergie, la ville intelligente,

le véhicule autonome, l’industrie 4.0, la sécurité...

En particulier, plusieurs besoins dans le contexte sous-marin seraient satisfaits avec le déploiement

des capteurs comme l’aide à des forages de plus en plus profonds, la surveillance des zones sensibles,

la détection des objets abimés en mer et la surveillance de l’écosystème. L’internet d’objets pré-

sente néanmoins plusieurs facteurs limitants. Notons tout d’abord que les capteurs sont alimentés

en énergie par des batteries qui ne peuvent parfois pas être changées ni rechargées. Par conséquent,

la durée de vie d’un réseau de capteurs est restreinte par la durée de vie des batteries des capteurs.

L’efficacité énergétique est donc primordiale pour l’IoT. Étant donné que l’unité de communications

est l’unité le plus énergivore du nœud-capteur, il est essentiel de réduire son activité et d’optimiser

son efficacité afin de préserver la batterie du nœud-capteur et donc la durée de vie de tout le réseau.

1
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En outre, le nombre de capteurs dans un réseau est en général très important. Le débit total du

réseau est limité par plusieurs facteurs notamment le spectre disponible et l’efficacité spectrale de la

modulation. Notons que la norme IEEE 802.15.4 recommande plusieurs modulations avec différentes

efficacités spectrales afin de satisfaire les besoins variables des nœuds en terme de débit. De plus,

le débit total du réseau est aussi limité par les pertes dues aux surcharges de la couche MAC et au

codage canal que l’on cherche à diminuer en réduisant le trafic lié à la synchronisation et la trans-

mission des paquets de petite taille, facteurs qui sont par ailleurs, préjudiciables à la consommation

énergétique. De surcroît, la capacité de calcul ainsi que la mémoire d’un capteur sont souvent très

limitées. L’utilisation des codes ou d’algorithmes de traitement de signal trop complexes n’est donc

pas permise. Ces contraintes sont d’autant plus accentuées pour l’internet des objet sous-marins. En

effet, le milieu sous-marin est le milieu le plus hostile pour les communications. Alors que, la plupart

des systèmes de télécommunications utilisent les ondes électromagnétiques, le domaine sous-marin

échappe à l’utilisation de ces ondes car l’eau est conductrice. Le seul vecteur capable de transporter

l’information sous l’eau est constitué des ondes acoustiques mais cela reste difficile : la principale

limitation est la bande passante ; au mieux, même sur des courtes distances, cette bande est limitée

à un ordre de grandeur de la dizaine de kilohertz et on ne peut pas espérer transmettre des dizaines

de mégabits par seconde. De plus, la propagation est perturbée par la variation de la célérité du son,

vu que le milieu n’est pas homogène, et par les réflexions sur les interfaces d’où la déformation des

signaux transmis et des interférences entre trajets multiples. Tout cela donne aux signaux acous-

tiques sous-marins un caractère fluctuant largement aléatoire sur des bandes passantes déjà étroites.

Les constellations tournées présentent des meilleures performances que les constellations clas-

siques sur les canaux à évanouissements grâce à une diversité inhérente (qui peut se combiner à

celle obtenue par la redondance du codage). Pour une telle raison, on désigne de telles constellations

tournées par l’acronyme signal SSD (Signal Space Diversity). Grâce à leurs efficacité spectrale et

énergétique, les constellations tournées ont été adoptées par les normes DVB-T2 et ATSC 3.0 afin

de combattre l’évanouissement du signal et d’améliorer la qualité des communications sans fil. Cette

technique consiste d’abord à corréler les composantes (la composante en phase (I) et la composante

en quadrature (Q)) d’un symbole d’une constellation conventionnelle de sorte que chaque compo-

sante du signal tourné porte l’information complète du symbole d’origine. Ces deux composantes

sont ensuite émises sur deux canaux à évanouissements indépendants. Ce gain en diversité est donc

obtenu sans aucune implication sur la consommation énergétique ni sur l’efficacité spectrale de la

communication. Cela rend cette technique de modulation intéressante pour les systèmes avec des

exigences élevées en termes d’efficacité énergétique et spectrale.

Toutefois, les constellations tournées souffrent de plusieurs facteurs limitants. D’abord, comme
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les composantes en phase (I) et en quadrature (Q) subissent des atténuations différentes, les mé-

thodes de détection basées sur la décorrélation telles que le forçage à zéro ou le démappeur MMSE

ne sont plus optimales : un démappeur bidimensionnel est mieux adapté. Pour des constellations de

valence élevée telles que 64-QAM ou 256-QAM, de tels démappeurs ont une complexité de calcul

élevée qui a un impact non négligeable sur la conception de récepteur.

De surcroît, de nombreux standards récents utilisent la modulation multiporteuse Orthogonal

Frequency Division Multiplexing (OFDM) car cette modulation de faible complexité a une bonne

efficacité spectrale. Néanmoins, les signaux OFDM souffrent d’une forte fluctuation avec des larges

pics au cours du temps. Cela est problématique car l’amplificateur de puissance fonctionne géné-

ralement près de sa région de saturation pour des raisons d’efficacité énergétique ce qui introduit

une distorsion irréversible du signal ainsi qu’une possible remontée spectrale hors bande. Pour faire

face à ce problème, diverses techniques de réduction du PAPR (i.e. Peak to Average Power Ratio)

ont été proposées et optimisées au cours des dernières décennies. Néanmoins, ces diverses techniques

deviennent souvent inapplicables au cas des constellations tournées.

Un autre problème auquel le signal SSD doit faire face est la synchronisation de phase ; en effet,

du fait que les composantes sont entrelacées, le signal reçu à un instant donné appartient à une

constellation de taille égale au carré de la taille de la constellation initiale. Ainsi, pour un Rapport

Signal sur Bruit (RSB) fixe, la distance Euclidienne minimale entre les points de constellation pos-

sibles est réduite, ce qui entraîne une réduction considérable des performances de synchronisation

de phase, à la fois dans les modes Non Data-Aided (NDA) et Code-Aided (CA), par rapport au cas

des signaux conventionnels.

Plan de ce mémoire de doctorat

Cette thèse est donc centrée sur les constellations tournées et elle se focalise sur ses facteurs limi-

tants : la complexité de démodulation souple des symboles tournés, le large PAPR pour les systèmes

OFDM utilisant les constellations tournées et la synchronisation de la phase des symboles tournés.

Nous organisons le mémoire de thèse comme suit :

Dans le premier chapitre, nous allons fournir un aperçu général et classique des fonctions de base de

la chaine de communication.

Dans le deuxième chapitre, nous allons analyser les modulations codées et les modulations codées

binaires avant d’introduire les constellations tournées. Les 3 chapitres suivants décrivent des contri-

butions originales pour faire face à certaines limitations des constellations tournées.

Dans le troisième chapitre, nous allons étudier les propriétés des constellations tournées avec la série
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d’angles de rotation α = arctan(1/
√
M) et proposer un démappeur bidimensionnel à faible com-

plexité pour le canal à évanouissements, avec ou sans effacements. Cela sera appliqué à la diffusion

terrestre de TV numérique du DVB-T2.

Dans le quatrième chapitre, nous allons proposer deux méthodes distinctes pour la réduction du

PAPR pour les systèmes OFDM utilisant les constellations tournées.

Ensuite, dans le cinquième chapitre, nous allons concevoir un algorithme de synchronisation de phase

pour les constellations tournées. Nous allons aussi développer dans ce chapitre le calcul d’une borne

minimale de Cramèr-Rao. Cet algorithme sera appliqué au cas des canaux multi-trajets fluctuants

et en particulier dans le cadre sous-marin. Enfin le mémoire se conclue par certaines perspectives.
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Revues internationales à comité de lecture
— «Near MAP Dynamical Phase Estimation Technique for RCQD Signals», T. Arbi and B.

Geller, IEEE Transactions on Signal Processing, en préparation à la soumission, Dec. 2019.

— «Joint BER Optimization and Blind PAPR Reduction of OFDM Systems with Signal Space

Diversity», T. Arbi and B. Geller, IEEE Communications Letters, vol. 23, no. 10, pp. 1866-

1870, Oct. 2019.

— «Uniformly Projected RCQD QAM : A Low-Complexity Signal Space Diversity Solution Over

Fading Channels With or Without Erasures», T. Arbi, B. Geller, J. Yang, C. Abdel Nour and

O. Rioul, IEEE Transactions on Broadcasting, vol. 64, no. 4, pp. 803-815, Dec. 2018.

Conférences internationales à comité de lecture
— «Near capacity RCQD constellations for PAPR reduction of OFDM systems», T. Arbi, I.

Nasr and B. Geller, IEEE Inter. Conf. on Acoustics, Speech, and Signal Processing, ICASSP,

Barcelona, Spain, May 2020.

— «Low Complexity Adaptive Turbo Equalization for Multipath Underwater Communication»

Z. Ye, T. Arbi, B. Geller, IEEE Oceans, Marseille, France, Juin 2019.

— «Fast Soft Demapping for Underwater Acoustic Communications With Signal Space Diversity»,

Z. Ye, T. Arbi, B. Geller, IEEE Oceans, Charleston, United States, Oct. 2018.

Conférences nationales à comité de lecture
— «Performance et simplicité d’implantation des constellations tournées : une approche prag-

matique», T. Arbi, J. Yang, C. Abdel Nour, O. Rioul, B. Geller, XXVIe colloque GRETSI,

Juan-Les-Pins, France, Sept. 2017.
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Ce chapitre établit le cadre de cette thèse en analysant différentes problématiques introduites

par la chaine générale de transmission numérique. La première section décrit les caractéristiques

principales des canaux de transmission et note l’intérêt des techniques de diversité sur les canaux à

évanouissements. La seconde section formalise le problème de la synchronisation de la phase et dérive
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des estimateurs adaptifs, basés sur les estimateurs au sens du maximum de vraisemblance et au sens

du maximum a posteriori, pour la synchronisation de la phase avec plusieurs modes de synchro-

nisation. La section qui suit présente la modulation Orthogonal Frequency-Division Multiplexing

(OFDM) et relève le problème des pics de puissance instantanée par rapport à la puissance moyenne

(Peak-to-Average Power Ratio (PAPR)). En outre, cette section examine diverses techniques de

réduction du PAPR. Enfin, la quatrième section conclue ce chapitre.

1.1 Les fondamentaux

1.1.1 Les canaux de communication

1.1.1.1 Modèles mathématiques

La conception d’un système de communication efficace requiert la connaissance du canal phy-

sique sur lequel l’information sera acheminée. En effet, le récepteur doit extraire les données émises

du signal reçu qui a été souvent fortement perturbé par le canal physique séparant l’émetteur du

récepteur. Il convient donc de modéliser mathématiquement le canal de communication à partir

de ses caractéristiques. Le modèle le plus simple et prédominant dans l’analyse et la conception

des systèmes de communication est le canal additif blanc Gaussien (Bruit Additif Blanc Gaussien

(BABG)). Avec ce modèle, toutes les imperfections électroniques et potentielles interférences sont

considérées posséder une densité de probabilité Gaussienne, étant donné le théorème central limite,

qui s’ajoute simplement au signal émis [1,2]. Si nous définissons x(t) le signal à l’entrée du canal, le

signal reçu s’écrit donc :

r(t) = x(t) + n(t). (1.1)

Le modèle gaussien ne peut généralement pas être utilisé pour décrire le canal radio-mobile. En

effet, le signal émis sur ce canal emprunte souvent différents chemins pour atteindre le récepteur.

En considérant qu’il y a N chemins et en associant à chaque trajet un facteur d’atténuation et un

temps d’arrivée, le signal à la sortie du canal s’écrit [1] :

r(t) = <
{

N∑
n=1

hn(t)xe(t− τn(t))ej2πfc(t−τn(t))+ϕn

}
, (1.2)

où xe(t) est l’enveloppe complexe du signal émis, N est le nombre de trajets, τn(t) et hn(t) sont le

retard et l’amplitude de le n-ième trajet respectivement.

La réponse impulsionnelle du canal s’écrit donc :

h(τ, t) =

N∑
n=1

hn(t)e−jφn(t)δ(τ − τn(t)), (1.3)
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Figure 1.1 – Module d’un canal à évanouissement sélectif en temps et en fréquence.

où δ est l’impulsion de Dirac et :

φn(t) = 2πfcτn(t) + ϕn. (1.4)

Le canal peut provoquer des évanouissements aléatoires du signal lorsque les trajets interfèrent

de façon destructive. Un canal à évanouissement est dit non sélectif en fréquence si le retard maximal

τmax est négligeable devant la durée du symbole Ts. Dans le cas contraire, le canal est dit sélectif

en fréquence et introduit ainsi de l’interférence entre symboles. La réponse impulsionnelle du canal

peut également dépendre du temps et la rapidité de cette sélectivité temporelle augmente de fa-

çon inversement proportionnelle avec la bande Doppler La Figure 1.1 présente l’effet typique de la

sélectivité temporelle et fréquentielle sur le module d’un canal.

Le canal de Rayleigh est souvent considéré pour l’analyse des performances des systèmes de

communication sur les canaux à évanouissements à une distance donnée [1]. Avec ce modèle, le

signal émis emprunte une multitude de chemins indirects (sans trajet dominant) et la dispersion des

délais est faible par rapport à la durée symbole. Le signal à la réception s’écrit donc :

r(t) = h(t)x(t) + n(t), (1.5)

où h(t) est modélisé par une variable complexe Gaussienne centrée par le théorème central limite.

L’atténuation de canal |h(t)| suit alors une loi de Rayleigh de variance σ2
H = 1 par commodité

pour référence et la phase arg(h(t)) suit une loi uniforme sur [−π, π[. Par ailleurs, contrairement au

canal de Rayleigh classique, l’atténuation |h(t)| peut être égale à zéro avec un certain pourcentage

dans le modèle dit canal d’évanouissement de Rayleigh "sévère" ou encore canal de Rayleigh avec

effacements [3], lorsque l’amplitude est considérée comme négligeable sous un seuil.

Il est finalement à noter que plusieurs autres modèles ont été formulés et étudiés dans la littérature,

tel que le canal de Rice où le signal reçu est la superposition de deux composantes, l’une issue d’un

trajet direct dominant (Line of Sight LoS) et l’autre des trajets indirects.
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1.1.1.2 Le canal acoustique sous-marin

Du fait que l’eau de mer soit un conducteur électrique, les ondes électromagnétiques, couram-

ment utilisées par les systèmes de communication radio, sont rapidement absorbées dans le milieu

aquatique. Toutefois, les ondes acoustiques ont la faculté de se propager sur de plus longues dis-

tances. Tels les dauphins et d’autres cétacés, les communications sous-marines doivent donc se faire

en modulant des "signaux sonores". A cause de la lenteur relative de la propagation de ces ondes

par rapport aux ondes électromagnétiques, l’effet des différences de retards entre chemins multiples

augmente, limitant ainsi la durée du temps symbole et par conséquent les débits, déjà très contraints

par les micro-bandes passantes disponibles.

Contrairement au canal radioélectrique, le canal sous-marin est dépourvu d’un modèle standard

sur lequel les chercheurs s’accordent, rendant ainsi difficile la conception et la comparaison des

algorithmes de la couche physique et des techniques de modulation. Pour contourner ce problème,

des bibliothèques contenant des réponses impulsionnelles de canaux sous-marins ont récemment été

proposées dans la littérature. C’est l’exemple de Watermark [4, 5], une plateforme Matlab qui offre

généreusement aux chercheurs les réponses impulsionnelles de 5 canaux dont les caractéristiques

et les paramètres de mesure sont résumés dans le Table 1.1. Finalement, la Figure 1.2 illustre des

réponses impulsionnelles obtenues pour le canal NOF1 aux instants t=0, 1 et 2 s.

paramètres KAU2 KAU1 BCH1 NCS1 NOF1
Période de l’année Juillet Juillet Mai Juin Juin

La portée 3160 m 1080 m 800 m 540 m 540 m
Profondeur de l’eau 100 m 100 m 20 m 80m 80 m
Bande de fréquence 4-8 kHz 4-8 kHz 32.5-37.5 kHz 10-18 kHz 10-18 kHz

Durée 32.9 s 32.9 s 59.4 s 32.6 s 32.9s
Type SIMO SIMO SIMO SISO SISO

Hydrophones 16 16 4 1 1

Table 1.1 – Caractéristiques et paramètres de mesure.
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Figure 1.2 – Réponses impulsionnelles aux instants t=0, 1 et 2s.

1.1.2 Les techniques de diversité

Il est de coutume que les systèmes de communication utilisent des techniques dites de diversité

pour combattre l’évanouissement, afin d’améliorer leurs performances. L’idée derrière ces techniques

est triviale : si le récepteur reçoit L copies du signal émis sur des canaux indépendants, il y a peu

de chance que ces copies soient simultanément atténuées en dessous d’un seuil critique.

Parmi les techniques de diversité les plus connues, nous distinguons [6] :

- la diversité temporelle : l’information est envoyée L fois à des instants différents séparés par

au moins le temps de cohérence, défini comme étant le temps minimal entre deux instants pour

que les atténuations de canal soient considérées comme indépendantes.

- la diversité fréquentielle : l’information est envoyée L fois à des fréquences différentes séparées

par au moins la bande de cohérence, définie comme étant la bande minimale nécessaire entre

deux fréquences pour que les atténuations de canal soient considérées comme indépendantes.

- la diversité spatiale : l’information est envoyée ou reçue L fois sur plusieurs antennes suffi-

samment séparées dans l’espace (de l’ordre de quelques longueurs d’onde dans la pratique).

Toutes ces techniques peuvent être considérées comme une simple forme d’un codage par répéti-

tion. Toutes les versions reçues pour un symbole peuvent alors du côté du récepteur être combinées

d’une façon cohérente afin d’augmenter le rapport signal sur bruit avec un combineur à rapport

maximal (Maximal Ratio Combiner), de façon analogue à un filtre adapté.

Supposons l’émission d’un symbole BPSK, s1 = a sur L canaux indépendants de Rayleigh. Le signal
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reçu du canal global s’écrit :

r = hs1 + n, (1.6)

où h = [h1, h2, · · · , hL]
T , r = [r1, r2, · · · , rL]

T et n = [n1, n2, · · · , nL]
T .

Supposons que les atténuations de canal hi soient connues au récepteur. En combinant les ob-

servations reçues avec un MRC, nous obtenons :

h∗

||h||r = ||h||s1 +
h∗

||h||n. (1.7)

La probabilité d’erreur instantanée sachant h peut alors s’obtenir [1] :

Pe|h = Q(2||h||2RSB), (1.8)

où RSB = a2/N0 et N0 est la densité spectrale unilatérale du bruit.

Pour obtenir la probabilité d’erreur globale, il faut calculer l’espérance de (1.8) par rapport aux

atténuations aléatoires de canal. En supposant un canal de Rayleigh avec variance unitaire, nous

pouvons obtenir [64] :

Pe =

(
1− µ

2

)L L−1∑
l=0

ClL−1+l

(
1 + µ

2

)l
, (1.9)

où ClL−1+l est un coefficient binomial et :

µ =

√
RSB

1 +RSB
. (1.10)

Pour un RSB élevé, La probabilité Pe peut être approximée [64] par :

Pe ≈ CL2L−1

1

(4RSB)L
. (1.11)

Il est donc clair que l’ordre de diversité L a un grand impact sur les performances du système de

communication sur un tel canal à évanouissement (voir Figure 1.3). Sans diversité, la décroissance du

taux d’erreur ne se fait que de façon inversement proportionnelle au rapport signal sur bruit moyen

(par rapport à la décroissance exponentielle dans le canal BABG) ; au contraire, cette décroissance

est d’autant plus importante que l’ordre de diversité augmente.

Finalement, d’autres méthodes pour augmenter la diversité peuvent être trouvées dans la littéra-

ture, telles que l’étalement de spectre, le codage canal avec entrelacement BICM et le pré-codage [1,6].
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Figure 1.3 – La probabilité d’erreur en fonction du RSB pour plusieurs ordres de diversité L.

1.2 Synchronisation de la phase

1.2.1 Position du problème

En-tête des divers traitements nécessaires à la bonne réception des symboles du côté du récep-

teur, se trouve la synchronisation de phase. En effet, pour une transmission en bande transposée,

l’émetteur et le récepteur utilisent des oscillateurs locaux qui ne sont généralement pas totalement

synchrones. Il en résulte une erreur de phase et un écart fréquentiel qui vient alors s’ajouter à un po-

tentiel décalage Doppler. L’erreur de fréquence peut atteindre des valeurs relativement significatives

limitant sérieusement les performances en termes de Taux d’Erreur Binaire (TEB) dans le cas d’une

démodulation cohérente. Une synchronisation fine de fréquence et de phase est alors nécessaire afin

de limiter ce décalage. En bande de base, cela se traduit par une rotation des symboles complexes,

due aux erreurs de phase résiduelles. Sur un canal Gaussien, le signal reçu s’écrit donc [1, 33] :

rk = ske
jβk + nk, (1.12)

où sk, βk et nk sont respectivement le symbole émis, l’erreur de phase résiduelle et un bruit complexe

Gaussien de variance 2N0 tandis que k dans {1, · · ·N} est l’indice temporel.

Pour atteindre les performances théoriques, une synchronisation parfaite de la phase βk doit être

effectuée car la moindre erreur de phase entraine une dégradation relativement importante du TEB

comme le montre la Figure 1.4 [34].
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Figure 1.4 – Impact de l’erreur de synchronisation de phase sur le TEB pour une constellation
1024-QAM codée à Eb/No=17dB sur le canal Gaussien.

Nous nous intéressons dans la suite de ce chapitre à la dérivation d’estimateurs adaptatifs ba-

sés sur le critère du maximum de vraisemblance et du maximum a posteriori et leurs mesures de

performances.

1.2.2 Critère du maximum de vraisemblance

Pour simplifier les calculs plaçons-nous d’abord dans le mode Data Aided (DA) ; dans ce mode,

les symboles reçus sont connus à l’avance par le récepteur. Nous généraliserons ensuite l’estimateur

pour le mode Non Data Aided (NDA) et Code Aided (CA). Le critère du maximum de vraisemblance

(Maximum Likelihood (ML)) consiste à choisir la séquence de phase β̂ de sorte que [33] :

β̂ = argmax
β

P (R|β,S)), (1.13)

où R = {r1, r2, · · · , rN} et S = {s1, s2, · · · , sN} représentent respectivement les observations reçues

et les symboles émis (connus dans le mode DA).

En considérant l’indépendance des échantillons du bruit, (1.13) est équivalente à :

β̂ = argmax
β

(
N∑
i=1

log(P (ri|βi, si)))
)
. (1.14)

En supprimant les termes constants par rapport au problème posé, le développement des expressions

P (ri|βi, si) conduit à l’égalité :

β̂ = argmax
β

N∑
i=1

<
{
ris
∗
i e
−βi}, (1.15)
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Figure 1.5 – Estimation séquentielle de la phase pour la constellation BPSK.

où <{z} désigne la partie réelle de z.

A l’extremum, la solution ML doit satisfaire :

∂
(∑N

i=1<
{
ris
∗
i e
−βk
})

∂β

∣∣∣∣
β̂

=

N∑
i=1

=
{
ris
∗
i e
−β̂i
}

= 0, (1.16)

où ={z} désigne la partie imaginaire de z.

Avec une boucle à verrouillage de phase (Phase-Locked Loop), l’optimisation (1.14) est faite d’une

manière séquentielle au lieu de raisonner sur un bloc. Une PLL numérique est basée sur l’algorithme

de descente de gradient stochastique, la dérivée instantanée du critère ML est calculée à chaque

itération et utilisée dans l’itération suivante dans le but d’ajuster l’estimation (voir Figure 1.5)

[33,37] :

β̂k+1 = β̂k + µ=
{
rks
∗
ke
−jβ̂k

}
. (1.17)

Pour les systèmes de communication, les symboles sk sont généralement inconnus du récepteur

(NDA). Une approximation grossière de la PLL s’obtient dans le mode NDA en remplaçant simple-

ment sk par le symbole décidé ŝk (mode Decision Directed (DD)). Une approximation plus fine est

obtenue en moyennant sur les symboles [37]. Pour une constellation QAM la PLL s’écrit alors [39,40] :

β̂k+1 = β̂k + µ=
{
rkEQAM |rk(s∗k)e−jβ̂k

}
, (1.18)
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où :

EQAM |rk(s∗k) =
∑

sv∈QAM
s∗vp(sv), (1.19)

avec :

p(sv) =
w(sv, rk, βk)∑

sp∈QAM w(sp, rk, βk)
, (1.20)

et :

w(sm, rk, βk) = e

−|rk − sme−jβk |2
2N0 . (1.21)

De surcroît, il est possible d’améliorer les performances de synchronisation en présence d’un code

correcteur d’erreur. En effet, comme pour le décodage turbo, la synchronisation peut être améliorée

d’une façon itérative en considérant les nouvelles informations obtenues par le décodeur à l’itération

précedente [37, 41]. Dans ce mode dit Code-Aided (CA), la PLL a la même forme que (1.18) et il

suffit de tenir compte de l’information souple sur les symboles dans (1.21) qui devient alors :

w(sm, rk, βk) = e

−|rk − sme−jβk |2
2N0

+
∑log2M
p=0 bmp Λkp

, (1.22)

où bmp et Λkp indiquent respectivement le p-ième bit du symbole sm et le logarithme du rapport de

vraisemblance (Log-Likelihood Ratio (LLR)) du p-ième bit du k-ième symbole reçu fourni par le

décodeur canal.

1.2.3 Critère du Maximum A Posteriori

Avec des connaissances préalables sur les paramètres à estimer, il est d’usage d’utiliser le cadre

Bayésien et le critère du Maximum A Posteriori (MAP) au lieu du ML, car ces connaissances

supplémentaires ont le potentiel d’améliorer les performances de l’estimation.

Supposons ici que la phase βk suit une marche Brownienne [35,36] :

βk+1 = βk + wk, (1.23)

où wk est un bruit blanc Gaussien centré de variance σ2
β .

Le critère MAP en mode DA, consiste à trouver β̂ tel que :

β̂ = argmax
β

P (β|R,S). (1.24)

En utilisant le théorème de Bayes, l’équation (1.24) peut s’écrire :

β̂ = argmax
β

(log(P (R|β,S)) + log(P (β))) , (1.25)
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où d’après (1.23), P (β) s’écrit :

P (β) = p(β1)

N∏
i=1

1√
2πσ2

β

exp

(
−(βi − βi−1)2

2σ2
β

)
. (1.26)

Dans le but de trouver le maximum de l’équation (1.25), nous avons pour tout indice k :

∂ (log(P (R|β,S)) + log(P (β)))

∂βk

∣∣∣∣
β̂k

= 0. (1.27)

Nous obtenons alors [34,37] :



β̂1 = β̂2 +
σ2
β

N0
=
{
r1s
∗
1e
−jβ̂1

}
, si k=1,

β̂k =
β̂k+1 + β̂k−1

2
+

1

2

σ2
β

N0
=
{
rks
∗
ke
−jβ̂k

}
, si k=2,...,N-1,

β̂N = β̂N−1 +
σ2
β

N0
=
{
rNs

∗
Ne
−jβ̂N

}
, si k=N.

(1.28)

Le système d’équations (1.28) peut se mettre dans une forme plus générale afin d’inclure les modes

NDA et CA [34,37] :



β̂1 = β̂2 +
σ2
β

N0
=
{
r1EQAM |r1(s∗1)e−jβ̂1

}
, si k=1,

β̂k =
β̂k+1 + β̂k−1

2
+

1

2

σ2
β

N0
=
{
rkEQAM |rk(s∗k)e−jβ̂k

}
, si k=2,...,N-1,

β̂N = β̂N−1 +
σ2
β

N0
=
{
rNEQAM |rN (s∗N )e−jβ̂N

}
, si k=N,

(1.29)

où EQAM |rk(s∗k) est donnée par (1.19) : l’espérance est obtenue avec (1.21) ( resp. (1.22)) en mode

NDA (resp. CA). De plus, en mode DA, (1.19) donne simplement le conjugué du symbole connu sk.

Pour mettre en oeuvre (1.29) de façon pratique, [34, 37] proposent un algorithme hors ligne

constitué de deux boucles travaillant sur un bloc de N données reçues ; une boucle PLL fonctionne

classiquement dans le sens "direct" de données du bloc (du début vers la fin), et l’autre dans le sens

"inverse" (de la fin vers le début du bloc). La première boucle PLL donne une première estimation

séquentielle β̂
(F )

similaire à (1.18) (cf. 1-ère ligne de (1.31)). Ensuite, la deuxième boucle inverse

est initialisée à la dernière phase estimée par la boucle directe β̂(F )
N . La boucle en sens inverse est

alors appliquée pour donner une deuxième estimation séquentielle β̂
(B)

des phases du bloc, similaire

à (1.18) mais avec des indices dans le sens décroissant vers le début du bloc (cf. 2-ième ligne de
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(1.31)). Le résultat final est obtenu en moyennant les deux estimations :

β̂
(FB)
k =


β̂

(B)
k si k = 1

β̂
(F )
k + β̂

(B)
k

2
si k = 2...N − 1

β̂
(F )
k si k = N

(1.30)

où β̂
(F )
k = β̂

(F )
k−1 + µ=

{
rkEQAM |rk(s∗k)e−jβ̂

(F )
k−1

}
,

β̂
(B)
k = β̂

(B)
k+1 + µ=

{
rkEQAM |rk(s∗k)e−jβ̂

(B)
k+1

}
,

(1.31)

et µ est un pas approprié.

En effet, en effectuant la moyenne des deux estimations, [34,37] montre qu’un gain de 2 à 3 dB sur

l’erreur quadratique moyenne (MSE) peut être obtenu. Finalement, d’une façon itérative plusieurs

allers-retours peuvent être effectués. Ils permettent d’améliorer les performances et d’approcher de

la borne minimale de Cramèr-Rao (CRLB).

1.3 OFDM

1.3.1 Principe de fonctionnement

Satisfaire le besoin en débits élevés requiert souvent l’utilisation d’un court temps symbole Ts.

Comme évoqué précédemment, quand Ts n’est pas négligeable devant le retard maximal τmax, des

interférences entre symboles (InterSymbol Interference (ISI)) surgissent, limitant ainsi les perfor-

mances du système. Certes, des méthodes d’égalisation pour combattre l’ISI sont proposées dans

la littérature ; toutefois, elles requièrent des calculs supplémentaires qui peuvent avoir un impact

significatif sur la conception du récepteur, et surtout dans le cas d’une large dispersion des retards,

la convergence de ces méthodes peut rester problématique.

Pour limiter l’ISI avec une faible complexité, les modulations multiporteuses furent proposées. Elles

consistent à diviser la bande fréquentielle en sous-bandes et à envoyer simultanément sur chacune

des sous-porteuses disponibles une partie de l’information. Cela permet d’avoir un temps symbole

Ts suffisamment long pour limiter l’effet néfaste de l’ISI, tout en conservant un débit élevé.

Pour bénéficier en plus d’une excellente efficacité spectrale, les sous-porteuses doivent être orthogo-

nales en étant séparées par
1

Ts
(voir Figure 1.6). En effet, malgré le recouvrement entre les spectres

des différentes sous-porteuses, cela permet d’éviter les interférences entre sous-porteuses orthogo-

nales. Les spectres des différentes sous-porteuses s’ajoutent et le spectre résultant est à peu près plat

dans la bande utilisée, de largeur approximativement W =
N

Ts
(en ignorant les lobes secondaires sur

les bords) [7].
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Figure 1.6 – Spectres des différentes sous-porteuses.

Le signal analogique en bande de base peut s’écrire :

xe(t) =

N−1∑
k=0

ske
j2π

kt

Ts , (1.32)

où N est le nombre de sous-porteuses et sk est un symbole d’information sur la k-ième sous-porteuse.

La bande occupée est [−fmax, fmax] où la fréquence maximale vaut fmax =
N

2Ts
. Avec le théorème

d’échantillonnage de Shannon [8], le signal peut être échantillonné avec une fréquence fe = 2fmax

et le signal échantillonné s’écrit donc :

xe(i) = xe(
iTs
N

) =

N−1∑
k=0

ske
j2π

ki

Ts . (1.33)

Nous remarquons que la modulation consiste à simplement procéder à une simple transformée de

Fourier discrète inverse des symboles qui peut être implantée efficacement avec un bloc Inverse Fast

Fourier Transform (IFFT). Similairement, le signal reçu discrétisé avec la même fréquence fe s’écrit :

r(i) = r(
iTs
N

) =

N−1∑
k=0

skhke
j2π

ki

Ts + n(i), (1.34)

où n(i) désigne le bruit additif souvent considéré BABG.

La réception consiste alors à faire une transformée de Fourier discrète directe des symboles reçus,



CHAPITRE 1. TRAITEMENT DU SIGNAL POUR LES COMMUNICATIONS NUMÉRIQUES 18

qui peut être implantée efficacement avec un bloc Fast Fourier Transform (FFT), pour obtenir les

symboles skhk et de les démoduler ensuite d’une façon classique.

Par ailleurs, pour s’affranchir des interférences entre les symboles qui peuvent encore perturber

le système, il est de coutume de rajouter un préfixe cyclique de durée supérieure à τmax. Cela réduit

évidement le débit utile, mais cette perte peut relativement être minimisée en augmentant le nombre

de sous-porteuses et donc la durée symbole Ts.

L’efficacité spectrale et la simplicité d’implantation de l’OFDM à l’aide de FFT, rend cette mo-

dulation particulièrement intéressante pour les communications à haut débit [9]. Par conséquent, de

nombreuses normes de télécommunications l’ont adoptée telles que LTE, WiFi, WPAN, DVB-T2. . . .

Finalement, signalons que la perte spectrale due au rajout du préfixe cyclique, l’émission hors bande

(Out-of-Band (OoB)) due à l’utilisation d’un filtre de mise en forme rectangulaire ou encore la vul-

nérabilité vis-à-vis les erreurs de synchronisation temporelle ou fréquentielle ont motivé l’émergeance

dans la littérature de candidats alternatifs pour l’implémentation des modulations multiporteuses

tels que FBMC, UFMC et GFDM [10].

1.3.2 PAPR du signal OFDM

Le signal OFDM est caractérisé par une forte fluctuation du signal avec des larges pics au cours du

temps. En effet, vu qu’un signal OFDM est la somme d’un grand nombre de sous-porteuses modulées

d’une façon indépendante (voir (1.33)), le signal résultant suit une distribution souvent considérée

comme presque normale. Cela est problématique car avec des larges pics, l’amplificateur analogique

doit opérer à un faible niveau afin d’éviter que ces pics n’atteignent sa région de saturation (voir

Figures 1.7 et 1.8). Il en résulte une perte d’efficacité énergétique et de couverture. Dans le cas

contraire, si l’amplificateur fonctionnait près de sa région de saturation, une distorsion non linéaire

apparaitrait conduisant ainsi à une perte significative de performance (voir la Figure 1.8 [11]).

Nous pouvons caractériser les fluctuations d’un signal par son PAPR ; c’est simplement le rapport

de la puissance instantanée maximale sur la puissance moyenne du signal. Ainsi, le PAPR est une

mesure sans dimension d’une forme d’onde qui indique à quel point les pics du signal sont larges.

Pour le cas discret, le PAPR est donné par :

PAPR =
maxn=0,··· ,N−1|xe(n)|2

E(|xe(n)|2)
, (1.35)

où l’expression de xe(n) est donnée par (1.33) dans le cas d’un signal OFDM.

Le PAPR est généralement analysé par sa fonction de répartition complémentaire (Complemen-
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Figure 1.7 – Un exemple du module carré d’un symbole OFDM dans le domaine temporel.

Figure 1.8 – Un symbole OFDM avec un large PAPR (en dessous, à droite), la réponse réelle
(rouge) et idéale d’un amplificateur (en haut, à droite) et la sortie de l’amplificateur à gauche.
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Figure 1.9 – CCDF (γ) pour plusieurs valeurs de sous-porteuses N. En pointillés, les résultats de
simulations Monte-Carlo et en traits continus les résultats de l’équation (1.36).

tary Cumulative Distribution Function (CCDF)), i.e. la probabilité que le PAPR dépasse un certain

seuil γ. En supposant que les symboles sk sont indépendants et identiquement distribués (Inde-

pendent and Identically Distributed (i.i.d.)), il en découle que les symboles xe(n) sont alors aussi

i.i.d et la CCDF peut être développée comme suit :

CCDF (γ) = Pr(PAPR > γ)

= 1− Pr(PAPR ≤ γ)

= 1−
N−1∏
n=0

Pr(
|xe(n)|2

E{|xe(n)|2} ≤ γ)

= 1−
(∫ γ

0

exp(−z)dz
)N

= 1− (1− exp(−γ))N ,

(1.36)

où la quatrième ligne dans (1.36) vient du fait que
|xe(n)|2

E{|xe(n)|2} suit une distribution exponentielle

d’espérance unitaire (i.e. xe(n) suit une distribution du khi-carré à deux degrés de liberté).

La Figure 1.9 montre les résultats de simulations Monte-Carlo et les résultats obtenus avec

les résultats théoriques basés sur l’approximation central limite. Nous pouvons constater que pour

N ≥ 64 les résultats des simulations correspondent bien à la théorie [11].
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1.3.3 Techniques de réduction du PAPR

Pour faire face au problème du PAPR élevé, diverses techniques de réduction du PAPR ont été

proposées jusqu’à présent dans la littérature. Ces méthodes permettent de réduire le PAPR au prix

d’une dégradation des performances en TEB, d’une perte d’efficacité spectrale ou énergétique et/ou

d’une augmentation de complexité de calcul. Dès lors, aucune technique ne peut convenir à tous

les systèmes de communication [12–15]. Une méthode appropriée pour un système doit répondre au

mieux à ses exigences.

Dans le reste de cette section, nous passerons brièvement en revue les principales techniques propo-

sées. Ces méthodes peuvent généralement être classées en trois catégories principales : techniques de

distorsion du signal, techniques de codage et techniques probabilistes.

1.3.3.1 Techniques de distorsion du signal

Comme son nom l’indique, ces techniques introduisent intentionnellement une distorsion au signal

dans le but de réduire le PAPR. La méthode la plus basique de cette classe consiste à simplement

remplacer les pics du signal OFDM par une valeur prédéterminée dans le cas où l’amplitude du pic la

dépasse (clipping). La nature du traitement introduit une distorsion du signal ainsi qu’une émission

hors bande. Pour limiter cette dernière, il est coutume de filtrer le signal au risque de voir réappa-

raitre des pics au-dessus du seuil. Au détriment d’une complexité élevée, une méthode itérative peut

être utilisée afin de limiter l’émission hors bande et garantir une réduction désirable du PAPR [16].

Contrairement aux méthodes de clipping où le traitement effectué du côté de l’émetteur est

irréversible, d’autres méthodes dites de compression-extension (companding) sont proposées dans la

littérature. En effet, ces techniques préconisent l’utilisation d’une fonction monotone pour réduire les

valeurs des pics et en même temps augmenter les faibles valeurs du signal. Néanmoins, la réduction

du PAPR s’obtient toujours au dépens d’une dégradation de TEB due à une délocalisation des

symboles de la constellation ainsi qu’une augmentation du niveau de bruit lors du decompanding.

Plusieurs techniques de compostions (companding) ont été proposées dans la littérature telles que

le "µ-law companding" et l’"exponential companding" [17–19].

1.3.3.2 Techniques de codage

L’idée de base de ces techniques est assez simple : elle consiste à choisir un sous-ensemble de mots

de code avec un PAPR désirable. Les blocs de bits de données d’entrée sont alors mappés sur l’un

des mots de codes présélectionnés avec un code correcteur (par exemple un code cyclique) [20, 21].

Cette méthode permet de réduire le PAPR au détriment d’une complexité plus élevée du côté de

l’émetteur et du récepteur, ainsi qu’une réduction de l’efficacité spectrale.
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1.3.3.3 Techniques probabilistes

Parmi les méthodes probabilistes, nous trouvons d’abord les algorithmes SeLective Mapping

(SLM) [12, 15]. Avec cette technique, l’émetteur génère en parallèle pour le même bloc de symboles

d’information plusieurs symboles OFDM possibles en multipliant les symboles par différentes sé-

quences de phase et il choisit pour émission, le symbole OFDM ayant le plus faible PAPR. Cette

technique permet alors de réduire statistiquement le PAPR au détriment d’une complexité élevée

du côté de l’émetteur, vu que plusieurs blocs IFFT sont nécessaires du côté de l’émetteur, et d’une

perte spectrale car pour chaque symbole OFDM, l’indice de la séquence de phase utilisé doit être

codé et transmis au récepteur car ce dernier, dans les algorithmes SLM traditionnels, est primordial

pour le décodage.

Pour éviter toute perte spectrale, des algorithmes aveugles SLM ont été proposés dans la littéra-

ture [22–24]. Ils proposent d’utiliser des algorithmes basés sur le critère ML du côté du récepteur

pour estimer l’indice de la séquence de phase utilisé. La complexité élevée du côté du récepteur a

motivé la proposition d’autres algorithmes de détection tels que le décodeur ML dur et un estima-

teur en deux étapes reposant sur un algorithme de Viterbi suivi d’une étape de vérification et de

correction [25].

Il est finalement important de noter un effet de saturation pour les techniques SLM, en effet le

gain additionnel en PAPR décroit au fur et à mesure que le nombre de séquences de phase possible

augmente [12–15].

Par ailleurs, le principe des techniques probabilistes d’entrelacement est assez similaire à celui

des techniques SLM. En effet, au lieu d’une multiplication par des séquences de phase, l’émetteur

permute les symboles originaux de plusieurs façons et génère les symboles OFDM correspondants

afin d’émettre celui avec le plus faible PAPR [26]. Similairement à la technique SLM classique, cette

méthode induit une perte spectrale due à l’émission de l’indice de l’entrelaceur utilisé par l’émet-

teur. Afin de préserver l’efficacité spectrale, [27] propose d’incorporer l’indice de l’entrelaceur dans

les symboles pilotes destinés à l’estimation de la réponse du canal. Toutefois, cela peut affaiblir les

performances d’égalisation du côté du récepteur [28] et cette technique n’est pas adaptée au cas d’un

canal à évanouissement lent [29].

De leur côté, les techniques dites de Tone Reservation (TR) sacrifient quelques sous-porteuses

pour transmettre un signal de réduction du PAPR à la place des symboles d’information. Un bon

choix de ce signal de réduction du PAPR peut alors réduire les pics du signal d’origine et ainsi réduire

le PAPR [30]. En plus de la perte d’efficacité spectrale et énergétique, il s’ajoute une complexité du

côté de l’émetteur dans l’optimisation du choix du signal de réduction du PAPR. En ignorant les

sous-porteuses réservées, le récepteur décode sans surplus de complexité les symboles d’information.



CHAPITRE 1. TRAITEMENT DU SIGNAL POUR LES COMMUNICATIONS NUMÉRIQUES 23

Pour leur part, les méthodes dites de Tone Injection (TI) consistent à augmenter la taille de la

constellation de façon à ce qu’un point de la constellation originale puisse être mappé différemment.

Un point de la constellation d’origine est alors remplacé par un autre dans la constellation étendue

dans le but de réduire le PAPR [31]. Ces techniques peuvent malheureusement augmenter la puis-

sance moyenne de signal et augmenter la complexité du côté de l’émetteur.

Finalement, les méthodes dites Active Constellation Extension (ACE) mappent les symboles

situés sur les bords extérieurs de la constellation d’origine sur des positions arbitraires sans diminuer

la distance minimale entres les symboles. Cette liberté de mapping peut être exploitée pour réduire

le PAPR [32]. Contrairement aux techniques TI, l’augmentation de la puissance moyenne de signal

avec l’ACE est moins importante. Néanmoins, les performances en termes de réduction du PAPR

décroissent au fur et à mesure de l’augmentation de la taille de constellation à cause de la nature

même de l’ACE.

1.4 Conclusion

Nous avons tout d’abord présenté les caractéristiques principales des canaux à évanouissements.

En général, le signal émis sur ce type de canal emprunte différents chemins pour atteindre le récep-

teur. Cela engendre une nécessité en synchronisation du côté du récepteur et un besoin d’égalisation

dans certains cas. De surcroît, les signaux issus des multiples chemins peuvent s’ajouter d’une ma-

nière constructive ou destructive. Les canaux à évanouissements ne sont donc pas fiables, entrainant

un besoin en techniques de diversité.

Sur des canaux sélectifs en fréquence, les systèmes de communication à haut débit utilisent

souvent l’OFDM pour sa forte densité spectrale et sa faible complexité tout en évitant une égalisation.

Néanmoins, cette modulation introduit un PAPR important à cause de la forme de ces signaux.

Pour faire face à ce problème, de nombreux algorithmes ont été proposés et perfectionnés au cours

des dernières décennies. Ces algorithmes permettent, au détriment d’une efficacité énergétique ou

spectrale réduites ou d’une complexité élevée, de réduire le PAPR.

La fiabilité d’une modulation OFDM sur un canal à évanouissements repose souvent sur le choix

d’un codage canal, au prix d’une redondance qui réduit le débit utile. Cela est l’objet de différents

rappels spécifiques dans le chapitre 2.
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Ce chapitre est organisé comme suit. La première section explique l’intérêt des modulations

codées sur le canal Gaussien et présente le principe de fonctionnement des modulations codées en
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treillis. La section qui suit est dédiée à la présentation de la modulation codée (entrelacée) binaire

et elle souligne l’ordre de diversité élevé que l’on peut avoir avec ce schéma de codage sur les canaux

à évanouissements. De surcroit, la troisième section présente les constellations tournées, démontre

leur intérêt sur les canaux à évanouissements et passe en revue plusieurs méthodes pour la sélection

de l’angle de rotation. Le problème de complexité élevée de démodulation pour ces constellations

tournées est introduit et l’apport de plusieurs démappeurs est résumé dans cette même section.

Enfin, la quatrième section conclue ce chapitre et ouvre des perspectives couvertes par les chapitres

suivants.

2.1 Modulation codée en treillis pour le canal BABG

On appelle modulation codée (Coded Modulation (CM)), la combinaison d’une constellation de

valence supérieure à 2 avec un code de correction d’erreur.

2.1.1 Motivation

Pour améliorer les performances en TEB à énergie de transmission et débit utile fixés, et avant

même l’avènement des turbo-codes, les chercheurs en codage canal ont longtemps cru qu’il fallait

nécessairement sacrifier l’efficacité spectrale ; dès lors le codage était d’un intérêt limité pour les

systèmes contraints en bande passante [42, 43]. En première approche, on aurait pu penser qu’il

suffisait d’augmenter la taille de constellation ; la Figure 2.1 montre la capacité du canal Gaussien

avec une entrée équiprobable [44] ; nous pouvons remarquer que par exemple, avec la constellation

QPSK non codée nous atteignons une capacité de 2 bits/symbole avec un TEB = 10−5 à un

RSB=12.9 dB alors qu’avec la constellation 8-PSK codée avec un rendement 2/3 ces performances

seraient possibles à un RSB=5.9 dB, soit une différence de 7 dB.

Toutefois, dans la pratique, si nous ajoutons un bit codé à 2 bits d’information et utilisons la

constellation 8-PSK, d’une façon indépendante, des résultats décevants sont obtenus ; il nous faut

un code convolutif de rendement 2/3 à 64 états et un décodage de Viterbi juste pour rattraper

les mêmes performances que la constellation 4-PSK non codée [44] et donc les gains théoriques

potentiels ne sont pas atteints. Les gains ont tendance à saturer avec un nombre d’états croissant

exponentiellement.

Pour comprendre les raisons de ces mauvais résultats, il nous faut examiner la probabilité d’erreur

du système.

Supposons que le mot de code x = {x1, x2, · · · , xn} de n symboles réels ou complexes a été transmis ;

avec la borne de l’union [2], nous pouvons majorer la probabilité qu’un autre mot de code x̂ soit
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Figure 2.1 – Comparaison des capacités de plusieurs constellations M-PSK sur le canal Gaussien.

détecté au lieu de x :

Pe(x) ≤
∑
x̂ 6=x

Q

(
d2
E(x, x̂)

2σ2
n

)
, (2.1)

où dE(x, x̂) est la distance Euclidenne entre x et x̂, σ2
n est la variance de bruit par dimension et la

fonction Q est donnée par :

Q(u) =
1√
2π

∫ +∞

x

e
−
u2

2 du. (2.2)

Optimiser la constellation et le codage canal d’une façon indépendante n’est donc pas une bonne

approche sur le canal Gaussien ; en effet, avec les constellations M-aires avecM > 2, rien ne garantit

qu’un code avec une bonne distribution de distances de Hamming donnera une bonne distribution

de distances Euclidiennes.

Nous nous focalisons dans la suite du paragraphe 2.1.2 sur la modulation codée avec un code

convolutif appelé modulation codée en treillis (Trellis Coded Modulation (TCM)). D’une façon ana-

logue, les modulations codées en blocs sont proposées dans la littérature [43,47].

2.1.2 Principe de fonctionnement

Pour optimiser conjointement le codage et la modulation, Ungerboeck [44–46] propose les mo-

dulations codées en treillis (TCM) basées à la fois sur l’utilisation d’un code convolutif (qui rajoute
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Figure 2.2 – Structure générale du codeur/mapping pour les modulations codées en trellis.

Figure 2.3 – Le principe de Set Partitioning.

un bit codé) et sur le principe du Set Partitioning mapping des constellations. La structure générale

du codeur/mapping des points de la constellation pour les modulations codées en trellis est donnée

par la Figure 2.2.

On travaille sur des groupes de m bits que l’on divise en 2 sous-groupes de m̃ bits et de m− m̃ bits ;

m̃ désigne pour chaque groupe de m bits à coder, ceux qui bénéficient d’une redondance par un code

convolutif de rendement m̃/m̃+ 1 et les m̃+ 1 bits encodés sélectionnent un premier sous-ensemble

de points possibles dans la constellation (cf. Set Partitioning ci-dessous). Les m− m̃ restants (éven-

tuellement aucun) ne bénéficient d’aucune redondance et désignent le cas échéant un point précis

dans le sous-ensemble présélectionné par les bits codés.

2.1.2.1 Set Partitioning mapping

L’idée de Set Partitioning est illustrée par la figure 2.3 pour la constellation 16-QAM et m̃+1 = 4.

On veut étiqueter les points de la constellation en fonction des bits codés. Pour cela, on part d’une
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constellation ayant une certaine distance Euclidienne minimale ∆0 entre points et on divise tout

d’abord la constellation (e.g. 16-QAM de la figure 2.3) en deux sous-ensembles afin d’augmenter

au maximum la distance Euclidienne minimale ∆1 entre les points de chaque sous-ensemble. Nous

associons z0
n = 0 (resp. z0

n = 1) pour identifier l’un de ces deux sous-ensembles noté B0 (resp.

l’autre sous-ensemble noté B1). B0 et B1 sont à leur tour divisés similairement en sous-ensembles

C0 , C1, C2 et C3 que nous pouvons distinguer avec les deux bits z1
n et z0

n. Le processus continue

récursivement et s’achève après m̃+1 itérations. Nous obtenons alors un arbre de partition avec une

propriété fondamentale : si le label de deux sous-ensembles concordent dans les q premières positions

mais diffère au niveau du bit zqn , alors les deux sous-ensembles sont au même niveau q de l’arbre et

la distance Euclidienne minimale qui sépare les symboles de chaque sous symbole est ∆q.

Nous allons voir à présent le lien entre le Set Partitioning et le code convolutif de rendement m̃/m̃+1.

2.1.2.2 Codes convolutifs pour les modulations codées en treillis

Soit dfree la distance Euclidienne minimale entre deux mots de code convolutif que l’on cherche

à maximiser afin d’améliorer les performances. La distance dfree est égale au minimum entre d’une

part la distance minimale ∆m̃+1 entre deux chemins qui divergent et puis convergent sur une branche

du treillis (souvent appelé transition parallèle ; elle caractérise le treillis d’une TCM qui contient des

bits non codés), et d’autre part, la distance minimale dfree(m̃) entre deux chemins qui divergent et

puis convergent sur plus de deux branches :

dfree = min(∆m̃+1, dfree(m̃)), (2.3)

où :

∆m̃+1 est la distance minimale entre les transitions parallèles dans le diagramme en treillis qui a été

maximisée en utilisant le Set Partitioning mapping et

dfree(m̃) est la distance Euclidienne minimale entre les transitions non parallèles qui doit être maxi-

misée avec la sélection d’un bon code convolutif. Pour ce faire, Ungerboeck considère un code convo-

lutif récursif systématique défini par les polynômes suivants :

H(D) =

[
h(m̃)(D)

h(0)(D)
, · · · , h

(1)(D)

h(0)(D)
, 1

]
(2.4)

où h(j) = h
(j)
0 + h

(j)
1 D + · · · + h

(j)
v Dv pour tout j, avec comme normalisation h

(0)
0 = h

(0)
v = 1.

Pour obtenir un bon code [44–46], il faut que les symboles qui partent ou qui entrent dans le même

état du treillis soient séparés par au moins la distance ∆1. Cette condition permet de garantir que

2∆1 ≤ dfree(m̃) et donc de maximiser la distance minimale dfree dans (2.3). Pour satisfaire cette

condition, il suffit d’imposer que h(1)
0 = h

(2)
0 = · · · = h

(m̃)
0 = 0 et h(1)

v = h
(2)
v = · · · = h

(m̃)
v = 0
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Figure 2.4 – Le code convolutif avec les restrictions imposées.

afin que z0
n soit le même pour les symboles qui entrent et qui sortent d’un même état ; cela garantit

avec le Set Partitioning une distance de 2∆1 au moins. La Figure 2.4 illustre la structure de code

convolutif avec les restrictions imposées.

Via une recherche exhaustive, les meilleurs codes ont été obtenus dans la littérature [42–44] pour

plusieurs configurations de paramètres. Ces codes avec le Set Partitioning mapping permettent un

gain de codage asymptotique significatif.

Un des inconvénients principaux de cette approche est que le code convolutif à utiliser varie avec

les paramètres du système (tels que m, m̃, v, la constellation utilisée). Pour contourner cette li-

mitation, Viterbi [48] propose une approche dite pragmatique avec l’utilisation d’un seul code

convolutif (avec v = 6 et de rendement 1/2), défini par H0(D) = 1 + D + D2 + D3 + D6 et

H1(D) = 1 + D2 + D3 + D4 + D6. Malgré la sous-optimalité de ce code, un gain de codage quasi-

optimal est obtenu par rapport à de nombreuses configurations de paramètres possibles.

2.1.3 Modulation multidimensionnelle codée en treillis

Avec les modulations codées en Treillis, Ungerboeck s’est limité au cas où le code convolutif

rajoute un bit codé à m bits source et les m + 1 bits sélectionnent un symbole d’une constellation

réelle ou complexe. Dans la littérature, le principe a été généralisé pour mapper les m + 1 bits

sur L symboles de constellation (L dimensions dans le cas réel ou 2L dimensions dans le cas com-

plexe) [42,43,52,56].

Similairement aux modulations TCM, les modulations multidimensionnelles codées en treillis (Mul-

tiple Trellis Coded Modulation (MTCM)) consistent à encoder un sous-ensemble de m̃ bits avec

un code convolutif de rendement m̃/m̃ + 1. Les (m̃ + 1) bits sélectionnent un sous-ensemble de la

constellation multidimensionnelle avec le même principe du Set Partionning, tandis ques les autres

(m− m̃) bits restants choisissent un point constitué de L symboles réels ou complexes dans le sous-
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ensemble présélectionné.

Grâce aux degrés de liberté supplémentaires de choisir parmi L symboles au lieu d’un seul, citons

les avantages suivants de la MTCM par rapport à la TCM [42,43] :

— Une meilleure efficacité spectrale peut être réalisée.

— Des gains supplémentaires de codage peuvent être obtenus avec des techniques de mise en

forme de la constellation (signal shape).

— Les constellations multidimensionnelles peuvent être conçues avec un meilleur PAPR.

2.1.4 Les modulations turbocodées

Plus récemment, pour concevoir des systèmes avec un gain de codage important et à grande

efficacité spectrale, les modulations turbocodées ont été proposées par [49–51, 53, 54]. Comme son

nom l’indique, les modulations turbocodées sont basées sur l’association de turbo-code /modulation.

Pour faire cette association, [51] propose une approche pragmatique associant un turbo code et une

modulation ; avec cette technique, un seul turbo code est nécessaire, le mapping de Gray (ou quasi-

Gray) est utilisé, et le récepteur estime avec le même décodeur que pour les turbocodes binaires les

symboles à partir des LLRs normalisés des bits reçus.

Différemment de, [51], [49, 50] proposent de concaténer deux TCMs en parallèle séparés par un en-

trelaceur opérant au niveau symbole (i.e. l’ordre des bits qui constituent un symbole reste donc

inchangé). Les symboles à transmettre avec ce schéma sont sélectionnés alternativement des sym-

boles à la sortie de la première TCM et la sortie désentrelacée de la deuxième TCM. Un autre schéma

TTCM est proposé dans [53, 54] avec deux différences principales par rapport à [49, 50] : avec ce

schéma, l’entrelacement se fait au niveau bit et au lieu de poinçonner des bits de parité, [53] suggère

un poinçonnage des bits systématiques.

Les schémas TTCM permettent généralement un avantage de 0.5 dB à 1 dB par rapport à l’ap-

proche pragmatique [51]. Toutefois, l’approche pragmatique présente plusieurs avantages telles que

la comptabilité avec les turbo-codes binaires et la simplicité d’adaptation à plusieurs configurations

de paramètres [55].

2.2 Modulation codée binaire

2.2.1 Modulation codée sur les canaux à évanouissements avec entrela-

cement par symbole

Le critère de la maximisation de la distance Euclidienne entre les mots codés s’est révélé d’une

grande importance pour la conception d’un système de communication performant sur le canal

Gaussien.
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Le chemin vers la modulation codée binaire a commencé lorsque les chercheurs ont voulu adapter

des modulations codées aux canaux à évanouissements. En effet, sur ces canaux, d’autres critères ont

été formulés dans la littérature dans la quête des systèmes plus performants [57]. Pour ce faire, [57]

considère un canal de Rice sans mémoire de paramètre K (pour k = 0, on retrouve une loi de

Rayleigh). Notons qu’un entrelaceur opérant au niveau symbole est utilisé. De surcroît, il est supposé

que le récepteur décode une information d’état de canal (Channel State Information (CSI)) idéale.

Avec le modèle discret, le signal reçu s’écrit alors :

rk = hkxk + nk, (2.5)

où xk est le symbole émis à l’instant k, nk est un bruit blanc Gaussien de densité spectrale unilatérale

N0 et hk est l’atténuation de canal suivant la densité de probabilité :

P (h) =

2h(1 +K)e−K−h
2(1+K)I0

(
2h
√
K(1 +K)

)
, si h ≥ 0,

0, sinon,
(2.6)

I0(x) étant la fonction de Bessel de 1ère espèce et du 1er ordre.

Avec la borne de l’union [2], la probabilité d’erreur binaire est majorée par :

Pb ≤
∑
x∈C

∑
x̂ 6=x∈C

dH(x, x̂)P (x)P (x→ x̂), (2.7)

où C est l’ensemble des mots codés, dH(x, x̂) est la distance de Hamming entre les bits des mots

codés x et x̂, P (x) est la probabilité que x soit émis et P (x→ x̂) est la probabilité que x̂ soit détecté

alors que x est envoyé. Pour un RSB suffisamment large, P (x→ x̂) peut être majorée par [57] :

P (x→ x̂) ≤
∏

xn,x̂n∈χ|xn 6=x̂n

e−K(
Es
N0

)( |xn − x̂n|2
4(1 +K)

) , (2.8)

où Es est l’énergie moyenne d’un symbole de constellation χ émis et l’argument sous le signe produit

désigne les suites des symboles codés qui diffèrent (en au moins une position de symbole) sur la

longueur d’un mot de code. On peut finalement réécrire (2.7) :

Pb ≤
∑
x∈C

∑
x̂6=x∈C

dH(x, x̂)P (x)

(
N0

Es

)α(x,x̂)
e−K∏

xn,x̂n∈χ|xn 6=x̂n

( |xn − x̂n|2
4(1 +K)

) , (2.9)

où α(x, x̂) est le nombre de symboles de la constellation qui différent entre les 2 mots de code x de

x̂.
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Ainsi, il est clair que les performances asymptotiques à fort rapport signal sur bruit dépendent

avant tout de L = minx6=x̂∈C(α(x, x̂)), où L peut être vu comme un ordre de diversité. Il est

donc important de retenir que sur un canal à évanouissement, le critère de distance Euclidienne à

maximiser ne rentre plus en compte et les modulations TCM à la Ungerboeck perdent leur intérêt ;

en effet, elles ont été optimisées pour leurs propriétés de distance Euclidienne avant tout, et du

fait des transitions dite parallèles dues aux bits non codés de la TCM, α(x, x̂) minimal vaut en

général 1 pour les TCM et on ne peut plus bénéficier d’effet de diversité (cf. (2.9)). [57] a légèrement

amélioré les résultats obtenus avec une TCM à la Ungerboeck en faisant des combinaisons linéaires

des bits d’information qui suppriment les transitions parallèles mais L reste au mieux limité à une

faible valeur et au pire L = 1. De surcroît, on peut remarquer dans (2.9) que les performances

asymptotiques dépendent en deuxième lieu du "produit distance 2D" entre les mots codés le long

des chemins erronés les plus courts (cf. terme de droite dans (2.9)), où ce produit distance est

seulement calculé sur les indices pour lesquels les symboles de constellation χ entre x et x̂ diffèrent.

La section suivante traite donc de modulations codées mieux adaptées que la TCM aux canaux à

évanouissements : il s’agit des BICM (Bit-Interleaved Coded Modulation (BICM)).

2.2.2 Principe de la modulation codée (entrelacée) binaire sur les canaux

à évanouissements

2.2.2.1 Modèle du système

La Figure 2.5 introduit le système BICM [58,59]. Du côté de l’émetteur, les bits sont codés avec

un code correcteur d’erreur. Les bits codés ck sont ensuite entrelacés avec un entrelaceur π et chaque

groupe de log2(M) bits est transformé en un symbole d’une constellation χ avec une fonction de

mapping µ, où M est la taille de la constellation.

L’entrelaceur peut être vu comme l’association à chaque indice k d’un bit codé, de deux indices

(k′, i) où k′ désigne l’indice du symbole transmis xk′ d’une constellation χ vérifiant li(xk′) = ck et

li(xk′) indique le i-ème bit du symbole xk′ . La nouveauté par rapport à la section précédente est

que l’entrelacement se fait systématiquement à présent au niveau bit, plutôt qu’au niveau symbole.

Du côté du récepteur, le décodage ML cohérent consiste à calculer :

ĉ = argmax
c∈C

∑
k

log
(
P.|θ

k
′

(
rk′ |li(xk′ ) = ck

))
, (2.10)

où rk′ et θk′ désignent respectivement le symbole reçu et le CSI associés à l’émission du symbole

xk′ et P.|θk′ désigne la densité de probabilité où θk′ est supposé connu.

Avec un entrelacement dit "idéal" le modèle BICM est équivalent à log2(M) canaux binaires paral-



CHAPITRE 2. ÉTAT DE L’ART : CODAGE ET MODULATION 33

Figure 2.5 – Système BICM.

lèles indépendants et sans mémoire (voir Figure 2.6).

Le récepteur, connaissant la fonction d’entrelacement π, calcule alors la métrique suivante :

λiθ
k
′ (rk′ , ck) = P.|θ

k
′

(
rk′ |li(xk′ ) = ck

)
, (2.11)

et sélectionne le mot codé ĉ grâce à (2.10).

2.2.2.2 La conception d’un système BICM

Étant donné qu’avec un entrelaceur parfait le canal est sans mémoire, nous simplifions les nota-

tions en renonçant dans cette sous-section à l’utilisation des indices k et k
′
.

Considérons un décodeur avec des connaissances additionnelles appelé « genie decoder» [60] qui sait

que seuls 2 mots de codés restent vraisemblables. Ces 2 mots sont la séquence de symboles émis

x et il n’y a qu’un seul concurrent possible y. Dans ce cas, la probabilité d’erreur sur un canal de

Rayleigh avec une parfaite connaissance du canal pour une constellation linéaire M-QAM/PSK peut

être approximée pour un RSB élevé par [59] :

log10Pb ≈ −df (C)

[
(Rd2

h)dB +

(
Eb
N0

)
dB

]
/10 + const, (2.12)

où df (C) est la distance minimum de Hamming (appelée parfois distance libre) du code, R =

rclog2M est l’efficacité spectrale où rc est le rendement du code et d2
h, paramètre caractéristique des

constellations étiquetées, est donné par [59] :

d2
h =

 1

Mlog2M

log2M∑
i=1

1∑
b=0

∑
x∈χib

1

|x− y|2

−1

, (2.13)
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Figure 2.6 – Modèle équivalent de BICM avec un entrelacement idéal.

où |x − y| désigne la distance Euclidienne entre les symboles x et y de la constellation, χib indique

l’ensemble des points x de la constellation χ dont le i-ième bit de l’étiquetage vaut b : li(x) = b et y

est le point de la constellation le plus proche dont le i-ième bit de l’étiquetage vaut le complémentaire

de b : li(y) = b̄.

L’équation (2.12) montre que la diversité du code est égale à df (C), ce qui est donc significati-

vement supérieur à la diversité que l’on pourrait obtenir avec une modulation TCM sur les canaux

à évanouissements [57, 59]. De plus, différement au cas des TCM, le code correcteur d’erreur avec

un entrelacement par bit est à choisir indépendament de la constellation et du mapping ; en effet,

il faut simplement choisir le code avec la plus large distance libre possible. De surcroît, le meilleur

mapping doit donner la valeur la plus élévée de d2
h. [59] compare les valeurs de d2

h pour le Gray

mapping ou le quasi-Gray mapping quand le Gray mapping n’est pas possible et le Set Partitioning

mapping d’Ungerboeck pour plusieurs constellations. Il en résulte que le Gray (ou le quasi-Gray)

mapping donne systématiquement des meilleurs résultats que le SP mapping [59].

Par ailleurs, la capacité de la modulation codée binaire à entrée discrète et uniforme, et à sortie

souple s’écrit en supposant une parfaite connaissance de l’état de canal CSI [58] :

CBICM = log2M −
log2M∑
i=1

Eb,r,θ

(
log2

∑
z∈χ P.|θ(r|z)∑
z∈χib P.|θ(r|z)

)
, (2.14)

où E désigne l’espérance.

Finalement, on peut noter que [61] compare la capacité BICM pour plusieurs constellations à
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Figure 2.7 – Les structures des constellations 8-PSK, (1,7) et 8-cross.

8 et à 16 symboles. La meilleure constellation à 8 symboles peut être, en fonction de l’efficacité

spectrale du système, soit la 8-PSK, soit la 8-cross ou encore la constellation (1,7) (voir Figure 2.7).

Parmi les constellations à 16 symboles considérées par [61], la 16-QAM permet, indépendamment

de l’efficacité spectrale, d’obtenir la meilleure capacité.

2.2.3 Modulation codée binaire décodée itérativement (BICM-ID)

Le modèle BICM peut être considéré comme l’association de deux codages en série (un code

correcteur d’erreur par exemple de type turbo-code convolutif et un mappeur pour l’étiquetage des

points de la constellation), séparés par un entrelaceur. En réception, à l’instar du décodage turbo [62],

en procédant à un décodage itératif, on peut théoriquement améliorer les performances. En effet, à

chaque itération, le démappeur utilise l’information extrinsèque à la sortie du décodeur de l’itération

précédente comme une information a priori L(cj) et calcule les nouveaux LLRs :

L(ĉj) = log

(
P (cj = 1|rk′ )
P (cj = 0|rk′ )

)
= log

∑x∈χi1 e
log(P (r

k
′ |x,h

k
′ )+P (x))∑

x∈χi0 e
log(P(r

k
′ |x,h

k
′ )+P (x))

 , (2.15)

où x dans χib désigne tout point de la constellation dont le i-ième bit vaut b et P (x) est donnée par

la sortie du décodeur à l’itération précédente (Pour préciser les notations des indices, le j-ième bit

d’information est porté par le i-ième bit du k
′
-ième symbole).

La sortie extrinsèque du démappeur est alors :

Le(ĉj) = L(ĉj)− L(cj). (2.16)

Après le désentrelacement, le décodeur prend à son tour en compte les nouvelles informations fournies

par le démappeur afin d’améliorer le décodage. En effectuant plusieurs itérations, les performances

de TEB peuvent être considérablement améliorées.
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Figure 2.8 – Mapping des symboles 8-PSK.

A un RSB suffisamment élevé, si la séquence décodée ĉ est différente de celle émise c, il est très

probable que la distance de Hamming entre ces deux séquences soit égale à la distance minimum du

code correcteur d’erreur df (C). Avec un large entrelaceur, l’hypothèse que chacun de ces bits erronés

soit envoyé sur des symboles xk différents est assez vraisemblable. Par conséquent, [65] propose un

mappeur appelé Maximum Squared Euclidean Weight (MSEW) qui maximise la distance Euclidienne

entre les symboles qui diffèrent d’un seul bit (voir figure 2.8).

De surcroît, pour assurer théoriquement la convergence du décodage itératif, il faut que la fonction

EXIT chart du démappeur complète au mieux à celle du décodeur afin de permettre l’amplification de

l’information au cours des itérations successives. Ainsi, [65] propose, pour des mots de N symboles

d’un émetteur, d’utiliser alternativement deux mappeurs suivant les positions des symboles tels

qu’une proportion η = Nd/N des symboles soit mappée avec le Gray mapping, alors que les autres

symboles sont mappés avec le MSEW mapping. L’allure de la fonction EXIT du mappeur global

change en fonction de η comme le montre la Figure 2.9 où Ii,1 (resp. Io,1) représente l’information

mutuelle entre l’information extrinsèque et les bits codés à l’entrée (resp. à la sortie) du démappeur

respectivement sur le canal Gaussien à un RSB = 3.5 dB. Il suffirait alors, dans la conception

du système de communication, de fixer le taux η pour que la fonction EXIT du mappeur global

corresponde au mieux à celle du décodeur comme évoqué précédemment.

2.3 Les constellations tournées

2.3.1 Principe de fonctionnement

Les techniques de diversité évoquées dans la sous-section 1.1.2 ne sont qu’une forme de codage

par répétition. [66, 67–69] proposent une autre forme de codage plus sophistiquée dite diversité de

modulation (Signal Space Diversity (SSD)) qui permet d’augmenter la diversité de façon inhérente.
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Figure 2.9 – EXIT chart du mapping global en fonction de η pour une 8-PSK [65].

Cette diversité permet donc un gain de codage sur les canaux à évanouissements sélectifs et ainsi

un gain en performance et ce, sans compromettre l’efficacité spectrale et énergétique du système de

communication. Pour ce faire, la première étape consiste en une simple rotation de la constellation

classique notée S par un angle de rotation. Les symboles de la constellation tournée sont donnés

alors par :

x = R

s1

s2

 , (2.17)

où R est la matrice de rotation :

R =

cosθ −sinθ
sinθ cosθ

 , (2.18)

et θ ∈ [0, 2π[ est un angle de rotation. La rotation seule ne permet pas un gain en diversité, il est

en effet primordial de transmettre les composantes x1 et x2 d’un symbole tourné x sur deux canaux

indépendants, par exemple pour exploiter la diversité fréquentielle sur un canal sélectif en fréquence,

mais cette diversité ne pourrait pas être exploitée si les symboles n’étaient pas tournés avant émission.

Pour mieux illustrer le principe de fonctionnement, considérons la constellation QPSK classique. Les

symboles tournés correspondants sont donnés par :

xA = R

a
a

 , xB = R

−a
a

 , xC = R

−a
−a

 , xD = R

 a

−a

 .
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Figure 2.10 – Les constellations QPSK classique (en bleu) et tournée (en rouge).

Le signal reçu s’écrit :

ri = hizi + ni, i = 1, 2, (2.19)

où z désigne le symbole émis, h1 (resp. h2) représente le coefficient d’évanouissement de la compo-

sante en phase z1 (resp. en quadrature z2) et ni est un bruit Gaussien blanc de variance N0.

Contrairement à la constellation classique (non tournée), chaque symbole de la constellation tournée

possède sa propre composante en phase et sa propre composante en quadrature (voir figure 2.10),

distinctes des autres composantes de tous les autres points de la constellation. Si une de ces deux

composantes est effacée par le canal, elle est perdue avec les constellations classiques, alors que le

récepteur pourrait quand même retrouver toute l’information (en phase et en quadrature) avec les

constellations tournées, puisque la seule composante reçue porte à la fois l’information en phase et

en quadrature d’origine et permet d’identifier un symbole de la constellation classique.

Pour mieux appréhender la diversité de modulation, nous examinons dans la suite la probabilité

d’erreur [64]. Sans perte de généralité, supposons que le symbole xA soit émis ; la probabilité d’erreur

peut être majorée avec la borne de l’union :

Pe ≤ P{xA → xB}+ P{xA → xC}+ P{xA → xD}. (2.20)
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La probabilité conditionnelle P{xA → xB |h1, h2} s’écrit :

P{xA → xB |h1, h2} = Q

√h2
1(xA1 − xB1)2 + h2

2(xA2 − xB2)2

2N0

 = Q

√RSB
(
h2

1d
2
1 + h2

2d
2
2

)
2

 ,

(2.21)

où RSB = a2/N0 et :

d =

d1

d2

 =
1

a
(xA − xB) =

2cosθ

2sinθ

 . (2.22)

En utilisant l’inégalité Q(x) ≤ 1

2
e

−x2

2 [63] et ensuite en faisant l’espérance par rapport à h1 et h2

en supposant que ces deux variables soient indépendantes et suivent la loi de Rayleigh avec variance

unitaire, nous obtenons [64] :

P{xA → xB} ≤
(

1

1 +RSB(d2
1/4)

)(
1

1 +RSB(d2
2/4)

)
. (2.23)

Pour θ 6= 0
[π

4

]
(afin que d1 6= 0 et d2 6= 0), nous pouvons réécrire (2.23) pour un RSB élevé :

P{xA → xB} ≤
16

δAB
RSB−2, (2.24)

où δAB est le produit distance entre xA et xB et s’écrit :

δAB = (d1d2)2. (2.25)

Similairement, nous pouvons obtenir P{xA → xC} et P{xA → xD}. Nous pouvons finalement

réécrire (2.20) :

Pe ≤
48

min
j=B,C,D

δAj
RSB−2. (2.26)

Il est donc clair que pour tout i et j, δij > 0 et la diversité obtenue par rotation est égale à 2.

Plusieurs angles de rotation permettent d’obtenir une diversité égale 2. Dans la section suivante,

nous examinons les critères proposés dans la littérature pour la sélection de cet angle de rotation.

2.3.2 Sélection de l’angle de rotation

L’angle de rotation conditionne les performances du système, il faut donc le choisir judicieuse-

ment [64,67,68,70–76]. Dans la littérature, plusieurs sont les critères proposés à cette fin. D’abord,

l’équation (2.26) suggère que l’angle optimal est celui qui maximise le produit distance minimum
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QPSK 16-QAM 64-QAM 256-QAM
29˚ 16.8˚ 8.6˚ 3.3˚

Table 2.1 – Les valeurs des angles de rotation pour la norme DVB-T2.

entre les symboles de la constellation tournée χ :

θ = argmax
α

[
min
x,y∈χ

2∏
i=1

|xi − yi|
]
. (2.27)

Indépendamment de la taille de la constellation, ce critère conduit aux angles du nombre d’Or [67] :

θ1 = atan(
1±
√

5

2
). (2.28)

Le nombre élevé de voisins à produit distance minimale appelé « kissing number » peut rendre

le choix de θ1 sous-optimal. Un critère alternatif consiste plutôt à étudier la probabilité d’erreur

symbole moyenne [71,72] :

Ps(θi) ≤
1

|χ|
∑
x∈χ

P (x)
∑

x̂ 6=x∈χ
P (x→ x̂), (2.29)

où |χ| est la taille de la constellation ; P (x → x̂) peut être majorée dans l’expression suivante qui

généralise (2.23) (voir annexe A) :

P (x→ x̂) ≤ 1

2

2∏
i=1

1

1 +
(xi − x̂i)2

8N0

. (2.30)

En minimisant (2.29) par un algorithme de descente de gradient, [71] propose alors quelques angles

de rotation pour les constellations QPSK, 8-PSK et 16-QAM sur un canal de Rayleigh.

De surcroît, d’autres critères ont été considérés dans la littérature tels que la distance Euclidienne

au carré minimale entre les composantes des symboles tournés, la distance de Hamming moyenne

entre les symboles voisins en termes de produit de distance, la maximisation de la capacité BICM

et la capacité des modulations codées [73–76].

En outre, des angles de rotation ont été proposés également pour donner les meilleures performances

sur un canal de Rice et de Nakagami et pour un système BICM-ID [77–80].

Finalement, la norme DVB-T2 préconise l’utilisation d’un angle de rotation pour chaque taille

de constellation [81,82]. Ils sont résumés dans la Table 2.1.

Il n’y a donc pas d’angle de rotation optimum dans toutes les cas de figures car ceux-ci dépendent

de la modulation, du canal et du schéma de codage, mais il faut retenir qu’il faut en général faire
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des simulations préalables qui permettent d’éviter certains angles moins favorables alors que de

nombreux angles de rotation permettent des performances assez proches.

2.3.3 Complexité de démodulation

Le processus de démapping souple consiste à calculer les logarithmes de rapport de vraisemblance

pour chaque bit :

Λ
(
li(x)
)

=log

∑
x∈χi0

p(r|x, h)

− log

∑
x∈χi1

p(r|x, h)


=log

∑
x∈χi0

exp

{
−
( |r1−h1x1|2

σ2
+
|r2−h2x2|2

σ2

)}
−log

∑
x∈χi1

exp

{
−
( |r1−h1x1|2

σ2
+
|r2−h2x2|2

σ2

)}, (2.31)

où li(x) représente le i-ème bit du symbole x, h est le vecteur canal (h1, h2), σ2 dénote la variance de

bruit par dimension, χib désigne l’ensemble des symboles de la constellation tournée dont le i-ième

bit est égal à b avec b = 0 ou b = 1 et x1 (resp. x2) désigne la composante en phase (resp. en

quadrature) du symbole x.

Une solution de démapping souple avec une perte négligeable [82] souvent utilisée dans la pratique

est obtenue avec l’approximation Max-Log, s’écrit :

Λ
(
li(x)

)
=

1

σ2
min
x∈χi1

{
|r1−h1x1|2+|r2−h2x2|2

}
− 1

σ2
min
x∈χi0

{
|rI−h1x1|2+|r2−h2x2|2

}
. (2.32)

Vu que les modulations tournées rompent l’indépendance entre les composantes I et Q, les deux

composantes doivent être considérées ensemble pour le calcul de Λ
(
li(x)

)
pour chaque bit transmis

bi avec i = 0, 1, · · · , log2M , où M est la taille de la constellation. Par conséquent, le calcul du LLR

exact (2.31) ou obtenu avec l’approximation max-log (2.32) nécessite d’explorer tous les symboles

de la constellation. Pour des constellations de valence élevée telles que 64-QAM ou 256-QAM, de

tels démappeurs ont donc une complexité de calcul élevée qui a un impact non négligeable sur la

conception du récepteur [84].

Afin de réduire cette complexité de calcul, l’utilisation de démappeurs sous-optimaux basés sur
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l’approximation Max-Log est généralement privilégiée dans la pratique. De plus, dans la littéra-

ture, des méthodes de décorrélation telles que le Zero-Forcing (ZF) et Minimum Mean Square Error

(MMSE) sont proposées [83] ; les atténuations de canal, ainsi que la matrice de la rotation, sont alors

traitées par le récepteur comme la réponse d’un canal MIMO à 2 entrées et 2 sorties. Dès lors, avec

une égalisation classique, on peut séparer les deux composantes et le démapping des symboles « éga-

lisés » peut donc se faire d’une façon traditionnelle avec une complexité en O(log2(M)). Néanmoins,

l’élévation du niveau de bruit et la perte en performance quand la matrice de réponse de canal est

singulière rendent ces méthodes de démapping « unidimensionnelles » fortement sous-optimales et

mal adaptées aux modulations tournées.

Pour remédier à cette perte de performance, nous allons à présent résumer l’apport de plu-

sieurs démappeurs bidimensionnels proposés dans la littérature [85–89]. Ces méthodes permettent

de meilleures performances que les démappeurs unidimensionnels mais avec une complexité plus

élevée.

[85] propose de décomposer l’espace de la constellation QAM en 4 sous-régions selon le signe de

la partie réelle et imaginaire du symbole égalisé. Le démapping souple est alors effectué dans une de

ces régions. Bien que cette méthode réduit la complexité pour une M -QAM et permet de meilleures

performances que [83], la complexité de démapping reste toujours élevée de l’ordre de O(M).

En outre, les auteurs de [86] proposent de diviser la constellation en 2
√
M sous-régions pour les

composantes I et Q respectivement, et de sélectionner deux sous-régions pour chaque bit selon le

symbole égalisé. Cette méthode est plus simple que [85]. Néanmoins, à cause de la faible dépendance

parmi les bits d’un symbole QAM, le nombre total des points de la constellation nécessaire pour le

démapping des bits d’un symbole est approximativement égale à
√
M ((log2M) /2), ce qui rend la

complexité de cette technique finalement comparable à celle proposée dans [85].

De surcroît, [87] propose de séparer l’espace de la constellation en 16 sous-quadrants indépen-

dants. Pour chacun de ces sous-quadrants, [87] construit un histogramme des points de la constel-

lation participant au calcul du Max-Log LLR. Dès lors, 16 histogrammes sont utilisés pour le de-

mapping où la complexité associée et le nombre total des points de la constellation impliqué dans la

procédure de démapping souple dépendent du RSB.

Finalement, [88, 89] proposent une méthode pour sélectionner 2
√
M points de la constellation.

Les valeurs des LLRs pour les bits d’un symbole sont calculés avec ces points déjà sélectionnés. Cette

méthode permet, avec une complexité réduite, d’atteindre les mêmes performances que l’algorithme
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Max-Log.

2.4 Conclusion

L’ordre de diversité du système de communication, sur les canaux à évanouissements, est un pa-

ramètre de performance d’importance considérable. Bien que les modulations codées permettent des

gains substantiels en performance sur le canal Gaussien grâce à la maximisation de la distance Eu-

clidienne entre mots codés, elles deviennent, en général, obsolètes sur les canaux à évanouissements

vu que c’est la diversité et non pas la distance Euclidienne qui influence le plus les performances

du système. Avec le modèle BICM, la diversité du code a été nettement améliorée par rapport aux

modulations codées, ce qui le rend très attractif pour les normes de communication sans fils.

Finalement, il est possible d’augmenter la diversité sans sacrifier ni l’efficacité énergétique ni

celle spectrale du système en utilisant les constellations tournées. En effet, nous avons montré que

la rotation de la constellation et l’émission des composantes en phase et en quadrature des symboles

tournés sur des canaux indépendants permettent de bénéficier de diversité. Ce gain en performance

se fait au détriment d’une complexité plus élevée du côté du récepteur. Cette complexité provient du

fait qu’il faut considérer l’ensemble des points d’une constellation complexe à deux dimensions, alors

que les composantes en phase et en quadrature peuvent être traitées séparément dans le cas d’un

demappeur d’une constellation QAM non tournée classique. Plusieurs algorithmes ont été proposés

dans la littérature pour simplifier le demapping. Toutefois, hormis la norme DVB-T2, la complexité

de démodulation de ces signaux continue de constituer un frein pour une adoption plus large de

cette technique par les normes de communication sans fil.

Le fil directeur au cours des chapitres suivants sera celui des constellations tournées où nous

apporterons plusieurs contributions en commençant par la complexité de démodulation dans le

chapitre 3.
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Figure 3.1 – Le système BICM avec les constellations tournées.

constitue un frein pour une diffusion plus large de cette technique. En effet, pour des constellations

de valence élevée, les démappeurs bidimensionnels proposés dans la littérature ont une complexité

de calcul élevée qui a un impact non négligeable sur la conception du récepteur.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à une série d’angles de rotation particulière avec

des propriétés structurelles intéressantes. En s’appuyant sur ces dernières, nous allons développer

un démappeur à faible complexité dédié à ces angles.

Ce chapitre est organisé comme suit. Tout d’abord, la première section introduit le modèle du

système de communication BICM avec les constellations tournées. Ensuite, les propriétés structu-

relles de la série d’angles α = arctan(1/
√
M), sont présentées sans la deuxième section. La section

qui suit détaille la solution de démodulation souple proposée sur un canal à évanouissement avec ou

sans effacements. Les performances des angles α = arctan(1/
√
M) et celles du démappeur proposé

sont données dans la quatrième section, ce qui nous permet de tirer des conclusions à la fin de ce

chapitre.

3.1 Modèle du système

La Fig. 3.1 présente le modèle du système. Nous considérons les constellations M -QAM où

N =
√
M est une puissance de 2. Chaque groupe de bits d’information u est transformé en un mot

de code c avec un code correcteur d’erreur. Ensuite le mot de code c est entrelacé afin que les bits

consécutifs du mot de code c soient transmis émis sur des canaux indépendants.

Après l’entrelacement au niveau bit, chaque groupe de log2M bits consécutifs est transformé, avec

le mapping de Gray, en un symbole complexe de la constellation M -QAM :

s (n) = sI (n) + jsQ (n) , (3.1)
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où sI (n) et sQ (n) sont les composantes en phase et en quadrature du symbole s (n) à l’instant n ;

ces deux composantes s’écrivent :

sI (n) = 2pI −N + 1, (3.2)

sQ (n) = 2pQ −N + 1, (3.3)

où pI et pQ prennent des valeurs entieres dans l’ensemble Ac = {0, 1, ..., N − 1}. On peut noter que

conformément au mapping de Gray défini dans DVB-T2 [82], la composante sI (n) (ou pI) est dé-

terminée par les bits d’indices pairs, alors que la sQ (n) (or pQ) est déterminée par les bits d’indices

impairs.

Comme évoqué précédemment, la première étape pour générer des symboles tournés (Rotated and

Cyclic Q-Delayed (RCQD)) est de corréler les composantes sI (n) et sQ (n) à travers la multiplication

de s(n) par un angle de rotation proprement sélectionné exp (jα) :

x (n)=xI (n) + jxQ (n)=s (n) exp (jα)

= (sI (n) cosα− sQ (n) sinα) + j (sI (n) sinα+sQ (n) cosα) .
(3.4)

La deuxième étape consiste à différer cycliquement la composante xQ (n), afin que les compo-

santes xI (n) et xQ (n) du symbole tourné x (n) soient émis sur deux canaux indépendants, comme

suit :

z (n) = β (xI (n) + jxQ (n+DT )) , (3.5)

z (n−DT ) = β (xI (n−DT ) + jxQ (n)) , (3.6)

où β est un facteur de normalisation qui dépend de la taille de la constellation QAM (e.g. β = 1/
√

170

pour la constellation 256-QAM) et DT est un entier.

Par ailleurs, les systèmes de radiodiffusion terrestres utilisent généralement la modulation OFDM

[82] ; le symbole reçu y (n) sur une sous-porteuse OFDM s’écrit :

y (n) = H (n) z (n) + w (n) , (3.7)

où H (n) est l’atténuation complexe du canal, supposée connue du récepteur, dont le module |H (n) |
suit une distribution de Rayleigh de variance unitaire et w (n) est un bruit blanc additif Gaussien

de variance σ2 supposée également connue du récepteur. Les observations sur les composantes I et

Q (xI (n) et xQ (n)) du symbole x (n), peuvent être extraites, à partir des deux symboles reçus y (n)
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et y (n−DT ) respectivement, comme suit :

rI (n) = <
{
y (n) e−j arg{H(n)}

}
= β<

{
H (n) e−j arg{H(n)} (xI (n) + jxQ (n+DT ))

}
+ vI (n)

= βhI (n)xI (n) + vI (n) , (3.8)

rQ (n) = =
{
y (n−DT ) e−j arg{H(n−DT )}

}
= β=

{
H (n−DT ) e−j arg{H(n−DT )} (xI (n−DT )+jxQ (n))

}
+ vQ (n)

= βhQ (n)xQ (n) + vQ (n) , (3.9)

où rI (n) et rQ (n) sont les observations des composantes xI (n) et xQ (n). Les atténuations de canal

hI (n) et hQ (n), et les termes de bruit vI (n) et vQ (n) sont donnés par :

hI (n) = H (n) e−j arg{H(n)}, (3.10)

hQ (n) = H (n−DT ) e−j arg{H(n−DT )}, (3.11)

vI (n) = <
{
w (n) e−j arg{H(n)}

}
, (3.12)

vQ (n) = =
{
w (n−DT ) e−j arg{H(n−DT )}

}
. (3.13)

Afin de simplifier les notations, nous renonçons dans la suite à l’indice (n).

Par la suite, le récepteur calcule les LLRs des bits avec (2.31). Avec une perte négligeable en perfor-

mance, le calcul des LLRs peut se faire également avec l’approximation Max-Log (2.32).

Dans le cas où une seule composante est reçue (l’autre composante est effacée), l’équation (2.31) se

simplifie en :

Λ
(
li(x)

)
= log

∑
x∈χi0

exp

(
−2|rm − hmxmβ|2

σ2

)
− log

∑
x∈χi1

exp

(
−2|rm − hmxmβ|2

σ2

) , (3.14)

où l’indice m désigne la composante (I ou Q) reçue.
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Similairement à (2.32), le calcul du LLR avec l’approximation Max-Log en cas d’effacement s’écrit :

Λ
(
li(x)

)
=

2

σ2
min
x∈χi1

{
|rm − hmxmβ|2

}
− 2

σ2
min
x∈χi0

{
|rm − hmxmβ|2

}
. (3.15)

De plus, quand les deux composantes (I et Q) d’un symbole sont effacées, les LLRs de tous les bits

portés par le symbole valent 0.

Finalement, à partir des LLRs caculés et désentrelacés, le décodage canal est effectué afin d’estimer

au mieux les bit d’information û.

3.2 Propriétés de la constellation tournée obtenue avec l’angle

α = arctan (1/N)

Les composantes xI et xQ (voir (3.4)) d’un symbole de la constellation M -QAM tournée avec

l’angle de rotation α = arctan (1/N) peuvent être réécrites comme suit :

xI = (NsI − sQ) sinα, (3.16)

xQ = (NsQ + sI) sinα. (3.17)

Propriété 1 Avec l’angle de rotation α = arctan(1/N), les composantes I (resp. Q) des symboles

tournés sont uniformément distribuées le long de l’axe I (resp. Q) avec une distance minimale

constante d1D,min = 2 sinα entre chaque couple de points consécutifs.

Preuve. À partir de (3.2)-(3.3) et (3.16)-(3.17), les deux composantes des symboles tournés peuvent

être réécrites :

xI = (2 (NpI+(−pQ+N−1))−M + 1) sinα , (3.18)

xQ = (2 (NpQ + pI)−M + 1) sinα . (3.19)

Soient x1 = (xI,1, xQ,1) et x2 = (xI,2, xQ,2) deux symboles de la constellation tournée tels que

x2 6= x1 et x2 est un voisin de x1 ; en termes de distance entre leurs composantes en phase, (i.e.,

|xI,2 − xI,1|), (3.18) devient :

|xI,1 − xI,2| = 2|N (pI,1 − pI,2)− (pQ,1− pQ,2) | sinα. (3.20)

Supposons que |xI,2 − xI,1| < 2 sinα, selon (3.20) on obtient : |N (pI,1 − pI,2)− (pQ,2 − pQ,1) | < 1 ;
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Figure 3.2 – La constellation 4-QAM tournée avec l’angle de rotation α = arctan (1/N).

cela implique que les couples d’indices entiers (pI,1, pQ,1) = (pI,2, pQ,2), ce qui est impossible puisque

x2 6= x1. De plus, supposons que |xI,2 − xI,1| > 2 sinα et soit x3 un symbole tourné tel que

(pI,3, pQ,3) = (pI,1, pQ,1 − 1) si pQ,1 6= 0 ou (pI,3, pQ,3) = (pI,1, pQ,1 + 1) sinon. Selon (3.20) on

obtient : |xI,3 − xI,1| = 2 sinα ; ce qui est impossible car x2 est l’un des symboles le plus proche de

x1 en termes de distance |xI,2 − xI,1|. Dès lors, sur l’axe des I, les voisins de tout symbole tourné

sont à une distance minimale constante d1D,min = 2 sinα. Similairement, la propriété 1 peut être

prouvée pour les composantes en quadrature. CQFD. �

La Fig. 3.2 illustre la propriété 1 pour la constellation 4-QAM. Par conséquent, les constellations

tournées avec l’angle de rotation α = arctan (1/N) est appelée, dans la suite, les constellations

tournées et uniformèment distribuées (Uniformly Projected RCQD (UP-RCQD)).

Propriété 2 Pour la constellation UP-RCQD M -QAM, le couple d’indices (pI , pQ) peut être dé-

terminé par une seule composante xm du symbole tourné, où m est dans {I,Q}.

Preuve. Soient TI et TQ deux entiers définis comme suit :

TI =
xI

2 sinα
+

(M − 1)

2
= NpI + (−pQ + (N − 1)) , (3.21)

TQ =
xQ

2 sinα
+

(M − 1)

2
= NpQ + pI . (3.22)

L’équation (3.21) (resp. (3.22)) indique que pI (resp. pQ) est porté sur les (log2M) /2 bits les plus

significatifs de la représentation binaire de l’entier TI (resp. TQ), alors que pQ (resp. pI) est porté

sur les (log2M) /2 bits le moins significatifs de l’entier TI (resp. TQ). Donc, à partir de la valeur de
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TI , pI et pQ peuvent être obtenus comme suit :


pI =

⌊
TI
N

⌋
,

pQ = N − 1− (TI −NpI) ,
(3.23)

où bac désigne la partie entière de a.

Similairement, pI et pQ peuvent être extraites de TQ comme suit :


pQ =

⌊
TQ
N

⌋
,

pI = TQ −NpQ.
(3.24)

CQFD. �

Dans la pratique, toutes les multiplications et divisions par N s’effectuent par (log2M) /2 décalages

à droite ou à gauche. Dès lors, aucune opération de multiplication ou de division n’est nécessaire dans

(3.23) et (3.24). Par ailleurs, étant donné que la relation entre les couples (TI , TQ) et (pI , pQ) est

fixe pour une constellation donnée, la conversion mutuelle entre (TI , TQ) et (pI , pQ) peut s’effectuer

à l’aide d’un tableau de consultation, ce qui permet de réduire la complexité.

Propriété 3 Pour la constellation UP-RCQD M -QAM, tout ensemble de N valeurs consécutives

de TI (resp. TQ) contient toutes les valeurs possibles de pQ (resp. pI).

Preuve. TI et TQ prennent des valeurs entières ; donc les restes des divisions par tout groupe de N

valeurs consécutives de TI (resp. TQ) par N sont 0, 1, · · · , N − 1 et pour chaque division, il y a une

correspondance unique entre le reste de cette division et pQ (resp. pI) d’après (3.23) (resp. (3.24)).

CQFD. �

Cela est illustré par la Figure 3.3 dans le cas de la constellation UP-RCQD 16-QAM.

Ces 3 propriétés seront utilisées dans la démodulateur proposé à la section 3.3 suivante qui va

exploiter la structure régulière de la constellation tournée et le fait de pouvoir travailler avec des

couples d’entiers (TI , TQ).
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Figure 3.3 – (TI , TQ) et sa représentation binaire (b0b1b2b3) pour la constellation UP-RCQD 16-
QAM.

3.3 Démodulation souple pour la constellation UP-RCQD M-

QAM

Les composantes reçues rm (non effacées)(m ∈ {I,Q}) peuvent être préalablement égalisées

comme suit :

Rm =
rm

2βhm sinα
+

(M − 1)

2

=
xm

2 sinα
+

(M − 1)

2
+

vm
2βhm sinα

= Tm +
vm

2βhm sinα
, (3.25)

où Tm est donné par (3.21) ou (3.22).

Donc, d’après (3.8), (3.9) et (3.25), le terme |rm − hmβxm|2 peut être reécrit :

|rm − hmβxm|2 = (2β sinα)2|hm(Rm − Tm)|2, (3.26)

où m est dans {I,Q}.
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3.3.1 Calcul des LLRs dans le domaine des entiers

En tenant compte de (3.26), le calcul du LLR avec l’approximation Max-Log (2.32) devient :

Λ
(
li(x)

)
=

(2β sinα) 2

σ2
min
T∈Ti1

{
|hI (RI − TI) |2 + |hQ (RQ − TQ) |2

}
− (2β sinα) 2

σ2
min
T∈Ti0

{
|hI (RI − TI) |2 + |hQ (RQ − TQ) |2

}
, (3.27)

où Ti
0 (resp. Ti

1 ) désigne l’ensemble des points de la constellation dont le i-ième bit vaut 0 (resp.

1).

Dans le cas où une seule composante est effacée, (3.27) s’écrit :

Λ
(
li(x)

)
=

(2β sinα) 2

σ2/2
min
T∈Ti1

{
|hm (Rm − Tm) |2

}
− (2β sinα) 2

σ2/2
min
T∈Ti0

{
|hm (Rm − Tm) |2

}
, (3.28)

où m désigne I ou Q selon la composante reçue.

Pour un canal à évanouissement sans effacement, le démappeur Max-Log dans (3.27) requiert

l’évaluation de 2 log2M distances Euclidiennes minimales (i.e. min
T∈Tib

{
|hI (RI − TI) |2 + |hQ (RQ − TQ) |2

}
)

pour calculer log2M valeurs de LLRs. Parmi ces distances Euclidiennes, la moitié (i.e. log2M

distances) peuvent être trouvées une fois que le point qui maximise la vraisemblance (ML), noté

Topt = (TI,opt, TQ,opt), (i.e., le point le plus proche en termes de distance Euclidienne à l’observa-

tion reçue) est localisé. De surcroît, les autres log2M termes de distances dans (3.27) nécessitent

la recherche des points de la constellation T icplm = (T iI,cplm, T
i
Q,cplm) les plus proches de l’optimum

global Topt dont le i-ième bit vaut le complémentaire du i-ième bit de l’optimum global. Dès lors,

l’algorithme proposé comprend deux étapes : d’abord la localisation de l’optimum global et ensuite

la recherche des points complémentaires. Enfin, le récepteur calcul les LLRs des bits comme suit :

Λ(li(x)) =


(2β sinα)2

σ2

(
d
(
T icplm,R

)
−d (Topt,R)

)
, li(Topt)=0,

(2β sinα)2

σ2

(
d (Topt,R)−d

(
T icplm,R

))
, li(Topt)=1,

(3.29)

où d(Tx, R) désigne la distance Euclidienne bidimensionnelle entre le point Tx (Topt ou T icplm) et

l’observation égalisée R :

d(Tx, R) = |hI(RI − TI,x)|2 + |hQ(RQ − TQ,x)|2. (3.30)
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Pour un canal à effacements, le démappeur Max-Log (3.28) peut s’écrire :

Λ(li(x)) =


2(2β sinα)2

σ2

(
d
(
T icplm,Rm

)
−d (Topt,Rm)

)
, li (Topt)=0,

2(2β sinα)2

σ2

(
d (Topt,Rm)−d

(
T icplm,Rm

))
, li (Topt)=1,

(3.31)

où m désigne la composante I ou Q selon l’observation reçue ; d(Topt, Rm) désigne la distance Eucli-

dienne unidimensionnelle entre la composante m du point Tx (Topt ou T icplm) et l’observation égalisée

Rm :

d(Tx, Rm) = |hm(Rm − Tm,x)|2. (3.32)

Pour simplifier les notations, dans le cas où une seule composante (I ou Q) est effacée, Topt (resp.

T icplm) ne désigne pas un point bidimensionnel ; nous considérons plutôt que Topt = Tm,opt (resp.

T icplm = T im,cplm), où m désigne la composante reçue.

3.3.2 Détermination de l’optimum global

Proposition Pour la constellation UP-RCQD M -QAM, l’optimum local Tm,Loc opt, où m désigne

la composante I ou Q (i.e. le point le plus proche de l’observation égalisée Rm), est obtenu en

minimisant (3.26) comme suit :

Tm,Loc opt =


0, si Rm ≤ 0,

round (Rm) , si 0 ≤ Rm < (M−1) ,

M − 1, si Rm ≥ (M−1) .

(3.33)

Cette proposition indique que chaque observation reçue Rm identifie un seul optimum local

unidimensionnel ; dans le cas où TI,Loc opt et TQ,Loc opt donnés par (3.33) conduisent au même couple

(pI , pQ) (voir (3.23)-(3.24)), alors ce couple est forcément l’optimum global car les deux distances

Euclidiennes (3.26) sont minimisées (voir (3.27)). Toutefois, pour un faible rapport signal sur bruit,

les deux optimums locaux TI,Loc opt et TQ,Loc opt peuvent conduire à deux couples (pI , pQ) distincts

et l’optimum global qui minimise (3.27) peut ne pas être l’un de ces deux couples. Dans ce cas, nous

proposons de chercher l’optimum global Topt dans deux régions centrées autour des observations Rm

(où m est dans {I,Q}) de rayon d ; ces régions s’écrivent :
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T̃m =


{0, · · · , 2d−1}, si Rm<d,

{M−2d, · · · ,M−1}, si Rm≥M−d,

{bRmc−d+1, · · · ,bRmc+d}, sinon.

(3.34)

Chaque point T dans T̃m détermine un couple (pI , pQ) et ce couple désigne un symbole unique de

la constellation conventionnelle (non tournée) (sI , sQ). T̃m contient exactement 2d points. On peut

noter que la probabilité de trouver le vrai optimum global Topt parmi les 4d points des ensembles

T̃I et T̃Q augmente avec le rayon d.

Par ailleurs, différemment du décodage sphérique [90], l’algorithme proposé utilise l’observation

égalisée Rm plutôt que rm. De surcroît, remarquons que le rayon d implique un nombre exact de

points (cf. (3.34)) utilisés dans le calcul des LLRs, tandis qu’avec [90], on ne peut pas prédéterminer

le nombre de points impliqués dans le demapping.

Finalement, il est à noter que dans le cas où une seule composante est effacée, l’optimum local

Tm,Loc opt est forcément l’optimum global Topt (voir (3.26) et (3.28)).

3.3.3 Les points complémentaires

3.3.3.1 La recherche des points complémentaires sur les canaux à évanouissements

Selon la propriété 3, la région centrée sur l’optimum local TI,Loc opt (resp. TQ,Loc opt) avec un

rayon d = N/2 contient toutes les valeurs possibles de pQ (resp. pI). Donc, avec ce choix T̃I et T̃Q

garantissent de trouver tous les points T icplm complémentaires à TI,Loc opt ou TQ,Loc opt.

Exemple : Pour la constellation UP-RCQD 16-QAM mappé avec le mapping de Gray, soit (RI =

4.4, RQ = 9.3) le couple d’observations reçues et égalisées.

En utilisant (3.33), on obtient ces deux optimums locaux : le point de composante en phase le plus

proche TI,Loc opt = 4 (cf. (pI , pQ) = (1, 3)) et le point de composante en quadrature le plus proche

TQ,Loc opt = 9 (cf. (pI , pQ) = (1, 2)) (voir Figure 3.4). Les deux régions centrées sur les observations

reçues avec un rayon d =

√
16

2
= 2 sont T̃I = {3, 4, 5, 6} et T̃Q = {8, 9, 10, 11}. La région T̃I

comprend les symboles (pI , pQ) = (0, 0), (1, 3), (1.2) et (1, 1) et la région T̃Q comprend les symboles

(pI , pQ) = (0, 2), (1, 2), (2.2) et (3, 2) (voir Figure 3.4). Nous pouvons remarquer que la région centrée

sur RI (resp. RQ) contient toutes les valeurs possibles de pQ (resp. pI), garantissant ainsi de trouver

tous les points complémentaires à TI,Loc opt (resp. TQ,Loc opt).
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(𝑅𝐼 , 𝑅𝑄)

𝑇𝐼,𝐿𝑜𝑐 𝑜𝑝𝑡

𝑇𝑄,𝐿𝑜𝑐 𝑜𝑝𝑡

Figure 3.4 – Exemple de détermination des deux optimums locaux et des points complémentaires
pour la UP-RCQD 16-QAM.

3.3.3.2 La recherche des points complémentaires sur les canaux à effacements

Pour un canal à évanouissements avec effacements, nous pouvons simplifier davantage le dé-

mappeur pour la constellation UP-RCQD M -QAM mappée avec le mapping de Gray, sans aucune

dégradation de performance par rapport au démappeur Max-Log grâce aux deux propriétés suivantes.

Tout d’abord, soit TI (resp. TQ) l’ensemble de tous les composantes en phase TI (resp. en

quadrature TQ) possibles : Tm = {Tm,0, Tm,1, · · · , Tm,M−1}, où Tm,0 < Tm,1 < · · · < Tm,M−1 et m

est dans {I,Q}.

Lemme 1 Pour la constellation UP-RCQD M -QAM mappée avec le mapping de Gray, soient d1

et d2 deux entiers tels que 0 < d1 < d2 < M − 1. Si li(Tm,d1) = li(Tm,d2) = b où le bit b est dans

{0, 1} et l’indice i dans {0, 1, · · · , log2(M)− 1}, et si li(Tm,k) = b̄ pour tout entier k entre d1 + 1 et

d2 − 1, alors d2 − d1 est impair.

Ce Lemme provient directement des symétries qui caractérisent le mapping de Gray (e.g. la Figure

3.3 illustre ce Lemme pour la constellation UP-RCQD 16-QAM et nous pouvons observer qu’à

l’exception des bords Tm,0 and Tm,M−1 qui ne sont pas concernés par ce Lemme, la valeur de chaque

bit est constante sur un nombre pair de points adjacents).

Propriété 4 Pour la constellation UP-RCQD M -QAM mappée avec le mapping de Gray, soit Tm
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la seul composante reçue d’un symbole T = (TI , TQ) dont le i-ième bit vaut b. Il n’y a qu’un seul

symbole de la constellation à distance Euclidienne minimle de Tm dont le i-ième bit vaut b̄.

Preuve. Supposons que la Propriété 4 soit fausse et qu’il y ait deux points unidimensionnels Tm,c1
et Tm,c2 à la même distance minimale de Tm dont le i-ième bit vaut b̄, i.e. :

|Tm − Tm,c1 | = |Tm − Tm,c2 |

= min
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Tm − Tm,k|. (3.35)

Cela impliquerait qu’il y ait un nombre impair de points consécutifs avec le i-ième bit égal à b entre

Tm,c1 et Tm,c2 ; donc, selon le Lemme 1, Tm ne peut être que Tm,0 ou Tm,M−1 ; dans ces deux cas

Tm ne peut pas être situé entre Tm,c1 et Tm,c2 puisque Tm est un point de bord. CQFD. �

Lemme 2 Soient a, b et c des nombres réels tel que |a− b| ≥ |b− c|, alors :

|a−c|=

|a−b|+|b−c|, si min (a,c)≤b≤max (a,c) ,

|a−b|−|b−c|, sinon.
(3.36)

Ce Lemme nous sera utile pour prouver la Propriété suivante.

Propriété 5 Soient, pour la constellation UP-RCQD M -QAM mappée avec le mapping de Gray,

la seule composante reçue Rm et Topt l’optimum global dont le i-ième bit vaut b.

Si T im,cp2 est le point le plus proche de Topt dont le i-ième bit vaut b̄ :

T im,cp2 = argmin
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Topt − Tm,k|, (3.37)

et si T icplm est le point le plus proche de Rm dont le i-ième bit vaut b̄ :

T icplm = argmin
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Rm − Tm,k|, (3.38)

alors T im,cp2 est égale à T icplm.

Preuve. Soit T i,b̄m ∈ Tm un symbole dont le i-ième bit vaut b̄.

Si Rm ≤ 0 ou Rm ≥ M − 1, alors min(Rm, T
i,b̄
m ) ≤ Topt ≤ max(Rm, T

i,b̄
m ), et en appliquant le

Lemme 2, nous obtenons :

|Rm − T i,b̄m | = |Rm − Topt|+ |Topt − T i,b̄m |, (3.39)
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ce qui implique que :

min
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Rm − Tm,k| = |Rm − Topt|

+ min
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Topt − Tm,k|. (3.40)

Par conséquent, T im,cp2 = T icplm pour Rm ≤ 0 ou Rm ≥M − 1.

Si 0 < Rm < M−1, la distance entreRm et T im,cp2 peut être majorée, selon l’inégalité triangulaire,

comme suit :

|Rm − T im,cp2| = |Rm − Topt + Topt − T im,cp2|

≤ |Rm − Topt|+ |Topt − T im,cp2|

≤ 0.5 + min
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Topt − Tm,k|. (3.41)

Considérons un autre point T i,b̄m 6= T im,cp2 dont le i-ième bit vaut b̄ ; la distance entre Rm et T i,b̄m peut

être minorée comme suit :

|Rm − T i,b̄m | = |Topt − T i,b̄m +Rm − Topt|

≥ |Topt − T i,b̄m | − |Rm − Topt|

≥
(

min
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Topt − Tm,k|+ 1

)
− 0.5, (3.42)

où la deuxième inégalité dans (3.42) provient de la Propriété 4.

À partir de (3.42) et ensuite de (3.41), nous obtenons l’inégalité suivante pour tout T i,b̄m :

|Rm − T i,b̄m | ≥ 0.5 + min
Tm,k∈Tm|li(Tm,k)=b̄

|Topt − Tm,k|

≥ |Rm − T im,cp2|. (3.43)

Par conséquent, en prenant le minimum dans le terme à gauche de l’équation (3.43), nous obtenons

que T icplm = T im,cp2 pour 0 < Rm < M − 1 (voir (3.38)). CQFD. �

La propriété 5 énonce que tous les points complémentaires T icplm les plus proches de l’observation

reçue peuvent être déterminés par l’optimum global Topt au lieu de l’observation égalisée Rm. Par

conséquent, une fois que l’observation Rm est arrondie à Topt, les points impliqués dans le calcul des

LLRs sont fixés et il n’est donc pas nécessaire de faire des comparaisons de distances Euclidiennes,

ce qui réduit significativement la complexité de calcul sur un canal à effacements.

Nous détaillons, à présent, une méthode pour trouver systématiquement les points complémen-
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taires à Topt.

Quand la composante en quadrature Q est effacée, la distance Euclidienne entre l’optimum global

Topt et un autre point TI (TI 6= Topt) (voir (3.21)) est donnée par :

|TI,opt − TI | = |N(pI,opt − pI)− (pQ,opt − pQ)|. (3.44)

Etant donné que les bits à indices impairs dépendent seulement de pQ (voir la section 3.1), les

points les plus proches TI avec des bits complémentaires à TI,opt se trouvent parmi les N/2 points

les plus proches à TI,opt.

Pour trouver les points complémentaires pour les bits à indices pairs, nous devons trouver les N/2

"points" les plus proches de pI,opt ; selon (3.44), ces points ne sont pas des voisins de TI,opt, nous de-

vons donc assigner à chacun de ces pI , un point en fixant pQ ; nous fixons pQ = 0 (resp. pQ = N −1)

si (pI,opt − pI) > 0 (resp. (pI,opt − pI) < 0).

Similairement, quand la composante en phase I est effacée, la distance Euclidienne entre l’opti-

mum global Topt et un autre point TQ (TQ 6= Topt) (voir (3.22)) est donnée par :

|TQ,opt − TQ| = |N(pQ,opt − pQ)− (pI,opt − pI)|. (3.45)

Puisque les bits à indices pairs dépendent uniquement de pI , les points les plus proches TQ avec

des bits complémentaires à TQ,opt se trouvent parmi les N/2 points les plus proches de TQ,opt.

Afin de trouver les points complémentaires pour les bits à indices impairs, nous devons trouver les

N/2 "points" les plus proches de pQ,opt. Ces points ne sont pas des voisins de TQ,opt, nous devons

donc assigner à chacun de ces pQ un point en fixant pI ; nous fixons pI = 0 (resp. pI = N − 1) si

(pQ,opt − pQ) > 0 (resp. (pQ,opt − pQ) < 0).

3.3.4 L’algorithme de démodulation souple proposé

En rassemblant les résultats des sections précédentes, l’algorithme de démodulation souple com-

prend quatre étapes :

1) Transformer les composantes reçues rm en Rm par (3.25). Si une seule composante est effacée,

Rm est mis à 0. Si les deux composantes (I/Q) sont effacées, les LLRs sont directement mis à

0.

2) Pour un canal à évanouissements sans effacement, trouver N points centrés sur RI et N points

centrés sur RQ en utilisant (3.34) avec d = N/2, et chercher parmi ces 2N points, l’optimum

global. Il est à noter que l’optimum global Topt est obtenu directement si les deux optimums
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locaux pointent sur le même couple (pI , pQ). Par ailleurs, si une seule composante est reçue

(dans le cas d’un canal à effacements), l’optimum global est localisé directement avec (3.33) et

la distance Euclidienne entre l’optimum global et l’observation est calculée avec (3.32).

3) Dans le cas où les deux composantes sont reçues, tous les points avec des bits complèmentaires

à Topt sont choisis parmi les 2N points précédemment sélectionnés pour lesquels la distance

minimale est calculée avec (3.30). Dans le cas où une seule composante en phase est effacée,

les N points complémentaires sont sélectionnés comme indiqué dans le paragraphe 3.3.3.2 ; Les

distances Euclidiennes entre ces points complémentaires et l’observation égalisée sont ensuite

calculées avec (3.32).

4) Une fois les distances Euclidiennes minimales obtenues pour Topt dans la deuxième étape et

pour les points complémentaires dans la troisième étape, le calcul du LLR est alors effectué pour

tous les bits en utilisant (3.29) (resp. (3.31)) pour un canal à évanouissements sans effacement

(resp. avec effacements).

3.3.5 Analyse de complexité de l’algorithme proposé

La complexité de l’algorithme proposé est évaluée en nombre de Points Candidats (PCs), Mul-

tiplications Réelles (MRs), Comparaisons Réelles (CRs), Inversions Réelles (IRs) et Sommations

(additions ou soustractions) Réelles (SRs).

Pour un angle de rotation α, les composantes xI et xQ d’un symbole de la constellationM -QAM

tournée sont obtenues avec (3.4). Cette opération nécessite 4 MRs and 2 SRs. Toutefois, quand

l’angle de rotation vaut α = arctan (1/N), les composantes xI et xQ sont obtenues avec (3.16) et

(3.17). Hors, comme évoqué précédemment, les multiplications par N peuvent être implantées par

(log2M) /2 décalages à gauche. L’opération de rotation dans ce cas donc ne nécessite que 2 MRs et

2 SRs.

La complexité de démodulation du côté du récepteur, quand les deux composantes (I et Q) sont

reçues est détaillée ci-dessous :

- À l’étape 1, (1/2βhm sinα) et ((M − 1)/2) sont constants et ils n’ont donc pas besoin d’être

recalculés pour chaque composante reçue ; par consésquent, la transformation (3.25) de rI en

RI et rQ en RQ ne nécessite que 2 SRs, 2 MRs et 2 IRs.

- À l’étape 2, la sélection de deux régions requiert 4 CRs (voir (3.34)). Chaque terme |hI(RI −
TI)|2 + |hQ(RQ−TQ)|2 nécessite 4 MRs et 3 SRs. Vu qu’il y a 2N distances à calculer, 8N MRs

et 6N SRs sont globalement nécessaires. La recherche du point avec une distance minimale

nécessite (2N − 1) CRs. Par conséquent, l’étape 2 demande un total de 8N MRs, 6N SRs et

(2N + 3) CRs.



CHAPITRE 3. LA CONSTELLATION TOURNÉE ET UNIFORMÉMENT DISTRIBUÉE 60

- À l’étape 3, log2M distances minimales sont requises pour les log2M bits complémentaires.

Étant donné que chaque bit nécessite (2N − 2) CRs, cette étape requiert un total de (2N −
2) log2M CRs.

- À l’étape 4, multiplier le terme
(

(2β sinα)
2
/σ2
)
nécessite 1 MR. Il y a donc un total de log2M

MRs et log2M SRs pour les log2M bits.

En conclusion, calculer les valeurs LLRs pour un symbole (3.29) nécessite 2N PCs, (8N + log2M + 2)

MRs, ((2N − 2) (1 + log2M) + 5) CRs, 2 IRs et (6N + log2M + 2) RSs.

Dans le cas où une seule composante est effacée, la complexité nécessaire pour la démodulation

est détaillée ci-dessous :

- À l’étape 1, la transformation de rm en Rm nécessite 1 SR, 1 MR et 1 IR.

- À l’étape 2, arrondir le terme Rm en Tm,opt nécessite 2 CRs.

Calculer la distance |hm (Rm − Tm,opt) |2 implique 2 MRs et 1 SR. Par conséquent, 2 MRs, 1

SR et 2 CRs sont nécessaires pour cette étape.

- À l’étape 3, la sélection des deux régions (N/2 PCs dans chaque région) nécessite 4 CRs et 2N

MRs et N SRs sont nécessaires afin de calculer N distances. Vu que log2M distances minimales

sont requises pour les log2M bits complémentaires et puisque chacun d’entre eux a besoin de

(N/2 − 1) CRs, cette étape nécessite un total de 2N MRs, N SRs et ((N/2 − 1) log2M + 4)

CRs.

- À l’étape 4, multiplier le terme
(

2 (2β sinα)
2
/σ2
)

demande 1 MR. Il y a donc un total de

log2M MRs et log2M SRs pour les log2M bits.

En conclusion, calculer les log2M valeurs de LLRs pour un symbole (3.31) nécessiteN PCs, (2N + log2M + 3)

MRs, ((N/2− 1) log2M + 4) CRs, 1 RI et (N + log2M + 4) SRs.

Il est à noter que cet algorithme a été intégré dans un composant réel [91].

3.4 Résultats numériques

Cette section comprend deux parties. La première sous-section présente les performances des

constellations UP-RCQD M -QAM en termes de capacité BICM et de TEB sur un canal à éva-

nouissement de Rayleigh avec et sans effacements, tandis que la deuxième sous-section compare l’al-

gorithme proposé à d’autres méthodes actuellement utilisées, telles que l’algorithme Max-Log [82],

la technique MMSE [83], l’algorithme Sub-Region [85] et la méthode PD-DEM [86], en termes de

performance en TEB et de complexité de calcul pour la constellation 256-QAM. Il est à noter que

la constellation 256-QAM est la seule constellation tournée pour laquelle la norme DVB-T2 utilise

le même angle de rotation α = arctan (1/N), ce qui nous permet de faire des comparaisons directes
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Figure 3.5 – Comparaison de la capacité BICM entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2
pour la constellation QPSK.

des performances et des complexités des algorithmes considérés.

Par ailleurs, dans nos simulations, la capacité BICM est évaluée à travers des simulations de Monte-

Carlo et les courbes de TEB sont obtenus avec le code LDPC défini dans DVB-T2 [82] de longueur

64 800 bits pour plusieurs taux de codage et avec un décodeur min-sum effectuant 25 itérations.

3.4.1 Les performances des constellations UP-RCQD M-QAM

Les Figures 3.5, 3.8 et 3.11 comparent les capacités BICM entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par

DVB-T2 pour les constellations QPSK, 16-QAM and 64-QAM sur un canal de Rayleigh avec et sans

effacements, tandis que les Figures. 3.6, 3.9 et 3.12 (resp. les Figures 3.7, 3.10 et 3.13) comparent

leurs performances en termes de TEB avec un taux de codage 4/5 sur un canal de Rayleigh sans

effacement (resp. avec 15% d’effacement).

Nous pouvons tout d’abord observer que, pour toutes les constellations, les performances en

termes de capacité BICM de l’UP-RCQD sont quasiment équivalentes à celles de l’angle utilisé par

DVB-T2 sur un canal de Rayleigh sans effacement. Cela indique que des performances similaires en

termes de TEB peuvent être obtenues avec les deux angles de rotation sur ce canal ; cela est illustré

par les Figures 3.6, 3.9 et 3.12 (écarts inférieurs à 0.1 dB). En outre, ces figures montrent que le

démappeur proposé atteint quasiment les mêmes performances que l’algorithme Max-Log.

La capacité BICM de la solution UP-RCQD surpasse celle de l’angle utilisé par DVB-T2 pour

toutes les constellations considérées sur un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement (voir les Figures
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Figure 3.6 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2 pour la
constellation QPSK sur un canal de Rayleigh sans effacement.
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Figure 3.7 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2 pour la constel-
lation QPSK sur un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.
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Figure 3.9 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2 pour la constel-
lation 16-QAM sur un canal de Rayleigh sans effacement.
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Figure 3.10 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2 pour la
constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0

1

2

3

4

5

6

SNR (dB) 

B
IC

M
 C

a
p

a
c
it
y
 (

B
it
/C

h
a

n
n

e
l 
U

s
e

)

 

 

UP−RCQD (Fading + 15% Erasure)

DVB−T2 (Fading + 15% Erasure)

UP−RCQD (Fading)

DVB−T2 (Fading)

Figure 3.11 – Comparaison de la capacité BICM entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2
pour la constellation 64-QAM.



CHAPITRE 3. LA CONSTELLATION TOURNÉE ET UNIFORMÉMENT DISTRIBUÉE 65

12 12.2 12.4 12.6 12.8 13
10

−7

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

E
b
/N

0
 (dB)

B
E

R

 

 

DVB−T2 Angle + Full Max−Log

UP−RCQD  + Full Max−Log

UP−RCQD + Proposed Demapper

Figure 3.12 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2 pour la
constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh sans effacement.
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Figure 3.13 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé par DVB-T2 pour la
constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.
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Figure 3.14 – Comparaison du TEB avec CR=1/2 et CR=5/6 entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé
par DVB-T2 pour la constellation QPSK sur un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.

3.5, 3.8 et 3.11). En cohérence avec ces résultats théoriques, les Figures 3.7, 3.10 et 3.13 montrent

que l’angle α = arctan (1/N) dépasse l’angle utilisé par DVB-T2 de 0.1 dB, 0.5 dB et 0.8 dB pour

les constellations QPSK, 16-QAM et 64-QAM respectivement à TEB = 10−6. Cet écart est encore

plus élevé pour des taux d’effacement plus importants.

Il est à noter que le gain de codage dépend à la fois de la taille de la constellation et du taux de

codage (Code Rate (CR)) ; les figures 3.14, 3.15 et 3.16 montrent les TEBs obtenus avec la solution

UP-RCQD et les angles utilisés par DVB-T2 pour les taux de codage 1/2 et 5/6 sur un canal à éva-

nouissement de Rayleigh avec 15% d’effacement pour les constellations QPSK, 16-QAM et 64-QAM

respectivement. Les Figures 3.14, 3.15 et 3.16 montrent que la différence entre les gains de codage

augmente avec la taille de la constellation ; pour CR=5/6 (courbes en rouge), cette différence avec

la constellation QPSK est d’environ 0.15 dB à TEB = 10−6, alors qu’elle est approximativement

de 1.4 dB avec la constellation 64-QAM. De surcroît, le gain de codage augmente avec les taux de

codage mesurés.

Enfin, il est à noter que le gain de codage par rapport aux angles utilisés par DVB-T2 sur un ca-

nal à effacements s’explique par le fait que les angles de rotation α = arctan (1/N) maximisent la

distance Euclidienne minimale entre les composantes (I et Q) des symboles tournés (voir Propriété 1).

La Figure 3.17 compare les performances obtenues avec l’angle α = arctan (1/N) à celles obtenues
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Figure 3.15 – Comparaison du TEB avec CR=1/2 et CR=5/6 entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé
par DVB-T2 pour la constellation 16-QAM sur un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.
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Figure 3.16 – Comparaison du TEB avec CR=1/2 et CR=5/6 entre l’UP-RCQD et l’angle utilisé
par DVB-T2 pour la constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.
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Figure 3.17 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD et l’angle arctan
(
(1−

√
5)/2

)
pour la

constellation 64-QAM.

avec l’angle α1 = arctan
(
(1−

√
5)/2

)
[67] pour la constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh

avec et sans effacements. Comme évoqué précédemment, α1 est obtenu dans [67] en maximisant le

produit distance minimale entre les symboles et il est souvent considéré comme étant asymptotique-

ment optimal pour les constellations tournées. Les performances obtenues avec la solution UP-RCQD

surpassent celles obtenue avec l’angle α1 de 0.4 dB (resp. 5.5 dB) sur un canal de Rayleigh sans

effacement (resp. avec 15% d’effacement).

Enfin, pour un taux d’effacement plus faible, le gain en TEB de l’UP-RCQD est compris entre celui

obtenu sur un canal de Rayleigh sans effacement et avec 15% d’effacement ; par exemple, la Figure

3.18 compare les TEBs obtenues avec l’UP-RCQD, l’angle α1 et l’angle utilisé par DVB-T2 sur un

canal de Rayleigh avec 5% d’effacement.

En conclusion, ces angles permettent, en plus d’un algorithme à faible complexité, d’obtenir des

bonnes performances sur un canal de Rayleigh sans effacement, comparables à celles obtenues avec

les angles du DVB-T2, et de meilleures performances que les angles du DVB-T2 sur les canaux à

effacements.

3.4.2 Comparaison de l’algorithme proposé avec d’autres demappers

Les Tableaux 3.1 et 3.2 comparent pour différents algorithmes la complexité nécessaire, en termes

de nombre de PCs, MRs, SRs, CRs et IRs, pour la démodulation d’un symbole de la constellation

256-QAM dans le cas où les deux composantes sont reçues et dans le cas où une seule composante
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Figure 3.18 – Comparaison du TEB entre l’UP-RCQD, l’angle arctan
(
(1−

√
5)/2

)
et l’angle utilisé

par DVB-T2 pour la constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh avec 5% d’effacement.

Table 3.1 – Comparaison de la complexité des algorithmes considérés pour la constellation 256-
QAM sans effacement.

PR MR SR CR IR
Max-Log 256 1032 776 2032 0

Sub-Region 81 332 251 632 0
MMSE 16 64 48 112 6

PD-DEM 80 390 279 241 0
Proposé 32 138 106 275 2

Table 3.2 – Comparaison de la complexité des algorithmes considérés pour la constellation 256-
QAM avec effacement.

PC MR SR CR IR
Max-Log 256 520 264 2032 0

Sub-Region 144 296 152 1136 0
MMSE 16 54 43 112 5

PD-DEM 80 230 119 241 0
Proposé 16 43 28 60 1
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Figure 3.19 – Comparaison de la complexité des algorithmes considérés.

est effacée respectivement. De plus, la Figure 3.19 illustre la complexité globale des algorithmes

considérés dans le cas d’un canal sans effacement (voir Annexe B) ; nous supposons que le coût

d’une CR ou d’une SR est égal à un et que les coûts d’une MR et d’une IR sont égaux à deux et

quatre respectivement. En outre, la Figure 3.20 montre le TEB pour les algorithmes considérés sur

un canal à évanouissement de Rayleigh sans effacement. La méthode MMSE est la méthode avec la

complexité de calcul la plus faible (voir Figure 3.19). Néanmoins, elle donne les pires performances

en termes de TEB car les algorithmes basés sur la décorrélation ne sont pas optimaux pour les

constellations tournées [90]. Nous pouvons constater aussi que, parmi les algorithmes étudiés, les

démappeurs bidimensionnels peuvent atteindre des performances quasi-optimales. En particulier, la

méthode proposée atteint presque les mêmes performances que l’algorithme Max-Log ; toutefois, elle

réduit le nombre de PCs de 88%, le nombre de MRs de 87%, le nombre de SRs de 82%, le nombre

de CRs de 87% et ne nécessite que 2 IRs supplémentaires par rapport à l’algorithme Max-Log. En

outre, en comparaison avec la méthode PD-DEM, la méthode 2D de complexité la plus faible dans

la littérature, l’algorithme proposé réduit le nombre de PCs de 60% et le nombre de MRs de 64 %,

et permet de meilleures performances (voir Figure 3.19).

La Figure 3.21 montre le TEB pour les algorithmes considérés sur un canal à évanouissement

de Rayleigh avec effacements. Nous pouvons remarquer que la méthode MMSE donne les pires

performances avec un plancher d’erreur très élevé.

Vu que l’algorithme proposé localise systématiquement et correctement le points ML et tous les

points complémentaires, ses performances en TEB sont quasi-optimales avec une complexité encore
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Figure 3.20 – Les performances des algorithmes considérés pour la constellation 256-QAM sur un
canal de Rayleigh sans effacement.
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Figure 3.21 – Les performances des algorithmes considérés pour la constellation 256-QAM sur un
canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.
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plus réduite. En effet, il réduit, en cas d’effacement, le nombre de PCs de 96%, le nombre de MRs

de 92%, le nombre de SRs de 72% et le nombre de CRs de 99% par rapport à l’algorithme Max-Log

et ne nécessite qu’une seule IR supplémentaire (voir Tableau 3.2).

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié une série d’angles de rotation avec des propriétés structu-

relles intéressantes pour différents signaux RCQD. À partir de ces propriétés, nous avons conçu un

démappeur à faible complexité pour les canaux à évanouissements avec ou sans effacements.

Les avantages de la solution proposée sont nombreux. D’abord, le nombre de points impliqués

dans la démodulation souple est fixé par le rayon choisi de la sphère. Deuxièmement, le démappeur

est toujours capable, dans le cas d’effacement, de trouver les points optimaux pour la démodulation,

ce qui lui permet d’avoir les mêmes performances que l’algorithme Max-Log.

De surcoît, la solution UP-RCQD permet approximativement les mêmes performances que les angles

utilisés par DVB-T2 sur les canaux à évanouissements sans effacement. En outre, de meilleures

performances sont obtenues avec les constellations UP-RCQD sur les canaux à effacements.

Finalement, l’avantage essentiel de cette solution est sa faible complexité du côté de l’émetteur et

du côté du récepteur, ce qui la rend bien adaptée à une implantation électronique.

Grâce aux bonnes performances des angles proposés et à la simplicité d’implémentation du dé-

mappeur proposé, on pourrait envisager l’utilisation des constellations tournées pour d’autres stan-

dards sans fil, plus contraints en énergie comme les systèmes mobiles. Comme indiqué dans le pre-

mier chapitre, le PAPR est un autre facteur important dans le choix d’une modulation. Il fait l’objet

d’étude du chapitre suivant.
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Nous avons rappelé dans le premier chapitre l’importance du PAPR et présenté différentes tech-

niques de la littérature à ce sujet. Ce chapitre propose deux techniques distinctes et originales de

réduction du PAPR pour les systèmes OFDM utilisant les constellations tournées.

Dans la première section, une technique SLM aveugle est étudiée ; cette section propose un algo-

rithme de sélection de deux constellations tournées pour réduire le PAPR, qui permettent d’optimiser

conjointement les performances théoriques des constellations tournées et les performances de détec-

tion aveugle du côté du récepteur. Cette section est organisée comme suit. La première sous-section

esquisse brièvement la technique proposée et décrit le modèle du système. Les performances du

système en termes de décodage aveugle, de la probabilité d’erreur bit et de l’information mutuelle

moyenne sont analysées dans la deuxième sous-section, ce qui nous permet, dans la sous-section qui

suit de formuler un algorithme pour la sélection d’un couple d’angles de rotation. Un algorithme de

décodage aveugle basé sur le critère ML est aussi présenté dans cette même section.

La deuxième section propose une technique d’entrelacement à faible complexité pour la réduction

du PAPR pour les systèmes OFDM avec les constellations tournées. Grace à la dépendance entre

les composantes I et Q du symbole tourné, nous proposons une technique de réduction du PAPR

complètement aveugle basée sur un entrelacement. De surcroît, afin de baisser la complexité du côté

du récepteur, nous concevons un estimateur à faible complexité pour les constellations tournées et

uniformément projetées ; cela est possible grâce aux propriétés structurelles intéressantes qui carac-

térisent cette constellation comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent.

Cette deuxième partie de chapitre est organisée comme suit : la première sous-section dresse un

aperçu de la solution proposée et dérive un estimateur ML qui permet au récepteur de décoder

en aveugle les symboles reçus. La sous-section suivante rappelle très brièvement les caractéristiques

principales de la constellation UP-RCQD, ce qui nous permet de développer un estimateur ML à

faible complexité. Une analyse de la complexité de la solution proposée est également fournie avant

de présenter les résultats des simulations et de conclure.
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Figure 4.1 – Modèle du système.

4.1 Technique SLM aveugle pour les systèmes OFDM avec

constellations tournées

4.1.1 Modèle du système

Nous considérons dans cette première partie 4.1 de chapitre le modèle du système décrit par la

Figure 4.1.

Chaque groupe de N (log2(M)) bits d’information est transformé en une série de symboles com-

plexes de la constellation M -QAM S = {s(0), s(1) · · · , s(N − 1)} avec le mapping de Gray tel que :

s(n) = s1(n) + js2(n), (4.1)

où s1(n) et s2(n) sont les composantes en phase et en quadrature du symbole s(n) respectivement.

Différemment des modulations RCQD classiques où l’émetteur tourne tous les symboles avec le même

angle de rotation, nous considérons ici que l’émetteur dispose d’un alphabet d’angles de rotation et

on considère D séquences d’angles Φ(d) = {φ(d)
0 , φ

(d)
1 , · · · , φ(d)

N−1} où d = 0, 1, · · · , D − 1.

Pour chaque séquence de phase Φ(d) et pour tout indice n dans {0, 1, · · · , N − 1}, l’émetteur

tourne le symbole s(n) tel que :

x(d)(n) = s(n)ejφ
(d)
n = x

(d)
1 (n) + jx

(d)
2 (n). (4.2)

La deuxième étape classique consiste à différer cycliquement la composante en quadrature x(d)
2 (n)
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afin que les deux composantes x(d)
1 (n) et x(d)

2 (n) soient émis sur deux canaux indépendants :

z
(d)
f (n) = x1(n) + jx2(n+ ∆T ), (4.3)

où ∆T est un entier.

Ensuite, l’émetteur génère en parallèle D symboles OFDM tels que :

Zt
(d) = IFFT (Zf

(d)), (4.4)

où Zt(d) = (z
(d)
t (0), z

(d)
t (1), · · · , z(d)

t (N−1))T , Zf (d) = (z
(d)
f (0), z

(d)
f (1), · · · , z(d)

f (N−1))T et IFFT

désigne la transformée Fourier rapide inverse :

z
(d)
t (n) =

N−1∑
k=0

z
(d)
f (k)e

2πnk

N . (4.5)

Par la suite, l’émetteur calcule le PAPR du symbole OFDM correspondant à chaque séquence de

phase Φ(d) :

PAPR(d) =
maxn=0,··· ,N−1|z(d)

t (n)|2
E(|Zt(d))|2

. (4.6)

Finalement, l’émetteur trouve l’indice de la séquence de phase d̃ avec le plus faible PAPR :

d̃ = argmin
d=0,1,··· ,D−1

PAPR(d), (4.7)

et il émet le symbole OFDM correspondant Zt(d̃).

Il est à noter qu’afin de réduire la complexité du côté du récepteur, le nombre d’angles de rota-

tion possibles dans les séquence de phase est limité à deux (i.e. {φ(d)
n ∈ {φ1, φ2},∀(d, n)}). De plus,

afin d’éviter un retard de transmission éventuellement prohibitif, plusieurs blocs IFFTs peuvent être

implantés en parallèle et l’algorithme peut être interrompu lorsque le PAPR obtenu est inférieur à

un seuil jugé satisfaisant.

Du côté du récepteur, le signal reçu après FFT s’écrit :

r(n) = h(n)z(d̃)(n) + w(n), (4.8)

où h(n) est l’atténuation du canal suivant une loi de Rayleigh de variance unitaire et w(n) est un

bruit BABG de variance 2N0.
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Figure 4.2 – Les constellations tournées X1 and X2 pour les signaux 64-QAM.

Ensuite, le récepteur extrait les observations sur les composantes en phase et en quadrature du

symbole x(d̃)(n) comme suit :

y1(n) = <{r(n)} = h1(n)x
(d̃)
1 (n) + v1(n),

y2(n) = ={r(n−∆T )} = h2(n)x
(d̃)
2 (n) + v2(n),

(4.9)

où hi (avec i ∈ {1, 2}) et v(n) = v1(n) + jv2(n) ont des modèles statistiques identiques à ceux de

h(n) et w(n) respectivement.

Enfin, le récepteur utilise le critère du maximum de vraisemblance (ML) pour estimer les symboles

émis tels que :

Ŝ = argmax
d=0,1,··· ,D−1|S∈SN

P (Y /Φ(d),S,H), (4.10)

où Ŝ désigne les symboles estimés, S est l’ensemble des symboles possibles et Y (resp. H) dénote

les observations reçues (resp. les atténuations de canal).

Il est à noter qu’afin d’éviter toute perte spectrale liée à la transmission de l’indice de la séquence

de phase d̃, qui doit en plus être codé de façon robuste afin d’éviter de perdre tous les symboles,

cet indice n’est pas transmis. Ainsi, le critère ML dans l’équation (4.10) doit considérer toutes les

séquences de phases possibles. De surcroît, détecter les symboles selon (4.10) est équivalent à estimer

d’abord la séquence de phase avec le critère ML et ensuite estimer les N symboles émis séparément.
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Les angles de rotation φ1 et φ2 ont un impact significatif sur les performances du système dans

(4.10). Ils doivent donc être soigneusement sélectionnés (voir Figure 4.2). Nous nous intéressons dans

la suite de ce chapitre à l’analyse de leur impact sur les performances du système dans le but de

concevoir un critère pour la sélection de ces deux angles de rotation qui, outre le PAPR, permet à

la fois d’optimiser le TEB et les performances de détection aveugles du côté du récepteur.

4.1.2 Analyse de performance

4.1.2.1 Analyse du taux d’erreur d’indice de la séquence

Afin de réduire le taux d’erreur d’indice de la séquence (Sequence Index Error Rate (SIER)),

pour les constellations classiques, la distance Euclidienne entre les symboles dans X1 et dans X2,

où Xi est la constellation tournée avec l’angle de rotation φi, est maximisée dans [24] ; toutefois,

ce critère n’est guère efficace pour les constellations tournées vu que les composantes en phase en

quadrature des symboles tournées ne subissent pas la même atténuation de canal [67]. De plus,

à cause de l’approximation d’un RSB élevé et du nombre élevé de plus proches voisins (kissing

number) [67], utiliser le critère de maximisation de produit distance minimale pour sélectionner les

angles de rotation peut mener à des performances sous-optimales. Au lieu de cela et afin de réduire

le SIER, nous considérons ici plutôt la minimisation de la probabilité d’erreur moyenne Pavg entre

les points des constellations X1 et X2 (voir Figure 4.2) :

Pavg(φ1, φ2) =
∑
x∈X1

P (x)
∑
x̂∈X2

P (x→ x̂). (4.11)

P (x→ x̂) peut être écrit :

P (x→ x̂) = (1− p)2P 1,2(x→ x̂) + p(1− p)
2∑
i=1

P i(x→ x̂) + p2, (4.12)

où P 1,2(x → x̂) (resp. P i(x → x̂)) est la probabilité de détecter x̂ lorsque le symbole x est émis

dans le cas où les deux composantes sont reçues (resp. seulement la i-ième composante est reçue) et

p dénote la probabilité d’effacement.

De plus, similairement à [67], P 1,2(x→ x̂) et P i(x→ x̂) peuvent être majorés comme suit :

P 1,2(x→ x̂) ≤ 1

2

2∏
i=1

1

1 +
(xi − x̂i)2

8N0

, (4.13)

P i(x→ x̂) ≤ 1

2

1

1 +
(xi − x̂i)2

8N0

. (4.14)
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Par ailleurs, soit la séquence de phase binaire C(d) = {c(d)
0 , c

(d)
1 · · · , c

(d)
N−1} où 0 ≤ d ≤ D − 1 et :

c(d)
n =

0 si φ(d)
n = φ1

1 si φ(d)
n = φ2.

(4.15)

En plus du choix des angles de rotation, il est trivial que le SIER dépend aussi des séquences de

phase binaires C(d) ; en effet, les performances s’améliorent avec l’augmentation de la distance de

Hamming minimale entre ces séquences. Par conséquent, nous proposons d’utiliser les séquences de

Hadamard étant donné qu’elles permettent d’avoir une distance minimale de Hamming élevée [94].

4.1.2.2 Probabilité d’erreur bit

Rappelons qu’au-delà de l’estimation de la séquence de phase, les deux angles de rotation ont

également une influence considérable sur le TEB. En supposant que l’indice de la séquence de phase

soit correctement estimé, la probabilité d’erreur sur les bits peut être développée comme suit :

Pb(φ1, φ2) =

2∑
i=1

P (φi)Pb(φi), (4.16)

où P (φi) et Pb(φi) sont la probabilité que l’angle de rotation φi est utilisé et la probabilité d’erreur

bit quand l’angle φi est sélectionné respectivement.

Il faut retenir que la probabilité Pb(φi) peut être majorée comme suit :

Pb(φi) ≤
1

log2M

∑
x∈Xi

P (x)
∑
x̂∈Xi

dH(x, x̂)P (x→ x̂), (4.17)

où la probabilité P (x → x̂) est donnée dans (4.12)-(4.14) et dH(x, x̂) est la distance de Hamming

entre les representations binaires des symboles x et x̂.

Cela signifie qu’à fort RSB, la probabilité d’erreur bit ne dépend pas seulement du produit distance,

mais aussi du mapping via la distance de Hamming entre deux points quelconques de la constellation

et en particulier les points voisins en termes de produit distance. Il est à noter que différemment

de (4.11), les deux symboles x et x̂ appartiennent dans (4.17) à la même constellation tournée Xi,

avec i est dans {0, 1}, puisque nous cherchons avec (4.17) à minimiser le TEB pour une constellation

tournée donnée.

4.1.3 Algorithme SLM aveugle avec SSD

4.1.3.1 Préselection des constellations tournées

Pour concevoir un système de communication robuste, le couple d’angles de rotation doit tout

d’abord permettre un faible SIER car une erreur sur l’estimation de l’indice de la séquence de phase,
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du côté du récepteur, peut mener à une perte conséquente des performances du système.

Plusieurs couples d’angles de rotation peuvent satisfaire cette condition ; dès lors, nous proposons,

dans un second lieu, de chercher parmi ces couples d’angles de rotation le couple qui permet les

meilleures performances en termes de TEB :

(φ1, φ2) = argmin
(β1,β2)∈Σε

Pb(β1, β2), (4.18)

où l’ensemble Σε défini par :

Σε = {(β1, β2) ∈]− π, π[2|Pavg(β1, β2) ≤ ε} (4.19)

doit être aussi large que possible pour permettre une meilleure optimisation dans (4.18) et ε désigne

un seuil. Une méthode pour choisir judicieusement ce seuil est discutée dans la section suivante.

Finalement, il est à noter que, pour avoir un algorithme de réduction du PAPR efficace, les angles

φ1 et φ2 doivent être suffisamment éloignés. Ainsi, dans nos simulations, les angles β1 et β2 qui sont

séparés par moins de π/2 n’ont pas été considérés dans Σε.

4.1.3.2 Estimation souple de l’indice de la séquence de phase au sens du maximum de

vraisemblance

En utilisant le critère ML, le récepteur doit trouver la séquence de phases comme suit :

d̂ = argmax
0≤d≤D−1

P (Y |C(d),H). (4.20)

Avec l’approximation Max-Log, nous obtenons :

d̂ = argmax
0≤d≤D−1

N−1∑
n=0

Λ
c(d)n
n , (4.21)

où Λ0
n et Λ1

n sont donnés par :

Λ0
n = min

a=a1+ja2∈X1

|y(n)− h1(n)a1 − jh2(n)a2|2, (4.22)

Λ1
n = min

a=a1+ja2∈X2

|y(n)− h1(n)a1 − jh2(n)a2|2. (4.23)

L’estimateur ML est théoriquement basé sur une recherche exhaustive. Ainsi, il nécessite, au plus,

8NM multiplications réelles et N(6M+D)−D sommations (additions ou soustractions) réelles (voir

(4.21)-(4.23)). Cette complexité ne peut pas être négligée pour un système avec un nombre élevé

de sous-porteuses et/ou des constellations de valence élevée ; dans ce cas, d’autres algorithmes de
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Figure 4.3 – Pavg(β1, β2) pour la constellation 64-QAM.

détection à faible complexité tels qu’un estimateur ML dur [24] et un estimateur en deux étapes

reposant sur un algorithme de Viterbi suivi d’une étape de vérification et de correction [25] ont déjà

été proposés et peuvent être utilisés pour réduire la complexité de l’estimation de la séquence de

phase aveugle du côté du récepteur. En effet, comme l’indique la section suivante, ils permettent des

performances similaires en termes de TEB à celles de l’estimation ML à complexité maximale.

4.1.4 Résultats des simulations

4.1.4.1 La sélection des angles de rotation

La Figure 4.3 montre la probabilité Pavg(β1, β2)) (voir l’équation (4.11)) pour la constellation

64-QAM et pour Eb/N0 = 13 dB sur un canal de Rayleigh sans effacement ; cette valeur de 13 dB

est choisie conformément à la Figure 4.6 car elle assure une convergence des TEBs. Nous pouvons

constater que plusieurs couples d’angles de rotation permettent de bonnes performances sous le seuil,

alors que de nombreux couples d’angles de rotation doivent être évités. Par conséquent, le seuil dans

(4.19) doit être soigneusement choisi.

La Figure 4.4 sur un canal de Rayleigh sans effacement avec D = 8 séquences de longueur

N = 256, le taux d’erreur d’indice de séquence SIER est évalué via une simulation de Monte-Carlo

et l’indice d̂ est estimé avec (4.21) pour des angles sélectionnés aléatoirement parmi les couples

d’angles vérifiant Pavg(β1, β2) = εi sur la frontière de Σεi (cf. (4.19)) où i est dans {1, 2, 4}. D’abord,
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Figure 4.4 – Comparaison du SIER pour différents seuils et pour la constellation 64-QAM sur un
canal de Rayleigh sans effacement.

Table 4.1 – Les angles de rotation proposés pour un canal de Rayleigh sans effacement.
4-QAM 16-QAM 64-QAM 256-QAM

φ1 27.5̊ 21.2̊ 15.5̊ 15.4̊
φ2 -117.5̊ 159.1̊ 164.3̊ -105.5̊

Eb/N0 6 dB 9.5 dB 13 dB 17 dB

nous pouvons observer que les séquences de Hadamard donnent des meilleures performances que

les séquences aléatoires en termes de SIER ; par conséquent, le seuil ε peut être relaxé avec les

séquences de Hadamard ce qui permet une meilleure optimisation des angles de rotation dans (4.18).

De plus, nous pouvons constater que, parmi les seuils considérés, seuls ε1 = min(Pavg(β1, β2)) et

ε2 = 2min(Pavg(β1, β2)) conduisent à un faible SIER, pour un système opérant à Eb/N0 = 13 dB.

Dès lors, le seuil ε2 doit être préféré car il permet d’obtenir un plus grand ensemble Σε2 (voir (4.19))

et donc de meilleures performances en termes de TEB que ε1. Par la suite, le couple d’angles de

rotation peut être sélectionné pour Eb/N0 = 13 dB avec (4.18). Ainsi, l’algorithme de sélection des

couples d’angles pour les séquences peut être effectué de façon similaire pour différentes constellations

et RSBs (voir les Tableaux 4.1 et 4.2)

Table 4.2 – Les angles de rotation proposés pour un canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.
4-QAM 16-QAM 64-QAM 256-QAM

φ1 25.7̊ 14.8̊ 6.3̊ 3.4̊
φ2 -114.1̊ 169.9̊ 172.9̊ 176.3̊

Eb/N0 8.5 dB 13.5 dB 18.5 dB 24 dB
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Figure 4.5 – Comparaison du TEB entre la méthode proposée, l’estimation ML dure et le cas où
le récepteur dispose d’un RSI idéal, sur un canal de Rayleigh sans effacement.

4.1.4.2 Les performances du système

La Figure 4.5 compare les performances en termes de TEB de la solution proposée avec celles

obtenues dans le cas où le récepteur a une connaissance idéale d’informations annexes canal (Re-

ceiver Side Information (RSI)) concernant l’indice de la séquence de phase utilisé par l’émetteur,

sur un canal de Rayleigh sans effacement pour D = 8 séquences de longueur N = 256 et pour les

angles dans le Tableau 4.1. Tout d’abord, nous pouvons observer que l’estimateur ML souple proposé

permet pratiquement les mêmes performances que la méthode idéale, ce qui montre que la solution

aveugle proposée évite tout perte spectrale. De plus, nous pouvons constater que l’estimateur ML à

décision dure [24] permet des performances quasi-optimales pour un RSB modéré à élevé.

Par ailleurs, la Figure 4.6 montre le TEB, obtenu avec le code LDPC de longueur 64 800 avec

un rendement égal à 4/5 et le décodage min-sum à convergence rapide effectué avec 25 itéra-

tions [82], pour les angles proposés (voir les Tableaux 4.1 et 4.2), l’angle utilisé par DVB-T2 et

l’angle α = atan(
1±
√

5

2
) dans le cas de la constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh avec et

sans effacements. Nous pouvons observer que, les performances des angles proposés surpassent celles

de l’angle utilisé par DVB-T2 et de α = atan(
1±
√

5

2
), en particulier sur un canal de Rayleigh avec

effacements.

Finalement, la Figure 4.16 compare les performances en termes de réduction du PAPR de l’algo-
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Figure 4.6 – Comparaison du TEB pour la constellation RCQD 64-QAM sur un canal de Rayleigh
avec p = 0 et p =15% d’effacement.

rithme proposé avec la méthode de clipping (avec un seuil de clipping prédéfini à 75% du maximum

des symboles OFDM originels), l’algorithme Tone Reservation défini dans DVB-T2 [82] (avec un

seuil de clipping de 7 dB et 10 itérations), la méthode Partial Transmit Sequence (PTS) théorique-

ment optimale [92] (avec S = 16 sous-blocs et les angles de rotation {0, π}), pour la constellation

64-QAM et N = 1024.

D’abord, nous pouvons observer que les performances en termes de réduction du PAPR s’amé-

liorent avec D (e.g. un gain de 3,7 dB avec D = 16). De plus, pour tout D > 2, la solution proposée

permet clairement de meilleures performances en réduction du PAPR que l’algorithme TR du DVB-

T2.

La solution proposée permet, pour tout D > 4, de meilleures performances que la méthode de

clipping. Notons que les performances de cette méthode dépendent du seuil de clipping. En effet,

un seuil de clipping plus faible permet de meilleurs performances en termes de réduction du PAPR ;

néanmoins les performances en termes de TEB se dégrade avec la réduction du seuil de clipping.

De surcroît, en combinant l’algorithme TR avec la solution proposée pour D = 8, nous obtenons

approximativement les mêmes performances en réduction du PAPR que l’algorithme PTS optimal

(un gain d’environ 5 dB). Toutefois, l’algorithme PTS optimal nécessite, en plus d’une grande infor-

mation canal annexe, une complexité exponentielle en S du côté de l’émetteur ; par conséquent, de

nombreuses extensions sous-optimales de l’algorithme PTS d’origine ont été proposées dans la litté-

rature [93] mais les performances associées en termes de réduction de réduction du PAPR peuvent



CHAPITRE 4. RÉDUCTION DU PAPR AVEC LES CONSTELLATIONS TOURNÉES 85

0 2 4 6 8 10 12

 (dB)

10-4

10-3

10-2

10-1

100

 P
r(

P
A

P
R

 >
 

)

Ordinary

D=2

D=4

D=8

D=16

Clipping

Tone Reservation

TR and D=8 jointly

Optimal PTS

Figure 4.7 – Comparaison des performances de réduction du PAPR entre les méthodes considérées
pour une modulation OFDM avec 1024 sous-porteuses et la constellation RCQD 64-QAM.

être considérablement dégradées. De plus, contrairement aux algorithmes PTS et TR, outre que la

complexité de notre proposition est plus faible du côté de l’émetteur, mais plus grande du côté de

la réception, la solution SLM aveugle proposée évite toute perte spectrale.

Par ailleurs, des figures similaires ont été obtenues pour d’autres paramètres de configuration :

la Figure 4.8 montre les performances de réduction du PAPR pour les méthodes considérées dans le

cas de la constellation RCQD 256-QAM tandis que la Figure 4.9 compare les performances de ces

méthodes quand on réduit le nombre de sous-porteuses à N = 256.

Finalement, il est à noter qu’au-delà des performances en réduction du PAPR, afin de sélectionner

une méthode de réduction du PAPR, d’autres critères doivent être également considérés dans le

but de répondre au mieux aux exigences du système de communication en question, notamment les

performances en terme de TEB, d’efficacité spectrale et de complexité de calcul [12] ; par conception,

la solution proposée tient intrinsèquement compte de toutes ces questions : le TEB est amélioré,

aucune perte spectrale n’est introduite et les performances en terme de réduction du PAPR peuvent

être choisies selon un compromis raisonnable de complexité de calcul du côté du récepteur.

Nous allons à présent dans la seconde partie de ce chapitre étudier une autre proposition aveugle

de réduction du PAPR pour les modulations OFDM avec constellations tournées.



CHAPITRE 4. RÉDUCTION DU PAPR AVEC LES CONSTELLATIONS TOURNÉES 86

0 2 4 6 8 10 12

 (dB)

10-4

10-3

10-2

10-1

100

 P
r(

P
A

P
R

 >
 

)

Ordinary

D=2

D=4

D=8

D=16

Clipping

Tone Reservation

TR and D=8 jointly

Optimal PTS

Figure 4.8 – Comparaison des performances de réduction du PAPR entre les méthodes considérées
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Figure 4.10 – Modèle du système.

4.2 Technique d’entrelacement aveugle pour les systèmes OFDM

avec SSD

4.2.1 Modèle du système

Nous allons maintenant décrire le modèle du système illustré par la Fig. 4.10.

4.2.1.1 Du côté de l’émetteur

Les bits d’information sont d’abord encodés et entrelacés ; ensuite, chaque groupe de N (log2(M))

bits consécutifs est transformé en une série de N symboles M-QAM complexes avec du Gray map-

ping :

s(n) = s1(n) + js2(n), (4.24)

où s1(n) (resp. s2(n)) est la composante I (resp. Q) du symbole s(n) ; elles s’écrivent :

si(n) = 2pi −
√
M + 1, (4.25)

où pi prend des valeurs entieres s’étendant de 0 à
√
M − 1 avec i ∈ {0, 1}.

Par la suite, l’émetteur tourne les symboles comme suit :

x(n) = s(n)ejθ = x1(n) + jx2(n). (4.26)

La deuxième étape classique de la modulation RCQD consiste à cycliquement différer la composante

en quadrature x2(n) afin que les composantes x1(n) et x2(n) du symbole tourné x(n) subissent des

atténuations de canal indépendantes. Dans cette section 4.2, l’émetteur possède un alphabet de D

entrelaceurs bidimensionnels I et Q {(σ(d)
1 , σ

(d)
2 ), d = 0, 1, · · · , D− 1} ; l’émetteur génère en parallèle

D symboles OFDM en appliquant chaque entrelaceur bidimensionnel possible ; nous obtenons donc,

pour chaque indice d, la séquence :
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z
(d)
f (n) = x1(σ

(d)
1 (n)) + jx2(σ

(d)
2 (n)). (4.27)

Ensuite, l’émetteur construit en parallèle les D symboles OFDM :

z
(d)
t (n) =

N−1∑
k=0

z
(d)
f (k)e

2πnk

N . (4.28)

Puis, l’émetteur calcule le PAPR(d) correspondant à chaque entrelaceur bidimensionnel (σ
(d)
1 , σ

(d)
2 ) :

PAPR(d) =
maxn=0,··· ,N−1|z(d)

t (n)|2

E(|Z(d)
t )|2

, (4.29)

où Zt(d) = (z
(d)
t (0), z

(d)
t (1), · · · , z(d)

t (N − 1))T .

Enfin, l’émetteur trouve l’indice de l’entrelaceur d̃ qui permet le plus faible PAPR :

d̃ = argmin
d=0,1,··· ,D−1

PAPR(d), (4.30)

et il émet le symbole OFDM correspondant.

4.2.1.2 Estimation de l’indice de l’entrelaceur du côté du récepteur

Le signal reçu après FFT s’exprime :

y(n) = H(n)z
(d̃)
t (n) + w(n), (4.31)

où H(n) est l’atténuation de canal,connue du récepteur, suivant une loi de Rayleigh de variance uni-

taire et w(n) = w1(n)+jw2(n) avec w1(n) et w2(n) variables Gaussiennes centrées et indépendantes

de variance N0.

Tout d’abord, le récepteur désentrelace les observations reçues selon chaque entrelaceur bidimen-

sionnel (σ
(d)
1 , σ

(d)
2 ) possible ; les observations désentrelacées s’expriment donc :

r(d)(n) = r
(d)
1 (n) + jr

(d)
2 (n),

= y1

((
σ

(d)
1

)−1

(n)

)
+ jy2

((
σ

(d)
2

)−1

(n)

)
= h

(d)
1 (n)x1

((
σ

(d)
1

)−1

(σ
(d̃)
1 (n))

)
+ jh

(d)
2 (n)x2

((
σ

(d)
2

)−1

(σ
(d̃)
2 (n))

)
+ v(d)(n),

(4.32)

où v(d)(n) et h(d)
i , avec i ∈ {1, 2}, ont les mêmes caractéristiques statistiques que w(n) et H(n)

respectivement.
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Deux points sont à noter ; d’abord, afin d’avoir un ordre de diversité élevé, les entrelaceurs bidimen-

sionnels (σ
(d)
1 , σ

(d)
2 ) doivent permettre aux composantes I et Q de chaque symbole QAM de subir des

atténuations de canal indépendantes. Deuxièmement, contrairement aux constellations QAM clas-

siques, avec un angle de rotation approprié, les composantes I et Q du symbole x(n) dans (4.26) sont

dépendantes l’une de l’autre. Cette propriété rend possible l’estimation aveugle de l’indice de l’en-

trelaceur bidimensionnel choisi dans l’émission. En effet, en utilisant le critère ML, on peut estimer,

parmi l’alphabet préétabli, cet entrelaceur comme suit :

d̂ = argmax
d=0,1,··· ,D−1

P (R(d))

= argmax
d=0,1,··· ,D−1

N−1∑
n=0

log
(
P (r(d)(n))

)
= argmax
d=0,1,··· ,D−1

N−1∑
n=0

log

(∑
x∈X

P (r(d)(n)|x)

)
,

(4.33)

où R(d) = (r(d)(0), r(d)(1), · · · , r(d)(N − 1))T et X désigne la constellation tournée. De plus, à partir

de (4.32) la probabilité P (r(d)(n)|x) peut être développée comme suit :

P (r(d)(n)|x) =
1

2πN0
e

−∑2
m=1

∣∣∣r(d)
m (n)− h(d)

m (n)xm

∣∣∣2
2N0 . (4.34)

En utilisant l’approximation Max-Log et (4.34), (4.33) peut alors être développée comme suit :

d̂ = argmax
d=0,1,··· ,D−1

N−1∑
n=0

max
x∈X

{
log
(
P (r(d)(n)|x)

)}
= argmax
d=0,1,··· ,D−1

N−1∑
n=0

min
x∈X

{
2∑

m=1

∣∣∣r(d)
m (n)− h(d)

m (n)xm

∣∣∣2} . (4.35)

Après avoir estimé l’indice de l’entrelaceur, le récepteur calcule les LLRs des bits. Les LLRs

obtenus sont ensuite désentrelacés et utilisés par le décodeur afin d’estimer les bits d’information

émis b̂. Cet algorithme est général pour tout angle de rotation, mais nous allons considérer par la

suite l’angle utilisé dans le chapitre 3.

4.2.2 Considération de la complexité

4.2.2.1 Les constellations tournées et uniformément distribuées UP-RCQD

Comme évoqué précédemment, avec l’angle de rotation θ =arctan(1/
√
M), les composantes I et

Q des symboles tournés sont uniformément distribuées le long des axes I et Q respectivement avec

une distance minimale constante dmin = 2 sin θ, comme l’illustre la Fig. 4.11 pour la constellation
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𝜽

Figure 4.11 – La constellation UP-RCQD QPSK.

QPSK. Cela permet au récepteur d’utiliser le démappeur à faible complexité opérant dans le domaine

des entiers développé dans le chapitre 3. En effet, à chaque point x de la constellation UP-RCQD,

il correspond un point bidimensionnel (Tx,1, Tx,2) défini par :

Tx,1 =
x1

2 sin θ
+

(M − 1)

2
=
√
Mp1 +

(√
M − 1− p2

)
, (4.36)

Tx,2 =
x2

2 sin θ
+

(M − 1)

2
=
√
Mp2 + p1. (4.37)

Nous rappelons que Tx,1 et Tx,2 prennent des valeurs entieres dans l’ensemble {0, 1, · · · ,M − 1}, et
que la valeur du point unidimensionnel Tx,1 ou Tx,2 permet d’identifier un unique symbole 2D tourné.

En effet à partir de Tx,1, le couple (px,1, px,2) qui permet d’obtenir de façon unique le symbole x

(voir (4.25)), peut être obtenu comme suit :
px,1 =

⌊
Tx,1√
M

⌋
,

px,2 =
√
M − 1−

(
Tx,1 −

√
Mpx,1

)
,

(4.38)
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où bac dénotes la partie entière de a. Similairement, le couple (px,1, px,2) peut aussi être obtenu à

partir de Tx,2 comme suit : 
px,2 =

⌊
Tx,2√
M

⌋
,

px,1 = Tx,2 −
√
Mpx,2.

(4.39)

Finalement, puisque la conversion mutuelle entre (px,1, px,2) and (Tx,1, Tx,2) pour une constellation

donnée est fixe, cette conversion peut être faite à moindre complexité en utilisant un tableau de

consultation (LUT) du côté du récepteur.

4.2.2.2 Estimation à faible complexité de l’indice de l’entrelaceur

Les composantes non effacées ym (m ∈ {1, 2}) sont d’abord égalisées comme suit :

yeq,m(n) =
ym(n)

2H(n) sin θ
+

(M − 1)

2

= Tx,m(n) +
wm

2H(n) sin θ
, (4.40)

où Tx,m sont donnés par (4.36) - (4.37).

Similairement à (4.32), à partir de (4.40) les observations égalisées et désentrelacées s’expriment :

r(d)
eq (n) = h

(d)
1 (n)Tx,1

((
σ

(d)
1

)−1

(σ
(d̃)
1 (n))

)
+ jh

(d)
2 (n)Tx,2

((
σ

(d)
2

)−1

(σ
(d̃)
2 (n))

)
+

v(d)(n)

2H(n) sin θ
.

(4.41)

La distance |r(d)
m (n)−h(d)

m xm|2 dans (4.35), avec m dans {0, 1}, peut alors être réécrite (voir (4.40)) :

∣∣∣r(d)
m (n)− h(d)

m (n)xm

∣∣∣2 = (2sinθ)2
∣∣∣h(d)
m (n)

(
r(d)
eq,m(n)− Tx,m

)∣∣∣2 . (4.42)

En utilisant (4.42), le décodeur Max-Log de l’indice de la séquence bidimensionnelle (4.35) devient

donc :

d̂ = argmax
d=0,1,··· ,D−1

N−1∑
n=0

min
Tx∈T

{
2∑

m=1

∣∣∣h(d)
m (n)

(
r(d)
eq,m(n)− Tx,m

)∣∣∣2} , (4.43)

où T désigne l’ensemble des points possibles Tx = (Tx,1, Tx,2).

L’équation (4.43) implique qu’on doit d’abord trouver, pour chaque d et chaque n, l’optimum global

Topt = (Topt,1, Topt,2) défini par :

Topt = min
Tx∈T

{
2∑

m=1

∣∣∣h(d)
m (n)

(
r(d)
eq,m(n)− Tx,m

)∣∣∣2} . (4.44)

Parmi tous les points de la constellation, on peut facilement trouver l’optimum local Loc(d)
m (n) =
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(Loc
(d)
m,1(n), Loc

(d)
m,2(n)) qui minimise

∣∣∣h(d)
m (n)

(
r

(d)
eq,m(n)− Tx,m

)∣∣∣2, avec m dans {0, 1} , tels que (voir
(4.40)) :

Loc(d)
m,m(n) =


0, si r(d)

eq,m(n) ≤ 0,

round
(
r

(d)
eq,m(n)

)
, si 0 ≤ r(d)

eq,m(n) < (M−1) ,

M − 1, si r(d)
eq,m(n) ≥ (M−1) .

(4.45)

Par souci de complexité, au lieu de chercher l’optimum global dans (4.43) parmi tous les points

de la constellation, nous proposons de limiter cette recherche à seulement deux régions centrées sur

r
(d)
eq,m(n) avec un rayon ra où m est dans {1, 2}. Pour ra > 0, ces régions s’expriment comme :

T̃(d)
m (n) =


{0, · · · , 2ra−1}, si r(d)

eq,m(n)<ra,

{M−2ra, · · · ,M−1}, si r(d)
eq,m(n)≥M−ra,{

br(d)
eq,m(n)c−ra + 1, · · · ,br(d)

eq,m(n)c+ra
}
, sinon,

(4.46)

tandis que pour ra = 0, la région T̃
(d)
m (n) contient seulement l’optimum local Loc(d)

m (n). Chaque point

Tx appartenant à T̃
(d)
m (n) localise un seul couple (p1, p2) et celui-ci, à son tour, détermine de façon

unique un point (s1, s2) de la constellation originelle. Par conséquent, T̃(d)(n) = T̃
(d)
1 (n) ∪ T̃

(d)
2 (n)

contient au plus 4ra points. En particulier, pour ra = 0, T̃(d)(n) contient les deux optimums locaux

Loc
(d)
1 (n) et Loc(d)

2 (n) ; ceux-ci peuvent éventuellement conduire au même point de la constellation,

qui sera alors nécessairement l’optimum global.

Pour résumer, à partir de (4.43) et (4.46), nous choisissons l’indice de l’entrelaceur comme suit :

d̂ = argmax
d=0,1,··· ,D−1

N−1∑
n=0

min
Tx∈T̃(d)(n)

{
2∑

m=1

∣∣∣h(d)
m (n)

(
r(d)
eq,m(n)− Tx,m

)∣∣∣2} , (4.47)

Nous présentons, à présent, les étapes successives de l’algorithme proposé :

1. Pour chaque composante reçue, utiliser (4.40) afin de transformer ym(n) en yeq,m(n). Si une

composante est effacée, yeq,m(n) est mis à zéro et les termes associés de distance Euclidienne

bidimensionnelle ne sont pas considérés dans (4.47).

2. Pour chaque composante reçue, localiser T̃
(d)
m (n) en utilisant (4.46) avec un rayon ra ; ensuite

la distance de r(d)
eq,m(n) est calculée pour tous les points de l’ensemble T̃

(d)
m (n).

3. Pour chaque d et chaque n, étant donné les termes de distance unidimensionnelle (1D) déjà

obtenus à l’étape 2, calculer les distances 1D manquantes dans (4.47) afin d’obtenir les distances

bidimensionnelles de (r
(d)
eq,1(n), r

(d)
eq,2(n)) pour tous les points de l’ensemble T̃(d)(n). La distance

minimale dans (4.47) est ensuite sélectionnée.

4. En utilisant les distances minimales obtenues à l’étape 3, l’indice de l’entrelaceur d̂ peut fina-

lement être estimé (voir (4.47)).
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4.2.2.3 Analyse de complexité

La complexité de l’algorithme est évaluée en nombre de Multiplications Réelles (MRs), Compa-

raisons réelles (CRs), Inversions Réelles (IRs) et Sommations réelles (SRs).

Il est d’abord à souligner que du côté de l’émetteur, aucune multiplication par des séquences de

phase n’est requise pour l’algorithme proposé ; cela réduit le fardeau de la complexité par 4N(D−1)

MRs et 2N(D − 1) SRs par rapport à l’algorithme SLM (voir chapitre 4).

Par ailleurs, du côté du récepteur :

1. L’égalisation d’une composante reçue ym(n) en yeq,m(n) (voir 4.40), nécessite 1 MR, 1 SR et

1 IR. Donc, l’égalisation de toutes les observations requiert un total de N MRs, 2N SRs et

2N IRs (i.e. 2sinθ est une constante et la multiplication par H(n) n’est effectuée qu’une seule

fois).

2. La localisation de la région T̃
(d)
m (n) requiert 2 CRs. Le calcul d’une distance Euclidienne 1D

demande 2 MR et 1 SR. Par conséquent, cette étape nécessite un total de 4Nra (resp. 2N)

MRs, 2Nra (resp. N) SRs and 4N CRs.

3. À l’étape 3, pour chaque d et chaque n, au moins 4ra (resp. 2ra) termes de distance 1D comme∣∣∣h(d)
m (n)

(
r

(d)
eq,m(n)− Tx,m

)∣∣∣2 ont déjà été calculés à l’étape 2 ; ainsi, le calcul des 4ra (resp.

2ra) termes restants de distance 1D demande un total de 8raND (resp. 4ND) MRs et 4Nra

(resp. 2N) SRs pour ra > 0 (resp. (ra = 0)). De surcroît, le calcul des distances Euclidiennes

bidimensionnelles nécessite 4DNra (resp 2DN) SRs supplémentaires. Enfin, la sélection des

distances 2D minimales requiert DN(4ra − 1) (resp. DN) CRs.

4. À l’étape 4, les calcul des sommes des distances minimales nécessite (N−1)D SRs et la sélection

de d̂ requiert D − 1 CRs.

Il est à noter que l’utilisation des angles de rotation θ = arctan(1/
√
M) dans cet algorithme, ré-

duit doublement la complexité ; d’abord, le démappeur proposé dans le chapitre 3 peut être déployé

du côté du récepteur, car il réduit la complexité de plus de 60% par rapport à la méthode la plus

simple utilisée actuellement utilisée dans DVB-T2. De surcroît, les deux premières étapes de l’algo-

rithme de détection aveugle proposé sont déjà nécessaires pour la solution de demapping présentée

dans le chapitre 3 ; ainsi, la complexité supplémentaire liée à l’estimation aveugle d’entrelaceur est

juste 8raND (resp. 4ND) MRs, (8ra + 1)ND −D (resp. ND) SRs et (4ra − 1)ND +D − 1 (resp.

(N + 1)D − 1) CRs pour ra > 0 (resp. pour ra = 0).
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Figure 4.12 – Comparaison du IIER entre l’algorithme Max-Log et la méthode proposée avec
plusieurs rayons ra (64-QAM, N = 256 et D = 16).

4.2.3 Résultats des simulations

La Fig. 4.12 illustre le taux d’erreur d’estimation aveugle de l’indice de l’entrelaceur (Interleaver

Index Error Rate (IIER)) obtenu avec le décoder Max-Log et la méthode proposée pour plusieurs

rayons ra. Nous pouvons observer qu’il n’y a approximativement aucune différence entre la méthode

proposée avec un rayon ra = log2M et le décodeur à max-log. De plus, les performances se dété-

riorent avec la diminution du rayon ; en particulier, avec un rayon ra = 0, la méthode proposée perd

4 dB par rapport à l’estimateur Max-Log mais permet toujours de bonnes performances à un RSB

assez faible.

Dans la suite, sauf mentionné, nous fixons les paramètres suivants : N = 256, D = 16 et la constel-

lation 64-QAM. La Fig. 4.13 illustre les performances en termes de TEB obtenues avec les méthodes

considérées et dans le cas où le récepteur a une connaissance idéale de l’indice de l’entrelaceur utilisé

à l’émission, et ce pour, plusieurs constellations. En cohérence avec la Fig. 4.12, toutes les méthodes

considérées permettent d’obtenir un faible IIER pour un RSB modéré à élevé ; elles conduisent donc

aux mêmes performances globales en termes de TEB.

De surcroît, la Fig. 4.14 présente les courbes de TEB obtenues sur le canal de Rayleigh avec

15% et sans effacement, avec le code LDPC de longueur 64 800 bits de rendement égal à 4/5 et le

décodage min-sum à convergence rapide effectué avec 25 itérations [82] ; les courbes de la Fig. 4.14

représentent les performances obtenues avec l’angle de l’UP-RCQD 64-QAM utilisé dans la solution
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Figure 4.13 – Comparaison du TEB entre la méthode proposée pour plusieurs rayons ra, l’algo-
rithme Max-Log et le cas où le récepteur dispose d’un RSI idéal sur le canal de Rayleigh (N = 256,
D = 16).

Table 4.3 – Comparaison de la complexité globale des algorithmes considérés (M1 : Max-log, M2 :
algorithme proposé ra > 0, M3 : algorithme proposé, ra = 0 et M4 : SLM aveugle [25]).

RS RC RM RI
M1 DN(3M + 1)−D D(N(M − 1) + 1)− 1 4NMD 0
M2 (N(2 + ra(2 + 8D) +D)−D (4 +D(4ra − 1))N +D − 1 N(1 + ra(4 + 8D)) 2N
M3 N(3 + 5D)−D (N + 1)D − 1 N(3 + 4D) 2N
M4 DN(3 + 3M) D − 1 D(N(4 + 2M)) + 1 0

proposée, l’angle utilisé par DVB-T2, l’angle de rotation α1 obtenu en minimisant le TEB (voir

chapitre 4) et l’angle du nombre d’Or α2 = arctan(
1±
√

5

2
) [67]. Nous pouvons à nouveau observer

que la constellation UP-RCQD donne des performances quasi-optimales sur les deux canaux ; en

particulier, ses performances dépassent celles de la solution actuellement utilisée par DVB-T2 [82]

d’approximativement 1 dB sur le canal de Rayleigh avec 15% d’effacement.

Par ailleurs, la Fig. 4.15 compare la complexité de l’algorithme proposé pour plusieurs rayons ra,

l’algorithme Max-Log, l’algorithme Max-Log pour la méthode SLM aveugle [25], et la méthode SLM

aveugle proposé au début de ce chapitre (voir Table 4.2.3) ; nous supposons que le coût d’une CR

ou d’une SR est égal à un et que les coûts d’une MR et d’une IR sont égaux à deux et quatre

respectivement. Nous observons que la complexité de calcul de notre proposition augmente avec le

rayon et que la complexité de l’estimation Max-Log est beaucoup plus élevée que celle de la méthode

proposée. Avec les paramètres considérés, notre décodeur avec ra = 0 permet une réduction de

complexité de 98% par rapport à l’estimation Max-Log (nous obtenons une réduction de 70 % pour
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Figure 4.14 – Comparaison du TEB pour la constellation 64-QAM sur un canal de Rayleigh sans
ou avec 15% d’effacement.

la plus petite constellation 4-QAM). De plus, il est à noter qu’avec les paramètres considérés, le

système fonctionne à Eb/N0 = 13 dB (voir Fig. 4.14) ; par conséquent, le décodeur proposé peut

opérer avec un rayon ra = 0 vu que cela suffit pour avoir des bonnes performances en termes de

IIER (voir la figure 4.12).

Enfin, pour N = 1024, la Fig. 4.16 présente les CCDF du PAPR obtenues avec la technique

proposée (pour D = 2, 4, 8, 16), l’algorithme TR défini dans DVB-T2 [82] (avec un seuil de clipping

de 7 dB et 10 itérations), la méthode de clipping (avec un seuil de clipping de 75% du maximum

des symboles OFDM originels) et la méthode PTS optimale (avec S = 16 sous-blocs et les angles de

rotation {0, π}).

Nous pouvons observer que pour tout D supérieur à 2, l’algorithme proposé permet une meilleure

réduction du PAPR que l’algorithme TR. Il est à souligner que, contrairement à la technique TR,

la solution aveugle proposée évite toute perte spectrale. De plus, les performances de la méthode

proposée en termes de réduction du PAPR dépassent celles de la méthode de clipping pour tout D

supérieur à 4. Il est également à souligner que la méthode de clipping peut conduire à une perte

considérable du TEB, surtout pour un faible seuil de clipping [12]. De surcroît, la méthode PTS

optimale permet de bonnes performances en termes de réduction de PAPR ; toutefois, ce gain est

obtenu au prix d’une complexité exponentielle en S du côté de l’émetteur et au prix d’une perte

spectrale considérable. Par ailleurs, quand on utilisons la technique TR et l’algorithme proposé avec
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Figure 4.15 – Comparaison de la complexité globale des algorithmes considérés.

D = 8 conjointement, nous obtenons des performances similaires à la technique PTS d’origine avec

une complexité beaucoup plus réduite et une efficacité spectrale plus élevée. Finalement, quand on

compare la méthode proposée à la méthode SLM, les deux techniques permettent approximativement

les mêmes performances en termes de réduction du PAPR ; toutefois, la dernière solution proposée

réduit considérablement la complexité à la fois des côtés de l’émetteur et du récepteur ; en particulier,

en plus de la réduction de la complexité obtenue dans le calcul des LLRs grâce à l’utilisation de

la constellation UP-RCQD (voir chapitre 3), la complexité de décodage aveugle de l’entrelaceur est

réduite, avec les paramètres considérés, de 96% (voir Table 4.2.3 et Fig. 4.15) par rapport à une

estimation Max-Log.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord proposé une méthode SLM aveugle pour les systèmes

OFDM avec les constellations tournées. Elle est basée sur deux ensembles de symboles appartenant

à deux constellations tournées avec deux angles de rotation différents.

Du côté de l’émetteur, parmi plusieurs séquences de phase possibles, le meilleur symbole OFDM

obtenu en termes de PAPR est émis. Afin d’éviter toute perte d’efficacité spectrale, le récepteur doit

estimer la séquence de phase utilisée à l’émission.

Les résultats des simulations montrent l’importance du choix des angles de rotation et l’efficacité de

l’algorithme de détection. Ils soulignent également le grand impact de la méthode proposée à la fois
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sur la réduction du PAPR, ainsi que sur l’amélioration du TEB.

De surcroît, ce chapitre propose également une seconde méthode originale d’entrelacement aveugle

pour la réduction du PAPR sans distorsion. Elle est basée sur l’utilisation des constellations tournées

car elles permettent au récepteur d’identifier, sans aucune perte spectrale, l’entrelaceur bidimension-

nel utilisé à l’émission. Par ailleurs, afin de réduire davantage la complexité du côté du récepteur,

nous proposons d’utiliser la constellation UP-RCQD ; en effet, cette constellation a de nombreuses

propriétés structurelles intéressantes que nous utilisons pour concevoir un décodeur aveugle de l’in-

dice de l’entrelaceur à faible complexité.

Les principaux avantages de cette technique sont comme suit. D’abord, notre proposition permet

de réduire considérable le PAPR en évitant à la fois toute perte spectrale et dégradation du TEB.

En outre, la solution proposée simplifie à la fois l’émetteur et le récepteur ; sa faible complexité la

rend particulièrement adaptée à l’implémentation physique. Le chapitre suivant exploite également

la corrélation entre symboles d’une constellation tournée pour améliorer la synchronisation.
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Grâce à un ordre de diversité inhérent (qui peut être combiné à celui d’un codage canal), les per-

formances théoriques des constellations tournées (RCQD) sont supérieures à celles des constellations

classiques sur les canaux à évanouissements. Néanmoins, en pratique, lorsqu’en tête de réception des

techniques classiques pour l’estimation de phase sont utilisées, des mauvaises performances de syn-

chronisation sont obtenues avec les constellations tournées ; cela entraîne une perte des performances

globales du système. Pour y remédier, ce chapitre propose une technique d’estimation de phase ba-

sée sur deux boucles à verrouillage de phase (PLL) qui prennent en compte de manière inhérente la

caractéristique des signaux RCQD.

Ce chapitre est organisé comme suit. La première section introduit le modèle du système. La

deuxième section présente d’abord l’estimateur au sens du maximum a posteriori pour l’estimation

de la phase. Pour mettre en œuvre l’estimateur MAP de façon pratique, cette section propose ensuite

99
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un algorithme hors-ligne comprenant deux PLLs. De surcroît, la troisième section développe le calcul

de la borne minimale de Cramèr-Rao. La section qui suit présente les résultats des simulations. Enfin,

la cinquième section conclue ce chapitre.

5.1 Modèle du système

Pour générer des symboles RCQD, L’émetteur considère N symboles d’une constellation bidi-

mensionnelle S :

sn = sIn + jsQn , (5.1)

où sIn et sQn sont respectivement la composante I et Q du symbole sn.

Ensuite, l’émetteur tourne les symboles générés par un angle de rotation α :

zn = snexp(jα). (5.2)

Par la suite, l’émetteur entrelace les composantes en quadrature zQn telles que :

xn = zIn + jzQn−∆T
, (5.3)

où ∆T est un entier.

Le signal reçu s’écrit :

rn = hnxnexp(jθn) + vn, (5.4)

où hn, θn et vn sont respectivement l’atténuation de canal, une erreur de phase résiduelle et un bruit

Gaussien centré de variance 2σ2.

On considère souvent le modèle de la marche Brownienne [35, 36] pour décrire le comportement

des oscillateurs utilisés dans la pratique. Avec ce modèle, l’évolution de l’erreur de phase résiduelle

s’écrit :

θn = θn−1 + wk, (5.5)

où wk est un bruit réel Gaussien de variance σ2
w.

D’abord, le récepteur estime les décalages de phase. Avec le critère MAP, cela consiste à trouver

θ̂ tel que :
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𝛼

Figure 5.1 – Les constellations S, Zs et X pour la constellation QPSK tournée avec l’angle de
rotation défini dans DVB-T2 [82].

θ̂MAP = argmax
θ

P (θ|H,R), (5.6)

où θ = [θ0, θ1 · · · θN−1]T , R = [r0, r1 · · · rN−1]T et H = [h0, h1 · · ·hN−1]T .

Finalement, le récepteur estime les bits d’information à partir des symboles corrigés en phase.

Afin d’alléger les notations, dans la suite, H n’est pas explicitement indiqué comme argument

pour les fonctions qui en dépendent. De plus, l’ensemble des symboles zn (resp. xn) est noté Zs (resp.

X). La Figure 5.1 illustre les constellations Zs et X correspondantes à la constellation QPSK. Il est

important de noter que, contrairement à S et Zs, la constellation tournée et entrelacée X comprend

16 points possibles. Cela introduit pour l’estimation de phase un facteur de nuisance plus important

que celui plus restreint d’une simple modulation QPSK.
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5.2 Algorithme Proposé pour l’estimation de la phase

5.2.1 Critère du maximum a posteriori

En utilisant le théorème de Bayes, l’équation (5.6) peut s’écrire :

θ̂MAP = argmax
θ

(log (P (R|θ)) + log(P (θ))). (5.7)

Avec le modèle de marche Brownienne (5.5), la densité de probabilité de θ s’écrit :

P (θ) = P (θ0)

N−1∏
i=1

1√
2πσ2

w

exp

(−(θi − θi−1)2

2σ2
w

)
. (5.8)

De plus, log(P (R|θ)) peut être développé comme suit :

log(P (R|θ)) =

N−1∑
i=0

log(P (ri|θi, V (1)
i )), (5.9)

où V (1)
i est donné par :

V
(1)
i = {θ0, r0, θ1, r1, · · · , θi−1, ri−1}. (5.10)

En supposant pour simplifier les notations des explications initiales que ∆T < N/3, nous sup-

primons les variables indépendantes de ri de l’ensemble V (1)
i (voir (5.10)) pour évaluer le terme

log(P (ri|θi, V (1)
i )) dans (5.9), et nous obtenons alors (car ri, l’observation sur xi, dépend seulement

des observations et des décalages de phase aux indices i−∆T et i+ ∆T , ce qui permet de supprimer

donc pour tout i, les variables propres à d’autres indices temporels dans V (1)
i ) :

V
(1)
i =


{∅}, si i < ∆T ,

{θi− , ri−}, si ∆T ≤ i < N −∆T ,

{θi− , ri− , θi+ , ri+}, sinon,

(5.11)

où tout au long de ce chapitre, les indices i− et i+ indiquent respectivement i−∆T et i+ ∆T .

Enfin, la probabilité P (ri|θi, V (1)
i ) s’écrit :

P (ri|θi, V (1)
i ) = E

x∈X|V (1)
i

(P (ri|θi, x)) , (5.12)

où :

E
x∈X|V (1)

i
(P (ri|θi, x)) =

∑
x∈X

P (x|V (1)
i )P (ri|θi, x). (5.13)



CHAPITRE 5. ESTIMATION DE PHASE POUR LES CONSTELLATIONS TOURNÉES 103

L’expression de P (x|V (1)
i ) dépend de l’indice i (voir (5.11)). Si ∆T ≤ i < N − ∆T , elle peut être

développée comme suit :

P (x|V (1)
i ) = P (xI , xQ|ri− , θi−) = P (xI)P (xQ|ri− , θi−)

= c1P (xI)P (xQ)P (ri− |xQ, θi−)

= c1P (xI)P (xQ)Ex∈X/I(xQ) (P (ri− |x, θi−)) ,

(5.14)

où c1 est une constante, I(xQ) est la composante en phase qui correspond à la composante en

quadrature xQ dans la constellation tournée (non entrelacée) Zs (i.e. pour une constellation tournée

avec un angle de rotation approprié, il correspond à chaque composante en quadrature, une seule

composante en phase [67]) et X/I(xQ) désigne les points de la constellation tournée et entrelacée

X dont la composante en phase est égale à I(xQ). La deuxième égalité dans (5.14) provient de

l’indépendance entre xI et (ri− , θi−) (voir le modèle du système) et la troisième égalité provient du

théorème de Bayes.

Similairement, P (x|V (1)
i ) peut être développé pour i ≥ N −∆T comme suit :

P (x|V (1)
i ) = P (xI |ri+ , θi+)P (xQ|ri− , θi−)

= c2P (xI)P (xQ)Ex∈X/I(xQ) (P (ri− |x, θi−))Ex∈X/Q(xI) (P (ri+ |x, θi+)) ,
(5.15)

où c2 est une constante, Q(xI) est la composante Q qui correspond à xI dans la constellation tournée

non entrelacée Zs.

En utilisant (5.8), (5.9) et (5.12), le problème d’optimisation décrit par (5.7) est équivalent à :

θ̂MAP = argmax
θ

∆
(1)
θ , (5.16)

où :

∆
(1)
θ =

N−1∑
i=0

log
(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
+ log(P (θ0))−

N−1∑
i=1

(θi − θi−1)2

2σ2
w

, (5.17)

avec :

g(ri, θi, x) = exp(
2Re{rihix∗ exp−jθi} − |hix|2

2σ2
). (5.18)

En supposant que le décalage de phase initial soit uniformément distribué (absence d’a priori sur

la phase initiale), le gradient de ∆1
θ peut s’écrire (voir Annexe C) :
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∇θ∆(1)
θ =



f (1)(ri, θi) +
θi+1 − θi

σ2
w

, si i = 0 ,

f (1)(ri, θi) +
θi+1 − 2θi + θi−1

σ2
w

, si i = 1, ..., N − 2,

f (1)(ri, θi) +
θi−1 − θi

σ2
w

, sinon,

(5.19)

où :

f (1)(ri, θi) =


f

(1)
1 (ri, θi) + f

(1)
2 (ri+ , θi+) + f

(1)
2 (ri− , θi−), si i < ∆T ,

f
(1)
1 (ri, θi) + f

(1)
2 (ri+ , θi+), si ∆T ≤ i < N −∆T ,

f
(1)
1 (ri, θi), sinon,

(5.20)

avec les contributions dans le membre de droite de (5.20) qui s’écrivent :

f
(1)
1 (ri, θi) =

E
x∈X|V (1)

i
(µ(ri, θi, x)g(ri, θi, x))

σ2E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

, (5.21)

f
(1)
2 (rk, θk) =

E
x∈X|V (1)

k

(
Ex̃∈X|C(x) (µ(ri, θi, x̃)g(ri, θi, x̃)) g(rk, θk, x)

)
σ2E

x∈X|V (1)
k

(g(rk, θk, x))
. (5.22)

où µ(ri, θi, x) = =(rihix
∗e−jθi) et l’indice k désigne i− ou i+, et C(x) vaut Q(xI) (resp. I(xQ))

quand k vaut i− (resp. i+).

La solution au sens du MAP satisfait ∆
(1)
θ = 0 ; ainsi, à partir de (5.19) on obtient finalement

les équations suivantes :


θ̂i = θ̂i+1 + σ2

wf
(1)(ri, θ̂i), si i = 0,

θ̂i =
θ̂i+1 + θ̂i−1

2
+
σ2
w

2
f (1)(ri, θ̂i), si i = 1, · · · , N − 2,

θ̂i = θ̂i + σ2
wf

(1)(ri, θ̂i), sinon.

(5.23)

Par ailleurs, les dérivations précédentes ne sont pas uniques ; en effet, on peut développer l’équa-

tion (5.9) différemment. Elle peut, par exemple, être réécrite :

log(P (R|θ)) =

N−1∑
i=0

log(P (ri|θi, V (2)
i )), (5.24)

où V (2)
i est donné par :

V
(2)
i = {θN , rN , θN−1, rN−1, · · · , θi+1, ri+1}. (5.25)
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En suivant les mêmes étapes qui ont menées à (5.23), l’estimateur MAP peut maintenant s’écrire :


θ̂i = θ̂i+1 + σ2

wf
(2)(ri, θ̂i), si i = 0,

θ̂i =
θ̂i+1 + θ̂i−1

2
+
σ2
w

2
f (2)(ri, θ̂i), si i = 1, · · · , N − 2,

θ̂i = θ̂i−1 + σ2
wf

(2)(ri, θ̂i), sinon,

(5.26)

où :

f (2)(ri, θi) =


f

(2)
1 (ri, θi), si i < ∆T ,

f
(2)
1 (ri, θi) + f

(2)
2 (ri− , θi−), si ∆T ≤ i < N −∆T ,

f
(2)
1 (ri, θi) + f

(2)
2 (ri+ , θi+) + f

(2)
2 (ri− , θi−), sinon,

(5.27)

où f (2)
1 (ri, θi) et f (2)

2 (ri, θi) sont donnés par (5.21) et (5.22) respectivement.

Deux points sont à souligner ; d’abord, si on suppose que (5.7) possède une unique solution, la

même séquence θ̂ est obtenue que l’on utilise les expressions (5.23) ou (5.26). Par conséquent, pour

i < ∆T , la première ligne de (5.20) et celle de (5.27) donnent :

f (2)(ri, θi) = f
(1)
1 (ri, θi) + f

(1)
2 (ri+ , θi+) + f

(1)
2 (ri− , θi−). (5.28)

Deuxièmement, les deux équations (5.23) et (5.26) ont été obtenues pour ∆T < N/3 (voir (5.11)) ;

afin de généraliser l’estimateur, on peut réécrire (5.24)-(5.25) afin d’assurer que pour tout ∆T ≤ i <
2∆T , V

(3)
i soit égal à {θi− , ri− , θi+ , ri+} ; dans ce cas, on obtient pour ∆T ≤ i < 2∆T :

f (3)(ri, θi) = f
(1)
1 (ri, θi) + f

(1)
2 (ri+ , θi+)

= f
(2)
1 (ri, θi) + f

(2)
2 (ri− , θi−).

(5.29)

Avec le même raisonnement, on peut obtenir des résultats similaires pour les autres intervalles

d’indices i. Grâce à l’unicité de la solution, nous pouvons enfin réécrire f (1)(ri, θi) pour tout i :

f (1)(ri, θi) = f (2)(ri, θi) = f
(0)
1 (ri, θi), (5.30)

avec V (0)
i = {θi− , ri− , θi+ , ri+}.
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Dès lors, l’estimateur MAP peut s’écrire indépendamment de l’entier ∆T :
θ̂i = θ̂i+1 + σ2

wf
(0)
1 (ri, θ̂i), si i = 0,

θ̂i =
θ̂i+1 + θ̂i−1

2
+
σ2
w

2
f

(0)
1 (ri, θ̂i), si i = 1, · · · , N − 2,

θ̂i = θ̂i−1 + σ2
wf

(0)
1 (ri, θ̂i), sinon.

(5.31)

Il est à noter qu’avec un angle de rotation α égal à 0 (i.e. une constellation non tournée) ou dans

le cas où ∆T vaut 0 (i.e. pas d’entrelacement), (5.31) est cohérent avec l’estimateur MAP classique

(pour les constellations non tournées et non entrelacées) [37].

5.2.2 Algorithme hors-ligne proposé

Selon (5.31), le décalage de phase estimé à l’instant i dépend à la fois des décalages de phase aux

instants i− 1 et i+ 1. Toutefois, en pratique, pour un estimateur en ligne, la phase à l’instant i+ 1

n’a pas encore été estimée à l’instant i. Pour cette raison, nous proposons d’utiliser un algorithme

aller-retour constitué de deux PLLs ; la première PLL fonctionne dans le sens direct (Forward) du

bloc de données reçues (i.e. du début vers la fin) comme suit :

θ̂
(F )
i = θ̂

(F )
i−1 + µf

(F )
1 (ri, θ̂

(F )
i−1), (5.32)

où µ est un pas approprié et l’ensemble V (F )
i dépend de la disponibilité à l’instant i au niveau du ré-

cepteur des phases θ̂(F )
i− et θ̂(F )

i+ ; en effet si θ̂(F )
i− et θ̂(F )

i+ ne sont pas accessibles à l’instant i, V (F )
i = {∅}.

Dans le cas contraire, quand les deux décalages de phase ont été estimés, V (F )
i = {θ̂(F )

i− , ri− , θ̂
(F )
i+ , ri+}.

Enfin, quand seul θ̂(F )
k est accessible à l’instant i, avec k dans {i−, i+}, V (F )

i vaut {θ̂(F )
k , rk}.

La deuxième PLL opère dans le sens inverse du temps (Backward). Similairement à (5.32), elle

s’écrit :

θ̂
(B)
i = θ̂

(B)
i+1 + µf

(B)
1 (ri, θ̂

(B)
i+1), (5.33)

où V (B)
i = {θ̂(B)

i− , ri− , θ̂
(B)
i+ , ri+}, et θ̂(B)

k est remplacé par θ̂(F )
k quand θ̂(B)

k n’a pas encore été obtenu ;

en effet, dans la pratique, le récepteur peut lancer la PLL inverse une fois que la PLL directe est

achevée au bot du bloc de N symboles. De surcroît, on peut noter que la boucle inverse est initialisée

par le dernier décalage de phase estimé de la boucle directe.

L’algorithme aller-retour est donc simplement obtenu en prenant la moyenne des deux PLLs :
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θ̂
(FB)
i =


θ̂

(B)
i , si i = 0,

θ̂
(F )
i + θ̂

(B)
i

2
, si i = 1...N − 2,

θ̂
(F )
i , sii = N − 1.

(5.34)

Enfin, il est à noter qu’afin d’améliorer les performances, le récepteur peut effectuer plusieurs

allers-retours. Dans ce cas, l’algorithme aller-retour (5.34) peut être utiliser dans les itérations allers-

retours suivantes avec une seule modification : à partir de la deuxième itération, quand θ̂(F )
k ou θ̂(B)

k

ne sont pas accessibles, ils sont simplement remplacés par θ̂(FB)
k obtenu à l’itération précédente.

5.3 La borne de Cramèr-Rao Bayésienne

La matrice de covariance de tout estimateur bayésien non biaisé satisfait l’inégalité suivante [95] :

Ey,θ[(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T ] ≥ F−1
BN , (5.35)

où l’information de Fischer Bayésienne contient les contributions des observations et du modèle a

priori :

FBN = Eθ(Fθ) + Eθ[−∆θ
θ(log(P (θ)))]. (5.36)

Dans le cas du modèle d’observation avec marche Brownienne (5.5) et en l’absence d’a priori initial,

le secod terme Eθ[−∆θ
θ(log(P (θ)))] dans (5.36) s’exprime sous la forme [96] :

Eθ[−∆θ
θ(log(P (θ)))] =



1

σ2
w

− 1

σ2
w

0 · · · 0

− 1

σ2
w

2

σ2
w

− 1

σ2
w

. . .
...

0
. . . . . . . . . 0

... − 1

σ2
w

2

σ2
w

− 1

σ2
w

0 · · · 0 − 1

σ2
w

1

σ2
w


; (5.37)
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par ailleurs, pour calculer le premier terme de (5.36), on a :

Fθ = Er|θ[−∆θ
θ(log(P (r|θ)))]

= Er|θ


∂2(logP (R|θ)))

∂2θ0
· · · ∂2(logP (R|θ)))

∂2θ0θN−1
...

. . .
...

∂2(log(P (R|θ)))

∂2θN−1θ0
· · · ∂2(log(P (R|θ)))

∂2θN−1

 .
(5.38)

Il est à noter que l’expression de Fθ dépend du choix de ∆T et du développement de P (R|θ). Dès

lors, nous nous limitons ici à la dérivation de la Borne de Cramèr-Rao Bayésienne (BCRB) pour le

cas où ∆T = N/2, vu que pour ce cas, l’expression de la BCRB est simple à obtenir sous une forme

concise. De surcroît, il est à remarquer que de manière logique, dans nos simulations, l’erreur qua-

dratique moyenne (Mean Square Error (MSE)) de l’estimateur de phase proposé est indépendante

du retard ∆T .

Avec ∆T = N/2, étant donné que (ri, ri+) dépend seulement du couple d’angles (θi, θi+) et vu

que le bruit est blanc, P (R|θ) peut être développé comme suit :

log(P (R|θ)) =

∆T−1∑
i=0

log(P (ri, ri+ |βi, βi+)), (5.39)

où :

P (ri, ri+ |βi, βi+) = Ex∈X {P (ri, ri+ |βi, βi+ , x)}

= Ex∈X

( 1

(2πσ2)2

)
e

−|ri − hixejθi |2 − |ri+ − hi+ x̃ejθi+ |2
2σ2

 ,
(5.40)

avec x̃ = I(xQ) + jQ(xI).

On obtient alors que le premier terme Eθ(Fθ) relatif à la contribution de l’observation dans

l’information de Fischer Bayésienne s’écrit sous la forme d’une matrice à trois diagonales :

Eθ(Fθ) = JDIdN + JPM, (5.41)
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où :

JD = Er,θ
{
∂2(log(P (ri, ri+ |θi, θi+)))

∂2θi

}
, (5.42)

JP = Er,θ
{
∂2(log(P (ri, ri+ |θi, θi+)))

∂2θiθi+

}
, (5.43)

et où M = (mi,j)0≤i,j≤N−1 avec :

mi,j =

1, si i = j ±∆T ,

0, sinon.
(5.44)

Étant donné (5.40), (5.42) et (5.43) peuvent alors être développés comme suit :

JD = Er,θ
{
V (k)U1(k)− V 2

1 (k)

V 2(k)

}
, (5.45)

JP = Er,θ
{
V (k)U2(k)− V1(k+)V1(k)

V 2(k)

}
, (5.46)

où :

V (k) = σ2Ex∈X{P (rk, rk+ |θk, θk+ , x)}, (5.47)

V1(k) = Ex∈X{µ(rk, θk, x)P (rk, rk+ |θk, θk+ , x)}, (5.48)

U1(k) = Ex∈X
{(

µ(rk, θk, x)2

σ2
−<{rkhkx∗e−jθk}

)
P (rk, rk+ |θk, θk+ , x)

}
, (5.49)

U2(k) = Ex∈X{µ(rk, θk, x)µ(rk+ , θk+ , x̃)P (rk, rk+ |θk, θk+ , x)}. (5.50)

Finalement, on peut ainsi évaluer l’expression de la borne de Cramèr-Rao Bayésienne à l’aide de

(5.36), (5.37), (5.41) où les coefficients de la matrice tridiagonale s’obtiennent avec (5.45)-(5.50).

5.4 Résultats des simulations

Dans cette section, les courbes de MSE et de BCRB sont obtenues via des simulations de Monte-

Carlo. De plus, nous supposons que l’ambiguïté éventuelle de phase est résolue dans nos simulations

car en pratique, cela peut être obtenu en utilisant un en-tête. Les pas des PLLs, pour les algo-

rithmes proposé et conventionnel ne tenant pas compte de l’entrelacement [37,38], sont sélectionnés

de manière à assurer la convergence vers l’erreur quadrature moyenne minimale. Enfin, les courbes

indiquées par "Forward" (resp. "Backward") sont obtenues en utilisant une seule PLL fonctionnant

dans le sens direct (resp. inverse), tandis que les courbes indiquées par "F / B" (resp. "Multiple

F / B ") sont obtenues en utilisant l’algorithme d’estimation aller-retour avec une seule itération
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Figure 5.2 – BCRB en fonction de la longueur de bloc N.

(respectivement trois itérations).

La Figure 5.2 présente les BCRBs en ligne et hors ligne en fonction de la taille du bloc de sym-

boles (i.e. N = 5, 10, 15, 30) pour la constellation QPSK tournée avec σ2
w = 0.001rad2.

La borne hos-ligne (5.35)-(5.36) permet un gain théorique de 2-3 dB au centre du bloc. Ce gain théo-

rique peut être obtenu dans la pratique avec l’estimateur MAP (5.34) utilisant deux PLLs ((5.32) et

(5.33)) fonctionnant dans le sens direct et inverse ; comme l’illustre la Figure 5.3, les biais apportés

par chacune de ces deux boucles sont généralement opposés et prendre la moyenne des deux trajec-

toires permet donc de mieux estimer les décalages de phase.

Les figures suivantes représentent les performances de l’estimateur au centre du bloc de données

en fonction du RSB.

La Figure 5.4 présente les BCRBs obtenues pour les constellations QPSK et 16-QAM conven-

tionnelles et tournées sur le canal Gaussien avec σ2
w = 0.16 rad2 et σ2

w = 0.001rad2. Nous pouvons

observer que les constellations tournées permettent théoriquement les mêmes performances de syn-

chronisation de phase que les constellations classiques malgré la nuisance plus importante illustrée

par la Fig. 5.1.

Par ailleurs, la Figure 5.5 montre les performances en terme de MSE pour la constellations

QPSK de l’estimateur conventionnel (boucle (AR) sans entrelacement) et l’estimateur proposé sur

le canal Gaussien avec σ2
w = 0.001rad2. Nous pouvons constater que seul l’estimateur proposé permet
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Figure 5.3 – Boucles aller et retour pour la constellation QPSK tournée (RSB= 10, σ2
w = 0.001rad2).
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CHAPITRE 5. ESTIMATION DE PHASE POUR LES CONSTELLATIONS TOURNÉES 112

5 10 15 20 25 30

SNR (dB)

-40

-35

-30

-25

-20

-15

-10

M
S

E
 (

d
B

)

BCRB off-line

F/B with no interleaving

Proposed, Forward only

Proposed off-line estimator

Figure 5.5 – Comparaison de l’erreur quadratique moyenne entre l’algorithme proposé et l’estima-
teur conventionnel pour la constellation QPSK et σ2

w = 0.001rad2.

d’approcher la BCRB pour un RSB faible à modéré avec un avantage de plusieurs dBs par rapport à

l’algorithme conventionnel ; par exemple, l’estimateur proposé permet un gain de 5 dB pour un RSB

= 10 dB en terme de MSE par rapport à l’algorithme conventionnel. De plus, pour un RSB élevé, les

deux méthodes permettent d’atteindre la limite théorique des performances. En outre, nous pouvons

constater que l’approche Forward - Backward permet de meilleures performances que l’estimateur

Forward : un gain asymptotique de 3 dB peut être observé par rapport à l’algorithme utilisant une

seule PLL (voir (5.32)).

La Figure 5.6 montre les performances en terme de MSE pour la constellation QPSK de l’esti-

mateur conventionnel et l’estimateur proposé sur le canal Gaussien avec σ2
w = 0.001rad2. Avec les

paramètres de simulation choisis, les performances de l’algorithme conventionnel saturent approxi-

mativement à -20 dB, alors que l’estimateur proposé permet des performances à moins de 0.5 dB de

la BCRB. En revanche, avec une variance de bruit de phase plus faible σ2
w = 0.0001rad2, l’estimateur

conventionnel permet, à haut RSB, d’atteindre la BCRB comme illustré par la Fig. 5.7. De plus,

l’algorithme proposé permet un gain considérable en MSE par rapport à l’algorithme convention-

nel pour un RSB faible à modéré ; un gain de 7 dB est observé pour un RSB= 20 dB (voir Figure 5.7).

On considère maintenant le canal sélectif dans le temps suivant :

h(i) =

√
P

Np

Np∑
k=1

ej(2πfDcos(εkiT )+ψi), (5.51)
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Figure 5.6 – Comparaison de l’erreur quadratique moyenne entre l’algorithme proposé et l’estima-
teur conventionnel pour la constellation 16-QAM et σ2

w = 0.001rad2.
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Figure 5.7 – Comparaison de l’erreur quadratique moyenne entre l’algorithme proposé et l’estima-
teur conventionnel pour la constellation 16-QAM et σ2

w = 0.0001rad2.
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Figure 5.8 – Comparaison de l’erreur quadratique moyenne entre l’algorithme proposé et l’estima-
teur conventionnel pour la constellation QPSK, BDT = 0.001 et σ2

w = 0.0001rad2.

où P et fD dénotent la puissance moyenne et le décalage Doppler maximum respectivement. Dans

notre simulation, Np = 10 et les variables εk et ψi sont indépendantes et suivent une loi uniforme sur

[0, 2π]. L’effet Doppler est généralement caractérisé par le produit de la bande Doppler BD = 2fD

avec la durée symbole T : la rapidité de la sélection temporelle augmente donc avec BDT .

La Figure 5.8 montre les performances de l’estimateur conventionnel et proposé lorsque la réponse du

canal suit le modèle décrit par (5.51) pour BDT = 0.001. Nous pouvons observer que les performances

des estimateurs sont semblables à celles obtenues sur le canal Gaussien (cf. Figure 5.5).

Par ailleurs, les deux figures suivantes présentent les performances en terme de TEB. Les courbes de

TEB ont été obtenu via des simulations de Monte-Carlo avec un code turbo de rendement 5/6 et de

polynôme générateur (5, 7)8. Les algorithmes proposé et « conventionnel » (FB sans entrelacement)

opèrent hors-ligne et effectuent 3 itérations allers-retours.

La Figure 5.9 présente les performances en terme de TEB obtenues avec la constellation QPSK

tournée d’un angle de rotation α = arctan(1/
√
M)) et la constellation QPSK conventionnelle sur

le canal décrit par (5.51) avec BDT = 0.005 et σ2
w = 0.001rad2. Nous pouvons observer que les

performances obtenues avec l’estimateur proposé dépassent celles obtenues avec l’estimateur de phase

conventionnel (FB sans entrelacement) d’approximativement 1.5 dB alors que la courbe QPSK non

tournée avec l’algorithme FB correspond à des performances relativement médiocres.

De surcroît, la Figure 5.10 présente les performances en terme de TEB obtenues avec la constellation

QPSK tournée avec l’angle de rotation α = arctan(1/
√
M) et la constellation QPSK conventionnelle
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obtenues avec l’algorithme proposé et l’estimateur conventionnel sur le canal BCH1.
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sur le canal sous-marin BCH1 à données réelles (voir Table 1.1). Nous utilisons l’algorithme de

turbo-égalisation proposé dans [97] avec 5 itérations et aucune pertubation supplémentaire sur la

phase n’a été rajoutée dans nos simulations. Nous pouvons à nouveau observer que l’algorithme

de synchronisation proposé permet de meilleures performances que l’algorithme F/B conventionnel.

En outre, la Figure 5.10 montre que les performances de la QPSK tournée dépassent celles de la

constellation QPSK conventionnelle lorsqu’on utilise l’algorithme proposé pour la synchronisation de

la phase : comme pour la figure 5.9 précédente, on bénéficie à la fois des effets combinés de la rotation

de la constellation et de l’amélioration apportée par notre algorithme dédié de synchronisation.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé un estimateur bayésien pour la synchronisation de la phase

pour les constellations tournées. Il est basé sur l’utilisation de deux boucles à verrouillage de phase

opérant dans le sens direct et inverse du temps. À cause de l’entrelacement entre les composantes

introduit dans la génération du signal RCQD, les observations reçues du côté du récepteur appar-

tiennent à une constellation dont la taille vaut le carré de la taille de la constellation d’origine. À

un RSB donné, cela réduit considérablement la distance Euclidienne minimale entre les points de la

constellation, ce à son tour qui réduit les performances de la synchronisation de phase dans les modes

NDA et CA. Contrairement à l’estimateur hors ligne conventionnel, la méthode proposée prend en

considération la dépendance entre les composantes en phase et en quadrature des symboles reçus,

ce qui lui permet d’atteindre les mêmes performances que les constellations non tournées. Ainsi,

la solution proposée dans ce chapitre permet de se rapprocher des gains théoriques des constella-

tions tournées au détriment d’une complexité plus élevée (i.e. conserver tous les symboles du bloc à

disposition du synchroniseur).



Conclusion générale

De nos jours, les exigences des réseaux sans fils sont très élevées en terme d’efficacité spectrale et

énergétique, en particulier pour l’internet des objets sous-marins. Dans ce cadre, nous nous sommes

focalisés au cours de cette thèse sur l’étude des constellations tournées. En effet, ces constella-

tions permettent de meilleures performances que les constellations conventionnelles sur les canaux

à évanouissements. Cette technique souffre néanmoins de plusieurs limitations préjudiciables à son

adoption dans la pratique. Cette thèse a donc consisté à proposer des solutions pratiques à ces limi-

tations afin de favoriser l’essor des constellations tournées.

Nous avons commencé par présenter les caractéristiques principales des canaux à évanouisse-

ments. Nous avons montré que la diversité est un facteur qui agit considérablement sur les perfor-

mances des systèmes de communication sans fil sur les canaux à évanouissements. Par ailleurs, nous

avons formalisé le problème de synchronisation de phase et souligné l’impact de cette tâche sur les

performances globales des systèmes de communication. En outre, nous avons présenté la modulation

OFDM et relevé le problème du large PAPR dont elle souffre et son impact sur l’efficacité énergétique

de l’émetteur. De surcroît, nous avons présenté la rupture introduite par les modulations codées et

les motivations des modulations codées binaires sur les canaux à évanouissements : l’importance de

la diversité a été à nouveau soulignée. Nous avons ensuite examiné les constellations tournées et

décrit plusieurs méthodes proposées dans la littérature pour la sélection de l’angle de rotation ainsi

que pour la démodulation souple des signaux tournés.

Nous avons ensuite formalisé les propriétés des constellations UP-RCQD. Ces dernières nous ont

permis de concevoir un démappeur à moindre complexité pour les canaux à évanouissements avec ou

sans effacements qui donne presque les mêmes performances que l’algorithme Max-Log. Nous avons

aussi souligné les bonnes performances de ces constellations : en effet, les constellations UP-RCQD

permettent approximativement les mêmes performances que la solution actuellement utilisée par

DVB-T2 sur le canal de Rayleigh sans effacement et de meilleurs performances que la solution de

DVB-T2 ont été obtenues sur le canal de Rayleigh avec effacements ainsi que sur plusieurs canaux

acoustiques sous-marins.

117



CONCLUSION GÉNÉRALE 118

Par ailleurs, nous avons proposé, dans le quatrième chapitre, deux méthodes de réduction du

PAPR pour les systèmes OFDM utilisant les constellations tournées. Une méthode SLM aveugle

basée sur deux ensembles de symboles appartenant à deux constellations tournées avec deux angles

différents a été proposée. Un cadre théorique a été développé pour sélectionner de manière optimale

les deux constellations RCQD impliquées dans l’algorithme de réduction du PAPR. Les résultats

des simulations confirment que la technique proposée réduit considérablement le PAPR sans aucune

détérioration des ressources. En particulier, nous avons observé que la sélection de deux angles de

rotation minimisant la probabilité d’erreur moyenne entre les points des deux constellations tournées

et l’adoption des séquences de Hadamard dans la conception de séquences de phases conduisent à

des performances de détection aveugle élevées.

De plus, une deuxième méthode pour réduire le PAPR consiste à utiliser plusieurs entrelaceurs bi-

dimensionnels et un seul angle de rotation. Le meilleur symbole OFDM en terme de réduction du

PAPR est émis et l’indice de l’entrelaceur bidimensionnel n’est pas adressé au récepteur afin de

préserver l’efficacité spectrale du système. Contrairement aux constellations conventionnelles, le ré-

cepteur peut identifier avec l’estimateur Max-Log que nous avons proposé l’entrelaceur utilisé. En

outre, nous nous sommes à nouveau basés sur les propriétés structurelles des constellations UP-

RCQD afin de concevoir un estimateur à faible complexité ; il réduit, en général, la complexité de

l’estimation de l’indice de l’entrelaceur de plus de 98% par rapport à la solution Max-Log.

Enfin, dans le cinquième chapitre, nous avons proposé un algorithme de synchronisation de la

phase pour les constellations tournées. Cet algorithme utilise deux PLLs opérant hors-ligne afin d’es-

timer au mieux les décalages de phase introduit par le canal et les imperfections électroniques des

systèmes communicants. De plus, afin de juger de la pertinence de la solution proposée, nous avons

développé un calcul de la borne minimale de Cramèr-Rao. Les résultats de simulations montrent que

l’algorithme proposé permet d’approcher la BCRB et offre un gain qui dépasse dans plusieurs cas 7

dB en terme de MSE par rapport aux algorithmes de synchronisation de phase conventionnels.

Perspectives

Tout d’abord, nous nous sommes focalisés dans cette thèse au cas des constellations bidimen-

sionnelles tournées. Il parait intéressant de concevoir une matrice particulière de rotation pour

le cas multidimensionnel qui donnerait des propriétés similaires aux constellations UP-RCQD. La

conception d’un demappeur souple à faible complexité pour ce cas serait alors envisageable de façon

similaire.
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Par ailleurs, l’algorithme de la synchronisation de la phase conçu dans cette thèse suggère que

plusieurs algorithmes de traitement du signal tels que l’estimation de l’atténuation du canal, l’égali-

sation et la synchronisation temporelle devraient être adaptés similairement au cas des constellations

tournées pour la même raison de réduction de distance Euclidienne minimale entre les points de la

constellation RCQD. De façon plus générale, on pourrait penser à concevoir des algorithmes de

synchronisation pour les modulations codées qui prendraient en considération le codage utilisé afin

d’obtenir de meilleures performances.

Enfin, il parait aussi intéressant d’étudier les constellations tournées dans le schéma BICM-ID.

En effet, les solutions existantes pour ce cas semblent sous-optimales ; en effet, on pourrait envisager

l’utilisation de deux angles de rotation et deux mapping différents afin de mieux adapter l’EXIT

chart du démappeur à l’EXIT chart du décodeur et favoriser ainsi une convergence rapide vers de

meilleures performances.

Il nous parait important de souligner une dernière fois la diversité inhérente des constellations

tournées, intéressante pour la réduction de la redondance sur les canaux à évanouissements. Les

traitements afférents qui restent à inventer peuvent alors tirer partie de l’a priori particulier de ce

type de modulation.



Annexe A

Borne supérieure sur la probabilité de

transition symbole pour un canal de

Rayleigh

Dans cette annexe, on cherche la borne supérieure de la probabilité d’erreur (2.30) sur le canal de

Rayleigh sans effacement. Comme décrit dans la séction 2.3, le signal reçu quand x est émis s’écrit :

ri = hixi + ni, i = 1, 2, (A.1)

Le point reçu r est plus proche de x̂ que de x si
∑2
i=1 |ri−hix̂i|2 <

∑2
i=1 |ri−hixi|2. La probabilité

d’erreur conditionnelle peut donc s’écrire :

P (x→ x̂|h) = P (

2∑
i=1

|ri − hix̂i|2 <
2∑
i=1

|ri − hixi|2) = P (

2∑
i=1

|hi(xi − x̂i) + ni|2 <
2∑
i=1

|ni|2)

= P (

2∑
i=1

h2
i (xi − x̂i)2 + 2

2∑
i=1

hi(xi − x̂i)ni < 0).

(A.2)

Soit B :

B =

2∑
i=1

hi(xi − x̂i)ni, (A.3)

une variable Gaussienne de variance σ2
B :

σ2
B = N0

2∑
i=1

h2
i (xi − x̂i)2. (A.4)
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La probabilité conditionnelle P (x→ x̂|h) peut s’écrire comme suit :

P (x→ x̂|h) = P (B ≥ A) = Q(A/σB), (A.5)

avec :

A =
1

2

2∑
i=1

h2
i (xi − x̂i)2. (A.6)

En utilisant la borne supérieure Q(x) ≤ 1

2
exp(−x2/2), la probabilité conditionnelle P (x → x̂|h)

peut être majorée comme suit :

P (x→ x̂|h) ≤ 1

2
exp(−A

2

σ2
B

). (A.7)

En effectuant la moyenne sur les réalisations possible de h1 et h2, la probabilité d’erreur P (x→ x̂)

peut être majorée comme suit :

P (x→ x̂) ≤ 1

2

∫ +∞

0

∫ +∞

0

exp(− 1

8N0

2∑
i=1

h2
i (xi − x̂i)2)P (h1)P (h2)dh1dh2, (A.8)

avec P (hi) = 2hiexp(−h2
i ) est la distrubution de Rayleigh normalisée.

On obtient donc :

P (x→ x̂) ≤ 1

2

2∏
i=1

Ii, (A.9)

avec :

Ii =

∫ +∞

0

exp(− 1

8N0
h2
i (xi − x̂i)2)P (hi)dhi

=

∫ +∞

0

2hiexp

(
−h2

i

(
1 +

(xi − x̂i)2

8N0

))
dhi

=
1(

1 +
(xi − x̂i)2

8N0

) [exp(−h2
i

(
1 +

(xi − x̂i)2

8N0

))]+∞

0

=
1

1 +
(xi − x̂i)2

8N0

.

(A.10)



Annexe B

Complexité de démodulation souple

Les Tableaux B.1 et B.2 donnent la complexité de demapping pour les algorithmes Max-Log,

Sub-Region [85], MMSE [83] et PD-DEM [86] en termes de PCs, MRs, SRs, CRs et IRs.

Table B.1 – Complexité de démodulation sans effacement
PC MR IR

Max-Log N2 4N2+log2N
2 0

Sub-Region
(
N
2 +1

)2
4
(
N
2 +1

)2
+log2N

2 0
MMSE N 2N+log2N

2+24 6

PD-DEM N
(

log2N
2

2 +1
)

N
(
2 log2N

2+8
)
+log2N

2−2 0

SR CR
Max-Log 3N2+log2N

2 (N2−2) log2N
2

Sub-Region 3
(
N
2 +1

)2
+log2N

2
((

N
2 +1

)2−2
)

log2N
2

MMSE 2N+log2N
2+8 (N−2) log2N

2

PD-DEM N
(

3
2 log2N

2+5
)
+log2N

2−1 3N+
(

7
4N− 7

2

)
log2N

2−3

Table B.2 – Complexité de démodulation avec effacement
PC MR IR

Max-Log N2 2N2 + log2N
2 0

Sub-Region
(
N
2 + 1

)
N 2

(
N
2 + 1

)
N + log2N

2 0
MMSE N 2N + log2N

2 + 14 5

PD-DEM N
(

log2N
2

2 + 1
)

N
(
log2N

2 + 6
)

+ log2N
2 − 2 0

SR CR
Max-Log N2 + log2N

2 (N2 − 2) log2N
2

Sub-Region
(
N
2 + 1

)
N + log2N

2
((
N
2 + 1

)
N−2

)
log2N

2

MMSE 2N + log2N
2 + 3 (N − 2) log2N

2

PD-DEM N
(

1
2 log2N

2 + 3
)

+ log2N
2 − 1 3N +

(
7
4N − 7

2

)
log2N

2 − 3
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Annexe C

Estimateur MAP : Le gradient de ∆
(1)
θ

Nous cherchons ici à déterminer le gradient de ∆
(1)
θ dans (5.16) qui s’écrit :

∆
(1)
θ =

N−1∑
i=0

log
(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
+ log(P (θ0))−

N−1∑
i=1

(θi − θi−1)2

2σ2
w

. (C.1)

On peut distinguer trois termes dans (C.1) que l’on cherche à dériver par rapport à θk pour k dans

{0, 1, · · · , N − 1}. La dérivation de deux de ces trois termes est facile à obtenir : d’abord, la dérivée

du troisième terme (cf.
∑N−1
i=1

(θi − θi−1)2

2σ2
w

) par rapport à θk s’écrit :

∂−∑N−1
i=1

(θi − θi−1)2

2σ2
w

∂θk
=



θi+1 − θi
σ2
w

, si i = 0 ,

θi+1 − 2θi + θi−1

σ2
w

, si i = 1, ..., N − 2,

θi−1 − θi
σ2
w

, sinon.

(C.2)

De plus, en supposant que le décalage de phase initial soit uniformément distribué, la dérivée de

log(P (θ1)) par rapport θk vaut 0 pour tout k.

Par ailleurs, la dérivée du premier terme (cf.
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
) par rapport à θk dé-

pend de l’indice k ; en effet, pour k < ∆T , il y a trois termes dans
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
qui dépendent de θk (i.e. θk appartient à V (1)

k− et V (1)
k− ) :

∂
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
∂θk

=
∂log

(
E
x∈X|V (1)

k

(g(rk, θk, x))
)

∂θk

+

∂log

(
E
x∈X|V (1)

k+
(g(rk+ , θk+ , x))

)
∂θk

+

∂log

(
E
x∈X|V (1)

k−
(g(rk− , θk− , x))

)
∂θk

.

(C.3)
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Le terme
∂log

(
E
x∈X|V (1)

k

(g(rk, θk, x))
)

∂θk
peut s’écrire :

∂log
(
E
x∈X|V (1)

k

(g(rk, θk, x))
)

∂θk
= f

(1)
1 (rk, θk) =

E
x∈X|V (1)

k

(µ(rk, θk, x)g(rk, θk, x))

σ2E
x∈X|V (1)

k

(g(rk, θk, x))
, (C.4)

où :

µ(rk, θk, x) = =(rkhkx
∗e−jθk). (C.5)

De plus, le terme
∂log

(
E
x∈X|V (1)

k+
(g(rk+ , θk+ , x))

)
∂θk

s’écrit :

∂log

(
E
x∈X|V (1)

k+
(g(rk+ , θk+ , x))

)
∂θk

=

∑
x∈X P (xI)P (xQ)

(∑
x̃∈X/I(xQ) P (x̃)=(rkhkx̃

∗exp(−j(θk)))g(rk, x̃, θk)
)
g(rk+, θk+ , x)

σ2
∑
x∈X P (x)

(∑
x̃∈X/I(xQ) P (x̃)g(rk, x̃, θk)

)
g(rk+ , θk+ , x)

.

(C.6)

Similairement, le terme
∂log

(
E
x∈X|V (1)

k−
(g(rk− , θk− , x))

)
∂θk

s’écrit :

∂log

(
E
x∈X|V (1)

k−
(g(rk− , θk− , x))

)
∂θk

=

∑
x∈X P (xI)P (xQ|rk2− , θrk2−)

(∑
x̃∈X/Q(xI) P (x̃)=(rkhkx̃

∗exp(−j(θk)))g(rk, x̃, θk)
)
g(rk−, θk− , x)

σ2
∑
x∈X P (xI)P (xQ|rk2− , θrk2−))

(∑
x̃∈X/Q(xI) P (x̃)g(rk, x̃, θk)

)
g(rk− , θk− , x)

,

(C.7)

où k2− désigne k − 2∆T .

Nous pouvons finalement écrire la dérivée du
∂
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
∂θk

par rapport à θk

avec k < ∆T comme suit :

∂
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
∂θk

= f
(1)
1 (rk, θk) + f

(1)
2 (rk+ , θk+) + f

(1)
2 (rk− , θk−), (C.8)

où :

f
(1)
2 (rp, θp) =

E
x∈X|V (1)

p

(
Ex̃∈X|C(x) (µ(ri, θi, x̃)g(rk, θk, x̃)) g(rp, θp, x)

)
σ2E

x∈X|V (1)
p

(g(rp, θp, x))
, (C.9)
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où p vaut k− ou k+ et C(x) désigne Q(xI) (resp. I(xQ)) quand p vaut k− (resp. k+).

De plus, dans
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
il n’y a que deux termes qui dépendent de θk (voir

5.11) pour ∆T ≤ k < N −∆T :

∂
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
∂θk

=
∂log

(
E
x∈X|V (1)

k

(g(rk, θk, x))
)

∂θk

+

∂log

(
E
x∈X|V (1)

k+
(g(rk+ , θk+ , x))

)
∂θk

.

(C.10)

De façon similaire, nous pouvons développer (C.10) comme suit :

∂
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
∂θk

= f
(1)
1 (rk, θk) + f

(1)
2 (rk+ , θk+). (C.11)

Pour N −∆T ≤ k, le seul terme qui dépend de θk dans
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
est :

∂
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
∂θk

=
∂log

(
E
x∈X|V (1)

k

(g(rk, θk, x))
)

∂θk
. (C.12)

De façon similaire, (C.12) peut être développé comme suit :

∂
∑N−1
i=0 log

(
E
x∈X|V (1)

i
(g(ri, θi, x))

)
∂θk

= f
(1)
1 (rk, θk). (C.13)

Pour résumer, le gradient de ∆
(1)
θ s’écrit :

∇θ∆(1)
θ =



f (1)(rk, θk) +
θk+1 − θk

σ2
w

, si k = 0 ,

f (1)(rk, θk) +
θk+1 − 2θk + θk−1

σ2
w

, si k = 1, ..., N − 2,

f (1)(rk, θk) +
θk−1 − θi

σ2
w

, sinon,

(C.14)

avec :

f (1)(rk, θk) =


f

(1)
1 (rk, θk) + f

(1)
2 (rk+ , θk+) + f

(1)
2 (rk− , θk−), si k < ∆T ,

f
(1)
1 (rk, θk) + f

(1)
2 (rk+ , θk+), si ∆T ≤ k < N −∆T ,

f
(1)
1 (rk, θk), sinon.

(C.15)
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Titre : Les constellations tournées pour les réseaux sans fil et l’internet des objets sous-marins.

Mots clés : Diversité du signal, Constellations tournées, Complexité de démodulation, PAPR, Synchronisation
de phase, Maximum a Posteriori.

Résumé : La croissance exponentielle du nombre
d’objets communicants et la demande accrue pour
les services sans fil d’une part, et le besoin de
réduire le coût énergétique des communications radio
et les émissions associées de gaz à effet de serre,
rendent les techniques qui sont efficaces à la fois
en terme de ressources spectrales et en terme de
ressources énergétiques, comme les constellations
tournées, particulièrement intéressantes. En effet, les
constellations tournées donnent de meilleures per-
formances théoriques que les constellations conven-
tionnelles sur les canaux à évanouissements grâce à
un ordre de diversité implicite. Néanmoins, plusieurs
problèmes liés au déploiement de cette technique
constituent un frein pour une adoption plus large de
cette modulation dans la pratique. Pour cela, dans
cette thèse, nous proposons plusieurs solutions ori-
ginales pour faire face à ces limitations.
Tout d’abord, nous avons étudié les propriétés struc-
turelles des constellations M -QAM tournées avec
une série particulière d’angles de rotation α =
arctan(1/

√
M) afin de mettre en œuvre une méthode

de détection de faible complexité pour les canaux à
évanouissements avec ou sans effacements. Ensuite,

nous avons proposé deux techniques distinctes et ori-
ginales pour la réduction du PAPR pour les systèmes
OFDM utilisant les constellations tournées ; d’abord,
une technique SLM aveugle est proposée pour la-
quelle deux angles de rotation sont sélectionnés
de façon à optimiser conjointement le taux d’er-
reur binaire des constellations et les performances
théoriques de décodage aveugle. De surcroı̂t, une
technique d’entrelacement aveugle est proposée. Afin
de réduire la complexité de décodage aveugle pour
cette technique, nous nous basons à nouveau sur
les propriétés des constellations M -QAM tournées
avec α = arctan(1/

√
M), pour concevoir un esti-

mateur à faible complexité. Enfin, nous avons pro-
posé un estimateur original de synchronisation de
phase par lissage à faible complexité inspiré de
l’approche Maximum a Posteriori (MAP). Cet esti-
mateur permet d’estimer le décalage de phase va-
riable aléatoirement dans le temps, à travers deux
boucles d’aller-retour. L’estimateur proposé prend en
compte de façon inhérente les caractéristiques des
constellations tournées, contrairement aux estima-
teurs conventionnels, ce qui lui permet d’approcher la
borne de Cramèr-Rao que nous avons développée.

Title : Rotated constellations for wireless networks and the internet of underwater things.

Keywords : Signal Space Diversity, Rotated Constellations, Demodulation Complexity, PAPR, Phase Syn-
chronization, Maximum a Posteriori.

Abstract : The exponential growth of the number
of communicating objects and the rising demand for
wireless services on the one hand, and the need
to reduce the energy cost of radio communications
with the associated greenhouse gas emissions on
the other side, make bandwidth-power efficient tech-
niques, such as rotated constellations, particularly in-
teresting. Indeed, rotated constellations allow better
theoretical performance than conventional constella-
tions over fading channels thanks to an inherent Si-
gnal Space Diversity (SSD). Nevertheless, several is-
sues prevent wider deployment of this technique. The-
refore, in this PhD thesis, we propose several original
solutions to face these limitations.
First, we study the structural properties of M -QAM
constellations rotated with a series of rotation angles
α = arctan(1/

√
M), so as to propose a low-

complexity detection technique for fading channels
with or without erasures. Then, we propose two dis-
tinct and original techniques to reduce the PAPR of

OFDM systems with SSD; first, a blind SLM technique
is proposed for which two rotation angles are selected
so as to jointly optimize the theoretical bit error rate
of the constellations and the theoretical blind deco-
ding performance. In addition, a completely blind in-
terleaving technique is proposed. In order to reduce
the blind decoding complexity for this second tech-
nique, we rely again on the properties of the M -QAM
constellations rotated with α = arctan(1/

√
M), to de-

sign a low-complexity estimator. Finally, we propose
an original phase estimator for rotated constellations
based on a low-complexity smoothing approach ins-
pired by the Maximum a Posteriori (MAP) principle.
This estimator operates off-line and allows the esti-
mation of randomly time-variable phase shifts through
two phase-locked loops. The proposed estimator in-
herently takes into account the characteristics of ro-
tated constellations, in contrast with conventional es-
timators, which allows to approach the Cramèr-Rao
bound.
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