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À ma maman,

qui n’y comprendra sûrement pas grand chose,

mais qui pourtant y est pour beaucoup.





Et à mes deux frères,

qui, poussés par je ne sais quelle intuition,

m’offrirent, il y à une quizaine d’années, une

carte du ciel et une boussole...
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❘❲ ❘❡❛❝t✐♦♥ ❲❤❡❡❧

❘❳ ❘❡❝❡♣t✐♦♥

❙❆●❊ ❙❛❣♥❛❝ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❢♦r ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡

❙✐❉❙ ❙✐♠♣❧❡ ❉♦✇♥❧✐♥❦ ❙❤❛r❡

❙■◆❋❖◆■ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ❢♦r ■♥t❡❣r❛❧ ❋✐❡❧❞ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ◆❡❛r✲■♥❢r❛r❡❞

❙▼❋ ❙✐♥❣❧❡✲▼♦❞❡ ❋✐❜❡r

❙P❆❉ ❙✐♥❣❧❡ P❤♦t♦♥ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ ❉✐♦❞❡

❙P❍❊❘❊ ❙♣❡❝tr♦✲P♦❧❛r✐♠❡tr✐❝ ❍✐❣❤✲❝♦♥tr❛st ❊①♦♣❧❛♥❡t ❘❡s❡❛r❝❤

❙P■ ❙❡r✐❛❧ P❡r✐♣❤❡r❛❧ ■♥t❡r❢❛❝❡

❙❙❖ ❙✉♥✲❙②♥❝❤r♦♥♦✉s ❖r❜✐t

❙❚■❙ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♠❛❣✐♥❣ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♣❤

❚❈ ❚❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞

❚❊❈ ❚❤❡r♠♦✲❊❧❡❝tr✐❝ ❈♦♦❧❡r

❚▲❊ ❚✇♦✲▲✐♥❡ ❊❧❡♠❡♥ts

❚▼ ❚❡❧❡♠❡tr②

❚◆❈ ❚❡r♠✐♥❛❧ ◆♦❞❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡r

❚P❋ ❚❡rr❡str✐❛❧ P❧❛♥❡t ❋✐♥❞❡r

❚❳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥

❯❆❘❚ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❆s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❘❡❝❡✐✈❡r✴❚r❛♥s♠✐tt❡r

❯❍❋ ❯❧tr❛ ❍✐❣❤ ❋r❡q✉❡♥❝②

❯❚ ❯♥✐t ❚❡❧❡s❝♦♣❡

❯❚❈ ❯♥✐✈❡rs❛❧ ❚✐♠❡ ❈♦♦r❞✐♥❛t❡❞



▲■❙❚ ❖❋ ❆❈❘❖◆❨▼❙ ①✈✐✐

❱❍❋ ❱❡r② ❍✐❣❤ ❋r❡q✉❡♥❝②

❱■◆❈■ ❱▲❚ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❈♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ■♥str✉♠❡♥t

❱▲❚ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡

❱▲❚■ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r

❲●❙ ❲♦r❧❞ ●❡♦❞❡t✐❝ ❙②st❡♠





❋♦r❡✇♦r❞ ✲ ❆❜♦✉t t❤✐s t❤❡s✐s

▼② ✇♦r❦ ❛t t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s ✇❛s ♠♦st❧② ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧✳ ■ tr✐❡❞ t♦
✜♥❞ ♥❡✇ ✇❛②s t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ②♦✉♥❣ β P✐❝t♦r✐s st❡❧❧❛r s②st❡♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ✐ts ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ✐ts ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦✱ t❤❡ β P✐❝ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② st✉❞✐❡❞✳
❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤✐s ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t ✐s ❛❜✉♥❞❛♥t✱ ✇✐t❤ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✶✵✵ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣❛♣❡rs
♣✉❜❧✐s❤❡❞✳ ■♥ P❛rt ■ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ■ ♣r♦♣♦s❡ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s s②st❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ❣♦
t❤r♦✉❣❤ ✇❤❛t ■ t❤✐♥❦ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t st✉❞✐❡s ❛♥❞ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s ♠❛❞❡ s♦ ❢❛r✱ ❛♥❞ ✇❤❛t
❛r❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠❛❥♦r ♦♣❡♥ q✉❡st✐♦♥s✳

■♥✐t✐❛❧❧②✱ ♠② ✇♦r❦ ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❡①❝❧✉s✐✈❡❧② ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ P✐❝❙❛t✱ ❛ t❤r❡❡✲✉♥✐t ❈✉❜❡❙❛t
✇❤♦s❡ ❣♦❛❧ ✇❛s t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ♦❢ β P✐❝t♦r✐s✱ ❛♥❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ tr❛♥s✐t ♦❢ β P✐❝
❜✳ ■ t♦♦❦ t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t s❝✐❡♥t✐st ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ∼ 2 yr ♦❢ ♠②
P❤✳❉✳ ❚❤❡ t❡❛♠ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ P✐❝❙❛t ✇❛s s♠❛❧❧ ✭∼ 5 people✮✱ ❛♥❞ ❞❡s✐❣✐♥✐♥❣ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❜❡ ✐t ❛
s♠❛❧❧ ♦♥❡✱ ✐♥✈♦❧✈❡s ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❙♦✱ ■ ❡♥❞❡❞ ✉♣ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ❛s♣❡❝ts ♦❢ t❤❡
♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s♣❛♥❡❞ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜✲✜❡❧❞s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ✭❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱
❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❞❛t❛ ❛♥❛❧②s✐s✱ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳✮✳ ❚❤✐s ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇♦r❦ ♦♥ P✐❝❙❛t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷ t♦ ✾ ♦❢ t❤✐s
t❤❡s✐s✱ ❛❧❧ ❣r♦✉♣❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✉♥❞❡r P❛rt ■■✳

❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸ ❣✐✈❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ t♦ ✐ts ♦♥✲❜♦❛r❞ ✐♥str✉♠❡♥t✿
❛ ✜❜❡r❡❞ ♣❤♦t♦♠❡t❡r✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ■ ♣r❡s❡♥t ♠② s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ✇❤❛t ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ s✐♥❣❧❡
♠♦❞❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❢r♦♠ s♣❛❝❡✿ ❤♦✇ t♦ ♠❛✐t❛✐♥ ❛ st❛❜❧❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ r❡s✐❞✉❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs❄

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❡♥t✐r❡ ✇♦r❧❞ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ❛
s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r✱ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛❝t✉❛❧ ✜❜❡r❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢
tr❛❝❦✐♥❣ ❛ t❛r❣❡t✳ ❚❤✐s ✇♦r❧❞ ✐s t❤❡ ✇♦r❧❞ ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✳ ❲❤❡♥ ■ st❛rt❡❞ ♠②
P❤✳❉✳✱ r❡❣✐st❡rs✱ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧s✱ ❧✐♥❦❡r s❝r✐♣ts✱ ❙P■ ❛♥❞ ■✷❈ ♣r♦t♦❝♦❧s ✇❡r❡ s♦ ♠❛♥② ✇♦r❞s ❢♦r❡✐❣♥
t♦ ♠❡✳ ❊✈❡♥ ❛ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❛s ♥♦t❤✐♥❣ ♠♦r❡ ❜✉t ❛ ✈❛❣✉❡ ❝♦♥❝❡♣t✳ ■ ❤❛❞ t♦ ❧❡❛r♥✱ ❛♥❞
t❤✐s t♦♦❦ ♠❡ q✉✐t❡ s♦♠❡ t✐♠❡✳ ❙♦ ♠✉❝❤ t✐♠❡✱ ✐♥ ❢❛❝t✱ t❤❛t ■ ✇❛♥t❡❞ t♦ ✐♥✢✐❝t t♦ ♠② r❡❛❞❡r
s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❤♦rr✐❜❧❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ♣r♦❣❛♠♠✐♥❣ t❤❡ ❙❚▼✸✷❋✸✵✸❘❚✻ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t
✐♥str✉♠❡♥t✳ ❙♦ ■ ✇r♦t❡ ❈❤❛♣t❡r ✺✳

❈❤❛♣t❡r ✻ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛ t♦♣✐❝ ♣r♦❜❛❜❧② ♠♦r❡ ❢❛♠✐❧✐❛r
t♦ t❤❡ ❛str♦♥♦♠❡r✳ ■ s♣❡♥t s♦♠❡ t✐♠❡ st✉❞②✐♥❣ ❤♦✇ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢
t❤❡ s❛t❡❧✐❧t❡ ❝♦✉❧❞ ❛✛❡❝t t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❤♦✇ t❤✐s ♦♣t✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ✇❛s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ✜❧t❡r t❤❡ ❞❛t❛ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ✐ts q✉❛❧✐t②✳ ❚❤❡
P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t ♣r♦❞✉❝❡ ❛♥② s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛✱ s♦ t❤✐s ✇♦r❦ r❡♠❛✐♥s ❛ ♣✉r❡❧② t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
❡①❡r❝✐❝❡✳ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t ✐♥ t❤✐s ❧❡♥❣t❤② t❤❡s✐s ❛♥②✇❛②✱ ❛s ■ t❤✐♥❦ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
t♦ s♦♠❡ r❡❛❞❡rs✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✱ ■ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡
P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ✇❛s str♦♥❣❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡s❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s



✷ ❋❖❘❊❲❖❘❉

✇❛s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❝♦✉❧❞ ✇✐t❤st❛♥❞ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛rs❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s♣❛❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■ ❛❧s♦ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ♠② ✇♦r❦ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t
✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ■ ❞✐❞ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡r❡ ❡❧s❡ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐t✳

■ s♣❡♥t ♠♦st ♦❢ ♠② t✐♠❡ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❜✉t ■ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥
t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ■ ✇❛s ✐♥t✐❛❧❧② ❜r♦✉❣❤t t♦ ✐t ❜②
♥❡❝❡ss✐t②✱ s✐♠♣❧② ❜❡❝❛✉s❡ ■ ♥❡❡❞❡❞ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢♦r♠❛t t♦ s❡♥❞ ❞❛t❛ ✐♥ ❛♥❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞
♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■ st❛rt❡❞ t♦ ❞✐❣ ✐♥t♦ s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❛♥❞ ❣♦t ❛ ❢♦♦t❤♦❧❞ ✐♥
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t✳ ■ t❤❡♥ ❥✉♠♣❡❞ ✐♥t♦ ✐t ✇❤❡♥ ✇❡ ❧❛t❡r ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦
❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ■ ❣♦t
♠② ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ ❧✐❝❡♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ ■ st❛rt❡❞ t♦ ✇♦r❦
♦♥ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡✳ ❚❤✐s ✇❡❜s✐t❡ r❛♣✐❞❧② ❜❡❝❛♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ✉s❡❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛② t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
❞❛t❛✱ ✐t ✇❛s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❇❡❢♦r❡ ■ r❡❛❧✐③❡❞ ✇❤❛t ■ ✇❛s ❞♦✐♥❣✱ ✐t ✇❛s
❛❧r❡❛❞② t♦♦ ❧❛t❡✿ ■ ❤❛❞ ❜❡❝♦♠❡ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ✇❡❜♠❛st❡r ❛♥❞ ❞❛t❛❜❛s❡ ♠❛♥❛❣❡r ❢♦r t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳
■ q✉✐❝❦❧② ♣r❡s❡♥t ♠② ❛❝t✐✈t✐❡s ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r s❡✈❡r❡❧②
❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ t♦♣✐❝ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r ❝❛♥ s❛❢❡❧② s❦✐♣ ✐t
✐❢ ❤❡ ♦r s❤❡ ✇✐s❤❡s✳

❈❤❛♣t❡r ✾ ✐s ❞❡✜♥✐t❡❧② s❤♦rt❡r t❤❛♥ ■ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧✐❦❡❞✳ ■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡
♦♣❡r❛t✐♦♥ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧② ❧❛st❡❞ ♦♥❧② ✶✵ ✇❡❡❦s✳ ■ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s
❛❜♦✉t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣♦✐♥t t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ✜♥❞
❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛❜♦✉t ❈✉❜❡❙❛ts✱ ❛str♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ❝❧❡❛r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❡♥t✐r❡ P❛rt ■■ ✇❛s t♦ ❛♥s✇❡r ❦❡② q✉❡st✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
tr❛♥s✐t ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❜✳ ■ ✇❛s ❛❧s♦ ❤♦♣✐♥❣ t❤❛t ❜② ♣r♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥s✐st❡♥t
❞❛t❛s❡t ♦✈❡r ∼ 1 yr✱ P✐❝❙❛t ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❤❡❧♣ s❤❡❞ ♥❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ❛♥❞ ✐ts
❝✉rr❡♥t ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❇✉t t❤❡ ❤❛rs❤ r❡❛❧✐t② ✐s t❤❛t ✐t ❞✐❞ ♥♦t ✇♦r❦ ♦✉t t❤❛t ✇❛②✳

❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ♠❡ ✇❛s t❤❛t ■ ❤❛❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ st✉❞② β P✐❝ ❜✳ ■
✇❛s ❢♦rt✉♥❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦♥❣✲
❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ●❘❆❱■❚❨ ❛t t❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❍❘ ✾✼✾✾ ❡ ❬●r❛✈✐t② ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✱ ✇❡r❡ t❤❡ ✜rst ♦❢ t❤❡✐r ❦✐♥❞✱
❛♥❞ ■ ❤❛❞ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡♠✳ P❛rt ■■■✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❈❤❛♣t❡rs ✶✵
t♦ ✶✸ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡s❡ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ s♣❡❝tr♦✲✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
β P✐❝ ❜ ✇✐t❤ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨✳ ❚❤✐s ♣❛rt ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ❢r♦♠ P❛rt ■■✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡❛❞❡r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ r❡❛❞ t❤❡♠ ✐♥ ❛♥② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦r❞❡r✳ ■♥ ❢❛❝t✱ s❤❡ ♦r ❤❡ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞
t♦ r❡❛❞ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡♠ ❛t ❛❧❧✳

❈❤❛♣t❡r ✶✵ ✐s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ s♦ ❢❛r ❜② ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✐♥ ❡①♦✲
♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✶✶ ✐s ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥
❣❡♥❡r❛❧✱ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✳ ❚❤❡ r❡❛❞❡r ❛❧r❡❛❞② ❢❛♠✐❧✐❛r ✇✐t❤
❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨ ❝❛♥ ♣r♦❜❛❜❧② s❦✐♣ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ str❛t❡❣② ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❡①♦♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨
❛r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♥❡❛r
❛❧❣❡❜r❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❤✐❝❤ ■ ❜❡❧✐❡✈❡ ✐s ✇❡❧❧ s✉✐t❡❞ t♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♠❛❦❡s ✉s❡
♦❢ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♥♥❡① ❇✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞
✐ts❡❧❢ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✶✷✳✹ ❛♥❞ ✶✷✳✺✱ ✐♥ ❛❧❧ ✐ts ❧❡♥❣t❤② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❞❡t❛✐❧s✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ β P✐❝ ❜ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✸✳ ❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❣✉❛❜❧②
❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♠❛✐♥ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✺✱ ✇❤✐❝❤
♣r❡s❡♥t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ β P✐❝ ❜ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r②✱ ✐s
❛ ❞✐r❡❝t ❛tt❡♠♣t t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ❦❡② q✉❡st✐♦♥s ♦✉t❧✐♥❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ P❛rt ■✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ s❤♦rt ❣❡♥❡r❛❧ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ P❛rt ■❱✳



P❛rt ■
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❈❤❛♣t❡r ✶

❚❤❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s st❡❧❧❛r s②st❡♠

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✶✳✶ ❆ ❜❧❛❝❦ s✇❛♥ ✐♥ t❤❡ s❦②❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻

✶✳✷ ❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸ ❈✐r❝✉♠st❡❧❧❛r✲❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼

✶✳✸✳✷ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽

✶✳✸✳✸ ❉✉st ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵

✶✳✸✳✹ ●❛s ❞✐s❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷

✶✳✸✳✺ ❚❤❡ ✐♥♥❡r s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸

✶✳✹ ❉✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ ❜❡t❛ P✐❝ ❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✹✳✶ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❤✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❦ str✉❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹

✶✳✹✳✷ ❍✐❣❤✲❝♦♥tr❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺

✶✳✹✳✸ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ♦r❜✐t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻

✶✳✺ ❆t♠♦s♣❤❡r❡✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✺✳✶ ▼♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❜✉❧❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽

✶✳✺✳✷ ❆ ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾

✶✳✺✳✸ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✶✳✺✳✹ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶

✶✳✻ ❑❡② q✉❡st✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
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✶✳✶ ❆ ❜❧❛❝❦ s✇❛♥ ✐♥ t❤❡ s❦②❄

■t ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t❤❛t ♦✉r ❣❛❧❛①②✱ t❤❡ ▼✐❧❦②✲❲❛②✱ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❜♦✉t ✷✺✵ ❜✐❧❧✐♦♥s st❛rs✳ ❆♥❞ ❛❧✲
t❤♦✉❣❤ ✐ts ❡①❛❝t s❤❛♣❡ ✐s ❤❛r❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ♣r❡❝✐s❡❧②✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t ✐t ✐s r♦✉❣❤❧② ❛ ✢❛t ❞✐s❝✱
✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛❜♦✉t ✷✵✵ ✵✵✵ ❧✐❣❤t✲②❡❛rs ✭❧②✮✱ ❛♥❞ ❛ t❤✐❝❦♥❡ss r❛t✐♦ ♦❢ ✶✴✶✵✵t❤✶✳ ❚❤✐s
r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛❜♦✉t 6.3× 1013 ly3 ✭❝✉❜✐❝ ❧✐❣❤t✲②❡❛rs✮✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ st❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ♦❢
3.9× 10−3 stars/ly3 ✐♥ ♦✉r ❣❛❧❛①②✳

❙t❡❧❧❛r ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ▼✐❧❦②✲❲❛②✿ ρ⋆ = 3.9× 10−3 stars/ly3

❚❤❡ ✜rst ♣❧❛♥❡t ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ♦✉r ❙♦❧❛r ❙②st❡♠ ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✶✾✾✺✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡♥✱ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❡①♦♣❧❛♥❡ts ❤❛s st❡❛❞✐❧② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ②❡❛rs✳ ❆ ❢❡✇ t❤♦✉s❛♥❞s ❛r❡
❦♥♦✇♥ t♦❞❛②✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❛ r❛r❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛ st❛t✐st✐❝❛❧
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ♠✐❝r♦❧❡♥s✐♥❣ ❞❛t❛ ❣❛t❤❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r✐♦❞ ✷✵✵✷✲✷✵✵✼✱ ❛♥❞ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❛ss❛♥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡ ♠❛❥♦r✐t② ♦❢ st❛rs ❤♦st ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛♥❡t ♦❢ ❛♥② ❦✐♥❞✱ ✇✐t❤ ✉♣
t♦ ✷✵✪ ❤♦st✐♥❣ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t✳

❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ st❛rs ✇✐t❤ ❛ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t✿ fp = 0.2

❆s ❛ ❣❡♥❡r❛❧ r✉❧❡✱ s♠❛❧❧ st❛rs ❧✐✈❡ ❝❛❧♠ ❛♥❞ ❧♦♥❣ ❧✐✈❡s ✭> 100 Gyr✮✱ ✇❤❡r❡❛s ♠❛ss✐✈❡ st❛rs
❧✐✈❡ s♣❡❝t❛❝✉❧❛r ❜✉t s❤♦rt ❧✐✈❡s ✭≪ 1 Gyr✮✳ ▲❡t✬s t❛❦❡ 10 Gyr ❛s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ st❛r✳ ❚❤❡
t②♣✐❝❛❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s ✭❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t❛r② ❝♦r❡✱ t♦ t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✮ ✐s ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❢❡✇ t❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐♦♥ ②❡❛rs✱ s❛② ✺✵ ▼②r✳ ■❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ✐ts ❤♦st st❛r✱ t❤❡♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢
♣❧❛♥❡ts st✐❧❧ ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✐s ∼ 0.005✳

❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ s②st❡♠s ✐♥ ❝♦♦❧✐♥❣ ♣❤❛s❡✿ fc = 0.005

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠ ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛❧❛①②✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜❡✐♥❣
❛❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ✐t ✐♥ tr❛♥s✐t❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✏♣❧❛♥❡t❛r②
s②st❡♠✑✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ♦r ❞❡❜r✐s ❞✐s❦✱ st✉❞✐❡s s✉❣❣❡st ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢
∼ 100 AU✱ ✇✐t❤ t❤✐❝❦♥❡ss ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❛❞✐✉s✱ t♦ r❡❛❝❤ ∼ 10 AU ❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡❞❣❡✳ ❆s
s✉❝❤✱ ❛ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦ ✇♦✉❧❞ ❝❛st ❛ s❤❛❞♦✇ ❝♦✈❡r✐♥❣ ∼ 0.6 sr✳ ❚❤❡ s②st❡♠ ✐s s❡❡♥ ✏✐♥ tr❛♥s✐t✑ ✐❢
t❤❡ ❊❛rt❤ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡s❡ ✵✳✻ sr✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❤❛♣♣❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ 0.6/4π = 0.05✳

❋r❛❝t✐♦♥ ♦❢ tr❛♥s✐t✐♥❣ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠s✿ ft = 0.05

❙♦✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠ s❡❡♥ ❡❞❣❡✲♦♥ ✭✐♥ tr❛♥s✐t✮✱ ✇✐t❤ ❛ ②♦✉♥❣ ❣✐❛♥t
♣❧❛♥❡t ♦r❜✐t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❛r✱ ❝❧♦s❡✲❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ❡❛s✐❧② ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛❦❡❞ ❡②❡
✭♠❛❣ < 4.0✮❄ ❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
st❛rs ❛r❡ ♥♦t ❝r❡❛t❡❞ ❡q✉❛❧✱ ❛♥❞ t❤❛t ❜r✐❣❤t❡r st❛rs ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❢❛rt❤❡r ❛✇❛②✳ ❆♥
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ st❛rs ♣❡r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ s♦❧❛r ♥❡✐❣❤❜♦r❤♦♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥
▲❡❞r❡✇ ❬✷✵✵✶❪✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ❢♦r t❤❡
st❛r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ < 4✿

❆❜s✳ ♠❛❣✳ ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✻ ✼ ≤ 8

❋r❛❝t✐♦♥ fm ✵✳✵✵✶ ✵✳✵✵✸ ✵✳✵✵✺ ✵✳✵✶ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✸ ✵✳✵✸ ✵✳✵✸ ✵✳✽✼✻
▼❛① ❞✐st✳ Dmax,m ✭❧②✮ ✶✾✵ ✶✷✵ ✼✼ ✹✾ ✸✵ ✶✾ ✶✷ ✼ < 5

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ st❛r ✇✐t❤ ❛ ♣❧❛♥❡t s❡❡♥ ❡❞❣❡✲♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ < 4 ✐s t❤❡♥
❣✐✈❡♥ ❜②✿

P =
∑

m

4π

3
(Dmax,m)3 × fm × ρ⋆ × fp × fc × ft ≃

1

100

❆♥❞ ②❡t✱ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠ ❞♦❡s ❡①✐st ✐♥ ♦✉r ●❛❧❛①②✿ β P✐❝t♦r✐s✳ ❆r❡ ✇❡ r❡❛❧❧② t❤❛t ❧✉❝❦②❄
✶P✐❝t✉r❡ ❛ ❉❱❉✳✳✳



✶✳✷✳ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ✼

✶✳✷ ❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s

❲✐t❤ ❛ ✈✐s✐❜❧❡ ❜❛♥❞ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ MV = 3.86✱ β P✐❝t♦r✐s ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❜r✐❣❤t❡st st❛r ♦❢ t❤❡
P✐❝t♦r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ s❡❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❛❦❡❞ ❡②❡✱ ✉♥❞❡r ♠❡❞✐✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■t ✐s ❛ st❛r ♦❢ t❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ s❦②✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈❡r ✐♥ t❤❡ ◆♦t❤❡r♥
❤❡♠✐s♣❤❡r❡✳

❚❤❡ ❜❛s✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ st❛r ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ✇❡❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✶✮✳ ■t ✐s ❛♥
❆✻❱ st❛r ❬●r❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ✇✐t❤ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ∼ 8000 K✱ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t② ♦❢ log(g) ≃
4.1 t♦ 4.2✱ ❛ ♥❡❛r ❙♦❧❛r ♠❡t❛❧✐❝✐t② ♦❢ [Fe/H] ≃ 0.05 ❬▲❛♥③ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✱ ●r❛② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✮✱ ❛♥❞
❛ ♠❛ss ♦❢ ≃ 1.8M⊙ ❬▲❛♥③ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✱ ❈r✐❢♦ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳ ■t ✇❛s ❛❧s♦ ♥♦t❡❞ ❜② ❈r✐❢♦ ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✼❪ t❤❛t β P✐❝t♦r✐s ✇❛s ❛ ✈❡r② ②♦✉♥❣ st❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s r❡❝❡♥t❧② ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❛ st✉❞② ♦❢ t❤❡
β P✐❝t♦r✐s ▼♦✈✐♥❣ ●r♦✉♣ ❬▼❛♠❛❥❡❦ ❛♥❞ ❇❡❧❧✱ ✷✵✶✹❪✱ s❡tt✐♥❣ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛r t♦ 23±3 Myr✳
❚❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ β P✐❝ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❧♦♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✿ ❉✐ ❋♦❧❝♦ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✹❪✱ ❑❡r✈❡❧❧❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪ ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 0.84±0.04 mas ✇✐t❤ ❱▲❚■✴❱■◆❈■✱
✇❤❡r❡❛s ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱
✇❤♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 0.736±0.019 mas✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ β P✐❝ ✭19.3 pc✱
❢r♦♠ ❍✐♣♣❛r❝♦s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮✱ t❤✐s tr❛♥s❧❛t❡s t♦ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ r❛❞✐✉s ♦❢ ∼ 1.5 t♦ 1.7R⊙✳

❚❤❡ st❛r ✐s ❛❧s♦ ❛ δ✲❙❝✉t✐ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ≃ 30 d−1 t♦ ≃ 70 d−1

❬❑♦❡♥✱ ✷✵✵✸✱ ●❛❧❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ▼é❦❛r♥✐❛ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✐❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠❡t❛❧✐❝✐t② ♦❢ β P✐❝t♦r✐s s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✇❡❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✐ts ❝❤❡♠✲

✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐ts ❈❛r❜♦♥✲t♦✲❖①②❣❡♥ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐♥t❡r❡st
❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠✱ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ β P✐❝ ❝✉rr❡♥t❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❍♦❧✇❡❣❡r ❡t ❛❧✳
❬✶✾✾✼❪✱ ✇❤♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s t❤❛t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ❈✱ ❈❛✱ ❚✐✱ ❈r✱
❋❡✱ ❙r✱ ❛♥❞ ❇❛ ✇❡r❡ ❛❧❧ s♦❧❛r✳ ❚❤❡ ❖ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ✐s st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳

▼❛❣♥✐t✉❞❡ ❆❣❡ ❉✐st❛♥❝❡ ❉✐❛♠❡t❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✳ ▼❛ss ▼❡t❛❧✐❝✐t②
✭❱ ❜❛♥❞✮ ✭▼②r✮ ✭♣❝✮ ✭R⊙✮ ✭❑✮ log(g/g0) ✭M⊙✮ [Fe/H]

✸✳✽✻ 23± 3 ✶✾✳✸ ✶✳✺ t♦ ✶✳✼ ✽✵✵✵ ✹✳✶ ✶✳✽ ✵✳✵✺

❚❛❜❧❡ ✶✳✶✿ ▼❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r❡st✐❝s ♦❢ β P✐❝t♦r✐s

✶✳✸ ❈✐r❝✉♠st❡❧❧❛r✲❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s

✶✳✸✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r②

■♥✐t✐❛❧ ❝❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ✶✾✽✹
✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ■♥❢r❛✲❘❡❞ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭■❘❆❙✮ ❧❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢
✐♥❢r❛r❡❞ ❡①❝❡ss ❡♠✐ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ♠❛♥② ♥❡❛r❜② st❛rs✳ ■♥ ✶✾✽✹✱ ✐t ✇❛s ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ t❤❛t ❝✐r❝✉♠✲
st❡❧❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤r❡❡ ♦t❤❡r st❛rs✿ ❱❡❣❛✱
❋♦♠❛❧❤❛✉t✱ ❛♥❞ ǫ ❊r✐❞❛♥✐ ✭s❡❡ ❆✉♠❛♥♥ ❬✶✾✽✺❪✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❱❡❣❛ ✭α ▲②r❛❡✮✱ t❤❡ s❛♠❡
✐♥✈❡st✐❣❛t♦rs ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤
♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

■♥ ✶✾✽✹✱ ♥♦ ❡①♦♣❧❛♥❡t ❤❛❞ ❡✈❡r ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❧❛♥❡t ♦✉ts✐❞❡ t❤❡ s♦❧❛r s②st❡♠
✇❛s ♦♥❧② ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ✐♥ ✶✾✾✺ ❬▼❛②♦r ❛♥❞ ◗✉❡❧♦③✱ ✶✾✾✺❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥♥❡❝t
t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ■❘❆❙ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❧❛♥❡ts s♣❛r❦❡❞ t❤❡
✐♥t❡r❡st ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❛♠s✱ ❛♥❞ ✐♥ ✶✾✽✹✱ ❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❚❡rr✐❧❡ st❛rt❡❞ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧
❝♦✉♥t❡r♣❛rt t♦ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❡①❝❡ss ❞❡t❡❝t❡❞ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt❡❞ t❤❛t ✏✉s✐♥❣ ❛
s♣❡❝✐❛❧ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❝♦r♦♥❛❣r❛♣❤✑✱ t❤❡② ✇❡r❡ ✏s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✐♥ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧



✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❚❍❊ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ❙❚❊▲▲❆❘ ❙❨❙❚❊▼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❚❤❡ s♠❛❧❧ P✐❝t♦r ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✭r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❦② ✫ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✬s P♦❝❦❡t
❙❦② ❆t❧❛s✮

✐♠❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ❬❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s❪✑✳ ❚❤✐s ✇❛s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❛ q✉❡st t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡
♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ✇❤✐❝❤ ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✱ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s ❛❢t❡r t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r②✳

❚♦ s❛t✐s❢② t❤❡ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ❝✉r✐♦✉s r❡❛❞❡r✱ t❤✐s ✜rst ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ❞✐s❦✱ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❚❡rr✐❧❡ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦r♦♥❛❣r❛♣❤ ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✷✳✺ ♠❡t❡r ❉✉♣♦♥t
❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ♣✐❝t✉r❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❙❚■❙✱
♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✭❍❙❚✮

✶✳✸✳✷ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s ✐s t❤❛t ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r
❞✐s❦ ♦r✐❡♥t❡❞ ◆♦rt❤✲❊❛st ✭◆❊✮ t♦ ❙♦✉t❤✲❲❡st ✭❙❲✮ ✭♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ∼ 29◦✱ ❆♣❛✐ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✺❪✮✱ ❡①t❡♥❞✐♥❣ t♦ ❛❜♦✉t ✹✵✵ ❆❯ ❬❙♠✐t❤ ❛♥❞ ❚❡rr✐❧❡✱ ✶✾✽✹❪✱ ❛♥❞ r♦t❛t✐♥❣ t♦✇❛r❞ ✉s ♦♥ t❤❡
❙❲ s✐❞❡ ❬❖❧♦❢ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳

❚❤❡ ✜rst s❡r✐❡s ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s ✇❡r❡ ♠❛✐♥❧②
❛✐♠❡❞ ❛t ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞✐s❦ r❛❞✐❛❧ ♣r♦✜❧❡ ✭✐♥
t❡r♠s ♦❢ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡♥s✐t②✮✳ ■t r❛♣✐❞❧② ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ❧✐❣❤t
❢r♦♠ t❤❡ st❛r s❝❛tt❡r❡❞ ❜② ❞✉st ❣r❛✐♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ t♦ ❜❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ ✭> 1µm✮ t♦ ❡①♣❧❛✐♥
✇❤② t❤❡ s❝❛tt❡r✐♥❣ ✇❛s ❛❝❤r♦♠❛t✐❝ ❬P❛r❡s❝❡ ❛♥❞ ❇✉rr♦✇s✱ ✶✾✽✼❪✳ ❙♦♠❡ ♣❡❝✉❧✐❛r ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✇❡r❡ ❛❧s♦ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ r❛❞✐❛❧ ♣r♦✜❧❡✱ ✇✐t❤ ❛❜r✉♣t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣r♦✜❧❡ ❞❡t❡❝t❡❞
❜② ●♦❧✐♠♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✸❪✳ ▲❛❣❛❣❡ ❛♥❞ P❛♥t✐♥ ❬✶✾✾✹❪ ❛❧s♦ r❡♣♦rt❡❞ ❛ ❞✉st✲❞❡♣❧❡t✐♦♥ r❡❣✐♦♥
✇✐t❤✐♥ ✹✵ ❆❯ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❇❛❝❦♠❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✷❪✳
▲❛❣❛❣❡ ❛♥❞ P❛♥t✐♥ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤✐s ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ③♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛t
❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛♥❡t ♦r❜✐t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳

❆s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♣r♦❣r❡ss❡❞✱ ✐♠❛❣❡s ❛❧s♦ st❛rt❡❞ t♦ ✉♥✈❡✐❧ ❛ s❡t ♦❢ ❛s②♠♠❡tr✐❡s
✐♥ t❤❡ ❞✐s❦✳ ❑❛❧❛s ❛♥❞ ❏❡✇✐tt ❬✶✾✾✺❪ ♦❜s❡r✈❡❞ β P✐❝t♦r✐s ✐♥ ❘ ❜❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ✷✳✷ ♠ t❡❧❡s❝♦♣❡



✶✳✸✳ ❈■❘❈❯▼❙❚❊▲▲❆❘✲❉■❙❑ ❆❘❖❯◆❉ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ✾

❋✐❣✉r❡ ✶✳✷✿ ▲❡❢t✿ t❤❡ ❤✐st♦r✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙♠✐t❤
❛♥❞ ❚❡rr✐❧❡ ❬✶✾✽✹❪ ✐♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❧✐❣❤t✱ ✇✐t❤ ❛ ✷✳✺ ♠❡t❡r t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦r♦♥❛❣r❛♣❤✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿
❛ ♠♦r❡ r❡❝❡♥t ✐♠❛❣❡✱ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✷✵✶✷ ✇✐t❤ ❙❚■❙✱ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❍✉❜❜❧❡✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♣❛✐
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✳ ■♥ ❜♦t❤ ✐♠❛❣❡s✱ ◆♦rt❤ ✐s ✉♣✱ ❊❛st ✐s ❧❡❢t✳

❛♥❞ ❛ ❝♦r♦♥❛❣r❛♣❤✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt❡❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✺ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s②♠♠❡tr✐❡s✱ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
t❤❡✐r ✐♠❛❣❡s✿ ❛ s✐③❡ ❛s②♠♠❡tr②✱ t❤❡ ◆❊ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ❜❡✐♥❣ ♠♦r❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t❤❛♥ t❤❡ ❙❲ s✐❞❡❀
❛ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❛s②♠♠❡tr②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❊ s✐❞❡ ❜r✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ❙❲ s✐❞❡❀ ❛ ✇✐❞t❤ ❛s②♠♠❡tr②✱
✇✐t❤ t❤❡ ❙❲ s✐❞❡ ❜❡❝♦♠✐♥❣ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ◆❊ s✐❞❡ ❜❡②♦♥❞ ✼ ❛s ✭❛r❝s❡❝♦♥❞✮❀ ❛ ❜✉tt❡r✢②
❛s②♠♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛①✐❛❧ ❛s②♠♠❡tr② ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐❞✲♣❧❛♥❡❀ ❛♥❞ ❛ ✇✐♥❣✲t✐❧t
❛s②♠♠❡tr②✱ ✇✐t❤ ❛ ✶✳✸ ❞❡❣ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✳ ❚❤❡② s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡
✇✐♥❣✲t✐❧t ❛s②♠♠❡tr② ✇❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐s❦ ✇❛s ♥♦t s❡❡♥ ❡①❛❝t❧② ❡❞❣❡✲♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❊❛rt❤✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t t✐❧t ♦❢ ∼ 2 t♦ ✹ ❞❡❣r❡❡s✳ ❇✉t t❤❡ ♦t❤❡r ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡
❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛♥② ❡✛❡❝t ♦t❤❡r t❤❛♥ ✐♥tr✐♥s✐❝ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ str✉❝t✉r❡✳ ❚❤❡ ❜✉tt❡r✢②
❛s②♠♠❡tr② ✇❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ t❡♥ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❞✐s❦ ✐♥❝❧✐♥❡❞ ❜②
✺ ❞❡❣r❡❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❞✐s❦ ❬●♦❧✐♠♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳

❆ s❡t ♦❢ t❤r❡❡ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❜❡❧ts✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ✻✱ ✶✻✱ ❛♥❞ ✸✵ ❆❯ ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞
❜② ❖❦❛♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ❛♥❞ ❛♥♦t❤❡r ❧❛r❣❡r ♦♥❡ ❛t ✾✵ ❆❯ ✇❛s ❧❛t❡r ❢♦✉♥❞ ❜② ❲✐❧♥❡r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✶❪✳ ❚❤❡s❡ ❜❡❧ts ❛r❡ t❤♦✉❣❤t t♦ ❛❝t ❛s r❡s❡r✈♦✐rs✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❡♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❦ ✐♥ ❣❛s
❛♥❞ ❞✉st✱ ❛♥❞ ❛r❡ t❤✉s ❛r❣✉❛❜❧② t❤❡ ♠❛✐♥ str✉❝t✉r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤❡s❡ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧
❜❡❧ts ❛❧s♦ s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❝♦✲❧♦❝❛t❡❞✱ ♦r ❛t ❧❡❛st ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦✱ t❤❡ ❞✉st r✐♥❣s ❢♦✉♥❞ ❜② ❲❛❤❤❛❥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ✭❛t ✶✹✱ ✷✽✱ ✺✷✱ ❛♥❞ ✾✷ ❆❯✮✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✺✷ ❆❯ r✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❤❛✈❡ ❛
♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❜❡❧t ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ ❚❡❧❡s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ r❡♣♦rt❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❞✉st ❝❧✉♠♣ ♦♥
t❤❡ ❙❲ s✐❞❡✱ ❛t t❤❡ s❛♠❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡✳ ❚❤❡② s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤✐s ❧❛r❣❡ ❝❧✉♠♣ ❝♦✉❧❞ ❡✐t❤❡r
❜❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❣r✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s r❡s♦♥❛♥t❧② tr❛♣♣❡❞✱ ♦r t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡
♦❢ ❛ ❝❛t❛❝❧②s♠✐❝ ❜r❡❛❦✉♣ ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s✳ ■♥ ❡✐t❤❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝❧✉♠♣ s❡❡♠s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❛t ∼ 50 ❆❯✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ♥♦ ❜❡❧t ✇❛s r❡♣♦rt❡❞ ❜② ❖❦❛♠♦t♦ ❡t ❛❧✳
❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤✐s ❜r✐❣❤t ❝❧✉♠♣ ♦❢ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡s ♦♥ t❤❡ ❙❲ s✐❞❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡
❜r✐❣❤t♥❡ss ❛s②♠♠❡tr② ✐♥✐t✐❛❧❧② r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❑❛❧❛s ❛♥❞ ❏❡✇✐tt ❬✶✾✾✺❪✳

❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝t♦r✐s ❜✱ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✈✐❛ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♦r❜✐t❛❧ s✉r✈❡②✱
✐s s♦♠❡✇❤❡r❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✻ ❛♥❞ ✶✻ ❆❯ ❜❡❧ts✱ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r t❤❡ s❡♠✐ ♠❛❥♦r✲❛①✐s
❜❡✐♥❣ ∼ 10 ❆❯ ❬▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✻ ❛♥❞ ✶✻ ❆❯
❜❡❧ts ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② ❛❧r❡❛❞② s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❖❦❛♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ✐♥ t❤❡✐r ✷✵✵✹ ♣❛♣❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✮✳

▼♦r❡ r❡❝❡♥t❧②✱ ▼❛trà ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪ ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❑✉✐♣❡r ❜❡❧t ❛t ∼ 100 ❆❯ ✇❛s
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✸✿ ❆ ❞❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✐♥♥❡r ♣❧❛♥❡t❛r② ❜❡❧ts ❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s✱ ✇✐t❤ ❛ s✉❣❣❡st❡❞
♣❧❛♥❡t ♦r❜✐t✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❜❡❧ts✳ ❚❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜ ✇❛s ♥♦t ❦♥♦✇♥
❛t t❤❡ t✐♠❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ✇❛s ❤✐❣❤❧② s✉❣❣❡st✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡
♦❢ s✉❝❤ ♣❧❛♥❡ts✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡t ✇❛s ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❛♥❞ ✐ts s❡♠✐ ♠❛❥♦r✲❛①✐s ✇❛s
❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ ∼ 10 ❆❯✱ ✐♥ ♣❡r❢❡❝t ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ s❤♦✇♥ ❤❡r❡✳ ❋✐❣✉r❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❖❦❛♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✳

❛❝t✉❛❧❧② ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✱ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐t❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡②
r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛ ✏❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❤♦t✑ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ∼ 8.9◦✱ ❛♥❞ ❛
✏❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❝♦❧❞✑ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ∼ 1.1◦✳

✶✳✸✳✸ ❉✉st ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦

❚❤❡ ❞✐s❦ ♦r❜✐t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝t♦r✐s ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❛ ❞❡❜r✐s✲❞✐s❦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞✉st✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❲✐❧♥❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ t❤❡ ♦✉t❡r ❜❡❧t✱
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ∼ 90 AU ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s❡r✈♦✐r ♦❢ ❞✉st✳

■♥ ❛ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❞✉st ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ❢❡✇ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳ ❉✉st ✐s
♣r♦❞✉❝❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❝❛s❝❛❞❡ ✐♥ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❜❡❧ts✿ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❧❛r❣❡ ♦❜❥❡❝ts
❝r❡❛t❡ s♠❛❧❧❡r ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧✐❞❡ t♦ ❝r❡❛t❡ ❡✈❡♥ s♠❛❧❧❡r ❞❡❜r✐s✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❝❛❞❡ ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇✿

ρ(D) ∝ D− 7
2

✇✐t❤ ρ(D) t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦❢ s✐③❡ D✳
❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r❝❡s✿ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛✲

t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❛r✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ❚❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❝❛♥ ❜❡
❢✉rt❤❡r s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ ♦♣♣♦s✐♥❣ ❡✛❡❝ts✿ t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ r❛❞✐❛✲
t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ t❡♥❞s t♦ ♣✉s❤ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
t❡♥❞s t♦ ❜r❛❦❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡♠ ✐♥✇❛r❞ ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s t❛♥❣❡♥✲
t✐❛❧ ♣❛rt ♦❢ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s P♦②♥t✐♥❣✲❘♦❜❡rts♦♥ ❞r❛❣ ✭P❘ ❞r❛❣✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡ ♠♦✈✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢♦✇✿ ❢r♦♠
t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡✬s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ t❤❡ st❛r ✐s ❝♦♠✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❢♦r✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱
❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ❞r❛❣✳
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❋♦r ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ t②♣✐❝❛❧ s✐③❡ D ♦r❜✐t✐♥❣ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ R ❢r♦♠ t❤❡ st❛r✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❢♦r❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Fgrav =
πGM⋆ρD

3

6R2

✇✐t❤ G t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱ M⋆ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❛r✱ ❛♥❞ ρ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡
❣r❛✐♥ ♠❛t❡r✐❛❧✳

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❣r❛✐♥s ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❜s♦r❜ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛r✱ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡s✲
s✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Frad =
L⋆D

2

16R2c

✇✐t❤ L⋆ t❤❡ ❜♦❧♦♠❡tr✐❝ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❛r✱ ✐♥ ❲❛tts✱ ❛♥❞ c t❤❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ❧✐❣❤t✳
❚❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤♦s❡ t✇♦ ❢♦r❝❡s ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ β✳ ■t ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧

❞✐st❛♥❝❡ R✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

β =
Frad

Fgrav
=

6L⋆

16πGcM⋆Dρ
= A×

(
L⋆

L⊙

)(
M⋆

M⊙

)−1

× ρ−1D−1

✇✐t❤ A ≃ 1.1× 10−3 m2s−2kg−1✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r β✱ ❛ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡ ❝❛♥ ❤❛✈❡ t❤r❡❡

❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❤❛✈✐♦rs✿

• ✐❢ β > 0.5✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❜❧♦✇♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✷✳

• ✐❢ β < 0.5✱ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡♠❛✐♥s ♦♥ ❛ ❜♦✉♥❞ ♦r❜✐t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢❡❧t ❜② t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ ✭♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r 1 − β < 1 ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✮✳ ■❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐♥ ❛
♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❜❡❧t✱ ✐t ✇✐❧❧ ♠♦✈❡ t♦ ❛♥ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ♦r❜✐t✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡r✐❤❡❧✐♦♥ ❧♦❝❛t❡❞ s♦♠❡✇❤❡r❡
✐♥ t❤❡ ❜❡❧t✳ P❘ ❞r❛❣ ✇✐❧❧ t❤❡♥ t❡♥❞ t♦ ❝✐r❝✉❧❛r✐③❡ ✐ts ♦r❜✐t✱ ✇❤✐❧❡ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ♠❛❦❡
✐t ❢❛❧❧ ✐♥✇❛r❞✳

• ❢♦r β ≪ 1 ✭❧❛r❣❡ ❣r❛✐♥s✮✱ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡✳ ❚❤❡s❡ ♣❛rt✐❝❧❡s ❢♦❧❧♦✇ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❑❡♣❧❡r✐❛♥ ♦r❜✐ts✳ ■❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞
❢r♦♠ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❜❡❧t✱ ✐t ✇✐❧❧ st❛② ✐♥ t❤❡ ❜❡❧t✳

❆ss✉♠✐♥❣ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❞✉st ❞❡♥s✐t② ρ = 2500 gm−3 ✭s✐❧✐❝❛t❡ ❣r❛✐♥s✮✱ ✐♥ t❤❡ β P✐❝ s②st❡♠
✇❤❡r❡ L⋆ ≃ 9L⊙ ❛♥❞ M⋆ ≃ 1.7M⊙✱ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ❜❡❧♦✇ ✇❤✐❝❤ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❜❧♦✇♥ ❛✇❛②
❜② r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ✐s ≃ 2 µm✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢
t❤❡ ❣r❛✐♥s✱ t❤✐s ❝r✐t✐❝❛❧ s✐③❡ ♠✐❣❤t ✈❛r② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✱ ❜✉t ✇❡ ❝❛♥ st✐❧❧ ❡①♣❡❝t ❛❧❧ ❣r❛✐♥s ♦❢ s✐③❡
< 0.1 µm t♦ ❜❡ ❜❧♦✇♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

❉❡s♣✐t❡ t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❞✉st ❜❡❤❛✈❡s ✐♥ ❛ ❞✐s❦✱ ✐t ✐s
✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥s✳ ●r❛✐♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t s✐③❡s t❡♥❞ t♦ r❛❞✐❛t❡

✷■t ♠❛② s❡❡♠ ❝♦✉♥t❡r✲✐♥t✉✐t✐✈❡ t❤❛t t❤❡ ❧✐♠✐t✐♥❣ ✈❛❧✉❡ ✐s ✵✳✺ ❛♥❞ ♥♦t ✶✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛t r❡st ✇♦✉❧❞ ✐♥❞❡❡❞ ❜❡ ❜❧♦✇♥ ❛✇❛② ❢♦r β > 1✱
❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ♦♥ t❤❡ st❛r ❢♦r β < 1✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ✐♥
❛ ❜❡❧t✱ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s t❤❡ ❑❡♣❧❡r✐❛♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ s❛✐❞ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ✭t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♦r❜✐t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✮✳ ❚❤❡ ❜❡❧t ❜❡✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❜✐t✱ ✐❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡ R ✐ts ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
st❛r✱ t❤❡♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s vorb =

√
GM⋆/R✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❡s❝❛♣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❞✐st❛♥❝❡ R ✐s

vesc =
√

2GM/R✳ ❆❢t❡r t❤❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✱ t❤❡ ❞✉st ♣❛rt✐❝❧❡ ♦❢ ❣✐✈❡♥ ♣❛r❛♠❡t❡r β ✐s ♠♦✈✐♥❣ ❛t vorb✱ ❜✉t ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✱ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐t ❢❡❡❧s ✐s r❡❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ❡s❝❛♣❡ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝❧❡ ✐s
♥♦✇ vesc =

√
2(1− β)GM⋆/R✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ❛t β = 0.5✳



✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❚❍❊ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ❙❚❊▲▲❆❘ ❙❨❙❚❊▼

❛t ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤✐s t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥
❛❞❞s t♦ t❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ s♦ ❢❛r ✐t ♣r♦✈❡❞ ✈❡r② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦rr❡❝t❧② ♣r❡❞✐❝t ❜♦t❤
❡♠✐ss✐♦♥s ❬❇❛❧❧❡r✐♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❜❡❧ts ❛❧s♦ t❡♥❞ t♦ ❜❧✉r
t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❇✉t s♦♠❡ ❛tt❡♠♣ts ✇❡r❡ ♠❛❞❡ t♦ tr② t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❞✉st ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ β P✐❝ s②st❡♠ ✭s❡❡ ❆❤♠✐❝ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪✱ ❇❛❧❧❡r✐♥❣ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✻❪✮✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❡r❡ ✇❛r♠ ❞✉st ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥
♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞ ❛♥❞ ❤♦t ❞✉st ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ ❬❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✼✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷✱ ❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷❪ ✐s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦ st✉❞② ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ♦❢t❡♥ r❡♠❛✐♥s ✉♥r❡s♦❧✈❡❞
❜② ♦✉r ✐♥str✉♠❡♥ts✳

❉✐✛❡r❡♥t ♠✐♥❡r❛❧s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ ✐♥ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ❞✐s❦✳ ❖❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❞✐s❦ ✐♥ t❤❡
♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞✱ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ♥♦t❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✜rst ✺ t♦ ✶✵ ❆❯
♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✿ ❣❧❛ss② ♦❧✐✈✐♥❡ ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❢♦rst❡r✐t❡✳ ❙♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s ♦❢ ♦❧✐✈✐♥❡ ✭∼ 0.1 µm✮ ✇❡r❡
♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt✱ ✇❤✐❧❡ 2 µm ❣r❛✐♥s ✇❡r❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt✳ ❚❤✐s ✇❛s ❛❧r❡❛❞② ♥♦t❡❞ ❜② ❖❦❛♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✱ ✇❤♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t
t❤✐s ✇❛s ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❜❡❧t ❛t ✻ ❆❯✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❣❧❛ss②
♦❧✐✈✐♥❡✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ s♠❛❧❧ ♣❛rt✐❝❧❡s ❛r❡ ❡❥❡❝t❡❞ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❜❡❧t✱ ✇❤✐❧❡ ❜✐❣❣❡r ♣❛rt✐❝❧❡s
s♣✐r❛❧ ✐♥✇❛r❞✱ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ▲✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ❛
♣❧❛✉s✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ ❛❧t❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✉st ❣r❛✐♥s ❜② s✉❜❧✐♠❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ t♦ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str✉❝t✉r❡s✳
❚❤❡② s❤♦✇ t❤❛t s♠❛❧❧❡r ❣r❛✐♥s ♦❢ ♦❧✐✈✐♥❡ t❡♥❞ t♦ r❡❛❝❤ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡♥ ❡①♣♦s❡❞ t♦
st❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥✱ t❤✉s ♠❛❦✐♥❣ t❤❡♠ ♠♦r❡ s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ t♦ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡
s②st❡♠✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝r❡❛t❡ ❛ ❞❡✜❝✐t ♦❢ s♠❛❧❧ ❣r❛✐♥s✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ s✐♠✐❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛s t❤❡ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❜❡❧t s❝❡♥❛r✐♦✳

❚r②✐♥❣ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞✉st ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❇❛❧❧❡r✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❢♦✉♥❞ ❛
q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s✐❧✐❝❛t❡s ❛♥❞ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ♦r❣❛♥✐❝s✱ ❛♥❞
s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ✇❛t❡r ✐❝❡✳

✶✳✸✳✹ ●❛s ❞✐s❦

❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❈❖ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝ ❬❉❡♥t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❣❛s ✐s ❝♦♥t✐♥✲
✉♦✉s❧② ❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛s t❤❡ ❧✐❢❡t✐♠❡ ♦❢ ❈❖ ✭< 150 yr✮ ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭∼ ✷✵ ▼②r✮✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t♦❞❛② ♣r♦❜❛❜❧② ❝♦♠❡s
❢r♦♠ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ♣❤♦t♦✲❞❡s♦r♣t✐♦♥✱ ♦r ♦t❤❡r ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❝r❡❛t✐♥❣ ✐t✳
■♥ ❢❛❝t✱ ✐♥ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ❆▲▼❆✱ ❉❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❢♦✉♥❞ ❛ r❛t❤❡r ♣❡❝✉❧✐❛r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❈❖✱ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❝❧✉♠♣ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❲ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛
s✐❣♥ ♦❢ ❛ r❡❝❡♥t ❝❛t❛❝❧②s♠✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✮✳

❚❤❡ ❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝ ✐s s❡❡♥ ❛❧♠♦st ❡❞❣❡ ♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ❣❛s ✐♥
❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ▼❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✉s✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❛♥❞ ✇❡
❦♥♦✇ t♦❞❛② t❤❛t t❤❡ ❣❛s ❝♦♥t❛✐♥s ❈✱ ❖✱ ◆❛✱ ▼❣✱ ❆❧✱ ❙✐✱ ❙✱ ❈❛✱ ❈r✱ ▼♥✱ ❋❡✱ ◆✐ ❬❘♦❜❡r❣❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✵✻❪✳ ❇✉t t❤✐s ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ♣✉③③❧✐♥❣✱ ❛s s♦♠❡ ♦❢ t❤♦s❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❧✐❦❡ ◆❛✮ ❛r❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❧♦✇♥ ♦✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ t♦♦ q✉✐❝❦❧② t♦ r❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡
❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s✳ ❨❡t ❖❧♦❢ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪ ❢♦✉♥❞ ◆❛ ■ ✐♥ ❑❡♣❧❡r✐❛♥ ♦r❜✐t ❛r♦✉♥❞ β P✐❝✳

❚❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ♠❡t❛❧s ❝♦✉❧❞ st❛② ❧♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ r❡❛❝❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡
β P✐❝ s②st❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ q✉❡st✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ✐s
t❤❛t t❤❡s❡ ♠❡t❛❧s ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r❝❡ ✇❤✐❝❤ ❛❞❞s t♦ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✿
❈♦✉❧♦♠❜ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛s❡♦✉s ✐♦♥s ❛♥❞ ♥❡✉tr❛❧ ❛t♦♠s ❬❘♦❜❡r❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❋❡r♥á♥❞❡③
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❙♦♠❡ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❧✐❦❡ ❈ ❛♥❞ ❖ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✳ ❆♥
♦✈❡r❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❝❛r❜♦♥✱ ✐♦♥✐③❡❞ ❜② t❤❡ st❡❧❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ ✭♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✐♦♥✐③❡❞ ❝❛r❜♦♥ ❛r❡
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❛t❛❧❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✱ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❝r❡❛t❡ ❛♥ ✐♦♥✐③❡❞ ❞✐s❦ ✇❤✐❝❤ ❜r❛❦❡ ♠❡t❛❧❧✐❝
❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳



✶✳✸✳ ❈■❘❈❯▼❙❚❊▲▲❆❘✲❉■❙❑ ❆❘❖❯◆❉ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ✶✸

❋✐❣✉r❡ ✶✳✹✿ ❚✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❈❖ ❣❛s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❆▲▼❆✱ ❛♥❞ ❞❡✲♣r♦❥❡❝t❡❞
❛ss✉♠✐♥❣ ❑❡♣❧❡r✐❛♥ ❝✐r❝✉❧❛r ♦r❜✐t❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤
t✇♦ ❝❧✉♠♣s ♦♥ ♦♣♣♦s✐t❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ ❛ r❡s♦♥❛♥❝❡ tr❛♣♣✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇✐t❤ ❛
❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t ♦t❤❡r t❤❛♥ β P✐❝ ❜✳ ❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱
✇✐t❤ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❧✉♠♣✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛t❛❝❧②s♠✐❝ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦❢ ▼❛rs✲s✐③❡❞ ♦❜❥❡❝ts✳ ❋✐❣✉r❡
t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❉❡♥t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪

❈♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❘♦❜❡r❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t❤❛t ❈ ✐s
♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❜❡ ♦✈❡r❛❜✉♥❞❛♥t ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❍❡rs❤❡❧ s♣❛❝❡
t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❇r❛♥❞❡❦❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ♦❜s❡r✈❡❞ ❖①②❣❡♥ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦t
♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦✱ t❤❡② ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s✳
❖①②❣❡♥ ✐s ❛❧s♦ ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❬❋❡r♥á♥❞❡③ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✱ ❛♥❞ ✐ts
♣r❡s❡♥❝❡ ✐♥ ✐♦♥✐③❡❞ ❢♦r♠s ❝❛♥ ❛❧s♦ ♣❛rt✐❝✐♣❛t❡ t♦ t❤❡ ❜r❛❦✐♥❣ ♦❢ ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳

❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❛♣♣❛r❡♥t ♦✈❡r❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❈ ❛♥❞ ❖✱ ❳✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t✇♦ ❤②✲
♣♦t❤❡s❡s✿ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t❤❡ r❡❧❡❛s❡ ♦❢ ❈❖ ❣❛s ❜② s♦❧✐❞ ❜♦❞✐❡s✱ s❡❡ ❑r❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✮ ♦r ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❧❡t✐♦♥✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦t❤❡r ♠❡t❛❧❧✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❜❧♦✇♥ ❛✇❛② ♠♦r❡ q✉✐❝❦❧② ❜② t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡s✲
s✉r❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ t❤❡ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝❛♠❡ ❢r♦♠
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❲✐❧s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡
❈♦s♠✐❝ ❖r✐❣✐♥ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✱ t❤❡② ❞❡t❡❝t❡❞ ◆ ❣❛s✱ ❛♥❞ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐t t♦ ❜❡ ✐♥ r♦✉❣❤❧② ❙♦❧❛r
❛❜✉♥❞❛♥❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ◆ ✐s ❛❧s♦ ✈❡r② ✇❡❛❦❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❛❞✐❛t✐♦♥ ♣r❡ss✉r❡✱ ✐❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢
❈ ❛♥❞ ❖ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ❛ ♣r❡❢❡r❡♥t✐❛❧ ❞❡♣❧❡t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ◆ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♦✈❡r❛❜✉♥❞❛♥t✱
✇❤✐❝❤ ✐t ✐s ♥♦t✳

■♥ t❤❡ s❛♠❡ st✉❞②✱ ❲✐❧s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t t❤❡ ◆ ❣❛s ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❢❛❧❧✐♥❣
♦♥t♦ t❤❡ st❛r✱ ❝♦♥tr❛r② t♦ ✇❤❛t t❤❡② ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t ❤②❞r♦❣❡♥ ❣❛s ✭s❡❡ ❲✐❧s♦♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✼❪✮✳ ❚♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤❡② s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤❡ ❣❛s ✇❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r
s②st❡♠ ❜② t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❝♦♠❡ts r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❑✐❡❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✿ ✐♥ t❤✐s
s❝❡♥❛r✐♦✱ ◆ ❣❛s ✐s ♠❛✐♥❧② ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❝♦♠❡ts ❙✱ ❛♥❞ ❍ ❣❛s ❜② ❝♦♠❡ts ❉ ✭s❡❡ ❛❢t❡r✮✳

✶✳✸✳✺ ❚❤❡ ✐♥♥❡r s②st❡♠

❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ✐s s❡❡♥ ❛❧♠♦st ❡❞❣❡✲♦♥ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝ ♠❛❦❡s ✐t ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r
t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ✭< ✶ ❆❯✮ ❜② ❛❜s♦r♣t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❊❛r❧②✲♦♥✱ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥
s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧❡❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ tr❛♥s✐❡♥t ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ r❡❞ ✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✺✿ ❙♣❡❝tr✉♠ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ✐♥ t❤❡ ❈❛ ✐✐ ❑✲❧✐♥❡ ✭❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ❈❛ ✐✐ ❍✲❧✐♥❡ ✭r✐❣❤t✮✱ s❤♦✇✐♥❣
tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡❞ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥t ❛r❡
s✉❜tr❛❝t❡❞ ✭❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ♦♥❧②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
tr❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❑✐❡❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪

❈❛ ❑ ❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ❢♦r ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s♣❡❝tr✉♠✮✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❦✐❧♦♠❡t❡r s✐③❡❞ ❜♦❞✐❡s ❢❛❧❧✐♥❣ t♦✇❛r❞s t❤❡ st❛r✿ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❢❛❧❧✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦❞✐❡s✑
❬❇❡✉st ❛♥❞ ▲✐ss❛✉❡r✱ ✶✾✾✹✱ ❇❡✉st ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✳ ❚r❛♥s✐❡♥t ❡✈❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❜❧✉❡ ✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡
✇❡r❡ ❛❧s♦ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞ ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❧❛t❡r ❬❈r❛✇❢♦r❞ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❛❣❛✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s
❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠❡ts ❢❛❧❧✐♥❣ ♦♥t♦ t❤❡ st❛r✳

■t ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② ❑✐❡❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ t❤❛t t✇♦ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ tr❛♥s✐t✐♥❣ ❡①♦❝♦♠❡ts ✇❡r❡
❝♦❡①✐st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r β P✐❝t♦r✐s s②st❡♠✳ ❙♦♠❡ ❝♦♠❡ts s❤❛r❡ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r ♦r❜✐ts✱ ✇✐t❤ ♣❡✲
r✐❛str♦♥ ❛t ∼ 0.15 AU✱ ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✏❉✑✱ ✇❤✐❝❤ ♠♦st r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ ❑r❡✉t③
❢❛♠✐❧② ♦❢ ❝♦♠❡ts ✐♥ ♦✉r ♦✇♥ ❙♦❧❛r ❙②st❡♠✳ ❚❤❡ ♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✏❙✑ ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ ❜♦❞✐❡s ✇✐t❤
♣❡r✐❛str♦♥ < 0.1 AU✱ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ❧♦♥❣✐t✉❞❡s✳ ❑✐❡❢❡r ❡t ❛❧✳ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t
t❤❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✏❙✑ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ❡①♦❝♦♠❡ts tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ♠❡❛♥ ♠♦t✐♦♥ r❡s♦♥❛♥❝❡ ❜② β P✐❝
❜✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s❧♦✇❧② ❡✈♦❧✈❡❞ t♦ ❤✐❣❤❧② ❡❝❝❡♥tr✐❝ ♦r❜✐ts✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞
❜② t❤❡ ❧♦✇❡r ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ r❡s✉❧t ♦❢ ❡①❤❛✉st✐♦♥ ❜② ♥✉♠❡r♦✉s
♣❛ss❡s ❛t ♣❡r✐❤❡❧✐♦♥✳

❚❤❡s❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦❞✐❡s ❛♣♣❡❛r t♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛♥ ✐❝② ❝♦r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞
❜② ❛ r❡❢r❛❝t♦r② ❝r✉st ❬❑❛r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ❚❤❡② ❝❧❡❛r❧② s❡❡♠ t♦ ❜❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
❞r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ✐♥♥❡r s②st❡♠✱ ❛s t❤❡② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❣❛s ❡♥r✐❝❤♠❡♥t
✭❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪✱ ❲✐❧s♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼✱ ✷✵✶✾❪✱ ❑✐❡❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✮✳

❖♥❡ ❧❛st ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r s②st❡♠ ✐s ❤♦t ❞✉st✱ r❛❞✐❛t✐♥❣ ❛t
❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ✶✺✵✵ ❑✱ s❡❡♥ ✈✐❛ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✐♥ t❤❡ ❍ ❜❛♥❞ ❬❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✷❪✳

✶✳✹ ❉✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ ❜❡t❛ P✐❝ ❜

✶✳✹✳✶ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❤✐♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❦ str✉❝t✉r❡

❆❢t❡r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝✱ ✐t r❛♣✐❞❧② ❜❡❝❛♠❡ ❝❧❡❛r t❤❛t
♠❛♥② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠✳ ●♦❧✐♠♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✸❪✱ ▲❛❣❛❣❡ ❛♥❞ P❛♥t✐♥ ❬✶✾✾✹❪✱ ❑❛❧❛s
❛♥❞ ❏❡✇✐tt ❬✶✾✾✺❪ ❛❧❧ r❡♣♦rt❡❞ ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t✱ ❛♥❞ ❘♦q✉❡s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✹❪✱ ▲❛③③❛r♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✹❪✱ ▼♦✉✐❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪
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❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✿ P♦t❡♥t✐❛❧ ♣❧❛♥❡ts ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❋r❡✐st❡tt❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❛s②♠♠❡tr✐❡s s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ β P✐❝ ❞✐s❦ ✭✏P❧❛♥❡t✑ ❞♦ts✮✳ ❚❤❡ ❣r❛② ❛r❡❛ ✐s t❤❡ ❧♦❝✉s ❡①❝❧✉❞❡❞
❜② r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ❬●❛❧❧❛♥❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❚❤❡ ❜❧❛❝❦ ❧✐♥❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ▼♦✉✐❧❧❡t ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❣r❛② ❞♦t ✇❛s s✉❣❣❡st❡❞
✐♥ ❇❡✉st ❛♥❞ ▼♦r❜✐❞❡❧❧✐ ❬✷✵✵✵❪ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣ ❜♦❞✐❡s✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛
✏❇❡t❛ P✐❝ ❜✑ ❞♦t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ ❤❡r❡ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r β P✐❝ ❜ ✭s❡♠✐
♠❛❥♦r✲❛①✐s ❢r♦♠ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✱ ❛♥❞ ♠❛ss ❢r♦♠ ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪✮✳ ❖r✐❣✐♥❛❧
✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❋r❡✐st❡tt❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳

st❛rt❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ❢r♦♠ ❛ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ▼♦✉✐❧❧❡t ❡t ❛❧✳ s✉❣❣❡st❡❞
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t ✭✉♣ t♦ 10MJup✮ ❧♦❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇ ✷✵ ❆❯✳

❇✉t ❛s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ✇❡r❡ ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣❧❛♥❡t✳ ▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❉❡s ❊t❛♥❣s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✺❪ r❡♣♦rt❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
♣❤♦t♦♠❡tr② ♦❢ β P✐❝t♦r✐s✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♥❣
❞✉st ❝❧♦✉❞ ❬▲❛♠❡rs ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✱ ♦r ❛ tr❛♥s✐t✐♥❣ ♣❧❛♥❡t ❬▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❉❡s ❊t❛♥❣s ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳

❆❢t❡r ♠♦r❡ t❤❛♥ t✇♦ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ st✉❞②✱ ♥♦ ♣❧❛♥❡t ✇❛s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ β P✐❝ ❞✐s❦✱ ❜✉t ❡✈✐❞❡♥❝❡
❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠ ✇❡r❡ ♣✐❧❧✐♥❣ ✉♣✳ ❍❡❛♣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✱ ❲❛❤❤❛❥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱
❚❡❧❡s❝♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ♥❡✇ ❛s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s✱ ❛♥❞ ❋r❡✐st❡tt❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪
♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❢❛❧❧✐♥❣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♥❣
❜♦❞✐❡s✱ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♣❧❛♥❡t ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❏✉♣✐t❡r ♠❛ss❡s ✇❛s ♦r❜✐t✐♥❣ β
P✐❝ ❛t ∼ 12 AU✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ s✉❣❣❡st❡❞ t❤❛t t✇♦ ♦t❤❡r s♠❛❧❧❡r ♣❧❛♥❡ts ✇❡r❡ ❤✐❞✐♥❣ ❛t ❣r❡❛t❡r
❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ st❛r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✻✮✳

✶✳✹✳✷ ❍✐❣❤✲❝♦♥tr❛st ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥

■t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❆str♦♥♦♠② t❤❛t ♥❡✇ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❜r✐♥❣ ♥❡✇ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s✳
❊①♦♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦ st✉❞② ❛r❡ ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❛❞✈❡♥t ♦❢
❆❞❛♣t✐✈❡ ❖♣t✐❝s ✭❆❖✮ ✐♥ t❤❡ ✶✾✾✵s✱ ❛♥❞ ✐ts r❛♣✐❞ ♣r♦❣r❡ss ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✷✵✵✵s✱ ✐t ❜❡❝❛♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❢❛✐♥t t❛r❣❡ts ❛t ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝♦r♦♥❛❣r❛♣❤✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts✱ t❤✐s
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤✲❝♦♥tr❛st✱ ❡♥❛❜❧✐♥❣ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
❢❛✐♥t ❝♦♠♣❛♥✐♦♥s t♦ ❜r✐❣❤t st❛rs✳

▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪ r❡♣♦rt❡❞ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ✐♥ ✷✵✵✸ ✇✐t❤ ◆❆❖❙✲❈❖◆■❈❆
✭◆❛❈♦✮ ♦♥ t❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❢❛✐♥t ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ s♦✉r❝❡ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❝❧♦s❡
t♦ β P✐❝t♦r✐s ✭❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✮✳ ■♥ t❤✐s ✐♥✐t✐❛❧ ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❞❡✜♥✐t❡❧②



✶✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❚❍❊ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ❙❚❊▲▲❆❘ ❙❨❙❚❊▼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✼✿ ❋✐rst ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝t♦r✐s ❜ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ◆❆❖❙✲❈❖◆■❈❆ ♦♥
t❤❡ ❱▲❚✱ ✐♥ ✷✵✵✸✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡❢t ♣❛♥❡❧ s❤♦✇s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ β P✐❝ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ▲✬ ❜❛♥❞✳ ❚❤❡
✉♣♣❡r✲r✐❣❤t ♣❛♥❡❧ ✐s ❛ ❝❛❧✐❜r❛t♦r ✭❍❘ ✷✹✸✺✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r✲❧❡❢t ✐♠❛❣❡ ✐s t❤❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭β P✐❝
❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ❍❘ ✷✹✸✺✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r✲r✐❣❤t ✐s ❛ s✉❜tr❛❝t❡❞ ✐♠❛❣❡ ✭β P✐❝ ♠✐♥✉s ❍❘ ✷✹✸✺✱ ✇✐t❤
❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❍❘ ✷✹✸✺✮✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳

r✉❧❡ ♦✉t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ♦r ❛ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ ♥❡✇ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✐♥ ✷✵✵✾ ❞✐❞ ♥♦t s❤♦✇ ❛♥② ♣♦✐♥t✲s♦✉r❝❡ ❝❧♦s❡ t♦ β P✐❝ ❬▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✾❜❪✳ ❇✉t ✐♥ ✷✵✶✵✱
t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝❛♥❞✐❞❛t❡ r❡❛♣♣❡❛r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❑❡♣❧❡r✐❛♥
♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤✐s ❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t ✐t ✇❛s r❡❛❧❧② ❛ ❜♦✉♥❞ ♦❜❥❡❝t ❬▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✵❪✳

✶✳✹✳✸ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ♦r❜✐t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥

❆❢t❡r ✐ts ❞✐s❝♦✈❡r② ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝t♦r✐s ❜ ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❢
❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ✐ts ♦r❜✐t❛❧ ♠♦t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ❤❛❞ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜②
▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❉❡s ❊t❛♥❣s ❛♥❞ ❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r ❬✷✵✵✾❪ t❤❛t β P✐❝ ❜ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ tr❛♥s✐t✐♥❣ ♣❧❛♥❡t✱ ❛
❦❡② q✉❡st✐♦♥ q✉✐❝❦❧② ❜❡❝❛♠❡✿ ✇✐❧❧ ✐t tr❛♥s✐t ❛❣❛✐♥✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥❄

❆ tr❛♥s✐t ♦❢ β P✐❝ ❜ ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐ts ❜r✐❣❤t ❤♦st st❛r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② ✈❛❧✉❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡
✐ts ❡①❛❝t s✐③❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ st✉❞② ✐ts ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡✳ ▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❞❡s ❊t❛♥❣s ❛♥❞ ❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r ❬✷✵✶✻❪
s❤♦✇❡❞ t❤❛t t✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ♦r❜✐ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ β P✐❝
❜ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s✐t ✐♥ ✶✾✽✶✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥ ❛ ✸✻ ②r ❧♦✇✲❡❝❝❡♥tr✐❝✐t②✱ ♦r ♦♥ ❛♥ ✶✽ ②r
❤✐❣❤✲❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ✭✵✳✸✮ ♦r❜✐t✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ tr❛♥s✐t ✐♥ ❡❛r❧② ✷✵✶✼ ♦r ✷✵✶✽✳ ❇✉t
s♦♦♥ ❛❢t❡r✱ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ●❡♠✐♥✐ P❧❛♥❡t ■♠❛❣❡r ✭●P■✱ ▼❛❝✐♥t♦s❤ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✹❪✮ str♦♥❣❧② ❞✐s❢❛✈♦r❡❞ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t ♦❢ β P✐❝ ❜ ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❆ tr❛♥s✐t
♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✬s ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s st✐❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛ tr❛♥s✐t
♦❢ t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡✱ st❛rt✐♥❣ ✐♥ ✷✵✶✼✱ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ✐♥ ✷✵✶✽ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✮✳

❚❤✐s ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s♣❛r❦❡❞ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤❡ ❡①♦♣❧❛♥❡t ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ tr✐❣❣❡r❡❞ ❛ ❧❛r❣❡
✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ st❛r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✷✵✶✼✲✷✵✶✽ ♣❡r✐♦❞✳ ❚❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ P❛rt ■■ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ✇❛s ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❝❛♠♣❛✐❣♥✳



✶✳✹✳ ❉■❙❈❖❱❊❘❨ ❆◆❉ ▲❖◆●✲❚❊❘▼ ▼❖◆■❚❖❘■◆● ❖❋ ❇❊❚❆ P■❈ ❇ ✶✼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✽✿ ❘❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣♦st❡r✐♦r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❡✈❡♥ ♦r❜✐t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❛r✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞
❞❛t❡s ❢♦r t❤❡ tr❛♥s✐t ❡✈❡♥ts✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳
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✶✳✺ ❆t♠♦s♣❤❡r❡✱ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ β

P✐❝t♦r✐s ❜

✶✳✺✳✶ ▼♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❜✉❧❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs

▼❛r❧❡② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❋♦rt♥❡② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ✇✐❞❡❧② ❛❝❝❡♣t❡❞ ♣♦ss✐❜❧❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❢♦r ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡ts ✭✏❤♦t st❛rt✑ ❛♥❞ ✏❝♦❧❞ st❛rt✑✮ s❤♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t
❡✈♦❧✉t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ∼ 10 ▼②r ♦❢ t❤❡ ❧✐❢❡ ♦❢ s❛✐❞ ♣❧❛♥❡ts✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡
❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ ❜✉❧❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❧✐❦❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠❛ss✱ ❛♥❞ r❛❞✐✉s✱
❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❜② ✇❤✐❝❤ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛ ♣❧❛♥❡t ❤❛❞ ❢♦r♠❡❞✳ ❆♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✐t ✇❛s
♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤✐s ✇❛s ♥♦t ❛♥ ❡❛s② t❛s❦✱ ❛s t❤❡r❡ ✇❡r❡ st✐❧❧ ❛ ❧♦t ♦❢ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛✛❡❝t✐♥❣
♣❧❛♥❡t❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✱ ✐t ❜r♦✉❣❤t ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st✉❞✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ tr② t♦ ❡st✐♠❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t
❜✉❧❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② ❜❡❤✐♥❞ ❛❧❧ t❤❡s❡ st✉❞✐❡s
✐s s✐♠✐❧❛r✿ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❜❛♥❞s ❛♥❞✴♦r s♣❡❝tr❛ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❣r✐❞s ❛♥❞ ❛ χ2 ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ●✐✈❡♥
❛ ❝❡rt❛✐♥ s❡t ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞✴♦r s♣❡❝tr❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ydata,k, k ∈ {1, . . . , n}✱ ✇✐t❤ t❤❡r❡
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❡rr♦r ❜❛rs σk✱ ❛♥❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ymodel,k ✇❤✐❝❤ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✱
s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t② g✱ ♠❡t❛❧❧✐❝✐t② m✱ ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧② s♦♠❡ ♦t❤❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ χ2 ❣r✐❞ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

χ2(Ti, gj ,mk) =
n∑

l=0

(ydata,l − ymodel,l)
2

σl2

✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s i✱ j✱ ❛♥❞ k ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣r✐❞ s❛♠♣❧✐♥❣✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ χ2 ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ♦❢ ✻✽✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❜❡st
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ t❤❡✐r ❡rr♦r ❜❛rs✳

◗✉❛♥③ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✉s❡❞ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❞✐r❡❝t❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛ ❝♦❧♦r
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭▲✬ ♠✐♥✉s ❛ ♥❛rr♦✇ ❜❛♥❞ ❛t 4.05 µm✮ ✇✐t❤ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② r❡♣♦rt❡❞
t❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ β P✐❝ ❜✿ T ≃ 1470K✳ ❲✐t❤ ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡② ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❝♦❧♦r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ t♦ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ✜❡❧❞ ❜r♦✇♥ ❞✇❛r❢s✱ t❤❡② ❢♦✉♥❞
T ≃ 1700 K✳ ●✐✈❡♥ t❤❡✐r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ t❤❡ t✇♦ r❡s✉❧ts ✇❡r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✳

❇♦♥♥❡❢♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛ ❝♦❧♦r ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✭KS − L′✮✱ ❜✉t t❤❡② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐t t♦
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♠♦❞❡❧s r❛t❤❡r t❤❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s✳ ❚❤❡② ♦❜t❛✐♥❡❞ T = 1600± 300 K✱ ❜✉t
❝♦✉❧❞ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✳ ❚✇♦ ②❡❛rs ❧❛t❡r✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❞❛t❛♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s✱ ❇♦♥♥❡❢♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ✜rst ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❣r❛✈✐t② ♦♥ β P✐❝ ❜✿ log(g/g0) = 4.0 ± 0.5✱ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡st✐♠❛t❡ T =
1700± 100 K

❲❤❡♥ ✉s✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t② ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❛s ✐t ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❈❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t② ❝❛♥
❛✛❡❝t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ s♣❡❝tr✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✇❡❧❧ ❝♦♥str❛✐♥❡❞
❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣✳ ❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

g =
M

4πR2

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❢r♦♠ t❤❡ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳

◆♦✇✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛♥ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝ts t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡♠✐tt❛♥❝❡✱ ♥♦t t♦t❛❧
❧✉♠✐♥♦s✐t②✱ ✐❢ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✱



✶✳✺✳ ❆❚▼❖❙P❍❊❘❊✱ P❍❨❙■❈❆▲ ❈❍❆❘❆❈❚❊❘■❙❚■❈❙✱ ❆◆❉ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ✶✾

❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ log(g/g0) ❘❛❞✐✉s ▼❛ss ▼♦❞❡❧ ✉s❡❞
❑ RJup MJup

❇♦♥♥❡❢♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪
1600± 300 ✲ ✲ ✲ ❇❚
✲ ✲ ✲ ✼ t♦ ✶✶ ❊✈♦✳ ❚r❛❝❦

❇♦♥♥❡❢♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪
1700± 100 4.0± 0.5 1.4± 0.2 ✲ P❍❳
✲ ✲ ✲ 10+3

−2 ❊✈♦✳ ❚r❛❝❦
❈✉rr✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ 1575 t♦ 1600 3.8± 0.2 1.65± 0.06 7+4

−3 ❉❯❙❚❨

❇♦♥♥❡❢♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪
1650± 150 ≤ 4.7 1.5± 0.2 ✲ P❍❳
✲ ✲ ✲ 11.2± 0.3 ❊✈♦✳ ❚r❛❝❦

▼♦r③✐♥s❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪ 1708± 23 ✹✳✷ 1.45± 0.02 12.7± 0.3 ❊✈♦✳ ❚r❛❝❦
❇❛✉❞✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪ 1550± 150 3.5± 1.0 1.76± 0.24 ✲ ❊①♦❘❊▼

❈❤✐❧❝♦t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪
✶✻✵✵ t♦ ✶✼✵✵ ✸✳✺ t♦ ✹✳✺ ✲ ✲ ❇❚
✲ ✲ ✲ ✶✵ t♦ ✶✷ ❊✈♦✳ ❚r❛❝❦

❈❤✐❧❝♦t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪
1724± 15 4.18± 0.01 1.46± 0.01 12.9± 0.2 ❊✈♦✳ ❚r❛❝❦
1700 t♦ 1800 3.5 t♦ 4.0 ✲ ✲ ❉❯❙❚❨✱ ❇❚✱ P❍❳

❇❚✿ ❇❚✲❙❊❚❚▲❀ P❍❳✿ P❍❖❊◆■❳❀ ❉❯❙❚❨✿ ❆▼❊❙✲❉❯❙❚❨❀ ❊✈♦✳ ❚r❛❝❦✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ❚r❛❝❦

❚❛❜❧❡ ✶✳✷✿ ❊st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r β P✐❝t♦r✐s ❜ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳

t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❝❛♥ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐ts r❛❞✐✉s✳ ❚❤✉s✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠❛ss ❡st✐♠❛t❡ ♣✉r❡❧② ❢r♦♠ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣✳

❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❞❛t❛s❡ts✱ ❈✉rr✐❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿ T = 1575 t♦ 1600 K✱ log(g/g0) = 3.8± 0.2✱ R = 1.65± 0.06 RJup✱ ❛♥❞
M = 7+4

−3 MJup✳
❇♦♥♥❡❢♦② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✱ ❇❛✉❞✐♥♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✱ ❈❤✐❧❝♦t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺✱ ✷✵✶✼❪ ❛❧❧ r❡♣♦rt❡❞ ♦t❤❡r

❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✱ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷✳

✶✳✺✳✷ ❆ ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛ss❄

❆❧❧ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛ss ❡st✐♠❛t❡s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ❞❡♣❡♥❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ ❛ r❛❞✐✉s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
❣r❛✈✐t② ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ♦r ♦♥ ❛ ♣❧❛♥❡t❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❡✐t❤❡r
❝❛s❡✱ t❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ♠♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❜✱ t❤❡r❡ ✐s ♦♥❧② ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛
♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣②✿ ✐ts ♠❛ss✳ ■t ✇❛s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪
✉s✐♥❣ ❛str♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐♣♣❛r❝♦s ❛♥❞ ●❛✐❛ ♠✐ss✐♦♥s✳ ■❢ ✇❡ ❞❡♥♦t❡
MP t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜✱ M⋆ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ st❛r✱ a t❤❡ s❡♠✐ ♠❛❥♦r✲❛①✐s✱ ❛♥❞
❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ③❡r♦✲❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ✭❝✐r❝✉❧❛r ♦r❜✐t✮✱ ❛♥❞ ✾✵ ❞❡❣r❡❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♥✲s❦② ♠♦t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ st❛r ❛♥❞ ♣❧❛♥❡t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

{
α⋆(t) = − 1

D sin (PA)× M⋆

M⋆+MP
× a× cos

(
2π t

P + φ
)

δ⋆(t) = − 1
D cos (PA)× M⋆

M⋆+MP
× a× cos

(
2π t

P + φ
)

{
αP(t) = 1

D sin (PA)× MP
M⋆+MP

× a× cos
(
2π t

P + φ
)

δP(t) = 1
D cos (PA)× MP

M⋆+MP
× a× cos

(
2π t

P + φ
)

❲❤❡r❡ D ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ st❛r✱ P❆ ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✭✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t
✈❛r② s✐♥❝❡ t❤❡ s②st❡♠ ✐s s❡❡♥ ❡❞❣❡✲♦♥✮✱ P t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ ❛♥❞ φ ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡ ❛t
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t✐♠❡✳ ❚♦ t❤✐s ♠♦t✐♦♥✱ ♦♥❡ s❤♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❛❞❞ t❤❡ s②st❡♠ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♠♦t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛r❛❧❧❛① ❡✛❡❝t t♦ ❣❡t t❤❡ tr✉❡ ♦♥✲s❦② ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ❛s s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❆ ♥♦♥ ③❡r♦
❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦r ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳



✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✳ ❚❍❊ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ❙❚❊▲▲❆❘ ❙❨❙❚❊▼

❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✿ ❈♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❜ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❙♥❡❧❧❡♥
❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪✳ ❚❤❡ ❧✐♥❡s s❤♦✇ t❤❡ 1σ✱ 2σ✱ ❛♥❞ 3σ ✐♥t❡r✈❛❧s ✭1σ ❤✐❣❤❧✐❣❤t❡❞ ✐♥ ❜❧✉❡✮✳
❚❤❡ ❣r❡❡♥ ❛r❡❛ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦♥ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t
t❤❡ t✐♠❡ ✭❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✮✳ ❚❤❡ ❤❛t❝❤❡❞ ❛r❡❛ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✜❣✉r❡ ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡
♣♦st✲❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖r✐❣✐♥❛❧ ✜❣✉r❡ ❢r♦♠ ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪✳

❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ st❡❧❧❛r ♠❛ss✱ ❛♥❞ s❡♠✐ ♠❛❥♦r✲❛①✐s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✿ a = a(P,M⋆)✳ ❚❤❡
❞✐st❛♥❝❡ D ♦❢ t❤❡ st❛r ✐s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❍✐♣♣❛r❝♦s ♣❛r❛❧❧❛①✱ ❛♥❞ t❤❡ st❡❧❧❛r ♠❛ss M⋆ ✐s
❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦♥❧② t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥s ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛r❡ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧
♣❡r✐♦❞ P ✱ ♣❧❛♥❡t ♠❛ss MP✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ φ✳ ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ χ2 ❛♥❛❧②s✐s
♦♥ ❛ ♠❛ss✲♣❡r✐♦❞ ❣r✐❞✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡✐r ❜❡st✲❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ♠❛ss✿ MP = 11± 2 MJup✱
✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ♠♦❞❡❧✲❜❛s❡❞ ❡st✐♠❛t❡s✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❝❛✈❡❛ts t♦ t❤✐s st✉❞②✱ t❤♦✉❣❤✳ ❋✐rst✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡✐r ❋✐❣✉r❡ ✸ ✭r❡♣r♦❞✉❝❡❞
❤❡r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✾✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛ss ❡st✐♠❛t❡ ❣♦❡s ❛❧♦♥❣ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ > 20 yr✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ✇❛s ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❛t t❤❡ t✐♠❡ ✭20.21 < P < 26.24 ❛t ✻✽✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✱ ❢r♦♠ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✮✱ ✐t s❡❡♠s t♦ ❜❡ ✐♥
❞✐s❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ ❧❛st
♣♦st✲❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❢r♦♠ ❙P❍❊❘❊ ✭P = 20.29+0.86

−0.41✮✳ ❆♥❞ s❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡✐r ❛♥❛❧②s✐s
❛ss✉♠❡s ❛ st❡❧❧❛r ♠❛ss ♦❢ M⋆ = 1.75 M⊙✱ ❛ ✈❛❧✉❡ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧❧❡❞ st❡❧❧❛r
❡✈♦❧✉t✐♦♥♥❛r② tr❛❝❦s ❜② ❈r✐❢♦ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✇♦♥❞❡r ❤♦✇ ✏♠♦❞❡❧ ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t✑ t❤❡✐r
♣❧❛♥❡t ♠❛ss ❡st✐♠❛t❡ r❡❛❧❧② ✐s✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳ ✳ ✳

✶✳✺✳✸ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥

❉❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t r❡♠❛✐♥s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❢♦r ❞✐r❡❝t❧② ✐♠❛❣❡❞ ♣❧❛♥❡ts✳ ❍✐❣❤✲❝♦♥tr❛st ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ s✉❝❤ ❛s ❙P❍❊❘❊✱ ♦♥ t❤❡ ❱❡r②
▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ❬❇❡✉③✐t ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✾❪✱ ♦r t❤❡ ●❡♠✐♥✐ P❧❛♥❡t ■♠❛❣❡r ❬▼❛❝✐♥t♦s❤ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱
♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✭R ∼ 30✮✱ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ✇❛✈❡❜❛♥❞s ✭J ✱ H✱
K✮✳

■♥ ❛♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ♠♦❧❡❝✉❧❛r
♠❛♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❍♦❡✐❥♠❛❦❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✽❪ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ ♠❡❞✐✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ✭R ∼ 5000✮



✶✳✻✳ ❑❊❨ ◗❯❊❙❚■❖◆❙ ✷✶

s♣❡❝tr❛❧ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ β P✐❝ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❱▲❚✴❙■◆❋❖◆■✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ❛ str♦♥❣ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✐❣♥❛❧ ❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡t✬s ❧♦❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛ ♦❢ H2O ❛♥❞ CO✱ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s♣❡❝✐❡s ✐♥ ❧❛r❣❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ β P✐❝ ❜✳ ❚❤❡② ❛❧s♦ ♥♦t✐❝❡❞
t❤❛t ♥♦ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ CH4 ♦r NH3 ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞✱ s✉❣❣❡st✐♥❣ t❤❛t t❤❡s❡ t✇♦
♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛❜s❡♥t ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

❨❡s✱ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ ✇❡ r❡❛❧❧② ❦♥♦✇ t♦❞❛② ❛❜♦✉t t❤❡ ❝❤❡♠✐str② ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ β
P✐❝ ❜ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ s♦♠❡ ❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡✱ ❛♥❞ ♣r♦❜❛❜❧② ♥♦ ♠❡t❤❛♥❡ ♦r
❛♠♠♦♥✐❛✳ ❆♥❞ β P✐❝ ❜ ✐s ❛♥ ❡❛s② t❛r❣❡t✳ ✳ ✳

■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❦♥♦✇ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ✇❡
❞♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ ✐ts r♦t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ▼❡❛s✉r✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❜r♦❛❞❡♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ ♦❢ ❈❖ ✇✐t❤ ❱▲❚✴❈❘■❘❊❙ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ✭R ∼ 105✮✱ ❙♥❡❧❧❡♥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛♥ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ s♣✐♥ r♦t❛t✐♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ ∼ 25 km/s✱ ❢♦r ❛ ❞❛② ❧❡♥❣t❤ ♦♥
β P✐❝ ❜ ♦❢ ∼ 8 hr✳

✶✳✺✳✹ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜

❚❤❡r❡ ❛r❡ ❜❛s✐❝❛❧❧② t✇♦ ❝♦♠♣❡t✐♥❣ s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ts✿ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥✱
❛♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✭♦r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡✮✳

■♥ t❤❡ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❬▲✐ss❛✉❡r ❛♥❞ ❙t❡✈❡♥s♦♥✱ ✷✵✵✼❪✱ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✐❞ ❝♦r❡ ❢♦r♠s✱
❛♥❞ ❛❝❝r❡t❡s ❣❛s ❛♥❞ ❞✉st ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❦ ✉♥t✐❧ ✐t r❡❛❝❤❡s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱
❛ ♣❤❛s❡ ♦❢ r✉♥❛✇❛② ❣❛s ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛❝❝r❡t❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣❛s
✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❢♦r♠ ✐ts ✜♥❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳

●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ❬❇♦❞❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✹❪ ✐s ❛ ♠♦r❡ ❜r✉t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❝❧♦s❡r t♦ ✇❤❛t
❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ st❛rs ❢♦r♠✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❛♥ ❡♥t✐r❡ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ❜❡❝♦♠❡s
✉♥st❛❜❧❡✱ ❛♥❞ r❛♣✐❞❧② ❝♦❧❧❛♣s❡s t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ s❧♦✇❧② ❝♦♥tr❛❝ts ❛♥❞ ❝♦♦❧s
❞♦✇♥✳

■t ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② t❤♦✉❣❤t t❤❛t t❤❡ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❡♥tr♦♣② ♦❢ t❤❡ ❛❝❝r❡t❡❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐ss✐♣❛t❡❞✱ ✇♦✉❧❞ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❧❡❛❞ t♦ ❝♦❧❞❡r ♣❧❛♥❡ts✱
✇✐t❤ ❧♦✇❡r ❡♥tr♦♣②✳ ❚❤✉s✱ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ✏❝♦❧❞✲st❛rt✑ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱
❛s ♦♣♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ✏❤♦t st❛rt✑ ❬❙♣✐❡❣❡❧ ❛♥❞ ❇✉rr♦✇s✱ ✷✵✶✷❪✳

●✐✈❡♥ t❤✐s ❤♦t st❛rt✴❝♦❧❞ st❛rt ❞✐st✐♥❝t✐♦♥✱ ✐t ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❛ ❢❡✇ ❛✉t❤♦rs t❤❛t β
P✐❝ ❜ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② ❢♦r♠❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❞✐s❦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♣❧❛♥❡t❛r② ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛t❤✇❛②
❬❇♦♥♥❡❢♦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹✱ ❈❤✐❧❝♦t❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛r❣✉♠❡♥ts s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤✐s
t❤❡♦r② ❛r❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ❜♦❧♦♠❡tr✐❝ ❧✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ ✐ts ❤✐❣❤ ✐♥✐t✐❛❧ ❡♥tr♦♣②✱ ❛♥❞ r❡❝❡♥t
✇♦r❦ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦ ❬▼♦r❞❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✼✱ ▼❛r❧❡❛✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜② ✇❤✐❝❤ β P✐❝ ❜ ❤❛s ❢♦r♠❡❞ r❡♠❛✐♥s
❧❛r❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳

✶✳✻ ❑❡② q✉❡st✐♦♥s

❚❤❡ β P✐❝t♦r✐s s②st❡♠ ❤❛s q✉✐t❡ ❛ ✉♥✐q✉❡ ♣❧❛❝❡ ✐♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡✿ t❤❡ ♣r♦①✐♠✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r✱
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ❤✐❣❤ ❧✉♠✐♥♦s✐t②✱ ✐ts ②♦✉♥❣ ❛❣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦ ✐s
s❡❡♥ ❡❞❣❡✲♦♥✱ ❛❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ♠❛❦❡ t❤✐s s②st❡♠ ❛ ♣❡r❢❡❝t t❛r❣❡t ❢♦r st✉❞②✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ ♣❧❛♥❡ts✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦s✱ ❛♥❞ ❞✐s❦✲♣❧❛♥❡t ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❚♦❞❛②✱ β P✐❝t♦r✐s ✐s ❛r❣✉❛❜❧② t❤❡ ❜❡st✲❦♥♦✇♥ st❡❧❧❛r s②st❡♠ ♦✉ts✐❞❡ ♦❢ ♦✉r ♦✇♥✳ ▼♦r❡
t❤❛♥ t❤r❡❡ ❞❡❝❛❞❡s ♦❢ st✉❞② ❤❛✈❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ❤✐❣❤❧② str✉❝t✉r❡❞ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❞✐s❦✱ ✇✐t❤ r✐♥❣s✱
❜❡❧ts✱ ❛♥❞ ❛ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t✳ ❆♥❞ ②❡t✱ ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ ✐t ❝❛♠❡ ✐♥t♦ ❜❡✐♥❣✱ ❛♥❞
s❡✈❡r❛❧ ✐♠♣♦rt❛♥t q✉❡st✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ✉♥❛♥s✇❡r❡❞✳
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✶ ✲ ❍♦✇ ❞✐❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❄ ❲❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦❄ ❉✐❞ ✐t ♠✐❣r❛t❡❄ ❚❤❡r❡ ❛r❡
st✐❧❧ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣ t❤❡♦r✐❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❛ss✐✈❡ ♣❧❛♥❡ts✳
❈♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐s❦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛r❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ β P✐❝ ❜✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s st✐❧❧ ♥♦ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ♦♥❡ ♦r t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❦♥♦✇
t❤❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ ❛ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t✱ ❜✉t ✐s ✐s st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r ❤♦✇
❢r❡q✉❡♥t t❤❡s❡ ♠✐❣r❛t✐♦♥s ❛r❡✱ ❛♥❞ ✇❤❛t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s t❤❡② ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♦♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚♦❞❛②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♥♦ ✐❞❡❛ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜ ❢♦r♠❡❞ ❛t ✐ts ❝✉rr❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ❛t
∼ 10 AU ❢r♦♠ ✐ts ❤♦st st❛r✱ ♦r ✐❢ ✐t ❢♦r♠❡❞ ❡❧s❡✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦ ❛♥❞ ❧❛t❡r
♠✐❣r❛t❡❞ t♦ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✳

✷ ✲ ❲❤❛t ✐s t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t❄ ❍♦✇ ❝❛♥ ✇❡ ❧✐♥❦ t❤✐s ❝♦♠✲
♣♦s✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r②❄ ❆ ♥❡✇ ❜♦❞② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❡♠❡r❣✐♥❣ ✐♥
❡①♦♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs ♥♦✇ ❛✐♠ ❛t ❧✐♥❦✐♥❣ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ ❜r♦✇♥ ❞✇❛r❢
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❧✐❦❡ ❡❧❡♠❡♥t❛❧ r❛t✐♦s ✭❡✳❣✳ ▼❛❞❤✉s✉❞❤❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✹❪✱ ▼♦r❞❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✱ ▼♦❧❧✐èr❡ ❛♥❞ ❙♥❡❧❧❡♥ ❬✷✵✶✾❪✮✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐t s❡❡♠s t❤❛t
t❤❡ ❝❛r❜♦♥✲t♦✲♦①②❣❡♥ ♥✉♠❜❡r r❛t✐♦ ✭❈✴❖✮ ❝❛♥ ❤♦❧❞ ❝r✉❝✐❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❝♦♥t❡♥t ♦❢ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❣❛s❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛❝❝r❡t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡t✴❜r♦✇♥ ❞✇❛r❢✳ ❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s ✐s
❝❡rt❛✐♥❧② ❛♥ ❛ttr❛❝t✐✈❡ t❛r❣❡t t♦ t❡st t❤✐s ✐❞❡❛✱ ❜✉t s♦♠❡ ♣r♦❣r❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✜rst ❞❡t❡r♠✐♥❡
✐ts ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳

✸ ✲ ❍♦✇ ❞✐❞ t❤❡ ❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝ ❡✈♦❧✈❡❞❄ ❲❤❛t ✇❛s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞✐s❦ ❧✐❦❡❄ ■❢
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜ ✐s ♣♦♦r❧② ❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ❞✐s❦ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t st♦r②✳ ◆✉♠❡r♦✉s ❝❤❡♠✐❝❛❧ s♣❡❝✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❝r❡❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ s♣❡❝✐❡s ✐s ✐♠♣r♦✈✐♥❣ st❡❛❞✐❧②✳ ❇✉t ✐t s❡❡♠s ❝❧❡❛r t♦❞❛②
t❤❛t t❤❡ ❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞ β P✐❝ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝✉rr❡♥t❧② ♦❜s❡r✈❡ ✐s q✉✐t❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧
♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦✳ ❇✉t ✐❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡ts✱ ✇❡ ❛❧s♦ ♥❡❡❞ t♦
✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❢♦r♠✳

✹ ✲ ■s β P✐❝ ❜ ❛ tr❛♥s✐t✐♥❣ ♣❧❛♥❡t❄ ■❢ ♥♦t✱ ✇❤❛t ✇❛s t❤❡ ✶✾✽✶ ❡✈❡♥t❄ ■s t❤❡r❡
❛♥②t❤✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t❄ ❚❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜ ❤❛s ❛♥
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ✾✵ ❞❡❣r❡❡s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ♦r❜✐t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ s❡❡♠s t♦
❡①❝❧✉❞❡ ❛ tr❛♥s✐t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ✐t ❛❧s♦ s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ ✐s tr❛♥s✐t✐♥❣✳ ■❢ t❤✐s
✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ t❤❡ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s t♦ ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ✶✾✽✶ ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ s✉❝❤ ❛♥ ❡✈❡♥t✳ ❆♥❞ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ t♦ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡✱
✇❤❛t ✐s ✐t❄ ❆♥❞ ✇❤❛t ❝❛♥ ✐t t❡❧❧ ✉s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐ts❡❧❢❄
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✷✳✶ ❍❛❧❢ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r

❊✈❡♥ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ s❝❛❧❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛ss❡♠❜❧✐♥❣ ❛ t❡❛♠ ❛♥❞ ❣❡tt✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❞s t♦ ❞❡s✐❣♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣✱
❜✉✐❧❞✱ ❛♥❞ ❧❛✉♥❝❤ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ♥♦t ❡❛s②✱ ❛♥❞ ❛ s♦❧✐❞ s❝✐❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✐s ♣❛r❛♠♦✉♥t t♦ t❤❡ s✉❝❝❡ss
♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ❡♥❞❡❛✈♦r✳

❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❢♦r P✐❝❙❛t ❡♠❡r❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✇♦r❦s❤♦♣ ✏❚❤✐rt② ②❡❛rs ♦❢ β P✐❝ ❛♥❞ ❞❡❜r✐s
❞✐s❦s st✉❞✐❡s✑✱ ❤❡❧❞ ✐♥ P❛r✐s✱ ❢r♦♠ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✽✱ ✷✵✶✹ t♦ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✶✷✱ ✷✵✶✹✳ ❉✉r✐♥❣ t❤✐s
✇♦r❦s❤♦♣✱ t❤❡ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡❞ t❤❡ str♦♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❝❛t❝❤✐♥❣
t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ β P✐❝ ❜ tr❛♥s✐t✳ ❇✉t ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧②
❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❝❤✐❡✈❡✱ ❛♥❞ ✐t ✇❛s ✈❡r② ❛♣♣❡❛❧✐♥❣ t♦ ❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥ s♣❛❝❡ ❡♥t✐r❡❧②
❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ β P✐❝✳

❆t t❤❛t t✐♠❡✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢
s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ ✜❜❡r✲❢❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥ t❤❡ ❛✐r ❛t t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s
❬▲❛❝♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳ ❚❤❡ ❋■❘❙❚✲❙ ♠✐ss✐♦♥ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡❡♠❡❞ t♦♦ r✐s❦② ❛♥❞ t♦♦ ❞✐✣❝✉❧t ❢♦r ❛
✜rst ❈✉❜❡❙❛t ♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐t t❤❡♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ t❤❛t ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
st❛❣❡✱ ❛♥❞ ❧❡❛✈✐♥❣ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ t❤❡ ❋■❘❙❚✲❙ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝♦✉❧❞ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥ ❛ ✜❜❡r✲❢❡❞ ♣❤♦t♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡ ❢♦r ❛ ♣❡r❢❡❝t ✜rst t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t♦r✱
❛♥❞ ❛ ♣❡r❢❡❝t β P✐❝ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♠✐ss✐♦♥✳

❨❡s✱ P✐❝❙❛t ✇❛s ❜♦r♥ ♦♥ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡ t❤❛t ❤❛❧❢ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣❤♦t♦♠❡t❡r✳

✷✳✷ ❙❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

✷✳✷✳✶ ❚❤❡ tr❛♥s✐t ♦❢ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜

❚❤❡ ♠❛✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ P✐❝❙❛t ✇❛s t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t ♦❢
β P✐❝ ❜✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ st❛rt❡❞✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❞❛t❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s✐t
✇❛s st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥ ❬▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❞❡s ❊t❛♥❣s ❛♥❞ ❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r✱ ✷✵✶✻❪✳ ■t ✇❛s ♥♦t ❡✈❡♥
❝❧❡❛r ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐ts❡❧❢ ✇♦✉❧❞ tr❛♥s✐t ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐ts ❤♦st st❛r✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✇❛s ❛
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ ♦♥❧② ❬▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❞❡s ❊t❛♥❣s ❛♥❞ ❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r✱ ✷✵✶✻✱
❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ β P✐❝ ❜ ✐s ♥♦✇ ❡st✐♠❛t❡❞ t♦ ❜❡ i = 89.04±0.03 deg
✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✶✸✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❦♥♦✇ t♦❞❛② t❤❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐ts❡❧❢ ❞✐❞ ♥♦t tr❛♥s✐t✳

❆ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ tr❛♥s✐t ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❧❡❞ t♦ ❛ ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts r❛❞✐✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♥t❡r❡st t♦ ❝♦♥str❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠
❬❇❛r❛✛❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ ✇❛s ❛❝t✉❛❧❧② tr❛♥s✐t✐♥❣✱ t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ st✉❞② t❤❡ ❝❧♦s❡✲❜② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ β P✐❝ ❜✳ ❑❡♥✇♦rt❤② ❛♥❞
▼❛♠❛❥❡❦ ❬✷✵✶✺❪ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❏✶✹✵✼❇ t❤❛t ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
✐♥❢❡r ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ r✐♥❣ s②st❡♠ ❢r♦♠ ❛ tr❛♥s✐t ❡✈❡♥t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✮✳

▼♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ β P✐❝ ❜ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ♣❤♦✲
t♦♠❡tr✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤❡ r❛❞✐✉s ✇❛s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ∼ 1.5 RJup ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✳✷
✐♥ P❛rt ■✮✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❜② ❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✷❪✿ θ⋆ = 0.736× 10−3 arcsec✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ β P✐❝ ✇❛s ❦♥♦✇♥ ❢r♦♠ ❍✐♣♣❛r❝♦s ❞❛t❛✿
d⋆ ∼ 20 pc✳ ❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
tr❛♥s✐t✱ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ t❤❡ st❛r✿

∆F

F
=

(
Rplanet
1
2 d⋆θ⋆

)2

≃ 1% ✭✷✳✶✮

❙✐♥❝❡ β P✐❝ ❜ ♦r❜✐ts ❛t a ∼ 10 pc ❢r♦♠ ✐ts ❤♦st st❛r✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ ∼ 20 yr✱ t❤❡
tr❛♥s✐t ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣✿

τ =
P

2πa
× θ⋆ d⋆ ∼ 40 hr ✭✷✳✷✮



✷✳✷✳ ❙❈■❊◆❈❊ ❖❇❏❊❈❚■❱❊❙ ✷✼

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ◆❡st❡❞ r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭t♦♣ ♣❛♥❡❧✮ ✉s❡❞ t♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ♦♥ ❏✶✹✵✼❇
✭❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✮✳ ❖♥ t❤❡ t♦♣ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❧✐♥❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ st❛r ❜❡❤✐♥❞ t❤❡
r✐♥❣ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡❞ ❝♦❧♦r ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ♦♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ r✐♥❣✳ ❚❤❡ ❣r❛②
❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✉♥❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❖♥ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✱ t❤❡ r❡❞ ♣♦✐♥ts
❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡ ✐s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜t✳ ❚❤❡ r✐♥❣ s②st❡♠ ✐s t❤♦✉❣❤t t♦
♦❝❝✉♣② t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛♥ ✉♥s❡❡♥ ❝♦♠♣❛♥✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❑❡♥✇♦rt❤② ❛♥❞ ▼❛♠❛❥❡❦
❬✷✵✶✺❪✳

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛t t❤❡ 5σ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣r❡✲
❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ✐s ❛t ❧❡❛st 0.01 × 5−1 ×

√
40 = 1%/hr✳ ■❢ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡

❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛t ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ 1% ✭❛t 1σ✮✱ t❤❡♥ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛t ❧❡❛st 0.01× 1%×

√
40 = 630 ppm/hr ✭♣❛rt ♣❡r ♠✐❧❧✐♦♥ ♣❡r ❤♦✉r✮✳

✷✳✷✳✷ ❊①♦❝♦♠❡ts ✐♥ t❤❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s s②st❡♠

❆ s❡❝♦♥❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s❝✐❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✿ ❡①♦❝♦♠❡ts
❛♥❞ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦ s❝✐❡♥❝❡✳ ❑✐❡❢❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❡①♦❝♦♠❡ts ✉s✐♥❣ tr❛♥s✐t s♣❡❝✲
tr♦s❝♦♣②✳ ❚❤❡② ❞❡t❡❝t❡❞ ❡①♦❝♦♠❡ts ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✐✉♠ ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s
t❤❡② ❞❡t❡❝t❡❞ t❤❡ ❣❛s t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠❡ts✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ P✐❝❙❛t ✇❛s t♦ ❞❡t❡❝t ❡①♦❝♦♠❡ts ✐♥
t❤❡ ❜r♦❛❞ ✈✐s✐❜❧❡ ❜❛♥❞✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡✐r ❞✉st t❛✐❧s✳ ▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❉❡s ❊t❛♥❣s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪
♠♦❞❡❧❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ ❡①♦❝♦♠❡t❛r② tr❛♥s✐ts✱ ❛♥❞
❢♦✉♥❞ t②♣✐❝❛❧ tr❛♥s✐t ❞❡♣t❤s ♦❢ ❛ ❢❡✇ 10−4✱ ✇✐t❤ ❞✉r❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤♦✉rs ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✮✳
❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t s✉❝❤ ❡✈❡♥ts✱ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ♣♣♠✴❤r ✇❛s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡
♠✐ss✐♦♥✳

❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❢♦r ❡①♦❝♦♠❡t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♠♦r❡ str✐♥❣❡♥t t❤❛♥
t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t tr❛♥s✐t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❇✉t s✐♥❝❡ ❡①♦❝♦♠❡ts ❛r❡ tr❛♥s✐t✐♥❣ ♦♥
❛ r❡❣✉❧❛r ❜❛s✐s ✐♥ t❤❡ β P✐❝ s②st❡♠✱ ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t P✐❝❙❛t ❝♦✉❧❞ ❞❡t❡❝t t❤❡♠ ✇❛s ❛ ✇❛② t♦
❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ s❝✐❡♥❝❡ r❡t✉r♥ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦✲tr❛♥s✐t s❝❡♥❛r✐♦✳

✷✳✷✳✸ ❙✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❢r♦♠ s♣❛❝❡

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐ts s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ P✐❝❙❛t ❛❧s♦ ❤❛❞ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡✿ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ st❛r❧✐❣❤t ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r✱ ❢r♦♠ ❛ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❙✐♥❣❧❡✲
♠♦❞❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ ❦❡② t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❢♦r ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ ♦♣t✐❝❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ▼♦❞❡❧s ♦❢ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ tr❛♥s✐ts ♦❢ ❛♥ ❡①♦❝♦♠❡t✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❤♦t♦✲
♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❞ ❧✐❣❤t ✭✽✵✵ ♥♠✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❤♦rt ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡ ❣✐✈❡s t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ ❜❧✉❡
❧✐❣❤t ✭✹✵✵ ♥♠✮✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❉❡s ❊t❛♥❣s ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✾❪✳

♥✉❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛s ✐t ♣✉ts s❡r✐♦✉s ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡
♣♦✐♥t✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳

❚♦ ❡♥❛❜❧❡ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts t♦✇❛r❞ s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ P✐❝❙❛t s❤♦✉❧❞ ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❛♥ ♦♥✲t❛r❣❡t ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❛t✐♦ ♦❢ > 10% ✇✐t❤ ❛ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛t
❧❡❛st 1%/hr✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥ ✐t ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦r❜✐t ❞✉r❛t✐♦♥✳

✷✳✸ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ ♦r❜✐t

✷✳✸✳✶ ❙❝✐❡♥❝❡ ♣❛②❧♦❛❞

❚❤❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ♣❛②❧♦❛❞ ♦❢ P✐❝❙❛t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ st❛❜❧❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr② ♦♥ ❛ ❜r✐❣❤t st❛r✳ ❚❤❡ ❞❡s✐❣♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❡sts ♦❢ t❤✐s ♣❛②❧♦❛❞
❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧s ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t ❝❤❛♣t❡rs✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✳

✷✳✸✳✷ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠

P✐❝❙❛t ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛s ❛ t❤r❡❡✲✉♥✐t ❈✉❜❡❙❛t ✭✸❯ ❈✉❜❡❙❛t✮✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ s❛t❡❧❧✐t❡ ❢♦♦t♣r✐♥t ✐s
30 cm×10 cm×10 cm✳ ■♥ t❤✐s r❡❞✉❝❡❞ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤♦sts ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② s✉❜s②st❡♠s✿
♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r✱ r❛❞✐♦✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✱
❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ♣✐❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✢✐❣❤t✲♠♦❞❡❧✳

❙❛t❡❧❧✐t❡ ❜✉s ❚❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ✸❯ str✉❝t✉r❡ ❤❛s ❛ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r♠ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ ❝♦♠❡s ❢r♦♠
■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❙♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❙♣❛❝❡✶ ✭■❙■❙✮✳ ❚❤❡✐r st❛♥❞❛r❞ ♣r♦❞✉❝t ✇❛s s❧✐❣❤t❧② ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠✲
♠♦❞❛t❡ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❜✉❧❦② t✇♦✲❛①✐s ♣✐❡③♦ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
s②st❡♠ ✐s t❤❡ ■❙■❙ ❚❘①❱❯ tr❛♥s❝❡✐✈❡r✳ ❙♣❛❝❡✲t♦✲❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❞♦✇♥❧✐♥❦✮ ♦❝❝✉rs ❛t
✹✸✺✳✷✺ ▼❍③✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞✲t♦✲s♣❛❝❡ ✭✉♣❧✐♥❦✮ ❛t ✶✹✺✳✾✶✵ ▼❍③✳ ❆ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r

✶✇✇✇✳✐s✐s♣❛❝❡✳♥❧
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❧❛②♦✉t ♦❢ t❤❡ ✸❯ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❊P❙✿ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧
P♦✇❡r ❙②st❡♠❀ ❖❇❈✿ ❖♥✲❇♦❛r❞ ❈♦♠♣✉t❡r✿ ❚❘①❱❯✿ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠❀ ❍❉❘▼✿ ❞❛t❛✲
❤❛♥❞❧✐♥❣❀ ❆❉❈❙✿ ❆tt✐t✉❞❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ❆ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♠♦❞❡❧✳

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✸✱ ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡✐r ❙❚✷✵✵ st❛r✲tr❛❝❦❡r✱ ❛♥❞ ❘❲✷✵✵ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s✳ ❆ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥
t♦ t❤❡ ❜❛s❡ s②st❡♠ ✇❛s ♠❛❞❡ ❢♦r P✐❝❙❛t✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ✇❛s ❞❡♣♦rt❡❞ ♥❡①t t♦ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ r♦✉❣❤❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ❞✐❞ ♥♦t ❞❡❧✐✈❡r
t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✾✮✳

✷✳✸✳✸ ❖r❜✐t

❈✉❜❡❙❛ts ❛r❡ ♥♦t t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛②❧♦❛❞ ♦❢ ❛ r♦❝❦❡t✳ ❚❤❡② ❛r❡ ♣✐❣❣②❜❛❝❦❡❞ t♦ ♦r❜✐t✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❈✉❜❡❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ♣❧❛♥♥❡rs ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❢r❡❡❞♦♠ ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t✳
P✐❝❙❛t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❜✐ts✱ r❛♥❣✐♥❣ ❢♦r♠ ❙✉♥✲❙②♥❝❤r♦♥♦✉s
❖r❜✐ts ✭❙❙❖✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛ ❦✐♥❞ ♦❢ ♣♦❧❛r r❡tr♦❣r❛❞❡ ♦r❜✐t ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❜② ❊❛rt❤ ♦❜s❡r✈✐♥❣
s❛t❡❧❧✐t❡s✱ t♦ ❡q✉❛t♦r✐❛❧ ♦r❜✐ts✳ ■t ✇❛s ✜♥❛❧❧② ❧❛✉♥❝❤❡❞ ♦♥ ❛ ❙❙❖✱ ❛t ✺✵✺ ❦♠ ❛❧t✐t✉❞❡✳ ❚❤❡
t✇♦✲❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts✹ ❢♦r P✐❝❙❛t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❡r❡✿

P■❈❙❆❚

✶ ✹✸✶✸✶❯ ✶✽✵✵✹❲ ✶✽✵✷✶✳✻✵✺✺✶✺✵✾ ✳✵✵✵✵✶✾✹✵ ✵✵✵✵✵✲✵ ✽✼✺✵✺✲✹ ✵ ✾✾✾✶

✷ ✹✸✶✸✶ ✾✼✳✺✺✹✻ ✽✸✳✼✼✵✷ ✵✵✵✽✺✼✷ ✷✹✼✳✶✹✸✾ ✶✶✷✳✽✽✾✷ ✶✺✳✷✷✷✷✼✽✽✶ ✶✹✶✹

✸✇✇✇✳❤②♣❡r✐♦♥t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳♥❧
✹❚✇♦✲❧✐♥❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✭♦r ❚▲❊s✱ ❢♦r s❤♦rt✮✱ ❛r❡ ❛ st❛♥❞❛r❞ ✇❛② ♦❢ s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♦r❜✐t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts

❜r♦❛❞❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ✐♥❞✉str②✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✱ ♣❧❡❛s❡ r❡❢❡r t♦✿
❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝❡❧❡str❛❦✳❝♦♠✴◆❖❘❆❉✴❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✴t❧❡✲❢♠t✳♣❤♣
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✷✳✹✳✷ P♦✇❡r ❜✉❞❣❡t

❚❤❡ ♣♦✇❡r ❜✉❞❣❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♠❛r❣✐♥s✱ ✐s ✺✼✸✵ ♠❲✳ ❚❤❡ ✶✻ ✉♥✐ts ♦❢ s♦❧❛r ♣❛♥❡❧ ✭4 × 3 ♦♥ t❤❡ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ 2× 2 ❞❡♣❧♦②❛❜❧❡s✮ ❛r❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ ♣♦✇❡r ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✺✽✻✵ ♠❲ ♦♥
t❤❡ ✇♦rst ♦r❜✐t✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛✈❡s ❛ ♣♦s✐t✐✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ✶✸✵ ♠❲✳

❙✉❜s②st❡♠
P♦✇❡r ▼❛r❣✐♥ P♦✇❡r✰▼❛r❣✐♥ ❉✉t② ❝②❝❧❡ ❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♠❲ ✪ ♠❲ ✪ ♠❲

P♦✇❡r ❙②st❡♠ ✷✶✵ ✷ ✷✶✹ ✶✵✵ ✷✶✹
❖♥✲❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✸✽✵ ✷ ✸✽✽ ✶✵✵ ✸✽✽

❈♦♠✳
❘❡❝❡♣t✐♦♥ ✺✻✵ ✺ ✺✽✽ ✶✵✵ ✺✽✽
❚r❛♥s♠✳ ✸✵✵✵ ✺ ✸✶✺✵ ✺ ✶✺✽

P❛②❧♦❛❞
❙❝✐❡♥❝❡ ✷✵✹✵ ✺ ✷✶✹✷ ✻✺ ✶✸✾✷
❙t❛♥❞❜② ✶✺✵ ✺ ✶✺✼ ✸✺ ✺✺

❆❉❈❙
P♦✐♥t✐♥❣ ✶✽✵✵ ✶✵ ✶✾✽✵ ✶✵✵ ✶✾✽✵
❙t❛♥❞❜② ✷✵✵ ✶✵ ✷✷✵ ✵ ✵

❈♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✹✼✼✺
▼❛r❣✐♥ ✶✵✪
❊P❙ ❡✣❝✐❡♥❝② ✵✳✾
❚♦t❛❧ ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ✺✼✸✵

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ P♦✇❡r ❜✉❞❣❡t ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✳

✷✳✹✳✸ ❉❛t❛ ❜✉❞❣❡t

❚❤❡ ❞❛t❛ ❜✉❞❣❡t ❢♦r P✐❝❙❛t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✸✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t t❤❡ r❛✇ s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛r❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❛t ✶ ❦❍③✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✭✹✺✵ ▼❇✴❞❛②✮ ❢❛r
❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t ✭✷✳✷ ▼❇✴❞❛②✮✳

❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❖♥❧② t❤❡
❧♦✇✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s❝✐❡♥❝❡ ♣r♦❞✉❝t ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡
❞❛t❛ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s t♦ ✶✷✼ ❦❇✴❞❛②✳ ❆❧❧ r❛✇ s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ ✐s ❛❧s♦ ❝♦♣✐❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦
✸✷ ●❇ ❙❉ ❝❛r❞s✱ ✇✐t❤ ❢✉❧❧ r❡❞✉♥❞❛♥❝② ✭✐❢ ♦♥❡ ❝❛r❞ ❢❛✐❧s✱ ♥♦ ❞❛t❛ ✐s ❧♦st✮✳ ❚❤❡ t✇♦ ❙❉ ❝❛r❞s
❛❧❧♦✇ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ st♦r❡ ✾ ✇❡❡❦s ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s r❛✇ s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❙♦♠❡ ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡
tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛♥❞✴♦r
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥
❛♥♦♠❛❧② ✐♥ t❤❡ ❧✐❣❤t✲❝✉r✈❡ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛r✱ ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ❞❛t❛ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ✐♥ r❛✇
❢♦r♠❛t✱ ♦r r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥✱ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t②✳

✷✳✺ ❙❝❤❡❞✉❧❡ ❛♥❞ ❝♦sts

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❛ s♠❛❧❧ ❈✉❜❡❙❛t t♦ ♠♦♥✐t♦r β P✐❝t♦r✐s ❛♥❞ st✉❞② t❤❡ tr❛♥s✐t ♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t
♣❧❛♥❡t β P✐❝t♦r✐s ❜ ❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ ✷✵✶✹✱ ❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t② ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t st❛rt❡❞ ✐♥ ❡❛r❧② ✷✵✶✺✱ ❧❡ss t❤❛♥
✸ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s✐t✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t s❝❤❡❞✉❧❡ ✇❛s
❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ ♦r❜✐t ❛s s♦♦♥ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♠✐❞ ✷✵✶✼ ❜❡st ❝❛s❡✱
❡❛r❧② ✷✵✶✽ ✇♦rst ❝❛s❡✮✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t✐♠❡❧✐♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✱ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❜✉❞❣❡t ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❚❊s ✭❋✉❧❧✲❚✐♠❡ ❊q✉✐✈❛❧❡♥ts✮ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✳
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❙❛t❡❧❧✐t❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❚②♣❡
❘❛t❡ ▼❛r❣✐♥ ❘❛t❡✰▼❛r❣✐♥ ❉✉t② ❝②❝❧❡ ❱♦❧✉♠❡
❜✴s ✪ ❜✴s ✪ ❦❇✴❞❛②

❙❝✐❡♥❝❡ ❧♦✇✲r❡s ✶✻ ✶✵ ✶✼✳✸ ✻✼ ✶✷✼
P❛②❧♦❛❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✻ ✶✵ ✻✳✻ ✶✵✵ ✼✶
❙❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ✸✷ ✶✵ ✸✺✳✷ ✶✵✵ ✸✽✵
❚♦t❛❧ ✺✼✽

●r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ r❡❝❡♣t✐♦♥
❉❛t❛ r❛t❡ ✾✻✵✵ ❜✴s
❱✐s✐❜✐❧✐t② ♣❡r ❞❛② ✸✻ ♠✐♥
❊rr♦r r❛t❡ ✺✪
▲✐♥❦ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ✾✵✪
❱♦❧✉♠❡ ✷✷✶✻ ❦❇✴❞❛②

❖♥✲❜♦❛r❞ ♠❡♠♦r②

❚②♣❡
❘❛t❡ ▼❛r❣✐♥ ❘❛t❡✰▼❛r❣✐♥ ❉✉t② ❝②❝❧❡ ❱♦❧✉♠❡
❦❜✴s ✪ ❦❜✴s ✪ ▼❇✴❞❛②

❙❝✐❡♥❝❡ r❛✇ ✺✻ ✶✵ ✻✶✳✻ ✻✼ ✹✹✻
▼♦♥✐t♦r✐♥❣ r❛✇ ✵✳✹✵ ✶✵ ✵✳✹✹ ✶✵✵ ✹✳✼
❚♦t❛❧ ✹✺✵✳✼

✾ ✇❡❡❦s t♦t❛❧ ✷✽✳✹ ●❇
❘❡❞✉♥❞❛♥❝② ✷✽✳✹ ●❇
❆✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r② ✻✹ ●❇
▼❛r❣✐♥ ✼✳✷ ●❇

❚❛❜❧❡ ✷✳✸✿ ❉❛t❛ ❜✉❞❣❡t ❢♦r P✐❝❙❛t✳

■♥ s✉♠♠❡r ✷✵✶✺✱ ❛ ✜rst ♣r♦t♦t②♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇❛s ❜✉✐❧t ❛♥❞ t❡st❡❞✱ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡
❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❞♦✐♥❣ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r✳ ❊❛r❧② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ t❡sts ♦♥ t❤❡
♣❛②❧♦❛❞ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✺✱ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✱
❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ♥❡✇ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❜✐❣❣❡r ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✳ ❚❤✐s ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ✇❛s q✉✐❝❦❧②
❛ss❡♠❜❧❡❞ t♦ ❜❡ t❡st❡❞ ❛❣❛✐♥ ✐♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✉✉♠✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ✐t✱ ❛♥❞ t♦
♠♦✈❡ ❢♦r✇❛r❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✻✱ ❛❜♦✉t
❛ ②❡❛r ❛❢t❡r t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❤❛❞ st❛rt❡❞✱ ✇❡ ♣❛ss❡❞ ❛ ❈r✐t✐❝❛❧ ❉❡s✐❣♥ ❘❡✈✐❡✇✱ ❛♥❞ t✇♦ ♠♦♥t❤s
❧❛t❡r✱ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❢✉❧❧ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❡st✳ ❚❤✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡s✐❣♥
♦❢ P✐❝❙❛t✱ ❛♥❞ ✇❡ ♠♦✈❡❞ ♦♥ t♦ t❤❡ ❛ss❡♠❜❧② ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❛❧s♦ st❛rt❡❞ t♦ ✇♦r❦ ♦♥
t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t ✭❤❛r❞✇❛r❡ ❛♥❞ s♦❢t✇❛r❡✮ ✐♥ ❡❛r❧② ✷✵✶✼✳ ❆ ▼✐ss✐♦♥ ❘❡❛❞✐♥❡ss ❘❡✈✐❡✇ ✇❛s
♣❛ss❡❞ ✐♥ ♠✐❞ ✷✵✶✼✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ♥♦t r❡❛❞② t♦ ✢②✱ ❜✉t t❤❡ r❡✈✐❡✇ ❤❡❧♣❡❞
t♦ ❝❧❛r✐❢② ✇❤❡r❡ t♦ ♣✉t t❤❡ ♠♦st ❡✛♦rt ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ r❡❛❞② t♦ ❜❡ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ✐♥
❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✼✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ♦♥ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✽✱ ✷✵✶✼✳
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❚✐♠❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣r♦❥❡❝t✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❜✉❞❣❡t ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♣r♦❥❡❝t✱ ✐♥ ❡✉r♦s✳ ❚❤❡
❜✉❞❣❡t ✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ s❛❧❛r✐❡s ✭❜❧✉❡✮✱ tr❛✈❡❧s ✭♦r❛♥❣❡✮✱ ❧❛❜ ❡q✉✐♣♠❡♥t ✭②❡❧❧♦✇✮✱ ❆■❚ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
✭❣r❡❡♥✮✱ ♣❛②❧♦❛❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✭r❡❞✮✱ s❛t❡❧❧✐t❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ✭❧✐❣❤t ❜❧✉❡✮✱ ❧❛✉♥❝❤ ✭❞❛r❦ ❣r❡❡♥✮✳



✷✳✺✳ ❙❈❍❊❉❯▲❊ ❆◆❉ ❈❖❙❚❙ ✸✺

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❋❚❊s ✭❋✉❧❧✲❚✐♠❡ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t✮ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡
P✐❝❙❛t ♣r♦❥❡❝t✳





❈❤❛♣t❡r ✸

P❛②❧♦❛❞ ♦✈❡r✈✐❡✇

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
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✸✳✷ ❖♣t♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷✳✶ ❖♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷✳✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷✳✸ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ st❛❣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸✳✷✳✹ ❋✐❜❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶

✸✳✸ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
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✸✳✸✳✷ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ ❞✐♦❞❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
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✸✳✶ ❈♦♥❝❡♣t

❚♦ ❛♥s✇❡r ✐ts s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈✲
✐♥❣ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❛ ✏✜❜❡r❡❞ ♣❤♦t♦♠❡t❡r✑✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤✱
❝♦♥tr❛r② t♦ ❛❧❧ ✉s✉❛❧ ♣❤♦t♦♠❡t❡rs✱ t❤❡ ✷ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ❛rr❛② ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❙✐♥❣❧❡
P❤♦t♦♥ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ ❉✐♦❞❡ ✭❙P❆❉✮✳

❚❤❡ ❧✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛r ✐s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛ s♠❛❧❧ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❞✐❛♠❡t❡r ✐s ✸✳✼✷ ❝♠✮✱ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❙✐♥❣❧❡ ▼♦❞❡ ❋✐❜❡r ✭❙▼❋✮ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡
t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ ❙P❆❉ ❢♦r ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣✳ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♦♣❡r❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥
✹✵✵ ❛♥❞ ✼✵✵ ♥♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r ❤❛s ❛ ❝♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ♦♥❧② ∼ 3 µm✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢
t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✭P♦✐♥t✲❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥✱ P❙❋✮✳ ❚❤✉s✱ t♦
♣r♦♣❡r❧② ✐♥❥❡❝t ❧✐❣❤t ✐♥t♦ t❤✐s ✜❜❡r✱ ❛ s♣❡❝✐✜❝ tr❛❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t
t❤❡ s♠❛❧❧ ✜❜❡r st❛②s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs
❛♥❞✴♦r ❥✐tt❡r✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ t✇♦✲❛①✐s ♣✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ ❛❝t✉❛t♦r ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡
✜❜❡r ✐s ♠♦✉♥t❡❞✳ ❚❤✐s ❛❝t✉❛t♦r ❝❛♥ ♠♦✈❡ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ♦✈❡r ❛ 450 µm×450 µm
❛r❡❛ ✭❛❜♦✉t 10′ × 10′ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇✮✳ ❚❤❡ ❆❉❈❙ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✭30 as✮ ❡♥s✉r❡s
t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣♦✐♥t β P✐❝t♦r✐s ✇✐t❤ s✉✣❝✐❡♥t ♣r❡❝✐s✐♦♥ s♦ t❤❛t ✐ts ✐♠❛❣❡ ❛❧✇❛②s
❢❛❧❧s ✐♥t♦ t❤❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ♣✐❡③♦ r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r ❝❛♥ t❤❡♥ ♠♦✈❡ t❤❡ ✜❜❡r t♦ ✏s❝❛♥✑ t❤❡
❡♥t✐r❡ ✜❡❧❞✱ ✜♥❞ t❤❡ st❛r✱ ❛♥❞ tr❛❝❦ ✐t✳

❚♦ r❡❛❝❤ ❛ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵ ♣♣♠✴❤r ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ❙♦♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P❙❋ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✭♠❛✐♥❧②
❞✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ str❡ss ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝s✮✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦✲
t♦♠❡tr②✳ ❚♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡s❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t❤❛t t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ r❡❣✉❧❛r❧② s❛♠♣❧❡s
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ P❙❋ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ s♦♠❡ ♦❢ ✐ts ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ✭♠❛✐♥❧② ✐ts s✐③❡ ✐♥ t✇♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✮✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r ✇✐❧❧
❝♦♥st❛♥t❧② ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳

❆❧❧ ♣❛②❧♦❛❞ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞✱ ✇❤✐❝❤
❡♠❜❡❞s ❛ ✼✷ ▼❍③ ❙❚▼✸✷❋✸✵✸ ♠✐❝r♦❝❤✐♣✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸
♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✷

✸✳✷ ❖♣t♦✲♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡

✸✳✷✳✶ ❖♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣

❋♦r ♣r♦♣❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r✱ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♠✉st ♠❛t❝❤ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢
t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ❝♦♥str❛✐♥❡❞ t♦ ❛♥ F/D ✈❛❧✉❡
♦❢ ✹✳ ❚❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♠✉st ❛❧s♦ ✜t ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈✉❜❡❙❛t ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐s t❤✉s ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ❝♦♠♣❛❝t ✸✵ ❞❡❣r❡❡ ♦✛✲❛①✐s ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❞❡s✐❣♥✱ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ✸✳✼✷ ❝♠✱ ❛♥❞ ❛
❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✶✹✳✽✹ ❝♠✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♦✛✲❛①✐s ♣❛r❛❜♦❧❛ ✉s❡❞ ✐s ♦✈❡rs✐③❡❞ ✭✺✵ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r✮
t♦ ❡♥s✉r❡ ♦♣t✐♠✉♠ ♦♣t✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ♦♥ t❤❡ ❡❞❣❡s✱ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ♦❢ ♣✉r❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
t✉❜❡ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛s❡♣❧❛t❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠✳ ❚❤✐s
❡♥s✉r❡s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤❡r♠❛❧ ❞✐❧❛t✐♦♥✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ✐s ❛ ♣❧❛♥❡ ♠✐rr♦r✱ ♦❢ ✷✷ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❆
♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ r❡♥❞❡r✐♥❣
♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✳



✸✳✷✳ ❖P❚❖✲▼❊❈❍❆◆■❈❙ ❆◆❉ ❘❊❋❊❘❊◆❈❊ ❋❘❆▼❊ ✸✾

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❞r❛✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ♦♣t✐❝❛❧
♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ❛♥ ♦✛✲❛①✐s ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ❞❡s✐❣♥✱ ✇✐t❤ ❛ ✺✵ ♠♠
❞✐❛♠❡t❡r ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛ ✭❜♦tt♦♠ ❧❡❢t✮✱ ❛♥❞ ❛ ✷✷ ♠♠ ❞✐❛♠❡t❡r ♣❧❛♥❡ ❢♦❧❞✐♥❣ s❡❝♦♥❞❛r②
✭✉♣♣❡r r✐❣❤t✮✳

✸✳✷✳✷ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛ss❡♠❜❧② ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡

❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛ss❡♠❜❧② ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✜t ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❈✉❜❡❙❛t ✉♥✐t✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛
✐s ❞✐r❡❝t❧② ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ ❜❛s❡♣❧❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦ st❛❣❡✳ ❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧
t✉❜❡ ❡♥❝✐r❝❧❡s t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ ❛♥❞ s✉♣♣♦rts t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ❛ss❡♠❜❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❛ss❡♠❜❧②✱ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❈✉❜❡❙❛t ✉♥✐t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❢r❛♠❡
♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤✐s ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❩ ❛①✐s ✐s ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ❛♥❞
♣♦✐♥ts ♦✉t ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ✇❤♦❧❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ♠❛❞❡ ♦✉t ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠✱ s♦ t❤❛t t❤❡r♠❛❧
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♣r♦❞✉❝❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ♦♥
♦♣t✐❝❛❧ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✶✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ❝r✐t✐❝❛❧ ♣❛rt ✐s t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ❛ss❡♠❜❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ▼✷ ♠✐rr♦r ✐s ❣❧✉❡❞ ♦♥ ❛ s✉♣♣♦rt ❡❧❡♠❡♥t✱ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❞✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐ts❡❧❢
✐♥t❡r❢❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ✭❋✐❣✉r❡ ✸✳✸❜✮ ✇✐t❤ t❤r❡❡ s♣❛❝❡rs✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡s❡
s♣❛❝❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭t✐♣✱ t✐❧t✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s✮✳ ❚❤❡ ❤❡❛❞ ❜❧♦❝❦ ✐s ✜①❡❞
♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t✉❜❡✳

✸✳✷✳✸ P✐❡③♦❡❧❡❝tr✐❝ st❛❣❡

❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ t✇♦✲❛①✐s ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✱ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡
t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ s♣❛❝❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ❛♥❞ ♠❛❞❡ ❜② ❈❊❉❘❆❚
❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✷✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛①❡s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧②✱ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈♦❧t❛❣❡s ❣❡♥❡r✲

✶❆ ♣♦st❡r✐♦r✐✱ t❤✐s ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡ ✐s✳ ✳ ✳ ❞❡❜❛t❛❜❧❡✱ t♦ s❛② t❤❡ ❧❡❛st✳ ■t ✐s tr✉❡ t❤❛t ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❢✉❧❧②
♠❛❞❡ ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❡r❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s
♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥② t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❤❛r❞❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❆ ❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ t♦
s❡❧❡❝t ♠❛t❡r✐❛❧s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❙❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✳

✷❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❝❡❞r❛t✲t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳❝♦♠



✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ P❆❨▲❖❆❉ ❖❱❊❘❱■❊❲

❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆ ✸❉ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ ✐ts ❈✉❜❡❙❛t ✉♥✐t✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✳

✭❛✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❛ss❡♠❜❧②

✭❜✮ ❍❡❛❞ ❇❧♦❝❦ ✭❝✮ ❙✉♣♣♦rt ✭❞✮ ▼✐rr♦r ❣❧✉❡❞ ♦♥ s✉♣♣♦rt

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛ss❡♠❜❧② s✉♣♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r✳



✸✳✸✳ ❊▲❊❈❚❘❖◆■❈❙ ❆◆❉ ❉❊❚❊❈❚❖❘ ✹✶

❛t❡❞ ✈✐❛ t✇♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❉❆❈s ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ t✇♦ ❛①❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r ❛r❡ ❛❧s♦
❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ str❛✐♥ ❣❛✉❣❡s✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡
♣✐❡③♦ ✐s ∼ 450 µm ♦♥ ❜♦t❤ ❛①❡s✳

✸✳✷✳✹ ❋✐❜❡r

❚❤❡ ✜❜❡r s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ❙✹✵✺✲❳P✱ ❢r♦♠ ◆✉❢❡r♥✸✳ ❚❤❡s❡ ✜❜❡rs ❤❛✈❡
♣✉r❡ s✐❧✐❝❛ ❝♦r❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ t❤❡♠ r❡s✐st❛♥t t♦ t❤❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ▲♦✇✲❊❛rt❤ ❖r❜✐t
❬❆❧❛♠ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✳ ❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ✜❜❡r ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳

❖♣❡r❛t♥❣ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✹✵✵✲✻✽✵ ♥♠
❈♦r❡ ◆❆ ✵✳✶✷✵

▼♦❞❡✲✜❡❧❞ ❞✐❛♠❡t❡r
3.3± 0.5 µm ❛t ✹✵✺ ♥♠
4.6± 0.5 µm ❛t ✻✸✵ ♥♠

❈✉t♦✛ 380± 20 nm

❈♦r❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥
≤ 30 dB/km ❛t ✹✽✽ ♥♠
≤ 30 dB/km ❛t ✻✸✵ ♥♠

❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ▼❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ◆✉❢❡r♥ ❙✹✵✺✲❳P s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t
♠✐ss✐♦♥✳

✸✳✸ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r

✸✳✸✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡
♦❢ t❤✐s ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳ ❆❧❧ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ❛r❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❛♥
❙❚▼✸✷❋✸ ♠✐❝r♦❝❤✐♣✱ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✼✷ ▼❍③✳ ❚❤❡ ❜♦❛r❞ ❤❛s t✇♦ ♣♦✇❡r✲❧✐♥❡s✿ ❛ ✸✳✸ ❱ ❧✐♥❡ ❢❡❡❞✐♥❣
t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs✱ ❛♥❞ ❛ ✺ ❱ ❧✐♥❡ ❢❡❡❞✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❝♦♥tr♦❧ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦ st❛❣❡ ✭❛❢t❡r ✉♣✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ t♦ ✶✺✵ ❱✮✳ ❙❡✈❡r❛❧ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❛✈❛✐❧✲
❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ❜♦❛r❞✱ t♦ ♠♦♥✐t♦r ✈♦❧t❛❣❡s✱ ❛♠♣❡r❛❣❡s ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✳ ❚❤❡ ❜♦❛r❞ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞
t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈✐❛ ❛ ✹✵✵ ❦❇✴s ❯❆❘❚✲❘❙✹✷✷ ❧✐♥❡✳

✸✳✸✳✷ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ ❞✐♦❞❡

❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ❙✐♥❣❧❡ P❤♦t♦♥ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ ❉✐♦❞❡ ✭❙P❆❉✮ ■❉✶✵✶✱
♠❛❞❡ ❜② ■❉◗✉❛♥t✐q✉❡✹✳ ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❜❛♥❞ ✭✸✺✵ ♥♠ t♦ ✾✵✵ ♥♠✮✱ ✇✐t❤
❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❡s♣♦♥s❡ ❝✉r✈❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✳

❚❤❡ ❙P❆❉ ✐s ♣♦✇❡r❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t❡❞ ✺ ❱ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❣✉❧❛t❡❞
✲✷✺ ❱ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t s✐❣♥❛❧ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ✷ ❜✐ts ❜✐♥❛r② ❝♦✉♥t❡r✱ ✇❤♦s❡ ♦✉t♣✉t
❣♦❡s t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❝♦✉♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡ ✐s ❡♥t✐r❡❧②
♠❛♥❛❣❡❞ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤✐s ❜✐♥❛r② ❝♦✉♥t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝t✐✈❛t❡❞✴❞❡❛❝t✐✈❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ●P■❖
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❆ ❣❛t❡ s✐❣♥❛❧ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ●P■❖ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ t✐♠❡r✳
❚❤✐s r❡❣✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ❆ ❞❡❧❛② ✐s t❤❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❣❛t❡ ♦❝❝✉rs✱ t♦ r❡❣✉❧❛t❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❝②❝❧❡ ❞❡❧❛② t✐♠❡✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r ✈❛❧✉❡ ✐s r❡❛❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✉t♥❡r ✐s r❡s❡t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
❣❛t❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻ ❣✐✈❡s ❛ ❞✐❛❣r❛♠ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✳

✸❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♥✉❢❡r♥✳❝♦♠✴
✹❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳✐❞q✉❛♥t✐q✉❡✳❝♦♠





✸✳✸✳ ❊▲❊❈❚❘❖◆■❈❙ ❆◆❉ ❉❊❚❊❈❚❖❘ ✹✸

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ P❤♦t♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❢♦r t❤❡ ■❉✶✵✶ ❙✐♥❣❧❡
P❤♦t♦♥ ❆✈❛❧❛♥❝❤❡ ❉✐♦❞❡ ✉s❡❞ ✐♥ P✐❝❙❛t✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❉✐❛❣r❛♠ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡





✸✳✹✳ ❋❯◆❈❚■❖◆❆▲ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ✹✺

■❉▲ ✕ ■❞❧❡

❍✐❣❤❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❙P❆❉ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❜✉t ♥♦t r✉♥♥✐♥❣✳
❚❤❡ ♣✐❡③♦ ✐s ❛t ❛ ❝♦r♥❡r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ t✐♠❡r ✐s ♥❡✈❡r st❛rt❡❞✳ ❍❑ ❞❛t❛ ❛r❡
❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ s❡♥t t♦ t❤❡ ❖❇❈✱ ✐❢ r❡q✉❡st❡❞✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s
r❡❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡✳

■▼● ✕ ■♠❛❣✐♥❣

❍✐❣❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ ♠♦❞❡✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡✱ t❤❡ ✜❜❡r s❝❛♥s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡
t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ st❛r✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❣❡t
❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✢✉① ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♣✐❡③♦ s❡♥s♦rs ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❍❑ ❞❛t❛
❛r❡ st✐❧❧ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❖❇❈✱ ✐❢ r❡q✉❡st❡❞✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❛♥❞
♣✐❡③♦ ♣♦s✐t✐♦♥s✳

❙❈❍ ✕ ❙❡❛r❝❤✐♥❣

❍✐❣❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♠♦❞❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐s ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r t❤❡ st❛r ❛r♦✉♥❞ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛r ❤❛s ❥✉st ❜❡❡♥ ❧♦st✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r
❛ ❢❛st r❡❝♦✈❡r②✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ❛s ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ■▼● ❛♥❞ ❚❘❑✱ ❞✉r✐♥❣ ✐♥t✐❛❧ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✳

❚❘❑ ✕ ❚r❛❝❦✐♥❣

❍✐❣❤ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❤✐❣❤ ❞❛t❛ r❛t❡ ♠♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s t❤❡ ♠❛✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞❡✳
❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ❧♦❝❦❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r✱ ❛♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐tt❡❞
t♦ t❤❡ ❖❇❈✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ st❛r✳ ❍❑ ❞❛t❛ ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛♥❞
tr❛♥s♠✐tt❡❞ t♦ t❤❡ ❖❇❈✱ ✐❢ r❡q✉❡st❡❞✳ ❚❤❡ ❙P❆❉ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞✳

❙▲❱ ✕ ❙❧❛✈❡ ♠♦❞❡

▼❛✐♥❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ t❡st ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐s ♣❛ss✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞♦ ❛♥②t❤✐♥❣ ♦♥ ✐ts
♦✇♥✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛r❡ ❛❝t✐✈❡ ❜✉t ♥♦t r✉♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❜♦❛r❞ ✇❛✐ts ❢♦r s♣❡❝✐✜❝
✐♥str✉❝t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❖❇❈✳ ❇② ❞❡❢❛✉❧t✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s r❡❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡✳

❇❙❨ ✕ ❇✉s②

▼❛✐♥❧② ✐♥t❡♥❞❡❞ ❛s ❛ t❡st ♠♦❞❡✱ ❝♦♠♣❧✐♠❡♥t❛r② t♦ t❤❡ ❙▲❱ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇✐❧❧ ❡♥t❡r
t❤✐s ♠♦❞❡ ❢r♦♠ ❙▲❱ ✇❤❡♥ ❛ ❧♦♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿
✏❣❡t ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✑✮✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❝❛♥ st✐❧❧ r❡❝❡✐✈❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ❢r♦♠ t❤❡
❖❇❈✱ ❛♥❞ r❡♣❧② t♦ s❤♦rt ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞s ✭✏❣❡t ❍❑✑✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❛❝❝❡♣t
❛♥② ♦t❤❡r ❧♦♥❣ ❞✉r❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞ ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦♥❡ ✐❢ ✜♥✐s❤❡❞✳

✸✳✹✳✷ ❍♦✉s❡✲❦❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❡♥s♦rs ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❝♦❧❧❡❝t ❣❡♥❡r❛❧ ❞❛t❛ ✭✈♦❧t❛❣❡s✱
❛♠♣❡r❛❣❡s✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ❡t❝✳✮✱ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
❍♦✉s❡✲❑❡❡♣✐♥❣ ✭❍❑✮ ❞❛t❛ ✭❛♥❞ ❍❑ s❡♥s♦rs✮✳

❋r♦♠ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ s❡♥s♦rs ✉s❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❆♥❛❧♦❣✲
t♦✲❉✐❣✐t❛❧ ❈♦♥✈❡rt❡rs ✭❆❉❈s✮ ♦❢ t❤❡ ❙❚▼✸✷ ♠✐❝r♦❝❤✐♣✳ ◆♦t❛❜❧❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s ❛r❡✿ t❤❡ t❤r❡❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦rs ✭✇❤♦s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ r❡❛❞✐❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✸✲❛①✐s ❣②r♦s❝♦♣❡ ✭❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s✮✳ ❚❤❡s❡ ❆❉❈s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
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❉❛t❛ ❙❡♥s♦r ❆❝❝❡ss✐❜❧❡ ♦♥

❱♦❧t❛❣❡ ♦♥ ✺ ❱ ❧✐♥❡ ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✶✷ ▼❡♠♦r②
❆♠♣❡r❛❣❡ ♦♥ ✺ ❱ ❧✐♥❡ ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✽ ▼❡♠♦r②
❆♠♣❡r❛❣❡ ♦♥ ✸ ❱ ❧✐♥❡ ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✼ ▼❡♠♦r②
❱♦❧t❛❣❡ ♦♥ ❍✐❣❤✲❱♦❧t✳ ❧✐♥❡ ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✹ ▼❡♠♦r②
❆♠♣❡r❛❣❡ ♦♥ ❍✐❣❤✲❱♦❧t✳ ❧✐♥❡ ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✸ ▼❡♠♦r②
❆♠♣❡r❛❣❡ ♦♥ ❚❊❈ ❧✐♥❡ ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✺ ▼❡♠♦r②
❯s❡❞ ❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❞✐♦❞❡ ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✶✶ ▼❡♠♦r②
❊rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐♦❞❡ t❡♠♣✳ ❛♥❞ s❡t♣♦✐♥t ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✻ ▼❡♠♦r②
❘❡❢❡r❡♥❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❢♦r ❚❊❈ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❆❉❈✷ ❈❤❛♥♥❡❧ ✾ ▼❡♠♦r②
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✶ ■❈✶ ■✷❈ ❜✉s
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✷ ■❈✷ ■✷❈ ❜✉s
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✸ ■❈✸ ■✷❈ ❜✉s
▼✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐♥t❡r♥❛❧ s❡♥s♦r ▼❡♠♦r②
❘♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ●②r♦s❝♦♣❡ ■✷❈ ❜✉s

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ ▲✐st ♦❢ ❛❧❧ ❍♦✉s❡✲❑❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ s❡♥s♦rs✳

✇✐t❤ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❉✐r❡❝t ▼❡♠♦r② ❆❝❝❡ss ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✭❉▼❆✮✱ s♦ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ❍♦✉s❡✲
❑❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ st❛rts✱ ❛❧❧ ❆❉❈s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❍❑ ❞❛t❛ ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② s❛♠♣❧❡❞ ❛♥❞
t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝♦♣✐❡❞ t♦ s♣❡❝✐✜❝ ♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss❡s✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ❢r❡s❤❡st ❞❛t❛ ✐s ❛❧✇❛②s
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡♠♦r② r❡❛❞ ❛❝❝❡ss✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ❣②r♦✲
s❝♦♣❡ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛②✱ ♦♥❧② t❤❡② ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞ r❡❛❞✐♥❣
t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts r❡q✉✐r❡s ❛♥ ■✷❈ r❡❛❞ ❛❝❝❡ss✳ ❚♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❤✐❣❤❡r ❛❝❝✉r❛❝②✱ ❛❧❧ ❍❑ ❞❛t❛ ❝❛♥
❜❡ ❜✐♥♥❡❞ ❜② ✉♣ t♦ ✶✻ ♣♦✐♥ts ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ s❡♥t t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r✳

❆ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❍❑ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ t❤r❡❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✳

✸✳✹✳✸ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s

■♥ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s❧② s✇✐t❝❤❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s✉❜✲♠♦❞❡s
✭✐♠❛❣✐♥❣✱ s❡❛r❝❤✐♥❣✱ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣✮✳

✸✳✹✳✸✳✶ ■♠❛❣✐♥❣ ♣❤❛s❡

❚❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✭■▼●✮ ✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ■♥ t❤✐s ♣❤❛s❡✱ t❤❡
♣❛②❧♦❛❞ ❤❛s ♥♦ ❝❧✉❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ st❛r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
♣❛②❧♦❛❞ st❛rts ❜② s❝❛♥♥✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✜❡❧❞ ✐♥ s❡❛r❝❤ ❢♦r s♦♠❡ ❜r✐❣❤t s♦✉r❝❡s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ s❝❛♥ ✐s
✜♥✐s❤❡❞✱ ✐❢ ❛ s♦✉r❝❡ ❜r✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞✱ ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♠❡♠♦r✐③❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞
s✇✐t❝❤❡s t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❤❛s❡✳

✶✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s❝❛♥s t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✜❡❧❞✱ st❛rt✐♥❣ ❛t x = 0 µm✱ y = 0 µm✱ ✉♣ t♦ x ≃ 430 µm✱
y ≃ 430 µm✱ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ st❡♣ ✭t②♣✐❝❛❧❧② ≃ 3 µm✮✳

✷✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ c♠❛① t❤❡ ❤✐❣❤❡st ❝♦✉♥t ✈❛❧✉❡ ❢♦✉♥❞✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t
c♠❛① > cstar/2✱ ✇✐t❤ cstar t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❝♦✉♥t ✈❛❧✉❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡
❣✐✈❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡✳ ■❢ ✐t ✐s✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ (x0, y0) ♦❢ t❤✐s ♠❛①✐♠✉♠ ✐s ♠❡♠♦r✐③❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♠♦✈❡s t♦ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ st❛rts ♦✈❡r ❛❣❛✐♥ ❛t st❡♣
✶✳



✸✳✹✳ ❋❯◆❈❚■❖◆❆▲ ❉❊❙❈❘■P❚■❖◆ ✹✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ❚♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦rs✳

✸✳✹✳✸✳✷ ❙❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❤❛s❡

■♥ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❤❛s ❛ r♦✉❣❤ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧
♣❧❛♥❡✱ ❜✉t ♥♦t ♣r❡❝✐s❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥✐t✐❛t❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇✐❧❧ ✉s❡ ❛ s♣✐r❛❧
♣❛tt❡r♥ t♦ ❤❡❧♣ ♥❛rr♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣✐r❛❧ ✉s❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ st❛r ✐s✿

x(t) = x0 + a× bt× cos
(√

bt
)

y(t) = y0 + a× bt× sin
(√

bt
)

✇❤❡r❡ t ✐s t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ a ❛♥❞ b ❛r❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ s❧♦✇ ♦r
❢❛st s♣✐r❛❧✱ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♠♣❛❝✐t②✳

❚❤❡ s♣✐r❛❧ ❡①t❡♥❞s ✐♥ t❤❡ ♦✉t✇❛r❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✉♣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥ ♠❛①✐♠✉♠ r❛❞✐✉s✳ ■❢ ♥♦ st❛r
✐s ❢♦✉♥❞ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❣♦❡s ❜❛❝❦ t♦ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ■❢ ❛ st❛r ✐s ❢♦✉♥❞ ✭✐✳❡✳ ❤✐❣❤ ❝♦✉♥t
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ❛t ♠✉❧t✐♣❧❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s✮✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s✇✐t❝❤❡s t♦ t❤❡
tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✸✳✹✳✸✳✸ ❚r❛❝❦✐♥❣ ♣❤❛s❡

■♥ tr❛❝❦✐♥❣ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❦♥♦✇s ✇❡r❡ t❤❡ st❛r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡
tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❦❡❡♣s t❤❡ ✜❜❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ ✐t✳ ■t ✇✐❧❧ ❝♦♥t✐♥✉❡ t♦ ❞♦ s♦ ✉♥t✐❧ t❤❡ st❛r ✐s ❧♦st
✭✇❤✐❝❤❡✈❡r ❝♦♠❡s ✜rst✿ ❡♥❞ ♦❢ t❛r❣❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❜② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛❧✐❡♥s✱
❞❡str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛r ❜② ✈❡r② ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❛❧✐❡♥s✱ ♦r ❛ ❜✉❣ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✮✳ ❆
❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ✉s❡❞ ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳



✹✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ P❆❨▲❖❆❉ ❖❱❊❘❱■❊❲

◆♦✐s❡ s♦✉r❝❡ ◆♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ◆♦t❡

P❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ✻✵ ♣♣♠✴❤r ✲
❘❡❛❞♦✉t ♥♦✐s❡ ✵ ♣♣♠✴❤r P❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r
❉❛r❦ ❝✉rr❡♥t < 1 ppm/hr ✲
●❛✐♥ st❛❜✐❧✐t② ✷✵ ♣♣♠✴❤r 100 µV st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡
❙❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t < 1 ppm/hr ❢r♦♠ ▼♦♦♥ ♦r ❊❛rt❤✱ ✜❧t❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✜❜❡r
❚❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✹✵ ♣♣♠✴❤r ◆♦t ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
P♦✐♥t✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ✽✵ ♣♣♠✴❤r ❖♥❡ ♦❢ ♠② t❤❡s✐s ♦❜❥❡❝t✐✈❡s

❚♦t❛❧ ✶✵✽ ♣♣♠✴❤r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣
√∑

Nk
2

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❜✉❞❣❡t ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✳

✸✳✺ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❜✉❞❣❡t

❋♦r P✐❝❙❛t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐ts s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✱ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡
t♦ r❡❛❝❤ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ∼ ✶✵✵ ♣♣♠✴❤r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♥♦✐s❡ ❜✉❞❣❡t ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts✱ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❜✉❞❣❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳

P❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ❚❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❛♣♣❛r❡♥t ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ β P✐❝ ✐s MV = 3.86✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦ η✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t T ✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ✇✐❞t❤ ♦❢
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r s❡♥s✐t✐✈✐t② ❝✉r✈❡ ∆λ✱ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉① ♦❢ ❡♥❡r❣② ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

F = FVega × 10−
3.86
2.5 × πD2

4
× η × T ×∆λ ✭✸✳✶✮

❯s✐♥❣ ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ λeff = 545 nm ❢♦r t❤❡ ✈✐s✐❜❧❡ ♣❤♦t♦♥s✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ✐s✿

Fγ =
FVega × 10−

3.86
2.5 × πD2

4 × η × T ×∆λ
hc
λeff

✭✸✳✷✮

❯s✐♥❣ FVega ≃ 360 × 10−14 Wcm−2 s−1 µm−1✱ η ≃ 0.8✱ ∆λ ≃ 250 nm ❛♥❞ T = 0.2 ✭✇❤✐❝❤
✐♥❝❧✉❞❡s ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ q✉❛♥t✉♠ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Fγ ≃ 16× 104 photons/s ✭✸✳✸✮

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ✜❜❡r ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❦❡♣t ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ✐t ✇✐❧❧ r❛t❤❡r
❜❡ ❦❡♣t ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛s❡t ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡r
t♦ ∼ 0.4✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ✇✐❧❧ ❜❡ Fγ,eff = 8× 104 photons/s✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧ ✐s t❤✉s✿

Nphoton =

√
1

Fγ,eff × 1 hr
≃ 60 ppm/hr ✭✸✳✹✮

❉❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡s ❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ❞♦✇♥ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr✐❜✉✲
t✐♦♥s✿ r❡❛❞♦✉t ♥♦✐s❡✱ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t✱ ❛♥❞ ❣❛✐♥ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✉s❡s ❛ ♣❤♦t♦♥ ❝♦✉♥t✲
✐♥❣ ❞❡t❡❝t♦r✱ s♦ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡❛❞♦✉t ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ■❉✶✵✶ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❤❛s ❛ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ♦❢
Fdark = 1000 photons/s✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♥ ✢✉① ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❚❤❡ ❞❛r❦ ❝✉rr❡♥t ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ndark =

√
Fdark × 1 hr

Fγ × 1 hr
< 1 ppm/hr ✭✸✳✺✮



✸✳✺✳ P❍❖❚❖▼❊❚❘■❈ ❇❯❉●❊❚ ✹✾

❚❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❙P❆❉ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞
✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜✐❛s ✈♦❧t❛❣❡ st❛❜❧❡ ❞♦✇♥ t♦ 100 µV✱ ❡♥s✉r✐♥❣
❛ ❣❛✐♥ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✷✵ ♣♣♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛❜✐❧✐t②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t✐♠❡✳

❙❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❞✐✣❝✉❧t✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ ✐t r❡q✉✐r❡s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ s✉r❢❛❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✐♥str✉♠❡♥t✳ ❆♥ ✉♣♣❡r✲❧✐♠✐t ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦♣♦s❡❞✱ t❤♦✉❣❤✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t dS ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r ✐s ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛♥
✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉① F ✱ ❛♥❞ s❝❛tt❡rs ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ Q ♦❢ t❤✐s ✢✉①✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r ✇❤✐❝❤ ✐s
s❝❛tt❡r❡❞ ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pscattered = QFdS ✭✸✳✻✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❤❛❧❢✲s♣❛❝❡ ♥♦t ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡
♣❛r❛❜♦❧❛✱ t❤❡ ✢✉① r❡❝❡✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ✜❜❡r ❧❡✈❡❧ ✐s✿

F❛t ✜❜❡r =
QF

2πf2
dS ✭✸✳✼✮

❲❡ ❝❛♥ ♠❛❦❡ t❤❡ ♣❡ss✐♠✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ♣❤♦t♦♥s ❤✐tt✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦r❡
❛r❡ t❤❡♥ ❣✉✐❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ♣♦✇❡r t❤❛t ♣❡♥❡tr❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r ✐s
❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦✇❡r ❢r♦♠ ❡❛❝❤ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t✿

P =

∫∫

parabola

QF

2

(
Rfib

f

)2

dS =
Q

2

(
Rfib

f

)2

FSparabola ✭✸✳✽✮

✇❤❡r❡ Sparabola ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❲❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉① ✇❤✐❝❤ ♣❡♥✲
❡tr❛t❡s ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✢✉① r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛ FSparabola✱ ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜②
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❢❛❝t♦r ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧✲❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r❡ r❛❞✐✉s✳ ❚❤❡
✜❜❡r ✉s❡❞ ❢♦r P✐❝❙❛t ❤❛s ❛ ❝♦r❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ∼ 2µm✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ✐s f = 15 cm✳ ❆ss✉♠✐♥❣
❛ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ 1%✱ t❤❡ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s✿

Q

2

(
Rfib

f

)2

≃ × 10−12 i.e. − 120 dB ✭✸✳✾✮

❲✐t❤ t❤✐s✱ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t s❝❛tt❡r❡❞ ❜② t❤❡ ▼♦♦♥ ✭✈✐s✉❛❧ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ♦❢ ✲✶✷✳✻✮ t♦ t❤❡ ❧✐❣❤t
❢r♦♠ β P✐❝ ✐s ∼ 10−8✳ ■♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳

❚❤❡r♠❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❚❤❡ ❙P❆❉ ✐s ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✐t ✐s ♠♦✉♥t❡❞
♦♥ ❛ t❤❡r♠♦✲❡❧❡❝tr✐❝ s②st❡♠ t♦ st❛❜✐❧✐③❡ ✐ts t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ t❛r❣❡t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ st❛❜✐❧✐t② ✐s
0.01◦C✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❡rr♦r ✐s 0.4%/◦C✳ ❚❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ t❤✉s ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r ∼ 40 ppm/hr✱
❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❝❝✉r ♦♥ ♦r❜✐t❛❧ t✐♠❡s❝❛❧❡s✳ ❚❤✐s ♥♦✐s❡ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❛ s❡r✐♦✉s s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✻✮✳

P♦✐♥t✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ❚♦ ❧✐♠✐t t❤❡ t♦t❛❧ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ t♦ ✶✵✵ ♣♣♠✴❤r✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡
♣♦✐♥t✐♥❣ st❛❜✐❧✐t② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❜❡❧♦✇ ✽✵ ♣♣♠✴❤r✳ ▲✐♠✐t✐♥❣ t❤✐s ♥♦✐s❡ ✇❛s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧s
♦❢ ♠② t❤❡s✐s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹✮



✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✸✳ P❆❨▲❖❆❉ ❖❱❊❘❱■❊❲

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❆♥ ✐♥❝✐❞❡♥t ✢✉① F ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r✳ ❚❤❡ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡s
t❤❡ ✜❜❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ f ✳



❈❤❛♣t❡r ✹

❚r❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✹✳✶ ❋✐❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✶✳✶ ❙✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ P✐❝❙❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✶✳✷ ❚r❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs ❛♥❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♥♦✐s❡ ❜✉❞❣❡t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✷

✹✳✷ ❆ t✇♦ st❛❣❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r P✐❝❙❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✷✳✶ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸

✹✳✷✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣❛②❧♦❛❞ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✹✳✷✳✸ ❚❡st✐♥❣ str❛t❡❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✽
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■ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ t❤❛t tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✜❜❡r r❡q✉✐r❡s
t♦ ♠♦❞✉❧❛t❡ t❤❡ ✜❜❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ♥❡✈❡r
❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ✐s ❦❡♣t ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦s✐t✐♦♥ Xm, Ym✱ t②♣✐❝❛❧❧② ❛t ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
∼ 0.5× FWHM ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ∼ η0/2✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
❜②✿

∂ηV
∂X

(Xm, Ym) = −η0Xm

2σ2
✭✹✳✷✮

∂ηV
∂Y

(Xm, Ym) = −η0Ym
2σ2

✭✹✳✸✮

❙♠❛❧❧ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥s σX , σY ✇✐❧❧ t✉r♥ ✐♥t♦ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r
❣✐✈❡♥ ❜②✿

ση
ηV

=

√
(XmσX)2 + (YmσY )

2

σ2
✭✹✳✹✮

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r ✐s t❤❡ s❛♠❡ ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ✭σX = σY = σpos✮✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣√
Xm

2 + Ym
2 ≃ FWHM/2✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

ση
ηV

∼ FWHM× σpos
2σ2

=

√
2 ln(2)× σpos

σ
✭✹✳✺✮

■♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❜✉❞❣❡t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs
✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ✽✵ ♣♣♠✴❤r✱ ♦r ✶✸✪ ❛t ✶ ❦❍③ ✭t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❧♦♦♣✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r
t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ❛❜♦✉t 0.13 µm ♦r 0.19 as✱ ❛t ✶ ❦❍③✳ ❋♦r ❛ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤✐s
❝♦♥st✐t✉t❡s ❛♥ ❛♠❜✐t✐♦✉s ♦❜❥❡❝t✐✈❡✳

✹✳✷ ❆ t✇♦ st❛❣❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ s②st❡♠ ❢♦r P✐❝❙❛t

✹✳✷✳✶ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧

❚❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ s♣❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ t❛r❣❡t✱ ❛r❡ ❞♦♥❡ ✉s✐♥❣
❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s②st❡♠ ♦♥✲❜♦❛r❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✿ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠
✭❆❉❈❙✮✳

✹✳✷✳✶✳✶ ❙❡♥s♦rs

❉✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦st
❝♦♠♠♦♥ s❡♥s♦rs ❛r❡ ❣②r♦s❝♦♣❡s✱ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs✱ st❛r tr❛❝❦❡rs✱ ❛♥❞ ❙✉♥✴❊❛rt❤ s❡♥s♦rs✳

●②r♦s❝♦♣❡s ❛r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ ❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② ♣❛rt ♦❢ ❛♥
■♥❡rt✐❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ❯♥✐t ✭■▼❯✮ ✇❤✐❝❤ ✐♥t❡❣r❛t❡s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ s❡♥s♦rs ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ❛❝❝✉r❛t❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❝q✉✐r❡ ❞❛t❛ ❛t ❤✐❣❤
❢r❡q✉❡♥❝② ✭✶✵✵ ❍③ ♦r ❡✈❡♥ ♠♦r❡✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ ■▼❯s ✐s t❤❡✐r s❡♥s✐t✐✈✐t② t♦ ❞r✐❢t
❡rr♦rs✳

▼❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ❛♥❞ st❛r tr❛❝❦❡rs ❛r❡ t✇♦ s❡♥s♦rs ✇❤✐❝❤ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❆ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
❢r❛♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❜② ❦♥♦✇✐♥❣ t❤❡
❛❜s♦❧✉t❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤✉s✱ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r
s❛t❡❧❧✐t❡ ♦r❜✐t✐♥❣ ✐♥ ▲♦✇ ❊❛rt❤ ❖r❜✐t ✭▲❊❖✮✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤



✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❘❆❈❑■◆● ❆▲●❖❘■❚❍▼

t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t♦
❛♥ ❛tt✐t✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❙t❛r tr❛❝❦❡rs ❛r❡ ❜② ❢❛r t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ s❡♥s♦rs ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r s❛t❡❧❧✐t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧
s②st❡♠s✳ ❆ st❛r tr❛❝❦❡r ✐s ❛ ❝❛♠❡r❛ ✇❤✐❝❤ ❧♦♦❦s ❛t t❤❡ st❛rs✳ ❆♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦
r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇✱ ❛♥❞ t♦ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❧✐♥❡✲♦❢✲
s✐❣❤t✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❙t❛r tr❛❝❦❡rs ❤❛✈❡ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞r❛✇❜❛❝❦s✿ t❤❡② ✉s✉❛❧❧②
❤❛✈❡ ❛ ❧♦✇ r❡❢r❡s❤ r❛t❡ ✭❛ ❢❡✇ ❍③✮✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ♦♥❧② ♦♣❡r❛t❡ ✐❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s st❛❜❧❡ ❡♥♦✉❣❤✳ ■❢
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s r♦t❛t✐♥❣ t♦♦ q✉✐❝❦❧②✱ t❤❡ st❛rs ❛r❡ ❜❧✉rr❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❝❛♥♥♦t r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛♥② ♣❛tt❡r♥✳ ❋♦r ❈✉❜❡❙❛t st❛r tr❛❝❦❡rs✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t♦❧❡r❛t❡❞ s❧❡✇ r❛t❡ ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② ∼ 0.1 t♦ 1 deg/s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s < 1 arcmin✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❧❛st ❝♦♠♠♦♥ t②♣❡ ♦❢ s❡♥s♦r ✉s❡❞ ✐♥ ❆❉❈❙ ❛r❡ ❙✉♥ ❛♥❞✴♦r ❊❛rt❤ s❡♥s♦rs✳ ❆
❙✉♥ s❡♥s♦r ❝❛♥ ❜❡ ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ❛ s❡t ♦❢ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱
❛♥❞ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙✉♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥
❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❙✉♥ ✐s ❦♥♦✇♥✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❊❛rt❤ s❡♥s♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❊❛rt❤✱ ✉s✉❛❧❧② ✉s✐♥❣ ✐♥❢r❛r❡❞ ❞❡t❡❝t♦rs✳

✹✳✷✳✶✳✷ ❆❝t✉❛t♦rs

❖♥ t❤❡ ❛❝t✉❛t♦r s✐❞❡✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ❛❝t✉❛t♦rs ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♠❛❣♥❡t♦rq✉❡rs✳ ▼❛❣♥❡t♦r✲

q✉❡rs ❛r❡ ❝♦✐❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❡❧❡❝tr♦✲♠❛❣♥❡ts✿ ❛ ❝✉rr❡♥t ✐s s❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦✐❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛
♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ t♦rq✉❡ ♦♥
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ▼❛❣♥❡t♦rq✉❡rs ❝♦♥t❛✐♥ ♥♦ ♠♦✈✐♥❣ ♣❛rts✱ ❛♥❞ ❛r❡ ✈❡r② r❡❧✐❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡②
❝❛♥ ♦♥❧② ❣❡♥❡r❛t❡ s♠❛❧❧ t♦rq✉❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❊❛rt❤✬s ♠❛❣♥❡t✐❝
✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❢❛st ♠❛♥❡✉✈❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♣r❡❝✐s❡ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t❤❡s❡ ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ t♦ s❛t❡❧❧✐t❡s ✐♥ ▲❊❖✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛❣♥❡t✐❝ ✜❡❧❞ ✐s str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ✉s❡❢✉❧ t♦rq✉❡s✳

❋♦r ♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t✐♥❣ ✐s r❡q✉✐r❡❞✱ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❆
r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧ ✐s ❛ ✇❤❡❡❧ ♦❢ ❤✐❣❤ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✐♥ r♦t❛t✐♦♥ ❜② ❛ ♠♦t♦r✳
❆❝❝❡❧❡r❛t✐♥❣ ♦r ❞❡❝❡❧❡r❛t✐♥❣ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❝r❡❛t❡s ❛ r❡❛❝t✐♦♥ t♦rq✉❡ ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ s✉❝❤ s②st❡♠s ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ s✉❜❥❡❝t t♦ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡ ✭r❡s✐❞✉❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✱ t❤❡
✇❤❡❡❧ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t❧② ❛❝❝❡❧❡r❛t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ s❛t✉r❛t❡✱ ✐✳❡✳ r❡❛❝❤ ✐ts ♠❛①✐♠✉♠
❛❧❧♦✇❡❞ s♣❡❡❞✳ ❆♥♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r s②st❡♠ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t s✉❜❥❡❝t t♦ t❤✐s r❡str✐❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♠♦♠❡♥t ❣②r♦s❝♦♣❡✳ ❚❤✐s ❛❝t✉❛t♦r ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❛ ❣②r♦s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ ✉s❡s ❛ ✇❤❡❡❧ r♦t❛t✐♥❣ ❛t
❛ ❝♦♥st❛♥t s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❣②r♦s❝♦♣✐❝
t♦rq✉❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❇♦t❤ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♠♦♠❡♥t
❣②r♦s❝♦♣❡s ❛r❡ ❛❧s♦ s✉❜❥❡❝t t♦ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡ ✇❤❡❡❧s ❛r❡ ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❜❛❧❛♥❝❡❞
✭✇❤✐❝❤ t❤❡② ♥❡✈❡r ❛r❡✮✳ ❘❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s ❛r❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♠♦♥ ♦♥ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❛♥
❝♦♥tr♦❧ ♠♦♠❡♥t ❣②r♦s❝♦♣❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤r✉st❡rs ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❇✉t t❤❡s❡
s②st❡♠s ❛r❡ ❢❛✐r❧② ✉♥❝♦♠♠♦♥ ♦♥ ❈✉❜❡❙❛t ♠✐ss✐♦♥s✳

✹✳✷✳✶✳✸ ✐❆❉❈❙✶✵✵ ♦♥✲❜♦❛r❞ P✐❝❙❛t

❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✐s t❤❡ ✐❆❉❈❙✶✵✵
❢r♦♠ ❍②♣❡r✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✳ ❚❤✐s s②st❡♠ ✉s❡s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs✱ ❣②r♦s❝♦♣❡s✱



✹✳✷✳ ❆ ❚❲❖ ❙❚❆●❊ P❖■◆❚■◆● ❙❨❙❚❊▼ ❋❖❘ P■❈❙❆❚ ✺✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❙♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐❆❉❈❙✶✵✵ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✳ ❊①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
✢②❡r ❍❚✲■❆❉❈❙✶✵✵✲❱✶✳✵✷❋✱ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥ ❍②♣❡r✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇❡❜s✐t❡✳

❛♥❞ t❤❡ ❙❚✷✵✵ st❛r tr❛❝❦❡r ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✸ ❘❲✷✶✵ r❡❛❝✲
t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s✱ ❛♥❞ ✸ ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡rs ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✳

✹✳✷✳✶✳✹ ❆❉❈❙ ♦❢ t❤❡ ❆❙❚❊❘■❆ ♠✐ss✐♦♥

❚❤❡ ❆r❝s❡❝♦♥❞ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ❊♥❛❜❧✐♥❣ ❘❡s❡❛r❝❤ ✐♥ ❆str♦♣❤②s✐❝s ✭❆❙❚❊❘■❆✮ ♠✐ss✐♦♥ ❬❙♠✐t❤
❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ ✇❛s ❞❡♣❧♦②❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙♣❛❝❡ ❙t❛t✐♦♥ ✐♥ ◗✹ ✷✵✶✼✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤✐❣❤ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡✳
❚❤❡ ❆❉❈❙ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤✐s ✻❯ ❈✉❜❡❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s t❤❡ ❇❧✉❡ ❈❛♥②♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❇❈❚✮
✢❡❳✐❜❧❡ ❆tt✐t✉❞❡ ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✭❳❆❈❚✮✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡s ♦❢ s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❛❝✲
t✉❛t♦rs ❛s t❤❡ ✐❆❉❈❙✶✵✵ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r P✐❝❙❛t✳ P♦♥❣ ❬✷✵✶✽❪ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ♦♥✲s❦② r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ❆❙❚❊❘■❆✱ ✇❤❡r❡ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❳❆❈❚ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ∼ 6 arcsec✳
■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡② ❣✐✈❡ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❛t✲
t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ✐s r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✳ ❙✐♥❝❡ ♥♦ s✉❝❤
❞❛t❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✐❆❉❈❙✶✵✵ ♦♥✲❜♦❛r❞ P✐❝❙❛t✱ t❤✐s ❞❛t❛s❡t ❢r♦♠ ❆❙❚❊❘■❆
r❡♠❛✐♥s t❤❡ ❜❡st r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❛t❛s❡t t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳

✹✳✷✳✶✳✺ ❆ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❆❉❈❙ ♠♦❞❡❧

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❙❚❊❘■❆ ♠✐ss✐♦♥ ✇❡r❡ ♥♦t ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ♥♦ ♦t❤❡r ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ■



✺✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❘❆❈❑■◆● ❆▲●❖❘■❚❍▼

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❢♦r t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥✲s❦② ✇✐t❤ t❤❡ ❆❙❚❊❘■❆
♠✐ss✐♦♥ ✭❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ P♦♥❣ ❬✷✵✶✽❪✮✳

❤❛❞ t♦ r❡s♦rt t♦ ♠❛❦✐♥❣ ♠② ♦✇♥ ❆❉❈❙ ♠♦❞❡❧✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡rr♦rs
t♦ t❡st t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❆♥♥❡① ❈✳ ■♥
t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❆❉❈❙ ✉s❡s ❛♥ ■▼❯ ❛♥❞ ❛ st❛r tr❛❝❦❡r ❛s ✐ts t✇♦ s❡♥s♦rs✱ ❛♥❞ ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❝t✐♦♥
✇❤❡❡❧s ❢♦r ✇❤✐❝❤ ■ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥② ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❞✉❡ t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♠❜❛❧❛♥❝❡✳

✹✳✷✳✷ ❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♣❛②❧♦❛❞ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣

❚❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ ❛ t✇♦✲❛①✐s ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜❜❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡
♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ✉s❡❞ ✐♥ P✐❝❙❛t ❤❛s ♦♥❧②
❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧✱ ❞❡t❡r♠✐♥✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❛♣♣❧② ♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦ st❛❣❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣
t❤❡ ✜❜❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r ✐s tr✐❝❦②✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞
❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (xstar, ystar) ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ t❛❦✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ✜❜❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t
❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (xfib, yfib) ❣✐✈❡s ❛ ❝♦✉♥t ✈❛❧✉❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦✿

c = c0 × η0 exp

(
−(xfib − xstar)

2 + (yfib − ystar)
2

2σ2

)
✭✹✳✻✮

❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✐t② c0✱ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❡❧❧❛r ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✐s ❦♥♦✇♥✱
❛s ❛r❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts η0 ❛♥❞ σ✱ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t c ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥
❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

r2 = (xfib − xstar)
2 + (yfib − ystar)

2 ✭✹✳✼✮

✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ t❤❡ st❛r
❊✈❡♥ ✐❣♥♦r✐♥❣ ❛♥② ♣♦t❡♥t✐❛❧ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t c ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦

❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ▼✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ✐♥❢❡r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ■♥ t❤❡ P✐❝❙❛t
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✐♥str✉♠❡♥t✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❝♦♥st❛♥t❧② ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✿

xfib(tk) = x0(tk) + xmod(tk) ✭✹✳✽✮

yfib(tk) = y0(tk) + ymod(tk) ✭✹✳✾✮

✇❤❡r❡ tk ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ st❡♣✱ (x0, y0) t❤❡ t❛r❣❡t ❝❡♥tr❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ (xmod, ymod) ✐s t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ r❛❞✐✉s
rmod ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝② fmod✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤✿

xmod(tk) = rmod × cos (2πfmodtk) ✭✹✳✶✵✮

ymod(tk) = rmod × sin (2πfmodtk) ✭✹✳✶✶✮

❚❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ∼ 100 Hz✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ✐s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢
❤❛❧❢ t❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦✿ rmod ∼ 1.35 µm✳

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ ❛♥❞ t❤✉s ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧
♣❧❛♥❡✿ (x̂star, ŷstar)✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡❞ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
✜❜❡r✿ (x0, y0) = (x̂star, ŷstar)✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ❝❛♥ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✮✱ ❜✉t t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧s♦ ♥❡❡❞s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ η✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ s❧✐❣❤t❧② ❞✉❡ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ s❧♦✇ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞
❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s♦❢t r❡❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱
t❤✐s s♦❢t r❡❛❧ t✐♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✬s ♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞
♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

■♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛r❡ ❞♦♥❡ ❛t 1 kHz✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥st✐t✉t❡s ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✉♣♣❡r
❧✐♠✐t✳ ❍✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❢♦r ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❝❤ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥s✿

• ❚❤❡ ✢✉① ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ β P✐❝t♦r✐s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♣t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ q✉❛♥t✉♠ ❡❢✲
✜❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ♣❡❛❦ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦✱ ❡t❝✳ ✐s ∼ 160 photons/ms ✭s❡❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
❜✉❞❣❡t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✺✮✳ ❯s✐♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❛❞✐✉s ♦❢ ❤❛❧❢ t❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥ r❡❞✉❝❡s t❤✐s ✈❛❧✉❡ t♦ ∼ 80 photons ♣❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳ ❍✐❣❤❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥✲
❝✐❡s ✇♦✉❧❞ r❡❞✉❝❡ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ❡✈❡♥ ❢✉rt❤❡r✱ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❧♦♦♣ ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✳

• ❘✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❛t ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❡q✉✐r❡s ♠♦r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❙❚▼✸✷❋✸
♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦♥❧② r✉♥ ❛t ✼✷ ▼❍③ ♠❛①✐♠✉♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐t ♠✐❣❤t
❜❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r✉♥ t❤❡ ✜❧t❡r ❛t s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✭❛ ❢❡✇ ❦❍③✮✱ ❛ s♣❡❡❞ t❡st ❤❛s
s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ✜❧t❡r ❝❛♥ t❛❦❡ ✉♣ t♦ ≃ 235 µs t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥
t✐♠❡ ♦❢ ≃ 200 µs✳ ❖t❤❡r t❛s❦s ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❣❛t❤❡r✐♥❣ ❤♦✉s❡✲
❦❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛✱ s❡♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ❡t❝✳✮✱ ❛♥❞ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r
❢r❡q✉❡♥❝② t♦ ✶ ❦❍③ s❡❡♠❡❞ s❛❢❡✳

• ❚❤❡ ❞❛t❛ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r ❤❛s ❛ ♠❛①✐♠✉♠
❞❛t❛ r❛t❡ ♦❢ ≃ 400 kb/s✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡
❢♦r t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞✱ t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦✱
t✇♦ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ str❛✐♥ ❣❛✉❣❡s✱ ❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ r❡♣r❡s❡♥ts ✾ ❜②t❡s ♦❢ ❞❛t❛✳ ❖✤♦❛❞✐♥❣ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ✶ ❦❍③ r❡q✉✐r❡s ❛ ❞❛t❛ r❛t❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ∼ 100 kb/s✱ ✇✐t❤♦✉t ❝♦✉♥t✐♥❣
t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ t❤❛t ♥❡❡❞ t♦
❜❡ s❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✭❜❡❛❝♦♥s✱ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❞❛t❛✱ ❡t❝✳✮✳ ❆❣❛✐♥✱ ✶ ❦❍③ ❢♦r t❤❡ ❞❛t❛
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡❡♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ s❛❢❡ ❧✐♠✐t t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❖❇❈✲♣❛②❧♦❛❞
❧✐♥❦ ❢♦r ♦t❤❡r t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛✳
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❇❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ✉s❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞ st❛❣❡ ✜♥❡ ♣♦✐♥t✐♥❣
s②st❡♠ ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✳ ❚❤❡ ❆❉❈❙ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ❛r❡ t❤❡ ✐♥♣✉t ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧
❧♦♦♣✱ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡♠✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛ r❡❛❧ t✐♠❡ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❧♦♦♣ ✐s ❝❧♦s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤✐s ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❛s ❛
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✜❜❡r✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ✸✲❛①✐s ❣②r♦s❝♦♣❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞r✐❢t s♣❡❡❞
♦❢ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢❡❞ t♦ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❢♦r
✐♠♣r♦✈❡❞ ❛❝❝✉r❛❝②✳

❆ ❜❧♦❝❦ ❞✐❛❣r❛♠ ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✳

✹✳✷✳✸ ❚❡st✐♥❣ str❛t❡❣②

❆❉❈❙ t❡st ❜❡♥❝❤

❚❡st✐♥❣ t❤❡ t✇♦✲st❛❣❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ❢♦r P✐❝❙❛t ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✣❝✉❧t✳ ❚❤❡ ❜❡st ✇❛②
t♦ ❞♦ s♦ r❡q✉✐r❡s ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs✳ ❆t t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣r♦❥❡❝t✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ t❡st ❜❡♥❝❤ ✇❛s ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣
✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛♥ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣ t❛❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥❧❡ss
s♣❛❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ t❛❜❧❡t t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♥✐❣❤t s❦②✳

■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s ✜①❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛✐r✲❜❡❛r✐♥❣ t❛❜❧❡✱ ❛♥❞
❢❛❝❡s t❤❡ t❛❜❧❡t s❝r❡❡♥✳ ❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❛❝❝✉r❛t❡ s❡♥s♦r ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡
❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✱ s❡❡s t❤❡ t❛❜❧❡t s❝r❡❡♥ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧❡♥s ♦❢ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤❛t
s❝r❡❡♥ ❛t ✐♥✜♥✐t②✳ ❇② ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ ❝❡rt❛✐♥ ♣✐①❡❧s ♦♥ t❤❡ s❝r❡❡♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛
♥✐❣❤t s❦②✳ ❚❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❣❡♥❡r❛t❡s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❢❡❞ t♦ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧
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✹✳✸ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✐♥❣ ❢♦r P✐❝❙❛t

❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ✜❡❧❞s✱ ❢r♦♠ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② t♦ st❛t✐st✐❝s✱ ♣❛r❛♠❡t❡r
❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❞❛t❛ ✜❧t❡r✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♣r♦❜❛❜❧② ❛s ♠❛♥② ✇❛②s t♦
♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ✜❡❧❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✉s❡❞✳ ■ ♣❡rs♦♥❛❧❧②
t❡♥❞ t♦ ✈✐❡✇ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ❛s ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥ ❡st✐♠❛t♦rs✱ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♦✉r❝❡s ♦❢
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ s②st❡♠ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡✐r st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ✐s t❤❡
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ ❞✉❡ t♦ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❜② t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✲✈❡❧♦❝✐t②✲❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧✳ ❇✉t s✐♥❝❡ t❤❡
♣❛②❧♦❛❞ ❤❛s ♥♦ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥
✐s ♦❢ ❧✐tt❧❡ ✐♥t❡r❡st✱ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙✐♥❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ✇❛s ❛ ❝♦♥❝❡r♥ ♦♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ❙❚▼✸✷❋✸ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✱
■ ❛❞♦♣t❡❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✲✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✳✶

■♥t❡❣r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❛r❡ ❞♦♥❡ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② f ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♣❡r✐♦❞ dt✱
❛ ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡✿ tk = k × dt ❝❛♥ ❜❡ ❛❞♦♣t❡❞✳ ■♥ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥✲✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Xk =




xstar(tk)
ystar(tk)

vx,star(tk) dt
vy,star(tk) dt


 ✭✹✳✶✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② dt t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ t♦
❤❛✈❡ ❛❧❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ✉♥✐t✳ ❚❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ tk+1 ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ tk✿

Xk+1 = AXk + ǫk ✭✹✳✶✹✮

❲❤❡r❡ A ✐s t❤❡ st❛t❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ǫk r❡♣r❡s❡♥ts ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ✏♥♦✐s❡✑ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥
t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ ǫk ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r❝❡s
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① A✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ t❤❡s❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠
✈❡❝t♦r✳ ❚❤✐s r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ǫk ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ ♦❢ ♠❡❛♥ ✵✱ ❛♥❞ ♦❢
❝♦♥st❛♥t ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Q✿

ǫk ∼ N (0, Q) ✭✹✳✶✺✮

❚❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① A ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❧♦♦♣✱ ❛♥❞ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ A ✇✐❧❧ ❜❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❧❛t❡r✳ ❇✉t ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①❛♠♣❧❡✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ♠♦❞❡❧✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡✿

A =




1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1


 ✭✹✳✶✻✮

✶●♦✐♥❣ ❢r♦♠ ❛ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✹ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s t♦ ✻ ✐s ❛ ❜✐❣ ❞❡❛❧✿ ✐♥ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦
✐♥✈❡rt ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ s✐③❡ n×n✱ ✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❡①t❡r♥❛❧
❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❧✐❜r❛r✐❡s✱ ■ ❤❛❞ t♦ ♣r♦❣r❛♠ ❡✈❡r② ♠❛tr✐① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♠②s❡❧❢ ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭②❡s✱
❢r♦♠ ♠❛tr✐① ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✐♥✈❡rs✐♦♥✳ ✳ ✳ ✮✳ ❆♥❞ ✐t t✉r♥s ♦✉t t❤❛t ❢♦r n ≤ 4✱ t❤❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ❈❛②❧❡②✲❍❛♠✐❧t♦♥ ❢♦r♠✉❧❛✳ ❋♦r n = 6✱ ✐t ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥②♠♦r❡✳ ✳ ✳
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❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ r❡❛❧ t✐♠❡ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✿ X̂k✳ ❚♦ ❞♦
s♦✱ t✇♦ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞✿ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✿
✜rst ❛♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥❀ s❡❝♦♥❞❧②✱ ❛
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡
r❡s✉❧t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❣✐✈❡s ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ tr✉❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r❀ ✜♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ ♠❡r❣❡❞
t♦❣❡t❤❡r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✳

✹✳✸✳✶ ❙t❛t❡ ✈❡❝t♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥

❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ tk ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ♥♦t
♣❡r❢❡❝t✱ ❛♥❞ ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① Pk ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ s②st❡♠ ❜❡❤❛✈❡s ✭✈✐❛ t❤❡ ♠❛tr✐① A✮✱ ✇❡ ❝❛♥
♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤✐s ♣r❡✈✐♦✉s ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ tk t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♥❡✇ st❛t❡
✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ tk+1✿

X̂k+1 = AX̂k ✭✹✳✶✼✮

❲❤✐❧❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠❛tr✐① A✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦
♣r♦♣❛❣❛t❡ t❤❡ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❡st✐♠❛t❡ ❤❛❞ ❛ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
Pk✳ ❚❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s t❤✉s✿

Pk+1 = APkA
T ✭✹✳✶✽✮

Pr♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① t❤✐s ✇❛② ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❛tr✐① A ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ ❛♥❞ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♥♦✐s❡ ǫ✳ ❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤✐s ♥♦✐s❡✱ ❛ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥❡✇ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ r✐❣♦r♦✉s ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ t❤✐s ✐s t♦ ❛❞❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♥♦✐s❡ ǫ✿

Pk+1 = APkA
T +Q ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

X̂k+1 = AX̂k ✭✹✳✷✵✮

Pk+1 = APkA
T +Q ✭✹✳✷✶✮

❲✐t❤♦✉t ❛♥② ♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤✐s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐❧❧
❣✐✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s ❡①❛❝t❧② ❛s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①
A✱ ✇✐t❤ ❡✈❡r ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✭limk−→∞ ‖Pk‖ = ∞✮✳

✹✳✸✳✷ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t

❚❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ s♦♠❡
❝❛s❡s✱ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐ts❡❧❢ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞✱ ❜✉t t❤✐s ♠❛② ♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡
❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ♦♥❧② ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛❞❡ ✐s
t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Z ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ❧✐♥❡❛r❧② ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X✿

Zk+1 = HXk+1 + ζk+1 ✭✹✳✷✷✮

❲❤❡r❡H ✐s ❛ ♠❛tr✐① r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ζ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣
t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡✿

ζk+1 ∼ N (0, R) ✭✹✳✷✸✮



✻✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✹✳ ❚❘❆❈❑■◆● ❆▲●❖❘■❚❍▼

✹✳✸✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ ❞❛t❛ ❢✉s✐♦♥

●✐✈❡♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r X̂ap
k+1✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ s②st❡♠

✐s✿
Yk+1 = HX̂ap

k+1 ✭✹✳✷✹✮

❆♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s
r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✿

Zk+1 − Yk+1 = H
(
Xk+1 − X̂ap

k+1

)
+ ζ ✭✹✳✷✺✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ q✉❛♥t✐t② ✐s s♦♠❡t✐♠❡s r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ✏✐♥♥♦✈❛t✐♦♥✑✱ ✐♥ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■❢
✇❡ ♠✉❧t✐♣❧② t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❜② ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♠❛tr✐① K ❛♥❞ ❛❞❞ ✐t t♦ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❡
❣❡t✿

X̂k+1 = X̂ap
k+1 +KH

(
Xk+1 − X̂ap

k+1

)
+Kζ ✭✹✳✷✻✮

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r X̂ap
k+1 ✐s Xk+1✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ❢♦r X̂k+1 ✐s ❛❧s♦ Xk+1✱ ♥♦

♠❛tt❡r ✇❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ K ✐s✳ X̂k+1 ✐s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤♦s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥
❜❡ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ❜② ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐① K✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ P ap

k+1 t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①

♦♥ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ X̂ap
k+1✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦♥ X̂k+1 ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Pk+1 = (I −KH)P ap
k+1

(
I −HTKT

)
+KRKT ✭✹✳✷✼✮

❚❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ t❡r♠s ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① ❣✐✈❡ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ♦♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❚❤❡s❡ ✈❛r✐❛♥❝❡s ❛r❡ ❛❧❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇❤❡♥ t❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① ✐s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤❡ tr❛❝❡ ♦❢ Pk+1
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Tr (Pk+1) = Tr
(
P ap
k+1

)
− Tr

(
KHP ap

k+1

)
− Tr

(
P ap
k+1H

TKT
)
+Tr

(
K

(
HP ap

k+1H
T +R

)
KT

)

❉❡r✐✈✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ij✲t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ K ❧❡❛❞s t♦✿

∂Tr (Pk+1)

∂Kij

= −
[
HP ap

k+1

]

ji
−

[
P ap
k+1

T
HT

]

ij
+

[
K

(
HP ap

k+1H
T +R

)]

ij
+

[
K

(
HP ap

k+1H
T +R

)]

ji

❆♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝✿

∂Tr (Pk+1)

∂Kij
= −2

[
P ap
k+1H

T
]
ij
+ 2

[
K
(
HP ap

k+1H
T +R

)]
ij

❙❡tt✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s t♦ ✵ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ tr❛❝❡ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡
❣❛✐♥ K ✭s♦♠❡t✐♠❡s ❛❧s♦ r❡❢❡r t♦ ❛s t❤❡ ✏❜❧❡♥❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r✑✮✿

K = P ap
k+1H

T
(
HP ap

k+1H
T +R

)−1
✭✹✳✷✽✮

✹✳✸✳✹ ❙✉♠♠❛r②✿ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❡q✉❛t✐♦♥s

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✇♦r❦s ✐♥ s❡✈❡r❛❧ st❡♣s✿

❙t❛t❡ ✈❡❝t♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡ tk ✐s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ t♦ t❤❡
♥❡①t t✐♠❡st❡♣ tk+1 ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ♥❡✇ st❛t❡ ✈❡❝t♦r
❡st✐♠❛t❡✿

X̂ap
k+1 = AX̂k ✭✹✳✷✾✮

P ap
k+1 = APkA

T +Q ✭✹✳✸✵✮
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■♥♥♦✈❛t✐♦♥✱ ♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♣❞❛t❡ ❆ ❧✐♥❡❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Z ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱
❛♥❞ ❜❧❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛t t✐♠❡
tk+1✿

X̂k+1 = X̂ap
k+1 +K

(
Z −HX̂ap

k+1

)
✭✹✳✸✶✮

❲✐t❤✿
K = P ap

k+1H
T
(
HP ap

k+1H
T +R

)−1
✭✹✳✸✷✮

❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s t❤❡♥✿

Pk+1 = (I −KH)P ap
k+1

(
I −HTKT

)
+KRKT ✭✹✳✸✸✮

✭✹✳✸✹✮

❲❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐♥t♦✷✿

Pk+1 = (I −KH)P ap
k+1 ✭✹✳✸✺✮

✹✳✹ ❋❛st ❛♥❞ s✐♠♣❧❡✿ ❜❛r②❝❡♥t❡r✲❜❛s❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✹✳✹✳✶ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛s② ✇❛② t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ s✐♥❣❧❡ ♣✐①❡❧ ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✳
❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❣♦ ❛r♦✉♥❞ t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s t♦ ✉s❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝②❝❧❡ t♦ ✏❣✉❡ss✑ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡st ✇❛② t♦ ❞♦ s♦
✐s t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ✇❛② ❛s ✇❤❛t ✐s ✉s✉❛❧❧② ❞♦♥❡ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ st❛r ✉s✐♥❣ ❛
✷❉ ❞❡t❡❝t♦r✿ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❜❛r②❝❡♥t❡r✳

❆t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡st❡♣ tk+1✱ t❤❡ ❧❛st n ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s②st❡♠✬s ♠❡♠♦r②✱ n
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❊❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t ❝♦♥t❛✐♥s
t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✱ s❡t t♦ t❤❡ ❜❡st st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ♣❧✉s t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡
♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❝♦✉♥t ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✿

(x̂j + xmod,j , ŷj + ymod,j , cj) ✭✹✳✸✻✮

❋r♦♠ t❤✐s s❡t ♦❢ n ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
✉s✐♥❣✿

xbary,k+1 =

∑k
j=(k−n+1) cj (x̂j + xmod,j)

∑k
j=(k−n+1) cj

✭✹✳✸✼✮

ybary,k+1 =

∑k
j=(k−n+1) cj (ŷj + ymod,j)

∑k
j=(k−n+1) cj

✭✹✳✸✽✮

✷❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✉s❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛✐♥ ♠❛tr✐① K✿

Pk+1 = P ap
k+1 −KHP ap

k+1 − PHTKT +KHP ap
k+1H

TKT +KRKT

= (I −KH)P ap
k+1 − P ap

k+1H
TKT +K(HP ap

k+1H
T +R)KT

= (I −KH)P ap
k+1 − P ap

k+1H
TKT + P ap

k+1H
TKT

= (I −KH)P ap
k+1
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■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ x̂j ❛♥❞ ŷj ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ❛r❡ ❝❤❛♥❣✐♥❣
❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳ ❆t ✜rst ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ t❤❡② ❛r❡ ❡✈♦❧✈✐♥❣ ❛t ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t② ✭❑❛❧♠❛♥
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ x̂j ❜② x̂k − (k − j)v̂x,k dt✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡✿

xbary,k+1 ≃
∑k

j=(k−n+1) cj (x̂k − (k − j)v̂x,k dt+ xmod,j)
∑k

j=(k−n+1) cj

=

∑k
j=(k−n+1) cj (x̂k + v̂x,k dt+ xmod,j)

∑k
j=(k−n+1) cj

−
∑k

j=(k−n+1)(k − j + 1)cj
∑k

j=(k−n+1) cj
× v̂x,kdt

✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r y✳
❙✐♥❝❡ x̂k+v̂x,k dt ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ❛t tk+1✱ t❤❡

✜rst ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛r♦✉♥❞
t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
st❛r✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ✐s ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t❡❣r❛t❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥✿

Zk+1 = Hk+1Xk+1

Hk+1 =



1 0 −

∑k
j=(k−n+1)(k−j+1)cj
∑k

j=(k−n+1) cj
0

0 1 0 −
∑k

j=(k−n+1)(k−j+1)cj
∑k

j=(k−n+1) cj




❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛tr✐① H ✐s ♥♦t ❛ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ✈❛r✐❡s ❛t ❡❛❝❤ ✐t❡r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s ♥♦t ❛ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ♦❢ t❤❡
❑❛❧♠❛♥ ❣❛✐♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛
❝♦♥st❛♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛tr✐①✳

❖♥❡ ❧❛st ♣✐❡❝❡ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑❛❧♠❛♥
✜❧t❡r t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✐s t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① R✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡
❞✐r❡❝t❧② t❛❦❡♥ ❜② s❡♥s♦rs✱ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳
■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❡st✐♠❛t❡✱ t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❯s✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥s
♦❢ ✶ ♠s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦✉♥ts ❡①♣❡❝t❡❞ ♦♥ ❛ st❛r ❧✐❦❡ β P✐❝t♦r✐s
✐s ∼ 100✳ ■❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❤❛s ✶✵ ♣♦✐♥ts s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦❢ r❛❞✐✉s ❡q✉❛❧s t♦ ❤❛❧❢
t❤❡ ❋❲❍▼ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ❝♦✉♥t ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❡❛❝❤ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐s ≃ 50✳
❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❡♥✿

σbary ≃

√∑10
k=1

(√
50× FWHM/2

)2
∑10

k=1 50
≃ FWHM ≃ 0.1 µm ✭✹✳✸✾✮

❚❤✐s ♥♦✐s❡ ✈❛❧✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ❢♦r ♦❢ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❡♥t❡r❡❞
♦♥ t❤❡ st❛r✱ ✇✐t❤ ❛ ✜①❡❞ st❛r✱ ❛♥❞ ❛ ❝❡♥tr♦✲s②♠♠❡tr✐❝ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■❢ t❤❡ st❛r ✐s ♠♦✈✐♥❣✱
✐❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✐s ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥
t❤❡ st❛r✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ ❜✐❛s❡❞✱ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ♥♦✐s❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① R ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡✿

R =

(
0.01 t♦ 1 µm2 0 µm2

0 µm2 0.01 t♦ 1 µm2

)
✭✹✳✹✵✮
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✹✳✹✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♥♦✐s❡

❚❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s②st❡♠✱ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❛tr✐① s❤♦✉❧❞ r❡✢❡❝t ❛ ♣❤②s✐❝❛❧
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
st❛t❡ ✈❡❝t♦r ❛r❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❆❉❈❙ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡
❍②♣❡r✐♦♥ ✐❆❉❈❙✶✵✵ ❤❛s ♥❡✈❡r ✢♦✇♥ ❜❡❢♦r❡ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦
♦♥✲s❦② ❞❛t❛✳

■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐s t♦ ✉s❡ ❛♥ ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❛❞❥✉st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❆❉❈❙ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ ❛♥❞ ❡s✲
♣❡❝✐❛❧❧② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✱
❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❞❛♠♣✐♥❣ s❡❡♠s ❛❞❡q✉❛t❡✳

❙✉❝❤ ❛ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✉s❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨
❋r✐♥❣❡ ❚r❛❝❦❡r ❬▼❡♥✉ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r✿

xk+1 = a1xk − a2xk−1 + ǫ ✭✹✳✹✶✮

❲✐t❤ ǫk ❛ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ a1, a2 t✇♦ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ξ
❛♥❞ t❤❡ ❝✉t♦✛ ❢r❡q✉❡♥❝② f0 ❜②✿

a1 = 2 exp (−2πξf0dt) cos
(
2πf0dt

√
1− ξ2

)
✭✹✳✹✷✮

a2 = exp (−4πξf0dt) ✭✹✳✹✸✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✶ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ❛✉t♦✲r❡❣r❡ss✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ st❛t❡
✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t ❜② ✇r✐t✐♥❣✿

xk+1 = a1xk − a2 (xk − vxkdt)

= (a1 − a2)xk + a2vx,kdt

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

vx,k+1dt ≃ xk+1 − xk

= (a1 − a2 − 1)xk+1 + a2vx,kdt

■♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
♠♦❞❡❧ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① A ❣✐✈❡♥ ❜②✿

A =




a1 − a2 0 a2 0
0 a1− a2 0 a2

a1 − a2 − 1 0 a2 0
0 a1− a2− 1 0 a2


 ✭✹✳✹✹✮

❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡❧❡❝t ❛ ♣r♦❝❡ss ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐✲
❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✉s❡❞ t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
♠❛tr✐① Q ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✸✵✮✳ ❈♦♠❜✐♥✐♥❣
t❤❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♥♦✐s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡
♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✱ ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ st❛t❡ ✈❡❝t♦rs ✉s✐♥❣✿

X0 = 0 ✭✹✳✹✺✮

Xk+1 = AXk+1 +N (0, Q) ✭✹✳✹✻✮









✹✳✺✳ ❊❳❚❊◆❉❊❉ ❑❆▲▼❆◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ✼✶

✈❛❧✉❡s✸✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✿
{
xmod = rmod cos

(
2kπ
10

)

ymod = rmod sin
(
2kπ
10

) k ∈ {0 . . . 9} ✭✹✳✹✽✮

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r✴❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦
❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶✱ ✹✳✶✷✱ ❛♥❞ ✹✳✶✸✳

❚❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ❤❛s ♥♦ ♣r♦❜❧❡♠ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ st❛r ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦s✱
❜✉t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ✶✸✪ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ st❛❜✐❧✐t② ❛t ✶ ❦❍③✳ ■♥
t❤❡ t❤✐r❞ s❝❡♥❛r✐♦ ✭❆❙❚❊❘■❆ ❡rr♦rs✱ s❝❛❧❡❞ ✉♣ t♦ ✶✵ ❛r❝s❡❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥✮✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❡✈❡♥
✇♦rs❡✱ ✇✐t❤ ❛ ✈❡r② ✉♥st❛❜❧❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✭♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡✿ ✼✼ ❆❉❯✱ st❛♥❞❛r❞✲❞❡✈✐❛t✐♦♥✿ ✸✺ ❆❉❯✮✳
❆❧t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❝❛♥ ❡♥s✉r❡ t❤❛t s♦♠❡ ❧✐❣❤t ❛❧✇❛②s r❡❛❝❤❡s t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛②
❜❡ ✉s❡❢✉❧ ❢♦r s♦♠❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♥♦t ❣♦♦❞ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

✹✳✺ ▲✐✈✐♥❣ t❤❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❧✐❢❡✿ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠

✹✳✺✳✶ ▲✐♠✐ts ♦❢ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✇✐❝❤ ✉s❡s ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❜❛r②❝❡♥t❡r
❛s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ✐s ✐ts ❧❛❝❦ ♦❢ r❡❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❤✐❣❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢
t❤❡ st❛r✳ ❊st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦✐♥ts
❛❝q✉✐r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❣✐✈❡s ❛ ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛r
✐s ♠♦✈✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r❡❧❛t✐✈❡❧② r♦❜✉st✳ ❊✈❡♥ ✐❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐s ♥♦t ❣r❡❛t✱ ❛t ❧❡❛st t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❧✇❛②s ❣♦❡s ✐♥ t❤❡ ✏r✐❣❤t ❞✐r❡❝t✐♦♥✑✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢
t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s t❤❛t ✐t ✐s str♦♥❣❧② ❜✐❛s❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
❣❡♦♠❡tr✐❝ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✐❧❧✉str❛t❡s ❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛❜♦✉t 0.8 as ❛✇❛② ❢r♦♠
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✮✳ ❚❤❡
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t❛❦❡s ✶✵ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡♠ ❜②
❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♦✛ ❜② ❛❜♦✉t 0.3 as✳ ❊✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ♥♦✐s❡✲❢r❡❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛r
♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❣♦♦❞✿ t❤❡ ❡st✐♠❛t♦r ✐s ❜✐❛s❡❞✳

❆ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇❛② t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts ❛r❡
❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧②
●❛✉ss✐❛♥✱ ❛♥❞ ❛ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❣✐✈❡s ❛ ❝♦✉♥t ✈❛❧✉❡ c ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②✿

c(xfib, yfib, xstar, ystar) = cmax exp

(
−(xfib − xstar)

2 + (yfib − ystar)
2

2σ2

)
✭✹✳✹✾✮

■❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❦♥♦✇♥ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs cmax ❛♥❞ σ✮✱
t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ♣♦s✐t♦♥
❛♥❞ t❤❡ st❛r✳ ❆ s✐♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t t❤✉s ❣✐✈❡s ❛ ❝✐r❝❧❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛r ✐s ❧♦❝❛t❡❞✱ ❛♥❞
♠✉❧t✐♣❧❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ tr✐❧❛t❡r❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ st❛r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✻✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧t② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡
❞✐✣❝✉❧t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐❢ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✸❍❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇✐❧❧ ❝②❝❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚❤✐s ✐s
♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡✲❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ st❛rts✱ ❛♥❞
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ❜✉r❞❡♥ ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✳









✹✳✺✳ ❊❳❚❊◆❉❊❉ ❑❆▲▼❆◆ ❆▲●❖❘■❚❍▼ ✼✺

❆ ❢❛st❡r ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s s❛♠❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ❧✐♥❡❛r✐③✐♥❣ t❤❡ tr✐❧❛t❡r❛t✐♦♥✳ ■❢
✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐s ✏♥♦t t♦♦ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡✑ ✭✇❤❛t❡✈❡r
t❤❛t ♠❡❛♥s✮✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✾ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✐♥ (xstar, ystar)✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✱
t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡ ✐s t❛❦❡♥ ❛t t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ❡st✐♠❛t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥
♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✹✾ r❡❛❞s✿

c(xfib, yfib, xstar, ystar) ≃ c(xfib, yfib, 0, 0)
[
1 +

xstar xfib
σ2

+
ystar yfib

σ2

]
✭✹✳✺✵✮

■❢ t❤❡ ✜❜❡r st❛②s ♦♥ t❤❡ 0.5FWHM ❝✐r❝❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ c(xfib, yfib, 0, 0) = cmax/2✱ ❛♥❞ t❤✉s✿

xstar xfib
σ2

+
ystar yfib

σ2
=

c(xfib, yfib, xstar, ystar)

cmax
− 1 ✭✹✳✺✶✮

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡✳ ■♥ t❤✐s ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥
tr✐❧❛t❡r❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❧✐♥❡ ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡✳
❚❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ❜② ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
♣♦✐♥t ✇❤✐❝❤ ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ ❛❧❧ ❧✐♥❡s ✭♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ✇❡✐❣❤t✐♥❣ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❧✐♥❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✮✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❧✐♥❡❛r✱ t❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹❜ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ tr✐❧❛t❡r❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ✐♠♣r♦✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❜❛r②❝❡♥t❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✹✳✺✳✷ ▲✐♥❡❛r✐③❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✉❜s❡❝t✐♦♥✱ ■ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ❝❛♥ ❜❡
✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② s✇✐t❝❤✐♥❣ t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t t②♣❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs
❛❝t✉❛❧❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❞✐r❡❝t ✇❛② t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤r♦✉❣❤ ✇❤❛t ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛♥
❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✳

❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♣❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❝♦♥tr♦❧ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r s②st❡♠s✳ ■♥
t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✭❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✹✳✹✾✮✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✭Z = HX✱ ❛s
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✸✮✳ ❇✉t ✐❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡ ✈❡❝t♦r ✐s ❝❧♦s❡
t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥❡✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡q✉❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❡st✐♠❛t❡✳
❉❡♥♦t✐♥❣ Zk+1 = Z(Xk+1) t❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛❞❡ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k + 1✱ ✇❤❡♥ t❤❡
st❛t❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✐s Xk+1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

Z(Xk+1) = Z(X̂ap
k+1 +Xk+1 − X̂ap

k+1) ✭✹✳✺✷✮

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❛❞s✹✿

Z(Xk+1) = Z(X̂ap
k+1) +

[
∂Z

∂X

(
X̂ap

k+1

)] [
X̂ap

k+1

]
✭✹✳✺✸✮

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k + 1 ✐s s✐♠♣❧② ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Yk+1 = Zk+1(X̂
ap
k+1) ✭✹✳✺✹✮

❲❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

Zk+1 − Yk+1 =

[
∂Z

∂X

(
X̂ap

k+1

)] [
Xk+1 − X̂ap

k+1

]
✭✹✳✺✺✮

✹❆❣❛✐♥✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❤②♣❡r♣❧❛♥❡✱ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✬s st❛t❡ s♣❛❝❡✳
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❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✺✺ ❤❛s t❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❛s ❊q✉❛t✐♦♥ ✹✳✷✺✱ r❡♣❧❛❝✐♥❣ H ❜② t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥
♦❢ Z✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r✐③❡❞ ✐♥♥♦✈❛t✐♦♥ ❡q✉❛t✐♦♥✿

Hk+1 =
∂Z

∂X

(
X̂ap

k+1

)
✭✹✳✺✻✮

X̂k+1 = X̂ap
k+1 +K (Zk+1 − Yk+1) ✭✹✳✺✼✮

Pk+1 = (I −KHk+1)P
ap
k+1 ✭✹✳✺✽✮

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✐t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Z ❛❝t✉❛❧❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐♦♥ ♥✉♠❜❡r k + 1✱ s✐♥❝❡ ✐t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
♣❛tt❡r♥✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ (xmod,k, ymod,k) t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛t ✐t❡r❛t✐♦♥ k✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Hk =

(
∂η
∂x(xmod,k, ymod,k) 0 0 0

0 ∂η
∂y (xmod,k, ymod,k) 0 0

)
✭✹✳✺✾✮

✇✐t❤ η(x, y) t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Yk = η(xmod,k, ymod,k) ✭✹✳✻✵✮

❆♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞
t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr②✿

Rk =
(
Zk + (0.13× Yk)

2
)

✭✹✳✻✶✮

❚❤❡ ❞♦✇♥s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜t❡r ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t ✐s t❤❛t
✐t r❡q✉✐r❡s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡ η✳ ■❞❡❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ✐♥t❡♥t✐st② ✭✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❛r❣❡t st❛r ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
t✐♠❡✮ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❝❛♥ ✈❛r② ❞✉❡ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧
❡✛❡❝ts✱ ❛♥❞ ❛ s♦❢t✲r❡❛❧ t✐♠❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡
♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ r✉♥♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r✳

✹✳✺✳✸ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❚❤❡ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱
❛♥❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✺✳ ❚❤❡ ❡♥t✐r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ▲❡✈❡❧✲✷
❙✲❋✉♥❝t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ✜❧t❡r ❞♦❡s ♥♦t ✇♦r❦ ✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ✉♥✐ts ✭♠✐❝r♦♥s ♦r ❛r❝s❡❝♦♥❞s✮✱ ❜✉t
✐♥ ❆❉❯✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❝♦♠♠❛♥❞ s♣❛❝❡ ✭✵✲✻✺✺✸✺ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♣✐❡③♦
r❛♥❣❡✮✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦ ✐s ❢❡❞ ❜② t❤❡ ✜❜❡r ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✐♥ ❆❉❯✮✱ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ st❛r ✈❡❧♦❝✐t②
❢r♦♠ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ ✭❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❆❉❯✴✐t❡r❛t✐♦♥✮✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ ❛ s❡t
♦❢ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ✐ts ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ s♣❛❝❡ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r♠❛❧ ❞✐st♦rs✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝❛♥ ❜✐❛s t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❝❛♥ ❜❡ s❡t t♦ ✉s❡ ♦r ❞✐s❝❛r❞ t❤❡s❡ ♠❡❛s✉r❡✲
♠❡♥ts✱ t♦ t❡st t❤❡ t✇♦ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ t✇♦ ✈❡rs✐♦♥s ✭✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ❣②r♦
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✢✐❣❤t s♦❢t✇❛r❡✳

❚♦ s✐♠♣❧✐❢② ❛❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛st✐❣♠❛t✐❝ ❣❛✉ss✐❛♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✿

η(x, y) = η0 exp

{
−(cos(θ)x− sin(θ)y)2

2σ1
2 − (cos(θ)y + sin(θ)x)2

2σ2
2

}
✭✹✳✻✷✮





























✹✳✻✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✾✶

❙❝❡♥❛r✐♦ ✶ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✷ ❙❝❡♥❛r✐♦ ✸

❇❛r②❝❡♥t❡r ❑❛❧♠❛♥
❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✷✼ ❛s ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✷✶ ❛s ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✹✻ ❛s
P❤♦t✳✿ ✶✹✽ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✶✸✸ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✷✹✸ ♣♣♠

❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥
❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✺ ❛s ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✺ ❛s ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✸✽ ❛s
P❤♦t✳✿ ✶✶✵ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✶✶✵ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✶✽✻ ♣♣♠

❊①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥
❙t❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥

❖
✉
t❡
r ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✽ ❛s

❖
✉
t❡
r ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✽ ❛s

❖
✉
t❡
r ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✸✼ ❛s

P❤♦t✳✿ ✶✸✵ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✶✸✶ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✷✵✽ ♣♣♠

■♥
♥
❡r ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✽ ❛s

■♥
♥
❡r ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✽ ❛s

■♥
♥
❡r ❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✸✼ ❛s

P❤♦t✳✿ ✼✵ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✼✵ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✾✻ ♣♣♠

❆
❧❧

❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✽ ❛s

❆
❧❧

❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✶✽ ❛s

❆
❧❧

❚r❛❝❦✳✿ ✵✳✸✼ ❛s

P❤♦t✳✿ ✻✶ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✻✶ ♣♣♠ P❤♦t✳✿ ✽✼ ♣♣♠

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ❙✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ❢♦r ❡❛❝❤ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋♦r
t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ❛♥❞ t❤❡ st❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❢♦r
t❤❡ ♦✉t❡r ❝✐r❝❧❡✱ t❤❡ ✐♥♥❡r ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ ❛ ♥♦✐s❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✭✏❛❧❧ ♣♦✐♥t✑✮✳
❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s t❤❡ 1σ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛r ❛♥❞ t❤❡
❡st✐♠❛t❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭❛t ✶ ❦❍③✮✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s t❤❡ 1σ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡
♣❤♦t♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs✱ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐♥ ♣♣♠✴❤r
❜② ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜②

√
1 hr/1 ms✳

♣♦ss✐❜❧❡ ❧♦✇❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐❆❉❈❙✶✵✵ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ r❡❛❧ ❆❙❚❊❘■❆
❡rr♦rs ❧❡❛❞s t♦ ❛ t♦t❛❧ ♥♦✐s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜✉❞❣❡t❡❞ ♥♦✐s❡✳

❖✈❡r❛❧❧✱ ✇✐t❤ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ♦❢ t✇❡❛❦✐♥❣ ♥♦t ✉♥❢❛♠✐❧✐❛r t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐❤t♠s✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛
❑❛❧♠❛♥ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ r✉♥♥✐♥❣ ❛t ✶ ❦❍③ ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
♠✐ss✐♦♥✺✳

✺❆t ❧❡❛st ❢r♦♠ ❛ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✳ ■ ✇✐❧❧ s❤♦✇ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ t❤❛t tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs ♠❛② ♥♦t ❜❡ t❤❡
❞♦♠✐♥❛t✐♥❣ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦✐s❡✱ ✐♥ t❤❡ ❡♥❞✳ ✳ ✳





❈❤❛♣t❡r ✺

❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙♦❢t✇❛r❡

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
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✺✳✸✳✶ ❚❛s❦s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
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✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✿ ▲♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✵



✾✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊▼❇❊❉❉❊❉ ❙❖❋❚❲❆❘❊

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣❡♥❡r❛❧ ♣❤✐❧♦s♦♣❤②

✺✳✶✳✶ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ■ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s❡❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜❜❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡
t❛r❣❡t st❛r✱ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❇✉t ❞❡s✐❣♥✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣ ❛♥❞ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ♣❛②❧♦❛❞
❡✛❡❝t✐✈❡❧② tr❛❝❦✐♥❣ β P✐❝t♦r✐s ❛r❡ t✇♦ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t t❤✐♥❣s✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❧✐❡s t❤❡ ❙❚▼✸❋✸
♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❞❛✉♥t✐♥❣ t❛s❦✿ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐t✳ ■ s♣❡♥t ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ♠②
t❤❡s✐s t✐♠❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ ✢✐❣❤t✲s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✳

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣r♦❝❡ss
✇❛s t♦ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✢✐❣❤t s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✿ ❛ ❜♦♦t❧♦❛❞❡r✱ ❛♥❞ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✢✐❣❤t s♦❢t✇❛r❡ ✇✐t❤ ♥❡✇ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ♦r t♦ r❡♣r♦❣r❛♠
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ✢✐❣❤t✳

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤✐❧♦s♦♣❤② ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❛❞♦♣t ❢♦r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s♦❢t✇❛r❡ ✭❜♦♦t✲
❧♦❛❞❡r ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✮ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞✉❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❛❧❧ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭❞r✐✈❡rs ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞✇❛r❡ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✱ ♣r♦❝❡ss♦r
❝❧♦❝❦s ❛♥❞ ❜✉s ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳✮ ❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ❜② ❞✐r❡❝t❧② ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♠✐❝r♦❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r r❡❣✐st❡rs✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛♥❞ ✈❡r② ❧❛❜♦r ✐♥t❡♥s✐✈❡✳ ❇✉t ✇✐t❤ t❤✐s str❛t❡❣②✱ ■ ❤❛❞
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❞r✐✈❡rs✱ ❛♥❞ ■ ❛✈♦✐❞❡❞ t❤❡ ✉♥♥❡❝❡s✲
s❛r② ❛♥❞✴♦r ✉♥❝♦♥tr♦❧❧❡❞ s✐❞❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r✐❡s ✭s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❍❆▲ ❧✐❜r❛r② ❢♦r t❤❡
❙❚▼✸✷ ♣r♦❝❡ss♦r✮✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛♥❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
t❤❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t②✱ t❡st❛❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ■ ❜❛s❡❞ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s♦❢t✇❛r❡ ♦♥ t❤❡ ●❊❘■❈❖❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦
❬P❧❛ss♦♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❢❛❝✐❧✐t❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
■ ❤❛❞ ♥♦ ❡①t❡r♥❛❧ ❧✐❜r❛r② t♦ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ✐t✳

✺✳✶✳✷ ❚❡st✐♥❣

❊①❝❡♣t ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲
❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❤✐❣❤❧② ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❞✐✣❝✉❧t t♦ t❡st✳ ❇❡❝❛✉s❡
♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❞r✐✈❡rs ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✈❡r② ❧✐♠✐t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t② ❛♥❞✴♦r ❛❞❥✉st❛❜❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡
t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✏♦♥ t❤❡ ✢♦✇✑ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇❡r❡ ✉s✉❛❧❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡✐r
r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳

❚❤❡ s♠❛❧❧ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐ts ❧✐♠✐t❡❞ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡
❢♦r ♠❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ✏❢✉❧❧✲s❝❛❧❡✑ ♦♥✲❣r♦✉♥❞ t❡st✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❡st✲❜❡♥❝❤ ✇❛s ❜✉✐❧t ❛t
▲❊❙■❆✱ ❛♥❞ ■ t❡st❡❞ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡
♦t❤❡r s②st❡♠s ♦♥ t❤✐s ❜❡♥❝❤✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡✳

✺✳✷ ❇♦♦t❧♦❛❞❡r

✺✳✷✳✶ ❖✈❡r✈✐❡✇

❚❤❡ P✐❝❙❛t P❛②❧♦❛❞ ❇♦♦t❧♦❛❞❡r ✭PP❇✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉r♣♦s❡s✿ t♦
♠✐t✐❣❛t❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❜✉❣s ✐♥ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ s♦❢t✇❛r❡ ✭❞✐✣❝✉❧t t♦ t❡st t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥ t❤❡
❧❛❜♦r❛t♦r② ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✱ ❛♥❞ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❛r❣❡ts ♦t❤❡r t❤❛♥ ❜❡t❛
P✐❝t♦r✐s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② r❡q✉✐r❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
❞✐✛❡r❡♥t tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❞♦✉❜❧❡ st❛r✶✮✳

✶α Cen❄ ❨❡s✱ ■ ❤❛❞ ❛♠❜✐t✐♦✉s ❞r❡❛♠s ❛❜♦✉t t❤✐s ♣❛②❧♦❛❞✳ ✳ ✳



✺✳✷✳ ❇❖❖❚▲❖❆❉❊❘ ✾✺

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣♦✐♥t ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ ❜♦♦t❧♦❛❞❡r ❢♦r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♠✐❝r♦❝❤✐♣ ✇❛s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡✲✇r✐t❡
t❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r② ✇❤✐❧❡ ✐♥✲✢✐❣❤t✳ ❚❤✐s ✐s ❝r✐t✐❝❛❧ ❢♦r ❛♥② s♦❢t✇❛r❡ ✉♣❞❛t❡✳ ❆s t❤✐s ♣✐❡❝❡ ♦❢
s♦❢t✇❛r❡ ✐s ❤✐❣❤❧② ❝r✐t✐❝❛❧✱ ■ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐ts ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ✐♥ ♠✐♥❞✿

• s✐♠♣❧✐❝✐t②✿ ■ ❦❡♣t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t✐❡s ❛s ❧♦✇ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t②
✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ♠❛①✐♠✐③❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳

• ❝♦♠♣❛❝✐t②✿ ■ ✇r♦t❡ t❤❡ ❜♦♦t❧♦❛❞❡r ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❧❡❛✈❡ ❡♥♦✉❣❤ s♣❛❝❡
❢♦r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✳

• ❤❛r❞✇❛r❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐s♠✿ t❤❡ ❜♦♦t❧♦❛❞❡r ✉s❡s ♦♥❧② t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② ❤❛r❞✇❛r❡ ♦❢
t❤❡ ❜♦❛r❞✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❤❛r❞✇❛r❡ ❞❡✜❝✐❡♥❝②✱ t❤❡ PP❇ ✇✐❧❧ st✐❧❧
♦♣❡r❛t❡ ♥♦♠✐♥❛❧❧②✳

• s❛❢❡t②✿ t❤❡ PP❇ ✐♠♣❧❡♠❡♥ts ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ❝❤❡❝❦s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t ❛ st✉♣✐❞ ✉s❡r
✭❝♦♠♠❛♥❞✮ ❝❛♥♥♦t ❞❛♠❛❣❡ ✐t✳

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❢❛✐❧❡❞ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡✱ t❤❡
♣❛②❧♦❛❞ ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ♦♣❡r❛t❡✱ t❤❡ PP❇ ❛❧s♦ ❤❛♥❞❧❡s t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❆ ❛♥❞ ❇✮✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❧✇❛②s ❦❡❡♣ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❜♦❛r❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ■ ♠❛❞❡ t❤❡ PP❇ ✐ts❡❧❢ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❈❙❉❙ st❛♥❞❛r❞ ❢♦r ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳
❈❈❙❉❙ ♣❛❝❦❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② r♦✉t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦♦t❧♦❛❞❡r ❜② t❤❡
❖❇❈✳

✺✳✷✳✷ ❯s❛❣❡

❙t❛rt✉♣

❖♥ ♣♦✇❡r✲✉♣✱ t❤❡ ❙❚▼✸✷ ♠✐❝r♦❝❤✐♣ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② st❛rts ❡①❡❝✉t✐♥❣ t❤❡
PP❇ ❝♦❞❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✳ ❚❤❡ ❘❙✹✷✷❛✴❯❆❘❚✹ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ✐ts ❘❳ ✐♥t❡rr✉♣t ❛r❡
❝♦♥✜❣✉r❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ PP❇ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② s❡♥❞s ✐ts ✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❈❈❙❉❙
t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥s✇❡r ♣❛❝❦❡t ✭❛♥s✇❡r✐♥❣ ❛ ❢❛❦❡ ❣❡t❴✈❡rs✐♦♥ ❝♦♠♠❛♥❞✮✳ ■t ✐s t❤❡♥ r❡❛❞② t♦
❛❝❝❡♣t ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❈❈❙❉❙ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ✭❚❈✮ ♣❛❝❦❡ts✳

❙t❛rt✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❙t❛rt✐♥❣ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❆ ♦r ❇✮ st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞ ✐s ❛s ❡❛s② ❛s s❡♥❞✐♥❣
t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦♦t❧♦❛❞❡r✳ ❚❤❡ ❛♣❧♣✐❝❛t✐♦♥ ❝♦❞❡ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ st❛rts✳

❯♣❞❛t✐♥❣ t❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②

❚♦ ✇r✐t❡ ❛ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✱ t❤❡ ✉s❡r s✐♠♣❧② ♥❡❡❞s t♦ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❚❈ ♣❛❝❦❡ts
t♦ ❡r❛s❡ t❤❡ ✜rst s❡❝t♦r t♦ ❜❡ r❡✲♣r♦❣r❛♠♠❡❞✱ ✇r✐t❡ ✐t ✭✉s✉❛❧❧② r❡q✉✐r❡s t✇♦ ♣❛❝❦❡ts ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ✐♥ ♣❛❝❦❡t s✐③❡✮✱ r❡✲r❡❛❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ❛♥❞ ♠♦✈❡ ♦♥ t♦ t❤❡
♥❡①t s❡❝t♦r✳

✺✳✷✳✸ ▼❡♠♦r② ♠❛♣

❚❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r② ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♥ t❤❡ ❙❚▼✸✷❋✸✵✸ ♠✐❝r♦❝❤✐♣ ❤❛s ❛ t♦t❛❧ s✐③❡ ♦❢ ✺✶✷ ❦❇✱ ❛♥❞
✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✷✺✵ s❡❝t♦rs ♦❢ ✷✵✹✽ ❇ ❡❛❝❤✳ ❚❤❡ P✐❝❙❛t P❛②❧♦❛❞ ❇♦♦t❧♦❛❞❡r ✐s ✇r✐tt❡♥ ❛t t❤❡
✈❡r② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✺✾ ❦❇ ✭t❤❡ ✜rst ✷✾ s❡❝t♦rs✱ ✐✳❡✳ s❡❝t♦rs ✵ t♦ ✷✽





✺✳✸✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❙❖❋❚❲❆❘❊✿ ❍■●❍✲▲❊❱❊▲ ❉❊❙■●◆ ✾✼

❚❛s❦ ❍❛r❞✇❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞

●❛t❤❡r✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❍❑ ❞❛t❛ ❆❉❈s✱ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❙❡♥s♦rs✱ ■✷❈✱ ●②r♦s❝♦♣❡
❘❡❣✉❧❛t✐♥❣ ❙P❆❉ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❆❉❈s✱ ❙P❆❉✱ ❙P■✱ ❉❆❈
❆❝q✉✐r✐♥❣ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❚■▼✶✺✱ ❚■▼✸✱ ❙P❆❉✱ ❜✐♥❛r② ❝♦✉♥t❡r
❚r❛❝❦✐♥❣ st❛r ❍❱ tr❛♥s❢✳✱ ❉❆❈s✱ ■✷❈✱ ❙P■✱ ●②r♦✳✱ ♣✐❡③♦ ❆❉❈s
❙❡♥❞✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ r❡♣♦rt t♦ ❖❇❈ ❯❆❘❚✴❘❙✲✹✷✷ ♠♦❞✉❧❡✱ ❯❆❘❚✱ ❉▼❆

❚❛❜❧❡ ✺✳✶✿ ▲✐st ♦❢ t❤❡ t❛s❦s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞ ❞✉r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❙t❛t❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ❖♥✲❇♦❛r❞ ❈♦♠♣✉t❡r ✭❖❇❈✮

✺✳✸ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✿ ❍✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❞❡s✐❣♥

✺✳✸✳✶ ❚❛s❦s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞

❉✉r✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t❛s❦s ❛r❡ ❞❡✈♦t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✳ ❚❤❡s❡ t❛s❦s
❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛♥❞ t♦ ❍♦✉s❡✲❑❡❡♣✐♥❣ ✭❍❑✮ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡✲
♠❡♥t✳ ❆ ❧✐st ♦❢ t❤❡s❡ t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✳

✺✳✸✳✷ ❙t❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡

❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❛s❦s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✺✳✶✱ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ st❛t❡s
❢♦r t❤❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ■ ❣✐✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛t❡ ❞✐❛❣r❛♠
■ ❛❞♦♣t❡❞ ✜r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s♦❢t✇❛r❡✳ ❚❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳

❚❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❢r♦♠ ♦♥❡ st❛t❡ t♦ ❛♥♦t❤❡r ❛r❡ ♠❛✐♥❧② ♠❛♥❛❣❡❞ ❡①t❡r♥❛❧❧② ❜② t❤❡ ❖❇❈✳
❉✉r✐♥❣ s❝✐❡♥❝❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜❡t✇❡❡♥
■▼●✱ ❙❈❍ ❛♥❞ ❚❘❑ ♠♦❞❡s ✇❤❡♥ t❤❡ st❛r ✐s ❧♦st✴❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♠✐♥✐♠❛❧
❡✛❡❝ts ♦♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞ ✭t❤❡② ♠❛✐♥❧② s✇✐t❝❤ ❢r♦♠ ♦♥❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦
❛♥♦t❤❡r✮✱ ❛♥❞ ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ✐♥t❡r♥❛❧❧②✳ ❆❧❧ ♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ tr✐❣❣❡r❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❜②



✾✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊▼❇❊❉❉❊❉ ❙❖❋❚❲❆❘❊

t❤❡ ❖❇❈✳ ❆ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ❙❇❨ t♦ ■❉▲ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡ β P✐❝ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭♠❛✐♥❧② t♦
st❛rt t❤❡ ❙P❆❉ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ st❛❜❧❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇❤❡♥ β P✐❝ ✐s ✈✐s✐❜❧❡✮✳
❆♥♦t❤❡r tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ■❉▲ t♦ ■▼● ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢
✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇✐❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❝❛s❝❛❞❡ ❢r♦♠ ❛♥② ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♠♦❞❡s ❜❛❝❦ t♦ ■❉▲
✭❚❘❑ t♦ ❙❈❍ t♦ ■▼● t♦ ■❉▲✮✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ❡①♣❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖❇❈ ✐s t♦ tr✐❣❣❡r
❛♥ ■❉▲ t♦ ❙❇❨ tr❛♥s✐t✐♦♥✳

✺✳✸✳✸ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥

❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ♥♦ s✐♥❣❧❡ ❛❝t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✉s❡s ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ r❡s♦✉r❝❡s✱ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r
t✐♠❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❛s❦s✱ r✉♥♥✐♥❣ ✐♥ s❡♣❛r❛t❡ t❤r❡❛❞s✳ ❚❤❡ ❘❚❖❙ ❛❧❧♦❝❛t❡s
❝♦♠♣✉t❡r t✐♠❡ t♦ t❤❡s❡ t❛s❦s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡✐r ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧s✳

■ ❞✐✈✐❞❡❞ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s♦❢t✇❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✼ t❛s❦s✱ ❣✐✈❡♥ ❜② ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✿

• ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡▼❛♥❛❣❡r✿ t❤✐s t❛s❦ ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛②✲
❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❖❇❈✳ ■t r❡❝❡✐✈❡s ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ❘❙✹✷✷ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❞❡t❡❝ts t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ♣❛❝❦❡ts✱
✈❡r✐✜❡s t❤❡✐r ❢♦r♠❛t✱ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts t❤❡♠ t♦ t❤❡ ❇♦❛r❞❉✐r❡❝t♦r ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ❚♦ ❛✈♦✐❞
❛♥② s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✉s❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❛❜❧❡ t♦ s❡♥❞ ❛♥② ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ❛♥♦t❤❡r t❛s❦ ✐s tr❛♣♣❡❞ ✐♥ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ♥❡✈❡r r❡t✉r♥s✱ t❤✐s t❛s❦ ❤❛s t❤❡ ❤✐❣❤❡st
♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧✳

• ❇♦❛r❞❉✐r❡❝t♦r✿ t❤✐s t❛s❦ ♠❛♥❛❣❡s ♠♦st ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞ s✉❜s②st❡♠s✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡
♠❛✐♥ t❛s❦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✐s ❛❧s♦ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r
♠❛♥❛❣✐♥❣ t❤❡ st❛t❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳

• ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r✿ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ ❛♥❞ ✐♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r tr❛❝❦✐♥❣ t❤❡ st❛r ❛♥❞ ❛❝q✉✐r✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr②✳ ❚❤✐s t❛s❦ ❤❛s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
❤✐❣❤ ♣r✐♦r✐t② ❧❡✈❡❧ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♥② ✐♥t❡rr✉♣t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❛♥ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢
tr❛❝❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳

• P❛❝❦❡ts▼❛♥❛❣❡r✿ t❤✐s t❛s❦ ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ t❡❧❡♠❡tr② ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ t❤❡♠ t♦ t❤❡
❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡▼❛♥❛❣❡r ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ r❡❛❞② t♦ ❜❡ s❡♥t t♦ t❤❡ ❖❇❈✳

• ❍❦▼❛♥❛❣❡r✿ ❛ ❧♦✇ ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✇❤♦s❡ ❥♦❜ ✐s t♦ ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♥s♦rs ❛♥❞ ❣❛t❤❡r
t❤❡ ❍❑ ❞❛t❛✳

• ❇❡❛❝♦♥▼❛♥❛❣❡r✿ ❛ ✈❡r② ❧♦✇ ♣r✐♦r✐t② t❛s❦ ✇❤♦s❡ ❥♦❜ ✐s t♦ r❡❣✉❧❛r❧② s❡♥❞ ❛ ❜❡❛❝♦♥ t♦ t❤❡
❖❇❈✳

• ■❞❧❡✿ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ●❡r✐❝♦s t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ✇❤❡♥ ♥♦ ♦t❤❡r t❛s❦ r❡q✉✐r❡ ♣r♦❝❡ss♦r t✐♠❡✳

❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ✇❛❦❡ ✉♣ t❤❡s❡ t❛s❦s✿
s♦❢t✇❛r❡ t✐♠❡rs ❛♥❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥t❡rr✉♣ts✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❧♦❝❦
❞✐✛❡r❡♥t ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❆ ❤❦▼❛♥❛❣❡r❚✐♠❡r ✇❛❦❡s ✉♣ t❤❡ ❍❦▼❛♥❛❣❡r ✇❤❡♥ ❍❑ ❞❛t❛ ♠✉st ❜❡
❝♦❧❧❡❝t❡❞ ✭✇❤✐❝❤ ❤❛♣♣❡♥s ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❛s✐s✮✳ ❚✇♦ t✐♠❡rs ✭s❝✐❡♥❝❡P❛❝❦❡t❚✐♠❡r ❛♥❞ ❤❦P❛❝❦✲
❡t❚✐♠❡r✮ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❣✉❧❛r❧② ❡♠♣t② t❤❡ ❞❛t❛ ❜✉✛❡rs ❛♥❞ s❡♥❞ ♣❛❝❦❡ts t♦ t❤❡ ❖❇❈✳ ❚❤❡s❡
t✇♦ t✐♠❡rs ✇❛❦❡s ✉♣ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts▼❛♥❛❣❡r t❛s❦✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ❜❡❛❝♦♥❚✐♠❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✇❛❦❡ ✉♣ t❤❡
❜❡❛❝♦♥▼❛♥❛❣❡r t❛s❦ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❛s✐s ✭✐❢ r❡q✉❡st❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡r✮✳

❚♦ t❤❡s❡ t✐♠❡rs✱ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐♥t❡rr✉♣ts ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ♠❛♥❛❣❡ ✐♥❜♦✉♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
❛♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ✐♥t❡rr✉♣ts ❛r❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✐♥ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ♦r❞❡r✿

• ♦❜❝❘①■♥t❡rr✉♣t✿ t❤✐s ✐♥t❡rr✉♣t ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ❞❛t❛ ❜②t❡ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✲
❖❇❈ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡rr✉♣t ✐s t♦t❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡



✺✳✸✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❙❖❋❚❲❆❘❊✿ ❍■●❍✲▲❊❱❊▲ ❉❊❙■●◆ ✾✾

❣❡♥❡r❛❧ ●❊❘■❈❖❙✴❘❚❖❙ t❛s❦ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t s②st❡♠✳ ❆♥ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❜②t❡ ✇✐❧❧ tr✐❣❣❡r t❤✐s
✐♥t❡rr✉♣t✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❆▲❲❆❨❙ ❜❡ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② s❡r✈✐❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ♥♦ ♠❛tt❡r
✇❤✐❝❤ t❛s❦ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② r✉♥♥✐♥❣✳

• ❞✐♦❞❡■♥t❡❣r❛t✐♦♥■♥t❡rr✉♣t✿ t❤✐s ✐♥t❡rr✉♣t ✐s tr✐❣❣❡r❡❞ ✉♣♦♥ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✳ ■t ✐s s❡r✈✐❝❡❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❜② t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❜✉t ✐ts ♦♥❧② ❡✛❡❝t ✐s
t♦ ✇❛❦❡ ✉♣ t❤❡ ❆❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r t❛s❦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣r♦♣❡r ❛❝t✐♦♥ ✉♣♦♥ t❤✐s
✐♥t❡rr✉♣t t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ●❊❘■❈❖❙✴❘❚❖❙ ✢♦✇✱ ✇❤❡♥ t✐♠❡ ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
❛❝q✉s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r t❛s❦✳

✺✳✸✳✹ ❚❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t

❆s st❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ❢r♦♠ t❤❡ ❖❇❈ ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❯❙❆❘❚✶✴❘❙✹✷✷❛ ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❜②t❡s ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡
✐♥t❡rr✉♣t✳ ❲❤❡♥ ❛ ♥❡✇ ❜②t❡ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞✱ t❤❡ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡▼❛♥❛❣❡r ❛❞❞s ✐t t♦ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❜✉✛❡r✱
❛♥❞ ❝❤❡❝❦s ✐❢ ❛♥ ✏❡♥❞ ♣❛❝❦❡t s❡q✉❡♥❝❡✑ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞✳ ■❢ s♦✱ t❤❡ ❜✉✛❡r ✐s ❡♠♣t✐❡❞ ✐♥t♦ ❛
t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ♣❛❝❦❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ❝❤❡❝❦❡❞✳ ■s t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ✈❛❧✐❞✱
✐t ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❇♦❛r❞❉✐r❡❝t♦r ❢♦r ❡①❡❝✉t✐♦♥✳ ■❢ ♥♦t✱ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ✐s ❞r♦♣♣❡❞✳ ■♥ ❡✐t❤❡r
❝❛s❡✱ ✐❢ ❛ ❢♦r♠❛t ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡q✉❡st❡❞✱ ❛ r❡q✉❡st ✐s s❡♥t t♦ t❤❡ P❛❝❦❡ts▼❛♥❛❣❡r
t❛s❦ ❢♦r ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ s❡♥❞✐♥❣ ✐t✳

❆ ❣❡♥❡r✐❝ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s♦✉r❝❡ ❝♦❞❡ t♦ ❛❞❞ ♥❡✇ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✿
t❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞❍♦❧❞❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ❛♥② t❛s❦ ✐♥❤❡r✐t✐♥❣ ❢♦r♠ t❤✐s ❈♦♠♠❛♥❞❍♦❧❞❡r ❝❧❛ss✱
❝❛♥ r❡❣✐st❡r ✐ts ♦✇♥ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❡①❡❝✉t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s ♥♦ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞
❢♦r✇❛r❞✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ s♦❢t✇❛r❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞✱ t❤❡
❇♦❛r❞❉✐r❡❝t♦r ✐s ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ t❤❡ ♦♥❧② t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❤❡r✐ts ❢r♦♠ ❈♦♠♠❛♥❞❍♦❧❞❡r✳

❚♦ ❣✐✈❡ s♦♠❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠✿ ❛ t❛s❦ ✐♥❤❡r✐t✐♥❣ ❢r♦♠ ❈♦♠♠❛♥❞❍♦❧❞❡r
❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ✈♦✐❞ ❡①❡❝✉t❡❚❝P❛❝❦❡t✭❚❝P❛❝❦❡t✯✮ t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t♦
❛ ✈♦✐❞ ♣✉s❤❈♦♠♠❛♥❞❚♦❚❛❜❧❡✭✉✐♥t✽❴t✱ ✈♦✐❞❴❢✉♥❝✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡❣✐st❡r ❛ ♥❡✇ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭♦❢
t②♣❡ ✈♦✐❞❴❢✉♥❝✮ ✐♥ t❤❡ t❛❜❧❡ ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ t❛❜❧❡ ✐s ❝r❡❛t❡❞ ❛t st❛rt✉♣ ♦❢ t❤❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❘❆▼✱ ❛♥❞ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ✐❞ ❛♥❞ t❤❡
♠❡♠♦r② ❛❞❞r❡ss ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ❝♦❞❡ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✭❛ ✏♣♦✐♥t❡r✑ t♦ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞✮✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❡①❡❝✉t❡❚❝P❛❝❦❡t ✐s ❝❛❧❧❡❞✱ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ✐❞ ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✱ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❣✐st❡r❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❝P❛❝❦❡t ❛s ❛r❣✉♠❡♥t
✭t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣❛ss❡❞ t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✮✳ ❚❤❡ ❈♦♠♠❛♥❞❍♦❧❞❡r
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛❧s♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❢♦r♠❛t ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥t
♣❛❝❦❡ts✱ ❛s ♣❡r ❈❈❙❉❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✳

✺✳✸✳✺ ❙❝✐❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s

✺✳✸✳✺✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❆t s♦❢t✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛❧❧ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❜② ❛ s✐♥❣❧❡ ●❊❘■❈❖❙ ❛❝t✐✈❡ ♦❜❥❡❝t✿
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r✳ ❚❤✐s t❛s❦ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✇♦r❦❡rs ✭❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝ts ✇❤✐❝❤
❛r❡ ♥♦t t❛s❦s✷✮✱ ❡❛❝❤✲♦♥❡ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❞r✐✈❡ ♦♥❡
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❤❛r❞✇❛r❡ s✉❜s②st❡♠✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s✉❜s②st❡♠s ❛r❡ ❢✉❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❛♥❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛t s♦❢t✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✸✳

❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r ✐s ❛❧s♦ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r ♦❜❥❡❝ts✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❢♦r ❣✉✐❞✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❖♥❡

✷❚❤❡ ✇♦r❦❡rs ❛r❡✳ ✳ ✳ ✇❡❧❧✱ ✐♥❛❝t✐✈❡✱ ■ ❣✉❡ss❄ ❖♥❧② t❤❡ ✏♠❛♥❛❣❡rs✑ ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ t❤r❡❛❞s✳
✸❚❤✐s ✐s st❛♥❞❛r❞ ❞✐✈✐s✐♦♥ ♦❢ ❧❛❜♦r ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ s♦❢t✇❛r❡✳ ✳ ✳
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♦❢ t❤❡s❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r ♦❜❥❡❝ts ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ t❤❡ ✏✐♠❛❣✐♥❣✑ ♣❤❛s❡✱ ❛♥♦t❤❡r ♠❛♥❛❣❡s t❤❡
✏s❡❛r❝❤✐♥❣✑ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♦♥❡ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✏tr❛❝❦✐♥❣✑ ♣❤❛s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r ❛❧s♦ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ P❛❝❦❡t❲♦r❦❡r✱ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥
❝✐r❝✉❧❛r ❞❛t❛ ❜✉✛❡r t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✇❛✐t✐♥❣ t♦ ❜❡ s❡♥t t♦ t❤❡ ❖❇❈✳

❆❧❧ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r ❛r❡ ❝❧♦❝❦❡❞ ❜② ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥t❡rr✉♣t ❝♦♠✲
✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡r ❚■▼✶✺✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❡♥❞s✱ t❤❡ ✐♥t❡r✲
r✉♣t ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❧♦❛❞s t❤❡ ❚■▼✸ ❝♦✉♥t❡r r❡❣✐st❡r ✈❛❧✉❡ ✭♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❙P❆❉✮
✐♥t♦ t❤❡ ✉✐♥t✸✷❴t ❝♦✉♥ts ❛ttr✐❜✉t❡ ♦❢ t❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r✱ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡q✉❡sts ❛ ❝❛❧❧ t♦ ❛
✈♦✐❞ ♥❡①t❆❝q✉✐s✐t✐♦♥✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r✳ ❚❤✉s✱ st❛rt✐♥❣ ♦r st♦♣✲
♣✐♥❣ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛s s✐♠♣❧❡ ❛s ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ♦r ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❛ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥t❡rr✉♣t✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ❞✐❛❣r❛♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡s❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✳

✺✳✸✳✺✳✷ ❚❤❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r ✐♥t❡r❢❛❝❡

■♥ ❛♥ ❡✛♦rt t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♥❡✇ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ■ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛
❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✹✱ ❝❛❧❧❡❞ Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r✱ t♦ ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡ ❛❧❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✳ ❊❛❝❤ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t❛❦❡s t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝❧❛ss✱ ✐♥❤❡r✐t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r
✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ♥❡❡❞s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♠♣✉t❡◆❡①t❈♦♠♠❛♥❞✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡✱
✉s✐♥❣ ✐♥t❡r♥❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ♥❡①t ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❛♣♣❧② ♦♥ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✳ ❆ ✇❛② t♦ r❡tr✐❡✈❡
t❤❡ ❳ ❛♥❞ ❨ ❝♦♠♠❛♥❞s ♠✉st ❛❧s♦ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ✉✐♥t✶✻❴t ❣❡t❳❈♦♠✭✈♦✐❞✮

❛♥❞ ❛ ✉✐♥t✶✻❴t ❣❡t❨❈♦♠✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
s✉❜✲❝❧❛ss❡s ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❤❛s ❛ ❞✐r❡❝t ❛❝❝❡ss t♦ s❡✈❡r❛❧ ❛ttr✐❜✉t❡s✿ ✉✐♥t✶✻❴t ①♣♦s✱ ✉✐♥t✶✻❴t ②♣♦s✱
✉✐♥t✸✷❴t ❝♦✉♥ts✱ ✉✐♥t✶✻❴t ①✵✱ ✉✐♥t✶✻❴t ②✵✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❧❛st ❦♥♦✇♥ ♣♦s✐✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦rs✱ t❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❙P❆❉✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧❛st ❦♥♦✇♥
♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ❚❤✐s ✐♥❤❡r✐t❛♥❝❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ♦❢ ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐rr❡❧❡✈❛♥t ❛t s♦❢t✇❛r❡✲❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦♥❧② t❤✐♥❣ t❤❛t ♠❛t✲
t❡rs ✐s t❤❛t ❡❛❝❤ ❛♥❞ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ ❛ tr❛❝❦✐♥❣ ♦r s❡❛r❝❤✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♠✉st ❤❛✈❡
t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ♦❢ t❤❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r ❝❧❛ss✳ ❚❤✐s ❤❛s t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛♥②
❝❤❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛t ❛♥② ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s②✱ ❜② ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡❝♦✉♣❧✐♥❣
t❤❡♠ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳

✺✳✸✳✺✳✸ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠s

❚❤❡ ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✢♦✇ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ s✐♥❣❧❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✳ ❚♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡ ♦♥ t❤❡ ❙P❆❉✱ ❛❧❧ t❤❡ ❤❡❛✈② tr❛❝❦✐♥❣
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✐s ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ✭✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✐s
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞♦♥❡ ❛t ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r ✐❢ ❢r❡❡ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t✐♠❡✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡
❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛❧✇❛②s ❞♦♥❡ ♦♥❡ st❡♣ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✿ t❤❡ ❞✐♦❞❡ ✐♥t❡❣r❛t❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ♥ ✇❤❡♥ t❤❡
♣r♦❝❡ss♦r ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♥✰✶ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛t t❤❡ ♥❡①t ✐t❡r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✐♥str✉❝t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ st❛rt t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ✭✐✳❡✳ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ■❉▲
♠♦❞❡ t♦ ■▼●✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠✱ t❤❡ ❇♦❛r❞❉✐r❡❝t♦r ✐s ❛
♣❛rt✐❝✉❧❛r ●❊❘■❈❖❙ ❚❛s❦ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❛❝❝❡ss t♦ ❛❧❧ t❤❡ s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ❜♦❛r❞✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤
✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ■♥ s♦♠❡ s❡♥s❡✱ ✐t ✐s t❤❡ ✏▼♦❞❡ ▼❛♥❛❣❡r✑ ♦❢ t❤❡
♣❛②❧♦❛❞✳

✹❆♥ ✏✐♥t❡r❢❛❝❡✑✱ ✐♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ✐s ❛ ❝❧❛ss ✉s❡❞ t♦ s♣❡❝✐❢② t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛♥
♦❜❥❡❝t✱ ✐ts ✐♥♣✉t ❛♥❞ ♦✉t♣✉ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❤❛✈❡✳ ❆♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❧❛ss ✐s ♥❡✈❡r ♠❡❛♥t t♦ ❜❡
✐♥st❛♥t✐❛t❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ❞❡❝❧❛r❡❞ ✐♥ ✐ts str✉❝t✉r❡ ❛r❡ ❞❡✈♦✐❞❡❞ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥t❡♥t✳ ■t ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❝♦♠♠♦♥
str✉❝t✉r❡✱ s♦rt ♦❢ ❧✐❦❡ ❛ ✏❝♦♥tr❛❝t✑✱ ✇❤✐❝❤ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛♥② ❝❧❛ss ✐♥❤❡r✐t✐♥❣ ❢r♦♠ ✐t ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❝❡rt❛✐♥ ♠❡t❤♦❞s
❛♥❞✴♦r ❛ttr✐❜✉t❡s✳ ❚❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❦♥♦✇ t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
❜② ❛♥② ❣✐✈❡♥ Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r✳ ❆s ❧♦♥❣ ✐t t❤❡ Pr♦❝❡ss✐♥❣❲♦r❦❡r ❤❛s ❛ ✏❝♦♠♣✉t❡◆❡①t❈♦♠♠❛♥❞✑ ♠❡t❤♦❞✱ t❤❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥▼❛♥❛❣❡r ❝❛♥ ✉s❡ ✐t✱ ♥♦ ♠❛tt❡r ✇❤❛t ✐t r❡❛❧❧② ❞♦❡s✳





✺✳✸✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❙❖❋❚❲❆❘❊✿ ❍■●❍✲▲❊❱❊▲ ❉❊❙■●◆ ✶✵✸

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ♦♥❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ❊①♣❡❝t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r st❛rt✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❍❑ ❞❛t❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥

✺✳✸✳✼✳✷ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠

❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❛ ❜❡❛❝♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❜❡❛❝♦♥ ❡♠✐ss✐♦♥

✺✳✸✳✽ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s

✺✳✸✳✽✳✶ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❉✉r✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞ ❛♥❞
t❤❡ ❖❇❈ ❝❛♥ r❡❛❝❤ ✉♣ t♦ > 100 kbits/s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♣r♦❝❡ss♦r✱ ❛♥❞
❞♦❡s r❡q✉✐r❡ s♦♠❡ ❝❛r❡❢✉❧ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✲❖❇❈
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❉▼❆✼ ✐♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ ❛r❡ ✜rst st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✱ t❤❡♥ ♦r❣❛♥✐③❡❞

✼❉▼❆✱ ♦r ❉✐r❡❝t ▼❡♠♦r② ❆❝❝❡ss✱ ✐s ❛ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❛✉t♦✲
♠❛t✐❝❛❧❧② tr❛♥s❢❡r ❞❛t❛ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② t♦ ❛♥♦t❤❡r✱ ♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ♠❡♠♦r② ❛♥❞
❛ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧✳ ❆ ❉▼❆ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ t♦ tr❛♥s❢❡r ❧♦♥❣ str❡❛♠s ❞❛t❛ ♦♥ ❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✱ ❛s t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r ♦♥❧② ♥❡❡❞s t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ ❢❡✇ ✐♥str✉❝t✐♦♥s t♦ s❡t ✉♣ t❤❡ ❉▼❆✳ ❆❧❧ t❤❡ ❞❛t❛ ❤❛♥❞❧✐♥❣ ✐s t❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠❡❞
❜② t❤❡ ❉▼❆ ✐ts❡❧❢✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❢r❡❡ ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦♠❡t❤✐♥❣ ❡❧s❡✳



✶✵✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊▼❇❊❉❉❊❉ ❙❖❋❚❲❆❘❊

✐♥t♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡ts ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ❉▼❆ ❛t ❤❛r❞✇❛r❡
❧❡✈❡❧✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛♥❞ t❤❡ ❖❇❈ ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛s❦s✿
❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡▼❛♥❛❣❡r ❛♥❞ P❛❝❦❡ts▼❛♥❛❣❡r✳ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡▼❛♥❛❣❡r ❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ P❛❝❦❡ts▼❛♥❛❣❡r ✐s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♦r❣❛♥✐③✐♥❣ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
s❡♥t ❜② ❉▼❆ ♦♥ r❡q✉❡st ♦❢ t❤❡ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡▼❛♥❛❣❡r✳

■♥ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✱ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ t✐♠❡❞ ❜② ❛ s♦❢t✇❛r❡ t✐♠❡r ✭✇❤✐❝❤
t✐♠❡s t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ❛t P❛❝❦❡t▼❛♥❛❣❡r ❧❡✈❡❧✱ ✇❤✐❝❤✱ ✐♥ t✉r♥✱ tr✐❣❣❡rs ❛ r❡q✉❡st
t♦ t❤❡ ✈♦✐❞ tr❛♥s♠✐t❉▼❆ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ t❤❡ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡▼❛♥❛❣❡r✮✱ ♦r ❜② ❛ ❜✉✛❡r ❡✈❡♥t ✭❡✳❣✳
✏❝✐r❝✉❧❛r s❝✐❡♥❝❡ ❜✉✛❡r ❤❛❧❢✲❢✉❧❧✑✮✳ ❉❛t❛ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✐s t✐♠❡❞ ❜② ❤❛r❞✇❛r❡ ✐♥t❡rr✉♣ts ✭❯❙❆❘❚✶
❘❳ ✐♥t❡rr✉♣ts✮✳

❚❤❡ ❝❧❛ss ❞✐❛❣r❛♠ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❖❇❈ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✳ ◆♦t❡ t❤❛t t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ r❡❛❞❛❜✐❧✐t② t❤✐s ❞✐❛❣r❛♠ ♦♥❧② ✐♥❝❧✉❞❡s s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ❍♦✉s❡✲❦❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❧♦❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❛r❡ ❤❛♥❞❧❡❞ t❤❡ s❛♠❡
✇❛②✱ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛❝❦❡ts❲♦r❦❡r✱ ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❢t✇❛r❡ t✐♠❡rs✳

✺✳✸✳✽✳✷ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠s

❚❤❡ ❡①❛❝t ✐♥str✉❝t✐♦♥ ✢♦✇ ❜❡❤✐♥❞ ❛ ❉▼❆ ♣❛❝❦❡t tr❛♥s❢❡r ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✳ ❋♦r
❝♦♠♠❛♥❞ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❞✐❛❣r❛♠ ❢♦r ❖❇❈ ❝♦♠♠❛♥❞ r❡❝❡♣t✐♦♥



✶✶✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊▼❇❊❉❉❊❉ ❙❖❋❚❲❆❘❊

✺✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✿ ▲♦✇✲❧❡✈❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥

❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛❧❧ t❤❡ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ❞r✐✈❡rs ❢♦r t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ s✉❜s②st❡♠s
❢r♦♠ s❝r❛t❝❤✱ ❛♥❞ ■ ❞✐r❡❝t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t❤❡♠ ✐♥ t❤❡ ●❊❘■❈❖❙ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ■ ❣✐✈❡
❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❞r✐✈❡rs✱ ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❜② ❝❧❛ss❡s ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳

❙♣✐❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ ❙♣✐❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✭✉✐♥t✽❴t✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡
❙P■ ❜✉s ✇✐t❤ ❛ r❛t❡ ❞✐✈✐s✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ●P■❖s ✭P❇✶✸
❛♥❞ P❇✶✺✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ❝♦♥✜❣✉r❡s t❤❡ ❜✉s✱ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡ ✐t✳ ❚❤❡ ❜✉s ✐s
❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✐♥ ✇r✐t❡ ♠♦❞❡ ♦♥❧②✳

✷✳ ❚❤❡ ❙♣✐❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ❛♥❞ ❛ ✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮

♠❡t❤♦❞s t♦ t✉r♥ t❤❡ ❙P■ ❜✉s ♦♥ ❛♥❞ ♦✛✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞✱ t❤❡ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ✇❛✐t
✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✱ ✐❢ ❛♥②✱ ❜❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❜✉s ♦✛✳

✸✳ ❚❤❡ ❙♣✐❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ s❡♥❞❲♦r❞✭✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✶✻❴t✱ ✉✐♥t✽❴t✯✮ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛♥ ✽✲❜✐t ❛❞❞r❡ss ❛♥❞ ❛ ✶✻✲❜✐t ✇♦r❞ ❛s ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ s❡♥❞ t❤❡♠ t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❙P■ ❜✉s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛♥❛❣❡ t❤❡ r♦✉t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ♦♥ t❤❡ ❜✉s✳
❆❝t✐✈❛t✐♥❣✴❞❡❛❝t✐✈❛t✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❜✉s ♠✉st ❜❡ ❞♦♥❡
❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳ ■❢ ❛♥ ❡rr♦r ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ❜✉s✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t✳

✹✳ ❚❤❡ ❙♣✐❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ ✈♦✐❞ s❡t❚✐♠❡♦✉t✭✉✐♥t✶✻❴t✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡t t❤❡ t✐♠❡✲
♦✉t ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜✉s✱ ✐❢ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚✐♠❡♦✉t ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❛t s♦❢t✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✱ ✉s✐♥❣ ❛
t✐♠❡♦✉t❚✐♠❡r✳

■✷❝❲♦r❦❡r✽

✶✳ ❚❤❡ ■✷❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ ■✷❈
❜✉s ❛♥❞ ✐ts ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ●P■❖s ✭P❇✻ ❛♥❞ P❇✼✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ❝♦♥✜❣✉r❡s t❤❡ ❜✉s✱
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✐✈❛t❡ ✐t✳ ❚❤❡ ❜✉s ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✐♥ r❡❛❞ ❛♥❞ ✇r✐t❡ ♠♦❞❡✳

✷✳ ❚❤❡ ■✷❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ❛♥❞ ✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮

♠❡t❤♦❞s t♦ t✉r♥ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s ♦♥ ❛♥❞ ♦✛✳ ❲❤❡♥ ❝❛❧❧❡❞✱ t❤❡ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ ♠❡t❤♦❞ ✇✐❧❧ ✇❛✐t
✉♥t✐❧ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♥❣♦✐♥❣ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐❢ ❛♥② ❜❡❢♦r❡ t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ❜✉s ♦✛✳

✸✳ ❚❤❡ ■✷❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛✿

✈♦✐❞ s❡♥❞▼❡ss❛❣❡✭✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✽❴t❬❪✱ ✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✽❴t✯✮⑤

♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛♥ ✽✲❜✐t ❛❞❞r❡ss✱ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ ❜②t❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s ♦❢ t❤❡
❛rr❛② t♦ s❡♥❞✱ ❛♥❞ s❡♥❞ t❤❡s❡ ❜②t❡s ♦♥ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s✱ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛❞❞r❡ss✳ ■❢ ❛♥ ❡rr♦r
♦❝❝✉r✱ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦❞❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❛r❣✉♠❡♥t✳

✹✳ ❚❤❡ ■✷❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛

✈♦✐❞ r❡❝❡✐✈❡▼❡ss❛❣❡✭✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✽❴t❬❪✱ ✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✽❴t✯✮

♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❛♥ ✽✲❜✐t ❛❞❞r❡ss✱ ❛♥ ❡♠♣t② ❛rr❛② ♦❢ ❜②t❡s✱ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜②t❡s t♦ r❡❛❞✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ r❡q✉❡sts ❛ r❡❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ■✷❈ ♣❡r✐♣❤❡r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥
❛❞❞r❡ss✱ ❛♥❞ ✇❛✐t ✉♥t✐❧ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❚❤❡ ❜②t❡s ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ❛rr❛②✳ ■❢ ❛♥ ❡rr♦r ♦❝❝✉r✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❛r❣✉♠❡♥t✳

✽■❢ ②♦✉✬✈❡ r❡❛❞ t❤❡ st✉✛ ♦♥ t❤❡ ❙♣✐❲♦r❦❡r✱ ②♦✉ ❝❛♥ ♣r♦❜❛❜❧② st♦♣ ❤❡r❡✱ ❛♥❞ ❥✉♠♣ t♦ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡r✳ ✳ ✳



✺✳✹✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❙❖❋❚❲❆❘❊✿ ▲❖❲✲▲❊❱❊▲ ■▼P▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✶✶✶

✺✳ ❚❤❡ ■✷❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ s❡t❚✐♠❡♦✉t✭✉✐♥t✶✻❴t✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡t t❤❡ t✐♠❡✲
♦✉t ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ❜✉s✱ ✐❢ r❡q✉✐r❡❞✳ ❚✐♠❡♦✉t ❛r❡ ♠❛♥❛❣❡❞ ❛t s♦❢t✇❛r❡ ❧❡✈❡❧✱ ✉s✐♥❣ ❛
t✐♠❡♦✉t❚✐♠❡r✳

❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✭✉✐♥t✶✻❴t✱ ✉✐♥t✶✻❴t✱ ✉✐♥t✶✻❴t✮

♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥✜❣✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ ♣✐♥s ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❙P❆❉✱ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ ❜✐♥❛r② ❝♦✉♥t❡r✱
❛♥❞ t❤❡ t✐♠❡rs ❚■▼✶✺ ❛♥❞ ❚■▼✸ ✭t❤✐s ✐♥❝❧✉❞❡s✿ P❈✻✱ P❇✶✱ P❇✶✹✱ P❉✷✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❛❧s♦ ❝♦♥✜❣✉r❡s ❚■▼✶✺ ❛s ❛ ❣❛t❡ ❣❡♥❡r❛t♦r✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡s❝❛❧❡r ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst
❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛ s✇✐t❝❤ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛♥ ♦✈❡r✢♦✇ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✭❢♦r ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ♣✉❧s❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛r❣✷× ❛r❣✶✴❆P❇✷❈▲❑✱ ❛♥❞
❛ ❝②❝❧❡ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ (❛r❣✸ + ❛r❣✷) × ❛r❣✶✴❆P❇✷❈▲❑✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❝♦♥✜❣✉r❡s ❛♥❞
❛❝t✐✈❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t ♦♥ ❚■▼✶✺✳ ❚❤❡ ♥❡t ❡♥❞ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛
♣♦✇❡r❡❞✲♦✛ ❙P❆❉✱ ❛♥❞ ❛ r❡s❡t ❜✐♥❛r② ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ ❚■▼✸ ❝♦✉♥t❡r✳

✷✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛
✈♦✐❞ r❡❝♦♥❢✐❣✉r❡❚✐♠❡r✭✉✐♥t✶✻❴t✱ ✉✐♥t✶✻❴t✱ ✉✐♥t✶✻❴t✮

♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❝❛❧❡r ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ s✇✐t❝❤ ❛♥❞ ♦✈❡r✢♦✇ ❧✐♠✐ts
♦❢ ❚■▼✶✺ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❢♦r ✐ts ✜rst✱ s❡❝♦♥❞✱ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
st♦♣s ❛♥② ♦♥❣♦✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ r❡s❡ts t❤❡ ❚■▼✶✺ t✐♠❡r✱ ❛♥❞ ✉♣❞❛t❡s t❤❡ r❡❣✐st❡rs ❛t t❤❡
❡♥❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ❛❝❝❡ss❡s ❚■▼✶✺ r❡❣✐st❡rs✳

✸✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ❛♥❞ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞s t♦ ♣♦✇❡r ✉♣ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❞♦✇♥ t❤❡ ❙P❆❉ ❛♥❞ ✐ts ❚■▼✸
❝♦✉♥t❡r✳

✹✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s t✇♦ ♠❡t❤♦❞s✱ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡■♥t❡rr✉♣t✭✈♦✐❞✮ ❛♥❞
✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡■♥t❡rr✉♣t✭✈♦✐❞✮ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦r ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✐♥✲
t❡rr✉♣t ♦♥ ❚■▼✶✺✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡rr✉♣t✱
❜✉t ♦♥❧② ❡♥❛❜❧❡ ♦r ❞✐s❛❜❧❡ t❤❡ ✐♥t❡rr✉♣t r❡q✉❡st✳

✺✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ r❡s❡t❈♦✉♥t❡r✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡s❡t ❜♦t❤ t❤❡
❜✐♥❛r② ❝♦✉♥t❡r ❛♥❞ t❤❡ ❚■▼✸ ❝♦✉♥t❡r✳

✻✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ st❛rt■♥t❡❣r❛t✐♦♥✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ st❛rts
t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜② ❛❝t✐✈❛t✐♥❣ ❚■▼✶✺✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ◆❖❚ r❡s❡t t❤❡ ❜✐♥❛r② ❛♥❞✴♦r
t❤❡ ❚■▼✸ ❝♦✉♥t❡rs ❜❡❢♦r❡❤❛♥❞✳

✼✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ✉♣❞❛t❡❈♦✉♥ts✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ r❡❛❞s t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❚■▼✸ ❝♦✉♥t❡r✱ ❛♥❞ ❧♦❛❞ ✐t ✐♥t♦ ❛ ✉✐♥t✸✷❴t ❝♦✉♥ts ❛ttr✐❜✉t❡✳

✽✳ ❚❤❡ ❉✐♦❞❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✉✐♥t✸✷❴t ❣❡t❈♦✉♥ts✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ r❡t✉r♥s
t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧❛st ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❚❡❝❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ ❚❡❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ t❡♠✲
♣❡r❛t✉r❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❙P❆❉✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✜❣✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ ●P■❖s r❡❧❛t❡❞
t♦ ❚❊❈ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✭P❇✽✱ P❇✾✱ P❇✶✷✱ P❇✺✱ P❆✹✱ P❆✺✱ P❈✻✱ P❈✸✱ P❈✹✱ P❈✺✮✳ ❆t t❤❡
❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✱ t❤❡ ❚❊❈ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞✱ ❜✉t ♥♦t ❛❝t✐✈❡✳



✶✶✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊▼❇❊❉❉❊❉ ❙❖❋❚❲❆❘❊

✷✳ ❚❤❡ ❚❡❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ s❡t❚❡♠♣✭✉✐♥t✶✻❴t✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ t❡♠♣❡r✲
❛t✉r❡ s❡t♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❙P❆❉✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ♦♥❧② ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣ ❛ttr✐❜✉t❡✱
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ s❡t♣♦✐♥t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ❛ ❝❛❧❧ t♦ t❤❡ ❛♣♣❧②❈♦♠♠❛♥❞ ♠❡t❤♦❞
✐s r❡q✉✐r❡❞✳

✸✳ ❚❤❡ ❚❡❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛♣♣❧②❈♦♠♠❛♥❞✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❡♥❞ t❤❡
✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡ t❡♠♣ t♦ t❤❡ ❉❆❈ r❡❣✐st❡r ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❙P■ ❜✉s✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ st❛t❡ ✭❛❝t✐✈❡✴✐♥❛❝t✐✈❡✮ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❙P■ ❜✉s✳ ■❢ ❛♥ ❡rr♦r ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ❜✉s✱ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦❞❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

✹✳ ❚❤❡ ❚❡❝❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✭✉✐♥t✽❴t✯✮♠❡t❤♦❞s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠✳
❚❤❡s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❚❊❈ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ✉s❡
t❤❡ ❙P■ ❜✉s✳ ■❢ ❛♥ ❡rr♦r ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤❡ ❜✉s✱ t❤❡ ❡rr♦r ❝♦❞❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

P✐❡③♦❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ P✐❡③♦❲♦r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡❆❝t✉❛t♦rs✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ❛❧❧
t❤❡ ●P■❖s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦rs ✭P❆✽✱ P❆✶✶✱ P❆✶✷ P❈✼✱ P❈✽✮✳ ❚❤❡
●P■❖s ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ❛♥❞ ❉❆❈ ♠♦❞✉❧❡s ❛r❡ ◆❖❚ st❛rt❡❞✳

✷✳ ❚❤❡ P✐❡③♦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡❙❡♥s♦rs✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡
❛❧❧ t❤❡ ●P■❖s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ t✇♦ ♣✐❡③♦ s❡♥s♦rs ✭P❆✷✱ ❛♥❞ P❆✸✮✳

✸✳ ❚❤❡ P✐❡③♦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡❍❱✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣♣♦✲
s✐t❡ ✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❍❱✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ♠❡t❤♦❞s t♦ s❛❢❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❤✐❣❤
✈♦❧t❛❣❡ ♠♦❞✉❧❡✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s ❝❤❡❝❦ ❛t ❤❛r❞✇❛r❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❛t ♥♦ t✐♠❡ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦
♣✐❡③♦ ❉❆❈ ✐s ❖❋❋ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❤✐❣❤ ✈♦❧t❛❣❡ ✐s ❖◆✳ P♦ss✐❜❧❡ ❡rr♦rs ❛r❡ r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡
❛r❣✉♠❡♥t✳

✹✳ ❚❤❡ P✐❡③♦❲♦r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡❉❆❈✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡❉❆❈✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ♠❡t❤♦❞s t♦ s❛❢❡❧② ❛❝t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ t✇♦
♣✐❡③♦ ❉❆❈s✳ ❚❤❡ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ❙P■ ❜✉s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❢❡r✲
❡♥❝❡ ✈♦❧t❛❣❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ t❤❡ ❉❆❈s✳ ❚❤❡ ❞❡❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡
❙P■ ❜✉s t♦ t✉r♥ ♦✛ t❤✐s ✐♥t❡r♥❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ s♦✉r❝❡✳ ■❢ t❤❡ ❙P■ ❜✉s r❡t✉r♥s ❛♥ ❡rr♦r✱ t❤❡
❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

✺✳ ❚❤❡ P✐❡③♦❲♦r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ s❡t❳❝♦♠✭✉✐♥t✶✻❴t✮ ❛♥❞ ❛ ✈♦✐❞ s❡t❨❝♦♠✭✉✐♥t✶✻❴t✮

♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ t❛r❣❡t ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦♥ ❳ ❛♥❞ ❨ ❛①✐s ❢♦r t❤❡ ♣✐❡③♦✳
❚❤❡s❡ ❝♦♠♠❛♥❞s ❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦✳ ❆ ❝❛❧❧ t♦ ❛♣♣❧②❈♦♠♠❛♥❞
✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞♦ s♦✳

✻✳ ❚❤❡ P✐❡③♦❲♦r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛♣♣❧②❈♦♠♠❛♥❞✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡
❙P■ ❜✉s t♦ s❡t t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♣✐❡③♦ ❉❆❈s t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❛ttr✐❜✉t❡s ①❝♦♠ ❛♥❞ ②❝♦♠✳ ■❢ t❤❡ ❙P■ ❜✉s r❡t✉r♥s ❛♥ ❡rr♦r✱ t❤❡ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞
✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

❍❦❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ ❍❦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ ❛❧❧ t❤❡
●P■❖s ❛♥❞ ❆❉❈s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ♦❢ ❍❑ ❞❛t❛✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s



✺✳✹✳ ❆PP▲■❈❆❚■❖◆ ❙❖❋❚❲❆❘❊✿ ▲❖❲✲▲❊❱❊▲ ■▼P▲❊▼❊◆❚❆❚■❖◆ ✶✶✸

t❤❡ ✸ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ s❡♥s♦rs ✉s✐♥❣ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s✳ ■❢ ❛♥ ❡rr♦r ♦❝❝✉rs ♦♥ t❤✐s ❜✉s✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s
r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

✷✳ ❚❤❡ ❍❦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡❚❡♠♣❡r❛t✉r❡❙❡♥s♦r✭✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✽❴t✯✮

♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ ❛♥② ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s❡♥s♦rs ✭❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❛r✲
❣✉♠❡♥t✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s✳ ■❢ t❤❡ ❜✉s r❡t✉r♥s ❛♥ ❡rr♦r✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ♣✉t ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞
❛r❣✉♠❡♥t✳

✸✳ ❚❤❡ ❍❦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦❧❧❡❝t❍❦✭✉✐♥t✽❴t✯✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛❧❧ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❍❑s ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✉s❡s t❤❡ ■✷❈ ❜✉s ✭❢♦r t❡♠♣❡r❛t✉r❡
s❡♥s♦rs✮✳ ■❢ ❛♥ ❡rr♦r ♦❝❝✉rs✱ ✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s r❡t✉r♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳

✹✳ ❚❤❡ ❍❦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ❛♥❞ ❛ ✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮

♠❡t❤♦❞s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ♦r ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ t♦ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❑ ❞❛t❛✳

❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✭✉✐♥t✸✷❴t✱ ✉✐♥t✸✷❴t✮♠❡t❤♦❞
t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ ❯❆❘❚✹✲❘❙✹✷✷❛ ❧✐♥❦✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✜❣✉r❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ●P■❖s
✭P❈✾✱ P❈✶✵✱ P❈✶✶✱ P❈✶✸✮✳ ❚❤❡ ❯❆❘❚✹ ✐s ❝♦♥✜❣✉r❡❞ t♦ s❡♥❞ ✽✲❜✐t ✇♦r❞s✱ ✇✐t❤ ✶ st♦♣
❜✐t✱ ✇✐t❤ ❛♥ ♦✈❡rs❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ ✶✻✳ ❚❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢
t❤❡ ❙❨❙❈▲❖❈❑ ✭✐♥ ❍③✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s t❤❡ r❡q✉❡st❡❞ ❜❛✉❞ r❛t❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞
❛❧s♦ ❝♦♥✜❣✉r❡s ❛♥❞ ❡♥❛❜❧❡s t❤❡ ❘❳ ✐♥t❡rr✉♣t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❧s♦ ❝♦♥✜❣✉r❡s ❉▼❆
❚❳ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❛❧❧✱ t❤❡ ❘❙✹✷✷❛ ✐s r❡❛❞② t♦ ✉s❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❘❳ ❛♥❞
❚❳✳

✷✳ ❚❤❡ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡❲♦r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ r❡❝♦♥❢✐❣✉r❡❇❛✉❞❘❛t❡✭✉✐♥t✸✷❴t✱ ✉✐♥t✸✷❴t✮

♠❡t❤♦❞ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ❙❨❙❈▲❖❈❑ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛s ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ r❡q✉❡st❡❞
❜❛✉❞r❛t❡ ❛s s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ r❡❝♦♥✜❣✉r❡s t❤❡ ❯❆❘❚✹✴❘❙✹✷✷❛ ❧✐♥❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤✐s
❜❛✉❞r❛t❡✳

✸✳ ❚❤❡ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡❲♦r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ tr❛♥s♠✐t❉▼❆✭✉✐♥t✸✷❴t✱ ✉✐♥t✶✻❴t✮ ♠❡t❤♦❞
✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛❞❞r❡ss ♦❢ ❛ ❞❛t❛ ❜✉✛❡r ❛s ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❜②t❡s ❛s s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ tr❛♥s♠✐ts t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ t❤❡ ❜✉✛❡r t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❯❆❘❚✹ ❧✐♥❡ ✉s✐♥❣ ❉▼❆✳

✹✳ ❚❤❡ ❖❜❝■♥t❡r❢❛❝❡❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞s t♦ t✉r♥ ♦♥ ♦r ♦✛ t❤❡ ❯❆❘❚✹✴❘❙✹✷✷❛ ❧✐♥❡✳

●②r♦❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ ●②r♦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡✭✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✽❴t✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✲
✜❣✉r❡ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ s②st❡♠✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡s ❛❧❧ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ●P■❖s ✭P❆✵ ❛♥❞
P❆✺✮✱ ❛♥❞ ❝♦♥✜❣✉r❡s t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s✳ ❚❤❡ ✜rst ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛r✲
❣✉♠❡♥t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❈❚❘▲✷ r❡❣✐st❡r ♦❢ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ ✭✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❤❛r❞✇❛r❡ ✜❧t❡rs✮✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐s ❧♦❛❞❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❈❚❘▲✹ r❡❣✐st❡r ✭✇❤✐❝❤
❝♦♥tr♦❧s t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝②✮✳

✷✳ ❚❤❡ ●②r♦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮ ❛♥❞ ❛ ✈♦✐❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡✭✈♦✐❞✮

♠❡t❤♦❞s t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ ❛♥❞ ❞❡❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s✳ ❚❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s
❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳



✶✶✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✺✳ ❊▼❇❊❉❉❊❉ ❙❖❋❚❲❆❘❊

✸✳ ❚❤❡ ●②r♦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣❡t❙♣❡❡❞s✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ r❡q✉❡st ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡
❧❛st s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ■✷❈ ❜✉s✱ ❛♥❞ ❧♦❛❞ t❤❡♠ ✐♥
❛ ✉✐♥t✶✻❴t s♣❡❡❞❬✸❪ ❛ttr✐❜✉t❡✳ ❚❤❡ s♣❡❡❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❛r❡ s♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
♦r❞❡r✿ ①✱ ②✱ ③✳

❈❧♦❝❦❲♦r❦❡r

✶✳ ❚❤❡ ❈❧♦❝❦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡❍s❡✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡
❍❙❊ ❡①t❡r♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥✜❣✉r❡s ●P■❖s P❋✵ ❛♥❞ P❋✶✱ st❛rts t❤❡ ♦s❝✐❧✲
❧❛t♦r✱ ✇❛✐t ❢♦r ✐ts st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥✱ ❜✉t ❞♦❡s ♥♦t s✇✐t❝❤ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ✷✵ ▼❍③ ❝❧♦❝❦ ❛s t❤❡
❙❨❙❈▲❑✳

✷✳ ❚❤❡ ❈❧♦❝❦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ s✇✐t❝❤❚♦❍s✐✭✈♦✐❞✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡
✈♦✐❞ s✇✐t❝❤❚♦❍s❡✭✈♦✐❞✮ ♠❡t❤♦❞s t♦ s❡t t❤❡ ❍❙❊ ♦r ❍❙■ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❙❨❙❈▲❑✳

✸✳ ❚❤❡ ❈❧♦❝❦❲♦r❦❡r ❝❧❛ss ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈♦✐❞ s✇✐t❝❤❚♦❍s✐P❧❧✭✉✐♥t✽❴t✮ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛
✈♦✐❞ s✇✐t❝❤❚♦❍s❡P❧❧✭✉✐♥t✽❴t✱ ✉✐♥t✽❴t✮♠❡t❤♦❞s t♦ s❡t t❤❡ ❍❙❊ ♦r ❍❙■ ❛s t❤❡ ✐♥♣✉t
❝❧♦❝❦ s♦✉r❝❡ t♦ t❤❡ P▲▲✱ ❛♥❞ t❤❡ P▲▲ ♦✉t♣✉t ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ ❙❨❙❈▲❑✳ ❊❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦
♠❡t❤♦❞s ✜rst ❝❤❡❝❦s t❤❛t t❤❡ ❍❙❊ ♦r ❍❙■ ♦s❝✐❧❧❛t♦r ✐s r✉♥♥✐♥❣ ❝♦rr❡❝t❧② ❜❡❢♦r❡ s✇✐t❝❤✐♥❣
t♦ ✐t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡② s❡t t❤❡ P▲▲ ❛s t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡ ❝❧♦❝❦✱ ✇✐t❤ ❛ ♣r❡❞✐✈✐❞❡r ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✭✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❙❊✮✱ ❛♥❞ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✜rst ✭❍❙■✮
❛♥❞ s❡❝♦♥❞ ❛r❣✉♠❡♥t ✭❍❙❊✮✳

✹✳ ❚❤❡ ❈❧♦❝❦❲♦r❦❡r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠❡t❤♦❞ ✈♦✐❞ ❝♦♥❢✐❣✉r❡❘t❝✭✻ ① ✉✐♥t✽❴t✮ t♦ ❝♦♥✜❣✉r❡
t❤❡ ❘❚❈ ♦❢ t❤❡ ❙❚▼✸✷ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦r ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧✐③❡ ✐t ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❛t❡ ❛♥❞ t✐♠❡
✭t❤❡ ❢♦r♠❛t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿ ✜rst ❛r❣✉♠❡♥t ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ②❡❛rs✱ t❤❡♥ ♠♦♥t❤s✱ ❞❛②s✱
❤♦✉rs✱ ♠✐♥✉t❡s✱ ❛♥❞ s❡❝♦♥❞s✮✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❛❝❝❡ss❡s ❜❛❝❦ ❞♦♠❛✐♥ r❡❣✐st❡rs t♦ ❛❝t✐✈❛t❡
t❤❡ ❘❚❈✱ t♦ s❡t t❤❡ ❍❙❊ ❝❧♦❝❦ ❛s ✐ts ✐♥♣✉t✱ ❛♥❞ t♦ ❧♦❛❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❛r❣✉♠❡♥t
✐♥t♦ t❤❡ ❞❛t❡ ❛♥❞ t✐♠❡ r❡❣✐st❡rs✳ ■t t❤❡♥ r❡❧♦❝❦s t❤❡ ❜❛❝❦ ❞♦♠❛✐♥ r❡❣✐st❡rs✱ ❛♥❞ st❛rts
t❤❡ ❘❚❈✳



❈❤❛♣t❡r ✻

❙✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❞❛t❛
r❡❞✉❝t✐♦♥

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✻✳✶ ❙✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✶ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ P✐❝❙❛t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✻

✻✳✶✳✷ ❋✐❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✶✳✸ ■♠♣❛❝t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✼

✻✳✷ ❖♣t✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t t❡❧❡s❝♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✷✳✶ ❚❤❡r♠❛❧ st✉❞② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶✾

✻✳✷✳✷ ❩❡r♥✐❦❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✻✳✷✳✸ ■♥❞✉❝❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✵

✻✳✸ ❈❛❧✐❜r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✸✳✶ ❚❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✷

✻✳✸✳✷ ❲❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✸

✻✳✸✳✸ ❖♣t✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❛♥❞ P❈❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✺

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✷✼
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✻✳✶ ❙✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s

✻✳✶✳✶ P❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ✐♥ P✐❝❙❛t

❊q✉❛t✐♦♥ ❉✳✹ ❣✐✈❡s t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♣❧❛♥❡
❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✹ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❑✐r❝❤♦✛ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✻✮✱ ✇❤✐❝❤
❣✐✈❡s ❛ ✇❛② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♣❧❛♥❡✱ t❤✐s ❊q✉❛t✐♦♥ ❉✳✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞
t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ η(x, y)✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡✱ ✇✐t❤ ♥♦ ♦❜str✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♥❡❛r❧② ●❛✉ss✐❛♥ ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✮✿

η(x, y) = η0 exp

(
−x2 + y2

2σ2

)
✭✻✳✶✮

■♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ t❤❡ ✜❜❡r ❞♦❡s ♥♦t st❛② ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡✱ ❜✉t ✐s
❢♦r❝❡❞ t♦ ♠♦✈❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❜② t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❧♦♦♣ ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✹ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ η(0, 0)✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✳ ❆
P✐❝❙❛t ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ s✐③❡ n ❡q✉❛❧s t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♣♦✐♥ts ♦♥ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ✭t②♣✐❝❛❧❧② n = 10✮✿

C =



c1
✳✳✳
cn


 = Istar × T ×



η(x1, y1)

✳✳✳
η(xn, yn)


 ✭✻✳✷✮

✇✐t❤ (x1, y1), . . . (xn, yn) t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥✱ Istar t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢
t❤❡ st❛r✱ ❛♥❞ T ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s
♥♦t ✉s❡❞ ❢♦r ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❤♦t♦♠❡tr②✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② Istar✳ ■❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
✐s ❦♥♦✇♥✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✈❡❝t♦r C ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦♣❡r ✈❛❧✉❡
η(xk, yk) t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r✿

Îstar,1 =
c1

η(x1,y1)
✳✳✳

Îstar,n = cn
η(xn,yn)

❚❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✲✇❡✐❣❤t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t②✿

Îstar =
n∑

k=1

αkÎstar

αk =
η(xk, yk)

− 1
2

∑n
i=1 η(xi, yi)

− 1
2

❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❛ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
(c1, . . . , cn)✳ ❚❤✉s✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛
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❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r V ❣✐✈❡♥ ❜②✿

V = n−1




η(x1,y1)
− 3

2

∑n
i=1 η(xi,yi)

− 1
2

✳✳✳
η(xn,yn)

− 3
2

∑n
i=1 η(xi,yi)

− 1
2




✭✻✳✸✮

❛♥❞ ✇r✐t✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤✐s ✈❡❝t♦r✿

Îstar = V TC ✭✻✳✹✮

❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t ❛r❡ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ✶ ❦❍③✱ ❛♥❞ t❤❡ st❡❧❧❛r
✐♥t❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡ ❝❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛t ❛ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ 1/n kHz✳ ❇✉t t❤❡ s♣❛❝❡
t♦ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦ ❧✐♠✐ts t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts ❛r❡ ❜✐♥♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ♦✈❡r ∼ 1 min✱
❛♥❞ t❤✐s s❡ts t❤❡ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ P✐❝❙❛t
❞❛t❛✳

✻✳✶✳✷ ❋✐❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s

❚❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ✈❡❝t♦r V ❞❡✜♥❡❞
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✸ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r
t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛♥
❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛✲
t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❈❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r ✇✐❧❧ ❞✐st♦rt t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t
♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❧✐❣❤t✱ ❛♥❞ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳
❚❤❡s❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧s Zm

n (ρ, θ) ❛♥❞ Z−m
n (ρ, θ)✱ ✇✐t❤ 0 ≤ m ≤ n✱ ❛♥❞ (ρ, θ) t❤❡ ♣♦❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❚❤❡s❡

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❢♦r♠ ❛ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✉♥✐t ❝✐r❝❧❡✱ ❛♥❞ ❛♥② ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ s✉♠ ♦❢ s❝❛❧❡❞ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✿

∆z(r, θ) =
∑

n,m

amn Zm
n

( r

R
, θ
)
+ bmn Z−m

n

( r

R
, θ
)

✭✻✳✺✮

✇✐t❤ R t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r✱ amn t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✏❡✈❡♥✑ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✱
❛♥❞ bmn t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ✏♦❞❞✑ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❡✈❡♥ ❛♥❞ ♦❞❞ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r✱
t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ π/2m✳

❚♦ ♣r♦♣❡r❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤✐s ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❑✐r❝❤♦✛ ✐♥t❡❣r❛❧ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✻✮✳ ❚❤❡
❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤✉s ❝❤❛♥❣❡s
t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ❣✐✈❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥✱ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥t✲❙♣r❡❛❞
❋✉♥❝t✐♦♥ ✭sq✉❛r❡❞ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✮✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ❚❤❡ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦❢ ♦r❞❡r ✵ ✭Z0

0 ✱
♣✐st♦♥✮ ❤❛s ♥♦ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ P❙❋ ♦r ♦♥ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ♦❢
✜rst ♦r❞❡r ✭Z1

1 ✱ Z
−1
1 ✱ t✐♣✴t✐❧t✮ ❛r❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❜② t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

✻✳✶✳✸ ■♠♣❛❝t ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t②

❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r V ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❛✐✈❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❢♦r
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♥♦♥✲❛❜❡rr❛t❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥② ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛







✶✷✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✻✳ ❙■◆●▲❊ ▼❖❉❊ P❍❖❚❖▼❊❚❘❨ ❉❆❚❆ ❘❊❉❯❈❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❛
❢❡✇ ♦r❜✐t❛❧ ❝②❝❧❡s✱ ✐♥ t❤❡ ❝♦❧❞✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ❋❧❡❝❤t ❬✷✵✶✻❪✳

❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ t❤❡r♠❛❧ st✉❞② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇❛s t❤❡♥ s✉❜❝♦♥tr❛❝t❡❞ t♦ ❊❈▼✶✳ ❯s✐♥❣
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ t❤✐s st✉❞② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡
t❤❡r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❆
❢❡✇ ✐♠❛❣❡s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❤❡r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✳

✻✳✷✳✷ ❩❡r♥✐❦❡ ✜t ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛

■♥ t❤❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ st✉❞②✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛ ✇❛s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛ s❡t ♦❢ ✶✸ ♣♦✐♥ts✱ ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥ts ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❡r❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r ❛♥ ❡♥t✐r❡ ♦r❜✐t❛❧
❝②❝❧❡✳

■ ✜tt❡❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ ✸❉ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡s❡ ✶✸ ♣♦✐♥ts ✉s✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s✳ ■ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡
♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

χ2(amn , bmn ) =

13∑

k=1

(
zk − zM1(xk, yk)−

∑

n,m

[
amn Zm

n

(rk
R
, θk

)
+ a−m

n Z−m
n

(rk
R
, θk

)])2

✇❤❡r❡ (zk, xk, yk) ❛♥❞ (zk, rk cos(θk), rk sin(θk)) ❛r❡ t❤❡ ❈❛rt❡s✐❛♥ ❛♥❞ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
♦❢ t❤❡ ✶✸ ♣♦✐♥ts ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ ❛♥❞ zM1(xk, yk) ✐s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧
♣❡r❢❡❝t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r ❛t t❤❡s❡ ♣♦✐♥ts✳

❚❤❡ ❧❡❛st✲sq✉❛r❡ ✜t ✇❛s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ✜rst ❢❡✇ ♦r❞❡rs ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ✭n ≤ 3✮✳
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳ ■♥ ❛❧❧ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❩❡r♥✐❦❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s ❛r❡
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ r♦♦t✲♠❡❛♥✲sq✉❛r❡ ✭r♠s✮ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ♥♠ ♦✈❡r t❤❡ ✸✳✼ ❝♠ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢
t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts amn ❛♥❞ bmn ❛r❡ ❛❧✇❛②s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ✉♥✐ts ♦❢ ♥♠ r♠s✳

✻✳✷✳✸ ■♥❞✉❝❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r ✐s
t❤❛t t❤❡ ♥❛✐✈❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r s❡t ❜② t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ♥♦♥✲❛❜❡rr❛t❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜✐❛s❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✮✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡r♠❛❧
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❧❡❛❞ t♦ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr②✳

✶❤tt♣✿✴✴✇✇✇✳❡❝♠✲❜❡✳❝♦♠✴
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t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡❛s② t♦ r❡♠♦✈❡ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣
♦✉t t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ✐ts ❤❛r♠♦♥✐❝s ❢r♦♠ t❤❡ s✐❣♥❛❧✳

❇✉t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ s♣❛❝❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② st❛❜❧❡✱ s♦♠❡ r❛♥❞♦♠
♦r ♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ❢❛❝t♦rs ❝❛♥ st✐❧❧ ❛✛❡❝t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✿ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❊❛rt❤✬s ❛❧❜❡❞♦✱ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▼♦♦♥✱ ❡t❝✳ ❚❤❡s❡
♣s❡✉❞♦✲r❛♥❞♦♠ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛✛❡❝t t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❚♦ ❛❝✲
❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ t✐♠❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✉s✐♥❣✿

{
amn (t) = amn (φ(t)) + αm

n (t)

bmn (t) = bmn (φ(t)) + βm
n (t)

✭✻✳✻✮

✇❤❡r❡ φ(t) ✐s t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ α ❛♥❞ β ❛r❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ t❡r♠s✳
❆♥ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣❡❛t❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡

❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r❜✐t t♦ ❛♥♦t❤❡r ✐s ∼ 10% ✭❢r♦♠ ♦t❤❡r ❈✉❜❡❙❛t ♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ✢✐❣❤t
❞❛t❛ ❢r♦♠ P✐❝❙❛t✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✸✮✳ ❆s ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ■ ♠♦❞❡❧ t❤❡ r❛♥❞♦♠ t❡r♠s αm

n ❛♥❞
βm
n ✐♥ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ❛s r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s t♦ ✶✵✪ ♦❢

t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ amn ❛♥❞ bmn ✿




αm
n (t) ∼ N

(
0, [max {amn (φ(t))} −min {amn (φ(t))}]2

)

βm
n (t) ∼ N

(
0, [max {bmn (φ(t))} −min {bmn (φ(t))}]2

) ✭✻✳✼✮

■♥ t❤❡♦r②✱ t❤❡s❡ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡s α ❛♥❞ β s❤♦✉❧❞ s❤♦✇ ❛ str♦♥❣ s❤♦rt✲t❡r♠ t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦r✲
r❡❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ α(t) ≃ α(t + dt)✱ ❢♦r ❛ s♠❛❧❧ dt✮✱ ❛♥❞ t❤❡s❡ ♥♦✐s❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜②
t❤❡✐r ❢✉❧❧ ❢r❡q✉❡♥❝② s♣❡❝tr❛✳ ❇✉t t❤✐s t❡♠♣♦r❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t t❤❡
❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢
s✐♠♣❧✐❝✐t②✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ amn (φ(t)) ❛♥❞ bmn (φ(t)) ❛s ✏t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✑✱ ❛♥❞ t♦
αm
n ❛♥❞ βm

n ❛s ✏t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✑✳
❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡r❢❡❝t❧② r❡♣❡❛t✐❜❧❡ ❢r♦♠ ♦♥❡ ♦r❜✐t t♦

❛♥♦t❤❡r✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ✜❧t❡r✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❖♥❡ s✐♠♣❧❡ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ s♦ ✐s t♦
❢♦❧❞ t❤❡ ❞❛t❛ ♦✈❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ♠❡❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤♦t♦♠❡tr②✱ ❛♥❞ ❞✐✈✐❞❡
❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ❜② t❤✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡✳

✻✳✸✳✷ ❲❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥

■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r V ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡✿

Îstar = V TC ✭✻✳✽✮

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r V ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❛❜❡rr❛t❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛s ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✸✳ ❇✉t ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❜✐❛s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
❛❜❡rr❛t✐♦♥s✳ ■❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s②st❡♠ ✐s ❛❜❡rr❛t❡❞✱ ❛♥♦t❤❡r ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❞❡✜♥❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❛❜❡rr❛t❡❞ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ηab✿

Vab = n−1




ηab(x1,y1)
− 3

2

∑n
i=1 ηab(xi,yi)

− 1
2

✳✳✳
ηab(xn,yn)

− 3
2

∑n
i=1 ηab(xi,yi)

− 1
2




✭✻✳✾✮
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❚❤✐s ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❝❛♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ❝❛r❡❢✉❧ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♦♣t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤✐s ❝❛♥ ♣r♦✈❡ ❡①tr❡♠❡❧❧② ❞✐✣❝✉❧t✱ ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s t♦ ❝❛❧✐❜r❛t❡ ✐t✳

❑❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛❧❣❡❜r❛ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✏✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✑✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡
❞❡♥♦t❡ H✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

H =



η(x1, y1)

✳✳✳
η(xn, yn)


 ✭✻✳✶✵✮

❚❤✐s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✐♠❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✿ H = H(t)✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝♦✉♥t t❤❡
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ✏✢✉❝t✉❛t✐♦♥✑ t❡r♠ ❛♥❞ ❛ ✏♥♦✐s❡✑ t❡r♠ ✭s❡❡ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✻✳✻✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ✏♥♦✐s❡✑ ♣❛rt✱ ❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡✱ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ✭t❤❡ amn (φ) ❛♥❞ bmn (φ) t❡r♠s ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✻✳✻✮✿ H = H(φ)✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ H(t) ❛♥❞ H(φ) ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡r♠❛❧ ♥♦✐s❡✱
❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✿

H(t) = H(φ) +
∑

n,m

αm
n

∂H

∂amn
(φ) + βm

n

∂H

∂bmn
(φ) ✭✻✳✶✶✮

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞❛t❛✱ ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t✐♠❡ t0, . . . , tN ✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡♥♦t❡ φ0, . . . , φN

t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡s✱ ❛♥❞ C0, . . . , CN t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✈❡❝t♦rs✳ ❲❡ ❤❛✈❡
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

Ck = Istar(tk)×
[
H(φk) +

∑

n,m

αm
n (tk)

∂H

∂amn
(φk) + βm

n (tk)
∂H

∂bmn
(φk)

]
✭✻✳✶✷✮

❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❣r♦✉♣❡❞ ❜② ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡s✱ ✐✳❡✳ ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❣r♦✉♣s
♦❢ ✐♥❞✐❝❡s k s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧s✷✳ ❙✐♥❝❡ φ ✐s ❝♦♥st❛♥t ✐♥
s✉❝❤ ❛ ❣r♦✉♣✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ H(φ) ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥st❛♥t✳ ■❢ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❧♦♥❣
❡♥♦✉❣❤ ✭❛ ❢❡✇ ✶✵✵ ♦r❜✐ts✮✱ ❛♥❞ ✐❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡r t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❡❛♥
♦❢ t❤❡ Ck s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ H(φ)✿

mean({Ck, ∀k, φ(tk) = φ}) ∝ H(φ) ✭✻✳✶✸✮

❚❤✐s ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✈❛❧✉❡s η[φ](xk, yk) r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❜❡rr❛t❡❞
✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r V (φ) ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✾✱ t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ s❡t ♦❢ ✉♥❜✐❛s❡❞
✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r✱ ❜② ❞♦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❖❜s❡r✈❡ ❛ st❛❜❧❡ t❛r❣❡t ❞✉r✐♥❣ ∼ ✶✵✵ ♦r❜✐ts✳

• ●r♦✉♣ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts ♣❡r ✈❛❧✉❡ ♦❢ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡ φ✱ ❛♥❞ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢
❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ ❛t ❝♦♥st❛♥t ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛t ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦s✐t✐♦♥ η(xk, yk)✱ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s
❛t ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡ φ✳

• ❯s✐♥❣ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r V (φ) ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❛t
♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡ φ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✻✳✾✳

✷❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❞❛t❛ ❛r❡ ❞♦✇♥❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ P✐❝❙❛t ✇✐t❤ ❛ t✐♠❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✶ ♠✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ✐s
∼ 90 min✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❝r❡❛t❡ ❛❜♦✉t ✾✵ s✉❝❤ ❣r♦✉♣s✳
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❣♦❛❧ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r Vopt✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s✿

mean
(
V T
optCk

)
= 1 (✉♥❜✐❛s❡❞✱ t♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r) ✭✻✳✶✹✮

cov
(
V T
optCk

)
✐s ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✻✳✶✺✮

❋✐♥❞✐♥❣ t❤✐s ♦♣t✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧✲
②s✐s✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① W = cov(Ck) ✐s s②♠♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛♥❞
t❤✉s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❡❞ ✐♥ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✳ ❲❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s
λ1, . . . , λn✱ ❛♥❞ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs V1, . . . , Vn ✭n ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
✈❡❝t♦rs Ck✱ s❡t ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✮✿

WVi = λiVi

V T
i Vj =

{
1 ✐❢ i = j

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

❚❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② s✉♠ ♦❢ t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs✿

Vopt =

n∑

i=1

viVi ✭✻✳✶✻✮

❚❤❡ ♠❡❛♥ ♣❤♦t♦♠❡tr② ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Îstar =

n∑

i=1

viγi

❲✐t❤✿
γi = mean

(
V T
i Ck

)
✭✻✳✶✼✮

❆♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✈❛r✐❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

σI
2 =

n∑

i=1

vi
2λi ✭✻✳✶✽✮

❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✉♥❜✐❛s ❛♥❞ ♦♣t✐♠✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✻✳✶✹ ❛♥❞ ✻✳✶✾ ✇r✐t❡s✿
{∑n

i=1 γivi = 1∑n
i=1 λivi

2 ✐s ♠✐♥✐♠✉♠

❚❤❡s❡ t✇♦ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❡❛s✐❧② s♦❧✈❡❞ ❜② ✐♥tr♦✲
❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r L (vi, µ) =

∑
i λivi

2 − µ (1−∑i γivi)✿

∂L
∂vk

= 2λkvk − µvk = 0 ⇒ vk =
µγk
2λk

∂L
∂µ

= 1−
n∑

i=1

γivi = 0 ⇒ µ

2
=

(
n∑

i=1

γi
2

λi

)−1

❲❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥✿

vk =
1

∑n
i=1

γi2

λi

× γk
λk

✭✻✳✶✾✮

❚♦ s✉♠♠❛r✐③❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠✉♠ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❜② ❞♦✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿



✻✳✹✳ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆ ✶✷✼

• ●r♦✉♣ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣♦✐♥ts ♣❡r ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡ φ✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✱ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛♥❛❧②s✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ✈❡❝t♦rs Vk(φ) ❛♥❞
t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λk(φ) ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ❣r♦✉♣✱ ✉s❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts Ck(φ) t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡s γi(φ) =
mean

(
V T
i Ck(φ)

)
✳

• ❋♦r ❡❛❝❤ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡✱ ❢♦r♠ t❤❡ ♦♣t✐♠✉♠ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✇❡✐❣❤t ✈❡❝t♦r Vopt(φ) ✉s✐♥❣ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✻✳✶✾✳

• ❚❤❡ s❡t ♦❢ Vopt(φ) ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛♥♦t❤❡r ❞❛t❛s❡t✳ ■❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ str✉❝t✉r❡
♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❞❛t❛s❡t ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✜rst ♦♥❡✱ t❤❡ P❈❆ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t t❤❡ r❡❞✉❝❡❞
♣❤♦t♦♠❡tr② ✐s ✉♥❜✐❛s❡❞✱ ✇✐t❤ ♠✐♥✐♠❛❧ ✈❛r✐❛♥❝❡✳✸

❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s P❈❆ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞❛t❛ s❡q✉❡♥❝❡ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t② ✐s ≃ 0.1%/hr✳ ❇✉t
t❤✐s r❡s✉❧t✱ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡q✉❡♥❝❡✱ ❤✐❞❡s ❤✉❣❡ ❞✐s♣❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡s✳ ❆ ❜♦① ♣❧♦t ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❢♦❧❞✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❣r♦✉♣✐♥❣ t❤❡ ♣♦✐♥ts ♣❡r ♦r❜✐t❛❧
♣❤❛s❡✱ ❝❧❡❛r❧② r❡✈❡❛❧s t❤❛t ❛❧❧ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♥♦t ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❞❛t❛ q✉❛❧✐t② ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✮✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤✐s ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡
❛r❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r ❛t ❝❡rt❛✐♥ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡s✳

❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❧♦✇❡r❡❞ t♦ ≃ 500 ppm/hr s✐♠♣❧② ❜② r❡❥❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❧❡ss ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡s✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡ ❞❛t❛ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ♣❤❛s❡
80 deg ≤ φ ≤ 240 deg✳

✻✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

■♥ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡t❡❝t♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧
♣❧❛♥❡ ♦❢ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❛❧❧ ♣✐①❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣
♣❤♦t♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ st❛r✳ ■❢ t❤❡ P❙❋ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❜♦① ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❜❡ ❡♥❧❛r❣❡❞✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ♣❤♦t♦♥s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ st❛r ❛r❡ ♣r♦♣❡r❧② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r✳
❚❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡ ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ ❜✉t t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✐s ♥♦t ❜✐❛s❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❤♦t♦♥s r❡❛❝❤✐♥❣
t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ t♦ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✳
❚❤✐s ♠❛❦❡s ✜❜❡r❡❞ ✐♥str✉♠❡♥ts ♠✉❝❤ ♠♦r❡ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✳

❚♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r r❡♠❛✐♥ ❤✐❣❤❧② s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✱ ❛s ♥♦ r❡❛❧ ❞❛t❛
✇❛s ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞✳ ❇✉t ❞❡s♣✐t❡ t❤✐s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
s❤♦✇✱ ❜♦t❤ ❢r♦♠ ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ st❛♥❞♣♦✐♥ts✱ t❤❛t ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛
st❛❜❧❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✇✐t❤ ❛ ✜❜❡r❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❨❡t✱ str✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❡r♠s
♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✳ ❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❧❛r❣❡
♦♣t✐❝❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦✈❡r t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣
❛ P❈❆ ❜❛s❡❞ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐s ≃ 500 ppm/hr✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧r❡❛❞②
❣✉❛r❛♥t❡❡s t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✿ β P✐❝ ❜ tr❛♥s✐t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✮✳ ❚❤❡ ♥♦✐s❡ ❜✉❞❣❡t ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r❡❞ ♣❤♦t♦♠❡t❡r
✉s❡❞ ✐♥ P✐❝❙❛t ✐s ♥♦t ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs ♦r ❜② ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❜② t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳

✸◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♠❡❛♥ t❤❛t t❤✐s ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❜❡st ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t
✈❡❝t♦rs ❣✐✈❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❧✐♥❡❛r ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣♦✐♥ts✳ ❇✉t ❛ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞❛t❛
r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts✳
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■♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ✶✵✵ ♣♣♠✴❤r ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛ ♠♦r❡ ❝❛r❡❢✉❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ s❡❡♠s ♥❡❝❡ss❛r②✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ t❡❧❡s❝♦♣❡
✐♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛♥ ❡rr♦r✳ ❚❤✐s ♦♥❧② ❣✉❛r❛♥t❡❡s
❤♦♠♦t❤❡t✐❝ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❆♥❞
t❤❡ ❧❛r❣❡ t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❛❧✉♠✐♥✉♠ α ∼ 20 × 10−6 K−1 ♠❛❦❡s t❤❡ ✇❤♦❧❡
s❡t✉♣ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ∼ 5 t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ t❛r❣❡t ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢
✶✵✵ ♣♣♠✴❤r ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t②✳ ❉❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✉s✐♥❣ ♠❛t❡r✐❛❧s ✇✐t❤
❧♦✇❡r t❤❡r♠❛❧ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✭■♥✈❛r✱ α ∼ 1 t♦ 5× 10−6 K−1✱ ❩❡r♦❞✉r✱ α < 10−7 K−1✮✱
❛♥❞✴♦r ❡♥s✉r✐♥❣ t❤❛t str♦♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ✐s ❦❡② t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❧❡✈❡❧ ♦❢
♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ ✜❜❡r❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳
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❚❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
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❉❛t❡ ❚②♣❡ ❍❛r❞✇❛r❡ t❡st❡❞ ❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❘❡s✉❧t

❏❛♥ ✷✵✶✻ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❙P❆❉✱
♣✐❡③♦

❚❡st ♥♦♥✲q✉❛❧✐✜❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❉❡❛❞ ❙P❆❉ ✭❞✉r✐♥❣
tr❛♥s♣♦rt❄✮✱ ❜r♦❦❡♥
♣✐❡③♦

❆♣r ✷✵✶✻ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❙P❆❉ ❚❡st ❙P❆❉ ✭♥♦t t❡st❡❞ ♣r❡✈✐✲
♦✉s❧②✮

❙P❆❉ r❡s✐st❡❞ ✈✐❜r❛✲
t✐♦♥s

❆♣r ✷✵✶✻ ❚❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✳ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❙P❆❉ ✭♥♦t
r❡❣✉❧❛t❡❞✮

❚❡st ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s ◆♦ ❤❡❛t ♣♦✐♥t ♦♥ ❡❧❡❝✲
tr♦♥✐❝s

❏❛♥ ✷✵✶✼ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ❙❛t❡❧❧✐t❡ ◗▼ ❈❤❡❝❦ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
❛❧✐❣♥♠❡♥t

❆❧✐❣♥♠❡♥t r❡s✐st❡❞ t♦
✈✐❜r❛t✐♦♥s

❋❡❜ ✷✵✶✼ ❚❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ◗▼ ❈❤❡❝❦ t❤❡r♠❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡

❇r♦❦❡♥ ▼✷✱ str♦♥❣
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡✲
tr②

❏✉♥ ✷✵✶✼ ❚❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ◗▼✱ ♥❡✇ ▼✷
❛♥❞ ❡❧❡❝✳

❱❡r✐❢② ♥❡✇ ▼✷ ❛♥❞ ❡❧❡❝✳ ▼✷ ✇❛s ❖❑✱ ❧❡ss ♣❤♦✲
t♦♠❡tr✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s

❆✉❣ ✷✵✶✼ ❚❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ❋▼ ❱❡r✐❢② ✢✐❣❤t ♠♦❞❡❧ ❙✉❝❝❡ss
❖❝t ✷✵✶✼ ❙❤♦❝❦s P❛②❧♦❛❞ ◗▼ ❱❡r✐❢② ♦♣t✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❖♣t✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

✇✐t❤st❛♥❞ s❤♦❝❦s

❚❛❜❧❡ ✼✳✶✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✽ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞ r❡s✉❧ts ❧✐st❡❞ ✐♥ t❤✐s t❛❜❧❡ r❡❧❛t❡ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♦♥❧②✳ ❚❤✐s t❛❜❧❡ ❞♦❡s ♥♦t
✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❛❝❝❡♣t❛♥❝❡ t❡sts ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❋▼ ❜❡❢♦r❡ ❞❡❧✐✈❡r②✳

✼✳✶ P❛②❧♦❛❞ t❡st ♣❧❛♥

❙♣❛❝❡ ✐s ❛ ♥♦t♦r✐♦✉s❧② ❤❛rs❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ str♦♥❣ t❤❡r♠❛❧ ❣r❛❞✐❡♥ts ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❙✉♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✱ q✉✐❝❦ t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞
✈❛❝✉✉♠✱ ❝r❡❛t❡s ❛ t❤❡r♠❛❧❧② ❞❛♥❣❡r♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❘❛❞✐❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❙✉♥ ♦r ❢r♦♠ ❝♦s♠✐❝
r❛②s✱ ✉♥s❤✐❡❧❞❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❛r❡ ❛❧❧ ❞❛♥❣❡r♦✉s t❤r❡❛ts ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ s②st❡♠s✳ ❆♥❞
❞✉r✐♥❣ ❧❛✉♥❝❤✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ r♦❝❦❡t ❛♥❞ str♦♥❣ s❤♦❝❦s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ st❛❣❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❞❛♠❛❣❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥s✐❞❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞✐❞ ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❢♦r s❡✈❡r❛❧
②❡❛rs✱ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲t❡r♠ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✇❛s ♥♦t ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ✐ss✉❡✳ ❙♦✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝✉t ❝♦st ❛♥❞ ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥t t✐♠❡✱ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♥♦♥
s♣❛❝❡✲q✉❛❧✐✜❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ r✐s❦s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛
t♦t❛❧ ♦❢ ✽ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✇❡r❡ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ s♣r❡❛❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡s✳
❚❤❡s❡ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✼✳✶✳

✼✳✷ ❱✐❜r❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦rs ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞
✇❡r❡ ♥♦t s♣❛❝❡✲q✉❛❧✐✜❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆ ✜rst ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s t❤✉s ♣❡r❢♦r♠❡❞
❡❛r❧② ♦♥✱ ❛ ♠♦♥t❤ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s
❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡ ♣✐❡③♦ st❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❝♦✉❧❞ ✇✐t❤st❛♥❞ ✈✐❜r❛t✐♦♥s
❛t ❛ ❧❡✈❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✇❛s ♥♦t
✇♦r❦✐♥❣ ♣r♦♣❡r❧② ✇❤❡♥ ✐t ❛rr✐✈❡❞ ❛t t❤❡ t❡st ❢❛❝✐❧✐t②✱ s♦ t❤✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ t❡st❡❞✳
❇✉t t❤✐s t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ♠❛❥♦r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✐❡③♦ st❛❣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐❞ ♥♦t ❢✉❧❧②
s✉r✈✐✈❡ t❤❡ t❡st✿ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t r❛♥❣❡ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛①❡s ❤❛❞ ❜❡❡♥ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② r❡❞✉❝❡❞
❜② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦ st❛❣❡ ✇❡r❡ ❤❡❛✈②✿ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧②
r❡❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❛ ♥❡✇ ❛♥❞ ❜✉❧❦✐❡r t✇♦✲❛①✐s ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❜❛s❡❞ ♦♥
s♣❛❝❡✲q✉❛❧✐✜❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❚♦ ❣✐✈❡ ❛ s❡♥s❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❝❤❛♥❣❡✱ ■ s❤♦✇ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✼✳✶ ❛ ✸❉ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✳ ■♥







✼✳✹✳ ❘❆❉■❆❚■❖◆❙ ✶✸✺

t❤❛t t❤❡r♠❛❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ❤❛❞ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❆ ❧♦♥❣ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s
✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥✱ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s ♦❢ t❡st✐♥❣ ✐♥ ❛ ❝❧✐♠❛t✐❝ ❝❤❛♠❜❡r✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞❛②s ♦❢ t❡st✐♥❣
✇✐t❤ ❛ ❤❛✐r✲❞r②❡r ✭❤❡❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✮ ✜♥❛❧❧② ❧❡❞ ♠❡ t♦ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡s❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇❛s t❤❡r♠❛❧ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ❛♥❞ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♦❢ ✐ts ✐♥t❡r♥❛❧ ♦♣t✐❝s ✉s❡❞ t♦ ❝♦✉♣❧❡ t❤❡ ✜❜❡r ✇✐t❤ t❤❡
s✐♥❣❧❡✲♣✐①❡❧ ❞❡t❡❝t♦r✳

❍❛✈✐♥❣ r❡❛❝❤❡❞ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ■ ❜✉✐❧t ❛ s♠❛❧❧ s❡t✉♣ t♦ t❡st t❤❡ ✺ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s st✐❧❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❜❛t❝❤ ❞❡❧✐✈❡r❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ✭❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❞✐♦❞❡s ❡①t❡♥s✐✈❡❧②
t❡st❡❞ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✉✉♠✱ ✐♥ t❤❡ ❝❧✐♠❛t✐❝ ❝❤❛♠❜❡r✱ ✐♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳✮✳ ❖♥❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ✇❛s
❢♦✉♥❞ t♦ ❤❛✈❡ s♠❛❧❧ ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❤②st❡r❡s✐s✳ ❚❤✐s ❞❡t❡❝t♦r ✇❛s
♠♦✉♥t❡❞ ♦♥ t❤❡ ✢✐❣❤t✲♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ ❛♥❞ ✐s ♥♦✇ ♦r❜✐t✐♥❣ t❤❡ ❊❛rt❤✳

❍❛✐r✲❞r②❡r ❜✉❣ ❚❤❡ ❧❛st ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❝♦✈❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ t❡st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇❛s ❛
s♦❢t✇❛r❡ ❜✉❣✳ ❚❤✐s ❜✉❣ ✐♥ t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ tr❛❝❡ ❞♦✇♥✱ ❛s ✐t
✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♠❛♥✐❢❡st ✐ts❡❧❢ ✐♥ ❝❡rt❛✐♥ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣r♦❝❡ss♦r ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❡♠♣❡r❛✲
t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝ ❜♦❛r❞✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✭❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡rr♦rs ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❜♦❛r❞✱
✉♥❡①♣❡❝t❡❞ ❝r❛s❤❡s ♦❢ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡✱ ❡t❝✮ ✇❡r❡ ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✉✉♠ t❡st ❝❛♠✲
♣❛✐❣♥s✱ ♦r ❡✈❡♥ ❞✉r✐♥❣ ✈✐❜r❛t✐♦♥ t❡st ❝❛♠♣❛✐❣♥s ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤❡❛t ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✈✐❜r❛t✐♥❣
♣❧❛t❢♦r♠✮ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ♦t❤❡r ❝❛✉s❡s✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ✇❡r❡ ❛❧❧ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤✐s
❜✉❣✳✶

✼✳✹ ❘❛❞✐❛t✐♦♥s

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ s✉❝❤ t❡sts ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❧✐❢❡t✐♠❡
✭< 1 yr ✇❛s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ♣♦t❡♥t❛✐❧ tr❛♥s✐t✮✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ r❛❞✐❛t✐♦♥
t❡st ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r t❤❡ ❝❛r❡❢✉❧ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ✭✇✐t❤ ❛ ♣✉r❡ s✐❧✐❝❛
❝♦r❡✱ s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ t❤❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s s❡❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇❡r❡ ❛❧❧ st❛♥❞❛r❞
❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ ✇✐t❤ ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❛❞✐❛t✐♦♥ t♦❧❡r❛♥❝❡✳

✼✳✺ ❖♣t✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

✼✳✺✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝❛♠♣❛✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ✢✐❣❤t ♠♦❞❡❧ ♦❢ P✐❝❙❛t t♦♦❦ ♣❧❛❝❡ ❞✉r✐♥❣ s✉♠♠❡r
✷✵✶✼✳ ❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s s✐♠♣❧❡✱ ✇✐t❤ ♦♥❧② t✇♦ ♠✐rr♦rs ❛♥❞ ✸ ❛❞❥✉st♠❡♥t ♣♦✐♥ts✳ ❇✉t s❡✈❡r❛❧
♣❛rt✐❝✉❧❛r✐t✐❡s ♠❛❞❡ ✐t ❡①tr❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❛❧✐❣♥✳

❋✐rst✱ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❤♦t♦♠❡t❡r ✇❛s ❛ ✜❜❡r❡❞ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✛✲❛①✐s
♣❛r❛❜♦❧❛ ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ♠❛❞❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❡①tr❡♠❡❧② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛❧✐❣♥♠❡♥t
❡rr♦rs✳ ❆♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✜❜❡r ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ ❝❛♠❡r❛ ♠❛❞❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❤❛✈❡ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠✱ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡

✶❋♦r t❤❡ r❡❛❞❡r ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ❥✉✐❝② ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✿ t❤❡ ❙❚▼✸✷❋✸ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r
❝❛♥ ❜❡ ❝❧♦❝❦❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ♦r ❡①t❡r♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✱ ❛♥❞ ❛ P❤❛s❡✲▲♦❝❦❡❞ ▲♦♦♣ ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ♠✉❧t✐♣❧✐❡r✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❝❧♦❝❦ ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥str✉❝t t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r
t♦ ❛❞❞ ✇❛✐t ❝②❝❧❡s ✇❤❡♥ ❛❝❝❡ss✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❋❧❛s❤ ♠❡♠♦r②✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r ❛♥② ❧❛t❡♥❝②✳ ❋❛✐❧✉r❡ t♦ ❞♦ s♦
❝❛♥ r❡s✉❧t ✐♥ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❛❞ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ♠❡♠♦r②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✱ ❛t ❧❛❜ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ t❤❡
❧❛t❡♥❝② ✇❛s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ♣r♦❝❡ss♦r t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♣❡ ✇✐t❤ ✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r❡❞
✐♥ t❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✉✉♠ t❡sts✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ s❧✐❣❤t❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢
t❤❡ ♠❡♠♦r②✱ t♦ ❛ ♣♦✐♥t ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇♦✉❧❞ s✐♠♣❧② ❝r❛s❤ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♣r♦♣❡r ✇❛✐t ❝②❝❧❡s✳ ■ ❢♦✉♥❞
t❤✐s ❜✉❣ ✇❤❡♥ ❤❡❛t✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✇✐t❤ ❛ ❤❛✐r✲❞r②❡r t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝
✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♥❛♠❡✳ ■t ♣r♦❜❛❜❧② t♦♦❦ ♠❡ ❛t ❧❡❛st ✶✵ ❞❛②s✱ ❢✉❧❧ t✐♠❡✱ t♦ ✜♥❞ t❤✐s ❜✉❣✳ ✳ ✳



✶✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❊❙❚ ❈❆▼P❆■●◆❙

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹✿ ▲❡❢t ♣❛♥❡❧✿ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ P✐❝❙❛t
✐♥str✉♠❡♥t✳ ❘✐❣❤t ♣❛♥❡❧✿ ❚❤❡ ❛✉t❤♦r ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s tr②✐♥❣ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ❛❞❞ ❛
❢❡✇ ❧❛②❡rs ♦❢ ✇❛s❤❡r ❜❛❝❦ ♦♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ s♣❛❝❡rs s✉♣♦rt✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ♠♦✉♥t✳
P✐❝t✉r❡ t❛❦❡♥ ❞✉r✐♥❣ ❛ tr❛✐♥✐♥❣ ❡①❡r❝✐s❡✱ ♦♥ ❛ ✸❉ ♣r✐♥t❡❞ ❝♦♣② ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳

s♠❛❧❧ ❥✐tt❡r ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s ✉♥❛❜❧❡ t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜❜❡r ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r ✇❤✐❧❡ ■ ✇❛s
❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ t✐♣✴t✐❧t ♦r ❢♦❝✉s✳ ■ ❤❛❞ t♦ r❡s♦rt t♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏s❝❛♥♥✐♥❣ ♠♦❞❡✑ ♦♥❧②✳ ■♥ t❤✐s
♠♦❞❡✱ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦♥st❛♥t❧② s❝❛♥s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ✏✐♠❛❣❡✑✳ ❇✉t t❤❡ ♣r♦❝❡ss
✐s s❧♦✇✱ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❝❛♥✱ ✐t ❝❛♥ t❛❦❡ ✉♣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ♠✐♥✉t❡s t♦ t❛❦❡
❛♥ ✐♠❛❣❡✳ ❚❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡ss ✐s ❡①tr❡♠❡❧② s❧♦✇ ❛♥❞
t❡❞✐♦✉s✿ ♠♦✈❡ ❛ s❝r❡✇ ❤❛❧❢ ❛ t✉r♥ ♦♥❡ ✇❛②✱ ✇❛✐t ❛ ❢❡✇ ♠✐♥✉t❡s ❢♦r t❤❡ s❝❛♥ t♦ ✜♥✐s❤✱ ♠♦✈❡
t❤❡ s❝r❡✇ ❜❛❝❦ ❛ q✉❛rt❡r ♦❢ ❛ t✉r♥✱ ✇❛✐t ❛❣❛✐♥✱ ❡t❝✳

❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇❛s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡ ♠♦✉♥t✐♥❣
♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r✳ ❚❤r❡❡ s❝r❡✇s ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ✜① t❤❡ s✉♣♣♦rt ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②
♠✐rr♦r ♦♥ t❤❡ ❤❡❛❞ ❜❧♦❝❦✱ ✐ts❡❧❢ ♠♦✉♥t❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t✉❜❡✳ ❖♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
t❤r❡❡ s❝r❡✇s✱ ❛ s♣❛❝❡r ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r✳ ❇② ❛❞❥✉st✐♥❣
t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡s❡ s♣❛❝❡rs✱ ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ t✐♣✱ t✐❧t✱ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳
❚❤❡ s♣❛❝❡rs ✉s❡❞ ❢♦r P✐❝❙❛t ✇❡r❡ ✏♣❡❡❧❛❜❧❡✑✳ ❆t ✜rst ❣❧❛♥❝❡✱ t❤❡s❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ s♣❛❝❡rs ❧♦♦❦❡❞
✈❡r② ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ♥♦r♠❛❧ ✇❛s❤❡rs✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t t❤❡② ❤❛❞ ❛♥ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s✐❞❡✱ ❛♥❞ ❛ tr❛♥s♣❛r❡♥t
♣❧❛st✐❝ s✐❞❡✳ ■♥ r❡❛❧✐t②✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡s❡ s♣❛❝❡rs ✇❡r❡ ♥♦t ♠❛❞❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ❜✉t
♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ t❤✐♥ ❧❛②❡rs st❛❝❦❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✭10 µm ♦♥ t❤❡ ❛❧✉♠✐♥✉♠ s✐❞❡✱ 50 µm ♦♥ t❤❡ ♣❧❛st✐❝
s✐❞❡✮✳ ❚♦ ❛❞❥✉st t❤❡ ❤❡✐❣❤t✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ✇❛s❤❡r ❢r♦♠ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤
❛ s❝❛❧♣❡❧✱ ♦r ❛♥② ♦t❤❡r s❤❛r♣ t♦♦❧✱ ❝❛r❡❢✉❧❧② r❡♠♦✈❡ ♦♥❡ ❧❛②❡r ✭✐✳❡✳ ✏♣❡❡❧✑ t❤❡ s♣❛❝❡r✮✳ ❙✐♠♣❧❡
❡♥♦✉❣❤✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ✐t t✉r♥❡❞ ♦✉t s✉r♣r✐s✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❧✐❛❜❧② r❡♠♦✈❡ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧❛②❡r✳ ❆♥❞
♥♦t ♦♥❧② t❤❛t✱ ❜✉t ♦♣t✐❝❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ♦❢t❡♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t s♦♠❡t✐♠❡s
✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♠♦✈❡ ❛ ❧❛②❡r✱ ❛♥❞ s♦♠❡t✐♠❡s ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❞❞ ❛ ❢❡✇ ❜❛❝❦✳ ❚❤❡♥ ✐t
✇❛s ❧✐❦❡ ✇❛❧❦✐♥❣ ❛ t✐❣❤tr♦♣❡✿ ❝❛r❡❢✉❧❧② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ 10 µm✲t❤✐♥ ❧❛②❡rs ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ♣❧✐❡rs✱ ❤♦♣✐♥❣
t❤❛♥ ♥♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❢❛❧❧ ❞♦✇♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t✉❜❡ ♦♥t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r✷✳ ✳ ✳

❚♦ ♠❛❦❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛t ❧❡❛st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ■ ❤❛❞ t♦ ✜♥❞ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs✳

✷❨❡s✱ ❛❧✐❣♥✐♥❣ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞ ✇❛s ❛♥ ❡①❝r✉❝✐❛t✐♥❣❧② ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s ❡①❡r❝✐❝❡✳ ❇② ❢❛r t❤❡ ♠♦st
❞✐✣❝✉❧t t❛s❦ ■ ❤❛❞ t♦ ❞♦ ❞✉r✐♥❣ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ✳ ✳
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✼✳✺✳✷ ❆❧✐❣♥♠❡♥t ✇✐t❤ s♣r✐♥❣s

❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs ✇✐t❤ s♣r✐♥❣s✱ ✐t ✇❛s t❤❡♥ ♠✉❝❤ ❡❛s✐❡r t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ✸ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ♠♦✉♥t✐♥❣ s❝r❡✇s✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ tr❛✐♥✐♥❣✱ ✐t ✇❛s ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦
♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ t❤❡ s❝r❡✇s ✇✐t❤♦✉t ❧♦♦s✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r tr❛❝❦✐♥❣✳ ❙♦ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ✉s❡ ♦♥❧② s♣r✐♥❣s
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✜rst st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳

❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✜rst st❡♣ ✇❛s t♦ ❛❞❥✉st t❤❡ t✐♣✴t✐❧t✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛
♦♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣✐❡③♦✲❛❝t✉❛t♦r✳ ❖✛✲❛①✐s ♣❛r❛❜♦❧❛s ❣❡♥❡r❛t❡ ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣
♦✛✲❛①✐s t❛r❣❡ts✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡
♣❛r❛❜♦❧❛ t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ♣❛rt ♦❢ ♣✐❡③♦ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ❢r❡❡ ♦❢ ❛st✐❣♠❛t✐s♠✳

❚❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ■ ✉s❡❞ ✇❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

• ❯s✐♥❣ ❛ ❝❛♠❡r❛✱ ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ♠♦✉♥t ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✱ ■ ✜rst ❛❧✐❣♥❡❞ ❛
❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ♦♥ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ✭❋✐❣✉r❡ ✼✳✺❛✮✳ ❲❤❡♥
t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧❛✱ t❤❡ t✇♦ ❢♦❝✐ ✭s❛❣✐tt❛❧ ❛♥❞ tr❛♥s✈❡rs❡✮
❛r❡ ❝❧❡❛r❧② ✈✐s✐❜❧❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✳ ■ ❛❞❥✉st❡❞ t❤❡ t✐♣✴t✐❧t ♦❢ t❤❡
❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ✉♥t✐❧ t❤❡ t✇♦ ❢♦❝✐ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ♦♥❡✳

• ❚❤❡♥ ■ ❛❞❞❡❞ ❜❛❝❦ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r✱ ✇✐t❤ s♣r✐♥❣s ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs✱
❛♥❞ ■ ❛❞❥✉st❡❞ t❤❡ t✐♣✴t✐❧t t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ❛t t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢
t❤❡ ♣✐❡③♦ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺❜ ❢♦r t❤❡ s❡t✉♣✮✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥
t✐♣✴t✐❧t✳

• ❯s✐♥❣ t❤❡ s♣r✐♥❣s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜♥❡✲t✉♥❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❜② ✐t❡r❛t✐♥❣
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡✿ ✶✲ ❆❞❥✉st t❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢
❛❧❧ t❤r❡❡ s❝r❡✇s ✇❤✐❧❡ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r st✐❧❧ ✐♥ t❤❡ ♣✐❡③♦ ✜❡❧❞✱
✉♥t✐❧ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❛t ❛ ♠❛①✐♠✉♠❀ ✷✲ ❈❤❛♥❣❡ t❤❡ t✐♣✴t✐❧t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ❜②
❛ ❣✐✈❡♥ q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤✐s ♠♦✈❡s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❛t ❛♥♦t❤❡r ♣♦✐♥t ✐♥ ♣✐❡③♦ ✜❡❧❞✳ ✸✲ ❆❞❥✉st t❤❡
t✐♣✴t✐❧t ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r t♦ r❡✲❝❡♥t❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ✹✲ ❆❞❥✉st t❤❡ ❢♦❝✉s ❛❣❛✐♥✱ t♦
r❡❛❝❤ ♠❛①✐♠✉♠ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ✺✲ ■❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❜❡tt❡r t❤❛♥ ❛t st❡♣ ✶✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t
t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛ ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞✳ ■t❡r❛t❡ t❤❡
♣r♦❝❡ss ❛❣❛✐♥✱ st❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤✐s ♥❡✇ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❛❞❥✉st t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ❜❛❝❦
t♦ ✐ts ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ tr② ❛❞❥✉st✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞✳ ❇✉t ✇❛✐t✦ ❲❤❛t ❛❜♦✉t t❤♦s❡
s♣r✐♥❣s❄ ❖❢ ❝♦✉rs❡ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❣♦ t♦ s♣❛❝❡✳ ✳ ✳

✼✳✺✳✸ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs ❛♥❞ t✐♣✴t✐❧t ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❚❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣r✐♥❣s ✐♥ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs✳ ❚❤❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s♣r✐♥❣s ❛♥❞ ♣✉t t❤❡ ✇❛s❤❡rs ❜❛❝❦✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣
t❤❡ ❡①t❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞❛♠❛❣❡ ❞♦♥❡ t♦ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ❝❤❛♥❣❡❞ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ■
✉s❡❞ ❛ r❡tr♦✲✐♥❥❡❝t✐♦♥ s❡t✉♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺❝✮✳ ■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❞✐s❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♣❤♦t♦❞✐♦❞❡✱ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❧✐❣❤t s♦✉r❝❡✳ ▲✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱
❛♥❞ ❡①✐ts t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛s ❛ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ ❜❡❛♠✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ✜r♠❧② ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡
♦♣t✐❝❛❧ ❜❡♥❝❤✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦❧❧♦✇ t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ t♦ ❛❞❞ t❤❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs ❛♥❞ ❛❞❥✉st
t❤❡ t✐♣✴t✐❧t ❛❣❛✐♥✿

• ❯s❡ t❤❡ ❝❛♠❡r❛ t♦ t❛❦❡ ❛ ♣✐❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ❜❡❛♠ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❛❧✐❣♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s♣r✐♥❣s✳

• ❉✐s♠♦✉♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r✱ r❡♠♦✈❡ t❤❡ s♣r✐♥❣s✱ ❛❞❞ t❤❡ ♣❡❡❧❛❜❧❡ ✇❛s❤❡rs✱ ❛♥❞
♠♦✉♥t t❤❡ ♠✐rr♦r ❜❛❝❦✳



✶✸✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❊❙❚ ❈❆▼P❆■●◆❙

✭❛✮ Pr✐♠❛r② ♦♥❧②

✭❜✮ ❉✐r❡❝t ✐♥❥❡❝t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❚❤❡ ❢♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣s ✉s❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♦❢ P✐❝❙❛t✳ P❛♥❡❧ ✼✳✺❛✿
♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r ✉s❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ♦♥ ▼✶✳ P❛♥❡❧ ✼✳✺❜✿
t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ✉s❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥ t✐♣✴t✐❧t✴❢♦❝✉s ✇✐t❤ t❤❡ s♣r✐♥❣s✱ ❛♥❞
✐♥ ❢♦❝✉s ✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡rs✳



✼✳✺✳ ❖P❚■❈❆▲ ❆▲■●◆▼❊◆❚ ✶✸✾

✭❝✮ ✭❝♦♥t✐♥✉❡❞✮ ❘❡tr♦✲✐♥❥❡❝t✐♦♥

✭❞✮ ✭❝♦♥t✐♥✉❡❞✮ ❙❡❧❢✲❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥

❋✐❣✉r❡ ✼✳✹ ✭❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✿ P❛♥❡❧ ✼✳✺❝✿ t❤❡ r❡tr♦✲✐♥❥❡❝t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ s♣r✐♥❣s
✇✐t❤ t❤❡ s♣❛❝❡rs✳ P❛♥❡❧ ✼✳✺❞✿ t❤❡ s❡❧❢✲❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥ s❡t✉♣ ✉s❡❞ t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✳



✶✹✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✼✳ ❚❊❙❚ ❈❆▼P❆■●◆❙

• ❚❛❦❡ ❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♠❡r❛✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r
❤❛s ♠♦✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤✐s ❝❛♠❡r❛✳

• ❉✐s♠♦✉♥t t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r ❛❣❛✐♥✱ ♣❡❡❧ ♦♥❡ ✇❛s❤❡r✱ ♠♦✉♥t t❤❡ ♠✐rr♦r ❜❛❝❦✱ t❛❦❡
❛♥♦t❤❡r ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ ❜② ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❝❤❛♥❣❡❞✳ ❘❡♣❡❛t
t❤✐s st❡♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❛s❤❡rs✳

• ❯s✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❡♣✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
✐♠❛❣❡ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❛s❤❡r✳ ❑♥♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❛s ❝♦rr❡❝t❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t✐♣✴t✐❧t ✭❢r♦♠ t❤❡ ✐♠❛❣❡
❛❝q✉✐r❡❞ ❛t t❤❡ ✜rst st❡♣✮✱ t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧❛②❡rs t♦ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞✴❛❞❞❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡
t❤r❡❡ ✇❛s❤❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ r❡♠♦✈❡❞✴❛❞❞❡❞✳

• ❙♠❛❧❧ ❛❞❥✉st♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❡❛❝❤ ✇❛s❤❡r ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡
✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❡♥❞s ✉♣ ❡①❛❝t❧② ❛t ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❆❢t❡r t❤✐s s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t✐♣✴t✐❧t✳

✼✳✺✳✹ ❋♦❝✉s

❚♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥ ❢♦❝✉s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉s❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s❡t✉♣ ❛❣❛✐♥✳ ❚❤❡ ❝♦❧✲
❧✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ✐s ♣✉t ❜❛❝❦ ✐♥ ♣❧❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✐♥ t✐♣✴t✐❧t✱ t❤❡ t✐♣✴t✐❧t
♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉st❡❞ t♦ ❝❡♥t❡r t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ♣✐❡③♦ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❝♦❧❧✐♠❛t❡❞ s♦✉r❝❡ ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ t❤❡ ♦♥❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧❡❢t
✐s t❤❡ ❢♦❝✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ❜② ❛❞❥✉st✐♥❣ t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛❧❧ ✇❛s❤❡rs s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜②
t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♦✉♥t✱ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s st❡♣ ✐s s❧♦✇ ❛♥❞ t❡❞✐♦✉s✱ ❜✉t ■ ❞✐❞
♥♦t ✜♥❞ ❛♥② ❜❡tt❡r ♦♣t✐♦♥✳

✼✳✺✳✺ ❋✐❜❡r❡❞ s❡❧❢✲❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t s❡q✉❡♥❝❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦❝✉s
❛❞❥✉st♠❡♥t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✳ ■❢ t❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② t✉♥❡❞✱
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♠❛② ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❡♥❞ ✉♣ s❧✐❣❤t❧② ♦✉t ♦❢ ❢♦❝✉s✳ ❆ ❝❧❛ss✐❝ ✇❛② ♦❢ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s
♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ ✉s❡ s❡❧❢✲❝♦❧❧✐♠❛t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❛❧✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐ts❡❧❢ ❛s ❛ ❝♦❧❧✐♠❛t♦r✳

❋♦r ✈❡r✐❢②✐♥❣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣❛②❧♦❛❞✱ ■ ✉s❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ✐❞❡❛✱ ❜✉t ❛❞❛♣t❡❞ t♦
❛ ✏✜❜❡r❡❞ ✈❡rs✐♦♥✑✳ ❯s✐♥❣ ❛ ✜❜❡r❡❞ ❨ ❥✉♥❝t✐♦♥✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♠❡❛s✉r❡ t❤❡
❧✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ♦✉t ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✜❜❡r✱ ❛♥❞ r❡tr♦✲✐♥❥❡❝t ❛♥♦t❤❡r ❜❡❛♠ ✐♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❇②
♣❧❛❝✐♥❣ ❛ ♠✐rr♦r ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❧✐❣❤t ❝❛♥ ❜❡ r❡tr♦✲✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ ✐♥ t❤❡
t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭❝♦❧❧✐♠❛t♦r✮✱ r❡✢❡❝t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐rr♦r✱ ❢♦❝✉s❡❞ ❛❣❛✐♥ ❜② t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡❞
❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❨ ❥✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺❞✳

■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡ t✇✐❝❡ t❤❡
❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❤② ✐t
✇❛s ♦♥❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ❧❛st st❡♣✱ ❜✉t ✐t ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✇❛② t♦ ✉♥❡q✉✐✈♦❝❛❧❧② ❝❤❡❝❦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❧✐❣♥♠❡♥t✱
❛♥❞ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❡✲t✉♥❡ ✐t ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✳

✼✳✺✳✻ ❘❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t

❲✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ tr✐❛❧s ❛♥❞ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣✱ t❤❡
♥❡❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ✉♣❞❛t❡s ♦❢ ♠② ♣❛②❧♦❛❞ ❞❛t❛ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❤❛ss❧❡ ♦❢ ✇♦r❦✐♥❣ ✐♥
t❤❡ ❝❧❡❛♥ r♦♦♠✱ ✐t t♦♦❦ ♠❡ s❡✈❡r❛❧ ✇❡❡❦s t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤✐s ❛❧✐❣♥♠❡♥t ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❆❧✐❣♥✐♥❣
t❤❡ ✢✐❣❤t✲♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ t♦♦❦ ♠❡ ❛❜♦✉t ✸ ✇❡❡❦s✱ ❢✉❧❧ t✐♠❡✳ ❆♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✇❛s
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❋✐❣✉r❡ ✼✳✺✿ ❖✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t P♦✐♥t✲❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t
✭✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ✜❜❡r✲❝♦✉♣❧✐♥❣✮ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❧♦❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡❢t ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ s❤♦✇ str♦♥❣ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞♦✇♥ t♦ ∼ 10%✳

♥♦t ♣❡r❢❡❝t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❛s ∼ 30%✱ ❢❛r ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❧♦s❡ t♦ ∼ 80%✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✺ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ P❙❋
❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱
✇✐t❤ ❛ P❙❋ ✈✐s✐❜❧② ❜❡tt❡r ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r✲r✐❣❤t ❝♦r♥❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡❢t✳

❇✉t ❛ ♠♦❞❡r❛t❡ 30% ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❡✈❡r② ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❝❛♠❡ ✇✐t❤ ❛ r✐s❦ ♦❢ r✉✐♥✐♥❣ ✐t✸

✭s✐♥❝❡ ✐t ✇❛s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♠♦✈❡ ❛♥❞ ♠♦✉♥t ❜❛❝❦ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♠✐rr♦r✱ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♥♦t
100% r❡♣❡❛t❛❜❧❡✮✳ ❙♦ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st♦♣ t❤❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥t ❛t t❤✐s 30% ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❧❡✈❡❧✳

✸■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ t❤r❡❡ ✇❡❡❦s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ ✢✐❣❤t ♣❛②❧♦❛❞ r❡♣♦rt❡❞ ❛❜♦✈❡ ❞♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ❢❡✇ ❝❛s❡s ♦❢ ❞❡❝❡♥t
❛❧✐❣♥♠❡♥ts r✉✐♥❡❞ ❜② ❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✏✐❢ ■ ❥✉st ♣❡❡❧ t❤✐s ✇❛s❤❡r ♦♥❡ ♠♦r❡ t✐♠❡✳ ✳ ✳ ✑





❈❤❛♣t❡r ✽

●r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ ❛♠❛t❡✉r
❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
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✽✳✶✳✷ ◆❛♥♦❝tr❧ ✭❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✺

✽✳✶✳✸ ❉❛t❛❜❛s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✻

✽✳✶✳✹ ●r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✽

✽✳✷ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛❞✐♦❛♠❛t❡✉rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✽✳✷✳✶ ❆♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ s❡r✈✐❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✹✾

✽✳✷✳✷ P✐❝❙❛t ❛♥❞ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✷✳✸ ❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✵

✽✳✸ ▼✐ss✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✹
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✽✳✶ ●r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t

✽✳✶✳✶ P❛❝❦❡t ♣r♦t♦❝♦❧

❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ❧♦♦s❡❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
❈❈❙❉❙ ✭❈♦♥s✉❧t❛t✐✈❡ ❈♦♠♠✐tt❡❡ ❢♦r ❙♣❛❝❡ ❉❛t❛ ❙②st❡♠s✮ ❢♦r♠❛t ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙♣❛❝❡
P❛❝❦❡t Pr♦t♦❝♦❧ ❬❈❈❙❉❙ ❙❡❝r❡t❛r✐❛t✱ ✷✵✵✸❪✳ ❚❤❡ ❈❈❙❉❙ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛❞ t♦
❛❞❛♣t ✐t t♦ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❛s ✜rst ❛❞❛♣t❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ s❡♥❞
❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡ ❞❛t❛ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❜❡❝❛♠❡ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡
♠✐ss✐♦♥✳

❆ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛❝❦❡t ❝❛♥ ❜❡ ❜r♦❦❡♥ ✐♥t♦ t❤r❡❡ ♣❛rts ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✮✿ ❛ ♣r✐♠❛r② ❤❡❛❞❡r
✭s❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❛❧❧ ♣❛❝❦❡ts✮✱ ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛❞❡r ✭♦♥❡ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❛♥❞
♦♥❡ ❢♦r t❡❧❡♠❡tr✐❡s✮✱ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡❝t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧② st❛rts ✇✐t❤ ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r②
❤❡❛❞❡r ✭❢♦r t❡❧❡♠❡tr✐❡s ♦♥❧②✮✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♣❛rts t❛❦❡♥ t♦❣❡t❤❡r ❢♦r♠ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✱
✇❤✐❝❤ ❞✉❡ t♦ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ s♣❛❝❡✲❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ✷✸✺ ❜②t❡s ♠❛①✐♠✉♠✳

❋✐❡❧❞ ❈❈❙❉❙ ❍❡❛❞❡r ❙❡❝♦♥❞❛r② ❍❡❛❞❡r ❚❈✴❚▼ ❉❛t❛
❇②t❡ ✵ ✳ ✳ ✳ ✺ ✻ ✳ ✳ ✳ ✷✸ ✷✹ ✳ ✳ ✳ N

❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❛ ❚❈ ♣❛❝❦❡t✳

❈❈❙❉❙ ❍❡❛❞❡r

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❈❙❉❙ ❍❡❛❞❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✷✳ ❚❤❡ ✈❡rs✐♦♥ ♥✉♠❜❡r ✐s ❛❧✇❛②s ✵✱
t❤❡ t②♣❡ ✐s ✵ ❢♦r t❡❧❡♠❡tr✐❡s ❛♥❞ ✶ ❢♦r t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛❞❡r ✢❛❣ ✐s s❡t t♦ ✶✳

❚❤❡ P■❉ ✭Pr♦❝❡ss ■❞❡♥t✐✜❡r✮ ✜❡❧❞ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ t❛s❦ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦r ❞❡st✐✲
♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ✢❛❣ ✭✵ ❢♦r ❛ ♣❛❝❦❡t r❡❧❛t❡❞ t♦ ▲❡✈❡❧✲✵ s♦❢t✇❛r❡✱
✶ ❢♦r ▲❡✈❡❧✲✶✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ✢❛❣ ✭✶ ❢♦r ❛ ♣❛❝❦❡t r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ ✵ ♦t❤❡r✇✐s❡✮✱ t❤✐s
P■❉ ✐s ✉s❡❞ t♦ r♦✉t❡ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✐ts❡❧❢✳

❚❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ t②♣❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡t✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♥✉♠❜❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✱ ❛s ✐t ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞
t❤✉s ❤♦✇ t❤❡ ♣❛❝❦❡t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥♣❛❝❦❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t❤❡ ❞❛t❛ s❤♦✉❧❞
❜❡ st♦r❡❞✳ ❋♦r ❣r♦✉♥❞✲t♦✲s♣❛❝❡ ♣❛❝❦❡ts✱ t❤❡ ❝❛t❡❣♦r② ✐s ❛❧✇❛②s s❡t t♦ ✵✳

❚❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✢❛❣ ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✐s ♥♦t ✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧✇❛②s s❡t t♦ ✵❜✶✶✳ ❚❤❡ ❝♦✉♥t❡r
♥✉♠❜❡r ✐s ✉s❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ♣❛❝❦❡t✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ❡♠✐tt❡❞✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❞❛t❛ ❧❡♥❣t❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜♦❞② ♦❢ t❤❡
♣❛❝❦❡t✱ ❈❈❙❉❙ ❍❡❛❞❡r ❡①❝❧✉❞❡❞ ✭t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❜②t❡s ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛❞❡r ❛♥❞ ❞❛t❛✮✳

❈❈❙❉❙ ❍❡❛❞❡r
❋✐❡❧❞ ❱❡rs✐♦♥ ❚②♣❡ ❙❡❝✳ ❍❞r ✢❛❣ P■❉ ▲✈❧ ✢❛❣ P❧❞ ✢❛❣ ❈❛t❡❣♦r② ✳ ✳ ✳
❇✐ts ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺ ✳ ✳ ✳ ✽ ✾ ✶✵ ✶✶ ✳ ✳ ✳ ✶✺ ✳ ✳ ✳

❈❈❙❉❙ ❍❡❛❞❡r
❋✐❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ❙❡q✳ ❋❧❛❣ ❈♦✉♥t❡r ❉❛t❛ ❧❡♥❣t❤
❇✐ts ✳ ✳ ✳ ✶✻ ✶✼ ✶✽ ✳ ✳ ✳ ✸✶ ✸✷ ✳ ✳ ✳ ✹✼

❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❈❙❉❙ ❍❡❛❞❡r



✽✳✶✳ ●❘❖❯◆❉ ❙❊●▼❊◆❚ ✶✹✺

❙❡❝♦♥❞❛r② ❍❡❛❞❡r ❚❈

❚❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛❞❡r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ♣❛❝❦❡ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❚❛❜❧❡ ✽✳✸✳ ❚❤❡ ✜rst t❤r❡❡ ❜✐ts ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡q✉❡st ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱
✉♣♦♥ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛t ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✶ ✐s ✉s❡❞
✇❤❡♥ ❛♥ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥t ✐s r❡q✉❡st❡❞✳ ❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✵ ✐s ✉s❡❞ ✇❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦t r❡q✉❡st❡❞✳ ❚❤❡
t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ✐❞❡♥t✐✜❡r ✭t❝ ✐❞✮ ✐s ❛ ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ✉♥❡q✉✐✈♦❝❛❧❧② ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤✐s ♥✉♠❜❡r ✭♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡
t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞✮✳ ❚❤❡ ❡♠✐tt❡r ■❉ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ✐s ❛
✶✻ ❜②t❡ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❦❡② s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t
✐♥ ▼❡✉❞♦♥ ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛✉t❤❡♥t✐❝❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
s✐❣♥❛t✉r❡ ❛❧s♦ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❡
✐♥t❡❣r✐t② ♦❢ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

❙❡❝♦♥❞❛r② ❍❡❛❞❡r ❚❈
❋✐❡❧❞ ❆❝❦ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❆❝❦ ❢♦r♠❛t ❆❝❦ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ❚❝ ■❞ ❊♠✐tt❡r ✐❞ ❙✐❣♥❛t✉r❡
❇✐ts ✵ ✶ ✷ ✸ ✳ ✳ ✳ ✶✷ ✶✸ ✶✹ ✶✺ ✶✻ ✳ ✳ ✳ ✶✹✸

❚❛❜❧❡ ✽✳✸✿ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛❞❡r

❙❡❝♦♥❞❛r② ❍❡❛❞❡r ❚▼

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛❞❡r ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ t❡❧❡♠❡tr② ♣❛❝❦❡ts ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✹✳
❚❤❡s❡ ✜❡❧❞s ❛r❡ s❡t ❜② t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❘❡❛❧✲❚✐♠❡ ❈❧♦❝❦ ✭❘❚❈✮✳ ❆s
♣❡r ❈❈❙❉❙ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t✐♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❢✉❧❧ ❞❛②s ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶✱ ✷✵✵✵✱ ❛♥❞
♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❞❛② ✭0 ≤ ♠s < 86 400 000✮✳

❙❡❝♦♥❞❛r② ❍❡❛❞❡r ❚▼
❋✐❡❧❞ ❉❛②s s✐♥❝❡ r❡❢ ▼✐❧❧✐s❡❝♦♥❞ ♦❢ ❞❛②
❇✐ts ✵ ✳ ✳ ✳ ✶✺ ✶✻ ✳ ✳ ✳ ✸✶

❚❛❜❧❡ ✽✳✹✿ ●❡♥❡r❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡♠❡tr② s❡❝♦♥❞❛r② ❤❡❛❞❡r

❉❛t❛ s❡❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥ ♦♣t✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t❡❧❡♠❡tr② ♣❛❝❦❡t✱ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞❛t❛✱ ♣♦ss✐❜❧② ♣r❡❝❡❞❡❞ ❜② ❛♥
❛✉①✐❧✐❛r② ❤❡❛❞❡r✳ ❚❤❡ ❞❛t❛ s❡❝t✐♦♥ ✐s s♣❡❝✐✜❝ t♦ ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ❝❛t❡❣♦r② ❛♥❞ t♦ ❡❛❝❤ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞
✐❞✳

✽✳✶✳✷ ◆❛♥♦❝tr❧ ✭❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✮

❆ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥✲❤♦✉s❡ ❛t
t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s✳ ❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✐❡❝❡s ♦❢ s♦❢t✇❛r❡ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶
❢♦r ❛ s❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇✮✳ P✐❝❚❛❧❦✶ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ ❋✹●❑❘✱ ❛♥❞ ✐s ✉s❡❞ t♦
❞❡❝♦❞❡ t❤❡ t❡❧❡♠❡tr✐❡s r❡❝❡✐✈❡❞✳ ◆❛♥♦❝tr❧✷ ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✳ ■t ✐s
✉s❡❞ t♦ s❡♥❞ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✱ t♦ ❞✐s♣❧❛② s✐♠♣❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ t❡❧❡♠❡tr✐❡s✱ t♦ s❛✈❡ ❛❧❧

✶❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❢✹❣❦r✴P✐❝❚❛❧❦
✷❤tt♣s✿✴✴❣✐t❤✉❜✳❝♦♠✴❝❡②③❡r✐❛t✴♥❛♥♦s❛t✲❝♦♥tr♦❧
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t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ❛♥❞ t❡❧❡♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❡t❝✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ P✐❝s❛t❉❛t❛ ✐s ❛ P②t❤♦♥ ♣❛❝❦❛❣❡
✉s❡❞ t♦ ❛❝❝❡ss ❛♥❞ ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■ ✇❛s
♣❡rs♦♥❛❧❧② ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣❞❛t✐♥❣ ◆❛♥♦❝tr❧ ❛❢t❡r ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✳ ■
✇❛s ❛❧s♦ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ s❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞
P✐❝s❛t❉❛t❛ ♣❛❝❦❛❣❡✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✳

✽✳✶✳✸ ❉❛t❛❜❛s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡

❚❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ r❡✢❡❝ts t❤❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❈❈❙❉❙ ♣❛❝❦❡ts✳

❚❡❧❡♠❡tr✐❡s ❋♦r t❤❡ s♣❛❝❡✲t♦✲❣r♦✉♥❞ ♣❛❝❦❡ts✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ t❡❧❡♠❡tr✐❡s t❛❜❧❡ st♦r❡s ❛❧❧ t❤❡
❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t❡❧❡♠❡tr② ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r♦✉❣❤❧② ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ❛♥❞ s❡❝♦♥❞❛r② ❈❈❙❉❙ ❤❡❛❞❡rs✱ ♣❧✉s t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇
q✉❛❧✐t② ✢❛❣s✳ ❚❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ❝❛t❡❣♦r②✱ ❛ t♠❝❛t t❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❤❡❛❞❡r✱ ❛♥❞ ❛ ❞❛t❛ t❛❜❧❡ t♦ st♦r❡ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r②
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❤❡❛❞❡r t②♣✐❝❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♣r♦♣❡r❧② ✐♥t❡r♣r❡t t❤❡ ❞❛t❛✳
❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡t✱ ❡❛❝❤ ♣❤♦t♦♠❡tr② ♣♦✐♥t ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❛ s❡t
♦❢ ❛ ❝♦✉♥t ✈❛❧✉❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♦❞❡✱ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❳❨ ♣♦s✐t✐♦♥✱
❛♥❞ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣✐❡③♦ ❳❨ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❚♦ ✐♥t❡r♣r❡t t❤✐s ❞❛t❛✱ ✐t ✐s ❛❧s♦
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❤❛✈❡ s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ✉s❡✱ t❤❡ tr❛❝❦✲
✐♥❣ ♠♦❞❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r
❡❛❝❤ ❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ✐s ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❤❡❛❞❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ t♠❝❛t t❛❜❧❡✳
❚❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳ ❊❛❝❤ ❧✐♥❡ ✐♥ t❤❡ t♠❝❛t ❛♥❞ ❞❛t❛ t❛❜❧❡ ❝♦♥t❛✐♥s
❛ t❡❧❡♠❡tr②❴♣❛❝❦❡t ❦❡②✱ ❧✐♥❦✐♥❣ ✐t t♦ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡♠❡tr②❴♣❛❝❦❡t t❛❜❧❡✳

❘❡tr♦s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ t❤✐s ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s ♥♦t t❤❡ ♠♦st ✉s❡r✲❢r✐❡♥❞❧②✱ ❛s ✐t ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❛♥❞ t❤❡✐r ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛✉①✐❧✐❛r② ❤❡❛❞❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ●✐✈❡♥ t❤❡
❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞❛t❛ r❡❝❡✐✈❡❞✱ r❡♣❡❛t✐♥❣ t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ❤❡❛❞❡r ❞❛t❛ ✐♥ ❡❛❝❤ ❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ t❛❜❧❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ●❡♥❡r❛❧ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ st♦r✐♥❣ t❤❡
t❡❧❡♠❡tr✐❡s ✭s❡❡ t❡①t✮✳

❚❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ❚❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ✐s s✐♠♣❧❡r t❤❛♥ ❢♦r t❤❡
t❡❧❡♠❡tr✐❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✮✳ ❆ ❣❡♥❡r❛❧ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s t❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❡①❝❡♣t ✐ts ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
st♦r❡❞ ✐♥ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞❴❞❛t❛ t❛❜❧❡✳ ❆ s♠❛❧❧ ❝♦♠♠❛♥❞ t❛❜❧❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡
t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ✐❞ ♥✉♠❜❡rs ✐♥t♦ ❤✉♠❛♥✲r❡❛❞❛❜❧❡ ♥❛♠❡s✳

❯s❡rs ❚❤❡ ❧❛st ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ✉s❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✳ ❆ ✉s❡rs t❛❜❧❡
❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ✉s❡rs r❡❣✐st❡r❡❞ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥
✇❡❜s✐t❡ ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❤❛s❤ ♦❢ t❤❡ ♣❛ss✇♦r❞✮✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞
❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ ✉s❡r❴✐❞ ✐♥ t❤❡ t❡❧❡♠❡tr✐❡s t❛❜❧❡✱ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✉s❡rs t❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s
t♦ ✉s❡ t❤✐s ♥✉♠❜❡r t♦ ❛ttr✐❜✉t❡ ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t t♦ ✐ts r❡❝❡✐✈❡r✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❛♠❛t❡✉rs st❛rt❡❞✱ ✐t r❛♣✐❞❧② ❜❡❝❛♠❡ ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤✐s ✇❛s ❛ ❜❛❞ ❞❡s✐❣♥ ❝❤♦✐❝❡✱ ❛s
❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛❝❦❡t ✇❛s ♦❢t❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♣❡♦♣❧❡ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚♦ ♣r♦♣❡r❧② ❛ttr✐❜✉t❡
♣❛❝❦❡ts t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ ✐ts r❡❝❡✐✈❡rs✱ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✉s❡r❴♣❛❝❦❡ts t❛❜❧❡ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❙❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✱ ❢♦r t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ r❡q✉❡sts t❛❜❧❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ st♦r❡ r❡q✉❡sts ♦❢ ❞❛t❛ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✮✳ ❚❤✐s
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✳

❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❙❛♠❡ ❛s ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✱ ❢♦r t❤❡ ✉s❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥ts✳

✽✳✶✳✹ ●r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥

●r♦✉♥❞✲t♦✲s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s✮ ✇✐t❤ P✐❝❙❛t ✇❛s ❞♦♥❡ ❛t ✶✹✺✳✾✶✵ ▼❍③✱ ❛♥❞
s♣❛❝❡✲t♦✲❣r♦✉♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭t❡❧❡♠❡tr✐❡s✮ ❛t ✹✸✺✳✺✷✺ ▼❍③✳ ❆ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥
✇❛s ❜✉✐❧t ✐♥ ▼❡✉❞♦♥ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✭s❡❡ ♣✐❝t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✮✳ ■t ❢❡❛t✉r❡❞✿

• ❆♥ ✉♣❧✐♥❦ ❨❛❣✐ ❛♥t❡♥♥❛ ❲❳✲✷✷✵ ❲✐♠♦ ✭❱❍❋✮

• ❆ ❞♦✇♥❧✐♥❦ ❨❛❣✐ ❛♥t❡♥♥❛ ❲❳✲✼✵✸✻ ❲✐♠♦ ✭❯❍❋✮✱ ❛♥❞ ❛ ♣r❡❛♠♣❧✐✜❡r ▼❱❱✲✹✸✷ ❱❖❳
P❘❊❆▼P▲■

• ❆ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❚❙✷✵✵✵❊ ❚❳❍❋✴ ✺✵✴ ✶✹✹✴ ✹✸✵▼❍❩✱ ✇✐t❤ ❛ ❚❡r♠✐♥❛❧ ◆♦❞❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡r
✭❚◆❈✮ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❛♥❛❧♦❣ s✐❣♥❛❧ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐❣♥❛❧

• ❆ ♣♦✇❡r s✉♣♣❧② ❢♦r t❤❡ ❚❙✷✵✵✵ ✭❙P❙✲✷✺✵✮



✽✳✷✳ ❈❖▲▲❆❇❖❘❆❚■❖◆ ❲■❚❍ ❘❆❉■❖❆▼❆❚❊❯❘❙ ✶✹✾

• ❆♥ ❯❍❋✴❱❍❋ ♣♦✇❡r✲♠❡t❡r ❈◆✶✵✸▲◆

• ❆ s❡t ♦❢ r♦t♦rs t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛❡ ✭●✺✺✵✵ ❘❖❚❖❘ ❙■❚❊✴ ❆❩✲
■▼❯❚✮

• ❆ ❘❙✷✸✷ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦ t❤❡ r♦t♦r ✭●❙✷✸✷❇ ■◆❚❊❘❋❆❈❊ ❘❙✷✸✷❈ ❘❖❚❖❘ ❨❆❊❙❯✮

❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❚❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❡✉❞♦♥✱ ❜② ❛ ❝♦❧❞ ✇✐♥t❡r ❞❛②✳ ❚❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t
✐s t❤❡ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✶✹✺ ▼❍③✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥t❡♥♥❛ ♦♥ t❤❡ ❧❡❢t ✐s t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣
❛♥t❡♥♥❛✱ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ❛t ✹✸✺ ▼❤③✳

✽✳✷ ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❛❞✐♦❛♠❛t❡✉rs

✽✳✷✳✶ ❆♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ s❡r✈✐❝❡

❆ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❛❞✐♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ✇♦r❧❞ ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✉s❡ ❜② ✐♥❞✐✲
✈✐❞✉❛❧s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ r❛❞✐♦✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇✐s❤✐♥❣ t♦ st✉❞② ✐ts ❞✐✛❡r❡♥t ❢❛❝❡ts ❛♥❞✴♦r
t♦ s❡t✉♣ ❛♥❞ ✉s❡ r❛❞✐♦✲✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ❛♠❛t❡✉r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❙♦♠❡
❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ r❡s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ s❡r✈✐❝❡✱ ❧❡❣❛❧❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ❜❡❧♦✇ ❛♥
❛❧t✐t✉❞❡ ♦❢ ✺✵ ❦♠✳ ❖t❤❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r s❛t❡❧❧✐t❡ s❡r✈✐❝❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r
s♣❛❝❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❚❡❧❡❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❯♥✐♦♥ ✭■❚❯✮✱ ❛♥ ❛❣❡♥❝② ♦❢ t❤❡
❯♥✐t❡❞ ◆❛t✐♦♥s✱ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❛♥❞s ✇♦r❧❞✇✐❞❡✳ ❆❧❧ ❛♠❛t❡✉r ✉♥✐♦♥s ❛r❡
❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❚❯ ❜② t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆♠❛t❡✉r ❘❛❞✐♦ ❯♥✐♦♥ ✭■❆❘❯✮✳

❚♦ ❜❡ ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡♠✐t ♦♥ ❛♥② ❛♠❛t❡✉r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❛ ❧✐❝❡♥s❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ■♥ ❋r❛♥❝❡✱ t❤✐s
❧✐❝❡♥s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡ ❞❡s ❋réq✉❡♥❝❡s ✭❆◆❋❘✮✱ ❛❢t❡r ♣❛ss✐♥❣
❜♦t❤ ❛ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❛ ❧❛✇ ❡①❛♠✳ ❆♥② ♥❡✇ ❧✐❝❡♥s❡❡ ✐s ❣r❛♥t❡❞ ❛ ❝❛❧❧s✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r



✶✺✵ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ●❘❖❯◆❉ ❙❊●▼❊◆❚ ❆◆❉ ❆▼❆❚❊❯❘ ❈❖▲▲❆❇❖❘❆❚■❖◆

✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ■ ♣❛ss❡❞ t❤✐s ❡①❛♠ ❞✉r✐♥❣ ♠② P❤❉ t♦ ❜❡
❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ♦♣❡r❛t❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✸✳

✽✳✷✳✷ P✐❝❙❛t ❛♥❞ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐t②

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ P✐❝❙❛t ✇❛s ❤❡❛✈✐❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❛♠❛t❡✉r r❛❞✐♦ ❝♦♠✲
♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡ ❘és❡❛✉ ❞❡s ➱♠❡tt❡✉r ❋r❛♥ç❛✐s ✭❘❊❋✮ ✇❛s ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♣❤❛s❡s✳
❚❤❡② ❛❞✈✐s❡❞ ♦✉r t❡❛♠ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ s❡t✉♣✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦❢ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❢r❡✲
q✉❡♥❝②✳

P✐❝❙❛t ✇❛s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ✉s❡ ❛♠❛t❡✉r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✐♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❢♦r ❡♠❜❛r❦✐♥❣ ❛ r❛❞✐♦ tr❛♥s♣♦♥✲
❞❡r ✭r❡♣❡❛t❡r✮✳ ❙❛t❡❧❧✐t❡ t✐♠❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡
tr❛♥s♣♦♥❞❡r✳ ❇✉t ✇❡ ❛❧s♦ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② ♦✛❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡ ♦❢
❛♠❛t❡✉r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥ ❞❛t❛✲❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥
♦♥ s♦❝✐❛❧ ♠❡❞✐❛ ✭s❡❡ ♦✉r ❚✇✐tt❡r ❛❝❝♦✉♥t ■❛♠P✐❝❙❛t✹✮ ❛♥❞ ♦♥ ♦✉r ♠✐ss✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡✱ r❡❣✉❧❛r
r❡♣♦rts ♦♥ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② ❛♠❛t❡✉rs✱ ♦♣❡♥
❢♦r♠❛t ❢♦r t❤❡ t❡❧❡♠❡tr✐❡s✱ ❛♥❞ ❛♥ ❤♦♥❡st ❡✛♦rt t♦ ✐♥✈♦❧✈❡ ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ t❡❛♠ ✐♥ t❤❡ ❛♠❛✲
t❡✉r ❝♦♠♠✉♥✐t② ✭s❡❡ ♠② t❛❧❦ ❛t ❆▼❙❆❚✲❋✺✱ ✐♥ ❢r❡♥❝❤✮ ✇❡r❡ ❞✉❧② r❡✇❛r❞❡❞ ❜② ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡
♣❛rt✐❝✐♣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥✐t② ✇♦r❧❞✇✐❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ❛♥❞ ✽✳✼✮✳

✽✳✷✳✸ ❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts

❚♦ r❡tr✐❡✈❡ t❡❧❡♠❡tr② ♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ ❛♠❛t❡✉rs ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡r✈✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✇❛s ❛ t❡①t✲✜❧❡ ❜❛s❡❞ ♣r♦❝❡ss✐♥❣
♠❡t❤♦❞✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✇❛s ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s❡r✈❡r✳

✽✳✷✳✸✳✶ ❚❡①t✲✜❧❡ ♣❛❝❦❡t ♣r♦❝❡ss✐♥❣

❆♠❛t❡✉rs ❧✐st❡♥✐♥❣ ❛t P✐❝❙❛t ❛♥❞ r❡tr✐❡✈✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts ❝♦✉❧❞ s❛✈❡ t❤❡♠ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡①t ✜❧❡✱ ✐♥
❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ ❢♦r♠❛t✳ ❉✐✛❡r❡♥t ♣❛❝❦❡ts ✇❡r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ♥❡✇❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✜❧❡ ❝♦✉❧❞
❜❡ s❡♥t t♦ t❤❡ ✇❡❜ s❡r✈❡r ❜❛s❡❞ ✐♥ ▼❡✉❞♦♥ ✈✐❛ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❛❜ ✐♥ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡✳ ❋✐❧❡s
✇❡r❡ s❛✈❡❞ ✐♥ ❢♦❧❞❡rs ♥❛♠❡❞ t♦ ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡✐r ♦✇♥❡r✳ ❊❛❝❤ ♥✐❣❤t✱ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ t✐♠❡✱ ❛ ❈❘❖◆
t❛s❦ ✇♦✉❧❞ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ ✜❧❡s r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❛②✱ ❛♥❞ ♣r♦❝❡ss ♣❛❝❦❡ts ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✳ ❚❤❡
❢♦r♠❛t ♦❢ ❡❛❝❤ ♣❛❝❦❡t ✇❛s ✈❡r✐✜❡❞✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❝❤❡❝❦s ♦♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❆❧❧ ✈❛❧✐❞ ♣❛❝❦❡ts ✇❡r❡ t❤❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✇❛s q✉✐❝❦ ❛♥❞ s✐♠♣❧❡ t♦ s❡t✉♣ ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❜✉t ♣r♦✈❡❞ t♦
❜❡ q✉✐t❡ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❢♦r ❡✈❡r②♦♥❡✳ ❋✐rst✱ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡♦♣❧❡ ✇❡r❡ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠❛ts ❢♦r t❤❡
♣❛❝❦❡ts ✭❡✳❣✳ ❣r♦✉♣✐♥❣ ❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ s②♠❜♦❧s ❜② t✇♦ ♦r ❢♦✉r❀ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡♠ ❜② ✇❤✐t❡s♣❛❝❡s ♦r
♥♦t❀ ❝❛♣✐t❛❧ ❧❡tt❡rs ♦r ♥♦t❀ ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❆❳✷✺ ♣❛❝❦❡t ♦r r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ❤❡❛❞❡r❀ ❦❡❡♣✐♥❣
t❤❡ ❡♥❞ s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ♣❛❝❦❡t ♦r ♥♦t❀ ❡t❝✳✮✱ ❛♥❞ ❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ s♦❢t✇❛r❡ t♦ ♠❛❦❡
s✉r❡ t❤❛t ❛❧❧ ❢♦r♠❛ts ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝❡♣t❡❞ ✇❛s t❡❞✐♦✉s✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ s②st❡♠✱ ✐t ✇❛s
✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛♠❛t❡✉rs t♦ ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡✐r st❛t✐♦♥ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠✐♥❣✳
■❢✱ ❢♦r ❛♥② r❡❛s♦♥✱ t❤❡ st❛t✐♦♥ ✇❛s ♠✐ss✐♥❣ s♦♠❡ ❜②t❡s ❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡r❡✱ ❛♥❞✴♦r ✇❛s ♥♦t ❞❡❝♦❞✐♥❣
t❤❡ ♣❛❝❦❡ts ❝♦rr❡❝t❧②✱ t❤❡② ✇♦✉❧❞ ♦♥❧② ♥♦t✐❝❡ ✐t ❜② t❤❡ ♥❡①t ❞❛②✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛
❝♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦st✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t t❡❛♠ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❜❡❛❝♦♥s
✐♥ r❡❛❧ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s ♣❛ss✐♥❣ ♦✈❡r st❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✳

✸❋✹❍❩●
✹❤tt♣s✿✴✴t✇✐tt❡r✳❝♦♠✴■❛♠P✐❝❙❛t
✺❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳②♦✉t✉❜❡✳❝♦♠✴✇❛t❝❤❄✈❂❖❉♣❋✶♣❧❍❢✈♦





✶✺✷ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ●❘❖❯◆❉ ❙❊●▼❊◆❚ ❆◆❉ ❆▼❆❚❊❯❘ ❈❖▲▲❆❇❖❘❆❚■❖◆

❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♦✉r ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ st❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❡✉❞♦♥
❛♥❞ ❜② ❛♠❛t❡✉rs✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡✳ P❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❜② ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛♠❛t❡✉rs
❛r❡ ♦♥❧② ❝♦✉♥t❡❞ ♦♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇❡r❡ t❤❡ t✇♦ ❛r❡❛ ❛r❡ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♣❛❝❦❡ts
r❡❝❡✐✈❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ ▼❡✉❞♦♥ ❛♥❞ ❜② ❛♠❛t❡✉rs✳ ❚❤❡ ✜rst ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r ❝✉r✈❡ ✭❛r♦✉♥❞
✷✵✶✽✲✵✶✲✷✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ❛♥❞ ❙✐❉❙ s❡r✈❡r s❧♦✇❧② ❣❡tt✐♥❣ ✉♣ ❛♥❞ r✉♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ ✐♥✢❡❝t✐♦♥ ♣♦✐♥t ✭✷✵✶✽✲✵✷✲✷✵✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ✏❞❛t❛ ❞♦✇♥❧♦❛❞
♦♣❡r❛t✐♦♥s✑ ♦✈❡r ❛♠❛t❡✉r st❛t✐♦♥s✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s r❡q✉❡st❡❞ t♦ s❡♥❞ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
str❡❛♠ ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ♦✤♦❛❞ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❝❛r❞s✳ ❚❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣ r❛t❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ♣❛❝❦❡ts ❛r❡ r❡❝❡✐✈❡❞
✐♥ ▼❡✉❞♦♥ ✭♦r❛♥❣❡ ❝✉r✈❡✮ ✐s ❞✉❡ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡❞ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ❛❝t✐✈✐t②✱ ❝❛✉s✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛♥t❡♥♥❛ ✐♥ ♦✉r ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ s❡t✉♣✳



✽✳✷✳ ❈❖▲▲❆❇❖❘❆❚■❖◆ ❲■❚❍ ❘❆❉■❖❆▼❆❚❊❯❘❙ ✶✺✸

P❛r❛♠❡t❡r ❖♣t✐♦♥❛❧ ❚②♣❡ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❊①❛♠♣❧❡

♥♦r❛❞■❉ ◆♦ ✐♥t ◆♦r❛❞ ■❉ ♦❢ t❤❡ s♣❛❝❡❝r❛❢t ✹✸✶✸✶
s♦✉r❝❡ ◆♦ str ❈❛❧❧s✐❣♥ ♦r ✉s❡r ♥❛♠❡ ❋✹❍❩●
t✐♠❡st❛♠♣ ◆♦ str ❯❚❈ t✐♠❡st❛♠♣ ✭s❡❡ ■❙❖ ✽✻✵✶✮ ✷✵✶✽✲✵✶✲✷✹❚✷✸✿✹✷✿✹✻❩
❢r❛♠❡ ◆♦ str ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❞❛t❛✱ ✐♥ ❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ str✐♥❣ ✭❆❳✳✷✺

♣❛❝❦❡t ✇✐t❤ ♦r ✇✐t❤♦✉t ❑■❙❙ ✬❈✵ ✵✵ ✳✳ ❈✵✬✳
❲❤✐t❡s♣❛❝❡s ♦♣t✐♦♥❛❧✳

❈✵ ✵✵ ❆✾ ✵✺ ❉❊ ✳✳✳

❧♦❝❛t♦r ◆♦ str ❚②♣❡ ♦❢ t❤❡ ❣✐✈❡♥ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❧♦❝❛t✐♦♥✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱
♦♥❧② ✬❧♦♥❣▲❛t✬ ✐s s✉♣♣♦rt❡❞✳

❧♦♥❣▲❛t

❧♦♥❣✐t✉❞❡ ◆♦ str ▲♦♥❣✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭❲●❙✽✹✮ ✽✳✾✺✺✻✹❊
❧❛t✐t✉❞❡ ◆♦ str ▲❛t✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭❲●❙✽✹✮ ✹✾✳✼✸✶✹✺◆
t♥❝P♦rt ❨❡s ✐♥t ❖♣t✐♦♥❛❧ ❛s ♣❡r ❙✐❉❙ st❛♥❞❛r❞ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✱ ❜✉t

♥♦t ✉s❡❞ ✐♥ P✐❝❙❛t ❙✐❉❙ s②st❡♠
✵

❛③✐♠✉t❤ ❨❡s ✢♦❛t ❛③✐♠✉t❤ ❛♥❣❧❡ ✭❞❡❣✮ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ✭✐❢ ❛✈❛✐❜❧❛❜❧❡✮ ✶✵✳✺
❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❨❡s ✢♦❛t ❡❧❡✈❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✭❞❡❣✮ ♦❢ ❛♥t❡♥♥❛ ✭✐❢ ❛✈❛✐❜❧❛❜❧❡✮ ✽✺✳✵
❢❉♦✇♥ ❨❡s ✢♦❛t ❋r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r✬s ❞♦✇♥❧✐♥❦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✉r✲

✐♥❣ r❡❝❡♣t✐♦♥ ✭✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r✮✱ ✐♥ ❍③
✹✸✺✺✷✺✵✵✵

❚❛❜❧❡ ✽✳✺✿ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥s ❛♥❞ ❢♦r♠❛ts ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ❜② t❤❡ P✐❝❙❛t ❙✐❉❙ s❡r✈❡r t♦
❝♦❧❧❡❝t t❡❧❡♠❡tr② ♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ ❛♠❛t❡✉rs

✽✳✷✳✸✳✷ ❙✐❉❙ s❡r✈❡r

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ✐ss✉❡s ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ t❡①t✲✜❧❡ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✈✐❝❡ ♦❢ ❛♠❛t❡✉rs
t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ■ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ s❡t ✉♣ ❛♥ ❙✐❉❙ s❡r✈❡r ❢♦r P✐❝❙❛t✳

❚❤❡ ❙✐❉❙ ✭❙✐♠♣❧❡ ❉♦✇♥❧✐♥❦ ❙❤❛r❡✮ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛♥ ❛♠❛t❡✉r st❛♥❞❛r❞ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r✇❛r❞
❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts ❢r♦♠ ❛♥② r❡❝❡✐✈✐♥❣ st❛t✐♦♥ t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ♠✐ss✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ s❡r✈❡r✳ ■t ✇❛s ✜rst
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❲ür③❜✉r❣✱ ❢♦r t❤❡ ❯❲❊✲✸ ♠✐ss✐♦♥✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ ❙✐❉❙ ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ ♣❡♦♣❧❡ t♦ s❡♥❞ ❞❛t❛ ♣❛❝❦❡ts ✐♥ ❤❡①❛❞❡❝✐♠❛❧ ❢♦r♠❛t
✈✐❛ ❍❚❚P P❖❙❚ r❡q✉❡sts✱ s✉❝❤ ❛s✿

❤tt♣s✿✴✴♣✐❝s❛t✳♦❜s♣♠✳❢r✴s✐❞s✴r❡♣♦rt❢r❛♠❡❄♥♦r❛❞■❉❂✶✵✵✫s♦✉r❝❡❂❋✹❍❩●

✫t✐♠❡st❛♠♣❂✷✵✶✽✲✵✶✲✶✷❚✵✾✿✵✵✿✵✵❩✫❢r❛♠❡❂❋❊ ❉❈ ❇❆ ✾✽ ✼✻ ✺✹ ✸✷ ✶✵

✫❧♦❝❛t♦r❂❧❛t❧♦♥❣✫❧♦♥❣✐t✉❞❡❂✺❊✫❧❛t✐t✉❞❡❂✹✺◆

❚❤❡ ❧✐st ♦❢ r❡q✉✐r❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❙✐❉❙ st❛♥❞❛r❞ ✭✈❡rs✐♦♥ ✵✳✾✱ ❛s
✉s❡❞ ❢♦r P✐❝❙❛t✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✺✳ ❯♣♦♥ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡✱ t❤❡ s❡r✈❡r ✈❡r✐✜❡s ✐ts
✐♥t❡❣r✐t②✱ ❛♥❞ ❛❞❞ ✐t t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐❢ ❝♦rr❡❝t✳ ❚❤❡ ✉s❡r ✐s t❤❡♥ ♥♦t✐✜❡❞ ♦❢ t❤❡
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r✐t② ❝❤❡❝❦s ❜② ❛♥ ❍❚❚P r❡s♣♦♥s❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ s✉❝❝❡ss✱ t❤❡ ✉s❡r r❡❝❡✐✈❡s ❛♥
❍❚❚P ❝♦❞❡ ✷✵✵ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ♣❧❛✐♥ t❡①t ♠❡ss❛❣❡ ✏❖❑✑✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ r❡q✉❡st✱ t❤❡ ✉s❡r
r❡❝❡✐✈❡s ❛♥ ❍❚❚P ❝♦❞❡ ✹✵✵ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❤✉♠❛♥ r❡❛❞❛❜❧❡ ♣❧❛✐♥ t❡①t ♠❡ss❛❣❡ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡
❡rr♦r ✭❡①❛♠♣❧❡✿ ✏❇❛❞ ❆❳✳✷✺ ❤❡❛❞❡r✿ s♦✉r❝❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❳❳ ❛♥❞ ✐s ❨❨✑✮✳

❚❤❡ s②st❡♠ s❡❡♠s s✐♠♣❧❡ t♦ s❡t✉♣✱ ❜✉t ■ ❢❛❝❡❞ ❛ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡ ✇❤✐❧❡ ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡ P✐❝❙❛t
❙✐❉❙✿ ❞❛t❛❜❛s❡ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ ❛ ✉s❡r ❝♦♥♥❡❝ts t♦ t❤❡ P②t❤♦♥ s❡r✈❡r✱ ❛ ♥❡✇ t❛s❦ ✐s ❝r❡❛t❡❞✱ t♦
❤❛♥❞❧❡ ❤✐s r❡q✉❡sts✳ ❚❤✉s✱ ✇❤❡♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s ♣❛ss✐♥❣ ♦✈❡r ❊✉r♦♣❡✱ ✇❤❡r❡ s❡✈❡r❛❧ ❛♠❛t❡✉rs
✇❡r❡ ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦ ✐t ❛♥❞ s❡♥❞✐♥❣ ❢r❛♠❡s s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡ s❡r✈❡r✱ ♠❛♥② t❛s❦s ✇❡r❡ r✉♥♥✐♥❣
✐♥ ♣❛r❛❧❧❡❧✱ ❡❛❝❤ tr②✐♥❣ t♦ ❛❞❞ ❞❛t❛ ✐♥t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ■♥ t❤✐s s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss
❝♦❧❧✐s✐♦♥s ✇❡r❡ ❢r❡q✉❡♥t✱ ❛♥❞ ♠♦st r❡q✉❡sts ✇❡r❡ ♥♦t ♣r♦♣❡r❧② ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ s②st❡♠✳

❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦r❡s❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s❡r✈❡r✱ ✇❛s
❞✐✣❝✉❧t t♦ s♦❧✈❡✳ ❚❤❡ ✜① ✇❛s t♦ ❞❡❧❡❣❛t❡ ❛❧❧ ❞❛t❛❜❛s❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❛ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t❛s❦✱ ❛♥❞ ✉s❡ ❛
r❡q✉❡st q✉❡✉❡✳ ❊❛❝❤ s❡r✈❡r t❛s❦ ✇♦✉❧❞ ❧✐♠✐t ✐ts❡❧❢ t♦ r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ P❖❙❚ r❡q✉❡sts✱ ✈❡r✐❢②✐♥❣
t❤❡✐r ❢♦r♠❛t✱ s❡♥❞✐♥❣ ❛♥s✇❡rs t♦ t❤❡ ✉s❡rs✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ✈❛❧✐❞ r❡q✉❡sts t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ q✉❡✉❡✳
❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ t❛s❦ ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ t❛❦❡ t❤❡ r❡q✉❡sts ✐♥ t❤❡ q✉❡✉❡ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞ t❤❡♠ t♦



✶✺✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✽✳ ●❘❖❯◆❉ ❙❊●▼❊◆❚ ❆◆❉ ❆▼❆❚❊❯❘ ❈❖▲▲❆❇❖❘❆❚■❖◆

t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✳ ❆ ❞❛t❛❜❛s❡ ❧♦❝❦✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞❛t❛❜❛s❡
✇r✐t❡ ❛❝❝❡ss ❝♦❧❧✐s✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❙✐❉❙ ❝❡♥tr❛❧ t❛s❦✱ ❛♥❞ ♦✉r ♦✇♥ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡✳
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s②st❡♠ ♣r♦✈❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② r♦❜✉st✳

✽✳✸ ▼✐ss✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡

❚♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r ❝♦♠♠✉♥✐t②✱ ❛♥❞ t♦ s❤❛r❡ ♦✉r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❡①❝✐t❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝✱ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ♣✉❜❧✐❝ ♠✐ss✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s
♦❢ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ✇❛s ❛❧s♦ t♦ ❞✐s♣❧❛② ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ ✐♥ ❣r❛♣❤s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❡❛s②
t♦ r❡❛❞ ❢♦r♠❛ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♦✉r ❞❛②✲t♦✲❞❛② ❛❝t✐✈✐t✐❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡
❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ✇❛s t✐❣❤t❧② ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ❛♥❞ s✐♥❝❡ ■ ✇❛s ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡
❞❛t❛❜❛s❡✱ ■ ✇❛s ❛❧s♦ ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ❝r❡❛t✐♥❣ ❛♥❞ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡✳ ❚❤✐s ✇❛s ♥♦t ❛♥ ❡❛s②
t❛s❦✱ ✇❤✐❝❤ ✜rst r❡q✉✐r❡❞ ♠❡ t♦ ❧❡❛r♥ ❘✉❜② ❛♥❞ ❘✉❜② ❖♥ ❘❛✐❧s✳

❚❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✶✶ ❞✐✛❡r❡♥t s❡❝t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ❛♥❞
t❛r❣❡t ❛✉❞✐❡♥❝❡✳ ❆s ♦❢ ✷✵✶✾✱ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ✐s st✐❧❧ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❛t✿

❤tt♣s✿✴✴♣✐❝s❛t✳♦❜s♣♠✳❢r✴

❍♦♠❡ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ❧❛♥❞✐♥❣ ♣❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❢❡❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❧❛♥❞✐♥❣ ♣❛❣❡ ✇❛s ❛ s❡t ♦❢ t✇♦ ❡②❡✲❝❛t❝❤✐♥❣ ♣✐❡✲❣r❛♣❤s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t②♣❡s ♦❢ t❡❧❡♠❡tr② ♣❛❝❦❡ts
r❡❝❡✐✈❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ✷✹ ❤♦✉rs✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ✭✐✳❡✳ ❛♠❛t❡✉rs ✇❤♦ ❤❛❞ r❡❝❡✐✈❡❞
♣❛❝❦❡ts ❞✉r✐♥❣ t❤❡s❡ ❧❛st ✷✹ ❤✮✳ ❚❤❡ ♣❛❣❡ ❛❧s♦ ❞✐s♣❧❛②❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ r❛♥❦✐♥❣ ♦❢ ❛♠❛t❡✉rs ✭❜②
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛❝❦❡ts r❡❝❡✐✈❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♣❛❣❡ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ s♠❛❧❧
t❡①t ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤❛t P✐❝❙❛t ✇❛s✱ ❛♥❞ ❛ ❢❡✇ ❧✐♥❦s t♦ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ♥❡✇s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✉♥❞❡r
t❤❡ ✏♥❡✇s✑ s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡✳

◆❡✇s ❚❤❡ ♥❡✇s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❛ ♥♦♥✲♣✉❜❧✐❝ ❲♦r❞Pr❡ss s✐t❡✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥
✇❛s t♦ ❛❧❧♦✇ ❛♥②♦♥❡ ✐♥ t❤❡ t❡❛♠ t♦ ❡❛s✐❧② ♣✉❜❧✐s❤ s♠❛❧❧ ♥❡✇s ❛❜♦✉t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ✇✐t❤♦✉t
r❡q✉✐r✐♥❣ ❛♥ ✉♣❞❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ✇❡❜s✐t❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❲♦r❞Pr❡ss ❛rt✐❝❧❡s ✇❡r❡ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②
r❡tr✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❡❜s✐t❡✱ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s
♠♦st❧② ❧❡❢t ✉♥✉s❡❞✱ ❛s t❤❡ ■❛♠P✐❝❙❛t ❚✇✐tt❡r ❛❝❝♦✉♥t ✇❛s ♦✉r ♠❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❢♦r ♣✉❜❧✐s❤✐♥❣
♥❡✇s✳

▼❡❞✐❛ r❡s♦✉r❝❡s ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s t❛r❣❡t❡❞ t♦ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ❛♥❞ ✇✐s❤✐♥❣
t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛♥❞ ✉s❡ ✐♠❛❣❡s✱ ♦r r❡❛❞ ❛rt✐❝❧❡s ♦r s❝✐❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs ✇r✐tt❡♥ ❛❜♦✉t ✐t✳

❙❝✐❡♥❝❡ ♠✐ss✐♦♥ ❆ s❡❝t✐♦♥ t❛r❣❡t❡❞ t♦✇❛r❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✉❜❧✐❝✱ ❛♥❞ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ ✇❤❛t t❤❡
s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇❡r❡✳

❙❛t❡❧❧✐t❡ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s s✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ ✸ ♣❛rts✿ ♦♥❡ ♣❛rt ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ ♣✉❜❧✐❝❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❣❡♥❡r❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✐ts ❧❛✉♥❝❤ ❛♥❞ ✐ts ♦r❜✐t✳ ❆ ❤✐❞❞❡♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✇❛s
♦♥❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ r❡❣✐st❡r❡❞ ✉s❡r✱ ❛♥❞ ✇❛s ♠❛❞❡ ❢♦r ❝♦♥tr✐❜✉t♦rs ❛♥❞ t❡❛♠ ♠❡♠❜❡rs✳ ❚❤✐s
s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ ❞❛s❤❜♦❛r❞ ✉s❡❞ t♦ ✈✐s✉❛❧✐③❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✭♠♦♥✐t♦r✐♥❣
❞❛t❛ ✈❡rs✉s t✐♠❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❣r❛♣❤s✱ ▲❊❉ ❧✐❦❡ ❜✉tt♦♥s ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ ✇❛r♥✐♥❣s ♦r ❡rr♦rs s❡♥t ❜②
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❣r❛♣❤s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧♦❛❞ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♠❡♠♦r② ❜✉✛❡rs✱ ❡t❝✮✳ ❚❤❡ P✐❝❙❛t t❡❛♠
✉s❡❞ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ r❡❣✉❧❛r ❜❛s✐s t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ❞✐r❡❝t❧②
❧♦❛❞❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❛t❛❜❛s❡ ❜② t❤❡ ✇❡❜s✐t❡✳

P❛②❧♦❛❞ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✏❙❛t❡❧❧✐t❡✑ s❡❝t✐♦♥✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳



✽✳✸✳ ▼■❙❙■❖◆ ❲❊❇❙■❚❊ ✶✺✺

❖♣❡r❛t✐♦♥s ❚❤✐s ❝♦♠♣❧❡① s❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ t♦♦❦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛s♣❡❝t ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ ✉s❡r✳

❋♦r ❛ ♥♦♥✲r❡❣✐st❡r❡❞ ✉s❡r✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛ ♠❛♣ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦✈❡r t❤❡ ❊❛rt❤✱ ❛♥❞ ❛ ✇❡❜ ❢♦r♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♥❡①t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇✐♥❞♦✇s ♦✈❡r ❛
❣✐✈❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❋♦r ❛ r❡❣✐st❡r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❛♠❛t❡✉r✱ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t❤❡ ✏❖♣❡r❛t✐♦♥
▼❛♣✑✱ ❛ ❢✉❧❧ s❝r❡❡♥ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤ ❞✐s♣❧❛②✐♥❣ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ✉s❡r ❝♦✉❧❞
❝❧✐❝❦ ♦♥ ❛♥② st❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❤❛✈❡ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❞✉r✐♥❣
t❤❡ ♥❡①t ♣❛ss❡s ♦✈❡r t❤✐s st❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❞❛t❛ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ❜❡❛❝♦♥ r❡❝❡♣t✐♦♥✱ s❝✐❡♥❝❡
❛❝q✉✐s✐t✐♦♥✱ ❡t❝✳✮✳ ❆ s❡t ♦❢ ❝❧✐❝❦✲❜❛s❡❞ ♠❡♥✉s ❛♥❞ ✇❡❜ ❢♦r♠s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ❛❧❧ P✐❝❙❛t t❡❛♠
♠❡♠❜❡rs t♦ ✉s❡ t❤✐s ♠❛♣ t♦ ♣r❡♣❛r❡ ❞❛t❛ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛♠❛t❡✉r st❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
✇❡❜s✐t❡ ✇♦✉❧❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ ✏❞❛t❛ ❞♦✇♥❧♦❛❞ r❡q✉❡sts✑✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦❛❞❡❞ ❜② t❤❡
❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ♣❛ss ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦✈❡r ▼❡✉❞♦♥✱ ❛♥❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
✐♥str✉❝t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉♣❧♦❛❞❡❞ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

❆t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡♥❞✲♦❢✲♠✐ss✐♦♥✱ ❛ s✐♠✐❧❛r t♦♦❧ ✇❛s ❜❡✐♥❣ t❡st❡❞ ❜② ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ❛♠❛t❡✉rs✱
t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡♠ t♦ ❞✐r❡❝t❧② r❡q✉❡st ❞❛t❛ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦✈❡r t❤❡✐r st❛t✐♦♥s✳ ❆ ❢❡✇ ❣r❛♣❤s ✇❡r❡ ✉s❡❞
t♦ ✐♥❢♦r♠ ❛♠❛t❡✉rs ♦❢ ✇❤✐❝❤ t②♣❡s ♦❢ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♠✐ss✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡
r❡q✉❡st❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t ♣❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦✈❡r t❤❡✐r st❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞②
s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❢♦r ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦✈❡r ♦t❤❡r st❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❝♦✉❧❞ t❤❡♥ r❡q✉❡st t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡② ✇❛♥t❡❞
t♦ r❡❝❡✐✈❡✱ ❛♥❞ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♣❛ss✳ ❚❤❡ ✇❡❜s✐t❡ ✇♦✉❧❞ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❛♥❞ s✉❣❣❡st t❤❡✐r ✉♣❧♦❛❞ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦♣❡r❛t♦r ❛t t❤❡ ♥❡①t ♣❛ss
♦✈❡r ▼❡✉❞♦♥✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ t❤✐s s②st❡♠ ✇❛s ❞r✐✈❡♥ ❜② t✇♦ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✿

• ❆ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❞❛t❛ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦✈❡r ❛♠❛t❡✉r st❛t✐♦♥s ✇❡r❡ ✉♥✲
s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ❛♠❛t❡✉rs ✇❡r❡ ♥♦t ❝♦♥st❛♥t❧② ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

• ▲♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ❞❛t❛❜❛s❡ t♦ s❡❧❡❝t t❤❡ r✐❣❤t s❡t ♦❢ ❞❛t❛ t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ♦♥ ❡❛❝❤ st❛t✐♦♥✱ ✇✐t❤✲
♦✉t ❦♥♦✇✐♥❣ ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❛❧❧ st❛t✐♦♥s ✇❛s ❞✐✣❝✉❧t ❛♥❞ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣
❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ t❡❛♠✳

❆ tr✉❧② ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐✈❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡s❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛❧❧ ❛♠❛t❡✉rs ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t✳

▼✐ss✐♦♥ ❞❛t❛ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ t✇♦ t❛❜❧❡s✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s s❡♥t t♦ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ t❤❡ t❡❧❡♠❡tr② r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❆♥② r❡❣✐st❡r❡❞ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ❛❝❝❡ss ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣❛❝❦❡t ❢r♦♠ t❤✐s t❛❜❧❡✳ ❆ t❛❜ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❛s ❛❧s♦ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡
β P✐❝ ❧✐❣❤t✲❝✉r✈❡✳ ❆♥② r❡❣✐st❡r❡❞ ✉s❡r ❝♦✉❧❞ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❧✐❣❤t✲❝✉r✈❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❛ ③♦♦♠❛❜❧❡
❣r❛♣❤✱ ❛♥❞ t♦♦❧s ✇❡r❡ ✐♥ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t♦ ❛❧❧♦✇ ♣❡♦♣❧❡ t♦ ♠❛r❦✱ ❝♦♠♠❡♥t✱ ❛♥❞ ❛s❦ q✉❡st✐♦♥s
❛❜♦✉t ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢❡❛t✉r❡s t❤❡② ✇❡r❡ s❡❡✐♥❣✳ ❙❛❞❧②✱ t❤✐s t❛❜ ✇❛s ♥❡✈❡r ✉s❡❞✳ ✳ ✳

❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❞❛t❛ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t ❢♦r♠❛ts ✇❡r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ❛♠❛t❡✉r ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ ❞❡❝♦❞❡ t❤❡ ❞❛t❛ t❤❡② ✇❡r❡ r❡❝❡✐✈✐♥❣✳

❈♦♥tr✐❜✉t❡ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ t❤❡ P✐❝✲
❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ❜② ❧✐st❡♥✐♥❣ ❛♥❞ ✉♣❧♦❛❞✐♥❣ ♣❛❝❦❡ts✳ ❙❡✈❡r❛❧ ♣❡♦♣❧❡ ❛❧s♦ r❡q✉❡st❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❛❜♦✉t ❤♦✇ t♦ s❡t ✉♣ ❛ s♠❛❧❧ ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ t♦ ❧✐st❡♥ t♦ P✐❝❙❛t✱ ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♣❛❣❡ ✇❛s ✐♥
♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❡♥❞✲♦❢✲♠✐ss✐♦♥✳

❯s❡r ❚❤❡ ✉s❡r t❛❜ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ r❡❣✐st❡r t♦ t❤❡ ✇❡❜s✐t❡✱ ❧♦❣ ✐♥✱ ❧♦❣ ♦✉t✱ ✉♣❧♦❛❞ ♣❛❝❦❡ts✱
❝♦♥s✉❧t ❛♥❞ ❞♦✇♥❧♦❛❞ ❛❧❧ ❞❛t❛ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ✉♣❧♦❛❞❡❞✱ ❡t❝✳





❈❤❛♣t❡r ✾

❖♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♠✐ss✐♦♥ r❡s✉❧ts ❛♥❞
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✾✳✶ ▲❛✉♥❝❤ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✾✳✷ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✾✳✷✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✽

✾✳✷✳✷ ❆❉❈❙ ❢❛✐❧✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺✾

✾✳✷✳✸ P❛②❧♦❛❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✾✳✷✳✹ P❧❛t❢♦r♠ ❢❛✐❧✉r❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✵

✾✳✸ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✺

✾✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻

✾✳✺ ❆ ✜♥❛❧ ✇♦r❞ ♦♥ ❈✉❜❡❙❛ts ❛♥❞ ❛str♦♥♦♠② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✻✻
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✾✳✶ ▲❛✉♥❝❤

❚❤❡ ✜♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✐❣❤t ♠♦❞❡❧ ♦❢ P✐❝❙❛t ✇❛s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧❡❛♥ r♦♦♠
♦❢ t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s ❞❡❧✐✈❡r❡❞ t♦ ■♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❙♣❛❝❡ ▲♦❣✐st✐❝s
✭■❙▲✮✱ ✐♥ t❤❡ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱ ♦♥ ❉❡❝❡♠❜❡r✱ ✶✶✱ ✷✵✶✼✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s t❤❡♥ s❡♥t t♦ ■♥❞✐❛✱ ❛♥❞
✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ P♦❧❛r ❙❛t❡❧❧✐t❡ ▲❛✉♥❝❤ ❱❡❤✐❝❧❡ P❙▲❱✲❈✹✵ r♦❝❦❡t✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♣❛②❧♦❛❞ ♦❢
t❤❡ r♦❝❦❡t ✇❛s ❛♥ ■♥❞✐❛♥ ❊❛rt❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❈❛rt♦s❛t✲✷❋✳

❚❤❡ r♦❝❦❡t ❧✐❢t❡❞✲♦✛ ♦♥ ❏❛♥✉❛r②✱ ✶✷✱ ✷✵✶✽✱ ❛t ✵✸✿✺✾ ❯❚❈ ✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✮✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❙❛t✐s❤
❉❛✇❛♥ ❙♣❛❝❡ ❈❡♥t❡r✱ ♦♥ t❤❡ ■♥❞✐❛♥ ❊❛st ❝♦❛st✳ ❚❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ✇❛s s✉❝❝❡ss❢✉❧✱ ❛♥❞ P✐❝❙❛t ✇❛s
r❡❧❡❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ✺✵✺ ❦♠ ❙✉♥✲s②♥❝❤r♦♥♦✉s ♦r❜✐t ❛❜♦✉t ✷✵ ♠✐♥✉t❡s ❛❢t❡r ❧✐❢t✲♦✛✳

❚❤❡ ✜rst ♣❛ss ♦✈❡r ❊✉r♦♣❡ ♦❝❝✉rr❡❞ ❛t∼ ✵✼✿✹✺ ❯❚❈✱ ❛♥❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❜❡❛❝♦♥✶ ✇❛s ❞❡t❡❝t❡❞
❢r♦♠ ♦✉r ❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥✱ ✐♥ ▼❡✉❞♦♥✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♠❛t❡✉rs ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
❜❡❛❝♦♥ ❛t ✹✸✺✳✺✷✺ ▼❍③✳

❋✐❣✉r❡ ✾✳✶✿ ❍♦♣✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❜❡st✳ ✳ ✳ ✭❈r❡❞✐t✿ ■❙❘❖✮

✾✳✷ ❖♣❡r❛t✐♦♥s

✾✳✷✳✶ ■♥✐t✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥s

❚❤❡ ✜rst t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ✇❡r❡ s❡♥t t♦ P✐❝❙❛t ♦♥ t❤❡ ❧❛✉♥❝❤ ❞❛②✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡✈❡♥✐♥❣ ♣❛ss❡s✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ❛♥❞ r❡♣❧✐❡s ✇❡r❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✐♥❣ ♦❢
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t r❛♣✐❞❧② ❜❡❝❛♠❡ ❛♣♣❛r❡♥t t❤❛t t❤❡ t♦♦❧s ❛♥❞ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦

✶❚❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ ❝♦♠♣✉t❡r ♦❢ P✐❝❙❛t ✇❛s ♣r♦❣r❛♠♠❡❞ t♦ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❡♠✐t ❛ ♣❛❝❦❡t ❡✈❡r② ✶✵ s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥t❛✐♥❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❤♦✉s❡✲❦❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❜❡❛❝♦♥ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♣❛ss❡s✱
❛♥❞ t♦ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ st❛t✉s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦♥ ✐ts ✸ ❛①✐s ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ t❤❡
❆❉❈❙ t♦ ✐ts ✏❞❡t✉♠❜❧✐♥❣✑ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ r♦t❛t✐♦♥ s♣❡❡❞ ✐s ✐♥✐t✐❛❧❧② ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❞❡❣r❡❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱
❛♥❞ r❛♣✐❞❧② ❞r♦♣s ✇❤❡♥ t❤❡ ❞❡t✉♠❜❧✐♥❣ ✐s ❛❝t✐✈❛t❡❞ ✭❜❧❛❝❦ ✈❡rt✐❝❛❧ ❧✐♥❡✮✳

♦♣❡r❛t❡ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❡r❡ ♥♦t ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛❞❛♣t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❆❧❧ ♦✉r t♦♦❧s ❤❛❞ ❜❡❡♥
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❛
r♦♦♠ ❛t t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡
❣r♦✉♥❞ st❛t✐♦♥ ✇❛s ❡❛s②✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣❛❝❦❡ts ✇❡r❡ ❧♦st ❢r♦♠ t✐♠❡ t♦ t✐♠❡✳ ❲❤❡♥ ♦♣❡r❛t✐♥❣
t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✇❛s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ ❡♥t✐r❡ ♣❛ss❡s ✇✐t❤♦✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ❞❛t❛
♣❛❝❦❡t ♣r♦♣❡r❧② ❞❡❝♦❞❡❞ ✇❛s ♥♦t ✉♥❝♦♠♠♦♥ ✭❞✉❡ t♦ s♦❢t✇❛r❡ ♠✐s❤❛♣s✱ ♣♦♦r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❤❛r❞✇❛r❡ ✐ss✉❡s✱ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ❡t❝✳✮✳ ▼❛♥② ♦❢ ♦✉r s❝r✐♣ts ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦
s✐♠♣❧✐❢② ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❜② s❡♥❞✐♥❣ ✇❤♦❧❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❞❡s✐❣♥❡❞
✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ✇❡ ❝♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ❢r♦♠ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛s
✐♥❞✐❝❛t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✳ ❲✐t❤ ❛ ♣♦♦r r❛❞✐♦✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐♥❦✱ ❛❧❧
t❤❡s❡ s❝r✐♣ts ✇❡r❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐♥❡✛❡❝t✐✈❡✳

❚❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❛✉t♦♠❛t✐♦♥ ✐♥ ♦✉r ❣r♦✉♥❞ s❡❣♠❡♥t s♦❢t✇❛r❡ ❛❧s♦ ♠❛❞❡ ❛❧❧ ♦✉r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♣r♦♥❡
t♦ ❤✉♠❛♥ ❡rr♦rs✳ ❚②♣✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ t❡r♠✐♥❛❧ ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ r✉♥♥✐♥❣
♦✉t ♦❢ t✐♠❡ ♦❢t❡♥ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ t②♣♦s✱ ❜❛❞ ❛r❣✉♠❡♥t ❢♦r♠❛ts✱ ❡t❝✱ ❢✉rt❤❡r r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❡ ❝♦✉❧❞ ♣❡r❢♦r♠ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣❛ss✳

❇✉t ❛❢t❡r ❛ ✜rst ✇❡❡❦ ♦r t✇♦ ❧❡❛r♥✐♥❣ t❤❡ ❤❛r❞ ✇❛② ❤♦✇ t♦ ♦♣❡r❛t❡ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✇❡ s❧♦✇❧②
❣♦t ✉♣ t♦ s♣❡❡❞✱ ❛♥❞ ♣r♦♣❡r ❛❝t✐✈✐t✐❡s ❝♦✉❧❞ st❛rt✳

✾✳✷✳✷ ❆❉❈❙ ❢❛✐❧✉r❡

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝r✐t✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✇❛s t❤❡ ❞❡t✉♠❜❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧
r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ P✐❝❙❛t ✇❛s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❞❡❣r❡❡s ♣❡r s❡❝♦♥❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❢♦r
t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r t♦ ❣❡t ❛ ✜①✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠ ✭❆❉❈❙✮
✇❛s ✉s❡❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❛❝t✐✈❛t❡ t❤❡ ❞❡t✉♠❜❧✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡
✇❛s s❡♥t ✷ ✇❡❡❦s ❛❢t❡r t❤❡ ❧❛✉♥❝❤✱ ❛♥❞ r❡s✉❧t❡❞ ✐♥ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ♦❢ ∼ 0.1 deg/s ✭s❡❡
❋✐❣✉r❡ ✾✳✷✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞❡s♣✐t❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ✇❛s ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
t♦❧❡r❛t❡❞ s❧❡✇ r❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❙❚✷✵✵✱ t❤❡ s②st❡♠ ❞✐❞ ♥♦t r❡t✉r♥ ❛ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤❡❞ t♦
✏t❛r❣❡t ♣♦✐♥t✐♥❣✑✳

❉✉r✐♥❣ ❛❜♦✉t ✽ ✇❡❡❦s✱ ✇❡ ✇♦r❦❡❞ ✇✐t❤ ❍②♣❡r✐♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s t♦ tr② t♦ s♦❧✈❡ t❤✐s ✐ss✉❡✳ ❲❡
❝♦♥✜r♠❡❞ t❤❛t t❤❡ ❙❚✷✵✵ ✇❛s ❛❧✐✈❡✱ ❛s ✇❡r❡ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s✉❜s②st❡♠s ♦❢ t❤❡ ✐❆❉❈❙✶✵✵✳
❇✉t ❞✉❡ t♦ ✇❤❛t ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ s♦❢t✇❛r❡ ✐ss✉❡s✱ ✇❡ ♥❡✈❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ r❡❧✐❛❜❧❡
❛♥❞ st❛❜❧❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥✳ ❉❡s♣✐t❡ ✽ ✇❡❡❦s ♦❢ ✐♥✲s♣❛❝❡ ❞❡❜✉❣❣✐♥❣ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭❛❧s♦ ✉s✐♥❣ ♦✉r
❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ t♦ t❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✜①❡s✮✱ P✐❝❙❛t ♥❡✈❡r ♣♦✐♥t❡❞ t♦ ✐ts s❝✐❡♥❝❡
t❛r❣❡t✳





✾✳✷✳ ❖P❊❘❆❚■❖◆❙ ✶✻✶

❋✐❣✉r❡ ✾✳✹✿ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❜❡❛❝♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ❛❧❧ ❛♠❛t❡✉rs ❧✐st❡♥✐♥❣ t♦ P✐❝❙❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡
❧❛st ❢❡✇ ♦r❜✐ts ❜❡❢♦r❡ ❡♥❞✲♦❢✲♠✐ss✐♦♥

s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s r❡❝❡✐✈✐♥❣ ♦✉r t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞s ♦r ♥♦t✱ ❛♥❞ ✇❡ ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ st♦♣ ❛❧❧ ❛❝t✐✈✐t②✱ ✐♥ t❤❡
❤♦♣❡ t❤❛t ❛ r❡❜♦♦t tr✐❣❣❡r❡❞ ❜② t❤❡ ❊P❙ ✇❛t❝❤❞♦❣✸ ✇♦✉❧❞ s♦❧✈❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

■t ❞✐❞ ♥♦t✳
❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s ❡♠✐tt✐♥❣ ✐ts r❛❞✐♦ ❜❡❛❝♦♥ ❡✈❡r② ✶✵ s ♦♥ ❛♠❛t❡✉r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛❞ ❛

♥❡t✇♦r❦ ♦❢ ✽✵ r❛❞✐♦❛♠❛t❡✉rs ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐t ❡✈❡r② ❞❛②✳ ❚❤✉s✱ ♦✉r ❣r♦✉♥❞ ❝♦✈❡r❛❣❡ ✇❛s ❡①t❡♥s✐✈❡✱
❛♥❞ ✇❡ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♣✐♥♣♦✐♥t t❤❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛t ✇❤✐❝❤ P✐❝❙❛t st♦♣♣❡❞ ❡♠✐tt✐♥❣✳ ■♥
❋✐❣✳ ✾✳✹✱ ■ s❤♦✇ ❛ ♠❛♣ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ♦r❜✐ts ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❜❡❛❝♦♥s r❡❝❡✐✈❡❞
❛r♦✉♥❞ t❤❡ ✇♦r❧❞✳ ❚❤❡ ❧❛st ❜❡❛❝♦♥ ✇❛s r❡❝❡✐✈❡❞ ❛❜♦✈❡ ❙♦✉t❤ ❆♠❡r✐❝❛✱ ❛t ✶✸✿✶✼ ❯❚❈✱ ❜②
P❨✹❩❇❩✹✳ ❲❤❡♥ ✇❡ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❤✐♠✱ P❨✹❩❇❩ r❡♣♦rt❡❞ ❛ s❤♦rt ✭✶✸ ❞❡❣ ❡❧❡✈❛t✐♦♥✮ ❜✉t ♥♦♠✐♥❛❧
♣❛ss✱ ✇✐t❤ ❛ ❝❧❡❛r s✐❣♥❛❧✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ✢② ♦✈❡r t❤❡ ❙♦✉t❤ ♣♦❧❡✱
❛♥❞ t❤❡♥ ♦✈❡r s♦✉t❤✲❡❛st ❆s✐❛✳ ❲❡ ❝♦♥t❛❝t❡❞ ❨❇✸▼❇◆✺ ❛♥❞ ❇❳✶❆❉✻✱ t✇♦ r❛❞✐♦❛♠❛t❡✉rs
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ■♥❞♦♥❡s✐❛ ❛♥❞ ❚❛✐✇❛♥✱ ✇❤♦ r❡♣♦rt❡❞ ♥♦t ❤❛✈✐♥❣ ❤❡❛r❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
✇❤❡♥ ✐♥ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r st❛t✐♦♥s ❛t ✶✸✿✺✵ ❯❚❈ ❛♥❞ ✶✸✿✺✽ ❯❚❈✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡❞ t❤❛t P✐❝❙❛t
st♦♣♣❡❞ ✇♦r❦✐♥❣ s♦♠❡t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶✸✿✷✵ ❯❚❈ ❛♥❞ ✶✸✿✺✵ ❯❚❈ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✱ ✇❤✐❧❡ ✢②✐♥❣ ♦✈❡r
t❤❡ ❙♦✉t❤ ♣♦❧❡✱ ❜❡t✇❡❡♥ ❙♦✉t❤ ❆♠❡r✐❝❛ ❛♥❞ ■♥❞♦♥❡s✐❛✳

❲❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛♥ ✐♥✲❞❡♣t❤ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡s ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡✱ ❜✉t ✐t ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡
t♦ ✐❞❡♥t✐❢② ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥t② t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤✐s ❡❛r❧② ❡♥❞✲♦❢✲♠✐ss✐♦♥✳ P♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s ❛r❡
❞✐s❝✉ss❡❞ ❜❡❧♦✇✳

✸❚❤❡ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ P♦✇❡r ❙②st❡♠ ♦♥✲❜♦❛r❞ P✐❝❙❛t ❤❛❞ ❛ ✸ ❞❛② ✇❛t❝❤❞♦❣ t✐♠❡r✱ t❤❛t ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜❡ r❡s❡t ❜②
s❡♥❞✐♥❣ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❡❧❡❝♦♠♠❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✳ ■❢ t❤✐s ❝♦♠♠❛♥❞ ✇❛s ♥♦t r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ t❤r❡❡ ❞❛②s✱ t❤❡
✇❛t❝❤❞♦❣ ✇♦✉❧❞ tr✐❣❣❡r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❡❧❡❝tr✐❝ r❡s❡t ✭♣♦✇❡r ❝②❝❧❡✮ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

✹P❛♣❛ ❨❛♥❦❡❡ ❋♦✉r ❩✉❧✉ ❇r❛✈♦ ❩✉❧✉
✺❨❛♥❦❡❡ ❇r❛✈♦ ❚❤r❡❡ ▼✐❦❡ ❇r❛✈♦ ◆♦✈❡♠❜❡r
✻❇r❛✈♦ ❳✲❘❛② ❖♥❡ ❆❧♣❤❛ ❉❡❧t❛
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✿ ❚❤❡ ✷✺ ♠ ❛♥t❡♥♥❛ ♦❢ t❤❡ st❛t✐♦♥ P■✾❈❆▼✱ ✐♥ ❉✇✐♥❣❡❧♦♦✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✳

P♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ❖♥❡ ♦❢ ♦✉r ✜rst ❤②♣♦t❤❡s❡s t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✇❛s
❛ ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✬s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r✳ ❚❤✐s ♣♦✇❡r ❛♠♣❧✐✜❡r ❤❛❞ ❜❡❡♥
❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❝♦♥❝❡r♥ ❞✉r✐♥❣ s♦♠❡ t❡sts ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ ❛♥❞ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✇❡ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱
✐t ❜❡❝❛♠❡ ❛♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝ s✉s♣❡❝t ❛❢t❡r t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♥t❛❝t✳ ❲❡ r❡❛❝❤❡❞ ♦✉t t♦ t❤❡ ❛♠❛t❡✉r
r❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛♥❞ ❛s❦❡❞ ❢♦r ❤❡❧♣ t♦ ❧✐st❡♥ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤✲❣❛✐♥ ❛♥t❡♥♥❛✳ ❆♥
❛tt❡♠♣t ✇❛s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ✷✺ ♠ ❞✐s❤ ♦❢ t❤❡ P■✾❈❆▼ st❛t✐♦♥✱ ✐♥ ❉✇✐♥❣❡❧♦♦✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s
✭❋✐❣✉r❡ ✾✳✺✮✳ ◆♦ s✐❣♥❛❧ ✇❛s ❤❡❛r❞✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥t❛❝t❡❞ t❤❡ ◆❆❙❆✬s ●♦❞❞❛r❞ ❙♣❛❝❡ ❋❧✐❣❤t
❈❡♥t❡r✱ ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛ q✉✐❝❦ r❡s♣♦♥s❡✳ ❚✇♦ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❧✐st❡♥ t♦ P✐❝❙❛t ✇❡r❡ ❞♦♥❡ ✇✐t❤ ❛
✷✵ ♠ ❝❧❛ss ❛♥t❡♥♥❛✱ ✇✐t❤♦✉t s✉❝❝❡ss✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ ❜❡❛❝♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ✷✵ t♦
✷✺ ♠ ❞✐s❤❡s r✉❧❡❞ ♦✉t ❛ ♣♦✇❡r✲❛♠♣❧✐✜❡r ♣r♦❜❧❡♠✳

❆❣✐♥❣ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ ❢❛✐❧✉r❡ ✐s ❛❣✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❝r✐t✐❝❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s
✭♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r✱ ♣♦✇❡r s②st❡♠✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ ❲❡ ✇❡♥t t❤r♦✉❣❤ ❛❧❧ t❤❡ ❤♦✉s❡✲
❦❡❡♣✐♥❣ ❞❛t❛ r❡tr✐❡✈❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢♦✉♥❞ ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥♦ ✇❛r♥✐♥❣
s✐❣♥ ♦❢ ❛ ♣r❡♠❛t✉r❡ ❢❛✐❧✉r❡✳ ❆❧❧ ❞❛t❛ ✇❡r❡ ♥♦♠✐♥❛❧✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❜❡❛❝♦♥ r❡❝❡✐✈❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤✐s ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② r✉❧❡ ♦✉t t❤✐s ♣♦ss✐❜✐❧✐t②✱ ✐t ♠❛❦❡s ✐t ✉♥❧✐❦❡❧②✳

❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❲❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✇✐t❤ ❛ s♣❛❝❡ ❞❡❜r✐s✳ ❲❡ r❡tr✐❡✈❡❞
t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❚✇♦✲▲✐♥❡✲❊❧❡♠❡♥ts ✭❚▲❊✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❙♣❛❝❡ ❙✐t✉❛t✐♦♥❛❧ ❆✇❛r♥❡ss s❡r✈✐❝❡ ❛t
❏❙♣❖❈✱ t♦ st✉❞② t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ P✐❝❙❛t✳ ■♥ t❤✐s ❞❛t❛✱ ✇❡ ♥♦t❡❞ ❛
str❛♥❣❡ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛r② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠♦t✐♦♥
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✮✳ ❲❡ ✐♥q✉✐r❡❞ ❛❜♦✉t t❤❡s❡ ❡✛❡❝ts t♦ t❤❡ ❈♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❆♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❙❡r✈✐❝❡✱ ❆❧❡rt ❛♥❞ ❘❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ✭❈❆❊❙❆❘✮ ♦❢ ❈◆❊❙ ✭❋r❡♥❝❤ s♣❛❝❡ ❛❣❡♥❝②✮✱
❛♥❞ ✇❡ ❣♦t ❛ ❝♦♥✜r♠❛t✐♦♥ t❤❛t t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ s✐❣♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❛♣♣❡❛r❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❣❧✐t❝❤✱ ❛♥❞ ♥♦ s✉❝❤ ❝❤❛♥❣❡ ✇❛s ❢♦✉♥❞ ❜② t❤❡ ❈❆❊❙❆❘ t❡❛♠
✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ♣❡❛❦ ✐♥ ♠❡❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇❛s ❞✉❡ t♦ ❛ ♣❡❛❦ ✐♥ ❣❡♦♠❛❣♥❡t✐❝
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✻✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ P✐❝❙❛t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ❯♣♣❡r
♣❛♥❡❧✿ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ✭❞❡❣r❡❡s✮✳ ▼✐❞❞❧❡ ♣❛♥❡❧✿ ♠❡❛♥ ♠♦t✐♦♥✳ ▲♦✇❡r ♣❛♥❡❧✿ ♠❡❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡✳ ◆♦t❡ t❤❡ t❡♠♣♦r❛r② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✷✵✱ ✇❤✐❝❤ s❡❡♠s t♦ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ ❛
♣❡❛❦ ✐♥ t❤❡ ♠❡❛♥ ♠♦t✐♦♥ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳

❛❝t✐✈✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ♦❝❝✉rr❡❞ ♦♥ ▼❛r❝❤✱ ✶✾✱ ✷✵✶✽✳

❘❛❞✐❛t✐♦♥ ❞❛♠❛❣❡ ●❡♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ✇❛s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r ❛ ❢❡✇ ❞❛②s ❜❡❢♦r❡
t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ♣❡❛❦ ♦♥ ▼❛r❝❤ ✶✾✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❛❣♥❡t✐❝ ❛❝t✐✈✐t② ❝❛♥ r❛✐s❡ t❤❡ ❞❡♥s✐t②
♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❱❛♥ ❆❧❧❡♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❜❡❧t✳ ❆s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✾✳✼✱ t❤❡
♣❛rt✐❝❧❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❢r♦♠ ▼❛r❝❤ ✶✼ t♦ ▼❛r❝❤✱ ✷✷✱ ✇❤❡♥ ✐t ♣❡❛❦❡❞✱ ❜❡❢♦r❡ ❣♦✐♥❣ ❞♦✇♥
t♦ ✐ts ♥♦r♠❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❱❛♥ ❆❧❧❡♥ ❜❡❧t ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❤✐❣❤ ❛❧t✐t✉❞❡ ✭❜❡t✇❡❡♥ ✹ t♦ ✻
❊❛rt❤ r❛❞✐✐✮✱ ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ▲♦✇✲❊❛rt❤ ❖r❜✐t ✭< 1000 ❦♠✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❧t ❣♦❡s t♦
❧♦✇❡r ❛❧t✐t✉❞❡s ❛t t❤❡ ♣♦❧❡s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✾✳✽✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✇❛s s✉❜❥❡❝t t♦ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞
✢✉① ♦❢ ❝❤❛r❣❡❞ ♣❛rt✐❝❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❢♦r ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡
❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡❛r❧② ❡♥❞ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥✱ ❝♦❤❡r❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ st♦♣♣❡❞
✇♦r❦✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❙♦✉t❤ ♣♦❧❡✳

❙♦❢t✇❛r❡ ❜✉❣ ❚❤❡ ❧❛st ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢❛✐❧✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
s♦❢t✇❛r❡ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ❢❡✇ ♣❛ss❡s ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡
♦✈❡r ♦✉r st❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❡✉❞♦♥✱ ✇❡ ✇❡r❡ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✉♣❞❛t❡✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱
t❤❡ ♦♥✲❜♦❛r❞ s♦❢t✇❛r❡ ♦❢ P✐❝❙❛t ❤❛❞ ❛ ❞✉❛❧✲❧❛②❡r ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡✳ ❆ ▲❡✈❡❧✲✵ s♦❢t✇❛r❡ ✇❛s ✐♥ ❝❤❛r❣❡
♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ t❛s❦s ✭♣♦✇❡r✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❞❡t✉♠❜❧✐♥❣✮✱ ✇❤❡r❡❛s ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❛②❡r ✭▲❡✈❡❧✲✶✮
✇❛s ✐♥ ❝❤❛r❣❡ ♦❢ ♠✐ss✐♦♥ s♣❡❝✐✜❝ ♥♦♥✲❝r✐t✐❝❛❧ t❛s❦s✳ ❚❤❡ ▲❡✈❡❧✲✵ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝❤❛♥❣❡❞
♦♥✲♦r❜✐t✱ ❜✉t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ▲❡✈❡❧✲✶✳

❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❧❛st ♣❛ss ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♦✈❡r ▼❡✉❞♦♥✱ ❛❢t❡r ❤❛✈✐♥❣ s♣❡♥t s❡✈❡r❛❧ ❞❛②s s❡♥❞✐♥❣
♣✐❡❝❡s ♦❢ ❛ ♥❡✇ ▲❡✈❡❧✲✶ s♦❢t✇❛r❡ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✇❡ r❡q✉❡st❡❞ t❤❡ ▲❡✈❡❧✲✵ t♦ r❡✇r✐t❡ t❤❡
▲❡✈❡❧✲✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♥❡✇ ▲❡✈❡❧✲✶ s♦❢t✇❛r❡ ❧♦❛❞❡❞ ♦♥✲❜♦❛r❞ ✇❛s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr✉♣t❡❞✱ ❛♥❞
t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✇❛s r❡❥❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ♠❡❛♥✐♥❣ t❤❛t s♦♠❡t❤✐♥❣ ✇❡♥t ✇r♦♥❣ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
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❋✐❣✉r❡ ✾✳✼✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❤✐❣❤✲❡♥❡r❣② ❡❧❡❝tr♦♥s ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❱❛♥ ❆❧❧❡♥ ❜❡❧t ❛t
t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ P✐❝❙❛t ❡♥❞✲♦❢✲♠✐ss✐♦♥ ✭❞❛t❛ ❢r♦♠ ❏❆❙❖◆✸ ■❈❆❘❊✲◆●✮

❋✐❣✉r❡ ✾✳✽✿ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡❧❡❝tr♦♥ ✢✉① > 1 ▼❡❱ ✐♥ t❤❡ ♦✉t❡r ❜❡❧t ✭❧❡❢t ♣❛♥❡❧✮✱ ❛♥❞ ❛t ✺✵✵
❦♠ ❛❧t✐t✉❞❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❊❛rt❤ ✭r✐❣❤t ♣❛♥❡❧✮✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛t t❤❡
t✐♠❡ ♦❢ ❡♥❞✲♦❢✲♠✐ss✐♦♥✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐❧❧✉str❛t❡s ❤♦✇ t❤❡ ♦✉t❡r ❱❛♥ ❆❧❧❡♥ ❜❡❧t ❝♦♥♥❡❝ts t♦ t❤❡
♣♦❧❡s✳ ❋✐❣✉r❡s ❢r♦♠ ❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳s♣❡♥✈✐s✳♦♠❛✳❜❡✴❤❡❧♣✴❜❛❝❦❣r♦✉♥❞✴tr❛♣r❛❞✴tr❛♣r❛❞✳❤t♠❧✱
❞❛t❛ ❢r♦♠ ❱❡tt❡ ❬✶✾✾✶❪
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✉♣❧♦❛❞ ♦❢ t❤❡ ♥❡✇ s♦❢t✇❛r❡✳
❆♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ▲❡✈❡❧✲✵ s♦❢t✇❛r❡ ❜✉❣ ❧❡❞ ✉s t♦ t❤❡ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❛

✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♥❞❡❡❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ s②st❡♠ ❜♦♦t❧♦♦♣ ✭✉♣♦♥ r❡❜♦♦t✱ t❤❡ ▲❡✈❡❧✲
✵ ✇♦✉❧❞ tr② t♦ ❡①❡❝✉t❡ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ♠❡♠♦r② ❝♦rr✉♣t✐♦♥✱
tr✐❣❣❡r✐♥❣ ❛ r❡❜♦♦t✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❡①❡❝✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦✈❡r ❛♥❞ ♦✈❡r ❛❣❛✐♥✮✳ ■♥ t❤✐s
❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡r ✇♦✉❧❞ r❡❜♦♦t ❜❡❢♦r❡ ❡✈❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤
✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧♦ss ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

❉❡s♣✐t❡ ❛❧❧ ♦✉r ❣r❡❛t❡st ❡✛♦rts✱ ✇❡ ♥❡✈❡r ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ tr✐❣❣❡r t❤✐s ❜♦♦t❧♦♦♣ ♦♥ t❤❡ ❡♥✲
❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡♥ r❡♣r♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ✉♣❞❛t❡
✭✇❤✐❝❤ ❤❛❞ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❡❢♦r❡ tr②✐♥❣ t♦ ✉♣❞❛t❡ t❤❡ ✢✐❣❤t
♠♦❞❡❧✮✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ tr✐❣❣❡r t❤❡ ❜♦♦t❧♦♦♣ ✇❛s t♦ s❡♥❞ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②
❡♥❣✐♥❡❡r❡❞ t♦ ❡①♣❧♦✐t t❤❡ ▲✵ ✈✉❧♥❡r❛❜✐❧✐t②✳

✾✳✸ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ r❡s✉❧ts

❚❤✐s ♣❛rt ✐♥t❡♥t✐♦♥❛❧❧② ❧❡❢t ❜❧❛♥❦
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✾✳✹ P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❍❛❞ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ❛♥❞ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✇♦r❦❡❞✱ ✐t ✐s st✐❧❧ ❞♦✉❜t❢✉❧ t❤❛t
P✐❝❙❛t ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐ts ✶✵✵ ♣♣♠ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ st❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡
♣♦♦r t❤❡r♠❛❧ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② t♦ ❛❧✐❣♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡
♠♦st ❝❡rt❛✐♥❧② ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❧♦✇ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ P✐❝❙❛t ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧②
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✺✵✵ ♣♣♠ t♦ ✶✵✵✵ ♣♠✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝♦✈❡r t❤❡
♠❛✐♥ s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❞❡t❡❝t✐♥❣ ❛ tr❛♥s✐t ♦❢ β P✐❝ ❜✱ ✐❢ ✐t ♦❝❝✉rr❡❞✮✱ ❜✉t ♥♦t t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r②
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✭❡①♦❝♦♠❡ts✮✳

❚❤❡ ❧❛❜ ✇♦r❦ ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t ❛❧❧ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✐t ✐s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛♥❞ st❛❜❧❡ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♦♥ ❛ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳
❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥✱ ❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ❛❜❧❡
t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ✜❜❡r ✇❡❧❧ ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡✱ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦
η ≃ 50 ± 10% ✭✶✲σ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❛t ✶ ❦❍③✮✳ ❚❤✐s ♦♣❡♥s ✉♣ ♥✉♠❡r♦✉s ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡①❝✐t✐♥❣
❢✉t✉r❡ ♠✐ss✐♦♥s✳

❇❡❝❛✉s❡ t❤❡② r❡t❛✐♥ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❧✐❣❤t ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡♠✱ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs
❛r❡ ♦❢ ♣r✐♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❢♦r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❍❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ✜❜❡r
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡♠❜❛r❦ ❛ s♠❛❧❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♦♥ ❛ ❈✉❜❡❙❛t ♣❧❛t❢♦r♠✳ ❚❤✐s ✐❞❡❛
✐s ❛t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ ❙♣❛❝❡❋✐rst✱ ❛ ❈✉❜❡❙❛t✲❜❛s❡❞ ♥✉❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝✉rr❡♥t❧② ❜❡✐♥❣ st✉❞✐❡❞
❛t t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s ✭s❡❡ ▲❛❝♦✉r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✾❛✮✳

❆♥♦t❤❡r ❝♦♥❝❡♣t ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② t❤❡ ✇♦r❦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ P✐❝✲
❙❛t ✐s ❙❆●❊✱ ❛ ❣❡♦st❛t✐♦♥❛r② ❈✉❜❡❙❛t ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❛❝t✐♥❣ ❛s ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❞❡t❡❝t♦r
❬▲❛❝♦✉r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✳ ❚❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✾❜✳ ❚❤r❡❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥
❣❡♦st❛t✐♦♥❛r② ♦r❜✐t✱ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❛ r♦✉❣❤❧② ❡q✉✐❧❛t❡r❛❧ tr✐❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡s ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜②
❛ ❜✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ❧❛s❡r ❧✐♥❦✱ ❛♥❞ t✐♠❡✲❞❡❧❛②❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠♦♥✐t♦r ❛♥② ❝❤❛♥❣❡ ✐♥
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❝r❡❛t❡❞ ❜② ❛ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡✳

❆s ❛ ❧❛st ✐❞❡❛✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t P✐❝❙❛t ✇❛s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭✸✳✼ ❝♠
❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r✮ ❜❡❝❛✉s❡ ✐ts s❝✐❡♥❝❡ t❛r❣❡t ✇❛s t❤❡ ❜r✐❣❤t β P✐❝t♦r✐s✳ ❘❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤✐s s♠❛❧❧
♦♣t✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❜② ❛ ❜✐❣❣❡r ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦♣❡♥ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❞♦✐♥❣ ❡①♦♣❧❛♥❡t tr❛♥s✐t ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ ❢❛✐♥t❡r t❛r❣❡ts✳ ❆ ∼ 9 cm ❛♣❡rt✉r❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ st✐❧❧ ✜t ✐♥ ❛ ✸❯
♣❧❛t❢♦r♠ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❛❝t ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❡❣♦r✐❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡s✐❣♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✾✳✾❝✮✱ ✇♦✉❧❞ ♠❛❦❡
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r tr❛♥s✐ts ❛s s♠❛❧❧ ❛s 10−4 ❛r♦✉♥❞ st❛rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ < 9✱ ♦r 10−3 ❛r♦✉♥❞
st❛rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ < 12✳ ❙✉❝❤ ❛ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt ❜✐❣❣❡r ♠✐ss✐♦♥s ✭❏❲❙❚✱
❆❘■❊▲✮✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❜② r❡✜♥✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s✐t ❡♣❤❡♠❡r✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r✐s❦ ♦❢ ♠✐ss✐♥❣ t❤❡♠
✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✇✐t❤ ❜✐❣❣❡r ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ❝❛♥
❤❛✈❡ ♦♥❡ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦✈❡r ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ♣❤♦t♦♠❡tr②✿ ✐t ✐s ✈❡r② r❡s✐❧✐❡♥t t♦
s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t✳ ❉✉r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❝②❝❧❡ ♦❢ P✐❝❙❛t✱ ♥♦ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛r❡ ✇❛s ❣✐✈❡♥
t♦ ♣r♦t❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❢r♦♠ s❝❛tt❡r❡❞ ❧✐❣❤t ✇❤❡♥ t❡st✐♥❣ ✐t✳ ❚❤❡ ♣❛②❧♦❛❞ ❝♦✉❧❞ ❡❛s✐❧②
♦♣❡r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❧❛❜✱ ✐♥ ❛♠❜✐❡♥t ❧✐❣❤t✱ r❡❧②✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ✜❧t❡r✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡
✜❜❡r✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❛❧❧❡✈✐❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ❜✉❧❦② ❜❛✤❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜t ♦♥ ❛ s♠❛❧❧
❈✉❜❡s❛t t②♣❡ ♠✐ss✐♦♥✳

✾✳✺ ❆ ✜♥❛❧ ✇♦r❞ ♦♥ ❈✉❜❡❙❛ts ❛♥❞ ❛str♦♥♦♠②

❆str♦♣❤②s✐❝❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡ P✐❝❙❛t ♠✐ss✐♦♥ ✇❛s ❛ ❢❛✐❧✉r❡✳ ■t ❞✐❞ ♥♦t ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ❞❛t❛ ✐t ✇❛s
s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♦♥ β P✐❝t♦r✐s✳ ❆ ♠❛❥♦r ♠❛❧❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈❙ ✭❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s②st❡♠✮
♠❛❞❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣♦✐♥t t❤❡ t❛r❣❡t st❛r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✶✵ ✇❡❡❦s ♦❢ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❡❛r❧② ❡♥❞✲♦❢✲❧✐❢❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r✳

❆t ❛ t✐♠❡ ✇❤❡♥ ♠♦r❡ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❈✉❜❡❙❛t✲❜❛s❡❞ ❛str♦♥♦♠② ♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ s✉❣❣❡st❡❞✱



✾✳✺✳ ❆ ❋■◆❆▲ ❲❖❘❉ ❖◆ ❈❯❇❊❙❆❚❙ ❆◆❉ ❆❙❚❘❖◆❖▼❨ ✶✻✼

✭❛✮ ❙♣❛❝❡❋✐rst✿ ❛ ✻❯ ♥✉❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r

✭❜✮ ❙❆●❊✿ ❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤r❡❡ ✶✷❯ ❈✉❜❡❙❛ts ❢♦r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥

✭❝✮ ❆ ✾ ❝♠ ♠♦❞✐✜❡❞ ●r❡❣♦r✐❛♥ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❢♦r
P✐❝❙❛t✈✷

❋✐❣✉r❡ ✾✳✾✿ ❚❤r❡❡ ❝♦♥❝❡♣ts ♦❢ ❢✉t✉r❡ ♠✐ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✉s❡ t❤❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❞✉r✐♥❣ t❤❡ P✐❝❙❛t ♣r♦❥❡❝t✳



✶✻✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✾✳ ❖P❊❘❆❚■❖◆❙✱ ▼■❙❙■❖◆ ❘❊❙❯▲❚❙ ❆◆❉ ❈❖◆❈▲❯❙■❖◆

t❤✐s r❛✐s❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ ❛♥❞ ♠♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱
♦❢ t❤❡ ❈❖❚❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❖t❤❡r ♣r♦❥❡❝ts ❤❛✈❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧
❈✉❜❡❙❛ts ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❇❘■❚❊ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❬❲❡✐ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱ ♦r t❤❡
❆❙❚❊❘■❆ ♠✐ss✐♦♥✼ ✇❡r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❇✉t ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ t❡❛♠s ❡✐t❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt
♦❢ t❤❡ ❤❛r❞✇❛r❡ t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ♦r ✉s❡❞ ✢✐❣❤t✲♣r♦✈❡♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭t❤❡ ❆❙❚❊❘■❆ ♠✐ss✐♦♥ ✉s❡❞
t❤❡ ❆❉❈❙ ❢r♦♠ ❇❧✉❡ ❈❛♥②♦♥ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ❛❧r❡❛❞② ✢✐❣❤t✲♣r♦✈❡♥✮✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ P✐❝❙❛t✱ ✇❡
❞❡❧✐❜❡r❛t❡❧② ❞❡❝✐❞❡❞ t♦ t✉r♥ t♦ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ s✉❜s②st❡♠s✱
s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❆❉❈❙✮ ✇❛s ♥♦t ✢✐❣❤t✲♣r♦✈❡♥✳

❲❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t t❤✐s ✇❛s ❛ ❣♦♦❞ ❞❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❤❛r❞ t♦ t❡❧❧✳ ❚❤✐s ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥✱
❜✉✐❧❞✱ ❧❛✉♥❝❤✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡ ❛ ♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② s❤♦rt t✐♠❡ ❢r❛♠❡ ✭✸ ②r✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞
r❡s♦✉r❝❡s ✭✶✻ ❋❚❊s✱ ✩✶✳✹ ▼ t♦t❛❧✮✳ ❇✉t t❤❡ ❈❖❚❙ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦❞❛② ❢♦r ❈✉❜❡❙❛ts
♠❛② ♥♦t ❤❛✈❡ q✉✐t❡ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② s✉✐t❡❞ ❢♦r ❛ s♣❛❝❡ ♠✐ss✐♦♥✳ ❆♥❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t ♠♦st ♦❢ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ♠✐ss✐♦♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ✭♣♦✇❡r✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣✉t❡r✮✱ ✐t
✐s ❛❧♠♦st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❦♥♦✇ ❢♦r s✉r❡ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ✇❛s ❢❛✉❧t② ✭✐❢ ❛♥②❀ ❛❣❛✐♥✱ t❤✐s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛
s♦❢t✇❛r❡ ❢❛✐❧✉r❡✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❞❡❝✐❞❡ ❤♦✇ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♥❡①t ♠✐ss✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤✐s r❡t✉r♥ ♦❢ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❆❉❈❙ ✇❛s ❝❧❡❛r❧② ❞❡❢❡❝t✐✈❡✳ ❇✉t ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ♠✐ss✐♦♥✱ s❤♦✉❧❞
✇❡ ❛❧s♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❖♥✲❇♦❛r❞ ❈♦♠♣✉t❡r❄ ❚❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜♦❛r❞❄ ❲❤❛t ❛❜♦✉t ❛❞❞✐♥❣
r❡❞✉♥❞❛♥❝✐❡s❄ ❚♦ ✇❤✐❝❤ s✉❜✲s②st❡♠s❄

▲♦♦❦✐♥❣ ❜❛❝❦ ❛t t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♠♦r❡ t❡st✐♥❣ ♠❛② ❜❡ t❤❡ ❦❡② t♦ ♠✐ss✐♦♥
s✉❝❝❡ss✳ ❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ s②st❡♠s r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❧❡❛r✱ t❤❡② s❤♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧②
❜❡ t❡st❡❞ ✈❡r② t❤♦r♦✉❣❤❧②✳ ❆❧♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✱ ✇❡ ❞✐❞ ♣❡r❢♦r♠
s❡✈❡r❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ t❡sts✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ✈❛❝✉✉♠✱ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❤♦❝❦s✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦t
♣❡r❢♦r♠ ❛♥② r❛❞✐❛t✐♦♥ t❡st ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr♦♥✐❝s✱ ♠❛✐♥❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❛r❡ ♠♦r❡ ❝♦st❧②✱ ❛♥❞ ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ s❡t ✉♣✳ ❲❡ ❛❧s♦ s♣❡♥t ❛ ❧❛r❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ t✐♠❡ tr②✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞
t❡st ❜❡♥❝❤ ❢♦r t❤❡ ❆❉❈❙✱ ❜✉t t❤✐s t✉r♥❡❞ ♦✉t t♦ ❜❡ t♦♦ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛❞ t♦ ❣✐✈❡
✉♣✳

❆s ❛str♦♥♦♠❡rs ❛♥❞✴♦r ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✐sts✱ ✇❡ ✇✐s❤ t♦ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇
❛♥❞ ❛♠❜✐t✐♦✉s ♣❛②❧♦❛❞s✱ ❛❜❧❡ t♦ ❞❡❧✐✈❡r ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② s❝✐❡♥❝❡ ❞❛t❛✳ ❇✉t t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ ❞♦ s♦✱ ✇❡
♥❡❡❞ t♦ ❤❛✈❡ r❡❧✐❛❜❧❡ ❈❖❚❙ ❤❛r❞✇❛r❡ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ s❛❢❡❧② r❡❧② ♦♥✳ ❚❤✐s ♠❛②
♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡✱ ②❡t✳ ❚❤❡♥✱ ❡❛r❧② t❡st✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs ❝❧❛✐♠ ❝❡rt❛✐♥ ❧❡✈❡❧s ♦❢
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✴r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝ts✱ ✐s ♣r♦❜❛❜❧② t❤❡ ♦♥❧② ✇❛② t♦ ❦♥♦✇ ❢♦r s✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤
s②st❡♠s ✇❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✜❞❡♥t✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ s②st❡♠s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚❤✐s ♠❛② ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡
♦♥❧② ✇❛② t♦ ♣✉s❤ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r❡rs t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡✐r s②st❡♠s✳

✼❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳❥♣❧✳♥❛s❛✳❣♦✈✴❝✉❜❡s❛t✴♠✐ss✐♦♥s✴❛st❡r✐❛✳♣❤♣
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❈❤❛♣t❡r ✶✵

❚❤❡ r♦❧❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✐♥
❡①♦♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✶✵✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✷

✶✵✳✷ ❊①♦③♦❞✐❛❝❛❧ ❞✉st ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✹

✶✵✳✸ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ts❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✺

✶✵✳✹ ●❘❆❱■❚❨✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✼✻
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✶✵✳✶ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡✿ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜

❱✉❧♣❡❝✉❧❛ ✭❧❡ ♣❡t✐t ❘❡♥❛r❞✱ ❢♦r t❤❡ ❋r❡♥❝❤ r❡❛❞❡r✮✱ ✐s ♥♦t ❛ ✈❡r② ❢❛♠♦✉s ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ◆♦rt❤❡r♥ s❦②✳ ■❢ ✐t ✇❛s ♥♦t ❢♦r t❤❡ ❉✉♠❜❡❧❧ ◆❡❜✉❧❛✱ t❤❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ♣r♦❜❛❜❧② ❜❡
❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✳ ■t ✐s s♠❛❧❧✱ ❢❛✐♥t✱ ❛♥❞ ❧❛r❣❡❧② ♦✈❡rs❤❛❞♦✇❡❞ ❜② ✐ts ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡
♥❡✐❣❤❜♦rs✿ ❈②❣♥✉s ❛♥❞ P❡❣❛s✉s✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✉♥r❡♠❛r❦❛❜❧❡ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❧✐❡s ❍❉ ✶✽✾✼✸✸
✭♦r ❱✹✺✷ ❱✉❧♣❡❝✉❧❛❡✮✱ ❛♥ ✉♥✐♠♣r❡ss✐✈❡ ❜✐♥❛r② s②st❡♠✱ ✐♥✈✐s✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ♥❛❦❡❞ ❡②❡✳ ❆r♦✉♥❞
❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❆✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② st❛r ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ ♦r❜✐ts ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜✱ ❛♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t s❧✐❣❤t❧②
❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❏✉♣✐t❡r✳ 19± 8% ❜✐❣❣❡r✱ t♦ ❜❡ ♣r❡❝✐s❡✳

■t ♠❛② ♥♦t s❡❡♠ ❧✐❦❡ ♠✉❝❤✱ ❜✉t t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ❦♥♦✇ ✇✐t❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢
❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜ t♦ ✇✐t❤✐♥ 10% ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② r❡♠❛r❦❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② ❇❛✐♥❡s ❡t ❛❧✳
❬✷✵✵✼❪✱ ✇❤♦ r❡♣♦rt❡❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ 1.19± 0.08RJup ❢♦r t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜✱ ✇❛s ✐♥❞❡❡❞
t❤❡ ✜rst ❞✐r❡❝t✱ ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t ❡✈❡r ♠❛❞❡✳
■t ✐s ❛❧s♦ ❛ ❣r❡❛t ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ r♦❧❡ ♣❧❛②❡❞ s♦ ❢❛r ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②
✐♥ t❤❡ q✉❡st ❢♦r ❡①♦♣❧❛♥❡ts✱ ❛♥❞ ❛ ❜❡❛✉t✐❢✉❧ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ ❝✉rr❡♥t ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r✐❡s
♦❢t❡♥ r❡❧② ♦♥ ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ ✐♥str✉♠❡♥ts ❛♥❞ ♠❡t❤♦❞s✳

❍♦✇ ❡①❛❝t❧② ❝♦✉❧❞ ❇❛✐♥❡s ❡t ❛❧✳ ♦❜t❛✐♥❡❞ s✉❝❤ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t❄ ●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸
s②st❡♠ ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛❜♦✉t ✷✵ ♣❛rs❡❝s ✭♠♦r❡ t❤❛♥ ✻✵ ❧✐❣❤t✲②❡❛rs✮ ❢r♦♠ ♦✉r ❙✉♥✱ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t
❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜ ♦♥❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❛♥❣❧❡ ♦❢ 30 µas ♦♥ t❤❡ s❦②✳ ❇✉t t❤❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛
t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛t ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ✐s s❡t ❜② t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❣✐✈✐♥❣
t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t✿

θRayleigh = 1.22× λ

D
✭✶✵✳✶✮

✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❡✈❡♥ ❛t ♦♣t✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ r❡s♦❧✈✐♥❣ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜ t♦ ♠❡❛s✉r❡ ✐ts s✐③❡
✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛♣❡rt✉r❡ s✐③❡ ♦❢ ❛t ❧❡❛st ❛ ❢❡✇ ❦✐❧♦♠❡t❡rs✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t❤❛t✳

❚❤❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❛t ♣✉③③❧❡ ❧✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜ ✐s ❛ tr❛♥s✐t✐♥❣ ♣❧❛♥❡t✱ ♠❡❛♥✐♥❣
t❤❛t ♦♥❝❡ ❡✈❡r② ♦r❜✐t✱ t❤❡ ❞✐s❦ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ♣❛ss❡s ✐♥ ❢r♦♥t ♦❢ ✐ts st❛r r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✉s✱ ❛♥❞ ❜❧♦❝❦s
❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ❧✐❣❤t✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❝♦✈❡r② ♦❢ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜✱ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❇♦✉❝❤② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪✱ ✇❛s ♥♦t ♠❛❞❡
❜② t❤❡ tr❛♥s✐t ♠❡t❤♦❞✱ ❜✉t ❜② r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ st❛r ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❊▲❖❉■❊
s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ❬❇❛r❛♥♥❡ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✱ ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ✶✾✸ ❝♠ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡
❍❛✉t❡✲Pr♦✈❡♥❝❡✱ ✐♥ ❋r❛♥❝❡✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ❇♦✉❝❤② ❡t ❛❧✳ ❢♦✉♥❞ ♦✉t t❤❛t t❤❡✐r r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❛t❛
s❤♦✇❡❞ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t ♦r❜✐t✐♥❣ ✐♥ ✷✳✷ ❞❛②s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ st❛r✱ t❤❡② ❞❡❝✐❞❡❞ t♦
❛tt❡♠♣t ❛ tr❛♥s✐t ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ ❛ ✶✳✷ ♠ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛❧s♦ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡
❍❛✉t❡✲Pr♦✈❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♠❛♥❛❣❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤r❡❡ tr❛♥s✐ts ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ❝♦♥✜r♠✐♥❣ ✐ts ❡①✐st❡♥❝❡✱
❛♥❞ ❣✐✈✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t ❞❡♣t❤✳

❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t ❞❡♣t❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉① ♦❢ t❤❡ st❛r ❜❧♦❝❦❡❞ ❜② t❤❡
♣❧❛♥❡t ❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ tr❛♥s✐t✳ ❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ t✇♦ ♦❜❥❡❝ts ❛r❡ ❝✐r❝✉❧❛r ✐♥ s❤❛♣❡✱ t❤❡
tr❛♥s✐t ❞❡♣t❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛r❡❛ t♦ t❤❡ st❛r ❛r❡❛✳ ❋♦r ❛
♣❧❛♥❡t ♦❢ r❛❞✐✉s Rplanet ♦r❜✐t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ❛ st❛r ♦❢ r❛❞✐✉s R⋆✱ F⋆ ❜❡✐♥❣ t❤❡ st❡❧❧❛r ✢✉①✱ ❛♥❞ ∆F⋆

t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥ st❡❧❧❛r ✢✉① ❛t ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ tr❛♥s✐t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

∆F⋆

F⋆
=

(
Rplanet

R⋆

)2
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❚❤❡ tr❛♥s✐t ❞❡♣t❤ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♠❛❞❡ ❜② ❇♦✉❝❤② ❡t ❛❧✳ ✐s ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ ✐ts ❤♦st st❛r✳ ■t ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ s✐③❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛
st❡❧❧❛r ♠♦❞❡❧ t♦ ❧✐♥❦ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♣❤♦t♦♠❡tr② F⋆ ❛♥❞ s♣❡❝tr❛❧ t②♣❡ t♦ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ❇✉t
t❤✐s ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♠♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t❛r② r❛❞✐✉s✱ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧
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❜✐❛s❡s ✐♠♣❧✐❡❞ ❜② s✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ ♠♦❞❡❧✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t r❛❞✐✉s
r❡q✉✐r❡s ❛ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳

❆ st❛r ❧✐❦❡ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❆ ✭❛♥ ♦r❛♥❣❡ ❞✇❛r❢✮ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② s❧✐❣❤t❧② s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦✉r ❙✉♥✱
✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ ❛❜♦✉t 106 km✳ ❚❤✐s ✐s ✶✵ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t✱ ❛♥❞
t❤✉s ♦♥❧② r❡q✉✐r❡s ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❛♣❡rt✉r❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ❢❡✇ ✶✵✵ ♠ t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞✳ ❙t✐❧❧✱ t❤✐s ✐s ❛❧♠♦st
t✇♦ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ ❛♥② t❡❧❡s❝♦♣❡ ❝✉rr❡♥t❧② ✐♥ ❡①✐st❡♥❝❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢
♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❜✐❣❣❡r t❤❛♥ t❤❡ s✐③❡ ❡♥✈✐s✐♦♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❙♦✱ ❤♦✇ ❞♦ ✇❡
♠❡❛s✉r❡ ❛ st❡❧❧❛r ❞✐❛♠❡t❡r❄ ❯s✐♥❣ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳

❚❛❦❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡
B✱ ❛♥❞ ❝♦❤❡r❡♥t❧② ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦♥❡✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ s✉❝❤ ❛♥
✐♥str✉♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ s❡t ❜② t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ s✐③❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❜②
t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ B✿

θinterf =
λ

2B
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❊✈❡♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ✶ ♠ t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ✇❤❡♥ s♣r❡❛❞ ❛ ❢❡✇ ✶✵✵ ♠ ❛♣❛rt ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛s ❛ s✐♥❣❧❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ st❡❧❧❛r ❞✐❛♠❡t❡rs✳

❆♥❞ t❤✐s ✐s ❡①❛❝t❧② ✇❤❛t ❇❛✐♥❡s ❡t ❛❧✳ ❞✐❞✳ ❚❤❡② ✉s❡❞ t❤❡ ●❡♦r❣✐❛ ❙t❛t❡ ❯♥✐✈❡rs✐t②✬s
❈❡♥t❡r ❢♦r ❍✐❣❤ ❆♥❣✉❧❛r ❘❡s♦❧✉t✐♦♥ ❆str♦♥♦♠② ✭❈❍❆❘❆✮ ❛rr❛② ❬▼❝❆❧✐st❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱
❧♦❝❛t❡❞ ❛t♦♣ ▼♦✉♥t ❲✐❧s♦♥✱ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❆ ❛♥❞ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❛♥❣✉❧❛r
s✐③❡✳ ❚❤❡ ❈❍❆❘❆ ❛rr❛② ✐s ♠❛❞❡ ♦❢ s✐① ✶ ♠ ❝❧❛ss t❡❧❡s❝♦♣❡s s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ✉♣ t♦ ✸✸✵ ♠✱ ❛♥❞
♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❍ ✭1.67 µm✮ ♦r ❑✬ ✭2.13 µm✮ ❜❛♥❞✳ ❯s✐♥❣ ✐ts ❍ ❜❛♥❞ ♠♦❞❡✱ ❇❛✐♥❡s ❡t ❛❧✳ ♠❛♥❛❣❡❞
t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❆✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Θ⋆ = 0.377±0.024 mas✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❈❍❆❘❆ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ❧✐❦❡ ✈✐rt✉❛❧❧② ❛♥② ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✐s ♦♥❧②
s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t s✐③❡ ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ♥♦t ✐ts ❛❜s♦❧✉t❡ s✐③❡✳ ❆ st❛r t✇♦ t✐♠❡s ❜✐❣❣❡r t❤❛♥
❛♥♦t❤❡r ✭✐♥ r❛❞✐✉s✮✱ ❜✉t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t✇✐❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛r s✐♠✐❧❛r ♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡
❞❡t❡❝t♦rs ♦❢ ❈❍❆❘❆✳ ❈♦♥✈❡rt✐♥❣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❆ t♦ ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣❤②s✐❝❛❧
s✐③❡ r❡q✉✐r❡s t♦ ❦♥♦✇ ✐ts ❞✐st❛♥❝❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❆ ✐s ♦♥ t❤❡ ❍✐♣♣❛r❝♦s ❝❛t❛❧♦❣✶

❬P❡rr②♠❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ✐ts ❛♥♥✉❛❧ ♣❛r❛❧❧❛① ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡
❍✐♣♣❛r❝♦s s❛t❡❧❧✐t❡✿ γ⋆ = 51.9 ± 0.9 mas✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ♣❛r❛❧❧❛① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❛♣♣❛r❡♥t
❛♥❣✉❧❛r ❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ ❛ st❛r s❡❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❊❛rt❤✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ ♦✉r ♣❧❛♥❡t✳ ■t ✐s
❛ ♣✉r❡❧② ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ❡✛❡❝t✱ ✇❤♦s❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐s ✐♥✈❡rs❡❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡
st❛r ✭✐♥ t❤❡ s♠❛❧❧✲❛♥❣❧❡✱ ♦r ❧❛r❣❡✲❞✐st❛♥❝❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ♣❛r❛❧❧❛① γ⋆ ❝❛♥ ❜❡
❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ ❞✐st❛♥❝❡ d⋆ ❢r♦♠ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❆ t♦ ♦✉r ❙✉♥✿

γ⋆ =
aEarth
d⋆

✭✶✵✳✹✮

✇❤❡r❡ aEarth ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❙✉♥✲❊❛rt❤ ❞✐st❛♥❝❡ ✭❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❡q✉❛❧ t♦ ✶ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✉♥✐t✱ ♦r
✶ ❆❯✮✳

P✉tt✐♥❣ t♦❣❡t❤❡r ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢
❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣❡r❢❡❝t❧② ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ r♦❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥ts r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣❡t ✐t✿

Rplanet =

√
∆F⋆

F⋆
×Θ× 1

γ⋆
× 1 AU ✭✶✵✳✺✮

• ∆F⋆

F⋆
✐s t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ tr❛♥s✐t ❞❡♣t❤✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr② ♦♥ t❤❡ st❛r ❛t

t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s✐t ✭t❤✐s t✐♠❡ ♦❢ tr❛♥s✐t ✐ts❡❧❢ ❜❡✐♥❣ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤✮

✶❆♥ ♥♦✇✱ ❛❧s♦ ♦♥ t❤❡ ●❛✐❛ ❉❘✷ ❝❛t❛❧♦❣✿ γ⋆ = 50.57 mas
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• Θ⋆ ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s✐③❡ ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐❛ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②

• γ⋆ ✐s t❤❡ ❛♥♥✉❛❧ ♣❛r❛❧❧❛① ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✉s✐♥❣ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛str♦♠❡tr② ❢r♦♠ s♣❛❝❡

❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② st❛r ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❈❍❆❘❆ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐ts ❞✐❛♠❡t❡r✳
■♥ ❢❛❝t✱ ❇❛✐♥❡s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ✷✹ ❡①♦♣❧❛♥❡t ❤♦st st❛rs ✉s✐♥❣ t❤❡
❡①❛❝t s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❢♦r ❡①♦♣❧❛♥❡t
s❝✐❡♥❝❡✳

✶✵✳✷ ❊①♦③♦❞✐❛❝❛❧ ❞✉st

■♥❞✐r❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❧❛♥❡t❛r② ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♥♦t t❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♠❛❞❡ ❜② ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr② ✐♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✐♥str✉♠❡♥ts
❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❞✉st ✐♥ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦s✳

❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ✉s❡❞ ❱▲❚■✴P■❖◆■❊❘ t♦ ♦❜s❡r✈❡ β P✐❝t♦r✐s✳ ❚❤❡② ❞❡t❡❝t❡❞ ❛ s♠❛❧❧
❡①❝❡ss ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❍ ❜❛♥❞✱ ✐♥❞✐❝❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❤♦t ❞✉st ✭✶✺✵✵ ❑✮ ✐♥ t❤❡ ❝❧♦s❡
✈✐❝✐♥✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r ✭< ✶ ❆❯✮✳

❇✉t t❤✐s ✇❛s ♥♦t t❤❡ ✜rst ❤✐❣❤✲r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✉st ❛r♦✉♥❞ ❛ st❛r✱ ♥♦r ✇❛s ✐t
t❤❡ ♠♦st ❡①t❡♥s✐✈❡ st✉❞② ♦❢ t❤✐s t②♣❡ ♦❢ ✐♥❢r❛r❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❡①♦③♦❞✐❛❝❛❧ ❞✉st✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♦✉ts❤✐♥❡ s♠❛❧❧ ♣❧❛♥❡ts✱ ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ ❛s ❛
♣♦t❡♥t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❢✉t✉r❡ ❡①♦♣❧❛♥❡t ♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❤❛s tr✐❣❣❡r❡❞ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ ♣r♦❣r❛♠ t♦
♦❜s❡r✈❡ ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ ❡①♦③♦❞✐✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥✉❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ♣r♦✈❡❞ ❡①tr❡♠❡❧② ✉s❡❢✉❧✳

❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♥✉❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❇r❛❝❡✇❡❧❧ ❬✶✾✼✽❪✱ ✐s s✐♠♣❧❡✿
❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ♦❢ π✳ ❚❤✐s ✇❛②✱ ❛♥② ♦♥✲❛①✐s t❛r❣❡t
♣r♦❞✉❝❡s ❞❡str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡s✱ ❛♥❞ ✐t ❜❡❝♦♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❢❛✐♥t ♦❜❥❡❝ts s❧✐❣❤t❧②
♦✛✲❛①✐s ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ ❛ ❜r✐❣❤t ♦♥✲❛①✐s s♦✉r❝❡✳

❯s✐♥❣ t❤❡ ❑❡❝❦ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ◆✉❧❧❡r ✭❑■◆✮✱ ▼❡♥♥❡ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❢♦✉♥❞ ♠✐❞✲■❘ ❡①❝❡ss
❡♠✐ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✺ st❛rs ❦♥♦✇♥ t♦ ❡①❤✐❜✐t ❢❛r✲■❘ ❡①❝❡ss✳ ❚❤❡ ◆❆❙❆ ❢✉♥❞❡❞ ❍❖❙❚❙ s✉r✈❡②
❬❉❛♥❝❤✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ st❛rt❡❞ ✐♥ ✷✵✶✺ ♦♥ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❇✐♥♦❝✉❧❛r ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ❬❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✺❪✱ ❛❧s♦ ❧♦♦❦❡❞ ❢♦r r❡s♦❧✈❡❞ ♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞ ❡♠✐ss✐♦♥ ❛r♦✉♥❞ ✸✵ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ st❛rs ❬❲❡✐♥✲
❜❡r❣❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✺❪✳ ❊❛r❧② r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s st✉❞② ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛❜♦✉t ✶✼✪ ♦❢ s♦❧❛r t②♣❡ st❛rs
♠❛② ❤♦st ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧ ✭≥ ✶✵✵ ③♦❞✐s✷✮ ♦❢ ❡①♦③♦❞✐❛❝❛❧ ❞✉st ❬❊rt❡❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❜❪✳ ■♥ ❍✲❜❛♥❞✱ ❊rt❡❧
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ✉s❡❞ t❤❡ ❱▲❚■✴P■❖◆■❊❘ ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦s ❛r♦✉♥❞
❛ t♦t❛❧ ♦❢ ✾✷ st❛rs✳ ❆t t❤❡s❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s✱ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♣r♦❜❡❞ ✐s ❛ ❤♦tt❡r ✭≥ 1000 K✮ ❞✉st
♣r♦❜❛❜❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥♥❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦s✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡①❛❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ❞❡✲
❜❛t❡❞✳ ❋r♦♠ t❤❡✐r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡② ❡st✐♠❛t❡❞ ❛ ♥❡❛r✲■❘ ❡①❝❡ss r❛t❡ ♦❢ 10+4.3

−2.5%✳ ❚❤✐s r❛t❡
✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❞✐✛❡r❡♥t t❤❛♥ t❤❡ 28+8

−6% r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥♦t❤❡r s❛♠♣❧❡ ♦❢ st❛rs✱ ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❑✲❜❛♥❞ ✇✐t❤ ❈❍❆❘❆✴❋▲❯❖❘ ❬❆❜s✐❧ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳ ❊rt❡❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ s✉❣❣❡st❡❞ t❤✐s ❝♦✉❧❞
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ❤♦t ❡♠✐ss✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❍ ❜❛♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡r♠❛❧ ❡♠✐ss✐♦♥
❣r❛❞✉❛❧❧② t❛❦❡s ♦✈❡r ✐♥ ❑ ❜❛♥❞✱ ♠❛❦✐♥❣ ❡①❝❡ss❡s ♠♦r❡ r❡❛❞✐❧② ❞❡t❡❝t❛❜❧❡ ✐♥ ❑✲❜❛♥❞✳ P❡rr✐♥
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❛♥❞ ▼❡♥♥❡ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ s❡❡♠ t♦ ❛❣r❡❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❤②♣♦t❤❡s✐s✱ ❜✉t ✐t st✐❧❧ ♥❡❡❞s
t♦ ❜❡ ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② s♣❡❝tr❛❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

❚♦ t❤✐s ❞❛t❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭❝♦❧❞ ❡①♦✲❑✉✐♣❡r
❜❡❧ts✱ ✇❛r♠ ❍❩ ❞✉st✱ ❤♦t ❝♦♠♣♦♥❡♥t✮ r❡♠❛✐♥s ❧❛r❣❡❧② ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ✐s st✐❧❧ ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛r❡❛
♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❡s❡❛r❝❤✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r q✉❡st✐♦♥✱ ❛❧r❡❛❞② r❛✐s❡❞ ❜② ❆❜s✐❧
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✱ ✐s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❤♦t ✐♥♥❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ ❡①♦③♦❞✐❛❝❛❧
❝❧♦✉❞s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❞❡r ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳

✷❚❤❡ ③♦❞✐ ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✉♥✐t ✉s❡❞ ✐♥ ❡①♦③♦❞✐ s✉r✈❡②s✳ ❖♥❡ ③♦❞✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r♣❧❛♥❡t❛r②
❞✉st ❡♠✐ss✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❙♦❧❛r s②st❡♠✳



✶✵✳✸✳ ❉❊❚❊❈❚■◆● P▲❆◆❊❚❙❄ ✶✼✺

❖✈❡r❛❧❧✱ ♦✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ❡①♦③♦❞✐❛❝❛❧ ❞✉st ❡♠✐ss✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❧✐♠✐t❡❞✳ ❇✉t ✐t ♠❛❦❡s
♥♦ ❞♦✉❜t t❤❛t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❤❛s ♠❛❞❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤✐s ✜❡❧❞ ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶
❧✐st✐♥❣ ❛❧❧ s✉r✈❡②s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡①♦③♦❞✐❛❝❛❧ ❞✉st✮✳

❙✉r✈❡② ■♥str✉♠❡♥t ❚②♣❡ ❇❛♥❞ ❚❛r❣❡ts ❉❡t❡❝t✐♦♥s ❘❡❢❡r❡♥❝❡

❙♣✐t③❡r ■❘❙ ❙❧✐t s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ✸✵✲✸✹µm ✶✺✷ ≃ 16 ▲❛✇❧❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾
❙♣✐t③❡r ■❘❙ ❙❧✐t s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ◆ ✶✺✷✰✺✶ ✷ ▲❛✇❧❡r ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✾
❍❖❙❚❙ ▲❇❚■ ▲♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ♥✉❧❧❡r ◆ ✸✽ ✶✵ ❊rt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✽❛
❈❍❆❘❆ ❋▲❯❖❘ ▲♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ❑ ✹✷ ✶✶ ❆❜s✐❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✸
❱▲❚■ P■❖◆■❊❘ ▲♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ❍ ✾✷ ✾ ❊rt❡❧ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹
❑❡❝❦ ❑■◆ ▲♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ◆ ✹✼ ✺ ▼❡♥♥❡ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹
P❛❧♦♠❛r P❋◆ ❆♣❡rt✉r❡ ♠❛s❦✐♥❣ ♥✉❧❧❡r ❑ ✶✵ ✶ ▼❡♥♥❡ss♦♥✱ ♣r✐✈✳ ❝♦♠✳ ✷✵✶✽

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✶✿ ▼❛❥♦r s✉r✈❡②s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ ❡①♦③♦❞✐✳ ❆❧❧ ✐♥str✉♠❡♥ts ❡①❝❡♣t ❙♣✐t③❡r✴■❘❙ ❛r❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✳

✶✵✳✸ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ts❄

▼♦r❡ t❤❛♥ ✷✵ ②❡❛rs ❛❣♦✱ ❆♥❣❡❧ ❛♥❞ ❲♦♦❧❢ ❬✶✾✾✼❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❛ s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ ♥✉❧❧✐♥❣
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t♦ ❞❡t❡❝t ❡①♦♣❧❛♥❡ts ❛♥❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡✐r ❛t♠♦s♣❤❡r❡s✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s
t♦ ❞❡t❡❝t ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡✱ ✇❛t❡r✱ ♦r ♦③♦♥❡ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ ❊❛rt❤✲❧✐❦❡ ♣❧❛♥❡ts✳ ❚❤✐s
❛♣♣❛r❡♥t❧② st❛rt❡❞ ❛ tr❡♥❞✱ ❛♥❞ s❡✈❡r❛❧ ♣r♦❥❡❝ts ❜❛s❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❛ s♣❛❝❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✇❡r❡
♣r♦♣♦s❡❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ❡①♦♣❧❛♥❡ts✳ ❚❤❡ ◆❆❙❆ ❙■▼✲P❧❛♥❡t◗✉❡st ♠✐ss✐♦♥✱ ❧❛t❡r r❡♥❛♠❡❞ ❙■▼
▲✐t❡✱ ✇❛s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ✻ ♠✐rr♦r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♦♥ ❛ s✐♥❣❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❧❛t❢♦r♠✳ ■t s❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡
s✉r✈❡②❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ ✻✵ st❛rs✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❊❛rt❤✲s✐③❡❞ ♣❧❛♥❡ts ✉s✐♥❣ ❤✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛str♦♠❡tr②✳
❚❤❡ ❚❡rr❡str✐❛❧ P❧❛♥❡t ❋✐♥❞❡r ✭❚P❋✮ ✇❛s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❛♠❜✐t✐♦✉s✱ ✇✐t❤ ❢♦✉r s❛t❡❧❧✐t❡s ✢②✐♥❣
✐♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❡❛❝❤ ❝❛rr②✐♥❣ ❛ ✷ ♠ ❝❧❛ss t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❆rr❛② ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❜❛s❡❧✐♥❡s ✉♣
t♦ ✹✵✵ ♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞✱ t♦ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ 2.4 mas ❛t ♦♣❡r❛t✐♥❣
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ✭✻ ✲ ✷✵ µm✮✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ✇❛s ❛❣❛✐♥ t♦ ❞❡t❡❝t ❡①♦✲❊❛rt❤s ✐♥ t❤❡ ❤❛❜✐t❛❜❧❡ ③♦♥❡ ♦❢
t❤❡✐r st❛rs✳ ❚P❋ ✇❛s ❛❧s♦ ❛ ◆❆❙❆ ♠✐ss✐♦♥✳ ❇✉t t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♣❛❝❡ ❆❣❡♥❝②✱ ✉♥✇✐❧❧✐♥❣ t♦
st❛② ❜❡❤✐♥❞✱ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛ s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❡♣t✿ t❤❡✐r ❉❛r✇✐♥ ♠✐ss✐♦♥✳ ❍❡r❡ ❛❣❛✐♥✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✢②✐♥❣✱
✶ t♦ ✷ ♠❡t❡r ❝❧❛ss t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ❛♥❞ ❜❛s❡❧✐♥❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✷✵✵ ♠ ✇❡r❡ ♦♥ t❤❡ ♠❡♥✉✳ ◆♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡
♠✐ss✐♦♥s ✇❡♥t ♦✛ t❤❡ ❞r❛✇✐♥❣✲❜♦❛r❞✳

❇✉t ❣r❛♥❞✐♦s❡ ❤❛s ♥❡✈❡r ❜❡❡♥ ❛ ♣r✐✈✐❧❡❣❡ ♦❢ s♣❛❝❡ ❛❣❡♥❝✐❡s✳ ❇❛❝❦ ♦♥ ❊❛rt❤✱ t❤❡ P❧❛♥❡t ❋♦r✲
♠❛t✐♦♥ ■♠❛❣❡r ✭P❋■✮ ❝♦♥❝❡♣t ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ✷✵✶✸✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❞❡s✐❣♥ ✐s st✐❧❧ ♣r❡❧✐♠✐♥❛r②✱
❛♥❞ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t✇❡❧✈❡ ✸ ♠ ❝❧❛ss t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ✐♥ ❛ ✏❨✑ ❛rr❛②✱ ✇✐t❤ ❜❛s❡❧✐♥❡s ♦❢ ✉♣ t♦ ✶✳✷ ❦♠✳ ❚❤❡
s❝✐❡♥❝❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ s♣❛❝❡✲❜❛s❡❞ ♠✐ss✐♦♥s✿ P❋■ t❛r❣❡ts ②♦✉♥❣ ♣❧❛♥❡t❛r② s②st❡♠s
✐♥ ▲✴▼ ❜❛♥❞✱ t♦ st✉❞② ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✳

❖♥ ❛ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡✱ ❍✐✲✺ ❬❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪ ✐s ❛ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❛ ♥❡✇ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ❜❡❛♠
❝♦♠❜✐♥❡r ❢♦r t❤❡ ❱▲❚■✱ ✉s✐♥❣ ❑❡r♥❡❧ ♥✉❧❧✐♥❣ ❬▼❛rt✐♥❛❝❤❡ ❛♥❞ ■r❡❧❛♥❞✱ ✷✵✶✽❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s
t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✇✐t❤ ♥✉❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ■t ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ ❛♥♦t❤❡r
♣r♦❥❡❝t ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ ❢❡✇ ②❡❛rs ❜❡❢♦r❡ ❜② ▲❛❝♦✉r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐st❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣
♥✉❧❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡s✱ ❜✉t t❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛ ✐s t❤❡ s❛♠❡✿ ✉s❡ ♥✉❧❧✐♥❣ t♦ ❣❡t
r✐❞ ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✱ ❛♥❞ ✜♥❞ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ r♦❜✉st t♦ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♥♦✐s❡✳ ■♥
t❤❡s❡ ♣r♦♣♦s❛❧s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s ❛❣❛✐♥ ❝❧❡❛r❧② st❛t❡❞✿ ✜♥❞ ♥❡✇ ❡①♦♣❧❛♥❡ts✳

❊①✐st✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❡①♦♣❧❛♥❡t ✜♥❞❡rs✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❙❛❤❧♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ❛str♦♠❡tr✐❝ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❱▲❚■✴P❘■▼❆ t♦ ❧♦♦❦
❢♦r ♣❧❛♥❡ts ❛r♦✉♥❞ ❞✇❛r❢ st❛rs✳ ❚❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ❚❤❡ ❑❡❝❦ ✐♥✲
t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ t❤❡ ❈❍❆❘❆ ❛rr❛②✱ t❤❡ P❛❧♦♠❛r ❋✐❜❡r ♥✉❧❧❡r✱ t❤❡ ▲❛r❣❡ ❇✐♥♦❝✉❧❛r ❚❡❧❡s❝♦♣❡
■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ t❤❡ ◆❛✈② Pr♦t♦t②♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳✳✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❛s



✶✼✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✵✳ ■◆❚❊❘❋❊❘❖▼❊❚❘❨ ❆◆❉ ❊❳❖P▲❆◆❊❚ ❙❈■❊◆❈❊

♣❧❛♥❡t ✜♥❞❡rs ❛t ♦♥❡ ♣♦✐♥t ♦r ❛♥♦t❤❡r✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② ❇❡✉③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ✭s❡❡ t❤❡✐r ❚❛❜❧❡
✶✱ r❡♣r♦❞✉❝❡❞ ❤❡r❡ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷✮✳

❚♦ t❤✐s ❞❛②✱ ♥♦ ♣❧❛♥❡t ❤❛s ❡✈❡r ❜❡❡♥ ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❥❡❝ts✳

✶✵✳✹ ●❘❆❱■❚❨✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛❝❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦

■❢ ❛♥②t❤✐♥❣✱ ❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷ s❤♦✇s t❤❛t ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♣❧❛♥❡ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧♦♥❣✲st❛♥❞✐♥❣ ❣♦❛❧ ❢♦r ✐♥t❡r✲
❢❡r♦♠❡tr✐sts✳ ❇✉t s✉❝❤ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇❛s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ♣r❡✈✐♦✉s ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞
♥♦t r❡❛❝❤ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❝♦♥tr❛st r❛t✐♦✳

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♦♥ t❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡
❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✭❱▲❚■✮✱ ❛♥❞ ■ ✇❛s ❢♦rt✉♥❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❜❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✜rst
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❡①♦♣❧❛♥❡ts✳ ❚❤❡ ✜rst✱ ❍❘ ✽✼✾✾ ❡✱ ✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ●r❛✈✐t② ❈♦❧❧❛❜✲
♦r❛t✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞✱ β P✐❝t♦r✐s ❜✱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✸ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❚❤❡②
✇❡r❡ ❜♦t❤ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨✱ ✉s✐♥❣ ❛ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ■ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✷✳

❇✉t ✇❤② ✐s ✐t ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡❝t ❡①♦♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②❄ ❲❤❛t
♠❛❦❡s ●❘❆❱■❚❨ s♦ s♣❡❝✐❛❧❄ ❚❤❡ ❛♥s✇❡r ✐s s❤♦rt✿ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞✳ ❆ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ❛♥s✇❡r ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✶✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♠♦❞❡✳
■♥ ❛ ❢❡✇ ✇♦r❞s✱ ●❘❆❱■❚❨ ✐s t❤❡ ✜rst ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❛ ♠♦❞❡
❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝❛❧❧② ♦❜s❡r✈❡ ❛ st❛r✲♣❧❛♥❡t s②st❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❞♦
♥♦t s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ❡♥t❡r t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✜❜❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✱
❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s r❡❢❡r❡♥❝❡❞ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ st❛r✳ ■♥ t❤✐s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❖♣t✐❝s ✜❧t❡rs ♦✉t ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛rt ♦❢ t❤❡
st❡❧❧❛r ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡t ❜❡✐♥❣ s❧✐❣❤t❧② ♦✛✲❛①✐s✱ ✐ts ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡
❖♣t✐❝❛❧ P❛t❤ ❉✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❢✉rt❤❡r ❤❡❧♣s t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
❝♦❤❡r❡♥t ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ st❡❧❧❛r ❧✐❣❤t✳ ❚❤✐s ♦✈❡r❝♦♠❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❜❛rr✐❡r t♦ ❡①♦♣❧❛♥❡t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✿ ❝♦♥tr❛st✳
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■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ▼❡t❤♦❞ ●♦❛❧s

❈❍❆❘❆ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❈❧♦s✉r❡ P❤❛s❡s ▼❡❛s✉r❡ ❧♦✇✲r❡s s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤♦t ❏✉♣✐t❡rs ✐♥ ❍✴❑ ❜❛♥❞s
Pr❡❝✐s✐♦♥ ❱✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❍♦t ❏✉♣✐t❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❋▲❯❖❘ ❝♦♠❜✐♥❡r

❑❡❝❦ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P❤❛s❡ ❍♦t ❏✉♣✐t❡r ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ✶✲5 µm ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡
◆✉❧❧✐♥❣ ▼✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r ③♦❞✐❛❝❛❧ ❞✉st ♠✐❣❤t ✉♥❝♦✈❡r ❝❧♦s❡✲✐♥ ♣❧❛♥❡t
◆❛rr♦✇✲❆♥❣❧❡ ❆str♦♠❡tr② P❧❛♥❡t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❑❡❝❦✲❑❡❝❦ ❛♥❞ ♦✉tr✐❣❣❡r ❛rr❛②

◆❛✈② Pr♦t♦t②♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ■♠❛❣✐♥❣ ❉❡t❡❝t ❤♦t ❏✉♣✐t❡r tr❛♥s✐t ❜② ✐♠❛❣✐♥❣ st❡❧❧❛r ♣❤♦t♦s♣❤❡r❡ ✐♥ ✈✐s✐❜❧❡
P❛❧♦♠❛r ❚❡st❜❡❞ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ◆❛rr♦✇✲❆♥❣❧❡ ❆str♦♠❡tr② ❉❡t❡❝t ♠❛ss✐✈❡ ♣❧❛♥❡ts ❛r♦✉♥❞ s✉❜✲❛r❝s❡❝♦♥❞ ❜✐♥❛r✐❡s

❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r

❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P❤❛s❡ ▲♦✇✲r❡s s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❤♦t✴✇❛r♠ ❡①♦♣❧❛♥❡ts ✭❍✴❑ ❜❛♥❞s✮
❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❈❧♦s✉r❡ P❤❛s❡ ❍♦t ❏✉♣✐t❡rs ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♣❧❛♥❡ts
◆❛rr♦✇✲❆♥❣❧❡ ❆str♦♠❡tr② P❘■▼❆ ✐♥str✉♠❡♥t ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❧♦♥❣✲t❡r♠ ❛str♦♠❡tr②
◆✉❧❧✐♥❣ ●❊◆■❊ ✐♥str✉♠❡♥t ♠❡❛♥t t♦ ❞❡t❡❝t ❧♦✇✲♠❛ss ❝♦♠♣❛♥✐♦♥s ✭❑✱▲✱▼ ❜❛♥❞s✮

❋✉t✉r❡ P❧❛♥s
❆♥t❛r❝t✐❝ P❧❛t❡❛✉ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧ P❤❛s❡✴❈❧♦s✉r❡ P❤❛s❡ ❍♦t ❏✉♣✐t❡r ♣❧❛♥❡t ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ✭✸✲5 µm✮
❉❛r✇✐♥ ✭❊❙❆✮ ◆✉❧❧✐♥❣ ❙♣❛❝❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❚❡rr❡str✐❛❧ P❧❛♥❡t ❋✐♥❞✐♥❣ ✭♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞✮
▲❛r❣❡ ❇✐♥♦❝✉❧❛r ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ◆✉❧❧✐♥❣ ❉❡t❡❝t ✭✇❛r♠✮ ♠❛ss✐✈❡ ❡①♦♣❧❛♥❡ts ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ■❘
❙♣❛❝❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ▼✐ss✐♦♥ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✭◆❆❙❆✮ ❆str♦♠❡tr② ❉❡t❡❝t ❧♦✇✲♠❛ss ❡①♦♣❧❛♥❡ts ✈✐❛ ✐♥❞✉❝❡❞ ♣❧❛♥❡t ✇♦❜❜❧❡
❚❡rr❡str✐❛❧ P❧❛♥❡t ❋✐♥❞❡r ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✭◆❆❙❆✮ ◆✉❧❧✐♥❣ ❙♣❛❝❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❚❡rr❡str✐❛❧ P❧❛♥❡t ❋✐♥❞✐♥❣ ✭♠✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞✮

❚❛❜❧❡ ✶✵✳✷✿ Pr♦♣♦s❡❞ ❡①♦♣❧❛♥❡t s❡❛r❝❤❡s ✉s✐♥❣ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✭❚❛❜❧❡ ❢r♦♠ ❇❡✉③✐t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮✳
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▲♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✇✐t❤
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❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✶✶✳✶ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✶✶✳✶✳✶ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲❞✐s❤ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✵

✶✶✳✶✳✷ ❆♣❡rt✉r❡ ♠❛s❦✐♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✶

✶✶✳✶✳✸ ▲♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✶✶✳✷ ❇❛s✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✶✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❯❱ ♣❧❛♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✸

✶✶✳✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✺

✶✶✳✸ ❋✐❜❡r✲❢❡❞ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✶✶✳✸✳✶ ●❘❆❱■❚❨ ❛♥❞ t❤❡ ❱▲❚■ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✶✶✳✸✳✷ ❋✐❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝s ❆❇❈❉ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✶✽✽

✶✶✳✸✳✸ ❋r✐♥❣❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✶✾✹

✶✶✳✹ ❙✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

✶✶✳✹✳✶ ❙✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞ ✭✏❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✑✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾

✶✶✳✹✳✷ ❉✉❛❧✲✜❡❧❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✾✾
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✶✶✳✶ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②

❆s st❛t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✵✱ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛t
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥
❡❧❡♠❡♥t θRayleigh = 1.22 × λ/D✳ ❇✉t t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D
s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ B ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② θinterf = 0.5×λ/B✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❡①♣❧❛✐♥
t❤❡s❡ t✇♦ ♥✉♠❜❡rs✳

✶✶✳✶✳✶ ❉✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲❞✐s❤ t❡❧❡s❝♦♣❡

■♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t ❜② ❛♥ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡

❈♦♥s✐❞❡r ❛♥ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ✇❤♦s❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s❦② ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
F (α, β)✱ α ❛♥❞ β ❜❡✐♥❣ r❡❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ❝r❡❛t❡❞ ❜② t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s t❤❡
✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡s ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✿

I(X,Y ) =

∫∫

α,β
Iα,β(X,Y ) ✭✶✶✳✶✮

✇❤❡r❡ Iα,β(X,Y ) ✐s t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ❧♦❝❛t❡❞ ❛t α✱ β✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② t❤✐s ❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t ❛t (α, β) ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s

t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t ✐s ❢❛r ❡♥♦✉❣❤ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡❢r♦♥t ✐s ♣❧❛♥❡✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✿

Aα,β(x, y) =
√

F (α, β)dαdβ × ei
2π
λ
(αx+βy) ✭✶✶✳✷✮

❚❤❡ s❛♠❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✶ ✐♥ ❆♥♥❡① ❆ ✇♦✉❧❞
❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✿

Iα,β(X,Y ) = F (α, β)dαdβ PSF (X − fα, Y − fβ) ✭✶✶✳✸✮

■♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ ✇❤❛t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❡❝t❡❞✿ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ P♦✐♥t✲❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮✱
❜✉t ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❡❧❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❣✐✈❡♥
❜② t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐♥t❡♥s✐t②✳

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧ ♦❜❥❡❝t ✐s t❤✉s✿

I(X,Y ) =

∫∫

α,β
F (α, β)× PSF(X − fα, Y − fβ)dαdβ ✭✶✶✳✹✮

❖r✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡✿

I(X,Y ) = f2

∫∫

α,β
F

(
x

f
,
y

f

)
× PSF(X − x, Y − y)dxdy ✭✶✶✳✺✮

■♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❜② t❤❡ ✐♥str✉✲
♠❡♥t❛❧ P❙❋✿

I(X,Y ) =

([
f2F

(
x

f
,
y

f

)]
∗ PSF(x, y)

)
(X,Y ) ✭✶✶✳✻✮
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❚❤❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲❞✐s❤ t❡❧❡s❝♦♣❡

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❜✐♥❛r② st❛r✱ ✇✐t❤ t✇♦ st❛rs s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ❛♥❣❧❡ ∆θ ♦♥ t❤❡ s❦②✱ ✇❡ ❝❛♥ ✉s❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✻ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♠❛❣❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D ❛♥❞ ❢♦❝❛❧
❧❡♥❣t❤ f ✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣r✐♠❛r② st❛r ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱
✇✐t❤ t❤❡ X ❛①✐s ♦❢ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r②✱ t❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

I(X,Y ) ∝ PSF(X,Y ) + PSF(X − f∆θ, Y ) ✭✶✶✳✼✮

●✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ P❙❋ ❤❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✇✐❞t❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷ ✐♥ ❆♥♥❡① ❆✮✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ∆θ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ❞✐❛♠❡t❡r D✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❜❡
❛❜❧❡ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t❤❡ t✇♦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② s②st❡♠✳

❚❤❡ ✜rst ③❡r♦ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ P❙❋ ♦❝❝✉rs ❛t X = 1.22× λf/D✳ ■❢ t❤❡ ❜✐♥❛r② ❛♥❣✉❧❛r
s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✐s 1.22 × λ/D✱ t❤❡♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♦❢ t❤❡ s❡❝♦♥❞❛r② ♦❝❝✉rs ❡①❛❝t❧② ❛t t❤❡ ③❡r♦ ♦❢
t❤❡ ♣r✐♠❛r②✳ ❚❤❡ ❜✐♥❛r② ✐s r❡s♦❧✈❡❞✳ ❆♥② ❜✐♥❛r② ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❣❧❡ ✇✐❧❧ r❡♠❛✐♥
✉♥r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ♦❢ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✳

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✇✐t❤ ❝❛r❡❢✉❧ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣♦ s❧✐❣❤t❧②
❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❝r✐t❡r✐♦♥✳ ❇✉t ♥♦t ❜② ♠✉❝❤✱ ❛♥❞ ❛♥② t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r D ✇✐❧❧
♦♥❧② ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ❞♦✇♥ t♦ ∼ λ/D✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t✳

✶✶✳✶✳✷ ❆♣❡rt✉r❡ ♠❛s❦✐♥❣

■❢ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D ✐s ♥♦t ❛❜❧❡ t♦ r❡s♦❧✈❡ ❛ ❜✐♥❛r② s②st❡♠ ✇✐t❤ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ∆θ < λ/D✱
t❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ❛t t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r✱ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♦✛✲❛①✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢
t❤❡ ❜✐♥❛r② ❛♣♣❡❛r s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ♦♥✲❛①✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡
♦✛✲❛①✐s ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✭t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✷✮ ✐s ♥♦t str♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❤❛✈❡ ❛♥②
✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡✳

■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ ♦♥❡ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ✐ss✉❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ s❛♠♣❧❡ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t ♦♥
❧❛r❣❡r ❞✐st❛♥❝❡s✳ ❆ ❜✐❣❣❡r t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉rs❡ ❞♦ t❤✐s✳ ❇✉t ❡✈❡♥ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♠❛❞❡
♦❢ t✇♦ s♠❛❧❧ ♣❛rts ♦❢ ❛ ❜✐❣❣❡r t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇♦✉❧❞✱ ✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ✇♦r❦✳ ■❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ ✇❡ ♦♥❧② ❤❛✈❡
t✇♦ s♠❛❧❧ ♣❛rts ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D/

√
2 ❢r♦♠ ❛ ❧❛r❣❡r ♣❛r❛❜♦❧❛✱ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❇ ✭s❡❡

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✮✱ t❤❡♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦❧❧❡❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ❜✉t
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ P❙❋ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

PSF2(X,Y ) = TF [P (x, y)] (X,Y ) ✭✶✶✳✽✮

✇❤❡r❡ P ✐s t❤❡ ♣✉♣✐❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

P (x, y) = P ′ ∗ (δ(x−B/2, y) + δ(x+B/2, y)) ✭✶✶✳✾✮

✇✐t❤ δ t❤❡ δ✲❉✐r❛❝ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ P ′ t❤❡ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D/
√
2

❇❛s✐❝ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♥ ❣✐✈❡s✿

PSF2(X,Y ) = PSF(X,Y )× sin

(
πBx

λ

)
✭✶✶✳✶✵✮

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s ♥❡✇ ✐♥str✉♠❡♥t P❙❋ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✷✳
❚❤❡ P❙❋ ♦❢ ❛♥ ❛♣❡rt✉r❡ ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ s✉❜✲❛♣❡rt✉r❡s ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D/

√
2 s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛

❞✐st❛♥❝❡ B ❤❛s ✐ts ✜rst ③❡r♦ ❛t X = 0.5× λ/B✳ ❚❤❡ r❡s♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡r ♦❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s
t❤✉s ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ λ/B✱ ❛♥❞ ♥♦t λ/D ❛♥②♠♦r❡✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t♦t❛❧ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ✐s ∼ D2

❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡ ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❧✐③❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✇✐t❤♦✉t ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡
♠✐rr♦r ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r B ♦♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ s✉❜✲❛♣❡rt✉r❡s ❛r❡ t❛❦❡♥✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛♣❡rt✉r❡
♠❛s❦✐♥❣✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❡❧♣ t♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❧✐♠✐t ♣❡r s❡✱ ❜✉t ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①tr❡♠❡❧②
✉s❡❢✉❧ t♦ ❛❝t✉❛❧❧② r❡❛❝❤ t❤✐s ❧✐♠✐t ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s ✭✇❤✐❝❤
✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ♥❡❣❧❡❝t❡❞ s♦ ❢❛r✮✳





✶✶✳✷✳ ❇❆❙■❈ ❋❖❘▼❆▲■❙▼ ❖❋ ▲❖◆●✲❇❆❙❊▲■◆❊ ■◆❚❊❘❋❊❘❖▼❊❚❘❨ ✶✽✸

✶✶✳✶✳✸ ▲♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②

❚❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ✇❛② t♦ ❛♣❡rt✉r❡ ♠❛s❦✐♥❣✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❛❦✐♥❣ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ❡❛❝❤ ♦♥❡ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ♠✐rr♦r✱ ❛♥❞ t♦ r❡❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐♥ ❛ ❜❡❛♠
❝♦♠❜✐♥❡r✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ B ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❝❛♥ ❜❡ s❡t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢
t❤❡ s✐③❡ D ♦❢ t❤❡✐r ♠✐rr♦rs✳ ❲❤❡♥ B ≫ D✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ ✏❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡✑
r❡❣✐♠❡✳

■♥ t❤❡ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❞✐❛♠❡t❡r D ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❜❛s❡❧✐♥❡ B✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r s❛♠♣❧❡s
t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❛t t✇♦ ♣♦✐♥ts (x − B/2, y) ❛♥❞ (x + B/2, y)✳ ■❢ s✉❝❤ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡s
❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ (α, β)✱ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡
❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s ❝♦❧❧❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡s T1 ❛♥❞ T2✿

E(t) = ET1(t) + ET2(t) ✭✶✶✳✶✶✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ A(x, y, z = 0) ♦❢ t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s
❣✐✈❡♥ ❜②✿

A(x, y) = E0 exp

{
i
2π

λ
(αx+ βy)

}
✭✶✶✳✶✷✮

❚❤❡ t♦t❛❧ ✜❡❧❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t✇♦ ✜❡❧❞s✿

E(t) = e−iωt [A(x−B/2, y) +A(x+B/2, y)] ✭✶✶✳✶✸✮

= E0e
−iωt

[
exp

(
−i

2παB

2λ

)
+ exp

(
i
2παB

2λ

)]
✭✶✶✳✶✹✮

❲❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥✿

E(t) = 2× E0e
−iωt cos

(
παB

λ

)
✭✶✶✳✶✺✮

❲❡ ❝❛♥ ❣❡t t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❜② sq✉❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞✿

I(t) = 2× I0

[
cos

(
παB

λ

)]2
✭✶✶✳✶✻✮

❆♥❞ ✐❢ t❤❡ t✇♦✲t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♦❜s❡r✈❡s ❛ ❜✐♥❛r② s②st❡♠✱ ✇✐t❤ ♦♥❡ st❛r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t②
IA ❛t ③❡♥✐t❤✱ ❛♥❞ ♦♥❡ st❛r ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② IB ❛t (α, β)✱ t❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t✐❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❛❝❤ st❛r✿

I(t) = 2

(
IA + IB

[
cos

(
παB

λ

)]2)
✭✶✶✳✶✼✮

❖♥❝❡ ❛❣❛✐♥✱ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ❢✉❧❧② r❡s♦❧✈❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❡❛❦ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t B ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜rst ③❡r♦ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t A✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ α = 0.5×λ/B✳ ❆ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡
t✇♦✲t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ❤❛s ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ∼ λ/B✳

✶✶✳✷ ❇❛s✐❝ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♦❢ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②

✶✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❯❱ ♣❧❛♥❡

❍❡r❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♠❛❞❡ ♦❢ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s T1

❛♥❞ T2✱ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ❛r❜✐tr❛r② ♣♦s✐t✐♦♥s P1 = (xT1 , yT1 , zT1) ❛♥❞ P2 = (xT2 , yT2 , zT2) ✐♥ s♣❛❝❡
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✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸✮✳ ❆♥ ♦❜❥❡❝t ✐♥ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ k ✐♥ t❤❡ s❦② ✇✐❧❧ ❝r❡❛t❡ ❛♥ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ t✇♦
t❡❧❡s❝♦♣❡s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

E(t, T1) = AT1e
−iωt ✭✶✶✳✶✽✮

E(t, T2) = AT2e
−iωt ✭✶✶✳✶✾✮

❲✐t❤ AT1 ❛♥❞ AT2 t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧t✐t✉❞❡ ❛t t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s✿

AT1 = exp

(
i
2π

λ
(k.P1)

)
E0 ✭✶✶✳✷✵✮

AT2 = exp

(
i
2π

λ
(k.P2)

)
E0 ✭✶✶✳✷✶✮

■❣♥♦r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦
t❡❧❡s❝♦♣❡s ❝❛♥ s♦♠❡❤♦✇ ❜❡ ❛❞❞❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐s✿

I(T1T2, λ) = ‖A(t, T1) +A(t, T2)‖2 ✭✶✶✳✷✷✮

■♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✿

I(T1T2, λ) = ‖E0‖2
∥∥∥∥exp

(
i
2π

λ
(k.P1)

)[
1 + exp

(
i
2π

λ
(k. (P2 −P1))

)]∥∥∥∥
2

❚❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡s t♦✿

I(T1T2, λ) = I0

∥∥∥∥1 + exp

(
i
2π

λ
(k. (P2 −P1))

)∥∥∥∥
2

= 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(k. (P2 −P1))

)

❲❡ ❝❛♥ ✉s❡ t✇♦ ❛♥❣✉❧❛r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❢♦r k✱ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ Y ❛①✐s ❛s t❤❡ ♣♦❧❛r ❛①✐s ♦❢ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡ s②st❡♠✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

k =



cos (β) sin (α)

sin (β)
cos (α) cos (β)


 ✭✶✶✳✷✸✮

❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t α ❛♥❞ β ❛r❡ ❜♦t❤ s♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡s✿

k =



α
β
1


 ✭✶✶✳✷✹✮

❆t ✇❤✐❝❤ ♣♦✐♥t t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s✿

I(T1T2, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(α(xT2 − xT1) + β (yT2 − yT1) + zT2 − zT1)

)
✭✶✶✳✷✺✮

■❢ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❛r❡ ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦✉♥t ✭❛s ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ▲❛r❣❡ ❇✐♥♦❝✉❧❛r ❚❡❧❡s❝♦♣❡
■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ✐♥ ❆r✐③♦♥❛✮✱ t❤❡ z✲❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s ❜❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ■❢ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❛r❡ ♥♦t ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦✉♥t✱ t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❛❧✇❛②s
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❜❡ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ s②st❡♠ ✭❞❡❧❛② ❧✐♥❡✮ t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ zT2 − zT1 t❡r♠✱ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s t❡r♠ ❝❛♥ ✉s✉❛❧❧② ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤✿

I(T1T2, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(α(xT2 − xT1) + β (yT2 − yT1))

)
✭✶✶✳✷✻✮

❙♦ ❢❛r✱ ♥♦ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✇❛s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ X ❛♥❞ Y ❛①❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝❤♦s❡
t❤❡ ❳❨ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ Z ❛①✐s✱ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✿ X ✐s ♦r✐❡♥t❡❞
t♦ t❤❡ ❊❛st✱ Y t♦ t❤❡ ◆♦rt❤✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ α ❛♥❞ β ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ∆RA ❛♥❞ ∆DEC ✭✐❣♥♦r✐♥❣ ❛ cos(DEC) ❢❛❝t♦r✳✳✳✮✳

❲❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❞❡✜♥❡ t❤❡ (u, v, w) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ T1T2 ❜②✿

u(T1T2, λ) =
xT2 − xT1

λ
✭✶✶✳✷✼✮

v(T1T2, λ) =
yT2 − yT1

λ
✭✶✶✳✷✽✮

w(T1T2, λ) =
zT2 − zT1

λ
✭✶✶✳✷✾✮

❚❤❡ (u, v, w) ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛r❡ s✐♠♣❧② t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ✈❡❝t♦r ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡
♣❧❛♥❡ ✫ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❛①✐s r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✱ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ✉♥✐t ♦❢ λ✳

❲❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❜✉t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐✲
♥❛t❡s✿

U(T1T2) = xT2 − xT1 ✭✶✶✳✸✵✮

V (T1T2) = yT2 − yT1 ✭✶✶✳✸✶✮

W (T1T2) = zT2 − zT1 ✭✶✶✳✸✷✮

❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r U, V,W ♠❛② s❡❡♠ tr✐✈✐❛❧✱ ❜✉t ✐t ✐s ♥♦t✳ ❋♦r ❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ t❤❡
✐♠❛❣❡✲♣❧❛♥❡✴♣♦✐♥t✐♥❣ ❛①✐s ❢r❛♠❡ ♦❢ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧✱ ❛s ✐t ✈❛r✐❡s ❜♦t❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦✐♥t✐♥❣
❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐t❤ t✐♠❡✱ ❞✉❡ t♦ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❊❛rt❤✳ ❆♥❞ s♦ ❞♦ t❤❡ ❯❱❲ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢
t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ✐♥t❡♥s✐t② ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

I(T1T2, λ) = 2I0 + 2I0 cos (2π [∆RA× u(T1T2, λ) + ∆DEC× v(T1T2, λ)]) ✭✶✶✳✸✸✮

✶✶✳✷✳✷ ■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t②

❈♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♣❡r❢❡❝t❧② ✈❛❧✐❞✱ ❛♥❞ ❤❛s t❤❡ ♠❡r✐t ♦❢ ❛ str♦♥❣ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ✇❤❛t ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧②
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t♦r ♦❢ ❛ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✿ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ t❡r♠ r❡✢❡❝ts
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ❞✐s♣❡rs❡❞ ✐♥ λ✳ ❚❤❡s❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❢r✐♥❣❡s ♣❡r s❡✱ t❤♦✉❣❤✳ ❚❤❡② ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ λ✳ ❚r✉❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❢r✐♥❣❡s ♦♥❧② ❛♣♣❡❛r ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ✐s ❡✛❡❝t✐✈❡❧② s❝❛♥♥❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ λ ✭✉s✐♥❣ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡s✱ ❢♦r
❡①❛♠♣❧❡✮✳

❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠✲
♣❧✐❝❛t❡❞✳ ■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ♦❜❥❡❝t ✇✐t❤ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Iα,β ✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ♦♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t♦r ✐s t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠ ♦❢ ❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t❛r② s♦✉r❝❡✿

I(bk, λ) =

∫∫

α,β
2Iα,β + 2Iα,β cos

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)
dαdβ ✭✶✶✳✸✹✮
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✸✿ ❚✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ❧♦❝❛t❡❞ ❛t P1 ❛♥❞ P2 ❛r❡ ✐❧❧✉♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❛ ❞✐st❛♥t ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡ ✐♥
❞✐r❡❝t✐♦♥ k✳

■♥ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❤❛s s♦♠❡ s♣❛t✐❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
❢r✐♥❣❡ ♣❛tt❡r♥ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r I(bk, λ) ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡❛❞✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❛r❡ ❜❧✉rr❡❞✳
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦ t❡r♠s✿

I(bk, λ) =

∫∫

α,β
2Iα,βdαdβ +

∫∫

α,β
2Iα,β cos

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)
dαdβ ✭✶✶✳✸✺✮

❚❤❡ ✜rst t❡r♠ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✇❤❛t ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ❣❡t ✐❢ ♦♥❡ ✇❛s t♦ s✉♠ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛❝q✉✐r❡❞
❜② t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❚❤✐s t❡r♠ ✐s t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t ✢✉①✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠✱ ❝❛❧❧❡❞
❝♦❤❡r❡♥t ✢✉① ✐s ❛❝t✉❛❧❧② t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✬s ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥✿

∫∫

α,β
2Iα,β cos

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)
dαdβ = Re

(
TF [Iα,β ]

(
Uk

λ
,
Vk

λ

))
✭✶✶✳✸✻✮

❚❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✿

V (bk, λ) = TF [Iα,β ]

(
Uk

λ
,
Vk

λ

)
✭✶✶✳✸✼✮

❙♦ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

I(bk, λ) = Iincoherent + Re(V (bk, λ)) ✭✶✶✳✸✽✮

❈♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❆❇❈❉ r❡❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❢✉❧❧② ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞
❢r✐♥❣❡ ♣❛tt❡r♥ ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦✉r❝❡✱ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ❛♥❞ ✇♦r❦✲
✐♥❣ ✇✐t❤ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♣✉r❡❧② ❢r♦♠ ❛♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✴❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ s✐♥❝❡ ●❘❆❱■❚❨ ✉s❡s ❛♥ ❆❇❈❉ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r✳



✶✶✳✷✳ ❇❆❙■❈ ❋❖❘▼❆▲■❙▼ ❖❋ ▲❖◆●✲❇❆❙❊▲■◆❊ ■◆❚❊❘❋❊❘❖▼❊❚❘❨ ✶✽✼

■♥ ❛♥ ❆❇❈❉ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ♦✉t♣✉ts✳ ❋♦r ❡❛❝❤
♦✉t♣✉t✱ ❛ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ✐s ❛❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❲❡ ❤❛✈❡✿

IA(bk, λ) =
∥∥∥A(t, Tk1) +A(t, Tk2)e

iφA

∥∥∥
2

✭✶✶✳✸✾✮

IB(bk, λ) =
∥∥∥A(t, Tk1) +A(t, Tk2)e

iφB

∥∥∥
2

✭✶✶✳✹✵✮

IC(bk, λ) =
∥∥∥A(t, Tk1) +A(t, Tk2)e

iφC

∥∥∥
2

✭✶✶✳✹✶✮

ID(bk, λ) =
∥∥∥A(t, Tk1) +A(t, Tk2)e

iφD

∥∥∥
2

✭✶✶✳✹✷✮

❲❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦✿

IA(bk, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(αUk + βVk) + φA

)
✭✶✶✳✹✸✮

IB(bk, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(αUk + βVk) + φB

)
✭✶✶✳✹✹✮

IC(bk, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(αUk + βVk) + φC

)
✭✶✶✳✹✺✮

ID(bk, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(αUk + βVk) + φD

)
✭✶✶✳✹✻✮

❇② t❛❦✐♥❣✿

φA = 0 ✭✶✶✳✹✼✮

φB =
π

2
✭✶✶✳✹✽✮

φC = π ✭✶✶✳✹✾✮

φD =
3π

2
✭✶✶✳✺✵✮

❲❡ t❤❡♥ ❤❛✈❡✿

IA(bk, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)
✭✶✶✳✺✶✮

IB(bk, λ) = 2I0 − 2I0 sin

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)
✭✶✶✳✺✷✮

IC(bk, λ) = 2I0 − 2I0 cos

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)
✭✶✶✳✺✸✮

ID(bk, λ) = 2I0 + 2I0 sin

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)
✭✶✶✳✺✹✮

❆♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

IA − IC
2

+ i× ID − IB
2

= 2I0 e
−i( 2π

λ
(αUk+βVk)) ✭✶✶✳✺✺✮

●❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♦❜❥❡❝t ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ Iα,β ✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❡❡ t❤❛t t❤✐s q✉❛♥t✐t②
✐s ❡①❛❝t❧② t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦r❡✿

IA − IC
2

+ i× ID − IB
2

=

∫∫

α,β
2Iα,β e

−i( 2π
λ
(αUk+βVk))dαdβ = V (bk, λ) ✭✶✶✳✺✻✮
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❇❛s❡❧✐♥❡ ▲❡♥❣t❤ ✭♠❡t❡rs✮

❯❚ ✹ ✲ ❯❚ ✸ ✻✷✳✹
❯❚ ✹ ✲ ❯❚ ✷ ✽✾✳✸
❯❚ ✹ ✲ ❯❚ ✶ ✶✸✵✳✷
❯❚ ✸ ✲ ❯❚ ✷ ✹✻✳✻
❯❚ ✸ ✲ ❯❚ ✶ ✶✵✷✳✹
❯❚ ✷ ✲ ❯❚ ✶ ✺✻✳✺
❆❚ ① ✲ ❆❚ ② ❢r♦♠ ✽ t♦ ✷✵✷

❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✿ ❱▲❚■ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧❡♥❣t❤s

❚❤❡ ❆❇❈❉ ❝♦♠❜✐♥❡r s❛♠♣❧❡s t❤❡ tr✉❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❢r✐♥❣❡s ✭✐✳❡✳ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
✐♥t❡♥s✐t② ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✮ ✐♥ ✹ ♣♦✐♥ts s❡♣❛r❛t❡❞ ❜②
π/2 t♦ ❞✐r❡❝t❧② r❡❝♦✈❡r t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❆t ❡❛❝❤ λ✱ t❤✐s ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② V (bk, λ)

❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ ♣❛tt❡r♥ φ →
∥∥∥ATk1

+ATk2
eiφ
∥∥∥
2
✳

❚❤✐s ✐s t❤❡ ❜❡❛✉t② ♦❢ ❆❇❈❉✲❜❛s❡❞ ♠♦❞❡r♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✿ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❢r✐♥❣❡s ❛r❡
♥❡✈❡r ❛❝t✉❛❧❧② r❡❝♦r❞❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✦ ❚❤❡② ❛r❡ s❛♠♣❧❡❞ ♦♥ ✹ ♣♦✐♥ts✱ s♦ ❛s t♦ r❡❝♦♥str✉❝t
t❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♦♥❧② q✉❛♥t✐t② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❡♥❞✲✉s❡r✳

✶✶✳✸ ❋✐❜❡r✲❢❡❞ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨

✶✶✳✸✳✶ ●❘❆❱■❚❨ ❛♥❞ t❤❡ ❱▲❚■

❚❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✐s ❛ ❢❛❝✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❧✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r
✽✳✷ ♠ ❯♥✐t ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✭❯❚s✮ ♦r t❤❡ ❢♦✉r ✶✳✽ ♠ ❆✉①✐❧✐❛r② ❚❡❧❡s❝♦♣❡s ✭❆❚s✮ ♦❢ t❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡
❚❡❧❡s❝♦♣❡ ✭❱▲❚✮✱ ❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❈❡rr♦ P❛r❛♥❛❧✱ ❈❤✐❧❡✳ ❚❤❡ ❱▲❚■ ✐♥❝❧✉❞❡s ❛ s❡t ♦❢ ❞❡❧❛②
❧✐♥❡s ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ✉♣ t♦ ✻✵ ♠ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❞❡❧❛②✳

❚❤❡ ✹ ❯❚s ❛r❡ ✜①❡❞✱ ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ✻ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡❧✐♥❡s ✭s❡❡ ❚❛❜❧❡ ✶✶✳✶✮✳ ❚❤❡ ✹ ❆❚s ❝❛♥ ❜❡
♠♦✈❡❞ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♣r✐♦r t♦ ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ r✉♥✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ ✸✵ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ❆❚s✱ ❢♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧❡♥❣t❤s r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ ✽ t♦ ✷✵✷ ♠ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹✮✳

❚❤❡ ❱▲❚■ ✐s ❛❧s♦ ❡q✉✐♣♣❡❞ ✇✐t❤ ▼❆❈❆❖✱ ❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s s②st❡♠ ❢♦r t❤❡ ❯❚s ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❞❡❧✐✈❡r ♠♦❞❡r❛t❡ ❙tr❡❤❧ r❛t✐♦ ✭∼ 0.5✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺✮✳ ❆♥♦t❤❡r ❆❖ s②st❡♠✱ ❈■❆❖✱ ❛❧s♦
♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ❯❚s✱ ❜✉t ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ✐♥❢r❛r❡❞✳ ❆s ♦❢ ✷✵✶✾✱ ❛ ♥❡✇ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s s②st❡♠ ❢♦r
t❤❡ ❆❚s ✐s ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥❡❞✿ ◆❆❖▼■✳

●❘❆❱■❚❨ ✐s ❛ ✷♥❞ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ❱▲❚■✳ ■t ✐s ❛ ✹✲❜❡❛♠ ❑✲❜❛♥❞ ✐♥t❡r❢❡r✲
♦♠❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❣❛♥ ❝♦♠♠✐ss✐♦♥✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❆❚s ✐♥ ✷✵✶✺✱ ❛♥❞ ♦♥ t❤❡ ❯❚s ✐♥ ✷✵✶✻✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡
♦♣❡r❛t✐♦♥s st❛rt❡❞ ✐♥ ✷✵✶✻ ❢♦r t❤❡ ❆❚s✱ ❛♥❞ ✐♥ ✷✵✶✼ ❢♦r t❤❡ ❯❚s✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✇♦r❦✐♥❣
♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻✳

✶✶✳✸✳✷ ❋✐❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝s ❆❇❈❉ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥

❯♥t✐❧ ♥♦✇✱ ■ ❤❛✈❡ ♣✉r♣♦s❡❞❧② ✐❣♥♦r❡❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ■ ❤❛✈❡ ❥✉st ❛ss✉♠❡❞
t❤❛t ✐t ✇❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ s♦♠❡❤♦✇✱ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛❞❞ ✐t
t♦ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐❣❤t
✐♥t❡♥s✐t②✳ ■ ❤❛✈❡ ❡✈❡♥ st❛t❡❞ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❆❇❈❉ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❞♦ t❤✐s
✇❤✐❧❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤✐s ✐s ♥♦t s♦ ❡❛s②
t♦ ❞♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❧✇❛②s ❛t t❤❡ ❤❡❛rt ♦❢ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ❛♥
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✹✿ ▼❛♣ ♦❢ t❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ✹ ❯♥✐t ❚❡❧❡s❝♦♣❡s
✭♥✉♠❜❡r❡❞ ❣r❛② ❞✐s❦s✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ✸✵ ♣♦ss✐❜❧❡ st❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆✉①✐❧✐❛r② ❚❡❧❡s❝♦♣❡s ✭s♠❛❧❧ r❡❞
❝✐r❝❧❡s✮✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❑♦❡❤❧❡r ❬✷✵✵✶❪✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✺✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❆❈❆❖ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s ✐♥st❛❧❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❯♥✐t ❚❡❧❡s❝♦♣❡s
❛♥❞ ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ ❑♦❡❤❧❡r ❬✷✵✵✶❪✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻✿ ❲♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨✳ ❚❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❧✐❣❤t
♦❢ ✹ t❡❧❡s❝♦♣❡s ✭✹ ❯❚s ♦r ✹ ❆❚s✮✱ ❛♥❞ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❆♥ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❖♣t✐❝s
s②st❡♠ ❡q✉✐♣s ❡❛❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡s ♠♦❞❡r❛t❡ ❙tr❡❤❧ r❛t✐♦s✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❢r♦♠ ❡❛❝❤
t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r ✐s ♠❛❞❡ ✇✐t❤ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♦♣t✐❝s✳ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❢r✐♥❣❡s ❛r❡ s♣❡❝tr❛❧❧② ❞✐s♣❡rs❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❧♦✇✱ ♠❡❞✐✉♠✱
♦r ❤✐❣❤ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s ✐♥ ❑ ❜❛♥❞ ✭❘ ❂ ✷✷✱ ✺✵✵✱ ♦r ✹✺✵✵✮✳ ❚❤❡ ❱▲❚■ ❞❡❧❛②
❧✐♥❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛r❣❡ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜❡❛♠s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ❛♥❞ t❤❡
❞❖P❉ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ❧❛s❡r ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥
t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛✐♥ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❚❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢r✐♥❣❡ tr❛❝❦✐♥❣
✜❜❡r ✭✇❛✈❡❢r♦♥t r❡❢❡r❡♥❝❡✱ ✐♥ ❣r❡❡♥✮✱ ❛♥❞ s❝✐❡♥❝❡ ✜❜❡r ✭❜❧✉❡ ❛♥❞ r❡❞✮ ♣r♦❞✉❝❡s ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
❢r✐♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡s❡ ❢r✐♥❣❡s ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❞✐♦❞❡s✱
❛♥❞ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ ❖P❉✱ ❛♥❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦rs ❛t ❞❛t❛✲r❡❞✉❝t✐♦♥
❧❡✈❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ❢r♦♠ ●r❛✈✐t② ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪✳
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✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ❜② ●❘❆❱■❚❨ ♠❛❦❡s ❤❡❛✈② ✉s❡ ♦❢ ✜❜❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞
♦♣t✐❝s✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✱ ❛♥❞ ♣✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡
❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢
t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✭❋r❛✉♥❤♦✛❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♥♥❡① ❆✱ ❛♥❞ ❧❡❛❞s t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✾✳
❆t ♣♦s✐t✐♦♥ (X,Y ) ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Aimage(X,Y ) = TF [P (x, y)Apupil(x, y)]

(
X

λf
,
Y

λf

)

✇❤❡r❡ P (x, y) ✐s t❤❡ ♣✉♣✐❧ ❛♣❡rt✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ Apupil(x, y) ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡
✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✳

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Afiber =

∫∫
Aimage(X,Y )Amode(X,Y )dXdY ✭✶✶✳✺✼✮

✇❤❡r❡ Amode ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✶✹
✐♥ ❆♥♥❡① ❆✮✳ ❯s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛❧❝✉❧✉s✶✱ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t❧②
✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✿

Afiber =

∫∫
TF [Aimage(X,Y )] (x, y)TF [Amode(X,Y )] (x, y)dxdy

=

∫∫
P (x, y)Apupil(x, y)ρ(x, y)dxdy

❲❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ρ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✳ ❚❤✐s ✐s
❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜❜❡r ♣✉♣✐❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳ ■❢ ✇❡ ❝❛♥ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ✭❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡✮✱ t❤❡♥ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

P (x, y) ≃ δ(x, y) ✭✶✶✳✺✽✮

❆♥❞ s✐♥❝❡ G ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞✱ ρ(0, 0) = 1✱ ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡✿

Afiber = Apupil(0, 0) ✭✶✶✳✺✾✮

❚❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t (0, 0)✱ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡
♣✉♣✐❧✷✳

✶✶✳✸✳✷✳✶ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝s ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r

❚❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ t✇♦ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs
✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❧❡s❝♦♣❡s Tk1 ❛♥❞ Tk2 ✳ ❖♥❡ q✉❡st✐♦♥ r❡♠❛✐♥s✿ ❤♦✇ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡♠❄

❖♥❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ r❡✲✐♠❛❣❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ t✇♦ ✜❜❡rs ♦♥t♦ ❛ t❤✐r❞ ✜❜❡r✱
✉s✐♥❣ ❛ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r✳ ❲✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ s❡t✉♣ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✼✱ t❤❡ t♦t❛❧
✜❡❧❞ ✐♥ ✜❜❡r ✸ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞s ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ ✜❜❡r ✶ ❛♥❞ ✷✳

❚❤✐s s❡t✉♣ ❤❛s ♦♥❡ ♠❛❥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡✿ ✐t ✉s❡s ❜✉❧❦ ♦♣t✐❝s ✭❝♦❧❧✐♠❛t✐♥❣ ❧❡♥s❡s ❛♥❞ ❜❡❛♠✲
s♣❧✐tt❡r✮✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✐t ♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛② t♦
❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ t✇♦ ✜❜❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❜✉❧❦ ♦♣t✐❝s ✇❤❛ts♦❡✈❡r✿
✜❜❡r❡❞ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡rs✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ✜❜❡r❡❞ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ✐s t♦ ❞r✐✈❡ t❤❡ t✇♦

✶◆❛♠❡❧② t❤❡ P❛rs❡✈❛❧✲P❧❛♥❝❤❡r❡❧ ✐❞❡♥t✐t②✳
✷❚❤✐s✱ ♦❢ ❝♦✉rs❡✱ ✐s ❛ r♦✉❣❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ♥❡❣❧❡❝ts ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs ❛t t❤❡ ✜❜❡r

✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❞✉❡ t♦ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧❧② ❛❜❜❡r❛t❡❞ ♣✉♣✐❧✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✼✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ❜✉❧❦ ♦♣t✐❝s ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r ❢♦r ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡rs✳ ■♥ t❤✐s s❡t✉♣✱ t❤❡
t✇♦ ✐♥♣✉t ✜❜❡rs ✶ ❛♥❞ ✷ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t✇♦ ❧❡♥s❡s✱ t♦ ❝r❡❛t❡ t✇♦ ❝♦❧❧✐♠❛t❡❞
❜❡❛♠s✳ ❚❤❡ t✇♦ ❜❡❛♠s ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r✱ ❛r❡ r❡✲✐♠❛❣❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ ♦✉t♣✉t ✜❜❡r
✸ ❜② ❛ t❤✐r❞ ❧❡♥s✳

✇❛✈❡❣✉✐❞❡s s♦ ❝❧♦s❡ t♦ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r t❤❛t t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✜❡❧❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ❛r♦✉♥❞ ♦♥❡ ✜❜❡r
❛❝t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s t❤❡ ♦t❤❡r ✜❜❡r✱ ❛♥❞ st❛rts ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥t♦ ✐t✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ✜❡❧❞s ♦❢ t❤❡
t✇♦ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ✇❛✈❡❣✉✐❞❡s ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❛❣❛✐♥ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✽✮✱ t❤❡
✜❡❧❞s ❛t t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉ts ❛r❡ ✿

A♦✉t♣✉t ✶ =
A✐♥♣✉t ✶ +A✐♥♣✉t ✷√

2
✭✶✶✳✻✵✮

A♦✉t♣✉t ✷ =
A✐♥♣✉t ✶ +A✐♥♣✉t ✷ × eiπ√

2
✭✶✶✳✻✶✮

❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t t❡r♠ ❛t ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉ts s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
❡♥❡r❣②✿

I♦✉t♣✉t ✶ + I♦✉t♣✉t ✷ =
1

2

∥∥A✐♥♣✉t ✶ +A✐♥♣✉t ✷

∥∥2 +
1

2

∥∥A✐♥♣✉t ✶ +A✐♥♣✉t ✷e
iπ
∥∥2

=
I✐♥♣✉t ✶ + I✐♥♣✉t ✷ + 2A✐♥♣✉t ✶A

∗
✐♥♣✉t ✷

2
+

I✐♥♣✉t ✶ + I✐♥♣✉t ✷ − 2A✐♥♣✉t ✶A
∗
✐♥♣✉t ✷

2

= I✐♥♣✉t ✶ + I✐♥♣✉t ✷

❯s✐♥❣ ✜❜❡r❡❞ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡rs ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r✱ ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❛ π/2 ♣❤❛s❡
♦✛s❡t ❣✐✈❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✲♦♣t✐❝s ❆❇❈❉ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✾✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①✲
❛❝t❧② t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t❛❦❡♥ ✐♥ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ✐s ❡①tr❡♠❡❧②
s♠❛❧❧✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡❛s✐❧② ❜❡ ✐♥st❛❧❧❡❞ ✐♥ ❛ ❝r②♦st❛t✱ ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
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❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✽✿ Pr✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❛ ✜❜❡r❡❞ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r✳ ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❜✉❧❦ ♦♣t✐❝s ❝♦♠❜✐♥❡r
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✼✱ t❤✐s s❡t✉♣ ❞♦❡s ♥♦t ✉s❡ ❛♥② ❧❡♥s ♦r ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡r✳ ❚❤❡ t✇♦ ✐♥♣✉t ✜❜❡rs
❛r❡ ❜r♦✉❣❤t ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ s♦ t❤❛t t❤❡ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣ ♦❢ ♦♥❡ ✜❜❡r
❝❛♥ ✏❧❡❛❦✑ ✐♥t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ✜❜❡r✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ✐♥s❡t ❣r❛♣❤s s❤♦✇ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t②
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✜❜❡rs✱ ✇❤❡♥ ❧✐❣❤t ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ✜❜❡r ✶✳ ❖✈❡r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛r❡❛✱
t❤❡ ❧❡❛❦✐♥❣ ❡✈❛♥❡s❝❡♥t ✜❡❧❞ s❧♦✇❧② ❝♦✉♣❧❡s t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ✜❜❡r✳ ❈♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② t❡❧❧s
✉s t❤❛t t❤❡ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♦✉t♣✉t ✜❜❡rs ❛r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♥ ♣❤❛s❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ✭♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
♦❢ π✮✳

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✾✿ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ♦♣t✐❝s ❆❇❈❉ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ✐s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ ✜❜❡r❡❞
❜❡❛♠s♣❧✐tt❡rs t♦ s♣❧✐t ❡❛❝❤ ✐♥♣✉t ✐♥ t✇♦ ♣❛rts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ r❡❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡r
❜② t✇♦ ❜❡❛♠s♣❧✐tt❡rs✳ ❆ π/2 ♣❤❛s❡ s❤✐❢t ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦rr❡❝t
✹ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡s ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ❡①❛❝t ♣❤❛s❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦✉t♣✉t ✐s
❞✐✣❝✉❧t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♠✉st ❜❡ ❝❛❧✐❜r❛t❡❞✳
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✶✶✳✸✳✸ ❋r✐♥❣❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ♠❡tr♦❧♦❣②✱ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡ r❡❥❡❝t✐♦♥

❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♥❡✈❡r✲❡♥❞✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ♣♦✐♥t✲s♦✉r❝❡ ✐♥ t❤❡ s❦②✱
❧♦❝❛t❡❞ ❛t (α, β)✳ ❚❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② r❡tr✐❡✈❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❆ ♦❢ t❤❡ ❆❇❈❉ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ✐s✿

IA(bk, λ) = 2I0 + 2I0 cos

(
2π

λ
(αUk + βVk)

)

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❡r❢❡❝t❧② ✢❛t ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t✳ ❇✉t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♠❛❦❡s t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♥✈❛❧✐❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①t❡♥t✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t✉r❜✉❧❡♥❝❡
❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✐r r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ♠❛❦❡s t❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t ✉♥♣r❡❞✐❝t❛❜❧❡✳ ❚❤❡
❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ t❡r♠ ❛t ❡❛❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s✿

ATk1
= ATk1 ideal

× e
iφatm,Tk1 ✭✶✶✳✻✷✮

ATk2
= ATk2 ideal

× e
iφatm,Tk2 ✭✶✶✳✻✸✮

■♥ t❤✐s ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ ❝❛s❡✱ t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② IA ❜❡❝♦♠❡s✿

IA(bk, λ) = IA,ideal(bk, λ)× e
i
(
φatm,Tk2

−φatm,Tk1

)

✭✶✶✳✻✹✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❡✈❡r② ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❇❈❉ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♣❤❛s❡✲s❤✐❢t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡
q✉❛♥t✐t②✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❆❇❈❉ ❝♦♠❜✐♥❡r ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs ✐s t❤❡ tr✉❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❛r❣❡t✱ ❛✛❡❝t❡❞
❜② ❛ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r t❡r♠ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✿

Vmes(bk, λ) = V (bk, λ)astro × e
i
(
φatm,Tk2

−φatm,Tk1

)

✭✶✶✳✻✺✮

■♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ✏❛str♦✑ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ s♦✉r❝❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ r❡❧❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✶✶✳✸✼✳

❚❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r ❤❛s t✇♦ ♠❛❥♦r ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✳
❚❤❡ ✜rst ✐s ♦❜✈✐♦✉s ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ tr✉❡
❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥②♠♦r❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡✛❡❝t ✐s s♦♠❡✇❤❛t ❤✐❞❞❡♥ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r ♦♥❧② r❡❝♦r❞s t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❢r✐♥❣❡s ❛t ✹ ❞✐✛❡r❡♥t ✭♣❤❛s❡✮ ♣♦✐♥ts t❤r♦✉❣❤
t❤❡ ❆❇❈❉ ❝♦♠❜✐♥❡r✳ P❤②s✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞s
s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ✐s t♦ ❛❞❞ ❛ ♣❤❛s❡✲♦✛s❡t t♦ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s✳ ❆♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ t②♣✐❝❛❧
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ t0 ✐s s❤♦rt ✭t②♣✐❝❛❧❧② t0 ∼ 1 ms✮✱ ✐❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥t❡❣r❛t❡s ♦✈❡r
❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞✉r❛t✐♦♥ TDIT ≫ t0✱ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ✇✐❧❧ ❜❡ ❜❧✉rr❡❞✳ ■♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❡ ❝❛♥
✇r✐t❡✿

IA(bk, t) = 2I0

[
1 +

∫ t+TDIT

t
cos

(
2π

λ
(αUk + βVk) + ∆φatm(t)

)
dt

]
✭✶✶✳✻✻✮

✇✐t❤ ∆φatm ❛ ❢❛st ❛♥❞ r❛♥❞♦♠❧② ✈❛r②✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t✳ ❚❤❡ ❡♥❞ r❡s✉❧t ✇✐❧❧ ❜❡ t❤❛t
t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢✉① ✭t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧✮ ✇✐❧❧ ♠♦st ♣r♦❜❛❜❧② ✈❛♥✐s❤✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❆❇❈❉ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r ✇✐❧❧ ❜❡ ③❡r♦✳

❙♦ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t✇♦ ♣r♦❜❧❡♠s✿ ❧✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss✱ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❛str♦✲
♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦rr✉♣t❡❞ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✳



✶✶✳✸✳ ❋■❇❊❘✲❋❊❉ ▲❖◆●✲❇❆❙❊▲■◆❊ ■◆❚❊❘❋❊❘❖▼❊❚❘❨ ❲■❚❍ ●❘❆❱■❚❨ ✶✾✺

✶✶✳✸✳✸✳✶ ▲✐♠✐t✐♥❣ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss✿ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❢r✐♥❣❡ tr❛❝❦❡r

❖♥❡ ✇❛② t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s t♦ ❧✐♠✐t t❤❡ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡✳ ■❢
Tdit ≤ t0✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s st✐❧❧ ❝♦rr✉♣t❡❞ ❜② ❛♥
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r✱ ❜✉t t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❛r❡ ♥♦t ✏❜❧✉rr❡❞✑✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✢✉①
❝❛♥ ❛t ❧❡❛st ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞✳ ❚❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❧✐♠✐t t♦ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡ ✇✐❧❧
s❡✈❡r❡❧② ❧✐♠✐t t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❢❛✐♥t t❛r❣❡ts✳ ❊✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ ♠✉❧t✐✲
♠❡t❡r ❝❧❛ss t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥②t❤✐♥❣ ❢❛✐♥t❡r t❤❛t ❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ✶✵ ♦r ✶✶ ✇✐❧❧ ❜❡❝♦♠❡ ❛
❝❤❛❧❧❡♥❣❡✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♦t❤❡r ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ✜❣❤t✲❜❛❝❦✱ ❛♥❞ ❛rt✐✜❝✐❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
❛r♠s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t♦ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡✳ ❙✉❝❤ ❛ s②st❡♠
✇✐❧❧ ♠♦♥✐t♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❢r✐♥❣❡s✱ ❛♥❞ ❦❡❡♣ t❤❡♠ st✐❧❧✳ ❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s
❢r✐♥❣❡ tr❛❝❦✐♥❣✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ tr❛❝❦ t❤❡ ❢r✐♥❣❡s✱ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ♥❡❡❞s t♦ ♠❡❛s✉r❡
t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r ∆φatm ❛t ❧❡❛st ❡✈❡r② t0✳ ❚❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ✐ts❡❧❢ ♥❡❡❞s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❜r✐❣❤t
s♦✉r❝❡✳ ❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s♦✉r❝❡ ❛s
t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ♦❢ ●❘❆❱■❚❨✱ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ▲❛❝♦✉r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✱ ✉s❡s
❛ s❡❝♦♥❞ ✜❜❡r✱ ❛♥❞ ✐ts ♦✇♥ ❆❇❈❉ ❝♦♠❜✐♥❡r✳ ❚❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ✜❜❡rs ❝❛♥ ❜❡
♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡ts ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ♠❛❦✐♥❣ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✉s❡
❧♦♥❣ ❡①♣♦s✉r❡s ♦♥ ❛ ❢❛✐♥t t❛r❣❡t ❢♦r t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡t❡❝t♦r✱ ❛♥❞ s❤♦rt ❡①♣♦s✉r❡s ♦♥ ❛ ❝❧♦s❡✲❜②
❜r✐❣❤t t❛r❣❡t ✇✐t❤ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r✳ ❚❤✐s ♠❛② s♦✉♥❞ ❢❛♠✐❧✐❛r t♦ ❛♥②♦♥❡ ✇❤♦ ❤❛s ❡✈❡r ✇♦r❦❡❞
✇✐t❤ ❛❞❛♣t✐✈❡ ♦♣t✐❝s✱ ❛s t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❧♦t ♦❢ s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s②st❡♠s✳ ❖♥❡ ♦❢ t❤❡
s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ st❛r ✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r
❛♥❞ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ t❛r❣❡t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✐s♦♣❧❛♥❛t✐❝ ❛♥❣❧❡✳ ❆♥♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r✐t② ✐s t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧s ♦♣❡r❛t❡ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t ♦♣t✐❝❛❧ tr❛✐♥s✱ t❤❡ s②st❡♠
❜❡❝♦♠❡s s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦rs✳

✶✶✳✸✳✸✳✷ ◆♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦rs

❚♦ ❝❧❛r✐❢② t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❧❡t ✉s ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❢✉❧❧ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ ❡❛❝❤ ❛r♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱
❛♥❞ ❧✐st ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ❧✐❣❤t ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ ❡❛❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✜rst ❣♦❡s
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❱▲❚■ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❛❞❞ ❧❛r❣❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❞❡❧❛②s ✐♥t♦ t❤❡ s②st❡♠
✭✉♣ t♦ ✻✵ ♠❡t❡rs✮✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡ ✐♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✉s❡❢✉❧ t♦ ♦✤♦❛❞ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ❛❝t✉❛t♦rs ✭s❡❡
▲❛❝♦✉r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✮✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❧✐❣❤t ❣♦❡s ✐♥t♦ t❤❡ ♣r♦♣❡r ●❘❆❱■❚❨ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ■t ✜rst
❡♥❝♦✉♥t❡rs t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✉♥✐t✱ t❤❡♥ t❤❡ ❖P❉ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐t ✭t❤❡ ♠❛✐♥ ❛❝t✉❛t♦r ✉s❡❞ ❜②
t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r✮✱ ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❡♥t❡rs t❤❡ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✵✮✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡r♠❛❧
❞✐❧❛t✐♦♥ ♦r r❡❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥❞❡① ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡ s✉❜s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❛ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r✳
❋♦r t❡❧❡s❝♦♣❡ Tk1 ✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t t❤❡ ❡♥tr❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ❝❛♥ ❜❡
✇r✐tt❡♥✿

φsci,Tk1
= φatm,Tk1

+ φDL,Tk1
+ φprop,sci,Tk1

+ φOPD,Tk1
✭✶✶✳✻✼✮

✇❤❡r❡ φprop,sci st❛♥❞s ❢♦r ❛❧❧ ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs ❛❝q✉✐r❡❞ ✇❤❡♥ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥✮✱ ❡①❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ♣❤❛s❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ❖P❉ ✉♥✐t ✭✇❤✐❝❤
✐s ❝♦♠♠♦♥ t♦ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ❝❤❛♥♥❡❧✱ ❛♥❞ t❤✉s ❤❛s ✐ts ♦✇♥ t❡r♠✱ φOPD✮✳
❋♦r t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ✭❢t✮ ❝❤❛♥♥❡❧✿

φft,Tk1
= φatm,Tk1

+ φDL,Tk1
+ φprop,ft,Tk1

+ φOPD,Tk1
✭✶✶✳✻✽✮

❆♥❞ ❛t t❡❧❡s❝♦♣❡ Tk2 ✿

φsci,Tk2
= φatm,Tk2

+ φDL,Tk2
+ φprop,sci,Tk2

+ φOPD,Tk2
✭✶✶✳✻✾✮

φft,Tk2
= φatm,Tk2

+ φDL,Tk2
+ φprop,ft,Tk2

+ φOPD,Tk2
✭✶✶✳✼✵✮



✶✾✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✶✳ ■◆❚❊❘❋❊❘❖▼❊❚❘❨ ❲■❚❍ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✵✿ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ♣❛t❤ ✐♥ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ✐♥str✉♠❡♥t✱ s❤♦✇✐♥❣
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② t❤❡ ❜❡❛♠s ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳

■♥ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t❡r♠s φDL ❛♥❞ φOPD ❛r❡ ❛❝t✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r✱ ❛♥❞ s❡r✈❡ t❤❡ s❛♠❡
♣✉r♣♦s❡✳ ❲❡ ❝❛♥ ❣r♦✉♣ t❤❡♠ ✐♥ ❛ φPC ✭P❤❛s❡ ❈♦♥tr♦❧✮ t❡r♠✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s
♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❡❛❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡r ✇r✐t❡✿

∆Φft = φft,Tk2
− φft,Tk1

= ∆φatm +∆φPC +∆φprop,ft ✭✶✶✳✼✶✮

∆Φsci = φsci,Tk2
− φsci,Tk1

= ∆φatm +∆φPC +∆φprop,sci ✭✶✶✳✼✷✮

❲❤❡♥ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ✐s ❛❝t✐✈❡✱ ✐t ❦❡❡♣s t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t ③❡r♦✿

∆φft = 0 ✭✶✶✳✼✸✮

❚❤✉s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∆φatm +∆φPC = −∆φprop,ft ✭✶✶✳✼✹✮

■♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

∆Φsci = ∆φprop,sci −∆φprop,ft ✭✶✶✳✼✺✮

❚❤✐s r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❛ ♣✉r❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦r✳
❲r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✼✺✱ t❤✐s ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦r ♠❛② ❧♦♦❦ ❡①tr❡♠❡❧②

❞✐✣❝✉❧t t♦ r❡♠♦✈❡✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s✉♣♣r❡ss ✐t✱ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♥❡❡❞ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ∆φ
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❛❣❛✐♥ ❛♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
st❛❣❡✱ ✇✐t❤ ✐ts ♦✇♥ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❆❧❧ ♦❢ t❤✐s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝r②♦❣❡♥✐❝ st❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ✇❡ s♣❧✐t t❤❡ ∆φ✱ ❛♥❞ r❡♦r❣❛♥✐③❡ t❤❡ t❡r♠s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
❢♦r♠✿

∆φsci =
(
φprop,sci,Tk2

− φprop,ft,Tk2

)
−
(
φprop,sci,Tk1

− φprop,ft,Tk1

)
✭✶✶✳✼✻✮

■♥ t❤✐s ❢♦r♠✱ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦r ❛♣♣❡❛rs ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❜❛s❡❞
❡rr♦rs✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦r ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❜②
❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t❡❧❡s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♠❡tr♦❧♦❣② s②st❡♠✱ ♦r r❡♠♦✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡s✱ t♦ r❡tr✐❡✈❡
t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
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✶✶✳✸✳✸✳✸ ❘❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t②

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✼✻✱ ✐s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❜❛s❡❞ ❡rr♦rs✳ ❋♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ bk ❧✐♥❦✐♥❣ t❡❧❡s❝♦♣❡s Tk1 t♦ Tk2 ✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t②
♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❆❇❈❉ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ✐s✿

V (bk, λ)mes = V (bk, λ)astro × e
−i

(
φTk2

−φTk1

)

✭✶✶✳✼✼✮

✇✐t❤ φTk
t❤❡ ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r ❛t t❡❧❡s❝♦♣❡ Tk✿ φTk

= φprop,sci,Tk
− φprop,ft,Tk

✳
❚❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦

❛ t❡❧❡s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♣❤❛s❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡ ❜✐❣ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ✐s t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤✐s ♥♦✐s❡
♥♦✇ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s❡t✉♣✱ ♥♦t ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s
♣♦ss✐❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❧♦♥❣ ❡①♣♦s✉r❡s✳ ❇✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡tr✐❡✈✐♥❣ t❤❡ tr✉❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t②
r❡♠❛✐♥s✳ ❚✇♦ r♦✉t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞✿ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♠♣❧✐t✉❞❡✴❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✱ ♦r
♣❤❛s❡✲r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣✳

❱✐s✐❜✐❧✐t② ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡s ❚❤❡ ✜rst ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛str♦♣❤②s✐✲
❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✼✼ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛ q✉❛♥t✐t②
✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♥♦✐s❡✳ ❆♥ ♦❜✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s✿

‖V (bk, λ)mes‖2 =
∥∥∥∥V (bk, λ)astroe

−i
(
φTk2

−φTk1

)∥∥∥∥
2

= ‖V (bk, λ)astro‖2 ✭✶✶✳✼✽✮

❆ ❧❡ss ♦❜✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ tr❛❝❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡
✇♦r❦ ♦❢ ❏❡♥♥✐s♦♥ ❬✶✾✺✽❪ ✐♥ r❛❞✐♦✲❛str♦♥♦♠②✱ ❛♥❞ t❤❡ ✏✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ tr✐❛♥❣❧❡s✑✱ ♠❛❞❡ ♦❢ t❤r❡❡
t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤r❡❡ t❡❧❡s❝♦♣❡s T1✱ T2✱ ❛♥❞ T3✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♦♥ t❤❡
t❤r❡❡ ❜❛s❡❧✐♥❡s ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❧❡s❝♦♣❡s t♦❣❡t❤❡r✿

V (T1T2, λ)mes = V (T1T2, λ)astro × e−i(φT2
−φT1) ✭✶✶✳✼✾✮

V (T1T3, λ)mes = V (T1T3, λ)astro × e−i(φT3
−φT1) ✭✶✶✳✽✵✮

V (T2T3, λ)mes = V (T2T3, λ)astro × e−i(φT3
−φT2) ✭✶✶✳✽✶✮

❋♦r♠✐♥❣ t❤❡ q✉❛♥t✐t② B(T1T2T3, λ) = V (T1T2, λ) × V (T2, T3, λ) × V (T1, T3, λ)
∗✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ∗

s②♠❜♦❧ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

B(T1T2T3, λ) =V (T1T2, λ)astro × e−i(φT2
−φT1) × V (T2T3, λ)astro × e−i(φT3

−φT2)

× V (T1T3, λ)
∗
astro × e+i(φT3

−φT1)
✭✶✶✳✽✷✮

✇❤✐❝❤ s✐♠♣❧✐✜❡s ✐♥t♦✿

B(T1T2T3, λ) = V (T1T2, λ)astroV (T2T3, λ)astroV (T1T3, λ)
∗
astro × e−i(φT2

−φT1
+φT3

−φT2
−(φT3

−φT1
))

✭✶✶✳✽✸✮

= V (T1T2, λ)astroV (T2T3, λ)astroV (T1T3, λ)
∗
astro ✭✶✶✳✽✹✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② B(T1T2T3, λ) ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝❧♦s✉r❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ♦r ❜✐s♣❡❝tr✉♠✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦
t❡❧❡s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs✳ ❇✉t ❛s t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s ❝❛♥ r❡❛❞✐❧② ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ♠♦st❧② ✉s❡❞ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡
Cφ✿

Cφ(T1T2T3, λ) = arg (B(T1, T2, T3, λ))

= arg (V (T1T2, λ)astro) + arg (V (T2T3, λ)astro)− arg (V (T1T3, λ)astro)
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❚❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡ ❤♦❧❞s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭❜✉t
♥♦t ❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❡❧❡s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ❡rr♦rs✳

❯s✐♥❣ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ❛♥❞✴♦r ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ ♦❜❥❡❝t✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❡❧❡s❝♦♣❡✲❜❛s❡❞ ♣❤❛s❡
❡rr♦rs✳ ❲❤❡♥ ♥♦ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ t❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣❤❛s❡
♥♦✐s❡ ✭✇✐t❤ s❤♦rt ❡①♣♦s✉r❡s t♦ ❛✈♦✐❞ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❧♦ss✮✱ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❛ ❢r✐♥❣❡ tr❛❝❦❡r ✐s ♣r❡s❡♥t✱ t❤✐s
❝❛♥ ❣❡t r✐❞ ♦❢ ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦rs✳

P❤❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② s②st❡♠ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢
♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦rs ✐s t♦ tr② t♦ ♠❡❛s✉r❡ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t t❤❡♠✳ ■♥ ●❘❆❱■❚❨✱ t❤❡ ♥♦♥✲
❝♦♠♠♦♥ ♣❛t❤ ❡rr♦r t❡r♠s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✶✳✼✻ ❛r❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♠❡tr♦❧♦❣② s②st❡♠✳
❚❤✐s ♠❡tr♦❧♦❣② s②st❡♠ ✉s❡s ❛ 1.908 µm ❧❛s❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡✈❡❧
✭❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✻✮✱ ❛♥❞ ❝♦✉♥t❡r✲♣r♦♣❛❣❛t❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛✐♥ ✭❜❡❛♠✲❝♦♠❜✐♥❡r✱ ❖P❉ ❝♦♥tr♦❧
s②st❡♠✱ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ❱▲❚■ ❞❡❧❛② ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ✉♣ t♦ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✮✳ ❆ s②st❡♠ ♦❢ ❞✐♦❞❡s ♠♦✉♥t❡❞
♦♥ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ s♣✐❞❡r t❤❡♥ ♠❡❛s✉r❡s t❤❡ ❢r✐♥❣❡s ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ❜② t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣②
❧❛s❡r ❧✐❣❤t ❡①✐t✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ✜❜❡rs✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ❞✐r❡❝t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
t❡r♠ φprop,sci − φprop,ft ❛t ❡❛❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦rr❡❝t ❢♦r t❤✐s ♥♦♥✲❝♦♠♠♦♥
♣❛t❤ ❡rr♦r t❡r♠✳

❇✉t ♦❢✲❝♦✉rs❡✱ ✐♥❥❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❧❛s❡r ❧✐❣❤t ✐♥t♦ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛✐♥ ❝r❡❛t❡s ❛♥♦t❤❡r s♦✉r❝❡ ♦❢
♣❤❛s❡ ❡rr♦rs✳✳✳ ❚❤✐s ♠❛② s❡❡♠ ❡♥❞❧❡ss✱ ❜✉t t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❡ ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛s❡r
❧✐❣❤t ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❡♥t❡r t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ tr❛✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡
♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② s②st❡♠ ❛t t❡❧❡s❝♦♣❡ Tk ❝❛♥
❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

∆φmet,Tk
= (φprop,sci,Tk

− φprop,ft,Tk
) + (φmet,sci,Tk

− φmet,ft,Tk
) ✭✶✶✳✽✺✮

❆♥❞ s♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts t♦ ❝♦rr❡❝t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡
✏♠❡tr♦❧♦❣② ❝♦rr❡❝t❡❞✑ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭❢♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ bk ❧✐♥❦✐♥❣ Tk1 t♦ Tk2✮✿

V (bk, λ)metcorr = V (bk, λ)astro × e
i
(
φmet,sci,Tk2

−φmet,ft,Tk2
+φmet,ft,Tk1

−φmet,sci,Tk1

)

✭✶✶✳✽✻✮

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤✐s ❡rr♦r ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ ❛♥②t❤✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ t♦ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ✐♥❥❡❝t✐♦♥
✉♥✐t✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r ♣♦✐♥t✐♥❣✱ ✐s ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢
♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ❧❡♥❣t❤s ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ ♦♣t✐❝❛❧✲tr❛✐♥✱ ❡t❝✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ✈❡r② st❛❜❧❡✱
❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛♠♣❡r ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ♠♦❞❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t♦ s✇✐t❝❤
❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❛str♦♣❤②s✐❝❛❧ t❛r❣❡ts ✭♦♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝
❝❛❧✐❜r❛t♦r✮✳ ❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✱ ❛❢t❡r t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✇♦✉❧❞ ❜❡✿

Vobj1,metcorr = Vobj1,astro × e
i
(
φmet,sci,Tk2

−φmet,ft,Tk2
+φmet,ft,Tk1

−φmet,sci,Tk1

)

✭✶✶✳✽✼✮

Vobj2,metcorr = Vobj2,astro × e
i
(
φmet,sci,Tk2

−φmet,ft,Tk2
+φmet,ft,Tk1

−φmet,sci,Tk1

)

✭✶✶✳✽✽✮

❚❤❡ ✐❞❡❛ ❜❡❤✐♥❞ ✑r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❜❥❡❝t ✷ t♦ ♦❜❥❡❝t ✶✑ ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧② t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡rr♦r t❡r♠ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✿

arg
(
Vobj2,metcorr

)
− arg

(
Vobj1,metcorr

)
= arg

(
Vobj2,astro

)
− arg

(
Vobj1,astro

)
✭✶✶✳✽✾✮

❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t♦ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❛str♦♠❡tr② ✭✐✳❡✳ t❤❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥✮ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ ❛ r❡s♦❧✈❡❞ ❜✐♥❛r② s②st❡♠ ✭❜② ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✜❜❡r ❜❛❝❦
❛♥❞ ❢♦rt❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✮✳
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✶✶✳✹ ❙✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❙♦ ❢❛r✱ ■ ❤❛✈❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ♦❢ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❜✉t ■
❤❛✈❡ ♥♦t ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐ts ♠❛✐♥ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡rs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ✇❤❛t ♠❛❦❡s ✐t
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❡①♦♣❧❛♥❡ts✿ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡s✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ❜✐♥❛r②
s②st❡♠ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✳

✶✶✳✹✳✶ ❙✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞ ✭✏❝❧❛ss✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✑✮

❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ✇❤❛t ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✭s✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞✮ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ✇♦r❦s✳ ❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ ❜✐♥❛r② s②st❡♠ ✐♥ s✐♥❣❧❡✲
✜❡❧❞✱ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✜❜❡r ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r②✱ ❛♥❞ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❡♥t❡r
t❤❡ ✜❜❡r ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✶❛✮✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ❜✐♥❛r② ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ✜❜❡r ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t P❙❋ ✭∼ 60 mas ✇❤❡♥
♦❜s❡r✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❯❚s✱ ♦r ∼ 300 mas ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❚s✮✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ (αA, βA) t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❆✱ ❛♥❞ IA(λ) ✐ts ✐♥t❡♥s✐t②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞
s❛♠♣❧❡❞ ❜② t❤❡ ✜❜❡r ❛t t❡❧❡s❝♦♣❡s Tk1 ❛♥❞ Tk2 s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛ ❜❛s❡❧✐♥❡ bk ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

AA,Tk1
(λ) =

√
IA(λ)× e−iφ0

AA,Tk2
(λ) =

√
IA(λ)× e−i[φ0+

2π
λ
(αAUk+βAVk)]

✇❤❡r❡ φ0 ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ♦r✐❣✐♥ ♦❢ ♣❤❛s❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❢♦r♠✉❧❛ ❤♦❧❞s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❇✳ ❚❤❡ t✇♦
s♦✉r❝❡s ❛r❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♦✉t♣✉t ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡r ✐s
t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❆ ❛♥❞ ❇✿

V (bk, λ) = IA(λ)e
−i 2π

λ
(αAUk+βAVk) + IB(λ)e

−i 2π
λ
(αBUk+βBVk)

❉❡♥♦t✐♥❣ ∆α ❛♥❞ ∆β t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜✐♥❛r②✿

V (bk, λ) =
[
IA(λ) + IB(λ)e

−i 2π
λ
(∆αUk+∆βVk)

]
e−i 2π

λ
(αAUk+βAVk)

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ❞✐r❡❝t❧② ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝❧♦s✉r❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡
t✇♦ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✳ ■♥ ❜♦t❤ ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s✱
t❤❡ ❧❛st ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ t❡r♠ ✈❛♥✐s❤❡s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

‖V (bk, λ)‖2 =
∥∥∥IA(λ) + IB(λ)e

−i 2π
λ
(∆αUk+∆βVk)

∥∥∥
2

■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr❛st r❛t✐♦ ❥✉st ❢r♦♠ t❤✐s ✈✐s✐❜✐❧✐t②
♠♦❞✉❧✉s✳

✶✶✳✹✳✷ ❉✉❛❧✲✜❡❧❞

❇✉t ✇❤❛t ✐❢ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s ❛r❡ t♦♦ ❢❛r ❛✇❛②✱ ❛♥❞ ❝❛♥♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ✜❜❡r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②❄
■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ♠♦✈✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r

❜❛❝❦ ❛♥❞ ❢♦rt❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✶❜✮✳ ❲✐t❤♦✉t ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ♦r✐❣✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❡ts ♦❢
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦♥str✉❝t ❛♥② ✉s❡❢✉❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡s❡ s❡♣❛r❛t❡
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✭❛✮ ❙✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞ ✭❜✮ ❉✉❛❧✲✜❡❧❞

❋✐❣✉r❡ ✶✶✳✶✶✿ ❉❡♣✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞ ❛♥❞ ❛ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢
❛ ❜✐♥❛r② s②st❡♠ ✭❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❆ ❛❞ ❇✮✳ ■♥ s✐♥❣❧❡✲✜❡❧❞✱ t❤❡ ❋✐❡❧❞✲♦❢✲❱✐❡✇ ✭❋♦❱✮ ♦❢ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡
✜❜❡r ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr✐❝ ❝❡♥t❡r✱ ❛♥❞ ❡♥❝✐r❝❧❡s ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ■♥ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞✱ t❤❡
s❝✐❡♥❝❡ ✜❜❡r ❝❛♥ ♦♥❧② s❡❡ ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❛t ❛ t✐♠❡✱ ❛♥❞ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳

♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❇✉t ✐❢ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ❦❡❡♣s tr❛❝❦✐♥❣ ♦♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❆✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡♥ ✐t
s❡ts ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤❛s❡ ♦r✐❣✐♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞✿

VA(bk, λ) = IA(λ)e
−iφ0

VB(bk, λ) = IB(λ)e
−i[φ0+

2π
λ
(∆αUk+∆βVk)]

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② r❡❝♦♥str✉❝t t❤❡ t♦t❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② V = VA + VB✳ ❇✉t
✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ ♠♦r❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ ✉s❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✿

VrefA(bk, λ) = VA(bk, λ)e
−i arg (VA(bk,λ))

= IA(λ)

VrefB(bk, λ) = VB(bk, λ)e
−i arg (VA(bk,λ))

= IB(λ)e
−i 2π

λ
(∆αUk+∆βVk)

✇❤✐❝❤ ❡❛s✐❧② ❣✐✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ t❤❡ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ t♦ t❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥✳



❈❤❛♣t❡r ✶✷

❉✉❛❧✲✜❡❧❞ ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢
❡①♦♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
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✶✷✳✺✳✷ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② s♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶✺
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r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❆❇❈❉ ❞❡t❡❝t♦rs✱ ✐s st✐❧❧ ❧❛r❣❡❧② ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② st❡❧❧❛r ❧✐❣❤t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
st❡❧❧❛r ❧✐❣❤t ✐s ♦♥❧② ♣❛rt❧② ❝♦❤❡r❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❧✐❣❤t ✇✐❧❧ ❛✛❡❝t
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛❢t❡r t❤❡ ❆❇❈❉ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❢♦r t❤❡ β P✐❝ ❜ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✸✱ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t st❡❧❧❛r ❧✐❣❤t ✐s ❛ ❢❛❝t♦r ∼ 100 ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
❝♦❤❡r❡♥t ❧✐❣❤t✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✜♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s♦✉r❝❡s✿ t❤❡ ♦♥✲s❦② ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡
st❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ ❛①✐s✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇✐t❤ ③❡r♦ ❖P❉✳ ■ts
♣❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ✈❛r② ✇✐t❤ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♠♣❧❡①
✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ❖P❉✱ ✇❤✐❝❤ ✐s s❡t ❜② ✐ts ♣♦s✐t✐♦♥✿ OPD = ∆RA×U +∆DEC×V ✇❤❡r❡
(U, V ) ❛r❡ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✷✮✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ 1/λ✳ ❆t
✜rst✲♦r❞❡r✱ ❞❡♥♦t✐♥❣ λ0 t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❑✲❜❛♥❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡
st❛r ❛♥❞ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✿

V⋆(λ) = G(λ)S⋆(λ)e
iφ ✭✶✷✳✶✮

Vplanet(λ) = G(λ)Splanet(λ)e
i
(
φ+ 4π

λ0
OPD

)

e
−i 2π

λ0
2OPD×λ

✭✶✷✳✷✮

❲❤❡r❡ S ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ G t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ❛♥❞ φ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❛♥❞
✉♥❦♥♦✇♥ ♣❤❛s❡ ③❡r♦✲♣♦✐♥t
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ ✐♥❝♦❤❡r❡♥t s✉♠ ♦❢ t❤❡ t✇♦✿

Vmeasured(λ) = V⋆(λ) + Vplanet(λ) ✭✶✷✳✸✮

❲❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ r❡❝♦✈❡r✐♥❣ Vplanet(λ) ❢r♦♠ t❤✐s s✉♠✱ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ✭✐♥ ♣♦✇❡r✮
❜② V⋆✳ ❇✉t ❛ ❝❧♦s❡ ❧♦♦❦ ❛t t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② s✐♠✐❧❛r t♦ ❛
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ r❛❞✐♦✲❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✿ ❞❡♠♦❞✉❧❛t✐♥❣ ❛♥❞ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ s✐❣♥❛❧✳
❈♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ λ✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛♥ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥

♦❢ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ S ✭❛♥❞ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡G✮✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ✇❛✈❡ exp
(
−i 2π

λ0
2OPD× λ

)
✳

❚❤❡ st❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② ✐ts s♣❡❝tr✉♠ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛② t❤❛t t❤✐s ✐s t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡✲♠♦❞✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❝❛rr✐❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ✵✮✳ ❲❤❛t t❤✐s ❛❧❧ ♠❡❛♥s ✐s t❤❛t ✐♥
❋♦✉r✐❡r s♣❛❝❡✱ t❤❡ t✇♦ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❤♦✇ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❝❛♥ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡
s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ ✐ts ❤♦st st❛r t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡t s✐❣♥❛❧✳
■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛ ❋♦✉r✐❡r✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♥♦t s❛t✲
✐s❢❛❝t♦r②✳ ❚❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ♦✈❡r❧❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❋♦✉r✐❡r ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✭t❤❡ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ t♦♦
❜r♦❛❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✮✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐s ♥♦t tr✉❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ λ ✭✐t
✈❛r✐❡s ❛s 1/λ✮✳ ❖t❤❡r t♦♦❧s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✺✳

✶✷✳✶✳✷ ❚❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❛r ❛s ❛ ❝❛❧✐❜r❛t♦r

❲❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛ st❛r✲♣❧❛♥❡t ❜✐♥❛r② s②st❡♠ ✐♥ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞✱ t❤❡ st❛r ✐ts❡❧❢ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧
❝❛❧✐❜r❛t♦r ❢♦r t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
♣❧❛♥❡t ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✭❛❢t❡r t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✸✳✸✳✸ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s ♦♥
♣❤❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣✮✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛s ❛ s♣❡❝tr❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s♣❡❝tr✉♠✳
❊①tr❛❝t✐♥❣ ❛ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❞✐r❡❝t❧② t❤❡ ♣❧❛♥❡t s♣❡❝tr✉♠✱ ♠❛❦❡s t❤❡ ♣r♦❝❡ss
❧✐t❡r❛❧❧② ✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ ❛♥② ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ s♣❡❝tr❛❧ r❡s♣♦♥s❡✱ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ r❡s✐❧✐❡♥t t♦ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
s♣❡❝tr❛❧ ❞✐st♦rt✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❧❡ss ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❡❧❧✉r✐❝ ❧✐♥❡s ✭t❤❡ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠ ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡
✐♥s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ t❤❡ st❛r ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✱ ✇❤✐❝❤
✐s ♥❡✈❡r t❤❡ ❝❛s❡✮✳



✷✵✹ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✷✳ ❊❳❖P▲❆◆❊❚❙ ❲■❚❍ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨

✶✷✳✶✳✸ P✐♣❡❧✐♥❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❛str♦r❡❞✉❝❡❞ ✜❧❡ ♣r♦❞✉❝ts

❚❤❡ ❞❛t❛ ❛❝q✉✐r❡❞ ✇✐t❤ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨ ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ❊❙❖ ♣✐♣❡❧✐♥❡
❬▲❛♣❡②r❡r❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✳ ❚❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❡♣s t♦ r❡tr✐❡✈❡ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✢✉① ❢♦r ❡❛❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❆❇❈❉ ❜❡❛♠ ❝♦♠❜✐♥❡rs✳ ■t t❛❦❡s ❝❛r❡ ♦❢ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ s✉❜tr❛❝t✐♦♥✱ ✢❛t✲✜❡❧❞ ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱
❡t❝✳ ■t ❛❧s♦ ♠❛♥❛❣❡s t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ❝♦♠❜✐♥❡s ❛❧❧ ❉■❚s ✇✐t❤✐♥
❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ ✐♥t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ✏s❝✐✈✐s✑ ❞❛t❛ ✜❧❡✳

❚❤✐s ❧❛st st❡♣ ✭❛✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❉■❚s ✇✐t❤✐♥ ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ ✜❧❡✮ ✐s ❛ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r
t❤❡ ❡①♦♣❧❛♥❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆s ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✺✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✐♥
t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✇❤❡♥ tr②✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② st❛r
s✉❜tr❛❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ s❦② r♦t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡
♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦✈❡r t✐♠❡✳ ❑❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦✐♥ts ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❤❡❧♣s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
r✐s❦ ♦❢ ❜✐❛s ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ♣❧❛♥❡t s♣❡❝tr✉♠✳ ❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❡①♣♦s✉r❡ t✐♠❡ ❢♦r ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❛♥
❡①♦♣❧❛♥❡t ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨ ✐s ∼ ✶✵ t♦ ✻✵ s✳ ❆ t②♣✐❝❛❧ ❡①♣♦s✉r❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥t❛✐♥ ❛❜♦✉t ✶✵ t♦ ✸✵
❉■❚s✱ t❤✉s r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛❜♦✉t ✺ t♦ ✶✵ ♠✐♥ ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖♥❡ ❤♦✉r ♦❢ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t✐♠❡ ✇✐❧❧
❝♦♥t❛✐♥ ❛❜♦✉t ✺ t♦ ✶✵ ♣❧❛♥❡t ❡①♣♦s✉r❡s ✭♣❧✉s ❡①♣♦s✉r❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦rt❡r
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❜r✐❣❤t♥❡ss✮✳ ❲❤❛t t❤✐s ♠❡❛♥s ✐s t❤❛t ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❉■❚s
s❡♣❛r❛t❡❞✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ❞❡❣❡♥❡r❛❝② ❝❛♥ ❜② ✐♥❝r❡❛s❡❞
❢r♦♠ ∼ 5 t♦ ∼ 50✳

❚❤✉s✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✏❛str♦r❡❞✑ ✜❧❡ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ✏s❝✐✈✐s✑ ✜❧❡s ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡
●❘❆❱■❚❨ ♣✐♣❡❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ✏❛str♦r❡❞✑ ✜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ♦♣t✐♦♥ ✇❤❡♥
r✉♥♥✐♥❣ t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ✭✲✲❛str♦✲❢✐❧❡✱ s❡❡ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❯s❡r ▼❛♥✉❛❧ ❢♦r ❞❡t❛✐❧s✮✳

❲❤❡♥ ✇♦r❦✐♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✏❛str♦r❡❞✑ ✜❧❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❡st✐♥❣ ♣✉r♣♦s❡s
❜② t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ st❡♣s ♥♦t ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r②✿

• ❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣②✳

• ❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ③❡r♦✲♣♦✐♥t✳ ❚♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❜✐❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs r❡s♣♦♥s❡✱ t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t❧②
❦❡❡♣ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❢r✐♥❣❡s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❆❇❈❉ ❞❡t❡❝t♦rs ✭✐✳❡✳ ✇✐t❤ OPD = 0 ♦♥ t❤❡
❆ ❞❡t❡❝t♦r✮✱ ❜✉t ❛❧t❡r♥❛t❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t♣♦✐♥ts ✭s♦ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❡❡♥ ✐♥
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞✉❡ t♦ t❤❡ λ✲❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❖P❉✲✐♥❞✉❝❡❞ ♣❤❛s❡ ♠♦✈❡s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❡❝t♦rs✮✳
❚❤✐s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

• ❚❤❡ ♣❤❛s❡✲r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❞♦♥❡ ♠❛♥✉❛❧❧② ✭t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢✉❧❧② r❡❞✉❝❡❞ ✏s❝✐✈✐s✑ ❞❛t❛✮✳

❆s ❛ s✐❞❡ ♥♦t❡✱ ■ ❛❧s♦ ✇❛♥t t♦ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❡❛s② ✇❛② t♦ ✏✢✉①✲❝❛❧✐❜r❛t❡✑ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ✐✳❡✳ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

V (bk, λ)cal =
V (bk, λ)√

fTk1
(λ)× fTk2

(λ)
✭✶✷✳✹✮

✇❤❡r❡ bk ✐s t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❧✐♥❦✐♥❣ t❡❧❡s❝♦♣❡s Tk1 t♦ Tk2 ✱ ❛♥❞ fTk1
, fTk2

❛r❡ t❤❡ ✢✉① ♦❜s❡r✈❡❞ ❜②
t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✇❤② t❤✐s ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ❞✐✣❝✉❧t ✐s t❤❛t t❤❡ ✢✉① ❛t
❡❛❝❤ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ st❡❧❧❛r ✢✉①✱ ♥♦t ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❧✐❣❤t✳ ❚❤❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞
❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❜② ✭♠♦st❧②✮ t❤❡ st❡❧❧❛r ✢✉①✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ✐♥❥❡❝t ❛ ❧♦t ♦❢ ♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✳
P❧✉s✱ ❛s t❤❡ q✉❛♥t✐t② ❛❝t✉❛❧❧② ❡①tr❛❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ✐s
t❤❡ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ st❛r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❛❝t✉❛❧ ♥❡❡❞ ❢♦r s✉❝❤
❛ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥✱ ✐❢ t❤❡ ♠❡❛♥ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐s st❛❜❧❡ ✇❤❡♥ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ t❤❡ st❛r✳
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✶✷✳✷ ❙♦♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧ts

✶✷✳✷✳✶ ●❡♥❡r❛❧ ♥♦t❛t✐♦♥s

❇❡❢♦r❡ ♠♦✈✐♥❣ t♦ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❡①♦♣❧❛♥❡t ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ■ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ s♦♠❡
✐♠♣♦rt❛♥t ♥♦t❛t✐♦♥ r✉❧❡s t❤❛t ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ ✐♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✳

✲ ❈♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✱ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ ♥♦t✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①
✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❞❡♥♦t❡❞ V ✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡❛❧✱ ✐s s✐♠♣❧② V ✳

✲ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r X ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Re(X)✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt Im(X)✳

✲ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② X ✐s ❞❡♥♦t❡❞ X∗✳

✲ P❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t P✱ ❛♥❞
q✉❛♥t✐t✐❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ st❛r ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜s❝r✐♣t ⋆ ✭❡✳ ❣✳ V P ❛♥❞ V ⋆✮✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❞❛t❛ ✭✐✳❡✳ s♣❡❝tr❛✱ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♦r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s✱ ❡t❝✳✮ ❛r❡
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❛①✐s ✐s ❞✐s❝r❡t❡✿ (λ1, . . . , λnλ

)✱ nλ

❜❡✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ♣♦✐♥ts✳ ❚♦ ❛♥② ❛r❜✐tr❛r② q✉❛♥t✐t② F (λ) t❤❛t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ λ✱
■ ❛ss♦❝✐❛t❡ ❛ ✈❡❝t♦r ♦❢ ❧❡♥❣t❤ nλ✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞ ✭✐✳ ❡✳ F✮✱ ❛♥❞ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

F =




Fλ1

✳✳✳
Fλnλ


 =




F (λ1)
✳✳✳

F (λnλ
)




❋♦r t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs✱ ■ ❛❞❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥ r✉❧❡s✿

✲ ❚❤❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① M ✐s ❞❡♥♦t❡❞ M
T ✳

✲ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① M ✐s ❞❡♥♦t❡❞ M
†✳

✲ ❚❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✐s ❞❡♥♦t❡❞ I✳

❋r♦♠ t❤❡r❡✱ ■ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t 〈 . , . 〉✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t
♦✈❡r t❤❡s❡ ✈❡❝t♦rs ✐♥ λ✿

〈F (λ), G(λ)〉 = F
†
G =

nλ∑

k=1

F ∗
kGk

◆♦✇ t❤❛t ■ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ♠❛tr✐① s♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐ts s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✱ ❛❧❧ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s r❡❧❛t❡❞
t♦ ❡✉❝❧✐❞❡❛♥ s♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❞✐❧② ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ✇✐❧❧ ♦❢t❡♥ ❜❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣
❛♥❞ ✉s✐♥❣ s✉❜s♣❛❝❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥s✳ ■ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ PS t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ S✱ ❛♥❞ P

⊥
S

t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ S✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s P⊥
S = I−PS

✶✷✳✷✳✷ ❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ③♦♦

■♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r✱ ■ ✇✐❧❧ ✉s❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ r❡♣r❡s❡♥t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧ ♦r ♣❤②s✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❍❡r❡❛❢t❡r✱ ■ ❣✐✈❡ ❛ s❤♦rt ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s
✉s❡❞✱ ❛♥❞ ✇❤❛t t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t✳ ❚❤❡ ❧❡tt❡rs b✱ t✱ ❛♥❞ λ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s t♦ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ t❤❡ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✳

V P (b, t, λ) ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✲
✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✭s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ s✐③❡✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ ✐ts
♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ s❦② ✭❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡✮✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞
❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❛♥❝❡ ♦❢ t❤✐s q✉❛♥t✐t② t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
s✐③❡ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✭t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡✮✳
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V ⋆(b, t, λ) ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ st❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ st❛r ✭s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ s✐③❡✮✳ ❯s✉❛❧❧②✱ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ❞♦❡s
♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t
✭✐✳❡✳ t❤❡ st❛r ❣✐✈❡s t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✮✳

V P,mes(b, t, λ) ❚❤✐s ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② V P ✱ ❛❢✲
❢❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ✭✏♠❡❛s✉r❡❞✑✮✳ ❚❤✐s q✉❛♥t✐t② ✐s ♦♥❧②
✉s❡❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ V P ✐s ♥❡✈❡r ❛❝t✉❛❧❧② ♠❡❛s✉r❡❞
❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ t❤❡
♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❛❧✇❛②s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t❡❞ ❜② t❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ❚❤✉s✱
t❤✐s q✉❛♥t✐t② s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ V refplanet✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧
✏♦♥ ♣❧❛♥❡t✑ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

V ⋆,theo ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ st❛r ♦❢ s❛♠❡ s✐③❡ ❛s t❤❡ t❛r❣❡t
st❛r✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ✢❛t s♣❡❝tr✉♠✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈✐s✐✲
❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t st❛r V ⋆✱ ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② ✐ts s♣❡❝tr✉♠✳ ■t ✐s ♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✷✾✳

V on planet(b, t, λ) ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❜s❡r✈❡❞
❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳
t❤✐s ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ V refplanet✮ ✳ ■t ✐s ♦♥❧② ❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥❢✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ✭❣✐✈❡♥ ❜②
V refplanet✮✳

V on star(b, t, λ) ❚❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ♦♥❡✱ ❜✉t ❢♦r t❤❡ st❛r✳ ■t r❡♣r❡s❡♥ts✱
✐♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ s❡♥s❡✱ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✇❤❡♥
t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ✜❜❡r ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r ✭✐✳❡✳ V on star ✐s ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ V refstar✮✳

V refplanet(b, t, λ) ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✏♦♥ ♣❧❛♥❡t✑ ♦❜s❡r✈❛✲
t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ✐s t❤❡ ♦♥❧② q✉❛♥t✐t② ✭✇✐t❤ ✐ts st❛r ❝♦✉t❡r♣❛rt V refstar✮ ❛❝t✉❛❧❧②
❛❝❝❡ss✐❜❧❡ t♦ t❤❡ ✉s❡r✳

V refstar(b, t, λ) ❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ✏♦♥ st❛r✑ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳

Ṽ whatever ❚❤❡ t✐❧❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥② ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✏s❤✐❢t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✑✱ ✐✳❡✳ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ q✉❛♥t✐t② exp {+iφα,δ(b, t, λ)}✱ ✇❤❡r❡
φα,δ(b, t, nλ) = 2π/λ×(αU+δV )✱ ✇✐t❤ (α, δ) t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ st❛r✱ U ❛♥❞ V ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡
b ✐♥ t❤❡ ❯❱ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤✐s ✐s ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♠♦✈❡ t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
✈✐s✐❜✐❧✐t② ❞✉❡ t♦ ✐ts ♦✛s❡t ♣♦s✐t✐♦♥✳

Vwhatever ❲❤❡♥ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦t ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t② r❡♣✲
r❡s❡♥t❡❞ ✐s t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s✳

✶✷✳✷✳✸ ❆ s✉♠♠❛r② ♦❢ ❆♥♥❡① ❇

■♥ ❆♥♥❡① ❇✱ ■ ❞❡s❝r✐❜❡ ❛ ✇❛② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦
❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ q✉❛♥t✐t②
✉s❡❞ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦rs✳ ❍❡r❡ ✐s ❛ s❤♦rt s✉♠♠❛r② ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥
r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s ❆♥♥❡①✳



✶✷✳✷✳ ❙❖▼❊ ◆❖❚❆❚■❖◆❙ ❆◆❉ ■▼P❖❘❚❆◆❚ ❘❊❙❯▲❚❙ ✷✵✼

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❲❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡① q✉❛♥t✐t✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦rs✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✉s✉❛❧ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✉s❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝♦♠♣❧❡①
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① W ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ❜② ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✶ Z✳

❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r V✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②
✭❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✵ ❛♥❞ ❇✳✶✶✮✿

W = cov(V) = E
(
[V − mean(V)] [V − mean(V)]†

)

Z = pcov(V) = E
(
[V − mean(V)] [V − mean(V)]T

)

❲✐t❤ E ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛♥❝②✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✳

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ❜❡❝♦♠❡s ✈❡r② ❡❛s②✳ ❯♥❞❡r ❛ ❧✐♥❡❛r tr❛♥s❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ V

′ = AV✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥t♦ ✭❊q✉❛t✐♦♥s ❇✳✷✶ ❛♥❞ ❇✳✷✷✮✿

cov
(
V ′
)
= Acov(V)A†

pcov
(
V ′
)
= Apcov(V)AT

❈♦♠♣❧❡①✲♥♦r♠❛❧ ❧❛✇

■t ✐s ❛❧s♦ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡❝t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛
❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇❤♦s❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ❛r❡ ❣❛✉ss✐❛♥s✱ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❝♦rr❡❧❛t❡❞✳ ❆
r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r V ✐s ❞✐str✐❜✉❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ ♦❢ ♠❡❛♥ V0✱ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ W✱ ❛♥❞
♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Z ✭✇❤✐❝❤ ■ ❞❡♥♦t❡ V ∼ CN (V0,W,Z)✮ ✐❢ ✐ts Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥
✭P❉❋✮ ♦❜❡②s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✸✷✮✿

PDF[V] (X) ∝ exp

(
−1

2

[
(X−V0)

† (X∗ −V
∗
0)

†
](

W Z

Z
†

W
∗

)−1 [
X−V0

X
∗ −V

∗
0

])

❚♦ ❝♦♥❞❡♥s❡ t❤✐s ♥♦t❛t✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ✉s✉❛❧❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠❛tr✐❝❡s ✭❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ A2✱
t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ A✮ ❛♥❞ ✈❡❝t♦rs ✭X2✱ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ X✮✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

A2 =

(
A

A
∗

)

X2 =

(
X

X
∗

)

❚❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① W2 ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❛t✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

W2 =

(
W Z

Z
†

W
∗

)

❚❤✐s ✇❛②✱ ■ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

PDF[V] (X) ∝ exp

(
−1

2

[
(X2 −V0,2)

†
(
X

∗
2 −V

∗
0,2

)†]
W

−1
2

[
X2 −V0,2

X
∗
2 −V

∗
0,2

])

✶❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ♠❛tr✐① ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✉♥❞❡rst♦♦❞✳ ❆ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s✐③❡ n ❝❛♥
❛❧✇❛②s ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ s✐③❡ 2n✱ ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts✳ ❚❤❡ r❡❛❧
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥s 2n × 2n = 4n2 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ❛♥❞ ✐s s②♠♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ❧❡❛✈❡s ❛ t♦t❛❧ ♦❢ 2n2 + n r❡❛❧
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢
t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❝♦♥t❛✐♥s (n2 + n)/2 ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ❝♦♠♣❧❡①
❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s n2 + n ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t r❡❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❆ t♦t❛❧ ♦❢ n2 ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛r❡ ♠✐ss✐♥❣✳ ✳ ✳



✷✵✽ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✷✳ ❊❳❖P▲❆◆❊❚❙ ❲■❚❍ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨

▼❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r

❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡s✉❧t ♦❢ ❆♥♥❡① ❇ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t② Y ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❡❛r❧②
♠♦❞❡❧❡❞ ❜②✿

Y = AX

✇❤❡r❡ X ✐s ❛ s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ t❤❡♥ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ X ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Y
❛✛❡❝t❡❞ ❜② s♦♠❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ W ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Z ✐s ✭❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✹✽✮✿

X̂ =

(
Re
(
Y

†
2W

−1
2 A2

) [
Re
(
A

†
2W

−1
2 A2

)]−1
)T

❯s✐♥❣ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❢r♦♠ ❛❜♦✈❡✳

✶✷✳✸ ●❘❆❱■❚❨ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡rr♦rs

❚❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② Vrefplanet ❢♦r ❡❛❝❤
❜❛s❡❧✐♥❡ bi✱ ❛♥❞ ❛t ❡❛❝❤ t✐♠❡ tk✳ ❚❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛❧s♦ r❡t✉r♥s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦♥ t❤✐s
✈✐s✐❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r✱ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r E = (e1, . . . , enλ

)T ✱ ✇❤❡r❡ Re(ek)
2 r❡♣r❡s❡♥ts

t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ Vrefplanet,k✱ ❛♥❞ Im(ek)
2 t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt ♦❢

Vrefplanet,k✳ ❚❤✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❡rr♦rs ❛s r❡t✉r♥❡❞ ❜② t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt✱ ♥♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s
♦r ❜❛s❡❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ ❡rr♦r ✈❛❧✉❡s ♦♥❧② t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♣❤♦t♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❡❝t♦r ♥♦✐s❡s✳ ■♥ ♦✉r
❝❛s❡✱ t❤✐s ✐s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛s ❛♥② ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❝♦rr❡❧❛t❡❞ ♥♦✐s❡ ✐s ✐❣♥♦r❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t η✱ ♦r ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ♥♦t
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t

❚♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡s❡ s♦✉r❝❡s ♦❢ ♥♦✐s❡✱ t❤❡ ❡rr♦rs ❢r♦♠ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ♣✐♣❡❧✐♥❡ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❡♠♣✐r✐❝❛❧ ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ♦❜t❛✐♥❡❞
❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡✿

✶✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Vrefplanet,b,t ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞

✷✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ Vrefplanet,bi,t ❛♥❞ Vrefplanet,bj ,t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❧❛t❡❞✱ ❢♦r ❛♥② t✇♦ ❜❛s❡❧✐♥❡s bi
❛♥❞ bj

✸✳ ❚❤❡r❡ ✐s ♥♦ t✐♠❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ✭✐✳❡✳ Vrefplanet,bi,tm ❛♥❞ Vrefplanet,bj ,tn ❛r❡ ❛❧✇❛②s ✉♥❝♦rr❡✲
❧❛t❡❞✮

✹✳ ❲✐t❤✐♥ ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ ✜❧❡ ✭❊❳P✮✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡
✈✐s✐❜✐❧✐t② st❛② ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t t❤❡② ♠❛② ✈❛r② ❢r♦♠ ❊❳P t♦ ❊❳P✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❛ ✈❡❝t♦r V

❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✿

V =




Vrefplanetb1,t1
✳✳✳

Vrefplanetbnb
,t1

✳✳✳
Vrefplanetbnb

,tnt






✶✷✳✹✳ ❊❳❚❘❆❈❚■◆● ❚❍❊ ❆❙❚❘❖▼❊❚❘❨ ✷✵✾

♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦r♠✿

cov(V) = diag (WEXP1 , . . . ,WEXP1 ,WEXP2 , . . . ,WEXP2 , . . . ,WEXPn , . . . ,WEXPn) ✭✶✷✳✺✮

❲❤❡r❡ ❡❛❝❤ ♠❛tr✐① WEXPk
✐s r❡♣❡❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❉■❚ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ EXPk✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✿

pcov(V) = diag (ZEXP1 , . . . ,ZEXP1 ,ZEXP2 , . . . ,ZEXP2 , . . . ,ZEXPn , . . . ,ZEXPn) ✭✶✷✳✻✮

❯s✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❛t ❛❧❧ t✐♠❡s t1, . . . , tnk
✇✐t❤✐♥ EXPk ❣✐✈❡s ✭t❤❡ ✏refplanet✑

s✉❜s❝r✐♣ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞r♦♣♣❡❞✮✿

WEXPk
=

1

nk − 1

nk∑

j=1

VtjV
†
tj
− 1

nk(nk − 1)




nk∑

j=1

Vtj






nk∑

j=1

Vtj




†

✭✶✷✳✼✮

ZEXPk
=

1

nk − 1

nk∑

j=1

VtjV
T
tj −

1

nk(nk − 1)




nk∑

j=1

Vtj






nk∑

j=1

Vtj




T

✭✶✷✳✽✮

❲✐t❤✿

Vtk =




Vb1,tk
✳✳✳

Vbnb
,tk


 ✭✶✷✳✾✮

❚❤❡s❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❛tr✐❝❡s cov(V) ❛♥❞ pcov(V)✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ WEXP ❛♥❞ ZEXP

✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛str♦♠❡tr② ❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠✳

✶✷✳✹ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛str♦♠❡tr②

✶✷✳✹✳✶ ❱✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② V on planet ✭r❡❢❡r❡♥❝❡❞ t♦ t❤❡ st❛r✮ ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ●❘❆❱■❚❨ ✇❤❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ✐s
❝❡♥t❡r❡❞ ❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❧♦❝❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ b✱ t❤❡ t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✿ V on planet(b, t, λ)✳

❆t ❡❛❝❤ t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡ b✱ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡
♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ s♦♠❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❝♦❤❡r❡♥t st❛r ❧✐❣❤t✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ t❤✐s ✈✐s✐❜✐❧✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡
❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

V on planet(b, t, λ) = η⋆(λ)V ⋆(b, λ) + ηP(λ)V P ✭✶✷✳✶✵✮

❲✐t❤ η⋆ ❛♥❞ ηP t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ st❛r ❛♥❞ ♣❧❛♥❡t
❧✐❣❤t✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♦✛s❡ts ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r
❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳

❚❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ηP ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✱ ❜✉t ✐t ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ■t ✇✐❧❧ ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❛❦❡ t❤✐s ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❡①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✺✮✱ ❜✉t ❛t t❤✐s st❛❣❡✱ t❤❡ ❡①❛❝t ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡ ❜❡st ♦♣t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ✐♥❥❡❝t✐♦♥✿

ηP(λ) = γ ✭✶✷✳✶✶✮

❋♦r t❤❡ st❛r t♦ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s t❡r♠ ❞♦❡s ♥♦t
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❡❧❧❛r P❙❋ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r✱ ❛s t❤❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
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✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ✭≃ 140 mas✮✳ ❚❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❧❡❛❦✐♥❣ ✐♥t♦
t❤❡ ✜❜❡r✳ ❊♠♣✐r✐❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❡①❛❝t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs ❤✐❣❤❧② ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞
str♦♥❣❧② ❝❤r♦♠❛t✐❝✳ ❚♦ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ■ ✜♥❞ t❤❛t ❛ ❧♦✇✲♦r❞❡r
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ✐s✿

V on planet(b, t, λ) = Q(b, t)(λ)V ⋆(b, t, λ) + γV P(b, t, λ) ✭✶✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡ V P ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ V ⋆ t❤❡ st❛r ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ λ → Q(b, t)(λ) ❛
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ λ✱ ♦❢ ♦r❞❡r m ✭t②♣✐❝❛❧❧②✱ m ≤ 4✮✳

■❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❜♦t❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ t❤❡ st❛r ❛s ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡s✷✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✿

V P(b, t, λ) = CP (λ)V⋆(λ)e
−iφ(α,β)(b,t,λ) ✭✶✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ st❛r ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠✱ V⋆ t❤❡ st❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛♥❞ φ(α,δ)(b, t, λ)
✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ b✱ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳
❚❤✐s ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛r✿ ✭α, δ✮✳
❲❤❡♥ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣❧❛❝❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

V on star(b, t, λ) = γ′V⋆(b, t, λ) ✭✶✷✳✶✹✮

❆♥❞ s♦ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

V on planet(b, t, λ) =

m∑

k=0

akλ
kV on star(b, t, λ) + γCP(λ)V on star(b, t, λ)e

−iφα,δ(b,t,λ) ✭✶✷✳✶✺✮

■♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t γ′ ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ γ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ak✳
❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✺ ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲♣❛r❛♠❡t❡r ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❞❛t❛✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡

✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s α, δ✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ st✐❧❧ t✇♦ ♠❛❥♦r ✐ss✉❡s ✇✐t❤ t❤✐s ♠♦❞❡❧✿

• ❚❤❡ ♦♥ st❛r ❞❛t❛ ❛r❡ ♥♦t ❛❝q✉✐r❡❞ r✐❣♦r♦✉s❧② ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ ❛s t❤❡ ❞❛t❛ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳

• ❚❤❡ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t Cλ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥✳

❋♦r t❤❡ ✏♦♥ st❛r✑ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞ ✐s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ t❡r♠ V on star ❛t
t✐♠❡ t ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❞❛t❛ ❛t t❤❡ ❝❧♦s❡st ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐♠❡✳ ■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ✐❢ t❤❡ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✶ ✐s ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ t❤❡♥✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡t ❡①♣♦s✉r❡ ✜❧❡✱ t❤❡r❡ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦♥❡ st❛r ❡①♣♦s✉r❡
✜❧❡ t❛❦❡♥ ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ♦♥❡ ❛❢t❡r✳ ❚❤❡ ✏♦♥ st❛r✑ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❡①♣♦s✉r❡
❝❛♥ s✐♠♣❧② ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❡①♣♦s✉r❡s✳

❋♦r t❤❡ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ■❢
t❤❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❛r❣❡t ❤❛s ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❞✐s❝♦✈❡r❡❞✱ ❛♥❞ ✐❢ ✐ts ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✭t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡st✐♠❛t❡❞✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❝♦♥tr❛st
s♣❡❝tr✉♠ ✉s✐♥❣ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ st❛r s♣❡❝tr❛ ✭❛♥❞ ❛ s❝❛❧❡ ❢❛❝t♦r ❢♦r t❤❡
♠❛❣♥✐t✉❞❡✮✳ ■❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ♦r ✐ts ♠❛✐♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❜② ♦t❤❡r
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss ✐s r❡q✉✐r❡❞✳ ❚❤❡ ❛str♦♠❡tr② ✐s ❡①tr❛❝t❡❞ ✉♥❞❡r ❛♥ ❛
♣r✐♦r✐ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ s❤❛♣❡ ✭✢❛t s♣❡❝tr✉♠❄✮✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s ❛str♦♠❡tr②✱ ❛ ❝♦♥tr❛st
s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❝✐♣❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✺✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡
✐♥❥❡❝t❡❞ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ❛str♦♠❡tr② ❡①tr❛❝t✐♦♥ ❝♦❞❡✳ ❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✐t ✐s ❥✉st ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ✐t❡r❛t✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ st❡♣s ❛♥❞ ❤♦♣✐♥❣ ❢♦r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛str♦♠❡tr② ♠♦❞❡❧ ❤❛s m × nbnt + nbnt + 2 ❢r❡❡
♣❛r❛♠❡t❡rs✿ m × nbnt ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ❛t ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤
❡①♣♦s✉r❡✱ nbnt γ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✭✶ ♣❡r ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❡①♣♦s✉r❡✮✱
❛♥❞ ✷ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (α, δ)✳

✷❚❤❡ st❛r ♠❛② ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ♣❛rt❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❚❤✐s ❤❛s ❧✐tt❧❡ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❛str♦♠❡tr②✱
❛♥❞ ■ ♦♥❧② t❛❦❡ ✐t ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥✳
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✶✷✳✹✳✷ P❛r❛♠❡tr✐❝ ✜tt✐♥❣

✶✷✳✹✳✷✳✶ ●❧♦❜❛❧ str❛t❡❣②

❲✐t❤ nb×nt t②♣✐❝❛❧❧② ♦❢ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❛ ❢❡✇ ❤✉♥❞r❡❞s✱ ✐❢ ♥♦t t❛❦❡♥ ❝❛✉t✐♦✉s❧②✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣
✇✐t❤ (m + 1) × nbnt + 2 ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭m = 3 ♦r ✹✮ ❝❛♥ r❛♣✐❞❧② ❜❡❝♦♠❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ t♦
♣❡r❢♦r♠✳ ❇✉t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✺ ❤❛s s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

• ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ak✳

• ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❧✐♥❡❛r ✐♥ ❛❧❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts γ✳

• ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧② ❝♦✉♣❧❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡❧✐♥❡s ❛♥❞ ❡①♣♦s✉r❡s t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs α
❛♥❞ δ✳

❲✐t❤ t❤❡s❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ♠✐♥❞✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡s✐❣♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ❛str♦♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ ✉s❡ ❛ ❣r✐❞ ✐♥ α, δ✱ ❛♥❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ χ2

✭♦r ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✮ ❛t ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ♦❢ t❤❡ ❣r✐❞ ❜② ✜tt✐♥❣ ❛ ♠♦❞❡❧ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛❧❧ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ✐s t❤❛t ✐❢ α ❛♥❞ δ ❛r❡ ✜①❡❞✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✜tt✐♥❣ ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣♦s✉r❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞♦ nt×nb s❡♣❛r❛t❡ ❧✐♥❡❛r ✜t ✇✐t❤
(m+1) ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r t❤❛♥ ❛ ❧✐♥❡❛r ✜t ✇✐t❤ ❛❧❧ (m+1)nbnt ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❚❤❡ ❛str♦♠❡tr✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ (α, δ) χ2 ♠❛♣✳ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ✇❤❛t
t❤✐s ♠❡❛♥s ✐s t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧
♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t α, δ✳

✶✷✳✹✳✷✳✷ ❆ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ r❡str✐❝t❡❞ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞

❋♦r t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ s✇✐t❝❤ t♦ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✮ ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡Vrefplanet(bk, tj)
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✈❡❝t♦r ♠❡❛s✉r❡❞ ❛t t❤❡ ♣❧❛♥❡t ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❋♦r ❜❛s❡❧✐♥❡ bk ❛♥❞ t✐♠❡ tj ✱ ■
❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡ θkj t❤❡ s❡t ♦❢ m+1 ♣❛r❛♠❡t❡rs θij = (a0, . . . , am, γ)✱ ❛♥❞ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
♣❛r❛♠❡t❡r s❡t θ = (θ11, θ21, . . . , θnbnt , α, δ)✳ ■ ❛❧s♦ ✇r✐t❡ Von planet(θkj , α, δ) ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ bk ❛♥❞ t✐♠❡ tj ✭✇❤✐❝❤ ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ θkj ❛♥❞ α, δ✮✳ ■ ❞❡♥♦t❡ Wkj ❛♥❞
Zkj t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Vrefplanet(bk, tj)✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ WEXP ❛♥❞ ZEXP ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✸✳ ❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡ θ ✐s t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡
❛♥❞ ❡①♣♦s✉r❡✿

L (θ) =

nb∏

k=1

nt∏

j=1

L (θkj , α, δ) ✭✶✷✳✶✻✮

❲✐t❤✿

L
(
θkj , α, δ

)
∝ exp

(
−

[
Vrefplanet(bk, tj)−Von planet(θkj , α, δ)

]T
Wkj,2

[
Vrefplanet(bk, tj)−Von planet(θkj , α, δ)

])

❚❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✿

− logL (θ) =

nb∑

k=1

nt∑

j=1

− logL (θkj , α, δ) ✭✶✷✳✶✼✮

❚❤❡ q✉❛♥t✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐s ❛❝t✉❛❧❧② − logL (α, δ)✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠✐♥✲
✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ α ❛♥❞ δ✳ ▼✐♥✐♠✐③✐♥❣ t❤✐s q✉❛♥t✐t② ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛❧❧ logL (θkj , α, δ) ♦✈❡r θkj ✳
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❊①♣❧✐❝✐t❧② s❡♣❛r❛t✐♥❣ α, δ ❢r♦♠ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛♥❞ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❡①♣♦s✉r❡
♦♥❡ ❛t ❛ t✐♠❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❜❛s❡❧✐♥❡ bk ❛♥❞ t✐♠❡ tj ❛♥❞ ✇r✐tt❡♥✿

V
(α,δ)
on planet,bk,tj

(a0, a1, . . . , am, γ) =
m∑

k=0

akΛ
k
Vrefstar(bk, tj) + γ CΦ(α,δ)(bk, tj)Vrefstar(bk, tj)

✭✶✷✳✶✽✮

❲❤❡r❡ ■ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✿

Φ(α,δ)(bk, tj) =




e−iφ(α,δ)(bk,t,λ1) 0 . . . 0

0 e−iφ(α,δ)(bk,t,λ2) . . . 0
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

0 . . . 0 e−iφ(α,δ)(bk,t,λnλ
)


 ✭✶✷✳✶✾✮

Λ =




λ1 0 . . . 0

0 λ2
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 λnλ




✭✶✷✳✷✵✮

C =




C(λ1) 0 . . . 0

0 C(λ2)
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 C(λnλ

)




✭✶✷✳✷✶✮

❆♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② Vrefstar ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡❞ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ s❤♦✉❧❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ t❤❡ ♠♦❞❡❧ Von star✳

■ ❛♠ ♥♦✇ ❛❧♠♦st r❡❛❞② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❆♥♥❡① ❇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ r❡str✐❝t❡❞ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✳ ❇✉t ■ st✐❧❧ ♥❡❡❞ t♦ ✇r✐t❡ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❛ ♣✉r❡ ♠❛tr✐①
❢♦r♠✱ ❛♥❞ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs θkj ✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡
❛❧t❡r♥❛t❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✿

ζkj = (Re(a0) , Im(a0) , . . . , Re(am) , Im(am) , γ) ✭✶✷✳✷✷✮

❆♥❞ ✇r✐t❡✿

V(α,δ),bk,tj (θkj) = Aζkj ✭✶✷✳✷✸✮

❲✐t❤✿

A =
[
Λ0

Vrefstar(bk, tj) iΛ0
Vrefstar(bk, tj) . . . Λm

Vrefstar(bk, tj) iΛm
Vrefstar(bk, tj) CΦ(α,δ)(bk, tj)Vrefstar

]

❯♥❞❡r t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❆♥♥❡① ❇ ❢✉❧❧② ❛♣♣❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ❢♦r ζkj
✐s✿

ζ̂kj =

(
Re
(
[Vrefplanet]

†
2W

−1
2 A2

) [
Re
(
A

†
2W

−1
2 A2

)]−1
)T

✭✶✷✳✷✹✮

❲❤❡r❡ t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ A✱ W2✱ ❛♥❞ Vrefplanet t♦ k, j ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t✳ ❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♠✐♥✐♠✉♠
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐s✿

minθkj (− logL (θkj , α, δ)) =
[
Vrefplanet(bk, tj)−Akj ζ̂kj

]†
2
Wkj,2

−1
[
Vrefplanet(bk, tj)−Akj ζ̂kj

]
2

✭✶✷✳✷✺✮
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❲❤✐❝❤ ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡s✱ ❢♦r t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡str✐❝t❡❞ t♦ α, δ✿

− logL (α, δ) =

nb∑

k=0

nt∑

j=1

[
Vrefplanet(bk, tj)−Akj ζ̂kj

]†
2
Wkj,2

−1
[
Vrefplanet(bk, tj)−Akj ζ̂kj

]
2

✭✶✷✳✷✻✮

❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛ ❣r✐❞✲❜❛s❡❞ s❡❛r❝❤ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ (α, δ)✳

✶✷✳✹✳✸ ❆str♦♠❡tr② ❡rr♦r ❜❛rs

❋r♦♠ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛♣ − lnL (α, δ)✱ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ (α, δ) ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛s✿

(̂α, δ) = argmin {− lnL (α, δ)} ✭✶✷✳✷✼✮

❆♥❞ t❤❡ ✾✺✪ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛s t❤❡ min (− lnL) + 5.99 ❝♦♥t♦✉r ✭s❡❡ ❆♥♥❡① ❇✮✳

✶✷✳✺ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠

✶✷✳✺✳✶ ❱✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧

❚❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❛❧r❡❛❞② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s✿

V on planet(b, t, λ) = Q(b, t)(λ)V on star(b, t, λ) + ηP(λ)V P(b, t, λ) ✭✶✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡ V P ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ λ → Q(b, t)(λ) ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ λ✱ ♦❢ ♦r❞❡r
m✱ ❛♥❞ V on star t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r ✭❛♥❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥
❝♦❡✣❝✐❡♥t ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✶✹ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❜s♦r❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q✮✳

❋♦r ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❛str♦♠❡tr②✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ηP(λ) ✇❛s ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡❞ ❛s ❛ ❝♦♥st❛♥t✿ ηP(λ) = γ✳ ❚♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠✱ t❤❡ ❝♦rr❡❝t s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s
✇❛✈❡❧❡♥❣t❤✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳

✶✷✳✺✳✶✳✶ P❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t②

❚❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣♦✐♥t s♦✉r❝❡✳ ■♥ t❤❡♦r②✱ ✐ts ✈✐s✐❜✐❧✐t② s♦✉❧❞ ❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡♥
❜② ✐ts s♣❡❝tr✉♠ Sp✱ ♠♦❞✉❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❖P❉ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❧❡s❝♦♣❡s✿

V P(b, t, λ) = SP (λ)e
−iφ(α,δ)(b,t,λ)

■♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ♥♦t ♣❡r❢❡❝t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡
R ❛✛❡❝ts t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t②✿

V P,mes(b, t, λ) = SP (λ)R(b, t, λ)e−iφ(α,δ)(b,t,λ)

❚❤❡ ✉s✉❛❧ ✇❛② t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤✐s ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ✐s t♦ ♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝❛❧✐❜r❛t♦r✱ ♦❢
❦♥♦✇♥ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❡①♦♣❧❛♥❡t ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ t❤❡ st❛r ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❝❛❧✐❜r❛t♦r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ❛ ❢❡✇ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛♥❞ t❤❡ st❛r ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❞♦✐♥❣ s♦✿

• ❚❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛r ✐s ♥❡✐t❤❡r ✢❛t✱ ♥♦r t❤❡ s❛♠❡ t❤❛♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s♣❡❝tr✉♠✳

• ❈♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ t❤❡ st❛r ❝❛♥ ❜❡ ♣❛rt❧② r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳
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• ❚❤❡ st❛r ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❝❛♠❡r❛✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦rr❡❝t❧② ❝❡♥t❡r❡❞
♦♥ ✐ts ♣❤♦t♦❝❡♥t❡r✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r ♠✉st t❤❡♥ ❜❡
♣❧❛❝❡❞ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ♦✛s❡t ❢r♦♠ t❤❡ st❛r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧②
❦♥♦✇♥✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ♥♦t ♣❡r❢❡❝t❧② ❝❡♥t❡r❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞
t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ r❡s♣♦♥s❡ ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ st❛r ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳

❚❤❡s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ t❛❦❡♥ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥t♦ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ st❛r ❝♦♥tr❛st
s♣❡❝tr✉♠ C(λ)✱ ❛♥❞ ❜② t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ s❤❛♣❡
♦❢ t❤❡ r❡s♦❧✈❡❞ st❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ✏♦♥ st❛r ✐♥str✉♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡✑ G✿

G(b, t, λ) =
ηP(b, t)Vrefstar(b, λ)

V⋆,theo(b, λ)
✭✶✷✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ηP ✐s t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉✲
❧❛t❡❞ ✭❆♥♥❡① ❆✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛str♦♠❡tr② ✭❡①tr❛❝t❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✹✮✱ Vrefstar(b, λ) ✐s t❤❡ st❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ✭✐✳❡✳ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛r✮✱ ❛♥❞ V⋆,theo(b, λ) ✐s t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r✱ ❞✉❡ t♦ ✐ts s♣❛t✐❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✭❛♥❞ ✐❣♥♦r✐♥❣ ✐ts s♣❡❝tr✉♠✮✸✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞✿

G(b, t, λ) =
η(λ)Vrefstar(b, t, λ)

V⋆(b,t,λ)
S⋆(λ)

=
η(λ)R(b, t, λ)V⋆(b, t, λ)

V⋆(b,t,λ)
S⋆(λ)

= η(λ)R(b, t, λ)S⋆(λ)

❲❤✐❝❤ ❥✉st✐✜❡s t❤❛t t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤✐s ❢♦r♠ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞
t♦ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❡①tr❛❝t✐♦♥✿

V P,mes(b, t, λ) = C(λ)G(b, t, λ)e−iφ(α,δ)(b,t,λ) ✭✶✷✳✸✵✮

✇❤❡r❡ C ✐s t❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ st❛r ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠✱ V⋆ t❤❡ st❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞✉❧✉s✱ ❛♥❞ φ(α,δ)(b, t, λ)
✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ t❡❧❡s❝♦♣❡s ♦❢ ❜❛s❡❧✐♥❡ b✱ ❛t t✐♠❡ t✱ ❛♥❞ ❢♦r ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥t❡r❡st ♦❢ t❤✐s ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✵ ✐s t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠
C(λ)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❛r❣❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❛♥t ♦❢ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ t❡❧❧✉r✐❝ ❧✐♥❡s✳ ❚❤❡ t✇♦ s♣❡❝✲
tr❛ SP ❛♥❞ S⋆ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳
❇✉t ✐❢ t❤❡ ✏♦♥ st❛r✑ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ V refstar ❛r❡ ❝❧♦s❡ ✐♥ t✐♠❡ t♦ t❤❡ ✏♦♥ ♣❧❛♥❡t✑
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ s♣❡❝tr❛ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ s❛♠❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❞✐s❛♣♣❡❛rs ❢r♦♠ t❤❡ r❛t✐♦ C✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ G ❣✐✈❡♥ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✷✾ ❛❧s♦ ❛❧❧❡✈✐❛t❡s t❤❡
♥❡❡❞ t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ st❛r ✭♣♦ss✐❜❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✮ ❛t
t❤✐s st❛❣❡ ♦❢ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s s♣❡❝tr✉♠ st❛②s ❤✐❞❞❡♥ ✐♥ t❤❡ Vrefstar q✉❛♥t✐t②✳

❚❤❡ ♣❤❛s❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✵ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ st❛r✿ ✭α, δ✮✳ ❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡✿

Φ(α,δ)(b, t, λ) = e−iφ(α,δ)(b,t,λ) ✭✶✷✳✸✶✮

■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s ❦♥♦✇♥ ✭♠❡❛s✉r❡❞ ♦♥ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨
❞❛t❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❞r♦♣ t❤❡ (α, δ) s✉❜s❝r✐♣t✳

✸❚❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st❛r ❞✐❛♠❡t❡r✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤♦✉❣❤✱ t❤❡ st❛r ✇✐❧❧
r❡♠❛✐♥ ♠♦st❧② ✉♥r❡s♦❧✈❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞✳ ❇✉t ✐❢ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ ✐ts ❞✐❛♠❡t❡r ❡①✐sts ✐♥ t❤❡
❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❧✐❦❡ ✐t ✐s t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r β P✐❝t♦r✐s ❬❉❡❢rèr❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✷❪✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ G✳



✶✷✳✺✳ ❊❳❚❘❆❈❚■◆● ❚❍❊ ❙P❊❈❚❘❯▼ ✷✶✺

❖s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ r❡♠♦✈❡❞ ❜② ✏s❤✐❢t✐♥❣ ❛❧❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢r❛♠❡✑✱ ✐✳ ❡✳ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡♠ ❜② Φ∗ ✭t❤✐s r❡♠♦✈❡s t❤❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ s✐♥❝❡ ΦΦ∗ = 1✮✳ ■ ✇✐❧❧ ❞❡♥♦t❡ Ṽ t❤❡s❡ s❤✐❢t❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✿ Ṽ = Φ∗V ✳ ■ ❝❛♥ ♥♦✇
✇r✐t❡✿

Ṽ on planet(b, t, λ) = Q(b, t)(λ)Ṽ on star(b, t, λ) + C(λ)G(b, t, λ) ✭✶✷✳✸✷✮

✶✷✳✺✳✷ ❖rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥t♦ t❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② s♣❛❝❡

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✷ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠✉❧✲
t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♥ λ ♦❢ ♦r❞❡r m✱ ❛♥❞ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠ C✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
q✉❛♥t✐t② ■ ❛♠ tr②✐♥❣ t♦ ❡①tr❛❝t✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ✜❜❡r
✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s str♦♥❣❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ✭t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢
t❤❡ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✑ ✐♥ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣✐♥❣✮✳ ❚❤✉s✱ ■ ♥❡❡❞ ❛ ✇❛② t♦ r❡♠♦✈❡ t❤✐s t❡r♠
❢r♦♠ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ✇✐❧❧ ♣r♦❥❡❝t ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✷ ♦♥ ❛ s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ st❡❧❧❛r
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳

❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❜❛s❡❧✐♥❡ bk ❛♥❞ t✐♠❡ tl✱ ■ ❝❛♥ ❞r♦♣ t❤❡s❡ ✐♥❞✐❝❡s✱ s✇✐t❝❤ t♦
❛ ♠❛tr✐① ♥♦t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡✿

Ṽon planet =
m∑

k=0

akΛ
k
Ṽon star +GC ✭✶✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ak ❛r❡ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ Q(b, t)✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ■ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿

Λ =




λ1 0 . . . 0

0 λ2
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 λnλ




✭✶✷✳✸✹✮

❆♥❞ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t r❡s♣♦♥s❡ G✿

G =




Gλ1 0 . . . 0

0 Gλ2

✳ ✳ ✳
✳✳✳

✳✳✳
✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

0 . . . 0 Gλnλ




✭✶✷✳✸✺✮

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ■ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ Cm [Λ] Ṽon star✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞
❜② (Λ0

Ṽon star, . . . ,Λ
m
Ṽon star)✱ t♦ ❣❡t r✐❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✉♠✿

P
⊥

Cm[Λ]Ṽon star
Ṽ =

m∑

k=1

akP
⊥

Cm[Λ]Ṽon star
Λk

Ṽon star +P
⊥

Cm[Λ]Ṽon star
GC ✭✶✷✳✸✻✮

❇② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿

∀k ≤ m, P
⊥

Cm[Λ]Ṽon star
Λk

Ṽon star = 0 ✭✶✷✳✸✼✮

❆♥❞ ♥♦✇✱ ■ ❤❛✈❡ t❤✐s ✈❡r② s✐♠♣❧❡ r❡s✉❧t✱ ✇✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❛❜str✉s❡ ♥♦t❛t✐♦♥✿

P
⊥

Cm[Λ]Ṽon star
Ṽ = P

⊥

Cm[Λ]Ṽon star
GC ✭✶✷✳✸✽✮
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■♥ ❝♦♠♠♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ t❤✐s ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✽ ✐s ♦♥❧② t❛❦✐♥❣ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡
✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✷✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❡q✉❛❧✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❝t♦rs✱ ✐s
✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛♥② s✉❜s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① s♣❛❝❡ Cnλ ✭✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ t❤❡ ✈❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✮✳ ■♥
♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ t❤✐s ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❛❧❧ t❤❡ m+ 1 <
nλ ✈❡❝t♦rs Λ0

Ṽon star, . . . ,Λ
m
Ṽon star ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ s✐♠♣❧② ✈❛♥✐s❤❡s✳

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✽ ✐s ❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✷ ✏♦rt❤♦❣♦♥❛❧❧② t♦ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ s✉❜s♣❛❝❡✑✳

✶✷✳✺✳✸ ❙❦② r♦t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✽ ✐s ✈❡r② ❡❧❡❣❛♥t ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ak✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♦❢
t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❤❛✈❡ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞✐s❛♣♣❡❛r❡❞✳ ❚❤✐s
❝❛♠❡ ❛t ❛ ❝♦st✱ t❤♦✉❣❤✱ ❛s t❤❡ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r ✉s❡❞ ✐s ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛ ♠❛tr✐① ♦❢ r❛♥❦ < nλ✱
❛♥s t❤✉s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ✐♥✈❡rt❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❤❛s r❡♠♦✈❡❞ ❛♥② ♣❛rt ♦❢
t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ❝♦❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
✈✐s✐❜✐❧✐t② ✐s ♥♦✇ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ t❤❡ st❡❧❧❛r ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ t✐♠❡ t ❛♥❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ b✿ Ṽon star = Φ∗(b, t)Von star✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ s❦② r♦t❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✏s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡ s✉❜s♣❛❝❡✑✱ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ s❡t ♦❢
✈❡❝t♦rs Λ0

Von star, . . . ,Λ
m
Von star ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t✱ ❜✉t ✈❛r✐❡s ✇✐t❤ b ❛♥❞ t ✭❞✉❡ t♦ t❤❡ s❦②

r♦t❛t✐♦♥✮✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✈✐s✐❜✐❧✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❧♦st ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
✐s ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❡❛❝❤ b ❛♥❞ t✱ ❛♥❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❝♦✈❡r t❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳

❋r♦♠ ♥♦✇ ♦♥✱ ■ ✇✐❧❧ r❡✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s b ❛♥❞ t t❤❛t ■ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❞r♦♣♣❡❞✳ ❚♦
s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✹✱ ■ ✇✐❧❧ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡✿

P
⊥
b,t = P

⊥

Cm[Λ]Ṽon star(b,t)
✭✶✷✳✸✾✮

Ṽb,t = Ṽon planet(b, t) ✭✶✷✳✹✵✮

■ ❤❛✈❡✿

∀(b, t) P
⊥
b,tṼb,t = P

⊥
b,tGb,tC ✭✶✷✳✹✶✮

❉❡♥♦t✐♥❣ (b1, . . . , bnb
) t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❜❛s❡❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ (t1, . . . , tnt) t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s ❛t ✇❤✐❝❤ ❞❛t❛

❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞✱ ■ ❝❛♥ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❜② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❢❡✇ ♥❡✇ ♠❛tr✐❝❡s✿

P
⊥ =




P
⊥
b1,t1

0 . . . 0 0

0 P
⊥
b2,t1

✳ ✳ ✳ 0 0

0 0
✳ ✳ ✳ 0 0

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ P
⊥
bnb

,tnt−1
0

0 0 . . . 0 P
⊥
bnb

,tnt




✭✶✷✳✹✷✮

Ṽ =




Ṽb1,t1
✳✳✳

Ṽbnb
,t1

✳✳✳
Ṽbnb

,tnt




✭✶✷✳✹✸✮

✹■✬♠ tr②✐♥❣✱ r❡❛❧❧②✳ ✳ ✳
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G =




Gb1,t1

Gb2,t1
✳✳✳

Gbnb
,tnt−1

Gbnb
,tnt




✭✶✷✳✹✹✮

❲✐t❤ t❤❡s❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ❜② ✶✷✳✹✶ ✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ✈❡r② ❝♦♠♣❛❝t
❢♦r♠✿

P
⊥
Ṽ = P

⊥
GC ✭✶✷✳✹✺✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✹✺ ✐s ❛ ❤✉❣❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r ❡q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✸✽✱ ❛s s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r C ✭✐♥ t❤❡ ❧❡❛st

sq✉❛r❡ s❡♥s❡✮ ♥♦✇ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❛tr✐①
(
P

⊥G
)T

P
⊥G t♦ ❜❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❝❤ ❧❡ss

r❡str✐❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ t❤❛♥ ❛❧❧ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ P⊥
b,tG ❜❡✐♥❣ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳

❚♦ ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s Ũ = P
⊥Ṽ ❛♥❞ t❤❡

❝♦❧❧❛♣s❡❞ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r P = P
⊥G✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✹✺ t❛❦❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠✿

Ũ = PC ✭✶✷✳✹✻✮

✶✷✳✺✳✹ ■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ■ ♠❛② ❤❛✈❡ t♦ r❡♠✐♥❞ t❤❡ r❡❛❞❡r t❤❛t t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡
❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr❛st s♣❡❝tr✉♠ C ❢r♦♠ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❞❛t❛✳ ✳ ✳

❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ♣❧❛♥ t♦ ✉s❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t❤❛t ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❆♥✲
♥❡① ❇✱ ❛♥❞ ✇❤✐❝❤ ■ ❛❧r❡❛❞② ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❛str♦♠❡tr② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✹✳ ❇✉t ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✹✻
❤❛s ❛ s❡r✐♦✉s ♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛r❡ ♦❢✳ ❉❡♥♦t✐♥❣ W ❛♥❞ Z t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ṽ✱ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ũ
❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❣✐✈❡♥ ❜② P

⊥
WP

⊥† ❛♥❞ P
⊥
ZP

⊥T ✳ P
⊥ ❜❡✐♥❣ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ♠❛tr✐①✱ ✐t ✐s ♥♦t

✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤✉s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ṽ ❛r❡ ♥♦t ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
❛♥②♠♦r❡✳

❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ■ ✜rst ♥❡❡❞ t♦
♦♣❡r❛t❡ ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s t♦ ♠❛❦❡ s✉r❡ t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱
■ ♥❡❡❞ t♦ ❣♦ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✷✳✹✶✳ ❋♦r ❡❛❝❤ (b, t)✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t P

⊥
b,t ✐s ❛

♣r♦❥❡❝t♦r✱ ■ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ❍❡r♠✐t✐❛♥ ♠❛tr✐① Hb,t s✉❝❤ t❤❛t✺✿

Hb,tP
⊥
b,tH

†
b,t = Db,t ✭✶✷✳✹✼✮

Hb,tH
†
b,t = I ✭✶✷✳✹✽✮

✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛tr✐① Db,t ❤❛s t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❢♦r♠ Db,t = diag(1, . . . , 1, 0, . . . , 0)✳ ❚❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r
❢♦r♠ ♦❢ Db,t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P⊥

b,t ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✵s ❛t

t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ Db,t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ P⊥
b,t✱ ❛♥❞ t❤✉s ♦♥ t❤❡ r❛♥❦ ♦❢ t❤❡ s❡t

♦❢ ✈❡❝t♦rs Λk
Ṽ⋆b,t, k ∈ {0, . . . ,m}✳ ■t ❝❛♥ r❛♥❣❡ ❢r♦♠ ✶ t♦ m+ 1✳

▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ❡❛❝❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✷✳✹✶ ❜② Hb,t✱ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t Hb,tP
⊥
b,t = Db,tHb,t✱

❛♥❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠ Eb,t ♦♥ Ṽb,t✿

Db,tHb,tṼb,t = Db,tHb,tGb,tC+Db,tHb,tEb,t ✭✶✷✳✹✾✮

✺❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐① P
⊥
b,t ✐♥ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✳ ❙✐♥❝❡ P

⊥
b,t ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣✲

♦♥❛❧ ♣r♦❥❡❝t♦r✱ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❜❛s✐s ✐s ❛❧✇❛②s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✳
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❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ■ ❝❛♥ s♣❧✐t t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s Db,t ❛♥❞ Hb,t ✐♥ ❜❧♦❝❦s✿

Db,t =

[
I 0

0 0

]
✭✶✷✳✺✵✮

Hb,t =

[
Hb,t11 Hb,t12
Hb,t21 Hb,t22

]
✭✶✷✳✺✶✮

❆ ❜❧♦❝❦ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✹✾ t❤❡♥ ❣✐✈❡s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✿
[
Hb,t11 Hb,t12

]
Ṽb,t =

[
Hb,t11 Hb,t12

]
Gb,tC+

[
Hb,t11 Hb,t12

]
Eb,t ✭✶✷✳✺✷✮

❆♥❞ ❛ ❞✉♠♠② ❡q✉❛❧✐t② 0 = 0 + 0 ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧✐♥❡✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡✲♦❢✲❜❛s✐s ♠❛tr✐① Hb,t ❤❛s ❧❡❞ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✺✷✳ ❚❤❡

♥♦✐s❡ t❡r♠
[
Hb,t11 Hb,t12

]
Eb,t ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ♥♦✇ ❤❛s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡

❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ♣r♦✈❡♥ ❜② ✇r✐t✐♥❣✿

cov
([
H11 H12

]
E
)
=
[
H11 H12

]
W

[
H

†
11

H
†
12

]

= H11WH
†
11 +H11WH

†
12 +H12WH

†
11 +H12WH

†
12

=
(
HWH

†
)
11

✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❛❞❡r ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ r❡❝♦❣♥✐③❡❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❧❡❢t ❜❧♦❝❦ ♦❢ HWH
†✳

❙✐♥❝❡ HWH
† ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ HE✱ ✐ts ✉♣♣❡r✲❧❡❢t sq✉❛r❡ ♠❛tr✐①

(
HWH

†
)
11

✐s
t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ HE✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s ❛❧s♦ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
r❡❛s♦♥✐♥❣ ❤♦❧❞s tr✉❡ ❢♦r pcov

([
H11 H12

]
E
)
✳

❚❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✷✳✹✶ ❝❛♥ t❤✉s ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s②st❡♠✿

∀(b, t),
[
Hb,t11 Hb,t12

]
Ṽb,t =

[
Hb,t11 Hb,t12

]
VC ✭✶✷✳✺✸✮

✇❤✐❝❤ ❤❛s t❤❡ ♠❛❥♦r ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ❜❡✐♥❣ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

✶✷✳✺✳✺ ❋✉❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥✈❡rs✐♦♥

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣✿

H =




(Hb1,t1)11(Hb1,t1)12 0 . . . 0

0 (Hb2,t1)11(Hb2,t1)12
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0

0 . . . 0 (Hbnb
,tnt

)11(Hbnb
,tnt

)12




✭✶✷✳✺✹✮

■ ❝❛♥ r❡❞❡✜♥❡✿

Ũ = HṼ ✭✶✷✳✺✺✮

❲❤❡r❡✿

Ṽ =




Ṽb1,t1
✳✳✳

Ṽbnb
,t1

✳✳✳
Ṽbnb

,tnt




✭✶✷✳✺✻✮
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❆♥❞ ❛❧s♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡✿

H =




[
(Hb1,t1)11 (Hb1,t1)12

]
Gb1,t1[

(Hb2,t1)11 (Hb2,t1)12
]
Gb2,t1

✳✳✳[
(Hbnb

,tnt
)11 (Hbnb

,tnt
)12
]
Gbnb

,tnt


 ✭✶✷✳✺✼✮

❚❤❡♥✱ t❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥s ✶✷✳✺✼ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥✿

Ũ = HC ✭✶✷✳✺✽✮

✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦✐s❡ t❡r♠ ❛✛❡❝t✐♥❣ Ũ ❤❛s ✐♥✈❡rt✐❜❧❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳

❆♥❞ ♥♦✇ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❆♥♥❡① ❇ ❝❛♥ ✜♥❛❧❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✦ ❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡
♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Ĉ =

(
Re
(
Ũ
†

2W
−1
2 H2

) [
Re
(
H

†
2W

−1
2 H2

)]−1
)T

✭✶✷✳✺✾✮

❲❤❡r❡ ❛ ♥❡✇ ♠❛tr✐① ✐s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ❞❡✜♥❡❞✿

W2 =

(
W Z

Z
†

W
∗

)
✭✶✷✳✻✵✮

❲✐t❤ W ❛♥❞ Z t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ũ✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ṽ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✺✺✿

W = cov
(
Ũ

)
= Hcov

(
Ṽ

)
H

† ✭✶✷✳✻✶✮

Z = pcov
(
Ũ

)
= Hpcov

(
Ṽ

)
H

T ✭✶✷✳✻✷✮

✶✷✳✺✳✻ ❙♣❡❝tr✉♠ ❡rr♦r ❜❛rs

❉❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❡st✐♠❛t❡ Ĉ ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ũ
✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✺✾✳ ■ ❤❛✈❡✿

cov
(
Ũ2

)
=

(
W Z

Z
†

W
∗

)
✭✶✷✳✻✸✮

pcov
(
Ũ2

)
=

(
Z W

W
†

Z
∗

)
✭✶✷✳✻✹✮

❚❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ũ2
†
W2H2 ❛r❡ t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②✿

cov
(
Ũ
†

2W2
−1

H2

)
= H

†
2

(
W2

−1
)†
cov
(
Ũ2

)
W2

−1
H2 ✭✶✷✳✻✺✮

pcov
(
Ũ
†

2W2
−1

H2

)
= H

T
2

(
W2

−1
)T

pcov
(
Ũ2

)
W2

−1
H2 ✭✶✷✳✻✻✮

❆♥❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ❇✳✶✻✱ ■ ❝❛♥ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦❢ Re
(
U
†
2W2

−1H2

)
✿

cov
(
Re
(
U
†
2W2

−1
H2

))
=

1

2
Re
(
cov
(
U
†
2W2

−1
H2

)
+ pcov

(
U
†
2W2

−1
H2

))
✭✶✷✳✻✼✮
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❇❡✐♥❣ ❜❛❝❦ t♦ r❡❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦♥ Ĉ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

cov
(
Ĉ

)
=
[
Re
(
H

†
2W

−1
2 H2

)]−1 [
cov
(
Re
(
U
†
2W2

−1
H2

))] [
Re
(
H

†
2W

−1
2 H2

)T]−1

✭✶✷✳✻✽✮

❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✻✺ t♦ ✶✷✳✻✽ s❤♦✇ ❤♦✇ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞
❢r♦♠ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ũ✱ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✻✶ ❛♥❞ ✶✷✳✻✷ r❡❧❛t❡ t❤❡s❡ ♠❛tr✐❝❡s t♦ t❤❡
❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ Ṽ✳ ◆♦t✐♥❣ t❤❛t✿

Ṽ = Ω
∗
V ✭✶✷✳✻✾✮

❲❤❡r❡✿

Ω =




Φb1,t1 0 . . . 0

0 Φb2,t1
✳ ✳ ✳

✳✳✳
✳✳✳

✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ 0
0 . . . 0 Φbnb

,tnt




✭✶✷✳✼✵✮

■♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦rs✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✻✾ tr❛♥s❧❛t❡s t♦✿

cov
(
Ṽ

)
= Ωcov(V)Ω† ✭✶✷✳✼✶✮

pcov
(
Ṽ

)
= Ωpcov(V)ΩT ✭✶✷✳✼✷✮

❲❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛st ❡q✉❛t✐♦♥ ♥❡❡❞❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs ♦♥ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ C

❢r♦♠ t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s Vb,t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s ♦❢ V ❤❛✈❡ ❛❧r❡❛❞② ❜❡❡♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✸✳

✶✷✳✺✳✼ ❲r❛♣♣✐♥❣ ✉♣

✶✷✳✺✳✼✳✶ ❍♦✇ ❞♦ ■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ P
⊥

Cm[Λ]Ṽon star,b,t

❄

❋✐rst ♦❢ ❛❧❧✱ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ t❤❡ ❜❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Von star ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐s Vrefstar✳ ◆♦✇✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛ t✐♠❡ t ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s
♥♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ Vrefstar✳ ❚❤❡ st❛r ✐s ♥♦t ♦❜s❡r✈❡❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② t♦ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤✉s✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❢✉rt❤❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ Von star,b,t ❜② ✉s✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝❧♦s❡st ✭✐♥ t✐♠❡✮ Vrefstar,b,t

❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ♦r ❛ ♠❡❛♥ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡♠✱ ♦r ❛♥♦t❤❡r s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✷✳✷
❢♦r ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇❤❡♥ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✮✳

◆♦✇✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ S ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉❜tr❛❝t✐♥❣ ❛
♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ t❤❛t s❛✐❞ s✉❜s♣❛❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①✿

P
⊥
S = I−PS

❆♥❞ ❛ ♣r♦❥❡❝t♦r ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛♠✐❧② ♦❢ Λk
Ṽon star,b,t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞

❜② s✐♠♣❧② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❜❛s✐s ♦♥ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡
❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ Λk

Ṽon star,b,t✿

P
Cm[Λ]Ṽon star,b,t

=
(
C1 C2 . . . Cnλ

)
✭✶✷✳✼✸✮
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❲❤❡r❡ t❤❡ Ck ❛r❡ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦rs ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

Ck = P
Cm[Λ]Ṽon star,b,t




0
✳✳✳
1
✳✳✳
0




✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ✶ ✐♥ t❤❡ kt❤ ♣♦s✐t✐♦♥ ✭✶✷✳✼✹✮

❆♥❞ s✐♥❝❡ t❤❡ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t ✉s❡❞ ❤❡r❡ ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ s❝❛❧❛r ♣r♦❞✉❝t✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
✈❡❝t♦r Xj ✭✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ✶ ❛t t❤❡ ❥✲t❤ ♣♦s✐t✐♦♥✮ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❝♦❧✐♥❡❛r t♦ t❤❡ Λk

Ṽon star,b,t✱
✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ ♠✐♥✐♠✐③❡s ♦✈❡r Y t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

‖Xj −Y‖ ✭✶✷✳✼✺✮

❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✈❡❝t♦r Ck t❤❛t ✇❡ ❛r❡ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ ❢♦r A✱ ✐♥ t❤❡
❧❡❛st✲sq✉❛r❡ s❡♥s❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠✿

Xk =
(
Λ0

Ṽon star,b,t . . . Λm
Ṽon star,b,t

)
A ✭✶✷✳✼✻✮

❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s✿
Â =

(
M

T
M
)−1

M
T
Xk ✭✶✷✳✼✼✮

❲✐t❤ M ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ Λk
Ṽon star ✐♥ ❝♦❧✉♠♥s✿

M =
(
Λ0

Ṽon star,b,t . . . Λm
Ṽon star,b,t

)
✭✶✷✳✼✽✮

❆♥❞ t❤❡ ✈❡❝t♦r Ck ✐s ✜♥❛❧❧②✿

Ck = M
T
(
M

T
M
)−1

M
T
Xk ✭✶✷✳✼✾✮

❆♥❞ s✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛❧❧ 0 ≤ k ≤ nλ✱ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t✿

P
Cm[Λ]Ṽon star,b,t

= M
T
(
M

T
M
)−1

M
T ✭✶✷✳✽✵✮

❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✿

P
⊥
b,t = I−M

T
(
M

T
M
)−1

M
T ✭✶✷✳✽✶✮

✇✐t❤ M ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✼✽✳
❆s ❛ ✜♥❛❧ r❡♠❛r❦ ♦♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ♠❛tr✐① P

⊥
b,t✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t s✐♥❝❡ t❤❡

Λk
Ṽb,t ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ Λk

Vb,t ❜② ❛ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s✿

Λk
Ṽb,t = Φ∗Λk

Vb,t ✭✶✷✳✽✷✮

t❤❡ ♣r♦❥❡❝t♦r P⊥
b,t ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ s♣❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦♥✲t✐❧❞❡❞ ✈❡❝t♦rs Λk

Von star,b,t✱
❛♥❞ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜❛s✐s ❛❢t❡r✇❛r❞s✿

P
⊥

Cm[Λ]Ṽon star,b,t
= Φ

[
P

⊥
Cm[Λ]Von star,b,t

]
Φ∗ ✭✶✷✳✽✸✮

✶✷✳✺✳✼✳✷ ❍♦✇ ❞♦ ■ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Hb,t❄

❚❤❡ ♠❛tr✐① Hb,t✱ ✉s❡❞ t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦ ❛ s✉❜s♣❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ✐♥✈❡rt✐❜❧❡✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✹✼✳ ❚❤✐s ♠❛tr✐① ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ P⊥

b,t ✐♥ ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❜② ❡①❡❝✉t✐♥❣ ❛

s✐♥❣✉❧❛r ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ P⊥
b,t✳
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✶✷✳✺✳✼✳✸ ❋❧♦✇❝❤❛rts

❚❤❡ ✏r❡❝✐♣❡✑ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ✢♦✇❝❤❛rts✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✶✷✳✷✳
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Vrefstar,b,t Vrefplanetb,t = Vb,t

Ṽrefstar,b,t = Vrefstar,b,tΦb,t Ṽb,t = Vb,tΦb,t

P
⊥
b,t = P

⊥

Cm[Λ]Ṽ
on star,b,t

Ṽ ✭❊q✳ ✶✷✳✺✻✮ WEXPk
,ZEXPk

✭❊q✳ ✶✷✳✼✱ ✶✷✳✽✮

Hb,t ✭❊q✳ ✶✷✳✹✼✮ cov(V) , pcov(V) ✭❊q✳ ✶✷✳✺✱ ✶✷✳✻✮

H ✭❊q✳ ✶✷✳✺✼✮ cov
(
Ṽ

)
, pcov

(
Ṽ

)
✭❊q✳ ✶✷✳✼✶✱ ✶✷✳✼✷✮

Ũ = HṼ W, Z ✭❊q✳ ✶✷✳✻✶✱ ✶✷✳✻✷✮

H2 =

[
H

H
∗

]
Ũ

†

2 =
[
Ũ

†
Ũ

T
]

W2 =

(
W Z

Z
†

W
∗

)

Ĉ ✭❊q✳ ✶✷✳✺✾✮

✭❛✮ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Ĉ

W,Z ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷❛✮

W2 cov(U2) , pcov(U2) H2 ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷❛✮

cov
(
U

†
2W

−1
2 H2

)
, pcov

(
U

†
2W

−1
2 H2

)
✭❊q✳ ✶✷✳✻✺✱ ✶✷✳✻✻✮

cov
(
Re(U2)W

−1
2 H

†
2

)
✭❊q✳ ✶✷✳✻✼✮

cov
(
Ĉ

)
✭❊q✳ ✶✷✳✻✽✮

✭❜✮ ❋❧♦✇❝❤❛rt ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ cov
(
Ĉ

)

❋✐❣✉r❡ ✶✷✳✷✿ ❋❧♦✇❝❤❛rts s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ t♦
❡①tr❛❝t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s♣❡❝tr✉♠ Ĉ ✭✉♣♣❡r ♣❛♥❡❧✮✱ ❛♥❞ ✐ts

❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① pcov
(
Ĉ

)
✭❧♦✇❡r ♣❛♥❡❧✮✳





❈❤❛♣t❡r ✶✸

❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜ s❡❡♥ ✇✐t❤
❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨

❈♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
✶✸✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

✶✸✳✷ ❉❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

✶✸✳✷✳✶ ❊①tr❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✻

✶✸✳✷✳✷ ❘❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

✶✸✳✷✳✸ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛str♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✷✾

✶✸✳✷✳✹ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✹

✶✸✳✸ ❍✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣♦st✲❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛str♦♠❡tr② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺

✶✸✳✸✳✶ ■s ●❘❆❱■❚❨ ❜r♦❦❡♥❄ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✺

✶✸✳✸✳✷ ❖r❜✐t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻

✶✸✳✹ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻

✶✸✳✹✳✶ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❊①♦✲❘❊▼ ♠♦❞❡❧ ❣r✐❞ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✸✻

✶✸✳✹✳✷ ❘❡tr✐❡✈❛❧ ✇✐t❤ ♣❡t✐t❘❆❉❚❘❆◆❙ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✶

✶✸✳✺ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✸

✶✸✳✺✳✶ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✸

✶✸✳✺✳✷ ❇❡t❛ P✐❝ ❜ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✺

✶✸✳✺✳✸ ❇❡t❛ P✐❝ ❜ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹✾

✶✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺✹
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❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s
▼❛❣♥✐t✉❞❡ ❑ ✭s❝✐❡♥❝❡✮ ✸✳✹✽
▼❛❣♥✐t✉❞❡ ❱ ✭❆❖✮ ✸✳✽✻

❇❡t❛ P✐❝ ❜
▼❛❣♥✐t✉❞❡ ❑ ∼ 13
❙❡♣❛r❛t✐♦♥ ✭❙❡♣✳ ✷✵✶✽✮ ✶✹✵ ♠❛s

❚❛❜❧❡ ✶✸✳✶✿ ▼❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❜ ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨
✐♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✽✳

✶✸✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s

❚❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❜ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✇❡r❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❉✐r❡❝t♦r✬s ❉✐s❝r❡✲
t✐♦♥❛r② ❚✐♠❡✱ ♦♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✷✷✱ ✷✵✶✽✱ ❛❢t❡r t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❍❘ ✽✼✾✾ ❡ ❛t t❤❡ ❡♥❞
♦❢ ❆✉❣✉st ✷✵✶✽ ✭s❡❡ ●r❛✈✐t② ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✮✳ ❆t t❤❡ t✐♠❡✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✇❛s ❝❧♦s❡ t♦
✐ts ❤♦st st❛r ✭s❡♣❛r❛t✐♦♥ ≃ 140 mas✮✱ ❛♥❞ t❤✐s ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♣r♦❣r❛♠ ❤❛❞ t✇♦ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿

• ❖❜t❛✐♥ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣♦st✲❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛str♦♠❡tr②✳

• ❖❜t❛✐♥ ❛ ❤✐❣❤✲q✉❛❧✐t② ♠❡❞✐✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐♥ ❑✲❜❛♥❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡
✐ts ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳

❚❤❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ str❛t❡❣② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✷ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✇❛s ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡t β
P✐❝ ❜ ❛♥❞ ✐ts ❤♦st st❛r β P✐❝ ✇❡r❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤❡ t✇♦
t❛r❣❡ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ❧♦❣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✷✳

✶✸✳✷ ❉❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ β P✐❝ ❜ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✶✷ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s✳

❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ ✇❛s ♠❛❞❡ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦✣❝✐❛❧ ●❘❆❱■❚❨ ♣✐♣❡❧✐♥❡✱ ✐♥ ✈❡rs✐♦♥
✶✳✶✷✳ ■ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡q✉❡st❡❞ t❤❡ ✏❛str♦r❡❞✉❝❡❞✑ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❞❛t❛ ♣r♦❞✉❝ts✱ ❛♥❞ ❞✐s❝❛r❞❡❞ t❤❡
✜♥❛❧ ✏s❝✐✈✐s✑ ✜❧❡s✳ ❆❧❧ s✉❜s❡q✉❡♥t st❡♣s ♦❢ t❤❡ ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛str♦r❡✲
❞✉❝❡❞ ✜❧❡s✳

✶✸✳✷✳✶ ❊①tr❛❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦rr❡❝t✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s

■♥ t❤❡ ❛str♦r❡❞✉❝❡❞ ✜❧❡s✱ t❤❡ r❛✇ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖■❴❱■❙✱ ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ❱■❙❉❆❚❆ ✭■ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❖■❴❱■❙✲❃❱■❙❉❆❚❆ t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♦r✐❣✐♥ ✐♥ t❤❡
❛str♦r❡❞✉❝❡❞ ♣r♦❞✉❝ts ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t q✉❛♥t✐t✐❡s ■ ✉s❡✮✳ ■t ✐s ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦ r❡s❤❛♣❡ ❱■❙❉❆❚❆

✐♥ ❛♥ ❛rr❛② ♦❢ s✐③❡ (nDIT, nb, nλ)✳ ❚❤❡s❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦rr❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r✐♥❣❡✲tr❛❝❦❡r
③❡r♦✲♣♦✐♥t✱ ❞✐s♣❡rs✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠❡tr♦❧♦❣②✳ ❚❤✐s ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞♦♥❡ ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ s♦♠❡ ❞❛t❛
♠✉st ❜❡ r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖■❴❱■❙ ❛♥❞ ❖■❴❋▲❯❳✿

P❍❆❙❊❴❘❊❋ ❂ ❖■❴❱■❙✲❃P❍❆❙❊❴❘❊❋

❖P❉❴❉■❙P ❂ ❖■❴❱■❙✲❃❖P❉❴❉■❙P

❚❊▲❋❈❴▼❈❖❘❘ ❂ ❖■❴❋▲❯❳✲❃❖P❉❴▼❊❚❴❚❊▲❋❈❴▼❈❖❘❘

❋❈❴❈❖❘❘ ❂ ❖■❴❋▲❯❳✲❃❖P❉❴▼❊❚❴❋❈❴❈❖❘❘
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❚❛r❣❡t ❯❚ ❚✐♠❡ ❉■❚ ◆❉■❚ ❙❡❡✐♥❣ τ0 ❆✐r♠❛ss P❛r❛❧❧❛❝t✐❝ ❛♥❣❧❡
✭❯❚❈✮ ✭s✮ ✭✑✮ ✭♠s✮ ✭❞❡❣✮
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❚❛❜❧❡ ✶✸✳✷✿ ❖❜s❡r✈✐♥❣ ❧♦❣ ❢♦r t❤❡ ❉❉❚ β P✐❝ ❜ ♣r♦❣r❛♠✱ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ♦♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r✱ ✷✷✱ ✷✵✶✽✳
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✶✸✳✷✳✷ ❘❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s

❲❤❡♥ ❝♦rr❡❝t❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣♦s✉r❡✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ t❤❡
✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t t♦ t❤❡ st❛r✳ ❚❤✐s st❡♣ ❛✐♠s ❛t ❝♦rr❡❝t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ③❡r♦✲♣♦✐♥t
♦❢ t❤❡ ♠❡tr♦❧♦❣② ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✶✳✸✳✸✳✸✮✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s✉❜tr❛❝t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✿

❱■❙❘❊❋planet = ❱■❙❉❆❚❆planet × exp (−i arg [❱■❙❉❆❚❆star])

❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧t② ✐♥ t❤✐s st❡♣ ✐s t♦ ❞❡❝✐❞❡ ✇❤✐❝❤ st❡❧❧❛r ❡①♣♦s✉r❡ t♦ ✉s❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❱■❙❉❆❚❆star
t❡r♠✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ s❡✈❡r❛❧ ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡✿

• ❈♦♠❜✐♥❡ ❛❧❧ st❡❧❧❛r ❡①♣♦s✉r❡ ✜❧❡s ❜② ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❛♥✱ ❛♥❞ ✉s❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t
♦❢ t❤✐s ✏♠❛st❡r st❡❧❧❛r ❡①♣♦s✉r❡✑ t♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡t ❡①♣♦s✉r❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ s❤♦✉❧❞
♦♥❧② ❜❡ ✉s❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ✈❡r② ❧✐tt❧❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛✱ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ❞❡t❡❝t♦r ❛♥❞
♣❤♦t♦♥ ♥♦✐s❡✳

• ■❢ ❛ str❛t❡❣② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ s✉❣❣❡st❡❞ ❤❡r❡ ✐s ✉s❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❧❛♥❡t ❡①♣♦s✉r❡ t❤❡r❡ ✐s
❛ st❡❧❧❛r ❡①♣♦s✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❥✉st ❜❡❢♦r❡✱ ❛♥❞ ❛ st❡❧❧❛r ❡①♣♦s✉r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❥✉st ❛❢t❡r✳ ❚❤❡
♠❡❛♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤✐s ✐s t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ■ ✉s❡❞ ❢♦r
t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳

• ■❢ t❤❡ ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤✱ ✐t ♠❛② ❜❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♥t❡r♣♦❧❛t❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t st❡❧❧❛r ❡①♣♦s✉r❡s✳ ❖♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❡✐❣❤ts ❢♦r t❤❡
st❡❧❧❛r ❡①♣♦s✉r❡s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❡①♣♦s✉r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t
t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ ❡❛❝❤ ❉■❚ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❝q✉✐r❡❞✳

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ♦♥ ❛❝t✉❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✷✳
❆❢t❡r t❤✐s st❡♣✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ✇❤❛t ✇❛s ❞❡♥♦t❡❞ Vrefplanet(b, t, λ)

✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✶✷✿

Vrefplanet = VISREFplanet ✭✶✸✳✶✮

❋♦r t❤❡ st❛r✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❡❛s✐❡r✱ ❛s ✏r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ t❤❡ st❛r✑ s✐♠♣❧② ♠❡❛♥s s❡tt✐♥❣ ✐ts ♣❤❛s❡
t♦ ③❡r♦✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✿

Vrefstar = |VISDATAstar| ✭✶✸✳✷✮

✶✸✳✷✳✸ ❊①tr❛❝t✐♥❣ t❤❡ ❛str♦♠❡tr②

❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t t❤❡ ❛str♦♠❡tr② ✐♥ t❤❡ β P✐❝ ❜ ❞❛t❛ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✹✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❡①♣♦s✉r❡ ✜❧❡✱ ❛ ♠♦❞❡❧ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ s❡t ♦❢ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧s t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✈❛r✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ s♣❡❝❦❧❡ ♥♦✐s❡✱ ❛ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ s❦② s❡♣❛r❛t✐♦♥ ∆α,∆δ ✐s ✜tt❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ✜t ✐s
❧✐♥❡❛r ✐♥ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❡①❝❡♣t t❤❡ t✇♦ s❦② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳ ❈r❡❛t✐♥❣ ❛ χ2 ✭♦r r❛t❤❡r✱ ❛ ✏♠✐♥✉s
❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✑✮ ♠❛♣ ✐♥ ∆α,∆δ ✐s str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✷✳✷✻✳

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r ❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t♦ ♣r♦♣❡r❧② r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❧❡❛❦✐♥❣ st❡❧❧❛r ✢✉①✱ ■ s❤♦✇
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢ t❤✐s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✹✱ ■ s❤♦✇ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛♥ ❡①♣♦s✉r❡ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ■ ❤❛✈❡ s✉❜tr❛❝t❡❞ t❤❡ st❡❧❧❛r
♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❜❡st ✜t t♦ t❤❡ ❞❛t❛✱ t♦ s❤♦✇ t❤❡ r❡s✐❞✉❛❧ ♣❧❛♥❡t ❢r✐♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t❤❡② ❛r❡ ✜tt❡❞
❜② t❤❡ ♠♦❞❡❧✳

❚❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② t❤❡ χ2✱ ✐s ❛ q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ s✉♠♠❡❞✳ ▲♦❣✲
❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝r❡❛t❡❞ ❉■❚ ❜② ❉■❚✱ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❡r ❜❛s❡❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❛❞❞❡❞ t♦❣❡t❤❡r t♦
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✺✿ ❚♦♣ t✇♦ ♣❛♥❡❧s✿ χ2 ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❖P❉ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✵✼✿✸✼✿✹✵ ❯❚ ♣❧❛♥❡t
❡①♣♦s✉r❡✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡✱ t❤❡ ✐♠❛❣❡ s❤♦✇s t❤❡ ❖P❉ ♠❛♣s ✭❖P❉ ♦♥ x✲❛①✐s✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ❉■❚
✭❉■❚ ✈❛❧✉❡ ♦♥ y✲❛①✐s✮✳ ❚❤❡ ❝♦❧♦r s❝❛❧❡ ✐s ❛r❜✐tr❛r②✱ ❛♥❞ ❡❛❝❤ r♦✇ ♦❢ ❡❛❝❤ ✐♠❛❣❡ ❤❛s ❜❡❡♥
♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❞r✐❢t ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❖P❉ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❦② r♦t❛t✐♦♥ ✐s ♦❜✈✐♦✉s
♦♥ t❤❡s❡ ♣❧♦ts✳
❇♦tt♦♠ ♣❛♥❡❧✿ ❘❡❞✉❝❡❞ χ2 ♠❛♣ ✐♥ r✐❣❤t✲❛s❝❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❖P❉
♠❛♣s s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ t♦♣ ♣❛♥❡❧✳

❝r❡❛t❡ ❛ ♠❛st❡r − logL ♠❛♣ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥
❉■❚✱ t❤❡ t✇♦ s❦② ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦♥❧② ✐♥t❡r✈❡♥❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♥ ❖P❉ ✭s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡ ∆α×U +
∆δ× V ✮✳ ❚❤✉s✱ ✐❢ ❞♦♥❡ ❉■❚ ❜② ❉■❚ ❛♥❞ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♣❡r ❜❛s❡❧✐♥❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧✲✜tt✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡
✐♥ ❖P❉ s♣❛❝❡✳ ❲✐t❤ ♦♥❧② ❛ s✐♥❣❧❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚❤❡♥✱
✇❤❡♥ ❝r❡❛t✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ − logL ♠❛♣✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦✐♥t ✐♥ α, δ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❖P❉ ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❜❛s❡❧✐♥❡ ❛♥❞ ❡❛❝❤ ❉■❚✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✈❛❧✉❡s r❡tr✐❡✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❖P❉ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❛♣s✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✹✱
✇❤✐❝❤ ✐♠♣r♦✈❡s ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✺✱ ■ ❣✐✈❡ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❖P❉ χ2 ♠❛♣s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ♦♥❡ ❡①♣♦s✉r❡ ✜❧❡✱ ❛♥❞
♦❢ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ (α, δ) χ2✲♠❛♣ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✳
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❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ t✐♠❡ ∆RA ∆DEC
√
Var (∆RA)

√
Var (∆DEC) Covar (∆RA,∆DEC)

♠❛s ♠❛s mas mas mas2

✵✼✿✸✼✿✹✵ ✻✽✳✹✼✺ ✶✷✻✳✶✻✵ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✶ ✲✵✳✵✵✵✶✸
✵✼✿✹✹✿✺✺ ✻✽✳✹✶✹ ✶✷✻✳✸✷✸ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✶✵ ✲✵✳✵✵✵✵✾
✵✼✿✺✽✿✸✵ ✻✽✳✸✺✹ ✶✷✻✳✸✹✹ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✵✾ ✲✵✳✵✵✵✵✾
✵✽✿✵✺✿✶✷ ✻✽✳✺✶✸ ✶✷✻✳✶✻✽ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✵✼ ✲✵✳✵✵✵✵✻
✵✽✿✶✶✿✺✵ ✻✽✳✹✷✻ ✶✷✻✳✸✽✸ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✵✵✶✸
✵✽✿✶✾✿✷✷ ✻✽✳✼✻✷ ✶✷✻✳✶✹✶ ✵✳✵✶✺ ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✵✵✵✶✻
✵✽✿✸✶✿✹✵ ✻✽✳✻✵✼ ✶✷✻✳✷✸✼ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✵✽ ✲✵✳✵✵✵✵✼
✵✽✿✸✽✿✸✶ ✻✽✳✸✺✻ ✶✷✻✳✷✻✶ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✶✶ ✲✵✳✵✵✵✶✷
✵✽✿✹✺✿✵✼ ✻✽✳✸✷✷ ✶✷✻✳✺✺✼ ✵✳✵✶✵ ✵✳✵✶✵ ✲✵✳✵✵✵✵✽
✵✽✿✺✽✿✷✷ ✻✽✳✻✵✼ ✶✷✻✳✷✻✷ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✵✾ ✲✵✳✵✵✵✵✽
✵✾✿✵✺✿✵✶ ✻✽✳✺✻✺ ✶✷✻✳✸✷✵ ✵✳✵✶✹ ✵✳✵✶✻ ✲✵✳✵✵✵✷✵
✵✾✿✶✶✿✹✻ ✻✽✳✻✵✶ ✶✷✻✳✸✶✽ ✵✳✵✶✻ ✵✳✵✶✽ ✲✵✳✵✵✵✷✹
✵✾✿✶✾✿✷✻ ✻✽✳✹✺✽ ✶✷✻✳✶✻✹ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✷ ✲✵✳✵✵✵✶✵
✵✾✿✸✶✿✹✽ ✻✽✳✺✾✼ ✶✷✻✳✸✹✼ ✵✳✵✶✸ ✵✳✵✶✸ ✲✵✳✵✵✵✶✸
✵✾✿✸✽✿✷✻ ✻✽✳✺✽✾ ✶✷✻✳✶✾✹ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✵✵✵✶✸
✵✾✿✹✺✿✵✺ ✻✽✳✸✽✻ ✶✷✻✳✺✾✶ ✵✳✵✶✷ ✵✳✵✶✹ ✲✵✳✵✵✵✶✹
✵✾✿✺✶✿✹✾ ✻✽✳✵✺✶ ✶✷✻✳✾✷✻ ✵✳✵✶✶ ✵✳✵✶✸ ✲✵✳✵✵✵✶✶
●❧♦❜❛❧ ✻✽✳✹✽ ✶✷✻✳✸✹ ✵✳✵✹ ✵✳✵✺ ✲✵✳✵✵✶✹

❚❛❜❧❡ ✶✸✳✸✿ ❆str♦♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣♦s✉r❡✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡
❡①♣♦s✉r❡s ✐s ♠✉❝❤ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❡rr♦r ❜❛rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❡r✐❡s✱ r❛t❤❡r t❤❛♥ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❡rr♦rs✳

✶✸✳✸ ❍✐❣❤✲♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣♦st✲❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ❛str♦♠❡tr②

✶✸✳✸✳✶ ■s ●❘❆❱■❚❨ ❜r♦❦❡♥❄

❚❤❡ ❛str♦♠❡tr✐❝ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ●❘❆❱■❚❨ ❢✉❧❧② ❜❡♥❡✜ts ❢r♦♠ t❤❡ ❧♦♥❣ ❜❛s❡❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡ ❱▲❚■✱
❛♥❞ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ ❛str♦♠❡tr✐❝ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ < 10 µas✳

❨❡t✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ❞❛t❛ ❡①♣♦s✉r❡ ♣❡r ❡①♣♦s✉r❡ r❡✈❡❛❧❡❞ ❛ ♣r♦❜❧❡♠✿ t❤❡ χ2

✈❛❧❧❡②s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ✈❡r② ♥❛rr♦✇✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❛str♦♠❡tr②✱ ❜✉t t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠♦✈❡s ❢r♦♠ ♦♥❡ ❡①♣♦s✉r❡ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ β P✐❝ ❜
❛str♦♠❡tr② ❞❛t❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✸✳ ❚❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ r✐❣❤t✲❛s❝❡♥s✐♦♥
❛♥❞ ❞❡❝❧✐♥❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t❛r❣❡t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❜❛s❡❧✐♥❡s ♦❢ t❤❡
✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛r❡ ♥♦t ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❚❤r❡❡ ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ t❤✉s r❡♣♦rt❡❞
❢♦r t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs✿ t❤❡ ✈❛r✐❛♥❝❡ ♦♥ ❘❆ ❛♥❞ ❉❊❈✱ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦✳

❚❛❜❧❡ ✶✸✳✸ ❝❧❡❛r❧② s❤♦✇s t❤❛t s♦♠❡t❤✐♥❣ ✐s ✇r♦♥❣ ✐♥ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❛str♦♠❡tr②✿ t❤❡ ❞✐s♣❡r✲
s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❡①♣♦s✉r❡ ✐s t♦♦ ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t②✳
❚❤✐s ✐s ❛ t❡①t❜♦♦❦ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ❜✉t ✐♥❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳

❚❤❡ r♦♦t ❝❛✉s❡ ♦❢ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s st✐❧❧ ✉♥❝❧❡❛r✱ ❜✉t ❛ ❝r❡❞✐❜❧❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ✐s t❤❛t t❤❡ ❛str♦♠✲
❡tr② ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ✜❡❧❞✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❤❛s❡ ❡rr♦rs✱ ❝❛✉s❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✜❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥✱
♦♣t✐❝❛❧ ❛❜❡rr❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ s❦② r♦t❛t✐♦♥✳

■♥ ❛♥② ❝❛s❡✱ ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❛str♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❜❡st ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞
✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❜❡st ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❡❛❝❤
❡①♣♦s✉r❡✳ ❚❤✐s r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r❡❝✐s✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✇❡❧❧ ❜❡❧♦✇ 10 µas ✇✐t❤♦✉t t❤❡s❡
♣❤❛s❡ ❡rr♦rs✱ ❜✉t t❤✐s ✐s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ❢♦r ♥♦✇✳



✷✸✻ ❈❍❆P❚❊❘ ✶✸✳ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ❇ ❲■❚❍ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨

✶✸✳✸✳✷ ❖r❜✐t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs

❚❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❛str♦♠❡tr② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ β P✐❝ ❜ ✇❛s ❛❞❞❡❞ t♦ ♣r❡✈✐♦✉s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞
❛ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ▼❛r❦♦✈✲❈❤❛✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❚❤✐s
✇♦r❦ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❜② ❏❛s♦♥ ❲❛♥❣ ✭❈❛❧t❡❝❤✱ ❯❙❆✮✱ ✉s✐♥❣ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛s ✐♥ ❲❛♥❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✼✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✐♥t❡r❡st
♦❢ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ●❘❆❱■❚❨ ❛str♦♠❡tr② ❢♦r ❝♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ β P✐❝ ❜✿ ✇✐t❤ t❤❡ ♥❡✇
❞❛t❛ ♣♦✐♥t✱ ❛❧❧ t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♥♦✇ ✇❡❧❧✲❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ✇✐t❤ ♥❡❛r✲❣❛✉ss✐❛♥ ♣♦st❡r✐♦r
❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳

❈♦♥tr❛r② t♦ ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞② ✭❡✳❣✳ ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✮ t❤❡ r❡s✉❧ts
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❛str♦♠❡tr② ♣♦✐♥t t♦ ❛♥ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ♦r❜✐t✱ ✇✐t❤ e ≃ 0.15±
0.05✱ ❛♥❞ ❛ s❧✐❣❤❧② ❧❛r❣❡r s❡♠✐✲♠❛❥♦r ❛①✐s t❤❛♥ ❡①♣❡❝t❡❞✿ a = 10.6 ± 0.6 AU✳ ❚❤❡ ❡♣♦❝❤ ❛t
♣❡r✐❡❧✐♦♥ ✐s ♥♦✇ ❡①tr❡♠❡❧② ✇❡❧❧✲❝♦♥str❛✐♥❡❞✱ ❛s ✐s t❤❡ ✐♥❝❧✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦r❜✐t ✭i = 89.04 ±
0.03 deg✮✳

❚❤❡ β P✐❝ ❜ ♦r❜✐t ✜t ❝❛♥ ❜❡ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ ❍✐♣♣❛r❝♦s✴●❛✐❛ ❛str♦♠❡tr② ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛r✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✽✳ ❚❤❡ ♦r❜✐t ✜t ✇✐t❤ t❤❡ ❍✐♣♣❛r❝♦s✴●❛✐❛ ❛str♦♠❡tr✐❝
♣♦✐♥ts ✐s ❛❧s♦ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✾ ❣✐✈❡s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞
❢♦r t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s Mplanet = 12.5± 2MJup✱ ✐♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤
t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪✳

✶✸✳✹ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s

❚❛❜❧❡ ✶✳✷ ♦❢ ❈❤❛♣t❡r ✶ ❣✐✈❡s ❛ ❧✐st ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✱ r❛❞✐✉s✱ ❛♥❞ ♠❛ss ❡st✐♠❛t❡s
❢♦r t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝t♦r✐s ❜ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ♦r ♣❧❛♥❡t❛r② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s✳
❙✐♠✐❧❛r ❡st✐♠❛t❡s ❝❛♥ ❜❡ ❡①tr❛❝t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ s♣❡❝tr✉♠✳

✶✸✳✹✳✶ ❋✐tt✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✇✐t❤ t❤❡ ❊①♦✲❘❊▼ ♠♦❞❡❧ ❣r✐❞

❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ■ ❢♦❧❧♦✇❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❡st✐♠❛t❡s ♦❢ ❜✉❧❦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t
❈❤✐❧❝♦t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪ ❛♥❞ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ ❞♦♥❡ s♦ ❢❛r✳ ■ ✜rst ✉s❡❞ ❛♥ ❊①♦✲❘❊▼ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
♠♦❞❡❧ ❣r✐❞ ❢r♦♠ ❈❤❛r♥❛② ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✽❪✱ ❛t ❙♦❧❛r ♠❡t❛❧❧✐❝✐t②✱ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ✐♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✱ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ ❛ χ2 ♠❛♣✱ ✉s✐♥❣✿

χ2(g, T ) = (Sλ,data − Sλ,ExoREM)T W−1 (Sλ,data − Sλ,ExoREM) ✭✶✸✳✸✮

❲❤❡r❡ Sλ ✐s t❤❡ s♣❡❝tr✉♠ ✭❢r♦♠ t❤❡ ❞❛t❛✱ ♦r ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧✮✱ ❛♥❞ W ✐s t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
♦♥ Sλ,data✳

❚❤❡ χ2 ♠❛♣ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✵✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①tr❛❝t ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✳

❚❤❡ s♣❡❝tr❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❣r✐❞ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ W/cm/µm✱ ❛♥❞ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❑✲❜❛♥❞
s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❝❛❧✐❜r❛t❡❞ ✐♥ ✢✉①✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ✐s ❦♥♦✇♥ ✭D = 19.44 pc✮✱ t❤✐s
♠❛❦❡s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❛❧s♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❋r♦♠ t❤❡ r❛❞✐✉s RP ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡
❣r❛✈✐t② gP✱ ❛ ♠♦❞❡❧✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ♠❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞✿

MP =
G×RP

2

gP
✭✶✸✳✹✮

❚❤✐s ♠❛ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡ ❢r♦♠ ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪✱ ✇❤♦ ❢♦✉♥❞
❛ ♠❛ss ♦❢ 11 ± 2MJup✱ ♦r t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✾ ✭M = 12.5 ± 2MJup✮✳ ❚❤❡
1σ ❛♥❞ 3σ r❛♥❣❡s ❛r❡ ♦✈❡r♣❧♦tt❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ χ2 ♠❛♣ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ❜❡st ✜t
♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤♦✉t t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢















✶✸✳✺✳ ❈✴❖ ❘❆❚■❖ ❆◆❉ ❚❍❊ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❍■❙❚❖❘❨ ✷✹✸

✶✸✳✺ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r②

❚❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❑✲❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ β P✐❝t♦r✐s ❜ ✐s t❤❡ ♠♦st r❡s♦❧✈❡❞ ❛♥❞ t❤❡
❝❧❡❛♥❡st ✭❤✐❣❤❡st ❙✴◆✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦ ❞❛t❡✳ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✹ t❤❛t ✐t ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❡①tr❛❝t t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❣r❛✈✐t②✱ ❛♥❞ t❤❡ r❛❞✐✉s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳
❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ ✇❤❛t ❤❛s ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ ♦t❤❡r st✉❞✐❡s ✭s❡❡ ❈❤✐❧❝♦t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪
❢♦r ❛ r❡❝❡♥t ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❇✉t t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ❑✲❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ❛❧s♦ ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❝❛r❜♦♥ t♦ ♦①②❣❡♥ ✭❈✴❖✮ r❛t✐♦✿ (C/O)β Pic b = 0.29+0.08

−0.07✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ s❤♦✇
❤♦✇ t❤✐s ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❝❛♥ ❜r✐♥❣ ♥❡✇ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳

✶✸✳✺✳✶ ❚❤❡ ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥

❖✈❡r t❤❡ ♣❛st ❢❡✇ ②❡❛rs✱ ❛ ✇❤♦❧❡ ♥❡✇ ❜♦❞② ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❡♠❡r❣❡❞ ✐♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t ❣♦❛❧ ♦❢ ❧✐♥❦✐♥❣ ♣❧❛♥❡t❛r② ❡❧❡♠❡♥t r❛t✐♦s t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❚❤❡ q✉❡st✐♦♥
♦❢ t❤❡ s✉♣❡rs♦❧❛r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ ❏✉♣✐t❡r ♠♦t✐✈❛t❡❞ t❤❡
✜rst ❛tt❡♠♣ts ✐♥ t❤❛t s❡♥s❡✳ ❙❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❧♦♦❦❡❞ ❛t ❤♦✇ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❤❡❛✈② ❡❧❡♠❡♥t ❡♥r✐❝❤♠❡♥t
❬❍❡❧❧❡❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻✱ ❍❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❜❡rt✱ ✷✵✵✾✱ ❖✇❡♥ ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❆❧✐❜❡rt ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❖♥ t❤❡
❡①♦♣❧❛♥❡t ❢r♦♥t✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ✇❛s t❤❡ ✜rst ❣❡♥❡r❛❧ ❛tt❡♠♣t t♦ ❧♦♦❦ ❛t ❤♦✇
❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r② ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✳ ■t ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ r❡❛s♦♥✐♥❣
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡t❛✐❧❡❞✳

❆t t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❜② Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❧✐❡s ❛ s✐♠♣❧❡ ✐❞❡❛✱ ✇✐t❤ ❢❛r✲r❡❛❝❤✐♥❣
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡s✿ ✐♥ ❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛s ❛♥❞ s♦❧✐❞
♣❤❛s❡s✱ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛t♦♠✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡✐r st✉❞② ✐s
❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♠♦st ❡❛s✐❧② ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst
♦♥❡ t♦ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❡①♦♣❧❛♥❡ts ❬▼❛❞❤✉s✉❞❤❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✶✱ ❑♦♥♦♣❛❝❦② ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✸❪✳
❋✐✈❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦✉♥❞s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❝♦♥t❛✐♥ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❝❛r❜♦♥ ❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ♠❛ss ✐♥
♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦s✿ CO✱ CO2✱ H2O✱ ❝❛r❜♦♥ ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞ s✐❧✐❝❛t❡s ✭❙✐✲❖✮✳ ❈❛r❜♦♥ ❣r❛✐♥s ❛♥❞
s✐❧✐❝❛t❡s ❛r❡ ♠♦st❧② s♦❧✐❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ t❤r❡❡ ♦t❤❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ✈♦❧❛t✐❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ✐♥
❛ ❣❛s❡♦✉s ♦r ❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❢♦r♠✳ ❋❛r ❢r♦♠ t❤❡ st❛r✱ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ✈♦❧❛t✐❧❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡✐r
❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❢♦r♠✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s r✐❝❤ ✐♥ ❜♦t❤ ❈ ❛♥❞ ❖✳ ❇✉t ✇❤❡♥ ♠♦✈✐♥❣ ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ st❛r✱
t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ r✐s❡s✱ ❛♥❞ s♦♠❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s st❛rt t♦ ✈❛♣♦r✐③❡✳ ❆t ∼ 20 K✱ t❤❡ ❈❖ ✈❛♣♦r✐③❡s✱
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❧❡t❡s t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ✐♥ ❜♦t❤ ❈ ❛♥❞ ❖✱ ❛♥❞ ❡♥r✐❝❤❡s t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✳ ❆t ∼ 50 K✱ CO2

✈❛♣♦r✐③❡s✱ ✇❤✐❝❤ str♦♥❣❧② ❡♥r✐❝❤❡s t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐♥ ♦①②❣❡♥ ✭s❡❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✹✮✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥s ✇❤❡♥ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ ✇❛t❡r s♥♦✇❧✐♥❡✳ ❆ ❞✐r❡❝t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ❡✈❡♥
✐❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❞✐s❦✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
s♣❡❝✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❣❛s ❛♥❞ s♦❧✐❞s ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❲✐t❤ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦ ✭♠♦❧❡❝✉❧❛r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❞✉st t♦ ❣❛s r❛t✐♦✱ ❡t❝✳✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❡❧❡♠❡♥ts ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ st❛r✳ ■♥ t❤❡
❢r❛♠❡✇♦r❦ ✉s❡❞ ❜② Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱ ✇❤❡r❡ ♦♥❧② t❤❡ s♥♦✇❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✱ t❤✐s ❣✐✈❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✏st❡♣❢✉♥❝t✐♦♥s✑✱ ❡❛❝❤ st❡♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❣✐✈❡♥
s♥♦✇❧✐♥❡ ✭s❡❡ ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✺✮✳

❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ s♦❧✐❞ t♦ ❣❛s ❛❝❝r❡t❡❞ ❜② t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t t♦ ❢♦r♠ ✐ts
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❞✐❝t❛t❡ ✐ts ✜♥❛❧ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❈✴❖ r❛t✐♦✳ ■❢ ❛ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ CO2

❛♥❞ CO s♥♦✇❧✐♥❡s✱ ❛♥❞ ❛❝❝r❡t❡s ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧✱ t❤❡♥ ✐ts ✜♥❛❧ ❈✴❖
r❛t✐♦ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✵✳✸ ✭t❤❡ ❈✴❖ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡✮✱ ✇❤❡r❡❛s ✐❢ ✐t ♦♥❧② ❛❝❝r❡t❡s ❣❛s❡♦✉s
♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐ts ❈✴❖ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ ✶✳✵ ✭t❤❡ ❈✴❖ ♦❢ t❤❡ ❣❛s✮✳

❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ✐s ❛ ❣r♦ss s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❛❝t✉❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥✿ ✐t ♦♥❧② ❝♦♥s✐❞❡rs t❤r❡❡ ✈♦❧❛t✐❧❡ s♣❡❝✐❡s✱ ❛♥❞ ✐t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠✳ ❊✐str✉♣
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❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✹✿ ❲❤❡♥ ❝r♦ss✐♥❣ t❤❡ CO2 s♥♦✇❧✐♥❡✱ CO2 ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦
❝♦♥❞❡♥s❡ ❛♥❞ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦s ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❛♥❞ ♦❢ t❤❡
s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✳ ❚❤❡ ❈✴❖ ♥✉♠❜❡r r❛t✐♦s ❣✐✈❡♥ ❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❧② ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡✳

❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✺✿ ❈❛r❜♦♥ t♦ ❖①②❣❡♥ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ st❛r ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❛
t②♣✐❝❛❧ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦ ✭❙✉♥ ❧✐❦❡ st❛r✱ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ✇❤❛t ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ■♥t❡rst❡❧❧❛r ▼❡❞✐✉♠✮✳ ❋✐❣✉r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳
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❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻✱ ✷✵✶✽❪ ❤❛✈❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤✐s ❜② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t
t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✳

❇✉t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦✱ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡
❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✐♥ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ♣❧❛♥❡t❛r② ❛t♠♦s♣❤❡r❡ r❡♠❛✐♥s ❞✐✣❝✉❧t✳ ■t str♦♥❣❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠❛♥② ❛s♣❡❝ts r❡♠❛✐♥ ♣♦♦r❧② ✉♥✲
❞❡rst♦♦❞✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤r❡❡ ♥♦t❛❜❧❡ ❛tt❡♠♣ts t♦ ❝♦✉♣❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s t♦
r❡❧❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s✿ ▼❛❞❤✉s✉❞❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹✱ ✷✵✶✼❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ♣❧❛♥❡t
♠✐❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♣❡❜❜❧❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ▼♦r❞❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥
❡①t❡♥s✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❣♦✐♥❣ ❢r♦♠ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ✇❛② t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ s②♥t❤❡t✐❝ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s✳

✶✸✳✺✳✷ ❇❡t❛ P✐❝ ❜ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❛r❛❞✐❣♠

❉✐s❦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ s✉❣❣❡st❡❞ ❛s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛t❤✇❛② t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❣✐❛♥t
♣❧❛♥❡ts ❬❇♦❞❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✹❪✳ ■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ ✉♥❞❡r s♣❡❝✐✜❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r②
❞✐s❦ ❜❡❝♦♠❡s ✉♥st❛❜❧❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡❧❢✲❣r❛✈✐t❛t✐♥❣ ❝❧♦✉❞ ♦❢ ❣❛s ❛♥❞ ❞✉st✳
❙✉❝❤ ❛ ❝❧♦✉❞ ❝♦♥tr❛❝ts t♦ ❢♦r♠ ❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❡✈♦❧✈❡s ✐♥t♦ ❛ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t✳ ❈♦♥tr❛r②
t♦ t❤❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥✱ t❤✐s ♠♦❞❡❧ t❡♥❞s t♦ ❧❡❛❞ t♦ ♣❧❛♥❡ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤♦t ❛t t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡✐r ❧✐❢❡ ✭✏❤♦t✲st❛rt✑✮✳

■ ♥♦✇ r❡❛s♦♥ ✐♥ t❤✐s ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ❛♥❞ ❛❞♦♣t ❛ ♠♦❞❡❧ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡
♦❢ Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦♥❧② t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♥♦✇❧✐♥❡s ❤❛✈❡ ❛♥ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❣❛s ♣❤❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✳ ▼② ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐♥ t❤✐s s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✐s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ ❛ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ ■ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦t❛t✐♦♥s✿

• nX,s ✭r❡s♣✳ nX,g✮ ✐s t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ❳ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ✭r❡s♣✳ ❣❛s ♣❤❛s❡✮ ♦❢
t❤❡ ❞✐s❦✱ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ✭✐✳❡✳ ✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛t♦♠s ♣❡r ✉♥✐t
♦❢ ❞✐s❦ ♠❛ss✮✳

• Msolid ✭r❡s♣✳ Mgas✮ ✐s t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ s♦❧✐❞ ✭r❡s♣✳ ❣❛s✮ ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r❡

• fs/g ✐s t❤❡ ❞✉st✲t♦✲❣❛s r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦

❚❤❡ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t X ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s t❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✷ ❢r♦♠ Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✿

NX =
nX,s

fs/g
×Msolid +

nX,g

1− fs/g
×Mgas

❚❤❡ t✇♦ ❢❛❝t♦rs 1/fs/g ❛♥❞ 1/(1− fs/g) ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❡ t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ♣❡r
✉♥✐t ♦❢ ❞✐s❦ ♠❛ss✱ ♥♦t ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ s♦❧✐❞ ♦r ❣❛s ♠❛ss✳ ❚❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❳ ♣❡r ✉♥✐t ♦❢ s♦❧✐❞
♠❛ss ✐s nX,s ×Mdisk/Msolid = nX,s/fs/g✱ ✇✐t❤ ❛ s✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❣❛s✳
❚❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t❛r② ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s t❤❡♥✿

C/O =
nC,s fs/g

−1Msolid + nC,g

(
1− fs/g

)−1
Mgas

nO,s fs/g
−1Msolid + nO,g

(
1− fs/g

)−1
Mgas

✭✶✸✳✺✮

❚❤❡ ❞✐s❦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ■ ✉s❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✺✳ ▲✐❦❡ Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ♠❛✐♥ s♦✉r❝❡s ♦❢ ❈ ❛♥❞ ❖ ❛r❡ H2O✱ ❈❖✱ CO2✱ ❝❛r❜♦♥ ❣r❛✐♥s✱ ❛♥❞ s✐❧✐❝❛t❡ ❣r❛✐♥s✳ ■ ✉s❡ ❛
H2O t♦ CO r❛t✐♦ ♦❢ ✶✿✶ ❬P♦♥t♦♣♣✐❞❛♥ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✱ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ❛ ❈❖ r✐❝❤ ❞✐s❦ ✭❈❖ t♦ CO2

r❛t✐♦ ✺✿✶✱ ▼❛r❜♦❡✉❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❚❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✵✳✽ ✭✐♥ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ✈❛❧✉❡s
s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮✳ ❍♦❧✇❡❣❡r ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✼❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢
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❙♣❡❝✐❡s nspecie/nH2O ◆♦t❡

H2O ✶ ✲
CO ✶ P♦♥t♦♣♣✐❞❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪
CO2 ✵✳✷ ✺✿✶ r❛t✐♦ ✇✐t❤ ❈❖ ❢r♦♠ ▼❛r❜♦❡✉❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪
❈ ✭❣r❛✐♥s✮ ✵✳✹ t♦ ❡♥s✉r❡ s♦❧❛r t♦t❛❧ ❈✴❖
❖ ✭s✐❧✐❝❛t❡s✮ ✵✳✺ C/O = 0.8 ✐♥ ❣r❛✐♥s ✭❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ ✈❛❧✉❡s ✐♥

Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✮

❚❛❜❧❡ ✶✸✳✺✿ ❘❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❡❝✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ②♦✉♥❣ β P✐❝ ♣r♦t♦♣❧❛♥✲
❡t❛r② ❞✐s❦✱ ❣✐✈❡♥ r❡❧❛t✐✈❡ t♦ H2O

s❡✈❡r❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ✭❈✱ ❈❛✱ ❚✐✱ ❈r✱ ❋❡✱ ❙r✱ ❇❛✮ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ✇❡r❡ s♦❧❛r✳ ❆❧t❤♦✉❣❤
t❤❡ ❡①❛❝t ❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ♦①②❣❡♥ ✐♥ β P✐❝ r❡♠❛✐♥s ✉♥❦♥♦✇♥✱ ✐t ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
✐t ❛❧s♦ ✐s s♦❧❛r✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ s♦❧❛r ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐s❦ ♠❛t❡r✐❛❧✱ ■ t❛❦❡ ❛ r❡❧❛t✐✈❡
❛❜✉♥❞❛♥❝❡ ♦❢ ❈ ❣r❛✐♥s t♦ H2O ♦❢ ✵✳✹✳ ❚❤❡ ❞✉st✲t♦✲❣❛s r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ✐s ✜①❡❞ ❛t fs/g = 0.01✳

❲✐t❤ ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛ss✉♠♣✐♦♥s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❞✐s❦ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡ ❢r♦♠ Ö❜❡r❣
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ♣r♦♣♦r♣t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❤❡❧♣s t♦ ❧♦✇❡r t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦
♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❡①t❡r✐♦r t♦ t❤❡ H2O s♥♦✇❧✐♥❡✳

❚❤❡ ♠❛ss ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❜ ❤❛s ❜❡❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥ ❬✷✵✶✽❪✿
Mplanet = 11± 2 MJup✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✸✱ ■ ♣r❡s❡♥t❡❞ s♦♠❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❍✐♣♣❛r✲
❝♦s✴●❛✐❛ ❛str♦♠❡tr✐❝ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✇ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♣♦✐♥t t♦ ❛ ♣❧❛♥❡t ♠❛ss ♦❢ Mplanet = 12.5 ± 2 MJup✱ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t
✇✐t❤ t❤❡ ♠❛ss ❢r♦♠ ❙♥❡❧❧❡♥ ❛♥❞ ❇r♦✇♥✳ ■♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✉s❡ Mplanet = 12 MJup✱
t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Mstar = 1.82 M⊙ ✭❛❧s♦ ❢r♦♠ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✸✮✳

❙t✉❞②✐♥❣ t❤❡ s❡❞✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛✐♥s ✐♥ ❛ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t✱ ❍❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❜❡rt ❬✷✵✵✽❪
❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡ts ♦❢ ♠❛ss ≥ 5MJup ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ s❝❡♥❛r✐♦
✇❡r❡ ♥♦t ❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦r❡✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
❝♦✐♥❝✐❞❡s✱ ❛♥❞ ■ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

Mplanet = Mgas +Msolid ✭✶✸✳✻✮

❯s✐♥❣ t❤✐s t♦t❛❧ ♠❛ss✱ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛ss ♦♥❧②✿

C/O =
nC,s fs/g

−1Msolid + nC,g

(
1− fs/g

)−1
[Mplanet −Msolid]

nO,s fs/g
−1Msolid + nO,g

(
1− fs/g

)−1
[Mplanet −Msolid]

✭✶✸✳✼✮

❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s✿ ✇❤❛t ✈❛❧✉❡s t♦ ✉s❡ ❢♦r nO ❛♥❞ nC❄ ■♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡
Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ♠♦❞❡❧✱ t❤✐s ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ q✉❡st✐♦♥✿ ✇❤❡r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ❞✐❞ β P✐❝ ❜ ❢♦r♠❄
❆❞❞✐♥❣ ❛ ♣♦st✲❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ✈❛❧✉❡ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐✈❡ s❡r✐❡s ♦❢ ❛str♦♠❡tr✐❝ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
β P✐❝ ❜✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ a = 8.90+0.25

−0.41 AU ❢♦r t❤❡ s❡♠✐✲♠❛❥♦r
❛①✐s ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡❝❝❡♥tr✐❝✐t② ♦❢ e = 0.01+0.029

−0.01 ✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ ♣❡r✐❤❡❧✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢
∼ 8.8 AU✱ ❛♥❞ ❛♥❞ ❛♣❤❡❧✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡ ♦❢ ∼ 9.0 AU✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✸✳✸ ♣♦✐♥t
t♦ ❛ ♠♦r❡ ❡❝❝❡♥tr✐❝ ♦r❜✐t✱ ✇✐t❤ ❛ s❡♠✐✲♠❛❥♦r ❛①✐s ❝❧♦s❡ t♦ ✶✶ ❆❯✱ ❛♥❞ ❛♥ ❡❝❝❡♥tr✐❝② ❝❧♦s❡r t♦
✵✳✶✺ ♦r ❡✈❡♥ ✵✳✷✵✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ♣❡r✐❤❡❧✐♦♥ ❛♥❞ ❛♣❤❡❧✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✾✳✺ ❆❯
❛♥❞ ✶✸ ❆❯✳

❚♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♥♦✇❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡ ②♦✉♥❣ β P✐❝ ❜ ❞✐s❦✱ ■ ✉s❡ t❤❡
✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ♦♥❧② t✇♦ ❞✐s❦s ♦❜s❡r✈❡❞ ❛r♦✉♥❞ ❆✲t②♣❡ st❛rs ✐♥ t❤❡ ❧✐st ❣✐✈❡♥ ❜② ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞
❲✐❧❧✐❛♠s ❬✷✵✵✺❪✿ ❱✽✾✷ ❚❛✉✱ ❛♥❞ ❆❇ ❆✉r✳ ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
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H2O s♥♦✇❧✐♥❡ CO2 s♥♦✇❧✐♥❡ ❈❖ s♥♦✇❧✐♥❡
Tevaporation ✶✸✺ ❑ ✹✼ ❑ ✷✵ ❑

❆❯ ❆✉r ✾✳✷ ❆❯ ✾✻✳✸ ❆❯ ✻✹✷✳✽ ❆❯
❱✽✾✷ ❚❛✉ ✽✳✸ ❆❯ ✺✶✳✷ ❆❯ ✷✷✸✳✻ ❆❯

❚❛❜❧❡ ✶✸✳✻✿ ❉✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ st❛r ❢♦r t❤❡ s♥♦✇❧✐♥❡s ♦❢ ❝❛r❜♦♥ ♠♦♥♦①✐❞❡ ✭CO✮✱ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡
✭CO2✮✱ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✭H2O✮ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r ❆❯ ❆✉r ❛♥❞ ❱✽✾✷ ❚❛✉✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❛✇s ✉s❡❞
✐♥ t❤❡s❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❢r♦♠ ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✷✵✵✺❪✳ ❚❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
❛r❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✳

t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❛✇s ❢♦r t❤❡s❡ t✇♦ s②st❡♠s✿

TAB Aur(r) = 367 K×
( r

1 AU

)−0.45
✭✶✸✳✽✮

TV892 Tau(r) = 461 K×
( r

1 AU

)−0.58
✭✶✸✳✾✮

❯s✐♥❣ t❤❡s❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❧❛✇s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦❢ ❈❖✱ CO2✱
❛♥❞ H2O r❡♣♦rt❡❞ ❜② Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
s♥♦✇❧✐♥❡s ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❆ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✻✳ ■♥ t❤❡ ❱✽✾✷ ❚❛✉ s②st❡♠✱
t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r❜✐t ♦❢ β P✐❝ ❜ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛t❡r s♥♦✇❧✐♥❡✳ ■♥ ❆❯ ❆✉r✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
✇♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ s♥♦✇❧✐♥❡s✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❧✐tt❧❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛❜♦✉t
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♦r❜✐t ♦❢ β P✐❝ ❜ ❛♥❞ ✐ts ❡①❛❝t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥ ✭♣❧❛♥❡ts
❝❛♥ ♠✐❣r❛t❡✮✱ ✐t ✐s ❤❛r❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞❡✜♥✐t✐✈❡ ❝❧❛✐♠ ❛s t♦ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
t♦ t❤❡ ✇❛t❡r s♥♦✇❧✐♥❡ ❛t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ❛♥❞ t✇♦ ♦♣t✐♦♥s ♠✉st ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✿ ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥
t❤❡ ✇❛t❡r s♥♦✇❧✐♥❡✱ ❛♥❞ ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ t❤❡ CO2 s♥♦✇❧✐♥❡s✳

❚❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ s♦❧✐❞ ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦
t❡r♠s✿ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ s♦❧✐❞ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ❢r❛❣♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ❝♦❧❧❛♣s❡❞ t♦ ❝r❡❛t❡ t❤❡
♣r♦t♦♣❧❛♥❡t✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❧❛t❡r ❛❝❝r❡t❡❞ ♦♥t♦ t❤✐s ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t✳ ❚❤❡ s♦❧✐❞
♠❛ss ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉♠♣ ✐s ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❞✉st✲t♦✲❣❛s r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✳
❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♠❛ss ♦❢ s♦❧✐❞ ❛❝❝r❡t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts
t♦t❛❧ ♠❛ss✱ ■ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

Msolid = fs/gMplanet +Maccreted ✭✶✸✳✶✵✮

❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♥♦ ❝♦r❡ ❤❛s ❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ②♦✉♥❣ β P✐❝ ❜ ♣r♦t♦✲
♣❧❛♥❡t✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✐❞ ♠❛ss ✭t❤❡ fs/gMplanet t❡r♠✮ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ s❡❞✐♠❡♥t❡❞
t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ❝♦r❡✱ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❝♦✉♥t❡❞ ❛s ❡♥t❡r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦✲
s♣❤❡r❡✳

■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✻✱ ■ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❛❝❝r❡t❡❞ s♦❧✐❞
♠❛ss Maccreted✱ ❢♦r t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧♦❝❛t✐♦♥s✿ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r s♥♦✇❧✐♥❡ ✭❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✱
❛♥❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡ s♥♦✇❧✐♥❡s ✭♦r❛♥❣❡ ❝✉r✈❡✮✳ ❚❤✐s ❋✐❣✉r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t ✐♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ β P✐❝ ❜ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧② t♦ ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✇❛t❡r s♥♦✇❧✐♥❡✳

P❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❜② ❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t ✐♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ❤❛s ❜❡❡♥
st✉❞✐❡❞ ❜② ❍❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❜❡rt ❬✷✵✵✾❪✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡
❞✐s❦ ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✐♥ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❢❛s❤✐♦♥✱ t❤❡② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❜② t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡✐r ❊q✉❛t✐♦♥s ✷
❛♥❞ ✹✮✿

Mav =
8

70
Mdisk(2− α)

(
302−α − 0.12−α

)−1
( a

AU

)2−α
(
Mplanet

3Mstar

) 1
3

✭✶✸✳✶✶✮
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✐♥ ✇❤✐❝❤ α ✐s t❤❡ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ❧❛✇✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ ✐♥
0.1(2−α)✱ ❛♥❞ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❧♦❣✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t α ②✐❡❧❞s✿

∂ log(Mav/Mdisk)

∂α
= −(2− α)−1 − ln

( a

AU

)
+ ln(30) ✭✶✸✳✶✷✮

❙♦❧✈✐♥❣ ∂ lnMav/Mdisk

∂α = 0 ❢♦r a ≃ 9 AU ❣✐✈❡s α ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❛ss ✐s ♠❛①✐♠✉♠ ❛t
t❤❡ ♦r❜✐t ♦❢ β P✐❝ ❜✿

αmass max = 2− 1

ln
(
10
3

) ≃ 1.17 ✭✶✸✳✶✸✮

❯s✐♥❣ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ♦❢ α ❛♥❞ a = 9 AU ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✶✸✳✶✶ ❣✐✈❡s ❛♥ ❛❜s♦❧✉t❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♠❛ss
♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡♥r✐❝❤✐♥❣ t❤❡ β P✐❝ ❜ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t ✭✇❤✐❝❤ ♦♥❧② r❡❧✐❡s ♦♥ t❤❡
♣♦✇❡r✲❧❛✇ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✮✿

Mav,max ≃ 4.4× 10−3 Mdisk ✭✶✸✳✶✹✮

❚❤❡ t✇♦ ②♦✉♥❣ ❞✐s❦s ❢♦✉♥❞ ❛r♦✉♥❞ ❆✲t②♣❡ st❛rs ❜② ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✷✵✵✺❪ ❤❛✈❡
❛ ♠❛ss ♦❢ 0.004 M⊙ ❛♥❞ 0.009 M⊙✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛❧❧ st❡❧❧❛r t②♣❡s✱ t❤❡ ♠❡❞✐❛♥ ❞✐s❦✲t♦✲st❛r
♠❛ss r❛t✐♦ t❤❡② ❢♦✉♥❞ ✐s ✵✳✺✪✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ②♦✉♥❣ β P✐❝ ❞✐s❦✱ t❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♠❛ss ♦❢
Mdisk ≃ 0.01M⊙✳ ❚❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝ ❜ ❜❡✐♥❣ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♠❛ss✐✈❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❦ ❛r♦✉♥❞
β P✐❝ ♠❛② ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠❛ss✐✈❡ t❛✐❧ ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦✉♥❞ ❜② ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ ❲✐❧❧✐❛♠s✳
❆ ✈❛❧✉❡ ♦❢ Mdisk ≃ 0.1M⊙ ✇♦✉❧❞ ♣✉t t❤❡ ❞✐s❦ ✐♥ t❤❡ ❢❡✇ ♠♦st ♠❛ss✐✈❡s ❛♠♦♥❣ ❛❧❧ t❤❡✐r ✶✼✺
t❛r❣❡ts✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❦ ♠❛ss ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ t♦t❛❧ ♠❛ss
♦❢ s♦❧✐❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❜② t❤❡ ②♦✉♥❣ β P✐❝ ❜✿

Mav,max ≃
{
13 MEarth ❢♦r ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❦ (Mdisk = 0.01 M⊙)

130 MEarth ❢♦r ❛ ♠❛ss✐✈❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞✐s❦ (Mdisk = 0.1 M⊙)

❋r♦♠ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✻✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r t❤❛t β P✐❝ ❜ ❝❛♥♥♦t ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❛ ❧✐❣❤t ❞✐s❦✳ ❚❤❡ q✉❛♥t✐t②
♦❢ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢❛r t♦♦ s♠❛❧❧ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❈✴❖ r❛t✐♦✳ ❚❤❡
❧✐♠✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❞✐s❦ ✐s ♦✈❡r♣❧♦tt❡❞ t♦ t❤❡ ❈✴❖ ❝✉r✈❡✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ❡✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❞✐s❦✱ ✐t ✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ β P✐❝ ❜ ❤❛❞ ❡♥♦✉❣❤ s♦❧✐❞
♠❛t❡r✐❛❧ t♦ ❧♦✇❡r ✐ts ❈✴❖ r❛t✐♦✳ ❆♥❞ ②❡t t❤✐s ❧✐♠✐t ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐t
✐s ❤✐❣❤❧② ✉♥❧✐❦❡❧② t❤❛t β P✐❝ ❜ ❤❛❞ ❡♥♦✉❣❤ t✐♠❡ t♦ ❛❝❝r❡t❡ ❛❧❧ t❤✐s ♠❛t❡r✐❛❧ ❛t ✐ts ❞✐s♣♦s❛❧✳

❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t ❜② ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ ❛ ❢❡✇ ❞✐✛❡r❡♥t
st❡♣s ❬❇♦❞❡♥❤❡✐♠❡r✱ ✶✾✼✹❪✿ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝❧✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦✱ q✉❛s✐✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥✲
tr❛❝t✐♦♥✱ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❤②❞r♦st❛t✐❝ q✉❛s✐✲❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♣❤❛s❡✳ ❆❝❝r❡t✐♦♥
♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ✐s t❤♦✉❣❤t t♦ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t ♦♥❧② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❤❛s❡✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t
❤❛s ♥♦t ②❡t ♦♣❡♥❡❞ ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ✭s❡❡ ❬❍❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❜❡rt✱ ✷✵✵✾❪✮✳ ❚❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s
♣❤❛s❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ♣❧❛♥❡t ♠❛ss✱ ❛♥❞ t②♣✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s r❛♥❣❡s ❢r♦♠ ❛ ❢❡✇ 105 ②❡❛rs
❢♦r ❛ ❏✉♣✐t❡r ♠❛ss ♣❧❛♥❡t✱ ❞♦✇♥ t♦ ❛ ❢❡✇ 103 ②❡❛rs ❢♦r ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡ ♣❧❛♥❡ts ❬❉❡❝❛♠♣❧✐ ❛♥❞
❈❛♠❡r♦♥✱ ✶✾✼✾✱ ❇♦❞❡♥❤❡✐♠❡r ❡t ❛❧✳✱ ✶✾✽✵❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ❙❝❤✉❜❡rt
❬✷✵✵✾❪✱ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❛❝❝r❡t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ β P✐❝ ❜ ❝❛♥ ❜❡
❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣✿

Maccreted =

∫ tcollapse

0
πR2

capture(t)σ(a, t)Ω(a)dt ✭✶✸✳✶✺✮

❲❤❡r❡ tcollapse ✐s t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❝♦❧❧❛♣s❡✱ Rcapture t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t✬s ❝❛♣t✉r❡ r❛❞✐✉s✱ σ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
❞❡♥s✐t② ♦❢ s♦❧✐❞s ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ❛t t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t✱ ❛♥❞ Ω t❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ❢r❡q✉❡♥❝②✳

❆❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s ♦❢ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❞✐s❦ ✭Mdisk = 0.1 M⊙✮✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣♦✇❡r✲❧❛✇ ❢♦r
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❞❡♥s✐t② ✭σ = σ0 (a/5 AU)−α✱ ✇✐t❤ α = 1.17✮✱ t❤❡ s♦❧✐❞ ❞❡♥s✐t② ❛t a = 9 AU ✐s✿

σ(9 AU) ≃ 10 g/cm2 ✭✶✸✳✶✻✮
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❚❤❡ ♦r❜✐t❛❧ ♣❡r✐♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ✐s ∼ 20 yr ❬❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽✱ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✶✸✳✸ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦❪✳ ❚❤❡ ❝❛♣t✉r❡ r❛❞✐✉s ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ❜✉t
❛♥ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ✈❛❧✉❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ 2 to 3× 1012 cm ❢♦r ❛ 1 MJup ♣❧❛♥❡t ❬❍❡❧❧❡❞ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ❋♦r ❛
♣❧❛♥❡t ✶✵ t✐♠❡s ♠♦r❡ ♠❛ss✐✈❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ r❛❞✐✉s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ≃ 5× 1012 cm✳ ❚❤✐s ②✐❡❧❞s✿

Maccreted ≃ 6.5×MEarth ×
tcollapse
1000 yr

✭✶✸✳✶✼✮

❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❧✐♠✐ts ✭❢♦r tcollapse = 103 yr✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞
tcollapse = 104 yr✱ ❛♥ ❡①tr❡♠❡❧② ❤✐❣❤ ✈❛❧✉❡✮ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❝✉r✈❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✻✳

❚❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t✐♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❡✣❝✐❡♥t ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❞✉r✲
✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✲❝♦❧❧❛♣s❡ st❛❣❡✱ t❤❡ ❧♦✇ ❈✴❖ r❛t✐♦ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r♦♣❡r❧②
❡①♣❧❛✐♥❡❞✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠✐♥❣ ♦✉st✐❞❡ t❤❡ H2O s♥♦✇❧✐♥❡✱ ✐♥ ❛ ♠❛ss✐✈❡ ❞✐s❦✳
❙✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❧♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ ❛ ♣❧❛♥❡t ❛s ♠❛ss✐✈❡ ❛s β P✐❝ ❜ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❝❛♣t✉r❡ ♦❢
❛ ❢❡✇ 100 MEarth ♦❢ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉♥❧✐❦❡❧②✳

❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ t❛❦❡❛✇❛② ♠❡ss❛❣❡ ♦❢ t❤✐s st✉❞②✿ ❝♦♥tr❛r② t♦ t❤❡ ❝❛s❡
♦❢ ❏✉♣✐t❡r✲❧✐❦❡ ♣❧❛♥❡ts✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①tr❡♠❡❧② ♠❛ss✐✈❡ ♣❧❛♥❡ts ✭10 MJup✮ t❤r♦✉❣❤ ❞✐s❦
✐♥st❛❜✐❧✐t② ✐s s♦ ❢❛st ✭1000 yr✮ t❤❛t ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❜② ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❝❛♥♥♦t ♣❧❛② ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t r♦❧❡✳
❚❤❡ ✜♥❛❧ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐s ❧✐❦❡❧② t♦ r❡✢❡❝t t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❈✴❖ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✱ ✐✳❡✳ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦
st❡❧❧❛r✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ st❡❧❧❛r ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐s ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥
♠❡❝❤❛♥✐s♠✳

✶✸✳✺✳✸ ❇❡t❛ P✐❝ ❜ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠

■♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦❧❧❛♣s❡ ♣❛r❛❞✐❣♠✱ ■ ❤❛✈❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥② ♣♦ss✐❜❧❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞✐s❦✳ ■ts ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♥t❡♥t ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ❝♦♥t❡♥t ❬Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✶❪✳ ❚❤✐s ✐s ❥✉st✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❞✐s❦ ✐♥st❛❜✐❧✐t✐❡s t②♣✐❝❛❧❧② ♦❝❝✉r ✐♥ ∼ 100 to 1000 yr
❬❇♦ss✱ ✶✾✾✼✱ ▼❛②❡r ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✱ ✇❤❡r❡❛s ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❛♥ t❛❦❡ ❛ ❢❡✇ ▼②r t♦ ❝❤❛♥❣❡ t❤❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❬❊✐str✉♣ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✽❪✳ ❚❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠✳

❈♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛♥ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✐❞ ❝♦r❡ ❢♦r♠s✱
❛♥❞ s❧♦✇❧② ❛❝❝r❡t❡s ❣❛s ❢r♦♠ t❤❡ ❞✐s❦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ❣❛s ✐s r♦✉❣❤❧② t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♠❛ss
♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t ❡♥t❡rs ❛ ♣❤❛s❡ ♦❢ ✏r✉♥❛✇❛② ❣❛s ❛❝❝r❡t✐♦♥✑✱ ❞✉r✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐t ❣❛✐♥s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛♠♦✉♥t ❛ ❣❛s ♦✈❡r ❛ s❤♦rt t✐♠❡ ❬▲✐ss❛✉❡r ❛♥❞ ❙t❡✈❡♥s♦♥✱ ✷✵✵✼❪✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t ✐s ❛ ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r ♣r♦❝❡ss t❤❛♥ ✐t ✐s ✇✐t❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✳
❚❤✐s ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ✇❛② t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ β P✐❝ ❜✱ ❛s ✐t ❛❧❧♦✇s ❢♦r t❤❡
❞✐s❦ t♦ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❡✈♦❧✈❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳

❊✐str✉♣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✽❪ st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ❣❛s ❛♥❞ ✐❝❡s ♦❢ ❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦✱
✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ ♠✐❞✲♣❧❛♥❡✳
❚❤❡✐r st✉❞② s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❈✴❖ st❡♣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞
❜② ❝❤❡♠✐str② ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ ▼②r✳

▼♦r❞❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❡①♣❧♦r❡❞ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❞✐s❦
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ✐♥ ❛ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡② ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❏✉♣✐t❡r ♠❛ss ♣❧❛♥❡ts
♠✐❣r❛t✐♥❣ t♦ s❤♦rt ♣❡r✐♦❞ ♦r❜✐ts ✭✏❤♦t ❏✉♣✐t❡rs✑✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛r❝❤❡t②♣❡ t❤❛♥ β P✐❝
❜✳ ❇✉t t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❡♥ts t❤❡② ✉s❡ t♦ ❢♦r♠ t❤❡✐r ♣❧❛♥❡ts ✐♥ t❤❡ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥
♣❛r❛❞✐❣♠ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ β P✐❝ ❜✱ ♦♥❧② ❧❡❛✈✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ✐♥✇❛r❞ ♠✐❣r❛t✐♦♥ ♣❛rt✿

• ❚❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❢♦r♠s ❢r♦♠ t❤❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧✳

• ❲❤❡♥ t❤❡ ❝♦r❡ ❤❛s ❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t st❛rts ❛❝❝r❡t✐♥❣ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❡♥✈❡❧♦♣❡✳





✶✸✳✺✳ ❈✴❖ ❘❆❚■❖ ❆◆❉ ❚❍❊ ❋❖❘▼❆❚■❖◆ ❍■❙❚❖❘❨ ✷✺✶

• ❉✉r✐♥❣ ✐ts ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦t♦✲❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s ❡♥r✐❝❤❡❞ ❜② t❤❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ ❞✐s✐♥t❡❣r❛t✐♥❣
♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s✳

• ❲❤❡♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡t r❡❛❝❤❡s ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss✱ r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❆t t❤✐s st❡♣✱ t❤❡
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❝r❡❛s❡s✳

• ❘✉♥❛✇❛② ❣❛s ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❝❧❡❛rs ❛ ❣❛♣ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦✱ ❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳

■♥ t❤❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t② s❝❡♥❛r✐♦✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❤❛♣♣❡♥s
s♦ q✉✐❝❦❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡s❝❛❧❡s ♦❢ ❞✐s❦ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✱ t❤❡ ❣❛s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❤❛✈❡ ❛ st❡❧❧❛r ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❈✴❖✳ ■❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❣❛s ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡
❛r❡ ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ❛s t❤❡② ❛r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ✭Msolid = fs/gMgas✮✱ t❤❡ ❈✴❖ ♦❢ t❤❡
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s st❡❧❧❛r✳ ❆ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ t♦ ❣❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞
t♦ ❛❧t❡r t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦✳

■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥✱ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✳ P❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❡♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ t❤❡
♣r♦t♦✲❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❝❝✉rs ❛t ❛♥ ❡❛r❧✐❡r t✐♠❡ t❤❛♥ r✉♥❛✇❛② ❣❛s ❛❝❝r❡t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡
❜✉❧❦ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♠❛ss✳ ❍✉❜✐❝❦②❥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦❢ ❣r❛✐♥ ♦♣❛❝✐t② ✐♥
t❤❡ ❞✐s❦ ❛♥❞ ♠❛ss ♦❢ t❤❡ ❝♦r❡✱ r✉♥❛✇❛② ❣❛s ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❛t ❛♥② t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✶ ▼②r
❛♥❞ ✻ t♦ ✼ ▼②r✳ ❇✉t ✻ t♦ ✼ ▼②r ✐s ❛❧s♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧ t✐♠❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❞✐s❦ t♦ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝❤❡♠✐str②✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ✐❢ r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ✐s ❛
❧❛t❡ ❡✈❡♥t✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ ❣❛s❡♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧ ❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❝♦♠❡s
❢r♦♠ t✇♦ ✈✐rt✉❛❧❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐s❦s✿ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦ ❢♦r t❤❡ s♦❧✐❞✱ ✇✐t❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r
❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✐♥t❡rst❡❧❧❛r ♠❡❞✐✉♠❀ ❛♥❞ ❡♥ ❡✈♦❧✈❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ❞✐s❦ ❢♦r t❤❡ ❣❛s✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ❛❧t❡r❡❞✳

❊✐str✉♣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✽❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t ❛ ❧❛r❣❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞
✐♥t♦ ❞✐♦①②❣❡♥ ✭O2✮ ♦✈❡r ❛ ❢❡✇ ▼②r✱ ❛❧♦♥❣ ❛ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣❛t❤✇❛② ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ ❲❛❧s❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✳
❚❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ t❤❡ ❞✐♦①②❣❡♥ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ❡♥❡r❣② ♦❢ CO2 ❛♥❞ t❤✉s✱ ❛t t❤❡
❧♦❝❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠✐♥❣ β P✐❝ ❜✱ O2 ✐s ✐♥ ❣❛s❡♦✉s ❢♦r♠✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ H2O → O2

r❡❛❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❞❡♣❧❡t❡ t❤❡ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ❢r♦♠ ✐ts ♦①②❣❡♥ t♦ ❡♥r✐❝❤ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✳ ■❢ ♠♦st ♦❢ t❤❡
✇❛t❡r t✉r♥s t♦ ❞✐♦①②❣❡♥ ✐♥ ∼ 7 Myr✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①❛❝t t✐♠❡ ♦❢ r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❛
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ❈✴❖✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✼✱ ■ ❣✐✈❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥
t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❛❝❝r❡t❡❞✱ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛♥
❡❛r❧② r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ✭✶ ▼②r✱ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡✮✱ ❛♥❞ ❛ ❧❛t❡ r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ✭✼ ▼②r✱ r❡❞ ❝✉r✈❡✮✳

❯s✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ❢♦r H2O ❛♥❞ O2 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✲❛ ♦❢ ❊✐str✉♣ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✽❪✱ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ♦❢ ❚❛❜❧❡ ✶✸✳✺✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♣❧♦t t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❈✴❖ ✐♥ t❤❡ ❣❛s ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ②♦✉♥❣ β P✐❝ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✱ ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ H2O ❛♥❞ CO2 s♥♦✇❧✐♥❡s✱ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✽✳ ■♥ t❤✐s
❋✐❣✉r❡✱ ■ ❤❛✈❡ ❛❧s♦ ♦✈❡r♣❧♦tt❡❞ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣❧❛♥❡t✿

• ❚❤❡ t✇♦ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❝❝✉rs ❛t ❛♥
❡❛r❧② t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛❝❝r❡t❡s ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❜❡❢♦r❡ ✶ ▼②r✱ ✇❤❡♥ t❤❡
♠❛t❡r✐❛❧ ✐s st✐❧❧ ✇❛t❡r✲r✐❝❤✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛❧s♦ ❛❝❝r❡t❡s s♦♠❡ ❣❛s✱ ✇✐t❤ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❣❛s t♦ s♦❧✐❞
r❛t✐♦ ♦❢ ✶✿✶ ✭❢❛❞❡❞ ❝✉r✈❡✮✱ ♦r ✶✿✸ ✭s♦❧✐❞ ❝✉r✈❡✮✳ ❆t t = 1 Myr✱ t❤❡ ❣❛s ❡♥✈❡❧♦♣❡ r❡❛❝❤❡s
❛♥ ❛r❜✐tr❛r② ❝r✐t✐❝❛❧ ♠❛ss ♦❢ 40 MEarth ✭∼ ✶✪ ♦❢ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣❧❛♥❡t ♠❛ss✮✱ ❛♥❞ r✉♥❛✇❛②
❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❝❝✉rs✳ ❚❤✐s st♦♣s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ♠❛ss ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❛❝❝r❡t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ st❡♣ ✭s❡❡ ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡ ♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✼✮✳

• ❚❤❡ t✇♦ r❡❞ ❝✉r✈❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ s❝❡♥❛r✐♦ ✐♥ ✇❤✐❝❤ r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥ ❤❛♣♣❡♥s ❛t
❛ ❧❛t❡r t✐♠❡✳ ■♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ t❤❡ ♣❧❛♥❡t ❛❧s♦ ❛❝❝r❡t❡s ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s ❜❡❢♦r❡ ✶ ▼②r✱ ❜✉t
❛❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ✐s s❧♦✇❡❞ ❞♦✇♥ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ✼✳ ■t t❛❦❡s ✼ ▼②r t♦ r❡❛❝❤ ∼ 1% ♦❢ t❤❡
♠❛ss ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡❧❛②s r✉♥❛✇❛② ❛❝❝r❡t✐♦♥✳ ■ ❛❧s♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t s♦❧✐❞ ❛❝❝r❡t✐♦♥
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t❤❡ ♣❧❛♥❡t❛r② ❝♦r❡✱ ♦r ❝❛♥ st❛② ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❣✐✈❡♥ t❤❛t ✐♥ t❤✐s
s❝❡♥❛r✐♦✱ s♦❧✐❞ ♠❛t❡r✐❛❧ ✐s ❛❝❝r❡t❡❞ ❜❡❢♦r❡ ♠♦st ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❬▼♦r❞❛s✐♥✐ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✻❪✳ ❙tr♦♥❣
✈❡rt✐❝❛❧ ♠✐①✐♥❣ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ♠✐t✐❣❛t❡ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠✳

✶✸✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥

❚❤❡ ❑✲❜❛♥❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥ β P✐❝ ❜ ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② r✐❝❤ ✐♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❚❤✐s s♣❡❝tr✉♠ ❛❧♦♥❡ ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱ ✐ts s✉r❢❛❝❡
❣r❛✈✐t②✱ ✐ts r❛❞✐✉s✱ ❛♥❞ ♠❛ss✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t ✇✐t❤ ✇❤❛t ♣r❡✈✐♦✉s st✉❞✐❡s ❤❛✈❡
❢♦✉♥❞✳ ❚❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❊①♦✲❘❊▼ s❡❡♠s t♦ ❜❡ s❧✐❣❤t❧② ❧♦✇❡r t❤❛♥ ✇❤❛t
❈❤✐❧❝♦t❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪ ❢♦✉♥❞✱ ❜✉t ♥♦t t♦t❛❧❧② ✐♥❝♦♥s✐st❡♥t ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦r r❡♣♦rt❡❞ ♦♥
t❤❡s❡ ❡st✐♠❛t❡s ❞♦ ♥♦t ✐♥❝❧✉❞❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❡rr♦rs✳

❚❤❡ ❑✲❜❛♥❞ ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ✐♥t❡r❡st✐♥❣✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❛♥❞ ♦❢ ✇❛t❡r
✐♥ ✐ts ❜❧✉❡ ♣❛rt ✭❛r♦✉♥❞ 1.9 µm✮✱ ❛♥❞ ❛ ❈❖ ❜❛♥❞ ✐♥ ✐ts r❡❞ ♣❛rt ✭2.3 µm✮✳ ❚❤✐s ♠❛❦❡s t❤❡
s♣❡❝tr✉♠ s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝ ❈✴❖ r❛t✐♦✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦r ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤✐s ❛❜✉♥❞❛♥❝❡
r❛t✐♦✳ ■ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r t❤❛t t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♣✉t ♥❡✇ ❝♦♥str❛✐♥ts
♦♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡t❤♦❞s ✭❢♦r✇❛r❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❛t♠♦s♣❤❡r✐❝
r❡tr✐❡✈❛❧✮ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t r❡s✉❧t✿ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ ✐♥ β P✐❝ ❜ ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥❢❡r✐♦r t♦ t❤❡
st❡❧❧❛r ❈✴❖ r❛t✐♦✳ ❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤✐s ✇❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤r♦✉❣❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✐♥st❛❜✐❧✐t②✱ ♠♦st❧② ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐s ❡①tr❡♠❡❧② ❢❛st ❛t ❝r❡❛t✐♥❣
♣❧❛♥❡ts✳ ▲♦✇❡r✐♥❣ t❤❡ ❈✴❖ r❛t✐♦ r❡q✉✐r❡s t♦ ❛❝❝r❡t❡ ❛ ❧♦t ♦❢ s♦❧✐❞ ✐❝❡✲r✐❝❤ ♠❛t❡r✐❛❧ ❢r♦♠ t❤❡
✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦✱ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t✐♠❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛ ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦
❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ β P✐❝ ❜ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❧♦✇ ❈✴❖✱ ✐❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐s❦✳ ❚❤✐s s❝❡♥❛r✐♦✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ r❡❧✐❡s ♦♥ ♠❛♥② ✐♠♣♦rt❛♥t ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ t❤❡
st❡❧❧❛r ❛❜✉♥❞❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦ t♦ t❤❡ ♣❡r❢❡❝t ♠✐①✐♥❣ ♦❢ ♣❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧s
✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ■t ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ❝❛✉t✐♦✉s❧②✱ ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣✐❝t✉r❡ ♠❛② ❡✈♦❧✈❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳ ❖✉r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦r♠✐♥❣ ♣❧❛♥❡ts
❛♥❞ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❞✐s❦s ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞✱ ❛s ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② ❞✐❞ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥ts ❜❡❝♦♠❡
❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ✐♠♣r✐♥ts ❛♥❞ ❧❡❢t♦✈❡rs ♦❢ t❤❡s❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳

❨❡t✱ t❤❡ st✉❞② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ❈❤❛♣t❡r ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❝♦r❡✲❛❝❝r❡t✐♦♥✱ ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛
❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥❡tr❛② ❞✐s❦✱ ✐s ❛ ♣♦ss✐❜❧❡ s❝❡♥❛r✐♦ t♦ ❡①♣❧❛✐♥ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡t β P✐❝t♦r✐s ❜✳
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✷✺✼

❚❤❡ ✷✵✶✼ β P✐❝ ❜ tr❛♥s✐t ❝❛♠♣❛✐❣♥

P❤❉ ♣r♦❥❡❝ts r❛r❡❧② ❣♦ ❛s ♣❧❛♥♥❡❞✱ ❛♥❞ t❤✐s ♦♥❡ ✇❛s ♥♦ ❡①❝❡♣t✐♦♥✳ ❲❤❡♥ ■ st❛rt❡❞ ♠② ✇♦r❦
♦♥ P✐❝❙❛t✱ ■ ✇❛s ❡①♣❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t t♦ ❜❡ t❤❡ ❧✐❣❤t✲❝✉r✈❡ ♦❢ β P✐❝✱
♣♦ss✐❜❧② s❤♦✇✐♥❣ s♦♠❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ tr❛♥s✐t ❡✈❡♥ts✳ ❇✉t P✐❝❙❛t ❢❛✐❧❡❞✱ ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉❝❤
❧✐❣❤t✲❝✉r✈❡✳

❋♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ♦t❤❡r ♣r♦❥❡❝ts s✉❝❝❡❡❞❡❞ ✇❤❡r❡ P✐❝❙❛t ❢❛✐❧❡❞✱ ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr②
♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ②❡❛r ✷✵✶✼✳ ❆ ❧❛r❣❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❝❛♠♣❛✐❣♥ ✇❛s ❢♦r♠❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ t❤❡
❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ tr❛♥s✐t✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♠❛♥② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐♥ s♣❛❝❡✳
❙❛t❡❧❧✐t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❇❘■❚❊ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥✱ ♠❛❞❡ ♦❢ ✜✈❡ ✽❯ ❈✉❜❡❙❛ts ❛♥❞ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ st❛rs ❛❝r♦ss
t❤❡ ❝❡❧❡st✐❛❧ s♣❤❡r❡ ❬❲❡✐ss ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✹❪✱ ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦❜s❡r✈❡ β P✐❝ ✐♥ ❧❛t❡ ✷✵✶✻ ❛♥❞ ◗✶✲◗✷
✷✵✶✼✳ ❆❧s♦ ❢r♦♠ s♣❛❝❡✱ ❛♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❛♠ ✉s❡❞ t❤❡ ❍✉❜❜❧❡ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ t♦ ♦❜t❛✐♥
♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠❡tr② ✐♥ ❏❛♥✉❛r② ❛♥❞ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✼ ✭❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✮✱ ❛♥❞ ❛t t✇♦ ❡♣♦❝❤s
❛r♦✉♥❞ t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ✐♥❣r❡ss ♦❢ t❤❡ ❤❛❧❢ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡✳ ❖♥ t❤❡ ❣r♦✉♥❞✱ ❆❙❚❊P ❬▼é❦❛r♥✐❛ ❡t ❛❧✳✱
✷✵✶✼❪✱ ❛ ✹✵ ❝♠ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❈♦♥❝♦r❞✐❛ ❘❡s❡❛r❝❤ ❙t❛t✐♦♥✱ ❛t ❉♦♠❡ ❈✱ ❆♥t❛r❝t✐❝❛✱
❛♥❞ ❜❘✐♥❣ ❬❙t✉✐❦ ❡t ❛❧✳✱ ✷✵✶✼❪✱ ❛ s❡t ♦❢ t✇♦ ❝❛♠❡r❛s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ ❙♦✉t❤ ❆❢r✐❝❛ ❛♥❞ ❆✉str❛❧✐❛✱
❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ♠♦♥✐t♦r❡❞ t❤❡ ♣❤♦t♦♠❡tr② ♦❢ β P✐❝ ✐♥ ✷✵✶✼ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ ✜rst ❤❛❧❢ ♦❢ ✷✵✶✽✳

❚❤❡ ♣r❡❝✐s❡ ●❘❆❱■❚❨ ❛str♦♠❡tr② ♦❜t❛✐♥❡❞ s♦♦♥ ❛❢t❡r t❤❡ r❡✲❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✱
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ str♦♥❣❧② ❝♦♥str❛✐♥s t❤❡ t✐♠✐♥❣ ♦❢ t❤❡ tr❛♥s✐t ❡✈❡♥ts✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ✐♥❣r❡ss ❛♥❞ ❡❣r❡ss t✐♠❡s ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ tr❛♥s✐t ❛r❡ ♥♦✇ ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡
✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛♥②♠♦r❡ ❜② t❤❡ ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ♦♥ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ♣❧❛♥❡t✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✈✐❡✇ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡ ❡✈❡♥ts ✉♥❢♦❧❞❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡
t✇♦ ②❡❛rs ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ β P✐❝ ❜ tr❛♥s✐t ❝❛♠♣❛✐❣♥✱ ✇❤✐❝❤ ■ s❤♦✇ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✶✾✳

❚❤❡ ❍✐❧❧ s♣❤❡r❡ tr❛♥s✐t ✇❛s ♥♦t ❞❡t❡❝t❡❞✱ ❜② ❛♥② ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t ♣❛rt ♦❢ t❤✐s ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❝❛♠♣❛✐❣♥✳

❊①♦♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨

❆s P✐❝❙❛t ❞✐❞ ♥♦t r❡t✉r♥ ❛♥② s❝✐❡♥t✐✜❝❛❧❧② ✉s❡❢✉❧ ❞❛t❛✱ t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ♣♦st✲❝♦♥❥✉♥❝t✐♦♥ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❜ ✐s ❛r❣✉❛❜❧② t❤❡ ♠❛✐♥ s❝✐❡♥❝❡ r❡s✉❧t ♦❢ ♠② P❤❉ ✇♦r❦✳ ❚❤✐s s❡❝♦♥❞ ❞✐r❡❝t
❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t ✇✐t❤ ❧♦♥❣✲❜❛s❡❧✐♥❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ✭t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❜❡✐♥❣ r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
●r❛✈✐t② ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪✮ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡ ❝❧❡❛♥❡st ❛♥❞ ♠♦st r❡s♦❧✈❡❞ s♣❡❝tr✉♠ ♦❢ ❛ ❞✐✲
r❡❝t❧② ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡t ❡✈❡r ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❈♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦st r❡❝❡♥t ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ✐♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t
❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ r❡tr✐❡✈❛❧✱ t❤✐s ●❘❆❱■❚❨ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♠❛❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡
❈❛r❜♦♥✲t♦✲❖①②❣❡♥ r❛t✐♦ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ β P✐❝ ❜✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ♣❡❡r ❢♦r t❤❡ ✈❡r② ✜rst
t✐♠❡ ✐♥ ✐ts ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r②✳ ●✐✈❡♥ ❤♦✇ r❡❝❡♥t t❤❡s❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ r❡tr✐❡✈❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡✱ ❛♥❞
❤♦✇ ❞✐✣❝✉❧t ✐t ✐s t♦ ❡st✐♠❛t❡ ❡①♦♣❧❛♥❡t❛r② ❡❧❡♠❡♥t r❛t✐♦s✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts r❡♠❛✐♥ s♣❡❝✉❧❛t✐✈❡✳
❖♥ t❤❡ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛❜♦✉t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤✐st♦r② ♦❢ β P✐❝ ❜ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣✲
t❡r ✶✸ ♦❢ t❤✐s ♠❛♥✉s❝r✐♣t ♠❛② ✈❡r② ✇❡❧❧ ❜❡ s✉♣❡rs❡❞❡❞ ❜② ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r ❢✉t✉r❡✳
❇✉t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐t ❛❧s♦ s❡❡♠s t❤❛t t❤❡ ●❘❆❱■❚❨ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❈❤❛♣t❡rs ✶✶ ❛♥❞ ✶✷ ✇✐❧❧ ♠❛❦❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❡①♦♣❧❛♥❡t s❝✐❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡❛r
❢✉t✉r❡✳

❚❤❡ ❡①❛❝t r♦❧❡ ♦❢ ●❘❆❱■❚❨ ❢♦r ❡①♦♣❧❛♥❡t r❡s❡❛r❝❤ r❡♠❛✐♥s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✉s❡
♦❢ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡rs ❛♥❞ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡ s✉❝❤ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❤✐❣❤✲
❝♦♥tr❛st ♦❜❥❡❝ts ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛❧s♦ s❡✈❡r❡❧② ❧✐♠✐ts t❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✐♥str✉♠❡♥t✱ t❤❡r❡❜②
✇✐♣✐♥❣ ♦✉t t❤❡ ♣r♦s♣❡❝t ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡ ❡①♣❧♦r❛t♦r② s✉r✈❡② ❛✐♠❡❞ ❛t ❞❡t❡❝t✐♥❣ ♥❡✇ ♣❧❛♥❡ts✳ ❊✈❡♥
✇✐t❤ ♦♣t✐♠✐st✐❝ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛❜♦✉t t❤❡ q✉❛❧✐t② ♦❢ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ❧✐❦❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❛t ❛ s✐♥❣❧❡
5 minutes ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❝❧❛✐♠ ❛ ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❜❧✐♥❞ s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨
✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡①tr❡♠❡❧② t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ∼ 60 mas ✐♥ ❞✐❛♠❡t❡r✱





✷✺✾

s♦ ❡①♣❧♦r✐♥❣ t❤❡ ❡♥t✐r❡ r❡❣✐♦♥ ❢r♦♠ ✻✵ t♦ 150 mas ❛r♦✉♥❞ ❛ st❛r ✇♦✉❧❞ t❛❦❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
10 hr ♦♥ t❤❡ ✹ ❯♥✐t ❚❡❧❡s❝♦♣❡s ♦❢ t❤❡ ❱▲❚✳

❆ ♠♦r❡ ❝❧❡✈❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r ♣❧❛♥❡ts ✇✐t❤ ●❘❆❱■❚❨✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t②
✐s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡ ❜② ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r ♣❧❛♥❡ts ✐♥ ❡❞❣❡✲♦♥ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦s✳
❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡str❛✐♥ t❤❡ s❡❛r❝❤ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❧✐♥❡✱ ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t✐♠❡ t♦
∼ 1 hr✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ str❛t❡❣② ✇♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡ ❧♦✇ s❡♥s✐t✐✈✐t② ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②
❢♦r t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❞✐s❦ ❡♠✐ss✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ♠❛❦❡ s✉❝❤ ✐♥str✉♠❡♥ts ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ ❢♦r t❤❡ t❛s❦
♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ♣❧❛♥❡ts ✐♥ ❞❡❜r✐s ❞✐s❦s t❤❛♥ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡rs✳

●✐✈❡♥ t❤❡ ✈❡r② s♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❧❛♥❡ts ❞✐r❡❝t❧② ❞❡t❡❝t❡❞ s♦ ❢❛r ✭∼ a ❞♦③❡♥✮✱ ❧♦♦❦✐♥❣ ❢♦r
♥❡✇ ♦♥❡s ✐s t❡♠♣t✐♥❣✳ ❇✉t t❤❡r❡ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ❛ ❝❛s❡ t♦ ❜❡ ♠❛❞❡ ❢♦r ❧✐♠✐t✐♥❣ ●❘❆❱■❚❨ t♦ t❤❡
r♦❧❡ ♦❢ ❛ ❢♦❧❧♦✇✲✉♣ ✐♥str✉♠❡♥t✱ ✏♦♥❧②✑ ✉s❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝❧❡❛♥ ♠❡❞✐✉♠ r❡s♦❧✉t✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦♥
♣❧❛♥❡t ❛❧r❡❛❞② ❞❡t❡❝t❡❞✳ ❚❤❡ ❧❛r❣❡ ✜❡❧❞✲♦❢✲✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞✐r❡❝t ✐♠❛❣❡rs✱ s✉❝❤ ❛s ❱▲❚✴❙P❍❊❘❊
♦r ●❡♠✐♥✐✴●P■✱ s✐♠♣❧② ♠❛❦❡s t❤❡♠ ❜❡tt❡r s✉✐t❡❞ t❤❛♥ ●❘❆❱■❚❨ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ ♣❧❛♥❡ts✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛s ❡①❝✐t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❛s ●❘❆❱■❚❨ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r ❡①♦♣❧❛♥❡ts✱ ✐t ❝❛♥♥♦t ♦❜s❡r✈❡
♣❧❛♥❡ts ❛t ✈❡r② s♠❛❧❧ s❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ ❧♦♥❣ st❛♥❞✐♥❣ ❣♦❛❧ ♦❢ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❆t
t❤❡ ❝♦r❡ ♦❢ t❤❡ ❞✉❛❧✲✜❡❧❞ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❛ tr❛❞❡ ♦❢ ❛♥❣✉❧❛r r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❝♦♥tr❛st✱ ❛♥❞ ❞❡s♣✐t❡
✐ts ∼ 100 m ❜❛s❡❧✐♥❡s✱ ●❘❆❱■❚❨✴❞✉❛❧✲✜❡❧❞ ✐s st✐❧❧ ❧✐♠✐t❡❞ t♦ s❡♣❛r❛t✐♦♥s ' 60 mas ❜② t❤❡
8 m ❛♣❡rt✉r❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❯❚s✳





❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②

❖✳ ❆❜s✐❧✱ ❉✳ ❉❡❢rèr❡✱ ❱✳ ❈♦✉❞é ❞✉ ❋♦r❡st♦✱ ❊✳ ❉✐ ❋♦❧❝♦✱ ❆✳ ▼ér❛♥❞✱ ❏✳ ❈✳ ❆✉❣❡r❡❛✉✱ ❙✳ ❊rt❡❧✱
❈✳ ❍❛♥♦t✱ P✳ ❑❡r✈❡❧❧❛✱ ❇✳ ▼♦❧❧✐❡r✱ ◆✳ ❙❝♦tt✱ ❳✳ ❈❤❡✱ ❏✳ ❉✳ ▼♦♥♥✐❡r✱ ◆✳ ❚❤✉r❡❛✉✱ P✳ ●✳
❚✉t❤✐❧❧✱ ❚✳ ❆✳ t❡♥ ❇r✉♠♠❡❧❛❛r✱ ❍✳ ❆✳ ▼❝❆❧✐st❡r✱ ❏✳ ❙t✉r♠❛♥♥✱ ▲✳ ❙t✉r♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ◆✳ ❚✉r♥❡r✳
❆ ♥❡❛r✲✐♥❢r❛r❡❞ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ s✉r✈❡② ♦❢ ❞❡❜r✐s✲❞✐s❝ st❛rs✳ ■■■✳ ❋✐rst st❛t✐st✐❝s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✹✷
st❛rs ♦❜s❡r✈❡❞ ✇✐t❤ ❈❍❆❘❆✴❋▲❯❖❘✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✺✺✿❆✶✵✹✱ ❏✉❧② ✷✵✶✸✳
❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✶✴✵✵✵✹✲✻✸✻✶✴✷✵✶✸✷✶✻✼✸✳

▼✳ ❆❤♠✐❝✱ ❇✳ ❈r♦❧❧✱ ❛♥❞ P✳ ❆rt②♠♦✇✐❝③✳ ❉✉st ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ❈✐r❝✉♠st❡❧❧❛r
❉✐s❦s✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✼✵✺✿✺✷✾✕✺✹✷✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✾✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✽✴✵✵✵✹✲✻✸✼❳✴
✼✵✺✴✶✴✺✷✾✳

▼✳ ❆❧❛♠✱ ❏✳ ❆❜r❛♠❝③②❦✱ ❯✳ ▼❛♥②❛♠✱ ❏✳ ❋❛rr♦♥✐✱ ❛♥❞ ❉✳ ●✉❡rt✐♥✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ♦♣t✐❝❛❧
✜❜❡rs ✐♥ s♣❛❝❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳ ■♥ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ P❤♦t♦✲❖♣t✐❝❛❧ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❊♥❣✐✲
♥❡❡rs ✭❙P■❊✮ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✺✻✼ ♦❢ ❙♦❝✐❡t② ♦❢ P❤♦t♦✲❖♣t✐❝❛❧ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥
❊♥❣✐♥❡❡rs ✭❙P■❊✮ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ♣❛❣❡ ✶✵✺✻✼✷▼✱ ◆♦✈ ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✶✼✴✶✷✳✷✸✵✽✶✽✹✳

❨✳ ❆❧✐❜❡rt✱ ❖✳ ▼♦✉s✐s✱ ❈✳ ▼♦r❞❛s✐♥✐✱ ❛♥❞ ❲✳ ❇❡♥③✳ ◆❡✇ ❏✉♣✐t❡r ❛♥❞ ❙❛t✉r♥ ❋♦r♠❛t✐♦♥
▼♦❞❡❧s ▼❡❡t ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ▲❡tt❡rs✱ ✻✷✻✿▲✺✼✕▲✻✵✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✽✻✴✹✸✶✸✷✺✳

❙✳ ▼✳ ❆♥❞r❡✇s ❛♥❞ ❏✳ P✳ ❲✐❧❧✐❛♠s✳ ❙✉❜♠✐❧❧✐♠❡t❡r ❆rr❛② ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ❉✐s❦s ✐♥ t❤❡ ❙❘ ✷✹
▼✉❧t✐♣❧❡ ❙t❛r ❙②st❡♠✳ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ▲❡tt❡rs✱ ✻✶✾✿▲✶✼✺✕▲✶✼✽✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✽✻✴✹✷✼✸✷✺✳

❏✳ ❘✳ P✳ ❆♥❣❡❧ ❛♥❞ ◆✳ ❏✳ ❲♦♦❧❢✳ ❆♥ ■♠❛❣✐♥❣ ◆✉❧❧✐♥❣ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t♦ ❙t✉❞② ❊①tr❛s♦❧❛r
P❧❛♥❡ts✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✹✼✺✿✸✼✸✕✸✼✾✱ ❏❛♥✉❛r② ✶✾✾✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✻✴✸✵✸✺✷✾✳

❉✳ ❆♣❛✐✱ ●✳ ❙❝❤♥❡✐❞❡r✱ ❈✳ ❆✳ ●r❛❞②✱ ▼✳ ❈✳ ❲②❛tt✱ ❆✳✲▼✳ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ▼✳ ❏✳ ❑✉❝❤♥❡r✱ ❈✳ ❏✳
❙t❛r❦✱ ❛♥❞ ❙✳ ❍✳ ▲✉❜♦✇✳ ❚❤❡ ■♥♥❡r ❉✐s❦ ❙tr✉❝t✉r❡✱ ❉✐s❦✲P❧❛♥❡t ■♥t❡r❛❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❚❡♠♣♦r❛❧
❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ❙②st❡♠✿ ❆ ❚✇♦✲❡♣♦❝❤ ❍❙❚✴❙❚■❙ ❈♦r♦♥❛❣r❛♣❤✐❝ ❙t✉❞②✳ t❤❡
❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✽✵✵✿✶✸✻✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✽✴✵✵✵✹✲✻✸✼❳✴✽✵✵✴✷✴✶✸✻✳

❍✳ ❍✳ ❆✉♠❛♥♥✳ Pr♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ♠❛t❡r✐❛❧ ❛r♦✉♥❞ ♥❡❛r❜② st❛rs✳ ■♥ ▼✳ ❉✳ P❛♣❛❣✐❛♥♥✐s✱ ❡❞✐t♦r✱
❚❤❡ ❙❡❛r❝❤ ❢♦r ❊①tr❛t❡rr❡str✐❛❧ ▲✐❢❡✿ ❘❡❝❡♥t ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✶✷ ♦❢ ■❆❯ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱
♣❛❣❡s ✹✸✕✺✵✱ ✶✾✽✺✳

❉✳ ❊✳ ❇❛❝❦♠❛♥✱ ❋✳ ❈✳ ●✐❧❧❡tt✱ ❛♥❞ ❋✳ ❈✳ ❲✐tt❡❜♦r♥✳ ■♥❢r❛r❡❞ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❞✐s❦✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✸✽✺✿✻✼✵✕✻✼✾✱ ❋❡❜r✉❛r② ✶✾✾✷✳
❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✻✴✶✼✵✾✼✸✳

❊✳ ❑✳ ❇❛✐♥❡s✱ ●✳ ❚✳ ✈❛♥ ❇❡❧❧❡✱ ❚✳ ❆✳ t❡♥ ❇r✉♠♠❡❧❛❛r✱ ❍✳ ❆✳ ▼❝❆❧✐st❡r✱ ▼✳ ❙✇❛✐♥✱ ◆✳ ❍✳
❚✉r♥❡r✱ ▲✳ ❙t✉r♠❛♥♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙t✉r♠❛♥♥✳ ❉✐r❡❝t ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❘❛❞✐✉s ❛♥❞ ❉❡♥s✐t②
♦❢ t❤❡ ❚r❛♥s✐t✐♥❣ ❊①♦♣❧❛♥❡t ❍❉ ✶✽✾✼✸✸❜ ✇✐t❤ t❤❡ ❈❍❆❘❆ ❆rr❛②✳ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧
▲❡tt❡rs✱ ✻✻✶✿▲✶✾✺✕▲✶✾✽✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✻✴✺✶✾✵✵✷✳



✷✻✷ ❇■❇▲■❖●❘❆P❍❨

❊✳ ❑✳ ❇❛✐♥❡s✱ ❍✳ ❆✳ ▼❝❆❧✐st❡r✱ ❚✳ ❆✳ t❡♥ ❇r✉♠♠❡❧❛❛r✱ ◆✳ ❍✳ ❚✉r♥❡r✱ ❏✳ ❙t✉r♠❛♥♥✱ ▲✳ ❙t✉r✲
♠❛♥♥✱ P✳ ❏✳ ●♦❧❞✜♥❣❡r✱ ❛♥❞ ❙✳ ❚✳ ❘✐❞❣✇❛②✳ ❈❍❆❘❆ ❆rr❛② ▼❡❛s✉r❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❆♥❣✉❧❛r
❉✐❛♠❡t❡rs ♦❢ ❊①♦♣❧❛♥❡t ❍♦st ❙t❛rs✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻✽✵✿✼✷✽✕✼✸✸✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✽✳ ❞♦✐✿
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❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✽✷✸✿✶✵✽✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✸✽✹✼✴✵✵✵✹✲✻✸✼❳✴✽✷✸✴✷✴✶✵✽✳

■✳ ❇❛r❛✛❡✱ ●✳ ❈❤❛❜r✐❡r✱ ❚✳ ❙✳ ❇❛r♠❛♥✱ ❋✳ ❆❧❧❛r❞✱ ❛♥❞ P✳ ❍✳ ❍❛✉s❝❤✐❧❞t✳ ❊✈♦❧✉t✐♦♥❛r② ♠♦❞❡❧s
❢♦r ❝♦♦❧ ❜r♦✇♥ ❞✇❛r❢s ❛♥❞ ❡①tr❛s♦❧❛r ❣✐❛♥t ♣❧❛♥❡ts✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❍❉ ✷✵✾✹✺✽✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞
❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✹✵✷✿✼✵✶✕✼✶✷✱ ▼❛② ✷✵✵✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✶✴✵✵✵✹✲✻✸✻✶✿✷✵✵✸✵✷✺✷✳

❆✳ ❇❛r❛♥♥❡✱ ❉✳ ◗✉❡❧♦③✱ ▼✳ ▼❛②♦r✱ ●✳ ❆❞r✐❛♥③②❦✱ ●✳ ❑♥✐s♣❡❧✱ ❉✳ ❑♦❤❧❡r✱ ❉✳ ▲❛❝r♦✐①✱ ❏✳✲P✳
▼❡✉♥✐❡r✱ ●✳ ❘✐♠❜❛✉❞✱ ❛♥❞ ❆✳ ❱✐♥✳ ❊▲❖❉■❊✿ ❆ s♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ❢♦r ❛❝❝✉r❛t❡ r❛❞✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②
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r✐♥✱ ❆✳ P✢ü❣❡r✱ ❖✳ P❢✉❤❧✱ ❚✳ P❤❛♥ ❉✉❝✱ P✳ ▼✳ P❧❡✇❛✱ ❉✳ P♦♣♦✈✐❝✱ ❙✳ ❘❛❜✐❡♥✱ ❆✳ ❘❛♠ír❡③✱
❏✳ ❘❛♠♦s✱ ❈✳ ❘❛✉✱ ▼✳ ❘✐q✉❡❧♠❡✱ ❘✳✲❘✳ ❘♦❤❧♦✛✱ ●✳ ❘♦✉ss❡t✱ ❏✳ ❙❛♥❝❤❡③✲❇❡r♠✉❞❡③✱ ❙✳ ❙❝❤❡✐✲
t❤❛✉❡r✱ ▼✳ ❙❝❤ö❧❧❡r✱ ◆✳ ❙❝❤✉❤❧❡r✱ ❏✳ ❙♣②r♦♠✐❧✐♦✱ ❈✳ ❙tr❛✉❜♠❡✐❡r✱ ❊✳ ❙t✉r♠✱ ▼✳ ❙✉❛r❡③✱
❑✳ ❘✳ ❲✳ ❚r✐str❛♠✱ ◆✳ ❱❡♥t✉r❛✱ ❋✳ ❱✐♥❝❡♥t✱ ■✳ ❲❛✐s❜❡r❣✱ ■✳ ❲❛♥❦✱ ❏✳ ❲❡❜❡r✱ ❊✳ ❲✐❡♣r❡❝❤t✱
▼✳ ❲✐❡st✱ ❊✳ ❲✐❡③♦rr❡❦✱ ▼✳ ❲✐tt❦♦✇s❦✐✱ ❏✳ ❲♦✐❧❧❡③✱ ❇✳ ❲♦❧✛✱ ❙✳ ❨❛③✐❝✐✱ ❉✳ ❩✐❡❣❧❡r✱ ❛♥❞
●✳ ❩✐♥s✳ ❋✐rst ❧✐❣❤t ❢♦r ●❘❆❱■❚❨✿ P❤❛s❡ r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣ ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr② ❢♦r t❤❡ ❱❡r②
▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✵✷✿❆✾✹✱ ❏✉♥❡ ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿
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●r❛✈✐t② ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ❙✳ ▲❛❝♦✉r✱ ▼✳ ◆♦✇❛❦✱ ❏✳ ❲❛♥❣✱ ❖✳ P❢✉❤❧✱ ❋✳ ❊✐s❡♥❤❛✉❡r✱ ❘✳ ❆❜✉t❡r✱
❆✳ ❆♠♦r✐♠✱ ◆✳ ❆♥✉❣✉✱ ▼✳ ❇❡♥✐st②✱ ❏✳ P✳ ❇❡r❣❡r✱ ❍✳ ❇❡✉st✱ ◆✳ ❇❧✐♥❞✱ ▼✳ ❇♦♥♥❡❢♦②✱ ❍✳ ❇♦♥✲
♥❡t✱ P✳ ❇♦✉r❣❡t✱ ❲✳ ❇r❛♥❞♥❡r✱ ❆✳ ❇✉r♦♥✱ ❈✳ ❈♦❧❧✐♥✱ ❇✳ ❈❤❛r♥❛②✱ ❋✳ ❈❤❛♣r♦♥✱ ❨✳ ❈❧é♥❡t✱
❱✳ ❈♦✉❞é ❉✉ ❋♦r❡st♦✱ P✳ ❚✳ ❞❡ ❩❡❡✉✇✱ ❈✳ ❉❡❡♥✱ ❘✳ ❉❡♠❜❡t✱ ❏✳ ❉❡①t❡r✱ ●✳ ❉✉✈❡rt✱ ❆✳ ❊❝❦❛rt✱
◆✳ ▼✳ ❋örst❡r ❙❝❤r❡✐❜❡r✱ P✳ ❋é❞♦✉✱ P✳ ●❛r❝✐❛✱ ❘✳ ●❛r❝✐❛ ▲♦♣❡③✱ ❋✳ ●❛♦✱ ❊✳ ●❡♥❞r♦♥✱
❘✳ ●❡♥③❡❧✱ ❙✳ ●✐❧❧❡ss❡♥✱ P✳ ●♦r❞♦✱ ❆✳ ●r❡❡♥❜❛✉♠✱ ▼✳ ❍❛❜✐❜✐✱ ❳✳ ❍❛✉❜♦✐s✱ ❋✳ ❍❛✉ÿ♠❛♥♥✱
❚✳ ❍❡♥♥✐♥❣✱ ❙✳ ❍✐♣♣❧❡r✱ ▼✳ ❍♦rr♦❜✐♥✱ ❩✳ ❍✉❜❡rt✱ ❆✳ ❏✐♠❡♥❡③ ❘♦s❛❧❡s✱ ▲✳ ❏♦❝♦✉✱ ❙✳ ❑❡♥❞r❡✇✱
P✳ ❑❡r✈❡❧❧❛✱ ❏✳ ❑♦❧❜✱ ❆✳✲▼✳ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ❱✳ ▲❛♣❡②rèr❡✱ ❏✳✲❇✳ ▲❡ ❇♦✉q✉✐♥✱ P✳ ▲é♥❛✱ ▼✳ ▲✐♣♣❛✱
❘✳ ▲❡♥③❡♥✱ ❆✳✲▲✳ ▼❛✐r❡✱ P✳ ▼♦❧❧✐èr❡✱ ❚✳ ❖tt✱ ❚✳ P❛✉♠❛r❞✱ ❑✳ P❡rr❛✉t✱ ●✳ P❡rr✐♥✱ ▲✳ P✉❡②♦✱
❙✳ ❘❛❜✐❡♥✱ ❆✳ ❘❛♠ír❡③✱ ❈✳ ❘❛✉✱ ●✳ ❘♦❞rí❣✉❡③✲❈♦✐r❛✱ ●✳ ❘♦✉ss❡t✱ ❏✳ ❙❛♥❝❤❡③✲❇❡r♠✉❞❡③✱
❙✳ ❙❝❤❡✐t❤❛✉❡r✱ ◆✳ ❙❝❤✉❤❧❡r✱ ❖✳ ❙tr❛✉❜✱ ❈✳ ❙tr❛✉❜♠❡✐❡r✱ ❊✳ ❙t✉r♠✱ ▲✳ ❏✳ ❚❛❝❝♦♥✐✱ ❋✳ ❱✐♥❝❡♥t✱
❊✳ ❋✳ ✈❛♥ ❉✐s❤♦❡❝❦✱ ❙✳ ✈♦♥ ❋❡❧❧❡♥❜❡r❣✱ ■✳ ❲❛♥❦✱ ■✳ ❲❛✐s❜❡r❣✱ ❋✳ ❲✐❞♠❛♥♥✱ ❊✳ ❲✐❡♣r❡❝❤t✱
▼✳ ❲✐❡st✱ ❊✳ ❲✐❡③♦rr❡❦✱ ❏✳ ❲♦✐❧❧❡③✱ ❙✳ ❨❛③✐❝✐✱ ❉✳ ❩✐❡❣❧❡r✱ ❛♥❞ ●✳ ❩✐♥s✳ ❋✐rst ❞✐r❡❝t ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ❛♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t ❜② ♦♣t✐❝❛❧ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr②✳ ❆str♦♠❡tr② ❛♥❞ ❑✲❜❛♥❞ s♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❍❘ ✽✼✾✾
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❆✳ ❆✳ ❖✬❉♦♥♦❣❤✉❡✱ ❛♥❞ ❊✳ ❘✳ ❑♥♦①✳ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s t♦ t❤❡ ◆❡❛r❜② ❙t❛rs ✭◆❙t❛rs✮ Pr♦❥❡❝t✿
❙♣❡❝tr♦s❝♦♣② ♦❢ ❙t❛rs ❊❛r❧✐❡r t❤❛♥ ▼✵ ✇✐t❤✐♥ ✹✵ ♣❝✲❚❤❡ ❙♦✉t❤❡r♥ ❙❛♠♣❧❡✳ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧
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❇✳ ❲♦♦❞❣❛t❡✳ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡ ■♠❛❣✐♥❣ ❙♣❡❝tr♦❣r❛♣❤ ❈♦r♦♥❛❣r❛♣❤✐❝ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ β
P✐❝t♦r✐s✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✺✸✾✿✹✸✺✕✹✹✹✱ ❆✉❣✉st ✷✵✵✵✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✻✴✸✵✾✶✽✽✳

❘✳ ❍❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ●✳ ❙❝❤✉❜❡rt✳ ❈♦r❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥ ❣✐❛♥t ❣❛s❡♦✉s ♣r♦t♦♣❧❛♥❡ts✳ ■❝❛r✉s✱ ✶✾✽✿✶✺✻✕✶✻✷✱
◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳✐❝❛r✉s✳✷✵✵✽✳✵✽✳✵✵✷✳

❘✳ ❍❡❧❧❡❞ ❛♥❞ ●✳ ❙❝❤✉❜❡rt✳ ❍❡❛✈②✲❡❧❡♠❡♥t ❊♥r✐❝❤♠❡♥t ♦❢ ❛ ❏✉♣✐t❡r✲♠❛ss Pr♦t♦♣❧❛♥❡t ❛s ❛
❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ❖r❜✐t❛❧ ▲♦❝❛t✐♦♥✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻✾✼✿✶✷✺✻✕✶✷✻✷✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✽✽✴✵✵✵✹✲✻✸✼❳✴✻✾✼✴✷✴✶✷✺✻✳

❘✳ ❍❡❧❧❡❞✱ ▼✳ P♦❞♦❧❛❦✱ ❛♥❞ ❆✳ ❑♦✈❡t③✳ P❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ❝❛♣t✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❞✐s❦ ✐♥st❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳
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P✐❝t♦r✐s✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✸✷✵✿▲✹✾✕▲✺✷✱ ❆♣r✐❧ ✶✾✾✼✳

❖✳ ❍✉❜✐❝❦②❥✱ P✳ ❇♦❞❡♥❤❡✐♠❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏✳ ▲✐ss❛✉❡r✳ ❆❝❝r❡t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ❡♥✈❡❧♦♣❡ ♦❢ ❏✉♣✐t❡r
❛r♦✉♥❞ ❛ ✺ ✶✵ ❊❛rt❤✲♠❛ss ❝♦r❡✳ ■❝❛r✉s✱ ✶✼✾✿✹✶✺✕✹✸✶✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳✐❝❛r✉s✳
✷✵✵✺✳✵✻✳✵✷✶✳

❘✳ ❈✳ ❏❡♥♥✐s♦♥✳ ❆ ♣❤❛s❡ s❡♥s✐t✐✈❡ ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡t❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠s ♦❢ s♣❛t✐❛❧ ❜r✐❣❤t♥❡ss ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ s♠❛❧❧ ❛♥❣✉❧❛r ❡①t❡♥t✳ ▼♦♥t❤❧② ◆♦t✐❝❡s ♦❢
t❤❡ ❘♦②❛❧ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✶✶✽✿✷✼✻✱ ✶✾✺✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✾✸✴♠♥r❛s✴✶✶✽✳✸✳✷✼✻✳

P✳ ❑❛❧❛s ❛♥❞ ❉✳ ❏❡✇✐tt✳ ❆s②♠♠❡tr✐❡s ✐♥ t❤❡ ❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❉✉st ❉✐s❦✳ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱
✶✶✵✿✼✾✹✱ ❆✉❣✉st ✶✾✾✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✻✴✶✶✼✺✻✺✳

❈✳ ❑❛r♠❛♥♥✱ ❍✳ ❇❡✉st✱ ❛♥❞ ❏✳ ❑❧✐♥❣❡r✳ ❚❤❡ ♣❤②s✐❝♦✲❝❤❡♠✐❝❛❧ ❤✐st♦r② ♦❢ ❋❛❧❧✐♥❣ ❊✈❛♣♦r❛t✲
✐♥❣ ❇♦❞✐❡s ❛r♦✉♥❞ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s✿ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✈♦❧❛t✐❧❡s✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞
❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✸✼✷✿✻✶✻✕✻✷✻✱ ❏✉♥❡ ✷✵✵✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✶✴✵✵✵✹✲✻✸✻✶✿✷✵✵✶✵✺✷✽✳

▼✳ ❆✳ ❑❡♥✇♦rt❤② ❛♥❞ ❊✳ ❊✳ ▼❛♠❛❥❡❦✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ●✐❛♥t ❊①tr❛s♦❧❛r ❘✐♥❣ ❙②st❡♠s ✐♥ ❊❝❧✐♣s❡
❛♥❞ t❤❡ ❈❛s❡ ♦❢ ❏✶✹✵✼❜✿ ❙❝✉❧♣t✐♥❣ ❜② ❊①♦♠♦♦♥s❄ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✽✵✵✿✶✷✻✱
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P✳ ❑❡r✈❡❧❧❛✱ ❋✳ ❚❤é✈❡♥✐♥✱ P✳ ▼♦r❡❧✱ ❏✳ Pr♦✈♦st✱ ●✳ ❇❡rt❤♦♠✐❡✉✱ ❉✳ ❙é ●r❛♥s❛♥✱ ❉✳ ◗✉❡❧♦③✱
P✳ ❇♦r❞é✱ ❊✳ ❞✐ ❋♦❧❝♦✱ ❛♥❞ ❚✳ ❋♦r✈❡✐❧❧❡✳ ❱■◆❈■✴❱▲❚■ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❢ ▼❛✐♥ ❙❡q✉❡♥❝❡ ❙t❛rs✳
■♥ ❆✳ ❑✳ ❉✉♣r❡❡ ❛♥❞ ❆✳ ❖✳ ❇❡♥③✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❙t❛rs ❛s ❙✉♥s ✿ ❆❝t✐✈✐t②✱ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ P❧❛♥❡ts✱
✈♦❧✉♠❡ ✷✶✾ ♦❢ ■❆❯ ❙②♠♣♦s✐✉♠✱ ♣❛❣❡ ✽✵✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✹✳

❋✳ ❑✐❡❢❡r✱ ❆✳ ▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❞❡s ❊t❛♥❣s✱ ❏✳ ❇♦✐ss✐❡r✱ ❆✳ ❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r✱ ❍✳ ❇❡✉st✱ ❆✳✲▼✳ ▲❛❣r❛♥❣❡✱
●✳ ❍é❜r❛r❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❋❡r❧❡t✳ ❚✇♦ ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ ❡①♦❝♦♠❡ts ✐♥ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s s②st❡♠✳ ◆❛t✉r❡✱
✺✶✹✿✹✻✷✕✹✻✹✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✸✽✴♥❛t✉r❡✶✸✽✹✾✳

❋✳ ❑✐❡❢❡r✱ ❆✳ ❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r✱ ❆✳ ▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❞❡s ❊t❛♥❣s✱ ❱✳ ❇♦✉rr✐❡r✱ ❉✳ ❊❤r❡♥r❡✐❝❤✱ ❘✳ ❋❡r❧❡t✱
●✳ ❍é❜r❛r❞✱ ❛♥❞ P✳ ❆✳ ❲✐❧s♦♥✳ ❋❡ ■ ✐♥ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ❣❛s ❞✐s❦✳ ■■✳ ❚✐♠❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛r ✐r♦♥ ❣❛s✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✷✶✿❆✺✽✱ ❏❛♥✉❛r②
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❇ ❑♦❡❤❧❡r✳ ❱❧t✐ t✉t♦r✐❛❧✿ ❱❧t✐ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛s♣❡❝ts✳ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡♣♦rt✱ ❊❙❖ ●❛r❝❤✐♥❣✱
✷✵✵✶✳

❈✳ ❑♦❡♥✳ δ ❙❝✉t✐ ♣✉❧s❛t✐♦♥s ✐♥ β P✐❝t♦r✐s✳ ▼♦♥t❤❧② ◆♦t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱
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◗✳ ▼✳ ❑♦♥♦♣❛❝❦②✱ ❚✳ ❙✳ ❇❛r♠❛♥✱ ❇✳ ❆✳ ▼❛❝✐♥t♦s❤✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼❛r♦✐s✳ ❉❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❈❛r❜♦♥
▼♦♥♦①✐❞❡ ❛♥❞ ❲❛t❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ▲✐♥❡s ✐♥ ❛♥ ❊①♦♣❧❛♥❡t ❆t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✸✸✾✿✶✸✾✽✕
✶✹✵✶✱ ▼❛r❝❤ ✷✵✶✸✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✷✻✴s❝✐❡♥❝❡✳✶✷✸✷✵✵✸✳

◗✳ ❑r❛❧✱ ▼✳ ❲②❛tt✱ ❘✳ ❋✳ ❈❛rs✇❡❧❧✱ ❏✳ ❊✳ Pr✐♥❣❧❡✱ ▲✳ ▼❛trà✱ ❛♥❞ ❆✳ ❏✉❤ás③✳ ❆ s❡❧❢✲❝♦♥s✐st❡♥t
♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛s ♣r♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❡❜r✐s ❞✐s❝ ♦❢ β P✐❝t♦r✐s✳ ▼♦♥t❤❧②
◆♦t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✻✶✿✽✹✺✕✽✺✽✱ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✻✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✾✸✴
♠♥r❛s✴st✇✶✸✻✶✳

❙✳ ▲❛❝♦✉r✱ ❱✳ ▲❛♣❡②rèr❡✱ ▲✳ ●❛✉❝❤❡t✱ ❙✳ ❆rr♦✉❞✱ ❘✳ ●♦✉r❣✉❡s✱ ●✳ ▼❛rt✐♥✱ ❙✳ ❍❡✐❞♠❛♥♥✱
❳✳ ❍❛✉❜♦✐s✱ ❛♥❞ ●✳ P❡rr✐♥✳ ❈✉❜❡❙❛ts ❛s ♣❛t❤✜♥❞❡rs ❢♦r ♣❧❛♥❡t❛r② ❞❡t❡❝t✐♦♥✿ t❤❡ ❋■❘❙❚✲❙
s❛t❡❧❧✐t❡✳ ■♥ ❙♣❛❝❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡s ❛♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✷✵✶✹✿ ❖♣t✐❝❛❧✱ ■♥❢r❛r❡❞✱ ❛♥❞ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r
❲❛✈❡✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✶✹✸ ♦❢ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ❙P■❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡ ✾✶✹✸✷◆✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✹✳ ❞♦✐✿
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❙✳ ▲❛❝♦✉r✱ ▼✳ ◆♦✇❛❦✱ P✳ ❇♦✉r❣❡t✱ ❋✳ ❱✐♥❝❡♥t✱ ❆✳ ❑❡❧❧❡r❡r✱ ❱✳ ▲❛♣❡②rèr❡✱ ▲✳ ❉❛✈✐❞✱ ❆✳ ▲❡ ❚✐❡❝✱
❖✳ ❙tr❛✉❜✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲♦✐❧❧❡③✳ ❙❆●❊✿ ✉s✐♥❣ ❈✉❜❡❙❛ts ❢♦r ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ✇❛✈❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥✳ ■♥ ❙♣❛❝❡
❚❡❧❡s❝♦♣❡s ❛♥❞ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ✷✵✶✽✿ ❯❧tr❛✈✐♦❧❡t t♦ ●❛♠♠❛ ❘❛②✱ ✈♦❧✉♠❡ ✶✵✻✾✾ ♦❢ ❙♦❝✐❡t②
♦❢ P❤♦t♦✲❖♣t✐❝❛❧ ■♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡rs ✭❙P■❊✮ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ❙❡r✐❡s✱ ♣❛❣❡ ✶✵✻✾✾✷❘✱ ❏✉❧②
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❙✳ ▲❛❝♦✉r✱ ❘✳ ❉❡♠❜❡t✱ ❘✳ ❆❜✉t❡r✱ P✳ ❋é❞♦✉✱ ●✳ P❡rr✐♥✱ ➱✳ ❈❤♦q✉❡t✱ ❖✳ P❢✉❤❧✱ ❋✳ ❊✐s❡♥❤❛✉❡r✱
❏✳ ❲♦✐❧❧❡③✱ ❋✳ ❈❛ss❛✐♥❣✱ ❊✳ ❲✐❡♣r❡❝❤t✱ ❚✳ ❖tt✱ ❊✳ ❲✐❡③♦rr❡❦✱ ❑✳ ❘✳ ❲✳ ❚r✐str❛♠✱ ❇✳ ❲♦❧✛✱
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❑✳ ❘✳ ❙t❛♣❡❧❢❡❧❞t✱ ❈✳ ▼✳ ▲✐ss❡✱ ❛♥❞ ❉✳ ❊✳ ❍❛r❦❡r✳ ❊①♣❧♦r❛t✐♦♥s ❇❡②♦♥❞ t❤❡ ❙♥♦✇ ▲✐♥❡✿
❙♣✐t③❡r✴■❘❙ ❙♣❡❝tr❛ ♦❢ ❉❡❜r✐s ❉✐s❦s ❆r♦✉♥❞ ❙♦❧❛r✲t②♣❡ ❙t❛rs✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱
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❆✳ ▲❡❝❛✈❡❧✐❡r ❉❡s ❊t❛♥❣s ❛♥❞ ❆✳ ❱✐❞❛❧✲▼❛❞❥❛r✳ ■s β P✐❝t♦r✐s ❜ t❤❡ tr❛♥s✐t✐♥❣ ♣❧❛♥❡t ♦❢
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❈✳ ◆✐ts❝❤❡❧♠✱ ❛♥❞ ❋✳ ❙❡✈r❡✳ ❇❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❧✐❣❤t ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ■✳ ❚❤❡ ♣❧❛♥❡t❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s✳
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❉✳ ▲✐✱ ❈✳ ▼✳ ❚❡❧❡s❝♦✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼✳ ❲r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ▼✐♥❡r❛❧♦❣② ❛♥❞ ❙tr✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ■♥♥❡r ❉❡❜r✐s ❉✐s❦
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❏✳ ❏ ▲✐ss❛✉❡r ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❙t❡✈❡♥s♦♥✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●✐❛♥t P❧❛♥❡ts✳ ■♥ ❇✳ ❘❡✐♣✉rt❤✱ ❉✳ ❏❡✇✐tt✱
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❇✳ ▼❛❝✐♥t♦s❤✱ ❏✳ ❘✳ ●r❛❤❛♠✱ P✳ ■♥❣r❛❤❛♠✱ ◗✳ ❑♦♥♦♣❛❝❦②✱ ❈✳ ▼❛r♦✐s✱ ▼✳ P❡rr✐♥✱ ▲✳ P♦②♥❡❡r✱
❇✳ ❇❛✉♠❛♥✱ ❚✳ ❇❛r♠❛♥✱ ❆✳ ❙✳ ❇✉rr♦✇s✱ ❆✳ ❈❛r❞✇❡❧❧✱ ❏✳ ❈❤✐❧❝♦t❡✱ ❘✳ ❏✳ ❉❡ ❘♦s❛✱ ❉✳ ❉✐❧✲
❧♦♥✱ ❘✳ ❉♦②♦♥✱ ❏✳ ❉✉♥♥✱ ❉✳ ❊r✐❦s♦♥✱ ▼✳ P✳ ❋✐t③❣❡r❛❧❞✱ ❉✳ ●❛✈❡❧✱ ❙✳ ●♦♦❞s❡❧❧✱ ▼✳ ❍❛rt✉♥❣✱
P✳ ❍✐❜♦♥✱ P✳ ❑❛❧❛s✱ ❏✳ ▲❛r❦✐♥✱ ❏✳ ▼❛✐r❡✱ ❋✳ ▼❛r❝❤✐s✱ ▼✳ ❙✳ ▼❛r❧❡②✱ ❏✳ ▼❝❇r✐❞❡✱ ▼✳ ▼✐❧❧❛r✲
❇❧❛♥❝❤❛❡r✱ ❑✳ ▼♦r③✐♥s❦✐✱ ❆✳ ◆♦rt♦♥✱ ❇✳ ❘✳ ❖♣♣❡♥❤❡✐♠❡r✱ ❉✳ P❛❧♠❡r✱ ❏✳ P❛t✐❡♥❝❡✱ ▲✳ P✉❡②♦✱
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♦❢ t❤❡ ●❡♠✐♥✐ P❧❛♥❡t ■♠❛❣❡r✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ◆❛t✐♦♥❛❧ ❆❝❛❞❡♠② ♦❢ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✶✶✿✶✷✻✻✶✕
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◆✳ ▼❛❞❤✉s✉❞❤❛♥✱ ❏✳ ❍❛rr✐♥❣t♦♥✱ ❑✳ ❇✳ ❙t❡✈❡♥s♦♥✱ ❙✳ ◆②♠❡②❡r✱ ❈✳ ❏✳ ❈❛♠♣♦✱ P✳ ❏✳ ❲❤❡❛t❧❡②✱
❉✳ ❉❡♠✐♥❣✱ ❏✳ ❇❧❡❝✐❝✱ ❘✳ ❆✳ ❍❛r❞②✱ ◆✳ ❇✳ ▲✉st✱ ❉✳ ❘✳ ❆♥❞❡rs♦♥✱ ❆✳ ❈♦❧❧✐❡r✲❈❛♠❡r♦♥✱
❈✳ ❇✳ ❚✳ ❇r✐tt✱ ❲✳ ❈✳ ❇♦✇♠❛♥✱ ▲✳ ❍❡❜❜✱ ❈✳ ❍❡❧❧✐❡r✱ P✳ ❋✳ ▲✳ ▼❛①t❡❞✱ ❉✳ P♦❧❧❛❝❝♦✱ ❛♥❞
❘✳ ●✳ ❲❡st✳ ❆ ❤✐❣❤ ❈✴❖ r❛t✐♦ ❛♥❞ ✇❡❛❦ t❤❡r♠❛❧ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ♦❢ ❡①♦♣❧❛♥❡t
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◆✳ ▼❛❞❤✉s✉❞❤❛♥✱ ❇✳ ❇✐ts❝❤✱ ❆✳ ❏♦❤❛♥s❡♥✱ ❛♥❞ ▲✳ ❊r✐❦ss♦♥✳ ❆t♠♦s♣❤❡r✐❝ s✐❣♥❛t✉r❡s ♦❢ ❣✐✲
❛♥t ❡①♦♣❧❛♥❡t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜② ♣❡❜❜❧❡ ❛❝❝r❡t✐♦♥✳ ▼♦♥t❤❧② ◆♦t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧
❙♦❝✐❡t②✱ ✹✻✾✿✹✶✵✷✕✹✶✶✺✱ ❆✉❣✉st ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✾✸✴♠♥r❛s✴st①✶✶✸✾✳

❊✳ ❊✳ ▼❛♠❛❥❡❦ ❛♥❞ ❈✳ P✳ ▼✳ ❇❡❧❧✳ ❖♥ t❤❡ ❛❣❡ ♦❢ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s ♠♦✈✐♥❣ ❣r♦✉♣✳ ▼♦♥t❤❧②
◆♦t✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧ ❆str♦♥♦♠✐❝❛❧ ❙♦❝✐❡t②✱ ✹✹✺✿✷✶✻✾✕✷✶✽✵✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✾✸✴
♠♥r❛s✴st✉✶✽✾✹✳

❯✳ ▼❛r❜♦❡✉❢✱ ❆✳ ❚❤✐❛❜❛✉❞✱ ❨✳ ❆❧✐❜❡rt✱ ◆✳ ❈❛❜r❛❧✱ ❛♥❞ ❲✳ ❇❡♥③✳ ❋r♦♠ st❡❧❧❛r ♥❡❜✉❧❛ t♦ ♣❧❛♥✲
❡t❡s✐♠❛❧s✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✺✼✵✿❆✸✺✱ ❖❝t♦❜❡r ✷✵✶✹✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✶✴✵✵✵✹✲✻✸✻✶✴
✷✵✶✸✷✷✷✵✼✳

●✳✲❉✳ ▼❛r❧❡❛✉✱ ❍✳ ❑❧❛❤r✱ ❘✳ ❑✉✐♣❡r✱ ❛♥❞ ❈✳ ▼♦r❞❛s✐♥✐✳ ❚❤❡ P❧❛♥❡t❛r② ❆❝❝r❡t✐♦♥ ❙❤♦❝❦✳ ■✳
❋r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❘❛❞✐❛t✐♦♥✲❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❋✐rst ❘❡s✉❧ts✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧
❏♦✉r♥❛❧✱ ✽✸✻✿✷✷✶✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✸✽✹✼✴✶✺✸✽✲✹✸✺✼✴✽✸✻✴✷✴✷✷✶✳
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▼✳ ❙✳ ▼❛r❧❡②✱ ❏✳ ❏✳ ❋♦rt♥❡②✱ ❖✳ ❍✉❜✐❝❦②❥✱ P✳ ❇♦❞❡♥❤❡✐♠❡r✱ ❛♥❞ ❏✳ ❏✳ ▲✐ss❛✉❡r✳ ❖♥ t❤❡
▲✉♠✐♥♦s✐t② ♦❢ ❨♦✉♥❣ ❏✉♣✐t❡rs✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻✺✺✿✺✹✶✕✺✹✾✱ ❏❛♥✉❛r② ✷✵✵✼✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✽✻✴✺✵✾✼✺✾✳

❋✳ ▼❛rt✐♥❛❝❤❡ ❛♥❞ ▼✳ ❏✳ ■r❡❧❛♥❞✳ ❑❡r♥❡❧✲♥✉❧❧✐♥❣ ❢♦r ❛ r♦❜✉st ❞✐r❡❝t ✐♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❞❡t❡❝t✐♦♥
♦❢ ❡①tr❛s♦❧❛r ♣❧❛♥❡ts✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✶✾✿❆✽✼✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✶✽✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✺✶✴
✵✵✵✹✲✻✸✻✶✴✷✵✶✽✸✷✽✹✼✳

▲✳ ▼❛trà✱ ▼✳ ❈✳ ❲②❛tt✱ ❉✳ ❏✳ ❲✐❧♥❡r✱ ❲✳ ❘✳ ❋✳ ❉❡♥t✱ ❙✳ ▼❛r✐♥♦✱ ●✳ ▼✳ ❑❡♥♥❡❞②✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✐❧❧✐✳
❑✉✐♣❡r ❇❡❧t✲▲✐❦❡ ❍♦t ❛♥❞ ❈♦❧❞ P♦♣✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ P❧❛♥❡t❡s✐♠❛❧ ■♥❝❧✐♥❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ β P✐❝t♦r✐s
❇❡❧t ❘❡✈❡❛❧❡❞ ❜② ❆▲▼❆✳ ❛r❳✐✈ ❡✲♣r✐♥ts✱ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✾✳

▲✳ ▼❛②❡r✱ ❚✳ ◗✉✐♥♥✱ ❏✳ ❲❛❞s❧❡②✱ ❛♥❞ ❏✳ ❙t❛❞❡❧✳ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ●✐❛♥t P❧❛♥❡ts ❜② ❋r❛❣♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ Pr♦t♦♣❧❛♥❡t❛r② ❉✐s❦s✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✾✽✿✶✼✺✻✕✶✼✺✾✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✷✵✵✷✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✶✷✻✴s❝✐❡♥❝❡✳
✶✵✼✼✻✸✺✳

▼✳ ▼❛②♦r ❛♥❞ ❉✳ ◗✉❡❧♦③✳ ❆ ❏✉♣✐t❡r✲♠❛ss ❝♦♠♣❛♥✐♦♥ t♦ ❛ s♦❧❛r✲t②♣❡ st❛r✳ ◆❛t✉r❡✱ ✸✼✽✿
✸✺✺✕✸✺✾✱ ◆♦✈❡♠❜❡r ✶✾✾✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✸✽✴✸✼✽✸✺✺❛✵✳

❍✳ ❆✳ ▼❝❆❧✐st❡r✱ ❚✳ ❆✳ t❡♥ ❇r✉♠♠❡❧❛❛r✱ ❉✳ ❘✳ ●✐❡s✱ ❲✳ ❍✉❛♥❣✱ ❲✳ ●✳ ❇❛❣♥✉♦❧♦✱ ❏r✳✱ ▼✳ ❆✳
❙❤✉r❡✱ ❏✳ ❙t✉r♠❛♥♥✱ ▲✳ ❙t✉r♠❛♥♥✱ ◆✳ ❍✳ ❚✉r♥❡r✱ ❙✳ ❋✳ ❚❛②❧♦r✱ ❉✳ ❍✳ ❇❡r❣❡r✱ ❊✳ ❑✳ ❇❛✐♥❡s✱
❊✳ ●r✉♥❞str♦♠✱ ❈✳ ❖❣❞❡♥✱ ❙✳ ❚✳ ❘✐❞❣✇❛②✱ ❛♥❞ ●✳ ✈❛♥ ❇❡❧❧❡✳ ❋✐rst ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❈❍❆❘❆
❆rr❛②✳ ■✳ ❆♥ ■♥t❡r❢❡r♦♠❡tr✐❝ ❛♥❞ ❙♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❝ ❙t✉❞② ♦❢ t❤❡ ❋❛st ❘♦t❛t♦r α ▲❡♦♥✐s ✭❘❡❣✉✲
❧✉s✮✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✻✷✽✿✹✸✾✕✹✺✷✱ ❏✉❧② ✷✵✵✺✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✻✴✹✸✵✼✸✵✳

❉✳ ▼é❦❛r♥✐❛✱ ❊✳ ❈❤❛♣❡❧❧✐❡r✱ ❚✳ ●✉✐❧❧♦t✱ ▲✳ ❆❜❡✱ ❆✳ ❆❣❛❜✐✱ ❨✳ ❉❡ Pr❛✱ ❋✳✲❳✳ ❙❝❤♠✐❞❡r✱
❑✳ ❩✇✐♥t③✱ ❑✳ ❇✳ ❙t❡✈❡♥s♦♥✱ ❏✳ ❏✳ ❲❛♥❣✱ ❆✳✲▼✳ ▲❛❣r❛♥❣❡✱ ▲✳ ❇✐❣♦t✱ ◆✳ ❈r♦✉③❡t✱ ❨✳ ❋❛♥t❡ï✲
❈❛✉❥♦❧❧❡✱ ❏✳✲▼✳ ❈❤r✐st✐❧❧❡✱ ❛♥❞ P✳ ❑❛❧❛s✳ ❚❤❡ δ ❙❝✉t✐ ♣✉❧s❛t✐♦♥s ♦❢ β P✐❝t♦r✐s ❛s ♦❜s❡r✈❡❞
❜② ❆❙❚❊P ❢r♦♠ ❆♥t❛r❝t✐❝❛✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✵✽✿▲✻✱ ❉❡❝❡♠❜❡r ✷✵✶✼✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✺✶✴✵✵✵✹✲✻✸✻✶✴✷✵✶✼✸✷✶✷✶✳

❇✳ ▼❡♥♥❡ss♦♥✱ ❊✳ ❙❡r❛❜②♥✱ ❈✳ ❍❛♥♦t✱ ❙✳ ❘✳ ▼❛rt✐♥✱ ❑✳ ▲✐❡✇❡r✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼❛✇❡t✳ ◆❡✇ ❈♦♥str❛✐♥ts
♦♥ ❈♦♠♣❛♥✐♦♥s ❛♥❞ ❉✉st ✇✐t❤✐♥ ❛ ❋❡✇ ❆❯ ♦❢ ❱❡❣❛✳ t❤❡ ❆str♦♣❤②s✐❝❛❧ ❏♦✉r♥❛❧✱ ✼✸✻✿✶✹✱ ❏✉❧②
✷✵✶✶✳ ❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✽✽✴✵✵✵✹✲✻✸✼❳✴✼✸✻✴✶✴✶✹✳

❇✳ ▼❡♥♥❡ss♦♥✱ ❘✳ ▼✐❧❧❛♥✲●❛❜❡t✱ ❊✳ ❙❡r❛❜②♥✱ ▼✳ ▼✳ ❈♦❧❛✈✐t❛✱ ❖✳ ❆❜s✐❧✱ ●✳ ❇r②❞❡♥✱ ▼✳ ❲②❛tt✱
❲✳ ❉❛♥❝❤✐✱ ❉✳ ❉❡❢rèr❡✱ ❖✳ ❉♦ré✱ P✳ ❍✐♥③✱ ▼✳ ❑✉❝❤♥❡r✱ ❙✳ ❘❛❣❧❛♥❞✱ ◆✳ ❙❝♦tt✱ ❑✳ ❙t❛♣❡❧❢❡❧❞t✱
❲✳ ❚r❛✉❜✱ ❛♥❞ ❏✳ ❲♦✐❧❧❡③✳ ❈♦♥str❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❊①♦③♦❞✐❛❝❛❧ ▲✉♠✐♥♦s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ▼❛✐♥✲
s❡q✉❡♥❝❡ ❙t❛rs✿ ❈♦♠♣❧❡t❡ ❘❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❑❡❝❦ ◆✉❧❧❡r ▼✐❞✲✐♥❢r❛r❡❞ ❙✉r✈❡②s✳ t❤❡ ❆str♦✲
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❏✳ ▼❡♥✉✱ ●✳ P❡rr✐♥✱ ❊✳ ❈❤♦q✉❡t✱ ❛♥❞ ❙✳ ▲❛❝♦✉r✳ ❑❛❧♠❛♥✲✜❧t❡r ❝♦♥tr♦❧ s❝❤❡♠❡s ❢♦r ❢r✐♥❣❡
tr❛❝❦✐♥❣✳ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ ❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱
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P✳ ▼♦❧❧✐èr❡ ❛♥❞ ■✳ ❆✳ ●✳ ❙♥❡❧❧❡♥✳ ❉❡t❡❝t✐♥❣ ✐s♦t♦♣♦❧♦❣✉❡s ✐♥ ❡①♦♣❧❛♥❡t ❛t♠♦s♣❤❡r❡s ✉s✐♥❣
❣r♦✉♥❞✲❜❛s❡❞ ❤✐❣❤✲❞✐s♣❡rs✐♦♥ s♣❡❝tr♦s❝♦♣②✳ ❆str♦♥♦♠② ❛♥❞ ❆str♦♣❤②s✐❝s✱ ✻✷✷✿❆✶✸✾✱ ❋❡❜r✉✲
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❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦ η ✐♥ ❛♥ ♦♣t✐❝❛❧ ✜❜❡r ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡
t❡❧❡s❝♦♣❡ ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② ❡♥❞s ✉♣ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ ✐♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜② ♣r♦❥❡❝t✐♥❣
t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♥❣ t❤❡ ✜❜❡r ♣❧❛♥❡ ♦♥t♦ t❤❡ ✜❜❡r✬s ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ❬◆❡✉♠❛♥♥✱
✶✾✽✽❪✿

η =

∥∥∫∫ Efiber(x, y)× E∗
mode(x, y)dxdy

∥∥2
∥∥∫∫ Efiberdxdy

∥∥2 ✭❆✳✶✮

✇❤❡r❡ x, y ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✱ Efiber ✐s t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♣❧❛♥❡✱
Emode t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✱ ❛♥❞ ∗ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡✳

❆✳✶✳✷ ❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ✜❜❡r ♣❧❛♥❡

❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ ✇❛②s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡
♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✿ t❤❡ ❑✐r❝❤♦✛ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✈❛❧✐❞ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❋♦✉r✐❡r
tr❛♥s❢♦r♠✱ ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❋r❛✉♥❤♦✛❡r r❡❣✐♠❡✳

❆✳✶✳✷✳✶ ❚❤❡ ❑✐r❝❤♦✛ ✐♥t❡❣r❛❧

❍❡r❡ ■ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✱
✇✐t❤ ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❣❡♦♠❡tr② ✭❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✮✳ ❚❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ♣♦✐♥t❡❞ ❛t ❛ st❛r ❧♦❝❛t❡❞
✈❡r② ❢❛r ❛✇❛② ✭✐✳❡✳ t❤❡ st❛r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ♣♦✐♥t✲s♦✉r❝❡✮✳ ❚❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥t ✇❛✈❡❢r♦♥t ♦♥ t❤❡
t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s ♣❧❛♥❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t✐♠❡ t ❛♥❞ s♣❛❝❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s
(x, y, z) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

E(t, x, y, z) = A(x, y, z)e−iωtA(x, y, z) = A0e
−i 2π

λ
z ✭❆✳✷✮

❚❤❡ ❍✉②❣❤❡♥s✲❋r❡s♥❡❧ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ st❛t❡s t❤❛t ❛♥② ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥t P ❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡✲
✢❡❝t✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞❛r② s♦✉r❝❡✱ ❡♠✐tt✐♥❣ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✇❛✈❡❧❡t✱ ✇❤♦s❡
❝♦♠♣❧❡①❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ dAP ✐s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t❡❞ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡✿

dAP = A0e
i 2π

λ
zP dSP ✭❆✳✸✮
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✿ ❆ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❛r❜✐tr❛r② ❣❡♦♠❡tr② ♦❜s❡r✈❡s ❛ ♠♦♥♦❝❤r♦♠❛t✐❝ ♣♦✐♥t✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝t✳

✇❤❡r❡ dSP ✐s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡❧❡♠❡♥t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ P ✳
❆t ❛ ♣♦✐♥t Q = (xQ, yQ, zQ) ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ r❡✢❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✜❡❧❞ ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡

s♣❤❡r✐❝❛❧ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇❛✈❡❧❡t ✐s✿

dAP (t, xQ, yQ, zQ) =
dAP

PQ
e−i 2π

λ
PQ ✭❆✳✹✮

P◗ ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ ♣♦✐♥t P t♦ ♣♦✐♥t Q✿

PQ =
√

(xQ − xP )2 + (yQ − yP )2 + (zQ − zP )2 ✭❆✳✺✮

❆♥❞ t❤❡ t♦t❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ Q ❢r♦♠ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡
♠✐rr♦r ✐s t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❍✉②❣❤❡♥s✲❋r❡s♥❡❧ ✇❛✈❡❧❡ts✿

AQ =

∫∫

mirror

A0e
i 2π

λ
(zP−PQ)

PQ
dSP ✭❆✳✻✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✜❡❧❞ ❛t ♣♦✐♥t ◗✱ ✐s t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ✏❑✐r❝❤♦✛ ✐♥t❡❣r❛❧✑✳
■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r✳

❆✳✶✳✸ ❋r❛✉♥❤♦✛❡r r❡❣✐♠❡ ❛♥❞ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r♠❛❧✐s♠

❊❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞

❆ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❑✐r❝❤♦✛ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❛str♦♥♦♠② ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥
t❤❡ ❋r❛✉♥❤♦✛❡r r❡❣✐♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✿ t❤❡ ♣❛r❛①✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

■♥ t❤❡ ♣❛r❛①✐❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭zQ ≫ D✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

PQ ≃ zQ

(
1 +

1

2

(
x2P − 2xQxP

z2Q
+

y2P − 2yQyP
z2Q

− 2zQzP
z2Q

))
✭❆✳✼✮
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❚❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ Q ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ ✜rst ♦r❞❡r✿

AQ ≃
∫∫

mirror

A0

zq
exp

{
−i

2πzP
λ

}
exp

{
i
2π

λ

(
x2P + y2P
2zQ

− zQzP
zQ

− xPxQ
zQ

− yP yQ
zQ

)}
dSP

❘❡♦r❞❡r✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ t❡r♠s✿

AQ ≃ A0

zQ

∫∫

mirror
exp

{
i
2π

λ

(
x2P + y2P
2zQ

− 2zQzP
zQ

)}
exp

{
−i 2π

(
xPxQ
λzQ

+
yP yQ
λzQ

)}
dSP

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t ✐t ❜❡❝♦♠❡s ❝❧❡❛r ✇❤② t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ♦❢ ❛ ♣❛r❛❜♦❧❛ ✐s s♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦
❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡s✳ ■❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ✐s ❛ ♣❛r❛❜♦❧❛ ♦❢ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✱ t❤❡♥ ✇❡
❤❛✈❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥✿

zP =
1

4f

(
x2P + y2P

)
✭❆✳✽✮

❆♥❞ ✐❢ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t ❛ ♣♦✐♥t Q ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✭zQ = f✮✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ t❡r♠ ✐♥ t❤❡
✜rst ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✈❛♥✐s❤❡s✱ ❛♥❞ ✇❡ ❛r❡ ❧❡❢t ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❧✐❦❡✿

AQ ≃ A0

f

∫∫

mirror
exp

{
−i 2π

(
xPxQ
λf

+
yP yQ
λf

)}
dSP

❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r s❤❛♣❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✸ ♣❧❛②s ♦♥❧② ❛ ♠✐♥♦r r♦❧❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①❛❝t s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❛
❣❡♥❡r❛❧ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✇❛✈❡❢r♦♥t AP (xP , yP , zP )e

−iωt ②✐❡❧❞s ❛ s✐♠✐❧❛r ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

AQ ≃ 1

f

∫∫

mirror
A(xP , yP , zP ) exp

{
−i 2π

(
xPxQ
λf

+
yP yQ
λf

)}
dSP

■❢ ✇❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ zP ✐s s❡t ❜② xP ❛♥❞ yP ✱ ✇❡ ❝❛♥ r❡❛s♦♥ ✐♥ t❤❡ ✏♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✑✱
❛♥❞ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t AP ♦♥❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s xP ❛♥❞ yP ✱ t♦ ❣❡t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥❧②
❦♥♦✇♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥✿

AQ ≃ 1

f

∫∫

pupil
A(xP , yP ) exp

{
−i 2π

(
xPxQ
λf

+
yP yQ
λf

)}
dSP

■♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r ❚r❛♥s❢♦r♠ ✭❋❚✮ ♦❢ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ✜❡❧❞✿

A(xQ, yQ) = TF [P (x, y)×A(x, y)]

(
xQ
λf

,
xQ
λf

)
✭❆✳✾✮

❲❤❡r❡ P (x, y) ✐s t❤❡ ♣✉♣✐❧ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✭❢♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D✮✿

P (x, y) =

{
1 if x2 + y2 < D2

4

0 otherwise
✭❆✳✶✵✮

■♥t❡♥s✐t②

❋r♦♠ t❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ❛t ♣♦✐♥t Q✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡♥s✐t② ❛t
✭X,Y ✮ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚♦ ❛ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

I(X,Y ) ∝
∥∥∥∥TF [P (x, y)×A(x, y)]

(
xQ
λf

,
xQ
λf

)∥∥∥∥
2

✭❆✳✶✶✮
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✿ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ P♦✐♥t✲❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮✱ ♦r ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✲s♦✉r❝❡ ❜②
❛♥ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ ✐♥str✉♠❡♥t ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D✳

❋♦r ❛ ♣♦✐♥t✲s♦✉r❝❡ ❛♥❞ ❛ ♥♦♥✲❛❜❡rr❛t❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥t✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✐♥t❡♥s✐t② ✐♥ t❤❡
✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ sq✉❛r❡ ♠♦❞✉❧✉s ♦❢ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ♣✉♣✐❧
❢✉♥❝t✐♦♥✿

I ∝ ‖TF [P (x, y)]‖2 ✭❆✳✶✷✮

❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♣❡rt✉r❡✱ t❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t❤❡ t❤❡ ❆✐r② P❛tt❡r♥✿

I(X,Y ) ∝



J1

(
πD

λ
r
f

)

πD
λ

r
f




2

✭❆✳✶✸✮

D ❜❡✐♥❣ t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡✱ f t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ r =
√
X2 + Y 2✱ ❛♥❞

J1 t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞✳ ❆ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ r → I(r)
✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✷✳

❋r♦♠ ❛❧❧ t❤✐s✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ❛ ♣♦✐♥t✲s♦✉r❝❡ ❜② ❛♥ ❛str♦♥♦♠✐❝❛❧ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s
♥♦t ❥✉st ❛ ♣♦✐♥t✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ s❤❛♣❡✳ ❚❤✐s ✐s ✉s✉❛❧❧②
r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s t❤❡ P♦✐♥t✲❙♣r❡❛❞ ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❙❋✮✱ t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧✐❣❤t✲✇❛✈❡s ✏s♣r❡❛❞s✑ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡✳

❆✳✶✳✹ ❋✐❜❡r ♠♦❞❡

❆✳✶✳✹✳✶ ❉✐r❡❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥

❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♠♦❞❡ ✜❜❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❡①❛❝t s✐③❡ ❛♥❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡
❝♦r❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛❞❞✐♥❣✱ ❜✉t ✐s ✉s✉❛❧❧② ✈❡r② ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ r❡❛❧ ●❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡✿

Amode(x, y) ≃
1

πwg
exp

(
−x2 + y2

wg
2

)
✭❆✳✶✹✮
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✇✐t❤ wg t❤❡ ✜❜❡r ♠♦❞❡ ✜❡❧❞ ❞✐❛♠❡t❡r✱ ❛ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ ❞❡♣❡♥❞❡♥t q✉❛♥t✐t② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥✿

wg(λ) = wg(λref)×
√

λ

λref
✭❆✳✶✺✮

❚❤✐s ❣❛✉ss✐❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r
✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❑✐r❝❤♦✛ ✐♥t❡❣r❛❧ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
r❛t✐♦✳

❆✳✶✳✹✳✷ ❋✐❜❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡

■♥ t❤❡ ❋r❛✉♥❤♦✛❡r r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❣❛✉ss✐❛♥ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❝❛♥ ❛❧s♦
❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r♠❛❧✐s♠ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ r❛t✐♦✳
❇✉t ✐♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❣✐♠❡✱ t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢t❡♥ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧✿ t❤❡
♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧✳

❈♦♥s✐❞❡r ❛ t❡❧❡s❝♦♣❡ ♦❢ ❞✐❛♠❡t❡r D✱ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✱ ❛♥❞ ♣✉t ❛ s✐♥❣❧❡ ♠♦❞❡ ✜❜❡r ✐♥ t❤❡
❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ❤❛s ❛❧r❡❛❞②
❜❡❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱ ❛♥❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ❆✳✾✳ ❆t ♣♦s✐t✐♦♥ (X,Y ) ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

Afocal(X,Y ) = TF [P (x, y)Apupil(x, y)]

(
X

λf
,
Y

λf

)

✇❤❡r❡ P (x, y) ✐s t❤❡ ♣✉♣✐❧ ❛♣❡rt✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ Apupil ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ t❤❡ ✜❡❧❞
✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✳

■❢ t❤❡ ✜❜❡r ✐s ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡✱ t❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥
r❛t✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ❉✳✹✿

η =

∥∥∫∫ Aimage(x, y)× E∗
mode(x, y)dxdy

∥∥2
∥∥∫∫ Aimagedxdy

∥∥2

❇✉t ✉s✐♥❣ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤✐s r❛t✐♦ ❝❛♥ ❛❧s♦ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥
t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✿

η =

∥∥∫∫ TF [Aimage] (X,Y )× ρ (X,Y ) dXdY
∥∥2

∥∥∫∫ TF [Aimage] (X,Y ) dXdY
∥∥2

❲❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡♥♦t❡❞ ρ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ✜❜❡r ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠♦❞❡ ✜❡❧❞✳
❚❤✐s ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜❜❡r ♣✉♣✐❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✐s t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡
✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❡♥t✐r❡❧② ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡✿

η =

∥∥∫∫ P (x, y)×Apupil(x, y)× ρ(x, y)dxdy
∥∥2

∥∥∫∫ P (x, y)×Apupil (x, y) dxdy
∥∥2 ✭❆✳✶✻✮

❆♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✜❜❡r ♠♦❞❡ ✐s ●❛✉ss✐❛♥✱ t❤❡ ✜❜❡r ♣✉♣✐❧ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ●❛✉ss✐❛♥✱
✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❧❛♣ ✐♥t❡❣r❛❧ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❡❛s②✳
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❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ t❤❡ ✉♥❢♦❧❞❡❞ P✐❝❙❛t t❡❧❡s❝♦♣❡✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ♠✐rr♦r ✐s ❛♥ ♦✛✲❛①✐s
♣❛r❛❜♦❧❛✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❧❛r❣❡r ♣❛r❡♥t ♣❛r❛❜♦❧❛✳ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢
t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t✐❧t❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♣❛r❛❜♦❧❛✳

❆✳✷ ❋✐❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r P✐❝❙❛t

❚❤❡ ❋r❛✉♥❤♦✛❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❛st✐❣♠❛t✐s♠ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ♦✛✲❛①✐s
♣❛r❛❜♦❧✐❝ ♠✐rr♦rs ✇❤❡♥ ♦❜s❡r✈✐♥❣ ♦✛✲❛①✐s✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛s ❛ ♣✉♣✐❧✲
♣❧❛♥❡ ❛❜❡rr❛t✐♦♥✳ P❧✉s✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♦✛✲❛①✐s ♠✐rr♦rs✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ✐❢ t❤❡
❞✐❛♠❡t❡r D ♦❢ t❤❡ ♠✐rr♦r ✐s ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ f ✱ ❆◆❉ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡
❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♦✛✲❛①✐s ♣❛r❛❜♦❧❛ t♦ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♣❛r❛❜♦❧❛ ✐s ❛❧s♦ ♠✉❝❤ s♠❛❧❧❡r t❤❛♥
f ✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s t♦♦ r❡str✐❝t✐✈❡ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇
❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ❑✐r❝❤♦✛ ✐♥t❡❣r❛❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
■ ♦♣t❡❞ ❢♦r ❛ ❑✐r❝❤♦✛✲❜❛s❡❞ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❛❧❧ ♠② s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♠❛❞❡ ♦♥ t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✳

❚❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✉s❡❞ ✐♥ P✐❝❙❛t ❤❛s ❛♥ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢D = 37.1 mm✱ s❡t ❜② ❛ ❞✐❛♣❤r❛❣♠
❧♦❝❛t❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐❝❛❧ t✉❜❡✱ ❛♥❞ ❛ ❢♦❝❛❧ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ f = 148.4 mm✳ ❚❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ r❛t✐♦ ✐s
f/D = 4.0✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛r❛❜♦❧❛ ❤❛s ❛♥ ♦✛✲❛①✐s ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✸✵ ❞❡❣✳ ❚❤❡ ✜❜❡r ✐s ♠♦✉♥t❡❞ ♦♥
t❤❡ ♣✐❡③♦ ❛❝t✉❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❝❧✐♥❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❡♥t ♣❛r❛❜♦❧❛✳
❚❤❡ ❣❡♦♠❡tr② ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✸✳ ■♥ t❤✐s ❣❡♦♠❡tr②✱ t❤❡ ✜❡❧❞ r❡❝❡✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡
✜❜❡r ✐s✿

Afiber(X,Y ) =

∫∫

mirror

A0e
i 2π

λ

(
a(x2+(y+yc)

2)−
√

[x−X]2+[y−Y cos(α)]2+[a(x2+(y+yc)2)−Z sin(α)]2
)

√
[x−X]2 + [y − Y cos(α)]2 + [a(x2 + (y + yc)2)− Z sin(α)]2

dxdy

■❢ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✐s s❧✐❣❤t❧② ♦✛✲❛①✐s✱ ❝♦♠✐♥❣ ❛t ❛♥ ❛♥❣❧❡ ✭dα, dβ✮✱ ❛ ♣❤❛s❡ s❧♦♣❡ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡
❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ✜❡❧❞ A0✿

A0 ↔ A0e
−i 2π

λ
(xdα+ydβ) ✭❆✳✶✼✮

❚❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r P✐❝❙❛t ❝❛♥ t❤❡ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥ ❉✳✹✳
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❆✳✸ ❋✐❜❡r ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✐♥ ●❘❆❱■❚❨

❚❤❡ ✜❜❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ ●❘❆❱■❚❨ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲
❛❜❡rr❛t❡❞ ✇❛✈❡❢r♦♥t✱ ❢♦r ❛ s♦✉r❝❡ ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ∆RA,∆DEC ✐♥ t❤❡ s❦②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♠♣❧✐t✉❞❡
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ ✇❛✈❡❢r♦♥t ❛t ❛ ❣✐✈❡♥ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ t❡❧❡s❝♦♣❡ ✐s✿

Aλ(x, y) = P (x, y) exp

(
i
2π

λ
(∆RA× x+∆DEC× y)

)
✭❆✳✶✽✮

❋♦r ❛ ✜❜❡r ❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ (X,Y ) ✐♥ t❤❡ ✐♠❛❣❡ ♣❧❛♥❡ ✭✐✳❡✳ ❛t (X/f, Y/f) ♦♥ s❦②✮✱ t❤❡
✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣✉♣✐❧ ♣❧❛♥❡ ✐s✿

ρλ(x, y) = Gλ(x, y) exp

(
i
2π

λ

(
xX

f
+

yY

f

))
✭❆✳✶✾✮

✇✐t❤ Gλ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❣❛✉ss✐❛♥ ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ♣❛tt❡r♥ ❛t ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ λ✳ ❚♦ ✇✐t❤✐♥ ❛ ♥♦r♠❛❧✲
✐③❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦r✱ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢❛❝t♦r η(λ) ✐s t❤❡♥✿

η(λ) =

∫∫ +∞

−∞

ρλ(x, y)Aλ(x, y)dxdy

=

∫∫ +∞

−∞

Gλ(x, y)P (x, y) exp

(
i
2π

λ

[(
∆RA− X

f

)
× x+

(
∆DEC− Y

f

)
× y

])
dxdy

❖r✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❋♦✉r✐❡r tr❛♥s❢♦r♠✿

η(λ) = TF [Gλ(x, y)P (x, y)]

(
∆RA−X/f

λ
,
∆DEC− Y/f

λ

)
✭❆✳✷✵✮

❚❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ t❤✐s ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✱ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t r❡❧❛t✐✈❡ s❡♣❛r❛✲
t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ st❛r ✐♠❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ✜❜❡r✳

❚♦ ✜rst ♦r❞❡r✱ ♦✈❡r t❤❡ ✇❛✈❡❧❡♥❣t❤ r❛♥❣❡ ♦❢ ●❘❆❱■❚❨✱ t❤❡ ✜❜❡r ✐❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ λ✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

P (x, y) =

{
1 ✐❢

√
x2 + y2 < D/2

0 ♦t❤❡r✇✐s❡

Gλ(x, y) ∝ exp

(
− x2 + y2

2 (0.3154×D)2

)

❲✐t❤ D t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ ❞✐❛♠❡t❡r ✭✽✳✶✶✺ ♠ ❢♦r t❤❡ ❯❚s✮✳
❋r♦♠ t❤✐s✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ η(λ) ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✜❜❡r ♦✛s❡ts✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✹✳ ❚❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s str♦♥❣❡r ✇✐t❤
✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✜❜❡r ♦✛s❡t✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✜❜❡r ♦✛s❡t✱ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐s ❛♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❋✐tt✐♥❣ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t
✜❜❡r ♦✛s❡ts✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ ✸ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✈❛r② ✇✐t❤ t❤✐s ♦✛s❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ t❤✐s
st✉❞② ✐s ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✺✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ✜t ❛ ✺✲t❤ ♦r❞❡r ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ t♦ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡s❡
✸ ❝✉r✈❡s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❤r♦♠❛t✐❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❛♥② ✜❜❡r
♦✛s❡t✿

η(λ) = a0(θ) + a1(θ)(λ− λ0) + a2(θ)(λ− λ0)
2 ✭❆✳✷✶✮

❲✐t❤✿

a0(θ) = b0,0 + b0,1θ + b0,2θ
2 + b0,3θ

3 + b0,4θ
4 ✭❆✳✷✷✮

a1(θ) = b0,1 + b1,1θ + b1,2θ
2 + b1,3θ

3 + b1,4θ
4 ✭❆✳✷✸✮

a2(θ) = b0,2 + b2,1θ + b2,2θ
2 + b2,3θ

3 + b2,4θ
4 ✭❆✳✷✹✮









❆♣♣❡♥❞✐① ❇

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞
t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦rs

❇✳✶ ◆♦t❛t✐♦♥s

■♥ t❤✐s ❛♥♥❡①✱ ■ ❛❞♦♣t s✐♠✐❧❛r ♥♦t❛t✐♦♥s ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✷✳✷✿

✲ ❈♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡rs✱ ✈❡❝t♦rs✱ ❛♥❞ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ ✉♥❞❡r❧✐♥❡❞✿ V ✳

✲ ❚❤❡ r❡❛❧ ♣❛rt ♦❢ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡r V ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Re(V )✱ ❛♥❞ ✐ts ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rt Im(V )✳

✲ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛t❡ ♦❢ ❛ q✉❛♥t✐t② C ✐s ❞❡♥♦t❡❞ C∗✳

✲ ❚❤❡ ❝♦♥❥✉❣❛t❡ tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ ❛ ♠❛tr✐① ♦r ✈❡❝t♦r H ✐s ❞❡♥♦t❡❞ H†✳

✲ ❱❡❝t♦rs ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ❜♦❧❞ ❢♦♥t✿ X✳

❇✳✷ ❈♦♠♣❧❡① ❡rr♦rs ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s

❇✳✷✳✶ ❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s V ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② ●❘❆❱■❚❨ ❛r❡ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t
♥♦✐s❡✳ ❚❤✐s ♥♦✐s❡ ❛✛❡❝ts ❜♦t❤ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡
s♦♠❡t❤✐♥❣ ❧✐❦❡✿

V = Vtrue +E ✭❇✳✶✮

✇❤❡r❡ Vtrue ✐s t❤❡ tr✉❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✱ ❛♥❞ E ✐s ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ r❡❛❧
r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs Ex ❛♥❞ Ey r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞
♦♥ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t②✿

E = Ex + i Ey ✭❇✳✷✮

❲❡ ❝❛♥ s✉♣♣♦s❡ ❜♦t❤ Ex ❛♥❞ Ey ♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✳ ■❢ t❤❡s❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs ❛r❡
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡✐r ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s cov(Ex) ❛♥❞ cov(Ey)✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡✿

Ex ∼ N (0, cov(Ex)) ✭❇✳✸✮

Ey ∼ N (0, cov(Ey)) ✭❇✳✹✮

❙❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡ ✐♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❡❝t♦rs tr❡❛t❡❞
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❡ ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ ✐t✳ ❋♦r



✷✾✵ ❆PP❊◆❉■❳ ❇✳ ▼❆❳■▼❯▼ ▲■❑❊▲■❍❖❖❉ ❆◆❉ ❈❖▼P▲❊❳ ❊❘❘❖❘❙

❡①❛♠♣❧❡✱ ✐❢ ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ r❡❛❧ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ♦♥ V✱ ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ ✐t ❜② ❛ r❡❛❧ ♠❛tr✐① A✱ ✇❡
❤❛✈❡✿

Re(AV) = ARe(V) ✭❇✳✺✮

Im(AV) = A Im(V) ✭❇✳✻✮

❆♥❞ t❤✉s t❤❡ ♥♦✐s❡ tr❛♥s❢♦r♠s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

AE ∼ N
(
0, Acov(Ex)A

T
)
+ i N

(
0, Acov(Ey)A

T
)

✭❇✳✼✮

❍♦✇❡✈❡r✱ ❛s s♦♦♥ ❛s ✇❡ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ V

❜② ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛tr✐① A✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rts ♦❢ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❜❡❝♦♠❡s ✐♥❡✣❝✐❡♥t✳

❚♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛♥② ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts
♦❢ t❤❡ ❡rr♦rs✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛s ♣❛rt ♦❢
❛ ✉♥✐q✉❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s t♦ s✇✐t❝❤ t♦ ❧❛r❣❡r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❜② ❞❡✜♥✐♥❣✿

V =

(
Re(V)
Im(V)

)
; Vtrue =

(
Re(Vtrue)
Im(Vtrue)

)
; E =

(
Ex

Ey

)
; A =

(
Re(A) − Im(A)
Im(A) Re(A)

)

✭❇✳✽✮

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♦♣❡r❛t✐♦♥ AV ✐s t❤❡♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ AV✳ ■❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❢♦r V
✐s✿

cov(V) =

(
cov(Ex) 0

0 cov(Ey)

)
✭❇✳✾✮

❚❤❡♥✱ ❛❢t❡r t❤❡ ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

cov(AV) = Acov(V)AT

=
(
Re(A) cov(Ex) Re(A)T + Im(A) cov(Ey) Im(A)T Re(A) cov(Ex) Im(A)T − Im(A) cov(Ey) Re(A)T

Im(A) cov(Ex) Re(A)T − Re(A) cov(Ey) Im(A)T Im(A) cov(Ex) Im(A)T + Re(A) cov(Ey) Re(A)T

)

✐♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❧❡❛r❧② s❡❡ t❤❡ ♥❡✇ ♥♦♥✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ t❡r♠s✳
❚❤❡r❡ ✐s ❛♥♦t❤❡r ✇❛②✱ t❤♦✉❣❤✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ t♦ s♣❧✐t t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts

♦❢ t❤❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❲❡ ❝❛♥ ❝♦♥s✐❞❡r E ❛s ❛ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐ts ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

cov(E) = E
(
[E− mean(E)] [E− mean(E)]†

)
✭❇✳✶✵✮

pcov(E) = E
(
[E− mean(E)] [E− mean(E)]T

)
✭❇✳✶✶✮

✇❤❡r❡ E(−) r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✳
❚❤❡s❡ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ cov(E) ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t✱ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ❝❛s❡✿

cov(E) =

(
cov(Ex) cov(Ex,Ey)

cov(Ey,Ex) cov(Ey)

)
✭❇✳✶✷✮

❆♥❞ ✭s✉♣♣♦s✐♥❣ t❤❛t E ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✵ t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❜✉t ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇
t❤❛t t❤✐s ❤♦❧❞s tr✉❡ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ E ✐s ♥♦t ❝❡♥t❡r❡❞✮✿

cov(E) = E
(
ExEx

T
)
+ E

(
EyEy

T
)
+ i

[
E
(
EyEx

T
)
− E

(
ExEy

T
)]

✭❇✳✶✸✮

pcov(E) = E
(
ExEx

T
)
− E

(
EyEy

T
)
+ i

[
E
(
EyEx

T
)
+ E

(
ExEy

T
)]

✭❇✳✶✹✮



❇✳✷✳ ❈❖▼P▲❊❳ ❊❘❘❖❘❙ ❆◆❉ ❈❖▼P▲❊❳ ❘❆◆❉❖▼ ❱❆❘■❆❇▲❊❙ ✷✾✶

❋r♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡❞✉❝❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

cov(E) = cov(Ex,Ex) + cov(Ey,Ey) + i [ cov(Ey,Ex)− cov(Ex,Ey)] ✭❇✳✶✺✮

pcov(E) = cov(Ex,Ex)− cov(Ey,Ey) + i [ cov(Ey,Ex) + cov(Ex,Ey)] ✭❇✳✶✻✮

❆♥❞✿

cov(Ex,Ex) =
1

2
Re(cov(E) + pcov(E)) ✭❇✳✶✼✮

cov(Ey,Ey) =
1

2
Re(cov(E)− pcov(E)) ✭❇✳✶✽✮

cov(Ex,Ey) =
1

2
Im(−cov(E) + pcov(E)) ✭❇✳✶✾✮

cov(Ey,Ex) =
1

2
Im(cov(E) + pcov(E)) ✭❇✳✷✵✮

❆❧s♦✱ ❢r♦♠ ❊q✉❛t✐♦♥s ❇✳✶✵ ❛♥❞ ❇✳✶✶✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ s❤♦✇ t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦♠♣❧❡① ♠❛tr✐① A✿

cov(AE) = Acov(E)A† ✭❇✳✷✶✮

pcov(AE) = Apcov(E)AT ✭❇✳✷✷✮

❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡s✐❞❡s ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦
❧❛st ❡q✉❛❧✐t✐❡s✿ ♣r♦♣❛❣❛t✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦rs ✇❤❡♥ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ A ✐s
❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❜② A ❛♥❞ ✐ts tr❛♥s♣♦s❡
✭♦r ❝♦♠♣❧❡① tr❛♥s♣♦s❡✮✱ ♠✉❝❤ ❧✐❦❡ ✇❤❡♥ ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦rs✳ ❆t ❛♥②
♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡✱ t❤❡s❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ❛❝t✉❛❧
✈❛r✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱
✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✷✵✳

❇✳✷✳✷ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇

▲❡t E ❜❡ ❛ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ W✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡
♥♦t❡ E ∼ N (0, W)✳ ■ts Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥ ✭P❉❋✮ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

PDF[E] (X) ∝ exp

(
−1

2
X

T
W

−1
X

)
✭❇✳✷✸✮

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦♠♣❧❡① ✈❡❝t♦r E ✐s s❛✐❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ❝❡♥t❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ W ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ Z ✐❢ t❤❡ r❡❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r (ET

x E
T
y )

T ✐s ✐ts❡❧❢
♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞✱ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ✵ ❛♥❞ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ W ❞❡✜♥❡❞ ❜②✿

W =
1

2

(
Re(W + Z) Im(−W + Z)
Im(W + Z) Re(W − Z)

)
✭❇✳✷✹✮

❲❡ ♥♦t❡ E ∼ CN (0, W, Z)✳ ❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❧
♥♦r♠❛❧ ❧❛✇✿

PDF[E] (X) ∝ exp

(
−1

2

[
Re(X)T Im(X)T

]
W

−1

[
Re(X)
Im(X)

])
✭❇✳✷✺✮

❚❤✐s P❉❋ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❚♦
❞♦ s♦✱ ✇❡ ✜rst ♥❡❡❞ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ♠❛tr✐① L ❞❡✜♥❡❞ ❛❞✿

L =
1

2

(
I I

−i I i I

)
✭❇✳✷✻✮
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❲❡ ❝❛♥ ♥♦t❡ t❤❛t✿

L
−1 =

(
I i I
I −i I

)
= L

† ✭❇✳✷✼✮

■♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ✈❡❝t♦r
(
X

T
X

∗T
)T
✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛❧✐t✐❡s✿

(
Re(X)
Im(X)

)
= L

(
X

X
∗

)
✭❇✳✷✽✮

W = L

(
W Z

Z
∗

W
∗

)
L
† ✭❇✳✷✾✮

❲❡ ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ✭s✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❝t♦r ✐s r❡❛❧✮✿

(
Re(X)T Im(X)T

)T
=
(
Re(X)T Im(X)T

)†
✭❇✳✸✵✮

❚❤✉s ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

[
Re(X)T Im(X)T

]
W

−1

[
Re(X)
Im(X)

]
=

(
L

[
X

X
∗

])†

W
−1

(
L

[
X

X
∗

])

=

[
X

X
∗

]†
L
†
W

−1
L

[
X

X
∗

]

=

[
X

X
∗

]† (
LWL

†
)−1

[
X

X
∗

]

=

[
X

X
∗

]†(
W Z

Z
∗

W
∗

)−1 [
X

X
∗

]

❋r♦♠ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐① ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✶✶✱ ✐t ✐s ❝❧❡❛r
t❤❛t Z ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ t❤✉s Z∗ = Z

†✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ P❉❋ ♦❢ ❛
❝❡♥t❡r❡❞ ❝♦♠♣❧❡①✲♥♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✿

PDF[E] (X) ∝ exp

(
−1

2

[
X

†
X

∗†
](W Z

Z
†

W
∗

)−1 [
X

X
∗

])
✭❇✳✸✶✮

❚❤✐s ✐s ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦♥✲❝❡♥t❡r❡❞ ❝❛s❡ ♦❢ ♠❡❛♥ M✳ ■❢ E ∼ CN (M, W, Z)✱ t❤❡♥
✇❡ ❤❛✈❡✿

PDF[E] (X) ∝ exp

(
−1

2

[
(X−M)† (X∗ −M

∗)†
](

W Z

Z
†

W
∗

)−1 [
X−M

X
∗ −M

∗

])
✭❇✳✸✷✮

❋✐♥❛❧❧②✱ ✉s✐♥❣ r❡s✉❧ts ❦♥♦✇♥ ♦♥ r❡❛❧ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦rs✱ ✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❝♦♠✲
♣❧❡① ❧✐♥❡❛r ♦♣❡r❛t✐♦♥s ♦♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲♥♦r♠❛❧ ❧❛✇ ❛❧✇❛②s ②✐❡❧❞s ❛
♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡①✲♥♦r♠❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡
♠❛tr✐❝❡s ♣r♦♣❛❣❛t❡❞ ❧✐❦❡ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ❇✳✷✶ ❛♥❞ ❇✳✷✷✿

E ∼ CN (M, W, Z) ⇒ AE ∼ CN
(
AM, AWA

†, AZA
T
)

✭❇✳✸✸✮
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❇✳✷✳✸ ❊①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t♦r t♦ ❝♦♠♣❧❡① ❡rr♦rs

■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ■ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ❛♥❞ ♣s❡✉❞♦✲❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ♦❢ ❛
❝♦♠♣❧❡① r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ✉s❡❢✉❧ t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t❡ ❡rr♦r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
■ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✿ ❣✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts✱ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❛ ✈❡❝t♦r Y✱ ❛♥❞ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ Y = AX✱ ✇❤❛t ✐s t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r
✈❡❝t♦r X✱ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ♦♥ Y❄

❙✐♥❝❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡✱ ✐t ✐s ❜❡tt❡r t♦ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤✐s
♥♦✐s❡ ❛s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✿

Y = AX+E ✭❇✳✸✹✮

■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ■ ❛ss✉♠❡ t❤❛tE ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t
t♦ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ❡rr♦rs ♦♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t✐❡s ❛r❡ ❣❛✉ss✐❛♥✱
✇✐t❤♦✉t ❛♥② ♦t❤❡r ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ■ ❞♦ ♥♦t ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rts ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳

E ∼ CN (0, W, Z) ✭❇✳✸✺✮

❲❡ ❝❛♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡s X✱ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ X
❣✐✈❡♥ t❤❛t ✇❡ ♠❡❛s✉r❡❞ t❤❡ ❞❛t❛ Y✿

L (X) = Pr(X|Y) ✭❇✳✸✻✮

❆ ❇❛②❡s✐❛♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ ②✐❡❧❞s✿

L (X) =
Pr(Y|X) Pr(X)

Pr(Y)
✭❇✳✸✼✮

❚❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❡❛s✉r✐♥❣ ❞❛t❛ Y ❣✐✈❡♥ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛❧✉❡ ❛r❡ X ✐s ❡①❛❝t❧②
❡q✉❛❧s t♦ Pr(E = Y −AX)✳ ❆♥② ❛ ♣r✐♦r✐ ❦♥♦✇♥❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t X ❝❛♥ ❜❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛t t❤✐s
♣♦✐♥t✳ ❲✐t❤♦✉t ❛♥② ♣r✐♦r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ X✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s t❛❦❡ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r X

✭✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❡❛st ❢❛✈♦r❛❜❧❡ ❝❛s❡✮✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡✿

L (X) ∝ PDF[E] (Y −AX) ✭❇✳✸✽✮

❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ X̂ ♦❢ X ✐s t❤❡ ✈❛❧✉❡ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ L✱ ♦r✱
❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧②✱ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s − logL✿

X̂ = argmin (− logL) ✭❇✳✸✾✮

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✸✽ ✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t E ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❝♦♠♣❧❡①✲♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❛♥❞
✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✸✷✱ ✇❡ ❣❡t✿

X̂ = argmin

{[
(Y −AX)† (Y∗ −A

∗
X)†

](
W Z

Z
†

W
∗

)−1 [
Y −AX

Y
∗ −A

∗
X

]}
✭❇✳✹✵✮

■❢ ✇❡ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❛ ❧✐tt❧❡✱ ❛♥❞ ✇r✐t❡✿

Y2 =

(
Y

Y
∗

)
✭❇✳✹✶✮

A2 =

(
A

A
∗

)
✭❇✳✹✷✮

W2 =

(
W Z

Z
†

W
∗

)
✭❇✳✹✸✮
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❚❤❡♥ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ X̂ ❜❡❝♦♠❡s✿

X̂ = argmin
{
(U2 −A2X)†W2

−1 (Y2 −A2X)
}

✭❇✳✹✹✮

❆♥❞ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ s♦♠❡t❤✐♥❣ ✈❡r② s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ χ2 ❡st✐♠❛t♦r✱ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ t♦
❞❡❛❧ ✇✐t❤ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❤❡r❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ♠❛tr✐① W2 ✐s ❝♦♠♣❧❡①✱ ❛♥❞
♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❞✐❛❣♦♥❛❧✳ ❇✉t t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❝❛♥ st✐❧❧ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ s✐♠✐❧❛r ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲❡
❤❛✈❡✿

− logL (X) = (Y2 −A2X)†W2
−1 (Y2 −A2X) ✭❇✳✹✺✮

= Y
†
2W

−1
2 Y2 −X

†
A

†
2W

−1
2 Y2 −Y

†
2W

−1
2 A2X+X

†
A

†
2W

−1
2 A2X ✭❇✳✹✻✮

❲❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ X t♦ ❣❡t✿

∂ [− logL (X)]

∂X
= −

(
A

†
2
W

−1

2
Y2

)T
−
(
Y

†
2
W

−1

2
A2

)
+X

T

(
A

†
2
W

−1

2
A2

)T
+X

T

(
A

†
2
W

−1

2
A2

)

= −
(
Y

†
2
W

−1

2

†
A2

)∗
−
(
Y

†
2
W

−1

2
A2

)
+X

T

(
A

†
2
W

−1

2

†
A2

)∗
+X

T

(
A

†
2
W

−1

2
A2

)

❆♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ W2 ✐s ❍❡r♠✐t✐❛♥ ✭❛♥❞ t❤✉s ✐ts ✐♥✈❡rt ❛❧s♦ ✐s✮✱ t❤✐s r❡❞✉❝❡s t♦✿

∂ [− logL (X)]

∂X
= −2Re

(
Y

†
2W

−1
2 A2

)
+ 2XT Re

(
A

†
2W

−1
2 A2

)
✭❇✳✹✼✮

❍❡♥❝❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ X✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ③❡r♦ ♦❢
t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ − logL✿

X̂ =

(
Re
(
Y

†
2W

−1
2 A2

) [
Re
(
A

†
2W

−1
2 A2

)]−1
)T

✭❇✳✹✽✮

❇✳✸ ❊rr♦r ♦♥ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs

●✐✈❡♥ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ Y = AX✱ ❛♥❞ ❛ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t Y ❛✛❡❝t❡❞ ❜② r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡✱
❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✹✽ ❣✐✈❡s ❛ ✇❛② t♦ r❡tr✐❡✈❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs X✳ ❇✉t ✇❤❛t ❛❜♦✉t t❤❡
❡rr♦r ❜❛rs❄

❇✳✸✳✶ ❯♥r❡str✐❝t❡❞ ❝❛s❡

▲❡t ✉s ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✉♥r❡str✐❝t❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rsX
♠✉st ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✭❛♥❞ ♥♦t ❥✉st s♦♠❡ ♦❢ t❤❡♠✱ ❛s ✐t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡✮✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❛❧r❡❛❞② t❤❛t
t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ X̂ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ t❤❡ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞✱
♦r ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ − lnL (X)✳

❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡rr♦r ❜❛rs ❢r♦♠ − lnL ❧❡✈❡❧ ❝♦♥t♦✉rs ✜♥❞s ✐ts ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❜❛s✐s ✐♥
❲✐❧❦✬s t❤❡♦r❡♠✱ ✇❤✐❝❤ st❛t❡s t❤❛t ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ✏tr✉❡ ✈❛❧✉❡✑ X0 ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭✐✳❡✳ ✐❢ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡❝t❧② r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞❛t❛✮✱ t❤❡♥✱ ✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts✱
t❤❡ ✈❡❝t♦r (X0 − X̂) ❜❡❤❛✈❡s ❧✐❦❡ ❛ ♠✉❧t✐✲✈❛r✐❛t❡ r❛♥❞♦♠ ✈❡❝t♦r✱ ✇✐t❤ ❛ ❝♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐①
❣✐✈❡♥ ❜②✿

var
(
X0 − X̂

)
= −

[
∂2 ln(L)
∂X2

(X̂)

]−1

✭❇✳✹✾✮
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❙✐♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t X̂ ✐s t❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ − lnL✱ ✐❢ ✇❡ s✉♣♣♦s❡ X0 ❝❧♦s❡ t♦ X̂✱
✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✿

lnL (X0)− lnL
(
X̂

)
=
[
X0 − X̂

]T 1

2

∂2 ln(L)
∂X2

(X̂)
[
X0 − X̂

]
✭❇✳✺✵✮

❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡✿

−2 ln


L (X0)

L
(
X̂

)


 =

[
X0 − X̂

]T
var
(
X0 − X̂

)−1 [
X0 − X̂

]
✭❇✳✺✶✮

❲❤✐❝❤ ♣r♦✈❡s t❤❛t t❤❡ q✉❛♥t✐t②✿

T (X0) = −2 ln


L (X0)

L
(
X̂

)


 ✭❇✳✺✷✮

❢♦❧❧♦✇s ❛ χ2✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ p ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠s✱ ✇❤❡r❡ p ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ X✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✐❢ ♦♥❡ ✇❛s t♦ r❡♣❡❛t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ t✐♠❡s✱
❡❛❝❤ t✐♠❡ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ❡rr♦rs ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ❛♥❞ ✐❢
♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ T (X0) ✭✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ s✉♣♣♦s❡ t❤❛t t❤❡ tr✉❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❦♥♦✇♥ ✐♥ ❛❞✈❛♥❝❡✮✱ t❤❡♥ ♦♥❡ ✇♦✉❧❞ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ χ2

p ❧❛✇✳
❋r♦♠ t❤✐s✱ ✇❡ ❦♥♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ T (X0) s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡ β ✐s

❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ χ2
p ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❞❡♥s✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛t p ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✿

Prob (T (X0) < β) = CDF
[
χ2
p

]
(β) ✭❇✳✺✸✮

❇✉t t❤✐s ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r X0 t♦ ❜❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ β/2 ❧❡✈❡❧ ❝♦♥t♦✉r
♦❢ − lnL✳ ■♥❞❡❡❞✱ s❛②✐♥❣ t❤❛t X0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t✿

− lnL (X0) ≤ min {− lnL}+ β

2
✭❇✳✺✹✮

✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ s❛②✐♥❣ t❤❛t X0 ✐s s✉❝❤ t❤❛t✿

−2 lnL (X0) ≤ −2 lnL
(
X̂

)
+ β ✭❇✳✺✺✮

❆♥❞ s♦ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r X0 t♦ ❜❡ ✐♥ t❤❡ β/2 ❝♦♥t♦✉r ♦❢ t❤❡ − lnL ♠❛♣ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s t❤❡
♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✺✸✳

❋✐♥❞✐♥❣ t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❢♦r t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r X ✐s ♥♦✇ ❥✉st ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ✜♥❞✐♥❣
t❤❡ ❝♦rr❡❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ β✳ ■❢ ✇❡ t❛❦❡ β = CDF[χ2

p](0.95)✱ t❤❡♥✱ ❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢
❤❛✈✐♥❣ X0 ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t♦✉r r❡❣✐♦♥ ✭✐✳❡✳ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ t❤❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐♥ t❤❡
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✮ ✐s ✵✳✾✺✳ ❚❤✐s ❛♥ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✶✳

✶❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧✳ ❖♥❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧
r❡s✉❧t t❤❛t✱ ✉♥❞❡r s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✏♥♦t t♦♦ ♠✉❝❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r✐t② ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧✑✱ t❤❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✐ts❡❧❢ ❢♦❧❧♦✇s
❛ χ2

n ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇✐t❤ ❛ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❛❧✐t② n ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❛t❛♣♦✐♥ts✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡✜♥❡
❛♥♦t❤❡r ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♣✉r❡ ❧♦❣✲❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭✐✳❡✳ t❛❦✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈✐♥❣
−2 lnL < β✱ ✇✐t❤ β = CDF[χ2

n][0.95]✮✱ ❛♥❞ ♥♦t ❛ ❝♦♥t♦✉r ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚❤✐s ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧❧②
♣❡r❢❡❝t❧② ✈❛❧✐❞✱ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ♠❛❥♦r ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡ ❢♦r ❛str♦♥♦♠❡rs✿ ❢♦r ❛ ✈❡r② ✉♥❧✉❝❦② r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥♦✐s❡✱
t❤✐s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❜❡✳✳✳ ❡♠♣t②✳ ■ ❡♥❝♦✉r❛❣❡ t❤❡ r❡❛❞❡r t♦ ♠❡❞✐❞❛t❡ ♦♥ t❤✐s✳
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❇✳✸✳✷ ❘❡str✐❝t❡❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧

■t ✐s ♦❢t❡♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❛str♦♥♦♠② t❤❛t s♦♠❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝♦♥t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♦❢
❧✐tt❧❡ s❝✐❡♥t✐✜❝ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ✐s t②♣✐❝❛❧❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ s♦♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦
t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥ts ✐♥str✉♠❡♥t❛❧ ❡✛❡❝ts✳ ❲❤❡♥ t❤✐s ✐s t❤❡ ❝❛s❡✱ X ❝❛♥ ❜❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥ t✇♦
♣❛rts✿ X = (Xuseless,Xuseful)✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❝❛♥ ♦❢

❝♦✉rs❡ st✐❧❧ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✹✽✱ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡s ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r X̂ =
(
X̂useless, X̂useful

)
✳

❚❤r♦✇ ❛✇❛② t❤❡ ✉s❡❧❡ss ♣❛rt✱ ❛♥❞ ②♦✉ ❤❛✈❡ t❤❡ ❜❡st ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✉s❡❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❇✉t
✇❤❛t ❛❜♦✉t t❤❡ ❡rr♦r ❜❛rs❄

❚❤❡ ✾✺✪ ♣❡r❝❡♥t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❡♥t✐r❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs
X✳ ❖♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ♣r♦❥❡❝t t❤✐s ✐♥t❡r✈❛❧ ♦♥t♦ t❤❡ s✉❜s♣❛❝❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② Xuseful✱ ✐✳❡✳ t♦ t❛❦❡
t❤❡ ❡①tr❡♠✉♠ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡❢✉❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦✈❡r t❤✐s ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ X̂✳ ❇✉t
t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❣r♦ss❧② ♦✈❡r❡st✐♠❛t❡s t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✲✐♥t❡r✈❛❧✳

❚❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❡tt❡r ✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ r❡str✐❝t❡❞
T (X0,usefull) ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s ❛ χq

2 ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✭q ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠✱ ✇✐t❤ q t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡❢✉❧
♣❛r❛♠❡t❡rs✮✳ ❚❤✐s r❡str✐❝t❡❞ T ✐s s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

T (Xuseful) = T♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r Xuseless
✭❇✳✺✻✮

❲❡ ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡✿

T (X0) =
[
X0 − X̂

]T
var
(
X0 − X̂

)−1 [
X0 − X̂

]
✭❇✳✺✼✮

❙♦✿

T (Xuseful) =

{[
X0 − X̂

]T
var
(
X0 − X̂

)−1 [
X0 − X̂

]}

♠✐♥✐♠✐③❡❞ ♦✈❡r Xuseless

✭❇✳✺✽✮

❚❤❡ ♣r♦♦❢ r❡❧✐❡s ♦♥ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t✿
[
X− X̂

]T
var
(
X− X̂

)−1 [
X− X̂

]
♠✐♥ ♦✈❡r Xuseless

=
[
Xuseful − X̂useful

]T
V −1

[
Xuseful − X̂useful

]

✭❇✳✺✾✮

✇✐t❤✿

V = var
(
Xuseful,0 − X̂useful

)
✭❇✳✻✵✮

❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡✿

var
(
X0 − X̂

)−1
=

(
A B
BT C

)
❛♥❞ var

(
X0 − X̂

)
=

(
F G
GT H

)

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ✭♠❛tr✐① ❛♥❞ ✐ts ✐♥✈❡rs❡✮✿

AF +BGT = I ✭❇✳✻✶✮

AG+BH = 0 ✭❇✳✻✷✮

BTF + CGT = 0 ✭❇✳✻✸✮

BTG+ CH = I ✭❇✳✻✹✮

■❢ ✇❡ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ T (X) ❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ✐t ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ Xk✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

∂T

∂Xk
(Xuseless,Xuseful) =

(
X

T
useless − X̂

T
useless

)
B

∂X

∂Xk
+

∂XT

∂Xk
BT
(
Xuseless − X̂useless

)

+
∂X

∂Xk
D
(
Xuseful − X̂useful

)
+
(
X

T
useful − X̂

T
useful

)
D

∂X

∂Xk
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❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♦❢ T (X) ♦✈❡r ❛❧❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐♥ Xuseless ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s
❛r❡ ③❡r♦✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛ s❡t ♦❢ p−q ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❚♦ s❤♦rt❡♥ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇r✐t❡ ∆Xuseless =
Xuseless − X̂useless✱ ❛♥❞ ∆Xuseful = Xuseful − X̂useful✳ ❙②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥
❢♦r t❤❡ k − th ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❜② (C∆Xuseless −B∆Xuseless)k ❛♥❞ ❛❞❞✐♥❣ ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❣✐✈❡s✿

0 =∆X
T
uselessB

(
C∆Xuseful +BT

Xuseful

)
+
(
∆X

T
useless +∆X

T
usefulC

T
)
BT∆Xuseless

+∆X
T
usefulC

T
(
C∆Xuseful +BT∆Xuseless

)
+
(
∆X

T
usefulC

T +∆XuselessB
T
)
C∆Xuseful

❈♦✈❛r✐❛♥❝❡ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✭CT = C✮✱ s♦ ❡①♣❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❞✉❝ts ❛♥❞ ❞✐✈✐❞✐♥❣ ❜②
t✇♦ ❣✐✈❡s✿

0 = ∆X
T
uselessBC∆Xuseful +∆X

T
uselessBBT∆Xuseless

+∆X
T
usefulCBT∆Xuseless +∆X

T
usefulC

TC∆Xuseful

❋❛❝t♦r✐③✐♥❣✿

0 =
(
C∆Xuseful +BT∆Xuseless

)T (
C∆Xuseful +BT∆Xuseless

)
✭❇✳✻✺✮

❚❤✉s✿

0 =
(
C∆Xuseful +BT∆Xuseless

)

❙♦❧✈✐♥❣ ✐t ❢♦r ∆Xuseless✿

∆Xuseless = −C−1BT∆Xuseful

❲❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❥❡❝t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ T t♦ ❣❡t✿

T (Xuseless,Xuseful)♠✐♥✐♠✳ ♦✈❡r Xuseless
= ∆X

T
useful

(
A−BC−1BT

)
∆Xuseful ✭❇✳✻✻✮

❋r♦♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ❇✳✻✶ t♦ ❇✳✻✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿

A =
(
I −BGT

)
F−1

GT = −C−1BTF ⇒ BGT = −BC−1BTF

❆♥❞ s♦✿

A−BC−1BT = F−1

❙✐♥❝❡ ✇✐t❤ ♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ✇❡ ❛❝t✉❛❧❧② ❤❛✈❡ V = G✱ t❤✐s ♣r♦✈❡s ❊q✉❛t✐♦♥ ❇✳✺✾✱ ✇❤✐❝❤
✐♥ t✉r♥ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t✿

T (X0,useful) =
(
X

T
0,useful − X̂

T
useful

)
var
(
X0,useful − X̂useful

)−1 (
X0,useful − X̂useful

)

❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤✐s t♦ ❲✐❧❦✬s t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡s t❤❛t T (X0,useful) ❢♦❧❧♦✇s ❛ χ2
q✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳

❆t t❤✐s ♣♦✐♥t✱ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ ❛ ✾✺✪ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❣✐♦♥ ❞❡❧✐♠✐t❡❞
❜② t❤❡ ❝♦♥t♦✉r✲❧❡✈❡❧ ♦❢ ✈❛❧✉❡ CDF

[
χ2
q

]
(0.95) ❛r♦✉♥❞ X̂useful✱ ♦r ❛ ✻✽✪ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜② ✉s✐♥❣

CDF
[
χ2
q

]
(0.68) ✐♥st❡❛❞✳





❆♣♣❡♥❞✐① ❈

❆ s✐♠♣❧❡ ❆❉❈❙ ♠♦❞❡❧

❈✳✶ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥

❚♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ P✐❝❙❛t ✐♥str✉♠❡♥t✱ ■ ♥❡❡❞❡❞ ❛ ✇❛② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡
♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs ❞♦✇♥str❡❛♠ ♦❢ t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ Pr❡❝✐s✐♦♥ ♣♦✐♥t✐♥❣ ♦♥ ❛ ❈✉❜❡❙❛t
♣❧❛t❢♦r♠ ✐s s♦♠❡t❤✐♥❣ r❡❧❛t✐✈❡❧② ♥❡✇✱ ❛♥❞ ■ ❝♦✉❧❞ ♥♦t ✜♥❞ ❛♥② r❡❛❧ ❞❛t❛ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ■
❤❛❞ t♦ r❡s♦rt t♦ ♠❛❦✐♥❣ ♠② ♦✇♥ ❆❉❈❙ ♠♦❞❡❧ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ✇❛s
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✱ ❛♥❞ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✳ ❚❤✐s ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦
s✐♠✉❧❛t❡ t❤❡ t❛r❣❡t ♣♦✐♥t✐♥❣ ♠♦❞❡ ♦❢ t❤❡ ❆❉❈❙✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ t✇♦ ♠❛✐♥ s❡♥s♦rs ✉s❡❞ ❛r❡ t❤❡
st❛r tr❛❝❦❡r ❛♥❞ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡s✱ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛tt✐t✉❞❡ ✐s ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s✳

❈✳✷ ▼♦❞❡❧

❆ t♦rq✉❡ τ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛♥❞ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❛ r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ω̇ ✉s✐♥❣
t❤❡ ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ JPicSat✳ ❚❤✐s r♦t❛t✐♦♥❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t✇♦ t✐♠❡s t♦ ❣✐✈❡ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ω ❛♥❞ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ θ✿

ω̇ = JPicSat τ ✭❈✳✶✮

ω = θ̇ ✭❈✳✷✮

❆ r❛♥❞♦♠ ♥♦✐s❡ ✐s ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥❛❧ s♣❡❡❞ ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ t♦ s✐♠✉❧❛t❡
♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ❛ ❣②r♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❛ st❛r tr❛❝❦❡r✿

θST = θ +N (0, σST) ✭❈✳✸✮

ωgyro = ω +N (0, σgyro) ✭❈✳✹✮

✇✐t❤ N (0, σ) r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ❣❛✉ss✐❛♥ ✇❤✐t❡ ♥♦✐s❡ ♦❢ ♠❡❛♥ ✈❛❧✉❡ ✵ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ σ✳
❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❣②r♦s❝♦♣❡s ❛♥❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛r tr❛❝❦❡r ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡

s✐♠♣❧❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ✇❛②✱ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ❛ ♣s❡✉❞♦✲■▼❯✿ t❤❡ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ❣②r♦s❝♦♣❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts
❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ t♦ ❣✐✈❡ ❛♥ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡s❡t t♦ t❤❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② st❛r
tr❛❝❦❡r ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❛ ♥❡✇ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡
s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥ θ̂IMU✿

θ̂IMU(t) = θST(tref) +

∫ t

tref

ωgyro(t
∗)dt∗ ✭❈✳✺✮

✇❤❡r❡ tref ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❛t ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❧❛st ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❙t❛r ❚r❛❝❦❡r✳
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P❛r❛♠❡t❡r ❱❛❧✉❡

●②r♦s❝♦♣❡
❋r❡q✉❡♥❝② ✶ ❦❍③
❆❝❝✉r❛❝② ✶ ❞❡❣✴s

❙t❛r ❚r❛❝❦❡r
❋r❡q✉❡♥❝② ✶✵ ❍③
❆❝❝✉r❛❝② ✶✵ ❛r❝s❡❝

❊①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡
❚♦rq✉❡ ♦♥ ❳ ❛①✐s ✶✵ ♥◆
❚♦rq✉❡ ♦♥ ❨ ❛①✐s ✶✵ ♥◆
❚♦rq✉❡ ♦♥ ❩ ❛①✐s ✶✵ ♥◆

❙❛t❡❧❧✐t❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛
✶st ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s 44× 10−3 kgm−2

✷♥❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s 44× 10−3 kgm−2

✸r❞ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❛①✐s 7× 10−3 kgm−2

❚❛❜❧❡ ❈✳✶✿ ▼❛✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦ ❆❉❈❙ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡st✐♠❛t❡ ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣s❡✉❞♦✲■▼❯ ✐s t❤❡♥ ❢❡❞ t♦ ❛ ❑❛❧♠❛♥ ❋✐❧t❡r t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st ❝♦♠♠❛♥❞ t♦ ❛♣♣❧② t♦ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r
♣♦s✐t✐♦♥ ❛t ③❡r♦✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❛ss✉♠❡s t❤❛t t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧②
❛ t♦rq✉❡ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ✇✐t❤ ♥♦ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥✳ ❚❤❡ t♦rq✉❡ τ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❝♦♥st❛♥t t♦rq✉❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ t♦rq✉❡ ❢r♦♠ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥
✇❤❡❡❧s✿

τ = τ external − τRW ✭❈✳✻✮

✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✉s s✐❣♥ s✐♥❝❡ τRW r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ t♦rq✉❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ✇❤❡❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
t❤❡ ♦♣♣♦s✐t❡ ♦❢ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ t♦rq✉❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r♦t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✐s t❤❡♥ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❛ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡
✉s✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ t❤✐s ❆❉❈❙ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❝♦♠♣✐❧❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ❈✳✶✳

❈✳✸ ❘❡s✉❧ts

❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✱ ✇✐t❤ ❛
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ r❡❛❧ ♦♥✲s❦② ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ❆❙❚❊❘■❆ ♠✐ss✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡rs
✇❡r❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧♦♦♣✳



❈✳✸✳ ❘❊❙❯▲❚❙ ✸✵✶

❋✐❣✉r❡ ❈✳✶✿ ❆ s✐♠♣❧❡▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛♥ ❆❉❈❙ ✉s❡❞ t♦ s✐♠✉❧❛t❡ ♣♦✐♥t✐♥❣ ❡rr♦rs✳
■♥ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❆❉❈❙ ✉s❡s ❛ ❙t❛r ❚r❛❝❦❡r ❛♥❞ ❛ ✸✲❛①✐s ❣②r♦s❝♦♣❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥
❛ s✐♠♣❧❡ ■▼❯ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛♥ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡st✐♠❛t❡ ✐s ❢❡❞ t♦
❛ ❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡st t♦rq✉❡ t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ s❛t❡❧❧✐t❡ t♦ ❝♦✉♥t❡r✲❜❛❧❛♥❝❡
❛ ❝♦♥st❛♥t ❡①t❡r♥❛❧ t♦rq✉❡✳
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✭❛✮ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s

✭❜✮ P♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t②

❋✐❣✉r❡ ❈✳✷✿ ❚✐♠❡ s❡r✐❡s ❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❢ t❤❡ st❛r ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❢♦❝❛❧ ♣❧❛♥❡ ♦❢ t❤❡ P✐❝❙❛t t❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❆❉❈❙ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s
s❡❝t✐♦♥✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ t❤❡ ♣♦✇❡r s♣❡❝tr❛❧ ❞❡♥s✐t② ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦♥✲s❦② ❜② t❤❡ ❆❙❚❊❘■❆ t❡❛♠
✐s ♦✈❡r✲♣❧♦tt❡❞ ✭②❡❧❧♦✇ ❝✉r✈❡✱ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ P♦♥❣ ❬✷✵✶✽❪✮✳



❆♥♥❡①❡ ❉

❘és✉♠é ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s

❉✳✶ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s

❉✳✶✳✶ ▲✬ét♦✐❧❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s

❈✬❡st ❞❡♣✉✐s ❧✬❤é♠✐s♣❤èr❡ s✉❞✱ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡♣✉✐s ❝❡t ❤é♠✐s♣❤èr❡✱ q✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❜❡t❛✶ P✐❝t♦r✐s
❡st ✈✐s✐❜❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥st❡❧❧❛t✐♦♥ ❞✉ P❡✐♥tr❡ ✭P✐❝t♦r✮✱ s✐t✉é❡ à ✶✾✳✸ ♣❛rs❡❝s
❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ✭s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✻✵ ❛♥♥é❡s✲❧✉♠✐èr❡✮✱ ❡t ❞♦♥t ❧❛ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❞❡ ✸✳✽✻ ❡♥ ❢❛✐t
✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❞❡ ✓ 4è♠❡ ❣r❛♥❞❡✉r ✔✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ à ❧✬♦❡✐❧ ♥✉✳

❈✬❡st ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❞❡ t②♣❡ ❆✻✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✉♥❡ ét♦✐❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❤❛✉❞❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡♠✲
♣ér❛t✉r❡ ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✽✵✵✵ ❑✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡
❧✬♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❛❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ s♦♥ r❛②♦♥✷ ✭1.5 à 1.7 R⊙)✱ ❞❡ s❛ ❣r❛✈✐té ❞❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ✭log (g) = 4.1 dex✮✱ ❞❡ s❛ ♠❛ss❡ ✭M ≃ 1.8 M⊙✮✱ ❡t ♠ê♠❡ ❞❡ s♦♥ â❣❡ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✷✸
♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s✮✳ ❙❛ ♠ét❛❧❧✐❝✐té✸ ❡st ❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❝♦♥♥✉❡ [Fe/H] = 0.05✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞✬❛❜♦♥✲
❞❛♥❝❡ ❈❛r❜♦♥❡✲❖①②❣è♥❡ ✭r❛♣♣♦rt ❈✴❖✮ r❡st❡ t♦✉t❡❢♦✐s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡
❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬♦①②❣è♥❡ ♥✬❛ ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ❥❛♠❛✐s été ♠❡s✉ré❡✳

❉✳✶✳✷ ▲❡ ❞✐sq✉❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛✐r❡

▲✬ét♦✐❧❡ β P✐❝t♦r✐s ❡st s♦♠♠❡ t♦✉t❡ ✉♥❡ ét♦✐❧❡ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ q✉✐ ♥❡ ❞♦✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
s❛ ♥♦t♦r✐été ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❛str♦♥♦♠✐q✉❡ q✉❡ ♣❛r s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✐r❡❝t✳ ❈✬❡st
❡♥ ✶✾✽✹ q✉❡ ❙♠✐t❤ ❡t ❚❡rr✐❧❡✱ ❣✉✐❞és ♣❛r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬✐♥❢r❛r♦✉❣❡ ❢❛✐t❡s q✉❡❧q✉❡s
❛♥♥é❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡ ✈✐s✐❜❧❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛✐r❡
❡♥t♦✉r❛♥t β P✐❝t♦r✐s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✮✱ q✉✐ ❡st ✈✉ ♣❛r ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❚❡rr❡✳

➱t❛♥t ❞♦♥♥é ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬é♣♦q✉❡ ✭❛✉❝✉♥❡ ❡①♦♣❧❛♥èt❡ ♥✬❛ ❡♥❝♦r❡ été ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❡♥ ✶✾✽✹✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♥❡ ❧❡ s❡r❛ q✉✬❡♥ ✶✾✾✺✮✱ ❝❡tt❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡
❛tt✐s❡ ❧❛ ❝✉r✐♦s✐té ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛str♦♥♦♠❡s✱ ❡t ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡♥t✳

❊♥ ✶✾✽✼✱ P❛r❡s❝❡ ❡t ❇✉rr♦✇s ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞ét❡❝té❡ ♥✬❡st ♣❛s é♠✐s❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
♣❛r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✭r❛②♦♥♥❡♠❡♥t t❤❡r♠✐q✉❡✮✱ ♠❛✐s tr♦✉✈❡ ♣❧✉tôt s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❞❛♥s ❧❛
ré✢❡①✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ s✉r ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ t②♣✐q✉❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✶ ♠✐❝r♦♥ ❝♦♥t❡♥✉s

✶β✱ ❞❛♥s ❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❣r❡❝✳
✷❊♥ ❛str♦♥♦♠✐❡✱ ❧❡s ❣r❛♥❞❡✉rs s♦♥t s♦✉✈❡♥t ♠❡s✉ré❡s ❞❛♥s ❞❡s ✉♥✐tés r❛♣♣♦rté❡s ❛✉ s②stè♠❡ ❙♦❧❛✐r❡✱ ❜❡❛✉✲

❝♦✉♣ ♣❧✉s ♣❛r❧❛♥t❡s q✉❡ ❧❡s ✉♥✐tés ❞✉ s②stè♠❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❧❡s r❛②♦♥s st❡❧❧❛✐r❡s ❡♥ ✓ r❛②♦♥s s♦❧❛✐r❡s ✔
✭s②♠❜♦❧❡ R⊙✮✱ ❧❡s ♠❛ss❡s st❡❧❧❛✐r❡s ❡♥ ✓ ♠❛ss❡s s♦❧❛✐r❡s ✔ ✭M⊙✮✱ ❧❡s r❛②♦♥s ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❣é❛♥t❡s ❡♥ ✓ r❛②♦♥s
❞❡ ❏✉♣✐t❡r ✔ ✭RJup✮✱ ❡t❝✳

✸▲❡s ❛str♦♥♦♠❡s ♥♦♠♠❡♥t ♠ét❛❧❧✐❝✐té ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡s ✓ ♠ét❛✉① ✔ ✭❛✉ s❡♥s ❛str♦♥♦♠✐q✉❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t♦✉t ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❤é❧✐✉♠✮✱ ❡t ❧✬❛❜♦♥❞❛♥❝❡ ❞✬❤②❞r♦❣è♥❡✳ ❖♥ ❞♦♥♥❡ s♦✉✈❡♥t
❧❛ ♠ét❛❧❧✐❝✐té ❡♥ é❝❤❡❧❧❡ log10✱ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❙♦❧❡✐❧ ✭[Fe/H] = 0.05 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r
❞❡ 100.05 = 1.12 ❢♦✐s ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❙♦❧❡✐❧✮✳
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✿ ■♠❛❣❡ ❤✐st♦r✐q✉❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛✐r❡ ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t ❧✬ét♦✐❧❡ β P✐❝t♦r✐s✱ ♦❜t❡✲
♥✉❡ ♣❛r ❙♠✐t❤ ❡t ❚❡rr✐❧❡ ❡♥ ✶✾✽✹✳ ▲✬ét♦✐❧❡✱ s✐t✉é❡ ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✭✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s
♥♦✐r❡s✮✱ ❡st ♠❛sq✉é❡ ♣❛r ❧❡ ❝♦r♦♥♦❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❧❡ ❞✐sq✉❡✱ ✈✉ ♣❛r ❧❛ tr❛♥❝❤❡✱ ❛♣♣❛r❛ît ❝♦♠♠❡
✉♥❡ ❧✐❣♥❡✳ ▲❛ str✉❝t✉r❡ ❛♣♣❛r❡♥t❡ ❡♥ ❞❡♠✐✲❧✉♥❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥ ❡✛❡t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱ ❞û
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t à ✉♥ ❞é❢❛✉t ❞❡ ❝❡♥tr❛❣❡ ❞✉ ♠❛sq✉❡ ❝♦r♦♥♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳

❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ✭❧✉♠✐èr❡ ❞✐✛✉sé❡✮✳ ▲❛❣❛❣❡ ❡t P❛♥t✐♥ ♠♦♥tr❡♥t✱ ❡♥ ✶✾✾✹✱ q✉❡ ❧❛ ③♦♥❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✬ét♦✐❧❡ ✭≤ 40 UA✱ ❯♥✐tés ❆str♦♥♦♠✐q✉❡s✮ ❡st ❛♣♣❛✉✈r✐❡ ❡♥ ♣♦✉ss✐èr❡✳ P♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡tt❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ✐❧s s✉❣❣èr❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ♦r❜✐t❛♥t à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡ ③♦♥❡✳

❉❡s ❝❡✐♥t✉r❡s ❞✬❛stér♦ï❞❡s s♦♥t ❛✉ss✐ ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ ♣❛r ❖❦❛♠♦t♦ ❡t ❛❧✳ ❡♥ ✷✵✵✹✱
♣✉✐s ♣❛r ❲✐❧♥❡r ❡t ❛❧✳ ❡♥ ✷✵✶✶✳ ❉❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡✱ à ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ ❯♥✐té
❆str♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❞❡✉① ❢❛♠✐❧❧❡s ❞❡ ❝♦♠èt❡s s♦♥t ❞ét❡❝té❡s✱ q✉✐ s❡♠❜❧❡♥t
êtr❡ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① é❧é♠❡♥ts str✉❝t✉r❛♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ✐♥t❡r♥❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s
❝♦♠èt❡s ❡♥r✐❝❤✐ss❡♥t ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ré❣✐♦♥ ❡♥ ❣❛③✳

▲❡ ❣❛③ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❞❡ β P✐❝t♦r✐s✱ ❡st ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s
q✉❡st✐♦♥s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ét❛♥t ✈✉ ♣❛r ❧❛ tr❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❣❛③ ♣❛r s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❘♦❜❡r❣❡ ❡t ❛❧✳ ♦♥t ❛✐♥s✐ ♠♦♥tré ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
é❧é♠❡♥ts ❝❤✐♠✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥ts✱ t♦✉s ❞❡s ♠ét❛✉①✱ ❛✉ s❡♥s ❛str♦♥♦♠✐q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ ✿ ❈✱ ❖✱ ◆❛✱
▼❣✱ ❆❧✱ ❙✐✱ ❙✱ ❈❛✱ ❈r✱ ▼♥✱ ❋❡✱ ◆✐✳ ❖r✱ ✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❝❤✐♠✐q✉❡s✱
à ❧✬✐♥st❛r ❞✉ s♦❞✐✉♠ ✭◆❛✮✱ s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥✹✳ ❊ût
é❣❛r❞ à ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❝❡♥tr❛❧❡✱ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡✈r❛✐❡♥t ❡♥ t❤é♦r✐❡ êtr❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t
s♦✉✤és ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s②stè♠❡✱ ❡♠♣ê❝❤❛♥t ❧❡✉r ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❡♥ q✉❛♥t✐tés s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r êtr❡
❞ét❡❝t❛❜❧❡s ♣❛r ♥♦s ✐♥str✉♠❡♥ts✳ ▲✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❝❝❡♣té❡ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡st q✉❡
❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts é❧é♠❡♥ts s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t r❡t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡
♣❛r ❞✬❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡t ❧✬♦①②❣è♥❡✱ ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡s à ❝❡tt❡ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡
r❛❞✐❛t✐♦♥✱ ❡t ❝ré❛♥t ✉♥ ❡✛❡t ❞❡ ❢r❡✐♥❛❣❡ ♣✐é❣❡❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s ❛t♦♠❡s✳

◗✉♦✐ q✉✬✐❧ ❡♥ s♦✐t✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ♦❜s❡r✈és ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❞❛♥s ❧❡
❞✐sq✉❡ ❞❡ β P✐❝t♦r✐s ✭❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♣♦✉r ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❣❛③ q✉❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✮ ♥❡ s♦♥t ♣❛s

✹▲❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ r❛❞✐❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♣r❡ss✐♦♥ ❡①❡r❝é❡ s✉r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ♣❛r ❧❡ ✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳
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❞❡s rés✐❞✉s ❞✉ ❞✐sq✉❡ ♦r✐❣✐♥❡❧✱ ♠❛✐s s♦♥t ♣❧✉tôt ❝♦♥t✐♥✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐ts ❡t ❞étr✉✐ts ❞❛♥s
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❛❝t✉❡❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡✳ ▲❡ ❞✐sq✉❡ ♦❜s❡r✈é ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡st ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❜r✐s✱
rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥ét❛✐r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐❡rs ✷✵ ♠✐❧❧✐♦♥s
❞✬❛♥♥é❡s ❡♥✈✐r♦♥✳

❉✳✶✳✸ ▲❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜

▲❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ❡♥ ✶✾✾✺✱ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❧❛♥èt❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❛✉tr❡ q✉❡ ❧❡ ❙♦❧❡✐❧✱ ♣✉✐s ❧❡s
❞é❝♦✉✈❡rt❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛✉tr❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t
❞♦♥♥é ❞✉ ♣♦✐❞s ❛✉① ❤②♣♦t❤ès❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ β P✐❝t♦r✐s ♣♦✉r
❡①♣❧✐q✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡s str✉❝t✉r❡s ♦❜s❡r✈é❡s✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵✱
s✐ ❛✉❝✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ♥✬❛✈❛✐t ❡♥❝♦r❡ été ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ s♦♥ ❡①✐st❡♥❝❡
s✬❛❝❝✉♠✉❧❛✐❡♥t✳ P❛r♠✐ ❝❡s ✐♥❞✐❝❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡
✭✐✳❡✳ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té✮ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ r❛♣♣♦rté❡s ♣❛r ❄✱ ❡t ✐♥t❡r♣rété❡s ❝♦♠♠❡ ❧❡ s✐❣♥❡ ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡
❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬ét♦✐❧❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✷✮✳

■❧ ❢❛✉❞r❛ t♦✉t❡❢♦✐s ❛tt❡♥❞r❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡
β P✐❝t♦r✐s ❜ s♦✐t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞ét❡❝té❡✳ ❈♦♠♠❡ s♦✉✈❡♥t ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛str♦♥♦♠✐❡ ✓ ♦❜✲
s❡r✈❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✔✱ ❝✬❡st ✉♥❡ é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ q✉✐ ❛✱ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ ♣❡r♠✐s ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❣rès r❛♣✐❞❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞✬♦♣t✐q✉❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❡♥
t❡♠♣s ré❡❧ ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ ❧❛ t✉r❜✉❧❡♥❝❡ ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡ s✉r ❧❡s ✐♠❛❣❡s ❛str♦♥♦♠✐q✉❡s ♣❛r ❧✬✉t✐✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐r♦✐r ❞é❢♦r♠❛❜❧❡✱ ❛ r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧✬♦❜t❡♥t✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t st❛❜❧❡s✳
❈♦♠❜✐♥és à ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝♦r♦♥♦❣r❛♣❤❡✱ s♦rt❡ ❞❡ ♣❡t✐t ♠❛sq✉❡ ♦♣❛q✉❡ ♣❧❛❝é ❛✉ ❢♦②❡r ❞✉
té❧❡s❝♦♣❡ ♣♦✉r ❜❧♦q✉❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❝❡s s②stè♠❡s ❞✬♦♣t✐q✉❡ ❛❞❛♣t❛t✐✈❡ ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡
❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬✐♥str✉♠❡♥ts✱ ❞✐ts ✓ ✐♠❛❣❡✉rs à ❤❛✉t✲❝♦♥tr❛st❡ ✔✳ ❈❡s ✐♥str✉♠❡♥ts
s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠❛sq✉❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞✬✉♥❡ s♦✉r❝❡ ❜r✐❧❧❛♥t❡ ✭✉♥❡ ét♦✐❧❡✮✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s té♥✉ ✭✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡✮✱ ♣❧❛❝é ❞❛♥s s♦♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t✳

❊♥ ✷✵✵✸✱ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ♦❜t✐❡♥♥❡♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✏✐♠❛❣❡✑ ❞❡ β P✐❝ ❜ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t
◆❛❈♦✱ ✐♥st❛❧❧é s✉r ❧✬✉♥ ❞❡s té❧❡s❝♦♣❡s ❞✉ ❚rès ●r❛♥❞ ❚é❧❡s❝♦♣❡ ❊✉r♦♣é❡♥ ✭❱▲❚✮✱ ❛✉ ❈❤✐❧✐
✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❝❡rt✐✜❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❜✐❡♥ ❧à ❞✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡✱ ❡t ♥♦♥ ♣❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❞✬❛rr✐èr❡ ♣❧❛♥✱ ❧❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ♥❡ s❡r❛
♣✉❜❧✐é❡ q✉❡ q✉❡❧q✉❡s ❛♥♥é❡s ♣❧✉s t❛r❞✳ ❈✬❡st ❡♥ ✷✵✵✾ q✉❡ ❧❛ ♠ê♠❡ éq✉✐♣❡ ré✉ss✐ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❞❡✉①✐è♠❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ♦❜❥❡t✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉✬✐❧ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱
❡t ❞♦♥❝ ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❜✐❡♥ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡✳

❆♣rès s❛ ❞é❝♦✉✈❡rt❡✱ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ β P✐❝t♦r✐s ❜ ✈❛ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❧✬♦❜❥❡t ❞✬✉♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❝❛♠♣❛❣♥❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r s♦♥ ♦r❜✐t❡✱ ❡t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ s❡s ♣❛r❛♠ètr❡s
♣❤②s✐q✉❡s✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♣❡r♠❡tt❡♥t à ♣❧✉s✐❡✉rs éq✉✐♣❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡r✺ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❞❡ ❧❛
♣❧❛♥èt❡ ✭❡♥tr❡ ✶✺✺✵ ❡t ✶✽✵✵ ❑✱ ❞♦♥❝ ✏très ❝❤❛✉❞✑✮✱ ❧❛ ❣r❛✈✐té ❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✭log (g) ≃ 4 dex✮✱ ❧❡

✺▲❡ t❡r♠❡ ❞❡ ✓ ♠❡s✉r❡ ✔ t❡❧ q✉✬✉t✐❧✐sé ✐❝✐ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ✐♠♣r♦♣r❡✳ ▲❡s ❣r❛♥❞❡✉rs ♣❤②s✐q✉❡s ❛ss♦❝✐é❡s
❛✉① ❡①♦♣❧❛♥èt❡s ♥❡ s♦♥t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ❞✐r❡❝t❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ❛✉❝✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♦♣❧❛♥èt❡✳ ▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✉t✐❧✐sé❡s r❡♣♦s❡♥t
❛❧♦rs s✉r ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ✭t❤é♦r✐q✉❡✱ ♦✉ ❡♠♣✐r✐q✉❡✮ ❞❡ ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❛ ❣r❛♥❞❡✉r ❞✬✐♥térêt ✭❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✮✱ ❡t ❧❡s
❣r❛♥❞❡✉rs ♦❜s❡r✈❛❜❧❡s ✭❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ à ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦✉❧❡✉rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦✉ ♠✐❡✉①✱ s♦♥ s♣❡❝tr❡
❧✉♠✐♥❡✉①✮✳ ◆♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❧✐❡♥s ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♠❛❣✐♥❡r✱ à ♣❛rt✐r
❞✬✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ ❞✬✉♥ r❛②♦♥✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡✱ à q✉♦✐ ❞♦✐t r❡ss❡♠❜❧❡r ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♦❜s❡r✈é❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r
s❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té✱ s♦♥ s♣❡❝tr❡✱ ❡t❝✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡
t❡♠♣ér❛t✉r❡✱ r❛②♦♥✱ ♠❛ss❡✱ ❛✉① ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❛❧♦rs q✉❡❧ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✏❧❡ ♣❧✉s r❡ss❡♠❜❧❛♥t✑✱ ❡t
❞♦♥❝ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞✬✐♥térêt ✏❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s✑✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r r✐❣♦✉r❡✉s❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ✏r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡✑ ❡t ❝❡tt❡ ✏♣r♦❜❛❜✐❧✐té✑✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ q✉❡✱
✐♥ ✜♥❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts q✉❡ ❥❡ ♣rés❡♥t❡ ✐❝✐ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s✱ ♥✬❡♥ s♦♥t ♣❛s✳ ❈❡ s♦♥t ♣❧✉tôt ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s✱
rés✉❧t❛♥t❡s ❞✬✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❡①♦♣❧❛♥ét❛✐r❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❡✉r ❧♦t
❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✱ ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ ❡t❝✳
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✿ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡ β P✐❝t♦r✐s ❜✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✷✵✵✸ ❛✈❡❝ ❧❡
❱▲❚ ❡✉r♦♣é❡♥✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❡♥ ❤❛✉t à ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ β P✐❝t♦r✐s✱ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❜❛♥❞❡
▲✬ ✭✐♥❢r❛r♦✉❣❡✮✳ ▲✬ét♦✐❧❡✱ très ❜r✐❧❧❛♥t❡✱ ❝réé ✉♥❡ ✓ tâ❝❤❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✔✱ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ r✐❡♥ ♥✬❡st
✈✐s✐❜❧❡✳ ❈❡ ♥✬❡st q✉✬❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét♦✐❧❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ❞✐t❡ ✓ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✔ ✭✐❝✐✱
❧✬ét♦✐❧❡ ❍❘ ✷✹✸✺✱ ✐♠❛❣❡ ❡♥ ❤❛✉t à ❞r♦✐t❡✮✱ ❡t ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡ r❛♣♣♦rt ✭✐♠❛❣❡ ❡♥ ❜❛s à ❣❛✉❝❤❡✮
♦✉ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✭❡♥ ❜❛s à ❞r♦✐t❡✮ ❞❡s ❞❡✉①✱ q✉✬✐❧ ❞❡✈✐❡♥t é✈✐❞❡♥t q✉✬✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ♦❜❥❡t s❡ ❝❛❝❤❡
❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡ β P✐❝t♦r✐s✳ ❋✐❣✉r❡ t✐ré❡ ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❛❪✳



❉✳✷✳ ❱■❊ ❊❚ ▼❖❘❚ ❉❯ ◆❆◆❖❙❆❚❊▲▲■❚❊ P■❈❙❆❚ ✸✵✼

r❛②♦♥ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✳✺ ❢♦✐s ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❏✉♣✐t❡r✱ s♦✐t ✶✵✺ ✵✵✵ ❦♠✮✱ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ✭✶✵ à ✶✷ ❢♦✐s ❧❛ ♠❛ss❡
❞❡ ❏✉♣✐t❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t ❞❡ β P✐❝ ❜ ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❡①trê♠❡♠❡♥t ♠❛ss✐✈❡✮✳

❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❞❡ β P✐❝ ❜✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ♦✉✐ ♦✉
♥♦♥✱ ✈✉ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ❚❡rr❡✱ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❛ss❡ ❞❡✈❛♥t ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞❡ s♦♥ ét♦✐❧❡✳ ❯♥ t❡❧ ♣❤é♥♦♠è♥❡✱ ❞✐t
✓ tr❛♥s✐t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ✔✱ s✬✐❧ s❡ ♣r♦❞✉✐t✱ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té
❛str♦♥♦♠✐q✉❡✱ ❡♥ ❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ♠❡s✉r❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
❡♥ ♦❜s❡r✈❛♥t ❧✬ét♦✐❧❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ tr❛♥s✐t✳ ❯♥ r❡❧❡✈é ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ β P✐❝
❜ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❡st ❡✛❡❝t✉é ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠♦✐t✐é ❞❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✶✵✱ ❡t s❡♠❜❧❡
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ✈❛ ❡♥ ❡✛❡t ♣❛ss❡r ❞❡✈❛♥t s♦♥ ét♦✐❧❡ ❡♥tr❡ ❧✬été ✷✵✶✼ ❡t ❧✬été ✷✵✶✽✳ ❈✬❡st
❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ✐♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❥♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ β P✐❝ ❜✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
s✬✐♥s❝r✐t ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ t❤ès❡ ✐❝✐ ♣rés❡♥té✳

❈❡tt❡ ♣ré❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛♥s✐t ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ❝♦♥tr❡❞✐t❡ ✜♥ ✷✵✶✻ ♣❛r ❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳✱ s✉r ❜❛s❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ●P■✱ ✐♥st❛❧❧é s✉r ❧❡ té❧❡s❝♦♣❡ ●❡♠✐♥✐ ❙✉❞✳
❲❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ♣ré❞✐s❡♥t t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❍✐❧❧✻ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❞❡✈❛♥t ❧✬ét♦✐❧❡✱
❡♥ ✷✵✶✼✲✷✵✶✽✳

❉✳✶✳✹ ▲❡s ❣r❛♥❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❡♥ s✉s♣❡♥❞

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ β P✐❝t♦r✐s t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ t♦✉t❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❡t✐t ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
s✉r ❧❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s✳ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ s♦✐t ♣r♦❝❤❡✱ ❜r✐❧❧❛♥t❡✱ ❥❡✉♥❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✐t
✈✉ ♣❛r ❧❛ tr❛♥❝❤❡ ❢♦♥t ❞❡ β P✐❝ ✉♥❡ ❝✐❜❧❡ ❞❡ ♣ré❞✐❧❡❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s
♣❧❛♥èt❡s ❣é❛♥t❡s✱ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐sq✉❡s ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛✐r❡s✱ ❡t ❞❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❞✐sq✉❡s
❡t ♣❧❛♥èt❡s✳

❆✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ β P✐❝t♦r✐s s❡♠❜❧❡ êtr❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉✳ ▼❛✐s s✐ ❧❡s tr♦✐s ❞❡r♥✐èr❡s
❞é❝❡♥♥✐❡s ♦♥t ♣❡r♠✐s ❞❡ s❡ ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ s②stè♠❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s
❞❛♥s s❡s ❣r❛♥❞❡s ❧✐❣♥❡s✱ s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ r❡st❡ ❜✐❡♥ ♠②stér✐❡✉s❡✱ ❡t ❞❡ ❣r❛♥❞❡s q✉❡st✐♦♥s r❡st❡♥t
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❡♥ s✉s♣❡♥❞✳ ❈♦♠♠❡♥t ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡ β P✐❝ ❜ s✬❡st✲❡❧❧❡ ❢♦r♠é❡ ❄ ❙✬❡st✲❡❧❧❡ ❢♦r♠é❡
s✉r ❧✬♦r❜✐t❡ ♦ù ♥♦✉s ❧❛ ✈♦②♦♥s ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ♦✉ s✬❡st ❡❧❧❡ ❢♦r♠é❡ ❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ♣♦✉r
❡♥s✉✐t❡ ♠✐❣r❡r s✉r s♦♥ ♦r❜✐t❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st s❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❄ P❡✉t✲♦♥ ❧✐❡r ❝❡tt❡
❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡ à s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡✱ ❡t à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❄ ❆ q✉♦✐ r❡ss❡♠❜❧❛✐t ❧❡ ❞✐sq✉❡
♦r✐❣✐♥❡❧ ❛✉t♦✉r ❞❡ β P✐❝✱ ❛✈❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬é✈♦❧✉❡ ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❜r✐s q✉✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît
❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ❄ ❊t β P✐❝t♦r✐s ❜ ❡st✲❡❧❧❡ ♦✉ ♥♦♥ ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ tr❛♥s✐t❛♥t ❞❡✈❛♥t s♦♥ ét♦✐❧❡ ❄ ❙✐ ♥♦♥✱
q✉✬❡st✲❝❡ q✉✐ ❡st à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬é✈è♥❡♠❡♥t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ✶✾✽✶ ❄ ❨ ❛✲t✲✐❧ ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ♦✉
❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❛✉t♦✉r ❞❡ β P✐❝ ❜ ❄

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♠❛♥✉s❝r✐t ♥❡ s❛✉r❛✐t ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❛✈❛✲
❧❛♥❝❤❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡s à ❛❜♦r❞❡r✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡ s♦♥t ❜✐❡♥
❝❡s q✉❡st✐♦♥s ❧à q✉✐ ♦♥t ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ♠♦t✐✈é ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❝✐✲❛♣rès ♣rés❡♥té✳

❉✳✷ ❱✐❡ ❡t ♠♦rt ❞✉ ♥❛♥♦s❛t❡❧❧✐t❡ P✐❝❙❛t

❉✳✷✳✶ ❖❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s

▲❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t s✬✐♥s❝r✐✈❛✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s q✉❡s✲
t✐♦♥s s♦✉❧❡✈é❡s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✶✳✹✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ét❛✐t ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✉ tr❛♥s✐t
❞❡ β P✐❝t♦r✐s ❜✱ ❡t ❧❛ ♠❡s✉r❡✼ ❞❡ s♦♥ r❛②♦♥✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ ❢❛✐t

✻▲❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❧❛ ③♦♥❡ ❞✬✐♥✢✉❡♥❝❡ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳
❈✬❡st ✉♥❡ ③♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬❡♥❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✱ ❧✉♥❡s✱ ♦✉ ❛✉tr❡s ♣❡t✐ts
❝♦r♣s ❡♥✈✐r♦♥♥❛♥t ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ s♣❤èr❡ ❞❡ ❍✐❧❧ ♣❡✉t t♦✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ êtr❡ ✈✐❞❡✳✳✳

✼❊t ❥❡ ♣❛r❧❡ ❜✐❡♥ ✐❝✐ ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ ♣❛s ❞✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ▲❡s tr❛♥s✐ts ♣❧❛♥ét❛✐r❡s s♦♥t ✉♥❡
❞❡s r❛r❡s ♦❝❝❛s✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s✱ s❛♥s ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ❝❛s❡ ✏♠♦❞è❧❡s✑✳



✸✵✽ ❆◆◆❊❳❊ ❉✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙

q✉❡ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❞❡ r❛②♦♥ RP ♣❛ss❡ ❞❡✈❛♥t ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❞❡ r❛②♦♥ R⋆✱ ❡❧❧❡ ❡♥ ♠❛sq✉❡ ✉♥❡
♣❛rt✐❡✳ Pré❝✐sé♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♠❛sq✉❡ ✉♥❡ s✉r❢❛❝❡ πRP

2 ✭s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❥❡té❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✮✱ s✉r ✉♥
t♦t❛❧ ❞❡ πR⋆

2 ✭s✉r❢❛❝❡ ♣r♦❥❡té❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✮✱ s♦✐t ✉♥❡ ❢r❛❝t✐♦♥ α = (RP/R⋆)
2✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

❞✐r❡❝t❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ∆F ❞✉ ✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

∆F

F
=

(
RP

R⋆

)2

✭❉✳✶✮

❊♥ ♠❡s✉r❛♥t ❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ∆F ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ tr❛♥s✐t✱ ❡t ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ♣❛r
❛✐❧❧❡✉rs ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ✭♠❡s✉ré❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s✮✱ ✐❧ ❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡ ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✶ ✿

RP = R⋆ ×
√

∆F

F
✭❉✳✷✮

■❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ✭✏♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡✑✮ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉r ❧❡
r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳ P♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥ à ✶✪ ♣rès✱ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡
❞❡ ✻✸✵ ♣♣♠✴❤r ✭♣❛rt✐❡ ♣❛r ♠✐❧❧✐♦♥✴❤❡✉r❡✮ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t ét❛✐t ❛✉ss✐ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠èt❡s ❞❛♥s ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ β P✐❝t♦r✐s✱ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r tr❛♥s✐t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡✳ ❉❡ t❡❧s ♦❜❥❡ts ♦♥t ❞é❥à été ♦❜s❡r✈és
❛✉t♦✉r ❞❡ β P✐❝✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r ❑✐❡❢❡r ❡t ❛❧✳✱ ❡♥ ✷✵✶✹✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s r❡❧❛t✐✈❡s
❛tt❡♥❞✉❡s s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s 10−4✱ ♣♦✉r ❞❡s é✈è♥❡♠❡♥ts ❞✉r❛♥t t②♣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s
❤❡✉r❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡✉r ❞ét❡❝t✐♦♥ r❡q✉✐❡rt ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡
✶✵✵ ♣♣♠✴❤r✳

❊♥✜♥✱ q✉♦✐ q✉❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t ❛✐t s♦✉✈❡♥t été ♣rés❡♥té❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛str♦✲
♣❤②s✐q✉❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ tr❛♥s✐t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡✱ ❧❛ ✈ér✐té ❡st q✉✬à ❧✬♦r✐❣✐♥❡✱ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❛✈❛✐t
s✉rt♦✉t été ♣❡♥sé❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❞é♠♦♥str❛t❡✉r t❡❝❤♥♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♣ré❝✉rs❡✉r ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❞❡ ❢✉✲
t✉r❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ s♣❛t✐❛❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❧❛
st❛❜✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ st❡❧❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡ ❛ ❧❛r❣❡♠❡♥t
❝♦♥tr❛✐♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❡s♣ér❡r ♣♦✉✈♦✐r ♣♦✉rs✉✐✈r❡
❛✈❡❝ ❞❡s ♠✐ss✐♦♥s ❞✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡✱ ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ à ❛✉ ♠♦✐♥s ✶✪✴❤r ét❛✐t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡✳

❉✳✷✳✷ ❆r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥

P♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ♦❜s❡r✈❡r ❧❡ tr❛♥s✐t ❞❡ β P✐❝t♦r✐s ❜ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ♣ré✈✉ ♣♦✉r ✜♥ ✷✵✶✼ ✲ ❞é❜✉t
✷✵✶✽✱ ✐❧ ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❡t ❞❡ ❧❛♥❝❡r ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞é❞✐é ❡♥ ✉♥ très ❝♦✉rt ❧❛♣s ❞❡
t❡♠♣s ✭♠♦✐♥s ❞❡ tr♦✐s ❛♥s✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡
❈✉❜❡❙❛t✱ ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ♣❡t✐t s❛t❡❧❧✐t❡ ♥é ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s✳

P✐❝❙❛t ❛ ❞♦♥❝ été ♣❡♥sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❈✉❜❡❙❛t tr♦✐s ✉♥✐tés ✭✸❯✮✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ t♦t❛❧❡ ❡st
❞❡ 30 × 10 × 10 cm✳ ❆✉ s❡✐♥ ❞❡ ❝❡ ✈♦❧✉♠❡ très ré❞✉✐t✱ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡♠❜❛rq✉❡ ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s
♠✐♥✐❛t✉r❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t r❡tr♦✉✈❡r s✉r ❧❡s ♣❧✉s ❣r♦s s❛t❡❧❧✐t❡s ✿
s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡✽✱ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛❞✐♦✱ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞✱ ❡t
❣é♥ér❛t✐♦♥✴❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭✈✐❛ ❧❡s ♣❛♥♥❡❛✉① s♦❧❛✐r❡s✮✳ ❯♥❡ ✈✉❡ ❣é♥ér❛❧❡
❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦❧ ❞❡ P✐❝❙❛t s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✸✳

▲✬✐♥térêt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ r❡s♣❡❝t❡r ❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❈✉❜❡❙❛t ❡st ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧❛♥❝❡✲
♠❡♥ts ❞✐ts ❡♥ ✓ ♣✐❣❣②❜❛❝❦ ✔✳ ▲❡s ❈✉❜❡❙❛ts ❧❛♥❝és ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♠❜❛rq✉és s✉r

✽▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ✭♦✉ ❆tt✐t✉❞❡ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠✱ ❆❉❈❙ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡st
❧❡ s②stè♠❡ ❝❤❛r❣é ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❈✬❡st ❧✉✐ q✉✐ ❛ ♣♦✉r
♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t❡r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡rs ❧✬ét♦✐❧❡✳
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✸✿ ➚ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ✈✉❡ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ P✐❝❙❛t✳ ➚ ❞r♦✐t❡ ✿ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ❞✉
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦❧ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ▲❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♠❡s✉r❡ ✸✵ ❝♠ ❞❡ ❤❛✉t❡✉r✳
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✉♥ ❧❛♥❝❡✉r q✉✐ ❡♠♣♦rt❡ ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ✭❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡✮✱ ❡t s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ r❡st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❝❡✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ é✈✐t❡ ❞❡ ❞❡✈♦✐r ♣❛②❡r ❧❡ ❝♦✉♣ ❝♦♠♣❧❡t
❞✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t✱ q✉✐ s❡r❛✐t ❧❛r❣❡♠❡♥t ♣r♦❤✐❜✐t✐❢✳ ▲✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❡st q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬♦r❜✐t❡ ❡st
❧✐♠✐té✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ✜①é ♣❛r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✳ P✐❝❙❛t ❛ ❞♦♥❝ été ❞é✈❡❧♦♣♣é ❡♥ ♣r❡✲
♥❛♥t s♦✐♥ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r s✉r ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬♦r❜✐t❡s✳ ❈❡❧❛ ét❛♥t✱
❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s s❛t❡❧❧✐t❡s ❧❛♥❝és ❡♥ ♦r❜✐t❡ t❡rr❡str❡ ❜❛ss❡ ✭❞❡ ✺✵✵ ❛ ✽✵✵ ❦♠ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡ ❡♥✈✐r♦♥✮
s♦♥t ❧❛♥❝és s✉r ❞❡s ♦r❜✐t❡s ❤é❧✐♦s②♥❝❤r♦♥❡s✾✳ ❈❡ ❢✉t ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛s ❞❡ P✐❝❙❛t✱ ❧❛♥❝é s✉r ✉♥❡ ♦r❜✐t❡
❤é❧✐♦s②♥❝❤r♦♥❡ à ✺✵✺ ❦♠ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✳

❆✉ t♦t❛❧✱ P✐❝❙❛t ❡st ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡ q✉✐ ♣ès❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✸✳✺ ❦❣✱ ❡t ❝♦♥s♦♠♠❡ ❡♥✈✐r♦♥ ✺ à ✻ ❲
❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❧❛♠♣❡ ❞❡ ♣♦❝❤❡✮✳ ❙♦♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❛ ♣r✐s
❡♥✈✐r♦♥ ✷ ❛♥s ❡t ❞❡♠✐✱ ♣♦✉r ✉♥❡ éq✉✐♣❡ ❞❡ ✺ ♣❡rs♦♥♥❡s✳ ▲❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞✉ ♣r♦❥❡t ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❧❡
s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉ s♦❧✱ ❧❡s t❡sts✱ ❧❡ ❧❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s s❛❧❛✐r❡s✱ ❡t❝✳✮ ❡st ❞✬❡♥✈✐r♦♥
✶✳✷ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s✳

❉✳✷✳✸ ▲❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ✿ ✉♥ ♣❤♦t♦♠ètr❡ ✜❜ré

❉✳✷✳✸✳✶ ❈♦♥❝❡♣t

▲❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❞✬✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❡st✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✏✉t✐❧❡✑✱ ❞✉ ♣♦✐♥t ❞❡
✈✉❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ✜♥❛❧ ✭❡♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s✲♠ê♠❡s✮✳ ❙✐ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡st ❞❡
♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ❧✉✐✱ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❡r ❧❡s s♦✉s✲s②tè♠❡s ❡♥
♣✉✐ss❛♥❝❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❝❡tt❡ ♣❧❛t❡❢♦r♠❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♥✬❡st ❞✬❛✉❝✉♥ ✐♥térêt ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
❞✐r❡❝ts ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡ q✉❡ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❡♥
♦r❜✐t❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ P✐❝❙❛t✱ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✬✉♥ ♣❡t✐t té❧❡s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❞❡ ✺ ❝♠
❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ✭❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ ♠✐r♦✐r ♣r✐♠❛✐r❡✮✱ ❡t ❞✬✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r à ❝♦♠♣t❛❣❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s✳ ▲❡
s❝❤é♠❛ ❞❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✹✱ ❡t s❡ rés✉♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❧♦rsq✉❡
❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡st ♣♦✐♥té ✈❡rs s♦♥ ét♦✐❧❡ ❝✐❜❧❡✱ ❧❡ ♠✐r♦✐r ♣r✐♠❛✐r❡ ✭✉♥❡ ♣❛r❛❜♦❧❡ ❤♦rs✲❛①❡✮ ❝♦❧❧❡❝t❡
❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦❝❛❧✐s❡ s✉r ✉♥❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡✳ ▲❡ ♠✐r♦✐r s❡❝♦♥❞❛✐r❡
❡st ✉♥ s✐♠♣❧❡ ♠✐r♦✐r ♣❧❛♥✱ q✉✐ ♥✬❛ ❞✬❛✉tr❡ ❜✉t q✉❡ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t✱ ❡♥
r❡♣❧✐❛♥t ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❧✉♠✐♥❡✉①✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ❝♦♥❞✉✐t❡
✈❡rs ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r à ❛✈❛❧❛♥❝❤❡✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❡t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ✉♥ ♣❛r ✉♥ ❧❡s ♣❤♦t♦♥s
❛rr✐✈❛♥t ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❤♦t♦♥s ❝♦❧❧❡❝tés ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ t❡♠♣s ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✐r❡❝t❡
❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ♠❛❥❡✉r❡ ❞❛♥s ✐♥str✉♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ rés✐❞❡ ❞❛♥s
❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✳

❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ♥♦♠❜r❡✉① ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✉♥❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝❛✈✐té ♦♣t✐q✉❡ rés♦♥♥❛♥t❡✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦♣❛✲
❣❡r✳ ❯♥❡ ✜❜r❡ ❡st ❞✐t❡ ✓ ♠♦♥♦♠♦❞❡ ✔ ❧♦rsq✉❡ s❡✉❧ ❧❡ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛✈✐té ♣❡✉t s❡
♣r♦♣❛❣❡r✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✉♥❡ ✜❜r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡ ❡st ✉♥❡ ✜❜r❡ ❞♦♥t ❧❡ ❝÷✉r ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ♣❡t✐t✳

▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❝❛r❛❝tèr❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡ ❞✬✉♥ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✱ t❡❧❧❡ q✉✬✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r
❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❞❡ P✐❝❙❛t✱ ❡st q✉✬✉♥❡ ♦♥❞❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ♥❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦♣❛❣❡r à ❧✬✐♥tér✐❡✉r q✉❡ s✐
❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❛✉ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ s❡✉❧❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧✬é♥❡r❣✐❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡✱ ❧❡ r❡st❛♥t ét❛♥t ré✢é❝❤✐ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ têt❡ ❞❡
✜❜r❡✳ ▲❡ r❛♣♣♦rt ❞❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ s✉r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐s❝❡❛✉ ✐♥❝✐❞❡♥t

✾❯♥❡ ♦r❜✐t❡ ❤é❧✐♦s②♥❝❤r♦♥❡ ❡st✱ ❧✐ttér❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♦r❜✐t❡ s②♥❝❤r♦♥✐sé❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❙♦❧❡✐❧✳ ■❧ s✬❛❣✐t t♦✉❥♦✉rs
❞✬♦r❜✐t❡s q✉❛s✐✲♣♦❧❛✐r❡s ✭très ✐♥❝❧✐♥é❡✱ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❛ss❛♥t t♦✉r à t♦✉r ❞✉ ♣ô❧❡ ◆♦r❞ ❛✉ ♣ô❧❡ ❙✉❞✮✱ ❝❛❧❝✉❧é❡s
❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❡✛❡ts ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❡ ❧é❣❡r ❛♣❧❛t✐ss❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❢❛ss❡ t♦✉r♥❡r ❧❡ ♣❧❛♥ ♦r❜✐t❛❧ ❛✉ r②t❤♠❡
❞✬✉♥ t♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛♥s✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱ ❧✬♦r❜✐t❡ ❝♦♥s❡r✈❡r t♦✉❥♦✉rs ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ❙♦❧❡✐❧✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ♥❡ ♣❡rç♦✐t ❧❡ ❞é✜❧❡♠❡♥t ❞❡s s❛✐s♦♥s s✉r s♦♥ ♦r❜✐t❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s
♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✬é❝❧❛✐r❡♠❡♥t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡✳







❉✳✷✳ ❱■❊ ❊❚ ▼❖❘❚ ❉❯ ◆❆◆❖❙❆❚❊▲▲■❚❊ P■❈❙❆❚ ✸✶✸

❙♦✉r❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ◆✐✈❡❛✉ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡

▲✉♠✐èr❡ ❞✐✛✉sé❡ ✶ ♣♣♠✴❤r ▲❛r❣❡♠❡♥t ❧✐♠✐té ♣❛r ❧❛ ✜❜r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡
❈♦✉r❛♥t ❞✬♦❜s❝✉r✐té ✶ ♣♠♠✴❤r ✲
❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ ❣❛✐♥ ✷✵ ♣♣♠✴❤r P♦✉r 100µV ❞❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♥s✐♦♥
❇r✉✐t t❤❡r♠✐q✉❡ ✹✵ ♣♣♠✴❤r ✲
❇r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥ ✻✵ ♣♣♠✴❤r ❇r✉✐t ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ✐♥❞é♣❛ss❛❜❧❡
❙t❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ✽✵ ♣♣♠✴❤r ❯♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡
❚♦t❛❧ ✶✵✽ ♣♣♠✴❤r ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛❞❞✐t✐♦♥

❚❛❜❧❡ ❉✳✶✿ ❇✐❧❛♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t

❉✳✷✳✸✳✷ ❇✐❧❛♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡

▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❄ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡
♠✐ss✐♦♥ ❝♦♠♠❡ P✐❝❙❛t✱ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ r❡t♦✉r s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ r❡✈✐❡♥t à ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✷✳✶✮✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s s♦✉r❝❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡t✴♦✉ ❞❡ ❜r✉✐t ✐♥str✉♠❡♥t❛❧✱
✈✐❛ ✉♥ ✓ ❜✐❧❛♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ✔✳

▲✬✐♥str✉♠❡♥t à ❜♦r❞ ❞❡ P✐❝❙❛t ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡ ✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡
❧✬ét♦✐❧❡ ✭♣❤♦t♦♠étr✐❡✮✳ ❈❡ ✢✉① ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥t❛♠✐♥é ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s s♦✉r❝❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ❞✐✛✉sé❡ ♣❛r ❧❛ ▲✉♥❡✱ ♦✉ ♣❛r ❧❡ ❝❧❛✐r ❞❡ ❚❡rr❡ ✈✉ ❞❡♣✉✐s ❧✬♦r❜✐t❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ ❧✉♠✐èr❡ ❞✐✛✉sé❡
♣é♥ètr❡ ❞❛♥s ❧❡ té❧❡s❝♦♣❡✱ ♣✉✐s ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛
♣❤♦t♦♠étr✐❡ ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ ❝ré❛♥t ✉♥ ❜✐❛✐s ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ P✐❝❙❛t✱
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ ♠♦♥♦♠♦❞❡✱ ❞❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t✳
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r✱ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❞r❡ ❞❡ ❣r❛♥❞❡✉r✱ q✉❡ ❝❡tt❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t r❡st❡ ❧✐♠✐té❡ à
♠♦✐♥s ❞❡ ✶ ♣♣♠✴❤r✳

❯♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ s♦✉r❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❡st ❢♦r♠é❡ ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❜r✉✐ts ❧✐és ❛✉ ❞ét❡❝t❡✉r
❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ✜♥❡ ❞✉ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡s à ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ❡st ♥é✲
❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❜r✉✐ts✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r ❞❡ ❝❡t éq✉✐♣❡♠❡♥t
❢♦✉r♥✐ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡s ❡st✐♠❛t✐♦♥s ❝♦rr❡❝t❡s✳ ❯♥❡ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ à ❛✈❛✲
❧❛♥❝❤❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ t❡♥s✐♦♥ ❞✐t❡ ✓ ❞❡ ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✔ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛❝❝é❧ér❡r ❧❡s é❧❡❝tr♦♥s é♠✐s
à ❧✬❛rr✐✈é❡ ❞✬✉♥ ♣❤♦t♦♥✱ ♣♦✉r ❝ré❡r ❧✬❛✈❛❧❛♥❝❤❡ à ♣r♦♣r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✱ q✉✐ ❡st ❞ét❡❝té❡ ♣❛r ❧✬é❧❡❝✲
tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❡❝t✉r❡✳ ❚♦✉t❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞❡ t❡♥s✐♦♥ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ ❣❛✐♥ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r✳
▲✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ❞❡ P✐❝❙❛t ❞♦✐t ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❡♥ t❡♥s✐♦♥ ❞❡ 100 µV✱ ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥❡
st❛❜✐❧✐té ❞❡ ✷✵ ♣♣♠✴❤r ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡✳ ❊♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❞❡ ❧❛ t❡♥s✐♦♥✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡
❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❛ ❛✉ss✐ ✉♥ ✐♠♣❛❝t s✉r ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t✱ ❧❡
❞ét❡❝t❡✉r ❡st ré❣✉❧é ❡♥ t❡♠♣ér❛t✉r❡ à ✵✳✵✶ ❞❡❣ré ❈❡❧s✐✉s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❜r✉✐t
à ✹✵ ♣♣♠✴❤r✳ ❊♥✜♥✱ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s♦♥t ❛✉ss✐ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ❜r✉✐t ❞✐t ❞❡
✓ ❝♦✉r❛♥t ❞✬♦❜s❝✉r✐té ✔✱ ❧✐♠✐té à ✶ ♣♣♠✴❤r✳

❊♥ ♣❧✉s ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❡t ❞❡s ❝♦♥t❛♠✐♥❛t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡s✱ ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ❛✉ss✐
❧✐♠✐té❡ ♣❛r ✉♥ ❜r✉✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✱ ✐♥❤ér❡♥t à ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❝♦r♣✉s❝✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐èr❡ ✿ ❧❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣❤♦t♦♥✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ✢✉① ♦❜s❡r✈é✱ ❡t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
❞❡ β P✐❝ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❞❡ ✸✳✺ ❝♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ✐❧ s✬ét❛❜❧✐t à ❡♥✈✐r♦♥ ✻✵ ♣♣♠✴❤r✳

❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❜r✉✐t ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣✲
t✐q✉❡✱ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ P♦✉r ❧✐♠✐t❡r ❧❡ ❜r✉✐t t♦t❛❧ à ≃ 100 ppm/hr✱
❝❡ ❜r✉✐t ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❞♦✐t r❡st❡r ✐♥❢ér✐❡✉r à ✽✵ ♣♣♠✴❤r✳

❈❡ ❜✐❧❛♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❡st ré❝❛♣✐t✉❧é ❡♥ ❚❛❜❧❡ ❉✳✶✳



✸✶✹ ❆◆◆❊❳❊ ❉✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙

❉✳✷✳✹ ❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡

❈♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥✈❡♥❛❜❧❡ ❞❡
❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ P✐❝❙❛t✱ ❞❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ✜❜r❡ r❡st❡
❝♦♥st❛♠♠❡♥t ❛❧✐❣♥é❡ ❛✈❡❝ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❡rr❡✉rs ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡
❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❈✬❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ q✉❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❝❡t
❛❧✐❣♥❡♠❡♥t✳

❉✳✷✳✹✳✶ ◗✉❡❧❧❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❄

▲❡ ♣r❡♠✐èr❡ q✉❡st✐♦♥ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❛✈❛♥t ❞✬❡♥✈✐s❛❣❡r ❧❡s ❞✐✈❡rs❡s
♣♦ss✐❜✐❧✐tés ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❡st ✿ ❥✉sq✉✬♦ù ❢❛✉t✲✐❧ ❛❧❧❡r ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛
♣ré❝✐s✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❄

P✐❝❙❛t ét❛♥t ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❞❡ ♣❤♦t♦♠étr✐❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ✈✐s❛♥t à ♠❡s✉r❡r ❛✈❡❝
♣ré❝✐s✐♦♥ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ β P✐❝t♦r✐s✱ ✐❧ ❡st ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❢❛✐r❡ ♥❡ s♦rt❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ s♦✐t st❛❜❧❡✳ ❊♥
❡✛❡t✱ ❧❡ ✢✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ♠❡s✉ré ♣❛r ❧❡ ❞ét❡❝t❡✉r à ❛✈❛❧❛♥❝❤❡ ♣❧❛❝é ❡♥ ❛✈❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡
♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞✉ ✢✉① ❞❡ β P✐❝t♦r✐s ❡t ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✿

F♠❡s✉ré = η × Fβ Pic ✭❉✳✸✮

❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ t♦✉t❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥ ❞❡ ✢✉①
♠❡s✉ré✱ ❡t ❞♦♥❝ à ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡rt✐t✉❞❡ s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ ✢✉① ❞❡ β P✐❝t♦r✐s✳ P♦✉r
❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝❡ ✢✉① à ✶✵✵ ♣♣♠✴❤r✱ ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s ♣❛r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ à
✽✵ ♣♣♠✴❤r ✭✈♦✐r ❜✐❧❛♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ❡♥ ❚❛❜❧❡ ❉✳✶✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡
st❛❜✐❧✐té ❞❡ ✶✸✪ à ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ✭✶ ❦❍③✮✳

▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ η ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (X,Y ) ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣❛r
r❛♣♣♦rt ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡✱ ❞✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
η0 = 0.8✱ ❡t ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ σ = 1.14µm ✿

η(X,Y ) = η0 × exp

(
−X2 + Y 2

2σ2

)
✭❉✳✹✮

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❛ ✜❜r❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡
(Xm, Ym) t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐❡ à ♠✐✲❤❛✉t❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ●❛✉ss✐❡♥♥❡ ✭✐✳❡✳ η(Xm, Ym) =
0.5× η0✱ ❥✬❡①♣❧✐q✉❡r❛✐ ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥ t❡❧ ❝❤♦✐①✮✳ ❊♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❡t✐t❡ ❡rr❡✉r
❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t (δX, δY )✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♥é❛r✐sé❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s
❞ér✐✈é❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ η ✿

η ≃ η0
2

+
∂η

∂X
(Xm, Ym)× δX +

∂η

∂Y
(Ym, Ym)× δY ✭❉✳✺✮

➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ✐❧ s✬❡♥s✉✐t q✉❡ ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✉ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❡♥ X,Y ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡s σX , σY
❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✬é❝❛rt✲t②♣❡ r❡❧❛t✐❢ ση/(η0/2) ❞♦♥♥é ♣❛r ✿

ση
η0/2

=

√(
∂η

∂X

)2

σX2 +

(
∂η

∂Y

)2

σY 2 ✭❉✳✻✮

❚♦✉s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐ts✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❡rr❡✉r ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❡♥ X ❡t Y ✿ σpos = σX = σY ✱ ♦♥ ♠♦♥tr❡ ❛❧♦rs
q✉❡ ✿

ση
η0/2

=

√
2 ln (2)× σpos

σ
✭❉✳✼✮
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❈❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ st❛❜✐❧✐té à ±13% ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
❣❛r❛♥t✐r q✉❡ ✿

σpos < 0.13×
√
2 ln (2)× σ = 0.13 µm ✭❉✳✽✮

P♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ré❣✉✲
❧❛t✐♦♥ s♦✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét♦✐❧❡ à ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡
✵✳✶✸ ♠✐❝r♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♠✐♥❝❡ ❛✛❛✐r❡ ✦ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s♦♣❤✐st✐q✉és s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❉✳✷✳✹✳✷ ❖ù ❡st ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ❄

▲❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤✐✛r❡ ❞❡ ✵✳✶✸ ♠✐❝r♦♥s ❞❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉❡ rés✐❞❡ ❧❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✐✣❝✉❧té
❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ P✐❝❙❛t✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❡st q✉❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t
❞❡ P✐❝❙❛t ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ✈✉❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ♥❡ ♣r♦❞✉✐t ♣❛s ❞✬✐♠❛❣❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ❞✉ ❝✐❡❧ ♦❜s❡r✈é✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ s❡r❛✐t ❛✐sé ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡
❝✐❜❧❡✱ ❡t ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❧❛ ✜❜r❡✳ ◆♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❞❡ P✐❝❙❛t✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♠❡s✉r❡
✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡st ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡✱ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ η✳ ❖r✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥♦♥✲❛♠❜✐❣ü❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt
à ❧✬ét♦✐❧❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❧✉s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✐❧
♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥✈❡rs❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ❛✜♥ ❞❡ r❡♠♦♥t❡r à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ (X,Y ) à
♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ η(X,Y )✳ ❆✉ ♠✐❡✉①✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ η ❣❛✉ss✐❡♥♥❡✱ t❡❧❧❡ q✉❡ ❞♦♥♥é❡
❡♥ ➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✹✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ✐♥✈❡rs✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥♥❡r q✉❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ s❡ s✐t✉❡ ❧❛ ✜❜r❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét♦✐❧❡✳ ❆♥s✐✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥st❛t❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ✜❜r❡
❞✐♠✐♥✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✱ ♠❛✐s s❛♥s s❛✈♦✐r ❞❛♥s q✉❡❧❧❡
❞✐r❡❝t✐♦♥✳

❉✳✷✳✹✳✸ ❈♦♠♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❄

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t❡♥✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❞❡ P✐❝❙❛t s❡ ❜❛s❡ s✉r ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✳ P❧✉tôt q✉❡ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❣❛r❞❡r ❧❛ ✜❜r❡ ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❝❡♥tré❡ s✉r ❧✬ét♦✐❧❡✱
❧❛ ✜❜r❡ ❡st ✈♦❧♦♥t❛✐r❡♠❡♥t ❞é❝❡♥tré❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❡t ❢♦r❝é❡ à s❡ ❞é♣❧❛❝❡r ❛✉t♦✉r✳ ❙✐
❧❛ ✜❜r❡ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞❡
♣❧✉s✐❡✉rs ♠❡s✉r❡s ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡s✱ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ♣❛r ✓ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥✶✶ ✔✱
❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✻✳

❇✐❡♥ sûr✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s s✐ s✐♠♣❧❡✱ ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ tr✐❧❛té✲
r❛t✐♦♥ ♣♦s❡✱ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞✐✣❝✉❧tés✳ ▲❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ s♦✐❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♦✉ ❜✐❡♥✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s✱
q✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ r❡st❡ ✜①❡ ❞✉r❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥ t♦✉r ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
✜❜r❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❢❛✐ts✱ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ t♦✉r♥❡ à ✶ ❦❍③✱ ❡t ✉♥ t♦✉r ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐❡♥t
t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✶✵ ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠❡s✉r❡✳ ▲❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ✶✵✵ ❍③ ❡♥✈✐r♦♥✳
▲❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à ✶✵ ❍③✳ ❉❛♥s ❧❡s ❢❛✐ts✱ ❝❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s s♦♥t tr♦♣ ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ ❡t ❧❛ ❢réq✉❡♥❝❡ ❞❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❛ss❡③ é❧❡✈é❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥✳

▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲
✉t✐❧❡ ❞❡ P✐❝❙❛t s✬✐♥s♣✐r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❡ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧✬✐♥tè❣r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡

✶✶▲❛ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❝♦✉s✐♥❡ ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧❛ tr✐❛♥❣✉❧❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t à ♣❛rt✐r ❞❡ ♠❡s✉r❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ❞❛♥s ❞❡s tr✐❛♥❣❧❡s
❢♦r♠és ❡♥tr❡ ❝❡t ♦❜❥❡t ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥✱ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡
♠ê♠❡✱ ♠❛✐s ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s ♣❛r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t
♣❛r s❛t❡❧❧✐t❡ ✭❝♦♠♠❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ●P❙✮ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t s✉r ❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥✳





❉✳✷✳ ❱■❊ ❊❚ ▼❖❘❚ ❉❯ ◆❆◆❖❙❆❚❊▲▲■❚❊ P■❈❙❆❚ ✸✶✼

♦✉ ❝❤❛q✉❡ ♠❡s✉r❡ ❡st ✉t✐❧sé❡ ♣♦✉r ❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠❡s✉r❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❙❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ à ❧✬✐♥st❛♥t t✱ ♦♥ ❞ét❡r♠✐♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t
s✉✐✈❛♥t t+ dt✳

✷✳ ❖♥ ♣❧❛❝❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉♣♣♦sé❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ à ❧✬✐♥st❛♥t t+ dt✱ ❡♥
r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳

✸✳ ❖♥ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ ❡♥ s♦rt✐❡ ❞❡ ✜❜r❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬❡st✐♠❡r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ η✳ P❛r
✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❡t ❧✬ét♦✐❧❡✳

✹✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❡t ❧✬ét♦✐❧❡ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ♣❛s
♠✐❡✉① q✉✬✉♥ ❝❡r❝❧❡ ❝❡♥tré s✉r ❧❛ ✜❜r❡ s✉r ❧❡q✉❡❧ ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❧✬ét♦✐❧❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ❉✳✻
❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❛ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛ ♣r✐♦r✐ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡
✭❛✉ ♣♦✐♥t ✷✮ ♥✬❡st ✓ ♣❛s tr♦♣ ♠❛✉✈❛✐s❡ ✔✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✉ ❝❡r❝❧❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣♦s✐t✐♦♥ s✉♣♣♦sé❡✱ ❡t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét♦✐❧❡✳

✺✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❡t ❞❡ s❛ ✈✐t❡ss❡✱ ❡t ❡♥
✐♥té❣r❛♥t ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉❡ ❛✉ ♣♦✐♥t ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡
♥♦✉✈❡❧❧❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ ✈❛❧❛❜❧❡ à t+ dt✳

✻✳ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ à ♣❛rt✐r ❞❡ ✶

▲✬✐♥térêt ❞✬✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ s❡ ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ✜①✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱
♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ tr✐❧❛tér❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❤②♣♦t❤ès❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈✐t❡ss❡
❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❢❛✐t❡ ❝♦♥❥♦✐♥t❡♠❡♥t à ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ s❛ ♣♦s✐t✐♦♥✳

❉✳✷✳✹✳✹ ❊st✲❝❡ q✉❡ ç❛ ♠❛r❝❤❡ ❄

❉ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ♣r♦♣♦sé❡ s✬❡st ❛✈éré ❞é❧✐❝❛t✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ t❡st ✐♥❝❧✉❛✐t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
❜❛♥❝ ❞é❞✐é✱ s✉r ❧❡q✉❡❧ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❝♦♠♣❧❡t s❡r❛✐t ♣❧❛❝é s✉r ✉♥❡ t❛❜❧❡ à ❝♦✉ss✐♥ ❞✬❛✐r✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t
✉♥❡ r♦t❛t✐♦♥ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❛①❡✳ ❯♥ é❝r❛♥ ♣❧❛❝é ❛✉ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ❞✬✉♥❡ ❧❡♥t✐❧❧❡ ❞❡✈❛✐t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡
s✐♠✉❧❡r ✉♥ ❝✐❡❧ ét♦✐❧é à ♣❛rt✐r ❞✉q✉❡❧ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ s❡ r❡♣èr❡✱ ❡t ✉♥❡ s♦✉r❝❡
❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❝♦❧❧✐♠❛té❡ ❡t st❛❜❧❡ ❞❡✈❛✐t s✐♠✉❧❡r ❧❛ ❝✐❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ét❛✐t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
❢❛✐r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s✉r ❧❡ ❜❛♥❝✱ ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s ré❡❧❧❡s
❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ❜❛♥❝✱ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝❤r♦♥♦♣❤❛❣❡✱ ❛ été
❛❜❛♥❞♦♥♥é✳

❙❛♥s ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ t❡st❡r ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ré❣✉❧❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❡❧❧❡s✱ ❧❡ str❛té❣✐❡ ❛❞♦♣té❡ ❛
❢❛✐t ❧❛ ♣❛rt ❜❡❧❧❡ ❛✉① s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s✳ ▲❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❧✬✐♥str✉♠❡♥t s❝✐❡♥t✐✜q✉❡
♦♥t été ♠♦❞é❧✐sés s♦✉s▼❛t❧❛❜✴❙✐♠✉❧✐♥❦✳ ❈❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✈❛❧✐❞é ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t s✉r q✉❡❧q✉❡s
❝❛s s✐♠♣❧❡s à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ❜❛♥❝ ❞❡ t❡st ❛♣♣r♦♣r✐é ✭❋✐❣✉r❡ ❉✳✼✮✱ ❛ ❡♥s✉✐t❡ été ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐✈❡rs t②♣❡s ❞❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳
❈❡tt❡ ét✉❞❡ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡✱ ♠♦❞✉❧♦ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞ét❛✐❧s ♣❛ssés s♦✉s s✐❧❡♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡
rés✉♠é ✭❝❤♦✐① ❞✉ ♠♦t✐❢ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡✱ ❢réq✉❡♥❝❡
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡✱ ❡t❝✳✮✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ s❡r❛✐❡♥t
s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s✳





❉✳✷✳ ❱■❊ ❊❚ ▼❖❘❚ ❉❯ ◆❆◆❖❙❆❚❊▲▲■❚❊ P■❈❙❆❚ ✸✶✾

❚â❝❤❡ ❈♦♠♣♦s❛♥ts ♣❤②s✐q✉❡s ✐♠♣❧✐q✉és

❘é❝✉♣ér❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ❈♦♥✈❡rt✐ss❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s✱ t❤❡r♠♦♠ètr❡s✱ ❣②r♦s❝♦♣❡
❘é❣✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞✉ ❞ét❡❝t❡✉r ❈♦♥✈❡rt✐ss❡✉rs ♥✉♠ér✐q✉❡s ❡t ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s✱ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡
❆❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ ❍♦r❧♦❣❡s✱ ❝♦♠♣t❡✉rs✱ ❝♦♠♣t❡✉r ❜✐♥❛✐r❡✱ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡
P♦✐♥t❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❍❛✉t❡✲t❡♥s✐♦♥✱ ❝♦♥✈❡rt✐ss❡✉rs ❛♥❛❧♦❣✐q✉❡s✱ ❣②r♦s❝♦♣❡✱ ♣✐❡③♦
❊♥✈♦②❡r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s à ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞ ❯❆❘❚✴❘❙✹✷✷✱ ❉▼❆

❚❛❜❧❡ ❉✳✷✿ ❚â❝❤❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ✈♦❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❞❡ P✐❝❙❛t✳

♦♥t tr❛✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❡t ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡
✭t❡♥s✐♦♥s✱ t❡♠♣ér❛t✉r❡s✱ ❡t❝✳✮✳ ▲❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ s✬♦r❣❛♥✐s❡ ❛✉t♦✉r ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✬ét❛ts✳ ❯♥ ♠♦❞❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❞✐t ✓ s❝✐❡♥❝❡ ✔✱ ❡st ❞✐✈✐sé ❡♥ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦✉s✲♠♦❞❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ séq✉❡♥❝❡r
❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡ ♠♦❞❡ s❝✐❡♥❝❡ ❡st ❡♥❝❧❡♥❝❤é✱ s✉r ré❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r✱ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞é♠❛rr❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡r✐❡✱ ♦✉ ❧❛
✜❜r❡ ❡st ❞é♣❧❛❝é❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t s✉r t♦✉t ❧❡ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡✱ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ré❣✐♦♥
❞✉ ♣❧❛♥ ❢♦❝❛❧ ♦✉ s❡ s✐t✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❝✐❜❧❡✳ ▲♦rsq✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st r❡♣éré❡✱ ✉♥❡ ❜r❡❢ tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣❛r ✉♥
♠♦❞❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ♣❧✉s
♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧✬✐♥✐t✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❛✉ ✈❡rr♦✉✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ ❞❡
❝♦♥trô❧❡ ✭♠♦❞❡ tr❛❝❦✐♥❣✮✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❝❡s s♦✉s✲♠♦❞❡s s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡s✱
❡t ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ré❛❣✐t ♣❛r ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❡st ♣❡r❞✉❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
r❡♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡✳

❉✳✷✳✻ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡

❉✳✷✳✻✳✶ ▲❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬❛❜❡rr❛t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡

▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✷✳✸ ❡①♣♦s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥❤ér❡♥t à ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ✜❜r❡ ♠♦✲
♥♦♠♦❞❡ ✿ s❡✉❧❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡
♣❡✉t s✬② ♣r♦♣❛❣❡r✱ ❧❡ r❡st❡ ét❛♥t ré✢é❝❤✐ ♣❛r ❧❛ têt❡ ❞❡ ✜❜r❡✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s ❞✐✣❝✉❧tés ❡♥❣❡♥❞ré❡s
♣❛r ❝❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♣♦✐♥t❛❣❡✱ ❞✐s❝✉té❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✷✳✹✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❡t ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ❝❡ q✉❡ ♣♦✉rr❛✐t ❧❛✐ss❡r ❝r♦✐r❡ ❧❡ ❜✐❧❛♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ✉t✐❧❡ ❞❡ P✐❝❙❛t✱ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ♥✬❡st q✉✬✉♥❡ ❢❛❝❡tt❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡✳

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ❞❡s✲
❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s ❞✬✉♥ té❧❡s❝♦♣❡✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞✬✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡
❡st ❞❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞♦♥♥é✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❢♦❝❛❧✐s❡r
❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t ✉♥✐q✉❡ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ❆✉ ♠✐❡✉①✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢♦❝❛❧✐s❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥❡
tâ❝❤❡✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ t②♣✐q✉❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ✿

d ≃ λ

D
× F ✭❉✳✾✮

❆✈❡❝ d ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ D ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡✱ F ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❢♦❝❛❧❡✱ ❡t λ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♦❜s❡r✈é❡✳ P♦✉r D = 3.5 cm✱ F = 14 cm✱ ❡t λ = 500 nm✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ té❧❡s❝♦♣❡ ❞❡ P✐❝❙❛t ♦❜s❡r✈❛♥t ❡♥ ❧✉♠✐èr❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ✷ ♠✐❝r♦♥s✱ ❝❡ q✉✐
✕ ❡t ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ ❤❛s❛r❞ ✦ ✕ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ❛✉ ❞✐❛♠ètr❡ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✳

P♦✉r ❢♦❝❛❧✐s❡r ❞❡ ❧❛ s♦rt❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ❧❡ ♠✐r♦✐r ♣r✐♠❛✐r❡ ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡ ❞♦✐t ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ P♦✉r ✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ P✐❝❙❛t✱ ❞♦♥t ❧❡ s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❡st ♣❧❛♥✱ ❧❡ ♠✐r♦✐r
♣r✐♠❛✐r❡ ❡st ♣❛r❛❜♦❧✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡ ❞é✈✐❛t✐♦♥ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ rés✉❧t❡ ❡♥ ✉♥❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♠❛❣❡ ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛❜❡rr❛t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡✳

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❝r✐r❡ t♦✉t❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠✐r♦✐r ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ✓ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✔✱ ❞é❝r✐t❡s ♣❛r ❧❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❩❡r♥✐❦❡✳ ❊♥
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t❤é♦r✐❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ❡st ✐♥✜♥✐✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✬✉♥ ♠✐r♦✐r
❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t s♦✉✈❡♥t ❛✉① ♣♦❧②♥ô♠❡s ❞❡ ❜❛s ♦r❞r❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✽ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s q✉❡❧q✉❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❡t ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝t ❞✬✉♥❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ s✉r ❧❛
tâ❝❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ♥♦t❡ s✉r ❝❡tt❡ ❋✐❣✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ✭❝❛s ✐❞é❛❧✱ s❛♥s ❛❜❡rr❛t✐♦♥✮✱ ❞♦♥♥❡
❜✐❡♥ ✉♥❡ tâ❝❤❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥ ✷ ♠✐❝r♦♥s✱ r♦♥❞❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ q✉✐ ❧✬❡♥t♦✉r❡✳

❉ès ❧♦rs q✉✬✐❧ ② ❛ ❞❡s ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♦♣t✐q✉❡✱ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡✳
■❧ ❡st t♦✉t❡❢♦✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❞❡ ♣❡rt❡ ❞✬é♥❡r❣✐❡✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ ♣rés❡♥t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❧✬❡st t♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts✳ ▲❛
s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ é♥❡r❣✐❡ ❡st ❞✐str✐❜✉é❡ ❞✐✛ér❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱
s✐ ❧✬♦♥ ✉t✐❧s❡ ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞ét❡❝t❡✉r ❜✐✲❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
❢❛✐r❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠❛❣❡✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥té❣r❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ r❡ç✉❡✱
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡s ♣✐①❡❧s ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡
❝❛s t♦✉❥♦✉rs ❛✈♦✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉ ♠✐r♦✐r✳

▼❛✐s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
❡♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♠❡s✉r❡ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬é♥❡r❣✐❡ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡✳ ❖r✱ s✐ ❧❛
tâ❝❤❡ ✐♠❛❣❡ s❡ ❞é❢♦r♠❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ❝❤❛♥❣❡✱
♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧✳ ❇✐❡♥ s✉r✱ ❝❡tt❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞
t♦✉❥♦✉rs ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t r❡♣rés❡♥t❡r
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ✐♠❛❣❡ ✭❝♦❧♦♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✽✮✳ ❙✬✐❧
ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✐❧ s❡r❛✐t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡t ♣❛r ❧à ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡ ❧❛
❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ▼❛✐s ❡♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ✜❜r❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉✬à ✉♥❡ s❡✉❧❡
♣♦s✐t✐♦♥✳ ▼ê♠❡ ❡♥ s❡ ♣❧❛ç❛♥t ❛✉ ❝❡♥tr❡✱ ❧à ♦ù ❡st s✐t✉é ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✽
♠♦♥tr❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s ❛ ✉♥ ✐♠♣❛❝t ❞✐r❡❝t s✉r ❧❛ ♠❡s✉r❡✳

❉✳✷✳✻✳✷ ❱❛r✐❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s ❡t ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡

▲❡s ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s ❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡✱ ✈♦✐❧à ✉♥
❢❛✐t ét❛❜❧✐✳ ▼❛✐s q✉❡❧❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣♦✉r P✐❝❙❛t ❄ P♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ✐❧ ❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳ ❈❡ s♦♥t ❡♥ ❡✛❡t
❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡ q✉✐ s♦♥t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡s ❞✬❡♥❣❡♥❞r❡r ❞❡s ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✉
♠✐r♦✐r✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ét✉❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❛ été ré❛❧✐sé❡ ♣♦✉r P✐❝❙❛t✱ ❡t s✬❡st ❞ér♦✉❧é❡ ❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s✳
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét✉❞❡ ❛ été ❢❛✐t❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡
ét❛✐t s✉s❝❡♣t✐❜❧❡ ❞❡ s✉❜✐r ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r s♦♥ ♦r❜✐t❡✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡
♣❤❛s❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✾✮✱ ✉♥❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ét✉❞❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧✬ét❡♥❞✉❡ ❞❡s
❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s ♠é❝❛♥✐q✉❡s ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡✳

❊♥ s❡ ❜❛s❛♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ét✉❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❛❜❡rr❛t✐♦♥s ♦♣t✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡✱ ❡♥ ❞✬❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ♣rés❡♥té ❡♥
❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✵✱ ♥✬❡st ♣❛s très ❡♥❝♦✉r❛❣❡❛♥t ✿ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✈❛r✐❡ ❞❡ ✽✵✪ s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✬✉♥❡ ♦r❜✐t❡ ✦
❆✈❡❝ ❞❡ t❡❧❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡s♣ér❡r ♣♦✉r✈♦✐r ❢❛✐r❡ ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❝♦rr❡❝t❡ ❞❡
❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❝✐❜❧❡✳

❉✳✷✳✻✳✸ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❡t ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡

P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❞♦♥♥é❡s P✐❝❙❛t✱ ❡t ❧❡s r❡♥❞r❡ ✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❝♦rr✐❣❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐✱
❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳
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▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✷✳✹✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣♦✐♥t❛❣❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡
♦♣t✐q✉❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡ ✓ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✜❜r❡✳ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❝❡tt❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ❧❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r P✐❝❙❛t ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉t❡s ♦❜t❡♥✉❡s
❛✉ ♠ê♠❡ ♣♦✐♥t s✉r ❧❛ ✓ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ✔ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ❉✳✽✮✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦t✐❢ ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✉t✐❧✐sé ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ré♣❛rt✐s ❡♥ ❝❡r❝❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ s❡r❛ ♠❡s✉ré❡ s✉r
✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ré♣❛rt✐s ❡♥ ❝❡r❝❧❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥✳ ❊♥
❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞❡ ✓ ❞❡✈✐♥❡r ✔ ❧❛ ❢♦r♠❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡s ♠❡s✉r❡s ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✐♥ts✱ ❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r
❝♦rr✐❣❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❞❡✈✐♥❡r ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ s❡✉❧❡♠❡♥t
q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❡st tr♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ✐❧❧✉str❡ ❜✐❡♥ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♠❡s✉r❡s
❡✛❡❝t✉é❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠❡ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥✱ q✉✬✐❧
❞♦✐t êtr❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♠❡s✉r❡s✳ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ ♥❛ï✈❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ s❛♥s ❝❤❡r❝❤❡r
à ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥❝♦❞é❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts✱ ❡st s♦✉s✲♦♣t✐♠❛❧❡✳

❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❧✉s ❛✈❛♥❝é❡✱ ♠❛✐s r❡st❛♥t t♦✉t❡❢♦✐s s✉✣s❛♠♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡
❡①é❝✉té❡ ♣❛r ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✱ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❡s ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦✲
s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s✳ ❙❛♥s r❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡✱ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡
t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♠❡s✉r❡✱ q✉♦✐ q✉✬❡♥ ♣❛rt✐❡ ❛❧é❛✲
t♦✐r❡s✱ ♦♥t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ré❣✉❧❛r✐té✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✽✱ ♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡
s✐ ❧❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s s♦♥t✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞♦♠✐♥é❡s ♣❛r ❧❡s ❡✛❡ts ❞❡ tré❢♦✐❧ ✭❛❜❡rr❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡
❞✉ ❜❛s✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ s②♠étr✐❡✳
❉❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝❛s✱ s✐ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ét❛✐❡♥t ré♣❛rt✐s s✉r ✉♥ ❤❡①❛❣♦♥❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t
♦r✐❡♥té✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡ ❛✉① ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s
✭s✐ ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ s✉r ✉♥ ♣♦✐♥t✱ ❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥t❡ s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t s✉✐✈❛♥t✮✳ ❉✬✉♥ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧❡✱ s❡❧♦♥ ❧❡ ♦✉ ❧❡s t②♣❡✭s✮ ❞✬❛❜❡rr❛t✐♦♥ ♦♣t✐q✉❡ ♣rés❡♥t✭s✮✱ ✐❧ ❞♦✐t ❡①✐st❡r ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✱ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t é❣❛❧❡ à ❧❛ s✐♠♣❧❡ ♠♦②❡♥♥❡✱ q✉✐ ❞♦✐t
❞♦♥♥❡r ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s r♦❜✉st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡
♣❡✉t êtr❡ tr♦✉✈é❡ ❡♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❞❡ ♣❤♦t♦♠étr✐❡ s✉r ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❡①✐st❛♥t❡s ✭✈✐❛ ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ♣r✐♥❝✐✲
♣❛❧❡s✮✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡
✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✓ ❞❡ ❝❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ✔✱ s✉r ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❡st st❛❜❧❡
❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s✳

❈❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ s✉r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s s✐♠✉❧é❡s ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s t❤❡r✲
♠✐q✉❡s ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ❡t ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s t❤❡r♠✐q✉❡ ❛tt❡♥❞✉❡s s✉r ❧✬♦r❜✐t❡✱ ♠♦♥tr❡ t♦✉t ❞❡
♠ê♠❡ q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❜✉❞❣❡t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ét❛❜❧✐✱ ✉♥❡ ♣ré❝✐s✐♦♥ s✉♣é✲
r✐❡✉r❡ à ✺✵✵ ♣♣♠✴❤r ❛✉r❛✐t été ❞✐✣❝✐❧❡ à ♦❜t❡♥✐r ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ P✐❝❙❛t✳
P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ✐❧ s❡r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡✈♦✐r ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡
❧✬✐♥str✉♠❡♥t✱ ❡♥ ♣r✐✈✐❧é❣✐❛♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠❛tér✐❛✉① ♣❡✉ s❡♥s✐❜❧❡s ❛✉① ❞é❢♦r♠❛t✐♦♥s t❤❡r♠♦✲
♠é❝❛♥✐q✉❡s ✭❛❧❧✐❛❣❡s ❞✐ts ✐♥✈❛r✱ ❩❡r♦❞✉r✱ ❡t❝✳✮✳

❉✳✷✳✼ ▲❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ t❡sts ❡t ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ♦♣t✐q✉❡

❉✳✷✳✼✳✶ ❈❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ t❡sts

▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❧❛❜♦r❛t♦✐r❡ s✉r ❚❡rr❡✳ ❉✉
❢❛✐t ❞✉ ✈✐❞❡ s♣❛t✐❛❧✱ ❧❛ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥ t❤❡r♠✐q✉❡ ❡st ✐♥❡①✐st❛♥t❡✳ ▲❡s s②stè♠❡s ♣❧❛❝és ❡♥ ♦r❜✐t❡
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ s❡ r❡❢r♦✐❞✐r q✉❡ ♣❛r r❛②♦♥♥❡♠❡♥t✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t à ❝❡❧❛ ❧❡s ❝②❝❧❡s ♦r❜✐t❛✉①✱
❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧s ✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡ ♣❛ss❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣❤❛s❡ é❝❧❛✐ré❡ ♣❛r ❧❡ ❙♦❧❡✐❧ à ✉♥❡
♣❤❛s❡ ❞✬é❝❧✐♣s❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝②❝❧❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts✱ q✉✐ ♠❡tt❡♥t à r✉❞❡ é♣r❡✉✈❡ ❧❡s
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❉❛t❡ ❚②♣❡ ▼❛tér✐❡❧ t❡sté ❖❜❥❡❝t✐❢ ❘és✉❧t❛t

❏❛♥ ✷✵✶✻ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞✐♦❞❡✱
♣✐❡③♦

❚❡st❡r ❧❡ ♠❛tér✐❡❧
♥♦♥✲q✉❛❧✐✜é

❉✐♦❞❡ ❝❛ssé❡ ✭❞✉r❛♥t
❧❡ tr❛♥s♣♦rt✮✱ ♣✐❡③♦
❝❛ssé

❆♣r ✷✵✶✻ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞✐♦❞❡ ❚❡st❡r ❧❛ ❞✐♦❞❡ ♥♦♥✲
t❡sté❡ ❡♥ ❏❛♥✈✐❡r

❉✐♦❞❡ ❡♥ ❜♦♥✲ét❛t

❆♣r ✷✵✶✻ ❱✐❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ➱❧❡❝tr♦♥✐q✉❡✱ ❞✐♦❞❡ ❱♦✐r s✐ ç❛ ❝r❛♠❡ ♣❛s P❛s ❞❡ ♣♦✐♥t ❝❤❛✉❞
s✉r ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡

❏❛♥ ✷✵✶✼ ❱✐❜r❛t✐♦♥s ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡
t❡st✮

❱ér✐✜❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡
❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t

▲✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t t✐❡♥t ❧❡
❝♦✉♣

❋é✈ ✷✵✶✼ ❱✐❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡
t❡st✮

❱ér✐✜❡r ❧❛ ré❣✉❧❛t✐♦♥
t❤❡r♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐♦❞❡

❋♦rt❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ s❡✲
❝♦♥❞❛✐r❡ ❝❛ssé

❏✉✐ ✷✵✶✼ ❱✐❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡
t❡st✮

❱ér✐✜❡r ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉
s❡❝♦♥❞❛✐r❡

■❧ t✐❡♥t ❧❡ ❝♦✉♣

❆♦✉ ✷✵✶✼ ❱✐❞❡ t❤❡r♠✐q✉❡ ❙❛t❡❧❧✐t❡ ✭♠♦❞è❧❡ ❞❡
✈♦❧✮

❱ér✐✜❡r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡
✈♦❧

❙✉❝❝ès

❖❝t ✷✵✶✼ ❈❤♦❝s ❈❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ✭♠♦❞è❧❡
❞❡ t❡st✮

❱ér✐✜❡r ❧❛ r♦❜✉st❡ss❡
❞❡ ❧✬❛❧✐❣♥❡♠❡♥t

❈❛ t✐❡♥t ❧❡ ❝♦✉♣

❚❛❜❧❡ ❉✳✸✿ ▲✐st❡ ❞❡s ❡ss❛✐s ✭q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❡t ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥✮ ❡✛❡❝t✉és ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t✳

♠❛tér✐❛✉① ❡t ❧❡s s②stè♠❡s ✐♥t❡r♥❡s✳ ❙❛♥s ❛t♠♦s♣❤èr❡ ♣♦✉r ❜❧♦q✉❡r ❧❡s r❛②♦♥♥❡♠❡♥ts ❝♦s♠✐q✉❡s✱
❧❡s é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡s s♦♥t ❛✉ss✐ s♦✉♠✐s❡s à ❞✬✐♠♣♦rt❛♥t❡s r❛❞✐❛t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r r❡❥♦✐♥❞r❡ ❧✬♦r❜✐t❡
t❡rr❡str❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡♥ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉q✉❡❧ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡st s♦✉♠✐s à ❞❡ très ❢♦rt❡s ✈✐❜r❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❞❡s ❝❤♦❝s ✈✐♦❧❡♥ts✱ ❧♦rs ❞❡ ❧❛
sé♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡s ét❛❣❡s ❞❡ ❧❛ ❢✉sé❡✳

◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❡st ❞❛♥❣❡r❡✉①✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s✱ s❛✉❢ ❝❛s très ♣❛rt✐✲
❝✉❧✐❡rs✱ ❧❡s ❝♦ûts ♣r♦❤✐❜✐t✐❢s ❞❡s ❧❛♥❝❡♠❡♥ts r❡♥❞❡♥t t♦✉t❡ ré♣❛r❛t✐♦♥ ❡♥ ♦r❜✐t❡ ❞✬✉♥ s❛t❡❧❧✐t❡
❞é❢❡❝t✉❡✉① ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ rés✐st❡r❛ ❛✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❛✉ ✈✐❞❡
s♣❛t✐❛❧ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❛ ❢✉sé❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ❞❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ t❡sts s♦♥t ré❛❧✐sé❡s
❛✉ s♦❧✳

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞❡✉① ❣r❛♥❞s t②♣❡s ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡s✳ ▲❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ✓ ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✔ s♦♥t
❞❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ t❡sts ❡✛❡❝t✉é❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s r❡♥❝♦♥tré❡s
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❧❛♥❝❡✉r✳ ❆✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ ❢❛t✐❣✉❡r ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦❧ ❞✉
s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛✉ r✐sq✉❡ ❞✬❡♥ ré❞✉✐r❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❡♥ ♦r❜✐t❡✱ ❝❡s t❡sts ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ s♦♥t ré❛❧✐sés
s✉r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✐t ✓ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡ ✔✱ ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦❧✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s❡r❛
♣❛s ❡♥✈♦②❡r ❡♥ ♦r❜✐t❡✳ ▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ t②♣❡ ❞❡ ❝❛♠♣❛❣♥❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞✐t❡s ✓ ❞❡
✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ✔✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❡st t❡sté✱ à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ✐♥❢ér✐❡✉rs
❛✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡s t❡sts ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♥✬♦♥t ♣❛s ✈♦❝❛t✐♦♥ à
❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ rés✐st❡r❛ ❛✉ ❧❛♥❝❡♠❡♥t ❡t ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ ♦r❜✐t❡ ✭❝✬❡st ❧❡ ❜✉t
❞❡s ❡ss❛✐s ❞❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡✮✱ ♠❛✐s s♦♥t ♣❧✉tôt ré❛❧✐sés ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r
❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛♥♦♠❛❧✐❡ ♠❛❥❡✉r❡ s✉r ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ✈♦❧✳

▲❛ ❚❛❜❧❡ ❉✳✸ r❡❣r♦✉♣❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ t❡sts ❡✛❡❝t✉é❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞✉ ❞é✈❡❧♦♣✲
♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛♥♦♠❛❧✐❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ♦♥t été r❡❧❡✈é❡s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s ❝❛♠♣❛❣♥❡s ❞❡ t❡sts✳ ▲❛
♣r❡♠✐èr❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡ ❛ été ❞ét❡❝té❡ ❧♦rs ❞❡ t❡sts ❡♥ ✈✐❜r❛t✐♦♥ ❡✛❡❝t✉és s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❝♦♠♣♦s❛♥ts
❝r✐t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❝❡s t❡sts✱ ❧❛ ♣❧❛t✐♥❡ ♣✐❡③♦✲é❧❡❝tr✐q✉❡ q✉✐
❛✈❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t été sé❧❡❝t✐♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❛ été ❡♥❞♦♠♠❛❣é❡✳ ■❧ ❛ ❞♦♥❝ été ♥é❝❡ss❛✐r❡
❞❡ r❡♣r❡♥❞r❡ t♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ♠é❝❛♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛r❣❡✲✉t✐❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛t✐♥❡ ♣✐❡③♦✲
é❧❡t❝r✐q✉❡ ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❞♦♥t ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❣❛r❛♥t✐ss❛✐t ❧❛ rés✐st❛♥❝❡ ❛✉① ✈✐❜r❛t✐♦♥s✳
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✶✿ ➱t❛t ❞✉ ♠✐r♦✐r s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡ ❞❡ P✐❝❙❛t ❛♣rès ✉♥ t❡st ❞❡ ❝②❝❧❛❣❡
t❤❡r♠✐q✉❡ ré❛❧✐sé s♦✉s ❝❧♦❝❤❡ à ✈✐❞❡✳ ▲✬❛❧✉♠✐♥✉r❡ ❞✉ ♠✐r♦✐r ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❡♥❞♦♠♠❛❣é❡✱ ❝♦♠♠❡
❡♥ té♠♦✐❣♥❡♥t ❧❡s r❛②✉r❡s ❜✐❡♥ ✈✐s✐❜❧❡s✳

▲❡s t❡sts t❤❡r♠✐q✉❡s ♦♥t ❡✉① ❛✉ss✐ ré✈é❧é ❞✬✐♠♣♦rt❛♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞✉ ♠✐r♦✐r s❡❝♦♥❞❛✐r❡ ❞✉ té❧❡s❝♦♣❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✶ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♠✐r♦✐r
❛♣rès ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s t❤❡r♠✐q✉❡s ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❧❛ ❝✉✈❡ ❙✐❊♥❖♠✱ ❛✉ ▲❊❙■❆✳ ▲❡s ✓ r❛②✉r❡s ✔
❜✐❡♥ ✈✐s✐❜❧❡s tr❛❞✉✐s❡♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❛❧✉♠✐♥✉r❡✱ ✐♥❛❞❛♣té❡ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
s♣❛t✐❛❧✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ✐❧ ❛ été ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ❢♦✉r♥✐ss❡✉r ❞❡ ❝♦♠♣♦s❛♥ts ❛❞❛♣tés à
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s♣❛t✐❛❧✳

❉✉ ❢❛✐t ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ✐♥❤ér❡♥t❡ à ❞❡ t❡❧s t❡sts✱ ❛✉❝✉♥
❡ss❛✐ ❡♥ r❛❞✐❛t✐♦♥ ♥✬❛ été ❡✛❡❝t✉é✳

❉✳✷✳✽ ❙❡❣♠❡♥t s♦❧ ❡t ❝♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s r❛❞✐♦❛♠❛t❡✉rs

❯♥ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❛✉ss✐ ♣❡r❢♦r♠❛♥t ❡t r♦❜✉st❡ s♦✐t✲✐❧✱ ♥✬❡st ❞✬❛✉❝✉♥❡ ✉t✐❧✐té s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♠✲
♠✉♥✐q✉❡r ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❧✉✐ ❡♥✈♦②❡r ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s✱ ❡t r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈❡tt❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡
❞✬❡♥✈♦✐ ❡t ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❞✐t❡ ✓ s❡❣♠❡♥t s♦❧ ✔ ❞✬✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥
s♣❛t✐❛❧❡✳

◗✉♦✐q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❤♦s❡ q✉✐ ✈✐❡♥♥❡ à ❧✬❡s♣r✐t ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
♣❡♥s❡ ✓ ♠✐ss✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ✔✱ ❧❡ s❡❣♠❡♥t s♦❧ t✐❡♥t ♣♦✉rt❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ♠❛❥❡✉r❡ t❛♥t ❞❛♥s ❧❛
♣❤❛s❡ ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t ❛ été ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♠✐ss✐♦♥ s♣❛t✐❛❧❡ ♦♣éré❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ❧✬❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ ▼❡✉❞♦♥✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ✐❧ ❛
❢❛❧❧✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ✿ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❢♦r♠❛t ❞❡s
♣❛q✉❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✮✱ ❜❛s❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♠✐ss✐♦♥✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❝♦❞❛❣❡✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡ ❡t ❝♦♥trô❧❡✱ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ✈✐s✉❛❧✐s❛t✐♦♥s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❜✐❡♥ sûr✱ ❛♥t❡♥♥❡s ❛✉ s♦❧✳

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✷ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ s♦❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t✱ s✉r ❧❡ s✐t❡ ❞❡
▼❡✉❞♦♥✱ ♣❛r ✉♥❡ ❢r♦✐❞❡ ❥♦✉r♥é❡ ❞❡ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✶✽✳ ▲❡s ❛♥t❡♥♥❡s ✉t✐❧✐sé❡s s♦♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡
t②♣❡ ❨❛❣✐✶✸✱ ♦♣ér❛♥t à ✶✹✺ ▼❍③ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐❡♥ ♠♦♥t❛♥t ✭s♦❧✲❡s♣❛❝❡✮✱ ❡t à ✹✸✺ ▼❤③ ♣♦✉r ❧❡ ❧✐❡♥
❞❡s❝❡♥❞❛♥t ✭❡s♣❛❝❡✲s♦❧✮✳ ❈❡s ❞❡✉① ❢réq✉❡♥❝❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉tr❡s ❢réq✉❡♥❝❡s
❞✉ s♣❡❝tr❡ r❛❞✐♦✱ s♦♥t ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐t❡s ✓ ❛♠❛t❡✉r❡s ✔✱ rés❡r✈é❡s à ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧❡✱ ♣❛r ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ✐♥tér❡ssé❡s ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s r❛❞✐♦✳ P♦✉r ♦♣ér❡r
❞❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s é♠❡tt❛♥t s✉r ❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✉ s❡r✈✐❝❡ ❞✬❛♠❛t❡✉r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r
✉♥ ❝❡rt✐✜❝❛t ❞❡ r❛❞✐♦✲❛♠❛t❡✉r✳ ❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❝❡ ❝❡rt✐✜❝❛t ❡st ❞é❧✐✈ré ♣❛r ❧✬❆❣❡♥❝❡ ◆❛t✐♦♥❛❧❡
❞❡s ❋réq✉❡♥❝❡s ✭❆◆❋❘✮✱ ❛♣rès ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❞❡ t❤é♦r✐❡ r❛❞✐♦✱ ❡t ❞✬✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❞❡

✶✸❉❡s rât❡❛✉①✱ q✉♦✐✳✳✳
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✷✿ ▲❡s ❛♥t❡♥♥❡s ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ s♦❧ ❝♦♥str✉✐t❡ à ▼❡✉❞♦♥✱ ♣❛r ✉♥❡ ❢r♦✐❞❡ ❥♦✉r♥é❡ ❞❡
❏❛♥✈✐❡r✳ ▲❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❞❡s ❞❡✉① ❛♥t❡♥♥❡s ❡st ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❯❍❋ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛♥t à ✹✸✺ ▼❍③ ♣♦✉r ❧❛
ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ▲✬❛♥t❡♥♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❡♥ ❱❍❋✱ à ✶✹✺ ▼❍③✱
❡t ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧✬❡♥✈♦✐ ❞❡s ❝♦♠♠❛♥❞❡s ✈❡rs ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡✳

ré❣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ❛♠❛t❡✉r❡s ♣♦✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t ét❛✐t ♠♦t✐✈é ♣❛r

❞❡✉① ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❞✐s♦♥s✲❧❡ ♥❡tt❡♠❡♥t✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❡st ❣r❛t✉✐t❡✳
P♦✉r ✉♥❡ ♠✐ss✐♦♥ ❛✉① ♠♦②❡♥s ❧✐♠✐tés ❝♦♠♠❡ P✐❝❙❛t✱ ❝✬❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ✐♠♣♦rt❛♥t✳
▼❛✐s✱ ♦✉tr❡ ❝❡❧❛✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❛♠❛t❡✉r❡s ❛ ❛✉ss✐ ♣❡r♠✐s ❞✬✐♠♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❝♦♠♠✉✲
♥❛✉té ❞❡s r❛❞✐♦✲❛♠❛t❡✉rs ❞❛♥s ❧❛ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ s✐t❡ ✐♥t❡r♥❡t
❞ét❛✐❧❧❛♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✱ ✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❤♦♥♥êt❡ ✈✐❛ ❚✇✐tt❡r s✉r ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❡t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ré❝✉♣éré❡s✱ ❡t ✉♥ ❢♦r♠❛t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♦✉✈❡rt ✭✐✳❡✳ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉✐ é❝♦✉t❛♥t
❧❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞❡ P✐❝❙❛t ♣♦✉✈❛✐t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t r❡❝❡✈♦✐r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❡s ❞é❝♦❞❡r✮✱
♦♥t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t été à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡♥❣♦✉❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❛♠❛t❡✉r❡ ♣♦✉r
❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✸ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❛♣❡rç✉ ❞❡s st❛t✐♦♥s ❛♠❛t❡✉r❡s ❛②❛♥t ré❝✉♣éré ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

❆✉ t♦t❛❧✱ ❝❡ s♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ✶✷✵✵✵✵ ♣❛q✉❡ts ❞❡ ❞♦♥♥é❡s q✉✐ ♦♥t été ré❝✉♣érés ♣❛r ❧❡s ❛♠❛t❡✉rs
❞❡ ♣❛r ❧❡ ♠♦♥❞❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ✶✵ s❡♠❛✐♥❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

❉✳✷✳✾ ▲❛♥❝❡♠❡♥t✱ ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❡t rés✉❧t❛ts

▲❡ ✶✷ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✶✽✱ à ✵✸ ✿✺✾ ❯❚❈✱ ❧❛ ❢✉sé❡ P❙▲❱✲❈✹✵ ❞é❝♦❧❧❡ ❞✉ ❝❡♥tr❡ s♣❛t✐❛❧ ❙❛t✐s❤ ❉❛✇❛♥✱
s✉r ❧❛ ❝ôt❡ ❊st ❞❡ ❧✬■♥❞❡ ✭❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✹✮✳ ➚ s♦♥ ❜♦r❞ s❡ tr♦✉✈❡♥t ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❚❡rr❡ ❈❛rt♦s❛t✲✷❋✱ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ♣❡t✐t s❛t❡❧❧✐t❡s✱ ❞♦♥t P✐❝❙❛t✳ ❆♣rès ✷✵ ♠✐♥✉t❡s
❞❡ ✈♦❧ ❡♥✈✐r♦♥✱ P✐❝❙❛t ❡st ❞é♣❧♦②é ❡♥ ♦r❜✐t❡✱ à ✺✵✺ ❦♠ ❞✬❛❧t✐t✉❞❡✳





✸✷✽ ❆◆◆❊❳❊ ❉✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✹✿ ❉é❝♦❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢✉sé❡ P❙▲❱✲❈✹✵ ❞❡♣✉✐s ❧❡ ♣♦rt s♣❛t✐❛❧ ❞✉ ❙❛t✐s❤ ❉❛✇❛♥✱ s✉r ❧❛
❝ôté ❊st ❞❡ ❧✬■♥❞❡✱ ❧❡ ✶✷ ❏❛♥✈✐❡r ✷✵✶✽✳ ❈ré❞✐ts ✿ ■❙❘❖✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛ss❛❣❡ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ s♦❧ ❞❡ ▼❡✉❞♦♥ ❛ ❧✐❡✉ ❝❡ ♠ê♠❡
❥♦✉r✱ à ✵✼ ✿✹✺ ❯❚❈ ❡♥✈✐r♦♥✱ ❡t ❧❛ ❜❛❧✐s❡ r❛❞✐♦✶✹ ❡st ❞ét❡❝té❡✱ ❝♦♥✜r♠❛♥t ❧✬❛❧❧✉♠❛❣❡ ❝♦rr❡❝t
❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❡t ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡s ❛♥t❡♥♥❡s✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛♠❛t❡✉rs ❝♦♥✜r♠❡♥t ❛✉ss✐ très
r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ré❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❜❛❧✐s❡s P✐❝❙❛t✱ ♠❛rq✉❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥
❡♥ ✈♦❧ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥✳

▲✬♦r❜✐t❡ ♣♦❧❛✐r❡ ❞❡ P✐❝❙❛t ❧❡ ❢❛✐s❛✐t ♣❛ss❡r ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ s♦❧ ❞❡ ▼❡✉❞♦♥ ❞❡✉①
❢♦✐s ❧❡ ♠❛t✐♥ ✭❡♥tr❡ ✾❤ ❡t ♠✐❞✐✮✱ ❡t ❞❡✉① ❢♦✐s ❧❡ s♦✐r ✭❡♥tr❡ ✾❤ ❡t ♠✐♥✉✐t✮✳ ❈❡s ♣❛ss❛❣❡s ❞✉
s❛t❡❧❧✐t❡ ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❞✉r❛✐❡♥t ❛✉ ♠✐❡✉① ✶✵ ♦✉ ✶✺ ♠✐♥✉t❡s✱ ❡t ❝♦♥st✐t✉❛✐❡♥t ❧❡s
s❡✉❧❡s ❢❡♥êtr❡s ❞✬❡♥✈♦✐ ❞❡ té❧é❝♦♠♠❛♥❞❡s ❛✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❋♦r❝❡ ❡st ❞❡ ❝♦♥st❛t❡r q✉❡ ❧❡s ❞é❜✉ts
❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♦♥t été ❧❛❜♦r✐❡✉①✳ ▲❡s ♦✉t✐❧s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞✉ s❡❣♠❡♥t s♦❧ ❛✈❛✐❡♥t été
❞é✈❡❧♦♣♣és ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧✐❡♥ r❛❞✐♦ ❡♥tr❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞✉ s❡❣♠❡♥t s♦❧ ❡t ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♥❣é♥✐❡r✐❡
❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✱ s✐t✉é ❛✉ s♦❧✱ ❞❛♥s ✉♥❡ s❛❧❧❡ ❞✉ ▲❊❙■❆✳ ▲❡ ❧✐❡♥ r❛❞✐♦ ét❛✐t ❛❧♦rs ❞❡ très ❜♦♥♥❡
q✉❛❧✐té✱ ❡t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❛✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡❢♦✐s✱ ❧❡ ❧✐❡♥
r❛❞✐♦ s✬❡st tr♦✉✈é ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞étér✐♦ré ♣❛r ❞❡s ❡rr❡✉rs s✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬♦r❜✐t❡✱ ❞❡s ❡rr❡✉rs ❞❡
♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♥t❡♥♥❡✱ ♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬❛r❜r❡s ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥
s♦❧✳ ■❧ ❛✉r❛ ❢❛❧❧✉ ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ❥♦✉rs ❡♥✈✐r♦♥ ♣♦✉r r❡♠❡ttr❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❧♦❣✐❝✐❡❧s✱ ❡t
♣❡r♠❡ttr❡ ❧❡✉r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✳

▼❛✐s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ r❛❞✐♦ ❡t ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ s♦❧ ♥✬♦♥t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s été ❧❡
s♦✉❝✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❡♥ ✈♦❧ ❞❡ P✐❝❙❛t✳ ▲✬✉♥❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ❝r✐t✐q✉❡s q✉✬✐❧ ét❛✐t
♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❛♣rès ❧❡ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❡♥ ♦r❜✐t❡ ét❛✐t ❞❡ st♦♣♣❡r ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉
s❛t❡❧❧✐t❡✱ ❡t ❞❡ ❧✬♦r✐❡♥t❡r ✈❡rs ❧✬ét♦✐❧❡✳ ❖r✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬❛tt✐t✉❞❡ ❢♦✉r♥✐ ♣❛r ❍②♣❡r✐♦♥

✶✹▲✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ P✐❝❙❛t ét❛✐t ♣r♦❣r❛♠♠é ♣♦✉r é♠❡ttr❡ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛q✉❡t ❝♦♥t❡♥❛♥t
❞✐✈❡rs❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧✬ét❛t ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ✶✵ s❡❝♦♥❞❡s✳ ❈❡ ♣❛q✉❡t✱ ❞✐t ✓ ❜❛❧✐s❡ ✔ ét❛✐t ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r
❞ét❡❝t❡r ❧❡ ❞é❜✉t ❡t ❧❛ ✜♥ ❞❡s ♣❛ss❛❣❡s ❞❡ P✐❝❙❛t ❞❛♥s ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❡ ▼❡✉❞♦♥✱ ❡t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❡ st❛t✉t ❣é♥ér❛❧ ❞✉
s❛t❡❧❧✐t❡✳



❉✳✷✳ ❱■❊ ❊❚ ▼❖❘❚ ❉❯ ◆❆◆❖❙❆❚❊▲▲■❚❊ P■❈❙❆❚ ✸✷✾

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✺✿ ▲✬✐♠♣r❡ss✐♦♥♥❛♥t❡ ❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ✷✺ ♠ ❞❡ ❧❛ st❛t✐♦♥ ❛♠❛t❡✉r❡ ❞❡ ❉✇✐♥❣❡❧♦♦ ✭✐♥✲
❞✐❝❛t✐❢ P■✾❈❆▼✮✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ rét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ P✐❝❙❛t✳

❚❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s✬❡st ❛✈ér❡r ❞é❢❡❝t✉❡✉①✱ ❡t ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡rs s❛
❝✐❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡✳

❆♣rès ✽ s❡♠❛✐♥❡s ♣❛ssé❡s à ❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧❡
❝♦rr✐❣❡r✱ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛ s♦✉❞❛✐♥ ❝❡ssé ❞✬é♠❡ttr❡✳ ❈✬❡st ✉♥ r❛❞✐♦✲❛♠❛t❡✉r s✐t✉é ❛✉① ➱t❛ts✲❯♥✐s✱
❲✷❘❚❱✱ q✉✐ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛ ✐♥❞✐q✉é✱ ❧❡ ✷✵ ▼❛rs ✷✵✶✽✱ ♥❡ ♣❧✉s r❡❝❡✈♦✐r ❧❡s ❜❛❧✐s❡s P✐❝❙❛t✳ ▲❡ s♦✐r
❞❡ ❝❡ ✷✵ ▼❛rs ✷✵✶✽✱ ❧♦rs ❞❡s ♣❛ss❛❣❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ▼❡✉❞♦♥✱ ❛✉❝✉♥ ♣❛q✉❡t ♥✬❛
♣✉ êtr❡ r❡ç✉✱ ❝♦♥✜r♠❛♥t ❧✬❛♥♦♠❛❧✐❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s t❡♥t❛t✐✈❡s ❢❛✐t❡s ♣♦✉r rét❛❜❧✐r ❧❡ ❝♦♥t❛❝t s♦♥t
r❡sté❡s ✐♥❢r✉❝t✉❡✉s❡s✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉✈❛♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✉ ❧✐❡♥ r❛❞✐♦ s♦♥t
♥♦♠❜r❡✉① ✿ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛❧✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡♥ é♥❡r❣✐❡✱ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛rt❡ r❛❞✐♦✱ ❜✉❣ ❧♦❣✐❝✐❡❧ q✉✐
❡♠♣ê❝❤❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r ❞❡ ❜♦r❞ ❞❡ r❡❞é♠❛rr❡r ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✱ ❡t❝✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s✉s♣❡❝ts
ét❛✐t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉rs ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✉t✐❧✐sé s✉r ❧❛ ❝❛rt❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
r❛❞✐♦ ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✱ q✉✐ ❛✈❛✐t ♣♦sé q✉❡❧q✉❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❛✉ s♦❧✳ ❯♥ ❛♠♣❧✐✜❝❛t❡✉r ❞é❢❡❝t✉❡✉①
♣♦✉✈❛✐t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ r❛❞✐♦✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧✬✐♠♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡
r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ s❛t❡❧❧✐t❡✳ ❯♥ ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té r❛❞✐♦✲❛♠❛t❡✉r❡ à ♣❡r♠✐s ❞❡
♠♦❜✐❧✐s❡r ❧✬❛♥t❡♥♥❡ ❞❡ ✷✺ ♠ ❞❡ ❉✇✐♥❣❡❧♦♦✱ ❛✉① P❛②s✲❇❛s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✺✮ ♣♦✉r é❝♦✉t❡r
P✐❝❙❛t✱ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t s❛♥s ♣❧✉s ❞❡ s✉❝❝ès✳ ▼ê♠❡ ❡♥ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬❛♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡
❛♥t❡♥♥❡ ❛✉r❛✐t ❞û ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ r❡❝❡✈♦✐r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞❡ ❢❛✐t é❧✐♠✐♥❛✐t ❝❡tt❡ ❝❛✉s❡
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ ♣❛♥♥❡✳

❆♣rès ✉♥❡ ét✉❞❡ ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡✱ ✐❧ s✬❛✈èr❡ q✉❡ ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ❛ ❝❡ssé ❞✬é♠❡ttr❡ ❧❡ ✷✵ ▼❛rs ✷✵✶✽✱
❡♥tr❡ ✶✸ ✿✷✵ ❡t ✶✸ ✿✺✵ ❯❚❈✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ✈♦❧❛✐t ❛✉ ❞❡ss✉s ❞❡ ♣ô❧❡ ◆♦r❞✳ ▲❛ ❝❛✉s❡ ❡①❛❝t ❞❡ ❝❡tt❡
♣❛♥♥❡ r❡st❡ ✐♥❝♦♥♥✉❡✱ q✉♦✐ q✉❡ ❧❡s s♦✉♣ç♦♥s s✬♦r✐❡♥t❡♥t ♣❧✉tôt ✈❡rs ✉♥❡ ♣❛♥♥❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ♦✉ ✉♥
❞♦♠♠❛❣❡ ❝❛✉sé ♣❛r ❧❡s r❛❞✐❛t✐♦♥s✳

❙❛♥s ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬♦r✐❡♥t❡r ❧❡ s❛t❡❧❧✐t❡ ✈❡rs s❛ ❝✐❜❧❡ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ❞✉r❛♥t ❧❡s ✶✵ s❡♠❛✐♥❡s
❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ❧❛ ♣❛♥♥❡ r❛❞✐♦✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s été ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬✐♥❥❡❝t❡r ❞❡ ❧❛



✸✸✵ ❆◆◆❊❳❊ ❉✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙

❧✉♠✐èr❡ ❞❛♥s ❧❛ ✜❜r❡ ♦♣t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t✳ ▲❛ ♣❤♦t♦❞✐♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♠✐ss✐♦♥ P✐❝❙❛t ♥✬❛ ❞♦♥❝
♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❥❛♠❛✐s ✈✉ ❧❡ ♠♦✐♥❞r❡ ♣❤♦t♦♥ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ β P✐❝✳

❉✳✸ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré✲é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜ ❛✈❡❝
❱▲❚■✴●❘❆❱■❚❨

❉✳✸✳✶ ▲✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ❡t ❧❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s

▲✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ❡st ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à r❡❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♦❜t❡♥✉❡
♣❛r ♣❧✉s✐❡✉rs té❧❡s❝♦♣❡s✳ ■❧ ❡st ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♠é✲
t❤♦❞❡ s❛♥s ❛✈♦✐r r❡❝♦✉rt à ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ❯♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ♦✉ ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ t❡♥t❛t✐✈❡ ❞✬❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡✱ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✸✳✷✳ P♦✉r ❧✬♦r❡s✱ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st
❞❡ s✐t✉❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥ ✷✵✵✼✱ ❇❛✐♥❡s ❡t s❡s ❝♦❧❧è❣✉❡s r❛♣♣♦rt❡♥t ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ q✉✐
♣❡✉t ♣❛r❛îtr❡ ✐♥tr✐❣❛♥t❡ ✿ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜✱ ♦r❜✐t❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡
❧✬ét♦✐❧❡ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸✳ ❉✬❛♣rès ❧❡✉r ét✉❞❡✱ ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣❧❛♥èt❡ ❡st ❞❡ ✶✳✶✾ ❢♦✐s ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡
❏✉♣✐t❡r✱ à ✵✳✵✽ ♣rès✳ ❙❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ❡st s✐t✉é❡ à ❡♥✈✐r♦♥ ✷✵ ♣❛rs❡❝s ❞❡ ♥♦tr❡
s②stè♠❡ ❙♦❧❛✐r❡ ✭s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥ ✻✺ ❛♥♥é❡s✲❧✉♠✐èr❡✮✱ ❧❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❛♣♣❛r❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛✐sé♠❡♥t ✿

θ❍❉ ✶✽✾✼✸✸ ❜ =
1.19RJup

65 ❛✲❧
≃ 8× 104 ❦♠

6× 1014 ❦♠
≃ 1.3× 10−10 r❛❞ ✭❉✳✶✵✮

❈❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❡♥✈✐r♦♥ ✸ ♠✐❝r♦✲s❡❝♦♥❞❡s ❞✬❛r❝✳
❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✱ ✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡D✱ ♦❜s❡r✈❛♥t à ✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ✱ ❡st ❧✐♠✐té

à ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ θ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✿

θRayleigh =
1.22× λ

D
✭❉✳✶✶✮

▼ê♠❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐s✐❜❧❡✱ à ✺✵✵ ♥♠ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉❞r❛✐t ✉♥
té❧❡s❝♦♣❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❦✐❧♦♠ètr❡s ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à rés♦✉❞r❡✶✺ ✉♥ ♦❜❥❡t ❛✉ss✐ ♣❡t✐t ✦
❈♦♠♠❡ ❛✉❝✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❛✐❧❧❡ ♥✬❡①✐st❡✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♣♦s❡ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥t ✉♥❡
t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡ ❛ ♣✉ êtr❡ ♦❜t❡♥✉❡✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❡♥ t❡♠♣s✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ét♦✐❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ✈✐❛ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ tr❛♥s✐t ♣❤♦t♦♠étr✐q✉❡ ✿ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t
❧❛ ❜❛✐ss❡ ❞❡ ❧✉♠✐♥♦s✐té ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❛✉ ♠♦♠❡♥t ❞✉ ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❞❡✈❛♥t ❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥
❞é❞✉✐r❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❞✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ r❛②♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✶✻✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ r❛t✐♦
♦❜t❡♥✉✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ r❛②♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❡♥ ♠❡s✉r❛♥t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳
❈♦♠♠❡ ✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❣r♦ss❡ q✉✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s
❢❛❝✐❧❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ à ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ét♦✐❧❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ❞✬✉♥ r❛②♦♥
✶✵ ❢♦✐s s✉♣ér✐❡✉r à ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❝♦♠♠❡ ❏✉♣✐t❡r✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✐❧ ❡st
t♦✉❥♦✉rs ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ❞✬❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡s ❞❡

✶✺▲❡s ♦❜❥❡ts ❛str♦♥♦♠✐q✉❡s ♦❜s❡r✈és ♣❛r ✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣❡t✐t❡s tâ❝❤❡s s✉r ❧❡s ❞ét❡❝✲
t❡✉rs✳ ➚ ♣r✐♦r✐✱ ♣❧✉s ✉♥ ♦❜❥❡t ❡st ♣❡t✐t✱ ♣❧✉s s♦♥ ✐♠❛❣❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❡st ♣❡t✐t❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ t♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛
❞✐✛r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ♣♦✉r ✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ✐♠❛❣❡✱
q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ❚♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣❧✉s ♣❡t✐ts q✉❡ ❝❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝
❞✬✉♥❡ t❛✐❧❧❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ s✉r ❧❛ ❝❛♠ér❛✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❡✉r t❛✐❧❧❡ ♣❤②s✐q✉❡ ré❡❧❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ♠❡s✉r❡r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❝❡s ♦❜❥❡ts tr♦♣ ♣❡t✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✓ ♥♦♥✲rés♦❧✉s ✔
♣❛r ❧❡ té❧❡s❝♦♣❡✳ ➚ ❝♦♥tr❛r✐♦✱ s✐ ❧✬♦❜❥❡t ❡st ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ✐❧ ❡st ✓ rés♦❧✉ ✔✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r s❛ t❛✐❧❧❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ s♦♥ ✐♠❛❣❡✳

✶✻❖✉✐✱ ❝✬❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞❡ ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ P✐❝❙❛t✱ s❛♥s s✉❝❝ès✳



❉✳✸✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❊ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ❇ ❆❱❊❈ ●❘❆❱■❚❨ ✸✸✶

❞✐❛♠ètr❡ ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ré❛❧✐s❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠❡s✉r❡✳ ❯♥ t❡❧ té❧❡s❝♦♣❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ♣❧✉s
❣r❛♥❞s à ❧✬❤❡✉r❡ ❛❝t✉❡❧❧❡ s♦♥t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✶✵ ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ r❡❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ♣r♦✈❡♥❛♥t ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs té❧❡s❝♦♣❡s ♣❧✉s
♣❡t✐ts✱ ♠❛✐s ❡s♣❛❝és ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❛✉ s❡✐♥ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✳ P♦✉r ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s
❞❡ ❞✐❛♠ètr❡ D ❡s♣❛❝és ❧✬✉♥ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ B✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❞♦♥♥❛♥t ❧❛
rés♦❧✉t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡s té❧❡s❝♦♣❡s ♣r✐s ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡st t♦✉❥♦✉rs θRayleigh = 1.22λ/D✱
♠❛✐s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ✓ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ✔✱ ❡❧❧❡✱ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ θinterf = λ/(2B)✳ ■❧ ✓ s✉✣t ✔
❞♦♥❝ ❞✬❛✈♦✐r à ❞✐s♣♦s✐t✐♦♥ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ té❧❡s❝♦♣❡s✱ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t t♦✉s r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐ts✱
♠❛✐s ❡s♣❛❝és ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠ètr❡s ❧❡s ✉♥s ❞❡s ❛✉tr❡s✱ ❡t ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
♠❡s✉r❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✬✉♥ ét♦✐❧❡ ❝♦♠♠❡ ❍❉ ✶✽✾✼✸✸✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ❧✬éq✉✐♣❡ ♠❡♥é❡ ♣❛r
❇❛✐♥❡s ❛ ❢❛✐t ❡♥ ✷✵✵✼✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ té❧❡s❝♦♣❡s ❈❍❆❘❆✱ s✐t✉é ❡♥ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❡✱ ❛✈❡❝
s❡s s✐① té❧❡s❝♦♣❡s ❞❡ ✶ ♠ ré♣❛♥❞✉s s✉r ♣❧✉s ❞❡ ✸✵✵ ♠✳

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❡ rô❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s r❛②♦♥s ❞✬ét♦✐❧❡s ❛❜r✐✲
t❛♥t ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ❝✐t❡r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❣r❛♠♠❡s ✈✐s❛♥t à ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❡s str✉❝t✉r❡s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❡①♦♣❧❛♥ét❛✐r❡s✱ ❡t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧❡ rô❧❡ ❡t ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞❡
❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ③♦❞✐❛❝❛❧❡✳ ❈❡ s♦♥t ❧à ❞❡✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❢❛✐t❡s ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡
à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ s✉r ❧❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❢♦r❝❡ ❡st ❞✬❛❞♠❡ttr❡ q✉✬❛✉ r❡❣❛r❞ ❞✉ ♥♦♠❜r❡s ❞❡
♣r♦❥❡ts q✉✐ ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s✱ ❧❛ ré❝♦❧t❡ r❡st❡ ❜✐❡♥ ♠❛✐❣r❡✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ❞ét❡❝t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡
❞❡ ♣❧❛♥èt❡s ♦r❜✐t❛♥t ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❡✉rs ét♦✐❧❡s ♣♦s❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s♦♥ ét♦✐❧❡ ❀ ❡t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞ét❡❝t❡r ✉♥ ♦❜❥❡t très ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❧✉♠✐♥❡✉① ❛✉✲
t♦✉r ❞✬✉♥ ♦❜❥❡t ❡①trê♠❡♠❡♥t ❧✉♠✐♥❡✉①✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ s✐ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡s ❡①❝❡❧❧❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ ✐❧s ♣ê❝❤❡♥t ✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡✉r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡✳

❯♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠ét❤♦❞❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sé❡s ♣♦✉r ♣❛❧❧✐❡r à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝♦♠♠❡
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐t❡ ✓ ❡♥ ❢r❛♥❣❡ s♦♠❜r❡✶✼ ✔✱ ♠❛✐s ❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s
♥✬♦♥t ♣❛s été s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❛ ré❝❡♠♠❡♥t ❝❤❛♥❣é✱ ❛✈❡❝ ❧✬❛rr✐✈é❡ s✉r ❧❡ ❝✐❡❧ ❞❡ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ●❘❆❱■❚❨✱
✐♥st❛❧❧é s✉r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞✉ ❚rès ●r❛♥❞ ❚é❧❡s❝♦♣❡ ✭❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚é❧❡s❝♦♣❡✱ ♦✉
❱▲❚✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❛✉ ❈❤✐❧✐✳ ❏✬❛✐ ❡✉ ❧❛ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ✐♠♣❧✐q✉é✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ♠❛ t❤ès❡✱ ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❞ét❡❝t✐♦♥s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s ❞✬❡①♦♣❧❛♥èt❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❍❘ ✽✼✾✾ ❡✱ ❛ été
♣✉❜❧✐é❡ ❡♥ ▼❛rs ✷✵✶✾ ✭●r❛✈✐t② ❈♦❧❧❛❜♦r❛t✐♦♥✱ ✷✵✶✾✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡✱ β P✐❝t♦r✐s ❜✱ ❢❛✐t ❧✬♦❜❥❡t
❞❡s s❡❝t✐♦♥s ❝✐✲❛♣rès✳

❉✳✸✳✷ ▲✬✐♥str✉♠❡♥t ●❘❆❱■❚❨ s✉r ❧❡ ❱▲❚■

❉✳✸✳✷✳✶ ▲✉♠✐èr❡ ❡t ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s

❖♥❞❡s ❧✉♠✐♥❡✉s❡s ■❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ rés✉♠❡r ❡t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ré❛❧✐sé❡s
❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ♠❛ t❤ès❡ s❛♥s s✬❛rrêt❡r ❞✬❛❜♦r❞ s✉r ❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ❞✬✐♥t❡r❢ér♦✲
♠étr✐❡ ♦♣t✐q✉❡✳ ❖r✱ ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❡♥ têt❡ q✉❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ✓ ❧✉♠✐èr❡ ✔ ♥✬❡st r✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡ q✉✬✉♥❡ ♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❞❡s ♦s✲
❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ✭♦✉✱ ❝✬❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t✱ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✮✱ q✉✐ s❡ ♣r♦♣❛❣❡♥t
❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ❛ss❡③ ❧❛r❣❡ ♠❡s✉r❡✱ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t très s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ s♦♥✱
à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣rès q✉❡ ❧❡ s♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣r❡ss✐♦♥✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥
♠✐❧✐❡✉ ♠❛tér✐❡❧ ♣♦✉r s❡ ♣r♦♣❛❣❡r✳ ▲❛ ❧✉♠✐èr❡✱ ❡❧❧❡✱ s❡ ♣r♦♣❛❣❡ ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ ✈✐❞❡✳

✶✼❊♥❝♦r❡ ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ✓ ❞✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ❛♥♥✉❧❛♥t❡ ✔✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❢❛✐r❡ ❡♥ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡
❧✬ét♦✐❧❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts té❧❡s❝♦♣❡s ❞✉ rés❡❛✉ s♦✐t t♦✉❥♦✉rs r❡❝♦♠❜✐♥é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❞❡ π✱ ❛✜♥ ❞❡
s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s♦✐❡♥t ❞❡str✉❝t✐✈❡s
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P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ♦♥❞❡✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ✿
❧✬✓ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✔ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❧❡✉r ✓ ❢réq✉❡♥❝❡ ✔✱ ♦✉✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡✱ ❧❛ ✓ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ ✔✱ ❡t ❧❛ ✓ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✔ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♦♥❞❡s s♦♥♦r❡s✱ ♥♦✉s
♥❡ s♦♠♠❡s ♣❛s ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♣❡r❝❡✈♦✐r ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s✳ ◆♦✉s ♣❡r❝❡✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ✓ ✐♥t❡♥s✐té ✔✱ ❧✐é❡ à ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✓ ❝♦✉❧❡✉r ✔✱ ❧✐é❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡✳ ❈❡tt❡ ❝♦✉❧❡✉r ❡st à ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❝❡ q✉❡ ❧❛ ✓ ❤❛✉t❡✉r ✔ ✭❛✐❣✉ ♦✉ ❣r❛✈❡✮ ❡st ❛✉ s♦♥✳

▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ♦♥❞❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡ s❡
♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✳ ▲❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ E ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

E(x, t) = A sin

(
2π

λ
(x− ct)

)
✭❉✳✶✷✮

♦ù A ❡st ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡✱ λ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ x ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡
❡t ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✱ t ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t c ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡✳

▲❡ t❡r♠❡ (x− ct) à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ ❧❛ s✐♥✉s♦ï❞❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ❧✬♦♥❞❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡
❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧✬❡s♣❛❝❡✱ à t❡♠♣s t ✜①é✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✱
à ♣♦s✐t✐♦♥ x ✜①é❡✳

■♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ♦♣t✐q✉❡ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s T1 ❡t T2✱ ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡
ét♦✐❧❡ ❞♦♥♥é❡✳ ▲❡s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s s♦♥t à ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❞♦♥❝ à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧✬♦♥❞❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ❧❡ té❧❡s❝♦♣❡ T2 ❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t
✓ ❞é❝❛❧é❡ ✔ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬♦♥❞❡ r❡ç✉❡ ♣❛r ❧❡ té❧❡s❝♦♣❡ T1✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✓ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ✔✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ ✿

ET1(t) = A sin

(
2π

λ
(x1 − ct)

)
✭❉✳✶✸✮

ET2(t) = A sin

(
2π

λ
(x2 − ct)

)
✭❉✳✶✹✮

❛✈❡❝ x1 ❡t x2 ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡s té❧❡s❝♦♣❡s T1 ❡t T2 à ❧✬ét♦✐❧❡✳ ▲❡ ❞é♣❤❛s❡ ∆φ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉①
té❧❡s❝♦♣❡s ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡s ❞❡✉① s✐♥✉s♦ï❞❡s ✿

∆φ =
2π

λ
(x2 − ct)− 2π

λ
(x1 − ct)

=
2π

λ
(x2 − x1)

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ❝❡s éq✉❛t✐♦♥s ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✻✳ ◆♦t♦♥s✱ ❝✬❡st ✐♠♣♦rt❛♥t✱
q✉❡ ❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ∆φ ❞é♣❡♥❞ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s té❧❡s❝♦♣❡s
❡t ❧✬ét♦✐❧❡ s♦✉r❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ s♦✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ✓ r❡❝♦♠❜✐♥❡r ✔ ❧❡s ❞❡✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① ❧✉♠✐♥❡✉①✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ❝❤❛♠♣s é❧❡❝tr✐q✉❡s✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❧❡✉r s♦♠♠❡✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t
❛❧♦rs ❧❡ ❝❤❛♠♣ t♦t❛❧ ✿

Etotal(t) = ET1(t) + ET2(t) ✭❉✳✶✺✮

= A sin

(
2π

λ
(x1 − ct)

)
+A sin

(
2π

λ
(x2 − ct)

)
✭❉✳✶✻✮

❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ tr✐❣♦♥♦♠étr✐q✉❡✱ q✉❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❞❡✉① s✐♥✉s♦ï❞❡s
❞❡ ♠ê♠❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡st ✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ✭✈♦✐r ❛✉ss✐ ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s♦♠♠❡✱ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✻✮✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

Etotal(t) = 2A sin (∆φ/2) cos

(
2π

λ
(x1 + x2 − 2ct)

)
✭❉✳✶✼✮
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❈❡ q✉❡ ❞✐t ❝❡tt❡ ➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✶✼✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ r❡❝♦♠❜✐♥é Etotal ❡st ❧✉✐✲♠ê♠❡
✉♥❡ s✐♥✉s♦ï❞❡✱ ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r |2A sin(∆φ/2)|✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬❡♥ s♦♠♠❛♥t ❧❡s
❢❛✐s❝❡❛✉① ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ✐♥t❡r❢èr❡♥t✱ ❡t ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s✐❣♥❛❧
❧✉♠✐♥❡✉① ❞♦♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ❞é♣❤❛s❛❣❡✳ ❙✐ ❧❡s ♦♥❞❡s r❡ç✉❡s ♣❛r ❧❡s té❧❡s❝♦♣❡s s♦♥t ❡♥
♣❤❛s❡ ✭∆φ = 0✮✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ✓ ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ✔✱ ❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♠❜✐♥é ❡st
❞♦✉❜❧é❡ ✭♣✉✐sq✉❡ sin(∆φ/2) = 1✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮✳ ❊t✱ ❛✉ss✐ s✉r♣r❡♥❛♥t q✉❡ ❝❡❧❛ ♣✉✐ss❡ ♣❛r❛îtr❡✱ s✐
❧❡s ♦♥❞❡s r❡ç✉❡s s♦♥t ❡♥ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛s❡ ✭∆φ = π✮✱ ❛❧♦rs ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s s♦♥t ❞❡str✉❝t✐✈❡s✱
❡t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♠❜✐♥é ❡st ♥✉❧❧❡ ✭sin(∆φ/2) = 0✮✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ❧✉♠✐èr❡ ✦ ❇✐❡♥ sûr✱
t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❊t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ✭❞♦♥❝ ❞❡ ❧❡ ❝♦✉❧❡✉r✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ✓ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ✔✮✱ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s
s♦♥t ❝♦♥str✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦✉❧❡✉rs✱ ❡t ❞❡str✉❝t✐✈❡s ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ✭✈♦✐r✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s✱
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✻✮✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛str♦♥♦♠✐q✉❡ ▲❡s ❞❡✉① ♣❛r❛❣r❛♣❤❡s ♣ré❝é❞❡♥ts ❞é❝r✐✈❡♥t ❧❡ ♣❤é✲
♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❡♥ ♣r♦✈❡♥❛♥❝❡ ❞❡ ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ r❡st❡
✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞✬é❝❧❛✐r❡r ✿ à q✉♦✐ ç❛ s❡rt ❄

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ♣♦✉r ❧✬❛str♦♥♦♠✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♣❛rt✐r ❞❡
❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✶✼✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ r❡❝♦♠❜✐♥é ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ✿

Atotal = 2A sin(∆φ/2) ✭❉✳✶✽✮

= 2A sin
(π
λ
(x2 − x1)

)
✭❉✳✶✾✮

♦ù ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ✭✈♦✐r ➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✶✺✮✳
▼❡s✉r❡r ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❞✬✉♥ s✐❣♥❛❧ ❧✉♠✐♥❡✉① ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ ❡st ✉♥❡ ❝❤♦s❡

r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❡♥ ❛str♦♥♦♠✐❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ s♣❡❝tr♦s❝♦♣✐❡✱ ❡t ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✈✐❡✐❧❧❡
❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ❞❡✉① s✐è❝❧❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♠❡s✉r❡r ❝❡tt❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ Atotal ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ λ✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❧❡ ❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✻✳ ❖r✱ ❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s s✉r ❝❡tt❡
❝♦✉r❜❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ t❡r♠❡ (x2 − x1)✱ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❖♥
♣❡✉t ❞♦♥❝✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡✱ ♠❡s✉r❡r x2 − x1✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❛②❛♥t ✉♥❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ✈✐s✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✉r❛ ♣❡✉t✲êtr❡ ❞é❥à ♣❡rç✉ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞❛♥s
❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t ç❛ ♥♦✉s ♠è♥❡✳ Pr❡♥♦♥s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s T1 ❡t T2✱ s✐t✉és ❛ ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ❞✐✛é✲
r❡♥t❡s✱ ❡t ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ét♦✐❧❡ s✐t✉é❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ α✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ③é♥✐t❤✳
▲❡s t❡r♠❡s x1 ❡t x2 r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s té❧❡s❝♦♣❡s T1✱ T2 ❡t ❧✬ét♦✐❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧✲
❧♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧❡r✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦t♦♥s B ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s té❧❡s❝♦♣❡s✱ ❡t ♣r❡♥♦♥s ❧✬♦r✐❣✐♥❡
❣é♦♠étr✐q✉❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s✳ ▲❡s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s s♦♥t à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ B/2✱
❞❡ ♣❛rt ❡t ❞✬❛✉tr❡ ❞❡ O✳ ▲✬ét♦✐❧❡ S ❡st à ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ D ❞❡ ❧✬♦r✐❣✐♥❡ O✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥
❛♥❣✉❧❛✐r❡ α✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✼✳

P♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ x1 = ST1✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ T1OS✳ ❉❛♥s ❝❡
tr✐❛♥❣❧❡✱ ❞❡✉① ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉❡s ✭SO = D✱ ❡t T1O = B/2✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ✭T1OS =
π/2−α✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮✳ P♦✉r q✉✐ s❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❞❡ s❡s ❝♦✉rs ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡✱
❞❡✉① ❞✐st❛♥❝❡s ❡t ✉♥ ❛♥❣❧❡ s✉✣s❡♥t à ✜①❡r ✉♥ tr✐❛♥❣❧❡✱ ❞♦♥t ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣❛r ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❞✬❆❧✲❑❛s❤✐✳ P♦✉r ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

x1 =

√
D2 +

B2

4
−BD cos

(π
2
− α

)
✭❉✳✷✵✮

= D ×
√

1 +
B2

4D2
− B

D
sin (α) ✭❉✳✷✶✮

▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ D ét❛♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s B✱ ♦♥ ♣❡✉t
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✻✿ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s❝❤é♠❛t✐q✉❡ ❞✉ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ❞✬✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡
❞♦♥♥❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥✱ à ✉♥ ✐♥st❛♥t t ✜①é✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♦♥❞❡
❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ1 ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✱ ♦✉ λ2 < λ1 ✭à ❞r♦✐t❡✮✳ ❈❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡st
✉♥❡ s♦rt❡ ❞❡ ✓ ♣❤♦t♦❣r❛♣❤✐❡ ✐♥st❛♥t❛♥♥é❡ ✔ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t r❡♣rés❡♥t❡r
❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ t❡♠♣♦r❡❧❧❡ s✉r ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛♣✐❡r✱ ♦♥ ✈❡rr❛✐t ❧✬♦♥❞❡ ✓ ❛✈❛♥❝❡r ✔ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡✳
▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉ t❡♠♣s ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ à ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s
✜①é❡s✱ s②♠❜♦❧✐sé❡s ♣❛r ❧❡s ❞❡✉① ❧✐❣♥❡s ♣♦✐♥t✐❧❧é❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❧❡s ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡ s✉r ❧❡s ✜❣✉r❡s ❞❡
❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ♣♦s✐t✐♦♥s ✐❞❡♥t✐q✉❡s✱
❧❡ ❞é♣❤❛s❛❣❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❡st ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
s♦♥t ♣r❡sq✉❡ ❛❧✐❣♥é❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ♥❡tt❡♠❡♥t ❞é❝❛❧é❡s à ❞r♦✐t❡✮✳
▲❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❧✐❣♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
❝❤❛♠♣ r❡❝♦♠❜✐♥é t❡❧ q✉❡ ♠❡s✉ré ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✳ ❖♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❞❡✉① ♦♥❞❡s
s♦♥t ✓ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❛❧✐❣♥é❡s ✔✱ ♣❧✉s ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❊t ❝♦♠♠❡ ❝❡t ✓ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥t ✔ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢é✲
r♦♠étr✐q✉❡ ❞é♣❡♥❞ ❛✉ss✐ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✜❣✉r❡✱
q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧✬❛❧❧✉r❡ ❞❡ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡✳ ❈✬❡st ❝❡ s✐❣♥❛❧ q✉❡ ♠❡s✉r❡ ✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡✳
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s✐♠♣❧✐✜❡r ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✉♥❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ✿

x1 ≃ D ×
(
1− B

2D
sin(α)

)
✭❉✳✷✷✮

P♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ x2✱ ♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❡r ❞❛♥s ❧❡ tr✐❛♥❣❧❡ SOT2✱ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❛✉ss✐
❞❡✉① ❧♦♥❣✉❡✉rs ✭SO = D✱ ❡t OT2 = B/2✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ ❛♥❣❧❡ ✭SOT2 = π/2 + α✮✳ ▲❡s ♠ê♠❡s
❝❛❧❝✉❧s ❞♦♥♥❡♥t ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✿

x2 ≃ D ×
(
1 +

B

2D
sin(α)

)
✭❉✳✷✸✮

❖♥ ❝♦♠❜✐♥❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t é❧é❣❛♥t❡ ✿

x2 − x1 = B sin(α) ✭❉✳✷✹✮

❈❡tt❡ ➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✷✹ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té x2−x1✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♠❡s✉r❡r ♣❛r s♣❡❝tr♦s❝♦✲
♣✐❡ s✉r ❧❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡✱ ❡st ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✐é❡ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s
✭q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❛ ♠❡s✉r❡r✮✱ ❡t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞♦♥❝ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ❞❡s
s✐❣♥❛✉① ✐ss✉s ❞❡s ❞❡✉① té❧❡s❝♦♣❡s✳

▲✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♥♦t❛♠♠❡♥t s❡r✈✐r à ré❛❧✐s❡r ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❛str♦♠étr✐q✉❡s✱ ❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ❞❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ét♦✐❧❡s✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st s❛ très ❣r❛♥❞❡
s❡♥s✐❜✐❧✐té ✿ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡ x2 − x1 ❜✐❡♥ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✬♦♥❞❡ λ✱ s♦✐t t②♣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♥❛♥♦♠ètr❡s✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❧✉s ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s té❧❡s✲
❝♦♣❡s sé♣❛rés ❞✬✉♥❡ ❝❡♥t❛✐♥❡ ❞❡ ♠ètr❡✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ♣ré❝✐s✐♦♥
❛str♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❝r♦✲❛r❝s❡❝♦♥❞❡s✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡
❞❡ ❧❛ ✓ très ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✔✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡s ✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡s s♦♥t ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❞❡s ❞✐❛♠ètr❡s ❞✬ét♦✐❧❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✸✳✶✮

❉✳✸✳✷✳✷ ▲✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞✉ ❱▲❚✱ ❡t ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ●❘❆❱■❚❨

▲❡ ❚rès ●r❛♥❞ ❚é❧❡s❝♦♣❡ ✭❱❡r② ▲❛r❣❡ ❚❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❱▲❚✮ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧✬❖❜s❡r✈❛✲
t♦✐r❡ ❛✉str❛❧ ❡✉r♦♣é❡♥ ✭❊✉r♦♣❡❛♥ ❙♦✉t❤❡r♥ ❖❜s❡r✈❛t♦r②✱ ❊❙❖✮✳ ❙✐t✉é ❛✉ ❈❤✐❧✐✱ s✉r ❧❡ ♣❧❛t❡❛✉
❞és❡rt✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❆t❛❝❛♠❛✱ ✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé ❞❡ q✉❛tr❡ té❧❡s❝♦♣❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ✭❯♥✐t ❚❡❧❡s❝♦♣❡✱ ❯❚✮
❞❡ ✽✳✷ ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✱ ❡t ❞❡ q✉❛tr❡ té❧❡s❝♦♣❡s ❛✉①✐❧❛✐r❡s ✭❆✉①✐❧✐❛r② ❚❡❧❡s❝♦♣❡s✱ ❆❚✮ ❞❡ ✶✳✽ ♠
❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✳ ▲❡s té❧❡s❝♦♣❡s s♦♥t ❝❤❛❝✉♥ éq✉✐♣és ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥str✉♠❡♥ts✱ ♣❡r♠❡tt❛♥t t♦✉t❡s
s♦rt❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❧❡ ❱▲❚ ❞✐s♣♦s❡ ❛✉ss✐ ❞✬✉♥ ♠♦❞❡ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ✭❧❡ ❱▲❚■✮✱ ♣❡r✲
♠❡tt❛♥t ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ✐ss✉s ❞❡s q✉❛tr❡ ❯❚s✱ ♦✉ ❞❡s q✉❛tr❡ ❆❚s✳ ▲❡s ❯❚s s♦♥t
✜①❡s✱ ♠❛✐s ❧❡s ❆❚s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é♣❧❛❝és✱ ❛✜♥ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡✉rs ♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✽ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✉ ❱▲❚✳

▲❡ ❱▲❚■ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ✐♥str✉♠❡♥ts ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✐✛ér❡♥ts t②♣❡s ❞✬♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s✳ ▲✬✐♥str✉♠❡♥t ●❘❆❱■❚❨✱ ✐♥st❛❧❧é ❛✉ ❱▲❚■ ❞❡♣✉✐s ✷✵✶✺✱ ❡st ✉♥
✐♥str✉♠❡♥t ❞❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥✱ ♦♣ér❛♥t ❡♥ ❜❛♥❞❡ ❑ ✭❞❛♥s ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞✬♦♥❞❡s ❞❡ ❧✬✐♥✲
❢r❛r♦✉❣❡ ♣r♦❝❤❡✱ ❡♥tr❡ ✶✳✾ ❡t ✷✳✹ ♠✐❝r♦♥s✮✳ ▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❛✈❡❝ ❝❡t ✐♥str✉♠❡♥t
♦♥t ❝♦♠♠❡♥❝é ❡♥ ✷✵✶✻ s✉r ❧❡s ❆❚s✱ ❡t ❡♥ ✷✵✶✼ s✉r ❧❡s ❯❚s✳

❉✳✸✳✸ ❈♦♠♠❡♥t ♦❜s❡r✈❡r ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s ❛✈❡❝ ●❘❆❱■❚❨❄

❱✐❛ ❧❛ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ❧✉♠✐♥❡✉① ✐ss✉s ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs té❧❡s❝♦♣❡s✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s à ❤❛✉t❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐r❡✱ s❡♥s✐❜❧❡s à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
❝✐❡❧ ❞❡s ❛str❡s ♦❜s❡r✈és✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✐té q✉✐ r❡♥❞ ❛✉ss✐ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r
❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥èt❡s✳



✸✸✻ ❆◆◆❊❳❊ ❉✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✼✿ ❙❝❤é♠❛ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r❢ér♦♠èr❡ à ❞❡✉① té❧❡s✲
❝♦♣❡s ✭T1 ❡t T2 ♦❜s❡r✈❛♥t ✉♥❡ ét♦✐❧❡ s✐t✉é❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ S✱ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ α✳

❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✽✿ P❧❛♥ ❞❡s ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s ❞✉ ❱▲❚✱ ❛✉ ❈❤✐❧✐✳ ▲❡s r♦♥❞s ♥✉♠ér♦tés r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s
té❧❡s❝♦♣❡s ✉♥✐t❛✐r❡s ❞❡ ✽✳✷ ♠ ❞❡ ❞✐❛♠ètr❡✳ ▲❡s ♣❡t✐ts r♦♥❞s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
❞❡s té❧❡s❝♦♣❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞❡ ✶✳✽ ♠ ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é♣❧❛❝és✮✳



❉✳✸✳ ❖❇❙❊❘❱❆❚■❖◆ ❉❊ ❇❊❚❆ P■❈❚❖❘■❙ ❇ ❆❱❊❈ ●❘❆❱■❚❨ ✸✸✼

P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ●❘❆❱■❚❨ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡
❞❡s ♣❧❛♥èt❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛✈♦✐r ❡♥ têt❡ q✉❡ ❧❛ ❞✐✣❝✉❧té ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ t❡❧❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
❡st ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✳ ▼ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛s
❧❡s ♣❧✉s ❢❛✈♦r❛❜❧❡s✱ ✉♥❡ ❥❡✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✶✵✵ ✵✵✵ ❢♦✐s ♠♦✐♥s ❜r✐❧❧❛♥t❡ q✉❡
s♦♥ ét♦✐❧❡✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦✐♥t❡ ✉♥ té❧❡s❝♦♣❡ ✈❡rs ✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡
❧✬ét♦✐❧❡ ❞♦♠✐♥❡ très ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡s ✐♠❛❣❡s ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❡t ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ❞✐st✐♥❣✉❡r
✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ✕ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✐♥t ❧✉♠✐♥❡✉① ✕ ❞❛♥s ❝❡ ❤❛❧♦ ❜r✐❧❧❛♥t✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✶✾✱
♦♥ ♣❡✉t s❡ r❡♥❞r❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ♠❡s✉ré s✉r ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❡st ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t
❞❡ ❝❡❧✉✐ ♠❡s✉ré s✉r ✉♥❡ ét♦✐❧❡✳ ▲❡s ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❡t
❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✱ ❞✐s♣❡rsé❡s ❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ✿

At♦t❛❧✱ ét♦✐❧❡ = 2Aét♦✐❧❡ sin
(π
λ
Bαét♦✐❧❡

)
✭❉✳✷✺✮

At♦t❛❧✱ ♣❧❛♥èt❡ = 2A♣❧❛♥èt❡ sin
(π
λ
Bα♣❧❛♥èt❡

)
✭❉✳✷✻✮

♦ù ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✷✹ ❛ ❛✉ss✐ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té ✓ x2 − x1 ✔ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✶✾✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❧❡s t❡r♠❡s Aét♦✐❧❡ ❡t A♣❧❛♥èt❡ r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬✐♥t❡♥s✐té ❧✉♠✐♥❡✉s❡ ❞❡
❧✬ét♦✐❧❡ ❡t ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✶✽✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝❡s ❞❡✉① q✉❛♥t✐tés ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ λ✳ ❈✬❡st
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❝❡tt❡ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬♦♥❞❡ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ ♠❡s✉r❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ tr❛❤✐t ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❛str❡s ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ❉✳✸✳✹✮✳

▲✬✐♥str✉♠❡♥t ●❘❆❱■❚❨ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ r❡❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ✉♥ ♣❡✉ s♣é❝✐✜q✉❡✱ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✓ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét♦✐❧❡ ✔✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s
s♦♥t ❢❛✐t❡s ❝♦♠♠❡ s✐ ❧✬ét♦✐❧❡ ét❛✐t ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ à α = 0✳ ❊♥ réé❝r✐✈❛♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥ λ✱ ❡t ❡♥ ❛❞♦♣t❛♥t ❧✬ét♦✐❧❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✿

At♦t❛❧✱ ét♦✐❧❡(λ) = 2Aét♦✐❧❡(λ) ✭❉✳✷✼✮

At♦t❛❧✱ ♣❧❛♥èt❡(λ) = 2A♣❧❛♥èt❡(λ) sin
(π
λ
B∆α

)
✭❉✳✷✽✮

♦ù ∆α = α♣❧❛♥èt❡ − αét♦✐❧❡ ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét♦✐❧❡✳
▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ét❛♥t très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ s♦♥ ét♦✐❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡s ❞❡✉① s✐❣♥❛✉① ✿

A♦❜s❡r✈é❡(λ) = 2Aét♦✐❧❡(λ) + 2A♣❧❛♥èt❡(λ) sin
(π
λ
B∆α

)
✭❉✳✷✾✮

❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ éq✉❛t✐♦♥ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t t♦✉t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠é✲
tr✐❡ ♣♦✉r ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡s ❡①♦♣❧❛♥èt❡s ✿ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡r✐❡ ✓ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✔✱ ❛✈❡❝
❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐❡
❛♣♣♦rt❡ ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ✭❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ ✓ s✐♥✉s ✔✮✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ❧❡ sé♣❛r❡r✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ✉♥ s✐❣♥❛❧ ✓ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❧❛t ✔✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉

✶✽❊♥ ❢❛✐t✱ à str✐❝t❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r✱ ❝❡s t❡r♠❡s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ é❧❡❝tr♦♠❛❣♥ét✐q✉❡✱ q✉✐ ❡st
✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡♥s✐té✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡①❛❝t ❡♥tr❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡
❡t ❧✬✐♥t❡♥s✐té✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❛✉ss✐ ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ✓ ♠❛❣♥ét✐q✉❡ ✔ ❞❡ ❧✬♦♥❞❡ ❧✉♠✐♥❡✉s❡✱ ❞♦♥t ❥❡
♥✬❛✐ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ♣❛r❧é✳ ▲✬✐♥t❡♥s✐té ❡st ❛❧♦rs ❧❛ s♦♠♠❡ ❞✉ ❝❛rré ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❞✉
❝❛rré ❞❡ ❧✬❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡s éq✉❛t✐♦♥s✱ ❝❡❧❛ ♣r❡♥❞ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s
❝♦♠♣❧❡①❡s✱ ❞♦♥t ♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ré❡❧❧❡ ♣♦✉r ré♣rés❡♥t❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ é❧❡❝tr✐q✉❡✱ ❡t ❧❛ ♣❛rt✐❡ ✐♠❛❣✐♥❛✐r❡
♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ ♠❛❣♥ét✐q✉❡✳ P❛r s♦✉❝✐s ❞❡ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥✱ t♦✉t ❝❡❝✐ ❡st ✐❝✐ ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t ✐❣♥♦ré✱ ❡t ❥❡
❢❛✐s ❝♦♠♠❡ s✐ ✓ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ✔ ❡t ✓ ✐♥t❡♥s✐té ✔ ét❛✐❡♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♣❛s ❣r❛♥❞ ❝❤♦s❡ à
❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳



✸✸✽ ❆◆◆❊❳❊ ❉✳ ❘➱❙❯▼➱ ❊◆ ❋❘❆◆➬❆■❙

s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱ ❛✉q✉❡❧ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ ✉♥ s✐❣♥❛❧ ♦s❝✐❧❧❛♥t✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳ ■❧ ❡st
❛❧♦rs ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ sé♣❛r❡r ❧❡s ❞❡✉①✱ ❡t ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ✭❧❡ t❡r♠❡ A♣❧❛♥èt❡✮✳

➱✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ré❡❧❧❡s ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❧❡✉r ❧♦t ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ✈❛r✐és ✿ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡
❞❡ ❧❛ ❚❡rr❡ ❞é❢♦r♠❡ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ♦❜t❡♥✉✱ ❧❛ r♦t❛t✐♦♥ ❞✉ ❝✐❡❧ ❢❛✐t ✈❛r✐❡r ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❣✉❧❛✐r❡s
α ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ♥✉✐t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ♠étr♦❧♦❣✐❡ ✐♥str✉♠❡♥t❛❧❡ ❛ss✉r❛♥t ❧❛ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛s❡
♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t st❛❜❧❡✱ ❡t❝✳ ■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s s✐ s✐♠♣❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s ♦❜t❡♥✉❡s✳ ❚❛♥t ♠✐❡✉①✱ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ❛✉① ét✉❞✐❛♥ts ❡♥ t❤ès❡ ✦

❉✳✸✳✹ ▲❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜ ✈✉❡ ♣❛r ●❘❆❱■❚❨

❉✳✸✳✹✳✶ ❖❜s❡r✈❛t✐♦♥s

▲❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡ β P✐❝t♦r✐s ❜ ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❙❡❝t✐♦♥
♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s ❧❡ ✷✷ ❙❡♣t❡♠❜r❡ ✷✵✶✽✱ ❛✈❡❝ ❧✬✐♥str✉♠❡♥t ●❘❆❱■❚❨ s✉r ❧✬✐♥t❡r❢ér♦♠ètr❡ ❞✉
❱▲❚■ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✮✳ ❆✉ t♦t❛❧✱ ❡♥✈✐r♦♥ ✾✵ ♠✐♥ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s q✉❛tr❡
té❧❡s❝♦♣❡s ❞❡ ✽ ♠ ❞✉ ❱▲❚ ❛✉r♦♥t été ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥
ét❛✐t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ♣ré❝✐s❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à s♦♥ ét♦✐❧❡✱ ❛✐♥s✐
q✉✬✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳

❉✳✸✳✹✳✷ ❙♣❡❝tr❡ ❞❡ ❜❡t❛ P✐❝t♦r✐s ❜ ❡t ♠♦❞è❧❡s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s

■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❣râ❝❡ à ❧❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ s✐❣♥❛❧ ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ✭✈♦✐r ➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✷✾✮✱
❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ β P✐❝t♦r✐s ❜ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ●❘❆❱■❚❨✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉tôt ✉♥ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛st❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬ét♦✐❧❡✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ r❛♣♣♦rt A♣❧❛♥èt❡(λ)/Aét♦✐❧❡(λ)✱ q✉✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ✉♥ ♠♦❞è❧❡
❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❧❡ s♣❡❝tr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✳ ▼❛✐s ♣❡✉ ✐♠♣♦rt❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s
❣é♥ér❛❧ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❞♦♥♥é❡s ✐♥t❡r❢ér♦♠étr✐q✉❡ ❡st ❧♦♥❣✱ ❧❛❜♦r✐❡✉①✱ ❡t ❥❡ ♥❡ ❧✬❛❜♦r❞❡r❛✐
♣❛s ❞❛♥s ❝❡ rés✉♠é✳ ▲❡ rés✉❧t❛t✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡st ❜✐❡♥ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t✱ ❡t ❡st ♣rés❡♥té ❡♥
❋✐❣✉r❡ ❉✳✶✾✳

❈♦♠♣❛ré ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ♦❜t❡♥✉s ♣❛r ❞✬❛✉tr❡s éq✉✐♣❡s✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥str✉♠❡♥t
❞✬✐♠❛❣❡r✐❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ❧❡ s♣❡❝tr❡ ●❘❆❱■❚❨ ❡st ♠✐❡✉① rés♦❧✉✱ ❡t ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❛❧✐té✳
➚ ❧✬♦❡✐❧✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❞é❥à q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ✿ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉
❛✉t♦✉r ❞❡ ✷ ♠✐❝r♦♥s ❡st ❜✐❡♥ ✈✐s✐❜❧❡✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❜❛♥❞❡s ❞✉ ♠♦♥♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✱ ❛✉t♦✉r
❞❡ ✷✳✸ ♠✐❝r♦♥s✳ ❆✉t♦✉r ❞❡ ✷✳✷✺ ♠✐❝r♦♥s✱ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞✬❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✉ ♠ét❤❛♥❡ r❡st❡ ♣❡✉✱ ✈♦✐r❡
♣❛s ❞✉ t♦✉t✱ ♠❛rq✉é❡✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✉❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ s♣❡❝tr❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❞é❥à ❧❛ ♣rés❡♥❝❡
❞✬❡❛✉ ❡t ❞❡ ♠♦♥♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡♥ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❛♥s ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❞❡ β P✐❝t♦r✐s ❜✳

P♦✉r ❛❧❧❡r ♣❧✉s ❧♦✐♥✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r r❡❝♦✉rt à ❞✬❛✉tr❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ❧❛ s✐♠♣❧❡
❛♥❛❧②s❡ ✈✐s✉❡❧❧❡✳ ❊♥ ❛str♦♥♦♠✐❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱ ♣♦✉r t❡♥t❡r ❞❡ ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s✱ ✐❧ ❡st ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ✓ ❛❥✉st❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦❞è❧❡s ✔✳
▲✬❡①❡r❝✐❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à ✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ t❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s✱ q✉✐✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡s ♣r♦❝❡ss✉s
♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❛②❛♥t ❧✐❡✉ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s ❛t♠♦s♣❤èr❡s ♣❧❛♥ét❛✐r❡s✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡
s♣❡❝tr❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs ♣❛r❛♠ètr❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❣r✐❧❧❡ ❊①♦✲❘❊▼✱ ❞é✈❡✲
❧♦♣♣é❡ à ❧✬❖❜s❡r✈❛t♦✐r❡ ❞❡ P❛r✐s✱ ❡t ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s✉r β P✐❝ ❜✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡
s♣❡❝tr❡s ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r ❞✐✈❡rs❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❡t ❣r❛✈✐tés ❞❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛♥t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s
ré❡❧❧❡s à t♦✉s ❝❡s s♣❡❝tr❡s s✐♠✉❧és✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r q✉❡❧ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ✓ ❧❡ ♣❧✉s r❡ss❡♠✲
❜❧❛♥t ✔✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡t ❞❡ ❣r❛✈✐té à ❧❛ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
✓ ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡s ✔✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❞♦♥♥é❡s β P✐❝t♦r✐s ❜✱ t♦✉t❡❢♦✐s✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♠ê♠❡
❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s r❡ss❡♠❜❧❛♥t ❞✐✛èr❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❛ss❡③ s✐❣♥✐✜❝❛t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ✭✈♦✐r
❧❛ ❝♦✉r❜❡ ✈❡rt❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✵✮✳

❈❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ❧✬♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ❧❡s ♠♦❞è❧❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ❛✉① ❞♦♥♥é❡s ❡st
✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ q✉♦✐q✉❡ s♦✉✈❡♥t ❞é❧✐❝❛t❡✳ ❊❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ② ❛
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❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞✐st❛♥❝❡✱ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r q✉❡ ❧❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡
✭CO2✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡✈✐❡♥♥❡ s♦❧✐❞❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s ❞✉ CO2✳
❖r✱ ❧❡ CO2 ❡st ✉♥❡ ♠♦❧é❝✉❧❡ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣è♥❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡✱ ❡t✱
s❡❧♦♥ q✉✬✐❧ s❡ tr♦✉✈❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❣❛③❡✉s❡ ♦✉ s♦❧✐❞❡✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ♣❤❛s❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ q✉✐
✈❛ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❝❡t ❡♥r✐❝❤✐ss❡♠❡♥t ❡♥ ♦①②❣è♥❡✳

Pr❡♥♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❞✐sq✉❡ ❝♦♠♣♦sé ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♠♦❧é❝✉❧❡s ❞✬❡❛✉ ✭H2O✮✱ ❞❡
♠♦♥♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ✭❈❖✮✱ ❡t ❞❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ✭CO2✮✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✶✱
❞❛♥s ✉♥❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ C/O = 0.62 ✭❞❛♥s ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ ré❣✐♦♥ ❞✉
❞✐sq✉❡ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s ❞✉ CO2✳ ❊♥ ❞❡çà ❞❡ ❝❡tt❡ ❧✐♠✐t❡✱ ❧❡ CO2 ❡st ❣❛③❡✉①✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♠♣t❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣❛③✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r
C/O = 0.7. ❙✐ ❧✬♦♥ ♣r♦❝è❞❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ♦♥ tr♦✉✈❡ C/O = 0✱ ♣✉✐sq✉❡ s❡✉❧❡
❧✬❡❛✉ ❡st ♣rés❡♥t❡ ❡♥ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡✳ ❉✬♦r❡s ❡t ❞é❥à✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡ ♥✐ ❧❡ ❈✴❖ ❞✉ ❣❛③✱ ♥✐ ❝❡❧✉✐
❞✉ s♦❧✐❞❡ ♥❡ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉ ❈✴❖ ❣❧♦❜❛❧✳ ▼❛✐s ♣♦✉rs✉✐✈♦♥s ✿ s✐ ❧✬♦♥ ❢r❛♥❝❤✐t ❧❛ ❧✐❣♥❡s ❞❡s
♥❡✐❣❡s ❞✉ CO2✱ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❞❡✈✐❡♥t s♦❧✐❞❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❈✴❖ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡ ♣❛ss❡ à ✵✳✹✱
t❡♥❞✐s q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ ♣❛ss❡ à ✶✳ ❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ❈✴❖ ❞✉ ❣❛③
❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s é❣❛✉①✱ ❡t ❞✐✛èr❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❞✉ ❈✴❖ ❣❧♦❜❛❧✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣❧✉s
✐❧s s♦♥t ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡✳

❉❛♥s ❝❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❡ CO2 ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣r✐s ♣♦✉r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ♣❛s ✉♥❡
♠♦❧é❝✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ♥❡✐❣❡s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
❞✉ ❞✐sq✉❡✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ♣rés❡♥t❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣❛③✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❢r❛♥❝❤✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s✱ ❧❡s ❈✴❖ ❞✉ ❣❛③ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❝❤❛♥❣❡♥t t♦✉t ❞❡✉①✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞✉ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t
❞❡ ♣❤❛s❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é❧❝✉❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s✳

❙✐ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ s❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❝❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡t
❞✬♦①②❣è♥❡ q✉✬❡❧❧❡ ✈❛ ♣♦✉✈♦✐r ré❝✉♣ér❡r ❞é♣❡♥❞r❛ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡ s❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s
❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡ ♠❛tér✐❛✉ q✉✬❡❧❧❡ ✈❛ ré❝✉♣ér❡r ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡✳ ❙✐
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♦♥ ♦❜s❡r✈❛✐t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡ s❝❤é♠❛t✐sé ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✶✱ ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ❞é♣♦✉r✈✉❡
❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ✭C/O = 0✮✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ s✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❢♦r♠é❡ à ❣❛✉❝❤❡✱
❡♥ ❞❡çà ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s ❞✉ CO2✱ ❡t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡s s♦❧✐❞❡s✳ ❙✐ ♦♥
♦❜s❡r✈❛✐t ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ à C/O = 0.7✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐r❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ s✬❡st ❢♦r♠é❡ ♦✉ ❜✐❡♥ à
❣❛✉❝❤❡✱ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞✉ ❣❛③✱ ♦✉ ❜✐❡♥ à ❞r♦✐t❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ ❣❛③ ❡t ❞❡
s♦❧✐❞❡✳ ■❧ ❞❡✈✐❡♥t ♣♦ss✐❜❧❡✱ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❈✴❖✱ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡
❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ s✬❡st ❢♦r♠é❡✳

❯♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❞✐sq✉❡ ♣♦✉r ❜❡t❛ P✐❝ ▲❡ ❞✐sq✉❡ ❞❡ ❞é❜r✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜s❡r✈❡r ❛✉❥♦✉r✲
❞✬❤✉✐ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡ β P✐❝ ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ é✈♦❧✉é❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧
s✬❡st ❢♦r♠é❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣é❛♥t❡ β P✐❝ ❜✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ♣❛s s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❧❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s
♣❤②s✐❝♦✲❝❤✐♠✐q✉❡s ❞✉ ❞✐sq✉❡ t❡❧ q✉✬♦❜s❡r✈é ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐ ♣♦✉r tâ❝❤❡r ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳ ➚ ❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ s✬❛♣♣✉②❡r s✉r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞✐sq✉❡s✱
♣❧✉s ❥❡✉♥❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❤②♣♦t❤ès❡s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❈✴❖ ❣❧♦❜❛❧ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬ét♦✐❧❡✱
❞✐s♦♥s ❛✉t♦✉r ❞❡ ✵✳✺✻✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❛✉ss✐ q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ s❡♠❜❧❡ êtr❡ ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉①
❞✐sq✉❡s✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦rt❡✉rs ❞✬♦①②❣è♥❡ ❡t ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ s♦♥t ✿ ❧✬❡❛✉✱ ❧❡ ♠♦♥♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✱
❧❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✱ ❧❡s s✐❧✐❝❛t❡s ✭❙✐❖✮✱ ❡t ❧❡ ❝❛r❜♦♥❡ s♦❧✐❞❡✳ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❞✬❛✉tr❡s
ét✉❞❡s ❞❡ ❞✐sq✉❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s✉r q✉❡❧q✉❡s ❤②♣♦t❤ès❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦♣♦s❡r ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s r❡❧❛t✐✈❡s
❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❚❛❜❧❡ ❉✳✹✳

➚ ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❛ ❚❛❜❧❡ ❉✳✺✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ♥❡✐❣❡s
❞❛♥s ❞❡✉① ❥❡✉♥❡s ❞✐sq✉❡s ❝♦♥♥✉s s✐t✉és ❛✉t♦✉r ❞✬ét♦✐❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❆ ✭❝♦♠♠❡ β P✐❝✮✱ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r
✉♥❡ ✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡s ❧✐❣♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❥❡✉♥❡ ❞✐sq✉❡ ❞❡ β P✐❝✳ ▲❡s s✐❧✐❝❛t❡s ❡t ❧❡
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❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✶✿ ❙❝❤é♠❛ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡s ❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡
✭❈✮ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡ ✭❖✮✱ ❛✉t♦✉r ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s ✭s♥♦✇❧✐♥❡✮ ❞✉ CO2✱ ❞❛♥s ✉♥ ❥❡✉♥❡ ❞✐sq✉❡
♣r♦t♦♣❧❛♥ét❛✐r❡✳ ▲❡s ❣r❛✐♥s ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡ s♦♥t r❡♣rés❡♥tés ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠♦r❝❡❛✉① s♦❧✐❞❡s ✢♦tt❛♥t
❞❛♥s ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ ✭❧❡s ♣❡t✐ts ♣♦✐♥ts✮ ❞✉ ❞✐sq✉❡✳ ❙❡ ré❢ér❡r ❛✉ t❡①t❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❞❡ ❝❡ s❝❤é♠❛✳
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❊s♣è❝❡ ❝❤✐♠✐q✉❡ ❆❜♦♥❞❛♥❝❡ ❈♦♠♠❡♥t❛✐r❡

H2O ✶ ♣r✐s❡ ❝♦♠♠❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡
CO ✶ P♦♥t♦♣♣✐❞❛♥ ❡t ❛❧✳ ✷✵✵✺
CO2 ✵✳✷ ❘❛♣♣♦rt ✺ ✿✶ ❛✈❡❝ ❧❡ ❈❖ ✭▼❛r❜♦❡✉❢ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✹✮
❈ ✭❣r❛✐♥s✮ ✵✳✹ ❱❛❧❡✉r ❝❤♦✐s✐❡ ♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥ ❈✴❖ ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ✵✳✺✻
❖ ✭s✐❧✐❝❛t❡s✮ ✵✳✺ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧❛❣❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r Ö❜❡r❣ ❡t ❛❧✳ ✷✵✶✶

❚❛❜❧❡ ❉✳✹✿ ❚❛❜❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ✭r❡❧❛t✐✈❡s à ❧✬❡❛✉✮ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦rt❡✉rs ❞❡
❝❛r❜♦♥❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡✱ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧✐✜é ❞✉ ❞✐sq✉❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥ét❛✐r❡ ❞❡ β P✐❝✳

▲✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s
H2O CO2 CO

Té✈❛♣ ✶✸✺ ❑ ✹✼ ❑ ✷✵ ❑

❆❯ ❆✉r ✾✳✷ ❯❆ ✾✻✳✸ ❯❆ ✻✹✷✳✽ ❯❆
❱✽✾✷ ❚❛✉ ✽✳✸ ❯❆ ✺✶✳✷ ❯❆ ✷✷✸✳✻ ❯❆

❚❛❜❧❡ ❉✳✺✿ ❚❛❜❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡s t❡♠♣ér❛t✉r❡s ❞✬é✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❞❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♠♦❧é❝✉❧❡s
♣♦rt❡✉s❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ❡t ❞✬♦①②❣è♥❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ♥❡✐❣❡s ❛ss♦❝✐é❡s ✭❡♥
❯♥✐tés ❆str♦♥♦♠✐q✉❡s✮✱ ♣♦✉r ❞❡✉① ❞✐sq✉❡s ♦❜s❡r✈és ❛✉t♦✉r ❞✬ét♦✐❧❡s ❞❡ t②♣❡ ❆ ✭❝♦♠♠❡ β
P✐❝✮ ✿ ❆❯ ❆✉r✐❣❛✱ ❡t ❱✽✾✷ ❚❛✉r✉s✳ ❱❛❧❡✉rs t✐ré❡s ❞❡ ❆♥❞r❡✇s ❡t ❲✐❧❧✐❛♠s ❬✷✵✵✺❪✳

❝❛r❜♦♥❡ s♦❧✐❞❡ s♦♥t ❞❡s ♠❛tér✐❛✉① ré❢r❛❝t❛✐r❡s✱ q✉✐ ♥✬❡①✐st❡♥t q✉❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ s♦❧✐❞❡✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❣❛③ ❡t ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ♦✉ r❛♣♣♦rt

fs/g✱ ♣❡✉t êtr❡ s✉♣♣♦sé é❣❛❧ à ✵✳✵✶✱ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❝♦✉r❛♥t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞✐sq✉❡s ❝✐r❝✉♠st❡❧❧❛✐r❡s✳
➪ ♣❛rt✐r ❞❡ ❧à✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s q✉❛♥t✐tés s♦♥t ♣♦sé❡s✳ P❧❛❝❡ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ✦

❚❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ▲✬✉♥❡ ❞❡s t❤é♦r✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥èt❡s ❡①trê♠❡♠❡♥t ♠❛ss✐✈❡s ❝♦♠♠❡ β P✐❝ ❜ ✭❡♥✈✐r♦♥ ✶✷ ♠❛ss❡s ❞❡ ❏✉♣✐t❡r✱
12MJup✮✱ ❡st ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ✉♥❡ ♣r♦t♦♣❧❛✲
♥èt❡✱ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ✜♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✱ s❡ ❢♦r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❞✐sq✉❡✳ ❙✉✐t❡ à ç❛✱ ❧❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥èt❡✱ q✉✐ ❡st ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t
très ♣❡✉ ❞❡♥s❡✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ très ❣r❛♥❞ ❞✐❛♠ètr❡✱ ♣❡✉t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❛❝❝rét❡r ❞❡s ❣r❛✐♥s ❞❡
♣♦✉ss✐èr❡✱ ❝❛♣t✉rés ♣❛r s❛ très ♠❛ss✐✈❡ ❛t♠♦s♣❤èr❡✳ ❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❞✉r❡ t②♣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s
♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥èt❡ s❡ ❝♦♥tr❛❝t❛♥t ♣❡✉ à ♣❡✉ ♣❛r r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥t✳ ❆✉ ❜♦✉t ❞✬✉♥
❝❡rt❛✐♥ t❡♠♣s✱ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❛tt❡✐♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡✱ é✈è♥❡♠❡♥t
❝❛t❛❝❧②s♠✐q✉❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✉q✉❡❧ ❧❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥èt❡ s❡ ❝♦♥tr❛❝t❡ très ❜r✉t❛❧❡♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
s❛ t❛✐❧❧❡ q✉❛s✐♠❡♥t ❞é✜♥✐t✐✈❡✳ ❆♣rès ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❡st tr♦♣ ♣❡t✐t❡ ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r
❞✬❛❝❝rét❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st t❡r♠✐♥é❡✳

❉❛♥s ❝❡ s❝é♥❛r✐♦✱ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛
♠❛ss❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡✱ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡✳ ❖♥ é❝r✐t
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿

M♣❧❛♥èt❡ = Msolide +Mgaz ✭❉✳✸✵✮

▲❛ ♠❛ss❡ ✐ss✉❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ♣❡✉t ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ❧❛ ♠❛ss❡ ✐♥✐t✐❛✲
❧❡♠❡♥t ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢r❛❣♠❡♥t ❞✉ ❞✐sq✉❡ q✉✐ s✬❡st ❡✛♦♥❞ré✱ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❛❝❝rété❡ s✉✐t❡ à
❧✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t✱ ❛✈❛♥t ❧❛ ❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤②❞r♦❣è♥❡ ✿

Msolide = Msolide,initiale +M❛❝❝rété❡ ✭❉✳✸✶✮
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❈♦♠♠❡ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ♣ré❢ér❡♥t✐❡❧ ❞✉ ❣❛③ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡✱ ❧❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥èt❡
✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❢♦r♠é❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❞✉ ❣❛③ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣♦✉ss✐èr❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦♣♦rt✐♦♥s q✉❡ ❧❡
❞✐sq✉❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ Msolide,initiale = fs/gMgaz✱ ❞✬♦ù ✿

Msolide = fs/gMgaz +M❛❝❝rété❡ ✭❉✳✸✷✮

❉❛♥s ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ q✉❡❧ ❡st ❧❡ r❛♣♣♦rt ❈✴❖ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❄ P♦✉r ❧❡ s❛✈♦✐r✱ ✐❧ s✉✣t
❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ❛t♦♠❡s✳✳✳

■♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥❝♦r❡ q✉❡❧q✉❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ nC,s ✭r❡s♣✳ nO,s✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❡
❝❛r❜♦♥❡ ✭r❡s♣✳ ❞✬♦①②❣è♥❡✮ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡ s♦❧✐❞❡ ❞✉ ❞✐sq✉❡✱ ❡t nC,g ✭r❡s♣✳ nO,g✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞✬❛t♦♠❡s ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡ ✭r❡s♣✳ ❞✬♦①②❣è♥❡✮ ♣❛r ✉♥✐té ❞❡ ♠❛ss❡ ❣❛③❡✉s❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛t♦♠❡s ❞❡
❝❛r❜♦♥❡ ❝♦♥t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿

Ncarbone = nC,s ×Msolide + nC,gMgaz ✭❉✳✸✸✮

=
(
nC,g + fs/gnC,s

)
×Mgaz + nC,s ×M❛❝❝rété❡ ✭❉✳✸✹✮

❊t✱ ♣♦✉r ❧✬♦①②❣è♥❡ ✿

N♦①②❣è♥❡ =
(
nO,g + fs/gnO,s

)
×Mgaz + nO,s ×M❛❝❝rété❡ ✭❉✳✸✺✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❛♣♣♦rt ❈✴❖ ✿

C/O =

(
nC,g + fs/gnC,s

)
×Mgaz + nC,s ×M❛❝❝rété❡(

nO,g + fs/gnO,s

)
×Mgaz + nO,s ×M❛❝❝rété❡

✭❉✳✸✻✮

❚♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥✱ ❤♦r♠✐sM❛❝❝rété❡✱ s♦♥t ❝♦♥♥✉s ✿ ❧❡s t❡r♠❡s nX,s/g ♣❡✉✈❡♥t
s❡ ❝❛❧❝✉❧❡r à ♣❛rt✐r ❞❡s ❛❜♦♥❞❛♥❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❚❛❜❧❡ ❉✳✹✱ ❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ✭❣❛✲
③❡✉① ♦✉ s♦❧✐❞❡✮ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❀ fs/g ❡st ✜①é à ✵✳✵✶ ❀ ❡t ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ét❛♥t
❧❛r❣❡♠❡♥t ❞♦♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡ ❣❛③✱ ♦♥ ❛ Mgaz ≃ M♣❧❛♥èt❡ = 12MJup✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ tr❛❝❡r ❧✬é✈♦❧✉✲
t✐♦♥ ❞✉ r❛♣♣♦rt ❈✴❖ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s♦❧✐❞❡ ❛❝❝rété❡ M❛❝❝rété❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❡♥
❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✷✳

▲❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s t❡r♠❡s nX,s/g ét❛♥t ❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt
❛✉① ❞✐✛ér❡♥t❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ♥❡✐❣❡s✱ ❞❡✉① ❝♦✉r❜❡s s♦♥t tr❛❝é❡s ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✷✳ ❈❡s ❝♦✉r❜❡s ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ❡♥ ❞❡çà ❞❡ ❧✐❣♥❡
❞❡s ♥❡✐❣❡s ❞❡ ❧✬❡❛✉✱ ❡t ❡♥tr❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡s ♥❡✐❣❡s ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ CO2 ✭q✉✐ s♦♥t ❧❡s ❞❡✉①
❤②♣♦t❤ès❡s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ❉✳✺✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ β
P✐❝t♦r✐s ❜ s❡ s✐t✉❡ à ❡♥✈✐r♦♥ ✶✵ ❯❆ ❞❡ s♦♥ ét♦✐❧❡✮✳

❙✉r ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✷✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s é❧é♠❡♥ts ♦♥t été ❛❥♦✉tés✳ ▲❛ ♠❡s✉r❡ ❞❡
❈✴❖ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❛t♠♦s♣❤ér✐q✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❡st ✐♥❞✐q✉é❡
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❣r✐s❡ ✭✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ✻✽✪✮✳ ❚r♦✐s ❧✐♠✐t❡s à ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛t✐èr❡
s♦❧✐❞❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ♣❡✉t ❛❝❝rét❡r ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ s❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐❣♥❡s
✈❡rt✐❝❛❧❡s ✿ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❛❜s♦❧✉❡ ✐ss✉❡ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞✐sq✉❡
à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥èt❡ ✭❧❛ ♣❧✉s à ❞r♦✐t❡✮✱ ❡t ❞❡✉① ❧✐♠✐t❡s t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛
✈✐t❡ss❡ ❞✬❛❝❝rét✐♦♥ ❡t ❞✉ t❡♠♣s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭♣♦✉r ✶✵✵✵✵ ❛♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ♦♣t✐♠✐st❡✱
❡t ✶✵✵✵ ❛♥s✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ♣❧✉s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣ré✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥✮✳

❈❡ q✉❡ ♠♦♥tr❡ ❝❡tt❡ ❋✐❣✉r❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ♦♣t✐♠✐st❡ ✭❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡ ♥❡✐❣❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞✉ CO2✱ t❡♠♣s ❡①trê♠❡♠❡♥t ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ♣ré✲❞✐ss♦❝✐❛t✐♦♥
♣❡r♠❡tt❛♥t à ❧❛ ❥❡✉♥❡ ♣r♦t♦♣❧❛♥èt❡ ❞❡ r❛♠❛ss❡r t♦✉t❡ ❧❛ ♠❛t✐èr❡ s♦❧✐❞❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡✮✱ ✐❧ ❡st
❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❈✴❖ ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ♠❡s✉ré à ♣❛rt✐r ❞❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ●❘❆❱■❚❨✳
❈❡ s❝é♥❛r✐♦ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ t✐❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥t ❧❛ r♦✉t❡✳
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❆❝❝rét✐♦♥ ❞❡ ❝÷✉r ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥♥❡❧ ✿ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞✬❛❝❝rét✐♦♥ ❞❡ ❝÷✉r✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
♣❧❛♥ét❛✐r❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❧♦♥❣✱ ❡t s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ tr♦✐s ♣❤❛s❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ✿ ❞❛♥s ✉♥❡
♣r❡♠✐èr❡ ♣❤❛s❡✱ ✉♥ ❝÷✉r ♣❧❛♥ét❛✐r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦❛❣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛✐♥s s♦❧✐❞❡s ❀ ✉♥❡
❢♦✐s ❧❡ ❝÷✉r ❢♦r♠é✱ ❧❛ ♣r♦t♦♣❧❛♥èt❡ ❛❝❝rèt❡ ❧❡♥t❡♠❡♥t ❡t ré❣✉❧✐èr❡♠❡♥t ❞✉ ❣❛③ ❡t ❞❡s ♣♦✉ss✐èr❡s ❀
à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♠❛ss❡✱ ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬❛❝❝rét✐♦♥ ❣❛❧♦♣❛♥t❡ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡✱ ❡t ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
❛❝❝rèt❡ ✉♥❡ é♥♦r♠❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❣❛③ ❡♥ très ♣❡✉ ❞❡ t❡♠♣s ❀ ❝❡tt❡ ❛❝❝rét✐♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ s♦♥ ❣❛③
❧❛ ré❣✐♦♥ ❞✉ ❞✐sq✉❡ ♦✉ ♦r❜✐t❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✱ st♦♣♣❛♥t t♦✉t❡ ❛❝❝rét✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡✱ ❡t ♠❡tt❛♥t ✉♥
t❡r♠❡ à ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳

❈❡ s❝é♥❛r✐♦ ❡st ❛ss❡③ ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡♥ ❝❡ s❡♥s q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧❛
♠❛t✐èr❡ s♦❧✐❞❡ ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❡st ♣✐é❣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝÷✉r✱ ✐♥❛❝❝❡ss✐❜❧❡
à ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❈✴❖ ♦❜s❡r✈é ❡st ❛❧♦rs ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❡ ❈✴❖ ❞❡ ❧✬❛t♠♦s♣❤èr❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♣♦sé❡ ❞✉ ❣❛③ ❡t ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛❝❝rété ❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥✐t✐❛❧❡ ❞✉ ❝÷✉r✳ ❆✉tr❡♠❡♥t
❞✐t✱ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ s❝é♥❛r✐♦ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ✓ ❞é♠❛rr❡ ✔ ❛✈❡❝ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ s♦❧✐❞❡
Msolide,initiale✱ ♠❛✐s s♦♥ ❛t♠♦s♣❤èr❡ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡ ❞✉ s♦❧✐❞❡ ❛❝❝rété ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ▲❡ ❈✴❖ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s s✬é❝r✐t ✿

C/O =
nC,g ×Mgaz + nC,s ×M❛❝❝rété❡

nO,g ×Mgaz + nO,s ×M❛❝❝rété❡
✭❉✳✸✼✮

▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ✈✐t❡ss❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r
❡✛♦♥❞r❡♠❡♥t ❡st ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①trê♠❡♠❡♥t r❛♣✐❞❡ ✭q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❛♥♥é❡s t♦✉t ❛✉ ♣❧✉s✮✱
❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❛❝❝rét✐♦♥ ❞❡ ❝÷✉r ❡st ❧❡♥t❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t t②♣✐q✉❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s
♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥❡ ♣❧❛♥èt❡ ♣❛r ❝❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡✳

▲❛ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬❛❝❝rét✐♦♥ ❞❡ ❝÷✉r s♦✐t ❧❡♥t❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ ✉♥ tr❛✐t❡♠❡♥t ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t ❞❡
❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✸✼ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✸✻ ❡✛❡❝t✉é ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✳ ❊♥
❡✛❡t✱ s✉r q✉❡❧q✉❡s ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❡ ❞✐sq✉❡ ❛ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❤✐♠✐q✉❡♠❡♥t✳
▲❛ ❝❤✐♠✐❡ ❞❡s ❞✐sq✉❡s r❡st❡ ♠❛❧ ❝♦♠♣r✐s❡✱ ♠❛✐s ❞❡s tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
ré❛❝t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡s s♦♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝✐t❡r ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡♥ ❞✐❤②❞r♦❣è♥❡ ❡t ❞✐♦①②❣è♥❡ 2H2O → O2+2H2✳ ❱✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧✬ét✉❞❡
♠❡♥é❡ ✐❝✐✱ ❧❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❝❡ ❝❡tt❡ ré❛❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ✉♥❡ ♣❛rt ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡
❧✬♦①②❣è♥❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ s♦❧✐❞❡ ✭❧❛ ❣❧❛❝❡ ❞✬❡❛✉✮✱ à ❧❛ ♣❤❛s❡ ❣❛③❡✉s❡ ✭❧❡ ❞✐♦①②❣è♥❡✮✳

❙✐ ❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡s ♥❡✐❣❡s ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡t ❞✉ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛r❜♦♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝
✐♠❛❣✐♥❡r ❞❡✉① s❝é♥❛r✐♦s✳ ❉❛♥s ✉♥❡ ♣r❡♠✐❡r s❝é♥❛r✐♦✱ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t
r❛♣✐❞❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ✶ ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬❛♥♥é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡ ❞✐sq✉❡ ♥✬❛ ♣❛s
s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ t❡♠♣s ♣♦✉r é✈♦❧✉❡r ❝❤✐♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬➱q✉❛t✐♦♥ ❉✳✸✼ t❡❧❧❡
q✉❡❧❧❡✱ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s t❡r♠❡s nX,s/g ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ❉✳✹✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ✉♥❡ ❝♦✉r❜❡ ❞♦♥♥❛♥t ❧❡ ❈✴❖ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s♦❧✐❞❡ ❛❝❝rété❡✱
❞♦♥♥é❡ ❡♥ ❋✐❣✉r❡ ❉✳✷✸ ✭❝♦✉r❜❡ ❜❧❡✉❡✮✳ ➚ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡♥ ♣❧❛ç❛♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❈✴❖ ♠❡s✉ré❡ ❛✈❡❝
●❘❆❱■❚❨✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✉♥❡ ❛❝❝rét✐♦♥ ❡①trê♠❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ✭❛✉ ♠♦✐♥s ✷✵✵ ♠❛ss❡s
t❡rr❡str❡s ❞❡ s♦❧✐❞❡ ❛❝❝rété✮ ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❈✴❖ ❞❡ ✵✳✷✾✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❞❛♥s ❝❡ ♣❛r❛❞✐❣♠❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❧❛♥ét❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s❝é♥❛r✐♦
✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❛ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ♣❧✉s ❧❡♥t❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❝❤✐♠✐q✉❡
❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡✱ ❡t ✐❧ ❢❛✉t t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ❡♥ ❞✐♦①②❣è♥❡✳ ❙✐ ❧❛ ♣❤❛s❡
❞✬❛❝❝rét✐♦♥ ❧❡♥t❡ ❡t ré❣✉❧✐èr❡ s✬ét❛❧❡ s✉r ❡♥✈✐r♦♥ ✼ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❛♥♥é❡s ♦✉ ♣❧✉s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧❛♥èt❡
❛❝❝rèt❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❣❧❛❝❡ ❞✬❡❛✉ ❞✉r❛♥t ❝❡tt❡ ♣❤❛s❡✱ ❝❡ q✉✐ ❧✉✐ ❛♣♣♦rt❡ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉① ❛t♦♠❡s ❞✬♦①②❣è♥❡✱ ♠❛✐s✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞✬❛❝❝rét✐♦♥ ❣❛❧♦♣❛♥t❡ s❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡✱ ❧❡ ❞✐sq✉❡
❛ s✉✣s❛♠♠❡♥t é✈♦❧✉é ♣♦✉r q✉❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡ ❣❛❣♥❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❞✐♦①②❣è♥❡✳ ❈❡
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