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Introduction

L’étude de l'existence et de la régularité des solutions d’équations aux dérivées par-
tielles, qu’elles soient d’évolution ou stationnaires, linéaires ou non linéaires, est une ques-
tion centrale qui représente un large pan actif de la recherche mathématique.

Le sujet principal de cette thése a trait & 1’étude microlocale fine des effets régula-
risants des équations d’évolution associées & deux classes d’opérateurs non-autoadjoints.
La premiére classe est celle des opérateurs non-locaux d’Ornstein- Uhlenbeck fractionnaires
qui apparaissent comme la somme d’une diffusion fractionnaire possiblement dégénérée et
d’un opérateur de transport linéaire. La seconde est constituée des opérateurs différentiels
quadratiques accrétifs, définis par la quantification de Weyl de formes quadratiques définies
sur ’espace des phases, a valeurs complexes et de parties réelles positives. Du fait d’une
possible non-commutation entre les parties autoadjointe et anti-autoadjointe de ces deux
classes d’opérateurs, des phénoménes d’hypoellipticité partiels peuvent se produire permet-
tant aux semi-groupes associés de jouir de propriétés de régularisation et de décroissance
dans certaines directions spécifiques de I'espace des phases. Ces directions sont précisément
décrites en utilisant notamment des techniques issues de I’analyse microlocale. La premiére
application de cette étude se situe dans le domaine des opérateurs sous-elliptiques. Grace
4 des résultats provenant de la théorie de l'interpolation, on déduit les propriétés sous-
elliptiques dont jouissent les opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires et les opéra-
teurs différentiels quadratiques accrétifs sur tout ’espace. La seconde application se situe
quant & elle en théorie du contrdle. En utilisant une version récemment revisitée de la mé-
thode de Lebeau-Robbiano, on obtient des résultats positifs de controlabilité a zéro pour
les équations paraboliques associées aux opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires et
aux opérateurs différentiels quadratiques accrétifs et posées sur tout I’espace euclidien, en
établissant des estimations d’observabilité précises pour les semi-groupes engendrés par ces
deux classes d’opérateurs.

Le présent manuscrit, divisé en deux grandes parties, est organisé de la fagon suivante.
La premiére partie, rédigée en langue frangaise, est constituée de trois chapitres. Le premier
est consacré a rappeler quelques notions et enjeux de théorie de la controlabilité & zéro.
Les deux chapitres suivants sont chacun destinés a présenter en détails les deux classes
d’opérateurs considérées ainsi que les résultats obtenus durant cette thése, sans démons-
tration (ou presque) mais avec mise en contexte bibliographique. La deuxiéme partie de ce
manuscrit, composée de trois chapitres et rédigée quant & elle en langue anglaise, est plus
technique et contient les démonstrations des résultats énoncés dans la premiére partie. Elle
est suivie d’une annexe visant d’une part & présenter la démonstration d’un résultat d’ob-
servabilité, & introduire les espaces de type Gevrey et de Gelfand-Shilov et & donner des
résultats concernant I’ordre d’un symbole quadratique en un point de I’espace des phases.
Un certain nombre de notations sont utilisées tout au long du manuscrit. Celles-ci sont
introduites au fur et & mesure de leur apparition, et sont également rassemblées dans le
dernier chapitre de cette annexe.






Premiére partie

Problémes étudiés et résultats obtenus






Chapitre 1

Controélabilité a zéro d’équations paraboliques posées sur
I’espace euclidien

1.1. Observabilité

Un des objectifs de cette thése est d’étudier la controlabilité & zéro de certaines classes
d’équations paraboliques dégénérées posées sur ’espace euclidien, de la forme

(0 + A)f(t,2) = h(t,2)1u(z), (t,2) € (0,400) x R,
£0,7) = fo € L*(R™),

ol A est un opérateur non borné qui engendre un semi-groupe fortement continu sur

L?(R™), tout comme son adjoint, et w C R™ est un borélien de mesure de Lebesgue stricte-

ment positive, avec 1,, sa fonction caractéristique. Rappelons que la notion de controlabilité
a zéro est définie comme suit :

(1.1.1)

DEFINITION 1.1 (Controlabilité & zéro). Soit T' > 0. L’équation (1.1.1) est dite contro-
lable a zéro depuis ’ensemble w en temps T si, pour n’importe quelle donnée initiale
fo € L*(R™), il existe un contréle h € L*((0,T) x R™), supporté dans (0,T) x w, telle
que la solution semi-groupe de ’équation (1.1.1) satisfait f(T,-) = 0.

D’aprés la méthode de dualité hilbertienne (Hilbert Uniqueness Method), introduite
par J. L. Lions [56] et dont on peut aussi trouver une présentation dans le livre [20]
(Théoréme 2.44) de J. M. Coron, la controlabilité a zéro de I’équation (1.1.1) est équivalente
a I'observabilité du systeme adjoint

{ Oy + A%)g(t,z) =0, (t,x) € (0,400) x R™,
9(0,-) = go € L*(R™).

On rappelle la définition de la notion d’observabilité :

(1.1.2)

DEFINITION 1.2 (Observabilité). Soit T > 0. On dit que ’équation (1.1.2) est obser-
vable depuis l'ensemble w en temps T s’il existe une constante Cp > 0 telle que, pour toute
donnée initiale go € L*(R™), la solution semi-groupe de (1.1.2) satisfait

T
(113) 9T Mary < Cr [ ot ) .
La constante Cp > 0 est appelée coit de controle en temps T > 0.

Comme l'expliquent K. Beauchard et K. Pravda-Starov dans l'introduction de leur
article [11], ’étude de la controélabilité a zéro des équations paraboliques dégénérées posées
sur Pespace euclidien, de la forme (1.1.1), a été encore assez peu explorée. Ce n’est pas le
cas en ce qui concerne ces mémes équations posées sur des domaines bornés {2 de R”, pour
lesquels plusieurs comportements ont été mis en lumiére : contrélabilité en tout temps
T > 0 depuis des ensembles de controles ouverts quelconques w C §2, contrélabilité a
zéro & partir d’'un temps minimal 7" > Ty > 0 ou bien nécessité d’imposer une condition
géométrique sur 'ensemble de contréle w C {2 pour obtenir de la controlabilité. On renvoie
de nouveau a l'introduction de [11] pour un état de 'art détaillé sur ce sujet.

La seule équation du type (1.1.1) pour laquelle la controlabilité & zéro est bien comprise
est celle de I’équation de la chaleur, correspondant au cas ot A = —A,. On dispose en effet
depuis les travaux récents [24, 88] d’une condition géométrique nécessaire et suffisante sur

5



6 1. CONTROLABILITE A ZERO D’EQUATIONS PARABOLIQUES

le sous-ensemble de controle w C R™ qui assure la controlabilité a zéro de cette équation
en tout temps T > 0. Cette condition est la notion d’ensemble épais introduite dans la
section suivante. Dans cette thése, on montre que cette notion d’épaisseur est une condition
suffisante sur ’ensemble de contrdle w C R™ assurant la controlabilité & zéro en tout temps
T > 0 de plusieurs classes d’équations paraboliques posées sur ’espace euclidien. Précisé-
ment, on établira ce résultat pour les équations associées & certaines classes d’opérateurs
d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires et d’opérateurs quadratiques accrétifs.

Une méthode classique en théorie du contrdle est la méthode dite de Lebeau-Robbiano.
Elle fut introduite par G. Lebeau et L. Robbiano dans l'article [52] pour étudier la contro-
labilité a zéro de I’équation de la chaleur posée sur des domaines bornés avec condition de
Dirichlet, et permet d’obtenir des résultats d’observabilité pour certaines classes d’équa-
tions paraboliques linéaires. De maniére générale, cette méthode requiert deux ingrédients
de natures différentes : une inégalité spectrale pour le support de controle et une esti-
mation de dissipation pour la solution semi-groupe de 1’équation. Dans ce travail, nous
allons utiliser une version récemment revisitée de cette méthode, due a K. Beauchard et
K. Pravda-Starov [11] (Théoréme 2.1), et qui s’énonce comme suit :

THEOREME 1.3 (Beauchard, Pravda-Starov). Soient 2 une partie ouverte de R™, w un
sous-ensemble borélien de Q de mesure de Lebesgue positive, (7 )k>1 une famille de projec-
tions orthogonales définies sur L2(Q) et (e~ >0 un semi-groupe de contraction fortement
continu sur L*(Q). On suppose qu’il existe des constantes c1,cy,c2,ch,a,b,to,m > 0 avec
a < b, telles que l'on ait l'inégalité spectrale

(1.1.4) Vg e LAQ)VE > 1, Ilmgllzam) < e il 2,
ainsi que ’estimation de dissipation
— —cot™ b
(1.1.5) Vg € L*(Q),Vk > 1,Vt € (0,t0), ||(1 —mx)(e “‘g)HLQ(Q) < che " gl r2(q)-

Alors il existe une constante C > 1 telle que 'on ait 'inégalité d’observabilité suivante

C T
VT > 0,Yg € L*(Q), He’TAgHiz(Q) < Cexp <Tm> /0 He*“‘gHiz(w) d.

Une démonstration de ce théoréme est présentée dans I’Annexe A. On remarque que
I'inégalité spectrale (1.1.4) est une propriété propre au support de controle w C R", tan-
dis que l'estimation de dissipation (1.1.5) est une propriété intrinséque du semi-groupe
engendré par 'opérateur A. Dans les deux sections suivantes, on discute ces deux types
d’estimations.

1.2. Inégalités spectrales et ensembles épais

Comme on vient de le voir, établir des résultats positifs de controlabilité a zéro pour des
équations du type (1.1.1) grace a une stratégie a la Lebeau-Robbiano requiert notamment
d’établir (ou d’utiliser) des inégalités spectrales de la forme (1.1.4). Dans cette section, on se
propose de discuter de ces inégalités pour des familles (7y)x>1 de projections orthogonales
coupe-fréquences. L’obtention de telles inégalités spectrales est liée a ’étude de principes
d’incertitudes et & la notion de paires fortement annulantes. Etant donnés deux boréliens
S, ¥ C R”, la paire (S,%) est dite fortement annulante s’il existe une constante C' =
C(S,%) > 0 telle que pour tout g € L?(R™),

9]l z2®ny < C(llgllL2@ms) + 19l L2®n\5))

avec g la transformée de Fourier de la fonction g. On remarque qu’une paire (S,%) de
boréliens de R"™ est fortement annulante si et seulement s’il existe une constante D =
D(S,%) > 0 telle que pour toute fonction g € L?(R") telle que glgm\x =0,

(1.2.1) 91l L2y < Dllgll L2\ 5)-
Une telle inégalité est en quelque sorte une version non quantitative de I'inégalité spectrale
(1.1.4) qui nous intéresse, avec w = R™\ S. On renvoie le lecteur a 'introduction de 'article
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[9] pour une discussion détaillée des notions de paire fortement et faiblement annulante,
dont cette section s’inspire. La description exhaustive de telles paires semble hors de portée
a I’heure actuelle. Néanmoins, il existe une description compléte des ensembles mesurables
S C R”™ qui forment une paire annulante avec un ensemble mesurable borné ¥ C R”. Elle
est donnée par le théoréme suivant, da a V. N. Logvinenko et J. F. Sereda [57].

THEOREME 1.4 (Logvinenko, Sereda). Soient S, ¥ C R™ des ensembles boréliens, avec
Y borné. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. La paire (S,X) est fortement annulante.
2. L’ensemble R™\ S est épais.

La notion d’épaisseur est définie comme suit :

DEFINITION 1.5 (Epaisseur). Soient v € (0,1] et a = (a1, ...,a,) € (R})"™. On consi-
dere le parallélogramme C = [0,a1] X ... x [0,a,] C R™. Un ensemble w C R" est dit
(v, a)-€épais s’il est mesurable et satisfait

n
Ve R", Leb(wnN(z+C)) >~ H aj,
j=1
ou Leb désigne la mesure de Lebesque sur R™. Un ensemble w C R" est dit épais s’il existe
v € (0,1] eta € (RY)™ tels que w est (7y, a)-€pais. Enfin, un ensemble w C R™ est dit y-épais
a léchelle L > 0, avec v € (0,1], lorsque w est (v, a)-épais avec a = (L, ..., L) € (R})"™.

Comme mentionné dans la section précédente, cette notion d’ensemble épais s’est ré-
vélée fondamentale en théorie du controle, depuis un résultat récent établissant que cette
condition appliquée au support de controle w C R™ est nécessaire et suffisante pour assurer
la controlabilité a zéro en tout temps T' > 0 de I’équation de la chaleur posée sur I'espace
euclidien, c¢f Section 3.6 du Chapitre 2.

Pour pouvoir exploiter I'inégalité spectrale (1.2.1) lors de 'utilisation du résultat d’ob-
servabilité Théoréme 1.3, on a besoin de connaitre la dépendance de la constante D(S, )
par rapport aux ensembles S et X. Dans le cas particulier ot X est un parallélépipéde,
on dispose du résultat quantitatif suivant, démontré par O. Kovrijkine dans larticle [49)]
(Théoréme 3) :

THEOREME 1.6 (Kovrijkine). Il existe une constante universelle K ne dépendant que de
la dimension n, que l’on peut supposer étre plus grande que e, telle que pour tout parallélépi-
pede J dont les axes sont paralléles aux axes de coordonnées et de longueurs by, ...,b, > 0,
et tout ensemble (v, a)-épais w C R™, on a

K" K((a,b>+n)
) l9ll 2,

Vg € L*(R™), Suppg C J, 9l 2mny < <7

avec (a,b) = a1by + ...+ anby.

Le Théoréme 1.6 fournit une inégalité spectrale dont on se servira systématiquement
dans la suite. Elle est présentée dans le résultat suivant :

COROLLAIRE 1.7. Considérons (my),>1 la famille des projections orthogonales coupe-
fréquences données par

Tt L*(R") — {g € L*(R") : Suppg C {£¢ e R" : [¢| < k}},

avec | - | la norme euclidienne canonique de R™. Pour tout ensemble épais w C R™, il existe
des constantes ¢ > 0 et ¢ > 0 telles que

Vg€ LXR™),Vk > 1, |mgllreme) < e gl

DEMONSTRATION. Soit w C R™ un ensemble (v, a)-épais, avec v € (0,1] et a € (R} )".
Pour tout g € L?(R"), par définition des projections , la fonction 74g est supportée dans
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la boule euclidienne fermée de R™ centrée en 0 et de rayon k, et donc dans 'hypercube
[—Fk, k]™, pour tout k£ > 1. On déduit alors du Théoréme 1.6 'estimation

Vg€ L*(R"),Vk > 1, ||mkgllr2@n) < e miglliz),

ol les deux constantes ¢ > 0 et ¢/ > 0 sont données par

Kn K" nKk
CZQK(G1+...+an)ln<>>O et c’:<> > 0.
Y Y

Cela termine la démonstration du Corollaire 1.7. O

Mentionnons que des inégalités spectrales similaires a celle donnée par le Corollaire 1.7
ont également été établies pour des projections orthogonales sur les premiers modes de
la base de Hermite de L?(R™). Citons notamment le résultat [9] (Théoréme 2.1) de K.
Beauchard, P. Jaming et K. Pravda-Starov :

THEOREME 1.8 (Beauchard, Jaming, Pravda-Starov). Considérons (my)r>0 la famille
de projections orthogonales sur les premiers modes de la base de Hermite

T o L2(R™) = Vectc{®a}aenn, (a|<ks

avec (®g)aenn la base de Hermite de L?(R™). Soit w C R™ un ensemble y-épais a l’échelle
L >0, avecy € (0,1]. Il existe une constante C = C(L,~y,n) > 0 dépendant des paramétres
v, L > 0 et de la dimension n ainsi qu’une constante universelle k = k(n) > 0 ne dépendant
que de la dimension n, telles que

K HL\/E
Vg € L2(R™), Vk > 0, Hwkgum(w)sc(v) Imegllzzo-

1.3. A propos des estimations de dissipation

Le deuxiéme ingrédient requis dans l'utilisation du Théoréme 1.3 est l'estimation de
dissipation (1.1.5), dont on discute & présent. Dans toute cette section, on considére (my)r>0
la famille de projections orthogonales coupe-fréquences

m : L2(R") — {g € L*(R™) : Suppg C {€ e R™ : |¢] < A}}.

Obtenir une estimation de dissipation du type (1.1.5) pour cette famille de projections
orthogonales requiert de manipuler un semi-groupe jouissant de propriétés régularisantes
spécifiques. Plus précisément, il est nécessaire et suffisant que ce semi-groupe régularise
dans un espace de type Gevrey G*(R™), avec s > 0, dont on renvoie & I’Annexe B pour la
définition. En effet, comme le montrent les Lemmes B.1 et B.4 de cette méme annexe, si
g € L?>(R™) est une fonction dont les hautes fréquences décroissent exponentiellement de
la fagon suivante

(131) 301,62 > O,V)\ 2 O’ H(l — 7T>\)gHL2(]Rn) S 016*02As’

alors ¢ est de régularité Gevrey G/ *(R™) et réciproquement, toute fonction de cet espace
vérifie une estimation haute-fréquence du type précédent.

A la vue de l'inégalité spectrale donnée par le Corollaire 1.7, et d’aprés la discussion
précédente, obtenir des résultats positifs de controlabilité a zéro pour I'équation (1.1.1)
depuis des ensembles de controle w C R™ épais grace au Théoréme 1.3, avec la famille de
projections orthogonales coupe-fréquence (my)r>0, nécessite que le semi-groupe engendré
par 'opérateur A* régularise dans un espace de type Gevrey G*(R™) d’indice 0 < s < 1,
i.e. dans un espace de fonctions ultra-analytiques. C’est dans cette situation que 'on se
placera systématiquement par la suite pour établir des résultats positifs de controlabilité
a zéro pour les équations paraboliques qui nous intéressent. Ces équations sont celles asso-
ciées a certaines classes d’opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires et d’opérateurs
quadratiques accrétifs. De plus, pour obtenir des estimations de dissipation du type (1.1.5),
on s’appuiera sur une étude fine générale des effets régularisants des semi-groupes associés
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a ces opérateurs, effectuée systématiquement au préalable, ainsi que sur les Lemmes B.2
et B.3 de cette méme Annexe B.






Chapitre 2

Opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires

2.1. Introduction

La premiére classe d’opérateurs a laquelle on s’intéresse est celle des opérateurs
d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires. Il s’agit d’opérateurs non locaux et non-autoadjoints
en général, somme d’une diffusion fractionnaire et d’un opérateur de transport linéaire. Plus
précisément, I'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire associé aux matrices réelles B
et @ de taille n x n, avec @ symétrique positive (non nécessairement inversible), et au réel
p > 0 est 'opérateur donné par

1
(2.1.1) P=g TP (—QV?) + (Bx,V,), z€R™

Dans la définition précédente, 'opérateur TrP(—QV?2) représente le multiplicateur de Fou-
rier de symbole (Q¢, &)P, et (Bx, V) désigne I'opérateur différentiel donné par

n n
(Bx,Vy) = ZZBi,jxjazia B = (Bi)i<i,j<n-

i=1 j=1

Dans toute la suite, on s’intéresse a la réalisation maximale de I'opérateur P sur L%(R"),
c’est & dire qu’on le munit du domaine

(2.1.2) D(P) = {ue L*R"): Pue L*(R")}.

Notre objectif est dans un premier temps d’étudier les propriétés de base de ces opé-
rateurs, et de montrer qu'ils engendrent des semi-groupes fortement continus sur L?(R").
Dans un second temps, on établira les propriétés régularisantes de ces semi-groupes. En
application de cette étude, on établira les estimations sous-elliptiques vérifiées par les opé-
rateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires et on s’intéressera a la controlabilité a zéro
des équations paraboliques associées, posées sur tout ’espace. Une partie des résultats
présentés dans ce chapitre est issue de l'article [4], écrit en collaboration avec J. Bernier
et soumis pour publication.

Un cas particulier d’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire que ’on rencontrera
dans toute la suite est I'opérateur de Kolmogorov fractionnaire donné par

(2.1.3) K= (-A)P +v-V,, (z,v)€R™

Il s’agit de 'opérateur défini en (2.1.1) dans le cas particulier ou les matrices B et ) sont
données respectivement par

O0n I o2 0, Op
(2.1.4) B:<0n 0n> et @Q=2r <0n In>.

L’opérateur K joue un roéle important en théorie cinétique puisque 1’équation de Kolmo-
gorov fractionnaire

(O + K)u(t,z,v) =0, (t,z,v) € (0,400) x R” x R",
u(0,-,+) = ug € L*(R™),
avec 0 < p < 1, est un modéle simplifié de I’équation de Boltzmann spatialement inhomo-

géne sans cut-off. On renvoie le lecteur aux références [2, 31, 55, 83| pour plus de détails
a ce sujet.

11



12 2. OPERATEURS D’ORNSTEIN-UHLENBECK FRACTIONNAIRES

Dans tout ce chapitre, on considére l'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck L associé aux
matrices B et (), donné par

1
(2.1.5) L= Tr(QV2) + (Bx,V,), z€R"

Il s’agit de l'opérateur défini en (2.1.1) dans le cas particulier ot p = 1. Ces opérateurs
agissant sur des espaces de Lebesgue & poids ont été grandement étudiés au cours des deux
derniéres décennies. La structure de ces opérateurs a été analysée dans [50], tandis que leurs
propriétés spectrales sont étudiées dans |63, 71|. Les effets régularisants des semi-groupes
associés ont été étudiés dans [27, 28, 37, 59, 63, 71| et des estimations sous-elliptiques
globales ont été établies dans [14, 28, 37, 71]. On référe également le lecteur aux travaux
[21, 60] ou l'action de l'opérateur L sur des espaces de fonctions continues a été étudiée.
Rappelons que 'hypoellipticité de 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck L est caractérisée par
les assertions équivalentes suivantes :

1. L’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck L est hypoelliptique.

2. Les matrices symétriques positives

t
(2.1.6) Q: :/ e*SBQe*SBT ds,
0

sont inversibles pour un certain (de maniére équivalente, pour tout) ¢ > 0.
3. La condition de Kalman est vérifiée entre les matrices B et /Q :

(2.1.7) Rank [B | \/@] =n,

ou la matrice de taille n x n?

(B |/Q] =[VQ,BVQ,....B"\/Q],

est obtenue en écrivant consécutivement les colonnes des matrices B//Q, avec 0 < j <
n—1.
4. La condition de Hérmander est vérifiée :

Ve € R", Rank £(X1, Xo,...,X,, Y0)(x) =n,

les champs de vecteurs Yy et Xq,..., X, étant définis par
n
}/0:<Bx7v1‘>7 XZ:ZQl,jax]7 iz]—a"‘vn7
j=1

avec L£(X1, X, ..., Xn, Yp)(z) algeébre de Lie qu’ils engendrent au point = € R™.
La condition de Kalman (2.1.7) apparaitra de maniére naturelle par la suite.

2.2. Propriétés de base des opérateurs

Dans une premiére partie, nous nous intéressons aux propriétés de base des opérateurs
d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires, 1’objectif & court terme étant de démontrer que ces
opérateurs engendrent des semi-groupes fortement continus sur L2(R"). On étudie notam-
ment leurs graphes, leur caractére accrétif et nous donnons ’expression de leurs opérateurs
adjoints. La connaissance de certaines de ces propriétés seront indispensables pour étudier
la controlabilité a zéro des équations d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires posées sur tout
I'espace (connaissance des adjoints) ainsi que pour établir les propriétés sous-elliptiques
dont bénéficient les opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires (caractére accrétif).
Les principales propriétés que nous obtenons pour ces opérateurs sont résumées dans le
résultat suivant

THEOREME 2.1. Soit P l'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire défini en (2.1.1)
et équipé du domaine (2.1.2). Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. L’opérateur P est fermé,
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2. L’opérateur P + 5 Tr(B) est mazimal accrétif, c’est a dire
Vu € D(P), Re(Pu,u)p2gn) + %TI(B)HUH%Q(RH) > 0.
3. L’adjoint de l'opérateur P est donné par
P* = 3 TP(-QV2) — (B2, V) ~ Tx(B),

avec domaine
D(P*) = {u e L*(R") : P*u e L*(R™)}.

Grace au théoréme précédent, on peut démontrer que 'opérateur P engendre un semi-
groupe fortement continu (e~*);~¢ sur L?(R"). En plus, nous allons étre capable de donner
une formule explicite pour les opérateurs d’évolution e~tF. Une telle formule a déja été
établie par A. Kolmogorov dans 'article [48]| pour les opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck
(2.1.5) hypoelliptiques. Pour tout ¢ > 0 et u € L?(R"), cette formule s’écrit

]. 1 —1
2.2.1 ety = n/ e 2\ vily(e B —y) dy,
( ) (2m)2+/det Q¢ Jrn ( )
ou la matrice symétrique positive @ est celle définie en (2.1.6). L’inversibilité des matrices
(Q: est une des caractérisations de I'hypoellipticité des opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck
comme on I’a rappelé en section précédente. Grace & des calculs de transformée de Fourier,
on peut montrer que cette formule se réécrit sous la forme suivante pour tout ¢ > 0 et

u € L2(R")

1
ety = exp < — ;/ ‘\/éeatBTDI‘Q da> u(eitB').
0

La démonstration de ce fait est présentée en Sous-Section 4.1.2 du Chapitre 4. Par ailleurs,
Iexistence d’une mesure invariante p pour le semi-groupe de Markov (e~*F);>, i.e. d'une
mesure de probabilité sur R™ vérifiant

vVt > 0,Vu € Cp(R"), /n(etLu)(ac) du(z) = /n u(z) du(z),

ou Cp(R™) désigne 'espace des fonctions continues et bornées sur R™, est connue [22]
(Section 11.2.3) pour étre équivalente a la localisation suivante du spectre de la matrice B,
o(—B) c {z€C:Rez <0}.

Lorsque cette condition est vérifiée, la mesure invariante est unique et est donnée par

e_%<Q<;le’z>

(27) 2 /det Qoo
La notation L?(R™) sera utilisée par la suite pour désigner 'espace L*(R", ).

Dans ce travail, on démontre que 'opérateur P engendre un semi-groupe fortement
continu sur L?(R™) et on donne une formule explicite pour les opérateurs d’évolution
associés, généralisant la formule (2.2.1) de A. Kolmogorov :

“+o0o
(2.2.2) du(x) = dz avec Qoo :/ e_SBQe_SBT ds.
0

THEOREME 2.2. L’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire P défini en (2.1.1)
et équipé du domaine (2.1.2) engendre un semi-groupe fortement continu (e~'F)i>o sur
L2(R™) qui satisfait pour tout t > 0 et u € L*(R"),

1
—tP < 3 ™(B

He )tHUHm(Rn)-

uHLQ(R“)

tP est explicitement donné par la formule suivante

1
V¢t > 0’ e—tP = exp ( _ ;/ ‘featBTDsz da) e—t(Bx,Vx>‘
0

C’est grace aux formules explicites données par le théoréme précédent que nous al-
lons pouvoir étudier les effets régularisants des opérateurs d’évolution e *" engendrés par
Iopérateur P.

De plus, chaque opérateur d’évolution e~
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2.3. Effets régularisants des semi-groupes

Une fois acquise I'existence des semi-groupes engendrés par les opérateurs d’Ornstein-
Uhlenbeck fractionnaires, il est naturel de s’intéresser & leurs propriétés régularisantes.
Commengons tout d’abord avec un exemple simple.

EXEMPLE 2.3. Gréce au théoréme de Plancherel et & une étude de fonction immeédiate,
on constate que le semi-groupe engendré par le laplacien fractionnaire satisfait 1’estimation
suivante : pour tout m > 1, &1,...,&n € R, t > 0 et u € L?(R"),

» 2% [ 1
460,929 (e T 2l ) < 2 (TL6) (0 e

t2r j=1

¥

Ainsi, le semi-groupe de la chaleur fractionnaire régularise dans l’espace de type Gevrey
G'/(2P)(R™) en tout temps t > 0.

Notre objectif est de généraliser ce que I'on vient d’observer pour le laplacien fraction-
naire. Précisément, on cherche & décrire les sous-espaces vectoriels ¥ C R” tels que des
estimations de la forme

H <£17 v$> s <€m7 V.Z’>eitPuHL2(Rn) < Ct,m,ﬁl,...,ﬁm HUHLZ(R”)7

soient vérifiées pour tout m > 1, £1,...,&, € Y et t > 0, o Cp ey ¢, > 0 est une
constante strictement positive. La notation (-,-) représente la forme bilinéaire symétrique
sur C" définie en (E.0.1). Un autre objectif sera de décrire aussi finement que possible la
constante Cy ¢, > 0 par rapport a l'entier m > 1 et aux vecteurs &1,...,&, € X, au
moins pour des temps courts 0 < t < 1. Lorsque l'espace vectoriel ¥ coincidera avec
I'espace entier R (comme dans l’exemple précédent), on parlera d’effets régularisants
globaux tandis que lorsque X sera un sous-espace vectoriel strict de R™ (ce qui sera le
cas de maniére générale), on parlera d’effets régularisants partiels.

Pour pouvoir mener a bien cette étude, on a besoin de considérer 'espace vectoriel
S C R”™ défini par l'intersection de noyaux suivante

n—1
(2.3.1) S = () Ker (v/Q(BT)).
j=0

La structure de cet espace vectoriel, intrinséquement lié aux matrices B et @), va jouer
un grand role dans ’étude des opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires et des semi-
groupes qu’ils engendrent. On va notamment montrer que c’est I’orthogonal euclidien cano-
nique de cet espace S qui contient les directions régularisantes des opérateurs d’évolution
e tP j.e. ¥ = St est 'unique espace vectoriel maximal qui répond au probléme précédent.
Par définition, on peut considérer 0 < r < n—1 le plus petit entier tel que I'espace vectoriel
S s’écrit

(2.3.2) S =) Ker (v/QB")).
j=0

Cet entier r jouera un grand réle dans les sections & venir. Il apparaitra notamment dans
les estimations sous-elliptiques globales de la Section 2.4 ainsi que dans les inégalités d’ob-
servabilité de la Section 2.5. L’introduction de cet espace vectoriel est en grande partie
motivée par la notion d’espace singulier d’une forme quadratique définie sur l'espace des
phases, présentée dans la Section 3.2 du Chapitre 3. On renvoie & I'Exemple 3.11 de ce
méme chapitre ot le lien entre 'espace singulier des opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck gé-
néralisés et I'espace vectoriel S est décrit.

Afin de décrire précisément la dépendance des constantes Cy ¢, .. ¢,, > 0 par rapport
aux vecteurs &1, ...,&, pour des temps courts dans la suite, nous avons besoin d’intro-
duire la notion d’indice d’un vecteur & € S+. Considérons pour cela les espaces vectoriels
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Vo, ..., V, C R"™ définis pour tout k € {0,...,r} par

k
(2.3.3) Vi, = [ Ker (v/Q(BTY).
j=0
Les orthogonaux euclidiens canoniques de ces espaces forment une stratification de ’espace
vectoriel St d’aprés (2.3.2), i.e.

(2.3.4) Vit C...c Vvt =5
A partir de 1a, on peut définir I'indice 0 < kg, < r de tout vecteur §y € S+ par
(2.3.5) ke =min {0 <k <r:& €V}

Dans ce travail, en utilisant les formules explicites données par le Théoréme 2.2, on gé-
néralise le résultat observé dans I’Exemple 2.3 en montrant que les semi-groupes d’Ornstein-
Uhlenbeck fractionnaires régularisent partiellement en tout temps ¢ > 0 dans des espaces
de type Gevrey :

THEOREME 2.4. Soit P l'opérateur d’Ornstein- Uhlenbeck fractionnaire défini en (2.1.1)
et équipé du domaine (2.1.2). On considére 0 < r < n — 1 le plus petit entier qui satisfait
(2.3.2). Alors il existe des constantes ¢ > 1 et T > 0 telles que pour toutm > 1, &1, ..., &m €
St 0<t<T etue L2(R"),

P Cme%Tr(B)t m I
e e 01 (C) JEO Eq ey

2p .
7j=1

ou 0 < k¢; <1 désigne l'indice du vecteur §; € S+, Uorthogonalité étant prise par rapport
a la structure euclidienne canonique de R™.

Ainsi, le semi-groupe d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire (e=*¥');>q posséde des effets
régularisants G/ (2p) partiels. De plus, I’asymptotique en temps court de m différentiations
de ce semi-groupe dans les directions données par les vecteurs &1, ..., &, € ST est donnée
par O(tik&lf'”*k&”*%) et dépend donc des indices k¢, ..., ke, de ces différents vecteurs.

ExXeEMPLE 2.5. Considérons K D'opérateur de Kolmogorov fractionnaire défini en
(2.1.3). Un calcul immédiat montre que l'espace S associé aux matrices B et () données
par (2.1.4) vaut

(2.3.6) S =Ker (1/Q) NKer (v/QBT) = {0}.

L’entier 0 < r < 2n — 1 associé défini en (2.3.2) est donc égal & 1. On déduit du Théoréme
2.4 qu’il existe des constantes ¢ > 1 et T' > 0 telles que pour tout (o, 8) € N** 0 <t < T
et u € L2(R?"),

clel+18l

10202 (e )| 2 gany < ——— (@) (BYZ |Jul| a2,
E) = a4 g)lal+

la matrice B étant de trace nulle. Les opérateurs d’évolution e~*% régularisent donc dans

I'espace de type Gevrey G1/(2P) (R™) en tout temps t > 0. Notons que ce fait avait déja
été observé par Y. Morimoto et C.J. Xu dans l'article [67] (sans estimation qualitative
toutefois).

Un cas particulier important est celui ot I'espace S est réduit a zéro (comme dans
I'exemple précédent). Cette condition est équivalente au fait que la condition de Kalman
(2.1.7) soit vérifiée (voir le Lemme 4.17 pour une démonstration de ce fait). Dans ce cas,
le Théoréme 2.4 et une récurrence immédiate impliquent qu’il existe des constantes ¢ > 1
et T > 0 telles que pour tout « € N*, 0 <t < T et u € L*(R"),

la| L Tr(B)t
o — c%ez 1
(2.3.7) Hax (e tPU)HLz(Rn) < Tt )al (a2 [lul|2(gn),
2w
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puisque I'indice de n’importe quel vecteur & € S+ satisfait 0 < k¢, < r par définition. Dans
ce cas, le semi-groupe (e~");>¢ régularise dans 'espace de type Gevrey G'/(2P)(R™) en tout
temps ¢ > 0. On peut cependant obtenir des estimations plus générales que celles (2.3.7)
comme l'illustre le théoréme suivant. C’est ce résultat dont on se servira pour obtenir de
la contrélabilité & zéro pour les équations d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires posées sur
I’espace euclidien.

THEOREME 2.6. Soit P l'opérateur fractionnaire d’Ornstein-Uhlenbeck défini en (2.1.1)
et équipé du domaine (2.1.2). On suppose que la condition de Kalman (2.1.7) est satisfaite.
Alors il existe des constantes ¢ > 1 et T > 0 telles que pour tout ¢ > 0, 0 <t < T et
u € L2(R"),

Cl—}—qe% Tr(B)t

11216 ]| gy < 0% Jull 2geny,

) — t(ﬁ-{—r)q
ot 0 <r <n-—1 estle plus petit entier qui satisfait (2.3.2).

Les estimations données par le Théoréme 2.6 généralisent bien les estimations (2.3.7).
En effet, si ¢ = N > 1 est un entier non nul, on dispose de Iinégalite NV < eVN!, cf
(E.0.4), et on retrouve bien l'estimation (2.3.7) & partir du Théoréme 2.6.

A la vue du Théoréme 2.4, on peut se demander si les directions de ST sont les seules en
lesquelles on peut différentier les opérateurs d’évolution e *. Le résultat suivant donne une
réponse positive & cette question, et montre que le résultat du Théoréme 2.4 est optimal.

THEOREME 2.7. Soit P lopérateur fractionnaire d’Ornstein- Uhlenbeck défini en (2.1.1)
et équipé du domaine (2.1.2). On considére S l'espace vectoriel associé aur matrices B et
Q défini par (2.3.1). S’il existe t > 0 et & € R™ tels que lopérateur (€y, Vi )e t soit borné
L2(R™), alors & € S+, Uorthogonalité étant prise par rapport & la structure euclidienne
canonique de R™.

Pour terminer cette section, signalons que I’étude des effets régularisants des semi-
groupes engendrés par les opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptiques (2.1.5) admet-
tant la mesure invariante p donnée par (2.2.2) et agissant sur I'espace de Lebesgue associé
LZ (R™), a été menée dans une série de travaux par A. Lunardi [59], B. Farkas et A. Lunardi
[28], M. Ottobre, G. Pavliotis et K. Pravda-Starov [71], et M. Hitrik, K. Pravda-Starov
et J. Viola [37]. Dans ce dernier travail, les trois auteurs montrent [37] (Corollaire 3.2,
Corollaire 3.3) que la solution de type semi-groupe du probléme de Cauchy

(0y + L)u(t,x) =0, (t,z) € (0,400) x R™,
{ u(0,-) = ug € L;(R"),
satisfait pour tout ¢t > 0, m > 1 et (x1,&1) ... (2m, &) € R?™,
((w1,2) + (€1, Da)) .. (T, @) + {€m, Da))eFug € L (R),

et donnent une estimation de la norme de ces opérateurs en fonction de paramétres intrin-
séquement liés aux directions (11,£1) ... (Tm, &) € R2™

2.4. Estimations sous-elliptiques

Dans cette partie, on s’intéresse aux propriétés sous-elliptiques L? des opérateurs
d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires. Dans Particle [14], M. Bramanti, G. Cupini, E. Lan-
conelli and E. Priola ont obtenu des estimations globales LP, avec 1 < p < 400, pour
l'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptique L défini en (2.1.5). Afin de présenter leur
résultat, rappelons que 'opérateur L est hypoelliptique si et seulement si la condition de
Kalman (2.1.7) est vérifice et que dans ce cas, 'espace vectoriel S défini en (2.3.1) est
réduit & zéro, comme on ’'a déja remarqué. En conséquence, 'espace R” se stratifie de la
maniére suivante

(2.4.1) Vit C...C Vi =R",
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d’aprés (2.3.4), avec 0 < r < n — 1 le plus petit entier qui satisfait (2.3.2), les espaces
Vo...,Vr, C R™ étant définis en (2.3.3). Dans l'article [50], E. Lanconelli et S. Polidoro
montrent que ’on peut trouver une base orthonormale de R™ adaptée & cette stratification
telle que dans ces nouvelles coordonnées, 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptique
L devient

L= —% Tr(QV2) + (Bz,V,), = €R",
ot les matrices B et Q sont définies comme suit. Soit py = dim VOL et p; = dim VjL —
dim V]l_ 1 pour tout 1 < j <r. La suite d’entiers ainsi construite satisfait
Po=>pr=p2=>...2pr =L
D’une part la matrice symétrique positive Q est la matrice par blocs donnée par

- Qo 0
Q: (0 0) € Mn(R)a

avec (o une matrice symétrique définie positive de taille py. D’autre part, la matrice B
admet la structure par blocs suivante

By % ... % x
B: 0 BQ E S EMn(R),
o ... 0 B,

la matrice Bj étant de taille p; x p;_1 et de rang p; pour tout 1 < j < r. En exploitant cette
forme de I'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptique L, M. Bramanti, G. Cupini, E.
Lanconelli and E. Priola montrent dans [14] (Théoréme 1) que pour tout 1 < p < +o0, il
existe une constante Cj, > 0 telle que pour tout v € C§°(R"),

Po
Z Hagi,xjuHLp(Rn) < CP(HLU’”LP(R”) + HuHLP(R"))'
ij=1

En revenant dans les anciennes coordonnées (2.1.5), ces estimations s’écrivent de la fagon
suivante : pour tout 1 < p < +o0, il existe une constante ¢, > 0 telle que pour tout
u € C3°(R™),

B0 Do ull o zny < e (| Ltlloeny + llullon).

ou Py désigne la projection orthogonale sur ’espace vectoriel VOL. Dans le cas p = 2, le
théoréme de Plancherel permet de réécrire 'inégalité précédente sous la forme

(242) [IV@D: Pullzz(ge) < eal V@Il 2y + lull 2z

Ce résultat donne des estimations LP dans les directions elliptiques mais ne fournit aucun
controle dans les directions plus dégénérées R?" \ VOL. La propriété d’hypoellipticité de
Iopérateur L doit cependant permettre d’obtenir des controles dans les directions non-
elliptiques.

Dans ce travail, on s’intéresse uniquement au cas L? et on établit les estimations sous-
elliptiques vérifiées par I'opérateur P en toute généralité.

THEOREME 2.8. Soit P l'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire défini en (2.1.1)
et équipé du domaine (2.1.2). Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout u € D(P),

. _2p
Z H<\/§(BT)ka> 1+2kpUHL2(R”) < C(HPUHLQ(Rn) + ||UHL2(R")),
k=0

ot 0 <r <n-—1 estle plus petit entier qui satisfait (2.3.2).
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Lorsque la condition de Kalman (2.1.7) est satisfaite, le théoréme précédent per-
met d’établir une estimation sous-elliptique globale L? pour les opérateurs d’Ornstein-
Uhlenbeck fractionnaires.

COROLLAIRE 2.9. Soit P [opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire défini en
(2.1.1) et équipé du domaine (2.1.2). On suppose que la condition de Kalman (2.1.7) est
satisfaite. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout u € D(P),

r—1

2 2
Z H<\/@(BT)]€D:E> 1+§kpu”L2(Rn) + H<Dac> 1+§WUHL2(Rn) < C(HPUHL2(Rn) + ||UHL2(R"))>
k=0

ot 0 <r <n-—1 estle plus petit entier qui satisfait (2.3.2).

Ce résultat généralise l'estimation (2.4.2) de M. Bramanti, G. Cupini, E. Lanconelli et
E. Priola, et fournit des estimations sous-elliptiques pour 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck
hypoelliptique L dans les directions dégénérées de ’espace R™. Plus généralement, il montre
que lorsque la condition de Kalman (2.1.7) est vérifiée et que p > 1 est un entier strictement
positif, opérateur P posséde des propriétés sous-elliptiques globales L?

H(Dx)Qp(l_d)UHLz(Rn) S 1Pull g2 ey + [Jull p2gnys
avec une perte de dérivées 0 < § < 1 par rapport au cas elliptique donnée par
_ 2rp
142

EXEMPLE 2.10. Soit K l'opérateur de Kolmogorov fractionnaire défini en (2.1.3). Le
Théoréme 2.8 fournit P'existence d’une constante ¢ > 0 telle que pour tout u € D(K),

2p
H<D:):> nguHLz(Rzn) + H<Dv>2puHL2(R2n) < C(HKUHLQ(RQ”) + ||u”L2(R2"))'

Mentionnons que dans leur travail [28], B. Farkas et A. Lunardi ont étudié les propriétés
sous-elliptiques vérifiées par les opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptiques (2.1.5)
admettant la mesure invariante p définie en (2.2.2) et agissant sur l'espace de Lebesgue
LZ(R”) associé & cette mesure. Plus précisément, ils ont obtenu [28] (Théoréme 8) une
injection du domaine de ces opérateurs dans ’espace de Sobolev anisotropique

D(L) C H2,2/372/5,...,2/(1+2r)(Rn’,u) C HQ/(1+2T)(Rn,M),

dont on renvoie & la Sous-section 3.2 de [28| pour la définition, avec 0 < r < n —1 le
plus petit entier qui satisfait (2.3.2). L'inclusion D(L) € H?(+27)(R™ 1) a 6té retrouvée
ensuite par M. Ottobre, G. Pavliotis et K. Pravda-Starov dans l'article [71] (Proposition
2.3).

2.5. Problémes de controélabilité a zéro

Dans la derniére partie de ce chapitre, on étudie la controlabilité a zéro des équations
d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires posées sur tout I’espace, i.e. des équations d’évolution

(0 + P)f(t,x) = h(t,x)1u(z), (¢ )€ (0,+00) X R",
f(o’ ) =fo € L2(Rn)’

avec P lopérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire défini en (2.1.1) et w C R™ un
borélien de mesure strictement positive. Dans toute cette section, on se place dans un
cadre hypoelliptique en supposant que la condition de Kalman (2.1.7) est satisfaite. On a
vu dans le Corollaire 2.9 de la section précédente que dans ce cas, 'opérateur P vérifie une
estimation sous-elliptique globale L?. La mention de cette propriété de sous-ellipticité est
purement informative, celle-ci n’intervenant dans aucune des démonstrations des résultats
présentés dans cette section.

Si cette équation n’a pas été étudiée de maniére générale pour tout réel p > 0, elle I’a été
dans le cas particulier ou p = 1. K. Beauchard et K. Pravda-Starov ont notamment montré
dans l'article [11] (Théoréme 1.3) que dans ce cas, 'équation (2.5.1) est controlable a zéro

(2.5.1)
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en n’importe quel temps strictement positif, dés lors que ’ensemble de contréle w C R"
est ouvert et satisfait la condition

(2.5.2) 35,7 >0,Vy e R", 3y e w, B(y,r) Cwet|y—1y|<éd.

Cette condition géométrique était jusqu’alors connue comme une condition suffisante as-
surant la controélabilité a zéro en tout temps T° > 0 de ’équation de la chaleur ainsi que
de l'équation de Kolmogorov posées sur tout l'espace, qui sont les équations (2.5.6) et
(2.5.5) avec p = 1, respectivement dans les travaux [64] et [89]. Leur stratégie a été d’uti-
liser le Théoréme 1.3 avec des inégalités spectrales du type (1.1.4) pour des projections
coupe-fréquences, obtenues par J. Le Rousseau et I. Moyano dans [51] (Théoréme 3.1).
K. Beauchard et K. Pravda-Starov ont également étudié dans Particle [10] la contrdla-
bilité & zéro des équations d’Ornstein-Uhlenbeck non-autonomes avec supports de controle
fixes posées sur tout ’espace
(2.53) (0y — L(t))f(t,x) = h(t,z)1,(z), (t,z)€ (0,+00) x R,
£(0,-) = fo € L*(R™),

ot L(t) désigne 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck non-autonome donné par
1
L(t) = 5 Tr(AMA@®) V) + (B(1), Va), @ €R”,

avec A, B € C*(I, M,,(R)) et I un intervalle de R contenant 0. Leur résultat principal a
ce sujet [10] (Théoréme 1.3) est un résultat positif de controlabilité a zéro pour I’équation
(2.5.3) sous une condition de Kalman généralisée et depuis des ensembles de controle
w C R™ satisfaisant la condition géométrique (2.5.2). Plus récemment, les mémes auteurs
en collaboration avec M. Egidi se sont intéressés [8] (Théoréme 1.5) & la controlabilité a
zéro des mémes équations mais depuis des ensembles de contrdles (w(t))ier dépendant du
temps. Ce théoréme donne une condition suffisante et une condition nécessaire sur cette

famille (w(t))ier pour assurer la controlabilité a zéro de 1’équation
(at - L(t))f(t,ﬂj‘) = h(tv x)]lw(t) (l’), (t,iL’) € (07 +OO) x R™,
f(Oa ) = fO € LQ(Rn)v

qui permet d’étendre le résultat [10] (Théoréme 1.3). Appliqué au cas autonome, i.e. lorsque
ni les matrices A(t) et B(t), ni les ensembles de controle w(t) ne dépendent du temps, ce
résultat stipule plus précisément d’une part que si I’ensemble de controle w C R™ est épais,
alors I’équation d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptique (2.5.1) (cas p = 1) est controlable a
zéro depuis w en tout temps T > 0. D’autre part, si cette méme équation est controlable
a zéro depuis I’ensemble de controle w C R™ en temps 1" > 0, alors il existe des constantes
d,r > 0 telles que

T
(2.5.4) Vo € R", / Leb((ePw) N B(x,r)) dt > 6.
0
avec Leb la mesure de Lebesgue sur R” et B(z, ) la boule euclidienne de centre z € R” et
de rayon r > 0. On discutera de cette condition géométrique plus loin dans cette section.
Ce théoréme généralise ainsi [11] (Théoréme 1.3) a des ensembles de controle épais.
Le cas particulier de I’équation de la chaleur fractionnaire
(2.5.5) (O + (=A)P)f(t,2) = h(t,2)1y(x), ¢>0, z€R",
2.5.5
f(07 ) = fO € L2(Rn)7

est quant a lui grandement étudié dans la littérature. Dans le cason 0 < p < 1/2, A. Koenig
a démontré dans [47] (Theorem 3) que cette équation n’est pas contrdlable & zéro en aucun
temps strictement positif depuis un ensemble de contréle w C R™ ouvert et distinct de R™.
De plus, aucun résultat positif de contrélabilité n’est connu pour des ensembles de controéle
non triviaux pour de telles valeurs de p. Ce n’est pas le cas lorsque p > 1/2, puisque
dans ce cas, L. Miller a obtenu dans le papier [65] la controlabilité a zéro en n’importe
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quel temps strictement positif de cette équation depuis des ensembles de contréles w C R"
qui sont des complémentaires de parties compactes de R™, voir la Sous-section 3.2 et plus
spécifiquement le Théoréme 3.1 de l'article [65]. On renvoie également au Théoréme 4.1
de [66] dans lequel le méme auteur améliore le cotit de controle apparaissant dans [65]
(Théoréme 3.1). A. Koenig a aussi étudié cette équation lorsque p = 1/2 dans [46], mais
seulement sur le tore T de dimension 1 et a démontré que lorsque w = T\ [a, b], avec [a, b] un
segment non trivial de T, 'équation (2.5.5) n’est contrdlable a zéro en aucun temps 7" > 0.
Le cas p = 1 correspondant & I’équation de la chaleur est maintenant bien compris depuis
les résultats récents obtenus indépendamment d’une part par M. Egidi et I. Veseli¢ dans
[24] et d’autre part par G. Wang, M. Wang, C. Zhang et Y. Zhang dans [88|, établissant
que I’équation de la chaleur posée sur tout l’espace est controlable a zéro en n’importe quel
temps strictement positif si et seulement si ’ensemble de contrdle w C R™ est épais. On
remarque que la notion d’épaisseur est plus faible que la condition (2.5.2) considérée dans
[11].

Dans ce travail, on montre que 1’épaisseur de ’ensemble de controle w C R"™ est une
condition qui assure la controlabilité en tout temps de 1’équation d’Ornstein-Uhlenbeck
fractionnaire hypoelliptique (2.5.1) posée sur tout 'espace.

THEOREME 2.11. Soit P [’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire défini en
(2.1.1) et équipé du domaine (2.1.2). On suppose que p > 1/2 et que la condition de
Kalman (2.1.7) est satisfaite. Siw C R™ est un ensemble épais, alors I’équation d’Ornstein-

Uhlenbeck fractionnaire (2.5.1) est controlable a zéro depuis w en tout temps T > 0.

Le Théoréme 2.11 est plus général que le Théoréeme 1.5 de [8] (appliqué aux équa-
tions d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptiques), puisqu’il permet de considérer des diffusions
fractionnaires. D’autre part, il étend le résultat de L. Miller mentionné ci-dessus puis-
qu’il implique que 'équation de la chaleur fractionnaire (2.5.5) est controlable a zéro en

n’importe quel temps T > 0 dés lors que p > 1/2 et que 'ensemble de controle w est épais.

ExXeEMPLE 2.12. Considérons K l'opérateur de Kolmogorov fractionnaire défini en
(2.1.3) avec p > 1/2. Si w C R™ est un ensemble épais, alors 1’équation de Kolmogorov
fractionnaire posée sur tout I'espace

(2.5.6) { (at + K)f(t’1:7v) = h(t,l‘,v)]lw(ajvv), (t,x,v) € (0, +oo) x R™ x R™,
£0,-,) = fo € L*(R*"),

est controlable & zéro en tout temps 7' > 0, puisque les matrices définies en (2.1.4) satisfont
la condition de Kalman (2.1.7) d’apreés (2.3.6).

La preuve du Théoréme 2.11 se base sur la méthode de dualité hilbertienne présentée
dans le Chapitre 1 et plus précisément, sur l'utilisation du Théoréme 1.3. Remarquons
1 1
grace au changement de variable g =e™2 Tr(B)t fetk=e"2 Te(B)tp,  que la controlabilité a
zéro de I’équation (2.5.1) est équivalente a la controlabilité a zéro de 1’équation
{ (Or + Peo)g(t,z) = k(t,x)1,(z), (t,z)€ (0,400) x R™,

(2.5.7) 9(0,) = fo € L2(R™),

ou 'opérateur P,, est défini par
1 1
(2.5.8) Peo =3 TP (-QV2) + (Bx, V) + 5 T(B).

L’avantage de l'opérateur P, par rapport a l'opérateur P est qu’il engendre un semi-
groupe de contraction d’aprés le Théoréme 2.2, qui est une condition requise pour pouvoir
appliquer le Théoréme 1.3. De plus, d’aprés le Théoréme 2.1, ’adjoint de 'opérateur P,
équipé du méme domaine que 'opérateur P est donné par

(P = 3 TP(~QV2) + (~Ba, V) + 5 Tr(~B),
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avec le méme domaine que P*. De plus, les matrices —B et /Q satisfont également la
condition de Kalman (2.1.7). Ainsi, d’aprés la méthode de dualité hilbertienne, le résultat
de controélabilité a zéro donné par le Théoréme 2.11 est équivalent au résultat d’observabilité
suivant :

THEOREME 2.13. Soit P,, l'opérateur défini en (2.5.8) et équipé du domaine (2.1.2).
On suppose que p > 1/2 et que la condition de Kalman (2.1.7) est satisfaite. Alors si
w C R™ est un ensemble épais, il existe une constante C' > 1 telle que pour tout T > 0 et

g € L*(R"),
T
2 c —tPuq
ey = Comp (S ) [ e g
T 2p—1 0

ot 0 <r <n-—1 estle plus petit entier qui satisfait (2.3.2).

He_TPcog

|iz(w) dt,

DEMONSTRATION. Considérons (7x),>1 la famille des projections orthogonales coupe-
fréquences données pour tout entier k > 1 par

Tt L*(R™") — {g € L*(R™) : Suppg C {£¢ € R": [¢] < k}}.

D’aprés le Corollaire 1.7 du Chapitre 1, il existe des constantes c1,¢] > 0 telles que 1'on
ait 'inégalité spectrale

Vg € LAR"),VE > 1, |Imegllpz@ny < 1 |Imigll r2 ).

D’autre part, comme la condition de Kalman (2.1.7) est satisfaite, on déduit du Théoréme
2.6 qu’il existe des constantes ¢ > 1 et T > 0 telles que pour tout ¢ > 0, 0 <t < T et
g € L*(R"),

1+q

_ C 9
|HDx|qe tPcog ‘LQ(R") < t(%Jﬂq)q qzr ||g||L2(R")'
D

Le Lemme B.2 de ’Annexe B entraine alors qu’il existe des constantes ca, ¢, > 0 telles
que 'estimation de dissipation suivante soit satisfaite pour tout g € L?(R"), k > 1 et
0<t<T,

_ o d42rpL2
(1= me)(e tPC"g)HLz(Rn) < che TR gl 2 g

Comme le semi-groupe (e~*Feo),5q est de contraction sur L?(R"™) et que 2p > 1 par hy-

potheése, le résultat du Théoréme 2.13 est une conséquence du Théoréme 1.3 (Chapitre
1). O

Le résultat du Théoréme 2.11 fournit une condition suffisante sur ’ensemble de controle
w C R™ qui assure la controélabilité & zéro en tout temps de I’équation d’Ornstein-Uhlenbeck
fractionnaire (2.5.1) sous la condition de Kalman. On peut également obtenir une condition
géométrique nécessaire sur ces mémes ensembles de controéle comme le montre le théoréme
suivant. On remarque qu’elle est identique a la condition (2.5.4) déja connue pour les
équations d’Ornstein-Uhlenbeck (cas p = 1).

THEOREME 2.14. Soient T > 0 et w C R™ un borélien de mesure de Lebesque stric-
tement positive. Si ’équation d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire (2.5.1) est contrélable a
zéro depuis l'ensemble w en temps T, alors il existe des constantes § > 0 et r > 0 telles
que

T
Vo € R", / Leb ((eth) N B(z,r)) dt > 4,
0
ou Leb désigne la mesure de Lebesque sur R™.

La condition géométrique (2.5.4) est plus faible que la notion d’épaisseur comme on le
vérifie dans la Section 4.4 du Chapitre 4. On vérifie également dans cette méme section que
dans le cas ou la matrice B est égale & zéro, tout support de controle w C R™ qui vérifie
la condition (2.5.4) est épais. Ainsi, grace aux Théorémes 2.11 et 2.14, on peut étendre le
résultat [24] (Théoréme 3) de M. Egidi et I. Veseli¢ a certaines équations de la chaleur
fractionnaires :
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COROLLAIRE 2.15. Soient p > 1/2, T > 0 et w C R"™ un borélien de mesure de
Lebesgue strictement positive. L’équation de la chaleur fractionnaire (2.5.5) est controlable
a zéro depuis l'ensemble w en temps T si et seulement si w est épais.

Excepté pour I’équation de la chaleur fractionnaire (2.5.5) lorsque p > 1/2, la question
de savoir si la condition géométrique donnée par le Théoréme 2.14 est en fait une condi-
tion nécessaire et suffisante pour assurer la contrélabilité & zéro de I’équation d’Ornstein-
Uhlenbeck fractionnaire hypoelliptique (2.5.1) est encore ouverte. De plus, aucun de nos
résultats ne traite de I’équation (2.5.1) lorsque 0 < p < 1/2, qui est donc un cas encore
ouvert de maniére générale.

Pour terminer ce chapitre, signalons que la contrélabilité a zéro des équations parabo-
liques

{ (O + L)f(t,x) = h(t,x)1,(z), (t,z)€ (0,400) x R",

f0,))=fo € Li(Rn)a
ou L est opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck hypoelliptique (2.1.5) admettant la mesure in-
variante p définie en (2.2.2), a été établie en tout temps 7' > 0 depuis des ensembles de
controle w C R™ satisfaisant la condition géométrique (2.5.2). Il s’agit du résultat [11]
(Corollaire 1.6) de K. Beauchard et K. Pravda-Starov.



Chapitre 3

Opérateurs quadratiques accrétifs

3.1. Introduction

La seconde classe d’opérateurs a laquelle on s’intéresse est celle des opérateurs quadra-
tiques accrétifs. Etant donnée g : R?® — C une forme quadratique a valeurs complexes, on
considére la réalisation maximale sur L%(R") de 'opérateur quadratique ¢*(x, D,) défini
comme le quantifié de Weyl de la forme quadratique g, i.e. 'opérateur pseudo-différentiel

(e, Dou(e) = oo [ (T2 €)uty) dyds

équipé du domaine
D(¢”) = {u € L*(R"™) : ¢"(x, Dy)u € L*(R™)}.

Les opérateurs quadratiques sont des opérateurs différentiels, non-autoadjoints en général,
puisque le quantifié de Weyl du symbole &5, avec (o, 8) € N?" tel que |a + (] = 2, est
donné par

1
(z2€P)? = Op® (z2¢P) = §(J:O‘D§ + Dfﬂ:a), avec Dy =i 'V,.

Lorsque la partie réelle de la forme quadratique q est positive, 'opérateur quadratique
q“(x, D;) ainsi défini est maximal accrétif et engendre un semi-groupe de contraction forte-
ment continu (e %" );> sur L2(R") d’aprés [43] (pp. 425-426). Dans ce travail, on cherche
a étudier les effets régularisants de ces semi-groupes pour pouvoir établir les propriétés
sous-elliptiques des opérateurs quadratiques accrétifs et étudier la contrélabilité a zéro des
équations paraboliques associées. Les résultats présentés dans ce chapitre sont issus des
articles [3| (publi¢ dans le Journal of the Institute of Mathematics of Jussieu) et [5] (écrit
en collaboration avec J. Bernier et soumis pour publication).

3.2. Espace singulier d’une forme quadratique

Considérons ¢ : R?® — C une forme quadratique & valeurs complexes et de partie réelle
positive. La notion d’espace singulier associé & la forme quadratique ¢, introduite par
M. Hitrik et K. Pravda-Starov dans l'article [34], est centrale dans I’étude de 'opérateur
quadratique accrétif ¢* (x, D, ) et du semi-groupe qu’il engendre. Cette section est consacrée
& introduire et discuter cette notion. L’espace singulier de la forme quadratique g est le
sous-espace vectoriel S de I’espace des phases donné par l'intersection de noyaux suivante

2n—1
S= () Ker(Re F(ImF)’) c R*",
=0

avec ' € My, (C) la matrice fondamentale de la forme quadratique ¢. La matrice F' est
définie comme 'unique matrice de Mo, (C) qui satisfait l'identité

VX,Y €R™, ¢(X,Y)=o(X,FY),

cf |40] (Definition 21.5.1), ou ¢(-,-) représente la forme polaire associée a la forme qua-
dratique q et o désigne la forme symplectique standard

o((,8),(y,n) = (&y) — (z.m), (2,9),(&n) € C,

23
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avec (-,-) la forme bilinéaire symétrique sur C" définie en (E.0.1). Par définition, on peut
considérer 0 < kg < 2n — 1 le plus petit entier tel que

ko
(3.2.1) S =[] Ker(Re F(Im F)/).

j=0
Cet entier va jouer un role fondamental dans tout ce chapitre.

Puisque la partie réelle de la forme quadratique ¢ est positive, son espace singulier S

peut également étre défini comme le sous-espace vectoriel de I’espace des phases ol tous
les crochets de Poisson HI’“m q Re ¢ s’annulent

S={XeR™:Vk>0, (Hf,,Req)(X)=0},
ot Hipy, 4 désigne le champ de vecteur hamiltonien associé a la partie imaginaire de g,
(3.2.2) Hipng=Velmg-V, —V,Imgq- Ve

Cette définition dynamique montre que l'espace singulier S correspond exactement a l’en-
semble des points X € R?" ou la partie réelle du symbole Re ¢ sous le flot du champ de
vecteur hamiltonien Hyy,, associé & sa partie imaginaire, soit ¢ — (Req)(etffmaX), s’an-
nule & tout ordre en t = 0. Ceci est équivalent au fait que cette fonction est identiquement
nulle sur R. Cette caractérisation de ’espace singulier montre en particulier que la forme
quadratique Req moyennée le long du flot du champ de vecteur hamiltonien Hyy 4 est
définie positive sur tout supplémentaire de ’espace singulier S dans I'espace des phases

T

1
VX € R? VT >0, (Req)r(X)= 2T/ (Req)(efmaX)dt =0 X € S.
-T

L’espace singulier S se trouve en fait étre I’ensemble des points de I'espace des phases en
lesquels le symbole ¢ est d’ordre infini. Rappelons que l'ordre de g au point X € R?" est
donné par

(3.2.3) k(X)=max{k>2:Vje{2,...,k},VI € {1,2}, ¢/(X) =0},

avec ¢y la notation introduite par L. Hérmander dans [41] (Chapitre 27) pour désigner le
crochet de Poisson itéré

(3.2.4) a1 =Hg, ... He, ai;, 1=(ir,....15) € 1,2},

ou g1 = Req et ¢o = Im g, la notation Hge, représentant le champ de vecteur hamiltonien
associé a la partie réelle de q,

HReq =V¢Req-V; —V,Req- Vg.

Cette notion d’indice d’un symbole en un point de I’espace des phases s’est révélée étre
centrale dans I’étude des opérateurs sous-elliptiques et de leurs caractérisations, depuis des
travaux de Y. Egorov |25, 26], L. Nirenberg - F. Tréves [69] et L. Hérmander [39, 41],
comme expliqué dans les articles |53, 77|. On vérifie dans le Lemme D.1 de I’Annexe D
que l'ordre de la forme quadratique ¢ est infini en tout point de I'espace singulier, soit

VX €S, k(X)=-+oo.

D’autre part, le symbole ¢ est d’ordre fini en tout point de R?"\ S. Cet ordre peut étre
déterminé explicitement. Pour ce faire, on considére les sous-espaces vectoriels V}, ¢ R?"
définis pour tout 0 < k < kg (avec 0 < kg < 2n — 1 le plus petit entier satisfaisant (3.2.1))
par

k
Vi, = (] Ker(Re F(Im F)).
§=0
A partir 14, on pose Wy = R?™\ Vj et Wi, = Vi1 \ Vi pour tout 1 < k < ko. Par
définition (3.2.1) de lespace singulier S, la famille ainsi construite forme une partition du
complémentaire de S dans ’espace des phases

R2n\S:WQ U...U Whk,.
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On peut alors déterminer finement 1’ordre de ¢ en tout point de R?"\ S,
(3.2.5) VE € {0,...,ko},VX € Wi, Kk(X) =2k,

en convenant que l'ordre du symbole ¢ en tout point de Wy vaut 0, ¢f Lemme D.2 de
I’Annexe D.

Comme l'illustre I'article [34], la notion d’espace singulier permet de décrire le spectre
d’une large classe d’opérateurs quadratiques accrétifs associés a des formes quadratiques
possiblement non-elliptiques. Plus précisément le résultat [34] (Théoréme 1.2.2) de M.
Hitrik et K. Pravda-Starov stipule que si la forme quadratique g est elliptique sur son
espace singulier S, i.e.

((x,&) €5, q(x7§) = 0) = (l’,f) =0,

alors le spectre de 'opérateur quadratique accrétif ¢* (z, D, ) est composé de valeurs propres
de multiplicité algébrique finie, données par

(3.2.6) o(q" (2, Dy)) = { S (ra+ 2ka)(—iA) € N},
A

la somme étant prise sur ’ensemble

{Neo(F): —ix e CLU (S(qls) \ {0})},

avec F' la matrice fondamentale de ¢, r) la dimension du sous-espace caractéristique de la
matrice F dans C2" associé & la valeur propre \ € o(F),

S(qls) =q(S) et Cp={z€C:Rez>0}.

Ce lien entre espace singulier et propriétés spectrales des opérateurs quadratiques accrétifs
est également mis en évidence ou utilisé dans les articles [71, 85]. On renvoie également
aux articles [35, 36] ou la notion d’espace singulier joue également un rdle important
dans la compréhension des propriétés spectrales et pseudo-spectrales de certaines classes
d’opérateurs pseudo-différentiels dégénérés admettant un point de caractéristique double.

Cette notion est aussi impliquée dans ’étude des propriétés sous-elliptiques des opé-
rateurs quadratiques accrétifs |37, 38, 75|, ainsi que dans I’étude des semi-groupes qu’ils
engendrent [34, 37, 38, 78] et celle de la controlabilité & zéro des équations paraboliques
associées |9, 11|. Un état de l'art détaillé concernant ces trois domaines sera présenté au
fur et & mesure de ’avancée de ce chapitre.

3.3. Effets régularisants des semi-groupes : approche par le calcul symbolique

Considérons ¢ : R?" — C une forme quadratique a valeurs complexes et de partie réelle
positive. L’objectif principal de ce chapitre est de donner une description des effets régu-
larisants des opérateurs d’évolution e %" engendrés par l'opérateur quadratique accrétif
q“(z,D,) en fonction de la structure de 'espace singulier S de la forme quadratique g.
Dans cette section, on va se restreindre a considérer des formes quadratiques dont ’espace
singulier est engendré par des éléments de la base canonique de R?". Le cas général sera
traité dans la Section 3.4 de ce méme chapitre.

3.3.1. Espace singulier réduit a zéro. Comme l'ont déja remarqué les auteurs
des travaux [34, 37, 38, 78|, la compréhension des effets régularisants des opérateurs
d’évolution et passe par la compréhension de la structure de I'espace singulier S. Cette
notion d’espace singulier permet notamment d’étudier la propagation des singularités de
Gabor des solutions de I’équation d’évolution

(O + ¢*(x,Dg))u =0, (t,z)€ (0,4+00) x R™,
u(0) = ug € L*(R™).
Rappelons que le front d’onde de Gabor W F(u) d’une distribution tempérée u € ¥/(R™)

caractérise les directions de l'espace des phases dans lesquelles cette distribution ne se
comporte pas comme une fonction Schwartz, ¢f [76] (Section 5). En particulier, pour
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toute distribution tempérée u € ¥'(R™), le front d’onde de Gabor WF (u) de u est vide si
et seulement si u € & (R™). L’inclusion microlocale suivante a été démontrée dans l'article
[78] (Théoréme 6.2) par K. Pravda-Starov, L. Rodino et P. Wahlberg,

(3.3.1) Vu € L2(R"),Vt >0, WF(e " u) C efme(WF(u)NS) C S,

ol (etHIm(I)teR désigne le flot engendré par le champ de vecteur hamiltonien (3.2.2) associé
a la partie imaginaire de la forme quadratique g. Ce résultat montre que les éventuelles
singularités Gabor de la solution e %"« ne peuvent venir que des singularités Gabor de la
donnée initiale u localisées dans ’espace singulier S et sont propagées le long des courbes
données par le champ de vecteurs hamiltonien Hi,,, associée a la partie imaginaire de g.
Des inclusions microlocales du type (3.3.1) ont également été établies pour d’autres types
de front d’onde, notamment des fronts d’onde Gelfand-Shilov [19] ou des fronts d’onde
polynomiaux [87].

Lorsque l'espace singulier S de la forme quadratique ¢ est réduit & zéro, I'inclusion
microlocale (3.3.1) montre que le semi-groupe (=" );>( régularise en tout temps ¢ > 0
dans l'espace de Schwartz & (R"),

(3.3.2) Vt > 0,Yu € LA2(R"), e '"ue P R").

Ce résultat était déja démontré dans l'article [34] (Théoréme 1.2.1). Cependant il ne fournit
aucun comportement en temps des semi-normes de 'espace de Schwartz des fonctions
e~*" 4 et ne montre en particulier pas comment ces semi-normes explosent en temps petit.
La réponse a cette question & été apportée par M. Hitrik, K. Pravda-Starov et J. Viola
dans Darticle [38], ol ces trois auteurs ont amélioré la propriété (3.3.2) en montrant, grace
a des techniques basées sur la transformation de FBI, que les opérateurs d’évolution e~%"
régularisent en tout temps ¢ > 0 dans l'espace Gelfand-Shilov S/ (R™) avec u = 1/2. De
plus, ils ont fourni une asymptotique des semi-normes associées a cet effet régularisant pour
des temps courts. On renvoie le lecteur & I’Appendice C pour la définition et les propriétés
de base des espaces Gelfand-Shilov. Plus précisément, le résultat [38] (Proposition 4.1)
stipule que lorsque ’espace singulier S de la forme quadratique g est réduit a zéro, il existe
des constantes tg > 0 et co > 0 telles que pour tout 0 < t < tg et u € L?(R"),

t2ko+1 D2422) _
(3.3.3) le o0 Pt )| oy < collull 2,
avec
12ko+1 D2i4a?) 9 B : +2ko+1 Alal+2
le = e tqwuHLQ(R") - Z (e tqwuv\pa>L2(Rn)} e o (ol

aeNn

ot 0 < ko < 2n — 1 désigne le plus petit entier qui vérifie (3.2.1) et (¥, )qenn représente la
base de Hermite de L?(R™). Cette estimation implique en particulier qu’il existe une autre
constante ¢ > 1 telle que pour tout 0 < t < tg, (o, ) € N*" et u € L*(R"),

clal+18]
) Val /B! |Jull 2 @ny,

™y <
)HL%R )_-tg%él(
comme le montre [38] (Inégalité (4.19)). Grace aux injections de Sobolev, on en déduit
aussi le controle suivant des semi-normes de l'espace de Schwartz des fonctions e %" v : il
existe une constante ¢ > 1 telle que pour tout 0 < t < tg, (o, 3) € N?" et u € L?(R"),

cltlal+8]
) Va! \/@ ||UHL2(R")a

3.3.4 2208 (et
( ) H I( || +|B]+2n

anfB(, —tq"
(3.3.5) |20y (e IIETE
ol s > n/2 est un entier fixé, ¢f [38] (Théoréme 1.2).

Le cas plus général ot 'espace singulier .S n’est pas nécessairement réduit a zéro mais
posséde une structure symplectique, au sens ou la restriction de la forme symplectique
canonique o & ’espace S est non dégénérée, se traite a partir de 1’étude des opérateurs
quadratiques accrétifs a espaces singuliers nuls. En effet, lorsque I’espace singulier S posséde
une structure symplectique, il a été démontré dans [37] (Sous-section 2.5) que la forme
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quadratique ¢ se décompose sous la forme ¢ = q; + ¢2 avec g; une forme quadratique
imaginaire pure définie sur S et g2 une forme quadratique a valeurs complexes de partie
réelle positive définie sur 'orthogonal symplectique canonique S de l'espace S. Le fait
que S et S7L possédent tous deux une structure symplectique implique que les opérateurs
qi’(x, Dy) et ¢¥(z, Dy) commutent, et il en va de méme des semi-groupes associés

V>0, e

Y= el T = gtz ol

Comme la forme quadratique q; est de partie réelle nulle, elle engendre en fait un groupe
unitaire (e7'1");cg sur L2(R™). Ainsi, les effets régularisants du semi-groupe (e=");>q
s’obtiennent par un changement de variable symplectique, sachant que le résultat de régu-
larisation connu pour les semi-groupes engendrés par les opérateurs quadratiques accrétifs
a espaces singuliers nuls s’applique au semi-groupe (e*tqéu )t>0. On renvoie le lecteur a la
Sous-section 2.5 de l'article [37] pour plus de détails quant a la réduction par tensorisa-
tion du cas des espaces singuliers avec structure symplectique au cas des espaces singuliers
réduits a zéro.

ExXEMPLE 3.1. Considérons ¢ € R un nombre réel et K, l'opérateur de Kramers-
Fokker-Planck avec potentiel externe quadratique défini par

1
K,=—-A,+ 1\v|2 + (0, V) — (VoVio(2), Vo), (z,v) € R*™,

ol le potentiel V, est donné par
1
Va(z) = §a|1:|2, z € R*",

On étudie I'action de cet opérateur sur L?(R??) et on '’équipe du domaine suivant :
D(K,) = {u € L*(R*") : K,u € L*(R*)}.

L’opérateur K, est un opérateur quadratique et sa forme quadratique associée g, est donnée
pour tout (z,v,&,n) € R4 par

1 .
QG($7U7§7"7) - ’77’2 + 1‘”‘2 + ? (<U7§> - a<$,7’]>) :

Un simple calcul montre que la matrice fondamentale de g, est donnée par
o 1| —ail, Oy 0, 2I,

@79 0, 05, 0, ail,

0, —3I, —il, O,

Ainsi, I'expression de l'espace singulier de la forme quadratique ¢, dépend de la valeur du
paramétre réel a. Lorsque a € R* est non nul, cet espace est donné par

(3.3.6) Se = Ker(Re F') N Ker(Re F(Im F)) = {0},
alors que
(3.3.7) So = Ker(Re F') N Ker (Re F/(Im F)) = R x {Orp } x {OR?} X {OR%}.

Dans les deux cas, 'entier 0 < kg < 4n — 1 défini en (3.2.1) vaut 1. Ainsi, dans le cas ou
a € R*, on déduit de (3.3.4) qu’il existe des constantes positives ¢, > 0 et ¢, > 1 telles que
pour tout 0 < t < t,, (a, 3,7,0) € N et u € L?(R?*?),

s cLHlal Bl 1+d] Ja /i
@ Y —tha | | | |
(3:3.8) [lz*v 8300 (e~ u)| 1> gony < Tiamnmpra V! VB AV [[u] 2 geny.-

Ces semi-groupes profitent donc de propriétés régularisantes Gelfand-Shilov dans les deux
variables d’espace et de vitesse. Cependant, lorsque a = 0, I'espace singulier Sy de la
forme quadratique gy n’admet pas de structure symplectique, puisque son supplémentaire
symplectique est donné par

(3.3.9) S§+ =Ry x R} x {Ogz } x R,
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et aucune théorie générale ne s’applique concernant 1’étude des propriétés régularisantes
éventuelles du semi-groupe de Kramers-Fokker-Planck sans potentiel (e ~'%0),5.

3.3.2. Espace singulier engendré par des éléments de la base canonique.
Dans ce travail, on cherche a généraliser les effets régularisants (3.3.4) aux formes quadra-
tiques dont I’espace singulier est engendré par des éléments de la base canonique de R?”
et ne posséde possiblement pas de structure symplectique, comme c’est le cas pour l'opé-
rateur de Kramers-Fokker-Planck sans potentiel K rencontré dans ’exemple précédent.
Dans ces cas plus dégénérés, on ne s’attend pas & ce que le semi-groupe engendré par la
forme quadratique ¢ posséde des effets régularisants dans des espaces de Gelfand-Shilov
dans toutes les variables comme en (3.3.4), mais plutdt des effets régularisants dans des
espaces de Gelfand-Shilov partiels. L’objectif est de caractériser les directions de ’espace
des phases dans lesquelles ce semi-groupe posséde des propriétés régularisantes. Dans la
suite, on aura besoin de la notation suivante :

DEFINITION 3.2. Soient n > 1 un entier, J un sous-ensemble de {1,...,n} et E un
sous-ensemble de C. On définit E'; comme le sous-ensemble de E™ dont les éléments x € E'}
satisfont

Vj ¢ J, T4 = 0.

Par convention, on pose E"f = {0} lorsque J est vide.

Grace & une stratégie basée sur le calcul symbolique, dont les grandes lignes sont
présentées juste aprés, on obtient le résultat suivant concernant les effets régularisants
des semi-groupes engendrés par les opérateurs quadratiques accrétifs & espaces singuliers
engendrés par des éléments de la base canonique de R??,

THEOREME 3.3. Soit ¢ : R*™ — C une forme quadratique & valeurs complexes et
de partie réelle positive. On suppose qu’il existe des ensembles I,J C {1,...,n} tels que
Uespace singulier S de q satisfait S+ = R? x R, On suppose également que l'inclusion
S C Ker(Im F) est satisfaite, avec F la matrice fondamentale de q. Alors, il existe des
constantes ¢ > 1 et 0 < tg < 1 telles que pour tout (o,B) € N} x N}, 0 < t < g et
u € L2(R"),

and —tq cltlal+1Bl Jal '
|05 (e U)HL2(R") = ko) (jal+]Bl+s) ¥ V! [l 22 @)

0t 0 < ko < 2n —1 est le plus petit entier qui satisfait (3.2.1) et s =9n/4+2|n/2] + 3.

Ce résultat montre que lorsque 'espace singulier S de la forme quadratique ¢ est
engendré par des éléments de la base canonique de R?" et que linclusion algébrique
S C Ker(Im F') est satisfaite, avec F' la matrice fondamentale de ¢, alors le semi-groupe
engendré par l'opérateur quadratique accrétif ¢%(z, D,) posséde des propriétés régula-
risantes dans un espace de Gelfand-Shilov partiel. De plus, les semi-normes associées
a ces effets régularisants sont controlés par (’)(t*(%O*l)('a'HﬂHs)) en temps petit, avec
s =9n/4 + 2|n/2] + 3. En particulier, le Théoréme 3.3 généralise les estimations (3.3.4)
connues dans le cas ol ’espace singulier est réduit a zéro, exception faite de la puissance
en temps (2ko + 1)(Ja| + |B| + s), qui n’est pas optimale.

Pour comprendre la présence de ’hypothése algébrique S C Ker(Im F'), qui n’apparai-
tra plus dans les résultats a venir de ce chapitre, il nous faut expliquer les grandes lignes de
la démonstration du Théoréme 3.3. Cette démonstration est basée sur I'utilisation du cal-
cul symbolique. Pour ce faire, on exploite le résultat suivant, démontré par L. Hérmander
dans I'article [43] (Théoréme 4.2) : pour tout t > 0, I'opérateur d’évolution e =" engendré
par l'opérateur quadratique accrétif ¢*(z, D,) (sans hypothése sur son espace singulier)
est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole de Weyl est une distribution tempérée
pr € ' (R™). Plus spécifiquement, c’est une fonction de L>(R?") explicitement donnée par
la formule de Mehler

e—o(X tan(tF)X)
(3.3.10) p(X) = ———— € L®(R*"), X € R*",

/det(cos(tF))
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dés lors que la matrice cos(tF) est non singuliére, avec F' la matrice fondamentale de
la forme quadratique g. Cette formule est valable en particulier pour des temps courts
0 <t < 1. Pour montrer que 'opérateur :Uo‘&fe_tqw est borné sur L%(R™) en temps petit,
avec (o, ) € N} x N et obtenir les estimations présentées dans le Théoréme 3.3, on étudie
son symbole de Weyl

(3.3.11) = 4 (i€)" & pr,
ol f désigne le produit de Moyal défini par

affb= e%U(Dz’Dy;D"’Dg)a(xv mb(y, E)}(y n=(z,£)’

dans le but d’appliquer une version qualitative du théoréme de Calderon-Vaillancourt.
De maniére générale, les parties réelle et imaginaire du symbole p; peuvent dépendre de
variables différentes, ce qui empéche le symbole (3.3.11) d’étre de classe C;°(R?") et donc
l'utilisation du théoréme de Calderon-Vaillancourt. L’hypothése algébrique S C Ker(Im F')
est faite pour prévenir cette situation. On renvoie le lecteur a la Sous-section 5.3.2 du
Chapitre 5 pour des explications plus détaillées concernant la présence de cette hypothése.

Notons que le Théoréme 3.3 s’applique a des formes quadratiques dont I’espace singulier
ne posséde pas de structure symplectique, comme l'illustre I'exemple suivant.

EXEMPLE 3.4. Considérons de nouveau la réalisation maximale sur L?(R?") de 'opé-
rateur de Kramers-Fokker-Planck sans potentiel externe Ky introduit dans I'Exemple 3.1,

1
Ky=—-A, + ZMZ + (v,Vy), (x,v) € R*™,
On rappelle que le symbole de Weyl de Ky est la forme quadratique ¢y définie par
1 .
(3.3.12) qo(@,v,&m) = n* + [ +i(v,€),  (z,0,€,m) R

La matrice fondamentale Fy et ’espace singulier Sy de go sont respectivement donnés par

L0 00 0, 20
7210, 0, 0n 0, |°
0n —il, —il, 0,

et
S() = Ker(Re F) N Ker(Re F(ImF)) = RZ X {ORQ} X {OR?} X {OR?]}

L’espace Sp ne posséde pas de structure symplectique comme on I’a déja vu en (3.3.9).
Comme l'orthogonal euclidien canonique de l'espace Sy est donné par SOL = R%" X R?,",
avec
I={n+1,....2n} e J={1,...,2n},
et que l'inclusion Sy C Ker(Im Fp) est vérifiée, le Théoréme 3.3 implique qu’il existe des
constantes cg > 1 et 0 < tg < 1 telles que pour tout (a,B3,7) € N*", 0 < t < tg, et
u € L2(R™),
5 K C(l)+|a|+\6|+|v|
o Y (,—tKo | | |
(3.3.13) Hv 0,0 (e u)HLQ(RQn) < 3o+ B T+ (13 /255) Val /BY /A ull 2 wen)-

On renvoie le lecteur 4 I’Exemple 3.12 ot des estimations plus précises seront obtenues pour
ce semi-groupe. Ainsi, le semi-groupe engendré par l'opérateur Ky posséde des propriétés
régularisantes dans l'espace de Gelfand-Shilov S}, (RY) avec p = 1/2 dans la variable de
vitesse et « simplement » des propriétés régularisantes dans ’espace de fonctions ultra-
analytiques G'/2(R") dans la variable d’espace. Comme on I’avait vu dans ’Exemple 3.1,
les semi-groupes engendrés par les opérateurs de Kramers-Fokker-Planck avec potentiel
externe quadratique non nul (dont les espaces singuliers sont réduits a zéro) profitent
quant a eux d’effets régularisants dans I'espace de Gelfand-Shilov SJi(R27%), ot p = 1/2,
dans les deux variables z € R” et v € R™.
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Le Théoréme 3.3 ne fournit qu’un comportement en temps court (non optimal) des
semi-normes associées aux effets régularisants dans des espaces de Gelfand-Shilov partiels
dont profitent les semi-groupes associés aux opérateurs quadratiques accrétifs a espaces
singuliers engendrés par des éléments de la base canoniques de R?". La stratégie adoptée
pour démontrer le Théoréme 3.3 ne permet pas en général d’obtenir des comportements en
temps grands pour ces semi-normes. En effet, la formule de Mehler (3.3.10), valide lorsque
0 <t < 1, peut ne plus I'étre lorsque t > 1. Par exemple, 'opérateur de Schrodinger
P = i(—A,+]|z|?) engendre un groupe (e*7);cr d’opérateurs unitaires sur L?(R™). Chaque
élement et de ce groupe est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole de Weyl
est donné par

1 (1612 2
— —i(|€]*+|z|®) tant e L>® R2"
(0,6 e (),

lorsque cost # 0, tandis que lorsque ¢t = 7/2 + km, avec k € Z, ce symbole est donné par
la masse de Dirac

(2,€) = i(=1)* 7 do(,€) € P/ (R*™).
Cet exemple, issu de l'article [43] (p. 427), montre que la condition det(tF") # 0, nécessaire
pour pouvoir appliquer la formule de Mehler (3.3.10), n’est pas vérifiée pour tout temps
t > 0 en général.

3.4. Effets régularisants des semi-groupes : approche par la décomposition
polaire

Soit g : R?™ — C une forme quadratique & valeurs complexes et de partie réelle positive.
Dans cette section, on cherche a généraliser et améliorer le résultat du Théoréme 3.3 en
donnant une description précise des effets régularisants dont bénéficie le semi-groupe en-
gendré par 'opérateur quadratique ¢¥(z, D) sur L?(R™). Le principal probléme rencontré
en section précédente, lors de ’étude de ces mémes effets régularisants, fut le caractére
non-autoadjoint des opérateurs d’évolution e~¢". Plus précisément, on a été confronté au
caractére non réel de leurs symboles de Weyl, donnés par la formule de Mehler (3.3.10).
Pour pallier a ce probléme, on va montrer que 1’étude de ces opérateurs peut se ramener a
I’étude d’une famille d’opérateurs autoadjoints par un calcul de décomposition polaire.

3.4.1. Décomposition polaire. On commence donc par donner une description pré-
cise de la décomposition polaire des opérateurs d’évolution e %", Plus précisément, on
cherche & montrer que pour tout ¢t > 0, Popérateur e *" se décompose comme le produit
d’un opérateur autoadjoint et d’un opérateur unitaire sur L?(R"), et méme plus précisé-
ment, sous la forme suivante

(3.4.1) et = emtal o THbY

ol a¢, by : R?™ — R sont des formes quadratiques qui dépendent du temps, avec a; positive.
Dans la formule (3.4.1), les opérateurs linéaires e %% et e =%’ sont définis comme suit. A
t > 0 fixé, les opérateurs quadratiques ay’ et ¢b) engendrent respectivement un semi-groupe
(e73%" ) 450 de contraction et un groupe (e ~*%"),cp d’opérateurs unitaires sur L2(R™). Les
opérateurs et et e " sont alors définis par

(3.4.2) el = g3

of  e—ithY — o—isbY

s=t s=t’

On remarque que si les opérateurs (Re ¢)" et (Im ¢)* commutent, alors la relation (3.4.1) est
satisfaite avec a; = Req et by = Im ¢q. De plus, I’égalité (3.4.1) donne bien la décomposition
polaire de lopérateur e *¢" comme défini dans la Sous-section 6.6.1 du Chapitre 6. Dans
toute la suite, on entend par décomposition polaire d'un opérateur borné sur L?(R") sa
décomposition en produit d'un opérateur borné autoadjoint positif et injectif sur L?(R"™)
et d’un opérateur unitaire sur L2(R"). En fait, 1’égalité (3.4.1) ne pourra étre montrée que
pour des petits temps 0 < t < 1. Dans le cas ou t > 1, une formule similaire & (3.4.1)
sera obtenue mais avec I'opérateur e %" remplacé par un opérateur unitaire U; qui a
priori ne prend pas la forme de 'opérateur défini en (3.4.2). En exploitant la structure
d’opérateur intégral de Fourier des opérateurs d’évolution e 4", donnée par un résultat de
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L. Hormander [43| (Théoréme 5.12) rappelé dans la Section 6.1 du Chapitre 6, on obtient
le résultat suivant :

THEOREME 3.5. Soit ¢ : R*® — C une forme quadratique complexe de partie réelle
positive. Il existe une famille (a;)icr de formes quadratiques positives a; : R®*™ — R,
qui dépendent de maniére analytique de la variable de temps t € R, et une famille (Uy)er
d’opérateurs métaplectiques, telles que les opérateurs d’évolution e 14" se décomposent sous
la forme

Vt >0, e =y,

De plus, il existe une constante T > 0 et une famille (by) —r<t<7 de formes quadratiques
réelles by : R?™ — R qui dépendent également de maniére analytique de la variable de temps
-T <t<T, telle que

Vt e [0,T), e 1" = tar e itht

On référe le lecteur & la Section 6.5 du Chapitre 6, ou la notion d’opérateur métaplec-
tique (et plus généralement, celle d’opérateur intégral de Fourier associé a des transforma-
tions symplectiques linéaires complexes) est définie.

Grace a la décomposition donnée par le théoréme précédent, ’étude des propriétés
régularisantes des opérateurs non-autoadjoints e %" se raméne a celle des opérateurs au-
toadjoints e 7% . Cependant, la connaissance d’une telle décomposition n’est utile qu’avec
une connaissance précise de ces opérateurs autoadjoints et | et plus précisément des
formes quadratiques a;. C’est 'objet du résultat suivant qui fournit une minoration fine
pour ces formes quadratiques en temps petit :

THEOREME 3.6. Soit ¢ : R*® — C une forme quadratique complexe de partie réelle
positive. On considére F' la matrice fondamentale de q et S son espace singulier. Soit (at)icr
la famille de formes quadratiques donnée par le Théoréme 3.5. Il existe des constantes
0<T <1etc>0 telles que pour tout 0 <t < T et X € R?",

ko
a;(X) > > t¥Req((ImF) X),
=0

0t 0 < kg < 2n —1 est le plus petit entier qui satisfait (3.2.1).
Le calcul des formes quadratiques a; et b; est trés difficile de maniére générale. Le

cas de 'opérateur de Kramers-Fokker-Planck sans potentiel externe fait exception comme
I'illustre 'exemple suivant :

EXEMPLE 3.7. Soit Ky la réalisation maximale sur L?(R?") de 'opérateur de Kramers-
Fokker-Planck sans potentiel externe défini dans I’'Exemple 3.1 (cas a = 0) par

1
Ko=—A, + Z|u|2 + (v, V), (x,v) € R*",

Pour tout t > 0, Popérateur d’évolution e~*%0 se décompose sous la forme

(343) e_tKO = e_taiue_(Sinht)<’vaaﬂ>’

ot 'opérateur quadratique aj’ est défini pour tout ¢ > 0 par
2sinht 2(tcosht —sinht
<v:lta vv> - ( )
cosht +1 t(cosht+1)

En effet, comme on va le voir dans la démonstration du Théoréme 3.5, établir la relation
(3.4.3) est équivalent & obtenir I'identité matricielle suivante :

1
al = —A, + Z‘”’Q — A,.

(3.4.4) e 2itIQ — (=it AL 2T B

ou J € Spy,(R) est la matrice symplectique définie en (5.1.6), @ € S4,(C) est la matrice
de la forme quadratique ¢ dans la base canonique de R*", et les matrices As, By € Syn(R)
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sont respectivement définies pour tout ¢t > 0 par

0n O, 0n 0n
) On 1o ( On ) 0
t = 2(t ht—sinht inht N

On On “Seomern In Gsheriln

O On  mirrle In

et
On On On On
__sinht

Bo=|ob by 2

On T 9t In On On

On On OTL On

De plus, I’égalité (3.4.4) se montre par un calcul direct.

Dans le Chapitre 2, nous avions déja obtenu un résultat de type décomposition polaire
pour les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires. En effet, considérons de nou-
veau 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaire P défini en (2.1.1) dans le Chapitre
2 et muni du domaine (2.1.2). Le Théoréme 2.2 de ce méme chapitre donne une formule
explicite pour les opérateurs d’évolution e~ *" engendrés par 'opérateur P. Elle est donnée
pour tout ¢t > 0 par

t [l
o tP — exp (_ 2/ ’\/éeatBTDx‘Qp da) o~ tBx,Va)
0

Il s’agit bien d’une formule de type décomposition polaire pour les opérateurs d’évolution
e tP Topérateur e HB%V=) ¢tant une similitude sur L?(R™) qui n’est pas unitaire en
général.

La méthode utilisée pour décrire la décomposition polaire des semi-groupes engendrés
par les opérateurs quadratiques accrétifs peut également étre utilisée pour obtenir d’autres
formules de décomposition. Par exemple, considérons l'oscillateur harmonique

H=-A,+z|>, zcR™

On démontre dans la Proposition 6.25 du Chapitre 6 (en dimension 1, mais la preuve fonc-
tionne en toute dimension par un argument de tensorisation), avec les méme arguments que
ceux utilisés pour démontrer le Théoréme 3.5, que pour tout ¢ > 0, 'opérateur d’évolution
et engendré par H sur L?(R") se décompose sous la forme

1 2 1. 1 2
et — e—E(tanhtﬂx\ e3 smh(?t)Awe—g(tanhtHx\ )

Ce type de décomposition est utilisée pour traiter des problémes d’analyse numérique,
comme dans l'article [12]| par exemple. Plus généralement, cette méthode peut étre em-
ployée avec n’importe quel semi-groupe engendré par un opérateur quadratique accrétif.

3.4.2. Description des effets régularisants. Grace & la formule de décomposition
donnée par le Théoréme 3.5 et I'estimation fournie par le Théoréme 3.6, on va pouvoir
décrire précisément les propriétés régularisantes des opérateurs d’évolution e %" en toute
généralité.

La problématique est sensiblement la méme que pour les semi-groupes d’Ornstein-
Uhlenbeck fractionnaires présentée dans la Section 2.3 du Chapitre 2 : on cherche a décrire
les sous-espaces vectoriels ¥ C R?" de 'espace des phases tels que des estimations de la
forme

[0, XD (Ko, X070 0| 2 gy < Com, X1, X 0llL2qeen),
soient vérifiées pour tout m > 1, Xy,..., X,, € Y et t > 0, ot Cymx,,...x,, > 0 est
une constante strictement positive. Pour tout Xy = (zg,&) € R?", on définit 'opérateur
différentiel (Xo, X)¥ par

(3.4.5) (X0, X)" = (xo, z) + (§0, Da),

avec (-, ) la forme bilinéaire symétrique sur C" définie en (E.0.1).
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Par abus de terminologie, les éléments de ¥ seront appelés directions régularisantes
dans la suite. Un autre objectif est de décrire le plus finement possible la constante
Ctm,X1,...Xm > 0 par rapport a l'entier m > 1 et aux vecteurs Xi,..., X,, € X, au moins
pour des temps courts 0 < ¢t < 1. En fait, on va démontrer que S contient toutes direc-
tions régularisantes pour le semi-groupe engendré par lopérateur ¢ (x, D,), i.e. il existe
un unique espace vectoriel maximal > C R™ qui répond a la problématique précédente
et il ’agit de ¥ = ST, 'orthogonalité étant prise par rapport a la structure euclidienne
canonique de R?".

Afin de décrire au mieux les constantes Cy, x,... x,,, introduites dans le paragraphe
précédent, par rapport aux vecteurs X1, ..., X,,, on a besoin d’introduire la notion d’indice
de tout vecteur de S*. S’inspirant du travail [37] de M. Hitrik, K. Pravda-Starov et J.
Viola, on considére de nouveau les espaces vectoriels Vp, ..., Vg, C R?" définis pour tout
0 <k <kgypar

k
(3.4.6) Vi = [ | Ker(Re F(Im F)Y),
j=0
ot 0 < ko < 2n — 1 est le plus petit entier qui satisfait (3.2.1). D’aprés (3.2.1), les espaces
vectoriels VOL, e th forment une famille croissante pour 'inclusion
1L 1L L
(3.4.7) VoG .C V=5

Cette stratification permet de définir 'indice de tout vecteur Xy € S+ par
(3.4.8) kix, =min {0 < k < ko : Xo € Vi-},

'orthogonalité étant prise par rapport a la structure euclidienne canonique de R?". Cette
notion d’indice d’un vecteur de S est reliée & la notion d’ordre du symbole ¢ en un point
de l'espace des phases, définie en (3.2.3). En effet, d’aprés (3.2.5), la forme quadratique ¢
est d’ordre fini en tout point Xy de S\ {0} € R?™\ S, et on vérifie dans le Lemme D.3
de ’Annexe D que cet ordre et I'indice de X satisfont 'inégalité suivante :

(3.4.9) k(Xo) < 2kx,.
Cette majoration est optimale puisqu’on montre dans ce méme lemme que
Vk € {0,...,]450},3)(0 € Vkl, k(Xo) = 2k.

L’inégalité (3.4.9) est donc atteinte.

Supposons dans ce paragraphe que 'espace singulier S de la forme quadratique g est
réduit a zéro. Comme on a déja vu dans la Section 3.3, le semi-groupe (e_tqw)tzg régularise
alors dans l'espace de Gelfand-Shilov S/ (R™), avec ;1 = 1/2, et on dispose des controles
(3.3.4) et (3.3.5) pour les semi-normes associées a cet effet régularisant en temps court.
La notion d’indice (3.4.8) a permis a M. Hitrik, K. Pravda-Starov et J. Viola d’améliorer
I'estimation (3.3.4) dans Darticle [37], dans le cas d’une différentiation dans n’importe
quelle direction Xy € R?". Précisément, le résultat [37] (Théoréme 1.1) stipule qu'il existe
une constante ¢ > 0 telle que pour tout Xo € R?, 0 <t <1 et u € L?(R"),

w c
(3.4.10) (X0, X) e " uHLZ(Rn) < ey | Xo| [Jull2 @y,

avec 0 < kx, < ko 'indice du vecteur Xg € R?". Ce résultat montre que la structure de
I’espace des phases donnée par la stratification

1 1 m2
Vit G ... G Vis =R,

permet de décrire précisément ’asymptotique en temps petit de Deffet régularisant des
opérateurs d’évolution e~4". En corollaire, ces trois mémes auteurs établissent [37] (Co-
rollaire 1.2) qu'’il existe une constante ¢ > 1 telle que pour tout m > 1, Xy,..., X,, € R?",
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0<t<letuec L}R"),
(3.4.11)

m

m
140, X)X, X)) < (HIX |> (M52 ul 2.

) - t(k0+§) ] 1

Cette estimation montre en particulier que le semi-groupe (6—tq“’)t20 régularise en tout
temps ¢ > 0 dans I'espace Gelfand-Shilov S/ (R™) avec u = 1/2 + ko. C’est un résultat de
régularisation moins précis que celui donné par (3.3.4).

Dans cette section, on généralise les estimations (3.4.10) et (3.4.11) ainsi que le Théo-
réme 3.3, en montrant que de maniére générale, 'orthogonal euclidien canonique S+ de
I’espace singulier contient les directions régularisantes du semi-groupe engendré par I'opé-
rateur quadratique accrétif ¢*'(z, D,). De plus, on donne un comportement précis du com-
portement des semi-normes associées dans I’asymptotique temps petit.

THEOREME 3.8. Soit q : R?™ — C une forme quadratique & valeurs complexes et de
partie réelle positive. On considére S [’espace singulier de q et 0 < kg < 2n — 1 le plus
petit entier qui satisfait (3.2.1). Il existe des constantes ¢ > 1 et tg > 0 telles que pour tout
m>1, X1,...,Xm €S, 0<t <ty etuc LR,

H<X1,X>w . <Xm,X>we_tqwuHL2(R n) < T c+ka (H ’X ‘) \ﬁ ||u||L2(Rn

7j=1

ou 0 < kx; < ko désigne lindice du vecteur X; € S+, Vorthogonalité étant prise par
rapport & la structure euclidienne canonique de R?™.

Comme dans le travail [37], la notion d’indice (3.4.8) joue ici un réle important dans
la compréhension de ’explosion en t = 0 des semi-normes associées aux effets régularisants
du semi-groupe (e7%");>¢. Dans le cas ott m = 1 et I'espace singulier S est réduit a zéro,
le Théoréme 3.8 permet de retrouver 'estimation (3.4.10). De maniére générale, 'asymp-
totique en temps court des normes associées & m > 1 différentiations dans les directions
données par les vecteurs X1, ..., X, € S+ est donnée par (’)(t_kxl_"'kxm_%), ce qui amé-
liore la puissance en temps dans Uestimation (3.4.11). De plus, la puissance sur le terme
m! est améliorée en 1/2.

EXEMPLE 3.9. Supposons que ’espace singulier S de la forme quadratique g soit réduit
a zéro. Le Théoréme 3.8 montre alors en particulier qu’il existe des constantes ¢ > 1 et
to > 0 telles que pour tout (a, 8) € N?", 0 < t < tg et u € L%(R"),

HLQ(R") < m \/7 \/> HuHL2 (R™)»

puisque l'indice (3.4.8) de tout vecteur Xy de S+ (qui vaut R?" dans ce cas) satisfait
0 < kx, < ko par définition. On retrouve ainsi 'effet régularisant Gelfand-Shilov Sf; (R?"?),
avec pu = 1/2, donné par (3.3.4). La puissance en temps dans l'estimation (3.4.12) est
cependant plus précise que dans 'estimation (3.3.4).

(3.4.12) |29 (e~""u

EXEMPLE 3.10. Lorsque 'espace singulier S de la forme quadratique ¢ prend la forme
S = ¥ x {0}, avec ¥ C R? un espace vectoriel, le Théoréme 3.8 donne 'existence de
constantes ¢ > 1 et g > 0 telles que pour tout o € N*, 0 < t < tg et u € L*(R"),

| \/> ||UHL2 R™)-

o/ —tq"
Hax (e U)HLZ(R") S oDl (k0+ )
Le semi-groupe (e_tqw)tzo régularise donc en tout temps ¢t > 0 dans ’espace de fonctions
ultra-analytiques G/ 2(R™). On rencontrera de nouveau de telles formes quadratiques dans
la Section 3.6 et on les qualifiera de formes quadratiques diffusives, ¢f Définition 3.18.
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EXEMPLE 3.11. Soient B, (@ et R trois matrices réelles de taille n x n, avec @ et R
symétriques positives. On considére 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé

1 1
(3.4.13) P=— Tr(QV2) + 5 (R, 2) + (Bx, Va), weR,
équipé du domaine

(3.4.14) D(P)={ue L*(R") : Pue R"}.

L’opérateur P est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole de Weyl est donné par
1 1 . 1
\V/(l',f) € R2n7 p(zaé) = 7<Q£a§> + §<R27,l'> + Z<B$a£> - 5 TI‘(B)

Par conséquent, Uopérateur P = P+ L Tr(B) est un opérateur quadratique. Un petit calcul
montre que sa matrice fondamentale F et son espace singulier S sont respectivement donnés
par

. n—1
(3.4.15) F= % <i% —i%T> et S= Q (Ker(RB7) x Ker(Q(B)?)).
J:

On peut considérer 0 < ky < n — 1 le plus entier tel que
0
(3.4.16) ﬂ (Ker(RB’) x Ker(Q(BT)”)).

On remarque que l'espace singulier de Popérateur P a une structure découplée dans lespace
des phases, dans le sens o S s’écrit comme un produit cartésien S = S, x S¢, avec les
deux sous-espaces vectoriels S, C R} et S¢ C Rg définis par

ko

Sy = ﬂ Ker(RB’) CR} et Se= ﬂ Ker(Q(BT)) RE.

j=0
Pour tout € S et & € S&, on peut définir les indices 0 < k, < kg et 0 < ke < ko des
vecteurs = et £ respectivement par

k 1
ky = min{() <k<ky:x€ ( N Ker(RBJ')> }
§=0
et

ke = min {0 <k<hk €€ < (k} Ker(Q(BT)j)Y}a
=0

lorthogonalité étant prise par rapport a la structure euclidienne canonique de R™. On
remarque que Uentier k, (resp. k¢) coincide avec I'indice du vecteur (z,0) € Si x {0} € S+
(resp. du vecteur (0,€) € {0} x Sé C S*) défini en (3.4.8). Le Théoréme 3.8 implique donc
en particulier qu’il existe des constantes ¢ > 1 et g > 0 telles que pour tout m,p > 0,
L1, .., T € ST, §1,...,§p€Sg‘, 0<t<tgetuc L2R"),

(34.17)  |[(z1,2) .. (@m, 2)(E1, V) - (&, Vade™ T u| 2 gy

cm—i—pe% Tr(B)t m p
< tkI1+“~+kIm+k§1+~“+k§p+%+g H |CC]’ H |§7‘ V! \/E ||u||L2(Rn),
j=1

j=1

ol les entiers 0 < kxj <kpet0< k:gj < ko représentent les indices des vecteurs xz; et ;.
Ainsi, le semi-groupe engendré par I'opérateur P jouit de propriétés régularisantes dans
un espace de Gelfand-Shilov partiel pour tout ¢ > 0. Dans le cas particulier ou la matrice
R est nulle, on retrouve le résultat donné par le Théoréme 2.4 du Chapitre 2 dans le cas
particulier ot p = 1, i.e. pour les semi-groupes d’Ornstein-Uhlenbeck, puisque ’espace
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vectoriel S¢ défini juste avant coincide avec l'espace vectoriel S défini en (2.3.2) dans ce
méme chapitre (les matrices @ et v/Q ont mémes noyaux).

EXEMPLE 3.12. Considérons de nouveau la réalisation maximale sur L?(R?") de 'opé-
rateur de Kramers-Fokker-Planck avec potentiel externe K, introduit dans 'Exemple 3.1,

1
K,=—-A, + Z!v|2 + (v,Vy) —alz, V), (z,v) € R™,

oll @ € R est un paramétre réel. On remarque que 'opérateur K, est un cas particulier
d’opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé (3.4.13) associé aux matrices

0n —al, (0, 0, ~1(0, O,
B_<In 0n>, Q_2<On Iﬂ) et R—2<On z,)-

Lorsque a € R* est non nul, le Théoréme 3.8 montre qu’il existe des constantes t, > 0 et
ca > 1 telles que pour tout 0 < t < t4, (o, 8,7, ) € N* et u € L?(R?"),

ol FIBI+ I+ ul
a

(3.4.18) Hx“vﬁa;@{f(e*m“u)HLz(Rzn) < JEENERE RS Val /B! /A V! |l 2 (m2n)-

Lorsque a = 0, ce méme résultat entraine qu’il existe des constantes tg > 0 et cg > 1 telles
que pour tout 0 < t < tg, (8,7, 1) € N3" et u € L?(R?"),

|BI+y1+ul
_ C
(3.4.19) [v7 3308 (e 0u)| 1o oy < m VB AV lull 2 ey

On remarque que les estimations de régularisation (3.4.18) et (3.4.19) sont plus précises que
les estimations (3.3.8) et (3.3.13) respectivement, déja rencontrées pour ces semi-groupes.
Par ailleurs, il serait intéressant de connaitre le comportement de la constante ¢, > 1 dans
le régime |a| < 1, pour illustrer la perte de propriété localisante en la variable x lorsque
a = 0. Une telle étude n’a pas pu étre menée pour l'instant.

Le Théoréme 3.8 implique en particulier que pour tout Xo € S+ et t > 0, Popérateur
linéaire (Xo, X)¥e™*" est borné sur L?(R™). Il se trouve que la réciproque est également
vraie comme le montre le résultat suivant :

THEOREME 3.13. Soit ¢ : R?" — C une forme quadratique complexe de partie réelle
positive Req > 0. On considére S Uespace singulier de q. S’il existe t > 0 et Xy € R?™ tels
que Uopérateur linéaire (Xo, X)®e™ " est borné sur L>(R™), alors Xo € S+, l'orthogonalité
étant prise par rapport & la structure euclidienne canonique de R*™.

On remarque que si t > 0 et Xy € R™ sont tels que 'opérateur linéaire (Xo, X)We™t"
est borné sur L?(R™), alors X € S+ d’aprés le Théoréme 3.13 et le Théoréme 3.8 implique
que pour tout m > 1, I'opérateur linéaire ((Xo, X)®)™e %" est lui aussi borné sur L2(R").

Comme dans la Section 3.3, le résultat principal de cette sous-section, i.e. le Théoréme
3.8, ne donne pas de comportement en temps grand pour les semi-normes associées aux
effets régularisants des semi-groupes engendrés par les opérateurs quadratiques accrétifs.
Un tel comportement a néanmoins été étudié par M. Hitrik, K. Pravda-Starov et J. Viola
dans Darticle [37] lorsque 'espace singulier S de la forme quadratique ¢ est réduit a zéro.
Leur résultat principal a ce sujet [37]| (Corollaire 1.2) stipule que dans ce cas, il existe une
constante ¢ > 1 telle que pour tout m > 1, Xi,..., X, € R?", t > 1 et u € L?(R"),
(3.4.20)

m
—tqV _ 1
(X0, X)X, )P gy < (Hw) et (ml)FHE [ L2y,
j=1

avec 0 < kg < 2n — 1 le plus petit entier qui satisfait (3.2.1) et ot wy > 0 désigne I’abscisse
spectrale de l'opérateur ¢*(x, D, ), donné par

(3.4.21) wo = > 7y Re(—i)) > 0,
A€o (F), Re(—iA)>0
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cf (3.2.6). Pour établir cette estimation, cf page 641 de I’article [37], ces trois auteurs ont
exploité 'inégalité (3.4.11) et un résultat de retour exponentiel a I’équilibre obtenu par M.
Ottobre, G. Pavliotis et K. Pravda-Starov dans l’article [70] (Théoréme 2.2), qui implique
en particulier que lorsque l'espace singulier .S de la forme quadratique g est réduit a zéro,
la norme d’opérateur des opérateurs d’évolution e~ 4" satisfait

(3.4.22) Je>0,vt>0, [e || g2y < e,

ol wy > 0 désigne toujours 'abscisse spectrale de 'opérateur ¢*(z, D, ) donné par (3.4.21).
On renvoie aux articles [34, 70, 74, 86] ou une étude de la norme des opérateurs d’évo-
lution e %" est menée. En exploitant le résultat donné par le Théoréme 3.8, 'estimation
(3.4.22) et la propriété de semi-groupe de la famille d’opérateurs bornés (e*tqw)tzo, on
obtient immédiatement I’amélioration suivante de I'inégalité (3.4.20) :

COROLLAIRE 3.14. Soit ¢ : R*® — C une forme quadratique & valeurs complezes et
de partie réelle positive. On suppose que son espace singulier S est réduit a zéro. Alors, il
existe des constantes ¢ > 1 et tg > 0 telles que pour tout m > 1, Xq,...,X,, € R®", t > tg
et u € L*(R"),

90,3 (i X970y < ™ (TT1) €7 Vi il
j=1

avec wy > 0 l'abscisse spectrale de Uopérateur ¢*(x, D,), donné par (3.4.21).

Obtenir une classification générale du comportement en temps long des semi-normes
associées aux effets régularisants des semi-groupes engendrés par les opérateurs quadra-
tiques accrétifs est un probléme encore irrésolu. Dans le cas des formes quadratiques a
espaces singuliers nuls, il serait intéressant de voir si la décroissance exponentielle donnée
par le Corollaire 3.14 pourrait également dépendre des différentes directions régularisantes
mises en jeu.

3.5. Propriétés sous-elliptiques

Cette section est consacrée a ’étude des propriétés sous-elliptiques vérifiées par les opé-
rateurs quadratiques accrétifs. Considérons ¢ : R?® — C une forme quadratique a valeurs
complexes et de partie réelle positive. Lorsque I'espace singulier S de la forme quadratique
q est réduit a zéro, K. Pravda-Starov a démontré dans l'article [75] que 'opérateur qua-
dratique accrétif ¢ (x, D, ) vérifie une estimation sous-elliptique globale avec une perte de
dérivées par rapport au cas elliptique qui dépend de l'entier 0 < kg < 2n — 1 défini en
(3.2.1), grace & une méthode par multiplicateur. Plus précisément, le résultat [75] (Théo-
réme 1.2.1) stipule que dans ce cas, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout
u € D(q"),

(3.5.1) (@, Da))**Dul| oy < el (@, DaYull pzgeny + ull 2gany),
ot la constante 0 < § < 1 est donnée par

2k

2k + 1’

I'opérateur
(@, Do) = (14 | 4 D4 )",

étant défini par le calcul fonctionnel de l'oscillateur harmonique. On renvoit le lecteur a la
page 46 de Darticle [75] pour une discussion informelle sur la valeur de la perte de dérivées
0 < 6 < 1 par rapport au cas elliptique. L’estimation sous-elliptique globale (3.5.1) a
ensuite été redémontrée par M. Hitrik, K. Pravda-Starov et J. Viola dans les articles [37]
(Corollaire 1.3) et [38] (Théoréme 1.1) en utilisant respectivement des techniques basées
sur la transformation FBI et grace a des résultats de la théorie de I'interpolation. Rappelons
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que lorsque l'espace singulier S est réduit & zéro, I’espace des phases se stratifie de la fagon
suivante d’aprés (3.4.7),
Vi G G Vi =R,

les espaces vectoriels Vp, ..., Vi, C R?" étant définis en (3.4.6). Dans D'article [37], les trois
auteurs précédents ont ameélioré l'estimation (3.5.1) dans les directions de espace des
phases moins dégénérées, i.e. avec des indices plus petits par rapport a I'espace singulier.
Dans le but de présenter leur résultat, on a besoin d’introduire les formes quadratiques
suivantes, avec 0 < k < ko,

k

(3.5.2) pr(X) =) Req((ImF)X).
j=0

On considére également les opérateurs quadratiques A% définis pour tout 0 < k < kg par
(3.5.3) A =14 p¥(x, Dy),

équipés des domaines

(3.5.4) D(A}) = {u e L*R") : Aju € L*(R")}.

Puisque Re ¢ est une forme quadratique positive, on peut démontrer, grace au Lemme 6.14
du Chapitre 6 par exemple, que les opérateurs Az sont positifs. Par conséquent, on peut
considérer les puissances fractionnaires de ces opérateurs, c¢f [61] (Chapitre 4). Lorsque
I'espace singulier S est réduit a zéro, le Théoréme 1.4 de l'article [37] stipule qu’il existe
une constante ¢ > 0 telle que pour tout u € D(q¢"),

ko ,

(3.5.5) HAOUHLQ(R") + Z HAlzkﬁ“HLQ(Rn) < c(llg” (@, Da)ull L2geny + llull L2 )-
k=1

Les auteurs de [37] conjecturent que les puissances 2/(2k + 1) sont optimales mais que la
puissance de Ay doit étre égale & 2 et non pas a 1.

Une estimation sous-elliptique globale de la forme (3.5.1) a également été obtenue par
K. Pravda-Starov dans larticle [75] (Théoréme 1.2.2) pour des opérateurs quadratiques
dont I'espace singulier admet une structure symplectique. Cependant, aucune théorie gé-
nérale n’a été développée lorsque l'espace singulier S de la forme quadratique ¢ n’est
pas réduit a zéro, ou plus généralement n’admet pas de structure symplectique. Mention-
nons cependant que des estimations sous-elliptiques ont été obtenues pour 'opérateur de
Kramers-Fokker-Planck sans potentiel

1
KO = _Av —+ Z|'U‘2 + <U, Vm>,

dont ’espace singulier n’admet pas de structure symplectique comme on I’a déja remarqué
en (3.3.9), par F. Hérau et K. Pravda-Starov dans I’article [33] (Proposition 2.1), avec une
méthode par multiplicateur. Leur résultat montre qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour tout u € ¥ (R"),

H<D$>2/SUHL2(R%) + H<U>2UHL2(R%) + H<D”>2uHL2(R2”) < C(HKOUHLQ(RZ") + HUHLQ(RQ"))'

Dans ce travail, on cherche a généraliser (et améliorer) les inégalités sous-elliptiques
(3.5.5) a toute forme quadratique ¢ : R?® — C prenant des valeurs complexes et de partie
réelle positive, sans aucune hypothése sur son espace singulier .S.

THEOREME 3.15. Soit ¢ : R*® — C une forme quadratique complexe de partie réelle
positive. On considére S ’espace singulier de q et 0 < kg < 2n — 1 le plus petit entier qui
satisfait (3.2.1). Alors, il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout u € D(q"),

ko _2
ST | oy < e(lla” (@, Da)ull gy + Il 2 @m)-
k=0
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Comme dans le cas oil ’espace S est réduit a zéro, ce résultat montre que 'opérateur
quadratique ¢*(z, D;) vérifie des estimations sous-elliptiques anisotropiques, cette aniso-
tropie étant directement reliée & la structure de ’espace singulier .S. De plus, le Théoréme
3.15 confirme que la puissance de opérateur Ag associé & la partie réelle de la forme
quadratique g est bien égale a 2.

EXEMPLE 3.16. Soit P 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé défini en (3.4.13) et
équipé du domaine (3.4.14). Un calcul direct montre que pour tout 0 < k < ko, 'opérateur
A% associé & I'opérateur P est donné par

k k
1 : 1 .
A2:1+ E ﬁ‘VRB]JJ‘Q‘F E W‘\/@(BT)]D:B
Jj=0 Jj=0

2
)

ou 0 < kg <n —1 est le plus petit entier qui satisfait (3.4.16).

EXEMPLE 3.17. Supposons que l'espace singulier de la forme quadratique g prenne la
forme S = ¥ x {0}, avec ¥ un sous-espace vectoriel de RY?. En utilisant les estimations pré-
sentées dans 'Exemple 3.10 et la méme stratégie de démonstration que celle utilisée pour
démontrer le Théoréme 2.8 du Chapitre 2 concernant les propriétés sous-elliptiques véri-
fiées par les opérateurs d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires, on obtient ’existence d’une
constante ¢ > 0 telle que pour tout u € D(¢"),

_2
4D2) 07| 2 gy < (1l (2, D)l oam) + lull 2am))-

Cette estimation, qui montre que l'opérateur quadratique accrétif ¢*(x, D,) jouit de pro-
priétés sous-elliptiques partielles en fréquences sur tout ’espace, est moins précise que le
résultat donné par le Théoréme 3.15 pour ces opérateurs mais est plus explicite. Cette
classe de formes quadratiques sera de nouveau rencontrée dans la section qui suit.

3.6. Problémes de controlabilité a zéro

Dans cette derniére partie, on étudie la contrélabilité a zéro des équations aux dérivées
partielles quadratiques posées sur tout l’espace. Etant donnée ¢ : R*® — C une forme
quadratique complexe de partie réelle positive, on s’intéresse a ’équation

(0r + 4" (2, D)) f(t, x) = h(t, 2) 1y (x),  (t,2) € (0,400) X R,
£0,-) = fo € L*(R™),

ol w C R™ est un borélien de mesure de Lebesgue strictement positive et ¢*(z, D,) dé-
signe 'opérateur quadratique accrétif associé a la forme quadratique g. Dans cette section,
comme c’était le cas dans la Section 2.5 du Chapitre 2, toute mention d’une propriété de
sous-ellipticité est purement informative, puisqu’aucune propriété de cette nature n’inter-
vient dans la démonstration dwes résultats qui suivent.

L’étude de la contrélabilité a zéro de ces équations a déja été menée dans un cadre glo-
balement hypoelliptique lorsque I'espace singulier S de la forme quadratique g est réduit a
zéro. Rappelons que dans ce cas, 'opérateur quadratique accrétif ¢*(x, D) vérifie 'estima-
tion sous-elliptique globale (3.5.1). Tout d’abord, K. Beauchard et K. Pravda-Starov ont
établi dans 'article [11] (Théoréme 1.5) que ’équation parabolique (3.6.1) est controlable
a zéro en tout temps T > 0 depuis des ensembles de contrdle ouverts w C R"™ satisfaisant
la condition géométrique

(3.6.2) 35,7 > 0,Vy e R", I €w, By ,r) Cwet|ly—1y|<d.

Cette condition a déja été rencontrée dans la Section 2.5 du Chapitre 2 lors de 1'étude de
la controlabilité a zéro des équations d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires. Pour ce faire,
ils ont utilisé le Théoréme 1.3 (Chapitre 1) avec une famille de projections orthogonales
sur les premiers modes de la base de Hermite de L?(R"), exploitant I'effet régularisant
Gelfand-Shilov (3.3.3) du semi-groupe engendré par 'opérateur ¢"“(x, D,) et établissant
une nouvelle inégalité spectrale pour des ouverts w C R"™ satisfaisant la condition (3.6.2),

(3.6.1)
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cf |11] (Proposition 4.2). Dans un travail plus récent [9] écrit en collaboration avec P.
Jaming, ces mémes auteurs ont amélioré leur résultat en montrant [9] (Théoréme 2.2) que
I’équation (3.6.1) est controlable & zéro en tout temps 7' > 0 depuis des ensembles de
controle w C R™ épais, toujours sous la condition S réduit & zéro. On remarque que la
condition d’épaisseur, définie dans la Définition 1.5, est plus faible que la condition (3.6.2).
La stratégie qu’ils adoptent est la méme que celle de [11] présentée juste avant. Le résultat
principal de leur article [9] (Théoréme 2.1) contient des inégalités spectrales pour différents
type de sous-ensembles w C R™, et notamment I'inégalité spectrale pour les ensembles épais
présentée dans le Théoréme 1.8 du Chapitre 1.

Dans ce travail, on cherche des conditions suffisantes sur I’espace singulier S qui as-
surent la controlabilité a zéro de I'équation (3.6.1) depuis des ensembles de contrdle w C R™
épais, dans le but de généraliser le résultat [9] (Théoréme 2.2). La bonne classe de formes
quadratiques & considérer pour nous est celle des formes quadratiques diffusives :

DEFINITION 3.18 (Forme quadratique diffusive). Soit ¢ : R?® — C une forme qua-
dratique complexe de partie réelle positive. On dit que q est diffusive lorsque son espace
singulier S prend la forme S = ¥ x {0}, ou ¥ C R? est un espace vectoriel. Par extension,
on dit que l'opérateur ¢ (x, D,) est diffusif si la forme quadratique q associée [’est.

EXEMPLE 3.19. Tout forme quadratique g : R?® — C & valeurs complexes et de partie
réelle positive dont I'espace singulier est réduit a zéro est diffusive.

EXEMPLE 3.20. Soit P l'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé défini en (3.4.13).
On suppose la condition de Kalman vérifiée entre les matrices B et (), c’est a dire

(3.6.3) Rank [B | Q] =n,

avec la notation (2.1.7) du Chapitre 2. Rappelons que le Lemme 4.17 du Chapitre 4 montre
que l'on a alors

m Ker (Q(B")?) = {0}.

Par conséquent, 1'espace singuher de l'opérateur P est donné par

n—1 n—1
S = () (Ker(RB’) x Ker(Q(B")))) = < N Ker(RBJ)> x {Ogg},
Jj=0 J=0
d’aprés (3.4.15), ce qui montre que opérateur P est diffusif. En particulier, les opérateurs
de Kramers-Fokker-Planck avec potentiel externe quadratiques K,, définis dans I’Exemple
3.1, sont diffusifs pour tout a € R. Ce fait découle aussi plus directement des expressions
(3.3.6) et (3.3.7) de leurs espaces singuliers.

Comme on I’a déja remarqué dans 'Exemple 3.17, tout opérateur quadratique accrétif
diffusif jouit de propriétés sous-elliptiques partielles en fréquences sur tout I’espace. D’autre
part, si g est une forme quadratique diffusive, on a vu dans 'Exemple 3.10 qu’il existe des
constantes ¢ > 1 et g > 0 telles que pour tout 0 < ¢t < tg, @ € N* et u € L?(R"),

(3.6.4) Hﬁg‘(ef’quU)HLz(Rn | val [|u]l 2@y,

< —
) — (k:()-l— )|
ot 0 < ko < 2n — 1 est le plus petit entier qui satisfait (3.2.1). Par conséquent, le semi-
groupe engendré par l'opérateur quadratique ¢"“(x, D,) régularise en tout temps t > 0
dans D'espace de fonctions ultra-analytiques G/2(R"). C’est grace a cet effet régularisant
que l'on obtient le théoréme suivant, qui fournit un résultat positif de controlabilité & zéro
pour les équations paraboliques (3.6.1) associées a des formes quadratiques diffusives.

THEOREME 3.21. Soit q : R?™ — C une forme quadratique & valeurs complexes et de
partie réelle positive dont on suppose qu’elle est diffusive. Si l’ensemble w C R™ est épais,
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alors ’équation parabolique
(01 + ¢ (2, Dg)) f(t, ) = h(t, 2)Lo(x), (t,2) € (0,400) x R™,
{ 7(0,) = fo € L2(R™),
est controlable a zéro depuis l’ensemble w en tout temps T > 0.

Le Théoréme 3.21 permet de considérer des cas plus dégénérés que ceux traités dans les
articles [9] et [11], ou les auteurs considérent des formes quadratiques & espaces singuliers
nuls. En effet, lorsque ’espace singulier de la forme quadratique g est réduit & zéro, le semi-
groupe engendré par l'opérateur ¢*(z, D,) régularise en tout temps ¢ > 0 dans 'espace
Gelfand-Shilov S/ (R™), avec p = 1/2. Lorsque q est diffusive, ce semi-groupe régularise a
priori « seulement » dans Iespace de fonctions ultra-analytiques G/ 2(R™). En particulier,
le Théoréme 3.21 étend [9] (Théoréme 2.2).

ExeEMPLE 3.22. Considérons 'opérateur d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé P défini en
(3.4.13). On suppose la condition de Kalman (3.6.3) vérifiée entre les matrices B et Q.
D’aprés 'Exemple 3.20, cela implique que l'opérateur P est diffusif. Si I'ensemble w C R”
est épais, alors le Théoréme 3.21 entraine que ’équation parabolique

(Or + P)f(t,x) = h(t,2)1u(z), (t,2) € (0,+00) x R,
f(ov ) = fO € L2(Rn)7
est controlable & zéro depuis ’ensemble w en tout temps 7" > 0. En particulier, si I’en-

semble w C R™ est épais, alors ’équation de Kramers-Fokker-Planck avec potentiel externe
quadratique

{ (O + Ko)f(t,z) = h(t,z)1y(x), (t,x) € (0,400) x R™,
f(0,) = fo € L*(R™),

est contrblable & zéro depuis I'’ensemble w en tout temps 7" > 0 pour tout a € R, ou
lopérateur K, est défini dans I’Exemple 3.1.

Par la méthode de dualité hilbertienne, présentée dans le Section 1.1 du Chapitre 1,
la controlabilité a zéro de I’équation (3.6.1) est équivalente a ’observabilité du systéme
adjoint

(3.6.5) {(at + (qw(xv Dz))*)g(tvx) =0, (t,ﬂ?) € (O, —i—OO) X ]R”7

9(0) = go € L*(R™).

Or, 'adjoint de l'opérateur quadratique ¢*(z, D) muni du domaine D(g") est donné par
lopérateur quadratique g% (x, D,) avec domaine D(g"), dont le symbole de Weyl est le
conjugué du symbole ¢. De plus, la matrice fondamentale de g est F, ot F représente la
matrice fondamentale de ¢. Cela implique que g et § ont mémes espaces singuliers. En
conséquence, la forme quadratique ¢ est diffusive si et seulement si la forme quadratique g
Iest. On déduit alors que le résultat de controlabilité a zéro donné par le Théoréme 3.21
est équivalent au résultat d’observabilité suivant :

THEOREME 3.23. Soit ¢ : R*® — C une forme quadratique complexe de partie réelle
positive dont on suppose qu’elle est diffusive. Si ’ensemble w C R"™ est épais, alors il existe
une constante C > 1 telle que pour tout T > 0 et g € L*(R"),

y c " ota
(3.6.6) |e=T4 gHiQ(Rn) < Cexp <T'2k0+1>/0 =" 9||i2(w> dé,

ot 0 < ko <2n —1 est le plus petit entier qui satisfait (3.2.1).

DEMONSTRATION. Considérons (7j),>1 la famille des projections orthogonales coupe-
fréquence données pour tout entier k > 1 par

™ L*(R™) — {g € L*(R") : Suppg C {€ € R™ : [¢| < k}}.
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D’apres le Corollaire 1.7 du Chapitre 1, il existe des constantes ¢1,¢] > 0 telles que I'on
ait 'inégalité spectrale

Vg€ L*(R"),Vk > 1, [Imgllreme) < che™Fllmegllr2(w)-
D’autre part, comme la forme quadratique g est diffusive, on déduit de I'Exemple 3.10 qu’il
existe des constantes ¢ > 1 et tg > 0 telles que pour tout 0 < ¢t < ¢y, « € N" et g € L%(R"),
lot]
c

o/ —tq"” /
Haat (6 g)HLQ(R") < t(k0+%)‘a| al ||g||L2(R”)7
ou 0 < kg < 2n — 1 est le plus petit entier qui satisfait (3.2.1). Le Lemme B.3 de I’Annexe
B entraine alors qu'il existe des constantes ca, ¢ > 0 telles que U'estimation de dissipation
suivante soit satisfaite pour tout g € L2(R"), k > 1 et 0 < t < to,
—taW _ 2k +1k2
H(l - 7Tk‘)(e ta g>HL2(R”) < C,2€ et HgHLQ(R")
Comme le semi-groupe (e7%");>¢ est de contraction sur L2(R™) et que 2 > 1, le résultat
du Théoréme 3.23 est une conséquence du Théoréme 1.3 (Chapitre 1). O

Contrairement au cas des équations d’Ornstein-Uhlenbeck fractionnaires posées sur
I’espace euclidien dans la Section 2.5 du Chapitre 2, nous n’obtenons ici qu'une condition
suffisante sur les supports de controle w C R™ (la notion d’épaisseur) qui assure de maniére
générale la contrélabilité & zéro en tout temps T' > 0 des équations aux dérivées partielles
(3.6.1) associées a des formes quadratiques diffusives. Cette condition est aussi nécessaire
pour assurer la controlabilité a zéro de 1’équation de la chaleur posée sur tout ’espace,
qui est un cas particulier d’une telle équation (3.6.1), comme on I’a vu dans cette méme
section. Cependant, on ne peut pas s’attendre a ce que 1’épaisseur des ensembles de controle
w C R™ soit une condition nécessaire de controlabilité & zéro de ces équations de maniére
générale. En effet, pour établir I'inégalité d’observabilité (3.6.6), nous avons exploité 'effet
régularisant ultra-analytique du semi-groupe engendré par 'opérateur quadratique diffusif
q“(z, D;), mais & aucun moment ses éventuelles propriétés localisantes. De telles propriétés
sont présentes lorsque l’espace singulier de la forme quadratique ¢ prend la forme S =
Y x {0}, avec ¥ C R” un sous-espace vectoriel distinct de R?, d’apres le Théoréme 3.8.
Il s’agirait a présent d’étendre la notion d’ensemble épais en une notion qui permettrait
d’obtenir des inégalités d’observabilité (3.6.6) grace a des propriétés de régularisation de
type Gevrey et a des propriétés de localisation. Une telle généralisation est déja abordée
dans le travail en cours [62]| de J. Martin et K. Pravda-Starov dans lequel les deux auteurs
établissent des propriétés spectrales du type (1.1.4), avec des projections orthogonales
sur les premiers modes de la base de Hermite de L?(R™), pour des ensembles épais selon
une certaine densité lipschitzienne. Ces inégalités leur permettent d’obtenir des résultats
de controélabilité a zéro pour des équations d’évolution qui régularisent dans des espaces
Gelfand-Shilov symétriques Si; (R™), avec 1/2 < u < 1. Leur résultat s’applique notamment
a 'équation (3.6.1) lorsque l'espace singulier de la forme quadratique ¢ est réduit & zéro,
et généralise le Théoréme 3.21 dans ce cas.

Mentionnons pour terminer ce chapitre que la controlabilité & zéro des équations d’évo-
lution associées aux opérateurs quadratiques accrétifs posées sur tout ’espace depuis des
supports de contrdle dépendant du temps a été récemment étudié par K. Beauchard, M.
Egidi et K. Pravda-Starov dans l'article [8]. Plus précisément, 1’équation a laquelle ils
s’intéressent est la suivante

(815 + qw(x’ Dx))f(t’ x) = h(tv l‘)]lw(t) (:E)a (t7 ‘73) S (O’ +OO) X ]Rn’
£(0,) = fo € L*(R"),

ou ¢"(z, D,) est un opérateur quadratique accrétif et (w(t))o<t<7 un support de controle
mouvant, avec T' > 0, ¢f [8] (Definition 1.1). Leur résultat principal a ce sujet, a savoir
[8] (Théoréme 1.6), stipule que si l'espace singulier de la forme quadratique g est réduit a
zéro et si les ensembles w(t) sont (7, a)-épais pour tout t € E, avec v € (0,1], a € (R} )"
et E un borélien de [0,7] de mesure de Lebesgue strictement positive, alors ’équation

(3.6.7)
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(3.6.7) est controlable a zéro sur [0,7]. En utilisant la méme stratégie que ces trois auteurs
et en exploitant 'effet régularisant présenté dans I’Exemple 3.10, il ne serait pas difficile
d’étendre le résultat [8] (Théoréme 1.6) a des formes quadratiques diffusives.






Deuxiéme partie

Démonstrations des résultats obtenus






Chapitre 4

Smoothing properties of fractional Ornstein-Uhlenbeck
semigroups

In this chapter, we give the proofs of the results presented in Chapter 2. A part of this
work is taken from the article [4] written in collaboration with J. Bernier and submitted
for publication.

Outline of the chapter. Section 4.1 is devoted to the study of fractional Ornstein-
Uhlenbeck operators. In Section 4.2, we establish the partial Gevrey-type smoothing prop-
erties enjoyed by the semigroups they generate. Thanks to these regularizing effects, we
investigate the L? subelliptic estimates enjoyed by fractional Ornstein-Uhlenbeck opera-
tors in Section 4.3. In Section 4.4, we study the null-controllability of fractional Ornstein-
Uhlenbeck equations posed on the whole space. Section 4.5 is an appendix containing the
proofs of some technical results.

4.1. Properties of fractional Ornstein-Uhlenbeck operators

In this section, we establish basic properties of fractional Ornstein-Uhlenbeck operators.
We consider the fractional Ornstein-Uhlenbeck operator P defined in (2.1.1) and equipped
with the domain (2.1.2).

4.1.1. Graph approximation. We begin by studying the graphs of fractional
Ornstein-Uhlenbeck operators. We prove that the Schwartz space & (R") is dense in their
domains equipped with the graph norm by using symbolic calculus and convolution esti-
mates. Then, we compute the adjoints of these operators and study their positivity.

PROPOSITION 4.1. For all uw € D(P), there exists a sequence (ug)r of & (R™) such that

lim wy=u and lim Puy= Pu in L*(R").
k—+o00 k—+o00

PRroOF. For all k£ > 1, we consider the pseudodifferential operator

a1 a0 = (BE) o (),

where 1 € C§°(R) is such that 0 < ¢ <1, ¢ = 1 on [—1,1] and Suppy C [-2,2], and
a > 0 is a positive constant satisfying (2p — 1)a < 1. Since 1) is compactly supported, we
get that

(4.1.2) VE>1, p(z,Dy): L*(R") — C3°(R™) C & (R™).

Let us first check that

(4.1.3) vk > 1,Yu € L*(R"), klnf (2, Dy)u =u in L*(R™).
—+00

Let v € L?(R™). We have that for all & > 1,
‘Wk(l’, Dw)u - UHLQ(R”)

2 2 2 2

<o () e (@) e ()] # o ()
L2(R)

<o () o], (5
L2(R)

47

L2(Rm)

— 0,
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from the dominated convergence theorem and the Plancherel theorem. Thus, (4.1.3) is
proved. Now, we consider v € D(P) and uy = ¢, (x, Dy)u for all kK > 1. As a consequence
of (4.1.2) and (4.1.3), (ug)r is a sequence of Schwartz functions that converges to w in
L?(R™). Since Pu € L?(R™) by definition of D(P), we can apply once again (4.1.3) to get
that

lim oy (x, Dy)Pu= Pu in L*(R").

k——+o0

If the operators 9y (x, D,) and P were commutative, the proposition would be proven. It
is not the case but to conclude, it is sufficient to check that

(4.1.4) lim [P ¢y(z,Dy)]u=0 in L*(R").

k——+o0

We write

1

[P, ¢y (z, D,)] = [(Bz, Vi), Yi(z, D) + 5[Trfﬂ(—Qvfc),z/}k(:c,Dx)],

and consider the two commutators separately.

1. By definition of the commutator,

(4.1.5) [(Bz, V), ¥r(z, Dy)|u = (Bz, Vi (Yr(z, Dy)u)) — p(z, Dy)(Bz, Vau).
First, we notice that

w0 snniote o = (o5 o () o(2) )
(e B e () e
- oo () (B)oro () (oo (Z) )

The last term of the previous equality also writes as

() oo () 52)

=~y (W) 7! ( 12 (BTEOV (',ff) a) + u(a, Dy) (Br, V).

Indeed, it follows from a direct computation that

(o () ) - () )+~ () )
(e (£)) o () res
(e o ()] oo () e

9 2
= = k2a< fﬁW <‘]§2|a>

that is

<Bx W (52) vzu> =g <k2a< Te, & <1§z> a) +1 (,Zi) (B, Vyu),

€1 (B¢, Veu) + Tr(B)u
on ,Veu) + Tr(B)u),
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since we also have that
F ((Bz,Vyu)) = (iBV¢,iéu) = —(Ve, BT€T)
—(B"¢,Vet) — (Ve, B €)u
—(BT¢, V) — Tr(B)a.
It follows from (4.1.1), (4.1.5), (4.1.6) and (4.1.7) that for all & > 1,

(4.1.8)  [(Bz, Vi), ¢x(z, Dy)]u
2

|22 D} 2 51 (2 €17 -
=52 (B, )y’ (kz (4 720 u—1 72 ! @(BT&QW 12 uf.
Now, let us prove the following convergence

(P, (D2
2ise (5) ().

On the one hand, since ¢’ is bounded and ’(0) = 0, we get by homogeneity that

2 , 2
||

. (2P
(4.1.11) Vi ER", 2 (Bx, 2y ( > ) 0

On the other hand, the following convergence

. D2  r2/mn
lim T2 U= in L“(R"),

k—+o00

(4.1.9) lim

k—+o0

= 0.
L2(Rm)

(4.1.10) sup
k>1

< 400,
Lo (R™)

and

and the classical corollary of the Riesz-Fischer theorem, see e.g. Theorem IV.9 in [16],
prove that up to an extraction,

D2
(4.1.12) P (kﬁ‘)uk—:}oou a.e. on R"
and give the existence of v € L?(R") such that for all k,
D2
(4.1.13) ‘1/1 <k22> u| < |vl.

Then, (4.1.9) is a consequence of (4.1.10), (4.1.11), (4.1.12), (4.1.13) and the dominated
convergence theorem. By arguing in the very same way, we derive that

<BT5 )y’ <‘,sz) U

lim

=0,
k—4o0

L2(R™)

and as a consequence of the Plancherel theorem, since v is bounded,

(4.1.14) lim || W (2 BTe e €7 5 = 0.
k—+o0 k2 k2 L2(R™)
Finally, we derive from (4.1.8), (4.1.9) and (4.1.14) that
(4.1.15) Jim [(Bz,V,), ¢(x,Dy)]Ju=0 in L*(R").
—+00

2. Now, we prove that
(4.1.16) lim [TY"(—QV2),vk(z,Dy)]u=0 in L*(R").

k——+o0

Since Fourier multipliers are commutative, we have

[T(-QV2). b, Do) = | T(-QV2). v (’if) Jon
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D2
Vg = ¢ (k';;> u,

and it follows from the Plancherel theorem that

where

(4.1.17) | [TP(=QV2), (@, Do)]ul| o oy

IV 050) ) - 08 (VT

where
o) =¢(al*), zeR™
Moreover, we have that for all £ € R",

(4.1.18) | VQe[P (K a(ke) * 5i) — K"p(kE) + (|/QE| )
:/R K (| Q€| — [V Qn|P) k(€ — n))ai(n) dn.

When 2p > 1, we use Lemma 4.20, which yields that there exists a positive constant ¢ > 0
such that

ven e R, [[VQET = [Van|| < c (1§ =l + InP e =),
to derive from (4.1.17) and (4.1.18) that
(4.119) [ T(~QV2), e, D))l ey < cllE(EPPIBHE) * 161 o g,
|| (11RO * (1€ 5) [| o qan-
Yet, as a consequence of the Young inequality and a change of variable, we first get that
(41200 [[K"(IEPIBHE) * 150l | o, < 1K EI2PBRE)]| 11 gy 1 2
< 12|22y — 0.

It follows from the very same arguments that

(4.1.21) 1" (1EN1ZKRO) * (1€~ T[] 2 gy
< [|*"E1BERE)| 1 gy €170 (B€) @ 2 e
< KD BE) | o 11617 OO oo o 1 2y 572, O

since (2p — 1)ae < 1. Then, (4.1.16) follows from (4.1.19), (4.1.20) and (4.1.21).
When 0 < 2p <1, Lemma 4.20 yields that there exists a positive constant ¢ > 0 such that

n 2 2
(4.1.22) Ve e R, [|VQET — [VQn|"| < clg —n.
Thus, it follows from (4.1.17), (4.1.18), (4.1.20) and (4.1.22) that

[T (=QV2), b, Da)]ul| poqeny < el K (1€ 1GEN) * [0k 2 ey , 572, 0

and (4.1.16) is proved in this case. Therefore, we derive (4.1.4) from (4.1.15) and (4.1.16),
which ends the proof of Proposition 4.1. O

Thanks to Proposition 4.1, we can compute explicitly the adjoints of fractional
Ornstein-Uhlenbeck operators:
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COROLLARY 4.2. The adjoint of the fractional Ornstein- Uhlenbeck operator P is given
by
Pt = S T(-QV3) ~ (Br, V)~ Tx(B),
with domain
D(P*) = {u e L*(R") : P*u e L*(R™)}.
PROOF. Let @@ be the pseudodifferential operator defined by
Q= 3 T(~QV2) — (Bx, V) ~ Te(B),
and equipped with the domain
D(Q) = {ue L*R"): Que L*(R™")}.
Let w € D(P) and v € D(Q). From Proposition 4.1 applied respectively to the operators
S T(-QV2) + (Be,V.) and 3 T(-QV2) — (B, V),

there exist some sequences (uy), and (vg)r of & (R™) such that

lim wp =w, lim Puy= Pu in L*(R"),
k—+o00 k—+o00

and

lim v, = v, lim Qup = Qu in L*(R").
k—+4o0 k—+o00

Yet, it follows from an integration by parts that
Vk >0, (Pug,vr)r2mny = (Uk, QUk) L2(mn),
and passing to the limit, we deduce that
<PU, 'U>L2(Rn) = <U, Q’U>L2(Rn).

This equality shows that D(Q) C D(P*) and P*v = Qu for all v € D(Q). Conversely, if
v € D(P*), we get that for all u € & (R"),

(Qu,u)gr g = (v, Pu) [2@ny = (v, PU) 2rn) = (P*0, W) 2gny = (P*v,u) 9 7,

where (-,-)y/ ¢ stands for the duality bracket of #'(R™) and ¥ (R™), which proves that
Qu = P*v € L2(R) and D(P*) C D(Q). O

Another consequence of Proposition 4.1 is the positivity property of fractional Ornstein-
Uhlenbeck operators up to a constant:

COROLLARY 4.3. The following estimate holds for all uw € D(P),
1
Re(Pu,u)r2®n) + 5 TT(B)HU”%?(W) > 0.

PROOF. Let u € D(P). From Proposition 4.1, there exists a sequence (ug)x of & (R™)
such that

lim wg =wu, lim Pugp= Pu in L*(R").
k——+o0 k——+o0

It follows from Corollary 4.2 that for all £ > 0,
(Pug, ug)p2(rny = %H Trg(—Qvi)ukHiz(Rn) — (ug, (Bz, Vy)up) p2mny — Tr(B)||ug || 72 (zn)
= || T (~QVE w2y — (ks Pk p2ggey — Tr(B) sl 2y
Therefore, we have that for all £ > 0,
Re(Puuk, k) 2(zn) + 5 TH(B) gy > 0,

and Corollary 4.3 follows passing to the limit. g
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4.1.2. Generated semigroup. By using some basics of the semigroup theory, we
now prove that fractional Ornstein-Uhlenbeck operators generate strongly continuous semi-
groups. First, we need to check that the operators are densely defined and closed:

LEMMA 4.4. The fractional Ornstein-Uhlenbeck operator P is densely defined and
closed.

PROOF. The operator P is densely defined since D(P) contains the Schwartz space
S (R™). Now, we consider u,v € L*(R") and (ug) a sequence of D(P) such that

lim up=u and lim Puy=v in L*(R").
k—+o0 k—4o00

We have that for all ¢ € ¥ (R"),

(Puk, )19 = (U, P*o)pomny —> (U, P*@)p2@n) = (Pu, 0)91 .

k——+o00
On the other hand, the following convergence holds for all ¢ € ¥ (R"),

klim (Puk, p)g1,9 = (v, 0) 9" 7,

—+00
and it implies that v = Pu. This shows that P is a closed operator. ([l

PROPOSITION 4.5. The fractional Ornstein-Uhlenbeck operator P generates a strongly
continuous semigroup (e~*F)i>0 on L*(R™) which satisfies that for all t > 0 and u €

(4.1.23) le™tP < &2 O |y|| 2 gny.-

UHLQ(R")
PRrOOF. We consider the operator
1 1 1
Pey = P+ 5 Te(B) = 5 TP (—QV) + (Bx, Va) + 5 Tr(B)

equipped with the domain D(P). It follows from Corollary 4.2 that the adjoint of P, is
given by

L 1 1

(Pup)* = 5Trp(—cgvi) — (Bx,V,) — 5 Tr(B),

and Corollary 4.3 shows that both P., and (P.)* are accretive operators. Therefore,
the existence of the strongly continuous contraction semigroup (et «)s>o follows from
the Lumer-Phillips theorem, see e.g. Chapter 1, Corollary 4.4 in [73], since P, is a

densely defined closed operator from Lemma 4.4. As a consequence, P generates a strongly
continuous semigroup (e~*’);>¢ which satisfies (4.1.23). O

In the following of this subsection, we compute the semigroups generated by fractional
Ornstein-Uhlenbeck operators. We begin with some non-rigorous calculus to derive a
formal expression of the associated evolution operators. Let u = e *Fug be the mild
solution of the equation

du(t,z) + L TP (—QV2)u(t, z) + (Bx, Vi)u(t,z) = 0,
u(0,) = up € L*(R").
By passing to the Fourier side, u is the solution of the Cauchy problem
~ 2p~ ~ ~
0¢i(t, €) + 3|VQE[u(t, §) — (BT, Ve)u(t, §) — Te(B)iu(t,§) =0,
u(0, ) = ug.

We consider the function v implicitly defined by @(t, ) = v(t, e!B" £)e™®B). An immediate
computation shows that v satisfies the equation

{ dro(t,n) + 3|VQe B | *Pu(t, ) =0,

U(07 ) = %a
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and therefore,

1 [t BT |2p —
U@,n):exp(_Q [ 1vaet ds) @)

We deduce that the Fourier transform of the function u is given by

(4.1.24) a(t, €) = exp < - / 1VQeP ¢ a ) B 5 (et Be).

Applying the inverse Fourier transform and changing of variable in the integral, we therefore
obtain that

(4.1.25) u(t, )_exp(_/ ‘\/@ atB” ‘2p da) HBa,Va)y,

Indeed, e~ “BoValy = w(e tB.) for all w € L*(R™) and a straightforward calculus of
inverse Fourier transform shows that

(4.1.26) w(e By = F 1 (BN G(etBTL).

Let us check that in the case when p = 1 and the Kalman rank condition (2.1.7) holds, we
recover A. Kolmogorov’s formula (2 2.1)

(4.1.27) u(t, ) = 2@ vy (e P — y) dy,

P I e
( f\/det Q: /n
where the symmetric positive definite matrix @ is defined in (2.1.6) by
t
Q: —/ e_SBQe_SBT ds.
0

First, we observe that for all £ € R",

t t
[ Ve as= [[[vadt e
0 0

_ /Ot <€fsBQ€fsBTetBT§? etBT€> ds — <QtetBT€, etBT§>'

It follows from (4.1.24) that when p = 1, the function u is given by

a(t,f) = exp( <Q etBTf, tBT§>> Tr(B)t /B( tBTﬁ).

Then, by using (4.1.26) and that the inverse Fourier transform of a product is the convo-
lution of the inverse Fourier transforms, we deduce that

(4.1.28) u(t, ) = (g:—l(e—%<Qt-,~>) x up) (e ~*Ba).

Since Q¢ is a symmetric positive definite matrix, it follows from [42] (Theorem 7.6.1) that
the above Gaussian inverse Fourier transform is given by

1 1,-1
4.1.29 F e 2@y = = om3(Q ),
(4129 (€ ) (27)3 /Aot Qs

As a consequence of (4.1.28) and (4.1.29), formula (4.1.27) actually holds.
We now justify these informal calculus in the following lemma and proposition:

LEMMA 4.6. For all t > 0, we consider the bounded operator T(t) : L?(R™) — L?(R")
defined through its Fourier transform by

— 1 [t
w130) T =ep (1 [ [VAET [ as) SN G, e pr)
0
Then (T(t))i>0 defines a strongly continuous semigroup on L?(R™) satisfying

(4.1.31) vt > 0,Yu € L*(R"), 1T (@)l ey < e? B | 2y



54 4. SMOOTHING PROPERTIES OF FRACTIONAL ORNSTEIN-UHLENBECK SEMIGROUPS

PRrROOF. The fact that (T'(t)):>0 satisfies the semigroup property, that is
Vt,s >0, T(t+s)=T{)T(s),

follows from a direct computation. We check that it is strongly continuous, i.e.

2 n : _
(4.1.32) Yu € L*(R"), tl_1>1(r)1Jr |7 (t)u — uHLQ(Rn) =0.
Let u € #(R™). First, we have the following convergence:
(4.1.33) tli%l+ HT(t)uHLQ(Rn) = ||@ll r2(ny-

Indeed, as a consequence of (4.1.30) and a change of variable, we get that

— 1 [t
4.1.34 T,y = e2 TB exp [ — = QeB" .| ds )u
L2(R™)
2 Jo L2(R™)
Moreover, the following convergence stands almost everywhere on R,
t
LByt 1 —sBT |2p ~ ~
ez ()exp<—2/0‘\/§es ‘ ds)uQU,
and the following domination holds
t
Jde > 0,Vt € [0, 1], ez (Bt expy ( — ;/ ‘\/ae*SBT . {2") ds)ﬁ < clul.
0

Therefore, (4.1.33) is a consequence of the dominated convergence theorem. Moreover,
since ¥ is a continuous function, we have that for almost all £ € R™,

(4.1.35) lim T()u(€) = ().

t—0t

Thus, by applying a classical lemma of measure theory (see Lemma 4.18 in appendix) and
the Plancherel theorem, we get

(4.1.36) lim [|T(t)u

t—0t

When u € L?(R"), we consider (uy)r a sequence of & (R™) converging to u in L?(R"). Tt
follows from (4.1.34) and the Plancherel theorem that for all ¢ > 0,

|7 (t)u - UHL2(R") <||Tt)u— T(t)“kHL2(Rn) +[|T(t)ur, — “kHIﬂ(Rn) + [Ju — “HL?(Rn)

- UHLQ(R") =0.

LByt
< e MO g — ] o gy + 1Tk = | 2y + 0 = ] g2 gy
Thus, it follows from (4.1.36) that
hrgsﬂp |7 — U’HLQ(R”) < 2ljug — ul| p2(rn) el 0,
and (4.1.32) is proved. Finally, (4.1.31) is straightforward consequence of (4.1.34) and the
Plancherel theorem. This ends the proof of Lemma 4.6. O

PROPOSITION 4.7. For all t > 0, the evolution operator e ** is given by

P
e =exp < - 2/ ’\/@eatBTDx‘zp doz) e HBVa)
0

PrOOF. As we have noticed above, passing to the Fourier side and making a change
of variable in the integral, the formula we want to obtain writes for all t > 0 as

— 1 t
ian cPumo (- g [ V@ as) O e,
0

We consider (T'(t))¢>0 the strongly continuous semigroup defined on L%(R™) by (4.1.30)
and (A, D(A)) its infinitesimal generator. It is sufficient to prove that A = —P to end the
proof of Proposition 4.7 since it implies that e~*Fu = T'(t)u for all t > 0 and u € L*(R").
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1. We first check that #(R") C D(A) and

(4.1.38) Yu e (R"), Au= —Pu.

Let u € #(R™). It follows from the mean value theorem that

(4.1.39) VEER™ Ve [0,1], |T(t)u(§) —a(é)| < s |0 T (), | [t]-
s€(0,1

We obtain from (4.1.30) that for all s € [0,1] and £ € R™,

(4.1.40) 9,T(t)u u(&)),_ s—exp<_/ VQer e[ ™ ) e
(_‘\/@ SBT£|2p sB g <BT sBT £,V SB €>+T1“ B) (SBT§)>'

Moreover, we notice that for all £ € R",

ﬂvﬁﬂ% — (BT¢, Vu(€)) — Te(B)a(g).
This shows that for all s € [0,1] and £ € R",
(4.1.41) OT(t)u(),,_, = ~T(s)Pu(®).

Since u € ¥ (R"), it follows from (4.1.40) that

— c
Jey, > 0,VE € R", Vs € [0,1], |0:T(t ~
Cu> 7§€ 786[7]7 |t()u(€)|t:5—1+|£’n
Combining this estimation with (4.1.39), we get that
1 = c
4.1.42 véE e R", vVt e (0,1], —|T(t —au(é)] < Y
( ) CeRM Ve (0,1], [T()u(§) “(‘5)‘—1+\§yn
Moreover, we deduce from (4.1.41) that
Ve e R, O T(H)ul(§)),_, = —Pu(§),
and this equality can be written as
n 3 1 N P~ — Do
(4.1.43) vEER",  lim S (T(Ou(E) - 8(©) = ~Pu(e).

As a consequence of (4.1.42), (4.1.43) and the dominated convergence theorem, it follows
that

(4.1.44) lim fHT

t—0t t

We deduce from (4.1.43), (4.1.44), Lemma 4.18 and the Plancherel theorem that

— | o gy = I Ptll 22n)-

lim 1(T(t)u —u) =—Pu in L*(R").

t—0+

Therefore, u € D(A) and Au = —Pu. This proves that (4.1.38) holds.

2. The second step consists in proving that (—P) C A. Let u € D(P). It follows from
Proposition 4.1 that there exists (ug)r a sequence of Schwartz functions satisfying

(4.1.45) lim wu, =wu, lim Pu; = Pu in L*(R").

k—+o00 k—4o0
We deduce from (4.1.38) that Aup = —Puy for all k > 0 since uy, € ¥ (R™) and (4.1.45)
implies the following convergence

lim (ug, Aug) = (u, —Pu) in L*(R") x L*(R").
k—+o0
It follows from the classical corollary of the Hille-Yosida theorem that A is a closed operator,
see e.g. 73] (Chapter 1, Corollary 3.8). Therefore, u € D(A) and Au = —Pu € L*(R").
We proved that (—P) C A.

3. Finally, we check that A C (—P). Since both operators —P and A are infinitesimal
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generators of strongly continuous semigroups satisfying from Proposition 4.5 and Lemma
4.6 that for all t > 0 and u € L*(R"),

—tP LBt

”6 uHL2(R") < e%Tr B)t||uHL2 (R™) and HetAuHL2(Rn) < ez ||u||L2(R")7

it follows from [73] (Chapter 1, Corollary 3.8) that there exists a real number y > 1 Tr(B)
such that the linear operators —P — p : D(P) — L?(R") and A — p: D(A) — L%(R") are
bijective. Let u € D(A) and v = (A—pu)u € L?(R™). Since the operator — P — 1 is bijective,
there exists a unique w € D(P) such that v = (—P — p)w. By using that (—P) C A, we
deduce that v = (A — p)w. Since A — p is injective and v = (A — p)u = (A — p)w, we get
that w = w € D(P). This implies that A C (—P) and then A = —P. O

4.2. Partial Gevrey-type regularizing effects

Let P be the fractional Ornstein-Uhlenbeck operator defined in (2.1.1) and equipped
with the domain (2.1.2). This section is devoted to give the proofs of the results contained
in Section 2.3 concerning the regularizing effects of the semigroup generated by P.

4.2.1. Regularizing effect. First, we focus in proving Theorems 2.4 and 2.6. To that
end, we will use the explicit formula of the evolution operators e *¥ given by Proposition
4.7 in order to reduce the study of these non-selfadjoint operators to the study of selfadjoint
Fourier multipliers. We recall that Proposition 4.7 states that for all ¢ > 0, the operator

P is given by

(4.2.1) e~ —exp<_/ ‘\/@ atBTD ‘217 da) HB,V)

Since the operator e~ #B#Vz) is a similitude of ratio ez 3 TB) o L%(R™) for all t > 0, we
notice from (4.2.1) that it is sufficient to obtain the regularizing effect of the operators e ‘@’
to derive the ones of the operators et where e~®%" denotes the time-dependent Fourier

multiplier associated to the time-dependent real-valued symbol e~%, with a; defined for
allt > 0 and £ € R" by

1t T 9
(4.2.2) at(§)—2/0 /Get e

Let m > 1 be a positive integer and &1,...,&, € S, the orthogonality being taken with
respect to the canonical Euclidean structure of R". We are interested in studying the
operators

<§17 V:c> s <§m7 v$>e—ta§”, t > 0.

Since the operators (£;,V,) and e~ are Fourier multipliers, they commute, and the
following factorization holds for all ¢t > 0,

(4.2.3) (61, V) .. b, Vo)™t = (61, V) .. (&, Vi) e m% . emm®
mfactors

t

= (61, Va)e m W L (€, VYo m

where we used the semigroup property of the family of contraction operators (e™*%")4>.
The initial problem is therefore reduced to the analysis of the operators

(&, Va)e~ mf, je{l,...,m}, t>0.

In the following proposition, we prove a first regularizing effect for the semigroups
(e_sa%l))szo, with ¢ > 0.

PROPOSITION 4.8. There exist some positive constants ¢ > 1 and T > 0 such that for
allk€{0,...,7},¢>0,0<t<T,s>0 andu € L}R"),

q
VBT Da|"e™* ul| 2 gy < (tkc;) 0% [lullzzgn)-
S2p
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PROOF. Let us begin by noticing that to prove Proposition 4.8, it is sufficient to obtain
the existence of some positive constants ¢c; > 0 and ¢; > O such that forallg > 0,0 <t < t1,
s> 0and £ € R,

([ Wae wfen 5 [ Ve )< () ()

s2p
Indeed, we check in Proposition 4.10 in the end of this subsection, by using finite-
dimensional and compactness arguments, that there exist some positive constants cg > 0
and tg > 0 such that for all 0 < ¢t < ty and £ € R",

(125) [ V@ el aa = o) 4| Vo el
0 k=0

Once the estimates (4.2.4) and (4.2.5) are established, we deduce from the definition (4.2.2)
of the symbols a; and the Plancherel theorem that for all £k € {0,...,7},¢>0,0<t <
min(tg, 1), s > 0 and v € L?(R"),

—sa¥ 1 1
V@B Dl ul s < ()

cotk

1 q
(/ ‘\/@eo‘tBTDgg‘2 da> Femsary,
0

q

o L N\ (e (g
< W ST% % HUHL2(Rn)>

which is the desired estimate. We therefore focus on establishing the estimate (4.2.4). In
order to simplify the notations, let us consider the real-valued symbol I'; ; ; defined for all
q>0,t>0,s>0and £ € R" by

1 i 1
120)  Tyuul©) = ([ V@ e aa) e (=5 [ [V@eTe da)
0 0
First of all, observe that for all ¢ > 0, ¢ > 0 and s > 0, the symbol I';; ; satisfies

(427) V£ € Rn, Fqﬂg,s(g) - Fq,t,s(st),

where g1 € R™ denotes the coordinate of the vector £ € R™ with respect to the decompo-
sition R = S @ S, the orthogonality being taken with respect to the canonical Euclidean
structure of R™. Indeed, the Cayley-Hamilton theorem applied to the matrix B” shows
that

L2 (R)

vk € N,vE e R", (BT)*¢ € Span(¢, BT¢, ..., (BT)"'¢),
where Span(¢, BT¢, ..., (BT)""1¢) is the vector space spanned by the vectors

¢, BT¢, ... (BT)"1¢. Tt proves that the space S is also given by the following infinite
intersection of kernels

+o0o
(4.2.8) S = [ Ker (v/Q(BT)).
j=0

As a consequence of this fact, we get that

+00 k
vt >0,Yae0,1,¥6 € S, Qe e=3%" (OZ,) V(B¢ =0,
k=0

which implies that for all t > 0,0 < a <1 and { = &g+ g1, with {g € S and {q1 € S+,

(4.2.9) VQe B e = \/Qe®B ¢4

It follows from (4.2.6) and (4.2.9) that the equality (4.2.7) actually holds. Thus, we only
need to establish the estimate (4.2.4) when ¢ € S*. To that end, we will take advantage
of the homogeneity property with respect to the £-variable of the two integrals

1 1
/ ‘\/Cjeo‘tBTflz da  and / ’\/éeo‘tBTﬁ}Qp do.
0 0
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Let ¢ € S\ {0} and (p,o) be the polar coordinates of &, i.e. & = po with p > 0 and
o € S" L Tt follows from (4.2.6) and the estimate

2p

that for all ¢ > 0, t > 0 and s > 0,
(4.2.10)

g 1
Pgs(€ (/ ‘fatB ‘ a>2pqexp(—(;/ |\featBTU‘2pda>p2p>
0
/ }featB / ‘featBTJIQPda o 4 %
2ep
(2@ )Zq”
=~ e ep )
where we set

(4.211)  M;= sup </ |/ QeB | ) (/ |/ Qe B | da> %.

nesSt—1ns+

The study of the quantity M; is performed in Subsection 4.2.2, where Proposition 4.16
states that there exist some positive constants ¢; > 0 and ¢; > 0 such that for all 0 < ¢ < 1,

(4.2.12) M, <c.

We therefore deduce from (4.2.6), (4.2.10) and (4.2.12) that for all¢ > 0,0 <t < 1, s >0
and & € S+,

1 3 1 q o
(/ ‘\/éeatBTé.‘Z da) exp < _ S/ ‘\/aeatBT€|2p da) < (Ci) <q) P.
0 2 Jo s2p ep
This ends the proof of the estimate (4.2.4) and hence, the one of Proposition 4.8. O

The above result also provides estimates for the operators e **. Indeed, we deduce
from (4.2.1), Proposition 4.8 and the Plancherel theorem that for all k € {0,...,r}, ¢ > 0,
0<t<Tanduec L?*(R"),

q
(4.2.13) H‘\/@(BT)ka‘qe_tPuHLg(Rn) < <tkf2l> qu He 1B V) uHL2(R")
P

C g T‘I‘(B) 4
~\ 2 e? q% ||ullL2(mnys
2p

since the operator e #B%:Ve) ig a similitude of ratio e2 3 Tr(B)t o 2 (R™) for all £ > 0. These
estimates will be useful in Section 4.3 to establish global subelliptic estimates enjoyed by
fractional Ornstein-Uhlenbeck operators.

COROLLARY 4.9. There exist some positive constants ¢ > 0 and 0 < T < 1 such that
forallég € S*,0<t < T, s>0 and u € L>(R"),

w . 1
(€0, Ve ™% UHLz(Rn) < cléo| t R0 s ||ul p2gn),
where 0 < kgy < r denotes the index of the vector &y € St defined in (2.3.5).

PROOF. First, let us check that there exists a positive constant ¢y > 0 such that for
all & € S+ and ¢ € R,

keq

(4.2.14) €0, &) < el Y |VQBT Vel
§=0
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For all non-negative integer k € {0,...,r}, we consider Py, the orthogonal projection onto
the vector subspace Vkl C R"™, the orthogonality being taken with respect to the canonical
Euclidean structure of R", where the vector subspace V}; is defined in (2.3.3) by

k
= ﬂ Ker (\/Q(BT)j).
j=0

Notice from the definition of the vector spaces Vj, that for all k£ € {0,...,r}, there exists a
positive constant ¢ > 0 such that for all £ € R™,

k k
STIVQBTYE = 3T |VQBTYPrE]® > cilPrel.
j=0 j=0

Let & € S*. The definition (2.3.5) of index implies that & € V,jg . It follows from the
0
above estimate and the Cauchy-Schwarz inequality that for all £ € R™,

|60, )|* = (€0, Pre, €)]” < |0/ [Prg, &I < '5“' Z!fBT

€0k0

This proves that the estimate (4.2.14) holds, with ¢2 = 1/ mingego,.. ) ¢k > 0. We therefore
deduce from (4.2.14) and the Plancherel theorem that for all & € S+, t > 0, s > 0 and
u € L2(R"),

ke,

(4.2.15) €60, Ve ™™ | 12 gy < coléol ZIH\f QBT Dol ul| 5 gy

On the other hand, Proposition 4.8 provides the existence of some positive constants ¢; > 1
and t; > 0 such that for all k € {0,...,r},0<t <t;, s >0 and u € L?(R"),

w C
(4.2.16) ||V Q(BT)* D, e~ ull gy € — 1 lullz2ny-
tks2p

It follows from (4.2.15) and (4.2.16) that for all & € S+, 0 < t < min(t1,1), s > 0 and
u € L2(R"),

€0

—sa¥ C _ _ 1

4609206 gy < ol (3~ ) ullaeny < o€+ D] 45057 g,
k=0 178%P

since 0 < kg, < r. This ends the proof of Corollary 4.9. O

We can now tackle the proof of Theorem 2.4. To that end, we implement the strategy
presented in the beginning of this subsection. Let m > 1 and &1,..., &, € ST, We denote
by 0 < k¢, < r the index of the vector §; € S+ defined in (2.3.5). It follows from (4.2.3)
that for all £ > 0,

w

(4.2.17) (€1, V) . (€m, Va)e 5 = (€1, Vo)e m % (€, Va)e ma .

According to Corollary 4.9, there exist some positive constants ¢ > 0 and 0 < T' < 1 such
that for all § € S+, 0 <t < T and u € L?(R"),

Cc

(4.2.18) [|{o. Vx>6_ﬁagu||p(w) 3 -

= 6ol M7 Jull 2geny,
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where 0 < k¢, < 7 denotes the index of the vector § € S+, defined in (2.3.5). We deduce
from (4.2.17) and (4.2.18) that for all 0 < t < T and u € L?(R"),

—tq¥ cm - m
461, Va) - . . (€m, Via)e ™ UHL2(R”) = e R T <H €j|) m? [lull g2 wn)

j=1
e%cm " 1
e [T1&1) (mh2 Jull2gen),
j=1

where we used the factorial estimate m"™ < e™ml!. It follows from (4.2.1), (4.2.2) and the
Plancherel theorem that for all 0 < t < T and u € L?(R"),

Bon
H(gl,vxy..<§m,vx>e*tPuHL2(Rn) < tkfl‘i'e:)'—im‘i‘% <H’5J‘> (ml)> [t UHLQ(R”)

et mes TH(BYE /M N
T ot e tE <H!€jl) (mh)2e [lul| L2(gn),
m P

since

—tBT Tr(B

1
He—t (Bz,Va) UHLQ(R") — Hu(e = e2 )t ||U”L2(]R”)~
This ends the proof of Theorem 2.4.
Theorem 2.6, for its part, is quite a straightforward consequence of the estimates
(4.2.13). Indeed, it follows from Lemma 4.17 in the appendix of this chapter that when
the Kalman rank condition (2.1.7) holds, the vector space S is reduced to {0}. Therefore,

there exists a positive constant ¢; > 0 such that

VEER", [¢F < Z |V Q(BT)k¢.

) HLQ(R”)

This estimate combined to the inequality (4.5.1) from Lemma 4.19 implies that for all
g>0and £ € R,

(4.2.19) €9 < A(r 4 1) Z 1/ Q(BT ke

Finally, we deduce from (4.2.13), (4.2.19) and the Plancherel theorem that there exist
some positive constants co > 1 and T' > 0 such that for all ¢ > 0, 0 < ¢t < min(1,7) and
u € L2(R"),

H|Dm‘q6_tPuHL2(Rn) <cdr+ 1 D+ Z H‘\F B")* w‘qe_tP”HB(Rn)

~ 1 4
< (ere2)(r + 1) 570 (Z ()) e2 P 35 |lu] 2 eny
k=01

%-‘rk q

(-1 €2
q 72—+t 2p
< (c1e2)?(r +1)'2 NESy q% [lull 2 (rny.-

This ends the proof of Theorem 2.6.
To end this subsection, we give the proof of the estimate (4.2.5).

PROPOSITION 4.10. There exist some positive constants ¢ > 0 and T > 0 such that for
all0 <t <T and £ € R™,

1 T
(4220 [ VR el daz e i ash
0 k=0
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PROOF. In order the simplify the notations, we set for all £ > 0 and £ € R",

1
(4.2.21) a(€) = / [VQe P el da = [[VQe™ P e o -
The Minkowski inequality implies that for all ¢ > 0 and & € R™,
" (at)k at)F
@222 Va© > | @l /s > @l oy
: L2(0,1) : L%(0,1)

k=0 k>r+1
We concentrate in controlling the two terms appearing in the right-hand side of the above
estimate. First, notice that on the finite-dimensional vector space (R,[X])", the Hardy’s

norm || - |51 defined by

.
Z yp X"
k=0

'
:kayk‘? yla"'ay'r‘ERn7
H' k=0

is equivalent to the standard Lebesgue’s norm | - || z2(,1) given by
r 2 1 T 2
Zkak :/ Zykak dOé, yla"'ay'I‘ERn‘
k=0 L2(0,1) 70 Tg—o

This implies that there exists a positive constant ¢; > 0 such that for all ¢ > 0 and &£ € R",

T o k; T
SO amrre s Vs
' k=0

k=0

(4.2.23)

)

L2(0,1)

since

wxower, 3O GET e ®ila).

k!
k=0
In view of (4.2.20) and (4.2.22), it remains to check that the remainder term
(o)
S gy
k>r+1 ’

can be controlled by Y _o t*[v/Q(BT)*¢|. Precisely, we will prove that there exist some
positive constants co > 0 and t; > 0 such that for all 0 <¢ < ¢; and £ € S+,

k T
3 (OZ') VOB )SCQtZtk‘\/@(BT)ké-"
E>r+1 k=0

Once the estimate (4.2.24) is established, we deduce from (4.2.22) and (4.2.23) that for all
0<t<t;and¢eSt,

)

L2(0,1)

(4.2.24)

L2(0,1

(&) > (e1 — eat) Ztk‘\/@(BT)kﬁ‘-
k=0

This estimate combined to the triangular inequality implies that there exist other positive
constants ¢ > 0 and T > 0 such that for all 0 < ¢t < T and ¢ € S,

(4.2.25) a() > ¢y [ Q(BT ke[
k=0

Moreover, for all 0 <t < T, both quadratic forms g; and Y_,_, t?*|\/Q(B™)* - |? vanish on
the vector space S from (2.3.2), which proves that the estimate (4.2.25) can be extended
toall 0 <t < T and £ € R” since R® = S @ S+, according to the following elementary
lemma whose proof is straightforward

LEMMA 4.11. Let E be a real finite-dimensional vector space and q1,qs be two non-
negative quadratic forms on E. If E = F & G is a direct sum of two vector subspaces such
that q1 < g2 on F and q1,q2 both vanish on G, then q1 < g3 on E.
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We therefore need to check that the estimate (4.2.24) actually holds to end the proof of
Proposition 4.10. First, notice that there exists a positive constant c3 > 0 such that for all
0<t<1and¢e€R"

(4.2.26)
(at)k T\k r41 P Tk rl
> Ve =t D T VBT < ct™g].
k>r+1 ’ L2(071) k>r+1 ’ LQ(Ovl)

On the other hand, it follows from the definition (2.3.2) of the integer 0 < r < mn — 1 that
there exists a positive constant ¢4 > 0 such that for all 0 < ¢t < 1 and & € S+,
(42.27) D EIVQIBTY =17y VBT = eatle],

k=0 k=0

the orthogonality being taken with respect to the Euclidean structure of R™. Combining
(4.2.26) and (4.2.27), we obtain that for all 0 < ¢ < 1 and ¢ € S+,

at)* 3t
(4229 OV T SV
k! 2 C4
E>r+1 L?(0,1) k=0
This ends the proof of the estimate (4.2.24). O

4.2.2. Study of the term M;. This section is devoted to the study of the term

1 . 1 1 . 3
M, = sup (/0 |\/§€atB 5‘2 da> </O ‘\/@eatB 5‘217 doz) 7

gesn—1nst
introduced in (4.2.11) while proving Proposition 4.8.
LEMMA 4.12. For allt > 0, the term My is well-defined and satisfies 0 < My < +00.
PROOF. Let s € {2,2p}. We first check that

1
(4.2.29) Vt>0,v6 € SN st / 1V/Qe B ¢|* da > 0.
0

Proceeding by contradiction, we assume that

1
/ ’\/@eatBTﬂs da = 0,
0
where t > 0 and ¢ € S"~!. Since the function
a€0,1] — [/QeP ¢
is continuous and non-negative, it follows that
(4.2.30) Vae0,1], Qe ¢=o.

By differentiating the identity (4.2.30) with respect to the a-variable and evaluating at
a = 0, we deduce that

S
)

vk e {0,...,r}, /Q(BT)F¢=o.
We obtain from (2.3.2) that & € S. This proves (4.2.29) contradicting that ¢ € S*~1 N S+,

By using the compactness of S”~1 N S+ and the continuity property with respect to the ¢&-
variable, it follows that the term M; is actually well-defined and satisfies 0 < M; < 4+o00. 0

We aim at studying the asymptotics of the term M; as t tends to 07. First, we set for
all ¢ e S 1N S,

! atBT 4|2 : ! atBT |2p _%
Mt<£>=</0 V/QeE¢| da) </0 V/QeE¢| da)
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As an insight, we begin by studying the term M;(&) for small times ¢ > 0. On the one
hand, we observe that

1 1 21 21
atBT 4|2 Thee2 [* ()™ Tyleg2_ P7¢
 IVReel da o, QBT [ do = VR (e

where 0 < l¢ < r denotes the order of the vector £ € § L NS 1 defined by

le = min {0 <1<r:/QBT¢ £ o}.

Similarly, we have

1
[ 1Vt e da o VRBT

and as a consequence, it follows that

t2pl§
1+ 2ple) (I’

(1+ 2ple)%
50 (14 2)z

Unfortunately, some numerics suggest that the previous convergence does not stand uni-
formly on ¢ € S*"' N S+, and therefore, the study of the term M; when ¢ — 0% requires a
more careful analysis. The Jensen inequality provides a first global estimate:

My(§

LEMMA 4.13. For allt > 0, we have
M, <1 whenp>1, and M;>1 when0<p<1.

PrROOF. When p > 1, we deduce from the Jensen inequality that for all ¢ > 0 and
£esSringst,

1 1 1 =
() vaereaa)” < ([ Ivase™ aa) ™
0 0
and therefore M; < 1. Similarly, M; > 1 when 0 < p < 1. OJ

To deal with the case when 0 < p < 1, we shall use the following instrumental lemma:

LEMMA 4.14. Let E be a real finite-dimensional vector space and Ly, Lo : E — Ry be
two continuous functions satisfying for all j € {1,2},
VA>0,VYP e E, L;j(AP)=\L;(P),
and
VP e E\ {0}, L;P)>0.
Then, there exists a positive constant ¢ > 0 such that

VPGE, Ll(P)SCLQ(P)

PROOF. Let || - || be a norm on E and S be the associated unit sphere. Since F is
finite-dimensional, S is compact. Moreover, L1 and L9 are continuous and positive on S,
and as a consequence, by homogeneity,

Jei,¢0 > 0,VYP € E, Li(P) < 1| P and || P|| < c2Lo(P).

We deduce that
VP e F, Ll(P) SclcQLQ(P).
O

The next lemma is a direct application of Lemma 4.14. It only deals with the case
where the matrix B is nilpotent but its proof contains the main ideas that will be used to
tackle the general case:

LEMMA 4.15. When B is nilpotent, there exists a positive constant ¢ > 0 such that
vt > 0, Mt <ec.
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PROOF. For all t > 0 and £ € S~ N S+, we consider the term

! atBT ~12 % ! atBT ~2p _%
Mt<§>=</0 Qe | da) </0 Qe | da) ,

and the function -
ft,E(a) = \/aeatB 67 Qe [07 1]
Let k be the index of B. Since BT is also nilpotent with index k, we have that
Vi >0,V €SI NS, fie € (Re[X])™
It follows from Lemma 4.14 applied with the space E = (Rg[X])™ and the functions

= { [ @r da>; wd La9) = ( [ s da>;I,7

that there exists a positive constant ¢ > 0 such that for all t > 0 and £ € S 1 N S+,

o) = ( [ o)l da>; (/ ) da>;” <e

This ends the proof of Lemma 4.15. O
The next lemma is an adaptation of the previous one that allows to drop the assumption
on the nilpotency of the matrix B but only in the asymptotics when ¢ tends to 07.

PROPOSITION 4.16. There exist some positive constants ¢ > 0 and 0 < tg < 1 such
that

vVt € (0,t0), M <c.
PROOF. For all t > 0 and £ € S"~!' N S+, we consider anew

! atBT #12 : ! atBT +|2p o
@) = ([ V@ e aa) ([ V@ e aa) 7.

Let P,¢ and R;¢ be the functions defined for all o € [0, 1] by

r

(4.2.31) Prela) =) o g\/a( BT)*¢ and Rye(a) = /Qe'*P" ¢ — Pre(a).

k=0

It is fundamental in the following to notice that for all £ > 0 and ¢ € S"~! N S*, the
coordinates of the function P;¢ are polynomials of degree less than r, that is

(4.2.32) Vt>0,¥6 €SI NSt P e (R[X))™

By using (4.2.32) and Lemma 4.14 with the real finite-dimensional vector space E =
(R,[X])™ and the homogeneous continuous functions

Li(P) = (/01 |P()]? da)é and Ly(P) = </01 |P(a)|* da>21p,

we obtain the existence of a constant ¢ > 0 such that for all t > 0 and £ € S*" 1 N S+,

1

([ 1o an)’ < [ 1t an)”

This estimate implies that for all t > 0 and £ € S* 1 N S+,

(4.2.33) M, (€) = (/01\\/@&“9”5’2 da>%</01’\/@€atBT£|2p ds>_21”

1

' atBT (|2 ? ' 2p
| Vet aa " ([Pl do
sc I I
[ 1r@ftan |\ [T V@es e aa
0 0
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We aim at establishing uniform upper bounds with respect to ¢ > 0 and £ € S"~ 1 N S+ for
these two factors. To that end, we equip the vector space (R,[X])" of the Hardy’s norm
Il - [[30c defined by

[P®)(0)]
VP € R [X])", ||Plln = SR
(Re[XD", [Pl = | mmax =

We deduce anew from (4.2.32) and Lemma 4.14 applied with the real finite-dimensional
vector space E' = (R,[X])" and the homogeneous continuous functions || - || and

= </01 |P(a)|® da>i, s € {2,2p},

1 S
(4.2.34) Vs € {2,2p},3es > 0,VP € (R [X])", || Pllne < Cs</ |P(a)]® da>
0

that

According to the definition (2.3.2) of the vector space S, we notice that

k
VeEes" NSt max VBT 5‘
ke{0,....r} k!
Since the function
k
ces" NSt — max ’\/@(BT) f’
ke{0,...r} k! ’

is continuous on the compact set S”"1 NS+, we deduce that there exists a positive constant
€ > 0 such that

VQ(BT)k¢|
A sl gt P, o = ‘7 >
£e o N PLellu pnax 4 >
It follows that
tk BT k
Ve (01 VE eSS, [Pglne = max VOB .
' k€{0,...,r} k!

and we deduce from (4.2.34) that

1 S
(4.2.35) Vs € {2,2p},Vt € (0,1],VE e S" I NS, et < cs</ |Pe()]” da)
0
On the other hand, it follows from the Taylor formula with remainder term that
ta)™t1 1 T
( ) /O (1_9)r\/§(BT)T+letoc9B fd@

7!
Therefore, there exists a positive constant M > 0 such that

(4.2.36) Vt € (0,1,V€ € S" ' NS, [|Rigllpoopony < Mt

Vt> 0,6 €SI NSt Va € [0,1], Rie(a)=

With these estimates, we can obtain upper bounds on the two factors of the right-hand
side of the estimate (4.2.33).

1. Using (4.2.31) and applying the triangle inequality for the L? norm, we first obtain
1 T 9 2
/ ’\/@eatB £| da / |Rt§ 2 da
0

1
/O{Ptvf(a)‘z da /‘Ptg 2 da

=

vt > 0,V¢ e SPIn St
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According to (4.2.35) and (4.2.36), we therefore get that for all 0 < ¢t < 1 and ¢ € S 'NS+,

! tBT |2 2
o
/0 ’\/@6 5‘ da <14 CthT‘+1 B CQM C2M

1 ot
T R S
0

2. Notice that the classical estimate
VEmER™, €+ < 2@ (1g2P 4 |n) ),

with (2p —1); = max(2p — 1,0), which is a corollary of Lemma 4.19, implies the following
one

(4.2.37)

Ve E R, 2TEITDHER — | < g — .
We deduce from (4.2.31) that for all 0 < ¢t <1 and £ € S*~1 N S+,

1 1
/o ’\fetaBTg}Qp da (2p—1) /0 ‘Rtvf(a)lzp do
> 27\ U+

1 = Tl :
[ 1Pe@f* da [ 1Pe@f* da

Moreover, it follows from (4.2.35) and (4.2.36) that for all 0 < ¢ < 1 and £ € S*" ' n S+,

1

2p

Ri¢(a do

/01‘ t,-ﬁ( )’ _ <02thr+l>2P: (CQPMt)Qp
9 - etr € ’

/ |Pre(a)|” da

0

from which we deduce that

/ |\/§ taBTg‘QP da

/\pt )% da

It follows that there exist some positive constants ¢y > 0 and 0 < ty < 1 such that for all
0<t<tygand € € S" NSt

2p
o ()
€

1
/ ‘fetaBTf‘ZP da

/ ‘Ptf ‘deé

As a consequence of (4.2.33), (4.2.37) and (4.2.38), there exists a positive constant ¢; > 0
such that

(4.2.38)

> Co-

Vi€ (0,t),VE e SP TN S, Mi(é) < .
This ends the proof of Proposition 4.16. O
4.2.3. Regularizing directions. In the second part of this section, we prove The-
orem 2.7. Let t > 0 and & € R". We assume that the linear operator <§0,Vx>e_tp is
bounded on L?(R™). We aim at proving that & € S*. Keeping the notations of the

previous subsection, we recall from (4.2.1) and (4.2.2) that the evolution operator e~ is
given by the explicit formula

(4.2.39) e tP = gtay’ o~ t{Bx, V).

where the real-valued symbol a; is given for all £ € R™ by

1 /! T |2
(4.2.40) ) =5 /0 Qe e g
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We first notice from the splitting formula (4.2.39) that the boundedness on L?(R") of
the operator <50,Vx>e_tp is equivalent to the boundedness of the Fourier multiplier
<§0,Vw>e*m§u, since the operator e #5%:Vs) ig invertible on L*(R™). As a consequence,
there exists a positive constant c; ¢, > 0 depending on £ > 0 and § € R" such that

(4.2.41) vu e L*(R"), ||(%, Vx)e*taiuuHLQ(Rn) < ergollull L2 mny-

According to the orthogonal decomposition R* = S @ S+, we write & = 0,5 + 0,9+
with §o,5 € 5 and §; g1 € S+, the orthogonality being taken with respect to the canonical

Euclidean structure of R”. For all A > 0, we consider the Gaussian function uy € & (R")
defined for all x € R™ by

(4.2.42) uy(r) = eiMo,5.7) o —l2l?
The strategy will be to obtain upper and lower bounds for the norm

(4.2.43) H<£Oavx>€_ ag}u)\HLz(Rn)a

and to consider the asymptotics when A goes to +o0 in order to conclude that {55 € S
has to be equal to zero. An upper bound can be directly obtained since it follows from
(4.2.41), (4.2.42) and the Cauchy-Schwarz inequality that for all A > 0,

(4.2.44) (€0, Va)e ™ ur]| o gny < ctgollunllzz@ny = crgolluoll p2an)-

Notice that the right-hand side of the above estimate does not depend on the parameter
A > 0. On the other hand, by using that for all A > 0, the Fourier transform of the function
uy is given for all £ € R™ by

(4.2.45)

ux(€) _/ e~ H@:8) giMEo,5.2) o—lal® 4 _/ e~ i@ €=20,8) o~ lal® o = Wo(€ — No.5),
we deduce from the Plancherel theorem that for all A > 0,
w 1
—tay _ —ta (¢ _
(4.2.46) 160, Ve unl| o geny = T [(€0. €)™ Dug(€ = Aos) | 12 m)-
Moreover, it follows from (4.2.8) and (4.2.40) that for all £ € R™ and n € S,
actm = [ WA € nf* da= [ |V e da=ade

We therefore deduce from (4.2.41), (4.2.45), (4.2.46), a change of variable in the norm and
the triangle inequality that for all A > 0,

(4.2.47)
o 1 e _
H<§0,V$>e ta; u)\HLQ(Rn) = W‘Rg()ag + )\€O7S>€ ¢ t(§+)\§O’S)UOHL2(Rn)7
1 e
- WH@O,&;‘ + Ao.she | o gy

= H<§07>\€0,S>67ta§UU0HL2(R”) - H<507Vw>67m§uu0HL2(Rn)

7taéuu0HL2(Rn) — Ct.& HUOHLQ(R")7
since A§p g € S. It follows from (4.2.44) and (4.2.47) that for all A > 0,
Alﬁo,s\zHefmg)UoHLz(Rn) < 2¢p. 0 [|uol| L2 (mny-

Since the function e =% ug is not equal to zero (ug is a Gaussian function and the symbol
of the bounded Fourier multiplier e~** is not equal to zero) and the right-hand side of
the above estimate does not depend on the parameter A > 0, we conclude that {, s = 0,
that is & € S*. This ends the proof of Theorem 2.7.
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4.3. Subelliptic estimates for fractional Ornstein-Uhlenbeck operators

In this section, we establish the subelliptic estimates enjoyed by fractional Ornstein-
Uhlenbeck operators, that is, we prove Theorem 2.8 and Corollary 2.9. Let P be the
fractional Ornstein-Uhlenbeck operator defined in (2.1.1) and equipped with the domain
(2.1.2). We consider 0 < r < n — 1 the smallest integer such that (2.3.2) holds.

4.3.1. General case. First, we focus on Theorem 2.8, which states that there exists
a positive constant ¢ > 0 such that for all u € D(P),

- 2
> H<\/@(BT)ka>1+5’“”“HL2(Rn) = C(HPUHL2(R”) + [l 2y )

Fixing k € {0,...,r}, we consider the Hilbert space #); defined by
o, = {u e LAR™) : APu € L*(R™)} with Ay = (/Q(BT)¥D,),
and equipped with the scalar product
(u, )y, = (A", AL'0) L2 (Rny,s

where we set m = 1+ |2p]. It follows from (4.2.13) that there exist some positive constants
c1>1and 0 < T < 1 such that for all 0 < t < T and u € L*(R"),

(4.3.1) IVQBTED,|™ ™| 1o gy < t% e2 B ||| > gy,

where the real number 6 is defined by

(4.3.2) 0 = [mGp + k:)] - € (0,1).

Let 0 < Ty < T. Tt follows from (4.3.1) and the semigroup property of the family of
bounded linear operators (e ‘7)o that for all + > T and u € L*(R"),

(4.3.3) H’\/Q(BT)ka’meitPuHLQ(Rn) _ H‘\/Q(BT)ka‘mefToPe*(tho)PuHLz(Rn)

€1 Lr(B)YTy || ,—(t—Tb) P
< e2 He
- (To)l/e

< ‘1 (B)Toe1 Tr(B)(t—Tp)

UHLQ(Rn)

HUHL2(R")a

1
VDR

We deduce from (4.3.1) and (4.3.3) that there exist some positive constants ¢y > 0 and
@ > 0 such that for all t > 0 and u € L*(R"),

m pt
(4.3.4) VBT Do ™™ u Loy < 2 ;7 ez B ||| 2 ).

We can assume without lost of generality that the constants c¢o > 0 and p > 0 are chosen
so that

ekt
(4.3.5) Vi >0, co Ry > 1.

We therefore deduce from (4.3.4), (4.3.5), the Plancherel theorem and the following in-
equality (which is a consequence of Lemma 4.19)

VEER", (VQ(BT)Fo)™ <2027V (14 [V/QBT)r¢|™),
that for all ¢ > 0 and v € LQ(]R”)7

m_— m_ ekt 1y
(4.3.6) 1(V/Q(BT) D)™ Pull o gy < QI+ D+, 78 2 "B |y 12 gy,
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Setting c3 = 21+(5 =Dty and considering P the operator defined by

. 1
(4.3.7) P =P+ Te(B)+p,

the inequality (4.3.6) can be written as

n —tP C3
(4.3.8) vt >0,Yu e L*(R"), [leull, < 78 ull 2 (rny-

It follows from (4.3.8) and the strong continuity of the semigroup (e~*¥');>p on L?(R")
that for all u € L?(R"), tp > 0 and 0 < t < to, we have

_ p — p - & —tP ¢ ~tP
I L
0
and similarly,
_ _HP — p ¢ —tP
7 = e ully, < g o= el 2,0

This proves that for all u € L?(R™), the function ¢ € (0, +00) + e~tPy € ;. is continuous,
and therefore measurable. Moreover, it follows from Corollary 4.3 that for all u € D(P),

1
Re(Pu, u)p2(rn) + 5 Tr(B) |72 (gny = 0.

This implies that the operator P equipped with the domain D(P) is maximal accretive.
According to (4.3.2) and (4.3.8), Corollary 5.13 in [61] shows that the following continuous
inclusion holds

(4.3.9) D(P) C (L*(R™), #)a.2,
the domain D(P) being equipped with the graph norm || - ||g defined by
vue D(P), |ulg = |[Pull2@n) + l[ull z2@n):

and where (L?(R"), #(;)p2 denotes the space obtained by real interpolation between the
spaces L?(R") and #€;,. With ¥}, as the domain of the Fourier multiplier A}, the operator
A} is positive selfadjoint and satisfies

Vu € My, (Af'u,uw)o@ny > (w22 @n):

Thus, we deduce from Theorem 4.36 in [61] that

(4810)  (EAR"), 96002 = (D(AP)), DIAT) oz = DIAL) = DT,

We therefore obtain from (4.3.9) and (4.3.10) that the following continuous inclusion holds

2p

D(P) C D(A; ™).
This implies that there exists a positive constant ¢4 > 0 such that for all uw € D(P),

_2p »
“Ali+2kpu“L2(Rn) < c4(HPuHL2(R”) + HUHLZ(R”))~

We therefore deduce from (4.3.7) and the definition of the operator Ay that there exists
another positive constant ¢s > 0 such that for all w € D(P),

_2p
[VQBTY D) 85|y gy < 5 (1 Pull 2y + el 2gam))-

This ends the proof of Theorem 2.8.
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4.3.2. When the Kalman rank condition holds. In this section, we check that
when the Kalman rank condition (2.1.7) holds, there exists a positive constant ¢ > 0 such
that for all w € D(P),

(4.3.11) (D 1+2TPUHL2 @®n) S C(HPUHH(W + lllz@n),
that is, we prove Corollary 2.9. We first deduce from Lemma 4.19 that for all £ € R”,

(€) T < 20D+ (1 1 ¢ 7).

This estimate combined with (4.2.19) shows that there exists a positive constant ¢ > 0
such that for all £ € R™,

@Www<2““w1”<1+aﬁﬂ@+1lww E:M/Bfﬁv“”>

r

<%u%ﬁm<1+a§%g+1Wém4ﬂ§:@ﬂx35%yﬁﬁ)
k=0
The global subelliptic estimate (4.3.11) is then a straightforward consequence of this in-
equality, the Plancherel theorem and Theorem 2.8.

4.4. Necessary condition for null-controllability

The aim of this section is to obtain and discuss a necessary condition on control sup-
ports that ensures the null-controllability of fractional Ornstein-Uhlenbeck equations.

4.4.1. Geometric condition. We begin by giving the proof of Theorem 2.14 con-
cerning the null-controllability of the fractional Ornstein-Uhlenbeck equation posed on the
whole space

(4.4.1) {@+Pﬁmm=mmmam (t,2) € (0, +00) x R",

£0,-) = fo € L*(R™),

where P is the fractional Ornstein-Uhlenbeck operator defined in (2.1.1) and equipped with
the domain (2.1.2), and w C R" is a Borel subset with a positive Lebesgue measure. Given
a fixed T' > 0, we assume that the equation (4.4.1) is null-controllable from w in time 7.
The objective is to prove that there exists some positive constants 6 > 0 and r > 0 such
that

T
(4.4.2) Vr € R, b/ Leb ((e'Pw) N B(z,r)) dt >,
0

where Leb denotes the Lebesgue measure on R" and B(x,r) is the canonical Euclidean
ball of R™ centered in z € R"™ with radius » > 0. The following proof is inspired by [8]
(Subsection 4.2). By the Hilbert Uniqueness Method, c¢f Section 1.1 in Chapter 1, the
null-controllability of the equation (4.4.1) in time 7" > 0 is equivalent to the observability
of the adjoint system

(4.4.3) {(at + P*)g(t, x) =0, (t,w) € (0, +OO) x R™,

9(0,) = go € L*(R™),

in time T' > 0, where P* denotes the adjoint of the operator P, given from Corollary 4.2
by

P*:%Tﬂp@V@-«B%vg—IuBy

Thus, there exists a positive constant C7 > 0 such that for all go € L?(R"),

T
(1.4.0 907y < Cr [ ot
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where g denotes the mild solution of the equation (4.4.3) with initial data go. We recall
from Proposition 4.7, and more precisely formula (4.1.37), that the Fourier transform of
this solution is given for all t > 0 and £ € R™ by

(4.4.5) G(t,€) = K(t,e 7€) go(e P ¢),

where we set .
1 s 9
K(t, &) = exp (- 2/0 |/ Qe BTg\ P ds).

Let z € R™ be a fixed point of R". We consider the Gaussian function f(§) = e~ 1¢” and
the initial condition

go(x) =F(f)(z —=2), zeR"
With this choice, formula (4.4.5) writes for all ¢ > 0 and £ € R" as
. _.nT
(.6 = e O Kt e fle o).

Applying the inverse Fourier transform, we obtain that the solution g of the equation
(4.4.3) is given for all ¢ > 0 and « € R™ by

g(t,x) = " FIUEK(t, ) ) (e Pr - 2),

where 95_1 denotes the inverse partial Fourier transform in the & variable. On the one
hand, it follows from the above formula and the substitution rule that the left-hand side
of the inequality (4.4.4) is a positive constant independent of the point z, denoted dy > 0
in the following and given by

(4.4.6) 8o = |lg(T, .)H%Q(Rn) _ eZTr(B)T/n

_ BT / F KT, f) (@) de > 0.

On the other hand, the right-hand side of this inequality writes as

T T
/0 lg(ts )72 dt = /0 2 (Bt / |F K (8, ) ) (ePr — 2)]7 dadt

T
_ / (THB) / T () ) (o) dadt.
0 etBuw—z

Given r > ( a positive radius whose value will be chosen later, we split the previous integral
in two parts to obtain the following estimate

T T
@an) [ gt e de< [ e F (K (1))@ dade
0 0 (etBw—2)NB(0,r)

T
e F: ! : 2)|* dedt.
+/o /MN}J% (K(t,)f)(@)]" dadt

Now, we study one by one the two integrals appearing in the right-hand side of (4.4.7).
First, it follows from the invariance by translation of the Lebesgue measure that

T
(4.4.8) / CTHB) / T ) ) ()| dadt
0 (etBw—2)NB(0,r)

T T
< M/o Leb ((e"Pw — 2) N B(0,7)) dt = M/O Leb ((e'"Pw) N B(z,7)) dt,

with

M= sup ™G K (L) )] pony > 0.
t€[0,T]
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Notice that the positive constant M is finite, since for all 0 <t < T,

1 1
1% (K () )| oo my < (2w)an((t')fHLuRn)SSZ§%j;HfHLuRny

In order to control the second integral, we make use of the dominated convergence theorem
which justifies the following convergence

T
/0 (Bt /| | ]ggl(K(t,.)f)(a:)\Q dzdt — 0,
x|>r

r—-+00

since
1 _
2 B FNK (L) f) € LP([0,T) x R™).
Thus, we can choose the radius r» > 1 large enough so that
T
0
(4.4.9) Cr / e (Bt / T (K () @) dedt < 2.
0 |z[>r 2
Gathering (4.4.4), (4.4.6), (4.4.7), (4.4.8) and (4.4.9), we obtain the following estimate
S T
Vz e R", 50 < CTM/ Leb ((etBoJ) N B(z,r)) dt.
0
This ends the proof of Theorem 2.14.

4.4.2. About the geometric condition. To end this section, we discuss the geo-
metric condition (4.4.2). First, we prove that when the matrix B is equal to zero, the
control support w is thick. We recall that the notion of thickness is defined in Definition
1.5 in Chapter 1. Proceeding by contraction, we assume that w is not thick. By definition,
this set therefore satisfies

(4.4.10) Vy >0,Ya € (R})", 3¢ € R", Leb (wN ({4 [0,a1] x ... x [0,a,])) <~ Haj.
j=1

By choosing v = 1/k and ay,...,a, = 2r, with r > 0 the positive constant appearing in
(4.4.2), we deduce that
n nyy o (2r)"
Vk >1,3¢ € R",  Leb (wn (& + [0,2r]")) < T

For all k > 1, we set x, = &+ (7, ..., 7). Since the inclusion B(z,r) C & + [0, 2r]™ holds,
it follows that

(2r)"
o
On the other hand, since B = 0, the condition (4.4.2) writes as
Vo € R", TLeb(wnB(xz,r)) > 6.

This estimates implies in particular that

(4.4.11) Vk >1, Leb(wn B(zy,7)) <

(4.4.12) Vk >1, Leb(wn B(zg,r)) > % > 0.

Notice that the estimates (4.4.11) and (4.4.12) are inconsistent. As a consequence, the
property (4.4.10) does not hold, that is, w is a thick set.

To finish, let us check that if the control support w is thick, then it satisfies the
geometric condition (4.4.2). Since w is thick, we obtain by definition that there exists
some positive constants g > 0 and J§y > 0 such that

(4.4.13) Vo € R, Leb (wn B(z,10)) = do.

Setting

ri=ro sup [ >0,
te[0,T)
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we deduce from (4.4.13) that

T T
/ Leb ((eth) NB(z,r)) dt = / B Leb (wn (e *BB(x, r1))) dt
0 0

T
> / P (wn (B(efth’TO))) dt
0

T
> 5o / Bt 4t > 0.
0

This proves that the set w actually satisfies the geometric condition (4.4.2).

4.5. Appendix of Chapter 4

4.5.1. About the Kalman rank condition. To begin this appendix, we prove the
characterization of the Kalman rank condition in term of the space S.

LEMMA 4.17. Let B and Q be real n X n matrices, with QQ symmetric positive semidef-
inite. The following assertions are equivalent:

1. The Kalman rank condition (2.1.7) holds.
2. The vector space S is reduced to {0}, that is

ﬁ Ker (v/Q(BT)7) = {0}.

PROOF. Using the notations of (2.1.7), we have the following equivalences:

Rank B | \/@] =n < Ran [B | \/Cj] =R",
<:>Ker<[B | \/Q]T) - (Ran B | \/é])L = {0},

n—1
& (] Ker (vVQ(BT)) = {0},
j=0

where 1 denotes the orthogonality with respect to the canonical Euclidean structure. This
ends the proof of Lemma 4.17. O

4.5.2. Convergence in Lebesgue spaces. In a second part, we recall the following
classical measure theory result concerning the convergence in LP(R™). Its proof is given
here for the convenience of the reader and for the sake of completeness of this work.

LEMMA 4.18. Let p € [1,+00). We consider (fi)r a sequence of LP(R™) and f €
LP(R™) such that (fx)r converges to f almost everywhere in R™. Then, the following
equivalence holds:

e = Flloeeey =0 Hm A1 fellzogn) = [1Fllzege).

PROOF. We just need to prove the reciprocal implication. To that end, we consider
the sequence (gi)r of non-negative functions defined for all £ > 0 by
gk =22\ fel? + 1F1P) = | fr — fIP > 0.
Notice that the functions g; are non-negative since the following convexity inequality holds
for all z,y € R™,
(z +y)P < 27712 +yP).

Since we have

/ liminf gx(x) do = 2p/ |f(z)]P dz,
Rn k—o0 n
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and

liminf/ngk(x) dz = 2p/n |f ()P dzx limsup/Rn |fx(x) — f(z)]P de,

k—+o0 k—+oo
it follows from the Fatou lemma that

lim sup /R (@) — f@)P dz = 0.

k—+o0

This ends the proof of Lemma 4.18. O

4.5.3. Some instrumental estimates. To end this appendix, we give the proof of
some estimates used in this chapter.

LEMMA 4.19. For allr > 1, q € (0,+0) and ay,...,a, € [0,400), we have
(4.5.1) (a1 + ...+ a)? <@ D+ @+ +ad),

where
(¢ —1)4 = max(q — 1,0).

PRrROOF. If a; = 0 for all j € {1,...,r}, the result is immediate. Therefore, we can
assume that at least one of the a; is positive.

1. Case 0 < g < 1: Since
Vie{l,...,r}, a;<ai+...+a,
we get that

) . q
vie{l,...,rh 4 < % .
a+...+a,  \a1+...4+a,

Then, (4.5.1) follows by summing up the previous inequalities for all 1 < j <.

2. Case ¢ > 1: In this case, the convexity property of the function ¢ +— ¢? on [0, +00)
implies that

1 1
ﬁ(al—l—...—f—ar)q < ;(a§+...+a2).
This ends the proof of Lemma 4.19. g

LEMMA 4.20. For all g > 0 and &, € R™,

11€17 — |n]7| < g2(a=2)+ (’f — 7|7 + min(|¢[771, [n|a) € — 17|) when q > 1,
- 1€ —nl? when 0 < ¢ < 1.

PrROOF. Let ¢ > 0 and &,n € R™. We first assume that 0 < ¢ < 1. It follows from
Lemma 4.19 that |£ + 1|7 < |£|? 4 |n|? and then, by a natural change of coordinate, this
implies [|£|7 — |n|?] < |€ —n|?. When ¢ > 1, we deduce from the differentiability of the
function | - |7 the following equality

1 1
d _
et = ol = [ Glns e =it at=a [l ts =)+ s —m)- € m at
Then, the Cauchy-Schwarz inequality and Lemma 4.19 imply that

1
€17 — [11%] < ql¢ — | /0 I+ (6 — )" dt

1
< @2+ If—nl/O (Inle=t + e He —nrh) de

= 22+ (I = |+ "M E —nl) -
Since & et n play symmetric roles, the proof of Lemma 4.20 is ended. U



Chapitre 5

Quadratic differential equations: partial Gelfand-Shilov
smoothing effects

The aim of this chapter is to give the proof of Theorem 3.3, taken from the article
[3] published in the Journal of the Institute of Mathematics of Jussieu, but presented in a
slightly different way in the present work. Precisely, the result of Proposition 5.2 in Section
5.2 is not explicitly stated in [3].

Outline of the chapter. Section 5.1 is devoted to recall the definitions and basic
properties of Hamilton maps and singular spaces of quadratic forms that will be used
all along this chapter and also in Chapter 6. In Section 5.2, we study a family of time-
dependent pseudodifferential operators whose symbols are models of the Mehler symbols
given by formula (3.3.10). Thanks to the Mehler formula, the properties of these operators
allow to prove Theorem 3.3 in Section 5.3.

5.1. Hamilton map and singular space

Let ¢ : R?™ — C be a complex-valued quadratic form defined on the phase space.
Associated to ¢q is F' € M, (C) called its Hamilton map (or fundamental matrix), defined
as the unique matrix satisfying the identity

(5.1.1) VX, Y € R™  ¢(X,Y)=0(X,FY),

with ¢(+,-) the polarized form associated to the quadratic form ¢, and o the canonical
symplectic form given by

(512) U((x7€)7(y777)) = <€7y> - <$777>7 (x7y)7(£777) € C2n7
with (-,-) the bilinear symmetric form on C" defined by

n
(5.1.3) (x,y) = ijyj, x=(21,...,2n), Y= (y1,--.,yn) € C".
=0

By definition, the matrix F' is given by

(5.1.4) F=JQ,

where @ € Sz, (C) is the symmetric matrix associated to the bilinear form q(-,-),
(5.1.5) VX,Y e R ¢(X,Y) = (X,QY),

and J € Sp,,(R) stands for the symplectic matrix given by

0, I,
(5.1.6) J = (_In 0n> € Spy, (R).

We notice that a Hamilton map is always skew-symmetric with respect to the symplectic
form o, since

(5.1.7) VX, Y €R*, o(X,FY)=q(X,Y)=qV,X)=0(Y,FX)=—0(FX,Y),

by symmetry of the polarized form and skew-symmetry of o.

75
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The singular space of the quadratic form ¢ is the vector subspace of the phase space
defined as the following finite intersection of kernels
2n—1
(5.1.8) S= () Ker(Re F(Im F)7) c R*".
§=0
By definition, we may consider 0 < kg < 2n — 1 the smallest integer satisfying

ko
(5.1.9) S =[] Ker(Re F(Im F)).
§=0

The singular space S satisfies the properties
(5.1.10) (ReF)S ={0} and (ImF)ScCS.

The first property is a straightforward consequence of the definition of S. In order to derive
the second one, we check that S is also given by the infinite intersection of kernels

+o0
(5.1.11) S =) Ker(Re F(Im F)7).
j=0

Indeed, the Cayley-Hamilton theorem applied to the matrix Im F' shows that
Vk € N,VX € R*", (ImF)*X € Span(X, (ImF)X,...,(Im F)*"'X),

where Span(X,(Im F)X,...,(Im F)?*~1X) is the vector space spanned by the vectors
X,(ImF)X,...,(Im F)?"~1 X, which proves that the equality (5.1.11) actually holds.

5.2. Regularizing effects of time-dependent pseudodifferential operators

Let T > 0 and ¢ : R*®» — C be a time-dependent complex-valued quadratic form
whose coefficients depend continuously on the time variable 0 < ¢t < T. We assume that
there exist some positive constants 0 < T* < T and ¢ > 0, a positive integer k > 1, and
I,J C{1,...,n} such that

(5.2.1) Vt € [0,T*],¥X € R} x R%,  (Req)(X) > ctf|X|?,
and
(5.2.2) vt € [0,T,¥X € R*",  q(X) = q(X1.),

where X; ; stands for the component in R} x R} of the vector X € R?" according to the
decomposition R?" = (R} x R%) ot (R} x R’})L, the orthogonality being taken with respect
to the canonical Euclidean structure of R??, and where the notation R7? x R’} is defined
in Definition 3.2 in Chapter 3. This section is devoted to the study of the regularizing
effects of the pseudodifferential operators (e=%)¥ acting on L?(R™) defined by the Weyl
quantization of the symbols e”%. The main result of this section is the following:

THEOREM 5.1. Let T > 0 and ¢ : R*® — C be a time-dependent complez-valued
quadratic form satisfying (5.2.1) and (5.2.2), and whose coefficients depend continuously
on the time variable 0 < t < T. Then, there exist some positive constants C > 1 and
0 < to < min(1,T*) such that for all (o, 8) € N¥ x N 0 <t <ty and u € L*(R"),

0B W O'+lal+|8]
Hx Oy (e™ ) UH,;z(Rn) < (ol +1B+s) Val \/E ||u”L2(R"):

where 0 < T* < T, k> 1, I,J C {1,...,n} are defined in (5.2.1) and (5.2.2), and
s=9n/442|n/2| + 3, with |-] the floor function.
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5.2.1. A Calderoén-Vaillancourt type result for partial Gelfand-Shilov sym-
bols. The proof of Theorem 5.1 is based on symbolic calculus. More precisely, we will
use the following proposition which states that a pseudodifferential operator whose Weyl
symbol enjoys partial Gelfand-Shilov regularity has partial Gelfand-Shilov smoothing prop-
erties.

PROPOSITION 5.2. For all pn € [1/2,1], there exists a positive constant C, > 1

such that for all symbol p € C*°(R?") satisfying that there exist some positive constants
C1,Cq,C3 > 1 and some subsets I,J C {1,...,n} such that

(52.3) Va €N} x N}, V8 € N, [|X(%p) (X)|| o oy < CCYICHT () (B,
we have that for all (o, B) € N} x N% and u € L*(R™),

on‘ﬁf(pw(a:, Dx)“)Hm(Rn) < C;+|a|+|5| Cl(max(Cg,03))\0‘|+|5‘+2L”/2J+2
x () (B flull L2eny,
where |-| denotes the floor function.

PROOF. Let p € C*°(R?") be a symbol such that (5.2.3) holds for some subsets I,.J C

{1,...,n}. To prove that the linear operator xaaﬁpw(x, D,) is bounded on L?(R"), the
strategy is to use the Calderon-Vaillancourt theorem. Therefore, we shall derive estimates
for the derivatives of the symbol of the operator 2282 p*(x, D,), that is the symbol

(5.2.4) 2 ¢ (i6)7 £ p(x, €),
where # denotes the Moyal product defined for all b; and b in proper symbol classes by

(bl ﬁ bg)(-f,f) _ e%U(Dw,DGDy,Dn)bI(_x’f) bQ(y,n)‘(I )=(y 17)7

see e.g. (18.5.6) in [40]. For all positive integer N > 1, we consider
Sy = S((X)V,|dx]?),
the symbol class of smooth functions f € C°°(R?") satisfying
Va € N*",3C > 0,YX € R*, [(0%f)(X)| < C(x)N.

The Euclidean metric |[d X |? is admissible, that is, slowly varying, satisfying the uncertainty
principle and temperate. The function (X)V is a |dX|>-slowly varying weight, see [54]
(Lemma 2.2.18). Therefore, the symbol classes Sy enjoy nice symbolic calculus. Let
(o, B) € N} x N7, Since the polynomials 2% and ¢8 belong to the symbol class Slal+18)» 1t
follows from [40] (Theorem 18.5.4) that

| min(c,8)| i\l (_1)|~,| 5 5
525 i = > (5) X Glrane) e

1=0 18]+1/=t

—~ \2 T la— (B s

) | min(a,B)| (z)l (—1)Pl ot zo=r gl 8=
Iy1=l
where min(a, 8) € N is defined for all j € {1,...,n} by min(a, 8); = min(a;, 3;) and
. 1 if v < min(e, B),
y<min(e,8) = 0 otherwise.

As a consequence of (5.2.5), z #f €7 is a polynomial of total degree |a| + |3]. Moreover,
p € C°(R?™) from (5.2.3) and as a consequence p € S|a|+|8- We therefore deduce from
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[40] (Theorem 18.5.4) an explicit formula for the symbol z # &7 4 p(x, £):

||+ 8] N (_1)|p|
520) 1€ = Y (3) X Clleteree ) et o).

k=0 [nl+pl=k

It follows from (5.2.6) that for all (a,b) € N**, (a, B) € N} x N% and (z,&) € R?",

, o]+ 8] iF (_1)|p| ,
oot eae) = Y (5) X S aobearen s ) @000,

k=0 Inl+|pl=k

As a consequence of the Leibniz formula, this equality also writes as

a8l (—1)le
(5.27) 990k (x™ 4 & ¢ p(x, &) = > <2> > !
=0 o=k TP

b / / / —b
SO (2) () el a1 60) (oot ) ),
a’'<a b'<b

Moreover, we notice from (5.2.5) that the derivatives of the symbol 2® 4 &7 are given by

(5.2.8)

o 1o (a4 )

EUICIIN
i (-t B! : N b
- L AL (2277) 9L T(EPTY) 1y<min(a

= <2> mz=l A oo ) %) D)

min(eB)] o\ 1 (=) al gemr=a'=p gy ghr=V
< > W la—q—a =l (Boq—b g rherese Trsinss,

=0 Ivl=t

with
1 ify+d+p<a, 1 ify+b +n<p,

1.y =
y+a'+p<La .
P 0 otherwise.

and 1 b4n<p =
0 otherwise, T nh {

For all (a,b) € N*" and («,) € N} x N, we consider the finite subset Eqpq5 C N

whose elements (1, p,7,a’,b') € E, .o 5 satisty:
0<d <a, 0<¥d <b,
(5.2.9) / /
y+ad+p<a, y+U+n< P

Moreover, for all (a,b) € N*", («,8) € N? x N and (n, p,7,d’,b') € Egp a5, we set
(5.2.10)

. (i el 70N /b a! B! (=1)lel+h
1P 9 a)\V)(a—y—a —p)(B—y——n)! nlpy~

It follows from (5.2.7) and (5.2.8) that the derivatives of the symbol 2 £ # p(x, £) satisfy
the following estimates for all (a,b) € N*" and (o, ) € N? x N7,

(5.2.11)  [[050¢ (™ § € & p(2, ) || oo omy

< Z |Fn,pma’,b’

(nvpvvva/7b/)eEa,b,a,ﬁ

| A <t (8§_a’+nagfb/+pp) (z,€) HL@(RQ") ’
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Moreover, it follows from the partial Gelfand-Shilov regularity (5.2.3) of the symbol p that
for all (a,b) € N*", (o, 8) € N} x NJj and (17, p,7,0',V') € Eaqp,a.p,

H$a—w—a’—pgﬂ—v—b’—n (ag—a’ntnag*b”rpp) (, E)HLOO(R%) < C«lCIQCM—“/—a’—pIHB—“/—b’—nI

a—a’ b—b'
x Oy (0 = )l (B =y =¥ =)l (a—d' +m)! (b= b + p))".
Notice that for all (a,b) € N?*, (o, ) € N} x N% and (1, p,7v,d',V') € Egp.a.p,

la—y—d —pl+[B—7=bV —nl+]a—d +n+[b-b+pl

=la—y—d|+|8—y=V|+|la—d|+|b-b]|<|a|+ 8]+ |a] + |b].
By using that Cp,C3 > 1 and the above estimate, we deduce that for all (a,b) € N2
(a,8) € N} x N and (1, p,7,0",V') € Eqpas;
o= g (@0 ) (@, )| e ey < Crlmax(Cl, Cy)) e

x((a—y—d =p)l (B—vy=V =) (a—d +n) (b= +p))"

As a consequence of (5.2.9) and (E.0.3), we also notice that for all (a,b) € N?", (o, B) €
N? X NZ} and (777,0,’%@,, b/) € Ea,b,a,,@v

(a—d +n)! < (a+mn)! <29t mq g < olad+Blgr 1,
and

(b—b + p)l < (b+ p)! < 201FHIPlpy p1 < olblHlalpy p1.
We therefore deduce that for all (a,b) € N>, (o, B) € N} xN% and (1, p,7,d’,0') € Eqp a8,
(5.2.12)

07 =P (D5 L D) (1, €)ooy < Cr(max(Cy, Gl

)

x 2H(lal+Hbl+al+B]) ((a —y—d —p! (B—y—=b —n)!n!pa b!)”.
Combining (5.2.11) and (5.2.12), we obtain the following estimates of the L>-norms of the
derivatives of the symbols (5.2.4) for all (a,b) € N** and («, ) € N? x N%,

(5.2.13)
1208 (2% # € 4 p(2,6)) || ony < C1(max(Ca, Ci)) I HAFll 1o gutlal sl +lel 150

X > Tyt (=7 —a' =)t (B—~ =t =)l n! plal bl)".
(m:p,7,0" 0 )€Ea b,
Notice from (5.2.10) and (E.0.5) that for all (a,b) € N?", (a,) € N? x N and
(n,p,7,d",V) € Eapap,
a! Al 1
(a—=y—ad =p)(B—y—=U—=nln! plAyl
We derive from (5.2.13) and (5.2.14) that for all (a,b) € N*" and (a, 8) € N? x N%,

(5.2.15)
0202 (2% £ € £ (2, €))| wgny < Cr(max(Ca, Cy))JeHIBHHal ] pttalaiulats

(5.2.14) ‘Fn,p,fy,a’,b" < 2\a|+\b|

X (al)? (b)H > Dnypy,altls
(mpyv,a' 0 )EEG b a8
where we set
al B! 1

(5:216)  Anpray = ((@=y—=a = p)=r (B ==V —n))t=r (n)=r(ph) syt
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The next step of the proof consists in estimating the quantities (5.2.16). First, it follows
from (5.2.9) and (E.0.3) that for all (a,b) € N**, (o, 8) € N7 x N and (n, p,7,ad’,b) €
Eopap,

(@—y—p)l = (a—1—p—d+a) <207 (a =y — p— )l (&)
<2l (a—y—p—d)lal,
and similarly,
B=ry=—ml=(B=y—n=b +)N<2P7 (5 -y -y —t) (V)!
<2 (B—vy—n—b) 0l
We therefore deduce that for all (a,b) € N°", («, 8) € N} xN% and (n, p,7,a’,b') € Egpa.p,

< a! B! o(=mlatBl (ghyl=n (pyl—n
17,0,7,0’ b = ((a—’y—p)!)l—ﬂ ((5_7_77)!)1—;1 (n!)l_“(p!)l_“’y! )

since u < 1. Moreover, it follows from the definition of Binomial coefficients that for all
(a,b) € N (a,B) € N} x N} and (1, p,7,d",0') € Eqpap,

(5.2.17) A

(5.2.18)
a! B! 1
(@ =y =)= ((B =~ =)Dt () =r(ph) =1y
:< a! (v+p)! 8! <v+mv1“mwwmw
(@=v=p)! (v+p)! Pl B=y=—m)(v+n)! n'y ()2t

N

()00 o

since 2p > 1. As a consequence of (5.2.17) and (5.2.18), the following estimates hold for
all (a7 b) € N2n7 (Oé,ﬂ) € N? X NZ} and (7770,% a/> b,) € Ea,b,a,ﬁ;

A < (2\a|+lv|+\p\+\6|+lvl+\n|)1_” 2(=mlatBl (1= (p1) =1 ()" (BN)M.

n,pyY,a’ b’

We recall from (5.2.9) that for all (a,b) € N*", (a,8) € N? x N and (n, p,v,d’,V') €
Ea,b,oa,,@a

laf + [y + [p] + Bl + 7] + [n] < 2]el +2|8].
This implies that for all (a,b) € N*", (a, 8) € N} x N% and (1, p,v,a',b') € Egpa.p,

(5.2.19) Appryaryy < 8UTHIHBE (g 1=m (p1yI=r (1) (B1)A.
This estimate combined to (5.2.15) implies that for all (a,b) € N*" and («, 8) € NF x N%,
(5.220) [|0508 (2% £ € £ p(2,))|] foo oy < Cr(max(Ca, C))l@HIPIHalH

« 9(1+p)|a+bl+(3—2u)|a+5| (#Eap.a.) al B! (a)* (8",

where # denotes the cardinality. It only remains to estimate #E,p o 3. To that end, we
recall anew from (5.2.9) that any element (1, p,7,a’,V’) € Eqpq 3, with (a,b) € N2" and
(e, B) € N} x N7}, satisfies

Inl < 1Bl, ol <l |yl < min(lal,|B]),

la’| < lal, [b'] <[b].
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By using (E.0.5) and (E.0.8), we therefore deduce that for all (a,b) € N?>* and («,8) €
N7 x N7, the cardinality of the set E,; , g satisfies the following estimate:

s s (L) U R )

< glal+|l+min(lal,|])+|al+]bl+5n.

As a consequence of (5.2.20) and (5.2.21), we notice that for all (a,b) € N?* and (a, 3) €
N7 x N7,

(5.2.22) [|9:0¢ (2" £ €7 4 p(2, )| o oy < C1(max(Cy, Gyl
« 9(1+m)latbl+(B=2p)|a+B| olal+|Bl+min(|al|B])+lal+[bl+5n 41 b (al)* (BNM.

It follows from (5.2.22) and the Calderén-Vaillancourt theorem, see [13] (Theorem 1.2)

which provides sharp estimates, that the operator a:anpw(a:, D.) : L*(R") — L?(R") is

bounded on L?(R"), and that its operator norm is controlled in the following way

(5:2.23)  [|2"DIp" (2, Dy)[| ppoy <C sup (0008 (2 £ €% 4 (@, )| o ron
la],[b]<|n/2|+1

where C' > 0 is a positive constant not depending on the symbol p and £(L?) stands for

the set of bounded operators on L?(R™). Proposition 5.2 is then a consequence of (5.2.22)
and (5.2.23). 0

5.2.2. Gelfand-Shilov type estimates. In this subsection, we study the Gelfand-
Shilov regularity of the time-dependent symbol e~%, where ¢; : RY — C is a time-
dependent complex-valued quadratic form whose coefficients are continuous functions of
the time variable 0 < ¢t < T, with T* > 0, satisfying that there exist a positive constant
¢ > 0 and a positive integer £ > 1 such that

(5.2.24) vt e [0,T7],VX e RY, (Req)(X) > ct®| X2

LEMMA 5.3. Let T > 0 and ¢; : RNV — C be a time-dependent complez-valued quadratic
form satisfying (5.2.24), and whose coefficients depend continuously on the time variable
0 <t <T. Then, there exist some positive constants 0 < to < min(1,7%) and ci,co > 0
such that the Fourier transform of the symbol e~ % satisfies the estimates

—_— C =
Vi € (0,t0),VE € RN, |e-a(T)| < e @,
=

where 0 < T* < T and k > 1 are defined in (5.2.24).
PROOF. Let 0 < t < T*. Since Re ¢ satisfies (5.2.24), the spectral theorem allows to

diagonalize Im ¢; with respect to Re g;. More precisely, there exist (e14,...,eny) a basis
of RN and At ---» ANt € R some real numbers satisfying that for all 1 < j, k < IV,
(5.2.25) (Reqt)(ejt, ext) = 05 and  (Imgr)(ejit, ext) = Njidjk,

with Req.(+,-) and Im ¢ (-, -) the polarized forms associated to the quadratic forms Re ¢
and Img; respectively, and where §;; denotes the Kronecker delta. Let P, € GLy(R)
be the matrix associated to the change of basis mapping the canonical basis of RY to
(é14,-..,ent). Moreover, we consider D; € My (R) the diagonal matrix given by

(5.2.26) Dy = Diag(As, - - -, An),

and S; € My(C) the complex matrix defined by

(5.2.27) Sy = Iy +iDy = Diag(1 + iAry, ..., 1 +idns).
With these notations, we have

(5.2.28) VX e RY, (Req)(PX) = |X?, (Img)(PX)=(D:X,X),
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and therefore, g; o P; is given by
(5.2.29) VX eRY, ¢(PX) = (S X, X).

Then, we compute thanks to the substitution rule and (5.2.29) that for all Z € RV,

—

(=) = [ N aX — [derpy| [ ND (0 gy,
RN RN

We observe that S; is a symmetric non-singular matrix satisfying that Re Sy > 0. It follows
from [42] (Theorem 7.6.1) that for all = € RV,

N
(5.2.30) e~ () = | det P,| —1—— ¢~i (ST PIEPIE)

vV det St

Y

where
N 1
/det St — H e2 Log(l-‘ri)\j’t),
j=1

with Log the principal determination of the complex logarithm in C\ R_. We consider
Ay € My (R) the real diagonal matrix defined by

1 1
5.2.31 A; = Re(S7}) = Di <77>
( ) t e(t) 1ag 1_’_/\%7?5 1_’_/\%\”
Since P; is a real matrix, we have that for all Z € RY,

(5.2.32) ’e*i<551PtTE,PtTE>‘ _ o~ HaPTEPTE)

Moreover, both P, and A; are non-degenerate, and it follows that for all = € R,
(5.2.33) (AP]E, PTE) = |\/APLE|

S —I AT =1 =\ 2 =1 AT (=1 =) 2
> (IEDTHTHIA = ITHED ™ = (I HIA 2 I ED
We deduce from (5.2.30), (5.2.32) and (5.2.33) that for all = € RY,

N _1 2
G231)  |CRE)| < ldet Bl o ORI ) e
\/ | det St|
The following of the proof consists in bounding the time-dependent terms appearing in the
_1
right hand-side of (5.2.34), that is |det Sy|, | det P|, ||[P, Y|, and ||A, 2|
1. It follows from (5.2.27) that the determinant of the time-dependent matrix Sy is bounded
from below in the following way:

N
(5.2.35) vt € (0,77, |detSy| = J]I1+iNl > 1.
j=1
2. We notice from (5.2.24) and (5.2.28) that there exists a positive constant ¢ > 0 such
that for all 0 < ¢t < T* and X € RY,

1 X|* = (Reqy)(P,X) > ct*|P.X|%.

Consequently, we obtain the following estimates of the norms of the matrices P;:

1
vt e (0,77, [P < ——.

It follows that there exists a positive constant ¢y > 0 such that
o

(5.2.36) vt e (0,T*,Vj,k € {1,....N}, |(P)jx| <

)

~
ISTES
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with (P;); the coefficients of the matrix P;. We therefore deduce from (5.2.36) that for
all t € (0,77%],

|det P;| < Z le(r H Pt”])|< Z HCO _N,(co> ’
Jj=

TEGN TEGN J= lt2

where Gy denotes the symmetric group and (1) is the signature of the permutation
T € Gy. Setting ¢; = N! cév, we proved that for all ¢ € (0,7%],

C
(5.2.37) | det P| < —-

t 2

3. The continuous dependence of the coefficients of the time-dependent quadratic form
Re g; with respect to the time variable 0 < t < T implies that there exists a positive
constant ¢ > 0 such that

(5.2.38) vVt e [0,T*],¥X e RY, (Req)(X) < o] X|°.
It follows from (5.2.28) and (5.2.38) that
vt e (0,T*],VX € RY, |X|? = (Req)(PX) < eo| P X|2.
As a consequence, we have
(5.2.39) vt e (0,7, [P < Ve
4. We deduce from (5.2.24) and (5.2.25) that forall 0 <t <T* and 1 < j < N,

|| Tm g¢|| [ Tm g¢||
otk (Re Qt)(ej,t) = otk

Since the coefficients of the time-dependent quadratic form ¢; are continuous with respect
to the time variable 0 <t < T, there exists a positive constant c3 > 0 such that

(5.2.41) vie[0,T7], |Imgl < cs.

(5.2.40) Al = 1(Im ge) ()] < || Tmqellejel* <

As a consequence of (5.2.40) and (5.2.41), the following estimates hold:
(5.2.42) Ve (0,775 € {1,...,N}, A\l < %
c

It follows from (5.2.31) and (5.2.42) that there exist some positive constants 0 < tg <
min(1,7™) and ¢4, c5 > 0 such that

(5.2.43) Vi€ (0,t0), |4, 2 \ < c4z,/1 +A2, < tk

Finally, we deduce from (5.2.34), (5.2.35), (5.2.37), (5.2.39) and (5.2.43) that for all 0 <
t <tyand Z € RV,
N
le—at(2)| < T2 22/ (2e0ch).
t =2
This ends the proof of Lemma 5.3. ([l

LEMMA 5.4. Let T > 0 and q; : RN — C be a time-dependent complez-valued quadratic
form satisfying (5.2.24), and whose coefficients depend continuously on the time variable
0 <t <T. Then, there exist some positive constants 0 < to < min(1,7*) and C > 1 such
that

N anB  —ar(X) Cltlal+6l
Vo, BNV V€ (0.80), [ X% (™ )| oy S Tiaaimime E(al2545) Val VB,

where 0 < T* < T and k > 1 are defined in (5.2.24), and s = 5N/4+ 2| N/2]| + 2.



84 5. QUADRATIC DIFFERENTIAL EQUATIONS

PROOF. First, we deduce from (5.2.24) that
(5.2.44) Vt € [0,T%],¥X e RY, ‘Q_Qt(X)’ < o—cthIX 2

Moreover, it follows from Lemma 5.3 that there exist some positive constants 0 < tg <
min(1,7™) and ¢, ¢z > 0 such that

(5.2.45) Vt € (0,),VE € R", [e—a(Z)| < ﬁve—cgt%aﬁ
2

We can assume without lost of generality that ctf < 1 and otk < 1 so that ctf € (0,1)
and cot* € (0,1) for all 0 < t < tg. It follows from (5.2.44), (5.2.45) and Proposition C.2
that there exists a positive constant C' > 1 such that for all o, 5 € N and 0 < ¢ < to,

1

1 c 1 2
agB (—q(X) < O1tlal+]8] 1 1 Bl
|X0x (") poeeny = € ((Ctk)laH’Z {5 (et P ﬁ'>

Je O +lal+8l 1
- C%(|a\+%)cé(lﬁl+%+t%+l) +5 (al+2]81+ 27 +2| 42

Vol VAL

This ends the proof of Lemma 5.4. ]

5.2.3. Proof of Theorem 5.1. This subsection is devoted to the proof of Theorem
5.1. Let T > 0 and ¢ : R*® — C be a time-dependent complex-valued quadratic form
satisfying (5.2.1) and (5.2.2), and whose coefficients depend continuously on the time
variable 0 < t < T. Tt follows from the condition (5.2.2) that for all 0 < ¢ < T, the
quadratic form ¢; can be considered as a quadratic form on R} x R}, that is

vVt € [0,T], q:R} xR} — C.

We recall from (5.2.1) that there exist some positive constants 0 < 7 < T and ¢ > 0 and
a positive integer k > 1 such that

Vt € [0,T%],¥VX € R} x R%, (Req)(X) > ct®| X2

It therefore follows from Lemma 5.4 that there exist some positive constants 0 < tg <
min(1,7™) and Cy > 1 such that for all @ € N} x N}, € N} x N’} and 0 < ¢ < t,

o 8
(5.2.46) 103 (™ N o g ey < Cl(%) <Cl> Val /3,

+5 \ t5 tk
with
s = 5(#] + #J) /A + 2| (#] + #J) /2] +2 < 5(2n) /4 +2[(2n) /2] +2 = 9In/2 + 2.

Since the quadratic forms ¢; do not depend on variables in (R} x ]R?})L anew from the
condition (5.2.2), with 0 < t < t, the orthogonality being taken with respect to canonical
Euclidean structure of R?", the estimate (5.2.46) can be extended in the following way: for
allaEN?XNZ,BENQ"andO<t<tO,

5247 X5 (e ) S o (enen oo
( ey ) H X(e )HLOO(RQn) = W t—g tilC ol B

We have used that for all X € R* and o € N} x N%, X = (X7 ;)% with X;; the
coordinate of the point X € R?" with respect to the decomposition R?* = (R} x R7) ot
(R} x R%)L. Then, (5.2.47) and Proposition 5.2 imply that there exists a positive constant
Co > 1 such that for all 0 < t < tgy, (o, 8) € N} x N’; and u € L?*(R™),

lal+|8|+2[n/2]+2
) Val /B |ull g (a)

Hxaaf(e—%)w

i+jal+ig_ C1 (Ch
UHLQ(R") <G <

th(On/a+1) \ k-
since o o
1 G1 1
vVt € (O,t()), max <tg, tk') = tT
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Thus, there exists an other positive constant C5 > 1 such that for all 0 < ¢t < tg, (o, ) €
N7 x N and u € L?(R"),
5 C;H&HI/B\
a —qt\w Vol «/B!

This ends the proof of Theorem 5.1.

5.3. Smoothing properties of semigroups generated by accretive quadratic
operators

This section is devoted to the proof of Theorem 3.3. Let ¢ : R?® — C be a complex-
valued quadratic form with a non-negative real part. We consider F' and S the Hamilton
map and the singular space of the quadratic form q. Let 0 < kg < 2n — 1 be the smallest
integer such that (5.1.9) holds. We consider, for all 0 < ¢t < 1 small enough, the time-
dependent quadratic form ¢; defined by

(5.3.1) ¢ : X €R? i o(X, tan(tF)X) € C,

where tan denotes the matrix tangent function. In the following, we aim at studying the
time-dependent quadratic form ¢; in a general setting in order to check that when the
singular space S of ¢ satisfies S+ = R} x R%, with I,J C {1,...,n}, the orthogonality
being taken with respect to the canonical Euclidean structure of R?”, and that the inclusion
S C Ker(Im F') holds, ¢; satisfies the conditions (5.2.1) and (5.2.2) for the pair (I, .J). More
precisely, we aim at deriving some coercive estimates for the real time-dependent quadratic
form Re ¢; in subspaces of the phase space, and then to investigate the variables on which
q¢ depends. We shall then see that Theorem 3.3 can be deduced from Theorem 5.1 and
the Mehler formula.

5.3.1. Coercive estimates. First, we establish that the quadratic form Re¢q; is co-
ercive on some subspaces of the phase space. To that end, we introduce the following
auxiliary time-dependent quadratic form

(5.3.2) Qr: X € C™ s —io ((e%tF ¥ Ion) X, (HF IQH)X) eC, t>0.
The following lemma is an adaptation of [76] (Lemmas 3.1 and 3.2):

LEMMA 5.5. For allt >0 and X € C**, we have
t t
Re [Q«(X)] = 4/ (Re q)(Re(e?*F' X)) ds + 4/ (Re ¢)(Im(e**F' X)) ds > 0.
0 0

PROOF. For X € C?", we consider the function ¢x : ¢t > 0 — Re[Q:(X)]. We first
notice from the skew-symmetry of the symplectic form that for all ¢ > 0,

px(t) = Re [~io (@7 + L) X, (27 — ) X))
= Re [—i (J(W, X)) _ o(X, X))} +Re [—z’ (U(Y, B X) _ (2P X X))]
= —i (o(BFX, ¥ X) — 0(X, X)) + Re [~ (o(X, 217 X) + o(X, 207 X) )|
=i (U(W, HF Xy U(X,X)) ,

as for all Y € C27,

—ia(V,Y) = = (0(V,Y) + 0(V,Y)) = ~(o(V,Y) - o(¥,T))
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Moreover, the function ¢x is smooth and its derivative is given for all ¢ > 0 by
(633 (ex)(t) = —io@IFITX, M X) - io(FTX, 2P X)

= —20(Fe2tF X | 2tF X) 4 20 (e2itF X | Fe?itF X)

= 20(2tF X, Fe®F X)) + 20 (e2tF X | Fe?tF X))

= 20(e2tF X (F + F)e*'X) = 4o (e%F X, (Re F)e* ' X),

since F' is skew-symmetric with respect to o, see (5.1.7). By using anew (5.1.7) and the
skew-symmetry of the symplectic form, we deduce that for all Y € C?”,

s(ReY, (Re F)(ImY)) = —o((Re F)(ReY),ImY) = o(ImY, (Re F)(Re Y)),

and therefore,
o(Y,(ReF)Y) =0c(ReY,(Re F)(ReY)) + c(ImY, (Re F)(ImY))
+i[o(ReY,(Re F)(ImY)) — o(ImY, (Re F)(ReY))],

that is

(5.3.4) o(Y,(ReF)Y) =c(ReY,(Re F)(ReY)) + c(ImY, (Re F)(ImY)).
It follows from the definition (5.1.1) of F', (5.3.3) and (5.3.4) that for all ¢ > 0,
(5.3.5)

(px) () = 40 (Re(*F' X), (Re F) Re(e*F' X)) + 4o (Im(e*' X), (Re F) Im(e** X))

= 4(Re q)(Re(e*"™ X)) + 4(Re q) (Im(e*' X)) > 0,
since Req > 0. This ends the proof of Lemma 5.5 since ¢x(0) = 0. O
The two following algebraic lemmas are instrumental in the following:

LEMMA 5.6. Let A be a real n X n symmetric positive semidefinite matriz. Then, we
have

VX eR", (X,AX)=0< AX =0.

PRrROOF. Thanks to the spectral theorem for real symmetric matrices, we can consider
(e1,...,e,) an orthonormal basis of R equipped with its Euclidean structure, where the
e;j are eigenvectors of A. For all j = 1,...,n, let \; > 0 be the eigenvalue associated to
ej. The A; are non-negative real numbers since A is positive semidefinite. Let X € R"
satisfying (X, AX) = 0. Decomposing X in the basis (e1,...,¢e,), X = Xje1 +...+ Xyen,
with Xq,..., X, € R, we notice that

(X,AX)=> XX =0,
j=1

since (e1,...,ep) is orthonormal. Moreover, the \; are non-negative real numbers, and it
follows that )\ijz =0 for all 1 < j < n. Therefore, \;X; =0 for all 1 < j < n, and this
implies that

AX = Z)\ijej = 0
7j=1

Conversely, if AX =0, then (X, AX) = 0. O

LEMMA 5.7. Let K > 0 be a non-negative integer. Then, for all X € C" satisfying
(5.3.6) Vk e {0,...,K}, (ReF)(F*X)=o0,
we have

(5.3.7) Vk € {0,...,K}, (ReF)(ImF)*X =0.
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PrROOF. We prove (5.3.7) by induction on the non-negative integer 0 < k < K. The
induction hypothesis k = 0 is straightforward from (5.3.6). Let 0 < k < K — 1 such that

(5.3.8) Vi€ {0,...,k}, (ReF)(ImF)'X =0.
It follows from a direct computation that (Re F)(F*+1X) writes as
(5.3.9) (Re F)(F*1X) =) " i/(Re F)(Im F)7' (Re F)> ... (Re F)/*~' (Im F)/* X,

where the sum is finite with 0 < j,s < k + 1, the j; are non-negative integers, where
1 <1 < s, and each product is composed of k + 2 matrices including j terms Im F. When
the product

(Im F)*(Re F)? ... (Re F)?*~*(Im F)s,
contains at least one matrix Re F', we can extract from
i/ (Re F)(Im F)7 (Re F)?2 ... (Re F)*=1 (Im F)’* X

a subproduct of the form Re F/(Im F)'X, with 0 < [ < k. It follows from the induction
hypothesis (5.3.8) that Re F(Im F)!X = 0, and therefore, we have

(5.3.10) #/(Re F)(Im F)"* (Re F)?2 ... (Re F)?*=1(Im F)’* X = 0.
On the other hand, the only term such that the product
(Im F)*(Re F)? ... (Re F)?=1(Im F)s,

does not contain any matrix Re F', writes as
(5.3.11) ¥/ (Re F)(Im F)"* (Re F)’2 ... (Re F)?*~1(Im F)’* X = ¢**}(Re F)(Im F)*"' X.
It follows from (5.3.6), (5.3.9), (5.3.10) and (5.3.11) that

*THRe F)Im F)*1X = (Re F)(F*1X) =0,
which ends the induction and the proof of Lemma 5.7. ]

The corollary of the next lemma will be key to derive some positivity for the time-
dependent quadratic form Re Q.

LEMMA 5.8. Let K > 0 be a non-negative integer. For all X € C?" satisfying

(5.3.12) Vk€{0,...,K}, 9T Re[Qu(X)]| =0,
we have
(5.3.13) Vk e {0,...,K}, (ReF)(ImF)*X =0.
PROOF. Let X € C?" satisfying (5.3.12). We first prove by induction that
(5.3.14) Vk e {0,...,K}, (ReF)(F*X)=0.
Let px be the function defined by
(5.3.15) ex(t) =Re[Qu(X)], t=0.

We recall from (5.3.5) that the function ¢x is smooth and its derivative is given for all
t >0 by

(5.3.16) (ox)'(t) = 4(Re q)(Re(e*" X)) 4 4(Re q)(Im(e**' X)),

Since the quadratic form Re ¢ is non-negative, it follows from (5.3.12), (5.3.15) and (5.3.16)
applied with ¢ = 0 that

(5.3.17) (Req)(Re X) = (Req)(Im X) = 0.
We deduce from (5.3.17) and Lemma 5.6 that
(Re F)(Re X) = (Re F)(Im X) = 0,
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since F' = J@, and therefore, (Re F')X = 0. It proves the induction hypothesis in the basic
case. Now, we consider 0 < k < K such that

(5.3.18) Vie{0,....k—1}, (ReF)(F'X)=0.

Since Re F' is a real matrix, we also have

(5.3.19) vie{0,....,k—1}, (ReF)(F!X)=0.

We recall from (5.3.3) that the derivative of ¢y also writes as

(5.3.20) VE>0, (px)(t) =40(e2tF X, (Re F)e?F X).

It therefore follows from the Leibniz formula applied to (5.3.20) that for all ¢ > 0,

%\
(ox )@+ 42( ) ((2iF)Pe2itF X (Re F)(2iF)* P2l X)

k4k+lz < ) (FPEFX, (Re F) PP X).
This implies that
(5.3.21) (ox) D (0) k4k+1z < ) (FPX, (Re F)(F?*7PX)).

Let 0 < p <2k. When 0 <p <k — 1, we deduce from (5.1.7) and (5.3.19) that
(5.3.22) o(FPX, (Re F)(F*PX)) = —o((Re F)(FPX), F?*"PX) = 0.

On the other hand, when £+ 1 < p < 2k, we have 0 < 2k — p < k — 1 and it follows from
(5.3.18) that

(5.3.23) o(FPX, (Re F)(F*PX)) = 0.

As a consequence of (5.3.12), (5.3.15), (5.3.21), (5.3.22) and (5.3.23), we obtain
2k

(5.3.24) (ox) D (0) = 4F+1 < . )U(Fkx, (Re F)(F*X)) = 0.

Then, it follows from the definition of F', (5.3.4) and (5.3.24) that

o(FkX, (Re F)(F¥X)) = o(Re(F*X), (Re F) Re(F* X)) + o(Im(F*X), (Re F) Im(F* X))
= (Req)(Re(F* X)) + (Req)(Im(F* X)) = 0.

Since Re ¢ is non-negative, this implies that

(5.3.25) (Req)(Re(F*X)) = (Req)(Im(F* X)) = 0.

As above, we deduce from (5.3.25) and Lemma 5.6 that
(Re F)(Re(F*X)) = (Re F)(Im(F* X)) = 0,

since F' = JQ, and therefore (Re F)(F¥X) = 0. This ends the induction and proves that
(5.3.14) holds. Then, (5.3.13) is a consequence of (5.3.14) and Lemma 5.7. O

COROLLARY 5.9. Assume that S # R?™. Then, for all X € C*"\ (S +1iS), there exists
a non-negative integer 0 < kx < kg such that

O I Re[QuX)]| _ #0.
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PROOF. Let X € C2"\ (§+41S). As a consequence of (5.1.9), there exists 0 < kx < ko
such that

(Re F)(Im F)Fx X # 0.
Then, we deduce from Lemma 5.8 the existence of 0 < kx < kg such that
O Re[QX))| _ #0.
This ends the proof of Corollary 5.9. O
The proof of the following result is an adaptation of [81] (Proposition 3.2):

PROPOSITION 5.10. Assume that S # R*™. Then, for all compact set K of S*"~!
satisfying (S +11S) N K =), there exist some positive constants ¢ >0 and 0 < T < 1 such
that for all0 <t <T and X € K,

Re [Qi(X)] > ct?ot1,
where S~ stands for the Euclidean unit sphere of C*™ identified to R™.

PROOF. Let K be a compact set of S*"~! satisfying (S +iS)NK = 0. Let X € K and
0 < kx < ko be a positive integer given by Corollary 5.9 satisfying

(5.3.26) XTI Re [Q4(X)] _ 7O

We first prove that there exist some positive constants cx > 0, 0 < tx < 1 and an open
neighborhood Vx of X in §%~1 N (S +49)¢ such that for all 0 < t < tx and Y € Vy,

(5.3.27) Re[Qi(Y)] > ext?*x+L,

We proceed by contradiction and assume that (5.3.27) does not hold. Then there exist
some sequences (tn)n>o of positive real numbers and (Yy)n>o of unit vectors of Sin-1
satisfying

. . 1
(5.3.28) lim ¢y =0, lim Yy=X, lim ——7Re [Qty (Yn)] = 0.

N—+o00 N—+00 N—+00 tN

We deduce from (5.3.28) and Lemma 5.5 that

. 1
(5.3.29) lim ( sup t2k Re[Qt(YN)D 0,

N—+4o00 0<t<tn

since the mapping t € Ry — Re[Q:(Yn)] is non-decreasing. The equality (5.3.29) can be
reformulate as

5.3.30 li =0,
(5330 i (g (@)
with

1

It follows from the Taylor formula that

Re [Q+(Yn) t
[Q:(YnN)] Z ak,N 2kX

s=t0

1
BT [, (1= 0P Re Q. (1)

where

Wk € {0,...,2kx +1}, apn = k;uat Re[@i(V)]|

Since 92kx+2 Re [Q,] is a quadratic form whose coefficients depend smoothly on the variable
0 < s <1 and the Yy are elements of the unit sphere 54”_1, we notice that

1
30 > 0,vt € 0, 1], ¥N > 0, / (1 9)2Ex 19252 Re [0, (V)]
0

dO‘ <C.

s=t0
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Therefore,
2kX —+1

_ k 2k x +2
Re[Qi(Yn)] = kz_o ag,Nt" + O,
where the term O(t?*X*2) can be assumed to be independent on the integer N. As a
consequence, the following Taylor expansion
2k x+1

@k, N k k
(5332) UN(QJ) = Z W T+ O(tNCL’Q X+2),
k=0 "N
holds. It follows from (5.3.28), (5.3.30) and (5.3.32) that
(5.3.33) lim ( sup |pN(x)\> =0,
N—+400 0<z<1
where the py are the polynomials defined by
2hx+l
k,N
k=0 "N
It follows from the equivalence of norms in finite-dimensional vector spaces that
. ag,N
In particular, we obtain that
li =0.
Nifilm A2k +1,N
However, this is in contraction with the fact that
, L 1 2kx +1
N1—1>r—&r-loo @2hx+LN = N1—1>I—Ii-100 (2]{3)( + 1)!8t Re [Qt(YN)] ‘t:O
1 %hx+1
I x| #o

according to (5.3.26). Covering the compact set K by finitely many open neighborhoods
of the form Vx,,...,Vx,, and letting

c= min cx. and T = min tx.,
1<j<R 7Y 1<G<Rr 7

we conclude that
Vi e [0,T],VY € K, Re[Qu(Y)] > ct?ko+1,

It ends the proof of Proposition 5.10. U

We can now derive from Proposition 5.10 that the time-dependent quadratic form Re ¢;
defined in (5.3.1) satisfies coercive estimates on subspaces of the phase space.

COROLLARY 5.11. For all linear subspace ¥ of R®" satisfying S N'Y = {0}, there exist
some positive constants ¢ >0 and 0 < T <1 such that for all0 <t <T and X € X,

(5.3.36) (Req;)(X) > ct? ot X2,

PROOF. We first assume that S # R?" and consider ¥ a linear subspace of R?" satis-
fying S N3 = {0}. Let ¢ty > 0 small enough such that

(5.3.37) Vt € [0,t], €** +1, € GL,(C).
For all 0 < t < tg, we define K; = (Jye,«; I's C C?", where the vector subspaces I'; are
given by

Ly = (2 + 1) Y(24+i8) cC?, 0<s<t.
We first check that for all 0 < ¢ < tg, K is a closed subset of C*". Let (Y}), be a sequence
of K; converging to Y € C?*. For all p > 0, there exists 0 < sp <tand X, € ¥ +1iX
such that Y, = (e?$»!" 4 I,,)71 X,,. Since [0,] is compact, there exists a subsequence (p')
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such that (s, ), converges to so € [0,t]. It follows from the continuity of the exponential
function that

lim e = sl and therefore, lim X, =X, where X = (e 1 I,,)Y.
p'—+00 p'—+00

Moreover, X,y € X + X for all p’ and ¥ 4 iX is closed, so X € ¥ +iX. Finally, Y =
(e?oF 1 [,,)71X € Ky, and K is closed. Now, we prove that there exists ¢; > 0 such
that

(5.3.38) (S +i8) N Ky, = {0}.

To that end, we consider 1 defined for all 0 < s < ¢y by ¥ = dim(I's + (S + iS)). We
observe that s satisfies the estimate

(5.3.39) Vs € [0,t0], s < dimTs+ dim(S +iS) < dim(X + iX) + dim(S + i5).
Moreover, it follows from the Grassman formula that
(5.3.40) Yo = dim((X +43) + (S +45)) = dim(2 + iX) + dim(S + 5),

since (¥ 4 1X) N (S +iS) = {0}. Since ¢y = Rank M, where M, € M, ;;,(C) is defined
through its column vectors by

M, = ((€2iSF + Izn)_lB1 BQ) ,

with B a basis of ¥ 4+ iX and Bs a basis of S + iS5, we deduce from (5.3.40) and the lower
semi-continuity of Rank that there exists t; > 0 such that

(5.3.41) Vs €[0,t1], s > dim(E + %) + dim(S + iS).

We deduce from (5.3.39) and (5.3.41) that for all 0 < s < 1, ¢s = dim 'y + dim(S + 4.5),
and the Grassman formula implies that

Vs [0,t1], (S+iS)NT, = {o}.

Therefore, (5.3.38) holds. Since K;, N S*~! is a compact set of S*"~! disjointed from
S + 1S, it follows from Proposition 5.10 that there exist some positive constants cg > 0
and 0 < tp < 1 such that for all 0 < ¢ <ty and X € K;, NS 1

Re ( — i (2 + Inn) X, (e2tF — Ign)X)> > ot 2kot1,
As a consequence, we have that for all 0 < ¢ < min(t¢;,%2) and X € (¥ +:X) \ {0},

Re . (ezitF + I2n)(62itF + Ign)_lX (eZitF _ Izn)(eZitF + IQn)ilX S t2k0+1
— 10 - ; “
[(e2tF + [5,)~1X]| ’ |(e2F + I5,) 1 X| = ’

that is,
(5.3.42) Re ( — (X, (€¥tF — I,)(e2tF + Ign)_lX)> > o2kt (e2tF 4 [, "L X |2,

Furthermore, it follows from (5.3.37) that there exists a positive constant ¢; > 0 such that
for all 0 <t < min(t;,t2) and X € ¥ + %,
(5.3.43) (217 4 1) LX) > | X

since 0 < t1 < tp. We deduce from (5.3.1), (5.3.42) and (5.3.43) that there exist some
positive constants ¢ > 0 and 0 < T < 1 such that

Vt € [0,T],VX € 8, (Req)(X) > ct? 01 X2,
since
—i(e%tF — Ign)(e%tp + IQn)_l =tan(tF), 0<t<1.

This ends the proof of Corollary 5.11 when S # R?". If S = R?", then the only linear
subspace ¥ C R?" satisfying SNY = {0} is ¥ = {0} and (5.3.36) is trivial. O
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5.3.2. Variables of the Mehler symbol. In this subsection, we investigate the
variables on which the time-dependent quadratic form ¢; depends, in order to check that q;
satisfies the condition (5.2.2) for the pair (I, J), with I, J C {1,...,n}, when the singular
space S satisfies S+ = R7 xR, the orthogonality being taken with respect to the canonical
Euclidean structure of R?".

LEMMA 5.12. We have
(5.3.44) VE>0,YX €S, Re(F**™hHXx =0.
PROOF. We recall from (5.1.10) that the singular space S satisfies
(5.3.45) (ReF)S={0} and (ImF)ScCS.
We derive (5.3.44) from this properties. Let £ > 0. A direct computation shows that

(5.3.46) Re(F#*1) = " (=1)/(Im F)' (Re F)”* ... (Re F)’*~' (Im F)/",

where the sum is finite with 0 < j < k, the j; are non-negative integers, where 1 <[ < s,
and each product is composed of 2k 4+ 1 matrices including 2j terms Im F'. In particular,
each product appearing in (5.3.46) contains at least one matrix Re F'. It follows from
(5.3.45) that for all X € S,

Re(F*™)X =3 (=1)/(Im F)"' (Re F)”> ... (Re F)?*~' (Im F)’* X = 0.
This ends the proof of Lemma 5.12. O

LEMMA 5.13. Let ¥ be a linear subspace of R*™ satisfying S + X = R?™. Then, there
exists tg > 0 such that for all 0 < t <ty and all decomposition X = Xg + X5, € R*"™ with
Xg €S and Xy € ¥ (not unique),

(Re ) (X) = (Re g1)(Xx).

PROOF. Let Y € S and Z € R?*. We recall that the tangent function tan is analytic
and that its Taylor expansion writes for all matrices M € M,,(C) such that || M| < 7/2 as

“+00
(5.3.47) tan M =Y ap M,
k=0
where all the coefficients a; are positive real numbers. The continuity of the symplectic
form and (5.3.47) imply that
+00
Vt € (—to,t0), Re(o(Z tan(tF)Y)) =Y apo(Z, Re(F? )Y+,
k=0
where tg = 7/(2||F||). Since Y € S, we deduce from Lemma 5.12 that Re(F2**1)Y = 0
for all £ > 0, and therefore, we have
(5.3.48) Vt € (—to,t0), Re(o(Z,tan(tF)Y)) = 0.

By using the skew-symmetry of the Hamilton map with respect to the symplectic form, see
(5.1.7), and the skew-symmetry of the symplectic form, we obtain that for all t € (—to, to),

+oo
(5.3.49) o(Y,tan(tF)Z) = apo(Y,F?*1 Z)t?+!
k=0

“+oo
= =Y ao(F?Y, 2)* ! = —o(tan(tF)Y, Z) = o(Z, tan(tF)Y).
k=0
It follows from (5.3.48) that

Vt € (—to,to), Re(o(Y,tan(tF)Z)) = 0.
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As a consequence, we have that for all 0 < t < ty and X = Xg + Xy with Xg € S and
Xy €3],

(Req:)(X) = Re (0(X, tan(tF)X)) = Re (0(Xy, tan(tF)Xy)) = (Reg)(Xx),
by bilinearity of the symplectic form. This ends the proof of Lemma 5.13. ]

Let ¢ : R?” — C be a complex-valued quadratic form with a non-negative real part
Req > 0. We assume that there exist some subsets I,J C {1,...,n} such that St =
R7 x R’}, the orthogonality being taken with respect to the canonical Euclidean structure
of R?". We deduce from Lemma 5.13, that there exists o > 0 such that for all 0 < t < tg
and X € R?",

(Req)(X) = (Req)(X1,5),

where ¢ is the time-dependent quadratic form associated to ¢ defined in (5.3.1), and
where X7 ; stands for the component in R} x R’} of the vector X € R?" according to the
orthogonal decomposition S @+ (R? x R") = R?". The condition (5.2.2) is therefore always
satisfied for real-part the time-dependent quadratic form ¢;. However, as pointed out by
the following example, we observe that the condition (5.2.2) is not satisfied in general
for the time-dependent quadratic form ¢;, and therefore, Theorem 5.1 cannot be directly
applied.

ExaMPLE 5.14. We consider the Kolmogorov operator
P=-024v0,, (zx,v)cR%
The Weyl symbol of P is given by the quadratic form
q(z,0,6,m) = n* + €, (x,0,&n) €RY,

and a direct computation shows that the Hamilton map and the singular space of ¢ are
respectively given by

F=

o O O

and S =R; xR, x {Og} x {0, }-

N =
o O OO
OO O =
S OO

—1

Moreover, its Mehler symbol (5.3.1) is given for all t > 0 and (z,v,&,7n) € R* by

t3 :
Qt(xv v, 67 77) = 552 + t772 + ’Lt’Uf.

Notice that S @+ (R% X R%l 2}) = R*, the orthogonality being taken with respect to the

canonical Euclidean structure of R*. However, we have that for all ¢ > 0,
it = q(0,1,1,0) # ¢(0,0,1,0) =0,

and (0,0,1,0) is the component in Rj x R%l oy of the vector (0,1,1,0) € R? x R? with

respect to the above orthogonal decomposition of the phase space R*.

The issue pointed out by Example 5.14 is that the imaginary part Im ¢; may depend on
variables in the singular space S, whereas the real part Re¢; cannot according to Lemma
5.13. In order to ensure that condition (5.2.2) actually holds, we add an extra assumption
on the quadratic form ¢ so that this case does not occur. Before introducing this condition,
we provide another example:

ExXAMPLE 5.15. We consider the Kramers-Fokker-Planck operator without external
potential

1
Ko=—02+ sz + 00, (x,v) € R

The Weyl symbol of the operator Ky is the following quadratic form

1 .
qO(aj7U7£’77) :172+ZU2+Z,U£> (1’7%5777) €R4‘
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We recall from Example 3.4 in Chapter 3 that the Hamilton map and the singular space
of gy are respectively given by

0 =1 0 O
110 0 0 2

F() = 5 0 0 0 0 and S() = Rw X {ORU} X {ORg} X {ORn}‘
0 -1 —i 0

We observe that Fy and S satisfy Sy C Ker(Im Fjy), whereas this inclusion does not hold in
Example 5.14. Moreover, an algebraic computation shows that the Mehler symbol (5.3.1)
of qo is given for all £ > 0 and (z,v,&,n) € R* by
1 t t t t
qo.(z,v,&,m) = 3 ( tanh 5)1)2 + (t — 2tanh 5)52 + 2<tanh 5)772 + 21'<tanh 5)1}{.
We notice in this case that the variables appearing in the imaginary part Im go; do appear
also in the real part Re qo .

In the following lemma, we prove that the condition S C Ker(Im F') pointed out in
Example 5.15 is actually sufficient to ensure that the condition (5.2.2) holds.

LEMMA 5.16. Assume that the algebraic inclusion S C Ker(Im F') holds. Let ¥ be a
linear subspace of R*™ satisfying S + X = R?™. Then, there exists to > 0 such that for all
0 <t <ty and all decomposition X = Xg + X5, € R?", with Xg € S and Xy, € &,

a(X) = @(Xx).
PROOF. Since (Re F')S = {0} according to the definition of the singular space (5.1.8),
the assumption S C Ker(Im F') implies that S C Ker F. It then follows from (5.3.47) that
+o0
(5.3.50) Vt € (~to,t0),VY € S, tan(tF)Y = ap(tF)**Y =0,
k=0

where tg = 7/(2||F||) and all the coefficients aj, are positive real numbers. As a consequence
of (5.3.49) and (5.3.50), we notice that for all t € (—tg,tg), Y € S and Z € R?",

(5.3.51) o(Z,tan(tF)Y) = o(Y,tan(tF)Z) = 0.

Finally, we deduce from (5.3.51) and the bilinearity of the symplectic form o that for all
0<t<tyand X = Xg+ X5 with Xg € S and X5, € X,

@(X) =o(X,tan(tF)X) = o( Xy, tan(tF) Xy) = ¢(Xy).
This ends the proof of Lemma 5.16. ([l

5.3.3. Proof of Theorem 3.3. The aim of this subsection is to prove Theorem 3.3.
Let ¢ : R?™ — C be a complex-valued quadratic form with a non-negative real part. We
assume that there exist some subsets I,J C {1,...,n} such that S+ = R? x R’ the
orthogonality being taken with respect to the canonical Euclidean structure of R?". We
also assume that the inclusion S C Ker(Im F’) holds, where F' denotes the Hamilton map
of q. Notice that the coefficients of the time-dependent quadratic form ¢; : X € R?"
o(X,tan(tF)X) € C, defined for 0 < ¢t < ¢y, with 0 < ¢p < 1 small enough, depend
continuously on the time variable ¢. Since S @&+ (R} x R%) = R*" and S C Ker(Im F), it
follows from Corollary 5.11 and Lemma 5.16 that there exist some positive constants ¢ > 0
and 0 < tg < 1 such that

Vt € [0,t0], VX € R} x R%, (Reqy)(X) > ct?0T X2,
and
Vt € [OatO]?VX € RQn’ Qt(X) = Qt(X],J)a
where 0 < kg < 2n — 1 is the smallest integer such that (5.1.9) holds and X7 ; stands

for the component in R} x R} of the vector X € R?" with respect to the decomposition
S @+ (R} x R%) = R?". As a consequence, we deduce from Theorem 5.1 that there exist
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some positive constants C' > 1 and 0 < t; < ¢ such that for all (o, 8) € N} XN}, 0 <t <ty
and u € L*(R"),

O+ lal+]8]
(5.3.52) 202 (e ull 2y < s YA VA Nl
where s = 9n/4 + 2|n/2| + 3. Moreover, to > 0 is chosen such that det(cos(tF')) # 0 for
all 0 <t < tp, and the Mehler formula [43] (Theorem 4.2) provides that
w (e_Qt)w

(5.3.53) N )

with .

det(cos(tF')) = exp <2 Log (det(cos(tF)))),
where Log denotes the principal determination of the complex logarithm on C\ R_. It
follows from (5.3.52) and (5.3.53) that for all (o, 8) € N} x N, 0 < t < t; and u € L*(R"),

wnB —tq® MO 1Hel+18l
HfL‘ 8&: (6 U)HLQ(RTL) < t(2k0+1)(\a|+|ﬂ\+8) \/a \/E ||u||L2(R")a

where

M = max
0<t<to

This ends the proof of Theorem 3.3.

Ve
det(cos(tF)) |






Chapitre 6

Polar decomposition of semigroups generated by accretive
quadratic operators and regularizing effects

In this chapter, we give the proofs of the results presented in Sections 3.4 and 3.5 of
Chapter 3, taken from the submitted article [5] written in collaboration with J. Bernier.

Outline of the chapter. In Section 6.1, we describe the polar decomposition of
semigroups generated by accretive quadratic operators in any positive time, the study
of the selfadjoint part being performed for small times in Section 6.2. As a byproduct
of this decomposition, we study the regularizing effects of semigroups generated by non-
selfadjoint quadratic differential operators in Section 6.3 from which we derive subelliptic
estimates enjoyed by accretive quadratic operators in Section 6.4. In Section 6.5, we recall
the basics about Fourier integral operators associated to non-negative complex symplectic
linear transformations. Section 6.6 is an appendix containing the proofs of some technical
results.

6.1. Splitting of semigroups generated by accretive quadratic operators

This section is devoted to the proof of Theorem 3.5. Let ¢ : R?® — C be a complex-
valued quadratic form with a non-negative real part. We consider @ € Sa,,(C) the matrix
of ¢ in the canonical basis of R?". We also consider J the symplectic matrix defined in
(5.1.6). Our goal is first to construct a family (a;)ier of non-negative quadratic forms
a; : R?™ — R, depending analytically on the time-variable ¢ € R and a family (Uy);er of
metaplectic operators such that for all ¢ > 0,

(6.1.1) e " =Tl

w

and then to prove that there exist a positive constant 7" > 0 and a family (b;) _7r<i<7 of
real-valued quadratic forms b; : R?® — R also depending analytically on the time-variable
—T <t < T, such that for all 0 <t < T,

(6.1.2) et = emtal g

To that end, we begin by establishing that proving (6.1.1) and (6.1.2) is actually
equivalent to solving a finite-dimensional problem involving matrices. First of all, in order
to give an intuition of this equivalence, let us formally prove that given some ¢ > 0, the
equality of bounded operators

(6.1.3) e " = emtat gl
is equivalent to the finite dimensional matrix relation
(6 1 4) e—2itJQ — e—QitJAt€2tJBt
1. ,
where A; (resp. By) is the matrix of the quadratic form a; (resp. b;) in the canonical basis
of R?". The equivalence between (6.1.3) and (6.1.4) will be justified rigorously shortly later

with the theory of Fourier integral operators. By applying the Baker-Campbell-Hausdorff
formula introduced in [7]| and [32], the relation (6.1.3) is formally equivalent to

—+o00
(6.1.5) —tg” =Y Y (adyy) ... (adyw ) (aptay’ + Byithy),
m=0 pe{a,ibs }™

97
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where «y, 3, € Q are explicit rational coefficients and
adp, P2 := [P1, Pa] = P1P2 — P2Pu,

denotes the commutator between the operators P; and P. However, if g1, ¢z : R?" — C
are two quadratic forms, elements of Weyl calculus, see e.g. [40] (Theorem 18.5.6), show
that the commutator [¢}’, ¢¥'] is also a differential operator given by

(616) [q;uv q;ﬂ] = _i{qbQQ}w:

where
{01,602} = Veq1 - Vaga — Veqi - Vego,

is the Poisson bracket between the quadratic forms ¢; and ¢5. We therefore deduce that
(6.1.5) is equivalent to the equality between quadratic forms

+00
(6.1.7) —tg=Y_ Y (ady,)...(adsy,,)(optas + Bytiby),

m=0 pE{—iat ,bt}m

where we set ady, p2 := {p1,p2}. Moreover, we observe that if ¢i,qo : R?" — C are
two quadratic forms, the Hamilton map of the Poisson bracket {q1, g2} is —2[F1, F3|, with
[F1, F»] the commutator of F} and F» the Hamilton maps of ¢; and ¢, see e.g. [74] (Lemma
3.2). As a consequence, we deduce while using (5.1.4) and multiplying by 2i that (6.1.7)
is equivalent to the matrix relation

+oo
(6.1.8) —2itJQ =) > (adssp,) - . (adisp,, ) (ap2itJ Ay — B,2t0 By).
m=0 PG{QiAt,—QBt}m

Thus, by applying once again the Baker-Campbell-Hausdorff formula, the relation (6.1.3) is
equivalent to (6.1.4). Obtaining the quadratic forms a; and b; is then far easier henceforth
the equivalence between (6.1.3) and (6.1.4) is established. Indeed, let us check that the
relation (6.1.4) is equivalent to the following triangular system

—ditJAy . —2itJQ ,—2itJQ
(6.1.9) € = € e
thJBt — tetJAt 67211‘/]@ .

Obviously, if (6.1.9) holds, then (6.1.4) is satisfied. On the other hand, when (6.1.4) holds,

we observe that
o~ 2IQ ~2tTQ _ =2l T Ay 20T By ,~2T By ,~2tJ Ay _ —ditJA;

Moreover, the equality e/Br = ¢2#J4te=2tJQ g only a rewriting of (6.1.4) and hence,
(6.1.9) holds. The first equation of (6.1.9) will be solved for any time ¢ € R by using
the holomorphic functional calculus. The second one will only be solved for short times
lt] < 1.

In order to justify rigorously this reduction to a finite-dimensional problem, we shall
use the Fourier integral operator representation of the evolution operators e=*¢" proven in
[43] (Theorem 5.12) and recalled in the following proposition:

PROPOSITION 6.1. Let § : R*® — C be a complex-valued quadratic form with a non-
negative real part Reg > 0. Then, for all t > 0, the evolution operator et = o—2itJQ
generated by the quadratic operator ¢*(x, Dy) is a Fourier integral operator whose kernel is
a Gaussian distribution associated to the non-negative complex symplectic linear bijection
e 2R ¢ Sp, (C), with Q € So,(C) the matriz of § with respect to the canonical basis of
R?",

We refer the reader to Subsection 6.5 for the definition of the Fourier integral operators A
and their basic properties, where T is a non-negative complex symplectic linear bijection
in C?". The key property satisfied by the operators K7 that we will need here is that if
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Ty and T, are two non-negative complex symplectic linear bijections in C?”, then 1175 is
also a non-negative complex symplectic linear bijection and

(6110) %TlTQ = :b%Tp%Tgv

see Proposition 6.19. The sign uncertainty in (6.1.10) will not be an issue in the following.
As a consequence of (6.1.10) and Proposition 6.1, we shall on the one hand, to prove
(6.1.1), obtain the existence of two families (A¢)icr and (Hy)ier of real symmetric positive
semidefinite matrices A; € S5, (R) and real symplectic matrices H; € Sp,,, (R) respectively,
whose coefficients depend analytically on the time variable t € R, such that for all ¢ € R,

(6.1.11) e2iIQ _ =2itJ Av pp

On the other hand, to establish (6.1.2), we shall prove that there exist a positive constant
T > 0 and a family (By)_7<i<7 of real symmetric matrices, whose coefficients also depend
analytically on the time-variable —7" < t < T, such that for all —7" < ¢t < T, the real
symplectic matrix H; is given by

(6.1.12) H, = e?/Bt,

Indeed, let us first assume that (6.1.11) holds and let us prove (6.1.1). It follows from
(6.1.10) that for all ¢ > 0, up to sign,

—ta¥ W
et = H—2itiq = Ho-2itsn g, = TH 2054, Ky, = € ta’

where U; = &Ky, is a metaplectic operator on L?(R"™), see Definition 6.20, with &; €
{~1,1}, and a; : R?" — R, is the non-negative time-dependent quadratic form associated
to the matrix A; in the canonical basis of R?®. This proves that (6.1.1) holds. On the
other hand, to derive (6.1.2) from (6.1.12), we consider the time-dependent quadratic form
by : R?™ — R, with 0 < t < T, associated to the time-dependent matrix B; in the canonical
basis of R?". Indeed, when (6.1.12) holds, it follows from the definition of the operators
U; and Proposition 6.1 that for all 0 <t < T,

(6.1.13) Ut = Etj(Ht = Et%ezust = Ete_itbzﬂ.
We then deduce from (6.1.1) and (6.1.13) that for all 0 <¢ < T,

—tag¥ —taqW —_tpWw
(6.1.14) e " = et ¢TI

)

It only remains to check that e, = 1 for all 0 < ¢ < T'. To that end, we consider u € & (R")
a non-zero Schwartz function. We deduce from (6.1.14) that for all 0 < ¢ < T,

—ta¥ —athWw _4aW W __sthWw
<€ tq u, e itby u> 2 itb} u, e itby u>

L2(Rn) — er(e L2(Rn)"

Since the quadratic form a; is non-negative for all ¢ > 0, the operator e~ is selfadjoint on
L?(R™) and we therefore deduce by using the semigroup property of the family of operators
(739" ) 4> that for all t > 0,

<€—tqw u, e—itb;" u>

L2(Rn) = 5tHe_%a%ue_itb%u“‘};(mn)'

The operator e~ 29 s injective from Corollary 6.26 and the operator e b is unitary

for all ¢ > 0, since the quadratic form b; is real-valued. Thus, the Schwartz functions
t w W

e~ 2% e~y are non-zero and we have that for all t > 0,

(6.1.15) £ = <e_tqwu, e_itb?u>L2(Rn)He_%azﬂe_itbiuuH;f(Rn).

Moreover, it follows from [43] (Theorem 4.2) that the applications ¢ — e 71", t s e~ 4,
and t +» e~ e~y are continuous from [0, +00) to ¥ (R™). It follows from (6.1.15) that
the map ¢ +— &; is also continuous from [0,7) to {—1,1} and since g9 = 1, we have ¢, =1

for all 0 < ¢ < T. This ends the proof of (6.1.2).
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The present subsection is therefore devoted to the proof of (6.1.11) and (6.1.12). We
first focus on the identity (6.1.11). As above, we can prove that this relation is equivalent
to the following triangular system,

e—ditJAy  _ —2itJQ €f2itJ@
(6.1.16) Y ) ’
Ht — ¢ thAte—taJQ'

We begin by solving the first equation of (6.1.16):

THEOREM 6.2. There ezists a family (Ay)ier of real symmetric positive semidefinite
matrices Ay € S;n(R) whose coefficients depend analytically on the time-variable t € R

such that for all t € R,
e~ ditJ AL _ —2itJQ e—QitJQ

To prove Theorem 6.2, we need some technical lemmas. The first of them investigates

the spectrum of the symplectic matrices e~2#/@e—2itJ Q appearing in Theorem 6.2:

LEMMA 6.3. For all t € R, the eigenvalues of the matriz e~ 2itIQ=21tIQ e positive
real numbers,

o (e—zitJQe—QitJQ) - Rj.

PRroOOF. For all t € R, we define

(6.1.17) K, = e 2itJQc~2itJQ
We first check that the following integral representation holds for all ¢t € R,
(6.1.18) Ky = Isy, — 4iJTy,

where the matrix I'; is given by
t _ o
(6.1.19) T, = / (e=2i57Q)* (Re O)(e~257Q) ds.
0
It follows from a direct computation for all ¢t € R,
0y (6721'15]62672#]@) _ _QiefZitJQJ(Q —1—@)6*2“‘@ _ _41-672itJQJ(Re Q)efmg@.

Since @ is a symmetric matrix, it follows from Lemma 6.24 that for all t € R, e~ 2#/Q ¢
Sps, (C) is a symplectic matrix and as a consequence of the above identity,

o (e—QitJQe—%tJ@) _ 74Z-J(e2itJQ)T(Re Q)e—zz‘tJ@ _ —4iJ(e_2“J@)*(Re Q)e—m‘tJQ

This proves that (6.1.18) holds. Since the matrices I't € Hap,(C) are Hermitian positive
semidefinite when ¢ > 0 and Hermitian negative semidefinite when ¢ < 0, we deduce from
Lemma 6.27 that for all ¢ € R, the spectra of the matrices JI'; satisfy o(JI';) C iR.
This combined with (6.1.18) and (6.1.19) shows that for all ¢ € R, o(K;) C R. The
matrices K; € GlLg,(C) are non singular and therefore, these inclusions can be refined
to o(K¢) C R*. Moreover, o(Kg) = {1} and the eigenvalues of K; are continuous with
respect to the time-variable ¢ € R since the coefficients of the matrix K; are themselves
continuous with respect to the time-variable ¢t € R, see [45] (Theorem II.5.1). Since R is
connected, this proves that o(K;) C R’ and ends the proof of Lemma 6.3. O

In the following, we shall need to define some matrices through the holomorphic func-
tional calculus. We refer the reader to [23] (VII - 3.) where this theory is presented. As a
first application of this theory, we consider the matrix square root function /- defined on
the set of matrices whose spectrum is contained in C\ R_, which is possible since the func-
tion 2z — /2 = 21982 j5 well-defined and holomorphic in C \ R_, with Log the principal
determination of the logarithm in C\ R_. For all £ € R, since the spectrum of the matrix
K, is only composed of positive real numbers, we can consider the matrix Gy defined by

(6.1.20) G, = Ve 2itIQe—2it]Q

We shall check that the matrices Gy are symplectic:
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LEMMA 6.4. For allt € R, Gt € Spy,(C) is a complex symplectic matriz.

PROOF. Let t € R. We consider K; the matrix defined in (6.1.17). We first observe
that since both matrices @ and @ are symmetric, Lemma 6.24 shows that the matrices
e~ 2Q and e2%/? are symplectic and as a consequence, the matrices K; € Sps,(C)
are also symplectic. To prove that the matrix Gy is also symplectic, we need to go back
to the definition of the matrix square root given by the functional holomorphic calculus.
Therefore, we consider ¥; C C the following domain of the complex plane

Y= {Tew:clt <r<coy, B € <—E,I>},
’ ’ 272
where the positive constants cj¢,co¢ > 0 are chosen so that o(K;) C (c14,c2+) and
U(Kfl) C (c14,¢2,¢). Notice that the existence of the constants c¢1,c2; > 0 is given
by Lemma 6.3. We assume that the boundary 0%; of the domain ¥; is oriented counter-
clockwise. Then, it follows from (6.1.20) and the holomorphic functional calculus that the
matrix Gy is defined by

1
(6.1.21) Gy = — VZ (Ky — 2I5,) 7t dz,
2T Jay,

with /z = e3Log2 , where Log denotes the principal determination of the logarithm in
C\ R_. Moreover, since the matrix K; is symplectic, we deduce that

1 —1
(6.1.22) TGy = o Vz J(Ky — zI5,) " dz = i Vz (KiJ —2J)7 1 dz
0%y T Jo%
—1
=— JIK) T =27t d
im 8&\/5( (K;) —=2J)" dz
1
= _— Vz (KD)™Y = 21,) 71T dz
2 %
1 L . T N
- <2m 8&\/2 (K7 = 2@s) dz) J= ( K; ) J.

Finally, since the function z + (y/z)~! = V2! is holomorphic on C \ R_ and that the
eigenvalues of the matrices K; are positive real numbers, it follows from the holomorphic
functional calculus, see e.g. [23] (VII.3.12, Theorem 12), that

(6.1.23) K= (VK) =Gt

This, combined with (6.1.22), proves that JG; = (G¥)~1J, that is G; € Sp,,(C) is a
symplectic matrix. This ends the proof of Lemma 6.4. ]

We can now construct the matrices A;. Since the function z — atanh((z —1)(z +1)71)
is holomorphic on a neighborhood of R* , where atanh denotes the hyperbolic atan function
(whose definition and properties can be found in [1] (Section 4.6)), and that o(G;) C R%
for all ¢ € R from (6.1.20) and Lemma 6.3, the functional holomorphic calculus also allows
to consider the family of matrices (A;)¢cr defined for all ¢ € R by

(6.1.24) Ay = —(it.J) " atanh ((Gy — In) (G + Ian) ).

By construction, the function t € R +— atanh((Gy — I2,)(Gy + Iz,) 1) is real analytic and
vanishes in ¢ = 0, since Gy = Iy, from (6.1.20) and atanh(02,) = 02,. The matrix A,
is therefore well-defined for all ¢ € R and the function ¢ € R — A; is as well analytic
according to (E.0.11). This family (A¢)er satisfies the algebraic part of Theorem 6.2, as
proved in the

LEMMA 6.5. For allt € R, the matriz A; satisfies

e~ ditJAL _ ,—2itJQ ~2itJQ
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PRrROOF. We first observe that

(6.1.25) Vi >0, exp (4 atanh (i:)) = 22,

Indeed, if 2 > 0 a positive real number and y € R is a real number such that z = e*, we
have

-1 2y _ 1
exp (4 atanh (i mn 1)) = exp (4 atanh (ﬁ)) = exp (4 atanh (tanh y)) =¥ =22
Moreover, both functions z + exp(4 atanh((z —1)(z +1)71)) and z ~ 22 are holomorphic
on a connected open neighborhood of R* and o(G;) C R% from (6.1.20) and Lemma 6.3.
We therefore deduce from (6.1.24), (6.1.25) and the holomorphic functional calculus that
for all t € R,

et AL — exp (4 atanh ((G’t — Ign) (Gt + Izn)_l)) = Gf = ¢~ 2itIQ—2itJQ
This ends the proof of Lemma 6.5. O

Notice that the matrices A; can therefore be expressed by taking the logarithm of the
matrices e~ 2#/Qe=2tJQ  Indeed, since the spectra of these matrices is contained in R%
from Lemma 6.3 and that the function Log (which still denotes the principal determination
of the logarithm in C\ R_) is holomorphic in a neighborhood of R* , Lemma 6.5 and the

holomorphic functional calculus imply that for all £ € R,
tA; = —(4z'J)_1 Log (6_2“]@6_2#‘]@).
Moreover, the function ¢ € R Log(e_zit‘]@e_%t‘]@) is analytic by construction and

vanishes in ¢ = 0. It therefore follows from (E.0.11) that the matrix A; is given for all
t € R by

(6.1.26) Ay = —(4itJ) ! Log (e—QitJQe—%tJ@)_

This formula will be useful in Section 6.3.

Now, it only remains to prove that the matrices A; are real and symmetric positive
semidefinite. To that end, we introduce the family of matrices (M;);er where M, is defined
for all t € R by

(6.1.27) My = —(itJ) "Gy — Ton) (Gy + Ton)

Notice that the matrices M; are well-defined according to (E.0.11) since one the one hand,
(6.1.20) and Lemma 6.3 imply that —1 is not an eigenvalue of any matrix G and on the
other hand, the function t € R + (Gy — I2;,)(Gy + I2,) ! is real analytic by construction
and vanishes in ¢ = 0. Moreover, the function ¢t € R + M; is analytic. We will prove in
Lemma 6.7 that the matrices A; can be expressed in terms of the matrices M; which will
turn out to be real and symmetric. Moreover, the next lemma will imply that the matrices
M; are positive semidefinite. The properties required for the matrices A; will then arise
from the ones of the matrices M;.

LEMMA 6.6. For all t € R, the matriz M; admits the following integral representation
1 _ o
Mt :/ (6—2zatJQ(I)t)*(Re Q)(e—QzatJQ(I)t) dO[,
0

where the matriz ®; 1s given by

(6.1.28) o, =

( Ve 2itIQe=2itJQ 4 [, ) -1
5 .

In particular, the matrices My are Hermitian positive semidefinite.



6.1. SPLITTING OF SEMIGROUPS GENERATED BY ACCRETIVE QUADRATIC OPERATORS 103

PrROOF. Let t € R. We begin by checking that the matrix M, satisfies the relation
(6.1.29) (Gt + Lny) " tMy(Gy + Iny) = iJ (Iny — G3).

We recall that the matrix J satisfies J~' = J7 = —.J. On the one hand, the left-hand side
of this equality can be computed with the definition (6.1.27) of M:

(6.1.30) (Gt + Izn)*tMt(Gt + Izn) = —i(Gt + Izn)*J(Gt — Ign).

On the other hand, since the matrix square root given by the holomorphic functional
calculus commutes with the complex conjugate (which can be readily checked by using
(6.1.21)) and with the invert function defined for all non-singular matrix whose spectrum
is composed of positive real numbers, it follows from (6.1.20) that the matrix G satisfies

(6.1.31) Gy = Ve2itJQe2itJQ — \/(672itJQ672itJ@)fl = thl‘

Moreover, G; € Sp,,,(C) is a symplectic matrix from Lemma 6.4 and we deduce that

(6.1.32) (G4 Inp)*J = (Gi + Ion)TJ = (G + L) TT = —(JGH + )T
= (T + D) = J(GT + ) = J(G + Ion).
Hence, substituting this equality in (6.1.30), we get that
(6.1.33) (Gt + Inp) tMy(Gy + Inp) = —iJ(Gy + I2) (Gt — Inp) = —iJ (G} — Iny,).
This proves that (6.1.29) holds. Then, we deduce from (6.1.18), (6.1.19) and (6.1.20) that
the right-hand side of (6.1.29) writes as
, - ¢ o
iJ(IQTL _ G?) — iJ(IZn _ e—taJQe—2thQ) — 4/ (e—stJQ)*(Re Q)(G—stJQ) ds.
0

Therefore, we derive the following expression for the matrix tM;:

¢ _ _
(6.1.34) tM; = 4/0 (7 2R (G + Inp) ™) *(Re Q) (e 257Q(Gy 4 1) 7Y) ds.

Since the matrix ®; defined in (6.1.28) also writes as
(Gt + IQn > -
Sp=(—75—] ,
2
we deduce from (6.1.34) that the matrix ¢tM; is given by

t _ o
M = [ (00, (Re@)(e 08, d
0

A change of variable in the integral ends the proof of Lemma 6.6. O

We can now derive the end of the proof of Theorem 6.2 from Lemma 6.6. This is done
in the following Lemma which will also be key to prove Theorem 3.6 in Section 6.2.

LEMMA 6.7. For all t € R, the matriz Ay is real and symmetric positive semidefinite.
Moreover, the matrices Ay and My satisfy the following estimate:

VieR, A;>M;>0.

ProOOF. To simplify the notations in the following, we consider the following matrices
for all t € R,

(6.1.35) U, = (Gr— Ia) (G + In)

We recall that the matrix atanh function admits the following Taylor expansion for all
matrices R whose norm satisfies ||R| < 1,

+oo R2k+1

(6.1.36) atanh R = .
2k +1
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We also recall from (6.1.24) that the matrices A; are defined for all ¢ € R with the conven-
tion (E.0.11) by

(6.1.37) Ay = —(itJ) ! atanh U,.

It follows from the inequality

-1
Va > 0, Ve <1,
VT +1
the definitions (6.1.20) and (6.1.35) of the matrices G; and ¥, and Lemma 6.3 that the
spectrum of the matrix U, satisfies o(¥;) C (—1,1) for all t € R. It therefore follows from

[44] (Lemma 5.6.10) that for all ¢ € R, there exists a norm || - ||y on M,(C) such that

2k+l

||¥¢||: < 1. This proves that the series Z o converge in M, (C) for all t € R and we
deduce from (6.1.36) and (6.1.37) that for all ¢t € R,

\I/2k+1
(6.1.38) Ay = —(itJ) 1Z%+1

To prove that the matrices A; are real and symmetric, we need to derive a new expression
for them. To that end, we compute the product J¥; by using the relation (6.1.32) (which
also holds when the matrix Io, is replaced by —I,):

(6.1.39) JU; = J(Gy — Iz0) (Gr + Ton) " = (Gp = L) T (G + In) ™

— (Gt — Inn) " ((Gi + Ion) )T = W1,
We deduce from (6.1.27), (6.1.35), (6.1.38) and (6.1.39) that for all ¢t € R,
Sl =1

(6.1.40) A= Z o g (W) (i) T (w) = Z (WF)* My (7).

2k +1
We observe from (6.1.31) and (6.1.35) that for all ¢t € R,

1 -1

(6.1.41) Wy = (Gy — Iny) (Gi + Inn) = (G — 1) (G ! + Iny)
= (Ion = Gi) (Ion + Gy) " = =0,

Consequently, from (6.1.27), (6.1.35), (6.1.39) and (6.1.41), the matrices M; satisfy the
two relations

(6.1.42) My = (itJ)" ', = M.
and
(6.1.43) M} = (it) " F T = (it) LT, = (—it]) N, = M,.

It follows from (6.1.41), (6.1.42) and (6.1.43) that for all £ € R and k& > 0, the matrix
(UF)* M, (TF) is real and symmetric. As sums of such matrices, the matrices A; are also

real and symmetric. Finally, we deduce from (6.1.40) and Lemma 6.6 that for all ¢ € R,
A; > M; > 0. This ends the proof of Lemma 6.7. O

As a Corollary of Lemma 6.7, we can compute the Weyl symbol of the operator e~
for all t > 0, with a; : R?® — R, the non-negative quadratic form whose matrix in the
canonical basis of R?" is Ay, in terms of m; : R?® — R, the non-negative quadratic form
whose matrix in the canonical basis of R*" is M;. By the way, this is a justification a

posteriori of the introduction of the matrices M;.
COROLLARY 6.8. For all t > 0, the operator e~*% is a pseudodifferential operator
whose Weyl symbol is given by
1
det cos(tJ Ay)

X eR? e~ tmX) e LR,
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PrOOF. Let t > 0. It follows from Lemma 6.7 that the matrix A; is real symmetric
positive semidefinite and this combined with Lemma 6.27 show that the spectrum of the
matrix tJA; is purely imaginary. As a consequence, the matrix cos(tJA;) is non-singular
and it follows from the definition (3.4.2) of the operator e~*®" and the Mehler formula
(3.3.10) that the operator e~ is a pseudodifferential operator whose Weyl symbol is a
L (R?")-function given for all X € R?" by

1

/det cos(tJ Az)

Moreover, we deduce from (6.1.20), (6.1.27) and Lemma 6.5 that

exp(—o(X,tan(tJA;)X)).

(tJ) "M tan(tJAy) = —(itJ) "L (e A Iy,) (7MY A 4 Iy,) T
— —(itJ) Gy — Inp) (Gy + Io) " = M.
We deduce from the definition (5.1.1) of F' and the above equality that for all X € R?",
o(X,tan(tJA) X)) = o(X,tIM X) = (X, My X) = tm(X).
This ends the proof of Corollary 6.8. O

The study of the family (A;)ier is now ended. Still in order to prove (6.1.11) via
(6.1.16), we consider the time-dependent matrices Hy defined for all ¢ € R by

(6.1.44) H, = e2itJA1o—2itJQ

Notice that the analyticity of the function ¢ € R — H; is induced by the ones of the
functions t € R — A; and t € R — e 2#/M for all M € My,(C). We only need to check
that each matrix H; is real and symplectic.

LEMMA 6.9. For allt € R, Hy is a real symplectic matrix.

PROOF. Let ¢ € R. Since both matrices A; and ) are symmetric (from Lemma 6.7
concerning A;), Lemma 6.24 shows that the matrices e?®/4¢ and e=?*/? are symplectic.
As a consequence, the matrix H; is also symplectic. Moreover, it follows from Lemma 6.5
that

(6.1. 45) E — o 2itJ A, ezm@ _ Q2itJ Ay —dit] A, 62z‘tJ@
_ 62itJAt e—2itJQ 6—2itJ@ eQz‘tJ@ _ e2itJAz e~ 2itJQ _ o,
which proves that H; is a real matrix. This ends the proof of Lemma 6.9. ]

This ends the proof of (6.1.11) and the splitting of the symplectic matrices e~?*/? in
any time t € R.

The rest of this section is then devoted to prove (6.1.12) which sharpens the decom-
position (6.1.11) for small times |t| < 1 . The strategy will be different than the one used
until now, since the holomorphic functional calculus will not be used anymore to define
the different matrices at play. The identity (6.1.12) is proved in the following lemma:

LEMMA 6.10. There exist a positive constant T > 0 and a family (By)—r<i<1 of real
symmetric matrices By € Sa,(R) whose coefficients depend analytically on the time-variable
—T < t < T such that for all =T < t < T, the symplectic matriz H; writes as Hy = e?*/ Bt

PROOF. First, we recall that for all matrix M € Mo, (C) satisfying | M — I2,|| < 1, the
matrix Log M is given by the following sum

+oo (_1)k—1
(6.1.46) LogM = (M- Ion)F.
k=1

Since the following limit holds
lim || H; — I || = 0,
t—0
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there exists a positive constant T' > 0 such that for all —7" <t < T,

(6.1.47) |Hy — Ln|| < 1.

Since H; ! = e?*/@e=21/4t we can even assume that the constant 7 > 0 is chosen
sufficiently small so that for all =T <t < T,

(6.1.48) |H ' — L < L.

The estimate (6.1.47) allows to consider the matrix B, defined for all =T <t < T by
(6.1.49) B; = (2tJ) "' Log H;.

Notice that the function ¢t € (=T, T) — Log H, is analytic by construction and vanishes in
t = 0 since Hy = Is,. The matrix By is therefore well-defined for all =T < ¢t < T" according
o (E.0.11). We deduce from (6.1.44), (6.1.47) and (6.1.49), that for all -T <t < T,

e2tIBe — exp (Log Ht) = H;.

It remains to check that the matrices B; are real and symmetric. First we observe from
(6.1.45) and (6.1.49) that for all =T <t < T,

By = (2tJ) ' Log H; = (2tJ) ! Log H; = B;.

This proves that the matrices B; are real. Moreover, we deduce from (6.1.48), (6.1.49),
Lemma 6.9 and the binomial formula that for all — T <t < T,

BT -1 T -1 ~— (=D ! kT
T — (2t) "} (Log Hy)TJ = (2t) ZT((Ht—Ign)) J

k
k
(21) 12 Z(z) DEUET
=0
1’“’“ k
2t1 kl
Z 0<l> Ty

R (—E
= (2¢) 1ZTJ(Ht L L)k
k=1

—(2tJ) ' Log(H; ") = (2tJ) ' Log H; = B;.

The matrices B; are therefore symmetric. Moreover, the function ¢ € (=7,7T) — B is
analytic by construction. This ends the proof of Lemma 6.10. ]

6.2. Study of the real part for short times

In this section, we prove Theorem 3.6. Let ¢ : R?® — C be a complex-valued quadratic
form with a non-negative real part. We consider F' the Hamilton map associated to ¢, S
its singular space and 0 < kg < 2n — 1 the smallest integer such that (5.1.9) holds. Let
(at)ier be the family of non-negative quadratic forms a; : R?® — R, given by Theorem
3.5 and (m¢)ser be the family of non-negative quadratic forms m; : R — R, whose
matrices in the canonical basis of R?® are the matrices M; defined in (6.1.27). We shall
prove that the quadratic forms m; (and therefore the quadratic forms a;) satisfy a sharp
lower bound implying some degenerate anisotropic coercivity properties on the phase space.
More precisely, we shall prove that there exist some positive constants ¢ > 0 and T > 0
such that for all 0 <t < T and X € R?",

ko
(6.2.1) a;(X) = my(X) > > t* Req((Im F)*X).

k=0
Notice that the left inequality in (6.2.1) is a consequence of Lemma 6.7. We are therefore
interested in proving the right one. To that end, we consider the time-dependent quadratic
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form r; : C?" — R defined in accordance with the convention (E.0.10) for all + > 0 and
X € C?" by

ko
(6.2.2) ki(X) =Y t*Req((ImF)* X) = Zt%\ Re Q(Im F)* X/,
k=0

We recall from Lemma 6.6 that for all ¢ > 0, the matrix M; admits the following integral
representation

1 _ -
Mt — / (6721o¢tF(I>t)*(Re Q)(ewith(I)t) da,
0

where the matrices ®; are given by

<w/€—2itFe—2itF+12n>_1
2

(6.2.3) o, =

9

since F = JQ from (5.1.4). We therefore deduce that for all £ > 0 and X € R?",
1 _ o
6.2.4 me(X) = XTMX = [ (e72°" 3, X)"(Re Q) (e 2'd, X) dao,
(
0
and this equality can be written as
1
%ol F 2 %ol T 2
= /0 [VRe Qe @, X|" da = || VRe Qe @, X[ .

By applying the Minkowski inequality, we therefore obtain that for all t > 0 and X € R?",

(6.2.5) /mu(X) >

ko (—2ta)k
> T\/Re QUiF)f®, X
k=0 ’

12(0,1)

(—2ta)® Tk
> o VReQUF) @, X

k>ko

L2(0,1)
We then study separately the two terms of the right-hand side of the above estimate.

1. First, we focus on controlling the first term, namely

oS (—2ta)t .t
ZT\/ReQ(zF) X

k=0

L2(0,1)

On the finite-dimensional vector space (Cg,[X])*", the Hardy’s norm || - |41 defined by

ko kO
SouXH| =D k2wl o,k € C
k=0 HE k=

is equivalent to the standard Lebesgue’s norm || - || 72,1y given by

da, Yos -1 Yko € (C2n'

11 ko 2
k k
yp X / Yr
RS 4>

Thus, there exists a positive constant ¢; > 0 such that for all ¢ > 0 and X € R?",

ko ko
Z(_Qlj'a)k\/ReQ(iF)kétX > Y t*|\/ReQ(iF) @, X]|.
’ k=0

k=0

(6.2.6)

L2(0,1)
We develop the matrices (iF)* in the following way:
(6.2.7) (iF)* = (Im F)* + By,
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where the matrices B can be written as

2k —1
(6.2.8) By=Y" j1M;u(Re F)(Im F)™s*,

j=1
with 0 < mjp < k—1, e, € {—1,1,—i,4} and the matrices M; are finite products of
Re F and Im F. Then, by putting (6.2.7) in (6.2.6) and using the triangle inequality, we
obtain the following estimate for all t > 0 and X € R??,

ko ko ko
(6.2.9) > t*|V/ReQ(F)" 0, X| > ) " tF/Re QIm F) @, X| - Y " t¥|\/Re QB . X |.

k=0 k=0 k=0

We consider the two positive quantities

Co = max  max H\/Re M; . J\/Re@Q H>0

0<k<ko 1<j<2k—1

and

/
¢, = max  max 1< < 26 1 :mip=m)> 0,
2 T 0<k<ko 0<m<k—1 #1 J Ik }

where # denotes the cardinality. Since F' = J@Q from (5.1.4), it follows from (6.2.8) that
for all t > 0 and X € R?",

ko ko 2F-—1
> t*]\/Re QB X | < Ztk Z |V/Re QM; (Re F)(Im F)™i+ &, X |
k=0
ko 2’“71
=> "> |V/ReQM; T /Re Qy/Re QIm F)™3 &, X |
k=0 j=1
ko 2F—1

<) 7Y |VReQ(Im F)™+, X|.
=

Then, we gather the integers 0 < m;, < k — 1 taking the same value, which shows that
for all t > 0 and X € R?",

ko ko k-1
S HFVReQB® X[ <o) M > |V/ReQIm F)" 9, X |

k=0 k=0 m=01<j<2k1
mj,k=m

ko k—1

<y » Y t*|V/ReQ(Im F)"®, X]|.

k=0 m=0
Since k — m > 1, we have that for all 0 <¢ <1,

The following inequality therefore holds for all 0 < ¢ < 1 and X € R?",

ko k—1
Ztk‘\/Re QBr®:X| < cacht Y > t"|\/Re Q(Im F)"®: X|.
k=0 m=0

As a consequence, there exists a positive constant ¢g > 0 such that for all 0 < ¢ < 1 and
X e R?",

k’o kO
(6.2.10) >t |VReQBy® X | < cst Y t*|\/ReQ(Im F)*®, X|.
k=0 k=0
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It follows from (6.2.6), (6.2.9) and (6.2.10) that for all 0 <t < 1 and X € R?",

ko k ko
-9 —
(6.2.11) || (;‘OZ)\/ReQ(iF)k(I)tX > c1(1—cst) Y t*]\/ReQ(Im F)F @, X|.
k=0 ’ L2(0,1) k=0

We recall from the third inequality of (6.6.23) (no assumption of smallness is required for
t > 0 to apply this estimate) that for all 0 < ¢ < 1 and X € R?",

ko
(6.2.12) VE(@X) <)t \/ReQ(Im F)* @, X|.
k=0

As a consequence of (6.2.11) and (6.2.12), there exist some positive constants 0 < t; < 1
and ¢4 > 0 such that for all 0 < ¢ < t; and X € R?",

ko . k o
(6.2.13) > H}?\/Re QUF)*®, X > cq/Fr (P X).
k=0 ’ L2(0,1)

In order to estimate from below the term /k(®:X ), we would like to apply Lemma 6.29
to the function

Ve—2i(M+iN) g—2i(M—iN) 4 12n>—1
2 9y

in view of the definition (6.2.3) of the matrices ®;. We prove in Lemma 6.32 in the
Appendix that the function G actually satisfies the assumptions of Lemma 6.29 and as a
consequence, there exist some positive constants c¢5 > 0 and 0 < to < t; such that for all
0<t<ty andX€R2”,

(6.2.14) G(M,N) = <

ko k

—9¢ —
2 (kf)\/Re QUiF)*®, X > c5v/re(X).
k=0 : L2(0»1)

This inequality, combined with (6.2.5), leads to the following estimate for all 0 < ¢ < t9
and X € R?",

(6.2.15) V(X)) = es/re(X) = || Y (_2]€15!O[)]€\/ReQ(iF)k<I>tX

k>kg

L2(0,1)
2. The end of the proof consists in controlling the remainder term

(—2ta)" Tk
> o VReQUF) @, X

k>ko

L2(0,1)

The technics employed will be similar to the ones used in the end of the proof of Lemma
6.29. We begin by observing that for all 0 < t < t5 and X € R?",

(—2ta)* —
> T\/ReQ(zF) X
k>ko : L2(0,1)
_ 12ko+2 kfkofl(_QO‘)k Tk ’
=t Z t I VReQUF)"®: X
: L2(0,1)

k>ko
The coefficients of the time-dependent quadratic form

ke ko1 (—200)" =k
> thho T\/ReQ(zF) & X

k>ko

2

9

12(0,1)

are continuous with respect to the time-variable 0 < ¢ < ¢5. As a consequence, there exists
a positive constant cg > 0 such that for all 0 < t < ¢ty and X € R?",

—2ta)” — 2
> (F2te)” Re Q(iF)*®, X

(6.2.16) o
k>ko

L2(0,1)
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On the other hand, it follows from Lemma 6.30 that there exists a positive constant ¢y > 0
such that for all 0 <t <1 and X € S,

(6.2.17) k(X)) > ert?o] X2
As a consequence of (6.2.16) and (6.2.17), we have that for all 0 < ¢ < t; and X € S+,

(—2ta)k =k 2 C6 2
> T\/ReQ(zF) d X < 22k (X).

(6.2.18)
k>ko L?(0,1) 1

We deduce from (6.2.15) and (6.2.18) that there exist some positive constants cg > 0 and
0 < t3 < to such that for all 0 < ¢t < t3 and X € S+,

(6.2.19) me(X) > (C4 - ﬁt)QKt(X) > cghiy(X).

It remains to check that the estimate (6.2.19) holds for all X € R?". To that end, we
will use the result of the following elementary lemma of linear algebra, whose proof is
straightforward:

LEMMA 6.11. Let E be a real finite-dimensional vector space and q1,qs be two non-
negative quadratic forms on E. If E = F @ G is a direct sum of two vector subspaces such
that 1 < g9 on F and q1,qo both vanish on G, then ¢1 < g2 on E.

Let 0 < t < t3. Since R?™ = S @ S+ and that (6.2.19) is valid on S+, it is sufficient
to prove that both non-negative quadratic forms x; and m; vanish on the singular space
S, according to Lemma 6.11. We first notice from the definition (5.1.1) of F', (5.1.9) and
(6.2.2) that y is zero on the singular space S. We now prove that this property holds true
as well for the quadratic form m,, that is

(6.2.20) VX €S, my(X)=0.

To that end, we use anew the integral representation of m; given by (6.2.4),
1 o o
(6.2.21) VX € R my(X) = / (72 %, X)*(Re Q) (e 2 ®, X) dav.
0
According to (6.2.21), it is sufficient to prove that

(6.2.22) Va € 0,1], (e 2F$,)S C S+,

since (Re@Q)S = J 1 (Re F)S = {0} from (5.1.4) and (5.1.10). As a consequence of (6.6.56),
the inclusion ®.5 C S + 45 holds, up to decrease the positive constant t3 > 0. Moreover,
notice from (5.1.10) that the space S + i is stable by the matrix F' (since (Re F)S = {0}
and (Im F)S C S), and therefore by the matrices e 2/ for all 0 < o < 1. This proves
that the inclusion (6.2.22) actually holds. The estimate (6.2.19) can therefore be extended
to all 0 <t <t3 (up to decrease t3 > 0) and X € R2". This ends the proof of the estimate
(6.2.1).

6.3. Regularizing effects

The aim of this section is to prove Theorem 3.8 and Theorem 3.13 about the regularizing
properties of semigroups generated by non-selfadjoint quadratic differential operators. Let
q : R?" — C be a complex-valued quadratic form with a non-negative real part. We consider
Q € S2,(C) the matrix of ¢ in the canonical basis of R?", F € My, (C) its Hamilton map
and S its singular space.
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6.3.1. Regularizing effects. We begin by proving Theorem 3.8. Let T > 0 and
(at)ter, (bt)—r<t<T be the families of quadratic forms given by Theorem 3.5. We recall
that the quadratic forms a; are non-negative, the quadratic forms b; are real-valued and ay,
by depend analytically on the time-variable t € R and —1T" < t < T respectively. Moreover,
the evolution operators e %" can be factorized as

(6.3.1) Yt e [0,T), e 1" = e tar o itb

We can assume that the positive constant 0 < T' < 1 is the one given by Theorem 3.6,
which implies that there exists a positive constant ¢ > 0 such that for all 0 < ¢ < T and
X ¢ R?,

ko
(6.3.2) a;(X) > > 1Y Req((ImF) X),

j=0
where 0 < kg < 2n — 1 is the smallest integer such that (5.1.9) holds. As in Section 6.1,
we denote by A; and B, the respective matrices of a; and b; in the canonical basis of R?".

Moreover, we consider anew the time-dependent quadratic form k; defined in accordance
with the convention (E.().lO) for all t > 0 and X € C?" by

(6.3.3) ot ( ZtQJReq((ImF )’ X) ZtQﬂ‘\/Re Q(m Fy X |*.

7=0
The estimate (6.3.2) reads as: for all 0 <¢ < T and X € C*",
(6.3.4) ar(X) > cke(X).

The aim of this section is to understand the smoothing properties of the evolution operators
e~%". Since the operators e %" are unitary on L?(R™), we first notice from (6.3.1) that it
is sufficient to study the regularizing properties of the operators e *%" to derive the ones of
the operators e~4". Therefore, for some m > 1 and X1,...,X,, € S+, we are interested
in the following linear operators

(X1, X)X, X)W1
where the operators (X, X)" are defined by
<X],X>w:<$],l‘>+<§]7Dx>, X]:(i‘],é‘J)ESLCle

To deal with them, we will use the Fourier integral operator representation of the oper-
ators e~ and the Egorov formula (6.5.4). More precisely, it follows from (3.4.2) and
Proposition 6.1 that the operator e~'* is a Fourier integral operator associated to the
non-negative complex symplectic transformation e~2"*/4¢ and the Egorov formula (6.5.4)

implies that for all 0 <¢ < T and Xy € R",

(635) <X0,X> —tay’ __ —e —tay’ <J_1€2itJAtJX0,X>w — e—ta%” <€2itAtJX0,X>w.

By using (6.3.5), we obtain the following factorization

(6.3.6) (X1, X)X, X)W = (X0, X)L (X, X)W e e m®
m factors

w

= (Vig, X)We % . (Yo, X)We m%
where the time-dependent points Y;; € C?" are given by
2i(j—1)t
Yii=e m AtJX 1<j<m,

and where we used the semigroup property of the family of linear operators (e™%") $>0-
The initial problem is therefore reduced to the analysis of the operators

(Yie, X)¥ e m

The main instrumental result of this section is Lemma 6.15 which requires some technical
results to be proven. The first of them investigates the anisotropic coercivity properties of
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the time-dependent quadratic form &; on S+ the canonical Euclidean orthogonal comple-
ment of the singular space S. This is a refinement of Lemma 6.30.

LEMMA 6.12. There exists a positive constant ¢ > 0 such that for all 0 < t < 1,
Xo € S+\ {0} and X € C?",

X)> —
K/t( )_ ‘XO‘Q

where 0 < kx, < ko denotes the index of the vector Xo € St defined in (3.4.8).

t2£x0 | (Xo, X) |7,

Proor. For all 0 < k < kg, let 7 be the non-negative quadratic form defined on the
phase space by

k k
(63.7)  m(X) =Y Req((ImFYX) =Y |VReQUmFYX[* >0, X R
§=0 §=0
Moreover, we consider V the vector subspace defined in (3.4.6) by
k
(6.3.8) Vi = [ | Ker(Re F(Im F)/).
j=0

We begin by proving that there exists a positive constant c; > 0 such that
(6.3.9) VX € Vit m(X) > el X2
If a point X € Vi1 satisfies r(X) = 0, we deduce from (6.3.7) that

Vi e {0,...,k}, ReQ(ImF) X =0,
and since F = JQ from (5.1.4), this implies that (Re F)(Im F)/X = 0 for all 0 < j < k,
that is X € Vj. It then follows that X = 0. The non-negative quadratic form 7y, is therefore
positive on the vector subspace VkL. The estimate (6.3.9) is then proved.
Now, we consider X € S+ \ {0} and 0 < ky, < ko the index of the vector Xy defined
in (3.4.8). For all X € R*", we decompose X = X'+ X" with X’ € V" and X" € Vj .
0
Since Xy € VkJ;( and that Tky, 1S @ non-negative quadratic form which vanishes on the
0
vector subspace Vi, from (5.1.4), (6.3.8) and (6.3.7), we deduce from (6.3.9) that

|X0|2 /
T Ty, (X)

Xo 0 Ckxqo
Setting ¢y = ming<g<g, cx > 0, we deduce from (6.3.3), (6.3.7) and (6.3.10) that for all
0<t<1, XoeSt\{0}and X € R*,

_ | Xof?

(6.3.10) (X0, X)? = (Xo, X)? < |Xo]2I X' < Thix (X)-

2%
Re(X) 2 8750 1y (X) 2 | Xo]?

since 0 < kx, < ko. It follows that for all 0 <t <1, X € S+\ {0} and X € C?,
kt(X) = ke(Re X) + ke (Im X) > ’;70’2 X0 (Re X, Xo)? + |)§70|2 t2FX0 (Im X, Xo)?2

0 0
| Xol?
This ends the proof of Lemma 6.12. O

126x0 |(X, Xo)|*.

The next result will be instrumental to prove Lemma 6.15. Its proof is based on the
study of a time-dependent functional.

LEMMA 6.13. For all s >0, t >0 and u € S (R"™), the following estimate holds

_sa¥ —_sqW 1
<a%1)e say u’e say u>L2(R") S 27s||u’|%2(Rn)-
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PRrROOF. For fixed t > 0 and u € ¥ (R"), we consider the following time-dependent
functional defined for all s > 0 by

—sa¥ —sqW 1 —eqW 2
(6.3.11) G(s) = (say’e™ " u, e "% u>L2(Rn) + 5”6 54 uHLQ(Rn).
The function G is differentiable on (0, 4+00) and its derivative is given for all s > 0 by
G'(s)= — s<(afg")26_5a$u, e_saluu>L2(Rn) — s<a§”e_5a§uu, a%”e_sa%uu>L2(Rn)
- 1<a7“”e_5“%uu 6_5“?u> — 1<e_5“gju awe_saéuu>
9 t ) LZ(R") 9 s Yt LQ(R")

w —say’ —say’
+ <at e U, e u>L2(Rn).

Since ay’ is a selfadjoint operator (as its Weyl symbol is real-valued), we obtain that for
all s > 0,

(6.3.12) G'(s) = —23Ha;”e—sai”u“;(w) <0.
We therefore deduce that for all s >0, ¢ > 0 and u € ¥ (R"),

w . —sa¥ _sa¥ 1 —sa¥ 2 1
(6.3.13) G(s) = (saf’e " u,e "% U>L2(Rn) + §H€ o uHLZ(Rn) <G(0) = 5”“”%2(11@)-

This ends the proof of Lemma 6.13. U
We need the following lemma whose proof can be found e.g. in [37] (Lemma 2.6):
LEMMA 6.14. Let G : R*™ — R, be a non-negative quadratic form. Then, the quadratic

operator ¢ (x, D,) is accretive, that is

\V/U E y(Rn), <qw($) Dcc)u7u>L2(Rn) > 0

The anisotropic estimates given by Lemma 6.12, combined with Lemma 6.13, provide
a first regularizing effect for the evolution operators e 5% .

LEMMA 6.15. There exist some positive constants 0 < t; < T and ¢ > 0 such that for
al0<a<1,0<t<t,s>0, Xge St anduGLQ(R”),

. Cw _ _1
(%47 Xo, X) e F | gy < el Xol 750572 Jul ey,
where 0 < kx, < ko denotes the index of the vector Xo € S+ defined in (3.4.8).

PrROOF. We shall first prove that there exist some positive constants ¢y > 0 and 0 <
to < T such that forall 0 < a < 1,0 < t < tg, Xg € ST and X € R?",

(6.3.14) (204 X0 X P < eo| Xol? t72F%0 ay(X),

where 0 < kx, < ko denotes the index of the vector Xy € S defined in (3.4.8). If the
estimate (6.3.14) holds, the proof of Lemma 6.15 is done. Indeed, by denoting M,; =
Re(e?°t4t7) e deduce from (6.3.14) that for all 0 < a < 1, 0 < t < tg, Xg € S+ and
X e R

(6.3.15) (Mo X0, X)% < co| Xo|? t72F%0 ay(X).

It then follows from (6.3.15) and Lemma 6.14 that for all 0 < o < 1,0 <t < tg, s > 0,
Xo € St and u € (R"),
(6.3.16)

<(<Ma7tX0,X>2)we_S“§Uu, e‘sa?u> < co| Xo|? t72*x0 <az”e_8a%”u, e %

L2(R™) u>L2(R”)'

Moreover, the Weyl calculus, see e.g. the composition formula (18.5.4) in [40], provides
that for all 0 < o <1 and 0 < t < 1,

(6317) <Moc,tX07X>2 = <M04,tXO7X> ﬁ <Ma7tX07X>7
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since the symbol (M, ;Xo, X) is a linear form, where f denotes the Moyal product defined
for all p; and ps in proper bymbol classes by

(p1 £ p2)(x,€) = €37 P PSPy (a2, €)pa(y, ) :
(,8)=(y.m)
with o the symplectic form defined in (5.1.2). This implies that for all 0 < a < 1 and
0<t<ty,
(6.3.18) (Mo X0, X)?)" = (Mo, Xo, X)" (Mo Xo, X)".

We deduce from (6.3.16) and (6.3.18) that for all 0 < o < 1,0 <t < ty, s > 0, Xg € S+
and u € ¥ (R"),

H Mg 1 X0, X)¥ e 5% uHL2 < co| Xol? t=2kxqo <a§'ﬂe_5“?u,e_saiuu>L2

R™) (Rm)?
and Lemma 6.13 then shows that

w 2 CO _ _
(6.3.19) [(Ma, X0, X)"We™ 5% UHLQ(Rn) < 5’X0’2 X0 g™ HUH%2(R7I)~
Notice that the estimate (6.3.19) can be extended to all u € Lz(R”) since the Schwartz
space & (R") is dense in L2(R"™). Similarly, if we denote N, ; = Im(e?**4t/)  we have that
forall0<a<1,0<t<tys>0, Xoge S+t and u € L?(R"),

w12 €0 —2k —
(6.3.20) [[{ Nt Xo, X) e ul| 5 gny < ElXo!Q %0 571 [lul|72 @ny.
Finally, we deduce from the triangle inequality that for all 0 < a < 1,0 <t <tg, s > 0,
Xo € S+ and u € L2(R"),

2iat Ay J —
H< 1ot At X X>w say uHL2(]Rn)
< M X0, ) gy + VX0, ) g

and the estimates (6.3.19) and (6.3.20) imply that

. o _ _1
(et Ko, X) e ul] oy < V260l Xol #5057 fJullagury.

It therefore remains to prove that the estimate (6.3.14) actually holds. We shall actually
prove that there exist some positive constants ¢; > 0 and 0 < ¢; < T such that for all
0<a<1,0<t<t;, Xoe St and X € R*,

(6.3.21) (24T X0 X < e Kol %0 ky(X).

The estimate (6.3.14) is then a straightforward consequence of (6.3.4) and (6.3.21). It
follows from Lemma 6.12 that there exists a positive constant co > 0 such that for all
0<t<1, Xge S+ and X € C?",

(6.3.22) 126%0| (X0, X)|? < e Xo[*re(X).

On the other hand, we recall from (6.1.26) that forall 0 <a <land 0<t<T,
e2iotT AL — oy ( _ %Log (e—m'tFe—zitF))

We would like to deduce from Lemma 6.29 applied with the functions

(6.3.23) Go(M,N) = exp ( - %Log (e_zi(M+iN)e_2i(M_iN))), a € |0,1],

that there exist some positive constants 0 < t; < T and c3 > 0 such that forall 0 < a < 1,
0<t<t and X € C?",
(6.3.24) ke(X) < eghig (204 X)),

This application of Lemma 6.29 is made rigorous in Lemma 6.33 in the appendix of this
chapter, which implies that the estimate (6.3.24) actually holds. Combining (6.3.22) and
(6.3.24), we obtain that for all 0 < a <1,0<t <t, Xp € St and X e C?7,

t2kXO ‘<X07X>‘2 S 0203|X()|2f€t(€2iatJAtX),
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and a straightforward change of variable shows that forall0 < a < 1,0 <t <t;, Xg € St
and X € R?",

t2kxo ‘<e2iatAtJX(), X>|2 < 02C3‘X0‘21€t(X).
This proves that (6.3.21) holds and ends the proof of Lemma 6.15. O

We can now derive the proof of Theorem 3.8. To that end, we implement the strategy
presented in the beginning of this subsection. Let m > 1 and Xi,...,X,, € St. We
denote by 0 < ka < kg the index of the vector X; € S+, Tt follows from (6.3.6) that for
all0 <t < T,

(6.3.25) (X1, X)Y (X, X)W1 = (Y1, X)Wem% . (Vipy, X)We %
where the time-dependent points Y;; € C?" are given for all 1 < j < m by
(6.3.26) Yjo= e m A X,
According to Lemma 6.15, there exist some positive constants 0 < ¢t; < T and ¢ > 0 such
that forall 0 < a < 1,0 <t <ty, s >0, Xog € S+ and u € L*(R"),
, Cw _ _1
(6.3.27) [ (eitAe) X, X )Wemsai uHLQ(Rn) < | Xo| X072 ||ul| p2gny,
where 0 < kx, < ko denotes the index of the vector Xy € S+, We deduce from (6.3.26)
and (6.3.27) that for all 1 < j <m, 0 <t <t; and u € L?(R"),

_t L w —ky. —1 1
(6.3.28) H(Yj’t,XWe m %t uHLQ(Rn) <Xl 92 m2 | 2 @n)-

Notice that the constant ¢ > 0 is independent on the integer m > 1 and the points X; € S+
It now follows from (6.3.25), (6.3.28) and a straightforward induction that for all 0 < t < t;
and u € L*(R"),

m
—ta¥ cm m
30507 (X X)) € g (f{ 'Xﬂ) m® el

ez cm O
< tRxy ok, + 3 H X5 ) vm! [l p2gn),
j=1

where we used that m™ < e™m/!. We then deduce from (6.3.1) that for all 0 < ¢ < ¢; and
u € L*(R"),

tqw e cm i o
H<X17X>w e <Xm7X>we tq UHL2(Rn) < th1+---+ka+% <1_[1 |X]’> vm! He itby UHLQ(R")
]:

ez M i —
j=1

since the operators e~ are unitary on L*(R™). This ends the proof of Theorem 3.8.

6.3.2. Directions of regularity. We now perform the proof of Theorem 3.13. The
family (a¢)¢er still stands for the family given by Theorem 3.5 composed of non-negative
quadratic forms a; : R*® — R, with coefficients depending analytically on the time-
variable ¢ € R. As in the previous subsection, the matrix of the quadratic forms a; in
the canonical basis of R?" is denoted A;. Moreover, we consider (U)icr the family of
metaplectic operators also given by Theorem 3.5. We recall that the evolution operators
e 1" split as

(6.3.29) VE>0, e =ety,.
Let t > 0, Xo € R?". We assume that the linear operator (Xo, X)“e™%" is bounded on

L?(R™). We aim at proving that Xy € S L. We first notice that since the metaplectic opera-
tor Uy is unitary on L?(R™), it follows from (6.3.29) that the linear operator (Xg, X )“e '

w
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is also bounded on L?(R™). As a consequence, there exists a positive constant ¢; x, > 0
depending on ¢t and X such that

(6.3.30) Vu € L*(R"), H<X0,X>w€_ta%UUHL2(Rn) < ¢t xo llull L2 ®n)-

According to the decomposition R?® = § @ S+ of the phase space, the orthogonality being
taken with respect to the euclidean structure of R?", we write Xy = Xo,s + X g1, with
Xo,s € S and Xy g1 € S+. For all A > 0, we consider X, € S the point of the singular
space defined by

(6.3.31) Xn=AXos = (xr,6)) € S CR™,

Moreover, we consider for all A > 0 the Gaussian function uy € & (R") given for all z € R"
by

The strategy will be to find upper and lower bounds for the term

(6333) <<X07X>we_taiuu/\>u/\>L2(Rn)7

and to consider the asymptotics when A tends to +oco in order to conclude that the point
Xo,s has to be equal to zero. An upper bound can be established readily since it follows
from (6.3.30), (6.3.32) and the Cauchy-Schwarz inequality that for all A > 0,

(6.3.34) (X0, X)“e™ % ux,un) o gy | < 30 [urlZma) = ct.xo [[uollF2 gy

Notice that the right-hand side of the above estimate does not depend on the parameter A >
0. Now, we investigate a lower bound for the term (6.3.33) by a direct calculus. It follows
from the Mehler formula (Corollary 6.8) that the operator e~ is a pseudodifferential
operator whose symbol is given by

1

(6.3.35) cretm(X) ¢ L®(R?™), where ¢ = > 0,
det cos(tJ Ay)

and where m; : R?» — R is the non-negative quadratic form whose matrix in the canonical
basis of R?" is the matrix M; defined in (6.1.27). We therefore deduce from (6.3.32) and
(6.3.35) that the term (6.3.33) is given for all A > 0 by

(6336) <<X0,X>w€7ta?uA,U)\> )= Ct<<X0,X)w(eftmt)wT)\uO,T)\uO>

LQ(Rn L2(Rn)7
where the operator T : L?(R™) — L?(R") is defined for all u € L?(R") by
(6.3.37) Thu = " u(- — zy).

We need compute the commutators between the operators Ty and the operators (Xg, X)*
and (e~?™)¥ respectively. This is done in the following lemma:

LEMMA 6.16. Let a € &' (R?"). We have that for all A\ > 0 and u € & (R"),
a"Tyu = T\(Lya)"u in S (R™),
where Lya € $'(R™) is given by Lya = a(- + X)).
PROOF. Let A > 0 and u € ¥ (R") be a Schwartz function. For all v € S (R"), we
consider the Wigner function Hy (u, v) associated to the functions Thu and Thv defined for
all (z,€) € R?" by

(6.3.38) Mo (u,0) (z, €) = / 0 () (2 +¥) (To) (2 - 1) ay.

n
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It follows from (6.3.37) and (6.3.38) that for all A > 0, v € #(R") and (z,&) € R?",
(6.3.39)

Ha(u,v)(x, &) = / e’i@’@e“f”‘”%m(x + % - :c)\> e*i@’x*%)@(x v a;,\) dy

2
_ /n e~ HY.E=Ex)y, (:U —xy\ + g) (ac — X\ — 7> dy

= HO(uav)(‘T} - x)\af - 5)\) = (L;l?’-[(u,v))(:c,ﬁ),
since Tp is the identity operator. It then follows from (6.3.39) and the definition of the
Weyl calculus that for all v € & (R™),

<T;awT)\uyﬁ>§//(Rn)’y(Rn) = <awT/\uym>y/(Rn),y(Rn) = <a7HA(“»”))fW(R%)’y(RQn)

= (a, Ly " Ho(u, v))grren) g @2n) = (Laa, Ho(u,v) g @en) g r2n)

= ((Laa)"u, D) g1 (mn),o (RP)-

Since the above estimate holds for all Schwartz functions v € & (R"), we proved that
Tya*Thu = (Lya)”uw in &' (R™). As T)\T is the identity operator, we obtain that a*Thu =
T\(Lya)"u in &’(R™). This ends the proof of Lemma 6.16. O

The quadratic form m; vanishes on the singular space S. Indeed, if X € S, we recall from
(6.2.20) that ms(X) = 0 when 0 < s < 1 and since the function s € R — m4(X) is
analytic, see (6.1.27) where the matrices M, are constructed, we deduce that mg(X) =0
for all s > 0. Since the quadratic forms m; are positive semidefinite from Lemma 6.7 and
the points X are elements of S, we deduce that

YA > 0,VX € R, (Lymy)(X) = my(X + X)) = my(X).
We therefore deduce from (6.3.35) and Lemma 6.16 that for all A > 0 and u € & (R"),

1 w
(6.3.40) (e ") Tyu = Tx(Lye ™)y = Ty(e ™)y = —The " u, in F'(R™).

Ct
Moreover, [43] (Theorem 4.2) states that for all s > 0, the evolution operator e $7"
generated by an accretive quadratic operator ¢¥(z, D,), with ¢ : R?® — C a complex-
valued quadratic form with a non-negative real-part Re ¢ > 0, maps ¥ (R") into & (R"):

Yu € (R, e uec S RY).

This implies that The "% u € P (R") for all A > 0 and u € ¥(R") and that the equality
(6.3.40) holds in ¥ (R™). On the other hand, it follows from Lemma 6.16 anew that for all
A >0 and u e S (R"),

(6.3.41) (X0, X)“Thu = Th(Xo, X + X\)%u, in &'(R™).

Since the right-hand side of the above formula belongs to the Schwartz space & (R™) for all
A >0 and u € (R"), the equality (6.3.41) holds in & (R™). As a consequence of (6.3.36),
(6.3.40) and (6.3.41), we have that for all A > 0,

<<X0aX>w€_ta%Uu)\7u)\>L2(Rn Xo, X wT/\€ oy’ u07T>\u0>L2(Rn)

L2(R™)

((

= (T\(Xo, X + X)"e " ug, Thuo)
< X07X +X)\ ta?lu07u0>L2 (R")’
(R

since the operators T} are unitary on L*(R™). Moreover, it follows from (6.3.31) that for

all A > 0 and X € R?",
(X0, X + X))t = (X, X)¥e

26725(1,7;"
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This proves that for all A > 0,

<<X07 X>we—ta§”u>\’ UA>L2(R") - <<X07 X>w€_taiuu0a UO>L2(R7L)+)“XO,S’2<6_ta?u07 UD>L2(Rn)’

Combining the above estimate with (6.3.34), we obtain that for all A > 0,
)\\X07s\2\<67ta§uuo,uo>Lz(Rn)\ < \<<X07X>w€7ta%uu0au0>L2(Rn)‘ + Ct,XoHUOH%Q(R")'

We now only need to check that the term (e =% ug, ug) 2 (rn) 1s not equal to zero to conclude
that X g = 0, since the right-hand side of the above estimate does not depend on the
parameter A > 0. Since a; is a non-negative quadratic form, it follows from Corollary 6.26

that the operator e~20% is injective. As the Gaussian function ug € ¥ (R™) is non-zero, we
deduce that

(6.3.42) <€_ta%uUO,UO>L2(Rn) = He_%azﬂu()H;(R”) 70,

while using the semigroup property of the family of linear selfadjoint operators (e‘sa?)szo.
It therefore follows that X ¢ = 0 and Xo € § L. This ends the proof of Theorem 3.13.

6.4. Subelliptic estimates enjoyed by accretive quadratic operators

This section is devoted to the proof of Theorem 3.15. Let ¢ : R?” — C be a complex-
valued quadratic form with a non-negative real part. We consider S the singular space of ¢
and 0 < kg < 2n — 1 the smallest integer such that (5.1.9) holds. Let py : R?® — R be the
non-negative quadratic form given by (3.5.2) and A? be the operator defined in (3.5.3) and
equipped with the domain (3.5.4), with 0 < k < kg. To prove Theorem 3.15, we will use
the interpolation theory as in [37] (Subsection 2.4) which will allow to derive subelliptic
estimates for the quadratic operator ¢"“(z, D,) from estimates for the evolution operators
e !4 In the following, several estimates will involve the operators Ai and we recall from
the theory of positive operators, see e.g. [61] (Section 4), that they are positive operators
whose domains are given by

D(Ay) = {u e L*R") : Aju € L*(R™)}.
First of all, we need to prove some additional estimates for the semigroup (e*tqw)tzo.

LEMMA 6.17. There exist some positive constants ¢ > 0 and p > 0 such that for all
0<k<kyt>0 anduELQ(R"),

| Ake™ " ul| oy < sz Nullzageny-

PRrROOF. Let 0 < k < kg. It follows from the Gauss decomposition of non-negative
quadratic forms that there exist a positive integer Ny > 1 and some points X f yeeey X ]I%k €

R?" such that for all X € R?",
N

(6.4.1) Pr(X) = (X}, X)*.
j=1

We deduce from the definition (3.4.6) of the space Vj; and the definition (3.5.2) of the
quadratic form p; that for all X € Vj,
Ny

pe(X) =) (X} X)? =0,
j=1

This proves that for all 1 < j < N, (Xjk,X> =0 for all X € Vj. The vectors XJ]»“ € R?"

are therefore elements of VkL C S+ and their associated indexes 0 < kyr < ko satisfy from
J

(3.4.8) that for all 1 < j < N,

(6.4.2) 0 <kyr <k
J
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As we have already noticed, the Weyl calculus shows that for all 1 < j < N,
Op® ((XF,X)?) = (XF, X)" (X}, X)",
and we deduce from (3.5.3), (6.4.1) that

Ny, 9
(6.4.3) Ad= (1 +5 ek x)v X)w)
j=1
Ng Ny Ny
S 12 S X, X0+ SO S0 X)X, X)Xk, X)Xk, X)v.
=1 j=1 =1

It follows from (6.4.2) and Theorem 3.8 that there exist some positive constants ¢ > 0 and
0 < tp < 1 such that for all 1 < j,£ < Nj, 0 < t <ty and u € L?(R"),

k k w ,—tq" V2 k|2
(644) H<X37X> <X X> UHLZ (R™) < 12k+1 |Xj| ||u”L2(R”)7
and
(6.4.5)
2v/6¢*

3, 3" (XK, X (XE, X (X X0 |y < IXEPIXER 2 gany,

k2
since XJ’-“, XF e S+, We deduce from (6.4.3), (6.4.4) and (6.4.5) that there exists a positive
constant ¢ > 0 such that for all 0 < t < ¢y and u € L?(R"),

(6.4.6) [Ake™ “Hm &) S t4k+2 [ull 22 en)-

Furthermore, it follows from (6.4.6) and the contraction semigroup property of the family
(e71");>¢ that for all t > tg and u € L*(R"),

(6.4.7) HA —tq® UHL2(Rn _ HA4 —tog" , (tfto)qwuHLQ(Rn)

Cl (4 w Cl
< t$k+2 H t—to)q u||L2(Rn) < fg‘kﬁ ||u||L2(Rn)

According to (6.4.6) and (6.4.7), there exists a positive constant pj > 0 such that for all
t >0 and u € L*(R"),

HA4 _t UUHLQ (Rn) = Ct]jliJrQ ||uHL2 (R™)-

This ends the proof of Lemma 6.17. g

By using some results of interpolation theory, we can now derive Theorem 3.15 from
Lemma 6.17. Let 0 < k < ky. We consider #€;, the Hilbert space defined by

0, = D(AL) = {u € L*(R") : Aju € L*(R™)},
equipped with the scalar product
(u, v)ye, = (Afu, A U>L2(]R")'
We deduce from Lemma 6.17 that there exist some positive constants ¢ > 0 and p > 0

such that for all ¢t > 0 and u € L?(R"),

(6.4.8) |Ake™ " ull oy < a7l z2gen):

Considering the operator
(6.4.9) p*(z, Da) = q" (2, Da) + 1,

the estimate (6.4.8) can be written as

(6.4.10) vt >0,Vu e L*(R"), |[le "

C
s, S [ET2 [ull L2 ®n)-
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It follows from (6.4.10) and the strong continuity of the semigroup (e~%");>o that for all
u € L2(R™), tg > 0 and 0 < t < to, we have

_ w _ w _ w W C W
e = ", = e (), < gy 2,0

and similarly,

—(tn— 4 _ g C _
le=0=% 0 — e topuuHHk < (to _5)4k+2 [u—e tpw“Hm(Rn) 2,0

This proves that for all u € L?(R"), the function ¢ € (0, +00) — e "y € Hy, is contin-
uous, and therefore measurable. Moreover, we deduce from [43| (pp. 425-426) that the
operator p*(z, D,) equipped with the domain D(¢") is maximal accretive. Corollary 5.13
in [61] therefore shows that the following continuous inclusion holds between the domain
of the quadratic operator ¢¥(z, D,;) and (L?(R™), HE)1/(ak+2),2 the space obtained by real
interpolation between L?(R™) and #6;:
(6.4.11) D(g") C (L*(R™), #k), 42 27
the domain D(¢") being equipped with the graph norm || - ||g defined by
vue D(g”), lullg = 1P (2, Da)ul ey + 2 ey

Since ¥} is the domain of the operator Aé and that Ai is a positive selfadjoint operator,
we deduce from Theorem 4.36 in [61] that
(6.4.12)

_2 2
(LQ(RR)’ :7‘6’9) 1/(4k+2),2 — (D((Az)0)> D((A%)Q)) 1/(4k42)2 = D((A%) 4k+2) =D (A;kﬂ ) )
We therefore obtain from (6.4.11) and (6.4.12) that the following continuous inclusion holds

_2
D(q") C D(AF*).

This implies that there exists a positive constant ¢ > 0 such that

2
e D), AT Ul paqge < ek (19" @ DoJullpzqan) + lul pageny).
and we deduce from (6.4.9) that

_2
Vu € D), ATl g < er(1+ 1) (g @ Da)ullagen) + ullz2gan).
This ends the proof of Theorem 3.15.

6.5. Fourier integral operators associated to non-negative complex symplectic
linear transformations

Fourier integral operators associated with non-negative complex linear transformations
play a key role in this paper to manipulate the evolution operators e %" generated by
quadratic forms ¢ : R?® — C with non-negative real parts. In this section, we recall
their definition and their basic properties following [43] (Section 5) and [76] (Section 2).
Let T' € Sp,,,(C) be a non-negative complex symplectic linear transformation, that is, a
complex symplectic transformation satisfying

VX € C*™, i(o(TX,TX)-0(X,X)) >0,
with ¢ the canonical symplectic form on C?" defined in (5.1.2). Associated to this non-
negative symplectic linear transformation is its twisted graph

Ar={(TX,X'): X e C*"} C C*" x C*",
where X' = (z,—¢) € C?" if X = (x,£) € C?", which defines a non-negative Lagrangian
plane of C?" x C?" equipped with the symplectic form

o1((z1,22), (C1, ) = (21, (1) + 0(29,C2), (21, 22), (C1, (o) € C* x C*™.
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The set s
Ar = {(21,22, (1, C2) t (21, (1, 20, () € M} C €,
is then a non-negative Lagrangian plane of C*" equipped with the canonical symplectic

form on C*" (see (5.1.2)). According to [43] (Proposition 5.1 and Proposition 5.5), there
exists a complex-valued quadratic form

(6.5.1) p(z,y,0) = ((x,y,0), P(x,y,0)), (x,y) € R™ 0ecRY,

where

(6.5.2) j <Jj§;;zy Jjg;;;@) € My s n/(C),

is a symmetric matrix satisfying the conditions:

1. ImP >0,

2. The row vectors of the submatrix (Pe;x,y Pg;g) € CN*@n+N) are linearly independent
over C,

parametrizing the non-negative Lagrangian plane

N — 9 o . Op _
51 = { (2 G000, S0 0) ) o) =0,

By using some integrations par parts as in [43] (p. 442), this quadratic form p allows to
define the tempered distribution

1 _iplele pIHI ip(z,y,0) 1 (m2n
(6.5.3) Kp = det PR e YY) dg e (R,
n+N 7
(2m) = Pro  Way) JRN

as an oscillatory integral. Notice here that we do not prescribe the sign of the square root so
the tempered distribution Kr is defined up to its sign. Appart form this sign uncertainty,
it is checked in [43] (p. 444) that this definition only depends on the non-negative complex
symplectic transformation 7', and not on the choice of the parametrization of the non-
negative Lagrangian Ap by the quadratic form p. Associated to the non-negative complex
symplectic linear transformation 7T is therefore the Fourier integral operator

K S R") = P (R™),
defined by the kernel K7 € &'(R?") as

\V/’LL, RS y(Rn), (J(Tu, U>_9J/(Rn)7y(Rn) = (KT, U ’U)gu(R%)’y(Rzn).
The first properties of this class of Fourier integral operators is summarized in the following
proposition which is taken from |76] (Proposition 2.1):

PROPOSITION 6.18. Associated to any non-negative complex symplectic linear transfor-
mation T is a Fourier integral operator Kp : ' (R™) — ' (R™) whose kernel (determined
up to its sign) is the tempered distribution Kp € '(R*) defined in (6.5.3) and whose

adjoint X3 = Hz-1 + S (R") — S'(R") is the Fourier integral operator associated to the

non-negative complex symplectic linear transformation T~ '. The Fourier integral operator
Kt defines a continuous mapping on the Schwartz space

Hr: S R") = SR,
which extends by duality as a continuous map on the space of tempered distributions
Ky : S (R") — F'(R™),
satisfying the Egorov formula
(6.5.4) VX € C Yu e ' (RY), (Xo, X)Hpu=Hp(J 1T 1IXo, X)u,
where J is the symplectic matriz defined in (5.1.6) and where for all Yo = (yo,n0) € C**,
(Yo, X)" = (yo, ) + (no, Da).
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Furthermore, the Fourier integral operator
Ky : LX(R™) — L*(R™),
is a bounded operator on L*(R™) whose operator norm satisfies | Al or2mnyy < 1.
The Egorov formula is presented in the following way in [76] (Proposition 2.1):
(6.5.5) V(yo,m0) € C*",Vu € '(R™), ({0, Dy)— (&0, 2))Hru = K1 ({yo, Dx)—(m0, z))u,
with (x,&) = T(yo,n0). However, the formulas (6.5.4) and (6.5.5) are equivalent since
(x0, D) — (€0, ) = (J ' X0, X)" = (J~'TYp, X)",

and
<y07Dz> - <770,.’E> = (J_1Y07X>w'

The next proposition, coming from [43]| (Proposition 5.9), shows that the composition
of two Fourier integral operators associated to non-negative complex symplectic linear
transformations remains a Fourier integral operator associated with a non-negative complex
symplectic linear transformation. It has a key role in this paper in Section 6.1. The sign
uncertainty that appears is anew due to the fact that the Schwartz distributions K7 defined
in (6.5.3) are determined up to their sign. Although, this sign uncertainty is not an issue
in this work.

PROPOSITION 6.19. If T} and Ty are two non-negative complex symplectic linear trans-
formations in C**, then TyTy is also a non-negative complex symplectic linear transforma-
tion and

%T1T2 = :b%Tr%Tz'
Finally, we are interested in the real case:

DEFINITION 6.20. A Fourier integral operator K associated to a real symplectic linear
transformation T is called metaplectic.

The metaplectic operators stand out among the other Fourier integral operators Hr
as illustrated in the following proposition which comes from [43] (Theorem 5.12):

PROPOSITION 6.21. Let K be a Fourier integral operator associated a nom-negative
complex symplectic transformation T. The operator Kp : L*(R™) — L*(R™) is invertible
if and only if K1 is a metaplectic operator, that is, if and only if T is a real symplectic
transformation. In this case, the operator K : L*(R™) — L%*(R"™) defines a bijective
isometry on L?(R").

To finish, let us recall the metaplectic invariance of the Weyl calculus:

THEOREM 6.22. Let T be a real symplectic transformation and K the associated
metaplectic operator. Then, the following identity holds for all tempered distributions

acd(R"),
Hta" (v, Dy) K = (aoT)"(z, Dy).
The general result of metaplectic invariance of the Weyl calculus can be found e.g. in

[40] (Theorem 18.5.9). Notice that the Egorov formula (6.5.4) is a particular case of this
Theorem for linear forms since (6.5.4) can be also written in the following way

VXo € C*, K (Xo, X)W Hr = (X0, TX)",

by using that (J~!7-1J)T = T, which is a straightforward property of real symplectic
matrices.



6.6. APPENDIX OF CHAPTER 6 123

6.6. Appendix of Chapter 6

6.6.1. About the polar decomposition. To begin this appendix, we recall the
basics about the polar decomposition of a bounded operator on a Hilbert space. As a
prerequisite, we recall that if H is an Hilbert space and T € L(H) is a non-negative
selfadjoint bounded linear operator, there exists a unique non-negative selfadjoint bounded
operator /T € L(H) such that (vT)? = T, see e.g. [68] (Theorem 4.4.2). From there, we
define the absolute value of any bounded operator T' € L£(H) as the selfadjoint operator
defined by |T'| = VT*T. The operator |T'| satisfies Ker |T'| = KerT. Moreover, we recall
that a bounded operator U € L(H) is a partial isometry if ||[Uz||g = ||z| g for all x €
(KerU )J-. We can now state the standard polar decomposition theorem whose proof can
be found e.g. in [68] (Theorem 4.4.3):

THEOREM 6.23. Let H be an Hilbert space and T € L(H) be a bounded linear operator.
Then, there exist a unique non-negative selfadjoint bounded linear operator S € L(H) and a
partial isometry U € L(H) such that T = US and KerU = KerT'. Moreover, the operator
S is given by S = |T.

However, the decomposition given by Theorem 6.23 is not useful for us. We are more
interested here with decompositions of the type T'= |T'|U. Let us assume that 7' € L(H)
writes as

(6.6.1) T = SU,

with S € L(H) a non-negative selfadjoint injective bounded linear operator and U € L(H)
be a unitary operator. By passing to the adjoint, we deduce that T* = U*S. Since
the operator U* € L(H) remains unitary on H and that KerU* = KerT* = {0}, the
operator T™ being injective as a composition of two injective operators, we deduce from
Theorem 6.23 that such a couple (U, S) is uniquely defined and S = |T*|. With an abuse
of terminology, we call the decomposition (6.6.1), when it exists (it will always be the
case in this work), with the bounded linear operators S and U respectively non-negative
selfadjoint injective and unitary, the polar decomposition of the operator 7.
To end this subsection, let us check that formula (6.1.1), namely e %" = ¢
with ¢ > 0 fixed, the operators 7' and e~ being defined in (3.4.2), is the polar
decomposition of the evolution operator e~*4" generated by the accretive quadratic oper-
ator ¢¥(z, D,), as defined just before. The operator e~ is injective from Corollary 6.26
since the quadratic form a; is non-negative. In order to check that this operator is also
non-negative and selfadjoint on L?(R"), we recall that the adjoint of any evolution oper-

~tay’ githy’

ator e*7" generated by an accretive operator ¢*(z, D,) is given by (e 51" )* = =59
see e.g. [73] (Chapter 1, Corollary 10.6) and [43] (p. 426). This formula implies that
(e7tel)* = et since the quadratic form a; is real-valued. The operator e =% is there-
fore selfadjoint on L?(R™). By using this selfadjointness together with the semigroup

property of the family of contractive operators (e™5%") s>0, we deduce that
Vu € L*(R™), (e*t“?u,u)Lg(Rn) = He*%a?uHiQ(Rn) >0,

which proves that the operator e % is also non-negative. Finally, the operator e~ is

unitary on L?(R™) since the quadratic form b; is real-valued.

6.6.2. A symplectic lemma. We now prove that any matrix of the form e’/?, with
J the real symplectic matrix defined in (5.1.6) and @ a complex symmetric matrix, is
symplectic. Before that, let us recall that when K = R or C, the symplectic group Sps,, (K)
is the subgroup of GLa, (K) composed of all matrices M € GLa,(K) such that M7 JM = J,
or equivalently JM = (MT)~1J, where J is again the matrix defined in (5.1.6).

LEMMA 6.24. For all Q € S2,(C), we have e’/ € Sp,,(C).



124 6. POLAR DECOMPOSITION AND REGULARIZING EFFECTS

PROOF. Since the matrix J satisfies J2 = —Iy, and J' = —J, and the matrix Q is
symmetric, we first notice that for all ¢ > 0,

at [(etJQ)TJetJQ} — (JQetJQ)TJetJQ + (etJQ)TJJQetJQ
— (etJQ)TQetJQ _ (etJQ)TQetJQ —0.

Moreover, (e%/@)TJe%’@ = J which proves that for all t > 0, (e!/9)TJe!’@ = J. In
particular, the matrix e’/? is symplectic. This ends the proof of Lemma 6.24. ([l

6.6.3. Splitting of the harmonic oscillator semigroup. In this subsection, we
give a decomposition of the harmonic oscillator semigroup. To obtain this splitting, we
will make use once again of the theory of Fourier integral operators in the very same way
as in Section 6.1. Let us mention as an anecdote that the identity (6.6.3) involved in the
proof of the following proposition has played a major role and has been widely used in
image processing in order to make rotations, see e.g. |72|. This identity is also key here
for our purpose. As a byproduct of this splitting, we obtain the injectivity property of the
evolution operators generated by accretive quadratic operators associated to non-negative
quadratic forms.

PROPOSITION 6.25. Let H = —02 + 2, with x € R, be the harmonic oscillator. Then,
the semigroup (e_tH)tzo generated by the operator H admits the following decomposition:

(662) vt >0, e—tH — e—%(tanht)xQG%sinh(2t)8§e—%(tanht)m2.

tH

This implies in particular that the evolution operators e~ are injective.

PROOF. We begin by observing that for all ¢t € (—m, ),

1 0 1 —sint 1 0 cost —sint
(6.6.3) <tan§ 1) <0 1 ) <tan§ 1) o (sint cost )

Since the functions cos, sin and tan are analytic on {z € C : [Imz| < F}, the formula
(6.6.3) can be extended to all ¢ € iR. As a consequence, we have that for all ¢ € R,

(6.6.4) 1 0 1 —isinht 1 0\ [cosht —isinht
e itanh% 1/ \0 1 itanh% 1) \i¢sinht cosht /-

On the other hand, it follows from a readily computation that for all t € R,

(6.6.5) (z‘tarllhg (1)) = exp(— (itanh ;) (_01 (1)> <(1) 8> >7
(6.6.6) <[1) _Z'Sinht> - eXp( — (isinh) <_01 (1)> (8 ?) )

and

cosht —isinht (0 1
(6.6.7) (2 sinht  cosht > = oxp ( u (—1 O) )
It follows from (5.1.4), (5.1.6), (6.1.10), (6.6.4), (6.6.5), (6.6.6) and Proposition 6.1 that
for all t > 0,

(668) ste—%(tanht)a:2e% sinh(Zt)('?g%e—%(tanht)ac2 _ e—t(z2—8£)’

with e, € {—1,1} for all ¢ > 0. It only remains to prove that ¢, = 1 for all ¢ > 0 to
establish (6.6.2). To that end, we consider uy € (R) the Gaussian function defined for

all z € R by ug(z) = e~*". We first notice that for all ¢ > 0,
(669) e—%(tanh t)x26% sinh(?t)@%e—%(tanh t)xzuO > 0.

Indeed, this estimate is trivial when ¢ = 0 by definition of ug. When ¢t > 0, we observe
1
that for all u € ¥ (R) such that u > 0, the function e~2(tanh 2%y, < 0 s also positive, and



6.6. APPENDIX OF CHAPTER 6 125

on the other hand, we notice by using the explicit formula for the Fourier transform of
Gaussian functions that

2
Lsinh(20)02, _ 27 __ =
¢ “ =\ sinn(20) P ( 2sinh(2t)> *u>0,

where * denotes the convolution product. This proves that (6.6.9) holds. Now, let us
consider the function ¢ defined for all ¢ > 0 by

(6610) (p(t) — Etefé(tanht)xQe%sinh(2t)8£ef%(tanht);p2u() c y(Rn)

The rest of the proof consists in checking that ¢(¢t) > 0 for all ¢ > 0. This property
combined with (6.6.9) will prove that e; > 0 for all ¢ > 0. Since g; € {—1,1}, it will
then follows that e, = 1 for all ¢ > 0. We first deduce from [43] (Theorem 4.2) that
the function t > 0 — e~ t(@* =9y, € F(R") is continuous which implies from (6.6.8)
and (6.6.10) the continuity of the function ¢ from [0, +00) to ¥ (R). As a consequence
of (6.6.9) and (6.6.10), the Schwartz function ¢(¢) is not the zero function for all ¢ > 0.
Let x € R. The previous discussion implies that the function ¢ > 0 — ¢(t)(z) € R*
is continuous and does not vanish. Moreover, it follows from (6.6.8) and (6.6.10) that
©(0)(x) = up(z) > 0. We deduce that ¢(t)(x) > 0 for all ¢ > 0. As a consequence,
©(t) > 0 for all ¢ > 0. This proves that (6.6.2) holds. The injectivity of the operators

et is then a straightforward consequence of (6.6.2) since the operators e~z (tanh)e? 5 q

¢3Sh(2DIT a6 themselves injective. This ends the proof of Proposition 6.25. (|

Notice that the injectivity property of the evolution operators et

proved by using the Hermite basis of L?(R") and a direct calculus.

can also be readily

COROLLARY 6.26. Let q : R?*™ — R, be a non-negative quadratic form. Then, for all
t >0, the evolution operator e ' generated by the accretive quadratic operator q“(x, Dy)
18 1njective.

PRrOOF. We deduce from [40| (Theorem 21.5.3) that there exists a real linear symplec-
tic transformation x : R?" — R such that for all (z,&) € R?",

k k+1
(6.6.11) (qox)(@,&) =D N +a)+ Y a,
j=1 j=k+1

with £,1 > 0 and A; > 0 for all 1 < j < k. By the symplectic invariance of the Weyl
quantization, [40] (Theorem 28.5.9), we can find a metaplectic operator 7 satisfying

k k+l1
(6.6.12) q"(x, Dy) ZT_1<ZAJ‘(D§J- +a)+ Y 9«“?)7-
j=1 j=k+1

Let t > 0. It follows from (6.6.12) that the evolution operator e =" writes as

k k+l1
(6.6.13) P T—l(He‘W(D%H?X S e*m?)”r.

j=1 j=k+1

We deduce from (6.6.13) and Proposition 6.25 that the operator e~t1" is the composition
of injective operators, so is itself injective. This ends the proof of Corollary 6.26. O

6.6.4. Spectrum localization. The following result provides a localization for the
spectrum of matrices of the form JA, with J the symplectic matrix defined in (5.1.6) and
A a Hermitian positive semidefinite matrix.

LEMMA 6.27. Let A € H,(C) be a Hermitian positive semidefinite matriz and J €
Spa, (R) be the symplectic matriz given by (5.1.6). Then, the spectrum of the matriz JA
is purely imaginary, that is o(JA) C iR.
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PRrROOF. We first assume that the matrix A is Hermitian positive definite. Under this
assumption, we observe that \/Z(JA)(\/Z)_l = vV AJVA. The matrix JA is therefore
conjugated to a skew-Hermitian matrix and its spectrum is then purely imaginary. When
A is only Hermitian positive semidefinite, we can consider (A4,), a sequence of Hermitian
positive definite matrices that converges to A. Since the eigenvalues of a complex matrix
are continuous with respect to this matrix according to [45] (Theorem II.5.1), and that
o(JAp) C iR from the beginning of the proof, we deduce that the eigenvalues of the matrix
JA are purely imaginary. This ends the proof of Lemma 6.27. g

6.6.5. Taylor expansion in a non-commutative setting. In the next lemma,
we prove a composition result of Taylor expansions for functions taking values in non-
commutative rings. It will be useful in the end of Subsection 6.6.6. Notice that we consider
holomorphic functions in a neighborhood of 0, but the proof works the same near any point
of C. Let us recall that C(X,Y") denotes the ring of non-commutative polynomials in X
and Y, and that for all non-negative integer & > 0, we consider Cj¢(X,Y’) the finite-
dimensional subspace of C(X,Y) of non-commutative polynomials of degree smaller than
or equal to k vanishing in (0, 0). In the following, given p > 0, the notation (0, p) denotes
the open disk in C centered in 0 of radius p, and B((0,0), p) stands for the open ball in
Moy, (R) x Moy, (R) centered in (0,0) of radius p with respect to the norm || - || defined in
the notations in p.11.

LEMMA 6.28. Let f : D(0,p) — C be an analytic function, with p > 0. We consider
P e Cpo(X,Y), with k > 0 a non-negative integer, and R : B((0,0),p) — M,(C) a
function satisfying that there exists a positive constant C' > 0 such that for all (M,N) €
B((0,0), p) we have

(6.6.14) IR(M, N)|| < Cll(M, NI

Then, there exists p' € (0, p), depending continuously on P and C, such that the function

fo(P+R):(M,N) I—)Zf](‘) (P(M,N) + R(M,N)),
7=0

is well defined on B((0,0),p").  Furthermore, there exists a continuous map ¥ :
Cro(X,Y) — Cpo(X,Y) and a function R : B((0,0),p") — Ma,(C) such that for all
(M, N) € B((0,0), p),

f(P(M,N)+ R(M,N)) = f(0)Iz, + ¥(P)(M, N) + R'(M, N),
with
IR (M, N)|| < Tepll(M, N) |5,

I'c,p > 0 denoting a positive constant which depends continuously on C' and P.

PROOF. Since the functions P and R tend to (0,0) as (M, N) goes to (0,0), if p’ € (0, p)
is chosen sufficiently small, then for (M, N) € B((0,0), p'), we have ||P(M,N)|| < p/4 and
|R(M,N)|| < p/4. Consequently, the function f o (P + R) is well defined on B((0,0), o).
Let (M, N) € B((0,0),p'). Realizing a Taylor expansion of the function f (considered as
a map on M, (C)) in P(M,N), we get that

fo(P+R)(M,N)=foP(MN)+ /01 df(P(M,N) + aR(M,N))(R(M, N)) da,

where df denotes the differential of the function f. The second term in the right-hand side
of the above equality is a remainder term. Indeed, since ||P(M,N) + aR(M,N)| < p/2
for all 0 < o < 1 with our choice of p' € (0, p), we deduce from (6.6.14) that this term



6.6. APPENDIX OF CHAPTER 6 127
satisfies

/ L Af(P(M, N) + aR(M, N))(R(M. N)) da
0

<o sw [AFD emien ) IOL M
ILll<p/2

with £(Maz,(C)) the space of bounded operators on My, (C). Consequently, we focus on the

term foP(M, N). Since the function f is analytic on D(0, p), we can consider (a;);>o € CN

the coefficients of the Taylor expansion of f and write

+oo
V:eD(0.p). f(2)= 3 a7
=0
Naturally, f o P(M, N) can be decomposed as

+oo
foP(M,N) = f(0)Ion + Q(P(M,N)) + P(M,N)* 3 "a; 4 1 P(M,N),

j=0
where @ € Ci[X] is a polynomial of degree smaller than or equal to k vanishing in 0 and
depending only on f, given by Q(X) = Z?:l a;jX7. The third term in the right-hand side
of the above equality is also a remainder term. Indeed, since the polynomial P vanishes
in (0,0), there exists a positive constant Mp > 0 depending continuously (and only) on P
such that

[P(M,N)|| < Mp|[(M,N)|loo-

With the previous choice of p’ € (0, p), ||[P(M,N)|| < p/4, and we obtain that

—+00 “+00 .
. J
|POL NS 0 PO NY|| < MEFIQL NS laginial (5)
j=0 Jj=0

Notice that the sum in the right-hand side is finite since the function f is analytic on
D(0, p). Finally, we just have to observe that Q o P € Cy2 ((X,Y) is a non-commutative
polynomial vanishing in (0,0) and depending continuously on P. The sum of its terms of
degree smaller than or equal to k defines W(P) and its higher order terms are remainder

terms bounded by ||(M, N)||*+!, up to a constant also depending continuously on P. This
ends the proof of Lemma 6.28. O

6.6.6. A perturbation result. To end this Appendix, we give the proof of a quite
technical lemma which is instrumental in Section 6.1 and Section 6.2. Let ¢ : R?® — C be
a complex-valued quadratic form with a non-negative real-part. We consider @ € S, (C)
the matrix of ¢ in the canonical basis of R?", F' the Hamilton map of ¢ and S its singular
space. Let 0 < kg < 2n — 1 be the smallest integer such that (5.1.9) holds. Moreover, we
consider the time-dependent quadratic form x; : C** — R defined in accordance with the
convention (E.0.10) for all + > 0 and X € C?" by

k() kO

(6.6.15) Re(X) =Y t* Req((Im F)*X) = Y #%*|y/Re Q(Im F)F X |”.
k=0 k=0

The following lemma investigates the perturbations of the quadratic form y:

LEMMA 6.29. Let (Gq)o<a<1 be a family of functions G, : B((0,0), p) — Ma,(C), with
p >0, satisfying on the one hand that there exist a family (Py)o<a<1 of non-commutative
polynomials P, € Ci, o(X,Y) depending continuously on the parameter 0 < o < 1, a
family (Ra)o<a<1 of functions Ry = B((0,0), p) = M2, (C) and a positive constant C > 0
such that for all0 < a <1 and (M,N) € B((0,0), p),

(6.6.16) Go(M,N) = Iy, + Po,(M,N) 4+ Ro(M,N),
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with
(6.6.17) |Ra(M,N)|| < C||(M,N)]||5,

and on the other hand that for all 0 < a < 1 and t > 0 such that (tRe F,tIm F) €
B((0,0),p),
(6.6.18) Go(tRe FitIm F)(S +iS) C S +1iS.

Then, there exist some positive constants ¢ > 0 and 0 <T < 1 such that for all0 <t < T,
0<a<1and X € C*,

kit (Ga(tRe FitIm F) X) > cry(X).
PROOF. By definition (6.6.15) of the time-dependent quadratic form k¢, the estimate
we want to prove writes for all 0 < o < 1, 0 < ¢t < 1 small enough and X € C?" as

ko
(6.6.19) thk‘\/Re Q(Im F)*Go(tRe F,tIm F)X|* > ¢ Y 1%%|\/Re Q(Im F)* X |*.

By using the two classical inequalities that hold for all m > 1 and ay,...,ay, >0,
(6.6.20) Var+. o+ am < Va4 am,

and

(6.6.21) (a1 + ... 4 am)? <2™ a2 +...+d2),

we notice that in order to prove the estimate (6.6.19), it is in fact sufficient to establish
that for all 0 < a < 1, 0 < ¢t < 1 small enough and X € C?",

(6.6.22) Zt’%/Re (Im F)* tReFtImFX‘>thk\\/Re (Im F)*X]|.

k=0

Indeed, we deduce from (6.6.20) and (6.6.21) that when (6.6.22) holds, we have that for
all 0 < < 1,0 <t < 1small enough and X € C?",

(6.6. 23)

Zt%} Re Q(Im F)* G (t Re F, ¢t Im F) X |?

2 ko 2
> o <Ztk‘\/Re Q(ImF)*Go(tRe F,tIm F) X\) o (Ztk‘\/ReQ(ImF)kXD

= <Z\/t2k\\/ITIkaX\> 2k Zt%‘\/Re Q(m F)F x|,

which is the required estimate. We therefore focus on proving the estimate (6.6.22). First
of all, let us write the functions GG, under a more manageable form. Since the non-
commutative polynomials P, € Cg,(X,Y) have a degree smaller than or equal to ko,
vanish on (0,0) and depend continuously on the parameter 0 < o < 1, there exist some
continuous functions o, : [0,1] — C, with 1 < j < ko and m € {0,1}/, such that for all
0<a<l,

(6.6.24) Z > ojmla) XY Xy
J=1me{0,1}

With an abuse of notation, we denote the above non-commutative product by

J
xtomytom L xmay s = T Xyt
=1
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We deduce from (6.6.16) and (6.6.24) that for all 0 < a < 1,0 < k < kg and (M,N) €
B((0,0), p),

k J
(6.6.25) Go(M,N)=Ton+Y_ > ojm(a) [[M™N'"™ + Rop(M,N),
j=1me{0,1}J =1

where the remainder terms R, k(M N) are given by

J

(6.6.26) Ro i (M, N) Z > ojmla) [[ M™ N + Ro(M, N).
j=k+1me{0,1}J =1

Since the functions o ,, are continuous on [0, 1], we deduce from (6.6.17) and (6.6.26) that

there exists a positive constant Cy > 0 such that for all 0 < a < 1, 0 < k < kp and

(M, N) € B((0,0), p),
(6.6.27) 1Ra s (M, N)|| < Col|(M, N)|[*.
We can now tackle the proof of the estimate (6.6.22). We begin by studying the matrices

t*(Im F)*G(tRe F,tIm F). Let Ty > 0 be such that (tRe F,¢tIm F') € B((0,0), p) for all
0 <t <Tp. It follows from (6.6.25) that for all 0 < a < 1,0 <k < kpand 0 <t < Ty,

ko—k
Go(tReF,tImF) = I, + OZ > ojmle f[ Re F)™(Im F)' =™
J=1 me{0,1}J =1
+ Ra7k0_k(tReF,tImF).
We deduce that for all 0 < a<1,0< k< kgand 0 <t < Ty,
(6.6.28) tk(ImF)’“G (tRe F,tIm F) = t*(Im F)*

J
+ Z > o)t (Im FYF [ (Re F)™ (Im F)* -~
=1 me{0,1}s (=1
+ t*(Im F)* Ry g1 (t Re F, t Im F).
Let 0 < a < 1,0<k<kgand 1 <j < ko — k. Isolating the term associated to the tuple
0 € {0,1}7 whose coordinates are all equal to 0, we split the following sum in two
' J
(6.629) > 0jm(a)t (Im F)F [[(Re F)™ (Im F)' ™
me{0,1}7 (=1

J
=ojo(@)t" T (ImF)" 4+ 3" oy (@)t (Im F)F [[(Re F)™ (Im F)'~™.
me{0,139\{0} =1
For all m € {0,1}7 \ {0}, we can write
J
(6.6.30) [[Re )™ (Im F)' =™ = A, (Re F)(Im F)™
(=1
where n,, is a non-negative integer satisfying 0 < n,, < j — 1 and 4,, € Ms,(R) is a real

matrix product of j — 1 — n,, matrices belonging to {Re F,Im F'}. It follows from (6.6.29)
and (6.6.30) that for all 0 < a < 1,0 <k < ko and 0 < ¢t < Ty,

J
(6.6.31) Z > ojm(a)tF T (Im F) H (Re F)™ (Im F)'~™
J=1 me{0,1}J =1

Z o) th+i (Im F)F+7 4 Z Y ojm(@)t (Im F)F A, (Re F)(Im F)™"
j=1 7=1 me{0,1}9\{0}
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Moreover, the second term in the right-hand side of the above equality can be written as

6632) > > ojm(a)t(Im F)F A, (Re F)(Im F)™
J=1 me{0,1}7\{0}
ko—k j—1
=> > > gjm@tf(ImF)F A, (Re F)(Im F)?

J=1 p=0me{0,1}7\{0}

Nm=p
ko—k—1 ko—k -
= > tp+1< > > om(@)tF P (Im F)kAm) (Re F)(Im F)?
p=0 J=p+1me{0,1}9\{0}
Nm=p
ko—k—1

= Z "B, 1 (t)(Re F)(Im F)P,

where we set

ko—k
(6.6.33) apk@® = Y ojm(@t"P (Im F)* A, € My (C).
J=p+1me{0,1}7\{0}

Nm=p

We deduce from (6.6.28), (6.6.31) and (6.6.32) that for all 0 < a < 1, 0 < k < ko and
0 <t< T07

ko—k

(6.6.34) t*(Im F)*Go(tRe F tIm F) = t*(Im F)¥ + )~ 0 9 ()t* (Im F)*+/
7j=1
ko—k—1
+ Y By () (Re F)(Im F)P + t*(Im F)* Ro, gy—,(t Re F, t Im F).
p=0

The triangle inequality therefore implies that for all 0 < a <1, 0 < k < kg, 0 <t < 1Ty
and X € C?",

(6.6.35) t"|\/ReQ(ImF)*G,(tRe F,tIm F)X|

ko—k
t*/Re QIm F)*X + )~ t*70;4(a)\/Re Q(Im F)’”J'X‘
7=1

Z tp+1 Re QB p 1 (t)(Re F)(Im F) ”X'

—t*|\/Re QIm F)* Ry, jy—k(t Re F,t Im F) X]|.

Our aim is now to control the two first terms appearing in the right-hand side of the above
estimate. To that end, we begin by noticing that since (0;m)i<j<rgmefo,1}s is a finite
family of continuous functions defined on [0, 1], and by definition (6.6.33) of the terms
B pi(t), there exists a positive constant ¢y > 0 such that for all 0 < a <1, 0 < k < ko,
1<j<k-—koand me {0,1},

(6.6.36) |0j.m(@)] + |[v/Re QBayp (1) T V/Re Q]| < co.

Then, the first term can be controlled in the following way: from (6.6.36) and Lemma 6.31,
we have that for all 0 < k < ko — 1 and 7, € (R%)k~F there exists a positive constant
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Yne > 0, such that for all 0 <a <1,0 <t < T and X e C?,

ko—k
(6637) |i*VReQm X + 3 #90j0(a)y/Re Gt )X
j=1

ko—k

> 7nktk|\/]~:?@(lm F)kX| — Co Z (Wk)jtk+j|\/P?Q(Im F)k+jX‘_
j=1

Notice that when k = kg, the sum appearing in the left-hand side of the estimate (6.6.37)
is reduced to zero, which motivates to set v, = 1. By using that F' = J@Q and (6.6.36), we
derive the following estimate for the second term for all 0 < a < 1,0 < k< ko, 0 <t <T)
and X € C?",

(6.6.38) Z tpH\/Re QBapi(t) ReF)(ImeX)
ko—k—1 ko

< > P V/ReQBapi(t)JVReQy/Re QIm F)PX| < ¢ ¥ #77]/Re QIm F)PX|.
p=0 p=0

We deduce from (6.6.35), (6.6.37) and (6.6.38) that for all 0 < a <1, 0 <t < T and
X e C?,

ko—1ko—k

Pt (X >Z%kt\ ReQ(ImF)* X | —co » > (m);t" |/ Re QIm F)F X |
k=0 j=1

O O
—co(ko+1) Y "/ ReQIm F)PX| =) " t*|\/Re Q(Im F)* Ry yy—k(t Re F, t Im F)X|,
p=0 k=0

where the functions p, ; are the ones appearing in the left-hand side of the estimate (6.6.22),
defined for all 0 < <1, 0 < t < Ty and X € C?" by

ko
(6.6.39) Pat(X) =Y t*|\/ReQ(Im F)*Go(tRe F,tIm F) X|.
k=0

We make the change of indexes 7' = k and k' = k + j in the following sum

ko—1 ko— ko k—1
> Z k)it VRe QIm F)F X | =) (Z(nj)k_j)tﬂ Re Q(Im F)FX|.
k=0 j=1 k=1 *j=0

Considering the quantity

(6.6.40) Enkt = Ty — CQZ nj)k—; — co(ko + 1)t,
and the remainder term

ko
(6.6.41) Sat(X) =Y t*|v/ReQ(Im F)* R gy (tRe F, t Im F) X |,
k=0

we deduce that for all 0 < o <1,0<t < Ty and X € C?", p,+(X) satisfies the estimate

ko
(6.6.42) pat(X) > (Yo —colko+1)t)|V/Re QX |+ eprst"|v/Re QIm F) X |-
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Now, we determine the n;, € (R%)*~*. We would like to have co(n;)5—; = ;%_kl Therefore,
we define for all 0 < k< kg—1land 1 <5 <ky—k,

7’7k+j
6.6.43 = .

This construction seems implicit but, in fact, it is not. Indeed, to define 7, we just need to
know -y, for the indexes k + 1 < ¢ < kg and since Yo, = 1, We can proceed by induction.
With this construction (6.6.43) of n, we have that for all 1 < k < kg and 0 <t < Ty,
_ me
Skt T T
We deduce from this construction and (6.6.42) that for all 0 < o < 1, 0 < t < Ty and
X e C?,

— co(ko + 1)t.

ko
Par(X) =Y <k71'€1 — co(ko + 1)t) t*/Re Q(Im F)*X | — ¥04(X).
k=0

Therefore, there exist some positive constants ¢; > 0 and 0 < T7 < T such that for all
0<a<1,0<t<T and X € C?",

ko
(6.6.44) Pat(X) > 1> t*|\/ReQ(Im F)FX| — S 4(X).
k=0

Now, we prove that the reminder term X, ; can be controlled by Ziozo tk|y/Re Q(Im F)FX|.
To that end, we begin by observing from (6.6.27) and (6.6.41) that 0 < a <1,0<t<T)
and X € C?",

ko

(6645)  BaeX) < oY [ V/Re@m F)H(¢Re Fyt1m B[ 27 x]
k=0
ko
=t (Co Y ||V ReQ(m £ Re £t F) 74 ) )

k=0
Then, the inequality (6.6.20), the estimate (6.6.45) and Lemma 6.30 imply that there
exists a positive constant ¢ > 0 such that for all 0 < a < 1, 0 < ¢ < min(1,77) and
X € (S+i9)*t,

ko
Yar(X) < 02t<z t*\/Re Q(Im F)kX\),
k=0

where the orthogonality is taken with respect to the Hermitian structure of C?*. This
estimate combined with (6.6.44) shows the existence of positive constants c3 > 0 and
0 < Ty < Ty such that forall 0 < o <1,0<t<Thand X € (S +iS)*,

ko kO
(6.646)  pat(X) > (1 —cat) Yt/ ReQIm F)*X| > 3> t*|y/ReQ(Im F)* X|.
k=0 k=0

Now, it only remains to check that the estimate (6.6.46) can be extended to all X € C?.
To that end, we notice that for all 0 < k < kg, X € S +4S and Y € C>",

(6.6.47) VReQ(Im F)*(X +Y) = y/Re Q(Im F)*Y,

since v/ReQ(Im F)*(S +iS) = {0} by definition (5.1.9) of the singular space S. This
implies that for all 0 < t < T, and X € C?" written X = Xg4ig + X(54is)L with Xgy;5 €
S+iS and X(g;6y1 € (S+iS)* according to the decomposition C?* = (S+iS) P (S+iS)*,
the orthogonality being taken with respect to the Hermitian structure of C?*, we have

ko kO
(6.6.48) > | V/ReQ(Im F)FX| = > *|\/Re Q(Im F)* X5 ;5)1]-
k=0 k=0
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Moreover, it follows from the assumption (6.6.18) that for all 0 < a < 1,0 <t < T, and
X eS+1iS,

(6.6.49) Go(tRe F,tImF)X € S +iS.

We deduce from (6.6.39), (6.6.47) and (6.6.49) that for all 0 < o < 1, 0 < ¢t < T, and
X e C™,

(6.6.50) Pat(X) = Pat(X(s4is)L)-
As a consequence of (6.6.48) and (6.6.50), the estimate (6.6.46) can be extended to all
0<a<1l,0<t<Tyand X € C2™. This ends the proof of Lemma 6.29. O

The two following lemmas are used to prove Lemma 6.29.

LEMMA 6.30. There exists a positive constant ¢ > 0 such that for all 0 <t <1 and
X e (S+i9)t,
ke (X) > et | X |2,

where the orthogonality is taken with respect to the Hermitian structure of C*".

PROOF. We begin by observing that for all 0 <t < 1 and X € C?",
ko
(6.6.51) Re(X) > 1703 [/Re Q(Im F)F X |2,
k=0

Since S = th by definition of the integer ko, it follows from (6.3.7) and (6.3.9) that there
exists a positive constant ¢ > 0 such that for all X € S,

ko
Re(X) > 203" [ /Re Q(Im F)FX|* > M| X2,
k=0

since Vkﬁ = S+, Moreover, if X € (S +45)*%, then Re X,Im X € S+ and since &y is a
non-negative quadratic form, we deduce that

ct?®0| X|? = ct?!0| Re X | + ct?*| Im X|? < k¢(Re X) + k¢ (Im X) = ke (X).
This ends the proof of Lemma 6.30. O
LEMMA 6.31. Let m € N* and n € (R%.)™. Then, we have that for all x,y1,...,Yym €

Cm
’ m |x’ m
’x-i- g yj‘Zi,l— E nily;ls
=1 T i 55

min
with Mmin = minlgjgm ;-

PrOOF. Let z,y1,...,ym € C™. We consider o = and distinguish two cases:

1
1+77min
1. On the one hand, if afz| > 3772, |y;|, we have that

m m m m
|z
oSy Dl = [+ D u| = lal = D Iyl 2 lal(1 - a) = —
— — — — 1+n;
Jj=1 Jj=1 j=1 j=1 min
2. On the other hand, when afz| < >0, |y;|, it follows that
‘ﬂf + Zyj’ + > milysl =D milysl > anminla| = P
Jj=1 Jj=1 7j=1 + min
This ends the proof of Lemma 6.31. U

To end this subsection, let us detail why Lemma 6.29 can be applied to the functions
G and G, respectively defined in (6.2.14) and (6.3.23).

LEMMA 6.32. The function G defined in (6.2.14) satisfies the assumptions of Lemma
6.29.
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PROOF. Let us recall that the function G is given by
Ve—2i(M+iN) g—2i(M—iN) 4 12n>—1

2

The matrix exponential being defined as the sum of an absolutely convergent series, the
product of the two exponentials is given by the following Cauchy product for all (M, N) €
Mgn(R) X MQR(R),

(6.6.52) G(M,N) = <

o o 2 Loy L /i 4
(6.6.53) e 2IMHIN) g =2i(M=iN) — ( ,2,2) > (é)(MJriN)‘Z(M—z’N)JZ.
- ]
7=0 /=0

Let us consider the non-commutative polynomial P defined by

ko i J .
P(X,Y)=>" (_jf)] > @) (X +iYV)YX —iY) ™ € Cgy0(X,Y).

j=1 =0

We also consider the function R : (M, N) € My, (R) x M, (R) — Moy, (C) defined for all
(M,N) € M, (R) x M, (R) by

+o0 g i .
R(M,N)= > (=2i) Z(‘é)(MwLiN)E(M—iN)jZ.

il
j=ko+1 7=

With these notations, the product of exponentials takes the following form for all
(M,N) € M, (R) x My, (R),
(6.6.54) e~ 2MHiN) o =2i(M=iN) _ 1, 1 P(M,N) + R(M, N).
Notice that the term R(M, N) is a remainder since for all p > 0 there exists a positive
constant ¢ > 0 such that for all (M, N) € B((0,0), p),

IR(M, N)|| < ¢ (M, N)|I55*.
Now applying Lemma 6.28 with p = 1 (it could be chosen arbitrarily) and the analytic
function
(6.6.55) frzeD, 1) (Vz4+1)/2)71

we deduce that there exists p' € (0,1) such that the function G is well defined
on B((0,0),p') and satisfies the assumptions (6.6.16) and (6.6.17) of Lemma 6.29 on
B((0,0), p') (with no dependence with respect to the parameter 0 < a <1 here).

Always in order to apply Lemma 6.29 to the function G, it remains to check that for
all t > 0 such that (tRe F,tIm F') € B((0,0), o),

G(tRe F,tIm F)(S 4 iS) C S +iS.

Notice that G(tRe F,tIm F') = ®; from the definitions (6.2.3) and (6.6.52) of the matri-
ces ®; and of the function G respectively. The inclusion we aim at proving is therefore
equivalent to the following one for all ¢ > 0 such that (¢ Re F,tIm F') € B((0,0), p),

(6.6.56) ®,(S +iS) C S +iS.

Since the matrix function ((v/- 4 I2,)/2)~! is analytic on B(I2,,1) (from the analyticity of
the function (6.6.55) on ID(1, 1)), there exists a sequence of complex numbers (¢;);>1 such
that

A+ I\ ! = 4
VA € B(Iap, 1), (*f;r?) = I+ Y 0j(A—In).
j=1

It follows that the matrix ®; is the sum of the following series for all ¢ > 0 such that
(tRe F,tIm F) € B((0,0),p'),

400 o '
(6.6.57) O = Iop + Y _oj(e e 2 1),
j=1
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Since (Re F)S = {0} and (Im F')S C S from (5.1.10), the two inclusions F'(S+1iS) C S+iS
and F(S +iS) € S+iS hold. They imply in particular that e =2 (S 4+48) c S +1iS and
e 2 (S +iS) C S +4S for all t > 0. The inclusion (6.6.56) is then a consequence of this
observation and (6.6.57). O

LEMMA 6.33. The family of functions (Ga)o<a<1 defined in (6.3.23) satisfies the as-
sumptions of Lemma 6.29.

PROOF. We recall that the matrix functions G, are defined for all 0 < o < 1 by
(6.6.58) Go(M,N) = exp ( - %Log (e*%(MﬂN)ef%(MfiN))),
Similarly to the previous study of the function G in the proof of Lemma 6.32, we deduce
that there exists p > 0 and C' > 0 such that the function

(]\47 N) — Log (672’L'(M+7:N)€72i(M72’N))’
is well defined on B((0,0), p) and can be written as
¥(M,N) € B((0,0),p), Log (e”*M*N)e=2/(M=N)) — P(M, N) + R(M, N),
where P € Cy, o(X,Y) and R is a remainder term
(M, N) € B((0,0),p), [[R(M,N)|| < C|[(M, N)[|I5*".
Now, observing that the set {—(a/2)P : 0 < a < 1} is bounded, we deduce from Lemma
6.28 applied with f = exp that there exists p’ € (0, p) and C’ > 0 (independent of a) such
that for all 0 < a < 1, the function G, is well defined on B((0,0),p') and there exists
R, : B((0,0), p/) = Ma,(C) satisfying
¥(M,N) € B((0,0), ), [|Ra(M,N)|| < C"[(M, N)|5*,
such that
V(M,N) € B((0,0),¢),  Ga(M,N) = Ipn + (=5 P)(M, N) + Ra(M, N).

Since VU is a continuous map, the family of functions (Ga)o<a<1 satisfies the assumptions
(6.6.16) and (6.6.17) of Lemma 6.29 on B((0,0), p').
It remains to check that for all 0 < o < 1 and ¢t > 0 such that (¢tReF,tImF) €

B((0,0), o),
(6.6.59) Go(tRe F,tIm F)(S +iS) C S +iS.

Let 0 < a < 1 and ¢t > 0 such that (tReF,tImF) € B((0,0),p) fixed. Since the
complex function exp(—(a/2) Log-) is analytic on the disk I(1,1), the matrix function
exp(—(a/2) Log ) is analytic on B(I2,,1). Thus, there exists a sequence (04 ;);j>0 of com-
plex numbers such that

+00
VA € B(Ion, 1), exp ( - %Log A) =3 G j(A— Iy
§=0
We deduce from this series expansion that
+m . =1 .
(6.6.60) Go(tRe FitImF) = o4 (e > e — 1p,)7.
§=0

However, we have already noticed that the vector space S + @S is stable by the matrices

e 2itF and e=2F  The inclusion (6.6.59) is therefore a consequence of this observation and
(6.6.60). O
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Annexe A

An observability result

To begin this appendix, we give the proof of the observability result [11| (Theorem
2.1) by K. Beauchard and K. Pravda-Starov, whose statement is recalled just after. The
following proof is taken from [11] (Subsection 8.3).

THEOREM A.1. We consider @ C R™ an open subset, w C € a Borel sub-
set with positive Lebesgue measure, (mp)g>1 @ family of orthogonal projections defined
on L*(Q) and (e *)>0 a strongly continuous contraction semigroup on L*(Q). Let
1,6, ca,ch,a,b,tg,m > 0 be positive constants, with a < b. We assume that the spectral
1equality

(A.0.1) Vg e L*(Q),Vk > 1, [lmigllr2() < e™ mgll o),
and the dissipation estimate
_ —cot™ b
(A.0.2) Vg e L*(Q),Vk >1,¥t € (0,0), |[(1—mx)(e tAQ)HLz(Q) < che™ " gl L2 (@)

hold. Then, there exists a positive constant C > 1 such that the following observability
estimate holds

T
VT >0,Yg € L*(Q), |[le ™4 HLQ < Cexp <C> / He’“‘gHiz(w) dt.
To-a 0

PrROOF. Step 1. We begin by establishing that there exist some positive constants
0 < 7 < tp and M > 0 such that for all 0 < 7 < 7 and g € L?(Q2)

-
—TA |12 —tA |12
(203 FOlle 90y~ £ /Dol < R [ e ], dt
p
where
M
(A.0.4) f(s) =exp < — am), 5> 0.
Sb—a
To that end, we consider
32075 20+ Ba
5
C2
We observe that
(A.0.5) coyP2 ™ = 301(27)a2b @
Notice that we can find 0 < 7'(/] < tg such that for all 0 < 7 < 7'6,
2~)@ b
(A.0.6) ’Zn > 1, 7—Zexp<—cl(az) >, T 1+ cf )<exp< CTYWL).
Tﬁ 4 Tb—a 2 QmTﬁ
Let 0 < 7 < 7). There exists a positive integer k(7) > 1 verifying
2
(A.0.7) 1< — <k(r) < o,
Th-a Th-a

since, according to (A.0.6), the interval (’yr_% , 277_%) is of length > 1 and is contained
in (1, +00). We deduce from the Pythagorean identity, the triangular inequality and (A.0.1)
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that for all t > 0, k > 1 and g € L?(Q),

6—261k‘a B 6_2clka — -
e 0l ae) < 5 (Imse™ ol Tz + 10 = m)e™ g1l )

—tA —tA

IN

%HW

922y + 100 = 7)™ g L2y

IN

Elle™gllzay + N = m)e A glla + 11 = m)e™ ] L
< e gl fag + (14 D) = m)e™ g g

By integrating the previous estimate on the interval (7/2,7), and by using the contraction
property of the semigroup (e*4);>0, we deduce from (A.0.1) and (A.0.2) that for all k& > 1,
0<7<tyand g € L3(Q),

(A.0.8)

T _ a
e 2c1k
4

e |72 0

| N

1 —2¢1k® _ 2
/2 S e g2, g
< [ (1 ol + 004D =m0 )

3 9 —2¢cot™ b
< [ (1 ol + B+ R )

2

.
S/T PlleAg|[7z ., At + —c2 1+ ) 2@ )12, ).

2

Setting M = 3c¢;(27v)*, we deduce from (A.0.4), (A.0.5), (A.0.6) and (A.0.7) that for all
0<T<T1,

2¢1(27)°
(A.0.9) 26*201’“(7) >£ p(—cl(m?)>

Tb—a
3c1(2)¢ M
2exp<—cl(m7) ) zexp(— i > = f(71),
Th—a Tbh—a
and
(A.0.10)
m 297"
SHA+ e < 2R (14 Ryexp (-~ | e - —m
2 2 IMrb—a ALY
3¢126-a (27)° M2
:exp<— CIEM> :eXp<—m> :f(T/2)
Tb—a Tb—a

Then, the estimate (A.0.3) readily follows from the estimates (A.0.8), (A.0.9) and (A.0.10).

Step 2. We can now derive the observability estimate (A.0.2) from a telescopic argument.
To that end, we set

(A.0.11) Cy=M2be >0, Ty=2r)>0.
For 0 < T < Ty, we define for all k > 0,

T

(A.0.12) Tk = okt1

To =T, Tiy1 =Ty — 7.
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—Tri1A

By applying the estimate (A.0.3) to the function e g with the parameter 7, we obtain

that for all £ > 0 and g € L?(€),

Tk
FEle™ ™[z ) = F ) le” ™0 g1y < o / le™ g7 .

Ti+1
Summing up the previous estimates for all £ > 0 provides that

(8.013)  F(ro)||e"4g|[}a(0 = Fr0)lle ™92 g

< 2 T —tA _||2 dt = 2 T —tA _||2 dt
>4 o e 9HL2(M) =a ) e 9HL2(W) g

since
T, — 0,

k—+4o0

and by the contractivity property of the semigroup (e_tA)tzo,

_ 2 M
FEN 5 < exv (= S Vol 22O
k
We deduce from (A.0.11), (A.0.12) and (A.0.13) that

(A.0.14)
- C T
VT € (0,Tp), Vg € L2(Q), He*TAgHiz(Q) < ¢f exp <3n> / He’“‘gHiQ(w) dt.
Tt 0

Setting
2i-a
Cy = ¢f exp <~aml>a
TObfa
and by using anew the contractivity property of the semigroup, it follows from (A.0.14)
that for all ' > Ty and g € L?(),

- TO
Ty 2

(A0.15) [[e”g] 72 < lle™ 249|720 < Co /0 et )3y, dt

< Coexp (<) [ ety at
= Goexp T% ; ng(w) .

With C = max(c}?, O, Cs), we deduce from (A.0.14) and (A.0.15) that

C T
VT > 0,Vg € L2(Q), HeiTAgHiz(Q) < Cexp < am > /0 HeitAgHiQ(w) dt.

Tb—a

This ends the proof of Theorem A.1. O






Annexe B

Gevrey-type regularity and frequency cut-offs

The aim of this second section is to define and characterize Gevrey-type regularity.
Given s > 0 a positive real number, we define the Gevrey-type space G*(R") as the space
of smooth functions u € C*°(R") satisfying

3C > 1,YaeN", ||o2 < ol (a2,

uHL2(R")
From the Sobolev embeddings, the L? norm can be replaced by the L> norm in the previous
definition. By construction, the Gevrey-type spaces G*(R™) form an increasing family with
respect to the parameter s > 0. Notice that G'(R™) is the space of analytic functions on
R™. When 0 < s < 1, the functions of G*(R™) are said to enjoy ultra-analytic regularity.
The case when s > 1 corresponds to standard Gevrey regularity. We refer the reader to
[79] for the basics about standard Gevrey spaces.

In the following, we are interested in studying the high-frequency behavior of functions
enjoying Gevrey-type regularity. More precisely, we will establish that a smooth function
belongs to a Gevrey-type space if and only if its high frequencies are exponentially decaying.
To that end, for all non-negative real number A > 0, we consider the orthogonal cut-off
projection

™ L(R") = {g € L*(R") : Suppg C {¢ € R™ : [¢] < A}},

with | - | the canonical Euclidean norm of R™. First, we prove that the high frequencies of
any regular function that enjoys Gevrey-type regularity are exponentially decaying.

LEMMA B.1. Let A1 > 0, Ay > 1 be some positive constants and s > 0 be a positive
real number. For all function u € L?(R™) satisfying

(B.0.1) Va e N, [|0%u] 2@y < AASY (al)?,

the following estimate holds

1
YA >0, H(l — T < CsAp 0y e_CSvAzAS’

)UHL2(R")
where the positive constants Cs n; A, > 0 and Cs p, > 0 are given by

(B.O.Q) CS’A17A2 = 22+n+868nA1A2 and Cs,AQ = 5

1-
s

2e(n21+sAy)

PROOF. Let u € L?(R™) be a function satisfying (B.0.1). First, it follows from (B.0.1),
(E.0.5), (E.0.6), (E.0.9) and the Plancherel theorem that for all N € N,

(B.03) I€™allpany <™ D 1698 oy <27 @mE Y (|07 ey

|a|=N |a|=N

" N w(N+n—1

nN(2m)E > AAK (an)s gnN(27r)z< +]:; >A1A§V(N!)s
|a|=N

Nm)z2m NI AN (ND)® < 2771 (2m) 2 Ay (2nA) VN3N,

since a! < N! for all a € N” such that |a| = N, with the convention 0° = 1. By differen-
tiating the low-frequencies and the high-frequencies regimes, we deduce from (B.0.3) that
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for all ¢ > 0,
(B.0.4)

1€19]) 2 e
= H|£|qﬂ|f\S1aHL2(R") + H|£|q]l\§|>1aHL2(R")
S H’é‘Lqu\élélaHB(Rn) + H’f‘LquﬂléblaHH(Rn)

< 2771 (2m) 2 A1 (2n2) !9 [ g)*19) + 277 (2m) 2 Ay (2nA0) Y (g + 1)L H D).

Let ¢ > 0 fixed for a while. We need to control the terms appearing in the above estimate.
First, since A > 1, we get that

(B.0.5) (2nA2)LqJ < (2nA2)? < (2nA2)?t and (2nA2)LqJ+1 < (2nA5)4H
We are now interested in controlling |¢|l%). When |¢] = 0, we use the inequality
1

Ve >0, z°>-

e

)

still with the convention 0° = 1, to obtain that
lg)\ Y =1 < eq”.

In the other case where |g] > 1, we use consecutively the increasing property of the
functions x > 0 +— [¢]* and = > 0 — 2 to deduce that

lq)l < |q]9 < ¢v.
In the two cases, we proved that
(B.0.6) lq]'9) < eq.
Then, we use the following estimate
Vo >0, (z+1)"T <oty

coming from the logarithmic convexity of the function x > 0 — 2%, and the inequality
(B.0.6), to obtain that

(B.0.7) (lg] + Dlal+t < alal+1|4)la) < ggatlga,
It follows from (B.0.4), (B.0.5), (B.0.6) and (B.0.7) that for all ¢ > 0,
(B.0.8)

H |€|anL2(R") < 2" 1(2m) 2 A1 (2nA0) T e 4 271 (27) 2 Ay (2nAg) T (€201 )3 %

< 2M(2m) 25 Ay (n2 AT 5.
Considering the constant Cs o, > 0 defined in (B.0.2), we deduce from (B.0.8) that

< =1 sN 1 N
HL2(R") = N:OT (n21+h,) % eV N 1l UHLQ(R")

(B.0.9) |eConslél* g

+o00 1 NN
é 21+n+8(2ﬂ')565nA1A2 Z ﬁm

N=0
Moreover, by using the factorial estimate (E.0.4), (B.0.9) and the Plancherel theorem, we
obtain that

1 =1
(B.0.10) HeCSM‘DT‘S uHLQ(Rn) < oM FSesnA L Ay Z oN = Cs A 00
N=0
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where the positive constant Cs o, A, > 0 is defined in (B.0.2). We therefore deduce from
(B.0.10) and the Plancherel theorem that for all A > 0,

1

(1= m)ul| L2 gny = WM%» @l 2 gny

1

1 1
- CS,A2‘§|S €CS,A2 Ié-l s
()t

H1|£|>/\ e aHL?(JRn)

1 1
< e_CS,AQ)\S eCs,Angacls

“HL?(Rn)

1
< CS,ALAQe*CS’M)‘S )
This ends the proof of Lemma B.3. ([l

Under stronger assumptions, one can sharpen the constants Csa, a, and C,p, in
Lemma B.1. Two of these improvements are presented in the next two lemmas, whose
proofs are straightforward adaptations of the one of Lemma B.1. These two results are the
ones used in the proofs of Theorems 2.13 and 3.23 in Chapters 2 and 3 respectively.

LEMMA B.2. Let A1 > 0, Ay > 1 be some positive constants and s > 0 be a positive
real number. For all function u € L?(R™) satisfying

(B.0.11) Vg >0, ||Ds|%llp2@ny < A1AY g5,
the following estimate holds
vA>0, |[(1- m)uHLQ(Rn) < 2Aqe Cone

where the positive constant Cs p, > 0 is given by

1

B.0.12 -
(B.0.12) Cots = 5eehs

PROOF. Let u € L?(R") satisfying (B.0.11). Considering the positive constant Cj 5, >
0 defined in (B.0.12), we deduce from (B.0.11) that

= 1
(B.0.13) [e“estPelul] L gay < NZO 2N A3V (es)N N1

H|D$|SN“HL2(RH)

0|3

<@nin Y 1(SN)N_.

Moreover, we have NV < eV N! for all N > 0 from (E.0.4) and (B.0.13) implies that

HeCS!A2|D1|SuHL2(Rn < 2(2m)2 Ay

)
The end of the proof of Lemma B.2 is then similar to the one of Lemma B.1. ]

LEMMA B.3. Let Ay > 0, Ao > 1 be some positive constants and m > 1 be a positive
integer. For all function u € L*(R™) satisfying

(B.0.14) Va €N, (0%l 2@y < AMAKT (),
the following estimate holds
YA> 0, [|(1 = ma)u g < 9 N e~ Cmag ™

where the positive constant Cy, p, > 0 is given by

1

(B.0.15) Cmny = m.
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PROOF. Let u € L?(R") satisfying (B.0.14). As in the beginning of the proof of Lemma
B.1 we deduce from (B.0.14) and the Plancherel theorem that for all N € N,

(B.0.16) 9 HL2 ®y S 277 L(2m)% Ay (2nA0) N N,

Considering the positive constant Cy, o, > 0 defined in (B.0.15), we deduce from (B.0.16)
that

“+o00

m 1 MmN~
(B.0.17) Hecm’Ar‘)m “HL?(Rn Z 2nA (em)NN!H\ﬂ N“HL?(Rn)
N=0
n X 1 (mN)N
<l Y g
N=0 '

Moreover, we have NV < eV N! for all N > 0 from (E.0.4) and (B.0.17) implies that

2" (2m) 2 Ay

Hecm’mg‘ma“m(w <

) —
The end of the proof of Lemma B.3 is then similar to the one of Lemma B.1. ([

To end this section, we check that any L? function whose high frequencies are expo-
nentially decreasing enjoys Gevrey-type regularity.

LEMMA B.4. Let s > 0 be a positive real number and v € L*(R™). We assume that
there exist some positive constants c1,co > 0 such that

(B.0.18) VA0, (|1 = m)ul g < cre”2Y

Then, u € Gl/S(R"), and we have the following estimates for its seminorms

Lo

n o n s 1
(B.0.19) Vo €N, (0] aqan < VEr <m> (a?.

PROOF. Notice that to obtain (B.0.19), it is sufficient to prove the following estimate
(B.0.20) [P ] 1 eny < V201,

Indeed, it follows from (B.0.20), the Plancherel theorem and the inequality
q

Vg >0,Yz >0, 2% % < <q> ,
es

that for all ¢ > 0,

q
‘ <\[Cl<>.
ecos

In the particular case where ¢ = N > 0 is a non-negative integer, we deduce while using
the factorial estimate (E.0.4) that

1Dl gy = [[1DfreeePeF sl

V2
UHLQ(R") < —F (625) A (N‘)

Finally, it follows from this estimate, the other factorial estimate (E.0.2) and the Plancherel
theorem that (B.0.19) holds, since we have that for all & € N™,

\@Cl 1 \@01 lev] 1

102y < 11D sy < 20 i)t < 20 o
C28) (cas) s

m\»—‘

1Dz
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We now focus on proving (B.0.20). By using the Plancherel theorem and passing to polar
coordinates, we first notice that

1

(B.0.21) H€CQ|DI|SuHi2(Rn) - o /Rn el (o) de

1 too .
/ ¢ / G do ) A d.
(2m)"™ Jo sn-1

For all A > 0, let us consider w()\) = e®*" and

1 o 9
o /|£ O dg

1 +o0 N 9 .
— @) /}\ </Sn—1 |u(ro) da) r= dr.
Notice that since the function

A € [0, +00) _(271r)n (/Sn_l mevals da) AL

belongs to the space L' (R* ), the function F is absolutely continuous and a.e. differentiable
on [0, 400), its derivative being given by

(B.0.23) F'()\) = —(271r)n (/Sn_1 [u(\o)|? do> A

see e.g. [80] (Theorem 8.17). Thus, the equality (B.0.21) writes as

(B.0.22) F()=|1- WA)UHiQ(]Rn) =

+oo
2= a2 g :_/0 WA F'(A) dA.

Moreover, the absolute continuity of the functions w and F' and the Fubini theorem imply
that for all A > 0,

/OA W F'(A) dA = /OA </0Aw/(r) dr+w(0)>F’(/\) d)

— W(0)F(A) — w(0)F(0) + /0 ! ( / “Poy d/\>w’(r) dr
A

=w(0)F(A) —w(0)F(0) —i—/o (F(A) — F(r)w'(r) dr

A
— W(A)F(A) — w(0)F(0) — / W (F)F(r) dr.
0
It therefore follows that

ec2!P=l* 2 = lim (—w(A)F(A)+w(0)F(0)+/Aw/()\)F()\) dA)-
L2R™) AL oo 0

We deduce from (B.0.18) and the definition (B.0.22) of the function F' that for all A > 0,

0<w(A)F(A) < e 2™ 5 0,
A—+o00

and
A A . 400 .
0< / WNEN) dX = cQs/ ATl B()) dX < c%cQs/ ATlem A g\ = ¢
0 0 0
Moreover, it follows from (B.0.18) applied with A = 0 that
w(0)F(0) = [lullF2(gny < €.
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As a consequence of the above estimates, we obtain that

HecﬂDzP“H;(Rn) < 2.

This ends the proof of the estimate (B.0.20), and therefore, the one of Lemma B.4.



Annexe C

About the Gelfand-Shilov regularity

This third section is devoted to define and recall basics about Gelfand-Shilov regularity.
Given p,v > 0 such that u+ v > 1, we define the Gelfand-Shilov space S (R"), following
[68] (Definition 6.1.1), as the space of Schwartz functions f € ¥ (R") satisfying that there
exist some positive constants € > 0 and C > 0 such that

1
vz e R, |f(x)] < Ceslol”,

VECRY, |F(€)] < Cemelil®

We recall from [68] (Theorem 6.1.6) the basic different characterizations of the Gelfand-
Shilov space SJ(R™): for all Schwartz function f € &(R"), the following conditions are
equivalent:

(i) f € SUR™),
(i7) There exists a positive constant C' > 1 such that
Vr € R",Va € N?, Hxaf

VE e R", VB e N, ||€ff(e

< Cl+|a| (a!)u’

< 118l (BN

M oo gny

Ml e m)
(747) There exists a positive constant C' > 1 such that
Vo € R"Va € N", |[[zf(z < el (al)v,

< OBl (B1ym,

| 2 ey

Vo € R VB €N, |07 ()| pozmy <

(1v) There exists a positive constant C' > 1 such that
V(e B) € N, [[t908 F(@)]| oy < O (1) (B,
(v) There exists a positive constant C' > 1 such that

(o, B) € N, [[a*0] f (@) oo gy < O () (81
In the case where the ratio u/v € Q is a rational number, the Gelfand-Shilov space

S (R™) can also be nicely characterized through the decomposition into the basis of eigen-

functions of a class of anisotropic Shubin operators, whose basic model is the operator

H=(-A)™+|z[*, zeR",

with m, k > 1 two positive integers. Let (¢;);j>1 be an orthonormal basis of L*(R™) com-
posed of eigenfunctions of the above operator H. Given t > 1 a positive real number, we
can characterize the Gelfand-Shilov space SJ(R™), with
kt and mt
= —— 1 UV =
F=% +m k+m
in the following way, according to the result [18] (Theorem 1.4) by M. Cappiello, T. Gram-
chev, S. Pilipovi¢ and L. Rodino,

)

_kt ktm
feSLT(R) & 3e >0, Z\ (oo 2] ?eN™ < oo,

k+m
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where A; > 0 is the eigenvalue associated to the eigenfunction ¢; € L?(R™) for all j > 1.
We refer to the works [29, 30, 82| where characterizations of symmetric Gelfand-Shilov
spaces Si;(R™), with 2y > 1, in terms of exponential decrease in the Hermite basis of
L?(R™) are presented, corresponding to the particular case where m = k = 1. Such a
characterization in the case where p/v ¢ Q has not been found yet.

In the following, we need to go through the proofs of the above implications (i) =
(iv) = (v) given in [68] (Proposition 6.1.5 and Theorem 6.1.6) in order to make explicit
the dependence of the different constants. For our purpose, we only consider the case where
p=v=1/2.

LEMMA C.1. We have that for all non-negative integer p > 0 and ¢ > 0,

_ T
pre C$2HL2(R) S CgT% \/H

ProoOF. For all non-negative integer p > 0, we consider the integral

I, = / \x|2pe*x2 dz.
R

It follows from an integration by parts that for all p > 0,

+oo
2 2
I :/ || 2P T2 dx:2/ P27 dy
R 0

Ll

+00 +o0 1
= [—x2p+1e_x2]0 + (2p+ 1)/ a2 dy = 5(2}9 +1)I,.
0

Moreover, we have In = [ e dx = v/ and it follows from a straightforward induction
that for all non-negative integer p > 0,

(C.0.1) [ = L@ o

P g p!
We deduce from (E.0.3) that for all p > 0,
! 2p ()2
(2p)! _ 27 (p!)

(C.0.2) PR 4Ppl,
and as a consequence of (C.0.1) and (C.0.2), we notice that
(C.0.3) Vp>0, I, <+mpl

Let p > 0 be a non-negative integer and ¢ > 0. It follows from (E.0.3), (C.0.3) and the
substitution rule that

1 ! !
e fhagey = [ JaPre s o= L [ japre ap < VT2 < VI
R (2c)PT2 JR (2c)PT2 P72

This ends the proof of Lemma C.1. ([l

ProrosiTioN C.2. There exists a positive constant C' > 1 only depending on the
dimension n such that for all positive constants 0 < c1 < 1,0<co <1, C; >0, Cy >0
and Schwartz functions f € & (R™) satisfying

(C.0.4) Vo € R, |f(z)] < Cre l,

and

(C.0.5) VEER™, | F(€)] < Cheme2lél,

we have

1
C C B
n anf 1+|al+]g] 1 2 1 8l
Vo, § €N, [[2%00f @) | po oy < € <c|a+z NEEEIE ’6'>

1 2
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PROOF. Let f € #(R") be a Schwartz function satisfying (C.0.4) and (C.0.5). We first
deduce from (C.0.4), Lemma C.1 and the Fubini theorem that for all « € N”,

(C.06) [[a*f (@) fogny < Cleaefcl‘xPHm(Rn) =a]] Hx?jeiclg:?Hm(R)
j=1

n 1
H T Jal=nt - Val

2541 |
e +3 St
G

Similarly, we deduce from (C.0.5), Lemma C.1, the Plancherel theorem and the Fubini
theorem that for all g € N,

mi G

m\+4

Let «, 8 € N®. With an integration par parts, we notice that
|05 f (x HLz @y = (00 F(2), 0] f(2)) 2@y = (~D)VI(f (@), 07 (207 £ (2))) 1
while it follows from the Leibniz formula that for all z € R",

08 (23 f(w)) = T (f) 8 (+7) 05-1(98 £ (x)

<B

_ BY ) oy o5
- 2, By ae

v

- Q@)

<8, 7L2a

We therefore deduce from the Cauchy-Schwarz inequality and (E.0.5) that

©08) 402 @) = X (2)(2) 2t 110010 )|

v<B, 7<L2a 7 7
< 22lel 8l Z 7! me Tf(x HL2 R™) Ha% T HL2 (R™)”
v<B, 1<L2a

It follows from (C.0.6) and (C.0.7) that

(C.0.9) A |27 F @) o 10277 F ()| L2y
w% g Cs
2

Moreover, the estimate (E.0.3) implies that

(C.0.10) ! /(20 =) V(28 =)= V7! 2a =) A1 (28 —9)!
< VR @B)] < /41181 (at)2 (81)2 = 2loH14l o1 g1,

We therefore obtain from (C.0.8), (C.0.9) and (C.0.10) that

1 C C
o Blal+218] _ 12y gy
H{]j a f HLQ(Rn) S 2% ( Z 1) 2 ‘a|+% C|ﬁ‘+% (e} B-?
2

v<B, 72 C
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since 0 < ¢1,c2 < 1. It follows from (E.0.5) that the sum satisfies the following estimate

(C.0.11) Z 1< Z 1< Z <f> — 9lBl,

<8, 72 v<B v<B

and as a consequence, we deduce that for all o, 8 € N,

n C  C
agpB 3lal+3]8] -5 L 2_
(C.0.12) |z f (x HLZ gy < 2 * ot g O Bl
2

1
Then, the Sobolev embeddings give the existence of a positive constant C' > 0 only depen-
ding on the dimension n such that for all o, 8 € N",

2202 @) | ooy < € D 193 @02 F @D 2y
lvI<s
where s = [n/2]| + 1. By using anew the Leibniz formula, we obtain that
(©013) [0 ey <€ X (3)(5) a0 1@ e
[v|<s 6<y, 6<a

Let a, 8 € N™ and ~,d € N” such that |[y| < s, 6 < and 6 < a. On the one hand, we
deduce from (E.0.3) and (E.0.5) the following estimate :

(C.0.14) (g) (?) §1 < 2britlalyr < 95 g1 glol,
On the other hand, it follows from (E.0.3) and (C.0.12) that

(C.015) [+~ ()| pagamy

1
n C C 2
3la—6]+3|8+y—d|-% 1 2 —_ 5 _ 5

1 2

with
(=6 <a!l and (B+7—0)! < (B+~)! <280l grar<olflts g1 g1,
Moreover, we deduce from (E.0.5) and (E.0.8) that

o) 3% 1§221§ZZG)SZQ'“gT(stn)gQ?H".

|v]<s 6<y, 6<a ly|<s 0<y [v]<s 6<y Iv[<s

Finally, we deduce from (C.0.13), (C.0.14), (C.0.15) and (C.0.16) that for all o, 5 € N,

. C C 2
&) 2s+ 3|al+3|8|+3s—2 1 2 Bl+
|z*0L f(x HLOO ®) < C 22511 98 g1 9l <2 ld+3]81+3s—3 G E BT E 2lB1+s g1 ,3!> )
G Co
that is
1
3
anf 2 |a\+ |ﬁ|+ S+ n Gy G 1 Al
12202 F @) oy < € (812 22 <cal+z Tty @A)
1 2

This ends the proof of Proposition C.2. ([l



Annexe D

Order of a quadratic symbol at a point of the phase space

Let ¢ : R?™ — C be a complex-valued quadratic form with a non-negative real part.
The purpose of the penultimate section of this appendix is to compute the order of the
symbol ¢ at every point X of the phase space R?™. Let us recall that this order is defined
by

k(X)=max{k>2:Vje{2,...,k},VI € {1,2}, ¢/(X) =0},

the notation g; denoting the iterated Poisson bracket
a1 =Hg, ... He, ai;, 1=(ir,....15) € 1,2},
with ¢1 = Req, g0 = Im g and qu‘; the Hamilton vector field associated to g;,, that is

qu'l = Ve, - Va — Vagy, - Ve.

Let S be the singular space of the quadratic form ¢, defined in (5.1.8). First, we check
that the order of the symbol ¢ is infinite at every point of S. To that end, we will use the
fact that when ¢, g2 : R?” — C are two quadratic forms, the Hamilton map Fiq, 40y of the
quadratic form {q1, g2} given by the Poisson bracket between ¢; and g2 is

(D.0.1) F{Q1,q2} = —2[F1, By,
where F}j stands for the Hamilton map of the quadratic form g;, see [74] (Lemma 3.2).

LEMMA D.1. The order of the quadratic form q is infinite at every point of its singular
space S, that is
VX e, k(X)=+oc.

PROOF. Let X be a fixed point of the singular space S. We consider k > 2,2 <j <k
and I = (i1,...,4;) € {1,2}7. Let F; be the Hamilton map associated to the quadratic
form g;. It follows from (D.0.1) that the matrix F7 is given by

FI:(_Z)j[Fh?[FiQa["'[Fi F]]”v

j—10 4745
with Fj, the Hamilton map of the quadratic form ¢;,. We deduce from a direct computation
that the matrix F7 is a finite combinaison of terms of the form

(D.0.2) (Im F)™ (Re F)™ ... (Im F)™ (Re F')™,

with my, n; > 0 some non-negative integers satisfying mq +n1 +... +m; +n; = j. Let us
temporarily assume that [ is different from the j-tuple (2,...,2). Then, each term (D.0.2)
contains at least one matrix Re F' and can therefore can be factorized on the right by a
term of the form (Re F)(Im F')™, where m > 0 is a non-negative integer. This implies
that F; X = 0, since X € S and that the singular space S is also given by the infinite

intersection of kernels
—+o0

S = () Ker(Re F(Im F)7),
j=0
as we check in (5.1.11). We therefore deduce from the definition (5.1.1) of Hamilton map
that
qr(X) =o(X, F1X) =0.
Notice that the above equality also holds when I = (2,...,2) because the commutator ¢y
is equal to zero. In a nutshell, we proved that

VX € S,Vk>2,V¥j€{2,..., kL, VI € {1,2}, q;(X)=0,
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which implies that the quadratic form ¢ has an infinite order at any point of its singular
space S. This ends the proof of Lemma D.1. O

The objective is now to prove that the quadratic form ¢ has a finite order at any point
of R?"\ S. More precisely, we aim at describing exactly the order of the symbol ¢ at any
point of this set. To that end, we consider 0 < kg < 2n — 1 the smallest integer such that
(5.1.9) holds and the vector subspaces Vj, C R?" defined for all 0 < k < kg by

k
Vie = ﬂ Ker(Re F(Im F)7).
j=0

From there, we set Wy = R?"\ Vy and Wy, = Vj,_1 \ V4 for all 1 < k < k. It follows from
(5.1.9) that this family of sets constitutes a partition of the complementary of the singular
space S in the phase space

R\ S =Wy U...L Wy,.
The following result states that for all 0 < k < kg, the order of the quadratic form ¢ is the
same at any point of W:

LEMMA D.2. The quadratic form q has a finite order at every point of R*™\ S. More
precisely,

(D.0.3) Vk € {0,...,ko}, VX € Wi, k(X)=2k,
with the convention that the order of the symbol q is equal to 0 at every point of Wy.

PROOF. Let 1 < k < ko, 2 < j <2k and I = (iy,...,4;) € {1,2}J. We first want to
prove that

(D.O.4) VX € Wi, qI(X) :J(X,F[X) =0.
By definition of order of a symbol at a point of the phase space, this will imply that
(D.0.5) VX € Wy, k(X)>2k.

As in the proof of Lemma D.1, we notice that the Hamilton map F associated to the
quadratic form ¢y is a finite combinaison of terms of the form

(D.0.6) (Im F)™ (Re F)™ ... (Im F)™ (Re F)",
with my,n; > 0 some non-negative integers satisfying mi +n1 +...+m; +n; = j. Let us
assume temporarily that I is different from the j-tuple (2,...,2). As a consequence, each

of the above matrix products contains a least one Re F' and can be factorized on the left
by a term of the form (Im F)" (Re F), and factorized on the right by a term of the form
(Re F)(Im F)"2, with I1,ly > 0 some non-negative integers. Let us consider 0 < 1 < k — 1
an integer and M € Mo, (C). We notice that for all X € Wy,

o(X,M(Re F)(Im F)'X) =0,
since Wy, C Vj_1 by definition. Similarly, we have that for all X € W,
o(X,(Im F) (Re F)MX) = (1) 'o((Re F)(Im F)' X, M X) = 0,

where we used in addition the skew-symmetry of the Hamilton map F' with respect to the
symplectic form o, see (5.1.7). As a consequence, if a matrix A taking the form (D.0.6)
satisfies o(X, AX) # 0 for all X € Wy, it can be factorized as (Im F)"(Re F)M and
N(Re F)(Im F)"2, with M, N € Ms,(C) and I1,ls > k some positive integers. The matrix
M is therefore the product of at least [y terms taken in the set {Re F,Im F'} and the matrix
A is the product of at least I; + Iy 4+ 1 such terms. Since my +n1 + ... + m; +n; = 7,
this implies that j > I} + o + 1 > 2k + 1, which is absurd since j < 2k. We proved that
o(X,AX) =0 for all X € W}, and all matrix A taking the form (D.0.6). We then deduce
from the definition of Hamilton map (5.1.1) that (D.0.4) actually holds when I # (2,...,2).
Notice that this equality is also valid when I = (2,...,2) since ¢; = 0 in this case.
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On the other hand, M. Hitrik and K. Pravda-Starov proved in [34] (Formula (2.0.23))
that the quadratic form Hﬁﬁ  Req takes the form

2k
VX €R*,  (Hig,Req)(X) = (-1/cjo(X, (Im F)/ (Re F)(Im F)** 7/ X),
j=0

with ¢; > 0 some positive real numbers. Let us check that

(D.0.7) VX € Wy, (HE Req)(X) > 0.

Imgq

This will imply that k£(X) < 2k for all X € W} and, combined with (D.0.5), will prove
(D.0.3). First, in the case where 0 < j < k — 1, we notice that for all X € Wy,

o(X,(Im F)’(Re F)(Im F)?*77 X) = (-1)" o ((Re F)(Im F)’ X, (Im F)?**=7 X) = 0,

since Wi C Vi_1 by definition, where we used anew the skew-symmetry of the Hamilton
map F' with respect to the symplectic form o. On the other hand, when k + 1 < j < 2k,
we have 0 < 2k — j < k — 1 and we deduce similarly that for all X € Wy,

o(X, (Im F)?(Re F)(Im F)?*77 X) = 0.
It follows that for all X € Wy, = V1 \ V4,
(HE Req)(X) = (—1)*cyo(X, (Im F)*(Re F)(Im F)* X)

Imgq
= cpo((Im F)* X, (Re F)(Im F)* X))

= ¢ Req((Im F)kX) > 0,

using anew (5.1.1) and (5.1.7). This proves that the property (D.0.7) actually holds.
Finally, we observe that

VX € Wy, Req(X)>0.

The points of Wy are therefore elliptic, which encourage to set equal to 0 the order of the
quadratic form ¢ at these points. ]

To end this section, we establish the link that exists between the notion of index of
any non-zero point of S+ and the notion of order of the quadratic form ¢ at these points.
Let us recall that the family of vector spaces Vol, cee Vkﬁ is increasing and satisfies

Vit C...C Vg =8t
This stratification allows to define the index of any point X € S+ by
kx, =min {0 < k < ko : Xo € Vi },
the orthogonality being taken with respect to the canonical Euclidean structure of R?".

LEMMA D.3. The notions of order and index are linked through the following inequality

(D.0.8) VX0 € SH\ {0}, k(Xp) < 2kx,.
Moreover, this inequality is sharp, since
(D.0.9) Vk e {0,...,ko},3X0 € Vib,  k(Xo) = 2k.

PROOF. Let Xo € ST\{0} C R*"\S.If Xo € Wy with k > kx,, then Xo € Vi1 C Viy,
by definition of Wj. By definition of index, we also have Xy € VkJ;{ . This implies that
X = 0, which is absurd. We proved that the inequality (D.0.8) holds, using Lemma D.2.

Now, let us consider 0 < k < kg and X € W} (which is not empty by definition
of the integer ko). According to the orthogonal decomposition R?" = Vj, @ VkL, we write
X = X; + X, with X1 € V; and X2 € Vb Let us check that Xy € Wj. On the one
hand, X9 ¢ Vj, otherwise X9 = 0 which is not possible since X is not an element of Vj, by
definition of W}. On the other hand, Xo = X — X with X € V},_; and X; € V. C Vi,
which implies that Xy € Vi _1. We actually proved that Xo € W;. Lemma D.2 then implies
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that k(X2) = 2k. This ends the proof of (D.0.9) and consequently, the one of Lemma
D.3. U



Annexe E

Notations

Linear algebra:

1. When K = R or C and n > 1 is a positive integer, M, (K) denotes the vector space
of n x n matrices with coefficients in K. The associated linear group is GL,(K). The
vector subspace of symmetric matrices is denoted S, (K). Finally, Sp,, (K) stands for
the symplectic group.

2. M7 is the transpose matrix of the matrix M € M,(C) and M* = M denotes its
adjoint.
3. The matrix J € Spy, (R) is the symplectic matrix given by

0, I,

4. We denote by C(X,Y’) the ring of the non-commutative polynomials in X and Y, as
defined e.g. in [15] (Chapter 6). For all non-negative integer k& > 0, we set Co(X,Y)
the subspace of C(X,Y) of non-commutative polynomials of degree smaller than or
equal to k vanishing in (0,0).

5. We denote by (-, ) the bilinear symmetric form on C" defined by

(E.0.1) (x,y) = Z:Ejyj, x=(21,...,2n), Y= (y1,...,yn) € C".
=0

6. o stands for the canonical symplectic form given by

o((,8),(y,m) = (& y) — (z,m), (2,9),(&n) € C™

7. For all vector subspace V C K", with K = R or C, the notation V= is devoted for the
orthogonal complement of V' with respect to the canonical Euclidean (when K = R) or
Hermitian (when K = C) structure of K".

Norms:

1. The canonical Euclidean norm on R™ is denoted by |-|. The associated Japanese bracket

(+) is defined for all x € R™ by

(x) = /14 |z

2. The notation || - || stands for the matrix norm on M, (C) induced by the norm || - ||2 on
C™. From there, we introduce the norm || - || on M,(C) x M, (C) defined by

(M, N)loo = max([|M]], [ N1])-

3. The Hermitian inner product of L?(R"™) is defined by

Yu,v € L*(R™), (U, ) 2(rn) = / u(z)v(x) dz,
while [| - || z2(gny stands for its associated norm.

Fourier transform:
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1. For all function u € L?(R"™), the Fourier transform of u is denoted by u or F(u)
while F ~!(u) stands for its inverse Fourier transform. When u € & (R") is a Schwartz
function, we define its Fourier transform and its inverse Fourier transform by

) = F(u)(€) = / e @8y (z) d,

n

and

L) (z) = 1 ey, .
T w)(@) = e [ () de

With this convention, the Plancherel theorem states that
Vu e LAR"), |[allF2ga) = (2m)" |ullF2 (g

2. For all continuous function f : R" — R, we denote by f(D,) the Fourier multiplier of
symbol f(£), that is

Vu e L2(R"),¥E € R, f(Do)u(€) = f(E)a(E).

Partial derivatives: Let f : [0,4+00) x R" — R be a smooth function. We denote:
O:f the partial derivative of the function f with respect to the time variable ¢.

Oz, f the partial derivative of the function f with respect to the space variable z;.
V. f the gradient of the function f with respect to the space variable z.
V2 f the Hessian matrix of the function f with respect to the space variable .

A f = 8§1f + ...+ 8§nf the Laplacian operator applied to the function f.

DA o

Multi-indexes: For all multi-index a € N, we use the notations

n n
la| = Zaj and ol = H ajl.
j=1 j=1

Let us recall some estimates involving multi-indexes. The following factorial estimates are
instrumental in this work, see for instance (0.3.3), (0.3.7) and (0.3.12) in [68]:

(E.0.2) Va e N, ol <nlol o,
(E.0.3) Vo, B € N, (o + B)! < 2l0F8l a1 g1 < 2letB8l (o 4 )1,
(E.0.4) Va e N, |aflel < eloljl.

The inequality (E.0.2) as well as the left estimate in (E.0.3) are consequences of the multi-
nomial formula, while the right one is straightforward. Another consequence of the multi-
nomial formula is the following estimate, see (0.3.8) in [68],

(E.0.5) vaeN', Y <g> = glal,

Bla
On the other hand, we notice that for all N € N and x € R",
(E.0.6) 2V <N > e,
la|l=N

Indeed, it follows from the multinomial theorem that for all N € N and x € R",
n % n N N1
(E.0.7) ¥ = (i) < (Thl) = X M
j=1 j=1 la|=N

since

Va,b>0, Va+b<+a+Vb.
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Yet, we derive from (E.0.2) that for all « € N*, |a| = N,

N!'=|all < nllal = pNal,

which, combined to (E.0.7), leads to the desired estimate:

n N nNa! for N for
VN eNVzeR", [V < Tl =n > 2.
la|=N la|l=N

Finally, we get from (0.3.15) and (0.3.16) in [68] that for all m > 1,
(E.0.8) #{aeN":|a| <m} = (m; n>,
and

-1
(E.0.9) #{aeN": o] =m} = (m t;l )

where # denotes the cardinality.

Conventions:

1. Any complex-valued quadratic form ¢ : R?® — C will be implicitly extended to the
complex phase space C?" in the following way:

(E.0.10) VX e C, ¢(X)=XTQX = q(Re X) + ¢(Im X),
where @ € Sy, (C) denotes the matrix of the quadratic form ¢ in the canonical basis of
the phase space R?".

2. If f: (—a,a) = M,(C) is an analytic function such that f(0) = 0, with a € (0, +o0],
there exists an other analytic function ¢ : (—«, ) — M,(C) such that for all ¢ €
(—a,a), f(t) =tg(t). With an abuse of notation, we will denote

(E.0.11) Vit e (—a,a), g(t) = f(t)/t.
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Résumé : Le sujet de cette thése a trait a différentiels quadratiques accrétifs donnés par la
I'étude microlocale fine des propriétés de régula- quantification de Weyl de formes quadratiques
risation et de décroissance des équations d'évo- définies sur I'espace des phases, a valeurs com-
lution associées a deux classes d'opérateurs plexes et de parties réelles positives. L'objectif

non-autoadjoints avec des applications a I'étude
de leurs propriétés sous-elliptiques et a la
controlabilité a zéro de ces mémes équations.
La premiére classe est constituée d'opérateurs

de ce travail est de comprendre comment les
possibles phénoménes de non-commutation
entre les parties autoadjointe et anti-autoad-
jointe de ces opérateurs permettent aux semi-

non-locaux donnés par les opérateurs d'Orn- groupes qu'ils engendrent de jouir de propriétés
stein-Uhlenbeck fractionnaires qui apparaissent de régularisation et de décroissance dans cer-
comme la somme d'une diffusion fractionnaire et taines directions spécifiques de l'espace des

d'un opérateur de transport linéaire. La
deuxiéme classe est celle des opérateurs

phases que I'on décrit explicitement.

Regularity of solutions and controllability of evolution equations associated with non-

selfadjoint operators

Keywords: partial differential equations, microlocal analysis, null-controllability, subellipticity,

smoothing phenomena, non-selfadjoint operators.

Abstract: The subject of this thesis deals with
the sharp microlocal study of the smoothing and
decreasing properties of evolution equations as-
sociated with two classes of non-selfadjoint ope-
rators with applications to the study of their su-
belliptic properties and to the null-controllability
of these equations. The first class is composed
of non-local operators given by the Ornstein-Uh-
lenbeck operators defined as the sum of a frac-
tional diffusion and a linear transport operator.
The second class is the class of accretive

quadratic differential operators given by the
Weyl quantization of complex-valued quadratic
forms defined on the phase space with non-ne-
gative real parts. The aim of this work is to un-
derstand how the possible non-commutation
phenomena between the self-adjoint and the
skew-selfadjoint parts of these operators allow
the associated semigroups to enjoy smoothing
and decreasing properties in specific directions
of the phase space that are explicitly described.
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