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Abstract

In this thesis, we present a constitutive relation that appears to give a good
description of rate-independent magnetomechanical hysteresis in ferromagnetic
materials. Notions such as residual magnetization, magnetic loading (or unload-
ing) function, first magnetization curve, major hysteresis loops, primitive hys-
teresis loops and derivative curve are introduced. The main arguments which are
necessary to construct the magnetic hysteresis loops and the derivative curves
are discussed. We also study the effects of couplings with the stress on the overall
shape of the magnetic hysteresis loops and the level of saturation. The hysteresis
loss associated with a general loop is found.

In this work, we use a recently developed thermodynamical scheme for the
modelling of magnetization and magnetic hysteresis. This work aims at a for-
mulation of magnetomechanical effects on magnetization and magnetic domain
structures in single crystalline cubic ferromagnets. With the appropriate iden-
tifications, these relations can be considered as an equivalent thermodynanical
hasis for Chen’s theory (established for ferroelectrics). Time-dependent effects
and rate-independent effects are investigated. An integro-differential equation for
the change in domain structures is obtained. The phenomenon of stress induced
magnetization is also demonstrated.

lixpressions of the energy-release rates are established on the basis of the
rotationally invariant (finite-strain) quasi-magnetostatic theory of elastic param-
agnets and soft ferromagnets for which neither magnetic ordering nor spin effects
need to be introduced. The corresponding path-independent integrals useful in
fracture studies are constructed and this is shown to yield essentially the same
results as the canonical field-theoretic approach using the notions of Eshelby
stress and material forces. A simple application to the antiplane crack problem
of a magnetostrictive body in an axial bias magnetic field illustrates the use of
the obtained expressions. The same notions could be used to study the so-called

magneto-plastic effect.

Key words: Hysteresis, Magnetomechanical, Ferromagnetic, Magnetization,
Illasticity, Plasticity, Energy Theory, Magnetoelastic Fracture. :




Résumé

Dans cette theése, nous présentons une relation constitutive qui donne une
honue description d’hystérésis magnétomécanique dans les matériaux ferroma-
gnétiques. Nous présentons des notions comme Paimantation résiduelle, la fonc-
tion de chargement (ou déchargement) magnétique, la courbe de premiere aiman-
tation, la boucle majeure d’hystérsis, la boucle primitive d’hystérésis et la courbe
dérivée. Nous analysons aussi, les arguments nécessaires a la construction de ces
houcles d’hystérésis. Nous étudions aussi 'effet de Papplication de contraintes
sur la forme de ces boucles d’liystérésis magnétique et sur le niveau de satura-
tion. Ainsi, nous avons trouvé d’une maniere générale, I'énérgie perdue associée
a I'hystérésis.

En utilisant un schéma thermodynamique récemment développé pour modéliser
’hystérésis magnétique et 'aimantation, ce travail a pour ambition de formuler
I’effet magnétomdcanique sur Paimantation et sur les structures des domaines
magnétiques dans les matériaux ferromagnétiques. Avec une bonne approxinia-
tion, ces relations peuvent étres considérées comme une base thermodynamique
équivalente a la théorie de Chen (présentée dans le cas ferroélectrique). Les effets
dépendant du temps et les effets indépendants du taux sont également étudiés.
Une équation différentielle qui montre le chargement des structures des domaines
est donc obtenue. Le phénomeéne de 'aimantation induite par des contraintes est
aussi démontré.

En se basant sur la théorie de la quasi-magnétostatique des paramagnétiques
élastiques et des ferromagnétiques doux, on a établit les expressions de taux
de restitution de I'énergie libérée. Les intégrales indépendantes du contour cor-
respondantes et qui sont utiles pour I'étude de la rupture sont construites. Par
conséquent, on peut montrer qu’on a les mémes résultats que ’approche théorique
des champs qui utilise les contraintes d’Eshelby et les forces matérielles. Une sim-
ple application au probléme des fissures antiplanes d’un corps magnétostrictif,
sous 'action d’un champ magnétique axial, illustre bien D'utilisation des ex-
pressions obtenues. Les mémes notions peuvent étre utilisées pour étudier effet

magnéto-plastique.

Mots Clés: Hystérésis, Magnétomécanique, Ferromagnétique, Aimantation,
Elasticité, Plasticité, Théorie Energétique, Fissuration Magnétoélastique.




Introduction Générale

Durant ces derniéres années, les matériaux ferromagnétiques sont. devenus un
sujet, de trés grande importance, aussi bien de point de vue théorique que pra-
tique. Par conséquent, ces matériaux ferromagnétiques sont largement utilisés
par la technologie moderne. Comprendre les propriétés magnétiques d’un ferro-
magnétique est une tache difficile a cause de la dépendance de ces propriétes de
plusieurs facteurs, comme la microstructure, la contrainte interne, la symétrie
cristallographique et autres. Par conséquent, un tel sujet reste vaste et les
résultats obtenus jusqu’a présent sont loin de I’épuiser. La plus grande partic
des travaux existants concerne le cas purement magnétique, les généralisations
aux situations plus complexes contenant encore des problemes non résolus.

On fait varier un stimulus extérieur de maniere alternée ou périodique avec,
éventuellement, une augmentation simultanée de son amplitude et on enreg-
istre la réponse du systeme. Apres un certain temps, la réponse elle-méme de-
vient périodique et le diagramme représentant la réponse en fonction de 'agent
extérieur devient un cycle fermé appelé "boucle d’hystérésis” . Le phénomene
d’hystérésis est rencontré dans plusieurs domaines scientifiques. On peut citer
comme exemples : 'hystérésis mécanique, 'hystérésis magnétique et I'hystérésis
ferroélectrique.

Preisach [1] est parmi les premiers a s’intéresser a I’hystérésis. Dans son
é¢tude, il a considéré un matériau magnétique comme un ensemble de domaines
¢lémentaires possédant chacun un cycle d’aimantation rectangulaire et symétrique.
Pour déterminer la cause de I’hystérésis magnétique, il est nécessaire de cou-
sidérer la question du déplacement des parois entre les domaines [2]. Une paroi
entre deux domaines n’est pas une surface géométrique mais c’est une zone in-
termédiaire de faible épaisseur avec une variation continue de orientation du mo-
ment magnétique du spin. Ainsi, sous 'action d’un champ magnétique extérienr,
les domaines de Weiss, dont la direction d’aimantation spontanée est dans la
direction du champ extérieur, s’agrandissent aux dépens de domaines dont la di-
rection est trés différente. Ceci se traduit par un déplacement réversible des parois
dans les champs faibles, irréversible dans les champs plus élevés. A Papproche de
la saturation, les moments magnétiques tournent pour s’orienter parallelement
au champ extérieur [3]. Sous Paction d’une variation du champ extérieur, une
paroi se déplace réversiblement et rencontre une discontinuité, elle s’arréte malgré
la croissance du champ extérieur [4]. Si celui-ci atteint une valeur suffisamment




¢levée, la paroi est arrachée de ce point d’ancrage et se fixe en d’autres points,
ce qui crée une situation irréversible lorsque le champ extérieur est supprimdé.

Durant ces dernieres anndes, il y a eu plusieurs contributions au sujet des pro-
prictés magnétomdécaniques dans les matériaux ferromagnétiques. Nous noterons,
entre autres, les travaux de Becker & Kerstein [5] et Becker & Doring [6] sur les
effets des contraintes sur la courbe d’aimantation, de Néel [1] sur Nancrage des
parois magnétiques, de Brown [7] sur aimantation induite par des contraintes, de
Maugin [8 — 10] sur la relaxation magnétique dans les ferromagnétiques rigides
ou déformables, de Maugin [3, L1] sur le couplage entre défauts et propriétes
magnétodlastiques dans les ferromagnétiques cristallins et de Maugin et al [12 — 11
sur 'examen des relations et des interactions entre I'hystérésis magnétique ot
I’état mécanique de quelques matériaux. Cela a une grande importance pratique
pour le développement de certains aspects du contréle non destructif, ¢’est-a-dire,
aimantation par des mouvements saccadés (effets Barkhausen qui est le signal
de haute fréquence réémis par un échantillon ferromagnétique lorsque celui-ci est
aimanté en une boucle d’hystérésis sous 'action d’un champ magnétique a basse
fréquence) des parois ferromagnétiques [15, 16].

Récemment une théorie basée sur un modeéle physique a été laite dans le
but de détailler le phénomene d’hystérésis ferromagnétique. Cette théorie qui
est due a Jiles & Atherton [17, 18] est trés utile, car elle a besoin seulement
de peu de parameétres pour caractériser I'hystétérsis. Elle a été étendue par
Sablik & Jiles [19] dans le but d’expliquer I'effet magnétomécanique dans les
aciers et dans autres matériaux ferromagnétiques. En utilisant la théorie des
variables internes, on construit simultanément les comportements irréversibles
mécanique plastique et hystérésis magnétique (Voir Chernyi [20], Maugin ¢t al
[12], Maugin [21,22], Maugin & Sabir [13] et Motogi & Maugin [23]). De ceo
fait cette théorie aboutit aux effets de plasticité et d’hystérésis magnétique sous
la forme d’équations d’évolution de type "plasticite” pour la deformation plas-
tique et Palmantation résiduelle d’'une part, et les écrouissages mécaniques et
magnétiques d’autre part. Les processus réversibles et irréversibles se trouvent
couplés par un couplage magnétomécanique de type magnétostrictif (c’est-a-dire
un effet produisant une contrainte quadratique dans le champ magnétique).

Durant ces dernieres années, plusieurs travaux ont été faits dans le but de
développer la théorie des défauts micro et macroscopiques dans les solides ¢lectro
magnétiques; évidemment, les fissures occupent la seconde place dans la théorie
des défauts. Cela est particulierement vrai dans le cas du probleme de rupture
dans la théorie électroélastique des piezoélectriques et des céramiques (Voir les
travaux de Parton [24], Pak & Herrmann [25], Mc Meeking [26], Sosa [27], Suo et
al [28], Maugin & Epstein [29], Dascalu & Maugin [30 — 32] et Lee et al [33]). Ces
travaux sont faits essentiellement, dans le but d’établir le critere de propagation
des fissures en présence des couplages électromécaniques. Dans ce contexte, I'idée
géndérale la plus pratique est Pintégrale indépendante du contour pour laquelle la
célebre intégrale J de la rupture purement élastique est 'exemple le plus popu-




laire.

La méthode de I'intégrale J et son extension pour exprimer le critere, d’amorqage
d'une rupture a fait Pobjet, depuis son énoncé par Rice [34] en 1968, d'un
développement considérable. Il semble historiquement que la proposition d’exprimer
un critéere énergétique sous forme d’une intégrale indépendante du contour soit
plus ancienne, la premiére publication sur ce sujet est apparue en 1960 (voir
Sanders [35]). Simultanément a Rice en 1968, Charepanov [36] et Atkinson &
Eshelby [37] ont proposé une expression équivalente a la force d’extension de
fissure sous forme d’intégrale indépendante du contour. Ln fait, ces théories
dérivent naturellement de la théorie des forces agissant sur les défauts dans les
cristaux et développé par [shelby [38] a partir du tenseur d’impulsion-énergic.
Toutefois, cette théorie a été modifiée pour étre utilisée pour un milieu élastique
continu contenant des défauts et des inhomogénéités au lieu de cristaux contenant
des'dislocations. Le succés de I'intégrale J pour étudier les problemes de rupture
dans le domaine élasto-plastique repose sur les trois propriétés essentielles de
cette intégrale de contour : elle est indépendante du contour d’intégration, elle
est relide a la variation d’énergie potentielle du corps fissuré lorsque la fissure
se déplace et elle permet de décrire le champ de contraintes et de déformations.
L’indépendance de 'intégrale J vis-a-vis du contour d’intégration a été largement
démontrée par des calculs en éléments finis et par des expériences.

Dans la premiére partie de ce travail, on passe en revue les différentes theories
simples actuellement disponibles. Ainsi, on présente la magnétostriction comme
’ensemble des relations liant les propriétés mécaniques d’un matériau a ses pro-
priétés magnétiques. Les phénomeénes de magnétostriction sont classés, suivant
leur aspect extérieur, sans tenir compte de leurs causes profondes. On définit
aussi dans cette partie le modéle de Preisach [1] qui est basé sur des hypotheses
concernant les mécanismes physiques de 'aimantation, le modéle de Néel [41] qui
calcule les changements d’aimantation provoqués par un champ extérieur en ten-
ant compte de 'accroissement de certains domaines aux dépens des voisins, le
modele de Visintin [39] qui est purement mathématique et le modele de Jiles &
Atherton [17, 18] qui donne 'aimantation d’une maniére explicite en fonction du
champ magnétique. Dans la premiére partie, on traite aussi la théorie de Néel
olt 'expression approchée de la force coercive provient des inégalités locales des
tensions internes dans le matériau,

En se basant sur des études antérieures [13,40,41] de 'hystérésis ferromagunétique,
nous présentons dans la deuxiéme partie de ce travail des simulations numériques
pour des effets d’hystérésis magnétomécanique. Pour cela, on prend un échantillon
ferromagnétique non aimanté ou démagnétisé par élévation de température et
on exerce un champ magnétique croissant; la courbe de premiere aimantation
obtenue est totalement réversible lorsqu’il s’agit des matériaux ot il n’y a ni
impureté ni défauts cristallins et irréversible quand il y a impureté et défants
cristallins [17,18]. En donnant tous les arguments nécessaires on peut tracer des
courbes d’hystérésis ainsi que des courbes dérivées dite ”Papillons”. Quand on
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prend un corps ferromagnétique non aimanté et on exerce en méme temps un
chiamp magnétique et une contrainte dont Peffet plastique est non néglgeable,
sans modifier le seuil magndétique, la courbe finale d’hystérésis change de forme
suivant la valeur de la contrainte et la valeur du coefficient de magnétostriction.
Comme le champ coercif est resté le méme, ce qui n’est pas le cas de point de vue
expérimental [42], il faut donc pour une meilleure correspondance faire dépendre
convenablement le seuil magnétique de I'élat de contraintes; par conséquent, la
courbe finale d’hystérésis trouve une forme convenable en tenant compte de la
nouvelle saturation, de la valeur de la contrainte appliquée et de la valeur du
coefficient de magnétostriction. Les courbes dérivées dépendent elles aussi des
contraintes appliquées, du seuil magnétique et du coefficient de magnétostriction.

Dans la troisiéme partie de ce travail, on utilise le modele développé dans les
rél\'érences [13], [23] pour déduire un ensemble cohérent de relations thermody-
namiques pour la description de 'elfet magnétomécanique. On introduit aussi
des variables internes pour tenir compte de ’accroissement de certains domaines
magnétiques aux dépens des voisins. Un modele équivalent a celui de Chen
[43] est obtenu. Ainsi la théorie est appliquée pour décrire le phénomene de la
magnétostriction induite par des contraintes et le phénomene de I'aimantation
induite par des contraintes.

Le but de la quatrieme partie de ce présent travail est de présenter une formu-
lation générale du taux de restitution de ’énergie et de I'intégrale J magnétoélastique,
cela rentre bien stir dans le cadre de la magnétoélasticité des matériaux para-
magnétiques et des matériaux ferromagnétiques doux. Cette restriction signi-
fie que les corps magnétiques considérés sont faiblement magnétisables et que
Peffet d’hystérésis n'est pas présent (Pour le cas général, on recommande les
travaux de Fométhé & Maugin [44,45]). Pour atteindre notre objectif, on a
besoin d’établir soigneusement la théorie de la magnétoélasticité. Cela a été
proposé par plusieurs auteurs, notamment dans les années soixante dix (voir
particulierement les travaux récents de Maugin [46] et Eringen & Maugin [47]).
Le couplage magnétoélastique utilisé est de type magnétostrictif, mais la théorie
est construite de telle maniére qu’elle tient compte de tonte sorte de couplage

magnétoélastique.
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Théorie de 'Hystérésis Magnétomécanique

Résumé

Aprés avoir présenté la magnétostriction comme Pensemble des relations liant
les propriétés mécaniques d’un matériau A ses propriétés magnétiques, on définit
la théorie des cycles d’hystérésis qui repose sur ’analyse précise des déplacements,
dans un milieu irrégulirement perturbé, d’une paroi de séparation entre deux
domaines élémentaires. Dans ce travail on passe en revue les différents modeles
de I'hystérésis actuellement disponibles. La théorie de Néel ou 'expression ap-
prochée de la force coercive provient des inégalités locales des tensions internes
dans le matériau est aussi traitée.
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1 Introduction

La théorie de I’hystérésis ferromagnétique et de la force coercive est basée sur
la notion de déplacements irréversibles des parois qui séparent les domaines fer-
romagnétiques élémentaires. Une paroi est freinée dans son mouvement par les
inégalités locales de sa tension superficielle que provoquent soit les perturbations
élastiques du réseau cristallin, soit la présence d’inclusions non magnétiques. Néel
[37] a proposé un mécanisme simple pour calculer la force coercive : Il existe des
fluctuations de la direction et de l'intensité de I’Taimantation a 'intérieur des do-
maines élémentaires. Ces fluctuations sont provoquées (i) en direction par les
perturbations élastiques du réseau et (ii) en intensité par les inégalités de con-
centration ou par la présence d’inclusions ou de cavités. Par suite de I'existence
de ces fluctuations, la divergence du vecteur aimantation n’est plus nulle et les
charges magnétiques fictives ainsi apparues créent une énergie qui varie suivant
la position de la paroi, indépendamment de 'existence d’une tension superficielle
de la paroi qui ne joue qu’un rdle secondaire.

Des recherches dans le domaine des techniques d’aimantation ont montré
d’une maniére expérimentale que la force coercive est proportionnelle a la racine
quatrieme de la déformation plastique [33], [34]. On trouve aussi des travaux
théoriques [35], [36] concernant Iinfluence des dislocations sur les parametres de
base de la courbe d’aimantation, c’est-a-dire, la force coercive et la perméabilité

initiale [27], [46].

L'équation de la courbe d’hystérésis est basée sur une approximation de
champ moyen qui ne fait pas intervenir la notion d’ancrage. L’approche théorique
du probléme d’hystérésis magnétique a généralement suivi deux méthodes. La
premiére de ces méthodes est basée sur le modéle de Preisach-Néel et la seconde
est fondée sur la théorie du micromagnétisme de Brown et Aharoni.

Dans ce qui suit on passe en revue les différentes théories simples actuelle-
ment disponibles. Ainsi au Paragraphe 2 on présente la magnétostriction comme
’ensemble des relations liant les propriétés mécaniques d’un matériau a ses pro-
priétés magnétiques. Bien entendu, ces relations sont réversibles, et I'on trouve
effectivement toute une catégorie d’effets magnétostrictifs inverses, ot une mod-
ification mécanique (traction, compression, etc...) provoque une variation de
la perméabilité du matériau. Les phénomenes de magnétostriction sont classés
suivant leur aspect extérieur sans tenir compte de leurs causes profondes. On dis-
tingue, comme en piézoélectricité, les effets directs, ot I’application d’un champ
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magnétique produit une modification de son état mécanique, et les effets inverses,
appelés également effets réciproques ot la variation d’yn parametre ou d’une con-
stante mécanique d’un matériau produit une modification de son état magnétique

(2], 3].

Aprés avoir commencer par la définition du mot hystérésis, le Paragraphe 3
définit le modele de Preisach qui est basé sur des hypotheéses plausibles concer-
5 nant les mécanismes physiques de I’aimantation. Ce modele reste primaire dans
le domaine du magnétisme, alors qu’il fut le noyau de plusieurs recherches con-
sidérables durant une longue période. Un ferromagnétique est constitué par une
' multitude de domaines élémentaires, les domaines de Weiss, petits en général vis-
A-vis des cristallites, & I'intérieur desquels I’aimantation est uniforme et égale a la
saturation. Le modéle de Néel calcule les changements d’aimantation provoqués
par un champ extérieur en tenant compte de I’accroissement de certains domaines
aux dépens des voisins, c’est-a-dire, d’un déplacement des parois de séparation. Le
Paragraphe 3 traite aussi le modéle de Visintin qui est purement mathématique.
Dans le cas unidimensionnel, ce dernier modéle présente la relation entre champ
magnétique et aimantation comme une fonctionnelle mémoire. Cela est fait en
examinant les propriétés mathématiques d’un modeéle microscopique du ferro-
magnétisme. Une théorie simple de I'hystérésis visant a donner I'aimantation
d’une maniére explicite en fonction du champ magnétique est rappelée aussi en
Paragraphe 3 qui trouve son origine dans les travaux de Jiles et Atherton [27],
[28] : c’est le modele de Jiles et Atherton.

Au Paragraphe 4, on a rappelé la théorie de Néel ou I'expression approchée
de la force coercive provient des inégalités locales des tensions internes dans le
matériau. Utilisant ensuite les résultats de Dietrich et Kneller [43] il est alors
possible de relier la force coercive & la densité de dislocations et la forme cherchée
de la dépendance de cette force coercive par rapport a la déformation plastique

5 résulte alors de la relation entre déformation plastique et densité de dislocations.
La théorie de Vicena [36] améliorée par Malek [34] est rappelée aussi au Para-
graphe 4 et la formule cherchée est obtenue en utilisant les travaux de Koster et

Bangert [45].

La théorie développée dans la derniére partie de ce travail emprunte évidemment
des éléments & ces diverses théories mais elle est plus proche en esprit de la théorie

| du micromagnétisme [24], [30].
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.) 2 Matériaux magnétiques

L.’objectif de ce Paragraphe est la présentation qualitative du magnétisime. Pour
plus d’information, le lecteur est invité a consulter les livres spécialisés dans le

domaine (voir en particulier [1])

2.1 Deéfinitions

Il est possible de définir les substances diamagnétiques, paramagnétiques, ler-
romagnétiques, ferrimagnétiques et autres, en tenant compte de leur répounse
magnétique quand on applique un champ magnétique.

2.1.1 Diamagnétisme

Les substances diamagnétiques sont des substances qui s’aimantent en sens in-
verse du champ magnétique appliqué H. D’apres la loi de Lenz, Paimantation M
\ de telles substances est proportionnelle a

M = yq H, (1)

et la susceptibilité diamagnétique usuelle xq est négative, trés petite (y¢ =
—107%) et indépendente de la température. Une exception, digne d’attention,
est le cas des supraconducteurs qui exhibent une susceptibilité diamagnétique
immense (yq ~ —1) et cela est prévue quand les valeurs du champ magnétique et
de la température sont en dessous des valeurs critiques. A une température hasse
et sous un champ magnétique intense, 'aimantation dévie de I’équation lincaire
(1) dans de nombreux métaux : des comportements oscillatoires apparaissent
grace aux électrons conducteurs, (Vest Peffet de Haas-Van Alphen, découvert en

1930.

r ' 2.1.2 Paramagnétisme

| Le comportement magnétique d’une substance paramagnétique peut étre car-
| s , s e . .
actérisé encore par une dépendance linéaire de 'aimantation par rapport au

champ magnétique appliqué :

r ‘ M=y, (2)

mais la susceptibilité paramagnétique est positive. On distingue deux types de
paramagnétisme : Celui de Pauli qui est caractérisé par une susceptibilité petite
indépendamment de la température; et celui de Langevin qui présente une sus-
ceptibilité trés grande quand la température est faible et qui varie d’une maniere
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inversement proportionnelle par rapport a la température. Donc, l’éqnation (2)
est seulement une premicre approximation, et la nonlinéarité apparait quand le

champ magnétique cr oit ou la température décroit.

2.1.3 Ferromagnétisme

(Vest le comportement des substances, commele Fer. Le ferromagnétisme presente
i un comportement paramagnétique aux températures élevées

| y :

Ry = % (;TT—TL) o T—fé; quand T' > T, , (3)
mais avec une susceptibilité qui diverge quand la température 7' tend vers la
température critique T,; T, est appelée aussi la température de Curie (1. <
} 0,.= ~T,) . C est la constante de Curie et v est une constante critique. A une
température T plus petite devant 7. , la réponse enregistrée quand le matériau
l est sous Iaction d’un champ magnétique est nonlinéaire : C’est le phiédnomene
t de ’hystérésis magnétique. L’aimantation est alors grande comparée a celles des
' substances paramagnétiques et des substances diamagnétiques.

L 2.1.4 Ferrimagnétisme

.
‘ Louis Néel a étendu le modéle du champ moléculaire afin d’interpréter les pro-

| priétés de substances antiferromagnétiques et de substances ferrimagnétiques. Les

1 substances ferrimagnétiques ont des structures magnétiques complexes. Ces struc-
{ures ont été observées et interprétées comme des arrangements triangulaires ou
hélicoidaux des moments magnétiques. Récemment, les désordres magnétiques
ont été analysés en terme de frustration des interactions magnétiques appeles
»Spin-Glasses”. Pour toutes ces substances citées ci dessous, une fois la température
élevée, le comportement du matériau reste comme celui d’une substance param-
agnétique, mais la variation thermique de x, dérive de I’équation (3).

2.2 Magnétostriction

Le physicien Anglais Joule a découvert en 1842 qu’'un barreau de Fer soumis
4 un champ magnétique longitudinal s’allongeait suivant ce champ, en meme
temps qu’il se contractait transversalement, comme sous 'effet d’une traction
mécanique. 11 donna a ce phénoméne le nom de magnétostriction. Depuis lors,
d’autres effets mécaniques du champ magnétique ont été mis en évidence. Soumis
4 un champ magnétique, des échantillons de certaines substances subissent non
seulement des dilatations ou contractions linéaires, mais encore des flexions, des
torsions, des modifications de densité, ainsi que des variations de leur module de
Young. Suite aux travaux de Joule, on a continué a classer ces phénomenes sous

le nom de magnétostriction.
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Parmi les matériaux qui présentent le plus nettement des propriétés magnétostrictives,
on peut citer les matériaux ferromagnétiques. Comme ces derniers sont aussi ceux
pour lesquels la perméabilité magnétique varie suivant le champ magnétique qui
leur est appliqué, la magnétostriction se présente comme ’ensemble des relations
liant les propriétés mécaniques d’un matériau a ses propriétés magnétiques. Bien
entendu, ces relations sont réversibles, et 'on trouve effectivement toute une
catégorie d’effets magnétostrictifs inverses, ol une modification mécanique (trac-
tion, compression, etc...) provoque une variation de la perméabilité du matériau.

En général, les phénomenes touchant a la magnétostriction ont des amplitudes
extrémement faibles, ce qui rend leur détection délicate. Comme I'on utilise
' presque uniquement des corps ferromagnétiques, le plus souvent des métaux
_ ou des alliages métalliques, il faut tenir compte de I'hystérésis magnétique et
[ aussi de Phystérésis mécanique. Les propriétés magnétostrictives observées sur un
| échantillon donné dépendent alors de toute I’histoire antérieure de I’échantillon et
spécialement de la série des traitements métallurgiques et de toutes les contraintes
mécaniques qu’il a subi dans le passé.

1l existe deux principaux types de magnétostriction des matériaux ferromagnétiques:
(i) la magnétostriction spontanée et (ii) la magnétostriction induite par un champ
magnétique. En général, lorsqu’on parle de magnétostriction, on se référe au sec-
ond type, sachant que la magnétostriction spontanée est la conséquence d’une

aimantation spontanée.

2.3 Les principaux phénoménes de magnétostriction

En général, les phénomeénes de magnétostriction sont classés suivant leur aspect
extérieur sans tenir compte de leurs causes profondes. On distingue, comme en
piézoélectricité, les effets directs, ot application d’un champ magnétique (ou
variation de ce champ) produit une modification de son état mécanique, et les
effets inverses, appelés également effets réciproques ol la variationd’un parametre
ou d’une constante mécanique d’un matériau produit une modification de son
état magnétique, que ce matériau soit ou non plongé initialement dans un champ

magnétique [2], [3].

2.3.1 L’effet Joule longitudinal

1l a trait aux modifications de longueur Al d’un barreau magnétostrictif de
longueur [ sous P’action d’un champ magnétique. Cet effet, découvert par Mar-
ion et Page (1837), et Joule (1842), est souvent quantifié par la déformation

maximale:

— e
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_ Al
=
obtenue & la saturation magnétique, que I'on appelle coefficient de magnétostriction
A saturation. Ce coefficient, qui peut prendre des valeurs positives ou négatives
joue un rdle trés important dans la théorie de la magnétostriction puisqu’il permet
de comparer les matériaux entre eux.

X (4)

( L’effet Joule longitudinal inverse, encore applelé effet Villari, fut mis en évidence
pour la premiére fois par Villari en 1865. Dans ce cas, si ’on modifie la longueur
naturelle d’un barreau ferromagnétique, ce dernier s’aimante. Par ailleurs, il ex-
iste, associé a 'effet Joule longitudinal, une déformation transversale appelée effet
Joule transversal. Cette déformation pouvant étre obtenue sur un barreau libre
est'un phénomeéne supplémentaire & 'effet de Poisson.

2.3.2 L’effet Guillemin

Sous ’action d’un champ magnétique longitudinal, un barreau encastré a une

extrémité subit une déformation, comme s'il travaillait a la flexion. Cet effet
> découvert par Guillemin en 1846, appelé aussi effet de flexion, se traduit par
un déplacement transversal de I'ensemble de P’extrémité libre du barreau sous
I'action d’un champ magnétique. Cet effet met en évidence la dépendance des
constantes de cisaillement du matériau avec le champ.

2.3.3 L’effet Wiedeman

Wiedeman montrait en 1883 que le passage d’'un courant électrique axial dans
un barreau magnétostrictif provoquait une torsion de ce barreau. L’effet inverse
produit une variation hélicoidale du champ magnétique dans un barreau soumis
a un couple de torsion. Ces deux derniers effets font ainsi la preuve de I’existence
d’un couplage entre le champ magnétique et la déformation en cisaillement.

2.3.4 Leffet "AE?”

Un champ magnétique appliqué a un matériau magnétostrictif introduit une

déformation en supplément de la déformation crée par ’élasticité. Ce phénomene

appelé effet AE , correspond a une modification des constantes élastiques du

matériau donc de son module de Young lorsque I’on fait varier le champ magnétique
appliqué. Cet effet est mis en évidence lors de la propagation d’ondes ultra-

sonores, car la vitesse des ondes est modifiée, ou dans 1’étude de la résonance

d’un barreau, & travers les glissements de sa fréquence de résonance.

== e —————— s ———— e
e ——
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2.3.5 L’effet de variation de volume

Sauf pour des champs trés élevés, le volume global d’un matériau magnétostrictif
ne varie pas sous I’action d’un champ magnétique. Il faut des champs de quelques
centaines de kA/m pour voir se développer une variation relative de volume
linéaire en fonction du champ.

| 3 Hystérésis

3.1 Définition

Le phénoméne de I’hystérésis est un phénomene tres ancien, il a attiré 'attention
: de nombreux chercheurs depuis longtemps. Ce phénomeéne est omniprésent, il est
'} rencontré dans plusieurs domaines scientifiques. On peut citer comme exemples
I’hystérésis magnétique, 1'hystérésis ferroélectrique et I’hystérésis mécanique.
| Cependant, ’exploitation de I’hystérésis varie d’'un domaine scientifique a un
l autre, d’un papier a un autre et d’un auteur a un autre.

Nous commencons par la définition de I’hystérésis scalaire, et pour qu’elle
' soit générale, nous adoptons le language de la théorie du contréle. Considérons
un transducteur (Figure 1) qui peut étre caractérisé par une entrée u(t) et une
sortie f(t); ce transducteur est appelé un transducteur de I’hystérésis si le rap-
;{ port entrée-sortie est une multibranche nonlinéaire pour laquelle le passage d’une
branche & 'autre se produit aprés une entrée extrémale. Cette multibranche
nonlinéaire est montrée en Figure 2. Dans ce qui suit, le cas de I’hystérésis
statique nonlinéaire sera discuté. Le terme statique signifie que les branches de
tel hystérésis nonlindaire sont déterminées seulement, par les derniéres valeurs
extrémales de entrée; alors que la vitesse de variations de l'entrée entre les
points extrémales n’a pas d’influence sur la formation des branches [4].

"

u(t) (1) ﬁ//f

Figure 1 Figure 2

La définition ci-dessus de I’hystérésis scalaire statique est compatible avec les
‘ données expérimentales. En effet, on sait que dans le domaine de I’hystérésis
| magnétique, la forme de la boucle d’hystérésis majeure (Figure 3) peut étre
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spécifiée sans savoir au préalable comment un champ magnétique rapide f varie
entre deux valeurs extrémales +H, et —H,. Cela indique que les effets du temps
sont négligeables et que la définition donnée d’un transducteur de I'hystérésis
statique est adéquate. Dans le cas ou on a une variation trés rapide de Ientrée,
les effets du temps deviennent importants, par conséquent, la définition ci-dessus
de I'hystérésis statique est fausse. Autrement dit, cette définition a ces limites
d’applications aux problemes réels [5].

B

I
|
|
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A partir de la définition donnée précédemment, on peut aussi conclure que
I’hystérésis scalaire peut étre interprété comme une nonlinéarité avec mémoire,
lequel révele lui méme la formation des branches d’un bout a 'autre.

Figure 3

Dans la définition ci-dessus de I'hystérésis, la signification physique de I’entrée
u(t) et de la sortie f(¢) n’est pas donnée. Cependant, il n’est pas difficile de
spécifier u(t) et f(t) dans les applications particulieres. Pour I'instant, en magnétisme
u(t) est le champ magnétique et f(t) est 'aimantation, en mécanique u(t) est
la force et f(t) est le déplacement. La notion du transducteur de ’hystérésis
peut étre interpréter de plusieurs facons. En magnétisme, par exemple, le trans-
' ducteur de I’hystérésis peut étre construit comme un petit volume infinitésimal
du matériau magnétique, et la correspondence entrée-sortie de ’hystérésis non-
linéaire peut étre interprétée comme une équation constitutive pour ce matériau.

Tous les phénomeénes de 'hystérésis statique nonlinéaire peuvent étre classés
sous deux formes : (a) Phystérésis nonlinéaire avec des mémoires locales et (b)
I’hystérésis nonlinéaire avec des mémoires nonlocales. L’hystérésis nonlinéaire
avec des mémoires locales est caractérisé par les propriétés suivantes : La valeur
de la sortie f(to) & l'instant to et les valeurs de I’entrée u(t) a tous les instants
t > ty déterminent uniquement la valeur de la sortie f(t) pour tout ¢ > fo.
Autrement dit, pour les transducteurs de I'hystérésis avec des mémoires locales
le passé exerce son influence sur le futur & travers la valeur courante de la sortie.
Cela n’est pas le cas pour les transducteurs de I’hystérésis avec des mémoires
nonlocales. Pour ces derniers transducteurs, les valeurs futures de la sortie f(t)
(t > to), dépendent non seulement de la valeur courante de la sortie f(ty), mais
aussi des derniéres valeurs extrémales de I’entrée [4].
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Il est clair & partir de ces définitions que tous les hystérésis nonlinéaires avec
des mémoires locales ont la méme particularité qui est la suivante : tout point du
diagramme f — u correspond & un état unique. Cet etat détermine le comporte-
ment du transducteur de hystérésis d’une fagon exacte quand 'entrée u(t) croit
ou bien décroit. D’une autre maniére, a tout point du diagramme f—u, il y a seule-
ment une ou deux courbes qui présentent le comportement futur du transducteur
de Phystérésis avec une mémoire locale. Cela n’est pas vraie pour le transducteur
de 'hystérésis avec des mémoires nonlocales. Dans le dernier cas, a tout point
du diagramme f — u, il y a une infinité de courbes qui représentent le comporte-
ment futur du transducteur. Toutes ces courbes dépendent de I'histoire passée,
plus précisément, elles dépendent des derniéres valeurs maximales de I’entrée. Par
analogie avec la théorie des processus aléatoires, I'hystérésis nonlinéaire avec des
mémbires locales peut étre appelé I'hystérésis nonlinéaire markovien, en méme
temps, I’hystérésis nonlinéaire avec des mémoires nonlocales est nonmarkovien. Il
est clair que I’hystérésis nonlinéaire avec des mémoires nonlocales est beaucoup
plus compliqué que celui avec des mémoires locales.

Nous tournons la discussion vers 'hystérésis vectoriel; cet hystérésis peut étre
caractérisé par une entrée vectorielle u(t) et une sortie vectorielle f(t). Une entrée
et une sortie & deux ou a trois dimensions sont suffisantes pour les applications

pratiques.

Le plus grand probléme que nous affrontons, est comment peut-on définir
Phystérésis vectoriel d’une maniére rigoureuse. Pour cela, il est important de
comprendre la constitution de la partie essentielle de ’histoire des entrées dans le
cas de I’hystérésis vectoriel. Pour résoudre ce probleme, il est naturel de retourner
aux données expérimentales [6]. Malheureusement, les données experimentales
disponibles dans le domaine de I'hystérésis vectoriel sont rares et non conclu-
antes. Ces données expérimentales ne donnent pas des indications claires ni sur
le probléme ni comment on peut le résoudre. Néanmoins, il est possible de trou-
ver quelques solutions a ce probléme par des raisonnements logiques. Le point
fort pour trancher est que la notion de Phystérésis scalaire est un cas particulier
de 'hystérésis vectoriel. Ce cas est réalisé quand ’entrée vectorielle u(t) varie
seulement le long d’une direction. En effet, on peut dire que hystérésis scalaire
n’existe pas dans la nature. Chaque fois que nous parlons de ’hystérésis scalaire,
nous sommes guidés & partir des propriétés spécifiques de I’hystérésis vectoriel qui
ont été observées quand I’entrée varie le long d’une direction fixée. Donc, on peut
conclure que I’hystérésis vectoriel est réduit a I’hystérésis scalaire, quand I'entrée
vectorielle varie, seulement le long d’une direction fixée et arbitraire. Puisque
cette réduction peut avoir lieu pour n’importe qu’elle direction fixée et puisque les
derniéres valeurs extrémales de ’entrée contituent la partie essentielle de I’histoire
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I de Phystérésis scalaire, il est naturel de conclure que dans le cas de 'hystérésis

vectoriel, les derniéres valeurs extrémales de entrée, projetées le long d’une di-

rection quelconque, laissent leurs marques sur le futur. Comme résultat, nous

arrivons a la définition suivante de Phystérésis vectoriel: [ hystérésis vectoriel est

un vecteur nonlinéaire avec le [ait que les dernieres valeurs extrémales de 'entrée,
projetées le long d’une direction quelconque, influencent les valeurs futures de la
sortie. Puisqu’il n’y a aucune condition sur la vitesse des variations de Pentrée, il
est clair que la définition ci-dessus, implique celle de I’hystérésis vectoriel statique.
Il est clair aussi que le modéle mathématique de I’hystérésis vectoriel est impératif

} pour les descriptions cohérentes des systémes dépendants de I'hystérésis vectoriel.
(les modéles seraient capables de détecter et d’emmagasiner les dernieres valeurs
extrémales de Ientrée, projetées le long d’une direction quelconque, et de choisir
la valeur du vecteur sortie, toute en tenant compte de I’histoire cumulee.

2.3 Modele de Preisach

Le modéle de Preisach a été déduit & partir des travaux de I.Preisach (7] publiés
en 1935. L'approche de Preisach a été purement intuitive. Elle est basée sur
des hypothéses plausibles concernant les mécanismes physiques de Paimantation.
Pour cette raison, le modele de Preisach a été vu comme un modele physique de
| I’hystérésis. Ce modele reste primaire dans le domaine du magnétisme, alors qu’il
fut le noyau de plusieurs recherches considérables durant une longue période. Ou
est arrivé a ce résultat grace aux développements complémentaires au modele
de Preisach et & plusieurs améliorations et vérités scientifiques qui ont été ac-
cumulées dans ce domaine. Ces développements et résultats sont rassemblés,
pour le moment, dans [4], [8] et [9]; il est important de noter que cette liste des

références n’est pas complete.

Le pas décisif pour bien comprendre ce modéle a été fait en 1970 par le

Mathématicien M.Krasnoselskii qui a constaté que le modele de Preisach con-

tient des idées mathématiques nouvelles. Au lieu de présenter ce modele sous une

forme physique comme il était courant, Krasnoselskii I’a présenté sous une forme

‘ purement mathématique semblable a une décomposition spectrale des opérateurs

[10]. Par conséquent, de nouveaux outils mathématiques ont été développes et

| peuvent, actuellement, étre utiliser pour décrire mathématiquement I'hystéresis

i dans différents domaines scientifiques. En méme temps, I’approche de Krasnosel-

skii a révélé la nature phénoménologique du modele de Preisach. Cela a mis ce

modéle dans une nouvelle perspective et a aidé a I'eclaircissement de plusieurs
controverses qui ont entourés ce modele.

. Nous continuons, maintenant la description purement mathématique du modele
de Preisach. Pour cela, considérons un ensemble infini des opérateurs d’hystérésis

'
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simples 75. Tous les opérateurs de cet ensemble, peuvent étre représentés par
une boucle rectangulaire sur le diagramme des entrées-sorties (Figure 4).

Fal
Yasly | d e
+1 ———r*—"
|
a
| 2 —u
A
a |'b N Figure 4

Les nombres « et 3 sont respectivements la valeur supérieure et la valeur
l inférieure de l’entrée. On peut supposer que o = B; cette condition est en ac-
1 cord avec le point de vue physique. Les sorties de ces opérateurs d’hystérésis
l élémentaire prennent seulement deux valeurs 1 et -1. Auterement dit, ces opérateurs
I peuvent étre interprétés comme des relais & deux positions : la position supérieure
correspond & F,5u(t) = +1 et la position inférieure correspond & J4gu(t) = —1. 51
Pentrée u(t) est croissante, la branche ascendante abcde suivra. Quand l'entrée
' est décroissante, la branche descendante edfba est tracée. 1l est claire que les
opérateurs J,5 représentent I’hystérésis nonlinéaire avec des mémoires locales.
Clonsidérons une fonction test arbitraire p(a, 8), nommée la fonction de Preisach.
Alors, le modéle de Preisach peut étre écrit comme:

7(t) = Pu(t) = [[ nla BYiupu(t) dadp . (5)
a>f
| Ici T est utilisé pour abréger la notation.
1l est clair que le modéle (5) peut étre interprété comme une représentation
f continue d'un systéme de relais a deux positions connectés parallélement. Cette

interprétation est illustrée par le diagramme montré en Figure 5.

#le.8)

Figure 5
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En tenant compte de ce diagramme, la méme entrée u(t) est appliquée a
chacun des relais & deux positions. Leurs sorties sont multipliées par p(co, ) et,
aprés, intégrées le long des valeurs o > 3. D’ott, la fonction sortie f(¢).

11 résulte donc que le modéle de Preisach est construit comme une superposi-
tion des opérateurs d’hystérésis simples Yqp-. Ces opérateurs peuvent étre constru-
its comme des blocs principaux du modéle (5). Pour I'instant, et en tenant compte
de la théorie de la décomposition spectrale pour les opérateurs auto-adjoints,
tout opérateur auto-adjoint peut étre représenté comme une superposition de
projections des opérateurs qui sont des opérateurs auto-adjoints simples. Cette
analogie montre que le modéle de Preisach (5) peut étre interprété, de point de
vue mathématique, comme une décomposition spectrale d’opérateur d’hystérésis
cor@pliqué T' dans Popérateur d’hystérésis simples Yug-

Bien que I’hystérésis nonlinéaire de Preisach (5) soit construit comme une su-
perposition d’hystérésis nonlinéaires élémentaires 445 avec des mémoires locales,
il a quand méme une mémoire nonlocale. On remarque qu’une nouvelle propriété
qualitative de mémoire nonlocale émerge comme une propriété collective d’un
systéme ayant un nombre infini de composantes qualitativement similaires.

De ce qui précede, il parait clair que le modéle de Preisach a été défini sans
avoir recours a lorigine physique de 'hystérésis. Cela révele clairement, la na-
ture phénoménologique du modéle et ces généralités mathématiques. Pour bien
étudier cette nouvelle approche du modéle de Preisach, il est essentiel de com-
parer la définition du modele donnée ci-dessus avec la définition classique utilisée

en magnétisme.

En magnétisme, les domaines magnétiques sont introduits séparement. Ces
domaines ont des boucles d’hystérésis rectangulaires et ils jouent le méme rdle que
les opérateurs d’hystérésis élémentaires Yap- Une boucle typique de ces domaines
est montrée en Figure 6. Ici H, et Hy sont respectivements le champ magnétique
supérieur et inférieur, m, est le moment magnétique qui est identique pour tous
les domaines. La notation mi(Hy, Hy) est utilisée pour les domaines ayant des
boucles d’hystérésis comme celle montrée en Figure 6.

‘.ﬂlh'
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Le matériau magnétique est composé d’un grand nombre de ces domaines.
On suppose, aussi, que les differents domaines ont des distributions de champs
réversibles H, et Hy, qui peuvent étre caractérisées par une fonction de distri-
bution ®(H,, Hy). Ces fonctions jouent le méme role que w(e, B) dans (5). 1l
faut parler de la nature statique de la fonction de distribution ®(H,, Hy), bien
qu’on ne soit pas au courant des justifications rigoureuses de cette interprétation
statique. En utilisant les domaines magnétiques et leur fonction distribution, le
' modele de Preisach est défini en magnétisme comme :

M(t) = ff &(Ha, H)ii( o, Ha) H(t) dH dHa (6)
Hu>Ha

o M est I'aimantation,

m(Hy, Ha) H(t) = +m;s (7)
si le domaine est chargé positivement et
m(Hy,, Hy) H(t) = —ms (8)
si le domaine est chargé négativement.
La définition ci-dessus est formée d’une manieére magnétique et peut na-
turellement étre appelée la définition magnétique. Il est évident que la définition

magnétique du modele de Preisach est équivalente mathématiquement a la définition

précédente (5).

La définition magnétique suggere quelques relations entre le modele de Preisach
ot certaines réalités physiques, comme, les domaines magnétiques, leur distribu-
tion, etc... Pour cette raison, le modele de Preisach a été vu comme un modele
physique durant une longue période. Cependant, il y a des difficultés intrinséques
concernant cette interprétation. En effet, si les domaines magnétiques sont bien
définis, alors leurs formes géométriques et leurs situations spatiales seront im-
portantes et auront une influence sur la valeur de I’aimantation. Mais, dans la
définition magnétique du modele de Preisach, on ne se refére ni aux situations
spatiales des domaines ni A leurs formes. Dans la définition mathématique (5) ,
cette difficulté n’appara,it pas, car on n’a pas besoin de relier opérateur, J.s, &

f des objets physiques réels.

Une autre difficulté apparait a partir du fait que la plupart des domaines

dans le modéle de Preisach ont des boucles rectangulaires non symétriques (L,

‘ — Hy). De telles boucles n’ont pas de signification physique pour un domaine isolé.
L’utilisation des boucles non symétriques qui ont eu lieu a cause des interactions
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entre les domaines, est fréquemment justifiée par le fait que la non symétrie est
une mesure des interactions. Plus précisément, cela signifie que tous les domaines
recoivent non seulement le champ magnétique appliqué H(t), mais aussi un champ
magnétique local qui est dit & l'aimantation des domaines voisins. Le champ
magnétique local varie d’un domaine & un autre. Ces champs magnétiques locaux
découlent des boucles d’hystérésis non symétriques, ces boucles représentent la
dépendance de I'aimantation par rapport au le champ magnétique appliqué.

A partir de la discussion présentée précédement, on peut tirer la conclusion
suivante. La définition magnétique du modele de Preisach est possible et elle a
été developpée historiquement. Cependant, cette définition obscurcit le modele,
cache sa nature mathématique et phénoménologique, et retrécit son domaine
d’application. La définition (5) interprete le modéle de Preisach comme un nou-
vel outil mathématique et étend son domaine d’application au-dela du domaine
magnétique. Pour ces raison, la définition purement mathématique (5) semble
plus logique. Pour plus d’information sur le sujet, voir [4].

3.3 Modéle de L.Néel

Les propriétés, apres désaimantation, d’une substance ferromagnétique placée
dans des champs magnétiques H faibles vis-a-vis du champ coercitif H. (H. est
le champ magnétique pour lequel "aimantation est nulle), sont décrites par les lois
de Lord Rayleigh [11]. Depuis 1887, ces lois n’ont recu aucune interprétation sat-
isfaisante, mais P.Weiss et J. de Frendenreich [12] ont montré qu’il était possible
d’imaginé une substance fictive douée de proprietés semblables. Cette substance
est formée d’un ensemble de domaines élémentaires possédant chacun un cycle
JQ’aimantation rectangulaire et symétrique. Les auteurs de [12] supposent en outre
que chaque domaine est soumis & un champ uniforme et constant, dfi a l'action

des domaines voisins.

Un ferromagnétique est constitué d’une multitude de domaines élémentaires,
les domaines de Weiss, petits en général vis-a-vis des cristallites, a l'intérieur
desquels P’aimantation est uniforme et égale a la saturation. Les changements
JQ’aimantation que provoque un champ extérieur proviennent, soit de la rotation
de l’aimantation & lintérieur d’un domaine soit de I'accroissement de certains
domaines aux dépens des voisins, clest-a-dire d'un déplacement des parois de

séparation.

En général, 'aimantation d’un domaine a six orientations possibles, de sorte
qu’on distingue deux especes de parois : les parois dites a 180°, qui séparent deux
domaines dont les aimantations sont dirigées en sens opposés, et les parois a 90°,
qui séparent deux domaines dont les directions d’aimantation font entre elles un
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angle de 90°.

Dans un cristal pur non déformé, ’aimantation de chaque domaine est dirigée
suivant un quelconque des axes quaternaires. Ces axes sont dits de facile aiman-
tation. Les trois axes quaternaires du cristal sont rigoureusement équivalents
énergétiquement, mais en fait, les impuretés ou toutes autres causes provoquernt
des écarts locaux a la symétrie cubique. L’un des axes correspond a une énergie
un peu plus faible que les deux autres; mais les deux sens possibles sur cet axe

sont évidemment équivalents.

A premiére vue, il semble qu’en chaque point du cristal, en I’absence de champ
magnétique, I'aimantation se dirige toujours suivant 1’axe ¢ qui correspond a
I’énergie u; la plus faible. Il en est bien ainsi lorsque u; reste plus petit que u;
et uy (les indices 1,7 et k prenent les valeurs 1, 2 et 3) dans un domaine dont
I’étendue est trés grande vis-a-vis des distances interatomiques, mais lorsque les
perturbations sont a échelle tres faible des changements trop fréquents dans la
direction de Paimantation sont génés par I’apparition corrélative de nouvelles
parois de séparation, accompagnée d’une dépense d’énergie plus grande que celle
qui correspond aux différences ux — u; ou u; — Ui Pour plus d’information voir

L.Néel [13].

Imaginons qu’on a une paroi sous la forme d’un plan géométrique, d’un cote
duquel les spins sont dans la direction 1, et de ’autre coté dans la direction
j. Les spins des deux atomes, immédiatement voisins, situés de part et d’autre
de la paroi, ne sont pas paralleles et I'énergie 4 fournir de ce chef, par suite
de Pexistence de 1'énergie d’échange, est considérable. Or cette énergie diminue
beaucoup par formation d’une couche de passage, 4 l'intérieur de laquelle les
spins passent progressivement d’une direction 3 Pautre. Si les énergies d’échange
étajent seules en jeu, cette couche de passage tendrait a étre aussi épaisse que

possible, mais 1’énergie magnétocristalline s’y oppose, car a mesure que la couche

s'épaissit, s’accroissent aussi les régions a Iintérieur desquelles I’aimantation n’est
plus dirigée suivant un axe de facile aimantation. En fait, comme F.Bloch [14]

I ’ ‘pai imal laquelle 1énergi
a montré le premier, il existe une épaisseur optimale, pour laquelle l'energie

superficielle est minimale.

Dans son mémoire de 1942, L.Néel s’est intéressé au rdle des petites pertur-
bations. Pour cela, soit un grand domaine ot I'énergie u; est partout plus petite
que les énergies u; et uy, a 'exception d’un petit domaine cubique, a l'intérieur
duquel cette condition n’est pas remplie. A partir de ces travaux, on peut con-
clure que dans les perturbations a grande échelle, 'aimantation s’oriente suivant
I’axe 7, qui correspond & la plus petite valeur des u;. Au contraire, la direction
de I'aimantation n’est pas affectée par les perturbations locales des u; a petite
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échelle.

I2n se basant sur Panalyse précise des déplacements, dans un milieu irrégulierement

perturbé, d’une paroi de séparation entre deux domaines élémentaires, on peut
interpréter les lois découvertes en 1887 par Lord Rayleigh. Ces lois définissent
entierement les cycles d’hystérésis, décrits par un ferromagnétique lorsque le
champ magnétique H reste faible vis-a-vis du champ coercitif. L.Néel [15] a com-
mencé par donner a |'énergie libre une expression analytiquement tres maniable
en fonction du déplacement de la paroi. Ensuite, par un artifice, il décompose
le parcours total de la paroi en domaines de structure trés simple. On remarque
qu’au cours de tous les cycles possibles la paroi reste enfermée dans le domaine
qui la contient initialement. De cette étude, on trouve les lois qui régissent les
déplacements moyens d’une paroi isolée, ces lois présentent la méme structure

que les lois de Rayleigh.

Nous appliquerons maintenant les résultats précédents, relatifs aux lois de
déplacement d’une paroi isolée et plane [13], aux déplacements des multiples
parois qui séparent les domaines élémentaires d’une substance réelle. Pour cela,
on suppose d’abord que, suivant ’hypothése de Landau, les domaines prennent
des formes telles qu’il n’y ait pas de poles libres 3 Dintérieur du corps : lorsque le
champ démagnétisant de forme est nul, le champ intérieur est donc partout égal

au champ extérieur.:

Le cas le plus simple est celui du cristal d’une substance uniaxe, dont l'axe
est direction de facile aimantation. Nous supposerons que le champ magnétique
agissant est paralléle a l'axe. Les domaines, que nous pouvons imaginer sous
la forme de feuillets empilés et aimantés alternativement en sens inverse, sont
séparés par la seule catégorie des parois 3 180°. Lorsque la substance passe de
la saturation dans un sens i la saturation en sens inverse, les parois balayent
tout le volume de la substance. Par conséquent, on obtient la courbe de premiere
aimantation comme fonction du volume de la substance, de la surface totale des
parois, du parcours total moyen d’une paroi et du champ magnétique appliqué
[15]. Toujours cette substance uniaxe, mais cette fois pour un polycristal, avec
répartition isotrope sur la sphere unité des directions des axes, on obtient la
courbe de premiére aimantation fonction des mémes parametres que le cas du
monocristal mais légérement différente. Dans le cas d’une substance cubique, le
probléme est bien plus compliqué, car il existe deux catégories de parois : les

unes & 180°, les autres a 90°.

Supposons qu’a I’état initial, dans un champ nul, la paroi soit située a I'une
des extrémités de son libre parcours. Appliquons un champ magnétique assez
fort et d’apres le calcul du déplacement moyen correspondant de la paroi, on
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remarque que la partie réversible du déplacement est négligeable devant la partie
irréversible, au contraire de ce qui se passe dans le domaine de Rayleigh.

Si on étudie un cristal unique d’une substance possédant une seule direc-
tion de facile aimantation, on vérifie bien les formules obtenues a partir de la
théorie du Néel [13], [15]. Une premiére condition précise que, dans le domaine
de champ étudié, la variation d’aimantation produite par rotation réversible de
Paimantation a Pintérieur des domaines doit étre faible devant la variation qui

provient des déplacements de parois.

Avec une répartition homogene des petites déformations, la susceptibilité
réversible initiale est proportionnelle a la surface des parois. Pour la simplicite,
nous adoptons une structure feuilletée des domaines, de sorte que le déplacement
d’une paroi s’effectue sans variation de surface. Cette hypothése n’est certaine-
ment pas correcte; prenons, par exemple, le cas d’une substance monocristalline a
direction privilégiée unique; losque la saturation est atteinte dans I’un des sens, il
n’y a plus de domaines aimantés en sens inverse et la surface des parois est nulle.
En réalité, il n’en est pas rigoureusement ainsi, car il subsiste probablement encore
des noyaux, trés petits, aimantés en sens inverses, qui serviront de germe pour
la désaimantation, mais la surface des parois qui leur correspond est négligeable.
Ainsi, la surface des parois sensiblement nulle pour l'aimantation est égale a
I’aimantation & saturation, doit passer par un maximum quand ’aimantation
est égale & zéro. Dans I'état actuel de la théorie, il est difficile de préciser les
lois de cette variation. La plupart des théories qui ont été développées sup-
posent constante la surface des parois; elle n’est donc valable qu’au voisinage

de I’aimantation égale a zéro.

3.4 Modeéle de Visintin

L’auteur de [16] a étudié I’évolution &léctromagnétique d’un corps ferromagnétique
dans le cas unidimensionnel. Il a présenté la relation constitutive entre le champ
magnétique H et aimantation M comme une fonctionnelle & mémoire :

M(z,t) = [E}(H(;a:,.),Mo(m))] (t) dansQ x [0,7] . (9)

Ici, © est un domaine & trois dimensions, T > 0, Fest la fonctionnelle de Volterra,
H(z,.) représente la fonction T' — H(z,t) et M°(z) = M(z,0),Vz €.

Si & la place de la relation (9), on utilise une relation de la forme M = @®(H),
avec ® une fonction monotone de R® dans R3, alors la difficulté préalable peut
&tre maitrisée par le fait de remplacer 'argument de caractére compact : toute-
fois, cela ne s'applique pas au cas de I’hystérésis. D’ailleurs, la relation (9) ne
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tient pas compte des interactions spatiales, et elle est essentiellement une rela-
tion constitutive pour les systémes nondistribués (c’est-a-dire pas de dépendance
explicite de 'espace). L’utilisation de relations constitutives nondistribuées (c-
a-d, x est représenté comme un parametre) pour un systeme distribué est tres
pratique. Mais, dans le cas de I'hystérésis, il y a un inconvénient mathématique
qui est : les valeurs infiniments petites de H(z,.) n’impliquent pas des valeurs

infiniments petites de M(z,.).

En cherchant une relation constitutive plus précise, 'auteur de [17] a examiné
les propriétés mathématiques d’un modéle microscopique du ferromagnétisme,
cest la théorie classique des domaines de Weiss et les équations de Landau-
Lifshitz. Pour cela, on considére un corps ferromagnétique occupant un domaine
borné £ de l'espace Euclidien R3. En tenant compte de la théorie classique de
Weiss, au dessous de la température critique et i ’échelle microscopique, le corps

est magnétiquement saturé. Donc, on a la relation suivante

| m(z,t)| =M dans Q x [0,T] , (10)

ot M est une constante positive et m est I’aimantation microscopique. L’évolution
! de m est gouvernée par les équations de Landau-Lifshitz.

! %?:)\lm/\he——)\gm/\(m/\he) dans  x [0,7] (11)
| ‘
he = h + V.(F.Vm)— G.m dans £ x [0, 7] (12)
| c’est-a-dire,
. (') (IJmi 3
& k. AN W WP ‘
hi = hi + jgl o (ij a$k) ; im; (13)

oll A1, A sont des constantes, A, > 0, h est le champ magnétique, h° est le champ
magnétique local et F et G sont des matrices définies positives. Il faut noter que
| A représente le produit vectoriel, . représente le produit scalaire, V représente le
' gradient et V. représente la divergence. La forme équivalente & la relation (11)
{ est ’équation de Gilbert

-a,ﬂz,ulm/\( E—EE—QE) dans Q x [0,7] , (14)
()t 11 t

avec ju, piz des constantes. Le premier terme de I’équation (11) apres le signe égal
cause une précession de m autour de h° et est nondissipatif; le second terme tend
a aligner m & h® et est dii & la viscosité, ici il est dissipatif. Par conséquent, comme
Callen I’a déja remarqué dans son papier [18], si on interprete bien la relation
(14), on s’apercevra que la dissipation introduit une contribution proportionnelle
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4 Om /Ot dans le champ magnétique effectif [47] [48], pa/ 1 représente le coefficient
de viscosité.

Une condition initiale s’impose

m(z,0) = m’(z) dans @ x [0,7] , (15)
avec | m®| = M. Suite aux travaux [16] [L7], nous avons
2 am
v.FNVm= 2 (V.i F,--,—*) =) 4 (16)
dafj

é;j=1

ol v est le vecteur unitaire normale extérieur a O€1.

“A partir d’une procédure standard, nous introduisons 'opérateur moyen suiv-
ant :
- [ e@+rd (17)
z+r)dr
vol (B(z, R) N Q) JB(@,R)nO ’

ou B(z, R) est la boucle de centre z et de rayon R. On suppose que B(z, RYNQ
est non vide. Nous posons

® — (D) (2) =

H:=(h), H* :=(h"), M:= (m) . (18)
En utilisant les relations (10) et (12) nous aurons :
|M(z,t) € M dans  Qx[0,T] (19)
et
He = H+V.(FVM)—-GM dans x (0,77 . (20)

Nous supposons que le processus de relaxation décrit par la relation (11) est assez
rapide comparé & I'évolution décrite par les équations de Maxwell; dans ce cas
l4, nous introduisons une condition quasi-stationnaire de la forme [17] :

M(z,t) =[S (He(w,.),M”(w))](t) dans Q x[0,T] , (21)

avec S est une fonctionnelle d’hystérésis et M°(z) = M(z,0) dans Q; Paimantation
M dépend non seulement de la présente valeur de H¢ (H¢ est pris comme fonction
du temps), mais aussi des différentes valeurs précédentes de H®.

Dans le cas unidimensionnel, il est possible de construire une approximation
de & par le moyen des techniques de mesure classiques. Dans la situation multi-
variante, plutdt que d’utiliser une procédure de mesure directe, il est préférable
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d’utiliser un modeéle rendant le cas vectoriel cas scalaire. La relation d’hystérésis
utilise H et non H¢, mais dans le cas nondistribué (c-a-d pas de dépendance de
I’espace), on a H = H®. Cependant, grace a (11), évolution de m est déterminée
par h¢, donc il est naturel de considérer que P’évolution de M = (m) peut étre
controlée par celle de H¢ = (h¢) au lieu de H présent dans les équations de

Maxwell.

Dans le cas d’une évolution quasi-stationnaire, nous avons

H(t)=[C (M(z,.), H(2))] () + AM(2) = le(m, H] (¢) dans @ x[0,7] ,
(22)
ici C est I'inverse de & (on suppose qu'il existe) en méme temps une fonctionnelle
| d’hystérésis nondistribué, H%(z) = H(z,0) dans { et A est un opérateur ellip-
* tique du second ordre; C est un exemple de fonctionnelle d’hystérésis distribué.

3.5 Modele de Jiles et Atherton

[l n’existe pas de forme générale pour décrire les boucles d’hystérésis dans les
matériaux ferromagnétiques. Cependant, il y a une forme trés convenable en
pratique pour décrire ces derniéres. Cette forme est discutée par Trebble et Craik

' [19].

Au paravant, plusieurs tentatives ont eu lieu afin de décrire le phénomene
de Phystérésis, mais aucune équation satisfaisante n’a été développée. Les seules
méthodes existantes, utilisent soit des séries comme dans le travail de Brauer [20],
soit des polynémes rationnels comme dans le travail de Rivas et al [21].

La meilleure approche théorique du probleme de I’hystérésis est formée généralement
d’une ou de deux méthodes. La premiére méthode est basée sur les modeles de
Preisach [7] et de Néel [13], [15], lesquelles modéles ont donné naissance a deux
grands travaux : celui de Del Vecchio [22] et celui de Rahman et al [23]. La
deuxiéme méthode - théoriquement plus acceptable - est basée sur la théorie
micromagnétique de Brown [24] et Aharoni [25].

Appliquons les statistiques de Maxwell-Boltzmann; ’'aimantation M est donnée
par I'équation de Langevin [26], (Voir les travaux de Jiles et Atherton [27], [28]):

I.U,O(IT']-FQ’M)), (23)

(8%

w=c(

ol

32




L(z) = Ms {coth T — é} , = ke , (24)

m

oll a est un parametre représentant le couplage interdomaine et peut étre déterminé
expérimentallement, H est le champ magnétique, m est le moment magnétique
par unité de volume, M, est ’aimantation & saturation, 7" est la température
absolue, kp est une constante et o est la perméabilité a vide.

Bien que I’équation de Langevin est adaptée au paramagnétisme, I’équation
de Langevin modifiée (24) ci-dessus, ne donne pas une bonne description du
comportement du matériau ferromagnétique, car le modéle ignore le changement
possible de 'aimantation, quand elle est génée par des sites d’ancrage. L’équation
(23) est appliquée seulement dans le cas ol on a un domaine parfait.

Sous ’action d’un champ magnétique appliqué, le mouvement des parois est
géné par la présence des défaux comme : les inclusions non magnétques, les

impuretés et les trous.

Si une paroi d’un domaine est déplacée dans un potentiel complétement uni-
forme, aucun changement de Iénergie du paroi ne s’effectuera. Mais, quand le
champ magnétique est supprimé, la paroi restera dans sa position finale. Dans
le but d’avoir un déplacement réversible de la paroi, comme cela se présente
dans un matériau parfait, il est nécessaire d’évoquer un potentiel qui croit avec
’aimantation. Les frontiéres d’un domaine se stabilisent quand le travail fait par
le champ magnétique est équilibré par I’énérgie magnétique de I'échantillon; une
fois que le champ est écarté, la paroi retourne 4 sa position d’origine.

Si nous considérons un ferromagnétique naturel, les conséquences dues a
PPancrage d’une paroi devront &tre inclues dans I’équation de 'énergie. Cela con-
duit au changement irréversible dans ’aimantation, d’ot I’hystérésis.

Par conséquent, sous ’hypothese d’une distribution uniforme des sites d’ancrages,
le travail total pour vaincre I’ancrage est proportionnel au changement de I’aimantation.

L’énergie de I'aimantation est alors, la différence entre I'énergie dans le cas
idéal et la perte due a 'hystérésis, soit [28] :

B. dM ,
M:E(?) —ThSE (25)
ou
B, =po( H+aM) . (26)
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Cela est I’équation d’état d’un ferromagnétique sous les conditions données dans
[27]. On peut prévoir la variation probable du coefficient k avec M. Le parametre
§ prend les valeurs %1, il est introduit comme un effet d’ancrage et s’oppose

toujours au taux de changement de M.

Dans la pratique, le parametre k de I’équation (25) varie avec M et H. En
effet

AM = dM, + dMym (27)

on dM, est le changement de M dii a la rotation et dM,m, est le changement da
au mouvement de paroi. Alors le parametre , d’apres [26], est

dM,
dH
ot1 kg est la valeur maximale de k. Donc, pour 0Lyl k décroit avec le champ
magnétique. La forme exacte de k peut étre déterminée dans chacun des cas.

b = a1~ (1 =rp)===) (28)

La solution de 1’équation différentielle pour I'hystérésis, équation (25), peut

dtre obtenue par intégration par parties. La solution a la forme.

M = i [(—1)71(;;5)%“ (%)] +6C(Bumar) » (29)

ouL" (B./a) est la dérivée n-ieme de la fonction de Langevin et C(Bmax) est
une constante d’intégration. Les dérivées successives de la fonction de Langevin
tendent rapidement vers zéro et pour k < a les séries (29) convergent assez vite
et Pon peut ne retenir que les trois premiéres termes :

M=C (%) — k7L (-‘%) + k2Ll (%) +6C(Buay) . (30)
a

on a ici deux branches d’hystérésis correspondant au champ croissant 6 = 1 et au

champ décroissant § = —1. 5i on note ces deux branches par M, et M_, alors

{ My = L (B./a) — kL' (Be/a) + k*L? (Be/a) + C(Buax) 31)
M. = L (B./a) + k £ (Be/a) + k*L? (Be/a) = C(Bumax) -

Par continuité, aux points extrémes de la boucle d’hystérésis, on doit vérifier que

C(Buw) = —k L (—B%’i) , (32)

et donc les boucles d’hystérésis majeures sont décrites par
B ;- : '
M = (@«) — [ﬁ (—) e (—“-—)] + k2L (-B—) . (33)
a a a a

34




Pour les boucles d’hystérésis mineures, on a I’équation

M-M =L (%) kL) (Eﬁ) YL ('ﬁi)

a a a

L (‘%) + kol (BE) Y (‘%) , (34)

a

‘ ott M est aimantation dominante et M, est l’aimantation lorsque le champ est
| renversé avec le condition que ces deux aimantations aient la méme valeur max-
imum en (B,)__ . Quand le point de renversement n’est autre que le maximum
de la boucle d’hystérésis alors (34) se réduit & (33). Globalement, I'équation
générale de I’aimantation d’un ferromagnétique basée sur le modele (25) avec
développement & I'ordre deux s’écrit comme suit :

! 5
MM, =A {L(B") o (iz-) Y (-‘—%)

a a

[o(B) e () v (] w0

ot M et B. sont les valeurs de I’aimantation et du champ effectif en un point
quelconque, M, et (B.), sont les valeurs au dernier point de renversement, et A

est donnée par :

| AT — AT .

| heArmar )

i ol

} AF =L (53) . (13-3) + k2 L (18—3) , (37)
: a /i, a/iyx : a /i,r

ou l'indice r correspond & un extremum de la boucle mineure, 'indice 1 correspond
4 un point de la boucle majeure, 7~ indique que le parametre directionnel est —1
et 7+ indique que le paramétre directionnel est +1.

———e

Si un solide est soumis & une contrainte uniaxiale, cela lui causera des dislo-
cations et des changements de 1'énergie. La superposition de contrainte appliquée
et de contraintes résiduelles internes change la contrainte totale. L’effet de con-
trainte sur les inclusions non magnétiques n’est pas clair; cependant, la contrainte
appliquée causera certainement des changements dans le champ de contrainte.

—

Donc, la contrainte externe donne des changements dans I’énergie dis aux
impuretées et dans les contraintes résiduelles dis aux inclusions non homogenes.
Cette énergie et ces inclusions non homogénes sont considérées comme les premiéres
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responsables de 'ancrage des parois. La diversité de sites d’ancrages prévoit la
difficulté d’établir un rapport exact & propos des effets de contraintes. Cependant,
il est raisonable de considérer que I'énergie d’ancrage de quelques sites décroit
pendant que I’énergie d’ancrage d’autres sites croit.

Dans ce qui va suivre, on va tenir compte de 'effet de I'application d'une
contrainte o , de signe quelconque, quand le champ magnétique est constant
et trés grand. Si les sites d’ancrages sur lesquels les parois sont localisées sous
[ les conditions initiales, sont pris en considération, alors plusieurs d’entre eux

ont une énergie d’ancrage croissante, par conséquent la paroi reste attachée a
ces sites en changeant légérement 'aimantation. Parmi les sites d’ancrages dont
! I’énergie est réduite, on constate que cette réduction d’énergie brise les parois qui
se deplacent. Il est nécessaire de comprendre comment ces parois qui succedent

X . . s .
aux parois brisées se déplacent.

> Dans les travaux de Jiles et Atherton [27], [28] et [29], une théorie des pro-
cessus d’aimantation dans les matériaux ferromagnétiques a été développé claire-
ment. Le processus d’aimantation est expliqué a I'aide de deux phénomeénes appar-
ents, le mouvement d’une paroi et la rotation de 'aimantation. Dans le cas idéal
ot il n’y a pas d’ancrage de parois, I’équation d’énergie est déduite a partir de la
théorie du champ. Il a été montré que 'application d’une contrainte de traction
ou de compression (quand le champ magnétique est fixé) rend I'aimantation plus
proche que celle de la courbe de premiére aimantation. Cela implique que sur la
r courbe de premiére aimantation (a4 champ magnétique faible), 'aimantation croit
quand I’échantillon est soumis & des contraintes cycliques de signes quelconque.
Quand on est sur les régions de la branche supérieure de la courbe d’hystérésis,
I’aimantation décroit avec les contraintes cycliques.

On rappelle que le champ effectif H¢// de la théorie du micromagnétisme [30]

[ peut se mettre sous la forme

| H' = Hi+ HY +p7' T4 (38)
L oit H est le champ de Maxwell, HE est le champ magnétique local, 7;; est le
tenseur des forces d’interactions entre spins magnétiques et p est la densité de la

matiére.

Dans le cas du paramagnétisme (ni forces d’interactions, ni effet gyromagnétique)
I’équation d’équilibre du micromagnétisme s’écrit [31] :

: Hi+HF=0 . (39)

En posant
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HY(M)=aM - Miﬁ“(M) , (40)

I’équation (39) est équivalente a I’équation de Langevin [27] — [32], (23), car la
fonction de Langevin £ est univoque et il existe une fonction inverse L~V da L.

Dans le cas d’ancrage des parois d’un ferromagnétique, 1’équation (25) est
aussi équivalente a I’équation (39) avec un changement éventuel de la forme du
champ local HY, car la fonction de Langevin est univoque, |’équation (39) peut

donc s’écrire sous la forme

B a a dM
Be _ gyaM=—L(M)-—LT (——'rk——'-—) 41
| : L0 - o (41)
qui peut se mettre, en tenant compte de (40), sous la forme :

H4 HE+Ha=0 (42)
avec

a dM
e % | i | :
Ha o ( T dBe) (43)

En réalité le champ magnétique d’ancrage H 4 est une contribution -singularisée
dans (41)- au champ magnétique H", car celui-ci tient compte phénoménologiquement
de tous les processus dinteraction, réversibles ou non, entre le champ de moments
magnétiques et le substrat matériel (réseau cristallin avec ou sans défauts struc-

turaux). Autrement dit I’équation (39) est toujours vraie dans les deux cas avec

ou sans ancrage des parois d’un ferromagnétique.

4 Théorie de la force coercive

La force coercive H. est un critére trés important dans la sélection des matériaux
ferromagnétiques pour les applications pratiques. Des recherches dans le domaine
des techniques d’aimantation ont montré d’une maniere expérimentale que la
force coercive H. est proportionnelle 3 la racine quatriéme de la déformation
plastique e® [33], (34]. On trouve aussi des travaux théoriques [35], [36] concernant
'influence des dislocations sur les parametres de base de la courbe d’aimantation,
Sest-a-dire, la force coercive et la perméabilité initiale (voir aussi [27], [29]).

La théorie de Ihystérésis ferromagnétique et de la force coercive est basée
sur la notion de déplacements s rréversibles des parois qui séparent les domaines

ferromagnétiques élémentaires. Une parol est freinée dans son mouvement par

37




Ao Tpr—— |

les inégalités locales de sa tension superficielle que provoquent soit les perturba-
tions élastiques du réseau cristallin, soit la présence d’inclusions non magnétique.
L.Néel [37] a proposé un mécanisme simple pour calculer la force coercive : Il ex-
‘ste des fluctuations de la direction et de I'intensité de 'aimantation a I'intérieur
des domaines élémentaires. Ces fluctuations sont provoquées (i) en direction par
les perturbations élastiques du réseau et (i) en intensité par les inégalités de con-
centration ou par la présence d’inclusions ou de cavités. Par suite de I'existence
de ces fluctuations, la divergence du vecteur aimantation n’est plus nulle et les
charges magnétiques fictives ainsi apparues (—=¥.M) créent une énergie qui varie
suivant la position de la paroi, indépendamment de l’existence d’une tension su-
perficielle de la paroi qui ne joue qu’un réle secondaire.

Imaginons une paroi P plane et indéformable (rigide) séparant deux domaines
aimantés antiparallélement (la paroi est dite a 180°) et susceptible de se déplacer
parallélement & elle-méme. Ses déplacements sont repérés par I'abscisse z du plan
de symétrie de la paroi (d’épaisseur §), comptée suivant un axe Oz perpendicu-
laire & la paroi. Supposons que I’énergie superficielle 4 de la paroi P, rapportee a
’unité de surface, varie avec z d’une maniere que ~(z) soit irrguliére. Appliquons
un champ H dirigé parallélement a I’aimantation M = M,e, du domaine situe
du coté des z négatifs. L’action de ce champ est équivalente a celle d’une pression

hydrostatique py donnée par [15]

pu = — (M), .H =~ (M* - M) H=2MH (44)

ou [|.|], indique le saut 3 travers la paroi P compté entre le c6té + et le — comme
en théorie des discontinuités en hydrodynamique.

La paroi se déplace donc jusqu’a un point ot1 la pression (44) est équilibrée
par la force F., déduite du potentiel v, soit d~/0x . D’aprés Néel [37], le champ
coercif H, est lié d’une maniére étroite au champ critique correspondant a la
valeur maximale de la force F, (tension superficielle), donc de la valeur maximale
de la pente dv/0z de la courbe T' de la figure 7, soit

1 [oy
He =~ 537, (_3?) il o

B(x) r

Figure 7
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Au point de vue physique il faut rechercher l'origine des variations de la
"tension superficielle” soit dans les inégalités de contraintes internes, soit dans
Iexistence d’inclusions non magnétiques. Dans la suite on néglige le second phénomene,
Becker a montré [38] que lorsqu’un ferromagnétique dont, pour simplifier, la
magnétostriction a saturation 3, est supposée étre isotrope, est soumis a une
tension pure o, faisant un angle ¢ avec la direction de 'aimantation a satura-
tion M, il faut ajouter & '’énergie un terme d’intéraction égal a 3(f,0 sin® 8)/2.
La quantité C = 3f,0/2 (énergie de déformation magnétoélastique) joue ainsi
un role identique a celui de la constante d’anisotropie K caractérisant I'énergie
magnétocristalline (voir Kléman [39] ou Maugin [40] pour cette analogie).

N

Soit, maintenant, un ferromagnétique de symétrie cubique dans lequel une
fraction v de volume est perturbée par des tensions internes o. Aprés un calcul
assez long Néel [37] a obtenu la formule suivante pour la force coercive :

4P C? 1 2m M? .

oll P et r sont des constantes. Deux cas de (46) sont particuliérement intéressants:

(i) L’énergie de déformation magnétoélastique C, qui affecte la fraction v du
spécimen, est petite comparée 4 I’énergie magnétocristalline K. Dans ces condi-

tions, (46) se réduit a

2 M?
HCN_4_UG {1,386-{-%}%9(21’r s)} ‘ (47)

; 157 KM, K

(ii) L'énergie C est grande devant K; (46) se réduit a

vC 6,8
k = 0,69MS {1,386 + Log (1/ —ZY—M,) } . (48)

Lorsque ’échantillon est tres perturbé par la tension interne, v = 1 et (48) se

rapproche de la formule simple

~ C 4C
H, ~ T (49)
Introduisons maintenant la notion de dislocation. On considére une dislocation
vis. Suivant le processus de Volterra et isolant I’axe (Friedel [41]), on considere
que le tube de périmetre 277 entourant I’axe a été cisaillé d’une quantité b, le
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vecteur de Burgers, ce qui donne une composante de cisaillement b/27r. La cission
correspondante dans un milieu élastique linéaire isotrope est donnée par [42] :

o= gﬁ (50)

ol G est le module élastique de cisaillement. L’expression (50) n’est pas valable
dans le voisinage immédiat de la dislocation en raison de la singularité évidente.
Soit, Ny la densité de lignes paralleles de dislocations vis dans le cristal. Con-
sidérons I’élément de volume cylindrique

dv = 2xrdr , (51)

Dietrich et Kneller [43] ont montré que le produit vo pouvait alors se mettre sous
la forme suivante :

Ve = %bG’ Ny . (52)
Introduissant (52) dans (48) il vient
1,035 S, 1 13,6.M?
s ST = By [ 2B | & b .
H M, {1 386 + 2Lag ( 30 )} G/ Ny (53)

D’apreés Dietrich et Kneller [43], dans un cas particulier et pour fixer les idées
(M2/B,) ~ 0,6.101 et o =& = 10°, d’ott la formule simple

.’
He = ayrbGy/Na (54)

ot a est un coefficient caractéristique du matériau. D’apres Kersten [35], Na
dépend de €? suivant :

Ny = 0,54.10''/eP . (55)
Combinant (54) et (55) on a donc

H, = a%.?,SQ.lUs.b.G. (er)'/* . (56)

3

On rappelle brievement I'interprétation théorique de la dépendance de la force
coercive par rapport a la densité de dislocations donnée par Vicena [36]. Ce
dernier a montré que lorsque la force coercive est déterminée seulement par les
tensions internes, on a I’expression

/2
1 zo+3(d+8) (O ¢
= ——1q2. ; ; — - d
H, ML {2 Logp f(k) dn(k) /a:o-—%(d+6) (Bwq) (e mo)) :r:} (57)
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ol p est le nombre de valeurs indépendantes du champ critique par unité de
surface de fronticre du domaine pour une géométrie donnée; n(k) est le nombre
de régions déformées caractérisées par le parameétre k; d est la dimension moyenne
de la région déformée; ®F(z—xzo) est I’énergie d’intéraction entre les perturbations
ayant comme paramétre k avec leur centre en o et @ le centre de la paroi; 6 est
I’épaisseur de la paroi et L est la longueur moyenne du domaine. D’apreés le calcul

de Vicena

; 2
d .. ; 1 1
—@*F(x —20)| = (A sin w)? L* pour zg— -6 <z < xo+ 50 (58)
He 2 2

oll w est Pangle caractérisant la perte du plan de glissement de la dislocation par
rapport & la paroi et R est I’amplitude de la barriere de potentiel qui doit étre
surmontée par la paroi pour passer "sur” les dislocations. Cette derniére quantité

est donnée par (élasticité linéaire)

R:gﬁbGl+V , (59)

1—v
ot v est le coefficient de Poisson, 4 est ’aimantation par unité de volume, b est le
vecteur de Burgers et G est le module de cisaillement élastique. La densité dn(k)
est définie par
Pl :
dn(k) = —dw 60
ot prr est le nombre de dislocations qui, dans le domaine, sont paralléles a la

paroi. On a

PII = Nd(SL . (61)
La constante p dans (57) est donnée par (rapport d’aspect de la paroi) :

L
== . (62)

Aprés intégration compte tenu de (58) a (61) Vicena [36] a obtenu la formule
simple suivante donnant H, en fonction de Ny:

1 / / »
chmﬁé Lﬂgp Nd . (()3)

En utilisant la déformation (62) pour p Vicena fait ’approximation que la dimen-
sion de perturbation d est nulle, ce qui n’est pas entierement justifié évidemment.

Malek [34] a levé cette simplification en écrivant que

2L
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Dans ce cas (63) est remplacée par I’expression suivante :

3 1+ v 2% N2
c = . U, J'r. . d 0. . i H
Hem g WSS, {( +5)5Log(d+6)} VNV (6)

On note que Pépaisseur de paroi dépend de I'énergie d’échange A et de la con-
stante d’anisotropie magnétique suivant I’expression (Kittel [42], Landau et Lif-

shitz [44]) :
A
b~ — 6
24 Ve (66)

et que I’expression sous la racine 1/2 dans (65) est une fonction décroissante de
N4, mais non monotone lorsque toutes les autres quantités sont fixées.

N
D’aprés les travaux de Koster et Bangert [45], la densité de dislocations Ny

peut s'exprimer de la maniére suivante en fonction de la déformation plastique
eP(expression non valable au voisinage de €* = 0).

1
Ny = 5,4.1010.55.\/59 (67)

oll @ est un coefficient caractéristique du matériau. Introduisant (67) dans (65)

on obtient ’expression

3 oL 2
= % L{I', {(d + 6).6.Log (m)} (7)1 (68)
oll
Q= 8,7.10“.3—.6’.; “_LZ . (69)

On remarque que les équations résultantes (56) et (68) obtenues soit & partir
de la théorie de Néel, soit a partir de la théorie de Vicena, font intervenir les
mémes paramétres et variables, Nu, 8, My, b et (. En comparant ces expressions
on voit que c’est I’équation (68) qui est la plus proche des résultats expérimentaux

33, [34].

Si I'on tient compte de 'effet de température alors H. s’exprime en fonction
de Ny sous la forme [35] :

1 (KksT\'?
Hc:ﬁ(‘g ) /N (70)

on T, est la température de Curie et C' est une constante.
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5 Conclusion

Afin de pouvoir formuler une théorie générale de I'hystérésis magnétomécanique,

on a étudié dans cette partie quelques problémes concernant les matériaux ferro-
L .. by b ] I d L I -’ .

magnétiques, les modéles de ’hystérésis et la théorie de la force coercive.

Apres avoir donné la définition d’un matériau ferromagnétique, la section 2
a été consacrée a l’analyse du phénomeéne de magnétostriction afin de déboucher
sur des moyens et méthodes qui permettent la modélisation de ce type de com-
portement.

Un autre probléme abordé dans la section 3 est celui de I’hystérésis. On a
.défini le modeéle physique de Preisach ainsi que le pas décisif fait par Krasnosel-
skii, pour pouvoir donner a ce modéle, grice & la théorie spectrale, une autre
forme purement mathématique. En faisant agir un champ magnétique sur une
substance formée d’un ensemble de domaines élémentaires, le modéle de Néel
résoud le probléme de I’hystérésis en tenant compte de 'effet des déplacements
des parois magnétiques. En se référant au modéle de Visintin, on a donc pu
présenter la relation constitutive entre le champ magnétique et ’aimantation
comme une fonctionnelle 8 mémoire. Par conséquent, Visintin a utilisé des notions
trés poussées de ’analyse fonctionnelle pour résoudre ce probléme d’hystérésis.
En se basant sur la théorie micromagnétique et en appliquant les statistiques de
Maxwell-Boltzmann, le modele de Jiles et Atherton explique bien le phénomeéne
de I’hystérésis par I'intermédiaire de 1’équation de Langevin.

Les équations résultantes obtenues pour la force coercive soit a partir de la
théorie de Néel, soit a partir de la théorie de Vicena, font intervenir les mémes
parametres et variables. Ainsi, dans la section 4, on a établi la relation entre le

champ coercif et la déformation plastique.
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Relations Constitutives de I’'Hystérésis
Magnétomécanique dans les Matériaux
Ferromagnétiques

1 ‘Résumé

Dans ce travail, nous présentons une relation constitutive qui donne une bonue
description de I’hystérésis magnétomécanique. Nous présentons aussi des notions
comme ’aimantation résiduelle, la courbe de premiére aimantation, les boucles
mineures et majeures d’hystérésis et la courbe dérivée. Enfin nous étudions Deffet
de application de contrainte sur la forme de ces boucles d’hystérésis et sur
le niveau de saturation. Nous avons donc pu trouver d’une maniere générale
Iénergie dégagée lors de la formation de la boucle d’hystérésis. L’un des obejctifs
visés est de produire une explication du bruit ferromagnétique appelé aussi eflet
Barkhausen (utilisé comme un moyen de contrdle rion-destructif pour mesurer les

contraintes résiduelles).
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2 Introduction

On fait varier un stimulus extérieur de maniére alternée ou périodique avec,
éventuellement, une augmentation simultanée de son amplitude et on enreg-
istre la réponse du systéme. Aprés un certain temps, la réponse elle-méme de-
vient périodique et le diagramme représentant la réponse en fonction de 'agent
extérieur devient un cycle fermé appelé "boucle d’hystérésis”. Le phénomene
d’hystérésis est rencontré dans plusieurs domaines scientifiques. On peut citer
comme exemples : 'hystérésis mécanique, hystérésis magnétique et 'hystérésis
ferroélectrique.

Preisach [1]a été 'un des premiers & s’intéresser a I'hystérésis. Pour cela, il a
considéré un matériau magnétique comme un ensemble de domaines élémentaires
possédant chacun un cycle d’aimantation rectangulaire et symétrique. Une paroi
entre deux domaines n’est pas une surface géométrique mais c’est une zone in-
termédiaire de faible épaisseur avec une variation continue de I'orientation du mo-
ment magnétique du spin. Ainsi, sous action d’un champ magnétique extérieur,
les domaines de Weiss [2, 3], dont la direction d’aimantation spontanée est dans la
direction du champ extérieur, s’agrandissent aux dépens de domaines dont la di-
rection est trés différente. Ceci se traduit par un déplacement réversible des parois
dans les champs faibles, irréversible dans les champs plus élevés. A I’approche de
la. saturation, les moments magnétiques tournent pour s’orienter parallelement au
champ extérieur. Sous ’action d’une variation du champ extérieur, une paroi se
déplace réversiblement et rencontre un obstacle, elle s’arréte malgré la croissance

du champ extérieur.

Nous noterons, entre autres, les travaux de Maugin sur la relaxation magnétique
dans les ferromagnétiques rigides ou déformables [4 — 6], sur le couplage en-
tre défauts et proprietés magnétoélastiques dans les ferromagnétiques cristallins
[7,8] et sur Pexamen des relations et des intéraction entre I’hystérésis magnétique
et I’état mécanique de quelques matériaux [9 — 11]. Cela a une grande impor-
tance pratique pour le développement de certains aspects du controle non destruc-
tif, c’est-a-dire, 'aimantation par des mouvements saccadés ( effets Barkhausen
qui est le signal de haute fréquence réemis par un échantillon ferromagnétique
lorsque celui-ci est aimanté en une boucle d’hystérésis sous Paction d’un champ
magnétique a basse fréquence) des parois ferromagnétiques (12 — 14].

Les différents paramétres de la boucle d’hystérésis magnetique, c’est-a-dire,
le champ magnétique coercif, la valeur maximale de 'amplitude de ’aimantation
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résiduelle et ses pentes sont sensibles a des effets diverses [15]. La boucle d’hystérésis
est sensible & I’action de la contrainte appliquée [19 — 21].

En se basant sur les études de B.D.Coleman et M.L.Hodgdon [16,17] sur
I’hystérésis purement magnétique, on explore physiquement des implications qui
se rapportent & des relations constitutives pour le cas unidimensionnel. On
présente dans ce travail des simulations numériques sur les effets des contraintes
sur différents caractéristiques de la boucle d’hystérésis magnétique.

On a étudié les effets de contrainte sur la courbe de premiére aimantation et
sur la pente de cette courbe sans changer le seuil de saturation de 'aimantation
résiduelle. La pente de la boucle d’hystérésis dépend non seulement du coefficient

’ de couplage magnétomécanique mais aussi de la contrainte appliquée (contrainte
de tension ou de compression). Cependant, & partir du point de vue expérimental,
’ les effets sont plus complexes. Généralement, si on fait subir & un matériau
’ ferromagnétique des chargements mécaniques, tous les parametres de la boucle
i d’hystérésis seront influencés par ce chargement. Pour résoudre ce probleme, on
propose, pour linstant, une formule qui exprime la dépendance du niveau de

saturation sur la contrainte.

3 Relations Générales

L’état d’un milieu, pour les effets dissipatifs, dépend de son passé, et cela en ten-
ant compte des variables internes d’états. Parmi ces variables, nous considérons

’aimantation résiduelle MF.

Dans le cas unidimensionnel, nous explorons physiquement les implications qui
ont un rapport avec des relations constitutives pour I’hystérésis ferromagnétique.
Ces relations ont la forme générale suivante (voir B.D.Coleman et M.L.Hodgdon

[LG; 197): ¢

p=a|f|(F(H)-MR)+H GH) (1)

ot le champ magnétique H et 'aimantation résiduelle M sont des fonctions
continues dérivables du temps, « est une constante positive et F et (G sont des
fonctions & valeurs réelles. Dans ce qui suit, on va exploiter la relation (1) sous

les hypotheéses suivantes.

i) F est une fonction monotone, croissante, impaire et dérivable par morceaux
, o % / . . . . .
avec une dérivée, F', non nulle et qui a, pour H assez grand, une limite finie

F'(c0).
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ii) G est une fonction continue, paire et qui a une limite, pour H assez grand,

~vérifiant G(oo) = F"(o0).

Si nous appliquons un champ magnétique (c’est le cas purement magnétique),
Paimantation résiduelle M est donnée par ’équation (1). Mais, quand nous ap-
pliquons un champ magnétique H et une contrainte mécanique o, 'aimantation
M*® (le chapeau correspond au couplage magnétomécanique) dans le milieu cor-
respond a celle obtenue dans le cas ol on a appliqué un champ magnétique fictif
H de la forme (voir G.A.Maugin et Sabir [10]) :

H=H-28M"%, (2)

on [ est une quantitée réelle.

Ay

Par analogie avec I’équation (1), quand nous avons un couplage magnétomécanique,
la dérivée de 'aimantation résiduelle a la forme

—a’H‘ MR)+E7G(E{‘) . (3)

4 Observations Générales

Pour produire la courbe d’hystérésis, on a besoin d’appliquer un agent extérieur
périodique H comme fonction du temps ¢ avec une amplitude croissante. Si, nous
considérons que ff (t) est non nul a tout temps ¢, alors H(t) est aussi non nul a
tout temps t et les équations (1) et (3) dewennent

iﬂéRzas(H)(F(ﬂ)-Mﬂ)Jra(H), (4)
et

dﬁR:aS(ﬁ) (F(F)—ﬁR)+G(ﬁ)

dH ’

. +1 pour X0
S(X) {—lpour X<0

Nous devons trouver des relations entre ’aimantation résiduelle couplée MPE et le
champ magnétique appliqué H (non H ). Donc, en tenant compte des équations
(2) et (3), la relation (4); devient

‘%R ={1-pas(H) (F(H)—-MR)-I—G(H)]}
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=

Aos (W) (P (T) - ") + G (M)} (

On montre que si /4 est tres petit devant Punité, on aura

H(H)%(ﬁ) =

(lela peut étre interpréter par le fait que les deux courbes d’hystérésis, pour
le cas purement magnétique et le cas du couplage magnétomécanique, atieignent

la saturation pour la méme valeur de /1.

} Quand le champ maguétique I/ est croissant, v ( ) - ( ) 1, la

solution ME de (4) qui commence a partir d’un point (HU, ME ) est donnée par
MECH ) = ME (11 Ho, M3) = F(H ) + [ Mt — 7 (1o G (0

i
_C_,aH/ (F'(E)=G(E))e*tdé , H > Hy,
Ho

et la solution MJ de (5) qui commence & partir d’un point (HU, Mr[f{) est. donnée

[)ﬂl'

- . N e o (
MUY = R (105 1o, M) = AL (1) + [ ME— AL ( Ho )] e dua (7
“H o H E I
_ Hnnb(t)(u’/ (/I’L(f)f B,L(é.))ejHollL(t)tiadé_’ > I,
Hy
ol

o H ) = Mo(H 5 Hoy ME) = a{l = B (e (F(H) =M (H )) +G(H))}

(8)

Bu(H )= B(H;He, M) =G () {1 — B (a(F(H) — MP(H))+G(H))}

H=H-pME(H)
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ALl = Ayl gy, A"[({{) = JF (ﬁ) ;

Quand le champ magnétique fl est décroissant, S (U) = (ﬁ) = —], la

solution M} de I'équation (4) qui commence a partir d’un point ( fHy, M(';") est
MECHY = M (H-,I-[U,Af{f) = F(H)+ [ME—F( Ho) | e =1 ()

- Hg
peett [™ (7€) = G(€)) el 1< Mo

et la solution M} de (5) qui commence a partir d’un point ( Hy, ME ) est donnée

par

iﬁr’f (H)= fﬁf}f{ (” s Ho, "ﬁ[g{) = Aw ( H )+ [1@5{ — Au (Ho )] f\f}’f" Mg o pd
(10)

o Hy _H y _
el O [ (€)= Bu(€))e Ju M g 1 < Hy,

ou

o (F) =Ny (H; Hy, ME) = a{l = pla(MF(H) - F(H)) + G}
(L)

Bu (H)= By (H; Ho, MJ) =G () {1-8 o (ME(H)—F(H )) + G )|}
H=H-pgM} (H;HU,Mf)

Ay (H) = Ay (H;HU,MC?) =F (H).

Remarque

Si le champ magnétique H est égal & zéro, I"aimantation résiduelle M* est
aussi égale a zéro. Donc, en utilisant la relation (2), nous avons aussi H=0et
M™ = 0 pour toutes les valeurs des champs magnétiques et des contraintes. Les
deux courbes de premiére aimantation sont des courbes de chargement a partir de
Pétat vierge de non-aimantation (0,0). Flles sont données dans le cas purement

magnétique par
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, 1 s .
MECHY=ME(H;0,0)=1F 1y—e ! FOE) =G (€)) et e,
L L 0

et dans la cas de couplage par

NE(HYy=MP(1;0,0)=A, (H)

e b M /” (A7, (€)= B () it g

0

4.1 Boucles majeures d’hystérésis

Les quantités

M'ﬁ (H ;4o00) = lim M(]} (H : Ho, [1_,1[{{) (12)

1p—+o0

M (H; +o0) = lim M (H; Ho, M) ,

peuvent étres considérées comme les aimantations résiduelles d’un matérian qui
a 6té chargé jusqu’a la saturation et puis décharge jusqu’a la valeur H.

Les graphes des fonctions H +— ME (H;4o00)oull — ME (H; +o0), —00 <
H < +oo, sont appelés les portions de déchargement des boucles majeures

d’hystérésis.

Les fouctions H +— MP (H;—oc0) ou H ﬁf(fl;—oo),—oo £ H =
400, ol
ME(H;—00) = lim ME (H; Ho, MTY) (13)
et
im MFE (H;HU,A’EJ‘),

|
Ho——o00

MR (H;—00)=

décrivent les portions de chargements des boucles majeures d’hystérésis. On

remarqgue que

ME(H;—o0) = —~ M (H ; +00) (11)
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M —00) = —MF(—H; +o0)

ol
lim  (Mf (15 th, M) - Mf (11 Hy, M) = 0. (15)
H =
Done le niveau de saturation des deux boucles majeures dhystérésis est e
meme.

On remarque aussi que

ME (1 400) > I (H) 2 Mff (H;—00) (16)

et q\ue
ME (05400) > 0> Mt (05—00) (17)
/W["f (0;400) >0> 1ﬁf‘ (0;—00).

4.2 Champs coercifs

On appelle retentivités M*% et -—Mf_‘; les valeurs de M et M* définies par :

ME = ME (0;400) = /:m (F(&)-C (€)) e E de (18)

—— — 4o i .
Ni% = % (0;+00) :/ (Ay (&)= Bu (€)) o= Jo Mu(e)dt g
U
On remarque que

Mt s MR si p<0; ME>MEAB>0. (19)

On appelle champs coercifs H, et H,.les valeurs de H délinies par

MFP (H,;—o0)= Mff (=H.;+00) =0 (20)

B (o5 —00) = Ml (—Hei+o0) =0.

On montre aussi qu’on a

H.>H.sit §<0; He<H si f#>0. (21)
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4.3 Courbes dérivées

Dans le cas purement magnétique, les courbes dérivées vérifient les relations

sulvantes
djﬁ“{ (H;—00)>0; (i?fft( fl;4+o00) >0
et dans le cas du (:()1#])1&1@;@
\ ‘iﬁ’{(;uﬁm)—%(u;—m), (23)
at,
dj;?(”;—oo) >0 (iﬁi’g(ﬂ;-%m) > 0.

Nos courhes dérivées ont les mémes caractéristiques que les courbes d’enregistrement
Qeflet Barkhausen [22 — 24].

5 Simulations numériques
On choisit dans ce qui va suivre

F(H)=AL(EH)=A (coth(EH)—1/€H) (21)

G(H)=F (H)(1=yer!)
avec A, £ et p des constantes positives et 0 <y < L. La fonction L ( X ) s’appelle

la fonction de Langevin. On voit que ' et G vérifient toutes les hypotheses de
départ et on prend dans les simulations numériques les valeurs suivantes.

A =5000, £¢=2, v=085 a=085 p=01

L influence de application des contraintes sur la boucle d’hystérésis est montrée
par les Figures 1 (sans changement du seuil de saturation) et par les figures 3 et
4 (avee changement du seuil de saturation). La figure 2 fait montrer Pinfluence
de Papplication des contraintes sur la courbe dérivée.
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'+(X)

Ml (1 400) =1 (1) +f,:””]1 (F' (&)= G (&) e e de (42)

i

and

—~—~ - +oo i .
fl[[/}?([:{,—i‘OO):AU(H)‘l"ﬁf [[U(t)dtll (AU(é‘)__BU (é))ﬁ*‘j(f“(}(!]dtdﬁ‘
(13)
Here, the functionals Ay, [Ty and By are function of H and 4oo, for example

A ( )— Au (]I +OO)
The fusiction B v+ ME(H i—p) or H MBR(H;—00),—00 < H <

400, where

ME(H;—00) = lim ME (H;HU,Mg*) (1)
and
ME (H;—c0) = lim ME(H;HU,H[?), (45)

describes the loading portions of the major hysteresis loops; by the relations (26)
and (42), we have

ME(H;—oc0)=F (H)—e! ]j; (£ (6)-G (€))extde  (16)

= —M}(H ;400)
and by the relations (27), (28), (31) and (43), we have

ME(H;—o00)= Ap(H) - f:—fogﬂf““)dt fj; (AL(Q‘)_ BL({)) ej;fiu,{t){u o
(47)

= _MB(—H; +o0).
Here, the functionals Ar, [1; and By, are function of H and —oo, for example
Me (H)=Mc{H; —00).
It follows from (26) and (27) that, for each initial pair (HU, Ml‘,r‘).

im (MF(H; H, ME) - F (H )) = lim e"a”f: (G (&) - F(€)) e*8 de
(48)
and
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6 Boucles primitives d’hystérésis

Une boucle d’hystérésis est une courbe fermée , . Sit € [0,7]tel que H (0) =
H (7)) et si H est décroissant sur [0, 8,,] of est croissanut sur [t,,, 7], on peut dire

que la boucle est primitive. Ona:
H(0)=H(7)=Hpm =max H, H{ty)=4Hn zmrin H. (25)
[ énergie dégagée est :

w:jé' B = -/] BdH = —/r B(t) fr(t)dt. (26)
iy 2 0

Pour une boucle primitive, I'énergie dégagée dans le cas sans couplage est donuce

pay

R Hu o R
w=po [ ME(H) dH = o [ mny an (27)
ot dans le cas du couplage, elle est donnée par
H pp —n H s —~p
I / FIR(H) dH —po | ME(H) diL. (28)

Pour simplifer, on s’intéressera au cas ot on a une boucle primitive d’hystérésis
symétrique, soit telle que Hpy = —Hpy et ME =—Mf (voir annexe | suivante

pour les détails).
En particulier, pour une boucle primitive symétrique, |’expression (27) devient

H
o (—Ha, Hur) = ME - f MG (H)dH (29)

oil

dil.

_ Hy cosh(aH)
R _ e Y (HY=-CG (]
M = F ()= [ (F () =G ) com(atin)

7 Conclusion

Dans ce travail, on a présenté une relation constitutive qui interpréte Ueffet de
Pliystérésis magnétomécanique dans les milieux continus. Cette théorie a gre
construite dans la cas unidimentionnel; elle a besoin évidemment d’étre étendue
au cas tridimentionnel puisque I'aimantation est une réponse de nature vectorielle.
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| Formulation Thermodynamique de I'Effet de
Contrainte sur I’'Hystérésis Magnétique

1 Résumé

}

En-atilisant un schéma thermodynamique récemment développé pour modéliser
el 'aimantation, ce travail a pour ambition de formuler
aimantation et sur les structures des domaines
Avec une boune approxima-

' I'hystérésis magnétique
Ieffet magnétomécanique sur |
magnétiques dans les matériaux ferromagnétiques.
fion, ces relations peuvent étres considérées comme une base thermodynamique
équivalente & la théorie de Chen (présentée dans le cas ferroélectrique). Une

' équation différentielle qui montre le changement des structures des domaines est
donc obtenue. Le phénoméne de I'aimantation induite par des contraintes est

aussi démontré.
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2 Introduction

Récemment, il y a eu plusieurs contributions concernant les propriétés magne-
tomdéeaniques dans les matériaux ferromagnétiques. Comprendre les propric¢tés
magnétoméeaniques d’un ferromagnétique est une tache tres difficile a cause de
la dépendance de ces propriétés de plusieurs facteurs : comme la microstructure,
les effets des domaines, les contraintes internes et la symétrie cristallographique.
Les propriétés magnétoméeaniques d’un ferromagnétique ont été examindes d’une
manicre tres large, microscopiquement et macroscopiquement, mais il reste bheau-
coup de chose a faire pour mieux comprendre le sujet.

N

Quand on applique des contraintes mécaniques sur un multi-domaine ferro-
magnétique, Pénergie magnétoélastique de chaque domaine n’est pas égale a celle
du domaine voisin, et cela cause un changement de la structure du multi-domaine
ferromagnétique. Si on applique une contrainte de tension le long de Paxe de
"aimantation d’un specimen avec un coefficient de magnétostriction positif, le
vecteur aimantation de chaque domaine tourne vers cet axe; tandis que, st on
applique une contrainte de compression, le vecteur aimantation prend le sens op-
posé. Done la tension favorise Paimantation tandis que la compression s’oppose

a Paugmentation de I'aimantation.

Durant les années trente et quarante, il y a eu plusieurs contributions impor-
tantes & ce sujet. Nous noterons, entre autres, les travaux de Becker & Kersten [1]
el Becker & Doring [2] sur les effets des contraintes sur la courbe d’aimantation,
de Néel [3,4] sur Pancrage des parois magnétiques, de Brown [5] sur Paimantation

induite par des contraintes.

Récermment une théorie basée sur un modele physique a été proposée dans le
but de détailler le phénomene de I'hystérésis ferromagnétique. Cette théorie qui
st due i Jiles & Atherton [6, 7] est trés utile, car elle a besoin seulement de peu de
parameétres pour caractériser 'hystérésis. Llle a été étendue par Sablik & Jiles [8]
dans le but d’expliquer I'effet magnétomécanique dans les aciers et dans d’autres
matériaux ferromagnétiques. Dans le papier publié en 1989 [9], auteur Sablik
a appliqué cette théorie aux techniques de controle non destructif pour mesurer
les contraintes résiduelles dans les aciers. Pour Pinstant, le bruit ferromaguétique
change ses caractéristiques sous P’action des contraintes résiduelles [10 — 12] et
sous I'action de la vitesse des ondes élastiques [13 — 16]. Des études récentes des
clfets magnétomécaniques sur aimantation et sur Phystérésis magnétique ont été
faites en tenant compte des structures des matériaux policrystallins imparfaites

[6,7], [17,20]
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Les couplages magnétomécaniques, comme les elfets AL (modilication du co-
eflicient d’élasticité de Young), sont incontestablement importants, car ils ont une
influence significative sur les performances des matériaux magnétiques [21, 22
D ailleurs, des développements récents concernant les contraintes résiduelles ont
révélé que Neffet AL est aussi important a Pintérieur des structures de acier

[13, 14].

Une théorie basée thermodynamiquement de 'aimantation et de I'hystérésis
a 6té récemment dévolopée par Chernyi [23], Maugin et al [24], Maugin [25, 20],
Maugin et Sabir [27], Motogi & Maugin [28]. Elle est basée sur la thermody-
namique du non équilibre avec variables internes (Voir Germain [29] pour la
thermodynamique des milieux continus, Maugin [30] pour la théorie générale
thermodynamique des matériaux électromagnétiques et Motogi & Fukuda [3Y]
pour la modélisation de Peffet AfS dans les ferromagnétiques policrystallins).
Clette théorie utilise par analogie plusieurs notions de la théorie moderne de la
plasticité [31].

Dans ce travail, on utilise le modele développé en [24], [27, 28] pour déduire un
ensemble cohérent de relations thermodynamiques pour la description de Deffet
magnétomécanique. On introduit aussi les variables internes qui tiennent compte
de la structure des domaines magnétiques. Un modeéle équivalent a celui de Chien
[32 — 34] (présenté dans le cas ferroélectrique) est obtenu. Alors la théorie est
appliquée a la description du phénomene de la magnétostriction induite par des
contraintes ot du phénomene d’aimantation induite par des contraintes.

3 Effets Magnétomécaniques.

Dans ce qui va suivre, on suppose que les déformations restent petites et que
I’hypothése quasi-magnétostatique en tout point intérieur d’un isolant est assurée.
En négligeant les forces d’intéraction entre spins et D'effet gyromagnétique, on a

une relation d’équilibre :
H+H" =0, (1)
ot 1 est le champ magnétique de Maxwell et HY est le champ magnétique local.

Ce dernier tient compte des interactions spin-réseau cristallin.

Dans ces conditions Pinégalité de Clausius-Duhem (expression locale de la

deuxieme loi de la thermodynamique) se réduit a

[

. . . o l .
_ (\p +.5 0) + 05 e —HL-L M; +0q.V (E) 2 0 (
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o1l

ll’ = i/!, M: /}ULL 3 b‘ = il , (5)

el ou Jt est Paimantation par unité de masse, py est la densité de maticre a 'élat
de référence, i est la densité d’énergie libre, 5 est Pentropie par unité de masse, ¢
est la température thermodynamique, g est le tenseur des contraintes intrinscques
de Cauchy, ¢ est le tenseur de déformation et g est le flux de chaleur.

Pour exploiter I'équation (2) nous emploierons la méthode de I'état local selon
laquelle ’état thermodynamique d’un matériau en un point donné et a un instant
donné est complétement défini lorsqu’on connait, on ce point et a cet instant, un
ensemble de variables dites d’états. Les variables d’états sont de deux types. Les
premiéres sont les variables observables comme, dans notre cas, la température
0. la déformation totale ¢ et I'aimantation totale M. Les deuxiemes sout les
variables internes comme la déformation résiduelle eff, 'aimantation résiduelle
MPE et une variable interne I qui a les mémes dimensions qu’une aimantation.
On notera par e la déformation réversible et par M" I'aimantation réversible.
Alors [27,28, 35)

e=¢ +ef, M=M +M". (4)

»

En toute généralité, nous pouvons donc considérer la dépendance suivante
pour I'énergie libre W [31]

W= E(g*',gi",ﬂ”,i,o) . (5)

On peut poser par définition (voir aussi [24,27,28]) =:

—_— o oV 7 av ov ,
“wzu— =g =7 7ﬂ === 7_’”’1:_( ) (
EY IR 1 OM" aME al (6)

7 =+ 0"
Avec § = § (axiome thermodynamique de P’état local : bien que I’on soitl en
présence d’effets dissipatifs, 'entropie conserve en premiére approximation sa
définition de la thermostatique (6),) équation (2) se réduit a Pinégalité de dis-

sipation suivante

(p = (l)l + (1)2 2 U
&, =g: "+ HT T+ H™ ] : (i
By =0q.V(1/0)

=3
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On admet qu’il existe un pseudo-potentiel de dissipation (P.Germain [29]), 11,
a valeurs réelles, positif, qui contient Porigine et est convexe dans Pensemble de

é kR 7 ; . . i N ,
variables {r_ s M ,L} . Les équations constitutives complémentaires sont donnces

par

o= d—'L HT = ().”R, g =M ()
Je OM ol

Ces relations expriment les propriétés de normalité [36].

On peut introduire une fonetion de chargement f de telle sorte que la propticie

précédente s'écrive en fait

) R i B = O . f - . "
S = — y = —_— == — !1 J . )

Alors nous aurons A> 0 si [ = 0 ou bien A=0si f < 0. A s’appelle le multipli-
cateur plastique dans la théorie de la plasticité [31]. La surface de chargement

= 0 détermine un convexe ”élastique” C tel que

¢ ={(au" 1)/ J (e, 4", H") <0} . (10)

Sig, HT, H™ sont des fonctions du temps, alors on peut montrer, géneralisant

un résultat de plasticité avec écrouissage, que

s et b+ BT =0, (11)

qui est une relation d’orthogonalité entre vitesses.

Soit la forme spéciale de I'énergie libre

" : (AR g
Y= (¢, ML 0) 0 (M T) (12)
oil le premier terme représente I'énergie magnétothermoélastique et le second
terme représente 'énergie stockée [36]. L’expression (11) peut s’écrire en tenant

compte de (9) sous la forme :

R | — j  —— =0 . 13
a (.)Q+ji a;y“i BH™ (13)
Grace A ces dernicres relations, le multiplicateur magnétoplastique A s’éerit,
. FiEn /. @f 7w ¢f -‘
= b R sl ; [
= <£ 9z T H PHT )
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ol Y(C)=0pour f<0et +1sif=0,et (.)est lesymbolede Ma Caulay tel
que (&) = 0si @ < 0 et (¢) = si e > 0. La quantité L est appelée le module
d’éerouissage

af e Jaf af o af

= o LOME AUT By aTal, oHy (o)

h

Pour tenir compte des structures de domaine [22], on introduit les expressions

suivantes

1

| l
—ka , U = —Zi)_k. , (16)
V3 v k

ou V est le volume du cristal; S, vp (resp. g v—g ) est la somme sur les volumes
de tous les domaines orientés le long de +a; (resp. —x; ). 5i le champ magnétigue
et les contraintes sont orientés le long de 'axe z; (les directions xy et wy sont

identiques). On a donc

V=V, V=V, 0 EV0REV, 0o SV_2=V_3 . (17)

Dans notre cas unidimensionnel, on a

By =y (18)

mtvg=1—4v; . (19)
Oun peut définir les expressions suivantes :

M=M,(v+vy) , m=Muvg, (20)

oit M est 'aimantation totale, M, est 'aimantation a saturation et 1 une quantité
ayant la dimension d’une aimantation [21,28].

4 Modele thermodynamique de ’hystérésis ma-
gnétomécanique

En tenant compte de Peffet des contraintes sur I'hystérésis magnétique, le champ
effectif est (pour plus d’information voir [7,9,27] et I’Annexe 2) :

Hi= HI = Mo M= Ny o H = Mg o HP" (21)
J J J

H=H+H",

67




o1 A", A?et A* dépendent des tenseurs de compliances élastiques et des tenseurs
des coefficients de magnétostrictions. Une fonction de chargement typique est de
la forme [37]:

i T m 77 1 2 Tr T 2

f (e, BT, H™) = | H| - H? = Hia;iH; - H? . (22)

oil @ est une matrice inversible, positive et qui tient compte de anisotropie du

phénomene.

I5n tenant compte de (14), (15), (21) et (22), la relation (9) devient :

i — =1 —
L dl= gz m, | i H {Maio 7T+ N 1+ M 0} aw B, (23)

+ R & 2 — =1 =1 —_—
=25 H || S i,

l=&2 ) H, E”—lfj'f ;i Hl

on

— o ¢ ¢
Eij = 63'_7' - )\?}d? TEp , O = 1,2, 3 y (24)

Pour concrétiser le modéle développé dans les prochaines sections, on pose la
variable interne I comme un vecteur ayant la dimension d’une aimantation :

H
d = me = mse— (25)
| 4]

ol ¢ est un vecteur unité suivant la direction du champ magnétique H. En
donnant & I'énergie libre une forme convenable et en tenant compte des relations

précédentes, on aura

m::l:\/i{/t [Ll_l_l.(i—f)]di}l/z—}—nm (26)
0

ol 1y est une constante. Pour plus d’information le lecteur est invité a lire

I"Annexe 2.

5 Lois dépendant du temps

Dans ce cas qui tient compte de Pexistence d’une échelle de temps, on peut poser
le potentiel de dissipation [, qui une fonction homogene de degré deux, de la

forme
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. 1 7 R oR R o N
= 3 (95_,&1 fff fﬁ +Py; M; M’; F¥LLe I_,) (27)
ou les coefticients G, Pi; et IZ;; sont donnés par
a*11
Giski = ———p =5 (23)
Moo T
0%
Py =—p— 5= Fi
211
Ty = e =
o i

En tenant compte de ceux qui précédent, on peut trouver pour m la méme
forme que la relation (26)

.t = 1/2

m::i:-ﬂ{/ [i.lﬂl_l (iwl)] dt} + gy . (29)

0]

oll 1y est une constante. Pour plus d’information le lecteur est invité a lire
I’Annexe 2.

6 Comparaison avec le modele de Chen

Pour comparer le présent modele a celui.de Chen, nous envisageons les manip-
ulations suivantes. Pour cela, on rééerit HY, ﬁ[‘, HT et H™ sous les formes

stivantes

HT =3 (M:R) , (30)

j_’LR = S:L; (_.M,T;M._R‘.\ .‘i:i) )
ct

U™ =S (M, M e,1)

et en utilisant les relations précédentes, I'induction magnétique B s’écrit.

B(t)=BZ2 (H(r),e(7)) (31)

ourT=1%t—s.

Par conséquent, ces formulations peuvent étre considérées comme une généralisation

du modele de Chen [32 — 34, 38].
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7 Applications

Pour simplifier, on choisit un champ magnétique et une contrainte diriges suivant
’axe des z7. Donc la variable interne vectorielle [ est remplacée par le scalaire

TrL.

7.1 Magnétostriction induite par des contraintes

Ou considére le cas ol le champ magnétique et I'aimantation sont nuls, // = (0,
M = 0. On considére aussi que la quantité i soit non nulle. Dans ces conditions,

on a les expressions suivantes (voir Annexe 2) :

oy s
f_j ((‘Ta[{ ) , €= do ’ =\

Y@/ o\ e ( Of ‘
h do/ ' Om?2 \oH™)
Dans ce cas ’équation (25) sera sous la forme

¢ 1/2
= :’:\/i{/ (H_lmz) dt} + my (33)
0

af
oH™

(32)

ol

My = $\/§{ fuoo (H_'mz) dt }1/2 (34)

si le coefficient de magnétostriction et la contrainte sont de méme signes, et

’ o0 ; 1/2
Wi = M, F \/Q{f (H"lm‘!) dt} (35)
4 0

si le coefficient de magnétostriction et la contrainte sont de signes opposés.

Remarque
Si le coefficient de magnétostriction est positif on a :

G50 =Sy N, ., 0= o

Si le coefficient de magnétostriction est négatif on a :
gpl=s 4y oxlzsFogSy

7.2 Aimantation induite par des contraintes

On applique un champ magnétique croissant de 0 a f;, une fois qu’il atteint la
valeur H, on le garde constant H = H,, puis on applique une contrainte . La

fonction f sera (voir Annexe 2) :
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J=1 (ot um) i1 =m" (36)

Dans ces conditions, on a :

t 1/2
m = +£v2 {/ O 'm (m—im) di} + my (37)
0

o
v 1/2
1y = ?\/E{ O Y (m—n) (U} (33)
U
si la contrainte et le coefficient de magnétostriction sont de méme signes, et
M, 1) i . 1/2
. Ty = 4' F 2{ O ' (m—m) dt} (39)
i / o

si la contrainte et le coefficient de magnétostriction sont de signes opposés

Remarque
Si le coefficient de magnétostriction est positif on a :

vy Navec o S, vy S avec a N\

Si le coefficient de magnétostriction est négatif on a :

v, Saveco /, vy avec o\

7.3 Cas purement magnétique

On consideére le cas oil @ = 0, on a done (voir Annexe 2)

f=fHH") , (40)
-k Of o o x A
M =X ggT > ™A BHm

Dans ces conditions, on remarque que

M= (11)

(Pest ce cas 1a qui donne I'hystérésis purement magnétique (voir G.A.Maugin,

M.Sabir et P.Chambon [24], G.A.Maugin et M.Sabir [27])
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8 Conclusion

Dans ce présent travail, on a établi un schéma thermodynamiquement équivalent
4 la théorie de Chen. On a aussi montré comment les volumes des domaines
magnétiques peuvent étres déterminer grace a la résolution d’une certaine équation
différentielle. Les simulations numériques, 'extension du modéle aux matérianx
policrystallins et la comparaison avec les données expérimentales fout partie des

futurs développements.
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Sur la Rupture des Paramagnétiques et des
Ferromagnétiques Mous
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Sur la Rupture des Paramagnétiques et des
| Ferromagnétiques Mous

1 Résumé

En se basant sur la théorie de la quasi-magnéto-statique des matériaux param-
agnétiques élastiques et des matériaux ferromagnétiques mous, on a établit les ex-
pressions des taux de restitution de I'énergie libérée et des intégrales indépendantes
de contour correspondantes qui sont utiles pour I’étude de la rupture, par conséquent.
on montre qu'on a les mémes résultats que Papproche théorique des champs qui

' utilise les notions de contraintes d’Eshelby et de forces matérielles.

Le couplage magnétoélastique considéré est de type magnétostrictif, mais la
théorie est construite de telle maniére qu’elle tient compte de toute sorte de
couplage magnétoélastique. Une simple application au probleme des fissures an-
tiplanes d’un corps magnétostrictif, sous l’action d’un champ magnétique axial,
illustre bien Putilisation des expressions obtenues et effet bénéfique du champ.
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2 Introduction

Durant ces derniéres années, plusicurs travaux ont été faits dans le but de développer
la théorie des défauts micro et macroscopiques dans les solides électromagnétiques;
évidemment, les fissures occupent la seconde place dans la théorie des défauts.
(Cela est particulierement vrai dans le cas du probleme de rupture dans la théorie
électroélastique des piezoélectriques et des céramiques ( Voir les travaux de Par-
ton [1], Pak & Herrmann (2], Mc Meeking [3], Sosa [4], Suo et al [5], Maugin
& Epstein [6], Dascalu & Maugin [T — 9] et Lee et al [10]). Ces travaux sont
faits essentiellement, dans le but d’établir un critéere de propagation des fissures
en pr\ésence de couplages électromécaniques. Dans ce contexte, le concept le plus
pratique est celui d’intégrale indépendante du contour dont la célébre intégrale
J de la rupture purement élastique est I'exemple le plus populaire ( voir aussi

Maugin [11], chapitre 7).

Daus le cas de la magnétoélasticité, les travaux existants ont été seulement
consacrés a l’estimation du comportement local des champs (magnétiques et
mécaniques) au voisinage des points singuliers. C’est le cas des travaux de Shindo
[12,13]. Le but du présent travail est de présenter une formulation générale du
taux de restitution de I’énergie et de I'intégrale J magnétoélastique; cela rentre
bien stir dans le cadre de la magnétoélasticité des matériaux paramagnétiques
et des matériaux ferrmagnétiques mous. Cette restriction signifie que les corps
magnétiques considérés sont faiblement magnétisables et que I'effet d’hystérésis
n’est pas présent (pour le cas général, on recommande les travaux de Fomethé
& Maugin [14,15]). Pour atteindre notre objectif, on a besoin de considérer
soigneusement la théorie de la magnétoélasticité dans le cadre non linéaire. Cela
a €té proposé par plusieurs auteurs, notamment dans les années soixante dix
( voir particulierement les travaux récents de Maugin [16] et Eringen & Mau-
gin [17]). lci, on va suivre la présentation donnée par Abd-Alla & Maugin [18]
qui est originallement construite pour étudier la magnétoacoustique nonlinéaire.
Le couplage magnétoélastique considéré est de type magnétostrictif, mais la
théorie est construite de telle maniére qu’elle tient compte de toute sorte de
couplage magnétoélastique. Bien qu’on tient compte du phénomene non dissi-
patil, la théorie présentée fournie des équations constitutives nonlinéaires. Nous
notons que ’étude de la magnétostriction redevient a la mode grace a la pro-
dution des matériaux qui présente ce qu’on appelle la magnétostriction géante (

1 voir Trémolet de Lacheisserie [19] ).

f

Les notations essentielles sont rappelées dans le paragraphe 3. Les équations
générales des champs sont données dans le paragraphe 4 et leurs expression dans
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la configuration de référence dans le paragraphe 5. Cela est complété par les
relations d’énergie et les relations constitutives nonlinéaires dans le paragraphe
6. Deux expressions de taux de restitution de ’énergie pour la magnétoélasticité
sont établis dans le paragraphe 7. Les intégrales indépendantes du contour corre-
spondantes sont construites au le paragraphe 8. Cela donne le méme résultat que
Papproche utilisant les forces matérielles et le tenseur de contrainte d’Eshelby
(voir [20 — 23], [24], pour le cas des solides élastiques électromagnétiques). Fi-
nallement une simple application au probléeme des fissures antiplanes d’un corps
magnétostrictif, sous Paction d’un champ magnétique axial, illustre I'utilisation

des expressions obtenues.

3 Equations Générales

Nous considérons la magnétoélasticité des paramagnétiques et des ferromagné-
tiques mous dans I’approximation quasi-statique. En I’absence de force de vol-
ume, les équations d’équilibre magnétoélastostatique sont (A. Abd-Alla et G. A.

Maugin [18]) :

divt+f" =0, VxH=0, VB=0. (1)

Avec les définitions suivantes (® est le produit tensoriel ) :

t=c+(*BoM) ,B+'B=0  H=B-M , (2)

A

fem :(VB)M ,t”":B@H—%(BQ—gM.B) 1, (d)

ot H est le champ magnétique, B est I'induction magnétique, M est 'aimantation
par unit de volume dans la configuration courante, LB est I'induction magnétique
locale, t est le tenseur de contrainte de Cauchy, o est le tenseur de contrainte
symétrique et t™ la version magnétostatique du tenseur de contrainte électroma-

gnétique.
Pour des raisons pratiques on considére les transformations suivantes :
1
2
T 1
tH = (t”) =H®HM§H21,

tf = o + (M ® H), — ~M1, (1)

P =tF 4+ M1 =t"

et en tenant compte des équations (2) et des équations (3), 'équation d’équilibre

mécanique (1); devient
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div (t +t°") = div (EE + tH) = 0. (5)

4 Equations sous forme matérielle

Pour pouvoir exprimer les équations précédentes dans la configuration de référence,
on introduit le premier tenseur de Piola-Kirchhoff T et on définit la force F*™ a
’aide des formules suivantes

T=JeF ' t,F™ =Jpf™, (6)

oii F est le tenseur de déformation, Jp = det (F). Par conséquent, la relation

(1)1, se transforme en :
b

divg T +F™ =0. (7)

Introduisons maintenant les quantités matérielles suivantes :

o
—

EI.JFF_I.B, MZJFF—I.M, (

H=HF, H=JrC'H,

ot C = FT.F est le tenseur des déformations de Green. Gréce & (1)z,3 et (2)3 on

a

B=H+M,VrgxHO=0, VgB=0. (9)

A partir de ces derniéres relations, on montre qu’il existe un potentiel magnéto-
statique ¢ défini par la relation suivante

H=-Vro. (10)

Introduisons maintenant le premier tenseur magnétique de Piola-Kirchhoff T

défini par

F = diog T , T a&JaP ™, (11)

?

I"équation (7) prend les formes alternatives suivantes :
divy (T +T™) = dive (T + TH) = B, (12)
ol on a définit T® et TH par

T = Jp P L |, T =dpFa” (13)
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Pour des raisons pratiques, on introduit le second tenseur (symétrique) de Piola-

Kirchhoff, gb, defini par
. . s e
§Y=T°F"=(58") . (14)

En écartant les effets de la température qui sont hors propos ici, la densité
d’énergie par unité de volume pour un corps anisotrope mais homogeéne prend

la forme suivante :

r=%(EH), (15)

o1, E est le tenseur de déformation de Lagrange définit par :
1 :
1 E:Q(C—-IR). (16)

Des travaux de A.Abd-Alla et G.A.Maugin [18], on tire

g 0% = oy
_ ) 17
S"=35 M="3m" St
et

d . w5 S

—y=S":E-M.H . (18)

L'ensemble de ces relations peut étre complété par la version quasi-statique
de conservation de la pseudo-quantité de mouvement ( voir G.A.Maugin [20],
Gi.A.Maugin, M.Epstein et C.Trimarco [23]). En appliquant F a droite de I'équation
(12) et intégrant par parties en tenant compte de (15) et (17), on montre que

divgb? =0, (19)
ou bH est connu sous le nom du tenseur d’Eshelby. Cette derniére équation
signifié physiquement que le systeme matériel est homogeéne, c.a.d., ces proprietés
sont indépendantes du point matériel X (le corps est fait du méme matériau en
tout point matériel). Dans 1’équation (19) le tenseur d’Eshelby est donné par

(pour plus d’information voir annexe 3):

b =¥Y1z-S'.C+MeH (20)

5 Relations d’énergie

On introduit ici enthalpie magnétique W définie par
] g 1

w (EH) =X (E.H) - %Jpﬁ.c-l.“f—i . (21)
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Dans le but d’avoir des formes convenables a ’étude de la rupture magnétoélastique,
on montre A partir de I'équation (21) et des équations précédentes qu’on a deux
formes équivalentes de la loi de conservation d’énergie en tout point matériel :

%V:—/—VH. [(TE+T”) v+ ¢ B =0 (22)
et,
%E =" ("T“E.v+ ¢ M)+R, (23)
ot R est défini par
R=v.(diva ™) + ¢ (VrH) (24)

et v est le champ de vitesse. Cela convient tres bien i I’étude de la rupture dans
le cas de la magnétoélasticité (voir [25,26]). On note que seule la forme (22) est

strictement conservative. -

6 Taux de restitution d’énergie

La mécanique de la rupture des solides déformables a bénéficié ces dernieres
années des travaux importants de Cherepanov, Rice, Gurtin, Son, et d’autres con-
sacrés aux notions de taux de restitution de énergie et d’intégrales indépendantes
du contour. Dans cette partie, on donne deux extensions de ces quantités au
cas magnétoélastique. Soit B un corps bidimensionnel dans la configuration de
référence, nous choisissons le repére (X1, X2, X;) de telle sorte que le corps B se
trouve dans le plan (X7, X2) . Nous n’excluons pas les déformations antiplanes de
B et pour cela, on utilise les vecteurs 3 trois dimensions qui dépendent seulement
des variables X, et X,. Le domaine B contient la fissure qui est représentée par
la courbe C(t) et la pointe de cette fissure a une vitesse matérielle V (voir Figure
1, Annexe 3).

Soient D,(¢) un disque qui a pour centre la pointe de la fissure et B,({) =
B/D,(t). Si S(t) est la frontiere du domaine B/C(t), alors S,(t) est la [rontiere
du domaine B,(t) complémentaire a 9D, (1).

Ou tout point de B,, a partir de la relation (22) et en utilisant le théoréme
de la divergence, on obtient la relation suivante .

/B W dA = /q N (TP +TH) v+ B ¢} dS (29)

- aDFN.{(TEJrTH) v+Bg}ds,
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oit N est le vecteur sortant du domaine S,. Le terme de gauche de (25) peut
stre évaluer en utilisant le théoréme de Truesdell et Toupin [27] pour un domaine

évolutif :

W dA = %LTW dA+fm_ w (N.V)dS. (26)

B,
Substituons (26) & (25) et faisons tendre r vers zéro, on aura Pexpression globale
suivante pour la conservation de I’énergie pour un corps fissuré.

d [ N{(TE4TH) v 4B 4 :
dt/BWdA+j_/SN.{(T +TH) v+ B ¢} ds (27)
oil on a défini le taux de restitution d’énergie J (t) par :
\ 7(t) =lim / NAW V+ (T +TH) v+ B ¢} dS . (28)
r—0 JaDp,

Le premier terme de l'intégrale de 'équation (28) est le flux de ’enthalpie magnétique
(due au transport de la matiére a travers 9D, ) et les autres représentent le tra-
vail subit par le matériel de I'extérieur a l'intérieur de D,. Ainsi, J inclut la
contribution générale des champs mécaniques et magnétiques a la propagation
de fissure car J représente I’énergie irréversiblement consommée lors de la pro-
gression stationnaire (& vitesse V) de la pointe de fissure.

En faisant les mémes démarches avec Péquation (23), on aura

d oS (
= *= ; ; 29
dt/BEdA-kJ ]SN(T v+M¢)dS+LRdA, (29)
avec la définition
77t =lim [ N.(SV+T .v+Mé) ds. (30)
r—0 JaD,

On remarque que J* ne contient apparemment pas une contribution du champ
magnétique par I'intermédiaire de la notion de contrainte de Piola-Kirchhoff. 7~
est le taux d’énergie mécanique et magnétique des champs couplés absorbés par
la pointe de la fissure durant le processus de propagation de la fissure. Dans
la relation (29), on suppose que les intégrales sont convergentes. SiR=0le
caleul ci-dessus est vrai sans aucune condition. Si, par ailleurs, on examine la

contribution volumique
ot
et on observe que O /0t ne s'évanouit pas dans le processus de limite. On est

donc amené & imposer la contrainte suivante

R=—(VaM) s
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VieM=0

qui est une condition suffisante pour avoir sans annuis l’équation (29). Cette
derniére condition est vraie dans plusieures structures magnétiques (Landau et

Lifshitz [26]).

7 Intégrales indépendantes du contour

Dans ce paragraphe, on exprime J et J* comme des intégrales indépendantes
du contour. Soit u(X,t) le champ de déplacement mécanique tel que
\ F=1+(Vgu) . (31)
On suppose que u et le potentiel ¢ ont un comportement régulier au voisinage
de la pointe de la fissure. Donc on a (voir Gurtin [28], N.Q.Son [29])
= —V.Vau+w , ¢=—-V.Vré+h, (32)

oil h et les composantes de u ont un comportement singulier a la pointe de la
fissure. Si les termes de J contenant w et h tendent vers zéro quand tend vers
zéro, en tenant compte de (31) et (32), la relation (28) peut s’écrire

F(t) =lim V.F(r) , (33)

ot la force matérielle globale F(r) est donnée par

Fr) = / N.{W 1z - (T* + T) (Vru) —BoVashdS .  (34)

D,

Cleci est une force "matérielle” car ses composantes sont dans la configuration
matérielle de référence et elle est engendrée par dualité par une vitesse matérielle
(V) comme 'indique ’expression (33).La méme technique appliquée a J" con-

duit a expression

77(t) =lim V.F*(r) (35)

Frr)= [ NAS 1e- TE (Vau)T —M® Vre} dS .
On montre que

Fo(r) = ;D_N.b” s | F(r) = [} DlN.EH ds | (36)

o wp ot .
ou b et b I sont des tenseurs de contrainte d’Eshelby.
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}

bH:ElR-gE-C-i-ﬁ@ﬁ ; (37)

—H - N e
b =W 15— (T°+T") F+B@H.
Pour simplifier, on suppose que la fissure se propage suivant I'axe des OX,. Dans
ce cas V =] (t)Eq, ot E; est le vecteur unité de la direction OX; (Figure 2,
Annexe 3). Soit un contour [’ qui entoure la pointe de la fissure. En posant

J(I) = EL.F(), J(O) =E.F (1), (38)
on aura donc
oI = jr{w Ny = N (T +T7) - (B.N) g1} dr (39)
et
J*(D) = j[ (BN - NT m, - (M.N) ¢}l (40)

o Ny = N.E;, par conséquent, J et J* se réecrivent :
J=JI)1, g# = PN T (41)
Les intégrales données par (39) et (40) sont indépendantes du contour s1
< e 1
NBt =0, N.(T"+ TH)" =0 (42)
pour la premiere intégrale et

— ___p\
NME =0, N.(T) =0
pour la seconde. En tenant compte des conditions précédemment imposées, les

relations (42) sont vrales [26].

8 Application

Nous considérons une fissure de mode 111 d’un corps isotrope magnétostrictit
subissant 1’action d’un champ magnétique H® = H°Es. Les équations constitu-
tives sont sous la forme explicite suivante (voir 'annexe 3):

TE = puy +bH b, (43)
T2 = pup + (b+2x") Hb s

. ] 0

T23 = puz2 + bH h2 5
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TE = g+ (b+2x%) H%; ;
TH = TH = H'h , T =T} = H'h (44)
M] =y hy —bHUu,] 5 MZ:X]lz—bH“u,z ’ (45)

ﬁ,:hl—HUuJ 3 f]’;:hg—HUu’z N
ott u = us (X1, X3), et by, hy sont les deux composantes du champ magnétique
induit.

En résolvant le probleme (voir Grisvard [31] pour le probleme de singularite),

la partie singuliére de la solution au voisinage de la fissure est donnée par

w= A+/rsin(0/2) , ¢ =—B/rsin(0/2) , (46)

olt (r,0) sont des coordonnées polaires centrées & la pointe de la fissure et les
coefficients A et B sont déterminés par la géométrie du corps et les conditions
aux limites. Au voisinage de la pointe de la fissure, on a :

- H H

K
hl = sin 0/2 h2 B
Vimr (6/2) , Vamr
ol on a introduit le facteur d’intensité du champ magnétique KH et le facteur

d’intensité de déformation K'* par
K= 7B/V2, K=y A/2. (48)

L’ordre de singularité est le méme que celui obtenu par shindo [12,13] et [32].
Pour J et J* nous obtenons aprés calcul les expressions suivantes :

cos(8/2) , (47)

7= ey —e (k7)) +BHOKT K (49)
et
74 = %{,_L (K*)® —x (K”)z} +bHKYK® (50)

el leur difference est

A =J—J"= —% (KH)2 + H°K®K* . (51)

Si le champ magnétique est supprimé, alors le dernier terme de (51) devient
nul et AJ qui devient négative et est due seulement au champ magnétique induit.
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Cela est équivalent & dire que le champ magnétique a une contribution négative
au taux de restitution de I’énergie. Par conséquent, sa présence est bénéfique
du point de vue de la rupture. Par conséquent, 'intégrale J a une tendance a
minimiser Pévaluation de la rupture tandis que l'intégrale J* indique, quand un
champ critique est appliqué, 'avancement de la fissure.

9 Conclusion

Dans ce chapitre, on a fait une analyse de la contribution du champ magnétique
sur la fissure pour les matériaux ferromagnétiques et on a proposé les expressions
des taux de restitution des énergies correspondantes.

D’une maniére générale, le présent travail considere un seul type de ce qu’on
appelle les forces matérielles. D’un autre point de vue, on peut remarquer qu’un
champ magnétique appliqué donne naissance a une force, également matérielle,
sur les dislocations (défauts microscopiques) [33, 34].
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Conclusion Générale

Apres avoir rappelé la définition d’un matériau ferromagnétique, la premicre
partie a é1é consacrée a I'analyse du phénomene de magnétostriction afin de
déboucher sur des moyens et méthodes qui permettent la modélisation de ce
type de comportement. Un autre probléme abordé dans cette partie est celui
On a rappelé le modele physique de Preisach, le modele micro-
scopique de Néel et le modeéle mathématique de Visintin. En se basant sur la
théorie du micromagnétisme et en appliquant les statistiques de Maxwell Boltz-
mann, le modele de Jiles et Atherton explique bien le phénomene de 'hystéresis
troduction de la fonction de Langevin.

de I'hystérésis.

par intermédiaire de I'it

travail des simulations numériques

On a présenté dans la deuxieme partie de ce
Pour cela, on prend un échantillon

pour des effets d’hystérésis magnétomécanique.
ferromagnétique non aimanté et on exerce un champ magnétique croissant; la
courbe de premiére aimantation obtenue est réversible lorsqu’il s’agit des matériaux
llins et irréversible quand il y a impureté
ot défauts cristallins. En donnant tous les arguments nécessaires on peut tracer
des courbes d’hystérésis ainsi que des courbes dérivées. Si cette théorie décrit
complétement le cas général pour les boucles d’hystérésis, elle a besoin d’etre
étendue au cas ot les contraintes et le champ magnétique appliqué ne sont pas
paralleles et il faut noter que Pinfluence du couplage magnétomécanique est quan-
{itativernent assez mal reproduite, les courbes d’hystérésis magnétique n’étant pas

assez sensibles a Deffet de contraintes.

ot il 0’y a ni impureté ni défauts crista

ce travail, on a utilisé le modele développé récem-
¢ déduire un ensemble cohérent de relations ther-
| de Deffet magnétomécanique. On a introduit
nir compte de I'accroissement de certains do-
Un modéle équivalent a celui de

Dans la troisieme partie de
ment. par Motogi et Maugin pou
modynamiques pour la descriptior
aussi des variables internes pour te

maines magnétiques aux dépens des voisins.
Chen pour les ferroélectriques est aussi obtenu. Alors la théorie est appliquée a

la description du phénomene de la magnétostriction induite par des contraintes
et du phénomeéne de I'aimantation induite par des contraintes. Les simulations
numériques, 'extension de ce modele aux matériaux polycristallins et la com-
paraison avec des données expérimentalles feront, on I’espere, l'objet des travaux

futurs.
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La quatrieme partic de ce travail a été consacrée a la présentation de la formu-
le restitution de Pénergie et de l'intégrale J magnétoclasti-
{ des matériaux ferromagnétiques mous.
s sont faiblement

lation générale du taux ¢
que des matériaux paramagnétiques e
(‘ette restriction signifie que les corps magnétiques considéré
Tet, ’hystérésis n’est pas présent. Une simple applica-

magnétisables et que l'e
un corps magnétostrictif, sous Paction

tion au probleme des fissures antiplanes d’
’un champ magné- tique axiale a illustré exploitation des expressions obtenues.

a done étudié certains aspects du comportement magnétique
macroscopique complexe en utilisant au mieux les analogies avec les comporte-
ments mécaniques typiquement irréversibles (plasticité et rupture). De plus. ona
dans ces comportements le couplage avec les effets mécaniqgues
ceci dans le but de cerner soit Uinfluence des sol-
se magnétique irréversible (Phystérésis), soit
mécanique.

(ilobalement, on

essayé d'introduire
(essentiellement contraintes),
licitations mécaniques sur la répon
Pinfluence des champs magnétiques sur le phénomene de rupture
nce d’un véritable passage micro-macro

La conclusion globale est qu’en Pabse
), la thermody-

(qui serait certainement difficile pour les phénomeénes concernés
ibles fournit un guide trés utile. Il reste a rendre

namique des processus irrévers
limensionnelles et & confirmer certains

certaines modélisations complétement tric
effets quantitativement par des expériences. De telles ex
laboratoires Francais Américains et Japonais.

périences sont actuelle-

ment en cours dans différents
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Abstract—In this work, we present a constitutive relation that appears to give a good description of
rate-independent magnetomechanical hysteresis in ferromagnetic materials. Notions such as residual
magnetization, magnetic loading (or unloading) function, first magnetization curve, major hysteresis
loops, primitive hysteresis loops and derivative curve are introduced. The main arguments which are
necessary to construct the magnetic hysteresis loops and the derivative curves are discussed. We also
study the effects of couplings with the stress on the overall shape of the magnetic hysteresis loops and
the level of saturation. The hysteresis loss associated with a general loop is found.

1. INTRODUCTION

Hysteresis is generally considered as a rather well characterized response to a cyclic loading.
Typically, after a while, the response itself has become periodic for a periodic loading.
Hysteresis phenomena abound in nature and they are observed in many materials and
processes: to name a few, the stress-strain mechanical response, the magnetic hysteresis loop of
hard ferromagnets and the electric hysteresis loop of ferroelectric crystals.

Preisach [1] was the first to devise such a model by considering a magnetic material as an
assembly of small domains, each presenting an ideal, shifted, rectangular hysteresis loop, and
then assuming a distribution of such domains in the ad hoc plane. Néel’s works (2, 3] go further
in a deeper microscopic understanding of magnetic hysteresis by relating ferromagnetic
hysteresis to the irreversible motion of magnetic domain walls, the latter being pinned from
time to time on structural defects which, themselves, are distributed at random.

Having in the past been concerned with magnetic relaxation in rigid or deformable
ferromagnets [4-6] and with the coupling between defects and dynamical magneto-elastic
properties in crystalline ferromagnets [7, 8], Maugin and co-workers [9-11] were asked to
examine the relationship and interactions between magnetic hysteresis and the mechanical state
of some materials. This has an important practical side because of the development of
nondestructive methods of stress analysis utilizing the Barkhausen effects, i.e. the magnetiza-
tion by jerky motion of magnetic domain walls [12-14].

The magnetic hysteresis loop is a manifestation of the key property of ferromagnetic
material. Its different parameters, i.e. the coercive magnetic field, the maximum value of the
amplitude of the residual magnetization and its slope are sensitive to a wide range of different
effects [15]. The hysteresis loop is sensitive to the action of the stress. There is thus evidence of
a marked coupling between the ferromagnetic hysteresis loop and the state of stress [19-21].

Basing on previous studies [16, 17] on pure ferromagnetic hysteresis, we explore physically
relevant implications of a class of constitutive relations for unidimensional, rate-independent,
ferromagnetic hysteresis. We present in this work a numerical simulation of one of the
above-mentioned effects on the overall shape of the magnetic hysteresis loop of ferromagnetic
materials, namely, the effects of stresses on different features of the magnetic hysteresis loop.

First we study the effects of the stresses on the first magnetization curve and on the slope of
the hysteresis loop while holding unchanged the level of saturation of the residual magnetiza-

tion. The slope of the hysteresis loop will depend on both the magnetomechanical coupling
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coefficients and whether the stress is tensile or compressive. However, from the experimental
point of view this is not the case. Generally if we submit a ferromagnet to some loading, say,
stress, all the parameters of the hysteresis loop will be influenced by this loading. To overcome
this problem we propose, for instance, a formula to express the dependence of the level of

saturation on the stress.
In the following sections we derive explicit formulae which are necessary to construct the

hysteresis loop, namely, the first magnetization curve, the major hysteresis curve, the derivative
curve and the hysteresis loss associated with the loop.

2. GENERAL RELATIONS

The state of a medium, for dissipative effects, depends on the past history, and this is
accounted for through variables called internal variables. Among these state variables we may
consider the residual magnetization MR, we shall denote by M" the reversible magnetization.
Thus, in the one-dimensional case [10, 18],

MR =M - M, (2.1)

where M is the total magnetization.
We explore physically relevant implications of classes of constitutive relations for uni-
dimensional ferromagnetic hysteresis. These relations have the general form [16, 17]:

B =a |H|(f(H)- B)+ Hg(H), (22)

in which the magnetic field H and the magnetic flux B are real-valued functions of time with
piecewise continuous derivatives, H, B. Here a is a positive constant, |H| is the absolute value
of H, and f and g are prescribed real-valued functions on |-, +®[. We here derive
consequences of (2.2) under the following hypotheses [17].
(i) fis a monotone, increasing piecewise smooth odd function with a derivative, f’, that is
not identically zero and that has, for large H, a finite limit f'().
(ii) g is a piecewise continuous, even with a limit, for large H, obeying

Blea)=J"(=). (2.3)

To study a concrete case, we consider that only the behaviour of all the physical quantities
along a fixed direction intervene. Thus, in the one-dimensional case, we have the following

relations,

B =puo(H + M), (2.4)

in which u, is the vacuum permeability. We have also

M=M+M®
2.
‘[Mr =kH ’ (23)
where k is a constant given by
dM
k=— , 2.6
dH | yy=py (2.6)

with Hj is the maximal magnetic field. The second of (2.5) is certainly not true in general as M"
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certainly is a nonlinear function of H over the range of fields considered. Still we use it as an
approximation.

Thus, combining equations (2.4), (2.5) and (2.6), one obtains a functional relation between
the magnetic-field intensity H, the magnetic-induction intensity B and the residual magnetiza-
tion M*,

1
MR=—B-(1+k)H. (2.7)
Hao

Accouting for equations (2.7), equation (2.2) yields,

MR =a |H|(F(H) - M®) + HG(H), (2.8)
with

Feny =L vk
“:1 . (2.9)
ay=E0 4y

Ho
We can choose the parameters of the functionals f(H) and g(H) in such a manner to have
the preceding hypothesis (i) and (ii) for F(H) and G(H).
If we apply a magnetic field (this is the purely magnetic case), the residual magnetization M*
is given by equation (2.8). But, when we apply a magnetic field H/ and a mechanical stress o,

the magnetization M® (the superhat corresponds to a magnetomechanical coupling) in the
medium corresponds to that obtained in the case of a fictive magnetic field A in the form [10]:

A =H - 2RpaM*, (2.10)

where p is the coefficient of elastic compliances and R is the coefficient of magnetostriction.
The applied magnetic field H is a function of time, but the applied mechanical stress o is fixed
(positive value or negative value). For simplification equation (2.10) is rewritten as

H=H - BMR®, (2.11)

where B is a real quantity. In analogy to equation (2.8), when we have a magnetomechanical
coupling, the residual-magnetization time rate has the form

MR=a|H|(F(H)-M?+HG(H). (2.12)

3. GENERAL OBSERVATIONS

To produce the hysteresis curve one needs to apply a periodic external agent H with a
possible increase in the amplitude as a function of time . If we take H(1) to be non-zero at each
such 1, then A () is also non-zero at each such ¢, and equations (2.8) and (2.12) becomé

dmM®
dH

= aS(H)(F(H) - M®) + G(H), 3.1)

and

(1 R

dM . -
T =aSH)FA)-M¥+G(A), (3.2)
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where
+1for X >0

. ; 33
—1for X <0 (3:3)

SiX )= {

We must find relations between the coupled residual magnetization M*® and the applied
magnetic field H. Thus, on account of equations (3.1) and (2.11), the relation (3.2) becomes

dMR

== {1 - BlaS(H)F(H) — M®) + G(H)]}

x{aS(A)F(HA) - M®) + G(A)}. (3.4)

3.1 Computation of S(ﬁ)

When H is increasing we have
N

{S.(H) =L (3.5)
H=|H|
Using the relations (2.11), (2.8) and (3.5), one may obtain

A = H{1 - B(a(F(H) - M®) + G(H))}. (3.6)

Under the hypotheses (i) and (ii), we can choose the function G(H) positive and a real
positive a. When H >0, we have [17]:

F(H)= M~ (3.7

Taking into account the form of A given by equation (3.6), we can conclude that 7 >0 in
twoO cases
8 <0, (3.8)

or

1 ‘
B< o IF(H) = MN| + G(H) ie. B« (3.9)

When H is decreasing, we have,

{S(H)z_l (3.10)
H=-|H| '

Using the relations (2.11), (2.8) and (3.10), one may obtain
A = H{1 - B(a(M® — F(H)) + G(H))}. (3.11)

If H >0, we shall have [17]:
F(H) =< M~ (3.12)

Thus, A <0 if one of two relations (3.8) or (3.9) is true, in this case, we have

S(H)-S(A)=1. (3.13)

Taking into account the form of 8 given by equations (2.10) and (2.11), the sign of B can be
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changed, thus the relation (3.8) is not true. Thus, the only condition on B is the relation (3.9).
When equation (3.13) is true, the saturations of the two hysteresis curves, for the purely
magnetic case and the coupled magnetic case, are reached at the same time.

3.2 Solution of the hysteresis equations

When H is increasing, S(F) = S(H) = 1, the solution M} of (3.1) that starts at (H,, M{) is
ME(H) = M(H: Hy, M)

H
= F(H) + [M§ = F(H)Je "~ —e™2" | (F'(§) = G(§))e™dé,  H=H,,  (314)

HU
and the solution MR of (3.4) that starts at (H,, M) is
BER(H) = FR(H: Ho, MI5) = AL(H) + (11§ ~ AL (Ho)le Tt

H
— e TRmOd [ (41 () = By (€)Y g, H = Hy, (3.15)

where
M (H) = TL(H: Ho, M) = ed1 = B(a(F(H) = ME(H) + G(H))}
Bu(H) = Bu(H: Ho, M) = G(A){1 =~ B(a(F(H) = ME(H)) + G(H))}
A =H-BMY(H)
Au(H) = AL(H; Ho, M§) = F(H).

(3.16)

When H is decreasing, S(H) = S(H) = —1, the solution MY of (3.1) issuing from (H,, M{) is

MU (H) = ME(H; Ho, M§)
Hy
= F(H) + [MR = F(Hp)Je *® 1 + e[ (F/(§)— G(£))e ¢ d¢, H=H, (317

7
and the solution MY of (3.4) issuing from (H,, M) is

MRB(H) = MR(H; Hy, MY = Ax(H) + [M& - AU(HO)]e-Ii’wnumm

Hy

+ IO d] T (40(8) - By(g))e MO U g, H < Hy, (3.18)
H

where
Ny(H) = TIy(H; Hy, M§) = a{l = Bla(M3(H) — F(H)) + G(H)]}
By(H) = By(H; Hy, M§) = GUA(1 - Bla(MS(H) — F(H)) + G(H)]}
A =H—BM5(H1HU» M(l})
Ay(H) = Ay(H; Ho, M§) = F(H).

(3.19)

3.3 Initial magnetization curves

If the applied magnetic field H is equal to zero, the residual magnetization MR® is also equal
to zero. Thus, using the relation (2.11), we have also A =0 and MR® =0 for each value of the
applied stress. The two initial magnetization curves are the loading curves from the
demagnetized state (0, 0) and are given in the purely magnetized case by

H
MR(H) = MR(H; 0, 0) = F(H) — e~ J (F'(&) - G(&))e™ de, (3.20)
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and in the coupled magnetized case by
H
ME(H) = ME(H;0,0) = A (H) — e MO (47 (¢) — B (&) mOuge (321
0

To obtain (3.20) and (3.21) from (3.14) and (3.15) we use the fact that because fis assumed
in (i) to be an odd function and use the relation (3.16)

AL(0) = F(0) =0. (3.22)

The function G is assumed in (ii) to be even. It follows from (3.1) [respectively (3.2)] and
(3.22) that G(0) [respectively By (0)] is the slope of the initial magnetization curve in the purely
magnetic case (respectively in the coupled magnetic case) at H =0, Thus

%ME(H, 0, O)I}]:() = G(O) >0, (3.23)
and
%ME(H; 0, 0)1r-0 = BL(0) = G(0)(1 — BG(0)) > 0. (3.24)

Equations (3.1), (3.2), (3.23) and (3.24) and the observation that G'(0) =0 yield

FME r— .
a2 (H;0, 0)|H:0 =a(F'(0) - G(0) (3.25)
and
MR 5 )
a2 410, 0)|1-0= a[(1 = BG(0))* = BG(O))(F'(0) — G(0)). (3.26)

Experience indicates that the initial magnetization curve has a positive second derivative at
zero; such is the case here [in equation (3.26) we use the fact that 8 is very small] if and only if,

F'(0) > G(0). _ (3.27)
3.4 Major hysteresis curves
The quantities
MU(H; +o) = Hlin}rx M(H; Hy, MY) (3.28)
and |
MY(H; +) = Jim ME(H; Hy, MY), (3.29)

can be regarded as the residual magnetizations in a material that has been loaded to saturation
and then monotonically unloaded until the magnetic field has value H.

The graphs of the functions H > M{(H; +) or H— MY(H; +®), —» < H < +, are called
the unloading portions of the major hysteresis loops. It follows from (3.17) and (3.18) that

MY (H; +) = F(H) + e"”f+= (F'(&) — G(§€))e ¢ d¢ ' (3.30)
and

BIE(H: +) = () + 0% | (aii6) ~ Bu(@pe 0w ag (3.31)
H

Here, the functions A, Il and B, are function of H and +oo, for example A,,(H)=
Au(H; +x),
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The function H — MR(H; —x) or H — MY(H; —), — < H < +, where

MP(H; —»)= lim M(H; Hy, MF) (3.32)
Hy—s—x
and
MY(H, “m)— llm MY(H; Hy, M§), (3.33)

describes the loading portions of the major hysteresis loops; by the relations (3.14) and (3.30),
we have

MH: —) = F(H) =~ [ (F(0) - Geede
—ME(H; +) | (3.34)

and by the relations (3.15), (3.16), (3.19) and (3.31), we have
H H
MY(H; —®)= A (H)—e™ P HL(r)er’ (AL(E) - BL(§))615 MO dr gz

= — MR (—H; +). _ (3.35)

Here, the functionals A, II, and B, are a function of H and -, for example
[I.(H) =TI.(H; — ).
It follows from (3.14) and (3.15) that, for each initial pair (H,, M{).

lim_(ME(H; H, M)~ F(H)) = lim_e™*" " (G &) - F())e de (3.36)
G Hy

and

H
lim (MP(H; Hy, M§)— A(H))= lim Cfl”"n“(')d'J‘ (BL(£) — AL(£))e/n M4 dg  (3.37)
Hevke Hy

H—+x

and the assumption that F' and G have limits obeying (2.2) and takmg into account of the
relations (3.16) yields

Jim e f (G(§) - F'(£))e*t dg =0, (3.38)
and “
tim e B H (BL(£) — AL(£)e/ O gg = 0, (3.39)
Thus "
lim (ME(H; Ho, M5) — F(H)) =0 (3.40)
and
Lim_(FE(H: Ho, B8~ Ay(H) =0 (3.41)

The relation (3.16) yields

Jlim(F(H) - A(H) = 0. (3.42)
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According to the three last relations, we have

lim (MR(H; Ho, M§) — MT(H; Hy, M()) = 0. (3.43)

H—+o
In the case where we have (Hy, MY) = (Hy, M§) = (0, 0), and using (3.43), we can say that
the two initial magnetization curves, for both purely magnetized curve and coupled magnetized

curve, have the same level of saturation.
In the same manner, and using relations (3.30), (3.31), (3.34), (3.35), (3.16) and (3.19), we
have

lim (MR(H; —®)— M{(H; —=))=0 (3.44)
H—+x

and
lim (MB(H; +o) — MG(H; +%))=0. (3.45)
H—+ox

’I‘h\us, the level of saturation of the two major hysteresis curves is the same.

We have seen that the second derivative of the initial magnetization curves, equations (3.25)
and (3.26), are positive in the demagnetized state if and only if (3.27) holds. If that relation be
assumed, then

F(H)=G(H) for 0sH=+x (3.46)
yields not only
j+m (F'(H)~ G(H))e *#dH=0 for 0=H<+x (3.47)
and ’
f - (AL(H) — By(H))e WMOU =0, O0sH<+ (3.48)
but also ’
rw (F'(H)—- G(H))e *""dH >0 (3.49)
and )
jom (AL(H) - By(H))e 0 04 gH >0, (3.50)

In view of (3.30) and (3.34), the relation (3.47) implies that
MR(H; +o) = F(H) = M{(H; —). (3.51)

In the physically important case in which (0,0) is not on the major hysteresis loop, the
consequence (3.51) of (3.47) implies that (0, 0) is anterior to the loop, i.e. that

ME(0; +=)>0>M}(0; —) (3.52)

and, in view of (3.22) and (3.30), that (3.49) holds.
In view of (3.31) and (3.35), the relation (3.48) implies that

{M[_RJ(H; +x)= Ay(H) = Ay(H; +=)

N . 3.53
MIR(H: — ) < AL(H) = A(H; —) 232

Using relations (3.31), (3.35) and (3.50), we can prove that

MR(0; +2) > Ay(0) = AL(0) =0 < ME(0; —). (3.54)
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3.5 Coercive magnetic field

The states on the major hysteresis loop with the applied magnetic field H is zero, in the
purely magnetic case, are (0, MY) and (0, —MY); and the states on the major hysteresis loop
with the applied magnetic field H is zero, in the coupled magnetic case, are (0, MP) and
(0, —M®). The parameters M} and MF? are called the retentivities. In view of (3.30), (3.31)
and (3.32):

MR = ME(0; +0) = f (F'(£) - G(&))e ¢ d¢ ' (3.55)
and
FE = R0 4oy = [ (AL - Bu@e 0% dg (3.56)

It follows from the sentences containing (3.49) and (3.50) that if the thermodynamical
relation (3.46) be granted, the retentivities, MY and MY, are positive if the second derivatives
of the initial magnetization curves, in both purely and coupled magnetic cases, are positive at

the demagnetized state.
It is clear from the equations (3.55), (3.56) and (3.19) that

MR>MR if B<0 (3.57)
and
ME>ME if g>0. (3.58)

The coercivity, H,, in the purely magnetic case, obeys the equation
M(H,; —=) = M{(—H; +®) =0 (3.59)
and the coercivity, H,, in the coupled magnetic case, obeys the equation
MY(Hy; —%) = MY(~Hee; +2) =0. (3.60)

Taking into account the last two equations and the expressions of ME(.; —) and ME(; +=)
given by (3.34) and (3.35), H, and H,. are solutions of

H,
F(H) = e[ (F(&) - G(®)e de (361)
and
Hee ¢
A = e mos [ (4l () - BuE)emOv g (3.62)

Using the relations (3.49), (3.50) and taking into account the hypotheses (i) and (ii), we can
conclude that

H.>0
© : A0
{H¢c> 0 (3:63)
It is clear from the relations (3.61), (3.62) and (3.16) that
H.>H, if <0
{Hcc <H, ifp>0’ (.54)

We are interested in different scenarios for the hysteresis in the presence or absence of
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magnetomechanical couplings. We can conclude that the value of the coercive field and the
value of the retentivity will be modified by the coupling with a stress.

3.6 Derivative curves

Taking the derivatives, in the purely magnetic case, the equations (3.34) and (3.30), we
obtain the following expressions

L 1, = Gty + e[ (F'(0) -~ Gleetae (365)
dM”(H+) G(H) + ae™# [ (F(©) - Gl de (3.66)

and
dMR( H; +oo )ﬂdMR(H ~ o), (3.67)

Taking into account the hypotheses (i) and (ii), we can conclude that

dMR

(H —0)>0

d MR (3.68)

(H +00 )>0
Thus, the derivative curves of the two major hysteresis loops are positive and symmetric.
In like manner, in the coupled magnetic case, we obtain the following expressions:

dMR(H )= By(H) + I, (H)e ™ "L“""f (AL(E) — BUE)S MO dE  (3.69)

MR +oc
S (H; ) = By(H) + TR 0% (410) ~ Bu(@ne #M0vag (3.70)
H
dM¥ dm}
— - s ) o 7
U (—H; o) = L (H ), | (371)
and
M "(H ~—®)>0
(3.72)
R
dg:_lu(H;+w)>0

We are interested, here, in the derivative curves, because the Barkhausen effect, i.e. the
magnetization by jerky motion of magnetic domain walls, has the same characteristic as the
derivative curves [22-24].

4, NUMERICAL SIMULATIONS

We have found that for a ferromagnetic material a useful example is provided by the case in
which:
{F(H)=AL(§H)=A(coth(§H)-1/§H) @1

G(H) = F'(H)(1 = ye™*"")

with A, ¢ and p positive and with 0<vy<1. The first of (4.1) introduces the well known
Langevin function L(X). The second is introduced in an ad hoc way. In this case we have
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F'(H)> G(H) for all finite H and G () = F'(e) = 0. For such a material, it follows from (3.23)
that the initial permeability obeys,

A
G(0)==(1-y)>0. (4.2)
3¢
Using the relations (4.1) and (3.20), we have the following expressions
lim MR(H;0,0)= lim F(H)=A= MY, (4.3)
H—+= H— oo

where MY is the residual magnetization at saturation. For all H in the interval [0, +[, we can
say that the values of the function F(H) are always larger to the values of MT(H;0, 0).
If we assign to the material parameters the values,

A=5000, ¢£=2, y=085 a=085 p=0.1 (4.4)

and using a computer program, the major hysteresis loops and the derivative curves are as
shown in Figs 1 and 2.

The nonlinear behavior of the residual magnetization at saturation suggests the following
exponential dependence of the maximum value of the amplitude of the residual magnetization
on the stress in the one-dimensional form,

MR = MR+ C,(1 - exp(—C0))) (4.5)

where C, and C, are material coefficients.

Simulations of this influence of stresses on the major hysteresis curves are given in Figs 3
and 4.

In the case in which the amplitude of the maximum value of the residual magnetization does
or does not depend on the stress, equation (3.62) shows that the coercive magnetic field will
change according to the magnetomechanical couplings as shown in Figs 1, 3 and 4.

The sign of the stress, the coefficient of elastic compliances and the coefficient of
magnetostriction (i.e. 8) will play an active role in the change of the shape of the hysteresis
loop.

Figures 1(a) and (b) show the computed magnetization hysteresis for B negative, and 8
positive. In this new model, coercivity varies with stress, which is often the case [22], but is not
in good agreement with experimental results for alloy steels [19].

According to the form (4.5), application of a compressive (resp. tensile) stress implies a
nonlinear decrease (resp. increase) in the amplitude of the maximum value of the residual
magnetization, provided that C, and C, are positive as seen in Figs 3 and 4, but the shape of
the hysteresis loop will be influenced by the sign of .

On account of equation (4.5), the coercive magnetic field, as well as the maximum value of
the amplitude of the residual magnetization decrease with increasing compressive stress as
shown in Fig. 3(b) produced by the present model and confirmed by the experimental results
[20, 23].

The Barkhausen effect is the most widely exploited of the magnetic NDE techniques for
measuring stress. Tiny discontinuous jumps in the magnetization of the sample as the field H is
changed, are sensed via electromagnetic induction in a pickup coil. The jumps are due to
domain walls translating as they get unpinned and then pinned again. As the magnetization
changes rapidly with H, the number of Barkhausen counts increases correspondingly.

Figure 2 shows theoretical curves for aM®/oH versus H, that have been obtained from the
model for a specific set of parameters A, £ v, a, p, and for values of g = —0.00008, 0,
+0.00008. The characteristic shape of the curve in Fig. 2 is confirmed in the experimental data
[24].

The Barkhausen noise peak coincides with the peak in the differential residual aimantation
dM®/dH, not the peak in the total differential aimantation dM/dH, as previously suggested.
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MR

(a)

H
b

MR

(b)

H
Fig. 1. (a) Hysteresis loops produced by the model: ( ) in the absence of couplings and (----)

magnetomechanical couplings 8 = 0.0003; (b) hysteresis loops produced by the model: (----) in the
absence of couplings and ( ) magnetomechanical couplings 8 = —0,0003.

This is because Barkhausen noise is associated with domain-wall movement, which is associated
with the irreversibility.

5. PRIMITIVE HYSTERESIS LOOPS

A hysteresis loop is an oriented closed curve, I'. Such a curve has a parameterization
t— (H(t), MR(t)), 0=t =7 with the functions ¢+ H(f) and r— M®(t) obeying (2.8) and the
conditions H(0) = H(z), MR(0) = M®(z). If this parameterization can be chosen so that H
decreases on an interval [0,,] with 0<t, <7 and increases on [f,, 7], we say that the
hysteresis loop is primitive, we use such a parameterization, and we therefore have

H)=H(t)=Hy, H(t,)=H,, (5.1)
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dMR/OH

H

Fig. 2. Derivative curves produced by the model: (——) in the absence of couplings, (---)
magnetomechanical coupling 8 = —0.00008 and (——— ) magnetomechanical coupling 8 = 0.00008.

with
Hy, = max H, H,, =min H. (5.2)
r r

The energy expanded in a single complete traversal of a hysteresis loop, in the purely
magnetic case, i.e. the hysteresis loss associated with the loop [16, 17], is

w= 3€ HdB = —j BdH = —J B(t)H(r) dt. (5.3)
F I 0
Taking into account the relations (2.5), (2.6) and (5.1), the relation (5.3) becomes
W= —po j MR(H(¢) dt. (5.4)
0
For a primitive loop,
Hy Hy
w=pof  ME(H) AH — o  ME(H) aH. (55)
Hp Hyp
And the energy expanded, in the coupled magnetic case, is
Hy Hpyy o
we= o WIS(H)AH = po| ~ MIE(H) aH. (5.6)
m HM

In the following relations, we are interested in the coupled magnetic case, because the purely
magnetic case is a particular case (8 =0).

As a primitive loop is a closed curve, the functions M} and M have a common value, MY,
at H,, and another common value, MR, at H,. For simplification we are interested in a
symmetric primitive hysteresis loop, i.e. H,, = —Hy and M5y =—M}:

{ R(Hus o )= MBS (Hys ., ) =My
M¥(~Hy;., )= ME(=Hy;., )=MR=-M%’

(5.7)
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(a) M*

Stress = 0 MPa

Stress = 0 MPa

Fig. 3. Theoretical hysteresis loops produced by the model. The level of saturation depends
nonlinearly on the stress: (a) C, =8.5, C;=0.7, 8 = —0.0003; (b) C, =8.5, C,=0.7, 8 =0.0003,

The functions M and M must be as in (3.15) and (3.18) with appropriate values of H, and
M£E; here,

ME(H) = MY(H; ~Hy, M%) = AL(H) — (M} + AL(= Hyy))e ™/ O«

H
— e~y o) dfj (AL(E) - BL(f))eIE_”M () dt dé¢ " (5.8)
—Hy

and

MIG(H) = MUS(H; Hy, BI5) = Au(H) + (B = Au(Hyg))e /i 0o

1 Hu ¢
+ e n Tu(0) ot L (A{J(é") - BU(f))G Jing Mu(e) de dé. (5.9)
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Stress = 100 MPa
Stress = 50 MPa

Stress = 0 MPa

Stress = 0 MPa

Fig. 4. Theoretical hysteresis loops produced by the model. The level of saturation depends
nonlinearly on the stress: (a) C, =8.5, C,=0.7, 8 = —0.0003; (b) C, =8.5, C;=0.7, 8 =0.0003.

As the equations MY(Huy: Huy, M%) =M% and MR (—Hy; —Hy, —-MY)=—-M%, hold
trivially, the relations (5.7) are equivalent to the following pair of simultaneous equations for
~M% and M%:

{ME(Hm! HHM) —'Mﬁf) = Mﬁl
ME(—Hps H, M) = M3

On solving these equations, taking into account the expressions (3.16) and (3.19), we find the

following relation

(/MO | o= SN TN R _ 4 (H,,))

Hy Hy
=- f (AL(E) ~ BL(£))efs 0 dg - f (AL(E) - Bu(§))e sm0% (511

(5.10)

€5 33-9-8
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In the purely magnetic case, 8 =0, the expression (5.11) will be reduced to

cosh(aH) .., .12)

M,F;,:F(HM)—L W) — O T

By using (5.11), (3.16) and (3.19) to eliminate (MY + A (—H),)) from (5.8), and (5.11),
(3.16) and (3.19) to eliminate (M5, — Ay(Hy)) from (5.9), one obtains explicit expressions for
MT and MY in terms of the pair (—Hyy, Hy), thus proving that a primitive loop is uniquely
determined by its extreme values of H. The hysteresis loss w.(—H,, Hy,) associated with a
primitive loop whose extreme values of H are —H,, and H,, is obtained by placing in (5.6) the
formulae for MJ(H; —Hy, Hy,) and MS(H; —H,, Hy) obtained from (5.8), (5.9) and (5.11).
After some algebra we find that

Hy
(= Hag, Hue) = 2ol135 = A (Hyg)e 009 [ (@ R0 1 gff o) g

0

e[ ([ i@ - Bt movag) an

+ ZM:JUHM (f;M (AL(£) - Bu(£))e' "L"""dé*) dH (5.13)

where (MY, — A_(H,,)) is given by (5.11).
In the purely magnetic case, 8 = 0, the hysteresis loss w(—Hy,, H,,) take the form, i.e. (5.13)

reduce to:
e N B B Hu B cosh(aH)
o W H) = | () - amy an = [ - G 2R ar

Hpy
=My _f g(H) dH.

0

6. CONCLUSION

We have presented a constitutive relation capable of displaying magnetomechanical
hysteresis effects in continuous media.

If the theory is to be completely descriptive of the general case for hysteresis loops, it needs
to be extended to the case where the stress axis is in a general orientation, relatively to the
applied magnetic field.

Since it is important to be able to detect residual stress in steels, the recent progress made
has been heartening, particularly in the devlopment of the theory. Further progress in the
future seems imminent.

Acknowledgemenis—This paper was completed when the author stayed at Laboratoire de Modélisation en Mécanique,
Université Pierre-et-Marie Curie. The author is grateful for scientific discussions with G. A. Maugin and the hospitality
offered by members in the Laboratory.

REFERENCES

(1] F. PREISACH, Z. Phys. 94, 277 (1935).

[2] L. NEEL, Cahiers Physique (Paris) 12, 1 (1942); 13, 18 (1943).

[3] L. NEEL, Ann. Univ. Grenoble 22, 299 (1946).

(4] G. A. MAUGIN, Physica 81a, 454 (1975).

[5] G. A. MAUGIN, Micromagnetism. In Continuum Physics Vil. 1l (Edited by A. C. ERINGEN), pp. 213-312.
Academic Press, New York (1976).

(6] G. A. MAUGIN, Phys. Rev. B2S, 7015 (1982).

e e A e Rmm—=




Magnetomechanical hysteresis in ferromagnetic materials 1249

[7] G. A. MAUGIN, Classical magnetoelasticity in ferromagnets with defects. In Electromagnetic Interactions in
Elastic Solids (Edited by H. PARKUS), pp. 243-324. Springer, Vienna (1979).
(8] G. A. MAUGIN and A. FOMETHE, Int. J. Engng. Sci. 20, 885 (1982).
[9] G- A. MAUGIN, M. SABIR and P. CHAMBON, Coupled magnetomechanical hysteresis in ferromagnets:
application to non-destructive testing. In Electromagnetomechanical Interactions in Solids and Structures (Edited
by Y. YAMAMOTO and K. MIYA), pp. 255-264. North-Holland, Amsterdam (1987).
[10] G. A. MAUGIN and M. SABIR, Int. J. Plasticity 6, 573 (1990).
[11] M. SABIR and G. A. MAUGIN, Arch. Mech. 40, 829 (1988).
[12] V. M. RUDYAK, Soviet Phys. Uspekhi 13, 451 (1971).
[13] L. P. KARJALAINEN and M. MOILANEN, NDT Int. 51 (1979).
[14] R. RAUTIOAHO, P. KARJALAINEN and M. MOILANEN, J. Magnetism Magnetic Mater. 68, 314 (1987).
[15] G. A. MAUGIN, Int. J. Appl. Electromagmetics Mater. 2, 7-19 (1991).
{16] B. D. COLEMAN and M. L. HODGDON, Int. J. Engng Sci. 24, 897 (1986).
{17] B. D. COLEMAN and M. L. HODGDON, Arch. Rational Mech. Anal. 99, 375 (1987).
{18] S. MOTOGI and G. A. MAUGIN, Nonlinear stress—strain behavior of multi-domain ferromagnets. In Mechanics
of Electromagnetic Materials and Structures (Edited by J. S, LEE, G. A. MAUGIN and Y. SHINDO), AMD-Vol.

161, pp. 99-114, A.S.M.E., New York (1993).

19] D. C. JILES and D. L. ATHERTON, J. Phys. D. Appl. Phys. 17, 1255 (1984).
[20] D. C. JILES and D. L. ATHERTON, J. Appl. Phys. 55, 2115 (1983).

[21] D. L. ATHERTON and D. C. JILES, ND/ Int. 19, 15 (1986).

[22] M. J. SABLIK, Nondestr. Test 5,49 (1989).

(23] M. 1. SABLIK and D. C. JILES, J. Appl. Phys. 64, 5402 (1988).

(24] M. J. SABLIK and H. KWUN, J. Appl. Phys. 69, 5791 (1991).

(Received 24 December 1994; accepted 28 December 1994)




Annexe 2

110




Int. J. of Applied Electromagnetics and Mechanics 7 (1996) 143-163 143
103 Press

Thermodynamical formulation of stress
effects on magnetic hysteresis

Mohammed Sabir
Laboraroire Hydrodynamique, Faculté des Sciences (Semlalia), Département de Physique

B.P. S15, Marrakech, Morocco

Received 27 February 1995

Abstract. In this work, we use a recently developed thermodynamical scheme for the modeling of magnetization and
magnetic hysteresis. This paper aims at a formulation of magnetomechanical effects on magnetization and magnetic domain
structures in single crystalline cubic ferromagnets. With the appropriate identifications, these relations can be considered as an
equivalent thermodynamical basis for Chen’s theory. Time-dependent effects and rate-independent effects are investigated. An
integro-differential equation for the change in domain structures is obtained. The phenomenon of stress induced magnetization

is also demonstrated.

1. Introduction

In the last few decades, ferromagnetic materials have become a subject of growing interest, both
from the theoretical and practical points of view. Ferromagnets are widely used in modern technology.

Characterizing and understanding the magnetomechanical properties of ferromagnets is a difficult
task, owing to the dependence of these properties on numerous factors, such as microstructure, domain
effects, internal stress, crystallographic symmetry and others.

The magnetomechanical properties of ferromagnets have been investigated to some extent, both
microscopically and macroscopically, but still much remains to be done for a better understanding of
the subject.

When mechanical stresses are applied to multi-domain ferromagnets, the magnetoelastic energies
in differently oriented domains are not the same and this causes a change in domain structure.

It is known that if a tensile (positive) stress is applied along the magnetization axis of a specimen
with positive magnetostriction, domain vectors will rotate toward the axis, whereas, if a compressive
(negative) stress is applied, the domain vectors rotate away from the axis. Thus, tension enhances
magnetization whereas compression does the opposite.

There are many contributions to this subject in the literature of the 1930s and 40s. We should
notice, among others, pioneering works of Becker and Kersten [1] and Becker and Doring [2] on
stress effects on magnetization curve, and of Néel [3, 4] on pinning of domain walls by structural
defects, and Brown [5] on stress induced magnetization.

Recently a theory based on physical modeling has been made available to predict the details of
ferromagnetic hysteresis. The theory, due to Jiles and Atherton [6, 7], is useful in that only a few
material-dependent parameters are needed to characterize the hysteresis. This theory has been ex-
tended by Sablik and Jiles [8] to explain magnetomechanical effects in steels and other ferromagnetic

1383-5416/96/$8.00 © 1996 — 108 Press. All rights reserved
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materials. In the paper [9], the author reviews application of that theory [8] to various non-destructive
evaluation (NDE) techniques for measuring residual stress in steels. For instance, the Barkhausen noise
changes its characteristics under applied and/or residual stresses [10-12], and velocity of elastic waves
also depends on the magnetic state [13-16]. Since such NDE is mainly aimed to apply to structural
members, recent studies of magnetomechanical effects on magnetization and magnetic hysteresis are
concerned with very defective polycrystalline materials [6, 7, 17, 20].

Magnetomechanical couplings such as the AE effects are undoubtedly important since they have a
significant influence on the performances of magnetic materials [21, 22]. Moreover, recent develop-
ments in ultrasonic non-destructive testing of residual or applied stresses have revealed that the AE
effect is also important even in structured steels [13, 14].

A thermodynamically based theory of magnetization and hysteresis was recently developed by
Chernyi [23], Maugin et al. [24], Maugin [25, 26], Maugin and Sabir [27], and Motogi and Maugin
[28]. It is based on the non-equilibrium thermodynamics with internal variables (see Germain [29] for
the thermodynamics of continua, Maugin [30] for the general thermodynamic theory of electromagnetic
materials and Motogi and Fukuda [39] for the modeling of AE effect in polycrystalline ferromagnets).
The theory borrows several notions from the modern theory of plasticity [31].

In this. work, we use the model developed in [24, 27, 28] to deduce a consistent set of thermodynam-
ical relations for the description of the magnetomechanical effect. We also introduce internal variables
which take into account the magnetic domain structure. A model equivalent to Chen’s model [32-34]
in ferroelectrics is obtained. Then the theory is applied to describe “stress induced magnetostriction”
and “stress induced magnetization” in the subsequent sections.

2. Summary of model for magnetomechanical effects

2.1. Fundamental thermodynamical laws

In this subsection we set forth the relevant thermodynamic relations developed in [27, 28, 30, 31],
for the formulation of magnetomechanical effects on magnetization and magnetic domain structures
in single crystalline cubic ferromagnets. We start with the local form of the energy conservation law
for deformable ferromagnets:

de

i oi;Di; — H (pfi) + 58 — Vg + ph, (2.1

P

where p, e,0, D, HY, X, q and h are, respectively, the mass density, the internal energy per unit mass,
the stress tensor, the rate-of-strain tensor, the local magnetic field, the exchange force tensor, the
heat-flux vector and the heat supply per unit mass. z and ;5_ are objective time derivatives of yu (the
magnetization per unit mass) and Vi is defined in components by B

B = — 185, ééjZ('ai)j“ ik bk, 2.2)

where §2 is the rate-of-rotation tensor and the superimposed dot denotes the material time derivative.
We introduce the Helmholtz free energy density t by

w =€- 7?9} (23)




M. Sabir / Thermodynamical formudation of stress effects on magnetic hysteresis 145

where 7 is the entropy per unit mass and 6 is the thermodynamic temperature. Then for a deformable
material, on account of Eq. (2.1), it is usually shown that the second law of thermodynamics can be
written in the form of the so-called Clausius-Duhem inequality

: ; R - 1
—-p (UJ +7 9) + 04Dy — Hy (i) + 2y Eij + 0¢.V (5) 2 0. 2.4

The latter relation is the fundamental inequality which governs the thermodynamical evolution of
deformable ferromagnetic insulators.
We assume here that the exchange effects are negligible and the mechanical deformations are small.

Then the inequality (2.4) reduces to

s ; _ ; I
— ('P +8 8) + aij €ij —HF Mi +09.V (E) =0, (2.5)
where e is the infinitesimal strain tensor and we have set

= .00?,01 M = POk, §= poTl, (2.6)
where pg is the mass density in the reference state. ‘

2.2. Method of the local state

The basic ideas of this subsection can be found in [27, 28]. A general review of thermodynamics
with internal variables by Maugin and Muschik [35] will also be useful.

When very fast phenomena are excluded, the thermodynamic processes can be regarded as se-
quences of equilibrium states. The thermodynamic state can be completely defined by the values of
state variables at a given point and time, and the definition of the state does not include the time
rate of the variables. The state variables are of two types. The first type is represented by, in our
case, the temperature 6, the total strain e, and the net magnetization M. The reversible phenomena
can be determined by these variables. For dissipative effects, on the other hand, the state actually
depends also on the past history, and this is accounted for through the second type of variables called
internal variables. We may take the residual magnetization M R and a quantity having the dimension
of magnetization I (see below) as the internal variables. We shall denote by ¢ and M' the elastic
strain and the reversible magnetization, respectively; thus we have

e=¢ +ek, M=M+M~ (2.7)

where eR is the irreversible part of the strain which is attributed to the irreversible magnetostriction
due to changes in domain structure. We do not consider here pure plastic deformation but R represents
a quasi-plastic effect.

In our simplest situation, the reversible magnetization is attributed to the so-called wall bowing at
the very beginning of the magnetization process [36]. The walls are pinned by structural defects and
they can be curved (Fig. 1).

The domain structure will completely return back to the original configuration if the magnetic field
is turned off. Thus this magnetization process in small field regime is reversible. As is schematically
shown in Fig. 1, all the wall bowing will be conceived to contribute to the reversible magnetization
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Fig. 1. Reversible wall bowing at beginning of magnetization process (For the sake of simplicity, the junction points of the
180° and 90° walls are considered as pinning sites).

M. However, the change in the transverse domain volume due to wall bowing might be very small.
Thus the internal variable I can be regarded as a totally dissipative quantity. Both M R and I are due

to irreversible motion of domain walls.
" Analogously to the modern theory of plasticity [31], we shall consider the free energy in the form

of
v :@-(Qra_M.rﬁMRala 9) . (2.8)

We can set the equations of state (these equations can be found in Motogi and Maugin [28], see also
Maugin et al. [24], Maugin and Sabir [27]). They define the partial derivatives of the energy by

- o v i G173 R G v
el e H=-—  H=e—\ H"=-—, 2.9
S=-25 258 L =7 T Tam® T Tl (2.9)

where we discard viscosity effects. With § = S (thermodynamical axiom of the local state) there
remain the dissipation inequality

g et - ﬂL.MR +ER.MR + H™. ] +0q.V (é—) >0, (2.10)

and this can be decomposed as follows:

S=0,+P >0
& =g:éf— H M +HRM +H™] (> 2.11)
&, = 0q.Y (1/6)

where @, is referred to as the intrinsic dissipation and &; is the thermal dissipation. It is usually
assumed that both dissipations separately satisfy dissipation inequalities. Therefore, we obtain the
intrinsic dissipation inequality

O =g N+ HM +HRM +H"I>0, (2.12)

or

¢ =g: &+ H M +H"I>0,
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on account of the fact that
H=-H", (2.13)
(the local magnetic field opposes the Maxwellian magnetic field) and
H' =H+H (2.14)

One can assume the existence of a pseudo-potential of dissipation [29], I, which takes real values,

. ; w ; : . R R
is positive, contains the origin, and is convex in the set of variables {QR, M ,I}. The complementary
constitutive equations are then given by

oIl oIl ol1
@ = oy E_T=—,*§, H" = —. (2.15)
oe oM ol

These relations express the normality properties [36].
More conveniently, we can introduce a loading function f such that the normal-property Eq. (2.15)

are written as

Il

R_:0f .R_.df . . Of = T gm 2
€ —A@: _M_ =A aﬂT, l )\aHm: f_f(g_aﬂvﬂ ) (—16)

There will occur a flow )\ > 0 if f = 0, otherwise A= 0if f < 0. The multiplier ) is the so-called
plastic multiplier in plasticity theory [31]. The loading surface f = 0 determines a convex “elasticity”
domain C' such that

C={(c, H", H™) /f (¢, H',H™) < 0}. @17

Equations (2.16) are none other than the evolution equations of the type of rate-independent plasticity.

It will be worth while noticing here the similarity between plastic deformations and domain wall
movements. Plastic flow will take place when the stress state reaches the yield surface. It is attributed
to fast movement of dislocations or slip lines. They might be impeded by some obstacles, e.g.,
grain boundaries and/or inclusions. Such impediment will result in the so-called hardening. The
domain wall movements is also very fast, which will occur with an increase of external magnetic field
which is needed to overcome the pinning energy by structural defects [3, 4]. The walls are pinned
again by next stronger defects. Such jerky motions of domain walls will consecutively occur and
apparently irreversibly. This is well known as the Barkhausen jumps. The thermodynamic conjugate

forces HR and H™ to M : and ], respectively, represent such pinning fields or configurational fields
which oppose the Maxwellian magnetic field H. They give, consequently, the hardening effects, from
which the magnetic susceptibility can remain finite. (In very pure crystals, the domain wall movement
terminates by a tiny magnetic field in such situations as ours [2]. This means that the susceptibility
is practically infinite.) The situation is practically the same at for deformable materials which present
both hardening and so-called locking (cf. Refs [26] and [37]).

If o, H', H™ are functions of time, then one can show that

g:§R+_H'_T.MR+ﬂ_m.i=O. (2.18)
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This is the orthogonality relation which can be obtained by generalizing a result of plasticity with
hardening (the proof is similar to the one given in plasticity [31]).
We shall consider here a special form of the free energy as

o =g (¢, M",0) + ¥ (MR, 1), (2.19)

where the first term represents the magnetothermo-elastic energy and the second one is the “stocked”
energy related to internal variables [36]. We assume that this latter contribution is a convex function of
its arguments. The orthogonality relation (2.18) can be written, using the evolution equations (2.16),

as

. df .T df .m Of
G5 tH gt H agm =0 (2.20)

i ag
Using Eqs (2.9)s, and Eq. (2.19), we obtain in components

m_ [ % MR+a2¢ri 5. 221
5= aLoMR 77 Tonal ) o

Substituting Eq. (2.21) into Eq. (2.20) and again using Eqs (2.16)2 3, we obtain the expression for the
determination of the multiplier )\ for a given f as
Y(C) <(-,. of it 8 > (2.22)

A\ T2 aaT

where Y(C) = 0 for f < 0and +1 if f = 0, and (.) means the positive part. The quantity £ is called

the hardening modulus which is given by

of oWl of of v df
— oL 23
T 9HP 3,81, OHT —

h= . .
OH dI;0MF 0H]

The positiveness of the hardening modulus h can be envisaged from the convexity of the stocked
energy ¥'.

2.3. Domain structure

We shall consider ferromagnetic single crystals with cubic symmetry. There exists a magnetic
internal structure which is called magnetic domains [22]. In each domain, the magnetic spins are
uniformly oriented to one of the easy axes of the crystal. The boundaries of adjacent domains are
called domain walls. In the case of materials with positive anisotropy constant, the easy directions
coincide with the crystallographic axes. On the other hand, in materials with negative anisotropy
constant, the easy axes are along the diagonal directions of the cubic crystallographic axes.

We can distinguish six directions of domain orientation, which leads to two kinds of domain walls,
one of which is a 180° wall and the other is a 90° wall. The domains separated by a 180° wall are
oppositely oriented and those separated by a 90° wall are perpendicularly oriented.

We consider here, in this subsection, the case where an external magnetic field and a uniaxial stress
are both applied along the z; direction (Fig. 2). In this case the magnetization process is essentially
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Fig. 2. Magnetic domain structure in a cubic single crystal.
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carried by the wall movements. We can observe average responses of the material. One is the average
(net) magnetization M and the other is the average (total) strain e in the z; direction. These are scalar
quantities in this one-dimensional situation.

In order to take into account the domain structure, we shall define domain volume fractions by

1 1
‘—/-;’Uk, Vi = T/—Zk:?f_k, (2.24)

where V is the crystal volume and 5, vg and 3, v_ are the sums of all domain volumes directed
along the +z; and —x; directions, respectively. Since the magnetic field and the stress are applicd
along the zaxis, the z; and z3 directions are identical. We can set therefore

Uy

W= V| E V-1, vy = vy =3, Vo) EV_2 = V3. (2.25)

In our simple one-dimensional case, all four transverse directions are equivalent. This leads to

v =v_g, (2.26)
then it is easy to show that

nwtuvg=1-—4v;. (2:27)
We can then define the following expressions

M= M (v+vy), m=Muwvy, (2.28)

M is the net magnetization in the field direction, Mj is the saturation magnetization per unit volume
and m is a quantity having the dimension of magnetization. The reader interested in this type of
modeling is referred to studies by Motogi and Maugin [21, 28].

3. Thermodynamic model of magnetomechanical hysteresis

In accounting for the effects of stress on magnetic hysteresis, the effective magnetic field E inside
the ferromagnets is [7, 9, 27]

B = HY = NjuojeH] — NjuoieHE = Mo P (3.1

1
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where Al, A%, and A? depend on the magnetostriction-coefficients tensors and the tensors of elastic
compliances.

As a typical loading function we consider a factorizable function that involves only the norm of
the magnetizing field H [37]):
(e, 1" 1) = |E| - 52 ¢2)
or, obviously,
f=rrgt, 1 =||E| # A (3.3)
where

== E+E_']], (34)

[ssh

The norm ||H/|| has been defined for an anisotropic body by

NH| = (Hz'ainj)l/z, (3.5)

where a is the invertible non-negative matrix which accounts for possible anisotropy.
At a given time ¢ the loading function yields the equation f = 0, and this provides a value of H.

by
: HEH . (3.6)

This defines specific values of the magnetic field intensity which may be called the magnetic coercive
field. At time ¢, the line segment (—H,, H.) defines a convex on the real line R of magnetic field
intensities. The normal to this convex is given by the unit vectors in the positive and negative directions
at the right and left end points of this segment.

Taking into account the special form of the loading function given by Eq. (3.2), the hardening
modulus h given by Eq. (2.23) can be rewritten in the form

=72 (=3 & el ~ 3 == =3 2
p a2 || B {Fhas By Qum Shmans s + T i@ Timors s | 3.7

where we have set

s 22wl 2yl
A = —--——1 - 3-8
WLl Qs afiaMJR (3.8)
and
E?j s 5"3’ - A't'aji:l_'j"—7)'(11; a=1,2,3 (3.9)

so that the multiplier )\ given by (2.22), becomes

A= 2H.h™! HEH_I (% {Z Hy = (N HE + X HE + N HY) 6} aiHy). . Gl0)
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Computing the right-hand sides of Eqs (2.16); 2 3, one obtains:

. 3 ~ -1 g

= F2 A\ H, ﬂ“ { Mgt B+ N HE + Ny H'} agn Hn, (3.11)
- R : ol | ! =

Mi= 225 Ho||H| ™ Thaudd, (3.12)
: . ~i=1 _ o

Ii= 42 A H |H| " Theuf: (3.13)

To concretize the model developed in all the following sections, let us take for the internal variable
1 a vector having the physical dimension of magnetization which may be defined as follows

5T

I=mi=m—- (3.14)
5]’

where i is a unit vector in the direction of the magnetic field and mn is given by Eq. (2.28)>. That is,

we relate I to the volume of domains with orientation orthogonal to the macroscopic magnetization.

The free energy is therefore
U =0 (e, M, M~ 1,6). (3.15)
We have used the following expansion for the free energy

1 1 1
¥ = > Cigia (D) eljely + 5xi; (D MM + 535 (D MR M

1
+ 5X35 (D Iilj + Biyyy (D €l MEMY + By (D el ME M

(3.16)
+ B (D €Iy + Bl (D el MEMY + By (D el Mi Ly

+ Bl (D €l MEL + xi; (D M{MG + x3; (D ML + x$; (D M{T,.

i For the sake of simplicity, we neglect the thermodynamic temperature § in the expression of the free
energy (3.16).
Accounting for the Eqgs (2.9), Eq. (3.16) yields

i3 = Clia (D €ky + By (D) MEM] + By (D ME M}
(3.17)
+ By (D InIy + By (D MEMY + By (D MEL + B (D MRL,

—Hi = x5 (D) M + 2B (D €5, M[ + By (D €5 M)*
| (3.18)
+ Bl (D €5l + x5 (D M+ D I, |
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—HE = x3; (D M} + 2B (D €5, M}* + Bjjyy (D €5, M;
(3.19)
+ By (D €5 dy + x5 (D M + x5 (D 1.

Expanding the material coefficients of the studied ferromagnets and retaining only the linear terms
in the independent variable I we are left with the following constitutive equations

5 I 11
gij = (Ciljkl i Cz"jlkz.tft) ey + B Mel + (Bijkl + Bz‘jkttft) MMy

(3.20)
4 41
+ B MRL + (B + B2 d) MEMR + (Bl + Bijuaddy) MiMF,
N
—Hp = (xi; + xijide) MS + Bl + x5 1 + (X + xiele) MY o)
3.21)
4 1 R
+2 (Bl + Bljiut) €5uM{ + (Bijr + Bijuuls) €5y,
2 6 4 41
—HE = (xG; + xijile) M + Bieiui + x5 + (X5 + Xigule) M;
(3.22)
2 2 R 4 41
+2 (Bjju + szlktzft) e M + (B + BijkltIf») M|
and for the vector H™ we may assume the following linear form in the state variables
{(3.23)

6 asR 6 R
' + x5 M; + BijuesM; -

As the constitutive Eqs (3.20)—(3.23) include tensors of odd rank, they are valid for material with no
center of symmetry. These equations constitute a fully coupled, three-dimensional thermodynamical
set of equations describing the magnetomechanical hysteresis effects of ferromagnets.

‘ Carrying Eqgs (3.20)—-(3.23) into the definition of ﬁ given by equation (3.4), and retaining only the
linear terms in the independent variable I, we obtain

H=J+L (3.24)
with

Ji={L} - L} - ML (L} - L) - L} + MLl + N Lip Ll } (3:25)

and
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= {L?k - L"u()k - L‘i /\1]1L£Ll'n (L?k - L?k) - }‘Utletk (L? - Lf)
: , (3.26)
¥ Azj‘rlL le + )‘z;,-tlLthLt + AZJTJL le + /\UtletkLz} Iy,

where

Ll

= Clpely + Bl MEM] + Bl MEME + quzMiMzR, (3.27)

R ;
L3y, = Clhukel + BLunMIM] + By MEME + By MM + By Mf + B M|, (3.28)

L} = XM} + 2Ble5M] + Bijueh M + x5 M5, B
‘L- ngLM + sz + 2B,Uuke JM+ BmlkeﬁM{ + x”kM + Bulkeﬂ, (3.30)
L3= x}; M} + 2Bef MF + x5 Mj + BiiaeiMi, e
LY = x2hMP + X8 + 2Blureie M + BEukes M] + XijiM; + Bfjei, (3.32)
L] = X3, M} + Bjj €5, M} + Bf i M + x§; M, (3.33)
LY, = X3 + 2B (3.34)

Therefore, the norm || H|| becomes
]‘HH = (12 +2(Z,L) + e '*, (3.35)

where (7, L) is the inner product of J and £ with respect to the metric a.
The multiplier A may be determined by substituting Eqgs (3.21)—(3.23), (2.13), (2.14) into the
definition of \ given by the equation (3.10)

; ~[|=1 s
s=287 | E| ™ (£2iasH;), (3.36)
where
—1 « T
Zi =Ty Hy — (MagtH + NogtHE + NagH[") - 9o, (3.37)

while the magnetic hardening h given by the equation (3.7) becomes

~1=2
h=4H?||H| A, (3.38)

where

e L T e B
A= {Efaainan,gEkﬁale; + EmainanﬁZkﬁak;Hl} . : (3.39)
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In the Egs (3.36)—(3.39), the vectors HT, HR H™ and the tensor g are given by Egs (3.20)-(3.23).
Carrying Egs (3.24)—(3.34), (3.36) and (3.38) into Eq. (3.13) one obtains

I= T (i - I) ; (3.40)
where

U'=4.0-M, (3.41)

I=-M'-g (3.42)
and

L=M-I (3.43)

A =E:_“Z;f_£> (3.44)

Al

Equation (3.40) is the rate law governing the evolution with time of the vector /; it is clear that
7 — 0 as the components of LI~' — 0 and [ attains its equilibrium value Z,,. The tensor II"! may be
considered as a tensor of process-dependent reciprocal relaxation times. In view of Egs (3.41), (3.42),
Eq. (3.40) is a strongly non-linear evolution equation.

The sign in Eq. (3.40) refers to the branch of the hysteresis loop along which this equation is

calculated.
The scalar m given by Eq. (3.14) can be determined by multiplying Eq. (3.40) scalarly by vector

I and integrating over the time interval ranging from the initial time to the actual instant :

; . 12
mz:l:x/i{fo [1-_u‘-(;—1)}dt} + ma, (3.45)

where myg 1s a scalar constant.
An equation governing the hysteresis effect and mechanical effect may be obtained by substituting

Egs (3.20)-(3.23) into Eqs (3.12) and (3.11) to get

(3.46)

f

ot = wam2nt |H| 7 (2200 B) - 12N @+ 2D} g

and

& = waHh |E| (2200 BY- (X (£ - L+ L L= LF 1)
(3.47)

A (P LD =N (LT + LD},

where the tensors L', L2, L*, L%, L? and the vectors L3, L>, and L’ are given by Egs (3.27)~(3.34).
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4. Time dependent rate law

Another rate-law of the internal variable of the viscosity-relaxation type can be derived through the
dissipation function II which is homogeneous of degree two in the fluxes by assuming the following
dissipation potential

1 R :R "R _-R = 5
IT= 5 (gijkl ésep tPij My My +11i Iin) ; (4.1
where the material tensor coefficients Gijx1, Pi;j and IZ;; are given by

otnI

Gijkl = —x—x = Gktij (4.2)
€ij O Crl
2
Py = ——"‘—_.aRH — =P 4.3)
3 M, 3 M,
' 2
IIij = —agf‘— = IIji. (4.4)
01;0 Ij

Taking into account the constitutive Eq. (2.15)3 we may obtain
HM=1IT;1; (4.5)

and consider the same condition so that we can assume the same form of H™ as given by Eq. (2.23).
Therefore, Eq. (3.23) and (4.5) yield the following rate law governing the vector 4

f=1 (l~f), (4.6)
where

I=-(+28*¢)" -IZ 4.7)

z: (K%+2_B—q '_G_r)_l . {_XG‘MR+_X_S'M_T+_B_5'QT'MF"{'_E("EI-'MR}- (4.8)

Equation (4.6) clearly shows that I — 0 as the components of 1I increase indefinitely and we gt
from Eq. (4.8)

iu:_goleqﬂ _(K3+2§'§r)_1 '{X-6'_MR+K5'M_r+£5'§r'.Mr+§6'§r'MR}- (_19)
Equation (4.9) is equivalent to that of Chen [32-34]. Again, Eq. (4.6) is a nonlinear evolution
equation since the tensor of reciprocal relaxation II~! depends on thermomagnetic processes. However
it is certainly much more regular than (3.40)—(3.42), in the same way as viscoelasticity is a smooth
behavior compared to plasticity.
An integral equation similar to Eq. (3.45) may be obtained by multiplying Eq. (4.6) scalarly by [
and integrating over the time interval

m= i\/i{/(: [1-u—’ (1_—1‘)] dt}!/z + mo. @i
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5. Comparison with Chen’s model

To compare the present model for ferromagnets and that of Chen [32-34] for ferroelectrics, we
envisage the following manipulation. Rewriting Eqs (2.15); and (3.21)—(3.23) in the following tform

H' =g (MR), (5.1)

HY =S (M7, MR, ¢,1), (5.2)

H* =3 (M", MR, e, 1), (5.3)
and

H™ =Sy (M7, MR e, 1), (5.4)

and using the assumptions (2.7)2, (2.13), (2.14) and (3.1) with the following definition of the magnetic
induction B

B=p (E+M), (5.5)

where i is the vacuum permeability. One may obtain

L.B_:,UO {Sl (M_R) + %5 (MRag) + c\\fﬁ (MraMngai)

(5.6)
+ Q7 (M, MR, e, I) + M* + MR}
which can be rewritten as
B =9 (8 LM, M¥,e). (5.7)

Due to the relaxation effects in these equations one cannot extract M R as a usual function. Rather
one may obtain the following “functional” solution

WP e=F? o (H e M5 T) (5.8)
The same applies to M" which satisfies an evolution equation, so that formally we have
1o R o (B e, M0, 3) (5.9)

By carrying equations (5.8) and (5.9) into the expression (5.7) and using the assumption (3.14) we
obtain the following time functional magnetic induction

Bt = B0 (H ), eG); (5.10)

§=—0Q

where T =1t — s.
With the appropriate identifications, this formulation can be considered as a generallzatton of Chen’s

model [32-34] (see also [38] for the electromechanical case).
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6. Applications

To simplify the previous problem we consider in this section the simplest case, i.e., the case where
an external magnetic field and a uniaxial stress are both applied along the x, direction (for example).
In this case the internal variable I is replaced by m and all vectors and tensors are constants.

6.1. Stress-induced magnetostriction

We shall investigate more fundamental aspects of the effect of domain structure on stress-strain
behavior in the demagnetized state by thermodynamical considerations. The stress-induced magne-
tostriction occurs even in the absence of a magnetic field, and this causes a nonlinearity in the
stress-strain curve, which explains the well-known AE effects and the AG effect [21, 28, 39].

We consider in this subsection the case of H = 0. The net magnetization is also nil, M = 0. We
assume, however, that m can be non-zero, which means that the stress can alter the domain structure
keeping the demagnetized state. In such conditions, the loading function is given by

= F iy | (6.1)
The evolution Egs (2.16) now read

A o O o Bf

e =X 35" m=\ York (6.2)

The multiplier is given by

. Y(C .0
A= -—%—l <J a—£> , (6.3)
where we have set
2/ df \?
= dm? (BH“') ) o

Under this condition, the expansion for the free energy (3.16) reduces to
W= %C('m)er..fzr + %x3 (m)m.m + B} (m)e".m.m, (6.5)
so that Egs (3.20)—(3.23) reduce to
o= (C'+C'"'m)¢ (6.6)
and
—H" = x*m + 2B%*'m. (6.7)

The Egs (3.4) and (3.8) are now:

ﬁ = g™ _ \gHgm . (6.8)
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and
Q=0, Q#0 (6.9)

and Eqs (3.25)~(3.26) reduce to '
J =0, (6.10)
L={(’+2B%") (NCle - 1)} m. 6.1

Taking into account the last assumption, Egs (3.40)—(3.44) become

m=+1I""m (6.12)
where
! = A (X’ +2B%) (Zcle - 1), (6.13)
e (FX3 (1 = X0) 9) (6.14)
Al
and
A= (1-20)" (o7 +2B%). (6.15)

Using the relations (2.27), (2.28) and the result obtained by Motogi and Maugin in [28], the relation
(3.45) becomes -

t 1/2
m=:l:\/§{f (I~'m?) dt} + Mo (6.16)
0
where
o0 1/2
me = FV2 {/ (II~'m?) dt} (6.17)
0
if the magnetostriction constant and the uniaxial stress have the same sign, and
M. 00 1/2
mgy = —Z-S-:F\/E{f (H"]mz) dt} (6.18)
0

if the magnetostriction constant and the uniaxial stress have opposite signs. The relation (3.47) is
reduced to

R= 2 A{N (3 +2B%")m} . (6.19)

In the same manner the relations (4.6)—(4.10) become

m=1"'m . (6.20)
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I =—(x*+2B%) ' IZ (6.21)
_ 7
Mo, e = 0 (6.22)
and
t 1/2
m = +v2 {/ I 'm.m dt} + myg (6.23)
0

where mg is given by Eqgs (6.17), (6.18).
6.2. Stress-induced magnetization

We consider a magnetizing process starting from the initial demagnetized state. The loading function
fO(HT, H™) corresponds to the initial magnetization process. However, when the stress is not applied
in the initial magnetizing process, the function f9 can be regarded as the intersection of the surface
f = 0 and the plane o = 0, viz,,

AT B = f (o = 0,H", H"). (6.24)

Let us stop increasing the external magnetic field at Hj. Keeping H| constant, we apply a uniaxial
stress o. In the following process (we call it the stressing process [28]), H does not change (H=0).
However we can regard the loading function f for the following stressing process as a function of o,

HT and H™, viz.

Fes ¥ (o0 EH") (6.25)
with

T .R

=i | (6.26)

i.e., H intervenes as a fixed parameter.
Here, in the one-dimensional case, taking into account the fact that H) is a fixed parameter and the

expression (6.26), the relations (3.20) and (3.38) become

(x' + x"'m) M" + B’'m + x’m+2 (B' + B''m) e'M"
(6.27)
+ (B*+ B'm) e MR+ (x* + x*'m) MR = const
and
7= 7 —(HT+ PE )5 (6.28)

So that the expressions (3.40)—(3.44) become

m= £ 17! (m — ) - (6.29)
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where
1! = AR, (6.30)
m=-M"7 (6:31)
and
L=DMm, (6.32)
| <:tzfif>
P R (6.33)

Aj

The scalar m given by equation (3.45) can be rewritten as

s 1/2
m-—-_:l:x/i{/ H_lm(m—fﬁ)dt} + mg. (6.34)
1 5

We can conclude that the transverse domain volume (v ) decreases with tension and increases with
compression in materials with positive magnetostriction constant and vice versa [28], so that, the

constant myg 18

oo 1/2
m():ZF\/i{/ H_lm(m—ﬁi)dt} (6.35)
0
if the magnetostriction constant and the uniaxial stress have the same sign, and
I o0 1/2
mg = A4S = V2 {/ U 'm(m — m) dt} (6.36)
0

if the magnetostriction constant and the uniaxial stress have opposite signs. In the same manner the
relations (4.6)—(4.10) become

m= 1" (m — m) (6.37)
where
1= - (x* + 2B%") " 1T, (6.38)
= (x* +2B%") " {XCMR +x° M + B3¢’ M" + B%e'M"}, (6.39)
m o Meg = (x* +2Be) " {X MR + x°M" + B3 M" + B%e'M"} (6.40)
—00
and
t 1/2
m = i\/i{/ H‘lm(m—'r’ﬁ)dt} + my (6.41)
0

where my is given by Egs (6.35) and (6.36).
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6.3. Purely magnetic case

We consider in this subsection the case of o = 0. The loading function is given by

f - f (HT,Hm) .
The evolution equations (2.16) now read
.R . Of oo i
M =Aggm ™A gEm

Under these conditions, the expansion for the free energy (3.16) reduces to

¥ = %Xl(m)Mer + %xz(m)MRMR + %x%m)mm
. X m)MTMR 4 3 (m)M m 4 %6 (m) MRm,
so that Eqs (3.20)—(3.23) reduce to
—HY = (X! M"+ x*MR) + (5 + x" M+ xT MR m,
—HR = (0AMR+x* M) + (X6 + X MR+ X M) m
and
—H™ =M™+ MR + xm,
Taking into account the last assumption, Eqgs (3.40)—(3.44) become

m=+ 1" (m—m),

' =AM,
m=-M"17,
L= Mm
and
(s i)

A= _—a
H (Q -+ Q) H
where

j=X1Mr+X4MR—X2MR"X4Mr,

£=(X5+X“Mr+X4IMR"XZIMR“XG_"X41Mr)m

161

(6.42)

(6.43)

(6.44)

(6.45)

(6.40)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54)
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and @, Q are defined by Eq. (3.8). In this case, Eq. (3.12) reduces to

-R ~ 1 S
M =F+A H == —(+ H ). 6.55
Q+Q< ) (659
We can remark here that
R .
M =m. (6.56)

Relation (3.45) becomes

¢ 1/2
?’TL::E\/E{/ mHﬁ'(m—fr‘a)dt} + mo (6.57)
0
where
N fove) 1/2
m{):;\/i{/ mH_l(m—r’ﬁ)dt} . (6.58)
0

In both cases, the magnetostriction constant is either positive or negative.
In the same manner the relations (4.6)—(4.10) become

m= 1" (m —m), (6.59)
1= — (x*) "' Iz, (6.60)
m= (" [HEMR + MY, (6.61)
m — meq == ()7 (XM + XM} (6.62)
and
| t 1/2
mzj:\/i{/ mH_l(m—T?L)dt} + my (6.63)
0

where my is given by Eq. (6.58).

7. Conclusion

i In the present work we have established an equivalent thermodynamical basis for Chen’s theory. Two
different rate-laws of the viscosity-relaxation type (time dependent phenomena) and of the “plastic”
type (time independent phenomena) have been derived. We have shown how the transverse domain
volume can be determined via an integro-differential equation. We have suggested a specification of
the loading function. Numerical simulations and extension of the model to polycrystalline materials
and quantitative comparisons with experimental data are our prospect.
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Abstract—Expressions of the energy-release rates are established on the basis of the rotationally
invariant (finite-strain) quasi-magnetostatic theory of elastic paramagnets and soft ferromagnets for
which neither magnetic ordering nor spin effects need to be introduced. The corresponding
path-independent integrals useful in fracture studies are constructed and this is shown to yield
essentially the same results as the canonical field-theoretic approach using the notions of Eshelby
stress and material forces. A simple application to the antiplane crack problem of a magnetostrictive
body in an axial bias magnetic field illustrates the use of the obtained expressions. The same notions
could be used to study the so-called magneto-plastic effect. Copyright © 1996 Elsevier Science Ltd.

Keywords: [racture, magnetoelasticity, Eshelby stress

1. INTRODUCTION

In recent years a growing interest has developed in the theory of micro- and macro-defects
in electromagnetic solids, cracks obviously belonging in the second class of defects. This is
particularly true in the case of fracture problems in the electroelasticity of piezoelectrics and
ceramics with the works of Parton [1] and others [2-9]—see also the proceedings of
a conference [10]. These works essentially aim at establishing a criterion of progress of
cracks in the presence of electromechanical couplings. In this context, the most useful
concept from the engineering viewpoint is that of path-independent integral of which the
celebrated J-integral of pure elastic fracture (e.g. see [11], chap. 7) is the most popular
example.

In the context of magnetoelasticity, for the time being we only have works devoted to the
estimate of the local behavior of fields of both mechanical and magnetic nature in the
vicinity of singular points [12, 13]. The aim of the present work is to present the general
formulation of energy-release rates and of the magnetoelastic path-independent J-integral
within the framework of the magnetoelasticity of paramagnets and/or soft ferromagnets.
This restriction means that the magnetic bodies considered are weakly magnetizable, and
hysteresis and spin-ordering effects are not present. The generalization to this more
involved case is carried out separately; it requires a much more elaborate framework
[14, 15]. To achieve our aim we need a carefully established, rotationally-invariant theory
‘ of magnetoelasticity. This has been proposed by various authors in the 1960s and 1970s,
and more recently. This is exposed at some length in research monographs, for example
[16], and treatises [17]. For its convenience and suitability to our purpose, we shall follow
the presentation given by Abd-Alla and Maugin [18], originally aimed at studies in non-
linear magnetoacoustics. The interest in this formulation stems mainly from the fact that it
resembles the electroelastic formulation of Dascalu and Maugin [7], so that we can benefit
from the latter, if only by analogy. The magnetoelastic couplings of interest are magneto-
striction, in its original form or biased piezomagnetism (linear coupling issued from
a linearization of the magnetostrictive effect about a bias magnetic field), but the theory is so
constructed that magnetoelastic couplings of any order are a priori taken into account.
Although no dissipative phenomenon is accounted for, the theory presented accommodates

1 Author to whom correspondence should be addressed.
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magnetic non-linear constitutive equations. We note that magnetostriction finds a renewal
of interest with the production of materials that present so-called giant magnetostriction
(e.g. TERFENOL-D, see [19]). Elements of the theory of material forces and the Eshelby
stress tensor in electromagnetic solids, which are useful for comparison purposes, can be
found in [20-23], and chap. 8 of [24].

2. NOTATION

The general motion between a reference configuration Ky that is free of loads, strains, and
fields, and the current configuration J#, at time 1, is represented by the following time-
parametrized mapping of Euclidean space onto itself:

X = X(X, t) or Xi = XE(XKs t): (1)

where x;, i = 1, 2, 3, are Eulerian coordinates and the Xg, K = 1,2, 3, are so-called mat-
erial coordinates. The classical (physical) velocity field, velocity-gradient tensor, and rate-of-
. deformation tensor are defined by

V= 0y/0t|xfixea = (031 = 1,2,3), (Vv)y; = v j, (2)
and (T = transpose):

D = (Vv):=3{Vv + (VV)}, (3)
respectively. The usual material time derivative of any tensor field A(X, t) or a(x, t) is given
by

d 0A d
aA=5t—x’ $awax+(v-V)a. (4

The motion gradient, its inverse, and the Jacobian of the motion are defined by

F=Vyy= {x:‘.x = aXi/aXK} (3)
Fol=Vy = {Xg: = 0xx ' /0x} (6)
JF = detF. (7}

It is assumed that Jg > 0 always. Here Xx = yx *(x;, t) is the so-called inverse motion. It is
checked that F and F~! satisfy the following relations:

xi.KXK.j = 5;'}, Xk,iXi,L = Okr - (8)

Furthermore, simultaneously with F ™!, one can also define from ™! the material velocity
field

Veudy Yt o= (Vg K = 1,2, 3}, (9

that is related to v through the following obvious relations:
V=—-Fl.y, v=—-F.V, (10)
The Green and Piola finite-strain tensors are given by

C=F".F, C!=C)!'=FL.FT, (11)

3. GENERAL EQUATIONS

Here we gather in one place the necessary prerequisites for further developments. We
consider the magnetoelasticity of paramagnets and soft ferromagnets in the quasi-static
approximation. These equations can be found in [18]. In the absence of body forces of
non-magnetic origin and corrents, at each regular point X in the material body we have the

e e T
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l following equilibrium and magnetostatic equations:

divt + f*m =0, (12)

VxH=0, (13)

V-B=0. (14)

i In addition we have the following definitions, decomposition and identities (® is the tensor
' product):

tij=0;+""B;M;;, thatis t=o0+ (*B® M),, (15)

| B+'B=0, (16)

H=B-M, (17)

!1' fe™ =(VB)-M, thatis f;"=B;;M;=t;;, (18)

" t" =B®H —4(B2 — 2M-.B)1. (19)

In these equations, H is the magnetic field, B is the magnetic induction, M is the magnetiza-
tion per unit volume in the current configuration, and “B is the so-called local magnetic
induction. The Lorentz-Heaviside system of electromagnetic units is used. The second-
order tensors t, ¢ and t°™ are, respectively, the Cauchy stress tensor, the symmetric
intrinsic-stress tensor that appears in a canonical decomposition of the Cauchy stress in
a modelling of magnetomechanical interactions (see [16], p. 210), and the magnetostatic
version of the electromagnetic stress tensor. The first and last of these in general are not
symmetric in a general magnetizable body. On taking the skewsymmetric part of equations
(15) and (19) and accounting for equations (16) and (17) and the fact that ¢ is symmetric, we
obtain:

tupy = "BuMjy = MyBjy = MH,)y = — 1. (20)

For subsequent developments it proves to be more convenient to note the following
transformations (parentheses around a set of indices indicate symmetrization):

tﬁ:= Uji+M(;Hj)—%M25U=[;Ej. (21)
Introducing then the symmetric stress tensor of the H field, t", and the total stress tensor
T by:
= (YT = {t}; = H,H, — 1H%;} (22)
and
t=1T=t+ " =1F 4 ¢H, (23)

we have the following relations:

t=t: ~-M®H +iM?1, (24)
t"=t" + M®H + $M?1, (25)
th=F + M1 =1, (26)

On account of the identity (18) and of equation (12), the latter can be re-expressed as
div(t + t*™) = divt = div(t® + %) = 0. (27)

It seems that we no longer have non-symmetric tensors involved in the theory if we use the
two symmetric tensors t¥ and t", the latter containing only the magnetic field H. However,
this is not exactly true, because in the original natural boundary condition associated with
equation (12) is the Cauchy stress, which is a priori involved. Indeed, at the boundary 64 of

—
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1 the material body, we should satisfy the following set of conditions in the current configura-
\ tion:

nx[H]=0, n-[B]=0, {(29)
where the symbolism [ ..] denotes the jump of the enclosed quantity at ¢4, that is
| [A]=A4" —A47, (30)

where A+ and A~ are the uniform limit values of the field 4 in approaching d.4 along its
normal from the exterior and interior of &, respectively. T¢ is an applied mechanical
traction, and the magnetic surface force T " is given by

T =n[t5"]. ' (31)

On account of the above-introduced tensors, the boundary condition (28) can also be

rewritten as
: n-[t]+T4=0, (32)

when there is no matter outside of 4.

4. MATERIAL EQUATIONS

The way in which so-called material fields should be introduced crucially depends on the
fact that we want equations (12)—(14) to take the same form, but in the reference configura-
tion with X and ¢ as independent space-time variables. For the first equation this is easily
realized by introducing the first Piola—Kirchhoff stress T of components T'x; by

T=JF'.t, t=J7'F.T. (33)
Noting the identities
Ve-JeF1)=0, V.(JF'F)=0, (34)
and setting
Fe® = Jpf*™, (35)

we can rewrite equation (12) as

diVRT+Fem=0’, that is TKJ:‘K+F;m=0. (36}

Introducing the following material fields:

B=J:F ‘B, M=JF ''M, (37)
H=H-F, H=JgC 'H, (38)

so that, reciprocally,
B=J;'F-B, M=J;'F-M, H=H-F', '(39)

we check that equation (17) transforms into the material form
and Mawxell’s equations (13) and (14) take on the following material form:

VexH=0, Vg:B=0, (41)

T ———,
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on account of the identity
JrekrmXm k= EijpXi, k%), L+ (42)

From equation (41), there follows the existence of a (material) magnetostatic potential
¢ such that R
H=—VR(}{’ or HK=_¢.K- (43)

Introducing now a magnetic first “Piola—Kirchhoff” tensor T*™ by
Fomidivg T,  T"e JpF a1, (44)
equation (36) takes on the following two alternate forms:
divg (T + T*™) = divg (TE+ TH) =0, (45)
if we additionally define T® and T" by
TE=JpF 1tE, THe= I B Yeit, (46)
In pa\rlicular, the last of these yields
T"=H®H-3F '(H-H). (47)

For practical reasons we also introduce the second (symmetric) “elastic” Piola—Kirchhoff,
or thermodynamic, stress SE, a fully material tensor, by

SE=TE.F~T=(§HT, (48)

This denomination stems from the fact that the general constitutive equations in a non-
dissipative magnetizable material in finite strains are given by the thermodynamical

expressions, see [ 18]: o
SE=0L/0E, M=—0Z/cH, (49)

for a density of energy (temperature effects are discarded) per unit reference volume in the

form - ~
X =ZX(E H) (50)

for an anisotropic but materially homogeneous body. Here E is the Lagrange finite strain
defined by

E=3(C~—1g). (51)

Equations (49) follow from the “energy equation”

d o g w

—X=8EE-M-H. 52

& (52)
The above given set of equations can be complemented, at each regular material point, by
the quasi-static version of the balance of so-called pseudo-momentum (material mo-
mentum—see [20] or [23] for this notion), simply obtained here by multiplying equation
(45) on the left by F", integrating by parts on account of equation (49), and rearranging

terms: :
divg b = 0. (33)

This equation means that physically the material system is homogeneous, that is, its
properties, here of the coupled magneto-elastic type, do not depend on the material point X,
while equation (52) means that the energy density does not depend explicitly on time ¢.
Hence equations (53) and (52) are but space and time components of a four-dimensional
conservation law (so-called energy-momentum). In equation (53), the Eshelby material
stress b* is given by

MH=31,—SE.C+M®H (54)
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or, in components,

b, =Zox, — SkpCrr + MgH_, (55)

the material divergence in equation (53) being taken on the first index. In contradistinction
to equation (36) or (45) whose components are still in 7, equation (53) is fully material. It
does play a prominent role in fracture studies (see below). To prove equation (53) we simply
need to notice the following partial results:

»
|
l
l s

F, TE. =C s (56)
JL 4 Kj PLaEKP
' divg TH = — (Vg M)H, (57)
| FT.divg TH = — divg (M ® H) + M. VgH, (58)
and
X 1 oz o
aXx  20En, PL,K"'aHL L.K (39)

We then leave the checking of equation (53) to the reader.

5. ENERGY RELATIONS

In order to proceed further we need several expressions relating to the concept of energy.
First, it can be remarked that equation (52) can also be written as

d o . - =
3= Tk Xk — MgHg. (60)

One can also introduce the magnetic enthalpy W such that
W(EH) =ZER) -3A-H=2@EH) —3J¢H.C""-H, (61)
from which it follows that

oW X X X

= =—— — JpCxp Hp =— My — By = — By, 62

o8, 2@, rexrHr K % K (62)
and, after some short computation,

ow _Z 1.9
6EKL N aEKL 2 BEKL

(JFC;QI)E’PEQ=g§L+ ngXL,j- (63)

The energy equation (60) is equivalent to

d 1 -~ — - = - 1 -~ = A —
E(E—EH-H)+B-H=TE‘-D;,K+E(H-H—H-H}. (64)
The first term in the right-hand side can be rewritten with the aid of the equilibrium

equation (45) as: ~ B ,
Thivix =[(Tk + T¥)vk, ] — TXivi k- (65)

We readily check the following results:

FI-VRV-H=%JEIIFI-(C;—S>-I:I, (66)
(ﬁ-fnw-(vav)=%(ﬁ-m<v-v)=—%J;1ﬁ-(%§f)-ﬁ. (©7)
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On account of equations (47), (66) and (67), we obtain the identity:

T:«giui‘K=%(ﬁ'ﬁ“ﬁ'ﬁ)- (68)
‘ Combining this with equation (64) finally results in a new form of the local energy equation
| as
|
dw . - -
J E—+B-H=VR-[(TE+T“}-V] (69)

or, using the representation of equation (43), the true conservation law:

%—VR-[(TE+TH)-V+§5Q]=O- (70)

This is a most convenient form for fracture studies in magnetoelasticity. A less convenient,
but physically interesting, form is obtained thus. From equation (68) we note that

d, .m = i
—@3H-H) = —Vp-(T"-v+ ¢H) + R, (71)
where the remainder R is defined by

R = v+ (divg TH) + ¢ (V- H). (72)
Then equation (70) transforms to

d - o
a—{Z:VR-(TE-v+¢M)+R. (73)
If we further introduce the magnetostatic potential, in the current configuration, by (cf. [25]
in the electric case):

o(x, 1) = (X 1.0), (74)
and take equation (57) into account, we have the energy equation with the source term
R given by

_—
R=—(a M), (75)

where 8/6t here is the partial time derivative in the Eulerian description. The formulation
(75) emphasizes the role of magnetic charge played by the divergence of the magnetization
(here expressed in the material framework)—a point of view that is expressed by Landau
and Lifshitz ([26], chap. 5).

6. ENERGY-RELEASE RATES

In the purely mechanical case of an elastic body containing a crack the energy-release rate
associated with the quasi-static propagation of a crack was given by many authors
(Cherepanov, Rice, Gurtin, Nguyen Quoc Son; see chap. 7 in [11]). In this section we give
two extensions of that quantity to the case of magnetoelastic materials. To that purpose we
consider a two-dimensional body # which we identify with the plane domain it occupies in
the reference configuration and we choose a three-dimensional coordinate system Xk so
that # lies in the plane X5 = 0. We do not exclude the antiplane deformation of # and for
that we use three-dimensional vectors and tensors that depend only on the space (material)
variables X, and X,. The regular domain # is supposed to contain a crack that is
represented by a smooth non-self-intersecting curve %(t) parametrized by the time ¢, and
starting from a boundary point of # (see Fig. 1). The set of crack points will be denoted by
%(t) and the velocity of the tip by V (this is a material velocity).

We assume that equations (41) and (45), and the complementing constitutive equations
hold at all points 2\ %(r) which are supposed to be regular so that we can use, at these
material points, the identities established in the preceding sections. Let 2,(¢) be a disk of
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! Fig. 1. Computing the energy-release rate.

radius r centered in the tip of the crack and 4,(t) = #\2,(r). If #(r) is the boundary of
#\% (), comprising the two faces of the crack, then #,(t) will be the part of the boundary of
#,(1) complementary to d%,(t).

In every point of 4, we have the energy relation (70), so that using the divergence theorem
we obtain

0%

where N is the outward unit normal to %, except at 02, where it is oriented to the
boundary of #. The left-hand side of equation (76) can be evaluated with the help of the
transport theorem, for example [27]:

l X .[ WdAzJ N-{(TE+TH)-v+I§QB}dS—f N {(TE+TH.v +Bg}dS, (76)
4, ¢, a2

5 d e
WdA=—J WdA%—J W (N-V)dS. ()
#, dt Ju, 09,

Substituting from equation (77) into (76) and assuming that the integrals in the obtained
expression converge when r approaches zero, we get the following global energy balance for
the cracked body: :

dt

d _ -

—jWdA+(§=JN-{(TE+TH)-v+B¢}dS, (78)
E4d <

where we have defined the energy-release rate %(t) by

() =1im | N-{WV 4+ (T +TH.v+ Bé}dS. (79)

r=0 Jog,

The various terms in the integrand can be interpreted as follows. The first one is the flux of
magnetic enthalpy due to the transport of material through 0%, (which is moving with the
crack tip), and the other terms represent the work done by the material outside of &, on the
material inside, including the full contribution of coupled and magnetic fields. That is,
% involves the general contribution of mechanical and magnetic fields to crack propagation.

By performing similar calculations, but starting with the energy identity (73) valid at all
regular points, we shall obtain another global energy balance for the cracked body # as:

ii~J'Edfl+€4*=.[~N-(TE-\’-{~I\71¢'a)dS+JA RdA, (80)
dt F R S
with the definition

@**(t):limj N.(ZV + TE-v + M¢)ds (81)
02,

r—=0

and R is given by equation (75). An analogous interpretation holds good for the integral in
equation (81), but observing that the contribution of the magnetic field H is not involved in
%* The price we have to pay for this is the “source” term present in the right-hand side of
equation (80). That is, * is the rate of mechanical and magnetization energy of coupled
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fields absorbed by the crack tip during the crack-propagation process. Note that in order to
obtain equation (80) we assume that the integrals in that relation are convergent. If R =0,
then the above computation holds true without reservation. If, furthermore, we examine
equation (75) and observe that d¢/dt cannot vanish while the crack propagates, then for
R =0 we are led to the constraint

VM =0, (82)

as a sufficient condition for having equation (80). The condition (82) is realized in several
magnetic structures (cf. [26], chap. 3).

7. PATH-INDEPENDENT INTEGRALS
In this section we express % and %* as contour integrals independent of the integration
path, which proves to be extremely useful in practical computations. Let u(X,t) be the

displacement field such that
F=1+ (Vpu)'. - (83)

LY

Suppose that both u and the magnetostatic potential ¢ have a regular time behavior as
observed from the crack tip. This assumption allows us to write (cf. [28, 29]):

i=—V.-Vau+w, ¢=—V.-Vep+h, (84)

where h and the components of w have no singular behavior at the crack tip. In other words,
asymptotically as r goes to zero, we have

ou/ét =0, 0¢/dt =0 (85)

where 8/t denotes the time derivative in following the motion of the crack tip. Then, if the
terms in % containing w and h vanish for r tending to zero, we can perform the following
transformation:

lim| N-{TE+T%.v+Bg}dsS

r=+0 Joa,

- —lim\_/-j [N-{(TE + TH . (Vgw)T + B® Ve}] s,

r—0

so that the energy-release rate % takes on the following form:

4(0) = lim V- (), (86)

where the global material force & (r) is defined by

?(HFJ N Wiy — (T + T (Vaw)" — B® Vr¢}dS. (87)

0%,

|
‘ The same technique applied to ¥* yields
1

G*(1) = lim V- F*(r) (88)
r—=0
with
|
FHr) = f N« {Z1g — T®- (Veu)" — M @ Vpo}dS. (89)
0%,

In this relation we can replace (Vgu)" by F without loss of generality, if the following
assumption holds true:

limj N-TEdS =0. (90)
0,

r=0

—




) 434 M. Sabir and G. A. Maugin

r This is true according to the local study of the behavior of magneto-mechanical ficlds in the
vicinity of the crack tip for which it was shown (cf. [12, 13])" that the stress components and
the fields behave like r~ /2. Thus, the definition (89) can be replaced by

; f*(r)::j N-b"dS, (91)
&4,

where b" is the Eshelby stress tensor defined by [compare with equation (55)]:

b'=Z1 - T"-F+M®H=21,—-S§:.C+M®H. (92)

In a like manner, we can rewrite F(r) as
F(r) = [ N-bHds, (93)
Ji,

with an Eshelby stress b" defined by
1 b =Wl —(T*+T"-F+B®H. (94)

At this point we restrict our analysis to the case of a straight-through crack. For simplicity
we assume that the coordinate system is such that the crack lies along the 0X, -axis. In this
case V = i(1) E,, where E; is the unit vector oriented along the positive direction of the
X,-axis (Fig. 2). Consider then a piecewise smooth non-self-intersecting path I” which begins
and ends on the crack and surrounds the tip. We can set

. J(I)=E,-#(IN, J¥I) = E; - F*(T). (95)
For instance,
| J(F)=f{WNI—N-(rT‘EvLT”)-u_l—-(B-N)d)‘{}dr (96)
r
5 and
J*(l‘}:j {ZN; — N-T%.u, — (M-N)¢ 1 dI", (97)
=
where N; = N-E|, so that we can rewrite % and %* as
g =J), @*=JxI)i. (98)

\ q
L However, the integrals introduced in the definitions (91) and (93) or (97) and (96) are contour
J independent if the following conditions are fulfilled along the faces + of the straight crack
€ (1)
| N-B*=0, N(T'+TH*t=0 (99)
for the first integral, and '
N-M*=0, N-(TH*=0 (100)

for the second. Conditions (99) are natural on account of the usual boundary conditions (32)
and (29b) transcribed in the material framework, with no traction applied. Conditions (99)
are more drastic in that T* is not the totality of the Piola—Kirchhoff stress associated with
the Cauchy stress, while condition (99a) is automatically satisfied if the body is magnetized
parallel to the X,-axis, or “closure” magnetic domains exist along the crack faces as
demonstrated by Landau and Lifshitz ([26], Section 44),

Finally, it must be remarked that the energy-release rates can also be rewritten as the
power expended by the global material forces # or #* in a quasi-stationary motion of the

" The fact that Shindo uses a slightly different model of magneto-mechanical interactions does not modily this
conclusion. 5
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Fig. 2. Mode III crack in magnetoelasticity.

crack tip at material velocity V. That is [compare with equations (98)]:

R

=F.V, G* = F*.V, (101)

These quantities have to be non-negative as the progress of the crack, if any, is thought to be
irreversible. Thus, we in fact have to write the inequalities

G=%.V=0, G* = F*.V=0. (102)

The obvious problem here is that it is possible to construct two different criteria of crack
propagation as we have two different expressions of energy-release rates, with two different
global thermodynamical forces % and & *. To select one of these as the most appropriate
one, we must analyse the physical implications of each of them and, as in the electroelastic
case where such an alternative existed already (cf. [7-9]), construct a model problem that
allows one to do this selection in a sensible way. For the time being we simply note that
a third form has been given in previous works where the expression of material forces such
as # or J was derived in a field-theoretic framework (on the basis of a variational principle
and the use of Noether’s theorem). This is a form that considers the fields B and M as dual
thermodynamical entities [20-23]. In that model, the same conditions as those in equation
(99a) need be enforced along the faces of the crack, but ¢ ; is replaced by the M; component
of the magnetization, the latter generally not being derivable from a potential. The
vanishing of M, on the + faces of the crack is the condition (100a)—see comments
following equations (100)—so that this last model partakes of the two models so far
exhibited in the present paper.

8. AN APPLICATION

For the sake of illustration we consider mode 11 fracture of an isotropic magnetostrictive
solid placed in a bias static magnetic field H® of intensity H® whose direction is parallel to
the normal to Fig. 2, that is, H° = H°E;. The relevant boundary-value problem greatly
simplifies for the case of an antiplane crack for which only the out-of-plane displacement is
non-zero, while the small induced magnetic field h is parallel to the plane of the figure. Thus
we have

Uy =u, =0, us = u(X, X;), (103)
hy = h (X1, Xs5), hy = hy (X1, X5), hy =0, (104)
The relevant constitutive equations are read off the Appendix, equations (A26)-(A29):
T%s = pu, + bHhy,
TE = pu, + (b + 2x) Hh,,
T5s = pu, + bHh,,

TS, = puy + (b + 2¢°) Hohy; (105)
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TV =TY =Hh, T%= T4 = H°,, (106)
Ml =Xh1 _hH.)Ugli, M2=Xhz—hHou‘2,

A, =h — Hu,,, Hy=h; — Hu,. (107)

Introducing the magnetic scalar potential ¢ by equation (43), the governing equations (43b)
and (41b) reduce to the following system of two coupled linear equations:

pAu — bH Ap =0,
bH’Au + eAdp =0, (108)

where b =1+ band & =1 + ¥, and A denotes the two-dimensional Laplacian operator. If
the material constants of the ferromagnet are such that

pe + b2 (H?)? #0, (109)

then both u and ¢ must be harmonic functions. The boundary conditions (99) to be imposed
along the faces of the crack % are easily shown to read:

bPH u 5 + ep, =0,
uu, —bH ¢, =0, (110)

The relation (108) shows that these are equivalent to vanishing Neumann conditions for
¢ and u along the crack. In this case the singular part of the solution in the neighborhood of
the crack is given by (singularity of the Laplacian; cf. [31]):

u=A/rsin(0/2), ¢ =—B/rsin(0/2), (111)

where (r.0) are polar coordinates centered at the tip of the crack and the coefficients 4 and
B are to be determined by the geometry of the body and the boundary conditions applied to
it. If we introduce the magnetic-field intensity factor K™ and the strain-intensity factor K

by :
KW= /nB//2, K= nA//2, (112)

then from equation (112), in the neighborhood of the crack tip, we obtain:

= — KH Sing h —_K—H_ 9 113
\/(2751‘) . : \/(2711‘) COSE’ (113)
and
L KS . 0 KS 0
Hr= - (114)

oS =, U, = =
ST 2 Y

the other fields being given by equations (105)~(107). The obtained asymptotic expression
for the magnetization M shows that relation (82) is verified. The singularity orders obtained
are obviously the same as those obtained by Shindo [12, 13] and Asanyan et al. [32], in
spite of the differing modeling of magnetomechanical interactions and other types of

mathematical approaches.
Finally, by evaluating the J and J* we can now relate the energy rates 4 and %* to the
strain and magnetic-field intensity factors. For J and J* we thus obtain the following

formulas: B
J =3 {u(K5? — (K"} + bH°KV'KS (115)

and

J* =3 {u(K5? — y(K"?} + bH°KHKS, (116)

i L s




On the fracture of paramagnets and soft ferromagnets 437

so that their difference is
AJ =J — J* = -L(K¥? + H°KHKS, (117)

If the bias magnetic field is switched off, then the last contribution in equation (117) vanishes
and AJ, a negative quantity, is due solely to the induced magnetic field:

AJ = —-4(KH)2, (118)

This is tantamount to saying that the magnetic field has a negative contribution to the
energy-release rate, so that its presence is beneficial from the point of view of fracture
toughness. From that viewpoint the J-integral, noted J, provides a lower estimate of the
actual fracture toughness than the J*-integral, when a criterion is applied to decide on
whether the crack will progress further.

l 9. CONCLUSIONS

An analysis of the magnetic-field contribution and the related magnetostrictive coupling
| to the quasi-static propagation of a straight-through crack in a soft ferromagnet has been
presented after having proposed expressions of the corresponding energy-release rate. This
was illustrated by the results of equations (115)—(118). In order to assess more fully the
respective roles of the two J-integrals obtained, an analysis of the same type as that
proposed by Dascalu and Maugin [9] in electroelasticity should be carried out. This is
outside the scope of the present paper.

On a different level we should note that the present work in fact considers one type of
so-called material forces, the configurational forces in equations (91) and (94), which provide
one example of the possible action of magnetic fields on the progress of a macro-defect,
a macroscopic crack. At a different scale of observation, it is remarked, under the magneto-
plastic effect [33, 34], that an applied magnetic field indeed acts as a driving force for
dislocations. Therefore, it is legitimate to ask whether a relationship of this type exists. This
would indeed be a kind of a magnetic Peach—Koehler force-see equation (8.125) in [24].
Finally, we mention that the case of the fracture of hard ferromagnets involving ferromag-
netic exchange forces and magnetic-spin inertia is dealt with elsewhere [14, 15].
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APPENDIX: CONSTITUTIVE EQUATIONS

Here we gather in one place the non-linear constitutive equations for centrosymmetric magnetizable solids, such
as many ferromagnetic polycrystalline materials. There is a strong analogy with parallel developments in
electroelasticity [30] and previous formulations in magnetoelasticity [18]. The volume energy density Z is
expanded in terms of its tensorial and vectorial arguments, E and H:

T Jz‘CxLMNExLEMN * Js“CxLMNpQEKLEMNEPQ + E%CKLMNPQABEKLEMNEPQEAB == %XABHAHB
! == E%XKLMNHKELHMEN +%BMNKLFIMHNE1<L + iBMNKLPQFIMﬁNExLEPQ, (A1)

where the expansion has been limited to the fourth order in the strains and the magnetic field and jointly in these
two arguments. Because of the assumed centrosymmetry there are no odd-order terms in the magnetic field and,
therefore, no effects such as piezomagnetism. It was assumed that there are no pre-stress (linear term in E alone).
The various material coefficients introduced obviously have tensorial symmetries and they bear the following
meaning: the tensors of components Cgran, CrkLmnro and Cxrunroas are the tensors of elasticity coefficients, or
moduli, of the second, third and fourth orders at zero magnetic field (temperature effects are discarded so that we
do not specify if these are isothermal or adiabatic coefficients); the tensors of components yg, and ygruy are
tensors of magnetic susceptibility of the second and fourth orders at vanishing strains (there are no third order
susceptibilities), and the tensors of components Byyxz, and By nxrpg are the tensors of coefficients of magnetostric-
tion of the first and second orders, respectively. We only have to substitute from equation (A1) into the constitutive
equations (49) to obtain the following expressions:

[ SE, = CximnEmn + 3CximnroEunEpg + $CxrmnroanExnEpgE s
|
! o o ,
+ 4 BunxcHuHy + % BunkeroHuHnEpg, (A2)
Mk = XKLEL + %XKLMNHLEMFIN = BKLMNHLEMN e 'kBKLMNPQHLEMNEPQ- (A3)

However, what we really need in the field equations are the expressions of the tensors TE, and T¥; and the vectors
My and Hy in terms of the displacement gradient Vzu and the field H. To that purpose we must use the following
exact and approximate relations:

Epn = 3(upe, v + Un,pr + Uk Yk, n)» (Ad)

} (F)jx = %k = Ok + Wj,i0 = Sjn (Oxas + Ung,x) (A5)
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i (F~ Vg = xx = Oxj — g, 101 + g, LuL,rOL; +- - - (A6)
i Jp= 14tk + g ) — Sy gutg x + - - (A7)
| Jo b=l g g g )P F Sug rtig g o (A8)

After some calculations we obtain thus:

) T ) o ¢t " I T
PR = 0gi(Crruntian v+ Vkrarveotian vty o v Okwmnegasbar, np oUa s + BiryunHyuHy

|
|
‘ TIAEi = 51(.‘ {(5;\';\; fj.\'R = %‘s.\.u (SKK] H.\r H.\' + [aﬂr'(%fsqu 51{1( o 5KM5QR) + éxk(%aNMCSQR

+ B;‘R.\.f.\'z'gﬁu Hv”r.g] + h.o.t., (A9)
| — dgarOnr) + dyppl %.:)'wa)'“ — Jradng) + 599(5KM5NR *‘%51\43\:5&3}] gMgNNP.Q} +ho.t, (A10)
)

‘ Myg=yp H) + cliZM..\.'.\'H.v,Hu Hy — BgpaymnHplag v — LKLMNPQHLuM.Nu.P,Q + hot., (All)
[ Hy = 0 01), + (3x.0pp — dppdgp — Oxpore) p, o Hy

(15 " o [ - - o & -
+ 1208000 Opg — 30x0.0pnOrro = OxpOpndrg

= OynOppdox + dpgdgy Oy + Spdydng
+ SgpdiaOng :l,,_Qu.\,“\f[L + h.o.t., (A12)

where we have set

vrpsare = 3 (Crravre + Crrendon),s (A13)
‘)‘K{,.\I.\'I’Q.—lﬂ L é(% Cm.uwQAB + JZ'CKLMNAQaBQ + 'IZ'CKLANPQ‘SBM) (A14)
sxtavpe = 3 (Biparvro + Brrendoum), (ALS)
‘ }’};Rﬂ,\;i'g = Ykrymyro + (‘KQMN(sRPs (A16)
().me.u.\'rg.w = f’.me Myroas T é(CKRMNPaaAB i o CKRPNaQMaAB)a (A17)
B’!\'R.\L\'PQ - Bxx.\.f.\'y@ + 5 BKQMNCSRP: (A18)
: and
[ Biwwy = 3 Brras + 7rxiuars (A19)
[g;;'K.\!.\'!‘L) = B’AR.\.'.\'I'Q — Bynroskr — BreroXumn
ZryAkpdou — ArnKkOae + XemXxndor t+ XkarXrnOpg - (A20)
f For classical magnetostriction we have the following reduction:
'{ Thi = 0 (Cxranting,n + Biraw Hu Hy), (A21)
J TR = 0 (SgaOnr — 3 OnmOre) Hy Hy, (A22)
{ My = yxHy, — BroawHith, v, (A23)
i Ay = dxr Hy + (6x1.0p0 — Orpdgg — OkplLg) “P,QHL (A24)
l} and
Skt = ChoavEnn + ¥ BaunHy ly. (A25)

We obtain the phenomenon of biased piczomagnetism when we linearize the above set equations with respect to
uy v and the components h; of the small-amplitude magnetic field superimposed on a bias magnetic field H = H".
We then have the following reduction:

Tk = 0ri Cxrmntiar.y + 2Bkrmn Highy) (A26)
| T = O { Hichi + hicH — (H° -B) Sy} (A27)

My = gxahy — Birasn Hibpg n» (A28)
‘ Hy = hy = (651000 — 01000 — Oxpdrg) Hiup o (A29)
? and

Ske= Cyravtaey + BgrunHighy . (A30)

T ——
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In the case of isotropic bodies, we have the following simple representations:

Crrun = A0k Opn + H(Orar Oy + Orndgar) . (A3I)
Bypaw = b1dgidpn + ba(dppdn + 01 din), 1A32)
Xxe = X OkL, {A33)

where 1 and p are Lamé’s elasticity coefficients, x is the only surviving magnetic susceptibility of sccond order, and
b, and b, are the two remaining magnetostriction constants as introduced by Akulov in the 1930s.
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