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Résumé

L’objet de ce travail est I'étude des variétés algébriques normales complexes munies
d’une action algébrique de SLs et qui contiennent SLy/H comme orbite ouverte, H étant
un sous-groupe fini de SLs.

Plus précisément on définit un plongement homogéne de SLs/H comme la donnée d’une
S Lo-variété irréductible X (quasi-projective ou non) contenant SLo/H comme orbite
ouverte et d’'un morphisme SLs-équivariant de SLy dans X.

Les plongements homogénes lisses ainsi que les plongements minimaux (plongements
lisses et complets qui ne sont pas des éclatements d’un autre plongement lisse complet) de
SLy/{Id} et de SLy/{x1d} ont été déterminés par Lucy Moser dans sa thése dans le cadre
de la classification de Luna-Vust de tous les plongements homogénes normaux de SLs/H.
L’objet du présent travail est de compléter ces résultats en déterminant les plongements
homogeénes lisses de SLs/H et les plongements minimaux pour les sous-groupes finis H
de SL, autres que {Id} et {£Id}.

Dans le cas particulier des plongements minimaux projectifs on retrouve les résultats de
Tetsuo Nakano. En utilisant des résultats d’Alessandra lozzi et Jonathan Poritz sur la
normalité de la fermeture d'une SLy-orbite quelconque de (P!)" et sur le groupe de ses
S Lo-automorphismes on donne une description géométrique différente de celle de Nakano
pour certains des plongements minimaux projectifs. Plus généralement on décrit de cette
fagon tous les plongements projectifs de SLy/H, H d’ordre pair, qui contiennent exacte-
ment une orbite de dimension 1.

On établit un critére de quasi-projectivité pour un plongement homogéne quelconque de
SLs/H, critére qui permet en particulier de vérifier 'existence d’un plongement minimal
non projectif dans le cas H cyclique.

Abstract

The subject of this thesis is the study of normal algebraic varieties over C endowed with
an action of Sls and containing, for this action, an open orbit isomorphic to SLy/H , H
a finite subgroup of SL,.

More precisely, for a finite subgroup H of SLs, we define an embedding of SLs/H by
the following data : a normal irreductible S Ls-variety (quasi-projective or not), an open
orbit isomorphic to SL,/H and a given point e in this orbit with isotropy group H.

In the framework of the Luna-Vust theory of normal embeddings of G/H, G reductive,
Lucy Moser in her thesis gave all embeddings with smooth underlying variety X and the
list of minimal embeddings (smooth and complete embeddings which are not blown-up of
another smooth complete embeddings) in the cases H = {Id} and {£Id}.

In this work we complete the results of L.Moser by giving the smooth (respectively
minimal) embeddings of SL,/H for every finite subgroup H of SLs.

In the case of minimal projective embeddings we recover the list of minimal embeddings
given by Tetsuo Nakano. Moreover, using results of Alessandra lossi and Jonathan Poritz
on the closure of an S Ly-orbit in (P')™, we are able to give a different geometric realization
of certain minimal projective embeddings. More generally we describe in this way all the
projective embeddings of SLy/H, H of even order, with exactly one dimension 1 orbit.

Using a result of T.A Timashev we prove a criteria for the quasi-projectivity of an embed-
ding of SLy/H. This criteria shows the existence of a non projective minimal embedding
in the case when H is cyclic.

Mots clés : Géométrie algébrique, actions de groupes, groupes réductifs, espaces ho-
mogenes
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Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce travail est ’étude des variétés algébriques complexes munies d’une
action algébrique de SLs et qui contiennent SL,/H comme orbite ouverte, H étant
un sous-groupe fini de S'Ls.

Plus précisément on définit un plongement homogéne de SL,/H comme la don-
née d'une SLo-variété irréductible normale X (quasi-projective ou non) contenant
SLy/H comme orbite ouverte et d’'un morphisme S Ly-équivariant de SLy dans X.

Les plongements homogeénes lisses ainsi que les plongements minimaux (plonge-
ments lisses et complets qui ne sont pas des éclatements d’un autre plongement lisse
complet) de SLy/{Id} et de SLy/{£1d} ont été déterminés par Lucy Moser dans sa
these | M1] dans le cadre de la classification de Luna-Vust de tous les plongements
homogénes normaux de SLs/H. L’objet du présent travail est de compléter ces résul-
tats en déterminant les plongements homogénes lisses de SLy/H et les plongements
minimaux pour les sous-groupes finis H de SLy autres que {Id} et {+Id}.

Dans le cas particulier des plongements minimaux projectifs on retrouve les ré-
sultats de Tetsuo Nakano | Nak|. En utilisant des résultats d’Alessandra lozzi et
Jonathan Poritz | I-P] sur la normalité de la fermeture d’une S Ls-orbite quelconque
de (PY)" et le groupe de ses SLs-automorphismes on donne une description géo-
métrique différente de celle de Nakano pour certains des plongements minimaux
projectifs. Plus généralement on décrit de cette facon tous les plongements projec-

tifs de SLy/H, H d’ordre pair, qui contiennent exactement une orbite de dimension
1.

On établit un critére de quasi-projectivité pour un plongement homogéne quel-
conque de SLy/H, critére qui permet en particulier de vérifier I'existence d’un plon-
gement minimal non projectif dans le cas H cyclique.

Enfin on démontre d'une autre fagon un résultat de D. Luna sur I'inexistence de
complétion magnifique de SLy/H (définition au § 6.7.3)
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1.1 Variétés toriques et plongements homogénes de

G/H

Dans toute la suite le corps de base est C.

Soit X une variété algébrique et G un groupe algébrique affine. Une action al-
gébrique de G sur X est la donnée d’un morphisme de G x X dans X qui a tout
couple (g, x) de G x X associe un élément noté g.z de X et qui satisfait les conditions
suivantes :

— Id.x = x pour tout z € X

— ¢g.(¢".x) = (9¢') .x pour tout ¢g,¢' € G, z € X.

X muni de cette action est appelée une G-variété.

Si X contient une orbite ouverte alors on dit que X est un plongement homogeéne,
ou simplement un plongement, de G/H. Quand dim (G) = dim (X) cela revient a
dire que X contient un point dont le sous-groupe d’isotropie est fini.

Quand G = (C*)" le plongement ou la variété X est dit torique ([ Ful], [ Oda).
Nous verrons que ’étude locale des plongements de SLs/H fait intervenir de telles
variétés toriques avec G = (C*)°.

Pour construire un exemple de variété torique affine considérons un cone rationnel
polyédral strictement convexe de R™ c’est-a-dire un cone C' de la forme Rte; +. ..+
Rte, avec eq,...,e; € Z" et tel que C' ne contienne aucune droite passant par
Porigine. Notons V' lintersection de C' avec Z" et formons la sous-algébre A de
C[Xy,...,X,] engendrée comme C-espace vectoriel par les moénomes Xi* ... X"
ot le multi-indice (aq,...,q,) décrit V. L’algébre A est de type fini car V est un
semi-groupe finiment engendré (lemme de Gordon) et son spectre X est une variété
torique : (C*)" agit sur A par (A1,...,\,) X770 X2 = AT A X X9 Les
proprié tés de la variété X et de laction du tore (C*)" se déduisent des propriétés
du cone V de Z". Par exemple comme V' est saturé (t.v € V implique v € V si
t € N* et v € Z") on peut montrer que A est intégralement clos et X est alors une
variété normale. Par ailleurs soient vy, ..., v,, les vecteurs primitifs sur les arétes de
7. Alors la variété X est lisse si et seulement si m = n et si vy, ..., v, engendrent
le Z-module Z" c’est-a-dire si le déterminant des v; vaut +1.

En réalité toute variété affine torique normale est de la forme précédente et toute
variété algébrique torique normale s’obtient en recollant de telles variétés affines
toriques. Ce dernier point est une conséquence du résultat général suivant da a
Sumibhiro :

Si G est un groupe réductif et X est une G-variété normale alors tout
point z de X est contenu dans un ouvert G-stable X qui est G-isomorphe
a une variété quasi-projective ot G agit par automorphismes de ’espace
projectif. Si G est un tore on peut choisir X affine.

On a ainsi une élégante classification combinatoire de toutes les variétés toriques
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normales qui a donné de nombreux résultats dans I’étude de ces variétés.

Dans un article de 1973 | Pop|, V.Popov a obtenu une classification combinatoire
des plongements homogénes affines de SLs. Cependant, contrairement & ce qui se
passe pour les variétés toriques normales, une S Lso-variété normale ne peut pas en
général étre recouverte par des ouverts affines stables par S L.

D.Luna et T.Vust, dans leur article de 1983 | LV], contournent 'obstacle en
utilisant le théoréme de Sumihiro pour prouver le fait suivant valable pour un groupe
réductif connexe G et une G-variété algébrique normale :

Si B est un sous-groupe de Borel fixé de G (un sous-groupe résoluble
connexe maximal de ) alors toute G-orbite Y de X rencontre un ouvert
affine B-stable X.

Un groupe G est dit réductif quand tout G-module rationnel est somme directe de
G-modules irréductibles. SLy est un exemple de tel groupe.

Si on fixe un point e de l'orbite ouverte d’un plongement X de G/H alors I'ap-
plication g — g.e est un G-isomorphisme entre G/H et l'orbite ouverte G.e de X.
Via cet isomorphisme 'anneau local de toute G-orbite de X est un sous-anneau du
corps des fonctions rationnelles C(G/H) de G/H. La classification de Luna-Vust
des plongements homogénes de GG/H repose sur la classification des sous-anneaux
de C (G) qui peuvent étre obtenus de cette maniére, anneaux locaux que nous appel-
lerons dorénavant G-germes selon la terminologie de Timashev | Tim|. La définition
de Luna-Vust d’un plongement homogéne est donc un peu différente de celle don-
née plus haut, elle fait intervenir le point e choisi dans I'orbite ouverte qui permet
'identification entre les corps C (G/H) et C(X).

Si GG est un groupe algébrique et H un sous-groupe algébrique de G on
appelle plongement homogéne (X, e) de G/H la donnée d’une G-variété
algébrique irréductible contenant une orbite ouverte et d’un point e (le
point de base du plongement) ayant H comme sous-groupe d’isotropie.
Un morphisme entre deux plongements (X, e) et (X', €’) est un mor-
phisme algébrique G-équivariant (un G-morphisme) qui envoie e sur €’

Dans le méme article Luna et Vust donnent une méthode générale pour déterminer
tous les G-germes normaux possibles ainsi que les collections de G-germes qui cor-
respondent & (et définissent) un plongement homogeéne dans le cas ou I'algébre C[G]
est factorielle. Cette méthode débouche sur une classification combinatoire de tous
les plongements homogénes normaux de GG/ H si I'on sait décrire 'ensemble des va-
luations B-invariantes de C (G/H). Cette détermination est particuliérement simple
quand la complexité de G/ H, c’est-a-dire la codimension minimale des orbites de B
dans G/H, est inférieure ou égale a 1 | LV].

Dans le cas ou la complexité de G/H est nulle, ¢’est-a-dire quand B a une orbite
dense dans G/H, on peut montrer par exemple que tous les plongements ont un
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nombre fini d’orbites. Les variétés de ce type sont appelées variétés sphériques et
leur étude fait 'objet de nombreux travaux (voir par exemple [ BLV]).

Dans le cas G = SLy et H = Id (la complexité de SLy/H vaut 1) Luna et
Vust montrent qu'un plongement homogeéne normal de SLy/H est déterminé par un
nombre fini de rationnels et d’éléments de P'. Ces informations sont représentées
par un diagramme en étoile dont 1’ensemble des branches est en bijection avec P!.
On identifie une branche a l'intervalle [—1;1] de Q et un rationnel sur une branche
donnée correspond a une valuation SLy-invariante de C (SLy). Sur le diagramme
d’un plongement X on représente en trait plus épais toutes les valuations SLo-
invariantes dont I’anneau domine ’anneau local d’une orbite de X.

Les orbites sont classées en cing types appelés : By, C, Ay (N € N*), AB, B,
B_. Les orbites de type By sont les points fixes, celles de type C' sont de dimension 2,
les autres sont de dimension 1 (définitions au §3.5). Pour un type donné une orbite
est représentée sur le diagramme par un ou plusieurs segments qui correspondent &
I’ensemble des valuations S Ly-invariantes dominant son anneau local.

Le plongement qui correspond a ce diagramme a une orbite ouverte, une orbite
de type A,, une orbite de type B_, deux orbites de type AB et quatre orbites de
type C.

Dans le cas G = SLy, H un sous-groupe fini de SLo, L. Moser | M1| applique
la méme méthode pour obtenir une classification des plongements homogénes nor-
maux de SLy/H et les diagrammes correspondants. Les branches de ces nouveaux
diagrammes représentent cette fois des éléments de P'/H. On en trouvera dans la
présente thése de nombreux exemples.

Une SLy-orbite d’un plongement X de SLs/H est soit entiérement formée de
points lisses soit entiérement formée de points singuliers. Dans le premier cas on dira
que l'orbite est réguliére. Par conséquent une orbite est réguliére si et seulement si
son anneau local est régulier. Pour H = {id} ou {+id} les méthodes développées
par L.Moser permettent de trouver des conditions de régularité pour tous les types
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d’orbites mais elles s’avérent insuffisantes en I’état pour la gé néralisation a tout
type de sous-groupe fini H de SLs.

Le point de départ de notre travail a été de compléter ces résultats en donnant
les conditions de régularité des S Lo-orbites pour tous les sous-groupes finis H (cy-
cliques, binaires diédraux, tétraédraux, octaédraux et icosaédraux) en introduisant
systématiquement pour chaque orbite Y une certaine surface torique dont la lissité
est équivalente a la régularité de Y.

1.2 Plongements lisses de SLy/H

Dans toute la suite on désignera par plongement de SLs/H un plongement

homogene normal de SLy/H.

Les conditions de régularité des SLs-orbites d'un plongement de SLy/H font
I’'objet des propositions 1 a 6.

Pour les orbites de type Ay, By, B_ la liste des orbites réguliéres est constituée
de quelques familles déterminées chacune par un nombre fini d’éléments de P!/ H et
une suite de nombres rationnels.

Une orbite de type AB est définie par un élément D de P'/H et deux nombres
rationnels r; et ro appartenant a un intervalle qui dépend de D. La condition de
régularité s’exprime dans ce cas par une condition arithmétique sur ry et ro (pro-
position 4) analogue & la notion de fractions adjacentes : I—; et f]i: irréductibles sont

adjacentes quand |pq’ — p/q| = 1.

Exposons la méthode que nous utiliserons pour trouver les orbites réguliéres.

Il est déja connu que les points fixes d'un plongement homogéne X de SLy/H
sont singuliers (c’est une conséquence du thé oréme du slice étale de Luna | LJ).
Comme X est normal les SLs-orbites de codimension 1 sont toujours réguliéres.
Reste a étudier le cas des SLy-orbites de codimension 2.

Soit Y une orbite de dimension 1 de X.

On fixe un sous-groupe de Borel B de SL,, un tore maximal 7" de B et on note
U le radical unipotent de B. On a vu a la section précédente qu’il existe un ouvert
affine B-stable X de X qui intersecte Y. Un tel ouvert X sera appelé une B-carte.

H agit sur C(SLy) par translation a droite et SLo, U, B, T agissent sur C(SLy)
par translation a gauche. Considérons le quotient algébrique X //U = spec(C[X]Y)
o C[X]V est D'algebre des éléments de C[X] invariants par U (C[X]V est de type
fini : [ LV] et | Tim]). D’aprés le lemme 5.1.1 p 38 ce quotient n’est autre que le
quotient géométrique X /U, et nous adopterons dorénavant cette notation.

Un résultat de D.Luna | BLV| permet de ramener la régularité de ’anneau local
de Y dans X a la lissité du point p image de YNX dans X /U . Par conséquent on
réduit le probléme de la lissité d’un point dans une variété de dimension 3 a celui de
la lissité d’un point dans une variété de dimension 2. Ce procédé, déja employé par
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L.Moser dans le cas H = {Id} ou {£Id} est crucial dans le sens qu’il rend possible
des calculs autrement inextricables.

A ce stade il est possible de décrire un algorithme pour évaluer la dimension du
C-espace vectoriel m/m?, ot m est I'idéal maximal du point p dans X /U , en fonction
des données de l'orbite Y. On peut utiliser a cette fin la graduation de C[X /U] issue
de I'action de T = C*. Il est possible, mais fastidieux, d’en déduire des conditions de
régularité de Y. Ce fut notre premier chemin pour aboutir aux résultats de la section
4. Cependant, en s’aidant d’une représentation un peu différente des B-cartes due a
Timashev | Tim]|, il nous est apparu aprés coup que les B-cartes qui intersectaient
une orbite réguliére avaient une forme particuliére qui indiquait la voie d’une preuve
plus simple des conditions de régularité. Cette preuve consiste a se ramener a la
condition élémentaire de lissité d’une surface torique. C’est cette approche que nous
avons finalement retenue.

Timashev distingue deux cas selon que la dimension de I’anneau Oﬁy des inva-
riants par B de I'anneau local Oxy de Y est de dimension 1 ou 0.

Si dim(O% X.y) = Londit que Y est de type I et on vérifie que Y ne peut intersecter

que des B-cartes X de méme type c’est-a-dire telles que dim(X//B)=1
Si dim(@f?’y) = 0 alors Y est dit de type II. On montre que Y ne peut intersecter

quune seule B-carte X et que X est alors de type II c’est-a-dire qu’elle vérifie
dim(X //B)=

Dans tous les cas T = C* C SLs; a une action sur X /U pour laquelle p est
I'unique point fixe.

Dans le cas d’une orbite Y de type I, on montre que, quitte a remplacer Y, X
par Y X’ tels que Oxy = Oxy+, on peut choisir la B-carte X (dans X”) telle que
le quotient X /U soit une surface affine torique. L'action du tore (C*)? sur X /U
prolonge celle de T' = C* décrite ci-dessus. Les caractéres correspondant aux (C*)2-
vecteurs propres de C[X /U | forment un cone de Z? engendré par deux éléments
primitifs uy, us. La condition de lissité de p dans X /U est élémentaire : uy, uy doivent
engendrer Z? c’est-a-dire | det (uy,us) | = 1.

Dans le cas d’une orbite Y de type II, Y n’intersecte qu’une seule B-carte X. Sile
point p est lisse dans X /U on montre que X /U est encore une surface torique pour
une action de (C*)? prolongeant celle de C*, action que 1’on peut décrire précisément
en fonction des données qui dé finissent Oy y dans la classification de Luna-Vust.

Cette preuve apporte une information supplémentaire sur la gé ométrie des plon-
gements lisses (voir 'introduction du chapitre 5) :

Si X est un plongement lisse de SLy/H alors tout point de X appartient
& un ouvert isomorphe a C* ou a Cx (C*\[) ou C? est muni d’une
certaine action de C* pour laquelle [ est une C*-orbite.

Dans le cas des S Ly-orbites de type I nous donnerons, sur une suggestion de M.Brion,
une autre démonstration des conditions de régularité de Ox y reposant sur le théo-
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réme du slice étale de Luna (| L]). Cette autre preuve permet de mieux comprendre
la formulation des conditions de régularité.

1.3 Modéles mimimaux

Aprés obtention des conditions de lissité des plongements de SLg ou SLy/{+1d}
le travail de L.Moser a consisté a relier la géométrie d’un plongement aux informa-
tions lisibles sur son diagramme de Luna-Vust. Elle a en particulier dans | M1] et
| M2| établi la liste de tous les modéles minimaux. Pour H fixé on dit qu'un plonge-
ment est mimimal si ¢’est un plongement homogeéne lisse et complet de SLy/H qui
ne peut pas étre obtenu par éclatement (SLy-équivariant) d’un autre plongement
homogene lisse et complet de SLy/H. Dans | M3] elle a étudié les anneaux de Chow
des plongements de SL, et donné un critére de projectivité des plongements lisses
et complets de SLs.

Avec notre description de tous les plongements lisses de SLy/H pour un sous-
groupe fini H quelconque de S L, il devient naturel de chercher a étendre les résultats
précédents. C’est ce que nous avons fait pour les modeéles minimaux (section 6) et
le critére de quasiprojectivité (section 6.7.1).

Pour les modéles minimaux nous avons suivi la méthode de L.Moser | M1| avec
comme unique différence que les suites de fractions adjacentes sont remplacées par
des suites de fractions c-adjacentes (voir définitions 4.3.1 et 4.3.2 ). Au cours de la
démonstration nous indiquons comment on peut déterminer (dans la classification
de Luna-Vust) I'éclaté d’un plongement lisse quelconque de SLs/H le long d’une
orbite de dimension 1. La liste des diagrammes des modéles minimaux pour chaque
type de sous-groupe H est donnée a la section 6.2.

Pour H fini quelconque les plongements minimaux de SL,/H avaient déja été
trouvés et décrits par Nakano dans le cas projectif a ’'aide de la théorie de Mori
| Nak|. Au § 6.7 nous établissons la correspondance entre nos listes de diagrammes
des plongements minimaux projectifs et les listes de Nakano.

1.4 critére de quasi-projectivité

Pour un plongement homogéne quelconque de SLy/H, c’est-a-dire qui n’est pas
nécessairement lisse ou complet, nous démontrons au § 6.7.1 un critére pour déter-
miner si la variété du plongement est quasi-projective en fonction de son diagramme.
En particulier, dans le cas ou H est cyclique d’ordre n, nous mettons en évidence un
plongement minimal non projectif qui contient un nombre d’orbites qui croit avec
n.

La preuve que nous donnons de ce critére est une application d'un critére d’am-
plitude des diviseurs de Cartier dans le cadre plus général des plongements de G/H
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avec G réductif et G/H de complexité 1 | Tim2|. Nous déterminons explicitement
un diviseur ample pour tous les plongements projectifs de SLs/H.

1.5 Plongements magnifiques

En utilisant notre détermination combinatoire compléte de tous les plongements
lisses nous retrouvons au § 6.1 un résultat de D.Luna sur I'inexistence de plongement
magnifique de SLy/H. On montre en particulier que tout plongement de SLy/H
contenant exactement l'orbite ouverte, une orbite de dimension 1 et deux orbites
de dimension 2 est tel que les fermetures des orbites de dimension 2 s’intersectent
tangentiellement en 'orbite de dimension 1.

1.6 Plongements projectifs avec une seule orbite fer-

’,

mee

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et e un élément de (P')" dont toutes les
coordonnées sont distinctes. Alessandra lozzi et Jonathan Poritz on démontré dans
| I-P| que la fermeture Siy.e de I'orbite de e pour I'action diagonale de SL; sur (P')"
est normale (mais singuliére si n > 3). Ils ont montré qu’un S Le-automorphisme de
Sly.e ne peut étre que la restriction d’une permutation des n coordonnées de (P*')".
En utilisant ces résultats on donne a la section 6.8 une description comme fermeture
d’orbite dans des produits de P!, de tous les plongements lisses et complets de
SLs/H avec une seule orbite de dimension 1. La lissité de ces plongements peut étre
démontrée d’'une maniére complétement indépendante de la théorie de Luna-Vust.
Nous en donnons un exemple & 'annexe C dans le cas ou H est cyclique d’ordre
pair.



Chapitre 2

La théorie de Luna-Vust

2.1 Détermination d’un plongement homogéne par
les anneaux locaux de ses orbites

Il s’agit ici d’un résumé. Les détails et les preuves se trouvent dans l'article de
D.Luna et T.Vust | LV]. L’article de Timashev | Tim|, auquel nous empruntons cer-
taines notations, contient également un exposé de la théorie avec des généralisations
et des variantes dans les démonstrations.

On se restreint encore dans ce chapitre au corps de base C. Soit G un groupe
algébrique affine connexe et H un sous-groupe algébrique de G (non nécessairement
connexe). Un plongement homogéne de G/H est une variété algébrique irréductible
X (non nécessairement quasi-projective) munie d’une action algébrique de G et d'un
isomorphisme G-équivariant de G/H sur une orbite ouverte de X.

La classification de Luna-Vust des plongements homogénes de G/H s’applique
au cas ou GG est réductif connexe, d’anneau de fonctions réguliéres C[G] factoriel et
ou X est une variété irréductible normale.

Soit K le corps des fonctions rationnelles de ’espace homogéne G/ H. Considérant
I'isomorphisme entre G/H et 'orbite ouverte de X, 'anneau local de toute sous-
variété algébrique de X peut étre vu comme un sous-anneau de K. Il est alors naturel
d’identifier X a ’ensemble des anneaux locaux de toutes ses sous-variétés muni de
la structure de faisceau algébrique induite par la structure de faisceau algébrique
sur 'ensemble £ (K) des localités géométriques de K.

Une localité géométrique de K est par définition une sous-algébre de K qui peut
étre réalisée comme le localisé en un idéal premier d’'une C-algébre de type fini de
K, de corps de fractions K. L’ensemble L (K') de ces localités géométriques est muni
de la topologie de Zariski : un ouvert de base V(A) de cette topologie est I'ensemble
des localisés en tous ses idéaux premiers d’une algebre de type fini A quelconque de
K, de corps de fractions K.

13
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Considérons maintenant 1’anneau local Oy y d'une certaine G-orbite Y de X.

L’action de G sur G/H par translation a gauche induit une action de G sur
K =C(G/H) (9 € G, f €K, (9./))(?) = f(g7".7)) et une action de l'algebre
de Lie de G sur K (par dérivation). L’anneau local Ox y appartient alors au sous-
ensemble £1(K) de L(K) formé des localités géométriques stables par G et par
l'algébre de Lie de G. Un élément de £,(K) sera appelé dans toute la suite un G-
germe. On peut montrer que X est en fait entiérement déterminé par 1’ensemble
L(X) des G-germes associés a toutes ses G-orbites.

Le programme consiste donc d’abord & décrire les G-germes, ce qui se fait de fagon
combinatoire simple dans le cas G = SLy (C), puis a décrire des conditions pour
qu’une collection de G-germes soit effectivement ’ensemble £(X) d’un plongement
homogéne X de G/H.

Si O est un G-germe, une réalisation géométrique de O est un plongement ho-
mogene X de G/H tel que O soit 'anneau local d'une G-orbite Y de X. On montre
que tout G-germe admet une réalisation géométrique.

Si X est un plongement fixé de G/H D’application qui & toute G-orbite Y as-
socie son anneau local Ox y est injective. On se permettra souvent dans ce cas de
confondre Y et Oxy. De méme si D est un diviseur premier de X, on admettra
la confusion entre D et vp, la valuation discréte associée. Pour les questions pu-
rement locales, comme celle de la régularité d’'un G-germe O, on ne précise pas
nécessairement une réalisation géométrique ¥ C X telle que O = Oxy.

2.2 Utilisation des B-cartes intersectant une GG-orbite.

X étant un plongement homogéne de G/H, une B-carte affine X de X est un
ouvert affine stable par B oul B est un sous-groupe de Borel fixé de G. Si X est un
plongement homogéne normal de G/H et Y une sous variété fermée de X stable par
G alors il existe une B-carte affine X de X qui intersecte Y. Ce résultat s’appuie
sur le théoréme suivant di & Sumihiro :

Si G est réductif et X est une G-variété normale alors tout point x de X
est contenu dans un ouvert G-stable X qui est G-isomorphe & une variété
quasi-projective ou G agit par automorphismes de l'espace projectif.

Rappelons que dans le cas ott G est un tore, Sumihiro montre que ’on peut choisir
X affine. C’est le point de départ de la classification des variétés toriques. Dans le
cas G réductif on doit se restreindre a un ouvert stable par B pour garder un ouvert

affine ( [ LV], | Br]).

Convention : L’hypothése de normalité étant essentielle pour le résultat de
Sumihiro et par conséquent pour la classification de Luna-Vust, on supposera doré-
navant que tous les plongements homogénes considérés seront normaux.
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Soit X une B-carte affine d'un plongement X de GG/ H. Comme X est normal son
anneau de fonctions réguliéres C[X| est intégralement clos. Comme il est également
noetherien c’est un anneau de Krull | Bou| et en particulier C[X] = (1, C[X], ot p

décrit I’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de (C[X ]

C[X ], est Panneau d’une valuation discréte de K, appelée valuation essentielle
de (C[X ] et si I'idéal p n’est pas stable par G alors p définit un diviseur de X dont la
fermeture dans X intersecte G/H en un diviseur premier. Les valuations qui nous

intéressent sont donc les suivantes :

1. V : ensemble des valuations discrétes gé ométriques (1’anneau de valuation est
une localité gé ométrique) G-invariantes de K. En utilisant la réductivité de G
on montre qu’'un élément v de V est entierement déterminé par sa restriction
a KB ot K(B) désigne I'ensemble des éléments de K qui sont semi-invariants
sous l'action de B.

2. D : ensemble des diviseurs premiers de G/ H, ou par abus de langage ensemble

de leurs valuations associées. On note vp la valuation associée au diviseur
D eD.

3. DB : ensemble des éléments de D qui sont stables par B. Les valuations
associées sont toutes les valuations discrétes géométriques B-invariantes, non
G-invariantes, de C (SLy/H) .

Si D € D\ DF alors sa fermeture D intersecte X car sinon ce serait une composante
irréductible de codimension 1 de (G/H)\ X c’est-a-dire un diviseur premier B-stable.
En particulier vp est essentiel pour C[X ]. On a donc :

CIX]=()0uwn () O0uwn [] Ouw
weWw DeR DeD\D5B
ot WCVetRCDE.

W est fini car si X est un plongement homogéne de G/H contenant X alors
les éléments de W sont les valuations associées aux composantes irréductibles de
codimension 1 de X \ (G/H) (nécessairement G-stables car G est connexe) qui
intersectent X. Par contre R est cofini, c’est-a-dire de complémentaire fini dans
DB. En effet si un diviseur premier B-stable de G/H a une fermeture dans X qui
n’intersecte pas X alors c’est 'une des composantes irréductibles de codimension 1
(B-stables car B est connexe) du complémentaire de X dans G/H.

Luna et Vust donnent ensuite des conditions sur le choix de W C V et R C DB
pour que ((,eyy Ow) N (Nper Ovn) N (MNpep\ps Ovp,) soit 'anneau des fonctions

réguliéres d'une B-carte X : on dit alors que W et R définissent X. Une présentation
des conditions de Luna-Vust est donnée par Timashev dans | Tim|. Nous la rappelons
en 5.4 p 42 car elle nous sera utile pour 1’étude de la régularité de ’anneau local
d’une orbite.
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Considérons maintenant un G-germe O de réalisation géométrique Y C X ((’)O:
Oxy) et X une B-carte affine de X qui intersecte Y en Y d’idéal premier I C C[X].
Alors O = C[X]; est encore un anneau de Krull et donc on a O = ), C[X], ou

cette fois p décrit 'ensemble des idéaux premiers de C[X ] de hauteur 1 contenus
dans I. On peut alors montrer que parmi ceux-ci les idéaux p stables par B suffisent
a déterminer . Autrement dit les sous-ensembles V (Y) et DB (Y) de W et R
correspondant aux valuations associées aux diviseurs premiers B-stables contenant Y
déterminent entiérement le G-germe O. Evidemment V (Y') et D (Y) ne dépendent
ni de la réalisation géométrique de O ni de la B-carte choisie mais uniquement du
G-germe. Ils forment avec D\D? l'ensemble des valuations essentielles de O. On
poura donc noter V (O) et DP (0) au lieu de V (V) et DB (V).

Définition 2.2.1 Nous appellerons simplement B-carte un ouvert affine B-stable
d’un certain plongement de G/H ou encore son anneau C[X]. Une B-carte est donc
définie par les ensembles W (X) et R(X).

Définition 2.2.2 Soit G/H < X un plongement homogeéne. Appelons squelette de
X lensemble Sk(X) des valuations associées a tous les diviseurs premiers G-stables

de X.

Remarque 2.2.3 Si X C X est une B-carte alors X est le complémentaire dans
X de la réunion des diviseurs D, (D, unique diviseur de X associé a la valuation
v) quand v parcourt ensemble fini (Sk (X)\ W)U (DP\ R).

Pour que X soit inclus dans un plongement X fizé il est nécessaire que VV soit
inclus dans le squelette Sk (X) de X.

Définition 2.2.4 Nous dirons que le G-germe O est le localisé d’une B-carte X
pour dire que O est un localisé de C[X] ou encore que l’ensemble V (O) U DP (O)
des valuations essentielles de O invariantes par B est inclus dans W (X JUR(X).

Notons que d’aprés cette définition et la remarque précédente si on a O = Ox y
pour un plongement X et une orbite Y de X alors O peut étre le localisé d'une
B-carte X’ d’un plongement X' différent de X.

Un autre point de vue est le suivant. On définit la facette de O comme ’ensemble
F (O) des valuations v € V qui dominent O. Le centre d’une valuation v quelconque
de F (O) dans X est Y. Donc W(X), R(X) et v déterminent . L’introduction des
facettes pour la description des G-orbites permet de donner des conditions simples
pour la sé parabilité et la complétude d’un plongement homogeéne. On reviendra sur
ce point lors de I'étude des plongements minimaux.
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Dans le cas G = SLy (C) et H fini, Luna et Vust déduisent de leur étude une
classification des G-orbites des plongements homogénes de G/ H. Pour exposer cette
classification nous avons besoin de décrire plus précisément 1’ensemble V' des va-
luations G-invariantes de K = C(G/H) = C(G) et I'ensemble D? des diviseurs
premiers B-stables de G/H. C’est I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Plongements homogénes de SLo/H

Notations :
— SLy={(%%
0

S B={(E L U={(3) et T={(5,0)}

3.1 Sous-groupes finis de SL-

Soit H un sous-groupe fini de SLy et H, de cardinal n, son image dans S Ly /{£Id}
(identifié¢ au groupe des automorphismes de P').

Les sous-groupes finis de S L, sont de cinq types : cycliques, binaires diédraux,
tétraédraux, octatédraux et icosaédraux. Deux groupes de méme type et de méme
ordre sont conjugués (ces résultats sont dis a F.Klein, une preuve se trouve par
exemple dans [ Sp|). On a card (H) = card(H) si et seulement si —Id & H, ce qui
n’est le cas que si H est cyclique d’ordre impair.

Soit X un plongement homogeéne de SL,/H de point de base e. Un autre point
¢’ = 0.e (0 € SLy) de lorbite ouverte a pour sous groupe d’isotropie o Ho~!. Donc
X peut étre vu comme un plongement homogeéne de SLy/(cHo™!) avec pour point
de base €. Si I'on choisit pour chaque type de sous-groupe fini de SL, un groupe
H auquel tous les autres groupes de méme type sont conjugués, la connaissance
des plongements homogénes de SLy/H suffit & déterminer tous les plongements de
SLy/H' pour H' de méme type que (i.e conjugué a) H.

Notations :
— n; : cardinal d’une orbite j de P! sous 'action de H (j € P'/H).
— ¢; : ordre du sous-groupe d’isotropie d'un élément quelconque d'une orbite j
de P! sous l'action de H. On a ¢; = card (H) /n;.
— ¢; : ordre du sous-groupe d’isotropie d'un é lément quelconque d’une orbite
j de P! sous l'action de H. En particulier ¢; = ¢; si card (H) est impair et
¢; = ¢j/2 si card (H) est pair.

19

) x,y,z,w € C, zw—yz= 1}. En particulier C (SLs) = C (z,y, z,w).
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Deux orbites j et j’ de P! sous I'action de H sont dites conjuguées quand il existe o
dans le normalisateur de H dans SLs tel que 0.j = j'. Par exemple, deux orbites non
génériques (c’est-a-dire ici de cardinal non maximal) sont conjuguées si et seulement
si elles ont méme cardinal.

3.1.1 Cas ou H est binaire diédral, tétraédral, octatédral ou
icosaédral.

On a alors —Id € H d’'ou n = card(H) = 1card (H). Par ailleurs on peut

supposer, quitte & remplacer H par I'un de ses conjugués, que H C SUs (C) /{£id}
ot SU; (C) = {(%2) /a,b e C, |a]*+ |b]> = 1}. En identifiant P* & une sphere S
par projection sté réographique on a PSU, (C) ~ SO;3 (R) et H est alors le groupe
des rotations laissant invariant un certain polyédre (régulier dans le cas non diédral)
P C R3. L’ensemble des sommets de P forment une orbite v (vertex) sous laction
de H, les centres des faces de P forment une autre orbite f (face) et les milieux
des cotés une orbite e (edge). Les autres orbites w sont dites génériques. Les orbites
non génériques de P! sous 'action de H correspondant & v, f, e sont définies sans
ambiguité seulement quand elles peuvent se distinguer par leur cardinal sinon elles
ne sont connues qu’a conjugaison prés. Par exemple dans le cas oi H est binaire
diédral d’ordre 4k, f et e sont toujours conjuguées et si H est binaire diédral d’ordre
8 (k = 2) alors v, f et e sont conjuguées.

Remarque : v peut représenter dans certains cas une valuation. Le contexte suffit
pour lever 'ambiguité, par exemple v (v, 7) est la valuation S Lo-invariante associée
aveP/HetreQ(§54.2p. 45).

Si H est binaire diédral et k& = 1 alors H est également cyclique (d’ordre 4).
Nous conviendrons de ne pas inclure ce cas dans les diédraux : un groupe binaire
diédral sera toujours supposé d’ordre strictement supérieur a 4 (k > 2).

Dans le tableau suivant w représente une orbite générique de P! sous I’action de

H.
o N="n, Ny, Nf Ne¢|Cy Cy Cf Cc
diédral 2k 2 k k|1 k 2 2
tétraédral | 12 4 4 6 |1 3 3 2
octaédral | 24 6 8 121 4 3 2
icosaédral | 60 12 20 30(1 5 3 2

TABLE 3.1 — valeurs des n; et des ¢; dans le cas non cyclique

Les n; et les ¢; vérifient les relations :
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nv+nf+ne:nw+2

e 1 1 1 1 2
cest-a-dire —+ — + — = — + —
Cy Cy Ce 2 Ny

3.1.2 Cas ou H est cyclique.

Soit k € N\ {0} et H le sous-groupe cyclique d’ordre k de SLs (C) engendré par

a= 8591) ou € est une racine primitive k£ éme de 1.

Sous l'action de H (ou son image H dans PSLy (C)) sur P* on a deux points
fixes qui sont 0 = {[0 : 1]} et co = {[1 : 0]}. Les autres orbites, dites gé nériques,
sont de cardinal card(H) = k/2 si k est pair et card(H) = k si k est impair.

card (H) =k ‘ Ny No Moo Co Co  Coo
impair k 1 1 1k k
pair k/2 1 1 1 k/2 k/2

TABLE 3.2 — valeurs des n; et des ¢; dans le cas cyclique

Pour k = 1,2 la régularité des orbites d’un plongement homogéne de SLy/H a été
entiérement étudiée dans | M2|. Ces deux cas se distinguent des autres cas cycliques
par le fait que H opére trivialement dans P!. Les techniques d’étude de la régularité
d’une S Lo-orbite que nous exposerons sont valables pour un groupe cyclique d’ordre
k quelconque mais pour ne pas alourdir les preuves nous ne réécrirons pas les cas
k=1 et 2, déja traités par L.Moser (| M1]|, [ M2|).

3.2 Vecteurs propres de C(SLy) sous ’action de B
et H

Puisque B est de codimension 1 dans SL,, ’ensemble des diviseurs premiers de
S Ly stables par B est simplement 'ensemble SL,/B ~ P! des B-orbites de SLs.
Donc D peut s’identifier & P!/ H.

Pour la description d’'un élément w de D? il est commode de considérer sa pré-
image D par 'application quotient SLy — SLs/H. Cette préimage est une réunion
de diviseurs premiers stables par B de SLy et D = g;*(0) ou g, est le produit
des fonctions qui définissent (a coefficient multiplicatif prés) chacun de ces diviseurs
(SLs est factoriel). Par sa définition g, est un élément de C(SLy) semi-invariant
pour les actions de B et de H.
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Notons C (SLy)® Iensemble des vecteurs propres de C (SLs) sous action par
translation a gauche de B. On vérifie que C (SLQ)(B) est le sous-groupe multiplicatif
de C(z,y) engendré par (Cx @ Cy) \ {0}.

Notons C (SLy)P*™) Tensemble des éléments de C (L) qui sont également
vecteurs propres sous l'action par translation a droite de H. Dans la suite B (ou
SLy) opérera toujours par translation a gauche et H par translation a droite.

A tout élément w = {[a1 : b1], ..., [an, : bo ]} = H.[as : by] de P/H = D? asso-
cions ’élément

9w = [I. = 1™ (a;z 4 byy) € C (SLy) ™

Par définition g, est défini & un coefficient multiplicatif pres par le choix des
représentants (a;, b;) des [a; : b;]. Cette indétermination n’intervient ni pour le degré
de g, ni pour le caracteére de H associé a g,, comme vecteur propre, ni dans le calcul
de v(g,) ot v est une valuation de C (SLs) . Les g, engendrent le groupe multiplicatif

C (SLy) P .

Tout élément g de C(SLy)P*™) s%écrit de manicre unique (a coefficient
multiplicatif pres) sous la forme [] (g.)™ (m., € Z)

Preuve : Soit g = £ € C (SLy) P avec g1, go € C[SLy]® = Clx, ]

En multipliant haut et bas par ], . H.oz1a0-g2 ON peut considérer que ¢, et g
sont tous deux dans C[SLy]®*). Donc on peut supposer dans la preuve que g €
C[SLy)B>*H).

Associons a chaque élément p de P! un é lément g, = azx + by de Cz & Cy tel
que [a: b] = p et pour h,k € C(x,y) notons h ~ k quand il existe A € C* tel que
h=MXk. Ainsi g € C (SLQ)(BXH) signifie que pour tout o € H, 0.9 ~ g.

La décomposition en facteurs premiers de g (homogeéne) dans C[z,y| assure
I'existence d’un sous-ensemble fini F de P! tel que g ~ [ .- (g,)™" . Par ailleurs,

peF

on vérifie que 0.9, ~ ¢, pour o0 € H. De 0.g ~ 0. (Hpef (gp)mp> ~ Hpef (gglp)ml’
et g ~ 0.g on déduit alors que I’ensemble F est stable par H et que les éléments p
d’une méme orbite de F sous 'action de H ont méme multiplicité m,,.

O

3.3 Espace vectoriel C[SLg]gXEH)

Dans ce paragraphe nous rappelons un résultat qui nous sera utile dans certains
calculs (par exemple 5.4.1 p. 44) :

bigjgj pour j € P'/H ont méme degré n et méme caractére xo pour H
et engendrent un C-espace vectoriel de dimension 2.
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Pour le voir simplement, commengons par fixer un représentant o; € H pour chaque
élément de H. Si A € Conpose gy = [[,; ,, 0i-(Az+y) (9r ~ g quand w = H.[\, 1]
est générique ). Si h € H on définit x(h, \) par h.gyx = x(h, \)gx. Ainsi, A étant fixé,
h+— x(h,\) est un caractére de H. Mais H et son groupe des caractéres étant finis
X(h,\) ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Or, par un simple calcul, on
voit que x(h, A) est rationnel et donc continu en X. Donc x(h, \) est constant pour
h fixé. Les w = H.[\, 1] génériques (on doit éliminer quelques valeurs de \) ont donc
meéme caractere xo.

De plus si H.[A : 1] est non générique, par exemple dans le cas non cyclique si
H A1 =v,0ona gy = ¢, qui a méme caractére y, que les g, génériques.

En réalité les g;% pour j € P'/H forment un espace vectoriel de dimension
2, l'espace propre C[SLQ]%?XEH). Ce fait, signalé par Timashev dans | Tim| se dé-
montre facilement a partir du théoréme de Liiroth. En effet C ¢ C(SLy/B)" ¢
C(SLy/B) ~ C(P"), dou C(SLy/B)" = C(t) avec t = a/b , a,b homogénes de

méme degré dans C[z,y|, de méme caractére xo pour H et sans facteur commun

dans C[z,y]. On peut ensuite montrer que a et b engendrent C[S L] gfxon)

Exemple : supposons que H soit le sous-groupe binaire tétraédral de S Ly engendré
par

;. 1 2 , (€T 0
s} 2) o= ( 1)

Comme sous-groupe d’automorphismes de P!, H est engendré par a : z +— 2

z—1

d’ordre 2 et 7 : z > €5 z d’ordre 3.
Icin =12, n, =ny =4 et n. = 6.
U:ﬁ[lil],f:ﬁl.[OI1],€:H.[a21] avec a = 1 + /3.
w générique est de la forme H. [\ : 1] avec [\ : 1] & v, f oue. On pose 8 = 1—+/3.

= (r+y)x <ei27ﬁx + y) (ei%x + y) =4z (2° + )

gr =y (=27 +y) <—2ei2?wm + y) <—2ei4?wx + y> =y (—82° +¢*)

ge = (e +y) (Oze’%ﬂx + y) (aei%wrc + y) (Bx +y) (ﬁei%”:r + y) (ﬁei%x + y)
_ (Oé3x3 _I_y?)) (/33x3+y3)

12
9w = HO’Z(/\JJ + y)
i=1

- AQ+2)(A2—22+4) |
On vérifie que g2 = g2 + gf’c et g, = <%) g2+ gJ?i (Maple)

On se reportera a 'annexe A p. 135 pour le calcul des caractéres des éléments de
C (SLQ)(BXH) sous les actions de B et H et la détermination de C[SLQ]%?XXOH) pour
chaque type de sous-groupe H.
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3.4 Valuations discrétes de C(SLy/H) invariantes
par SLo

SLs est un groupe réductif et la connaissance de ses représentations linéaires
irréductibles donne une forme particuliérement simple aux valuations discrétes de
C(SLy) et de C(SLy/H) invariantes par SLo. Leur calcul se trouve déja dans I’ar-
ticle de Luna et Vust dans le cas H = {id} et il a été généralisé & H quelconque par
L.Moser dans sa thése | M1]. Nous reprenons ici son point de vue et ses notations.

— V est 'ensemble des valuations discrétes normalisé es géométriques de C(SLy/H)
invariantes par SLy. Pour la normalisation, plutdét que de considérer que le
groupe des ordres (valeurs) de v € V est Z on impose que le minimum de v
sur {g;’, j € P'/H} soit -1.

— V) est le sous-ensemble de V formé des valuations v telles que C5%2 ~ C on
C, est le corps résiduel de v et C3%2 le sous-corps de ses invariants par SLs.
C’est ’ensemble des valuations associées aux SLs-orbites de codimension 1
des plongements homogénes de SLy/H.

— V\ V) est en fait constitué de 'unique élément de V qui vaut -1 sur ’ensemble
{477, j € P'/H}.

Proposition 1.2.4 p. 12 de | M1] :

Soit wy € P'/H de cardinal n,, et ro € QN[—1, -2 —1].

9 nWO

Il existe une unique valuation v(wg,79) € V, invariante par S Lo, vérifiant :

{ v(wo, 7o) (g;j) = —1sij#w
v(wo, 7o) (gwbéo) = To

et tout élément de V s’obtient de cette maniére.

Notation : pour j € P!/H nous poserons b (j) = 2 — 1.

nj

L’application qui & (wp,7w,) € (P/H) x (QN] — 1,b (wp)]) associe v(wy, o) € V4
est une bijection. Si r = —1 alors v (j, ) ne dépend pas de j € P!/ H. Cette valuation
particuliére (notée parfois v(, —1))est 'unique élément de V' \ V.

Exemple de diagramme de Luna-Vust : sur la figure suivante on associe & chaque
élément j de P'/H un segment QN[—1,b(j)] avec une extrémité commune corres-
pondant & 'unique élément de V' \ V;. On représente v(wp, 79) par un trait en ro sur
le segment associé a wy.
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b)

i
® génériques '\

représentation d'une valuation de C(G/H) invariante par G (ici H est non
cyclique).

3.5 Anneau local d’une orbite

On a vu que suivant la théorie de Luna-Vust un SLs-germe O, c’est-a-dire ’an-
neau local d’une orbite Y d’un plongement X de SLs/H, est déterminé par ses valua-
tions essentielles invariantes par B c¢’est-a-dire par les ensembles V (O) et D (O).
Les B-cartes ayant un role important dans toute la suite on décrira également le S Lo-
germe O comme le localisé d’une B-carte X définie par ses ensembles W = W(X)
et R = R(X) Le choix de la B-carte n’est en général pas unique. Un SLs-germe O
est donc déterminé par :

— un sous-ensemble cofini R de DP = P!'/H.

— un ensemble fini W de valuations invariantes par SLs.

(R et W déterminent une B-carte X).

— une valuation vy € V; qui domine O.

(O est le localisé de A = C[X] en I'idéal premier M = C[X] Ny, ).

Suivant Timashev | Tim|, on distingue deux types de B-cartes et deux types de
S Lo-germes.

Définition 3.5.1 Soit X une B-carte :
1. X est dit de type I quand (C[)O(]B # C.
2. X est dit de type IT quand C[X]? = C.

Timashev définit un G-germe de type I comme étant le localisé d’au moins une
B-carte de type I et un G-germe de type II comme n’étant le localisé que de B-cartes
de type II | Tim, p 380|. Dans le cas d'un SLs-germe cette définition se réduit a la
suivante (preuve a l'annexe B).

Définition 3.5.2 Soit O un SLy-germe.
1. O est de type I quand dim(OB) =1 (dimension de Krull).
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2. O est de type II quand OF = C.

A Tannexe B on précise la forme de C[X]? et OF pour le type I. On démontre
en particulier que OF = C[t]).

Pour un SLy-germe de type II localisé d’une B-carte X, on vérifie | Tim] que les
valuations essentielles B-invariantes de C[X | sont exactement les valuations essen-
tielles B-invariantes de O, il n’y a donc qu’'un choix possible de W et R et qu’une
seule B-carte X qui se localise en O. Si Y C X est une réalisation géométrique de
O clest-a-dire si O = Oy 3 avec X un plongement de SLy/H et Y une SLs-orbite

de X on en déduit qu’il n’existe qu’'une seule B-carte XcX qui intersecte Y.

Par contre pour un SLy-germe O de type I, les seules contraintes sur W et R
définissant une B-carte qui se localise en O sont que

— W soit fini dans V et R cofini dans DP

— X soit de type I

— V(0)cWet DP(0) C R.

Ces choix sont soumis a certaines conditions qui déterminent finalement 6 types de
SLy-germes (| LV], [ M1]) dont nous allons rappeler les définitions dans les sections
suivantes.

Dans les descriptions des SLas-germes nous avons choisi W = V(O) (la B-carte
est dite adaptée au SLo-germe O dans la terminologie de | LV]) et pour R un
¢élément maximal (pour l'inclusion) parmi tous les R possibles. On verra par la suite
que des choix différents de W et R, c’est-a-dire d’'une B-carte X se localisant en O,
permettent parfois de simplifier ’étude de la régularité de O.

Enfin nous indiquons l'ensemble F(QO) (la facette de O) des éléments vy de V;
qui dominent O. Ces éléments seront utiles dans la recherche des modéles minimaux
a la section 6 p. 71.

Rappel : b(j) = i—J — 1 pour j € P'/H.

3.5.1 SLs-germes de type C (type I)

Notation : O = C (4, 7).

O est 'anneau local d’une orbite de codimension 1 (dim (O) = 1).

On choisit un élément j de P'/H et un nombre rationnel r dans | — 1,5(5)]
définissant une valuation w = v(j,r) de C(SLy/H).

R = (PY/H)\ {j,7} (j* est un élément de P'/H différent de j) et W = {w}.

Valuations dominant O : F (O) = {w}.

Valuations essentielles B—invariantes de O : V (0) = W et D? (0) = @.

3.5.2 SLy-germes de type AB (type I)
Notation : O = AB (j,r1,72).
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O est 'anneau local d’une orbite de codimension 2.

On choisit un élément j de P'/H puis deux nombres rationnels 71 < ro dans
[—1,b(j)] définissant chacun une valuation w; = v(j,7;) (i = 1,2) de C(SLy/H).

R = (P'/H)\{j,7*} (j* est un élément de P'/H différent de j) et W = {wq, w}.

Valuations dominant O : F (O) = {vg = v (j,70) / 70 €]r1, 72[NQ}.

Valuations essentielles B-invariantes de O : V (O) =W et DP (0) = 2.

3.5.3 SLy-germes de type B, (type I)

Notation : O = B, (j,7).

O est 'anneau local d'une orbite de codimension 2.

On choisit un élément j de P!/H puis un nombre rationnel r dans [—1,b(j) [
définissant une valuation w = v(j,7) de C(SLy/H).

R = (PY/H) \ {j*} (j* est un élément quelconque de P'/H différent de j) et
W = {w}

Valuations dominant O : F (O) = {vy = v (j,10) / 70 €]r,b(j)[NQ}.

V(0)=W et D2 (0) = {j}.

3.5.4 SLy-germes de type Ay (type II)

Notation : O = Ay (w1, ..., WN; T, -, TN)-

O est 'anneau local d’une orbite de codimension 2.

On choisit N éléments w; de P'/H puis N nombres rationnels r; €] — 1,5 (j)]
vérifiant la condition dite de type An

N

1
Zl+ri>1

=1

Ces données définissent des valuations w; = v (w;, 1;).
R=P'/H)\{w,...,on} et W={w;, i=1...N}
Valuations dominant O : vy = v (wp, 79) avec
— wp un élément quelconque de P'/H
—rg €] — L,b(wo) [NQ si wy € R oury €] —1,7[NQ si wy = w; pour un
ie{l,...,N}
V(0O)=W et DP(0) =R.

3.5.5 SLs-germes de type B_(type II)

Notation : O = B_ (j,7).

O est I'anneau local d'une orbite de codimension 2.

On choisit un élément j de P'/H puis un nombre rationnel r dans 0,5 (j) [
definissant une valuation w = v(j,r) de C(SLs/H).
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R = (P/H)\{j} et W= {w}.
Valuations dominant O : F (O) = {vy = v (4, r0) avec o €]r,b(j)[NQ}.
V(O)=Wet DE(0O)=R

3.5.6 SLy-germes de type Bj (type II)

Notation : O = By (j,7) .

O est I'anneau local d’un point fixe.

On choisit un élément j de P'/H puis un nombre rationnel r dans 0,5 (j) [
definissant une valuation w = v(j,r) de C(SLy/H).

R=P'/H et W= {w}.

Valuations dominant O : F (O) = {vy = v (j, o) avec o €]r,b(j)[NQ}.

V(0)=W et DB (0) =TR.



Chapitre 4

Conditions de régularité des anneaux
locaux

On sait que les orbites de dimension 2 sont toujours réguliéres car les plongements
considérés sont normaux et donc lisses en codimension 1. Par ailleurs les points fixes
sont toujours singuliers : d’aprés un lemme de D.Luna | L, p. 96], qui est un cas
particulier simple de son théoréme du slice étale, on se raméne au cas d’'une action
linéaire de S Ly sur 'espace tangent au point fixe. Du point de vue de la régularité
il ne reste finalement qu’a étudier les orbites de dimension 1.

Nous donnons les résultats pour chaque type de SLo-germe associé & une orbite
de dimension 1 (type AB, Ay, B., B_) ainsi que les diagrammes associés qui seront
utiles pour la recherche des modéles minimaux.

4.1 SLo-germes conjugués

Soit ¢ € SLy et H un sous-groupe fini de SL,. Le morphisme = + 0.2 de P!
dans P! passe au quotient en un morphisme de P'/H dans P' /(¢ Ho™') noté encore
w +— o.w. Soit maintenant un SLs-germe O d’un plongement de SLy/H dé terminé
par : son type, des éléments wy, . ..,wy de P!/ H et des rationnels r;. On vérifie que le
SLy-germe 0.0, ou o agit sur C(SLy) par translation & droite (exceptionnellement)
est un S Ly-germe d’'un plongement de SLy/(c Ho™1), de méme type que O, défini par
les éléments o.wy, ..., 0wy de P'/(cHo™1) et les mémes rationnels ;. Si le premier
S Ly-germe correspond a I’anneau local d’une orbite d’un plongement (X e) le second
S Ls-germe est 'anneau local de la méme orbite pour le plongement (X, o.€). Un cas
intéressant est le cas ot o appartient & Ngr, (H), le normalisateur de H dans SL,.
Nous dirons alors que O et 0.0 sont conjugués.

Pour simplifier la liste des SLo-germes réguliers nous ne donnerons les S Lo-
germes (et leurs diagrammes) qu’a conjugaison preés.

29
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Supposons par exemple que H soit le sous-groupe binaire diédral d’ordre 4 de
SLy engendré par a, = (} ugl) et ap = (9¢) ol p est une racine primitive 2k
de 1. On pose ¢ = p?. Les éléments non génériques de P1/H sont v = {0, 00},
f={le....;e" Y et e = {u,pe,...,ue"'}. On a anga“ = H, a,v = v,
a,.f = e, a,.e = f. Les SLy-germes An(v, f,e; ri,re,73) et An(v,e, f; 11,72,73)
sont conjugués.

4.2 SLo-germes réguliers de type Ay

4.2.1 H binaire diédral, té traédral, octaédral ou icosaédral

Les preuves des propositions 1 ,2 et 3 se trouvent a la section 5.6. La formulation
de la proposition suivante, en particulier la condition 3, arrive naturellement dans
la preuve et permet de traiter uniformément les différents types de sous-groupes H.

Proposition 1 Soit H un sous-groupe fini non cyclique de SLy et O un SLy-germe
de type Ay déterminé par DB (O) = (P/H) \ {w1,...,wn} et V(O) = {v (w;,1;),
i=1,...,N}. Alors O est un anneau local régulier si et seulement si

1. N <3 et{w,...,wn} C{v, f, e}

2. les r; sont mazimauz (r; = b (w;) = ;= — 1)

3. {80 T T\ {Curs o By} = {2,312} 0u 0.

Interprétation de la proposition pour chaque type de sous-groupe H :
La troisieme condition doit étre interprétée avec le tableau 3.1 :

H Cy Cf Ce
diédral kK 2 2
tétraédral 3 3 2
octaédral 4 3 2
icosaédral 5 3 2

Les résultats sont donnés & conjugaison pres. Par exemple dans le cas binaire
diédral le S Lo-germe As(v, f; 0, %— 1) est conjugué au SLo-germe As(v,e; 0, %— 1).
La liste des S Ly-germes réguliers est alors la suivante :
— type Az avec {wy,wq, w3}t = {v, f,e}.
— type As avec {wy,wa} = {v, f}
— type A; avec :
— H non binaire diédral et w; = v.
— H binaire dié¢dral d’ordre 12 (k = 3), wy = f.
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Diagrammes : introduits dans | LV| dans le cadre des plongements homogénes
de SLy (C) ils ont été adaptés ensuite par L.Moser | M1| au cas des plongements
homogénes de SL, (C) /H.

A chaque élément j de P!'/H on associe un segment [—1,0(j)]. Sur ce segment
on noircit 'intervalle des rationnels r €] — 1,0 (j)] tels que v (j,7) € F (O) . Pour les
orbites de type AB, C et Ay la facette F (O) détermine O. Pour les orbites de type
B, B_ et By on rajoute le signe +, —, 0 et cela suffit avec F (O) pour déterminer
le SLy-germe O. Ces diagrammes seront utiles pour la détermination des modéles
minimaux.

On donne ci-dessous les diagrammes de tous les S Lo-germes réguliers déterminés
par la proposition 1.

Type As.

2
R 2
o 2k
o génériques 0} génériques,*’
_2_
=41
H binaire tétraédral, octaédral ou icosaédral d'ordre 2n H binaire diédral d'ordre 4k
Type A,
v
24
on 5
r=—-1
: © 2k
 génériques. o génériques,"
2
o , rg==-1
H binaire tétraédral, octaédral k
ou icosaédral d'ordre 2n H binaire diédral d'ordre 4k

Type A;
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2
|‘V=§—1= 0
v
_2.,_.1
r= 2,1_ 2 -3 7 3
o 6 3
© QENETi | e
génériques, _2_1_ 1
-3 3
H binaire tétraédral, octaédral
ou icosaédral d'ordre 2n H binaire diédral d'ordre 12

4.2.2 H cyclique d’ordre impair

Proposition 2 Soit H un sous-groupe fini cyclique d’ordre k impair (> 1) de SLy
et O un SLy-germe de type Ax déterminé par DB (O) = (P*/H) \ {w1,...,wn} et

V(0) = {v(wi,ri), i =1,...,N}. Alors O est réqulier si et seulement si on est
dans [’'un des cas sutvants :

— O est de type Ay avec wy = 0 et rg égal a fﬁnk pour n € N* (oun > 2 si
k=1)

— O est de type Ay avec {wy,wy} = {0,00} et :
— s0it rog est maximal et rog = nLJrk pourn € 7, et n > %

— S0t Ty =T = —};Z

n supérieur ou égal a Ik

o génériques:, B

H cyclique d'ordre k impair H cyclique d'ordre k impair
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H cyclique d'ordre k impair

4.2.3 H cyclique d’ordre pair

Proposition 3 Soit H un sous-groupe fini cyclique d’ordre k pair (> 2) de SLy
et O un SLy-germe de type Ax déterminé par DB (O) = (P*/H) \ {w1,...,wn} et
V(0) = {v(wi,r), i =1,...,N}. Alors O est régulier si et seulement si on est
dans l'un des cas suivants :
— k=4 (H est aussi binaire diédral), O est de type Az, {w1,ws} = {w1,0} avec
w1 génériques et les r; sont marimaux.
— k est quelconque (y compris 4) et

— O est de type Ay avec wy =0 et rg = fjﬂk pour un entiern > 1 si k > 2
etn>2sik=2.
— ou O est de type Ay avec {wi,ws} = {0,000}, roo mazimal et ro = P

pour n € 7, ethl—g
— ou O est de type Az avec {0,00} C {wi,wo,ws} et les r; mazimaug.

H cyclique d'ordre 4 H cyclique d'ordre k pair
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k

H cyclique d'ordre k pair H cyclique d'ordre k pair

4.3 SLo-germes réguliers de type AB

Soit H un sous-groupe fini de SLs et O un SLy-germe de type AB réalisé géo-
métriquement par un plongement X de SL,/H ne contenant quune seule orbite Y
de dimension 1 (d’anneau local O) et deux de dimension 2. On suppose que O est
définie par j € P'/H et des rationnels r; < ry de [—1,b (j)].

Considérons un plongement homogeéne X’ de SLy, stable sous 'action (a droite)

de H, tel que X soit le quotient de X’ par H. L’image inverse de Y est une réunion
d’orbites Y’ de type AB.

Il se trouve qu’il est plus simple de présenter la condition de régularité de O a
partir des éléments qui définissent (0, anneau local d’une orbite Y’ définie ci-dessus.

Pour la description de O il suffit de remplacer j par 'un des n; éléments j' de
I'image inverse de j dans la projection P* — P!/H et de remplacer les rationnels
r1, 72 par les rationnels r}, r, définis par
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Supposons en effet que j = {j1,. .. ,jjzj} € P'/H et que v = v(j],r') soit une
valuation S Lo-invariante de C (SLy). Onav(gy’) = cju(gy x. .. xgjr ) = ¢;(r'—(n;—
J

1)) et v(gl) = cov(gut - - - Gur,) = —Con pour w = {wi, ..., w, } générique différent de
. . w) Ci\ 141 s g
j- En renormalisant pour que v(g5*) = —1on av(g;’) = =~ — L. Donc la restriction

a C(SLy/H) de v(j',r") est la valuation que nous avons notée v(j, 1:;/ —1).

Enfin, une fagon agréable de présenter les cas ot O est régulier consiste a intro-
duire la notion de fraction c-irréductible :

Définition 4.3.1 Soit ¢ € N* et r € Q. Une fraction p/q représentant r est dite
c-irréductible siq > 1, p = q (mod ¢) et si q (oup) est minimum pour ces propriétés.

Définition 4.3.2 Deuzx fractions c-irréductibles % et % sont c-adjacentes quand

P2 D1
q2 ¢1

Deuz rationnels ry et ry sont dits c-adjacents quand leurs représentants c-irréductibles
sont c-adjacents.

Avec les définitions précédentes on peut énoncer :

Proposition 4 Soit H un sous-groupe fini de SLy et O un SLy-germe de type AB

défini par j € P'/H et des rationnels ry < ry de [—1,b(j)]. Soit v les rationnels
147

assOCiéS aux r; par r; = —1 (i =1,2). Alors O est régulier si et seulement si

i et rh sont c;-adjacents.

Preuve : section 5.2.
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4.4 SLs-germes réguliers de type B,

Proposition 5 Un SLy-germe By (7,r) de type By est réqulier si et seulement si on
se trouve dans ['un des cas suivants :
— H est quelconque, j est générique (donc quelconque si H est cyclique d’ordre
1ou2)etr=—1.
— H est cyclique d’ordre k impair, j est générique et r = % —1.

Preuve : section 5.3.

4.5 SLo-germes réguliers de type B_

Proposition 6 Un SLy-germe B_(j,r) de type B_ est régulier si et seulement si H

est cyclique d’ordre k, j est non générique (sauf si k =1 ou 2 ot j est quelconque)
1

- 1 *
eternlC avec n € N*,

Preuve : section 5.6.



Chapitre 5

Preuves des conditions de régularité

Cette partie est la plus technique car méme si les calculs sont simples il y a de
nombreux cas a discuter.

Il y a deux types de preuve pour les conditions de régularité selon que le SLo-
germe est de type I (AB ou B,) ou de type II (Ay ou B_).

Pour les orbites de type I le corollaire 7?7, de nature locale, suffit a prouver les
conditions de régularité.

Pour les orbites de type II la méthode que nous avons retenue consiste a montrer
que si O est régulier alors O est le localisé d'une B-carte X telle que X /U est torique
(lemme 5.6.1). On utilisera pour cela une présentation des B-cartes par Timashev (§
5.4) qui permet de voir plus simplement les cas ot X /U est torique (lemme 5.5.1).
La preuve de la condition de régularité des SLo-germes de type I devient alors une
gestion cas par cas et assez technique des conséquences du lemme 5.6.1.

En plus de la question de la régularité des orbites, de nature locale, on montre
dans ce chapitre un résultat plus précis sur la géométrie d'un plongement de SLs/H :

— Tout SLQ -germe de type I, régulier ou non, est toujours le localisé d'une

B-carte X telle que X /U soit une variété affine torique (corollaire 5.7.2).
— Tout point d’une orbite de type I réguliére ou non, d’un plongement X,
appartient & un ouvert isomorphe a C x .S ou Cx (S'\ 1) ou S est une surface
affine torique et [ est isomorphe & C* (corollaire 5.7.2).
— Tout point d’une orbite régulieére de type II appartient & un ouvert isomorphe
a C? (corollaire 5.6.2).
Le premier point donne par ailleurs une autre démonstration possible des conditions
de régularité des SLo-germes de type I (§ 5.8).

5.1 Réduction aux U-invariants

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 2 (2) de | Tim2|, qui
est lui-méme une conséquence d'un résultat de Knop | Kn, Prop. 1.2( 3)|. Le premier

37
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résultat de ce type est celui de D.Luna dans | BLV] qui décrit la structure locale de
I’action d’un groupe réductif au voisinage d’une orbite compléte.

Lemme 5.1.1

Soit X une B-carte quelconque d’un plongement homogéne X de SLo/H dont l'an-
neau des fonctions régulieres est défini par un couple (W,R) C V x DB tel que
R # DB. alors il existe une surface affine S de X stable par T telle que ['action de
B sur X induise un 1somorphisme

X>UxS

Remarques : C[X]V est de type fini et S = spec(C[X (]V), ¢’est-a-dire S = X //U. Le
lemme implique donc que le quotient algébrique X //U est un quotient géométrique :
X /U = X JU.

Preuve : D’aprés le lemme 2 (2) de [ Tim2] il suffit de vérifier que le sous-groupe
parabolique P = Ng.,(X ) ={g € SLy/ g. X=X} est égal & B. Si ce n’était pas le
cas on aurait P = SLy. Soit alors D un élément de DP \ R, c’est-a-dire un diviseur
B-stable non SLy-stable n’intersectant pas X, et ¢ un élément de SLs. On a alors
(9.D)NX = g(DNX) =0 et donc g.D est un diviseur de X\X en particulier
un diviseur B-stable non SLy-stable c’est-a-dire un élément de DP \ R. Ainsi SL,
permute les ¢ léments de I'ensemble fini D \ R. Comme S L, est connexe, SL, fixe
alors chaque élément de DB \ R, ce qui est contraire & la définition de D5.

4

Corollaire 5.1.2 Soit un SLy-germe O = Oxy correspondant a une orbite de
dimension 1 et X une B-carte de X qui intersecte Y. Alors Y intersecte S en un
unique point p et O est régulier si et seulement si p est lisse dans S.

En particulier si X est une B-carte telle que O est le localisé de (C[X] en l"idéal
M, alors O est régulier si et seulement si l'anneau C[X ]MU est régulier.

preuve : Une B-carte X intersectant une orbite Y de dimension 1 vérifie I’hypothése
R # DP du lemme. Soit maintenant ¢ : X 5 UxS Iisomorphisme du lemme (dont
I'inverse est donné par (u, s) — u.s) et 7 la projection de U x S sur S. Puisque Y est
stable par U on a (7 o @) (Y NnX ) =Y NS. Par ailleurs mop n’est rien d’autre que la

projection canonique X — X /U = S. En particulier (7 o ) (Y NxX > est un fermé

iréductible de dimension dim (Y') — dim (U) = 0, par conséquent ¥ N .S est réduit a
un unique point p et Y N X =U. p. Les points de YnX sont donc lisses dans X en
méme temps que le point p dans X. Mais p est lisse dans X quand ¢ (p) = (Id,p)
est lisse dans U x S c’est-a-dire quand p est lisse dans S.

Pour obtenir la deuxiéme partie du corollaire il suffit de choisir a posteriori
n’importe quel plongement homogene contenant la B-carte X donnée.
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O

Le lemme 2.1.2 p. 27 de L.Moser dans | M1] repris dans l’article | M2| et qui
n’utilise que le résultat de D.Luna | BLVJ permet aussi de conclure au méme résul-
tat : O est régulier si et seulement si C[X]},, (= OV par le résultat de Pannexe B)
est régulier.

5.2 Reégularité des SLo-germes de type AB (preuves)

5.2.1 H cyclique d’ordre k

Soit H le sous-groupe cyclique d’ordre k de SLy engendré par a = (8 591) ou

¢ est une racine primitive £*™° de 1. On considére un SL,-germe O de la forme
AB(j,r1,72) avec j € P'/H.

O est le localisé d'une B-carte X définie par R = (P'/H)\ {j,j*} avec j* #
J et W = {U(jvrl) (jar2)} Posons J = {jl,- ]nj} et j* = {]ikaj;;]*} avec
3;,‘/]'\1 € P! et considérons la B-carte X dun plongement de SLs si k est impair ou
de SLg/{:I:]d} si k est pair, définie par

— R=P'\ {1y G T}
— W= {0G1, 7)), ..., (jnj,rl), v(j1, 1), .. ,v(}nj, )}, les v(j:, 7)) étant les n;
valuations S Lo-invariantes de C(SLsy) qui prolongent la valuation v(j,ry) de
C(SLy/H) (= 22 — 1),
Posons H = H si k impair et H = H/{£Id} si k est pair. Alors C[ ] est stable
pour l'action de H (par_translation a droite) et 'on vérifie que C[X X = C[X]. Soit
P la prOJectlon X =X / H =X. 1l est clair que P est un morphisme fini de degré
card(H )= k. Posons O = O« y avec Y cX. Deux cas se présentent selon que Y est
ou non dans le lieu de ramification de ®.
Supposons d’abord que j soit une H-orbite générique de P'. Dans ce cas YV
est dans ouvert non ramifié de X pour ® : d7L(Y) = UE,Y; on V; est un fermé

irréductible de dimension 1 de X. Il existe alors un ouvert V de X pour la topologie
forte (la C-topologie) intersectant Y et analytiquement isomorphe & un ouvert V; de
X (pour la topologie forte) qui intersecte Y;. L’orbite Y est donc réguliére en méme
temps que Y;. Les anneaux locaux des Y; étant précisément de la forme AB (;1, rirh)
on en conclut que O est régulier si et seulement si le SLs-germe d’un plongement
de SLy (ou de SLy/{£Id}) défini par O = AB(jy,r},r}) est régulier. Mais il est
facile de voir que ce SLo-germe est le localisé d'une B-carte X 1 d'un plongement de
SLy (ou de SLy/Zs) telle que )AQ/U soit torique (c’est la méthode de L.Moser pour
les plongements de SLy et de SLy/{£Id}), ce qui permet de trouver la condition



40 CHAPITRE 5. PREUVES DES CONDITIONS DE REGULARITE

suivante : le S Lo-germe est régulier si et seulement si 7 et r} sont adjacents (si k est
impair) ou 2-adjacents (si k est pair). C’est exactement le résultat de la proposition
4.

Supposons maintenant j non generlque par exemple j = {0}. Choisissons j* =
{oo} dans la définition de X. Soit X le spectre de la cloture intégrale de C[X]

dans C(SLy). Comme C[X] est intégralement clos et Q( (X ]) = C(SLy/H) on

a C[X]¥ = C[X] c’est-a-dire X=X /H. Par ailleurs les valuations essentielles C[)? ]
sont exactement les prolongements a C(SLy) des valuations essentielles de C[X
[ Bou, prop. 12]. Donc X est la B-carte définie par R = P!\ {0,00} et W =
{v(0,7r]),v(0,75)} vérifie XfX/H (le choix de j* = {oo} permet en outre d’avoir
X /U torique comme on le démontre plus loin). Soit p I'image de Y dans la projection
X — X /U. Posons Xy = X /U et Xy :O)/(\'/U. 11 est facile de voir que X=Xy /H.
Par ailleurs on sait que p est lisse dans Xy si et seulement si O = Oy y est régulier.
Nous allons montrer que )A(U est une surface torique et il suffira donc d’interpréter
en fonction des éléments qui définissent O (j,r1,r2) la condition de lissité du point
fixe p de son quotient par H. Le raisonnement que I'on utilise pour montrer que )?U
est une surface torique reviendra a plusieurs reprises et nous allons le détailler pour
cette premieére fois.

C[Xy] = C[X)V est stable par C* ~ T C SL, (et par H par translation a
droite) et est donc engendré comme espace vectoriel par ses vecteurs propres pour
T, c’est-a-dire les éléments f de C(SLy)®) tels que vp (f) > 0 pour tout D € R et

(O’ rl) (f) y U (O7T2) (f) Z 0.
D’aprés le § 3.2 p. 21 un tel f est de la forme

f=amy" ] (e +bay)™

weJ

ol w = |a,, : b,] et ot J est un sous-ensemble fini de P! ne contenant ni 0 ni co.
La condition vp (f) > 0 pour tout D € R se traduit par a,, > 0 pour tout w € J.

En particulier f = 2™y" [] ., (aw® + boy)™ se développe en a™y" Y, Biz'y® ™ =

> Bix™tiyntd=i avec d = Y ay, et 3; € C. Par ailleurs
v (0,71) (aur +byy) = v (0,77) (y) = =1 < v (0,77) (v) =7 (idem pour %)

donc v (0,74) (z™Fy"t4=) > v (0,7]) (f) > 0 (idem pour r4). On en conclut que
(C[)A(U] est engendré comme espace vectoriel par les éléments de la forme z™y" tels
que v (0,7]) (z™y™) > 0 et v (0,75) (z™y™) > 0 c’est-a-dire tels que mr; —n > 0 et
mry —n > 0. Par conséquent Xy est une surface affine torique.

L’action de H sur (C[)?U] est donnée par a.x = ex et a.y = £~ 'y. Pour déterminer
)A(U /H il est préférable de remplacer par exemple y par zy qui est invariant sous
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l'action de H. On a alors C[)?U] = ((axy)™z™ / (m,n) € V) ou V est le cone de

m
nl'r

(X" et retrouver le

2 34 : m 1
77 défini par | n 11

résultat classique suivant | Ful, p. 32] . C[Xy]" est la surface torique définie par le
come V N (ZxkZ) dans le réseau ZxkZ. Enfin si r, = % est k-irréductible on voit

que (17 1-— 7’;) ~ (qlapl - Qz) S ZxkZ et (qi;pl Ql> a pl()ur coordonnées (qz’ pi;‘]i)
dans la base (1,0),(0,k) de ZxkZ. Comme (ql, ql) est primitif on en déduit la

e . e, . q1
condition de lissité du point fixe : |z poay | = £1 Clest-a-dire |25} | = k = ¢

conformément au résultat de la proposkltlon 4 p. 35.

5.2.2 H quelconque

Le SLy-germe O = AB(j,r1,r2) est le localisé d'une B-carte X définie par
R = (P'/H)\ {j,j*} avec j* # j et W = {v(j,r1),v(j,2)}. Comme dans le cas
cyclique posons j = {Jj1,...jn,} et j* = {ji, .. Jn, .} avec j;, 75 € P! et considérons

la B- carte X d'un plongement de SLQ définie par

— R=P'\ {1, Gnys i}

T W = {U(]hrl)v S 7U(Enj77“ll)v U(./j\la Té), s 71}(/].\713'7 T‘é)} (ri = 1:_;; - 1)'

C[)?] est stable pour 'action de H par translation & droite et I'on a C[X A]ﬁ = (C[X]
Toujours comme dans le cas cyclique appelons p I'image de Y dans la projection
X — X/U et posons Xy = X/U , Xy = X/U. On a Xy qui est stable par H
et XU = XU /H. Soit x un antécédent quelconque de p dans la projection XU —
XU/H XU Le sous-groupe d’ isotropie H, de x pour 'action de H est le sous-
groupe d’isotropie d’'un certain élément j; de j pour I'action de H sur P!. C’est un
sous-groupe cyclique dont ’ordre est le nombre que nous avons noté c;.

Les groupes H et H, étant finis on peut construire un ouvert V de XU pour la
C-topologie tel que V soit stable par H, et tel que Vﬂg V=0 pour tout g € H\H
On a alors un 1som0rphlsme analythue au voisinage de p entre XU /H et 1% / H, et
la lissité de p dans XU /H —Xy est donc équivalente a la lissité de x dans XU /H,.

D’aprés ’étude du cas H cyclique on trouve comme condition de lissité |52 51 | =¢j.

C’est la condition de la proposition 4.

O

5.3 Reégularité des SLo-germes de type B,

Le SLy-germe O = B, (j,r) est le localisé dune B-carte X telle que R =
(PY/H) \ {5*} et W = {v(j,7)} ou j* est un élément quelconque de P!/ H dif-
férent de j. On peut appliquer la méme méthode que dans le type AB.
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5.3.1 H cyclique d’ordre k

On pose j = {/j\l,. }nj} et j* = {/j\f, /]\;"L } avec jy\l,jj\z* € P! et on considére la
B-carte X d'un plongement ¢ de SLy si k est impair ou de SLQ/{:I:Id} si k est pair,
définie par R =P\ {j7, ... } et W= {o(G1,7), ... (jn], )} avec r = 0

Si j est générique on montre comme pour le type AB que O est réguhejr si et
seulement si le SLo-germe (’)1 AB ( J1, 78, ) pour un plongement de SLy (ou de
SLy/Zs) est régulier. A I'aide d’une B- carte X 1 telle que X 1/U soit torique on vérifie
que la condition de régularité de (51 est ' =0 (i.e r = 0) si k est pair et 7’ = 0 ou
—1 (ier =1 —1ou —1) si k est impair.

Si j est non générique (en particulier k > 3) par exemple si j = {0} on pose

= {oo} dans la définition de X. La B-carte X définie par R = P! \ {oo} et

A = {U(O 1)} vérifie X= X/H On vérifie ensuite que si Xy =X/U et Xy = X/U
alors XU XU/H et C[XU] = ((zy)™a™ / (m,n) € V) ou V est le cone de Z* défini
par | ][5 1

Xy/H = spec((C[XU] ) est la surface torique définie par le cone VN (ZxkZ) dans
le réseau ZxkZ. Sir’ = L est k-irréductible on voit que (1, 1—7") ~ (¢, p—q) € ZxkZ

et (¢,p —q) a pour coordonnées (g, 22) dans la base (1,0),(0, k) de ZxkZ. Comme

(q, ) est primitif on en déduit la condition de lissité du point fixe : | p% (1) ‘ =q=1

c’est- a—dlre r’ € Z. Comme 1’ € [—-1,1[ on a 7’ = 0 ou —1, c’est-a-dire p = 0 ou —1.
Par hypothése on a k > 3 et la condition p = ¢ (mod k) n’est pas vérifiée avec ces
valeurs de p et q.

5.3.2 H quelconque

La technique utilisée pour le type AB donne comme condition de régularité

p q ’ = q =1 ou ¢; est l'ordre du sous-groupe d’isotropie d’un élément de ’orbite
J de P! sous 'action de H et v’ = 2 € [—1,1] est ¢;-irré ductible. Le résultat de la
proposition 5 p. 36 en découle aussitot.

O

5.4 Présentation des B-cartes affines selon Tima-
shev

Dans la description de Luna-Vust d’une orbite d’un plongement de G/H on
cherche a déterminer un G-germe par un nombre minimum d’informations : V (O) et
R (O) ou encore F (O) et le type de O (pour les types By, B_, By). La présentation
de Timashev au contraire laisse un role central aux B-cartes X qui se localisent en
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un G-germe O donné. Les B-cartes elles mémes sont déterminées simplement par
des hypercones mais cette représentation dépend du choix de certains paramétres
(notés t et e, par Timashev). Cette approche est surtout intéressante dans notre
travail pour donner un critére simple pour qu’'une B-carte X vérifie que X JU soit
torique.

Timashev traite le cas ou le degré de transcendance de KZ = C (X)” sur C (la
complexité de K) vaut 1. La complexité 0 correspond aux variétés sphériques.

L’objet de cette section est de rappeler, sans démonstration, les résultats de
l'article de Timashev | Tim| en les particularisant au cas G = SLs.

5.4.1 Représentation des valuations B-invariantes de C (SLy/H)
dans ’hyperespace H

Définition. Posons K = C(SLy/H) avec H un sous-groupe fini de SL,. En par-
ticulier K2 ~ C(SLy/B)" ~ C(P'/H) ~ C(P') ~ C(t) est une extension trans-
cendante pure de dimension 1 de C et on est bien dans le cas de complexité 1.
Remarquons que t n’est défini qu’a un automorphisme prés de P!,

Appelons T le groupe des caractéres de B associés aux éléments de KB, Cest
un groupe libre de rang 1.

Choisissons un élément e, € K®) dont le caractére associé engendre I'.

Soit maintenant une valuation discréte v quelconque de K, a valeurs dans Q*. La
restriction de v & K'®) est déterminée d'une part par sa restriction a K7 et d’autre
part par le nombre rationnel I = v(e,). En effet tout élément de K¥) s’écrit sous la
forme fo.e,” ou fo € KP et n € Z. Par ailleurs une valuation discréte de K = C(t)
est elle méme

— soit de la forme dv,, on § € QF, o € C et v,, est la valuation qui & f =

constantex [[(t — )™= associe my,.

— soit de la forme dv,, = —d deg, avec § € Q7.

Ainsi, pour un choix donné des paramétres (¢, e,,), v/ ) est déterminé par un triplet
(2,6,1) € P! x QT x Q avec la remarque que (x,0,1) et (2/,0,1) représentent la méme
valuation pour z, 2’ quelconques dans P*.

Définition 5.4.1 On appelle hyperespace H ['ensemble (P x QT x Q)/ ~ ot ~
est la relation d’équivalence définie par (x,d,1) ~ (2/,8l') & x = 2/,0 = &, =
' ou § =0 =0,1=1.0n note Q, l'ensemble ({x} x QT x Q)/ ~. On a
donc H = U,epr Qo La partie centrale de l'hyperespace, notée Q est 'ensemble

(P! x {0} x Q)/ ~, c’est-a-dire que Q ~ Q.

Comme un élément v de I'ensemble V des valuations SLo-invariantes de K est
entiérement déterminé par sa restriction a K®) on peut, aprés avoir fixé les para-
meétres t et e, identifier V & une partie de '’hyperespace H (partie hachurée dans
les figures p. 46). On notera V, =V N Q,.
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Comme H est fni on peut vérifier que 'application de restriction d’un élément
vp € DB (D un diviseur premier de SL,/H stable par B) a K& est injective. En
effet, soit wy 'élément de P1/H associé¢ & D € DB (§ 3.2). Avec les notations du §

3.2 p.21, la valuation vp associe & tout élément [] pi /H gow de K (B) Ventier relatif

Q- En particulier vp <gf:f)°) = Cuo > 0 et vp (gf;“) = 0 si w # wyp. La restriction de

vp & KB) détermine donc wy, c’est-a-dire D.

On peut donc considérer que D? s’injecte dans H pour un choix donné des
parametres t et e,.

Au vu de ce qui précéde il est naturel de définir 'action d’un élément quelconque
v = (x,0,1) de I'hyperespace sur un élément f = fy.e,” de KB (f, € KP) par
(v, f) = dv.(fo) +nl. L’application ( , f) est lindaire sur chaque Q, et si D € YVUD?

alors (D, f) = vp (f).

Changements de coordonnées en fonction des paramétres (t,e,). Les co-
ordonnées (x,d,1) d'un élément de V ou de D dans I'hyperespace dépendent des
paramétres (,e,) tels que K? = C(t) et e, engendre I'. 1l est utile de connaitre
précisément cette dépendance.

Si t est remplacé par t' = @(t) oul ¢ est un automorphisme de P! alors (x,d,1) est
remplacé par (¢(z),d,1). Si maintenant e, est remplacé par e, alors e, /e, € KB
et en posant div(e./e.) = D cp1 N2 avec Y n, = 0 (sommes finies) on vérifie que
(x,6,1) est remplacé par (x,0,l + n,0).

Par ailleurs, a chaque choix de t = a/b avec (a, b) engendrant C[S Lz]nBXXOH (défi-
nition au § 3.3 p. 22) correspond un isomorphisme de P*/H sur P! que nous allons
définir.

Rappelons qu’au § 3.2 on a associé a tout w = {lay : b],...,[an, : bu,]} =
H.[ay : b] de P*/H un élément g, = [T, (aix + biy) (défini & coefficient multi-
plicatif prés). Si (a,b) est une base de l'espace vectoriel C[SLQ]%?XXOH) on peut alors
définir un isomorphisme de P!/H sur P! en associant a tout é lément j de P'/H
'élément x; = [a; : b;] de P! tel que ab; — ba; ~ g;-j (~: C-proportionalité).

Posons t = a/b : pour j € P'/H tel que g # b on a x; # oo dans P' et
t —x; ~ g’ /b et pour j tel que g7’ =bon a x; = .

Ona KB =C(t).Sit=a/b=d/b ou (d,V) est une autre base de C[SLg]nBXEH)
on a (a,b) ~ (a’,') et on définit donc avec (a’, V') le méme isomorphisme entre P*/ H
et P! qu’avec (a,b). Autrement dit cet isomorphisme dépend seulement de ¢ et non
du choix de (a,b).

Pour les S'Ly-germes de type I nous allons jouer sur ces possibilités de changement
de coordonnées pour faire apparaitre des B-cartes affines X telles que X /U soit
torique.
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5.4.2 Représentation de V et de D? dans I’hyperespace

Pour chaque type de groupe H on fait un choix des paramétres ¢ et e, et on
représente les images de V et de DP dans I’hyperespace H.

Remarque : les choix de e, sont différents de ceux faits dans | Tim|, en parti-
culier tous les cas non cycliques sont regroupés pour simplifier les démonstrations
ultérieures.

Cas ou H est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral. Pour
t = ¢ tel que K7 = C(t) on choisit une base (C~L, b) de (C[SLQ]%I?XXOH) telle que a
et b soient génériques, c’est-a-dire a,b # g%, g%, g;f ou encore T,,Tf, T, 7# 00. Par
ailleurs en s’aidant de la détermination des éléments de K(B) (annexe A) on peut
vérifier que e, = g,g7g. " est un élément de K (B) dont le caractére pour B est un
générateur de I

Détermination de V, pour z € P! :

— x = x,. Soit vg = v(v,r) € V avec r € [—1, n% — 1] N Q (notations de 3.4 p.

24). On a 6 = vo(t — x,) = UO(%) = 1r+1etl=uv(en) = vo(g09r9. ") =
= - é + é Le cone V, est engendré dans Q,, ~ Q" x Q par (4,1) quand r
décrit [—1, nQ—U — 1] et on vérifie que V, est défini par | < 0.
— x =uxy:V, est défini par [ <0 (méme méthode)
— x =, : V, est défini par d + 1 < 0.
— z€Plet x # xy,xp, 2 : V; est défini par §+1<0
Détermination de (D?), pour z € P! :
on calcule v;/ k5 et v; (e,) pour j € {v, f,e} et j € P'/H générique. Par exemple
pour j € {v, f,e} onax =uaz;, § =v;(t — ;) =v; (%) =¢ et onal =uv;(e,) =1
sij=w,fetl=uven) =—1sij=e Pour z # x,,2s, 2, dans P! on trouve de
méme 0 =1 et [ = 0.
Dans les figures ci-dessous on a hachuré le cone de Q, qui correspond a V, et on
a indiqué par des cercles les éléments de DB .

)

[e4]

<

~

ol
P
I e

x
<

X

X# X, X X
V et DB pour H binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral

cas ou H est cyclique d’ordre k. Pour ¢ = ¢ tel que K” = C(t) on choisit

encore une base (a,b) de C[SLQ]%?XXOH) telle que a et b soient génériques.
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Si k est pair alors, d’aprés 'annexe A, e, = ¢ogoo st un élément de KB dont

le caractére pour B est un générateur de ' (e, est de degré minimum 2).
1ok 1tk

Si k est impair on peut prendre e, = g, go¢ (annexe A).

NI on

X0> e X#Xgs Xg

V et DB pour H cyclique d’ordre k pair

\8
5 +14- -\ - o
oLk NS
I_____k_1 i ---0 1
/I l ¥ ! 1
Lk 1k 1'
5 _1
X X 2 2
0 [¢e} X#XO,X(I)

V et DB pour H cyclique d’ordre k impair

5.4.3 Hypercone C(X) associé a une B-carte X

Supposons choisi un couple de paramétres (t, e, ). On peut considérer alors que
les valuations (discrétes, gé ométriques) B-invariantes de C (SLo/H) appartiennent
a I’hyperespace H.

Définition 5.4.2 Si F est un sous-ensemble de K'B) et G un sous-ensemble de
Honnote Fr={veH ) (v,f)>0,VfeFtetGt={fec KB/ (vf >
0, VveGg}.

Un hypercone est un sous-ensemble de C de H tel que C, est un cone de QF x
Q pour tout x € Pr. A tout couple (W,R) C V x DB on associe I’hypercone
WUR)"™ CcH.
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L’intérét de cet hypercone est qu’il permet de visualiser les conditions sur W et
‘R pour que X soit une B-carte et de distinguer facilement les B-cartes de type I et
IL.

Considérons 'application qui a toute B-carte X associe le couple ((W UR)™, R)
de H x DB ot WUR est I'ensemble des valuations essentielles B-invariantes de C[X ]
(§ 2.2 p. 14). Cette application est injective (W, R déterminent X et on décrit plus
bas & la remarque 5.4.7 comment retrouver W a partir de (W U R)" ). Nous allons
rappeler comment Timashev décrit son image.

Introduisons pour ce faire les définitions suivantes.

Définition 5.4.3 Un cone C, de la partie Q, de l’hyperespace est dit plat si tous
ses €léments (x,9d,1) vérifient § = 0. Il est dit droit si il est engendré par un cone
plat et l’élément (z,1,0) de Q,.

Pour une B-carte X de type I on vérifie | Tim] qu'il existe au moins un z € P!
tel que le cone engendré par (W U R), soit plat. Pour une B-carte X de type I, on
a que pour tout z € P! le cone engendré par (WU R), n’est pas plat.

Revenons maintenant aux conditions sur le couple (W UR)™,R) pour qu'il
provienne d'une B-carte. La définition suivante est une adaptation de la définition
3.1 de | Tim, p 377] pour le cas G = SLs.

Définition 5.4.4 Soit C = |J,cp: C, une partie de l’hyperespace telle que, pour tout
x € P, C, soit un céne strictement conveze de Q,. Pour chaque x € P* on définit
Uintervalle I, (éventuellement vide si C, est plat) par C,N{6 = 1} = {a} x [, x {1}.
Les rationnels a, et b, sont alors définis par :

— ag, b = I, si I, est un segment.

— a, =b, =1 si I, est de la forme | — 00,1] ou [l,+o0].

Exemples :

0
CX—’ o C/:( 1
1 N T
l={0}
g | =&
a,=b, =0
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Avec ces notations Timashev démontre que le couple (C,R) C H x D est égal au
couple ((W U R)++ ,R) provenant d’une B-carte affine d’un plongement homogéne
de SLy/H si et seulement si (C,R) est un hypercone colorié¢ dans le sens suivant :

Définition 5.4.5 [ Tim, p 377 Un hypercone colorié est un couple (C,R) tel que
R soit un ensemble cofini de DP et C = U,ep: Co s0it une partie de Uhyperspace
vérifiant les propriétés suivantes (notations de la définition 5.4.4) :

1. C, est un cone strictement convexe dans Q, pour tout x € P'.
2. Tous les cones C, sauf un nombre fini d’entre eux sont droits.
3. L’une des deux propriétés suivantes est vérifice :

(a) Il existe un xg € P* tel que I,y = 0 (Cy, est plat et Uhypercone C_est dit de
type 1). C, est engendré pour tout x € P! par un nombre fini d’éléments
deV et de R

(b) Tous les I, sont non vides (aucun céme n’est plat et ’hypercone est dit de
type II). Pour tout x € P!, C, est engendré par un nombre fini d’éléments
de V de R et par > az, > b x {0} (les sommes sont finies d’apres la
deuxieme propriété). De plus [ az, y b, ] NQ C K\ {0} ou K est l'en-

semble des éléments du cone C qui vérifient 6 = 0.

Les éléments de R sont appelés les couleurs de I'hypercone.

Remarque 5.4.6 On a K =] — 00,0 N Q, {0} ou [0,4+00[NQ. La condition (3.b)
exige en particulier que »_ a, et > b, soient de méme signe.

Remarque 5.4.7 SiC = (WU R)++ avec WUR l’ensemble des valuations essen-
tielles B-invariantes d’une B-carte X on a W = Uxepl W, ou W, est l’ensemble
des générateurs des arétes de C, qui ne sont ni dans R ni dans [>_ a, Y b,] x {0}.

Remarque 5.4.8 Une B-carte de type I définit un hypercone (W UR)T de type I
et une B-carte de type II définit un hypercone (W U R)™ de type II.

5.4.4 SLy-germes de type I et de type II.

Soit X la B-carte correspondant & un hypercone colorié (C, R) avec C = (WU R) ™.
Choisissons une valuation v invariante par SLs telle que v/ s soit dans l'intérieur
relatif de C et considérons le SLy-germe O qui est le localisé de C[X] en l'idéal

o

premier C[X]| Nm,. On a | Tim] :
1. Si O est un SLy-germe de type I :

(a) X est nécesairement de type 1.
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(b) Toute valuation SLs-invariante dominant O est dans l'intérieur relatif
d’un certain cone C,, (zo € P') que 'on notera C (O).

(c) La facette F (O) de O est 'ensemble des éléments de V qui sont dans
intérieur relatif de C (O).

(d) Les valuations essentielles de O invariantes par B sont les ensembles V (O)
et DB (O) des éléments de W et de R qui sont dans C (O).

(e) On peut modifier un nombre fini de cones C, # C (O) pour sélectionner
une autre B-carte de type I se localisant en O. La seule contrainte est
I’existence d’au moins un cone plat.

2. Si O est un SLy-germe de II :

(a) Il n’y a qu'une seule B-carte Xo dont O est le localisé et on vérifie que
X est de type II.

(b) Toute valuation S Lo-invariante dominant O est dans I'intérieur relatif de
I'hypercone C. On notera donc C (O) = C.

(c¢) La facette F(O) de O est 'ensemble des éléments de V' qui sont dans
I'intérieur relatif de C (O).

(d) Les valuations essentielles de O invariantes par B sont les ensembles
V(0) =W et DB (0) =TR.

(e) Si O est de type Ay alors K C Q et si O est de type B_ ou By alors
K cQr.

4 X0 (X X%, |

e Type | (ex : B+)
® =)
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) ) )
e Q o
l X1 l X, 1A X
d
° cwo)
® T
XZXi23 Type Il (ex : A3)

5.5 B-cartes X telles que X /U soit une variété to-
rique

Soit X une B-carte dont I'ensemble des valuations essentielles B-invariantes est
WUTR avec (W, R) CV x DB et soit C = (WUR)™ = U,epC, son hypercone
associé dans I'hyperespace, pour un choix donné des paramétres t¢,e, (§ 5.4.2). Le
tore T' ~ C* agit sur C[X]V car T C B = Ny, (U).

Lemme 5.5.1

X/U est une surface torique avec une action de (C*)? prolongeant celle de T si
et seulement si on peut choisir le paramétre e, (e, € K®) quec caractére pour B
engendrant le groupe des caractéres des éléments de K ) tel que tous les cones C, de
C sotent droits sauf deux au plus.

Preuve : Supposons que X /U soit une variété torique avec une action de (C*)?
prolongeant celle de 7. On a alors C[)D(]U =< f"f¥, (m,n) € V> ou V est un cone
de Z? et fi, f» sont deux éléments de KP). En particulier on peut écrire f; = gie?,
f2 = g2el avec g; € C(t) et a,b € Z.

Quelle que soit la B-carte X (de type I ou II) on a Q(C[X]Y) = C(SLy/H)Y ou
Q(C[X]Y) est le corps de fraction de C[X]V (annexe B).

Le fait que e, € Q(C[X 1Y) implique déja que les exposants a et b dans I’écriture
de f1 et fy sont premiers entre eux. Ecrivons maintenant que ¢ € Q(C[)O( 1Y) :

_ Xalify _ X aigig5et”
- ird i j ai+bj
Sbiififs Y biygighen
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Il existe donc n € Z tel que £, ., bi;gigh = D i tbjn ai; g ghed £ 0. Soit
10, Jo tels que aig + bjo =n. On a :

io+Ab _jo—Aa __ i94+Ab _jo—Aa
t§ big+abjo—radl Gp = E Uig+2bjo—radr’ " G5
A A

d’on b s

D Gigiabgo-ra(9192 )Y L b 4

— b—a)\_P(gl‘gQ)
> 3 big+abjo—2a(992 )

Comme ¢bg,* € C(t) on en déduit que P est une homographie. Notons R 1’ho-
mographie inverse. Si @, b sont tels que a’b — b'a = 1 alors 1'égalité gbg,* = R(t)
donne g; = R(t)* (Q(t)e,)® et go = R(t)¥(Q(t)e,)” ot Q € C(t). Done, quitte a
remplacer ¢ et e, par R(t) et Q(t)e, on a C[X]V = < (t¥e?)™(t"eb )" / (m,n) € V}
ou C[X]V =< tme" / (m,n) € V' > ou V' est un autre cone de Z2.

Reconstruisons 'hypercoéne C de (C[X | & partir de cette nouvelle présentation de
C[X]Y. Par définition de C = W UR)"™ un élément v = (z,4,1) de Phyperespace
est dans C si et seulement si (v, f) > 0 pour tout f € K& tel que WUR, f) > 0.
Mais C[X ] est un T-module, engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de
C[X]®) = {f € KB /| WUR,f) > 0} et par ailleurs tout élément de C[X]®
est une combinaison linéaire d’é 1éments de la forme t™e” pour (m,n) € V' (avec le
méme n). Donc C est I'ensemble des éléments v = (x, d,1) de I'hyperespace tels que
(v, f) > 0 pour tout f = t™e! avec (m,n) € V'. Si V' est engendré par u; = (uq1, u12)
et uy = (ugy,uz) on en déduit (§ 5.4.1) que v = (z,6,1) € P! x Q™ x Q est dans
I’hypercone C si et seulement si :

t

z=0 et du;; + lup > 0 pour i = 1,2
ou T =00 et  —ou; + lujp > 0 pour i =1,2
ou x#0,00 et lu;>0pouri=1,2

Selon que les uq; et ug; sont tous deux positifs, tous deux négatifs ou de signes
contraires on voit que la condition sur (§,1) pour z # 0,00 est [ >0, <0oul=0
donc dans tous les cas C, est un cone droit pour x # 0, cc.

Réciproquement, supposons que tous les cones de C soient droits sauf éventuel-
lement deux, par exemple Cy et Cy, (il suffit de choisir un t adapté d’aprés § 5.4.1).
Les cones Cy et Co sont engendrés respectivement par ui, us et uz, uy € QT x Q. Les
autres cones sont droits, c’est-a-dire engendrés par (4,1) = (1,0) et (J,1) = (0,¢) ou
e=0,1o0u—1.

Le T-module C[X |V est engendré comme C-espace vectoriel par ses éléments
semi-invariants par T' c’est-a-dire par ses éléments de la forme g(t)e!’ ou g € C(t).
Soit f = g(t)e” € C[X]®) avec g(t) = [[(t — z)™, m, € Z. Comme (W UR)F =
(WUR)TH =C* on a C[X]®B) = KB NCH d’ou (§ 5.4.1) en posant u; = (6;,1;) €
Qt*xQ:
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feCX]® & (¢, f)=0

m, > 0 pour tout x # 0,00 ({(z,1,0), f) >0)

en >0 ((z,0,¢e).f >0)
dimo+Lin>0pouri=1,2 ((C. f)>0)
di(—deg,(g9)) +lin >0pouri=3,4 ({Cx,f)>0)

< (D)

Comme m, > 0 pour tout = # 0,00 on peut développer f sous la forme

deg, (g

Z a;it'e” (a; € C)

i=mg

Mais puisque ¢; > 0 on voit, d’aprés le systéme d’iné galités (I) qui conditionne
Pappartenance a C[X]®), que chaque terme agt’e” est aussi dans C[X]®. On en
déduit que (C[X |¥ est engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de la
forme #™¢l2 out (m,n) décrit un cone de Z* que l'on déduit du systeéme d’ 1negahtes
précédent. En particulier X /U est une surface torique, pour une action de ((C*)
qui prolonge celle de T' ~ C* (définie par (A, p).(t"el) = X" u"t™e!’). Le lemme est
démontré.

5.6 SLo-germes de type II

Les S Lo-germes des orbites de dimension 1 et de type II sont les S Ly-germes de
type Ay et B_.

5.6.1 SLs-germes de type Ay

Soit O un SLy-germe de type Ay et X la B-carte dont il est le localisé. Fixons
un élément t tel que K? = C (¢) et un élément e, de K®) dont le caractére associé
engendre I', le groupe des caractéres de B des éléments de KP). La B-carte X
définit un hypercone C = |J,p Co de I'hyperespace. On sait que tous les cones sont
droits sauf un nombre fini d’entre eux et le fait que X soit de type II se traduit par
I’absence de cone plat. Chaque cone C, est alors engendré dans Q1 x Q par (0, —1)

et (1,1;) ou I, € Q et les [, sont nuls sauf un nombre fini : I,,,...l,,,. Rappelons
que les [, doivent aussi vérifier » 1, < 0. A priori N # N’ comme on le remarque
dans l’exemple suivant (t et e, sont choisis comme en 5.4.2).
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Dans cet exemple H est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral.

Réduction a la condition de lissité d’une surface affine torique. Les condi-
tions de régularité de O découleront de :

Lemme 5.6.1 Le SLsy-germe O de type Ay est régqulier si et seulement si tous les
l. sont entiers sauf éventuellement deuz, l,, = —p/q et l,, = —p'/q (irréductibles)
et si la relation suivante est vérifiée :

pd +r'q+Lag =1|

en posant L= —3%" . I

Corollaire 5.6.2 tout point d’une orbite réguliére de type Ax d’un plongement X
appartient a un ouvert isomorphe a C3.

Preuve du corollaire : Soit Y une orbite réguliére de type Ay d’un plongement
lisse, X la B-carte qui Dintersecte et zo un point de YNX. On sait par le lemme
51.1 que X 2 U x S avec S = spec(C[X ]V). Le fait que tous les I, soient entiers
sauf deux impliquent (lemme 5.5.1) que S est une surface affine torique. Comme S

est lisse et posséde un point fixe on a S = C2.
O

Preuve du lemme : Posons O = Ox y avec YV’ X et notons p l'image de Y dans
la projection X— X/U .
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p est I'unique point fixe de X/U sous l'action de T' ~ C* et on sait (§ 5.1) que
O est régulier si et seulement si p est lisse dans X /U . Nous appelerons degré d’un
élement f de K'P) son caractére associé pour 'action de T, ¢’est-a-dire 'entier n € Z
tel que f s’écrive g(t)e!’ avec g € C(t). Il est facile de voir que pour un S Ly-germe de
type Ay les éléments de f = g(t)e” de C[X]®) sont de degré négatif : la valuation
v de coordonnées (x,0,—1) (pour z € P! quelconque) dans I'hyperespace est dans
WUTR)T et (v, f) > 0 s’écrit —n > 0.

L’idéal maximal M du point p est engendré par les éléments homogeénes de degré
strictement négatif.

Supposons p lisse dans X JU . L’idéal M est donc engendré par deux éléments
f1 et fy et Pon peut choisir f1, fo dans KB) c’est-a-dire fi = g1(t)e?, fo = ga(t)e
avec g1, g2 € C(t) et a,b € Z~.

Montrons que C[X]V = C[f1, fa].

Soit f un élément de M homogéne de degré n (n < 0). Pour tout m € N
on peut écrire f sous la forme f = P, (f1, f2) + fm ou P, est un polyndéme de
deux variables de degré total m et f,, est un élément homogeéne de M™+. Mais les
éléments homogeénes non nuls de M™*!sont de degré inférieur & —(m + 1) donc si
m > —n on peut choisir f,, = 0. Conclusion : f € C[fi, fa].

En particulier X /U est une surface torique (isomorphe a C?), pour une action
de ((C*)2 qui prolonge celle de T'. Par application du lemme 5.5.1 on en déduit
que, quitte a remplacer le paramétre initial e, par R(t)e, avec R € C(t), tous les
cones sont droits sauf éventuellement deux, c¢’est-a-dire que tous les [, sont nuls sauf
éventuellement deux. Or le changement de parameétre e, a eu pour effet de remplacer
chaque [, initial par I, + «,, ot 'on a posé R (t) = [[(t — x)** (o, € Z). Donc les
[, sont entiers sauf é ventuellement deux.

Réciproquement quand tous les [, sont entiers sauf éventuellement deux (I, et
l,) on se raméne au cas ol ils sont tous nuls sauf éventuellement deux en remplagant
e, par R(t)e, avec div(R) =3, ., —l..x. Tous les cones C, de C sont alors droits

sauf au plus deux et d’aprés le lemme 5.5.1 on sait que X /U est une surface torique.
Le lemme 5.5.1 précise le cone V/ de Z2 tel que C[X]V =< t™e" (m,n) € V' > et il
est ensuite facile de voir que la condition de lissité de X /U , exprimée en fonction
des [, de départ, est celle du lemme.

0

Définition 5.6.3 Supposons que O = Ax(j1,.--,Jn; T1,---,7N). On note S l'en-
semble des j; non génériques qui interviennent dans la définition de O (S C {0, 00}
ou {v, f,e} selon que H est cyclique ou non) et P l’ensemble des j; gé nériques. Le

cardinal de S (ou de P) est noté |S| (ou |P|).

Pour la preuve des propositions 1, 2 et 3 p. 30 on distinguera trois types de
groupe H : H non cyclique, H cyclique d’ordre pair et H cyclique d’ordre impair.
Pour un groupe H donné le paramétre important est le cardinal de S.
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Preuve de la condition de régularité pour H binaire diédral, tétraédral,
octaédral ou icosaédral. Pour H binaire diédral d’ordre 4k on suppose toujours
k > 2, le cas k = 1 étant traité comme cyclique. Le tableau

H G G G
diédral k2 2
tétraédral 3 3 2
2
2

octaédral 4 3
icosaédral 5 3

montre alors que ¢; > 2 pour tout j dans P'/H. En particulier 1/¢; ¢ Z.
Supposons S = (.

On al,; =1/¢; ¢ Z pour j € {v, f,e} et donc, par application du lemme 5.6.1,
le SLy-germe n’est pas régulier.

Supposons card (S) = 1.

Posons S = {s} et {s,5,5"} = {v, f,e}. Pour ne pas étre obligé de distin-
guer différents cas selon s € {v, f,e} il est préférable de remplacer le paramétre
e, choisi au § 5.4.2 p. 45 par (t — x.) (t — 24) "€, ol d est un élément générique
quelconque de P'/H qui n’est pas dans P. Aprés ce changement de paramétre
le point (z.,d,l) = (x.,c,—1) devient (z.,c,—1+¢) = (2., C,1) et le point
(xq,0,1) = (24,1,0) devient (z.,1,—1) (§ 5.4.1 p. 44). La représentation de V et
D? dans I’hyperespace est alors
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En reprenant les notations du lemme 5.6.1 on pose l,, = —p/q = —1/cy et
l.,, = —p'/¢ = —1/¢y. Les autres [, sont nécessairement entiers pour que O soit
régulier. On a donc L = —(3_,cqup lu; + luy) = —(QO_jesuple; — 1) avec I, <0 et
l.; < —1. En particulier L > |P| + 1.

La condition de régularité du lemme 5.6.1 est alors —cy — ¢gv + Lcgcgr = 1

que 'on écrit

Es/ (ES// - 2) + gs// (’CVS/ — 2) —|— 2(.[/ - 1)5815511 pr— 2

Comme ¢y, Cer > 2 et L > 1 cette égalité implique L = 1 (d’ou |P| = 0) et
{¢s,csr} = {2,3}. Il s’agit donc d’un S Ly-germe de type A; et la condition {¢y, ¢ } =
{2, 3} est bien celle de la proposition 1 p. 30.

Supposons card (S) = 2.

On pose S = {¢,s"} et {v, f,e} = {s,5,s"}. Puisque l,, = 1/¢; ¢ Z il est
nécessaire, d’apres le lemme 5.6.1 que tous les autres [, soient entiers sauf éventuel-
lement un : [, pour un certain io € S'U P. Effectuons un nouveau changement du
parametre e, de I'hyperespace pour modifier les cones V, pour v = z; et j € P :
e, est remplacé par (t —x4)” " [[;cp(t — zj)e,. La représentation de V et DB dans
I'hyperespace devient (voir § 5.4.1) :

i) S S

-

X# Xy X, Xy X g oX| (j€P)

B
X (j€P)

Posons I, = —p/qet L = =3 jcouple; +ley) = —Qjesuple;, — 1P —1) =
|P| + 1. La condition du lemme 5.6.1 est alors pc; — q¢ + Lgcs = 1 ou
(p+Lg)cs =q+1

Comme L > 1, ¢, > 2, p >0, g > 1 cette é galité ne peut étre vérifie que si
L =1 (donc |P| =0),¢ =2, p=0et g=1. Clest le résultat de la proposition 1
pour le type As.
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Supposons enfin S = {v, f,e}.

Pour la régularité du SLs-germe O il est nécessaire que tous les [, soient entiers
sauf éventuellement lmi0 et lggi1 pour deux éléments ig,i; de S U P. On choisit le
paramétre e, comme dans le cas card(S) = 1 (figure en 5.6.1) et on pose I, = —p/q
et [, = —p'/q'. La condition de régularité du SLy-germe est pq' + p'q + Lqq' = 1.

Comme L > |P|+ 1, p,p’ >0, q,¢ > 1 cette égalité n’est possible que pour
L =0 (donc |P|=0),p=p =0et ¢g=¢ = 1. Clest le résultat de la proposition 1
pour le type As.

Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre k pair. Pour
le cas k = 2 la proposition 3 p. 33 est conforme aux résultats de L.Moser ( [ M1] et
| M2]). Nous supposerons donc k > 4.

Supposons S = 0.

On a déja l,, =1, = kL/Q ¢ 7 donc tous les autres [, doivent étre entiers et
la condition de régularité est —k/2 — k/2 + L(k/2)> = 1 pour L = =3 . I,
Comme k/2 > 2 cette égalité n’est jamais vérifiée.

Supposons card (S) = 1, par exemple S = {0}.

Pour la représentation de V et DP dans I’hyperespace on fait un choix différent
de celui du § 5.4.2 p. 45. On choisit un élément non générique d de P'/H qui
n’appartient pas a P et on remplace e,, par (t —z4) " [Licp(t — zj)e, pour que V
et DB se présentent ainsi (voir § 5.4.1) :

)
k
5 O
] |P|1 P
Xos Xo X; pour j€P X?‘Xo’xm X X, (pour j€ P)
Tous les [, doivent étre entiers sauf [, = kL/z et éventuellement [,, = —p/q

pour un certain jo € S U P. La condition du lemme 5.6.1 est pg —q+ Lq% =1ou
k k
- L-—-1)=1
ps +a(lg—1)

avec L = —(loy + X je(suppfooio} o) = ~(ZIPI 4 2je(sup fooyjoy las) 2 1P 2 0.
Deux cas se présentent :
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— SiL>1lalors LE—1>1, ¢>1, p> 0 impliquent L =1 (donc |P| = 1),
k/2=2 p=0et qg=1. Cest le résultat pour k = 4 de la proposition 3 p.
33.

— Si L =0alors |P| =0 et p — g = 1. En particulier j, = 0 et l,, = —Zﬁ.

2

Dans le deuxiéme cas pour retrouver la valeur de ry, correspondante on pose v =

v (0,r,) € V,, et on calcule les coordonnées de v dans 'hyperespace (voir § 5.4.2 p.

45) :

{ 0 =v(t — ) =v(g5/b) = 3(ro + 1)
l=v(ey) =1/k(ro—1)

-1
—1+kp

ro vérifie [/0 = I, = - P c'est-a-dire rg =

oy . C’est le cas régulier de type

A; de la proposition 3.

Supposons enfin S = {0,00}.

Tous les [, doivent étre entiers sauf éventuellement lgcjo,le1 pour deux éléments
Jo,J1 € {0,00} U P. Choisissons e, comme dans le cas card(S) = 1 et posons
Loy, = —g, - —f]i, et L = —(ly, — Zje(SuP)\{jo,jl}le)- On. ?L [, < 0 pour tout
xte SUP et L=I[P| =3 icsuppijojle; = [P] = 0. La condition du lemme 5.6.1
es

pd +p'q+ Lgg' =1

Comme p,p' >0,q,¢ >1et L >|P| >0 on a deux cas :
— |P| = 0. En particulier L = 0 et par exemple jo = 0 et j; = 0co. Ensuite on
apd +pqg=1doup=0,p=qgq=1oup =0, p=q¢ = 1. Si par exemple

on est dans le premier cas, c’est-a-dire lp = 0 et [, = —&, on en déduit r

maximal (= 1) et r = ;2 pour n > 1 — ¥ (calcul analogue a celui du cas
card(S) = 1). Cest le résultat de type Ay de la proposition 3.

— |P| = 1. Ce cas implique L = 1 c’est-a-dire SUP = {0, 00,w; } et I, = 0 pour
z € (SUP)\{jo,j1}. Ensuite g = ¢ =1 et p¢' +p'¢q=0doul,, =1, =0.
Les r; pour j € {0,00,w;} sont donc maximaux et on obtient le résultat de
type As de la proposition 3.

Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre k impair
Le cas k = 1 a déja été traité par L.Moser dans | M1]| et | M2] et il est conforme a

la présentation de la proposition 2 p. 32. Nous supposerons donc k > 3.
1—-k 14k

Avec les choix des paramétres t,e, du § 5.4.2 (e, = g,° go¢ ) V et D se
présentent ainsi dans I’hyperespace.
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\5
d +171 )
o---+1k Kt
I____k~| ---01
/: l : [
2 2 2
XO Xoo
X#Xgs X ©
Supposons card(S) = (.
kot Byl .
On a alors I, = ———, l,.,, = —— et comme k > 3 on en déduit [, I, ¢ Z.

D’apres le lemme 5.6.1 la régularité du SLo-germe implique que tous les autres [,
soient entiers et que pg' +p'q+ Lqq' = 1 en posant L = .o Lo, s Loy = —L et

lo., = —’ql:. Cette égalité devient :

Too

1 1
LAV LI
2 2

ce qui est impossible car k£ > 3.

Supposons card(S) = 1, par exemple S = {0}.

Comme [, ¢ Z, la régularité du SLo-germe implique qu’il y ait au plus un
autre [,; non entier, disons l,, , pour jo € {0} U P. Posons [,, = —2 (p,g > 1
car ;< —%) et L = — Z#OOJO l¢;- La condition de régularité¢ du lemme 5.6.1 est
pk—%q%—[zqk: 1 ou

kE+1

pk—i—q(kL—T) =1 (5.1)

Pour j € ({0}UP)\{jo}onal,, € Zetl,, < —1doul,, < —-letL>N-12>0.

Si L > 1 alors kL — k+1 > ’“ i > 1etlé gahte 5.1 est 1mp0881ble Supposons
donc L = 0. En partlcuher on a N =1et P = (. L’égalit¢ 5.1 devient

k+1
k—qg—— =1
p q 5

qui se résout en p = —1+n% et ¢ = —2+nk avec n € N*. Siv(0, rg) est la valuation
S Lo-invariante qui a pour coordonnées (zg,d,) = (xo, 1, _§> dans ’hyperespace on
a:
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_ _ 11 14k
=v (&) = 2 I 2 )
1—k 1+k 1+k
J _ _ 3R TOT R P A _ —Pk+Tq 1 —1 )
ro vérifie [ /6 = 1, = =t d’ot g = DFLly = e = Tk Cest

le résultat de type A; de la proposition 2.

Supposons enfin S = {0,00}.

On choisit un élément non générique d de P!/ H qui n’appartient pas & P et on

remplace e, = gogoo du § 5.4.2 p. 45 par (t — z4)e,, pour que V et DF se présentent
ainsi (voir § 5.4.1) :

) ) )
o--—-tk o---tk
K-~ k-1 K-~k ey
2 2 )
X X 2
0 00 X#Xg,s X Xg X

Pour que le SLs-germe soit régulier il faut que les [,; soient tous entiers sauf

éventuellement deux, disons [, et l;; avec jo,j1 € S U P. On pose l;, = _§

1 ! 1
(€ =2) loyy = =g (S =g) et L= =005ty = ~Uaw + 2jeisupn\ o) o) =
—(1+ X e supnoujn} les) (= [Pl =1 > —1). La condition du lemme 5.6.1 est pg’ +
p'q+ Lqq = 1. Comme p,p',q,¢ > 1 on a p¢’ + p'q > 2 et on ne peut pas avoir
L > 0. Donc L = —1, |P| = 0 et par exemple jo = 0 et j; = oo. La condition devient

pd +pq—q¢d =1
ou
2p—q)d + (2 —q¢)g=2

avec 2p — q, 2p' — ¢ > 0 et ¢,¢ > 1. Il n’y a que deux possibilités (& permutation
prés de 0 et oo) :

1.2p—q=2p—¢d =q=¢ =1 cest-a-dire p = p' = ¢ = ¢ = 1. Donc

lyy =z, = —1 ce qui équivaut a rg = 1o = ;—’Z, par un calcul analogue au
cas card(S) = 1.
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2.20) —¢ =0et (2p— q)q’ =2 clest-a-dire p' = 1, ¢ = 2, 2p — g = 1. Donc
p>1)etl, % Par le méme type de calcul que pour le cas

2p 1 (
card(S) =1 on en dedult T'eo Maximal et 7o, =

lpy =
n 1—k
meR bour n > 3

La proposition 2 p. 32 est démontrée.

5.6.2 SLs-germes de Type B_

Soit O = B_(j,7) un G-germe de type B_ avec j € P'/H et r €]0,b(j)[=
10, ni — 1[. La condition b(j) > 0 implique n; = 1. D’aprés les tableaux 3.1 et 3.2 p.
J
20 on voit que H est nécessairement cyclique et j non générique (sauf si k = 1,2).

Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre k pair. Sup-
posons par exemple j = 0. Avec le choix du parametre e, du § 5.4.2 (éw = 90Yoo)
I’hypercone de la B-carte X de O se présente ainsi :

0’ "o

Pour ¢ tel que K® = C(t) on choisit une valeur telle que xp = 0 et z,, = 00
(§ 5.4.1). On voit alors que C[X ] est engendré comme C-espace vectoriel par les
éléments de la forme t"e’ ou (m, n) appartient au cone de 72 défini par m+1lpn > 0
et —m + ¢ /2n > 0. En partlcuher X /U est une surface torlque dont la condition

de lissité est, en posant [y = —p/q (< 0) irréductible,
lo = —H;;kﬂ puis, par un calcul analogue a ceux effectués pour les autres types,
r:ﬁpourpEN*.

Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre k£ impair.
1—k Ic 1+Ic

Supposons toujours j = 0. Pour e,, = ¢g,* g le cone C de la B-carte X du SLo-
germe O est de la forme :
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)
g o
o-~7K
<3 ; ¢
B !
1k
lX0 Lk
X
0 X#Xqs X
Posons 1,, = —g. La méme méthode que dans le cas pair donne pour condition
k+1
de régularité de O : | ? ; | =1doul, = —p(’fi—;;/z puis 7 = . Enfin le corollaire

5.6.2 est encore vrai (méme démonstration).
La proposition 6 p. 36 est démontrée.

5.7 X/U torique pour les SL,-germes de type I

Les SLy-germes des orbites de dimension 1 et de type I et de dimension 1 sont
ceux de type AB et B+ dans la classification de Luna-Vust.

On a vu au lemme 5.5.1 qu'une B-carte affine X telle que X /U =spec(C[X]Y) soit
torique pour une action de (C*)? prolongeant celle de T" est associée & un hypercone
C = WUTR)™ avec au plus deux cones non droits, & condition de bien choisir
le paramétre e,. L’objet du lemme suivant et de son corollaire est de mettre en
évidence une telle B-carte pour chaque SLo-germe de type 1.

Lemme 5.7.1 Soit O = AB (j,r1,72) ou O = By(j,7) un SLs-germe de type AB
ou By. Il existe une B-carte affine X, dite adaptée o O, dont O est le localisé et
dont le cone C = (WUR)TT associé, pour un certain choix des paramétres t, e, est
tel que :

— x; =0 et Cy est un cone engendré par deuz éléments primitifs uy, uy de Z2.

— Cq est plat

— C, est droit pour tout x # 0,00

Corollaire 5.7.2

(1) Un SLs-germe de type AB ou By est toujours le localisé d’une B-carte X
telle que X/U soit torique.
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(2) Tout point x d’une orbite de type AB ou By d’un plongement X appartient
a un ouvert isomorphe & Ux(S \l) ou S est une surface affine torique et | est
1somorphe a C*.

(3) Tout point x d’une orbite de type AB(j;r1,72) ou By (j;7r) d’un plongement
X de SLy/H avec H cyclique et j € {0, 00} appartient & un ouvert isomorphe a
UxS ot S~ X/U et XU est une surface torique.

Preuve du corollaire : la partie (1) découle directement des lemmes 5.5.1 et 5.7.1.
Les parties (2) et (3) sont une conséquence du lemme 5.1.1 et des remarques a la fin
de la preuve du lemme 5.7.1, en particulier la remarque 5.7.6 p. 66.

Remarque 5.7.3 I est important de noter que dans l’assertion (2) du corollaire
5.7.2 on ne peut pas toujours choisir un ouvert X>UxS avec S surface affine
torique : st O = Oxy pour un certain plongement X on ne peut pas toujours choisir
une B-carte X adaptée a O qui soit incluse dans X. Supposons par exemple H
binaire diédral et un plongement X avec exactement une orbite Y de type AB (définie
par j = v et deux rationnels r1,13), deux orbites de dimension 2 et 'orbite ouverte.
Pour exhiber une B-carte adaptée on va voir qu’il est nécessaire de disposer d’une
valuation S Lo-invariante différente de celles qui sont associées auzr deux orbites de
dimension 2 (elle a pour coordonnées dans U’hyperespace (f,1,0) sur la figure ci-
dessous). On doit donc ajouter a X une troisiéme orbite de dimension 2 pour obtenir
un plongement qui contiendra effectivement une B-carte adaptée a O.

Preuve du lemme : Supposons que pour chaque sous-groupe H on choisisse t et e,
comme au § 5.4.2 p. 45. Notons j' 'élément de P!/ H tel que z; = oo dans le lemme.
Pour chaque type de sous-groupe H de SL, (C) on voit d’apreés le § 5.4.2 qu’un seul
z au plus dans P! vérifie ¢, = (z,1,0) ¢ (VU D?P),. Dans le cas ou ¢, € (VUD?
). pour tout z € P! (H cyclique palr) on peut donc prendre j° # j quelconque
dans P'/H pour construire X comme dans le lemme. Dans les autres cas on choisit
j' € P'/H tel que x; soit 'unique élément de P! tel que ¢, ¢ (V U D?),. Dans les
figures suivantes qui illustrent le lemme on a représenté V en pointillés et D? par
des cercles. (W U R)™ est représenté en trait plein et les éléments de R sont les
disques noirs. Les notations sont celles de la section 3.5 p. 25.
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1. H binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral.
(a) Type AB : O = AB(j,r1,r2), K = {0} (le cas K = [—00,0] N Q est
similaire)
La premiére figure correspond aux cas j € {v, f} ou j gé nérique dans
P!/H. Par un automorphisme de P! on impose alors z; = 0 et z, = 00
(7 = e). Dans la deuxiéme figure on a j = e et on choisit j' = v.

) ) 5
1= . g .
A% 0 ~ O e ~
'l 4 II )\ II N
s R N X
AP RARIRN RN
v, ,Z RN l L ':/f [
T T T
1 -1 -1
X Xe= X# X, XX,
. e N
A Y
= © 4% o o
r' /,, \" /,/’, YAy \,\ 1
'l /'¢ . /, , oy, .
’ 1 1
,I' ’,l l’l l 4 /,/,/// l 1' ! Iu ll\" l
T T
1 1 -1
X, = X
v f X# X, X Xy

(b) Type By : O = B.(j,r).
Premicre figure : j € {v, f} ou j générique dans P!/H. On choisit alors
j=e.
Deuxiéme figure : j = e et on choisit j' = v.

) ) ) 5
A~ -~
= , C .
z, CV ’I/' Cf O A)\o € IA)\
’ ’
, O ’I/I ‘ IIIIIII\ . 1 IIIIII\,)‘, 1
y y T T
1 1 -1 -1
X,=0 Xy Xe= X# X, X X
) ) 5
¢, © ,,”, ¢ o S
R PN 1
| . ! ! | / 2 a !
1 1 -1
X=0 Xy X# X, X, X,
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Remarque : supposons k > 2 dans le cas diédral. on a alors ¢; > 2 pour i =
v, f,e. Un changement du paramétre e,, transforme les coordonnées (z, d,1) =
(x,¢;, 1) dans 'hyperespace par (z,¢;, 1 + nc;) pour un certain n € Z et on
aura encore 14+nc; # 0. Pour avoir tous les cones droits sauf deux dont un plat
il est donc nécessaire de disposer d’une valuation S Lo-invariante différente de
v (j;r),v (jire) (type AB) ou v (j;7) (type By).
2. H cyclique pair.

(z,1,0) € (VUD?P), pour tout x € P'. Donc quel que soit j € P'/H on
peut choisir j’ # j quelconque dans P!/ H et vérifier les conditions du lemme.
Exemple : type AB

B )
Ak Ak
<q2 © T2 ©
'/:l:l:/: l . ,"l:/: l l
1 1
Xo Xp=® X#Xgs X

Remarque 5.7.4 Si j est générique (comme dans l'exemple) et k > 4 on wvoit
comme dans le cas non cyclique qu’il faut nécessairement disposer d’une valuation
S Lo-invariante supplémentaire pour avoir une B-carte adaptée. Ce n’est pas le cas
si j € {0,00}, d’ou la partie (3) du corollaire 5.7.2.

1. H cyclique impair.

(a) Type AB : O = AB(j,11,73), K = {0}. Premiére figure : j # oo (exemple
j =0) et j/ = oco. Deuxiéme figure : j = oo et j’ # j quelconque (exemple

j'=0)
S.
. Ay
\\ Al \\
. . . . N N
i ) \k+1--—l\—\——\«:——‘y( R )
N . AN . N et R
Y 4 1
" O---+Kk N \\K__‘,.__:\__,:\_Q RN
‘@R NN N RN ' AN
.
he -t RN NN RN
4 > N ! ’ 1,
. 3’ : ’ LA VAN
a3
’ ] ’ S0 l
. :I l al : ! //I . :/, ')\
T T t
1-k 1+k 1
2 2 2
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A .
\\ 6 - A= - '\———\y( \\ 8
~ A A
7 N 4 1 ¢ N
'\\O"'—'k Q \I\\
\I ‘ Y
’ I'r\____-k-1 i ,I 'r\___.. 1
’ S I,)\ 1 , :,)\
C A : AD I
1 ’
, I: s [ i [ S I.,,, >
1k 1+k 1
2 2 T2
XO: [e) x =0
® X#Xg, Xg

(b) Type By : O = By(j,r). Mémes distinctions et mémes figures que pour
le type AB

Remarque 5.7.5 Dans le cas j € {0,000} on voit, comme dans l'ezemple illustré ci-
dessus, qu’une B-carte adaptée peut étre construite sans faire appel a une valuation
S Ly-invariante supplémentaire. D’ot la partie (8) du corollaire 5.7.2 dans le cas
cyclique impaair.

Remarque 5.7.6 Soit z un point d’une orbite Y de type AB ou By d’un plongement
X. Si X est une B-carte dans X qui intersecte Y alors x appartient o un ouvert affine
de la forme g. X o g € SLs.

D’apres U'étude qui précéde on voit que quel que soit le sous-groupe fint H de S Lo
on peut choisir X tel que X/U soit localement isomorphe a X’/U ot X7 est une
B-carte X’ d’un plongement X' (éventuellement différent de X) telle que )o(’/U soit
aﬁine torique (pour une action de T x C*). Plus précisément on peut choisir X tel
que X /U soit isomorphe o (X’JU)\ ow 1 est une T-orbite de X°/U. D’ow la partie
(2) du corollaire 5.7.2.

5.8 Autre preuve de régularité pour le type I

Comme annoncé, le résultat de la section précédente permet de donner une autre
démonstration des conditions de régularité des SLs-germes de type 1.

Supposons que X soit une B-carte adaptée a un SLy-germe O = Ox y de type |
(lemme 5.7.1), que p soit 'image de YNX dans Papplication de projection X— X /U
et que up, up € Z? soient définis comme dans le lemme 5.7.1. Il est facile de vérifier
que ug,us engendrent précisément le cone V' du lemme 5.5.1. Donc la condition de
lissité du point p dans la surface affine torique X /U est |det (uy,us)| = 1. Pour
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retrouver les conditions de régularité des SLy-germes de type I (propositions 4 et 5
p. 35) il suffit de traduire la condition |det (u1,us) | = 1 pour chaque type AB, B,
et chaque type de sous-groupe H en fonction des données du SLs-germe (5 € P1/H,
r1,79 € Q pour type AB, r € Q pour By). Pour les calculs on peut se ramener
a distinguer seulement deux types de groupes (H cyclique et H binaire diédral,
tétraédral, octaédral ou icosaédral) et deux cas (j générique et j non générique
dans P! /H) pour chaque type d’orbite (AB et B, ). Il faut pour cela faire des choix
judicieux de t et de e, en s’aidant des résultats de ’annexe A :

Cas j générique : B

— t =a/b avec a, b génériques formant une base de C[SLg]gfxon) et gjcj £ b.

— ew = [Lieng 9i" ot NG est I'ensemble des éléments non génériques de P'/H
c’est-a-dire NG = {v, f,e} ou {0,00}. Pour chacun des deux cas de sous-
groupe H les entiers m; sont choisis selon les critéres des lemmes A.2.1 et
A.2.2 de 'annexe A.

Cas j non générique :

— t = a/b avec a, b génériques quelconques formant une base de C[S Lg],(fXT)H)

— o = [Lieng 9i" ot NG = {v, f,e} ou {0,00}. Contrairement au cas précé-
dent on tiendra compte aussi de 5 pour choisir les m;.

Avec ces données on peut calculer dans Q1 x Q les coordonnées de générateurs u,
et uy du cone Cy; .
Nous ne traiterons que le type AB a titre d’exemple.

5.8.1 H cyclique d’ordre k.

Soit O = AB(j,r1,m3) avec j € PL/H et r; € [=1,b(j)] N Q. Choix de t et e, :
— ey = gp°gr= avec (mgy,Me) = (1,1) dans le cas on H est d’ordre pair et
(mo, mso) = (55, ££) dans le cas impair.

— KP = C(t) avec t = a/b et a,b é léments génériques de C[SLQ]SL]?XEH) =

C[SLy) 7<)

k(=D _
(on a posé k =k si k est impair et k = g si k est pair ).

Cas j générique (j # 0,00).

Quel que soit r € [—1,b(7)]NQ les coordonnées de v = v (j, r) dans ’hyperespace
sont (z;,9,0) avec § = v (t —x;) = v(g?/b) = %(1 +7r) = %(1 +7r)etl =ve,) =
1 (mo(—1) + mag(—1)) = =

Conformément a la proposition 4 p. 35 on définit r’ par r = 1:—;' —1= 1%’”/ -1
et on pose 1’ = % avec § co-irréductible c’est-a-dire ¢ = p + Ac,, avec A € Z et
pAX =1 Onaalors (6,1) ~ (1 +7,—c,) ~ (p+q,—qcs) = (a,b) et () =
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(2 4 )(5). Or ¢, = 1 si k impair et ¢, = 2 si k pair (tableau 3.2 p. 21) donc
(Z;EZ) = (e o) () avec |2/C“ iw‘ = —1. Donc (a/c,,b/c,) est primitif dans

Z? et colinéaire a (4,1). La condition de lissité du point p dans la surface affine

torique X /U est donc Zj;ﬁj Ziﬁz =1 cest-a~dire |2 5! | = c2 ou |52 0| = c,. La
proposition 4 est dé montrée dans ce cas.
Cas j non générique (j € {0,00}), par exemple j = 0.
Les coordonnées de v = v (0,7) (r € [-1,6(0)] N Q) dans I'hyperespace sont

(0,9,1) avec 6 = v (t — xo) (1 +r)etl= v(ew) = +(mor — mu). On a cette fois

142/ _ ) _ sz . 5 N
n—g —1letng=1douar =r". On pose r = p/q k-irréductible c’est-a-dire

q=p+Meavec pAX =1, et lona: (61 ~ (k(p+ q),mp — meq) = (a,b)
et (Z) = ( 2k kk >(§) Par le choix de e, on voit que k divise (mg — moo)

mo—"meo —kMeoo

et (“/k) = ( 2K/ K k )(p) avec <( 2K/k k ) = —1. Ainsi (a/k,b/k) est

b/k (mo—moo)/k —Moo A mo—moo)/k —Moo
primitif dans Z? et colinéaire a (4,1). La condition de lissité est donc | Zz?: ZI%I: =1

r =

b | = k?, soit | 72 B! | = k. La proposition 4 est démontrée pour H cyclique.

5.8.2 H binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral.

O = AB(j,r1,m2) avec j € P1/H et r; € [ 1,6 (j)]NQ. Conformément a I’énoncé
de la proposition 4 p. 35 on définit 7 par r; + 1 = (r; + 1) n; et on pose 7, = p;/q;
fraction c;-irréductible.

On pose card (H) = 2k.

Cas j générique (j # v, f,e).
On fait les choix suivants :
— t = a/b avec a,b éléments génériques de C[SLQ]%?XXOH) (voir annexe A) tels
que g;j #b.

-1
_ = Gv9r9. -
AT alde de la relation = + - —i— L =1+ + (3.1p.20) et de ¢, = 4 on trouve pour

les coordonnées (4, 1) de v = ?J (],rz) dans I'hyperespace (i =1,2) : 0 = v(t — z;) =
S(ri+1) et L =v(e,) = —1/k. Les éléments primitifs u; de Z* du lemme 5.5.1 sont
((pi+a)/2, —q;) et la condition de lissité est donc ‘ p1+q1)/2 (p2+q2 /2 | = =£1 ou encore

o ’ = 2. Comme c,, = 2 on retrouve le résultat de la proposmon 4.

Cas j non générique (j € {v, f,e}).

— t = a/b avec a, b éléments génériques de C[S L] (BxH)
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— ew = GugsYed; -
Soit v = w(j,r;) pour i = 1,2. On trouve pour 6 = v(t—2x;) et | = v(ey,) :
(0,0) ~ (¢ (pitai), (1=¢;)(pi+ai)—2¢;) = (as, bi). On montre ensuite que (a;/¢;, bi/c;)
est ¢j-irréductible et la condition de lissité est donc !Ziﬁj Zjﬁj | = £1 ou encore
. ! = ¢; qui est le résultat de la proposition 4.

O
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Chapitre 6

Les modéles minimaux

Définition : un modéle minimal est par définition un plongement homogéne lisse
complet Xy de SLy/H qui n’est pas I’éclaté d’un autre plongement lisse complet de
SLy/H.

Remarque : on montrera dans la recherche des modéles minimaux qu’il est équi-
valent de dire que tout SLs-morphisme propre de X, dans un autre plongement
homogene lisse, complet de Sly/H est un isomorphisme.

6.1 Plongements lisses complets

Rappelons d’abord qu’un morphisme entre deux plongements de SLy/H est ici un
S Ly-morphisme algébrique qui envoie H/H sur H/H, et qui est donc en particulier
l'identité sur SLy/H.

Supposons que le sous-groupe H soit fixé. Soit L" I'’ensemble de tous les an-
neaux locaux d’orbites de plongements normaux de SLy/H (décrits a la section
3.5), c’est-a-dire I’ensemble de ce que nous avons appelé les SLo-germes. Considé-
rons un plongement homogéne X de SL,/H. Les anneaux locaux de ses différentes
orbites forment un sous-ensemble £ (X) de L£". Réciproquement, si 'on se donne
un sous-ensemble L de £", on peut donner des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence d’un plongement homogéne X de SLy/H, unique a isomorphisme prés,
dont I'ensemble £ (X) des anneaux locaux d’orbite est L.

notations (voir 3.4 p. 24) :

— V) est Pensemble des éléments v de V (valuations de C (SL,/H) invariantes
par SL,) tels que C32 ~ C ou C, est le corps résiduel de v et C2 le
sous-corps de ses invariants par SL,. Ou encore : V; = {v (j,r), j € P'/H,
7’6]—1,%—1]}.

— V(O) est 'ensemble des é léments de V essentiels pour un SLg-germe O.

71
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— L' est 'ensemble des S Lo-germes O de type By tels que V (O) = {v(,—1)}.
Autrement dit £’ = {B, (w,—1),w € P'/H}.
— la facette F (O) du SLs-germe O est 'ensemble des v € V; qui dominent O.

Les conditions sur L sont données par la proposition suivante | LV] :

Soit L C L. Alors L correspond & un plongement normal si et seulement
si il satisfait les propriétés suivantes :

1.siO € LalorsV(O)NV; C L

2.0 € Letv(,—1)€V(0) alors L contient un ensemble cofini de L.
3. L — L est fini

4. les facettes F (O) de L sont disjointes.

De plus le plongement L (i.e sa variété) est complet si et seulement si la
réunion de ses facettes est V.

A Taide de cette proposition et des résultats de la section 4 sur les conditions de
régularité des S Lo-germes on peut déterminer par leurs diagrammes (donc a isomor-
phisme prés) tous les plongements lisses complets de SLs/H ce qui permettra d’en
déduire les modéles minimaux. Dans la suite on appellera simplement plongement
un plongement homogeéne lisse et complet de SLo/H

Notations : On adoptera pour une orbite [ d’'un plongement X donné la méme
notation que son anneau local O. Par exemple | = Ay (j1,...,jiN; T1,--.,TN) POUr
une orbite de type Ay définie par N éléments de P!/H et N nombres rationnels r;.
Une orbite de X sera dite réguliére si son anneau local est régulier, c’est-a-dire si
tous ses points sont lisses dans X.

Si X est un plongement deux cas se présentent :

1. X posséde une orbite [ de type Ay.

Posons | = Ay (j1,---,JN; T1,---,7N), les 7; vérifiant la condition de type

Ay : sz\; ﬁ > 1. Soit j € {j1,...,jn}, alors X posséde un nombre fini

d’orbites AB (j,7j,7;i+1) pour i = 1,...,m; telles que :

T

— Tii < Tjit1 et T4y Vji+1 S [—]_, b(])]

— si 7} est défini par r; = 1:—:/ — 1 alors r; et 7, sont cj-adjacents pour
i=1,...,m; (c’est la condition de lissité, voir section 4)

Si7jm,+1 < b(j) alors X posséde une orbite By (j, 7jm,41) 0u B_ (J,7jm41)-
Enfin X posséde des orbites de type C, de dimension 2 :
O (.]7 rj) ) C (]7 Tj,2) PICIEIC) C (]7 Tj,mj-&-l)-
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2. X posséde un ensemble cofini d’orbites de type B, de la forme B, (j,—1)
pour j € P/H\ {ji,. .. jm}.
Soit j € {j1,...,Jm}- X posséde alors un nombre fini d’orbites AB (j, 7, 7j,i+1)

pour ¢ = 1,...,m; telles que :
— 7=l
2
— Tji < Tjaga et rig rian € [=1, 5 — 1],

. / , . o 1+r’- / / .

— si 1} est défini par r; = —— — 1 alors r; et 7, sont cj-adjacents pour
1= 1, cee, My

SiTjm 11 < %_—1 alors X possede une orbite B (j, rj,mjﬂ) ou B_ (j, rjmjﬂ).

X possede les orbites de type C : C (j,7;), C(4,7j2),...,C (j, Tj,mj+1)-

r
J,mj+1

6.2 Liste des modéles minimaux

Les résultats suivants sont démontrés aux sections 6.6 et 6.7. On retrouve les
modéles minimaux projectifs donnés par Nakano ainsi que deux modéles minimaux
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non projectifs dans le cas H cyclique.

6.2.1 cas ou H est binaire tétraédral

Proposition 7 Si H est binaire tétraédral les seuls modéles minimaux de SLo/H
ont pour diagrammes :

ﬁ
1
. olo

Lo o 2 Anéri ..
wgénériques "~ re=-:—3 o generiques

Ces deux plongements sont conjugués au sens de la section 4.1 c¢’est-a-dire qu’ils
correspondent a la méme S Lo-variété mais avec deux SLo-isomorphismes différents
de SLy/H sur lorbite ouverte. Selon la définition de Nakano | Nak| il s’agit donc
du méme modéle minimal. On en trouve une description au § 6.8.3 p. 128.

6.2.2 Cas ou H est binaire octaédral ou icosaédral

Proposition 8 Si H est binaire octaédral ou icosaédral alors il y a un seul modéle
manimal et il a pour diagramme :

o génériques™

On retrouve le résultat de S.Mukai et H.Umemura | Muk Um| sur l'existence
d’un unique modéle minimal dans ce cas. Description au § 6.8.3 p. 128.
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6.2.3 Cas ou H est cyclique d’ordre k impair supérieur ou
égal & 3
Proposition 9 Si H est cyclique d’ordre k > 3 impair alors les diagrammes des

modéles minimaux sont les suivants, en ajoutant ceux obtenus par échange de 0 et
oo (plongements conjugués, § 4.1) :

® génériques
(c0)

® génériques /
® génériques /

n supérieur ou égal a 2

n et m supérieurs ou égaux a1

® génériques
h

o génériques /

n supérieur ou égal a LK 6t gifférent de —1 et 1 . o
2 n supérieur ou égal a 2

6]

' — :
1
A — 1 (00)
/2l r% r%” I’O 0 Trmk

n et m supérieurs ou égaux a 1
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Le lien avec la description de T.Nakano | Nak| est la suivante, avec ses notations.
La description géométrique de chacun des modeles est donnée a la section § 6.7.

plongement n° | notation de Nakano
1 Z(1—k)
2 Xk(n,n) n>2
3 Xi(n,n+m) n>1m>1
4 Y(—n,—n —k) n>LE n £+l
5 Z(1+k)
6 X%(0,n) n>2

Par contre le plongement 7 de la proposition 9 n’est pas projectif comme on le
démontre a la section 6.7.

6.2.4 Cas ou H est cyclique d’ordre k pair

Proposition 10 Si H est cyclique d’ordre k pair supérieur ou égal a 6 alors les
diagrammes des modeéles minimaux sont les suivants, en ajoutant ceux obtenus par
échange de 0 et oo (plongements conjugués) :

o génériques /

® génériques /

n supérieur ou égal a 2
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o génériques /

netm supérieurs ou égaux a1

® génériques
h

n supérieur ou égal a 1—% et différent de —1et 1

® génériques /

® génériques /

n supérieur ou égal a 2

6]

77
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® génériques — 1
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n et m supérieurs ou égaux a 1

9]

Proposition 11 Si H est cyclique d’ordre 4 il suffit de remplacer dans la proposition
10 le plongement avec orbite As par le plongement :
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® génériques

ol wy est un élément générique quelconque de P'/H.

Pour le cas k > 6 le lien avec la description de T.Nakano | Nak| est :

plongement n° | notation de Nakano

1 Z(1—k)

Xk(n,n) n>2

Xi(n,n+m) n>1m>1

Y(—n,—n —k) n>1—-%n#=£l

o | 7

Z(+ k)

Xx(0,n) n>2

Yo (k)

QO | | O = | WD

Le plongement 9 de la proposition 10 n’est pas projectif.

79

Pour le cas k = 4 le 7éme plongement, qui remplace celui avec 'orbite Ajs, est

P(Ry) x P(Ry) ot R, est I'espace vectoriel des formes binaires de degré n.

6.2.5 Cas ou H est binaire diédral

Si H est binaire diédral d’ordre 4 alors H est aussi cyclique et ce cas a déja été
étudié a la section pré cédente. Les modeles minimaux sont donnés a conjugaison

prés (§ 4.1).

Proposition 12 Si H est binaire diédral d’ordre 4k > 4 alors les modéles minimauz

ont pour diagrammes :
— si1k>3:
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(V)

2
“_1=-
" 6

o)

o génériques,

o génériques.

Pour k # 3 le plongement minimal est décrit et noté & par Nakano et Umemura.
A la section 6.8 nous en donnons une autre description comme fermeture d’une orbite
dans P(Ry) x P(Ry). Dans le cas k = 3 I'unique plongement minimal est P(R3).

6.3 Morphismes et éclatements

— | LV] et proposition 4.4.1 p. 84 de | M1], reprise dans | M2] : Soit X et X'
deux plongements normaux de SLs/H. Alors 'application identité de SLs/H
s’é¢tend en un morphisme ¢ (SLs-équivariant) de X dans X' (né cessaire-
ment unique) si et seulement si pour tout O € L (X) il existe O' € L (X’)
(nécessairement unique) tel que
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— F(O) C F(O)
— dans le cas o O et O sont de type B alors :
— si O est de type By alors O est de méme type
— si O est de type B, ou B_ alors O est de méme type ou de type By.

— Le morphisme ¢ est propre si et seulement si Uper(x) F (O) = Uoerxry F (O)
(on retrouve le fait que dans le cas ot X et X’ sont complets tous les mor-
phismes sont propres).

— Soit X un plongement lisse complet de SLs/H et [y une orbite de dimension 1,
donc isomorphe a P!, L’éclaté X de X le long de [y est encore un plongement
lisse complet de SLy/H. Soit 'application d’éclatement ¢ : X — X et D =
01 (Ip) le diviseur exceptionnel. Ce diviseur D est une variété irréductible
de dimension 2 stable par SL,.

Nous verrons plus loin que si X est un plongement lisse complet dont on connait le
diagramme et si [y est une orbite de dimension 1 de X on peut déterminer par son
diagramme 1'éclaté X de X & partir des seules propriétés énoncées dans les deux
points précédents.

En développant cette remarque on peut retrouver le résultat suivant, donné par
L.Moser | M2, proposition 6.2] dans le cas H = {Id}, mais dont la démonstration se
transpose sans probléme au cas H quelconque (La preuve de L.Moser suit une idée
de [ Muk Um)]).

Supposons que X et X’ soient deux plongements lisses de SLy/H et ¢ un
S Lo-morphisme (dans le sens défini ci-dessus) de X dans X’. Alors ¢ est
une composition de contractions.

Nous proposons notre démonstration dans le cas H tétraédral (a titre d’exemple)
et X, X’ complets, a la remarque 6.6.1 p. 90.

6.4 Généralités sur les modéles minimaux de SLy/H

Si X est un plongement homogéne lisse complet quelconque il existe un plonge-
ment minimal Xy a partir duquel on obtient X par un nombre fini d’éclatements.
En effet chaque contraction (inverse d’un éclatement) élimine soit une orbite de di-
mension 2 (le diviseur exceptionnel en contient au plus une) soit un ensemble cofini
d’orbites de type B, ce dernier cas n’étant bien stir possible qu'une seule fois dans
une chaine de contractions. Comme le nombre d’orbites de dimension 2 est fini, on
arrive a un modéle minimal au bout d’un nombre fini de contractions.

Les diagrammes suivants représentent des plongements homogénes lisses com-
plets. Seule I'orbite [ que I'on éclate ou les orbites du diviseur exceptionnel D dans
I’éclaté sont représentées. Les pointillés indiquent les autres orbites, de type AB,
B, ou B_, laissées invariantes par ’éclatement.
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— Si orbite [ est de type Ay on voit facilement qu’il y a a priori trois types
d’éclatements possibles qui respectent a la fois les contraintes des sections 6.1
et 6.3. On verra plus loin que la contrainte de lissité permet de déterminer
parmi ceux-ci l'unique éclatement possible avec les parameétres exacts des
orbites du diviseur exceptionnel.

An(J1,---yJN; T1,---,7N) Deut étre remplacé dans 1'éclaté par
— An(J1y -y gns T ey ), C (Ju ) et AB (j1, ), 1)
— ou Axp1(J1, -5 Jn+1i T T1) €6 C (v, b (Ing1))

— ou B—‘r (]7_1) pOU.I'j € ]P)I/H\{]laajN} et
AB (j1,—1,b(j1)),.- -, AB (jn, —1,0(jn)).
Illustration :

soit en

On verra dans la recherche des modéles minimaux comment déterminer dans
chaque cas le diagramme de 1’éclaté ainsi que ses paramétres en utilisant les condi-
tions de régularité (section 4).

— Sil'orbite [ est de type AB, il n’y a qu’une possibilité qui satisfasse aux condi-

tion de 6.1 et 6.3 : AB (j,71,72) est remplacé par AB (j,r1,7),AB (j,7,12) et
C' (j, 7). Nous verrons plus loin comment déterminer r a partir des conditions
de régularité (corollaire 6.5.5).

s’éclate en

— Si lorbite [ est de type B, (resp® B_) alors B, (j,r) peut étre remplacé dans
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I’éclaté par
— AB (j’ T, T/)7 C(]a 7”/) et B-‘r (]7 TJ) (respt B_ (]7 TI))
— ou AB (j,?“,b(])) et C(]7b(]))

----------

6.5 Suites adjacentes minimales

La premiére étape pour établir la liste des plongements minimaux consiste a
comprendre comment on peut diminuer le nombre d’orbites de type AB sur un
élément fixé j de P'/H par contractions sucessives.

Soit donc j € P'/H et Iy,...,1, n orbites régulicres de type AB telles que O, =
AB (j,7i,7i11), les r; étant des rationnels vérifiant :

— —1<r<re<...<r, <b(j)

— Si 7} est associé & r; par r; =

(définition 4.3.2 p. 35).

Soit % le représentant cj-irréductible de ;. On a : ¢; divise ¢; — p; et p; A (ql'c_jpi) =

147

/ / 4
— 1 alors r; et r;,; sont cj-adjacents

j
pour les u; le méme vocabulaire que pour les r; : les u; sont cj-irréductibles, u; et
U;q1 sont Cj—adjacents, Ui < Ujg1-

i N\ (@) =1 (on note pged (p,q) = p A q). Posons u; = (q;, p;) € Z* et utilisons

Remarque 6.5.1 Soit ® ['application linéaire de matrice A = <_1(L g) 1l est
VA

facile de vérifier que ® échange les vecteurs c;-irréductibles et cj-adjacents de Z*
avec les vecteurs 1-irréductibles (i.e primitifs) et adjacents de Z2.

Dans la recherche des plongements minimaux on est naturellement amené a in-
troduire les notions suivantes :
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Définition 6.5.2 Soit r < 1’ deux rationnels. Une suite adjacente entre r et 1’ est
une suite de rationnelsr =ry <re < ...<r, =1 telle que r; et r;y1 sont adjacents
pouri=1,....,n— 1. La suite est dite minimale si aucune de ses sous-suites n’est
adjacente entre r et r’.

La méthode classique pour construire des suites adacentes consiste a partir des

(pseudo) fractions % et % et & répéter I'opération qui consiste & intercaler entre §

et % la fraction médiante %. A chaque étape la suite obtenue est adjacente. La
situation est plus claire si I’'on construit 'arbre dit de Stern-Brocot :

0. 1
1 0

w|—=

23
7 8

~Jw
~ |

87 171813
3 3 2

o=

Chaque fraction est la médiante de la fraction la plus proche en haut a gauche
et de la fraction la plus proche en haut & droite. Toutes les fractions irréductibles
apparaissent exactement une fois dans 'arbre [ GKP, p. 116]. On en déduit 1'exis-
tence d’au moins une suite adjacente entre deux fractions données (propriété redé
montrée plus bas dans le lemme).

De telles suites apparaissent dans la désingularisation des surfaces toriques. La
démonstration du lemme suivant s’inspire de 1’exposé de ce cas dans | Ful, p. 42].

Lemme 6.5.3 Soit r < r’' deux rationnels.
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1. 1l existe toujours une suite adjacente entre v et r', et donc aussi une suite
minimale.

2. Soit u; = (q;, pi) irréductible associé a r;. La suite adjacente r1 <19 < ... <
rn est minimale si et seulement si det (u;, wir2) > 2 pouri=1,...,n—2

3. Il n’y a qu’une seule suite adjacente minimale entre r et r' et ’on passe d’une
suite adjacente quelconque entre r et r' a cette suite minimale par un nombre
fini d’opérations é lémentaires consistant a retirer un élément r; de la suite
tel que u; = u;—y + u;y1 (les suites intermédiaires sont alors adjacentes).

4. Soit ry,...,ry, une suite adjacente et r;,...,r;, une sous-suite de (r;) telle
que iy =1 et Ip =1 Al(?rs on peqt passer dg la suite (r;) a la suite (7’,»].') par
un nombre fini d’opérations consistant a retirer un élément r; de la suite tel
que u; = u;—1 + uir1. On conserve a chaque étape une suite adjacente.

Corollaire 6.5.4 Le lemme est encore valable pour des suites c-adjacentes a condi-
tion de changer la condition de minimalité par det (u;, u;12) > 2c.

Corollaire 6.5.5 Si ['orbite réqulicre AB(j,ri,r2) s’éclate en AB(j,71,7),

AB(j,r,r2), C(j,r) et les rationnels v = 2, ry = By = B2 (ciurréductibles) sont

déﬁnispafr’TZIZ—?",—l alors p=p1 +p2 et ¢ = q1 + 2.
J

Preuve du corollaire 6.5.4 : utiliser I'application ® de la remarque 6.5.1 et
det () =1/c.

Preuve du corollaire 6.5.5 : Soit uy, u, uy les vecteurs de Z? associés a r, ', 7. La
suite 1,5 étant minimale entre | et 74, il suffit d’appliquer le point 3 du lemme :
on passe de la suite 7|, 7,75, & la suite r}, 7} en enlevant 7’ tel que u = u; + ug
c’est-a-dire p = p1 +p2 et ¢ = ¢1 + ¢o.

Preuve du lemme :

1. Soit u = (¢,p) et v’ = (¢',p’) irréductibles représentant r et . Procédons
par récurrence sur det (u,u’) (det (u,u') € N* car r < ). Si det (u, ') =1
alors (r,7’) est adjacente. Sinon soit v € Z? tel que det (u,v) = 1. Puisque
det (u,u') > 1 il existe un unique entier Ay tel que v + Au = uy soit a
I'intérieur du parallé logramme (0, u’, u + u’, ). Comme det (u,us) = 1 on a
aussi uq irréductible.
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T u+U'

Soit z,y € [0,1[NQ tels que us = xu + yu'. On a det (ug,u') = = det (u, u’)
et donc det (ug, u') < det (u,u'). Considérons alors une suite adjacente us <
g < ... < u, = u. Lasuite u = u; < uy < ... < u, = v est une suite
adjacente entre u et u'.

. Par définition une suite adjacente r, < ry < ... < 1, est minimale si et

seulement si det (u;, u;) > 2 quand j —i > 2. Supposons donc det (u;, ujt2) >
2 pour i =1,...,n — 2 et montrons que det (u;,u;) > 2 pour j —i > 2.

Puisque (u;, u;i11) et (uiy1, uip2) sont des bases de Z? il existe a; € Z tel que
uipr) (0 1 u;
Ujt2 -1 q Ui+1

Uiy = —U; + A;Ui+1 (6

En particulier

—_
~—

Comme det (u;,u;41) = 1 on a donc a; = det (u;, uir2) > 2. Soit (zy,y;
les coordonnées de u; dans la base (uy,uz2). On tire de (6.1) 'égalité y; o
—Yi + a;yiy1 d’ou

~—

Yivz — Yir1 = (@ — 1) Yiy1 — ¥s (6.2)

qui permet de démontrer par récurrence sur ¢ que y;.1 — y; > 1. En effet
I'inégalité est déja vraie pour ¢ = 1,2 (y; = 0 et yo = 1) et si elle est vraie
jusqu’au rang i, (6.2) donne, avec a; > 2 :

Yit2 — Yit1 = Yig1 — Yi => 1

On déduit ensuite de y; 11 —y; > let y; =0 quey; > 1—1. Or u; = xyuq +y;us
donne det (uy,u;) = y;det (uq,uz) = y; d’ou det (uy,u;) > i — 1. Le méme
raisonnement en partant d’un premier élément autre que u; donne I'inégalité
plus générale det (u;,u;) > j — 4 pour j > i, qui permet de conclure.
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3. Solent r=r; <ry<...<rp,=r'etr=r] <ry,<...<r, =r" deux suites
minimales entre r et r’. Montrons par récurrence sur n que ces deux suites
sont égales, quels que soient les rationnels r et r’. Si n = 2 la deuxiéme suite
ne peut étre minimale que si n’ = 2. Supposons donc n > 3 et considérons
les suites de vecteurs de Z? u = uy, ug, ..., U, = v et u = U}, uh,...,u, =v

associées aux deux suites de rationnels. Supposons que ry # 1. Soit m tel que

. <ry <1y . Onne peut avoir ni r), = 7o nir), ., = o car det (u,u) = 1

alors que det (u,u!,) > 2 pour m > 3 d’aprés le point 2 du lemme. Donc

r, < re < 1. et il existe x,y € N* tels que uy = xul, + yul,,,. Or
1 = det (u,up) = xdet (u,u,) + ydet (u,ul, ) avec x > 1, det (u,u,) > 0,
y > 1etdet (u,ul,,,) > 2 est impossible. On a donc 75 = % . Les deux suites
rg < ...<rp=r"etry =1y <...<r, =1 sont minimales et la premiére a
pour longueur n — 1. Elles sont donc égales

4. 11 suffit d’appliquer le point (3) du lemme, pour j = 1,...,p, a la suite
adjacente r;;, 75,41, ..., 7, et de remarquer que la suite r;;, 75, est minimale

O

Remarque : il se trouve que I’algorithme décrit dans la preuve de 'existence d'une
suite adjacente entre r et r’ fournit en réalité la suite minimale. Ce résultat étant
utile dans la suite nous allons le démontrer.

Reprenons en effet la preuve du point 1 du lemme. On procéde par récurrence
sur det (u,u’). Si det (u,u') = 1 alors la suite 7,7’ est adjacente donc minimale entre
r et r’. Soit n

>

1. Supposons que pour 7,7’ quelconques tels que det (u, u") < n l'algorithme four-
nisse une suite minimale. Soit r, 7’ tel que det (u,u') = net u = uy, us, ..., uy = u' la
suite adjacente construite en 1 du lemme. Comme on a montré que det (ug, ') < n,
on sait que us, ..., u, = v’ est minimale. Si u, us,...,u,, = v’ n’était pas minimale
on aurait donc, d’apres le point 2 (ou le point 3) du lemme, us = u + ug et donc :
det (us,u') = det (ug, u’) — det (u,u’) < 0 ce qui est contraire a la définition de ug
qui doit étre a U'intérieur du parallélogramme (0, ug, us + u', u’).

O

6.6 Preuve de la liste des modéles minimaux

Il s’agit de montrer qu’en partant d’un plongement homogéne lisse et complet
quelconque de SLs/H on peut se ramener par contractions successives (inverses
d’éclatements ) a I'un des éléments de la liste des plongements minimaux (6.2 p.
73) et de prouver que ces éléments ne sont pas des éclatés d’un autre plongement.
On envisage plusieurs cas selon le sous-groupe H et la forme du plongement lisse de
départ.
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6.6.1 Cas ou H est binaire tétraédral

D’aprés les résultats de la section 4 p. 29 les S Lo-germes réguliers de dimension
1 sont :

— Az (v, fe;0(v),0(f),b(e)), Az (v, f;0(v),b(f)), A1 (v;b(v)) et Ay (f50(f))
(définition de b(j) p. 3.4).
— AB(j,r1,m2) tels que les 7} définis par r; = 1:” — 1 sont cj-adjacents (¢, =

J

cy =6, c. =4 et c, =2 pour w générique).
— By (w,—1) pour w générique.

Soit X; le plongement correspondant au premier diagramme de la proposition 7 p.
74). X; a pour orbites non ouvertes A; (v;b(v)) et C (v;b(v)). En éclatant X; le
long de son orbite de dimension 1 on obtient X5 qui a pour orbite de dimension 1
Ay (v, £50(0),b(f)). En effet le diviseur exceptionnel D de I’éclaté est un fermé S Lo-
stable irréductible de dimension 2 et son anneau local est I’anneau d’une valuation
S Lo-invariante v(j,7) (j € P/H et r € QN[ — 1,b(j)]). Or v est une valuation
essentielle pour toute SLs-orbite de D, donc si v = v (,—1) alors D contient un
ensemble cofini d’orbites de type By (w,—1) (plus é ventuellement d’autres orbites
de dimensionl) et pas d’orbite de type C, et si v # v (,—1) alors D contient une
unique orbite de dimension 2 qui est C'(j, ) et un nombre fini d’orbites de dimension
1. D’apreés la liste des orbites réguliéres ci-dessus la seule possibilité est X :

® génériques /

Par le méme raisonnement, si on éclate Xs le long de A, (v, f;6(v),b(f)) on

obtient X3 avec l'orbite As (v, f,e;b(v),b(f),b(e)).
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® génériques /

X

3

En éclatant X3 le long de As (v, f,e;b(v),b(f),b(e)) on obtient X, avec les
orbites B, (j, —1) pour j générique et AB (j,—1,0(j)), C (4,0 (j)) pour j € {v, f,e}.

v

® génériques /

Considérons maintenant un plongement quelconque X de SLy/H. S'il posséde
une orbite Ay il provient de X; par un ou deux éclatements successifs. Sinon il a
un ensemble infini d’orbites By (j, —1) avec j générique appartenant & un ensemble
cofini (P'/H) — J (plongement décrit p. 73).

Soit j € J. Il existe une suite de rationnels 1 = —1 <7y < ... <71, =0b(j) telle

que X posséde les orbites AB (j,r;—1,7;) et C (j,7;) pour i = 2,...,n et telle que
147

les 7} définis & partir des r; par r; = — 1 forment une suite cj-adjacente entre -1

et 1. On vérifie facilement que —1 = _E—jj, 1= % est la suite minimale entre -1 et 1
D’apreés le lemme 6.5.3 et ses corollaires on peut donc par contractions successives
aboutir & un plongement avec l'orbite AB (j,—1,b(7)). Ce plongement est lui-méme
I’éclaté d’'un plongement avec lorbite By (j, —1). En appliquant ce traitement a
chaque élément j de J on aboutit par contractions successives au plongement Xs.

La proposition 7 est démontrée.
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O

Remarque 6.6.1 Si X, X’ sont deuzx plongements (lisses, complets) de SLy/H (H
tétraédral) et ¢ est un morphisme de X wvers X' alors ¢ est une composition de
contractions.

Preuve : la liste des SLo-germes réguliers (un seul type d’orbite de type B : le
type B, ) nous dit qu'un plongement X est déterminé par son squelette Sk (X). De
meéme les conditions d’existence d’un morphisme de X vers X’ données au § 6.3 se
réduisent a Sk (X') C Sk (X).

Pour un morphisme ¢ de X vers X', notons e (¢) le cardinal de Sk (X)\ Sk (X”).
Si e (¢) = 0 alors ¢ est un isomorphisme. Supposons la proposition démontrée pour
tous les ¢ tels que e (¢) < n (n € N) et soit ¢ tel que e (p) =n+ 1.

Supposons d’abord que v(, —1) € Sk(X) \ Sk (X’). En particulier X’ est égal a
I'un des plongements X7, X, ou X3 de la preuve de la proposition 7. Soit 7: X, — X’
la composition de contractions décrite dans la preuve. Comme Sk (X, ) C Sk (X),
on voit que @ se factorise en 7o @ et puisque e (¢) < n, on en déduit que @, puis ¢,
se decompose en produit de contractions.

Supposons que v(, —1) ¢ Sk (X) \ Sk (X”). Soit vy = v (jo, r0) € Sk (X) \ Sk (X’)
avec jo € P1/H et ro €] — 1;0(j0)] N Q.

Si vy domine (I’anneau de valuation d’) une orbite de type Ay dans X' alors vg
est essentielle pour une orbite de type Ay de X et ¢ est un morphisme de X; vers
X; (1 <i < j < 3). Daprés la preuve de la proposition 7, ¢ est un produit de
contractions.

Supposons que vy domine une orbite Iy = AB(r,r’) de X'. Alors X contient
les orbites AB (jo;7r,71), AB (Jo;71,72) - - ., AB(Jo; 70, 7") (n > 1). D’aprés le lemme
6.5.3 et son corollaire 6.5.5 p. 84 on a une suite d’éclatements de X’ (on com-
mence par éclater lp) de composée m : X' — X' telle que Sk(X’') = Sk(X’) U
{v(jo,71),---,v(Jo,m)} C Sk(X). En particulier ¢ se factorise en 7 o @ et on
conclut comme dans le cas précédent.

Supposons enfin que vy domine une orbite de type B, de X', c’est-a-dire une
orbite Iy = B, (jo, —1) avec jo générique dans P! /H.

vog # v(,—1) donc vy est essentielle pour une orbite de X qui n’est pas de
type B4. On en déduit que vy = v (jo,b(jo)) € Sk (X). Considérons 'application
d’éclatement 7 : X' — X’ de Iorbite ly. On a Sk(X’) = Sk (X’) U {v;}, donc on a
encore Sk(X’) C Sk (X) et on peut conclure comme dans les cas précédents.

Par récurrence sur e (¢) la proposition 6.6.1 est démontrée.
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6.6.2 Cas ou H est binaire octaédral ou icosaédral

On reprend la preuve du cas tétraédral en remarquant que cette fois la seule
orbite de type A; est Ay (v;b(v)).

U

6.6.3 Cas ou H est cyclique d’ordre k impair supérieur ou

égal & 3
Les S Ly-germes réguliers de dimension 1 sont :
A0 ) et Av (005 =)
— A5 (0,00; 1,7y,) et Ay (00,05 1,7,) avec r, = noetn > %

— A, (0,00; rl%k,r%)

— AB(j,r1,m2) tels que les ] définis par r; = 1:‘; — 1 sont ¢j-adjacents (¢p =
J

Coo = k et ¢, = 1 pour w générique).

— By (w,—1) et By (w, l;kk) pour w générique

— B_ (w, Hﬁ) pour w non générique et n > 1.
Partant d’un plongement quelconque X, il faut montrer que par une suite de contrac-
tions on aboutit & I'un des modéles de la proposition 9 mais qu’aucun de ces modéles
ne peut étre contracté.

Un plongement X de SLy/H contient soit une orbite de type Ay, soit une orbite de
type Ay (deux cas), soit un ensemble infini (cofini dans P! /H) d’orbites B, (w, —1).
ler cas : X contient une orbite de type A;, par exemple A; (0; f:nk)

® génériques:,

Pour que X soit complet il faut compléter par des orbites AB (0, 7;,7;11), C (0,7;)
et éventuellement une orbite B_ (0, 7).
Supposons que X n’ait pas d’orbite B_.

/ .
Comme ng = ns = 1, la formule r = 1:—; — 1 donne r = 7. Les fractions
fﬁnk et 1 sont k-irréductibles (co = co = k) et comme ‘ k11 ‘ = nk elles ne sont

k-adjacentes que si n = 1.
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Si n = 1 on peut donc, d’aprés le lemme 6.5.3 et ses corollaires, contracter X
jusqu’au plongement :

Ce plongement est minimal car si on on enléve 'orbite C (0, ﬁ), I'orbite
A; (0,1) n’est pas réguliére et si on enléve l'orbite C' (0, 1) il faudrait compléter par
une orbite non réguliére B, (0 1Jrk)ou B_ (0, J}rk)

Sin > 2, la suite k-adjacente minimale entre

donc contracter X jusqu’au plongement

I—Jrk et 1 est % On peut

1+k’k’

Ce plongement est minimal car si I’on enléve 'une des orbites de type C on ne
peut pas garder un plongement lisse en complétant le plongement obtenu par une
orbite de dimension 1.

Supposons maintenant que X ait, en plus de ses orbites éventuelles de type AB,
une orbite B_ (O, 1+1mk)‘

——— et - sont k-réduites mais ne sont pas k-adjacentes car | ~HE k| =
(n+m)k > 2k # k. La suite k-adjacente minimale entre _Jnk et 1+1mk est —f—i}nk’ %, 1+1mk'
On peut donc se ramener par contractions &
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qui est minimale car on ne peut enlever aucune des orbites de type C en conser-
vant un plongement lisse.

2éme cas : X contient Ay (00,05 1,7,) (ou A (0,005 1,7,)) avec r, = 2 et n >
1—k
2

Pour que X soit complet il faut compléter par des orbites AB (0, 7;, ;1) , C (0,7;)
et éventuellement une orbite B_ (0, r). Supposons d’abord qu’il n’y ait pas d’orbite

B_.

n supérieur ou égal a %‘

#k et % étant adjacents on peut se ramener par contractions successives a

n supérieur ou égal a 1?"

Si par contraction on enléve I'orbite C (0, RLM), l'orbite Ay (0,00; 1,1) du nou-
veau plongement n’est pas lisse. Si on contracte 'orbite C (0, 1) il faut que B_ (O, n%k)
soit réguliere, ce qui n’est possible que si 7 = Hﬁ pour un certain m > 1. Comme
ces deux fractions sont k-irréductibles leur égalité équivaut an = 1 et n+k = 1+mk,

c’est-a-dire n = m = 1. On trouve dans ce cas le plongement minimal

1
1+
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Si enfin on contracte I'orbite C' (00, 1), Porbite A; (0 ; n%k) n’est régulieére que si

. — =1 _ nour un certain m > 1. Il faut donc que n = —1 et m = 1 et on trouve
n—+k —1+mk ] ;
alors aprés contraction le cas déja vu :

n 1 i : n+k mk+1| _ o n 1
5 et i sont k-irréductibles et ‘ Rk | = k(1 —nm). Donc o S Toen
17

quandmzlet—gngloumZQet%SnS0.0nvériﬁeenappli—

k
quant le critére du lemme 6.5.3 que la suite k-adjacente minimale entre = et 5 +1mk
n+1 0 1

est TR R R TEmE SI T < 0. On peut donc par contractions successives se
ramener a :

Supposons m = 1. Si n < 0 on vérifie que l'on peut contracter C (O,nL),

A, (0, o0 ; nLJrk, 1) , AB (0, nLJrk, n:i_j-k) pour trouver le plongement :
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et donc, par contractions successives, on aboutit a

qui est clairement minimal.
Supposons maintenant m > 2. Comme précedemment, on peut contracter jus-

qu’a :

Ce plongement est minimal car on ne peut enlever aucune orbite de type C en

préservant la lissité.
1=k 1-k
3éme cas : X contient A, (O7 00 ; mm)
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1—k

Supposons qu’il n’y ait pas d’orbite B_ (0,r). Comme 2 et % sont k-adjacentes

2
on peut se ramener par contractions successives a :

Supposons maintenant qu’il y ait une orbite B_ (0,r). Posons |r, =

n

n+k |

—_
|
el

&
o
+w‘
Eal

= ri-x et on sait que la suite k-adjacente minimale entre ri-x et
2 2

v ‘

Tri-

o

,T%_H,... » Tomk -

Qo
o

1

1+m
,To = 0 —L_ On peut donc se ramener par contractions successives

k

On

est
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. . _ _1 .
Pour pouvoir contracter ce plongement il faut que Tik = g On sait que
<y . 11—k
ceci n’est possible que si 5~

= —1 et n = 1 et I'on retrouve aprés contraction un
cas déja étudié. Si k > 3 le plongement est minimal (vu précédemment).

Le deuxiéme plongement se contracte en

qui est un plongement déja rencontré. Reste le troisieme plongement dont on
vérifie facilement qu’il est minimal : on ne peut enlever aucune orbite de type C en
maintenant la lissité.

4éme cas : X a une infinité d’orbites B (w, —1).

Soit w € P!/ H générique. Trois cas peuvent se présenter pour les orbites C' (w, . . .),
By (w,...) et AB(w,...)de X :

. (0 . (0
7 7
’/’ ’/’ ’/’
. Ve v Ve e
\ v > \ v - \ e -
\ e @) \ L @) \ L @)
[ Vo T Vo T
[ [ v s +
< < . <
1 +— t 2' (@) -1 — 1' 2 1(00) | -1 5 (@)
AB P .- e Kt
! /
r=—1, llf — 1,% — 1 se transforment par la formule r = lni —1= 1%
/
r

—1len
= —1,0,1. Or ¢, = 1 et la suite —1,0,1 est 1-adjacente minimale entre -1 et 1.

Par application du lemme 6.5.3 et de ses corollaires on peut donc en contractant X
un nombre fini de fois ramener les deux premiers cas & :

(0)
-
- -
- : -
\ - - \ e -
\ 4 —-7 (o) '\ nd -7 (o)
- - . - -
(A R LA
P - et O s ;
— Ll 1 ® I -
! 15 2
K z

On obtient le premier de ces deux plongements par éclatement de 1’orbite B (w, % — 1)
du deuxiéme et ce dernier est lui-méme 1’éclaté de :
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\ 4 —-7 ()
- Pt
\ 7 T
- +
)
-1 g71()
k

Si w = 0 ou oo la suite k-adjacente minimale entre -1 et 1 est —1,71-%,1 et la
2

. . . . 1 1
suite k-adjacente minimale entre -1 et " est —1, Tisks Tick gy 705 Topg- On est

donc ramené par contractions aux deux cas suivants :

et

\ Mk

s C2
® géneriques,- \

+

® génériques, -

Chacun de ces plongements est 1’éclaté d’un plongement rencontré précédemment
(3éme cas, avec une orbite Ay). La proposition est démontrée.

6.6.4 Cas ou H est cyclique d’ordre k pair

Les S Lsy-germes réguliers de dimension 1 sont :

— A (O,oo; _;}nk, 1) et Ay (oo,O; —erlnkv 1) pour n > 1

— A, (O,oo; nLJrk,l) et A (oo,(); nLJrk,l) pour n > 1—%

— Aj (O, oo, wr; 1,1, % — 1) pour un élément générique w; quelconque de P*/H.

— AB(j,r1,12) tels que les 7} définis par r; = 1:—7’/ — 1 sont ¢;-adjacents (cp =
Coo = k et ¢, = 2 pour w générique) ’

— By (w, —1) pour w générique.
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Pour les 6 premiers plongements de la proposition 10 il n’y a aucune différence avec
le cas impair. Il est clair que le 7éme plongement est minimal. Il ne reste donc qu’a

étudier le cas ou le plongement contient un ensemble infini d’orbites B, (w, —1)
Soit w € P! /H générique. 2 cas peuvent se présenter

, (0
\ ’/'/’ - \ /'/’ -
e ) T e
T VT
VL VT +
1 o " o
AB x ! x !
r= —1 —1 se transforment par la formule r = —1= k /2 =-1,1.
Ore, =2 et la suite —1, 1 est 2-adjacente minimale. Par apphcatlon du lemme 6. 5 3
on peut donc en contractant X un nombre fini de fois se ramener au deuxiéme cas.
Si w = 0 ou oo la suite —1 = %/22, 1 est k-adjacente minimale et la suite k-
adjacente minimale entre —1 et —— est

— —1,7”%,7”%“,...,7’0,
ramené par contractions aux deux cas suivants

1+_k On est donc

\

14.(0)
+

® génériques, -

n et m supérieurs ou égaux a 1
Le premier plongement est minimal. Le second est I'éclaté d’un plongement avec
une orbite As. Le troisiéme est minimal. La proposition 10 est démontré e

O
Reste le cas ou le groupe cyclique est d’ordre k = 4.
Aux SLs-germes réguliers du cas £k > 6 il faut ajouter As (0,w;; 1,0) et
Ay (00, wy ; 1,0), pour un élément générique quelconque wy de P*/H. 11 suffit alors de
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vérifier qu’en éclatant le plongement contenant cette orbite on obtient le plongement
avec orbite As. La proposition 11 est démontrée.

6.6.5 Cas ou H est binaire diédral

Les S Ls-germes réguliers de dimension 1 sont :

T AS v,f,e,(); %_17%_1

— Ay (v, f,0; 2 )etAg(ve'02
7141 f,——)etAl( —l)Sl]C_?)
— AB (j,r1,72) tels que les r; définis par r; =

¢f =¢. =4 et ¢, =2 pour w générique)
— By (w,—1) pour w € P'/H générique.

1) si k> 1 plus Ay (f,e;0,0) si k=2

i-adjacents (¢, = 2k,

Le plongement contenant ’orbite A3 est toujours I’éclaté d’un plongement contenant
une orbite As. Si k > 2 un tel plongement est minimal, si £ = 2 c’est ’éclaté d’'un
plongement contenant une orbite A; qui est lui-méme minimal.

Soit X un plongement avec une infinité d’orbites B (

w,—1). Pour w € P'/H
générique on a deux cas :

s v
: v -
! PP ! e —- ()
\ e -7 - \ e -7 -
N T =T e VT TR
s LT
6:/" I l I ez +
-1 1 () -1 1 (@)
AB M P
Par la formule r = 2~ —1 = 1;,: —1, lasuite r = —1, - — 1 se transforme en r’
—1,1. Or ¢, =2 et la suite —1,1 est 2- adJacente mlmmale On peut donc tOUJOllI"S
par contractions se ramener au second plongement avec B, (w,—1). Si j € {v, f,e}

on peut aussi vérifier que AB (7, —1,b(j)) est lisse et on peut par contractions réduire
X aun plongement contenant cette orbite. Le plongement obtenu a pour diagramme :
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C’est I'éclaté du plongement avec orbite As. La proposition 12 est démontrée.

U

6.7 Géométrie des modéles minimaux

6.7.1 Un critére de quasiprojectivité.

L. Moser a établi plusieurs résultats sur la quasi-projectivité d’un plongement
homogene (normal) de SLy/H. Dans une suite non publiée de sa thése elle a prouvé
par exemple le résultat suivant :

Si X, un plongement homogéne normal de SLs/H a deux orbites Y] et
Y5, de type By ou B_ alors X n’est pas quasi-projectif.

Pour la réciproque (dans le cas lisse) on trouve dans son article | M3] la proposition
sulvante :

(proposition 6.4 de | M3|) Soit X un plongement lisse et complet de SLs.
Alors X est projectif si et seulement si il contient au plus une orbite de
type B_.

Si on considére un plongement X lisse complet de SLy/H ne contenant pas deux
orbites de type By ou B_ alors il est facile de voir que X est obtenu par éclate-
ments successifs d'un plongement minimal qui est projectif, puisqu’il s’agit d’un
plongement que ’on retrouve dans la liste de Nakano.
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Le critére de quasi-projectivité que nous allons prouver s’applique au cas plus
général d’un plongement non nécessairement lisse ni complet.

Timashev décrit dans | Tim2]| les diviseurs de Cartier B-stables d’un plongement
normal homogéne de G/H dans le cas ou G est réductif et C(G/H)? est de degré
de transcendance 1 sur C (complexité 1). Il donne aussi un critére permettant de
vérifier qu'un tel diviseur est ample. A 'aide de ce critére d’amplitude nos allons
démontrer le résultat suivant :

Proposition 13 soit H est un sous-groupe fini de SLo. Un plongement homogéne
de SLy/H n’est pas quasi-projectif si et seulement si il contient deux orbites Y] et
Y, de type B_ ou By.

Corollaire 6.7.1 Tous les plongements minimaux de SLo/H sont projectifs sauf le
dernier plongement de la proposition 9 p. 75 (H cyclique d’ordre impair > 3) et le
dernier plongement de la proposition 10 p. 76 (H cyclique d’ordre pair > 6).

Les résultats de Timashev que nous utiliserons sont les suivants (théorémes 5 et
6 de | Tim2|) :
1. Soit ¢ un diviseur B-stable de X. Alors ¢ est un diviseur de Cartier si et
seulement si pour toute sous-variété irréductible G-stable Y de X (appelée
une G-sous-varié té de X) il existe fy € C(G/H)®) tel que chaque divi-
seur premier B-stable D contenant Y intervienne dans 0 avec la multiplicité
vp(fy). Conséquence :

2. D’apreés 1 un diviseur de Cartier B-stable sur X est déterminé par la donnée

de :

(a) un élément fy de C(G/H)™) pour chaque G-sous-variété de X, avec la
condition que vp(fy,) = vp(fy,) pour tout diviseur premier B-stable D
contenant Y; et Y5.

(b) un entier relatif mp pour chaque diviseur premier B-stable D de D \
Uycx Df, avec la condition que seul un nombre fini d’entiers mp soient
non nuls. Rappel : DB est I'ensemble des diviseurs premiers a la fois
B-stables et non G-stables de G/H ; parmi ceux-ci D correspond aux
diviseurs qui contiennent Y.

3. Soit § un diviseur de Cartier B-stable déterminé comme en 2 par des en-
sembles {fy} et {mp}. Alors 0 est un diviseur ample si et seulement si on
peut choisir pour chaque G -sous-variété Y une B-carte )O(y (qui 'intersecte)
telle que :

(a) pour toute G-sous-variété Y’ de X et tout diviseur premier B-stable D
contenant Y on a vp(fy) < vp(fy), 'égalité n’ayant lieu que si DNXy #
0.
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(b) pour tout D appartenant & D\ Jy .y Df on a vp(fy) < mp , I'égalité
n'ayant lieu que si DN Xy # 0.
Les plongements lisses et complets de SLy/H sont décrits au paragraphe 6.1 p. 71.
Pour les plongements complets seulement il suffit d’omettre les contraintes de lissité
des orbites. On autorise en particulier les orbites de type By (points fixes). Les
S Ly-sous-variétés d’un plongement X qui peuvent apparaitre sont les suivantes :

1. Les points fixes c’est-a-dire les S Ly-orbites de type By.

2. Les SLy-orbites isomorphes a P! c’est-a-dire les orbites de type B, B_ ou
AB.

3. Les fermetures des S Lo-orbites de dimension 2 c¢’est-a-dire des orbites de type

C.

4. La réunion de I'ensemble (supposé non vide) de toutes les orbites de X de
type By ou AB dont I'anneau local admet pour valuation essentielle I’élément
v(,—1) de V.

Preuve de la proposition 13 :

Commengons par retrouver la partie déja démontrée par L.Moser (avec d’autres
méthodes) : §'il y a deux orbites de type By ou B_ alors le plongement n’est pas
quasi-projectif.

On considére un plongement homogéne X de SLy/H ayant au moins deux orbites
de type B_ ou By. On sait déja (§ 5.6.2 p. 61) que H est cyclique et que si card (H) >
3 alors les orbites de type B_ ou By sont de la forme B_ (j,7) ou By (j,r) avec
j€{0,00} CP/H.

Nous exposons le cas H = {Id}, les autres cas étant analogues.

Notons B; et B, les deux orbites de type B_ ou By :

Bl =B_ (Dl,Tl) ou BO (Dl,rl)
BQ = B_ (DQ,TQ) ou BO (DQ,?"Q)

avec Dy, Dy € DB 2 Pl et 11,79 €]0, 1[.
Supposons que X soit quasi-projectif. On peut choisir :
— un diviseur ample défini par :
— un ensemble {fy} ot Y parcourt 'ensemble des S Ls-sous-variétés de X
et fy € C(SLy)"?,
— Un ensemble {mp} ot D parcourt I'ensemble D \ Jy .y DZ,
— une B-carte Xy pour chaque SLs-sous-variété Y de X,
tels que les conditions de Timashev données au début de la preuve soient satisfaites.
Les fonctions fy pour Y = By, By s’écrivent

I 1 T2 X3 TN
f31 =9p,90,9D5 - - - YDy

_ Y Y2 Y3 YN
IB, = 9D0,9D,9D5 - - - IDy
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avec D; € DP = P! et x;,y; € Z. Rappelons que I'ensemble des diviseurs premiers
B-stables de SLjy est en bijection avec P! et que si D est un tel diviseur son idéal
est principal et engendré par une fonction gp € Cx @ Cy définie & un coefficient
multiplicatif prés. Les éléments de C(SLy)P) s’écrivent [] g3P avec ap € Z (§ 3.2).

Comme B; est de type II, il y a une seule B-carte qui intersecte B;. Elle est
définie par :

— W={v(Di,r:)}

— R =P si B; est de type By ou R = P\ {D;} si B; est de type B_.
Ecrivons certaines conditions de diviseur ample qui aboutiront & une contradiction :

— Y =B,,Y = By, D =D, pour « = 3,...,N. On a alors vp,_ (fp,) =

vp, (fB,), ce qui implique

To =Ya (@=3,...,N) (6.3)
— Y =By, Y' =By, D= D;.Onaalors vp, (fp,) < vp, (fB,), ce qui implique
1 < U (6.4)

— Y =DB,, Y =By, D= D, Onawp, (fs,) <vp, (fs,) qui implique
Yo < To (6.5)

— Y =By, Y =By, D=C,. On aalors v(Dsy,79) (fp,) <v(D2,72) (fB,) qui

s’écrit
ToXg — Z% < TolY2 — Zyi

i#2 i#2
ou, en tenant compte de (6.3)
roXy — X1 < T2Y2 — Y1
ce qui implique, avec (6.4) et (6.5) et en tenant compte de ro > 0 :

ToYo2 — Y1 < Teko — X1 < TolY2 — 1

C’est la contradiction cherchée : le plongement ne peut pas étre quasi-projectif.

Réciproquement supposons que X soit un plongement homogéne de SLy/H avec
au plus une orbite de type B_ ou By. Il s’agit de montrer que X est quasi-projectif.

Soit X le plongement de SLs tel que X/H = X. Si X a une orbite By(j,7) ou
B_(j,r) alors H est nécessairement cyclique et j est non-générique dans P'/H (si
card (H) > 3). En particulier X a le méme nombre d’orbites de type By ou B_ que
X. Si X est quasi-projectif alors X est quasi-projectif.

On peut donc supposer pour la preuve que H = {id}.

Si X n’est pas complet il est facile de construire un plongement complet X' tel
que X C X’ et X'\ X soit une réunion finie d’orbites de type B, ou AB. En
particulier X est un ouvert de X’ et X’ a le méme nombre d’orbites B_ ou By que

X.



6.7. GEOMETRIE DES MODELES MINIMAUX 105

B+

AB

diagramme de X diagramme de X'

Si X' est projectif alors 'ouvert X est quasi-projectif. On peut donc supposer
que X est complet.

Il s’agit de choisir pour chaque SLy-sous-variété Y de X une B-carte Xy et une
fonction fy dans C(SLy)® et pour chaque B-diviseur D de D? \ Jyx DE un
entier relatif mp tels que les conditions de diviseur ample données par Timashev
soient satisfaites.

Une B-carte )i'y d’une SLo-sous-variété Y est déterminée par l'’ensemble des
diviseurs premiers B-stables qui I'intersectent. Cet ensemble est formé d’un ensemble
W de diviseurs S Lo-stables (on donnera leur valuation S Lo-invariante associée) et
d’un ensemble R C D? de diviseurs B-stables, non SLy-stables.

Méthode de recherche d’un diviseur ample.

Les fonctions fy associées aux SLs-sous-variétés Y étant en nombre fini seul un
nombre fini de fonctions gp intervient dans leur définition, disons gp,, ..., gp, . Pour
un choix donné de D;,..., Dy € DB un élément fy est donc déterminé par le N-
uplet (a1, ...,ay ) formé par les exposants des gp,. Dans chacun des cas traités
ci-dessous l'ensemble des D; contiendra au moins tous les D; tels que C (D;,r) soit
une S Ly-orbite de X pour un certain r. Si l'on fixe des B-cartes )O(y, les conditions de
Timashev sur les fy s’expriment par un systéme fini d’é quations et d’inéquations en
les ay;. C’est un probléme simple d’algébre linéaire dont nous donnons dans chaque
cas une solution explicite.

Les éléments gp, pour ¢ = 1,..., N seront notés g;, les valuations B-invariantes
vp, associées aux D; seront notées v; et les valuations SLy-invariantes v(D,, 7. )
associées aux orbites C, 3 de type C' du plongement X (voir figure) seront notées
Va,B-

Pour simplifier I’écriture, les exposants qui apparaissent dans la définition de fy
sont exprimés en fonction des rationnels r, 3. Pour les rendre entiers il suffit de les
multiplier par leur dénominateur commun. Nous ne donnons la vérification explicite
des conditions de Timashev que dans le premier cas, les autres cas étant analogues.

ler cas : X contient une orbite de type Ay avec N > 2 et ne contient
pas d’orbite de type B_.
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D
M
C D
M+1,ny,; M+1
//
C /
N,ﬂN /
e
-
D T
N

Définition du diviseur ample :

— orbites de type AB : Y = AB, 3 = AB(Dqs,7T03,Tap+1) poura=1,..., N et
B=1...,n,—1.
B-carte Xy définie par W = {Vap,Vapi1}, R=P'\{Dy,...,Dn}.

fr="tap =919 b T
i#a
— fermeture des orbites de type C' : Y = Chp = C(Dgy,Tap) pour a =
1,...,.Net f=1,...,n,.
B-carte et fonction fy identiques a celles de AB,, g sauf pour C,, ,,, :
— B-carte Xy définie par W = {vg, } et R =P\ {D1,..., Dy}

fY = fa,na = g(()lel)na ng k=i lek
i#a

— orbites de type By : Y = Bf = BT(Dg,ran,) pour a =1,..., M.
B-carte Xy définie par W = {vqn,}, R =P\ {D1,...,Ds,...,Dy}.

fy = fo = g On [ gl P e
« 1
i#a

lo est défini par p, = n —n, + 1 pour un n entier tel que n > sup{n;}.
— orbite de type Ay : Y = An(D1,..., DN 711, .., TN)-
B carte Xy définie par W = {vy1,...,un1}, R=P'\{Dy,...,Dy}.
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r=f=1
— entiers mp pour D € DP\ Uy x D¥ = {Du1, ..., Dy} : il suffit de choisir
mp, supérieur aux nombres v, (fy).
Vérification des conditions d’amplitude :
Les conditions de Timashev de la forme vp(fy) < vp(fy/) ou vp(fy) = vp(fy)
pour Y, Y’ quelconques et D un diviseur premier S Lo-stable contenant Y’ découlent
des inégalités et égalités suivantes.

Uaﬂ(f&ﬂ) Vo (faﬂ 1)
Va1 (fa1) = Va1 (f) =0
Vane (fama) = Vang (fa) sti=1,...,N
Va,3(fa8) > vap(fij) st (4,5) # ( ,B), (o, B—1) (6.6)
Vayng (fa) > Van, (fi) sia#i (6.7

Vérifions par exemple les deux derniéres inégalités.

8 8
Va8(fas) = Tap(N = 1) = (N =1) Y rap=(N=1)Y (ras —rax)
k=1 k=1

D’une part on a v,1 (fa1) = 0 et va 5 (fas) > 0 dés que 8 > 1 (les 74 sont
strictement croissants en fonction de k). D’autre part si ¢ # o on a v, 5(fi;) < 0.

En effet ,
J

Vas(fig) = Tag Y ik — (N = 1) j — ch
k=1

et —1 < r;; < 1implique vo5(fi;) <j—(N—1)j+ (N — 2)] = 0.
L’inégalité (6.6) quand i # a découle aussitot de ces deux résultats.
Enfin

B J
Uoz,ﬂ(faﬁ) — Vo, (fa7j) = (N - 1) (5ra,ﬂ - Z Tak — jroa,,B + Z ra,k)

k=1 k=1

_ <N—1>Zj g1 (T = Tap) > 08 j >
(N_l)Zk ]+1(7’aﬂ Tak) >0sij<p—1

ce qui achéve la preuve de l'inégalité (6.6).
Pour I'inégalité (6.7) on sait déja van, (fa) = Yana (fan,) > 0. Ensuite si i # o

n;—1

n;—1
Vang (fi) = Tana <Z Tik + um,ni> —(N—=1)n—(N-2) (Z Tik + um,ni)
=1

i=1
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et —1 <r;; <1 implique ngl Tik + MiTin; <n; — 14+ p; =n. On en déduit
Vamg (fi) <n—(N—=1)n+(N—-2)n=0

et l'inégalité (6.7) en découle aussitot.
Ecrivons maintenant les inégalités vp(fy) < vp(fy’) pour D € DE, et DN Xy =

0.
— Y =Ay,Y' =Bfy,D=D, :

Va(f) <o (fa) ©0< (N —-1)n

— Y =AB,gouChp (a=1,..., Met f=1,...,n,—1)
— Y'=Bf,D=D,:

Ua(fa,ﬁ) <Ua(fa) ©(N-1)8<(N-1)n
S ph<n

— Y'=Bf,D=D; (i#a):
Vi (fap) <vi(fi) & Z£=1 Tak < (N —=1)n

— Y =Cypn,
— Y'=Bf, D=D, :
Vo (fane) < Va (fa) © na <n

— Y'=Bf,D=D;:
Vi (fama) <vi(fi) © Zrmk <n
k=1

— Y=Bf(a=1,....M),Y' =B}, ita, D=D;:

Na—1

Ui (fa) < (fz) < MaTamn, T Z Tak < (N - 1)”
k=1

Comme ft470n, + 2;‘;;1 Tak < Mo + Mo — 1 = n cette derniére inégalité est
vérifiee dés que n > 0 et N > 2. Les autres inégalités sont vérifiées pour
n > sup{n;}.

2éme cas : X contient une orbite de type Ay avec N > 2 et une orbite de
type B_.
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Pour les SLs-sous-variétés AB, 5, Ay, B et C, s les choix des B-cartes et des
fy sont les mémes que dans le premier cas. Les autres choix sont :
— orbite de type B_ : Y = B] = B_(D1,71,,) avec 0 < ry,, < 1.
B-carte Xy définie par W = {vy,,,}, R =P\ {D;}.

N—-1)(n1—1 N—-1)n
fy = gDt [T

i#1
Ientier p; est défini par
ni—1
(N—-1)n= HAT1pn, + Z T'1k
k=1

— DB\ Uycx D¥ = {D:}. I suffit de choisir mp, supérieur aux v;(fy).
Les conditions d’amplitude sont vérifices quand n > sup{n;}.

3éme cas : X contient une orbite de type Ay avec N > 2 et une orbite
de type By.

On vérifie que 'on peut faire les mémes choix que dans le cas précédent sauf
pour l'orbite By remplacée par BY. Il n’y a pas de mp car DF \ Uy D = 0.

Orbite de type By : Y = BY = By(D1,71,) avec 0 < 1y, < 1.

— B-carte Xy définie par W = {vim}, R=P.DE="R.

N—-1)(n1—1+ N—-1)n
fy = g§ )(n1 p1) ng( )
i#1
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I’entier p; est toujours défini par

ni—1

(N—=1)n=prin, + Z 71,k
k=1

et on choisit n > sup{n;}.

4éme cas : X contient une infinité d’orbites de type B, et aucune orbite
de type B_ ou de type By.

On choisit deux éléments Dy et D, de D? différents de Dy,..., Dy et qui in-
terviendront dans la définition du diviseur ample. Pour « = 1,..., N on a une
orbite supplémentaire de type AB : AB,o = AB(D,,—1,7r41). Enfin il y a une
S Lo-sous-variété de dimension 2 qui n’est pas une fermeture de S Ly-orbite :

Dy = ( U Bg) U (QZHN ABM)

DeDB\{D;,...Dy}

Choix de {fy},{mp} et des B-cartes pour la définition d’un diviseur ample :
— Y =AB,o=AB(D,,—1,11) poura=1,...,N :

B-carte Xy définie par W = {v (, —1),va.1 } et R = PN\{Dy, Dso, Dy, ..., Dy}

Jy = faB., = 9oe Ga
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Y =AB,s=AB(Dy,Tap:Tapt1) poura=1,...,.Net =1,...,n,—1:
B-carte Xy définie par W = {va. 3, Vo 41} €t R = P'\{Dy, Do, D1, ..., Dn}.
Z—lrak 8
fy = faBoo95" " " 9a
Y =Cup=C(Dy,rap)poura=1,....Net f=1,...,n4:

B-carte Xy et fonction fv identiques a celles de AB, 3 sauf pour C,,, :
B-carte définie par W = {vqn, } et R =P\ {Dg, Dog, ..., Dn}.

Na
k=1Tak na

Jy = faB..090 9a
Y = B = B, (D, 1) pour D € D5\ {Dy, Duc, Dy,..., Dy} :
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R = P'\ {Dy, Dw,, D1, ..., Dy}
fr=1

Y = Bi = B"(Dy,Tan,) pour = 1,..., M.
B-carte Xy définie par W = {Van,}, R=P\{Do,Ds,D1,...,Da,...,Dn}.

na—1
“ara,na+zkg1 Tak n

Jy = faBa.o9 9o

o est défini par p, = n —n, + 1 et n est un entier tel que n > sup{n;}.
Y = By = By (Do, —1).
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R =P'\ {Dw, D1,..., Dy}

n_ —n

Iy = 9095

Y = BX = By (Da, -1).
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R =P'\ {Do, Dy,...,Dn}.

Jy = 990
Y =D,
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R =P'\ {Dy, Ds, D1, ... Dn}.
fr=1
DB\ Uycx P = {Dur+1,- .., Dn} = on choisit mp, supérieur aux v, (fy).

5éme cas : X contient une infinité d’orbites de type B, et une orbite
de type B_.
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Choix de {fy},{mp} et des B-cartes :
— Y =AB,o=AB(D,,—1,1,1) pour a« =2,...,N.
B-carte Xy .définie par W = {v (, —1),v,1} et R =P\ {Dy, Dy,..., Dx}.

fY = fABoc,O - gl_lga

— Y = ABLO = AB (Dl, —1, Tl,l)
B-carte Xy définie par W = {v (,—1),v11} et R =P\ {Dy, D1,...,Dn}.

fr= 95191

— Y =AB,s=AB(Dy,70p,Tap+1) pour a=1,.... Net f=1,...,n, — 1.
B-carte Xy définie par W = {va, Vo g+1} et R =P\ {Dg, D1, ..., Dn}.

B,
fr = Fapaogd [ [ o=
iFa
— Y =C,p=C(Dqy,rqp)poura=1...,Net f=1,...,n,.
B-carte Xy et fonction fy identiques a celles de AB, g sauf pour C,,, :

B-carte définie par W = {va,,} et R = P'\ {Dy,Dy,...,Dn}, fy =

Nng 2221 Ta,k
faBao9a " 1liva 9 :

Y =B5=B,(D,~1) pour D € DB\ {Dy, Ds,..., D).
B-carte Xy définie par W = {v (,—1)} et R = P'\ {Dy, D1, ..., Dn}.

Jy =1
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— Y =Bl = B"(Dy,Tan,) pour o =2,..., M.
B-carte Xy définie par W = {van,}, R =P\ {Dy, D1, ...,D,,...,Dy}.

fy = faBaogi" Hgfara’naJrEkil o
i#a
o est défini par p, =n —n, + 1 et n > sup{n;}.
— Y:Baro:BJr(Do,—l).
B-carte Xy définie par W ={v(,—1)} et R=P'\ {Dy,...,Dn}.

fY — géVng;Nn

Y=B_:B] =B_(D1,r1,,) avec 0 <1y, <L
B-carte Xy définie par W = {v1,, }, R =P\ {D1}.

N(ni—1
fY - fAB1,ogl (=) ng’lJan
i#1
I’entier p est défini par

ni—1

1+Nn=mri,, + Z 1k
k=1

— Y =D_,.
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R =P'\ {Dy, D1,... Dy}
fr=1

— DB\ Uycx D = {D1}. On choisit mp, supérieur aux vy (fy).
6éme cas : X contient une infinité d’orbites de type B, et une orbite de
type B,.

On remplace dans le cas précédent 'orbite By par lorbite BY = By (Dy,71,,) -
On a cette fois DP \ Uycx Df = 0 et les choix de {fy} et des B-cartes Xy sont

identiques a ceux du cas précédents, sauf pour By remplacé par BY .
B-carte Xy définie par W = {vy,, } et R = P’

N(ni—1
fY = fl = fAB1,ogl (ra=tem) Hgi1+Nn
i#1
Ientier p; est défini par

ni—1

1+ Nn=prin, + Z T1,k
k=1

7éme cas : X contient un orbite de type A; et une orbite de type B..
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On choisit un élément Dy # D; dans DP = P! utile pour la définition du
diviseur ample. Les fermetures d’orbite de type C sont C,, pour o = 1,...,n; avec
pour valuations associées v, = v (D1,7,), —1 < 1, < 1. La condition de type A; est
i J:Tl > 1 c’est-a-dire r; < 0. On fait les choix suivants pour le diviseur ample :

— Y = Al .

B-carte Xy définie par W = {v;} et R = P\ {D;}.

fr=1

— Y =AB, = AB(D1,74,T0+1) pour a« = 1,...,ny — 1.
B-carte définie par W = {vq, Vat1} et R = P\ {Dy, Dy}. DB = 0.
fr = gigr="
— Y =0C,=C(Dy,rq) pour a« =1,...,n4.

B-carte et fonction fy identiques a celles de AB, sauf pour C,, : B-carte
définie par W = {v,,, } et R = P\ {D,}.

fy = glrgr "

— Y =B =B, (Dy,1,,) .

B-carte définie par W = {vy, } et R =P"\ {D. On pose fy = fc,,.

— DF \ UYCxng = 0.
8éme cas : X contient un orbite de type A; et aucune orbite de type
B.,B_ ou By

La seule différence avec le cas précédent est 'absence d’orbite B; et le fait que
D5\ Uycx D = {D:}. On choisit un entier mp, plus grand que tous les vp, (fc.,).
Les choix pour le diviseur ample sont les mémes que dans le cas 7.
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9éme cas : X contient un orbite de type A; et une orbite de type B_.
Comme r; < 0 (condition de type A;) et r,, > 0 (orbite B_) on a nécessairement
ny > 1. Choix pour le diviseur ample :

— Y = Al :
B-carte définie par W = {v1} et R = P*\ {D;}. On pose et fy = 1.
— Y =0, ou By :

B-carte définie par W = {v,, } et R =P\ {D;}.

_ x1+Zn; +n1—2
fyr=u

Tn, est un entier positif tel que 0 < z,,, 7, +ZZI:;11 repoura=1,...,ny—1.
x1 est défini par 0 = 17 + 2,7, + ZZ;I Tk.
— Y =AB,ouC,=1,...,ny —1:

B-carte définie par W = {v,, va11} et R =P\ {Dy, Dy}.

z1+a—1 T1m1+3 0 o Tk

fy =41 9o

— DB\ Uycx D = {D1}. On choisit mp, supérieur aux vp, (fy).

10 éme cas : X contient un orbite de type A; et une orbite de type B.
On fait les mémes choix que dans le 9¢me cas sauf pour C,, et By (remplacé
par BY). D\ Uy cx Dy = 0 et la détermination de x; et x,, se fait comme dans le
cas précédent.
— Y =0C,, ou B} :
B-carte définie par W = {v,, } et R = PL.

_ x1+Zn; +n1—2
fyr=u

Dans tous les cas on a montré que l’absence de deux orbites de type B_ ou B
entraine que le plongement est quasi-projectif. La proposition 13 est démontrée.

U

6.7.2 Lien avec la description de Nakano des modéles mini-
maux projectifs

Pour établir la correspondance entre nos modéles minimaux projectifs et ceux
établis par Nakano nous utiliserons essentiellement la décomposition orbitale (sous
laction de SLs) donnée par ce dernier. Dans cette décomposition les surfaces de
Hirzebruch interviennent comme des diviseurs S Ly-stables.
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Action de SLs, B, T sur les surfaces de Hirzebruch. Pour m > 0 on note F,,
la surface de Hirzebruch définie par F,, =P (Op1 @ Op1 (—m)) . C’est par définition
espace total d’un fibré sur P! : F,, 2% P
Nous aurons besoin de la description suivante de F,, : si 'on recouvre P! par
les ouverts U, = {[z : y],z # 0} et U, = {[z : y],y # 0}, F,, est obtenu comme
variété par (U, x P') II (U, x P') ou lon a identifié ([z : y], [a : B]) € U, x P! avec
(lz : y], [z™a : y™B]) € U, x P! quand zy # 0. La projection sur le premier facteur
passe au quotient pour donner p,,.
Supposons m > 1. On peut décrire 'action de SLs sur F,, avec les cartes précé-
dentes. Soit g = (‘; g) € SLy et weF,,.
— Si w s%écrit ([z: y], [a: B]) dans la carte U, x P! (z # 0) alors :
— siax +by # 0 alors g.w = ([ax + by : cx + dy], [x"« : (ax + by)™ f]) dans
la carte U, x P!,
— si cx + dy # 0 alors g.w = ([ax + by : cx + dy], [t a : (cx + dy)™(]) dans
la carte U, x P
— Siw s’écrit ([z: y], [o: B]) dans la carte U, x P* (y # 0) alors :
— si cx +dy # 0 alors g.w = ([ax + by : cx + dy], [y"a : (cx + dy)"]) dans
la carte U, x P!
— siax +by # 0 alors g.w = ([ax + by : cx + dy], [y™ : (ax + by)™ f]) dans
la carte U, x P!,
Sim =0, Fy = P! x P! et I'action décrite ci-dessus est 1’action diagonale.
On en déduit les orbites de F,, sous l'action de SLy, B,T (T C B C SLs).
Action de SL, : il y a deux orbites isomorphes a P! qui sont des sections de p,,
(Cy et Oy) et leur complémentaire qui forme une orbite dense.
Action de T'=C* :
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— Points fixes :
— woo = ([0:1],]0:1]) et woeo = ([0:1],[1: 0] (carte U, x Ph).
— W0 = ([1:0],]0:1]) et woo0o = ([1:0],[1:0]) (carte U, x P').
— Orbites de dimension 1 :

— Co ={([x :y],[0:1]), z,y # 0, carte quelconque}.
={([z:y],[1:0]), x,y # 0, carte quelconque}.

— fo {[0: ] la: B]), a, 8 # 0, carte U, x P'}.

— feo={[1:0],[a:B]), a,B # 0, carte U, x P'}.

— Apo=T.([z: 1], [ : 1]) pour @, # 0 (carte U, x P*).
Les fermetures des orbites Cy et C,, sont des sections de p,, et les fermetures de
fo et fs sont des fibres. Ce sont donc des courbes isomorphes a P!. Les fermetures
des orbites A, , sont singuliéres quand m est impair différent de 1, sinon elles sont
isomorphes a P*.

Action de B : les orbites de dimension 1 sont Cy U {weo0}; Coo U {Weo.00} fo €t
les points fixes sont wp o et wp oo-

Caractére d’une action de C* sur une courbe rationnelle. Soit C' une
courbe rationnelle avec une action algébrique ® de C*. Considérons 'action induite
de C* sur C(C) = C(P') et posons t tel que C(C) = C(t) avec t vecteur propre
pour 'action de C* (c’est toujours possible en utilisant par exemple le fait que tout
action de C* sur C? est diagonalisable).

Supposons ’action non triviale. Si ¢ est un autre choix on a t’ proportionnel a ¢
ou 1/t. Les caractéres de C* associés a 1/t et ¢ sont opposés et leur valeur absolue
commune est appelée le caractére de .

On vérifie que le caractére de laction de T sur Cj et Cy est 2 et que le caractére
de T sur fo, foo €t Az o ( Ay est rationnel comme C*-orbite) est m.

Lemme 6.7.2 Soit X un plongement homogéne minimal projectif de SLy/H pour
H cyclique d’ordre k et D un diviseur premier SLo-stable de X, fermeture d’une

orbite de type C <j,§) ou j € {0,00} C P'/H et ’(—1’ €] — 1,1] est k-irréductible.
Alors :
(1) Si £ <1 alors D est SLy-isomorphe a la surface de Hirzebruch Fp,.

(2) Si § = 1 alors D est SLy-isomorphe a P' x P! pour Uaction diagonale de
SLo.

Remarque : En reprenant la méthode de la proposition 2.3 de | M3] qui donne une
description géométrique des SLs-sous-variétés d’un plongement lisse et complet de
S Ly on pourrait prouver le lemme dans le cas o X est seulement lisse et complet
et j € P/ H est quelconque.
Preuve du lemme :

Le fait que D soit SLs-isomorphe a F,, ou P! x P! est une conséquence de la
description orbitale des modéles minimaux par Nakano (| Nak, thA@©orAme 2.31
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et proposition 2.19] rappelés ci-dessous p. 120 et 120) : dans un modeéle minimal
les diviseurs SLs-stables qui ne sont pas une réunion infinie d’orbites sont toujours
de cette forme. Reste & montrer que m = p + ¢ dans le cas (1) et que D est SLo-
isomorphe a P! x P! dans le cas (2).
Soit D la fermeture de C(0; §) avec 0 € P'/H et £ €] —1,1], k-irréductible.
Supposons par exemple que 'on soit dans la situation suivante (en particulier
§ < 1). Les autres cas se traitent pareillement.

AB___ j=0
N

/<>i ' P/a)

C(i ; p/q)

D est formée de trois S Lo-orbites : deux orbites de type AB isomorphes a P! et
leur complémentaire qui est un ouvert dense de D. )

D’apreés le corollaire 5.7.2 p. 62 on sait que 'on peut choisir une B-carte X
incluse dans X et adaptée a 'une des orbites de type AB, par exemple 'orbite
lap = AB (j; §, %’)‘ Par définition d’une B-carte adaptée on sait que X /U est une
surface torique. Comme [4p5 est lisse on a X /U = C2. Par ailleurs on a X=UxS
ot S = spec ((C[X]U> — X /U (lemme 5.1.1 p. 38). Donc X = C3.

D’apres les preuves du lemme 5.7.1 p. 62 et de son corollaire et la preuve du
lemme 5.5.1 p. 50 on peut préciser le choix de X : on peut prendre pour X la
B-carte définie par W = {U(O ; %),U(O; %:)} et R=P'/H\ {0,00}.

Choisissons alors comme parametres :

—t= % (k =k si k impair et k = % si k est pair).

1k 1tk

— €, = JoYso (K pair) et e, = gy 9o (k impair)
et posons q =p+ Mk, ¢ =p' + Nk avec p AN =p' AN = 1. En reprenant les calculs
de la preuve du lemme 5.5.1 on voit que C[X ]V est engendré comme espace vectoriel
par les éléments de la forme ¢™e” pour (m,n) appartenant au cone de Z* engendré

par
1+ k 1+ k&
(a,b) = (p + %)\,p + q) et (a/,b) = —(p’ - %)\’,p’ + q’) si k est impair.
(6.8)

/

/
(a,b) = (—)\, %) et (d',b') = —(—)\', b —;—q ) si k est pair. (6.9)
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En particulier :
CIX)Y = Clteel, t7'e?]

et Pon retrouve que X /U est isomorphe 4 C2. On a donc C[X] 2 C[U]®C|t%b,, 7' ¢?].
Soit 2 le point d’intersection de l4p avec S et C' la courbe d’intersection de D
avec S. Lidéal maximal de C[X]V associé & Q € S est (toe, t"eb) et lidéal de
C est Qt“/eg) C C[X]V. Comme U x {Q} = UQ C lup ﬂO)D( et que U x {Q} et
lap N X sont deux sous-variétés fermés (irréductibles) de X de dimension 1, on a
done U x {Q} 2 U.Q =45 N X. De méme U x C = U.C' = DN X. En particulier
C est stable par T mais pas par B et donc C n’est inclus ni dans Cy ni dans C.

Etudions l'action de T 2 C* sur C. D’aprés ce qui précede on a C (C) = C (t%€?)
et C est donc une courbe rationnelle. Le caractére de T associé a e, est deg (e,) = 1
si k est impair et 2 si k est pair. Donc T agit sur t%e’ par le caractére bdeg (e,,) =
p+q>2 (§ # 1). Le caractére de C sous l'action de T est donc p + g. D’aprés la
discussion qui précede le lemme on en déduit que m = p + q.

Correspondance avec les modéles minimaux projectifs de Nakano.
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Cas ot H est cyclique d’ordre k£ impair supérieur ou égal a 3. On se
propose de montrer que pour chaque modéle minimal projectif de la proposition 9
p. 75 correspond un unique modéle décrit par Nakano ayant la méme décomposition
orbitale. Commencons par rappeler les résultats de Nakano que nous utiliserons.

Théoréme 2.31 de | Nak| : si k > 3 est impair alors les modéles minimaux
projectifs pour les plongements de SLs/H, H cyclique d’ordre k, sont :

— Y(a,a—k) (a <k/2, a # £1)

— Z(+k), Z(1-k).

— Définition de Xy (4,7) | Nak, p 240]. Soit i, 7 € Z tels que j > i > 0. Consi-
dérons I'unique extension de fibrés sur Fy, non triviale et S Lo-équivariante :

0— Op, = Ex(i,5) = p), (Op1 (2 —ik)) @ O, (—jCsx) — 0

(voir § 6.7.2 pour les définitions de p,,, Cy).
Xy (4, 7) est le projectivisé du fibré vectoriel de rang 2 : Ej, (i,7) — Fy.

— Définition de Y (a,b) | Nak, p 245|. Soit (a,b) € Z?* tel que a # b. On pose
Y(a,b) = P(Opiypr @ Opiypr (a,b)) ott Opiypr (a,b) est le fibré linéaire sur
P! x P! de bidegré (a,b). On munit Y (a,b) de I'action naturelle de SLo qui
provient des actions sur Opiyp1 et Opiypr (a, b).

— Définition de Z (r) | Nak, p 247|. Soit r € Z. On définit Z (r) comme le
projectivisé du fibré Opr & Opr & Op (7).

Décomposition orbitale de X (7, j) (proposition 2.19 p. 241). On distingue les cas
qui sont utiles pour établir la correspondance avec nos résultats. P! x P! est muni
ici de I'action diagonale de SLs.
— Soit n’;m’ > 1. Les diviseurs S Ly-stables de X}, (n/,n’ +m’) sont isomorphes
& Frp o, Frpao et Fy (le complémentaire est 1'orbite ouverte isomorphe a
SLy/H).
— Soit n’ > 2. Les diviseurs SLsp-stables de X}, (n/,n’) sont SLs-isomorphes a
Frn—2, Pt x P! (action diagonale) et Fy.
— Soit n’ > 2. Les diviseurs SLy-stables de Xy, (0,n) sont SLg-isomorphes &
Fknurg, Fo et Fk

Diviseurs SLy-stables de Y (—n', —n/ — k) pour n’ > =% et n/ # £1 (on a posé
n' = —a) | Nak, p 245] : P! x P!, P! x P!, Fypps.

Diviseurs SLo-stables de Z (1 + k) | Nak, p 247] : P! x P! et Fy,o».

Diviseurs SLo-stables de Z (1 — k) : P! x P! et Fy_».

Par ailleurs notre lemme 6.7.2 permet de donner les diviseurs SLo-stables des
modéles minimaux projectifs de la proposition 9.
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plongement n° | diviseurs SLo-stables
1 P! x PLF)_s

P! x IEDI, Fknf% Fk

Frn—2, Fr; Frmio

P! x PP x P Fopys

P! x P Frps

P! X P! Fppi0, F

O O = | W N

Il est alors facile d’établir la correspondance présentée & la proposition 9 en
prouvant en particulier que I'on a a chaque fois n = n' et/ou m = m'.

O

Cas ou H est cyclique d’ordre k pair supérieur ou égal & 6. Définition
de Yy (k) | Nak, p 246]. On considére I'unique extension non triviale de fibrés (avec
action de SLy) :

k k
0 — Opiypr — Gy (k) — OIP’1><]P’1<1 + 5 1-— 5) —0

G (k) est un fibré vectoriel de rang 2 sur P! x P! et Yj (k) est son projectivisé.

Dans sa proposition 2.24 p. 246 Nakano ne donne pas la décomposition orbitale
compléte de ce modéle minimal. Il ne cite qu’un diviseur SLs-stable isomorphe a
P! x P!, mais on peut vérifier qu’il y en a deux autres de méme type, ce qui établit
que Yy (k) est le plongement 7 de la proposition 10.

A la section 6.8 nous donnons une description de ce plongement différente de
celle de Nakano.

Comme dans le cas impair, on trouve les modéles de Nakano qui correspondent
aux 6 premiers plongements de la proposition 10. Il ne reste alors qu'un seul plon-

k k

gement dans les deux descriptions : le plongement (8) et le plongement Y (—5, —5)

qui sont donc S Ly-isomorphes (on peut aussi vérifier qu’ils ont méme décomposition
orbitale.

O

6.7.3 Une autre preuve d’un résultat de Luna sur l’inexis-
tence d’une complétion magnifique de SL,/H
Soit G un groupe réductif connexe et soit X une G-variété. On dit que X est
une G-variété magnifique de rang r si elle vérifie les trois conditions suivantes :
1. X est lisse, irréductible et compléte.

2. X a exactement r diviseurs irréductibles G-stables Dy, ..., D,. Ces diviseurs
sont lisses et leur intersection est non vide et transverse.
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3. six,2’ € X sont tels que {i,x € D;} = {i,2’ € D;} alors G.o = G.2'.

X a alors 2" G-orbites qui correspondent & toutes les intersections possibles d’une
partie des D;. Il y a une orbite ouverte et une seule orbite fermée. On appelle
complétion magnifique un plongement homogéne X de G/H tel que X est une G-
variété magnifique.

Le résultat de D.Luna | L2| est que toute variété magnifique est sphérique (c’est-
a-dire C(G/H )B = C). Il commence par prouver que l'on peut se ramener au cas
d’une variété magnifique de rang 2, puis il prouve que s’il existait une variété ma-
gnifique non sphérique de rang 2 alors il existerait une complétion magnifique de
SLy/H pour H fini, enfin il prouve qu’une telle complétion est impossible. A 1'aide
de notre connaissance de tous les plongements lisses et complets de SLy/H il est
facile de proposer une autre démonstration de cette derniére étape de la preuve de
D.luna.

Soit X une complétion magnifique de SL,/H. L’unique orbite fermée est nécessai-
rement de type Ay, elle est donc de codimension 2 et X est de rang 2. Donc X
posséde exactement une orbite ouverte isomorphe & SLy/H, deux orbites de type C
dont les fermetures sont les diviseurs D; de la définition, et une orbite de type A,.
La liste des S La-germes réguliers de type Ay (propositions 1, 2 et 3) implique que H
est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral (le cas cyclique d’ordre 4 est
binaire diédral) et que lorbite est du type As (v, f;7,,7rf) avec r, et ry maximaux
(proposition 1). Le plongement X a donc exactement 4 orbites : l'orbite ouverte
isomorphe & SLy/H, orbite de type Ay que I'on notera l4, et deux orbites de type
C (v,ry) et C(f,7f) que l'on notera I, et ;.

Soit X I'unique B-carte de X qui intersecte [4,. En choisissant comme au § 5.4.2
w = 9ugrg. * Uhypercone C de X dans H se présente ainsi :

5 3 5 8
.:'C.) --0O Q-- Ee
il ' I I
1 1 -
Xv Xt ! )(e

X#X, X, X

vt o %e

On choisit ¢ tel que z, = oo, z; = 1 et 2, = 0. Pour x € P*\ {0,000} le cone
C, est droit et on peut appliquer la méthode du lemme 5.5.1 p. 50 pour déterminer
C[X/U]. On trouve que C[X /U] est engendré comme C-espace vectoriel par les
¢éléments de la forme ¢™e™ ot (m,n) appartient au cone de Z? engendré par (0, —1)
et (=1, —2). Autrement dit, en posant a = €' et b = t L2 on a C[X /U] = C[a, b)].

Les caractéres de a et b pour l'action de C* = T C SLy sont —1 et —2. La
fermeture de toute T-orbite de X /U différente de l'axe des b est donc tangente a
I'axe des a. Soit p(l,) et p(ly) les fermetures des images des orbites [, et I par la
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projection p : X — X /U. Calculons leurs idéaux I, et Iy dans C[X /U] par la méme
méthode qui a permis d’établir C[X /U] = Cla, b].

I, est engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de la forme t™e], tels
que :

m< —1 (((oo,l,O),t n) > 0)
n<0 (((00,0,—1),t™e}) > 0)
2m —n >0 ({(0,2,—1),t™e) > 0)

c’est-a-dire, en posant m’ = 2m — n et n’ = —m, par les éléments de la forme
a™'b" tels que m’ > 0 et n’ > 1. On a donc I, = bCla, b] et p () est I'axe des a.

De méme I; est engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de la forme
(t—1)t™e! tels que :

m+1<0  ({(c0,1,0),(t—1)t™e) > 0)
n<0 ({((00,0,—1), (t —1)t™el) > 0)
2m—n>0 ({(0,2,—1),(t—1)t"e") > 0)
On a donc Iy = (t — 1) bCla,b] = (a® —b) Cla,b] et p(l) est différent de I'axe

des b.

En particulier p(l,) et p(l;) sont tangentes & l'origine. Enfin le lemme 5.1.1
permet d’écrire X = U x S avec S 2 spec(C[X]”] = C* Donc I, N X = U x p(l,)
et [N X = U x p(ly) sont tangents. C’est une contradiction avec I’hypothése que

X est magnifique.
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6.8 Plongements complets avec une seule orbite fer-
mée

Alessandra lozzi et Jonathan Poritz, dans leur article | I-P, 1999], ont proposé
une méthode simple pour décrire les plongements homogénes (normaux) projectifs de
SLy/{£1d} contenant exactement, en plus de l'orbite ouverte, une orbite fermée et n
orbites de dimension 2. En quotientant de tels plongement X par un sous-groupe fini
de S Ls-automorphismes de X on obtient tous les plongements homogénes projectifs
de SLy/H, ot H est un sous-groupe fini d’ordre pair de SLy (c’est-a-dire qui n’est
pas cyclique d’ordre impair), ne contenant qu’une seule orbite de dimension 1. On
peut alors tester directement parmi ceux-ci lesquels sont lisses et retrouver ainsi
une (petite) partie de la liste des plongements lisses de SLy/H. Dans cette section
nous indiquons une méthode pour étudier la lissité de tels plongements, méthode
indépendante de celles développées a la section 5.1. Nous illustrons cette méthode a
I’annexe C dans le cas ot H est cyclique d’ordre pair.

6.8.1 fermeture d’une SL,-orbite dans (IP’l)n
Soit n un entier supérieur a 3. On considére sur (P!)" laction de Sl définie par :

gw=1(g.x1,...,9.2,) pour g € Sly et w = (x1,...,2,) € (Pl)n

Un élément w de (P!)" sera noté ([gﬂ, [Zﬂ, SRR [Zﬂ) = (x1,22,...,2,) Ol

z; € P, 2;; € C (on note donc [z] au lieu de [z : y]).

Soit e = ([‘;ﬂ S [‘Zﬂ) un élément de (P1)" dont toutes les composantes sont

distinctes. Le point le plus important pour pour ce qui concerne le lien avec la théorie
de Luna-Vust est que la S Ly-variété projective Sly.e, fermeture de I'orbite de e dans
(PY)", est normale | I-P|. C’est donc un exemple simple de plongement homogéne
au sens de Luna-Vust. Les autres résultats utiles sont les suivants :
— Sly.e est (espace d’) un plongement homogéne de SLy/{4Id} au sens de
Luna-Vust, dont on notera ¢, le morphisme de SL,; dans Sly.e

SLy 2% Sly.e
g —— g.e

— Sly.e est composé de n + 2 orbites sous 'action de SLs :
— lorbite ouverte SLs.e isomorphe a SLo/{£Id}.
— Tlorbite fermée Ag = {(a,...,a),a € P} = SL,. (m, cee H)

0
— n orbites de dimension 2 : pour 7 =1, ...,n,

AZ-:{(a,...,a,li,a,...,a),a;ébGPl}ZSLz-([(ﬂf"a[O]""

1
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Diagramme de Luna-Vust. Comme le plongement est complet et n’a qu'une or-
bite de dimension 1 et n orbites de dimension 2, ’orbite de dimension 1 est forcément
de type A,.

Un morphisme p du plongement Sly.e vers le plongement Sly.e est un morphisme
S Lo-équivariant de SLs.e dans SLs.e’ tel que po ¢, = @.. Le plongement Sly.e est

/////

D1

N

Chaque D; est un diviseur premier B-stable de SLy/{%Id}. Pour repérer com-
plétement Sls.e dans la classification de Luna-Vust il ne reste plus qu’a déterminer
les D; en fonction de e € (P!)".

Observons d’abord que Sls.e est muni naturellement de n projections sur P! qui
sont des fibrations localement triviales de fibre isomorphe & B.e. On définit en effet
pour i = 1,...,n la ¥ projection 7; de Sly.e sur P! :

Slg.G — P!
(X1, ..y Tp) —> @

Ay étant de type A, on a DB (Ag) = DB\ {Dy,...,D,} cest-a-dire que les D;
sont exactement les éléments de DB tels que Ay ¢ D; (fermeture dans Tge) Puisque
m;(Ag) = P! il suffit donc d’exhiber n diviseurs B-stables D;, ..., D, de SLy/{+Id}
tels que 7; (E) ¢ P! pour que les D; soient exactement ceux du plongement.

Notons g 'image de g € S Ly dans SLs/{£Id}. Un diviseur B-stable de SLy/{£Id},
c’est-a-dire un é lément de DB, est de la forme B.g avec g € SL,. Sig = (f; Z) € SLy
ona B.g= {(% b),ay — ba = 1} . On peut donc identifier B.g a 1’élément [a : b] de
Pl

‘Pour e= ([Zﬂ, , [Zﬂ) on pose D; = Bg; = [b; : —a;], i =1,...,n et on note

7 la projection canonique de C?\ {(8)} sur P! qui a (‘;) associe [z]
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Pour tout i =1,...,n et tout g € SLy on a

mige) =[] & (o) =[]
< 99; e B
& g € By

D’ou m;(Bg;.e) = {m} # P! et les D; choisis conviennent pour le plongement

Slg.e.

6.8.2 quotient de Sly.e par un sous-groupe fini d’automor-
phismes.

lozzi-Poritz prouvent dans | I-P| le résultat suivant

Un S Ly-isomorphisme de Sly.e sur Sls.e/ est nécessairement la restriction
d’une permutation des coordonnées de (P')" (n > 3).

A titre d’exemple donnons une autre preuve de ce résultat qui utilise la classification
de Luna-Vust.

Soit p : Sly.e — Sly.€/ un isomorphisme, au sens de Luna-Vust, entre les plonge-
ments Sly.e et Sly.e’ ¢’est-a-dire un isomorphisme S Lo-équivariant tel que [LO Yo =
e . La différence avec un S Lo-isomorphisme usuel réside dans le fait que 'on impose
ple) =e.

On sait qu’un plongement de SLs/H est entiérement déterminé a isomorphisme
pres par son diagramme de Luna-Vust. D’aprés 6.8.1 cela implique que les ensembles
{e;} et {e}} sont égaux, en posant e = (e1,...,e,) et € = (€},...,€)). Soit 0 € S,

tel que €] = e, et & le SLy-automorphisme de (P')" défini par (w;) — (wWe())-

Comme ¢ est un SLo-isomorphisme de Sly.e sur Sly.e’ et qu’il coincide avec p sur
e,onap=oao.

Supposons maintenant que p soit un SLg-isomorphisme ordinaire entre Sly.e et
Sly.€’ c’est-a-dire que p () soit quelconque dans Sly.¢’. Posons ju(e) = €” et go € SLo
tel que e’ = gg.e.

i est un isomorphisme entre les plongements Sly.e et Sly.€e et donc, comme on
vient de le voir, u est une permutation des coordonnées. cqfd.

Dans le cas particulier d'un S Ly-automorphisme p de Sly.e, o> o ju o @, est le
S Ly-automorphime de SLy donné par : g — g.g.(i) ot ge(u) est 'élément de SLs
défini par p(e) = ge(p)-e.

D’aprés ce qui précéde on a donc la réciproque suivante :

Lemme 6.8.1 Si gy € SLy et e € (PY)", le SLy-automorphisme de SLy : g — g.go
peut étre prolongé a un SLso-automorphisme de Sls.e si et seulement si l’ensemble
des coordonnées de e est stable sous laction de gy sur P!,
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Si go vérifie la condition du lemme pour le plongement Sly.e notons o.(go) le
S Ly-automorphisme correspondant de Sls.e.

0¢(go) peut aussi étre vu comme un élément du groupe symétrique S,,. On a alors
le corollaire suivant :

Corollaire 6.8.2 Si H un sous-groupe de SLy et e un élément fizé de (P*)" | l’action
a droite de H sur SLo s’étend & Slo.e via Uapplication de plongement @, si et
seulement si 'ensemble {e;} des coordonnées de e est stable sous laction de H
sur P

Si HU (—H) est le sous-groupe de SLy engendré par H et —Id, alors quand
la condition précédente est vérifiée p. définit par passage au quotient le plongement
(normal) homogéne Sly.e/o.(H) de SLy/{H U (—H)}.

D’apreés ce corollaire il est plus simple de prendre d’emblée H d’ordre pair pour
avoir H U (—H) = H. C’est ce que nous supposerons dorénavant.

Considérons un plongement homogéne quelconque (X, e) de G (e : point choisi
dans 'orbite ouverte) et un sous-groupe H de G.
Notons encore :
— @ : G — X l'application g — g.e
— 0. (h) le G-automorphisme de X (quand il existe) qui prolonge via ¢, le
G-automorphisme g — gh de G.
On a alors

1. si € = gg.e est un autre point de I'orbite ouverte de X et si 'action & droite
de H sur G s’étend & X via ¢, alors :

a) l'action & droite de goHgy ' sur G s’étend a X via . (pour tout h € H :
ae(h) = 0o (gohgy 1))-
¢) Quand le quotient existe (exemple : H fini) : X/o.(H) ~ X/ou(g90Hgy").

2. 81 v: X,e = X', ¢ est un G -automorphisme entre deux plongements de
G (dans le cas que 'on étudie ~ :est la restriction d’une permutation des
coordonnées de (P!)") qui envoie e sur e’et si I'action & droite de H sur G
s'étend a X via ¢, alors cette action s’étend a X' via ¢y et X/oo(H) ~

X' [0y (H).

Soit maintenant H un sous-groupe d’ordre pair de SLy. Par abus de langage on
notera Sly.e/H & la place de Sly.e/o, (H).

Pour étudier les plongements homogénes de SLy/H de la forme Sly.e/H il suffit
d’apres ce qui précede de choisir un ensemble {e;} de n éléments de P!, stable sous
I’action de H, comme ensemble des coordonnées d’un point de base e qui définira
le plongement initial (X, e). On peut remplacer H par un conjugué ou remplacer
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e par go.e ol go est élément quelconque de SLy (remarque 1). D’autre part 'ordre
choisi pour les coordonnées de e est indifférent (remarque 2). A priori les possibilités
restent nombreuses, mais on va montrer que dés que {e;} C P! contient plus de trois
S Lo-orbites, la variété Tge/ H est singuliére ce qui donne finalement un nombre
fini de cas a étudier en ce qui concerne la lissité. La méthode exacte est donnée a la
section suivante et des exemples sont traités dans le détail a 'annexe C.

On retrouve ainsi la liste suivante des plongements homogénes de SL,/H projec-
tifs et lisses avec une seule orbite de dimension 1 (voir § 4.2.1 pour les diagrammes) :

1. H cyclique d’ordre 2n : Sly.e/H contient une orbite de type Az avec
{Dy, Dy, D3} = {0,00,w;} et w; générique dans P'/H = DB. Diagramme
de Luna-Vust :

(0)

o génériques*, A3

,
H cyclique d'ordre pair

2. H binaire diédral, octaédral, tétraédral ou icosaédral : trois cas selon que
Sly.e/H contient :
(a) une orbite de type Az avec {Dy, Dy, D3} = {v, f,e}
(b) une orbite de type Ay avec {Dq, Do} = {v, f}

3. H binaire octaédral, tétraédral ou icosaédral : un plongement supplémentaire
avec une orbite de type A; et D; = v.

4. H binaire diédral d’ordre 12 : un plongement supplémentaire avec une orbite
de type Ay et {D1} = {f}.

6.8.3 Sly.e/H comme fermeture d’orbite

Supposons pour commencer que H soit cyclique d’ordre 2n, n > 3.

Soit e = (0,00, 1,¢,...,e" %) € (P})"? (¢ racine primitive n™ de 1). A Pannexe
C on montre que Sl—Qe/ H est lisse. Il a une seule orbite de dimension 1, c¢’est donc
le plongement minimal n°7 de la liste donnée a la section 10 76.

Soit R; 'espace vectoriel des formes binaires de degré ¢ muni de I'action de SLs

suivante : g € SLs, f € R;, (g.f) (Z) =f (g‘l.(z)). En identifiant P* a P(R;),
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I'application de R; x R; dans R;;; qui correspond au produit des formes binaires
fournit une immersion fermée SLy-équivariante de P x P/ dans P/, On en déduit
un morphisme S Lo-équivariant

m: (P> 5 P x P x P

On a alors m (Sly.€) = SLy.7 (e) et on vérifie que Sly.e/H est SLy-isomorphe a

Sly.m (e).

Le méme procédé s’applique aux autres cas :

— Si H est binaire diédral d’ordre 4n (n > 1) on peut réaliser le plongement
lisse projectif avec une orbite de type A comme une fermeture d’orbite dans

P? x P" et celui avec orbite de type As comme fermeture d’orbite dans P? x

P <P,

Remarque : pour le premier plongement on peut montrer (par calcul direct

des matrices de transition) que la restriction a SLs.7 (e) de la projection

P? x P* — P? est un fibré (en droites projectives) sur P? et que ce fibré est

le projectivisé de I'image directe (pour 'application P! x P* — P?) d’un fibré

sur P! x P! de bidegré (n,0). On retrouve ainsi la description de Umemura

de ce plongement (décrit aussi dans | Nak| p. 234).

— Si H est binaire tétraédral, ocatédral, icosaédral :

— le plongement lisse projectif avec une orbite de type A; se réalise comme
fermeture d’orbite dans P (voir § 3.1.1 p. 20 pour les valeurs de n,, nys, ne).
Remarque : on retrouve ainsi exactement la description de Mukai-Umemura
des modeéles minimaux comme fermeture d’orbite (| Muk Um| ou | Nak,
p 233|) dans le cas H binaire tétraédral, octaédral, icosaédral.

— le plongement lisse projectif avec orbite A, se réalise comme fermeture
d’orbite dans P™ x P"s.

— le plongement lisse projectif avec orbite As se réalise comme fermeture
d’orbite dans P x P"s x P"e.

— Si H est binaire diédral d’ordre 12 le plongement lisse projectif avec orbite

A; est P3.

Remarque : certains des plongements de la liste sont obtenus par éclatement
d’autres, le long de l'orbite de dimension 1, comme on I’a vu de fagon précise dans la
preuve de la liste des modeéles minimaux a la section 6.6. L’application d’éclatement
se décrit alors trés simplement. Par exemple dans le cas H binaire diédral le plon-
gement X3 avec orbite As est I’éclaté du plongement X, avec orbite Ay et on peut
montrer que 'application d’éclatement est la restriction a X5 et X3 de la projection
P2 x P"xP" — P2 x P" sur les deux premiers facteurs.
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6.8.4 Meéthode directe d’étude de la lissité de Sls.e/H.

L’application Sly.e — Sly.e/H est SLy -équivariante et les SLy-orbites de
Sl—g.e/ H sont les images par m des S Ly-orbites de Sly.e. Comme Sl—ge/ H est normal
son lieu singulier est un fermé SLy-stable de codimension supérieure ou égale a 2,
c’est donc m(Ag) ou (). Ainsi, pour tester la lissité de Sly.e/H il suffit de tester la
lissité en un seul point 7 (wg) de m(Ag). L’idée est de choisir un ouvert affine V'
de Sly.e stable par o.(H) tel que I'ouvert affine V/H = spec (C[V]7) de Sl.e/H
intersecte 'orbite m (Ay).

6.8.4.1 Choix de V :

Puisque SL, agit transitivement sur les triplets d’éléments distincts de P! on
peut supposer que e = <[(ﬂ, m, [alg] o
a; # aj pour 3 < i < j < n (on a donc privilégié les deux premiéres coordonnées).

Soit w = (wi, .. .,w,) un élément de (P')". Posons w; = [ﬁﬂ On a alors | [-P] :

,[1]) avec a; € C* pour i = 3...n et

an

weShes (Vi,j,3<i<j<n, a|iis

r21 i1 | | T11 Tj1 xr21 Til
22 Tj2 a; 12 Tj2 22 Ti2

:())

Considérons maintenant 1'ouvert affine V de Sly.e défini par z;1 # 0 pour i =
1...n. Il est stable sous I’action de toute permutation des coordonnées en particulier
par tout sous-groupe H de SLs-automorphismes de Sis.e.

L’ouvert de (P')" défini par ][,z # O s’identifie & C" par Iisomorphisme

([ﬂ, Lﬂ, [;J,, [;J) — (2,y,23,...,2,). (on a pris x,y au lieu de xy, x5 pour
marquer le role particulier que 'on a choisi de donner aux deux premiéres coor-
données dans la suite des calculs). D’aprés les équations précédentes V' est alors
isomorphe a la variété affine Z (I) de C", ensemble des zéros de 'idéal I engendré

par les polynomes Fj;, 3 <7< j<n:

Fj=aj(x —x)(y — x;) — a; (x — x5) (y — x;)

Nous montrons plus bas au lemme 6.8.3 que I est un idéal radical. On a alors

ClV] =Clz,y,x3,...,x,)/I et :
C[V/H] = C[V) = (Clz,y, x3, ..., xn) /D) = Cla,y, x5, ..., 2] /e (6.10)

Le dernier isomorphisme est un cas particulier de | K, p 97] :

Si G réductif agit sur une variété affine Z et I est un idéal de C[Z] stable
par G alors (C[Z]/1)¢ = C[Z]¢/I€.
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(preuve : notons f 'image de C[Z] dans C[Z]/I, et supposons que f € (C[Z]/I)C.
Comme G est réductif et que I est un sous G-module de C[Z] on a C[Z] =1 @ J
avec J un sous G-module de C[Z]. Soit g € G et f = fr+ f; avec f; € I et
f7 € J. L’hypotheése finvariant par G donne g.f — f € I c’est-a-dire (g.f1 — f) +
(9.f7 — f) € I, ce qui implique g.f; — f; = 0. On a donc f = f; € C[Z]¢/I).

Notons encore V'~ V/H le morphisme canonique. Soit 7 (wp), avec wy =
(0,...,0) € V l'élément choisi dans m(A() pour tester la lissité. L’idéal maximal
associé a wy est (Z1,...,T,), en notant z; 'image de x; € Clzy,...,z,] dans C[V] =
Clzy, ..., 2,)/1, et Vidéal de pu(wp) est m = (Z1, ..., %,)" . Par ailleurs Cly, . . ., 2,7
est engendré par un nombre fini de polynémes homogénes non constants py,...,p;
(t < card(H) par un théoréme d’E.Noether) donc par (6.10) C[V] est engendré
par pi,...,p:. Le choix de wy et le fait que I soit homogéne implique :

m = (ﬁh e ,ﬁt) C (C[V]H

(wp) est lisse si et seulement si 'anneau local C[V]E est régulier. On a donc

p(wp) est lisse si et seulement si dime (m/m?)=3|.

La recherche des pq, ..., p; est un calcul classique de la théorie des invariants et
on va voir sur des exemples comment on peut tester la condition de lissité ci-dessus.

Lemme 6.8.3 L%déal I de Clz,y,xs,...,x,] engendré par les F;; est radical.

Preuve : I et /I sont homogeénes. Par ailleurs on a :

viv; = g (@, y)w; + gz, y)z; —ay + F; (3<i<j<n) (6.11)

avec (2, y) = - (a;y — a;z).

Soit f un polynéme homogéne de degré m dans v/1. A Paide des égalités ci-dessus
on peut écrire f sous la forme :

f=r+F

ot r est un polynéme homogéne (nul ou) de degré m dont les termes ne sont divisibles
par aucun monome z;T; :

_ i m—i i m—i—j
r = E Ay + E AijpZ' Yy ),
0<i<m 3<k<n
0<i+j<m—1

et F' est un polynéme homogéne (nul ou) de degré m dans I. On a r € VT et il
s’agit de prouver que r = 0.
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On peut écrire :
r=(y—z)r® 4+r

oit 7 et r, sont de méme type que r mais ott ") est homogéne (nul ou) de degré
m — 1 et r; est de la forme :

i, m—1
ry = E Aikx' Ty,

3<k<n
0<i<m—1

ry s'annule sur Z(I) N Z(y —x) = |J A
3<k<n
k

(avec Ap = {(z;2,...,2, Tk, x,...,x), © # x, € C}).

x =0 et zp = 1 donnent alors \op = 0 pour k = 3,...,n et on a donc r; = xry
avec ro de méme forme que 71 et (nul ou) de degré m — 1. Mais x n’est identiquement
nul sur aucun des fermés irréductibles A, (i > 3) et donc ry s’annule comme r; sur
Z(I)NZ(y —x). On peut donc refaire avec 5 ce que 'on a fait avec r; pour trouver
rs homogéne (nul ou) de degré m — 2 tel que 1, = zrsz et tel que r3 s’annule sur
Z(I)NZ(y—=). Le procédé donne une suite de polynoémes r; (nuls ou) homogénes de
degré m — i telle que 1 = 2'~'r; = 0. On a donc r; = 0, ce qui donne r = (y — z)r()
avec 7™M (nul ou) homogéne de degré m — 1.

Comme y — x n’est pas identiquement nul sur Z([) irréductible on voit que
r( gannule sur Z(I). En appliquant a 7(!) le méme raisonnement qu’a r on trouve
une suite de polynomes homogénes r@ (nuls ou) de degré m — i telle que pour tout

i>1:r=(y—x)r% Doncr=0.

[l

Remarque 6.8.4 : la preuve précédente montre que si f € I C /I, le reste r dans
Uécriture f = r+ F est nul. Ceci assure que (Fj;) est une base de Grobner minimale
de I pour un ordre lexicographique quelconque pour lequel xj > x,.

Les résultats et les notations de ce numéro sont repris a I’annexe C ot ’on étudie
la lissité Sls.e/ H dans le cas particulier (a titre d’exemple) ot H est cyclique d’ordre
pair.



Chapitre 7

Notations

SLy = {(ﬁ{{,),x,y,z,w eC, rw—yz= 1}

B0 aeChU—{(2)beC T —{(5,%).aeC)

H: image dans PSLs (C), identifié au groupe des automorphismes de P, d’'un
sous-groupe fini H deSL,.

n; : cardinal d’une orbite j de P! sous l'action de H. (j € P'/H).

c¢; » ordre du sous-groupe d’isotropie d’un élément quelconque d’une orbite j
de P! sous l'action de H. On a n; = card (H) /c;.

¢; : ordre du sous-groupe d’isotropie d'un ¢ lément quelconque d’une orbite
j de P! sous l'action de H. En particulier ¢; = ¢; si card (H) est impair et
¢;j = ¢;j/2 si card (H) est pair.

v, f, e : éléments non génériques de P! /H pour H binaire diédral. v, f, e pour
vertex, edge, face.

0,00 : éléments non génériques de P*/H pour H cyclique.

NG : ensemble des éléments non génériques de P'/H. Clest-a-dire NG =
{v, f,e} ou {0, c0}.

O = Oxy : anneau local d'une G-orbite d'un plongement homogeéne X de
G/H.

X : ouvert affine stable par B dans un plongement homogéne X de G/H.
Appelé B-carte de X.

C(SLy)® : ensemble des vecteurs propres de C(SLy) = C(z,y,2) sous
I’action par translation a gauche de B. C’est le sous-groupe multiplicatif de
C (z,y) engendré par {Cz & Cy} \ {0}.

C (SLy)P*™) : ensemble des éléments de C (SLy)"™ qui sont également vec-
teurs propres sous 'action par translation a droite de H. (les parenthéses
indiquent qu'’il s’agit de semi-invariants).

gj : a tout élément j = {[ay : b1, ..., [an, : by, |} = H.[ay : by] de P*/H on
associe g; = [[:2,(a;x + byy) € C (SLy) )

D : ensemble des diviseurs premiers de SLy/H, ou par abus de langage en-
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semble de leurs valuations associées. On note vp la valuation associée au
diviseur D € D.

DB : ensemble des diviseurs premiers stables par B de SLy/H ou ensemble
des valuations de C (SLy/H) associées. On a DB >~ PL/H.

V : ensemble des valuations discrétes normalisées géométriques de C(SLs/H)
invariantes par SLy. Avec les notations du § 3.4 p.24d onaV = {v (w,r) € V,
weP/H, re[-1,b(w)NQ}

b(y) = n% — 1 pour j € P'/H.

v(wo,r9) : pour wy € PY/H et rg € QN[—1,b(wp)], v(wo, 7o) est 'unique

élément de V qui vérifie v(wo, 79) (gj) = —= si j # wo et v(wo, 7o) (Gu) = 2=
J wo

V1 : sous-ensemble de V formé des valuations v telles que (C;?L2 ~ C ou C,
est le corps résiduel de v et C5*2 le sous-corps de ses invariants par SLs.
C’est ’ensemble des valuations associées aux SLs-orbites de codimension 1
des plongements homogénes de SLs/H. Avec les notations du § 3.4 p.24 on
aVi={v(w,r)eV,weP/H re|—1,0w)NQ}..

R : sous-ensemble cofini de DB.

W : partie finie de V.

kK = % si k est impair et g si k est pair.

k =k si k est impair et g si k est pair.

[z] : partie entiére de x.

a A\b=pged(a,b).



Annexe A

Détermination des éléments de

C (SLo/H)\B) .

A.1 Caractéres de H associés aux vecteurs propres
Jw-

Pour j € P'/H, g; est un vecteur propre sous l'action de H auquel est donc
associé un caractére x; de H défini par : h.g; = x;(h)g; pour tout h € H. La
connaissance de y; pour tout j de P'/H permet de calculer, d’aprés le résultat de
la section 3.2, le caractére y; associé a tout f de C (SLy)P*™ :si f =] (g;)™ on
a xr = [1(x;)™. On explicitera dans la section suivante la condition x; = 1 qui
exprime le fait qu'un élément f de C (S Lg)(BXH) est invariant par H.

A.1.1 Groupe binaire diédral.

Les sous-groupes finis de H de méme type et de méme ordre sont conjugués et
les plongements associés sont isomorphes. On peut donc choisir par exemple comme
Py . . s s o n 0 o 0i N
générateurs du groupe binaire diédral a, = (0 /fl) et ap = (l 0) ol p est une
racine primitive 2k¢™¢ de 1 et 4 une racine carrée de —1. On pose € = 2.
Soit w générique de la forme H. [A : 1] avec [A: 1] ¢ {v, f, e}
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Les caractéres de H associés a ces vecteurs propres sont donnés par :

Gp.gy = —Gv Op.Go = Go

&o.-Je = ( 1) Op-Je = —Je
k -k

ao.gf = (=1)"1 gf Qu-gy = —9gy

2.9 = (— 1) Op-Go = Gu

A.1.2 Groupe binaire tétraédral, octaédral ou icosaédral.

On peut vérifier que —Id est toujours dans le groupe dérivé H' de H. Les ca-
ractéres de H sont donc les caractéres de H. Le groupe H/H' est cyclique d’ordre
respectif 3,2 ou 1 et il est engendré par la classe de r,, 7, étant un générateur
quelconque du groupe d’isotropie d'un sommet du polyédre régulier associé & H. Un
caractére x de H est donc déterminé par x(r,) qui est une racine 3éme , 2éme ou lére
de 'unité. Le tableau suivant donne x(r,) pour les caractéres des semi-invariants
Je, 97, ge- Un élément générique g, est invariant par H.
ge Yy 9o
tétrahédral [ 1 5 57 | (j est une racine primitive cubique de 1)

octaédral | -1 1 -1
icosaédral 1 1 1

A.1.3 groupe cyclique d’ordre k.

Jo=Yel oo =7
Pour w = [\ : 1] € P!/H générique on a :
— dans le cas k impair :

k—1

=[[eoOz+y) = Ha A +y) =[] (Ere+ey)

ocH 1=0
~ )\kxk o (_1)kyk:

(¢ est une racine primitive k éme de 1, a = (8 1) engendre H).

— et dans le cas k pair :
~1
H a'.(Ax +y) H (5i/\x + é_iy)

~ )\k/?xk/Q N (_1)k/2 yk/2

w\x-

en posant k = k si k est impair et k = k/2 si k est pair on a dans tous les cas

|
|

go = Nz — (—1)EyE
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Les caracteéres de H correspondant aux vecteurs propres g; sont donnés par :
a.go = 5_190
Q.00 = €000
et pour w = [\ : 1] générique :
a.gy = N TP — (=1)FyF = AreFab — (—1)E8’Eyk
_ €E(/\ExE . (_1)56—2Eyﬁ)
=g =~ (1) g
(eF =1 si k est impair et ¥ = —1 si k est pair).
C[SLQ]SBXH) . est engendré par exemple par gOE et gfO et contient tous les g, gé

kv_(_l)
nériques de C (SLy) P

A.2 Invariants par H dans C (SL,)?*")

A.2.1 Cas ou H est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou
icosaédral.

Mp _my U e

On sait qu'un élément f de C (SLQ)(BXH) séerit f=g1" ... gp g0 g g0 5 en
posant g; = g, pour w; générique de P'/H et m; € Z.

Mp _mey m

Lemme A.2.1 g ...g," g0 g} gt
C(SLy)" si et seulement si

¢ de demi-degré d = §deg, , (f) appartient a

me =d (mod ¢ ), my=d (mod ¢), m, =d (mod ¢,)

Donc si [ € C(SLQ)H on peut poser my = cym'y +d, me = cemy, +d, m, =
c;ml +d. On a alors : f est de demi-degré d en x,y si et seulement si

my+ ...+ my +m, +mh+m, = —d

Démontrons déja la premiére partie du lemme.

Cas tétraédral. Comme }deg(f) =d =6 (mq1 +...m,) + 3m. + 2m; + 2m, on
a toujours
me = d (mod 2) et 2(my +m,) =d (mod 3)

Or la connaissance des caractéres de H associés aux vecteurs propre g; (section
A.1) donnent :

f=gmM.. .g;”pg;”“’g;cnfgg16 e C(SLy)" & mys =m, (mod 3)

On en déduit facilement 1’équivalence cherchée. (voir le tableau des ¢; p. 20).
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Cas octaédral. d =12 (my+...m,)+ 6m. + 4my + 3m, donne
my =d (mod 3) m, =d (mod 2)
et la connaissance des caractéres de H associés aux g; permet d’écrire :

=g gyrarvgy’ gl € C(SLy)" < me =m, (mod 2)

d’ot 'on déduit le résultat le lemme.
Cas icosaédral. Il se traite comme les deux précédents.

Cas diédral. : «a, et oy étant des générateurs de H on a
feC(SL) s auf=Ffetaynf=f
d’ot avec la connaissance des caractéres de H associés aux g; :

a,.f=f < me=my (mod 2)
ao-f = f < k(mi+...+my) +my,+me+ k(me+mys)/2 =0 (mod 2)

A Daide de £ deg(f) = d = k(mi+...+m,)+m,+%(me+my) ces deux équivalences
peuvent s’écrire sous la forme indiquée dans le lemme.

Pour la seconde partie du lemme on a, en posant d; = %deg (9;) pour i =
w,v, f,e:
1
d= édeg(f) =d, (m1+ ... +my) +myd, +msds + med,
= dy(my + ...+ my) + (@m, +d)d, + (¢pmy + d) dy + (¢em, + d) d.
=du(mi+ ...+ my+my +m +m))+d(d, +ds+de)
mais comme d. +dy + d, = d,, + 1 ceci donne m1+...+mp—|—m;+m’f+m’e = —d
O

A.2.2 cas ou H est cyclique d’ordre k.

Un élément f de C (SLQ)(BXH) sécrit f = g™ ... gp gy gl avec g; = g, pour
w; générique de P*/H et m; € Z.
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Lemme A.2.2 (k =k sik est impair et k = k/2 si k est pair).
=91 ...gp"gy°gm>= de degré d en ,y appartient a C (SLQ)H si et seulement
51

My = Mo (mod k) et 2mg =d (mod k) (A.1)

ou encore :
— sik est pair : (A.1)& d est pair et mo = mo = 4 (mod £)
— si k est impair, on pose k' = 5L et : (A.1)& mg = me, = K'd (mod k).

Preuve :

f=gl" .. grrgyogne € C(SL) e a.f=f

o 8k(m1+...+mp)fmo+moo =1

& k(my+...+my) —my+me =0 (mod k)
(A.2)

(A.2) implique mg = mo (mod k). D’autre part d = dymy + ... + dym, +
domo + doeMeo =k (my + ... +my) + mg + Mo, implique que (A.2) est équivalent &
d—mgy —Me — Mg+ My =0 (mod k) c’est-a-dire 2my = d (mod k).

Si k est pair (1) équivaut a mg = ¢ (mod %). Si k est impair &' = %t est I'inverse
de 2 dans Z/kZ et (1) équivaut a mg = k'd (mod k).

U
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Annexe B

oY, 08 C[X]” pour une B-carte X
et un SLo-germe O

Rappel : SLy = {(%%), z,y,2,w€C, aw —yz=1} et U= {(}9)}. Le résul-
tat élémentaire suivant est démontré succintement dans | K| p. 190, nous complétons
ici les détails manquants :

[SL2]U =C [.I’,y]

C

Preuve : soit f € C[SLy])" = C(z,y,2,w)” = (C[X,Y,Z,W]/(XW -Y2Z))".
Pouru= (}9) €Uetg=(%Y) € SLyonaug= (prrspytw). Doncu.f(g) =
f(g) sécrit f(x,y,bx + z,by + w) = f(z,y,z,w). Ainsi si x # 0 on peut choisit
b= —z/retona f(r,y,z,w) = f(x,9,0,z7) = f1(z,y) /2" pour un certain
f1 € Clx,y] et n € N. De méme pour y # 0 on a f (z,y,z,w) = f (z,y,—y~*,0) =
fo(z,y) /y™. Donc pour z,y # 0 on a f(x,y)y™ = fo(x,y)a". L'ouvert de Za-
riski de SLy défini par z,y # 0 est dense dans SLs et cette égalité est donc vrai
dans SLs. Si F1 (X,Y) et F5(X,Y) sont des polynomes représentants f; et fo on
adonc Fi (X, Y)Y" - F,(X,Y)X"=P(X,Y,Z,W)(XW —YZ) pour un certain
polynéme P, ce qui donne aussitot P = 0. F; (X,Y) Y™ = F, (X,Y) X". Donc X"
divise F1 (X,Y) et f = fi(x,y) /2" € Clz,y].

U

Soit X une B-carte. On a

C (SLQ)U =C(z,y)

C(X)” = Q(C[X]))

Preuve : On peut obtenir ces deux résultats en utilisant les définitions de SL, et

X mais il est plus judicieux d’appliquer le résultat élémentaire suivant (suggestion
de M.Brion) :

141



142ANNEXE B. OV, OB, C[X]? POUR UNE B-CARTE X ET UN SL,-GERME O

Si Z est une variété affine sur laquelle opére un groupe unipotent U,
alors Q(C[Z]Y) = C(Z)Y.

Preuve : soit f € C(Z)Y non nul. On considére

M ={p e ClZ] /fp € C[Z]}

Alors M est non nul et stable par U : ¢’est un sous U-module de C[Z]. Puisque U est
unipotent, M contient un point fixe ¢y non nul de U. On a alors [ = f—;% € Q(C[Z]Y).

O

Soit maintenant O un G-germe et X une B-carte dont O est le localisé : O = C[X
| avee M = m,,, NC[X] ot vy est un élément de V; qui domine @. On a le résultat
suivant, valable pour toute B-carte d’un plongement (normal) de G/H avec G groupe
réductif connexe, C[G] factoriel, et H sous-groupe fini de G :

OV =C[X| v
Preuve : Il s’agit de montrer I'inclusion OV c C[X ] . Posons 4 = C[X], W =

W(X) et R = R(X). Par définition on a

A= (N0, [)0pn [ Ou

weW DeR DeD\DB
={f€C(G/H) | (WURU(D\D")f) > 0}

A est donc 'ensemble des élements f de C (G) qui s’écrivent sous la forme f = gh
avec g € C[G]™), h e C(G)P*, Xg = —Xn (caractére de H), (R,h) > 0 et
W, f) = 0.

Soit [ = % € OV avec f1 € Aet fo € A\ M. Ecrivons f; = g1hy et fo = goho
avec f; € C[G)® et h; € C(G)P*™) comme précédemment. Si d = pged (g1, g2)

= dg) et go = dg, dans C[G], alors on a encore d, g, g, € C[G]). Puisque

F', hy, hy sont invariants par U on a Z—é (irréductible dans C[G]) invariant par U et

2
donc ¢}, g € C[G]V>*UD,

En résumé F s’écrit sous la forme % avec d € C[G)H) ki, ky € C[G)V*UD)
Xd = —Xki = —Xkas <R, {k17k2}> > 07 <W {dkl,dk2}> > 0 et <U0,dk’2> = 0.

Pour terminer la preuve il suffit de remplacer d par d € C[G]Y*UD) tel que
Xa = Xd, (v,d") > (v,d) pour tout v € W et (vg,d’) = (vy,d) ce qui assurera que
d'ky € AV et d'ky € AV \ MY.

Décomposons le G-module (G.d) sous la forme @Y | (G.d;) ou d; € (G d>
choisissons d' € {d;} tel que (vg,d’) soit minimum. On a (G.d) c C[G]{ donc
Xa = Xa- De plus (v, f) > (v,d) pour tout f € (G.d) et v €V donc (v,d) > (v,d)
pour tout v € W et (vg,d’) > (v, d) . Enfin (vg,d) > min{(vo,d;)} = (vo,d’) d’ott
<Uo, d> <U0, d/>
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O

Par définition, une B-carte X de type I vérifie C[X]B # C et une B-carte de

o

type II vérifie C[X]P = C. Précisons le premier cas.

Lemme B.0.1 Soit X une B-carte de type I et t,e, un choix de parameétres pour
Uhyperespace tel que les cones plats de I’hypercone C associé a X soient Cy,,...,Cqy
avec 71 = 0o. Alors C[X]B = C[t], avec h = (t — x5) ... (t — ).

Preuve : Un élément f de C[X]? est de la forme f () = [[(t — )™, m, € Z avec
(C,f) >0.Siv=(x,6,l) € C, ona(v,f) =0dm,+ 1.0 =0m, > 0. Or, dapres
I'hypothése on a que pour tout x € C\ {xs,...,zx} il existe v = (z,6,1) € C, avec
6 > 0. Donc f € C[X]? si et seulement si m, > 0 pour tout z € C € C\{zs, ..., zx}
c’est-a-dire si f € Clt](1—z,)...(t—axn)-

U

Comme application on a le lemme suivant qui permet de donner une définition
simple du type (I ou II) d’un SLs-germe O en fonction de son anneau OF :

Lemme B.0.2

Si O est un SLy-germe de type I alors OF = Clt]«) avec t tel que C (SLy/H)® =
C(t).

Preuve : Choisissons des paramétres t, e,, pour I’hyperespace et une B-carte X de
type I tels que : .

— I'hypercone C associé a X a pour unique cone plat Co..

— O = C[X]m avec M = m,, N C[X] ot vy appartient & I'intérieur du cone Cy.
Soit f € OF. Puisque OF = (C[X ]u)? C (C[X]m)Y = C[X]{w on peut écrire
[ = % avec pi,q; € C(t), pel, € C[X|Vet g;el, € MY. La condition f €

j Ew
C(SLy/H)” donne en particulier fpy, = go ot f = % avec pof € C[X]P = C[t]
et go € C[X]B\ MB. Cette derniére condition se traduit par (vg, po) = 0 ¢’est-a-dire
5o € CHJ\ (1) diou £ € Cltley,

U
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Annexe C

étude de la lissité de Sly.e/H

Cette annexe compléte le § 6.8.4 p. 130 dont elle reprend les résultats et les
notations. On y fait, a titre d’exemple, I’étude explicite de la lissité des plongement
de la forme Sls.e/H avec H cyclique d’ordre pair

Soit n > 3, H un sous-groupe d’ordre pair de SL, et H son image dans SLy/{+Id}.
Pour que l'action par translation a droite de H sur SLsy se prolonge a Sly.e avec
e € (PYH" il faut choisir e = (ey, ..., e,) avec {e;} C P! stable sous I’action de H.

C.1 Si H est cyclique d’ordre 2(n —2) avec n > 3
alors Sly.e/H est lisse

On suppose que H est cyclique d’ordre 2 (n — 2) et que son image H (d’ordre
n —2) dans PSLy = SLy/{x1d} est engendrée par z — ez avec € = w2’ Puisque
Sly.e est inclus dans (P')" et que I'ensemble des coordonnées de e est formé d’orbites
de P! sous l'action de H on peut supposer que e = (0,00, 1,¢,¢2%,...,e"?) € (P})"
(notation : z pour [!] € P! et co pour [}]).

Sly.e/H est la variété du plongement minimal n°7 de la liste des plongements
minimaux pour H cyclique pair. Nous allons donc redémontrer sa lissité avec cette
nouvelle description.

H peut étre identifié au sous-groupe de S,, (permutations de {1,...,n}) engendré
par le cycle (3,4,...,n).

En reprenant les notations du § 6.8.4 p. 130, on a :

Proposition 14 [’idéal m est engendré par les trois éléments T,y, T3+ ...+ T,. En
particulier le plongement homogéne correspondant X = Sly.e/H de SLy/H est lisse.

Preuve : I'idéal I étant homogeéne (définition de I p. 131), la graduation de Clz, y, z3, . . .

passe au quotient C[¥, 7,73, ..., %, = Clz,y,x3,...,1,]/I et si (m/m?), est les-
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pace vectoriel des éléments (nuls ou) homogénes de degré n de m/m? alors m/m? =
@nZO (m/m2)n

On notera dorénavant de la méme fagon un polynéme de Clz,y, zs,...,x,] et
son image dans Clz,y, x3,...,2,]|/I (donc sans tilde), quand le contexte permet de
lever I'ambiguité. D’apres la section précédente on sait que m est engendré par les
éléments de la forme :

Dijar...an_o = Z ¢’ = Z(xiijg“” )T = gyl Z(I?3 cooam)?

o€eH oc€eH oeH

Pour prouver la lissité de X il suffit donc de montrer que tous ces éléments sont
dans l'idéal N = (2,9, 23 + ...+ z,) de C[V]H.

On étudie dans l'ordre le cas ¢ = z(3) ... 2yx) (K = 3,...n et 7 un élément de
I'ensemble S,,_5 des permutations de {3,...,n}), puis le cas ¢ = x§ et enfin le cas
général.

Supposons donc g = Ty(3) . . . To(k)-

Par substitutions successives dans g des produits x;x; a I’aide des formules 6.11 p.
131 on a, dans Clz,y, 23, ..., 2, : ¢ = ao(,y) +as(z,y)xy@)+. . . Fan (T, y)Tym) +F
avec F' € I.

I est invariant par H (comme V') donc on a, cette fois dans Clz, y, z3, ..., x,]/] :

P =D cen (O‘O(xv Y) + as(@, y)ry@) + .o+ an(w, y)xv(n)y
= (n—2)ag(z,y) + (z(z,y) + ... + an(z,y)) (3i_ =)

et donc p € NV.
Supposons maintenant ¢ = xéj .
P= 3 a:lﬁ s’écrit comme un polynome en les polyndmes symétriques élémen-

taires pr = >, (x3...2x) (k=3,...,n).
Vesn72

Soit {¥1,...,Ym-1)} = I' un ensemble de représentants des classes a gauche de
Sy,—2 sous 'action de H. On a :

qr = Z Z(.Z’g coomg)? = Z Z(.f,y(g) e Tyy)

vel' ceH ~vell ceH

D’aprés le cas précédent g, et donc p appartiennent a N.

Supposons enfin ¢ quelconque.

Le calcul du reste de ¢ dans la base de Grébner (Fj;) (substitution des produits
z;x; & aide des formules 6.11) donne dans Clz,y, z3, ..., 2,)] :

q= xingjgg’ . xz" — po(q},y) —|— Z Z pkﬁ(l’,y)l’i + F avec F - I
k=3 1<8<d
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soit dans Clz,y, x3,...,x,]/I :

n n

p=(=2pwy) + > D (prsley) Y a7)

k=3 1<8<d 1=3

et donc p € N.

C.2 Plongements singuliers de la forme Sly.e/H

soit un H un groupe cyclique d’ordre pair et e = (ey, ..., e,) € (P!)" tel que {¢;}
soit une réunion d’orbites sous 'action de H (ou H) sur P'.

Si 'on a quatre H-orbites ou plus dans {e;}, on aura au moins quatre inva-
riants de degré 1 dans C[V]# qui seront alors linéairement indépendants dans m/m?
puisque 'idéal I est engendré par des éléments homogenes de degré 2 (les F;;). La
dimension de m/m? sera supérieure a 3 et le quotient Sly.e/H sera singulier.

En tenant compte de la nature des sous-groupes cycliques de SLy(C) il ne reste
donc a étudier que les cas suivants :

1. H est d’ordre n et engendré par (1...n) € S,. Les coordonnées de e forment
une seule orbite.

2. H est d’ordre n-1 et engendré par (2...n — 1). Les coordonnées de e forment
une seule orbite.

3. H est d’ordre n/2 et engendré par (1...2)(2+41...n). Les coordonnées de
e forment deux orbites.

4. H est d’ordre (n-1)/2 et engendré par (2...221 +1) (22 +2...n). Les co-
ordonnées de e forment deux orbites.

5. H est d’ordre n/3 et engendré par (1...5)(
coordonnées de e forment trois orbites.

+1...28) (%2 +1...n). Les

La méthode de calcul est la suivante :

Soit H; le sous espace vectoriel des éléments homogénes de degré ¢ de m/m?. Une
base de H; est toujours facile a obtenir. Par ailleurs les H; sont supplémentaires. Si
on trouve dans H, suffisamment d’éléments linéairement indépendants pour que la
dimension de Hy @& H, soit au moins 4 on a fini. Sinon on cherche d’abord une base
de H, afin de faciliter la recherche d’éléments indépendants dans Hj.

Un élément de degré i dans m? est une combinaison linéaire de produits dont les
facteurs (au moins deux) appartiennent a un systéme de représentants des éléments
choisis comme base des H; pour j < 4. Pour le voir, il suffit de remarquer que m est
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engendré comme idéal par des générateurs de agebre de type fini C[V]" et que les
représentants précédents peuvent ére pris parmi ces mémes générateurs.

Pour vérifier que py, ..., p, sont indépendants dans H; on écrit donc une égalité
dans C[V]" < Clzy,...,2,] /I (on prend dans cette section zy, s, ..., x, pour
coordonnées dans C" car z,y sont utilisés a d’autres fins) entre une combinaison
linéaire des p; et une combinaison linéaire des représentants décrits ci-dessus.

On teste cette égalité sur A, = {(y,. .. Y T Y, ,Y), z,y € C} C V pour
différentes valeurs de s. Si cela ne suffit pas on égalise ensuite les restes de chaque
membre de 1'égalité dans la base de Grobner (F;).

Nous ne traiterons que le premier cas a titre d’exemple (il contient les principales
difficultés).

Lemme C.2.1 Soit H le sous-groupe de SLo d’ordre 2n engendré par (‘[‘)’ w(ll) ot

w=eniete=(1,w,...,w" ) e (P)". Alors le quotient Sly.e/H est singulier.

Preuve : considérons les éléments suivants de C[V]¥ :

P = Z ] po = Z (x1£€2)g p3s = Z($1$2$3)U Ps = Z(ﬁ;@)"

oceH oeH oceH oceH

Il suffit de montrer que py, pa, p3, ps sont linéairement indépendants dans m/m?.
p1 est une base de H;. Prouvons que p, est une base de Hs.
Tout d’abord p, est non nul dans m/m?. Sinon on aurait >, _. (z122)7 =

a (ZUGH az‘{)2 dans Czq,...,x,) /] ie ZaeH_(xlxz)” —a (ZUGH x‘{)2 sur Z (I) =
V. Cette égalité aurait lieu en particulier sur Ay = {(z,v,...,y), z,y € C}:

(n—2)y+2zy=a((n—1)y+xz)° Vr,yeC

ce qui est impossible.

Montrons ensuite que Hs est engendré par ps.

Ce sous-espace est engendré par les éléments Y . (z12;)” 4= 1,...,n — 1.
Prouvons que chacun d’eux est dans (ps).

On a en premier lieu
D (@iw)” =) (@)’

ocH ocH
dans m/m?, et méme dans C [zy,...,x,] /I, c’est a dire :
Z(xlxg)" — Z(:leg)“ el
occH oceH

Pour le prouver il suffit de montrer que le reste dans la base de Grébner (Fj;) est
nul (



C.2. PLONGEMENTS SINGULIERS DE LA FORME SL,.E/H 149

Pour ce faire on va écrire autrement les formules 6.11 p. 131.
Pour des ¢; distincts dans C = C U {oo} on pose

(c1—c3)(ca—ca)
(c1—ca)(ca—c3)

b(ch Ca, C3, C4> - (birapport>

on aura besoin des égalités suivantes :
b(cr,c3,¢2,¢4) =1 —=b(c1,Ca,C3,C4)
1
b (Cla Co, C3, 04)
1
]- - b (Cla Co, C3, C4)
—b(c1, o, ¢4, C3)
1—- b (cla C2, C3, 04)

b (Cla Co, Cy, C3> -

b (Cla C3, Cy, 02)

b (Cla Cy4, C3, C?)

On pose :

€; = [Clj avec ¢; € C

Pour 3 <i # 7 < n cela donne :
Fj=(x—x;)(y—z;) —b(cr,¢2,¢,¢5) (x — ;) (y—x;) (& coefficient pres)
=(1—-0b(c1,c2,¢,¢5)) (vy + zix5) — yx; — xx; + b (e, ¢, ¢, ¢5) (X + yz;))
et, dans C[xy,...,x,] /I :

1 b(c1, o, ¢4, €f)
iy = Y 1— b(Cl,CQ,Ci,Cj)yxi 1 b(c1,co, ¢, cj)xxﬁ_
1 b(ci,c2,¢i,¢4)
1 —b(c, cg,ci,cj)x R . b(cr,c2,ci )
rix; = —xy+b(c, ¢, ¢, c2)yzi+b(cy, ¢, ¢iy c2)xxi+b(cy, ¢, ¢j, co)xz;+b(cr, ¢, ¢y C2) YT
soit, en notant s;; = b(c1, ¢;, ¢5, C2) et vy = S;;y + ST
TiT; = —XY + Si;YT; + SjTT; + SixT; + YT (C.1)

= —xy + OéijQZi -+ Oéjif,l?j

On peut vérifier que ces égalités sont encore vraies pour ¢ ou j (# i) égal a 1 ou 2.
Revenons maintenant au calcul du reste de ), (z122)7 — oy (x122)7 dans
la base de Grobner (F;) :

lemg wam (r=(1...n)€S,)

ceH

= Z —xY + Sir(i)YTq + Sr(4),iTTq + Sir (i) TLr (i) + Sr(i),iyxr(i))



150 ANNEXE C. ETUDE DE LA LISSITE DE SL,.E/H

et
Z(zlxg)U = Z (—xy + Sip2 () YTi + Sp2() i TT; + 8;,02()TTy2(s) + Sr2(i)7iyl’r2(i)>
oceH =1
d’olt
Z(l‘ll’g)g — Z Ill‘g Z Sr(i),i + Sr=1(d),i — Sr2(i),i — 57"—2(@'),1‘) TT; + ...
ceH oceH =1

(Si,r(i) + Sr-1(3i),i = Sigr2() — Sz‘,r2(i)> yw,}

or sj; = b(cy1,¢5,¢,¢4) =1 —b(c1,¢i,¢5,¢4) =1 —s;; donne

(Si,r(i) + Sr=1(3),i — Sir2(i) — Si,r2(z‘)) = - (Sr(i),i + Sr=1(i),i — Sr2(i)yi — 3r2(z‘),7;)

d’ou :
Z(xlliz)" - 2(931363)0 = Z (Sr(iyi + Sr—1(0)0 — Sr2(i)i — Sr—20)4) (T — Y) @5
oceH ceH =1

Par ailleurs

s = b(c, ¢y cj,c0) = b (17Wi_1,wj_17w)
Lo (@ —w) (=) (1w
1—w) (w1 —wi1) = (1= o) (@2 — w2

_
(
permet d’écrire, en tenant compte de w" =1

Sr(i),i = Sitli Sr=1(i)g = Si—14  Sr2(i),i = Si+2,  Sr—2(i); — Si—2,i

donc Sr(i)i T Sr=1(i),i — Sr2(i),i — Sr—2(i) est égal a :

(1—w™H1—w!

) 1—w™ ) (1—w?
(1 —w) (w2 —wi 1)

w')

)

( )
o) (@ 2w
(1—wi ) (1w
( )

1 —w) (w2 —wi

A G
(=) @7 — ot
I
ﬂ—wfw“%1+w) | |
( —w' ) (14w + (1 -0 = (1-u)




C.2. PLONGEMENTS SINGULIERS DE LA FORME SL,.E/H 151

et on a donc bien ), (2122)7 = > y(x123)7 = 0 dans C w4, ..., 2,] /1.

Montrons maintenant par récurrence sur i que y___, (212;)° € (p2) pour i =
4,...,n—1.

En développant F;_;; on peut écrire dans C [z1,...,2,] /] :

T1T; = ar1x9 + b2 1 + cxox; 1 + drox; + ex;_1x;  (a,b,c¢,d,e € C)

donc

Z (r12;)” = (a +€) Z (z122)7 4+ (b+d) Z (z12i-1)" + e Z (xow;_1)”

oceH oceH oc€eH oc€EH

et Y pen (117:)7 € (p2).
Enfin le développement de (3 . x‘l’)Q donne immédiatement Y, (27)* €

(p2)-
Pour terminer la preuve, il reste & montrer que p; = ZaeH(l’llL'Q.Tg)U et py =

> oen(@ix2)? sont indépendants dans H.
D’aprés ce qui précéde une éventuelle relation serait de la forme

A(U;{(a;mxg)a) + u;{(ﬁ@)o = a(%{ (331)0)3—1—
b(Z (xl)”) (Z (x1x2)0>

oceH oeH

En écrivant cette égalité sur A; = {(2,v,...,%), o,y € C} on trouve a = 0, \ =
2b, = b(n —2) ce qui donne

b [2 Z (2322)” + (n — 2) Z (w12973)7 — Z (1) Z (l‘leQ)U] el

oc€eH oceH o€eH oc€eH

il suffit donc de montrer que

2) " (2772)" + (n—2) Y (2122w3)” = Y (11)7 Y (m12)” ¢ 1

oeH o€eH oceH oc€EH

et pour cela il suffit de vérifier que le reste dans la base (Fj;) est non nul.
Dans C[z1,...,2,) /] on a pour i # j :

vl = x; (225)

=Z; (—l’y + aij$7; + Oljil'j)
= —TYx; + Oéij.T? + aji (—Iy + aijxi + ozjixj)

2 2
= Oéij.CCi + (—xy + OéijOéji> x; + Oéjil'j — Oéjil'y
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d’on
n

Z (513'%332)0 = Z (v i127) + ZAﬂ'i + A (A, A; € Clz,y])

ceH i=1 i=1
de méme, pour i # j # k :
rixjxy = (—xy + oux; + o) T
TiTjTp = —TYTE + QT Tk + QL Ty
= —zyzy + oy (—ry + and; + aprk) + oy (—ry + ajrr; + )

= — (Oéij + Oéjl') xry + OéijOéikSCi + aji()éjkl’j + akiijk

d’ou n
Z (1’11‘2%3)0 =B + ZBI:C’L (Bv BZ € (C[Qf, yD
c€EH =1
Enfin
() () = (o) (35)
oceH oceH i=1
= (Z ( Ty + oy i+1T4 + Qit-1,iLr(3) ) ( xl)
=1 i=1
:( nxy+z azz+1+azz 1 >( xl)
=1 =1
= —na:nyl + Z Qi1 + Q1) T+
J#i
Z (Qiiv1 + Qi) T2
=1
= Z (ai,i-l-l + Ckiﬂ;_l) T2 + C + Z Bzxz
i=1 =1

(Ca Cz € (C[IL', yD
Le terme en x? dans
2 Z (2322)” + (n —2) Z (z1203)7 — Z (21)7 Z (v122)7
ocH ceH ceH ceH

est donc 20y ;41 — (041 + 1) = @41 — ;-1 C'est a dire, en remplacant a;; par
(1= ™1) (1w 2)
Q5 = Si5Y + S5 et Sij par A—a) (@ —2—wi-2) -

1 3i—2 2i—3 3i—4 2i—2 i+1 2
Qiit1 — Qi = y( i— _I_wz _I_wz — W L +wz+ _wz)

(93 P Hw=1)(w+1) (w?=1) (" —1)
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Pour © = n ,par exemple, ce terme est non nul. pi,ps, ps, ps sont donc bien
indépendants dans m/m?.

O
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Annexe D

Dimension de ’espace tangent

On a vu a la section 5.7 que si Y est une orbite de type I d'un plongement
de SLy/H quelconque alors Y intersecte une B-carte X telle que X & U x (X /U
) et X /U soit une surface torique. Dans le cas ou Y n’est pas réguliére on a une
singularité rationnelle au point fixe p de X/U | Ful]. On peut consulter le théoréme 7
de [ Tim2| pour un résultat de ce type dans le contexte plus général des plongements
de G/H de complexité 1.

Si par contre Y est de type II, la nature de la singularité éventuelle de p dans
X /U est moins évidente. Dans cette section nous allons montrer comment on peut
cependant évaluer la dimension de 'espace tangent en p par un algorithme qui est
une variante de celui applicable dans le cas torique et qui fait appel aux fractions
continues de Hirzebruch-Jung | Ful, p. 46].

D.0.1 algorithme général

L’algorithme de calcul de la dimension de 'espace tangent s’obtient par appli-
cation des formules (D.1), (D.2) et du lemme D.0.2. Il consiste essentiellement en le
calcul de la dimension du sous-espace » jeP() ijaj+an_j dans l’espace vectoriel P,
de dimension fini (formule (D.2)). La remarque D.0.3 permet de prévoir le nombre
de calculs nécessaires.

Supposons pour fixer les idées que H soit cyclique d’ordre pair k = 2k’ et que Y
soit de type An(J1,---,7005 71,y - - Tar) OU J1, ..., jn sont M é léments de P/ H et
r1,...,7y sont M nombres rationnels tels que r; €] — 1;b(5;)].

Si l'on fixe les parameétres ¢ et e, (§ 5.4.1) la B-carte X qui intersecte Y définit
un hypercone C = |J,p: C; de I'hyperespace. On sait que tous les cones de C sont
droits sauf un nombre fini d’entre eux et il n’y a pas de cone plat. Chaque coéne
C, est alors engendré dans Q* x Q par (0,—1) et (1,0,) ou I, € Q et les I, sont
nuls sauf un nombre fini : [,,,...[,,. Les [,, doivent également vérifier la condition
SN 1. <0.O0n aen général N # M.

=1
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Choisissons e, = ¢pgoo comme & la section 5.4.2 et prenons t tel que zy =
oo. Dans l'exemple illustré par I'hypercone ci-dessous, {ji,...,ju} est formé de
I’élément non générique 0 € P*/H et de M — 1 éléments génériques de P1/H. On a
cependant N = M + 1 du fait du cone C,_ qui est non droit.

On a déja vu (§ 5.6) que C[ X/U | est engendré par les éléments de la forme
Hijil (t —x;)™ e avecm; > —nl;pouri=1,....,.N—1letmi+...+ my_1 < niy.

Rappelons que > I; < 0 implique en particulier que si Hfil (t — ;)™ e appar-
tient & C[X/U ] alors n < 0 (§ 5.6). L'entier n est le degré de I, (t—a)™ e
correspondant & action de T 2 C* sur C[X /U |.

Soit M 'idéal maximal qui correspond au point fixe p de X /U , idéal engendré
comme C-espace vectoriel par les éléements Hf\il (t —x;)™ e de degré non nul de
C[X/U .

Pour un entier positif n on note M,, I'espace vectoriel des éléments (nuls ou) de
degré —n et on pose M, = M,/ (M, N M?2).

Avec ces notations on a immédiatement

M/M? = P>, M, (D.1)

Soit P le semi-groupe additif des entiers n tels que a, > 0 et P (n) ensemble des
i€ {l,...,n} tels que i,n — i € P. Alors

dime (M) = dime (M) = dime( > MM, (D.2)

1€P(n)

ot M;M; est 'espace vectoriel engendré par les produits m;m; pour m; € M,
et mj S M e
Posons X =t et Y = e,. Le résultat suivant est le premier pas vers le calcul de

dim¢ (Mvn> )

Lemme D.0.1

On a M,, = F,F,, ou P; est l’espace vectoriel des polynomes en X de degré inférieur
ou égal a j et F,, = Y™ Hf\:ll (X — a:l-)f[*lm]. En particulier dim¢ (M,,) = a, + 1
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avec

ou [x] désigne la partie entiére de .

Preuve : M,, est engendré par les éléments de la forme

N-1 N-1
f=1]&x=z)m Y"H — ;)T
i=1 1=

N-1
= [I X =)™ T = 7, TT (X = a0
3 =1

ou l'on a posé vi = m; + [—lin] (> 0). Comme ZZ]\L —[—nl;] < Z "y < [l
ona YNty < SOV [—nl] = a, et en développant [, (X — ;)" on voit que
M, = F,P,,

O

On est maintenant en mesure de calculer la dimension de Ziep(n) MM, _; et

donc de M,, par simple algébre linéaire dans un espace vectoriel de dimension fini
avec le lemme suivant.

Lemme D.0.2 Soit [; = —% pouri=1,...,N. Pour n € N* on note r’ le reste
de la division euclidienne de np; par q; et on pose, YV n € P+P,Vje{l,...,n}, V
ie{l,...,N}:

; ’ 1 si 7t <rt
— |7t v = 4 J )
[ry, < 7}] { 0 si £l (notation de Iverson [ Kn, p. 24])

- fJ = Hz 1 (X _xi)mqﬁ

Alors
dime (ziep(n) MjMn_j) — dime (zjep(n) fjpaj+an_j) (D.3)
Preuve : tout d’abord pour tout ¢ € {1,..., N} et tout j € {1,...,n} il est facile
de vérifier que [—nl;] — [—jl] — [ (n —7) ;] = [} < 7“;]
De M; = Y/FP, = Y/[['' (X — ;)10 Paj (preuve du lemme D.0.1)
on déduit que M;M,_; = Y T[N (X —2,)” [=nli] 5 (x ;) <) Piiva, ; =
F f.] aj‘i’”ﬂn,—]

O
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Remarque D.0.3 Ecrivons [; = _%‘ irréductible et posons ¢ = ppem{q, ..., qn},
l; = —%. On vérifie facilement que : a, = ZZ]L si > 1, aggym =k (ZZ]\LI 8¢> + a,,
pour tout k € N et riLJrq = ri. Les deux premiers points permettent de calculer

facilement une valeur de n a partir de laquelle dim¢ (ﬂn) = 0. En effet si a,, > 0
quand m > ng alors fy Py tq,_, = Pa, et My, = {0} dés que n > q+ ny.

D.0.2 Dimension de ’espace tangent et fractions continues

Dans certains cas le calcul de la dimension de Mvn par I'égalité D.3 et de M/ M?
par l’égalité D.1 se raméne au calcul d’'un nombre fini de fractions continues de
Hirzebruch-Jung.

Lemme D.0.4
Soitn € N*, a, = S0 [-nli] et P(n) ={i € {1,...,n—1} /as, an_; > 0}
1. Sia,+1>N sup{[ri < r],j € P(n)} alors

N

dim(c(ﬂ/lvn) = Zinf{[r; < r;'-],j eP(n)}

=1

2. Supposons que a, +1 > N pour tout n > 0.Alors :

(a) Pour p,q € Z*XZ* et n € N notons r, le reste de la division eucli-
dienne de np par q et posons ¢ (p,q) =nombre des entiers n > 1 tels que
Vi € {1,...,n — 1},r, < r;. Alors la dimension de M/M? est égale a

SN0 (pi, ) avee l; = — B irréductible.
(b) Soit
q 1
- = ay — -
as — !
o

la fraction continue de Hirzebruch-Jung de —q/p alors ¢ (p,q) = 1.

Preuve de la partie 1 du lemme D.04 :
Remplagons f; =[], (X — )< par

N-1 N
rN TI.V T‘il 7”1: o [T:L <T“ﬂ
fi =20 [ (X w2yl =1, (D.4)
i=1 =1
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et P, par l'espace R,, des formes homogénes en X, Z de degré n. L’égalité D.3 s’écrit

alors
dim@( Z MjMnj) = dimC( Z ijaj+anj>

1€P(n) jEP(n)

Commencons par démontrer le résultat général suivant :

Lemme D.0.5
Soit fi,..., fr des polynomes homogeénes en X, Z de degré inférieur ou égal a m.
On a

flRm—deg(fl) +...+ fkRm—deg(fk) C ngd(fl, cee 7fk)Rm—deg(pgcd(fl,...,fk.))
et si dim(R,,) = m+ 1 > deg(ppem(fy, ..., fr)) alors

flRmfdeg(fl) +...+ prmfdeg(fk) = ngd(fh sy fk)Rmfdeg(pgcd(ﬁ,...,fk))

Preuve : linclusion s’obtient en mettant en facteur pged(fi,..., fr) dans
J1BRm—deg(f1) + - - + fpRm—deg(s,). Pour I'égalité il suffit de prouver le résultat dans
le cas particulier pged(f;) = 1, ce que nous supposerons. Enfin par une récurrence
facile sur k on peut se ramener au cas k = 2.

Considérons I'application linéaire ® de Ry,_deg(f,) X Rm—deg(fo) dans Ry, qui a
(a,b) associe af; + bfs.

Un élément (a,b) de son noyau vérifie af; = —bfy. Si m > deg(f1) + deg(f2) =
deg(ppem(fi, f2)), cela équivaut a l'existence de ¢ € Ry, —deg(f,)+deg(f2) tel que a = cfy

et b= —cfs. On a par conséquent la suite exacte :
v é
0 = Rp-@ea(f)rdea(s) = Flm-deg() X Fon-deg(p) = flm = 0
c — (a,b) = afi +bfs

qui permet de conclure rapidement.
O

Appliquons le lemme précédent a {f;,j € P (n)}.
Comme a, +1 > ¥, sup{[ri, < ri},j € P (n)} = deg (ppem{f;,j € P (n)}),
on a

dim(c (.//\\/l/n) = dim(c (Mn) — dim(c( Z ijaj+anj)

JEP(n)
=a, + 11— (an - deg (ngd{f]aJ eP (n)}) + 1)

- Zinf{[r; <), j €P(n)}

=1
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Preuve de la partie 2 du lemme D.0.4 :
L’hypothése entraine a,, > 0, Vn >0 d’ou P (n) = {1,...,n— 1} et

N
dime (M) =Y inf{[rl < ri],1<j<n—1}

i=1

D’ou
400 . +oo N A A
dime (M/M?) = Zdimc(/\/ln) = Z Zinf{[r; <r,j=1,...,n—1}
n=1 n=1 i=1
N +Hoo

=> ) inf{[rh <rili=1,...,n—1}

i=1 n=1
N

=> v a)
=1

Le point 2.b) du lemme est une conséquence de la remarque suivante : si r est le
reste de la division euclidienne de —g par p alors ¢ (p,q) =1+ ¢ (r,q).

O
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