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Chapitre 1

Introduction

L'objet de ce travail est l'�etude des vari�et�es alg�ebriques complexes munies d'une

action alg�ebrique de SL

2

et qui contiennent SL

2

=H comme orbite ouverte, H �etant

un sous-groupe �ni de SL

2

:

Plus pr�ecis�ement on d�e�nit un plongement homog�ene de SL

2

=H comme la don-

n�ee d'une SL

2

-vari�et�e irr�eductible normale X (quasi-projective ou non) contenant

SL

2

=H comme orbite ouverte et d'un morphisme SL

2

-�equivariant de SL

2

dans X.

Les plongements homog�enes lisses ainsi que les plongements minimaux (plonge-

ments lisses et complets qui ne sont pas des �eclatements d'un autre plongement lisse

complet) de SL

2

=fIdg et de SL

2

=f�Idg ont �et�e d�etermin�es par Lucy Moser dans sa

th�ese [ M1] dans le cadre de la classi�cation de Luna-Vust de tous les plongements

homog�enes normaux de SL

2

=H. L'objet du pr�esent travail est de compl�eter ces r�esul-

tats en d�eterminant les plongements homog�enes lisses de SL

2

=H et les plongements

minimaux pour les sous-groupes �nis H de SL

2

autres que fIdg et f�Idg.

Dans le cas particulier des plongements minimaux projectifs on retrouve les

r�esultats de Tetsuo Nakano [ Nak]. En utilisant des r�esultats d'Alessandra Iozzi

et Jonathan Poritz [ I-P] sur la normalit�e de la fermeture d'une SL

2

-orbite quel-

conque de (P

1

)

n

et le groupe de ses SL

2

-automorphismes on donne une description

g�eom�etrique di��erente de celle de Nakano pour certains des plongements minimaux

projectifs. Plus g�en�eralement on d�ecrit de cette fa�con tous les plongements projectifs

de SL

2

=H, H d'ordre pair, qui contiennent exactement une orbite de dimension 1.

On �etablit un crit�ere de quasi-projectivit�e pour un plongement homog�ene quel-

conque de SL

2

=H; crit�ere qui permet en particulier de v�eri�er l'existence d'un

plongement minimal non projectif dans le cas H cyclique.

En�n on d�emontre d'une autre fa�con un r�esultat de D. Luna sur l'inexistence de

compl�etion magni�que de SL

2

=H (d�e�nition au x 6.7.3)

5



6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Vari�et�es toriques et plongements homog�enes

de G=H

Dans toute la suite le corps de base est C .

Soit X une vari�et�e alg�ebrique et G un groupe alg�ebrique a�ne. Une action al-

g�ebrique de G sur X est la donn�ee d'un morphisme de G �X dans X qui �a tout

couple (g; x) de G�X associe un �el�ement not�e g:x deX et qui satisfait les conditions

suivantes :

{ Id:x = x pour tout x 2 X

{ g: (g

0

:x) = (gg

0

) :x pour tout g; g

0

2 G; x 2 X:

X muni de cette action est appel�ee une G-vari�et�e.

SiX contient une orbite ouverte alors on dit que X est un plongement homog�ene,

ou simplement un plongement, de G=H. Quand dim(G) = dim(X) cela revient �a

dire que X contient un point dont le sous-groupe d'isotropie est �ni.

Quand G = (C

�

)

n

le plongement ou la vari�et�e X est dit torique ([ Ful], [ Oda]).

Nous verrons que l'�etude locale des plongements de SL

2

=H fait intervenir de telles

vari�et�es toriques avec G = (C

�

)

2

.

Pour construire un exemple de vari�et�e torique a�ne consid�erons un cône rationnel

poly�edral strictement convexe de R

n

c'est-�a-dire un cône C de la forme R

+

e

1

+ : : :+

R

+

e

k

avec e

1

; : : : ; e

k

2 Z

n

et tel que C ne contienne aucune droite passant par

l'origine. Notons V l'intersection de C avec Z

n

et formons la sous-alg�ebre A de

C [X

1

; : : : ;X

n

] engendr�ee comme C -espace vectoriel par les mônomes X

�

1

1

: : :X

�

n

n

o�u le multi-indice (�

1

; : : : ; �

n

) d�ecrit V . L'alg�ebre A est de type �ni car V est un

semi-groupe �niment engendr�e (lemme de Gordon) et son spectre X est une vari�et�e

torique : (C

�

)

n

agit sur A par (�

1

; : : : ; �

n

) :X

�

1

1

: : :X

�

n

n

= �

�

1

1

: : : �

�

n

n

X

�

1

1

: : :X

�

n

n

: Les

propri�et�es de la vari�et�e X et de l'action du tore (C

�

)

n

se d�eduisent des propri�et�es

du cône V de Z

n

. Par exemple comme V est satur�e (t:v 2 V implique v 2 V si

t 2 N

�

et v 2 Z

n

) on peut montrer que A est int�egralement clos et X est alors une

vari�et�e normale. Par ailleurs soient v

1

; : : : ; v

m

les vecteurs primitifs sur les arêtes de

Z

n

. Alors la vari�et�e X est lisse si et seulement si m = n et si v

1

; : : : ; v

n

engendrent

le Z-moduleZ

n

c'est-�a-dire si le d�eterminant des v

i

vaut �1.

En r�ealit�e toute vari�et�e a�ne torique normale est de la forme pr�ec�edente et toute

vari�et�e alg�ebrique torique normale s'obtient en recollant de telles vari�et�es a�nes

toriques. Ce dernier point est une cons�equence du r�esultat g�en�eral suivant dû �a

Sumihiro :

Si G est un groupe r�eductif et X est une G-vari�et�e normale alors tout

point x de X est contenu dans un ouvert G-stable

�

X qui est G-isomorphe

�a une vari�et�e quasi-projective o�u G agit par automorphismes de l'espace

projectif. Si G est un tore on peut choisir

�

X a�ne.
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On a ainsi une �el�egante classi�cation combinatoire de toutes les vari�et�es toriques

normales qui a donn�e de nombreux r�esultats dans l'�etude de ces vari�et�es.

Dans un article de 1973 [ Pop], V.Popov a obtenu une classi�cation combinatoire

des plongements homog�enes a�nes de SL

2

. Cependant, contrairement �a ce qui se

passe pour les vari�et�es toriques normales, une SL

2

-vari�et�e normale ne peut pas en

g�en�eral être recouverte par des ouverts a�nes stables par SL

2

.

D.Luna et T.Vust, dans leur article de 1983 [ LV], contournent l'obstacle en

utilisant le th�eor�eme de Sumihiro pour prouver le fait suivant valable pour un groupe

r�eductif connexe G et une G-vari�et�e alg�ebrique normale :

Si B est un sous-groupe de Borel �x�e de G (un sous-groupe r�esoluble

connexe maximal de G) alors toute G-orbite Y de X rencontre un ouvert

a�ne B-stable

�

X.

Un groupe G est dit r�eductif quand tout G-module rationnel est somme directe

de G-modules irr�eductibles. SL

2

est un exemple de tel groupe.

Si on �xe un point e de l'orbite ouverte d'un plongement X de G=H alors l'ap-

plication g 7! g:e est un G-isomorphisme entre G=H et l'orbite ouverte G:e de X.

Via cet isomorphisme l'anneau local de toute G-orbite de X est un sous-anneau du

corps des fonctions rationnelles C (G=H) de G=H: La classi�cation de Luna-Vust

des plongements homog�enes de G=H repose sur la classi�cation des sous-anneaux

de C (G) qui peuvent être obtenus de cette mani�ere, anneaux locaux que nous ap-

pellerons dor�enavant G-germes selon la terminologie de Timashev [ Tim]. La d�e�-

nition de Luna-Vust d'un plongement homog�ene est donc un peu di��erente de celle

donn�ee plus haut, elle fait intervenir le point e choisi dans l'orbite ouverte qui permet

l'identi�cation entre les corps C (G=H) et C (X) :

Si G est un groupe alg�ebrique et H un sous-groupe alg�ebrique de G on

appelle plongement homog�ene (X; e) de G=H la donn�ee d'une G-vari�et�e

alg�ebrique irr�eductible contenant une orbite ouverte et d'un point e (le

point de base du plongement) ayant H comme sous-groupe d'isotropie.

Un morphisme entre deux plongements (X; e) et (X

0

; e

0

) est un mor-

phisme alg�ebrique G-�equivariant (un G-morphisme) qui envoie e sur e

0

.

Dans le même article Luna et Vust donnent une m�ethode g�en�erale pour d�eter-

miner tous les G-germes normaux possibles ainsi que les collections de G-germes qui

correspondent �a (et d�e�nissent) un plongement homog�ene dans le cas o�u l'alg�ebre

C [G] est factorielle. Cette m�ethode d�ebouche sur une classi�cation combinatoire de

tous les plongements homog�enes normaux de G=H si l'on sait d�ecrire l'ensemble des

valuations B-invariantes de C (G=H). Cette d�etermination est particuli�erement sim-

ple quand la complexit�e de G=H, c'est-�a-dire la codimension minimale des orbites

de B dans G=H; est inf�erieure ou �egale �a 1 [ LV].

Dans le cas o�u la complexit�e de G=H est nulle, c'est-�a-dire quand B a une orbite

dense dans G=H, on peut montrer par exemple que tous les plongements ont un
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nombre �ni d'orbites. Les vari�et�es de ce type sont appel�ees vari�et�es sph�eriques et

leur �etude fait l'objet de nombreux travaux (voir par exemple [ BLV]).

Dans le cas G = SL

2

et H = Id (la complexit�e de SL

2

=H vaut 1) Luna et

Vust montrent qu'un plongement homog�ene normal de SL

2

=H est d�etermin�e par un

nombre �ni de rationnels et d'�el�ements de P

1

. Ces informations sont repr�esent�ees

par un diagramme en �etoile dont l'ensemble des branches est en bijection avec P

1

.

On identi�e une branche �a l'intervalle [�1; 1] de Q et un rationnel sur une branche

donn�ee correspond �a une valuation SL

2

-invariante de C (SL

2

) : Sur le diagramme

d'un plongement X on repr�esente en trait plus �epais toutes les valuations SL

2

-

invariantes dont l'anneau domine l'anneau local d'une orbite de X.

Les orbites sont class�ees en cinq types appel�es : B

0

; C; A

N

(N 2 N

�

); AB; B

+

;

B

�

: Les orbites de type B

0

sont les points �xes, celles de type C sont de dimension 2,

les autres sont de dimension 1 (d�e�nitions au x3.5). Pour un type donn�e une orbite

est repr�esent�ee sur le diagramme par un ou plusieurs segments qui correspondent �a

l'ensemble des valuations SL

2

-invariantes dominant son anneau local.

B-

A
2

C

AB
-1

1

1

1

1

Le plongement qui correspond �a ce diagramme a une orbite ouverte, une orbite

de type A

2

; une orbite de type B

�

, deux orbites de type AB et quatre orbites de

type C:

Dans le cas G = SL

2

; H un sous-groupe �ni de SL

2

; L. Moser [ M1] applique

la même m�ethode pour obtenir une classi�cation des plongements homog�enes nor-

maux de SL

2

=H et les diagrammes correspondants. Les branches de ces nouveaux

diagrammes repr�esentent cette fois des �el�ements de P

1

=H: On en trouvera dans la

pr�esente th�ese de nombreux exemples.

Une SL

2

-orbite d'un plongement X de SL

2

=H est soit enti�erement form�ee de

points lisses soit enti�erement form�ee de points singuliers. Dans le premier cas on dira

que l'orbite est r�eguli�ere. Par cons�equent une orbite est r�eguli�ere si et seulement si

son anneau local est r�egulier. Pour H = fidg ou f�idg les m�ethodes d�evelopp�ees

par L.Moser permettent de trouver des conditions de r�egularit�e pour tous les types

d'orbites mais elles s'av�erent insu�santes en l'�etat pour la g�en�eralisation �a tout type

de sous-groupe �ni H de SL

2

:

Le point de d�epart de notre travail a �et�e de compl�eter ces r�esultats en donnant

les conditions de r�egularit�e des SL

2

-orbites pour tous les sous-groupes �nis H (cy-
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cliques, binaires di�edraux, t�etra�edraux, octa�edraux et icosa�edraux) en introduisant

syst�ematiquement pour chaque orbite Y une certaine surface torique dont la lissit�e

est �equivalente �a la r�egularit�e de Y .

1.2 Plongements lisses de SL

2

=H

Dans toute la suite on d�esignera par plongement de SL

2

=H un plongement

homog�ene normal de SL

2

=H .

Les conditions de r�egularit�e des SL

2

-orbites d'un plongement de SL

2

=H font

l'objet des propositions 1 �a 6.

Pour les orbites de type A

N

; B

+

; B

�

la liste des orbites r�eguli�eres est constitu�ee

de quelques familles d�etermin�ees chacune par un nombre �ni d'�el�ements de P

1

=H et

une suite de nombres rationnels.

Une orbite de type AB est d�e�nie par un �el�ement D de P

1

=H et deux nombres

rationnels r

1

et r

2

appartenant �a un intervalle qui d�epend de D: La condition de

r�egularit�e s'exprime dans ce cas par une condition arithm�etique sur r

1

et r

2

(propo-

sition 4) analogue �a la notion de fractions adjacentes :

p

q

et

p

0

q

0

irr�eductibles sont

adjacentes quand jpq

0

� p

0

qj = 1.

Exposons la m�ethode que nous utiliserons pour trouver les orbites r�eguli�eres.

Il est d�ej�a connu que les points �xes d'un plongement homog�ene X de SL

2

=H

sont singuliers (c'est une cons�equence du th�eor�eme du slice �etale de Luna [ L]).

Comme X est normal les SL

2

-orbites de codimension 1 sont toujours r�eguli�eres.

Reste �a �etudier le cas des SL

2

-orbites de codimension 2.

Soit Y une orbite de dimension 1 de X.

On �xe un sous-groupe de Borel B de SL

2

, un tore maximal T de B et on note

U le radical unipotent de B: On a vu �a la section pr�ec�edente qu'il existe un ouvert

a�ne B-stable

�

X de X qui intersecte Y: Un tel ouvert

�

X sera appel�e une B-carte.

H agit sur C (SL

2

) par translation �a droite et SL

2

; U;B; T agissent sur C (SL

2

)

par translation �a gauche. Consid�erons le quotient alg�ebrique

�

X==U = spec(C [

�

X]

U

)

o�u C [

�

X]

U

est l'alg�ebre des �el�ements de C [

�

X] invariants par U (C [

�

X]

U

est de type

�ni : [ LV] et [ Tim]). D'apr�es le lemme 5.1.1 p 38 ce quotient n'est autre que le

quotient g�eom�etrique

�

X=U , et nous adopterons dor�enavant cette notation.

Un r�esultat de D.Luna [ BLV] permet de ramener la r�egularit�e de l'anneau local

de Y dans X �a la lissit�e du point p image de Y\

�

X dans

�

X=U . Par cons�equent on

r�eduit le probl�eme de la lissit�e d'un point dans une vari�et�e de dimension 3 �a celui de

la lissit�e d'un point dans une vari�et�e de dimension 2. Ce proc�ed�e, d�eja employ�e par

L.Moser dans le cas H = fIdg ou f�Idg est crucial dans le sens qu'il rend possible

des calculs autrement inextricables.

A ce stade il est possible de d�ecrire un algorithme pour �evaluer la dimension du

C -espace vectorielm=m

2

, o�u m est l'id�eal maximal du point p dans

�

X=U , en fonction
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des donn�ees de l'orbite Y . On peut utiliser �a cette �n la graduation de C [

�

X=U ] issue

de l'action de T

�

=

C

�

: Il est possible, mais fastidieux, d'en d�eduire des conditions de

r�egularit�e de Y . Ce fut notre premier chemin pour aboutir aux r�esultats de la section

4. Cependant, en s'aidant d'une repr�esentation un peu di��erente des B-cartes due �a

Timashev [ Tim], il nous est apparu apr�es coup que les B-cartes qui intersectaient

une orbite r�eguli�ere avaient une forme particuli�ere qui indiquait la voie d'une preuve

plus simple des conditions de r�egularit�e. Cette preuve consiste �a se ramener �a la

condition �el�ementaire de lissit�e d'une surface torique. C'est cette approche que nous

avons �nalement retenue.

Timashev distingue deux cas selon que la dimension de l'anneau O

B

X;Y

des in-

variants par B de l'anneau local O

X;Y

de Y est de dimension 1 ou 0.

Si dim(O

B

X;Y

) = 1 on dit que Y est de type I et on v�eri�e que Y ne peut intersecter

que des B-cartes

�

X de même type c'est-�a-dire telles que dim(

�

X==B)=1.

Si dim(O

B

X;Y

) = 0 alors Y est dit de type II. On montre que Y ne peut intersecter

qu'une seule B-carte

�

X et que

�

X est alors de type II c'est-�a-dire qu'elle v�eri�e

dim(

�

X==B)= 0.

Dans tous les cas T

�

=

C

�

� SL

2

a une action sur

�

X=U pour laquelle p est

l'unique point �xe.

Dans le cas d'une orbite Y de type I, on montre que, quitte �a remplacer Y;X

par Y

0

,X

0

tels que O

X;Y

= O

X

0

;Y

0

, on peut choisir la B-carte

�

X (dans X

0

) telle

que le quotient

�

X=U soit une surface a�ne torique. L'action du tore (C

�

)

2

sur

�

X=U

prolonge celle de T

�

=

C

�

d�ecrite ci-dessus. Les caract�eres correspondant aux (C

�

)

2

-

vecteurs propres de C [

�

X=U ] forment un cône de Z

2

engendr�e par deux �el�ements

primitifs u

1

; u

2

. La condition de lissit�e de p dans

�

X=U est �el�ementaire : u

1

; u

2

doivent

engendrer Z

2

c'est-�a-dire jdet (u

1

; u

2

) j = 1.

Dans le cas d'une orbite Y de type II, Y n'intersecte qu'une seule B-carte

�

X. Si

le point p est lisse dans

�

X=U on montre que

�

X=U est encore une surface torique pour

une action de (C

�

)

2

prolongeant celle de C

�

; action que l'on peut d�ecrire pr�ecis�ement

en fonction des donn�ees qui d�e�nissent O

X;Y

dans la classi�cation de Luna-Vust.

Cette preuve apporte une information suppl�ementaire sur la g�eom�etrie des plonge-

ments lisses (voir l'introduction du chapitre 5) :

Si X est un plongement lisse de SL

2

=H alors tout point de X appartient

�a un ouvert isomorphe �a C

3

ou �a C� (C

2

n l) o�u C

2

est muni d'une

certaine action de C

�

pour laquelle l est une C

�

-orbite:

Dans le cas des SL

2

-orbites de type I nous donnerons, sur une suggestion de

M.Brion, une autre d�emonstration des conditions de r�egularit�e de O

X;Y

reposant

sur le th�eor�eme du slice �etale de Luna ([ L]). Cette autre preuve permet de mieux

comprendre la formulation des conditions de r�egularit�e.
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1.3 Mod�eles mimimaux

Apr�es l'obtention des conditions de lissit�e des plongements de SL

2

ou SL

2

=f�Idg

le travail de L.Moser a consist�e �a relier la g�eom�etrie d'un plongement aux informa-

tions lisibles sur son diagramme de Luna-Vust. Elle a en particulier dans [ M1] et

[ M2] �etabli la liste de tous les mod�eles minimaux. Pour H �x�e on dit qu'un plonge-

ment est mimimal si c'est un plongement homog�ene lisse et complet de SL

2

=H qui

ne peut pas être obtenu par �eclatement (SL

2

-�equivariant) d'un autre plongement

homog�ene lisse et complet de SL

2

=H. Dans [ M3] elle a �etudi�e les anneaux de Chow

des plongements de SL

2

et donn�e un crit�ere de projectivit�e des plongements lisses

et complets de SL

2

.

Avec notre description de tous les plongements lisses de SL

2

=H pour un sous-

groupe �ni H quelconque de SL

2

il devient naturel de chercher �a �etendre les r�esultats

pr�ec�edents. C'est ce que nous avons fait pour les mod�eles minimaux (section 6) et

le crit�ere de quasiprojectivit�e (section 6.7.1).

Pour les mod�eles minimaux nous avons suivi la m�ethode de L.Moser [ M1] avec

comme unique di��erence que les suites de fractions adjacentes sont remplac�ees par

des suites de fractions c-adjacentes (voir d�e�nitions 4.3.1 et 4.3.2). Au cours de la

d�emonstration nous indiquons comment on peut d�eterminer (dans la classi�cation

de Luna-Vust) l'�eclat�e d'un plongement lisse quelconque de SL

2

=H le long d'une

orbite de dimension 1. La liste des diagrammes des mod�eles minimaux pour chaque

type de sous-groupe H est donn�ee �a la section 6.2.

Pour H �ni quelconque les plongements minimaux de SL

2

=H avaient d�ej�a �et�e

trouv�es et d�ecrits par Nakano dans le cas projectif �a l'aide de la th�eorie de Mori

[ Nak]. Au x 6.7 nous �etablissons la correspondance entre nos listes de diagrammes

des plongements minimaux projectifs et les listes de Nakano.

1.4 crit�ere de quasi-projectivit�e

Pour un plongement homog�ene quelconque de SL

2

=H; c'est-�a-dire qui n'est pas

n�ecessairement lisse ou complet, nous d�emontrons au x 6.7.1 un crit�ere pour d�eter-

miner si la vari�et�e du plongement est quasi-projective en fonction de son diagramme.

En particulier, dans le cas o�u H est cyclique d'ordre n, nous mettons en �evidence un

plongement minimal non projectif qui contient un nombre d'orbites qui crô�t avec

n.

La preuve que nous donnons de ce crit�ere est une application d'un crit�ere d'am-

plitude des diviseurs de Cartier dans le cadre plus g�en�eral des plongements de G=H

avec G r�eductif et G=H de complexit�e 1 [ Tim2]. Nous d�eterminons explicitement

un diviseur ample pour tous les plongements projectifs de SL

2

=H.
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1.5 Plongements magni�ques

En utilisant notre d�etermination combinatoire compl�ete de tous les plongements

lisses nous retrouvons au x 6.1 un r�esultat de D.Luna sur l'inexistence de plongement

magni�que de SL

2

=H. On montre en particulier que tout plongement de SL

2

=H

contenant exactement l'orbite ouverte, une orbite de dimension 1 et deux orbites

de dimension 2 est tel que les fermetures des orbites de dimension 2 s'intersectent

tangentiellement en l'orbite de dimension 1.

1.6 Plongements projectifs avec une seule orbite

ferm�ee

Soit n un entier sup�erieur ou �egal �a 3 et e un �el�ement de (P

1

)

n

dont toutes les

coordonn�ees sont distinctes. Alessandra Iozzi et Jonathan Poritz on d�emontr�e dans

[ I-P] que la fermeture Sl

2

:e de l'orbite de e pour l'action diagonale de SL

2

sur (P

1

)

n

est normale (mais singuli�ere si n > 3). Ils ont montr�e qu'un SL

2

-automorphisme de

Sl

2

:e ne peut être que la restriction d'une permutation des n coordonn�ees de (P

1

)

n

.

En utilisant ces r�esultats on donne �a la section 6.8 une description comme fermeture

d'orbite dans des produits de P

i

; de tous les plongements lisses et complets de

SL

2

=H avec une seule orbite de dimension 1. La lissit�e de ces plongements peut être

d�emontr�ee d'une mani�ere compl�etement ind�ependante de la th�eorie de Luna-Vust.

Nous en donnons un exemple �a l'annexe C dans le cas o�u H est cyclique d'ordre

pair.



Chapitre 2

La th�eorie de Luna-Vust

2.1 D�etermination d'un plongement homog�ene par

les anneaux locaux de ses orbites

Il s'agit ici d'un r�esum�e. Les d�etails et les preuves se trouvent dans l'article de

D.Luna et T.Vust [ LV]. L'article de Timashev [ Tim], auquel nous empruntons cer-

taines notations, contient �egalement un expos�e de la th�eorie avec des g�en�eralisations

et des variantes dans les d�emonstrations.

On se restreint encore dans ce chapitre au corps de base C . Soit G un groupe

alg�ebrique a�ne connexe et H un sous-groupe alg�ebrique de G (non n�ecessairement

connexe). Un plongement homog�ene de G=H est une vari�et�e alg�ebrique irr�eductible

X (non n�ecessairement quasi-projective) munie d'une action alg�ebrique de G et d'un

isomorphisme G-�equivariant de G=H sur une orbite ouverte de X.

La classi�cation de Luna-Vust des plongements homog�enes de G=H s'applique

au cas o�u G est r�eductif connexe, d'anneau de fonctions r�eguli�eres C [G] factoriel et

o�u X est une vari�et�e irr�eductible normale.

SoitK le corps des fonctions rationnelles de l'espace homog�eneG=H. Consid�erant

l'isomorphisme entre G=H et l'orbite ouverte de X, l'anneau local de toute sous-

vari�et�e alg�ebrique deX peut être vu comme un sous-anneau deK. Il est alors naturel

d'identi�er X �a l'ensemble des anneaux locaux de toutes ses sous-vari�et�es muni de

la structure de faisceau alg�ebrique induite par la structure de faisceau alg�ebrique

sur l'ensemble L (K) des localit�es g�eom�etriques de K:

Une localit�e g�eom�etrique de K est par d�e�nition une sous-alg�ebre de K qui peut

être r�ealis�ee comme le localis�e en un id�eal premier d'une C -alg�ebre de type �ni de

K; de corps de fractions K. L'ensemble L (K) de ces localit�es g�eom�etriques est muni

de la topologie de Zariski : un ouvert de base V (A) de cette topologie est l'ensemble

des localis�es en tous ses id�eaux premiers d'une alg�ebre de type �ni A quelconque de

K, de corps de fractions K.

13
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Consid�erons maintenant l'anneau local O

X;Y

d'une certaine G-orbite Y de X.

L'action de G sur G=H par translation �a gauche induit une action de G sur

K = C (G=H) (g 2 G; f 2 K; (g:f) (?) = f(g

�1

:?)) et une action de l'alg�ebre

de Lie de G sur K (par d�erivation): L'anneau local O

X;Y

appartient alors au sous-

ensemble L

1

(K) de L(K) form�e des localit�es g�eom�etriques stables par G et par

l'alg�ebre de Lie de G. Un �el�ement de L

1

(K) sera appel�e dans toute la suite un G-

germe. On peut montrer que X est en fait enti�erement d�etermin�e par l'ensemble

L(X) des G-germes associ�es �a toutes ses G-orbites.

Le programme consiste donc d'abord �a d�ecrire lesG-germes, ce qui se fait de fa�con

combinatoire simple dans le cas G = SL

2

(C ), puis �a d�ecrire des conditions pour

qu'une collection de G-germes soit e�ectivement l'ensemble L(X) d'un plongement

homog�ene X de G=H.

Si O est un G-germe, une r�ealisation g�eom�etrique de O est un plongement ho-

mog�ene X de G=H tel que O soit l'anneau local d'une G-orbite Y de X. On montre

que tout G-germe admet une r�ealisation g�eom�etrique.

Si X est un plongement �x�e de G=H l'application qui �a toute G-orbite Y associe

son anneau local O

X;Y

est injective. On se permettra souvent dans ce cas de confon-

dre Y etO

X;Y

: De même siD est un diviseur premier deX, on admettra la confusion

entre D et v

D

; la valuation discr�ete associ�ee. Pour les questions purement locales,

comme celle de la r�egularit�e d'un G-germe O, on ne pr�ecise pas n�ecessairement une

r�ealisation g�eom�etrique Y � X telle que O = O

X;Y

.

2.2 Utilisation des B-cartes intersectant une G-

orbite.

X �etant un plongement homog�ene de G=H, une B-carte a�ne

�

X de X est un

ouvert a�ne stable par B o�u B est un sous-groupe de Borel �x�e de G. Si X est un

plongement homog�ene normal de G=H et Y une sous vari�et�e ferm�ee de X stable par

G alors il existe une B-carte a�ne

�

X de X qui intersecte Y . Ce r�esultat s'appuie

sur le th�eor�eme suivant dû �a Sumihiro :

Si G est r�eductif et X est une G-vari�et�e normale alors tout point x de X

est contenu dans un ouvert G-stable

�

X qui est G-isomorphe �a une vari�et�e

quasi-projective o�u G agit par automorphismes de l'espace projectif.

Rappelons que dans le cas o�u G est un tore, Sumihiro montre que l'on peut

choisir

�

X a�ne. C'est le point de d�epart de la classi�cation des vari�et�es toriques.

Dans le cas G r�eductif on doit se restreindre �a un ouvert stable par B pour garder

un ouvert a�ne ( [ LV], [ Br]).

Convention : L'hypoth�ese de normalit�e �etant essentielle pour le r�esultat de

Sumihiro et par cons�equent pour la classi�cation de Luna-Vust, on supposera dor�e-
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navant que tous les plongements homog�enes consid�er�es seront normaux.

Soit

�

X une B-carte a�ne d'un plongement X de G=H. Comme

�

X est normal son

anneau de fonctions r�eguli�eres C [

�

X] est int�egralement clos. Comme il est �egalement

noetherien c'est un anneau de Krull [ Bou] et en particulier C [

�

X] =

T

p

C [

�

X]

p

o�u p

d�ecrit l'ensemble des id�eaux premiers de hauteur 1 de C [

�

X].

C [

�

X]

p

est l'anneau d'une valuation discr�ete de K, appel�ee valuation essentielle

de C [

�

X] et si l'id�eal p n'est pas stable par G alors p d�e�nit un diviseur de

�

X dont la

fermeture dans X intersecte G=H en un diviseur premier. Les valuations qui nous

int�eressent sont donc les suivantes :

1. V : ensemble des valuations discr�etes g�eom�etriques (l'anneau de valuation est

une localit�e g�eom�etrique) G-invariantes de K. En utilisant la r�eductivit�e de G

on montre qu'un �el�ement v de V est enti�erement d�etermin�e par sa restriction

�a K

(B)

o�u K

(B)

d�esigne l'ensemble des �el�ements de K qui sont semi-invariants

sous l'action de B.

2. D : ensemble des diviseurs premiers de G=H, ou par abus de langage ensemble

de leurs valuations associ�ees. On note v

D

la valuation associ�ee au diviseur

D 2 D.

3. D

B

: ensemble des �el�ements de D qui sont stables par B. Les valuations as-

soci�ees sont toutes les valuations discr�etes g�eom�etriques B-invariantes, non

G-invariantes, de C (SL

2

=H) :

Si D 2 D n D

B

alors sa fermeture D intersecte

�

X car sinon ce serait une com-

posante irr�eductible de codimension 1 de (G=H)n

�

X c'est-�a-dire un diviseur premier

B-stable. En particulier v

D

est essentiel pour C [

�

X]. On a donc :

C [

�

X] =

\

w2W

O

w

\

\

D2R

O

v

D

\

\

D2DnD

B

O

v

D

o�u W � V et R � D

B

.

W est �ni car si X est un plongement homog�ene de G=H contenant

�

X alors

les �el�ements de W sont les valuations associ�ees aux composantes irr�eductibles de

codimension 1 de X n (G=H) (n�ecessairement G-stables car G est connexe) qui

intersectent

�

X. Par contre R est co�ni, c'est-�a-dire de compl�ementaire �ni dans

D

B

. En e�et si un diviseur premier B-stable de G=H a une fermeture dans X qui

n'intersecte pas

�

X alors c'est l'une des composantes irr�eductibles de codimension 1

(B-stables car B est connexe) du compl�ementaire de

�

X dans G=H.

Luna et Vust donnent ensuite des conditions sur le choix de W � V et R � D

B

pour que (

T

w2W

O

w

) \ (

T

D2R

O

v

D

) \ (

T

D2DnD

B

O

v

D

) soit l'anneau des fonctions
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r�eguli�eres d'une B-carte

�

X : on dit alors que W et R d�e�nissent

�

X. Une pr�esenta-

tion des conditions de Luna-Vust est donn�ee par Timashev dans [ Tim]. Nous la

rappelons en 5.4 p 43 car elle nous sera utile pour l'�etude de la r�egularit�e de l'an-

neau local d'une orbite.

Consid�erons maintenant un G-germe O de r�ealisation g�eom�etrique Y � X (O =

O

X;Y

) et

�

X une B-carte a�ne de X qui intersecte Y en

�

Y d'id�eal premier I � C [

�

X].

Alors O = C [

�

X]

I

est encore un anneau de Krull et donc on a O =

T

p

C [

�

X]

p

o�u

cette fois p d�ecrit l'ensemble des id�eaux premiers de C [

�

X] de hauteur 1 contenus

dans I. On peut alors montrer que parmi ceux-ci les id�eaux p stables par B su�sent

�a d�eterminer O. Autrement dit les sous-ensembles V (Y ) et D

B

(Y ) de W et R

correspondant aux valuations associ�ees aux diviseurs premiersB-stables contenant

�

Y

d�eterminent enti�erement le G-germe O. Evidemment V (Y ) et D

B

(Y ) ne d�ependent

ni de la r�ealisation g�eom�etrique de O ni de la B-carte choisie mais uniquement du

G-germe. Ils forment avec DnD

B

l'ensemble des valuations essentielles de O. On

poura donc noter V (O) et D

B

(O) au lieu de V (Y ) et D

B

(Y ) :

D�e�nition 2.2.1 Nous appellerons simplement B-carte un ouvert a�ne B-stable

d'un certain plongement de G=H ou encore son anneau C [

�

X]. Une B-carte est donc

d�e�nie par les ensembles W(

�

X) et R(

�

X).

D�e�nition 2.2.2 Soit G=H

i

,! X un plongement homog�ene. Appelons squelette de

X l'ensemble Sk(X) des valuations associ�ees �a tous les diviseurs premiers G-stables

de X:

Remarque 2.2.3 Si

�

X� X est une B-carte alors

�

X est le compl�ementaire dans X

de la r�eunion des diviseurs D

v

(D

v

unique diviseur de X associ�e �a la valuation v)

quand v parcourt l'ensemble �ni (Sk (X) nW) [ (D

B

n R).

Pour que

�

X soit inclus dans un plongement X �x�e il est n�ecessaire que W soit

inclus dans le squelette Sk (X) de X:

D�e�nition 2.2.4 Nous dirons que le G-germe O est le localis�e d'une B-carte

�

X

pour dire que O est un localis�e de C [

�

X] ou encore que l'ensemble V (O) [ D

B

(O)

des valuations essentielles de O invariantes par B est inclus dans W(

�

X)[R(

�

X).

Notons que d'apr�es cette d�e�nition et la remarque pr�ec�edente si on a O = O

X;Y

pour un plongement X et une orbite Y de X alors O peut être le localis�e d'une

B-carte

�

X' d'un plongement X

0

di��erent de X.

Un autre point de vue est le suivant. On d�e�nit la facette deO comme l'ensemble

F (O) des valuations v 2 V qui dominentO. Le centre d'une valuation v quelconque

de F (O) dans

�

X est

�

Y. Donc W(

�

X), R(

�

X) et v d�eterminent O. L'introduction des

facettes pour la description des G-orbites permet de donner des conditions simples
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pour la s�eparabilit�e et la compl�etude d'un plongement homog�ene. On reviendra sur

ce point lors de l'�etude des plongements minimaux.

Dans le cas G = SL

2

(C ) et H �ni, Luna et Vust d�eduisent de leur �etude une

classi�cation des G-orbites des plongements homog�enes de G=H. Pour exposer cette

classi�cation nous avons besoin de d�ecrire plus pr�ecis�ement l'ensemble V des val-

uations G-invariantes de K = C (G=H) = C (G)

H

et l'ensemble D

B

des diviseurs

premiers B-stables de G=H. C'est l'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Plongements homog�enes de SL

2

=H

Notations :

{ SL

2

=

��

x y

z w

�

; x; y; z; w 2 C ; xw � yz = 1

	

. En particulier C (SL

2

) = C (x; y; z; w).

{ B =

��

a 0

b a

�1

�	

, U =

��

1 0

b 1

�	

et T =

��

a 0

0 a

�1

�	

.

3.1 Sous-groupes �nis de SL

2

SoitH un sous-groupe �ni de SL

2

et

e

H, de cardinal n, son image dans SL

2

=f�Idg

(identi��e au groupe des automorphismes de P

1

).

Les sous-groupes �nis de SL

2

sont de cinq types : cycliques, binaires di�edraux,

t�etra�edraux, octat�edraux et icosa�edraux. Deux groupes de même type et de même

ordre sont conjugu�es (ces r�esultats sont dûs �a F.Klein, une preuve se trouve par

exemple dans [ Sp]). On a card (H) = card(

e

H) si et seulement si �Id 62 H, ce qui

n'est le cas que si H est cyclique d'ordre impair.

Soit X un plongement homog�ene de SL

2

=H de point de base e. Un autre point

e

0

= �:e (� 2 SL

2

) de l'orbite ouverte a pour sous groupe d'isotropie �H�

�1

. Donc

X peut être vu comme un plongement homog�ene de SL

2

=(�H�

�1

) avec pour point

de base e

0

. Si l'on choisit pour chaque type de sous-groupe �ni de SL

2

un groupe

H auquel tous les autres groupes de même type sont conjugu�es, la connaissance

des plongements homog�enes de SL

2

=H su�t �a d�eterminer tous les plongements de

SL

2

=H

0

pour H

0

de même type que (i.e conjugu�e �a) H.

Notations :

{ n

j

: cardinal d'une orbite j de P

1

sous l'action de H (j 2 P

1

=H).

{ c

j

: ordre du sous-groupe d'isotropie d'un �el�ement quelconque d'une orbite j

de P

1

sous l'action de H. On a c

j

= card (H) =n

j

.

19
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2

=H

{ ec

j

: ordre du sous-groupe d'isotropie d'un �el�ement quelconque d'une orbite j de

P

1

sous l'action de

e

H . En particulier ec

j

= c

j

si card (H) est impair et ec

j

= c

j

=2

si card (H) est pair.

Deux orbites j et j

0

de P

1

sous l'action de H sont dites conjugu�ees quand il

existe � dans le normalisateur de H dans SL

2

tel que �:j = j

0

. Par exemple, deux

orbites non g�en�eriques (c'est-�a-dire ici de cardinal non maximal) sont conjugu�ees si

et seulement si elles ont même cardinal.

3.1.1 Cas o�u H est binaire di�edral, t�etra�edral, octat�edral ou

icosa�edral.

On a alors �Id 2 H d'o�u n = card(

e

H) =

1

2

card (H). Par ailleurs on peut

supposer, quitte �a remplacer H par l'un de ses conjugu�es, que

e

H � SU

2

(C ) =f�idg

o�u SU

2

(C ) = f

�

a b

�b a

�

= a; b 2 C ; jaj

2

+ jbj

2

= 1g. En identi�ant P

1

�a une sph�ere S

par projection st�er�eographique on a PSU

2

(C ) ' SO

3

(R) et

e

H est alors le groupe

des rotations laissant invariant un certain poly�edre (r�egulier dans le cas non di�edral)

P � R

3

. L'ensemble des sommets de P forment une orbite v (vertex) sous l'action

de

e

H, les centres des faces de P forment une autre orbite f (face) et les milieux

des côt�es une orbite e (edge). Les autres orbites ! sont dites g�en�eriques. Les orbites

non g�en�eriques de P

1

sous l'action de H correspondant �a v; f; e sont d�e�nies sans

ambigu��t�e seulement quand elles peuvent se distinguer par leur cardinal sinon elles

ne sont connues qu'�a conjugaison pr�es. Par exemple dans le cas o�u H est binaire

di�edral d'ordre 4k, f et e sont toujours conjugu�ees et si H est binaire di�edral d'ordre

8 (k = 2) alors v; f et e sont conjugu�ees.

Remarque : v peut repr�esenter dans certains cas une valuation. Le contexte su�t

pour lever l'ambigu��t�e, par exemple v (v; r) est la valuation SL

2

-invariante associ�ee

�a v 2 P

1

=H et r 2 Q (x 5.4.2 p. 45).

Si H est binaire di�edral et k = 1 alors H est �egalement cyclique (d'ordre 4).

Nous conviendrons de ne pas inclure ce cas dans les di�edraux : un groupe binaire

di�edral sera toujours suppos�e d'ordre strictement sup�erieur �a 4 (k � 2):

Dans le tableau suivant ! repr�esente une orbite g�en�erique de P

1

sous l'action de

H.

e

H n = n

!

n

v

n

f

n

e

ec

!

ec

v

ec

f

ec

e

di�edral 2k 2 k k 1 k 2 2

t�etra�edral 12 4 4 6 1 3 3 2

octa�edral 24 6 8 12 1 4 3 2

icosa�edral 60 12 20 30 1 5 3 2

Tab. 3.1: valeurs des n

i

et des ec

i

dans le cas non cyclique
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Les n

i

et les c

i

v�eri�ent les relations :

n

v

+ n

f

+ n

e

= n

!

+ 2

c'est-�a-dire

1

c

v

+

1

c

f

+

1

c

e

=

1

2

+

2

n

!

3.1.2 Cas o�u H est cyclique.

Soit k 2 N n f0g et H le sous-groupe cyclique d'ordre k de SL

2

(C ) engendr�e par

� =

�

" 0

0 "

�1

�

o�u " est une racine primitive k �eme de 1.

Sous l'action de H (ou son image

e

H dans PSL

2

(C )) sur P

1

on a deux points

�xes qui sont 0 = f[0 : 1]g et 1 = f[1 : 0]g. Les autres orbites, dites g�en�eriques,

sont de cardinal card(

e

H) = k=2 si k est pair et card(

e

H) = k si k est impair.

card (H) = k n

!

n

0

n

1

ec

!

ec

0

ec

1

impair k 1 1 1 k k

pair k=2 1 1 1 k=2 k=2

Tab. 3.2: valeurs des n

i

et des ec

i

dans le cas cyclique

Pour k = 1; 2 la r�egularit�e des orbites d'un plongement homog�ene de SL

2

=H a �et�e

enti�erement �etudi�ee dans [ M2]. Ces deux cas se distinguent des autres cas cycliques

par le fait que H op�ere trivialement dans P

1

. Les techniques d'�etude de la r�egularit�e

d'une SL

2

-orbite que nous exposerons sont valables pour un groupe cyclique d'ordre

k quelconque mais pour ne pas alourdir les preuves nous ne r�e�ecrirons pas les cas

k = 1 et 2, d�ej�a trait�es par L.Moser ([ M1], [ M2]).

3.2 Vecteurs propres de C (SL

2

) sous l'action de B

et H

Puisque B est de codimension 1 dans SL

2

, l'ensemble des diviseurs premiers de

SL

2

stables par B est simplement l'ensemble SL

2

=B ' P

1

des B-orbites de SL

2

.

Donc D

B

peut s'identi�er �a P

1

=H.

Pour la description d'un �el�ement ! de D

B

il est commode de consid�erer sa pr�eim-

age D par l'application quotient SL

2

! SL

2

=H. Cette pr�eimage est une r�eunion de

diviseurs premiers stables par B de SL

2

et D = g

�1

!

(0) o�u g

!

est le produit des fonc-

tions qui d�e�nissent (�a coe�cient multiplicatif pr�es) chacun de ces diviseurs (SL

2
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2

=H

est factoriel). Par sa d�e�nition g

!

est un �el�ement de C (SL

2

) semi-invariant pour les

actions de B et de H.

Notons C (SL

2

)

(B)

l'ensemble des vecteurs propres de C (SL

2

) sous l'action par

translation �a gauche de B. On v�eri�e que C (SL

2

)

(B)

est le sous-groupe multiplicatif

de C (x; y) engendr�e par (C x � C y) n f0g:

Notons C (SL

2

)

(B�H)

l'ensemble des �el�ements de C (SL

2

)

(B)

qui sont �egalement

vecteurs propres sous l'action par translation �a droite de H. Dans la suite B (ou

SL

2

) op�erera toujours par translation �a gauche et H par translation �a droite.

A tout �el�ement ! = f[a

1

: b

1

] ; : : : ; [a

n

!

: b

n

!

]g =

e

H .[a

1

: b

1

] de P

1

=H = D

B

associons l'�el�ement

g

!

=

Q

i

= 1

n

!

(a

i

x+ b

i

y) 2 C (SL

2

)

(B�H)

Par d�e�nition g

!

est d�e�ni �a un coe�cient multiplicatif pr�es par le choix des

repr�esentants (a

i

; b

i

) des [a

i

: b

i

]. Cette ind�etermination n'intervient ni pour le degr�e

de g

!

, ni pour le caract�ere de H associ�e �a g

!

comme vecteur propre, ni dans le calcul

de v(g

!

) o�u v est une valuation de C (SL

2

) : Les g

!

engendrent le groupe multiplicatif

C (SL

2

)

(B�H)

:

Tout �el�ement g de C (SL

2

)

(B�H)

s'�ecrit de mani�ere unique (�a coe�cient

multiplicatif pr�es) sous la forme

Q

(g

!

)

m

!

(m

!

2Z)

Preuve : Soit g =

g

1

g

2

2 C (SL

2

)

(B�H)

avec g

1

; g

2

2 C [SL

2

]

(B)

= C [x; y]

En multipliant haut et bas par

Q

�2H;� 6=Id

�:g

2

on peut consid�erer que g

1

et

g

2

sont tous deux dans C [SL

2

]

(B�H)

. Donc on peut supposer dans la preuve que

g 2 C [SL

2

]

(B�H)

.

Associons �a chaque �el�ement p de P

1

un �el�ement g

p

= ax+ by de C x� C y tel que

[a : b] = p et pour h; k 2 C (x; y) notons h � k quand il existe � 2 C

�

tel que h = �k.

Ainsi g 2 C (SL

2

)

(B�H)

signi�e que pour tout � 2 H; �:g � g.

La d�ecomposition en facteurs premiers de g (homog�ene) dans C [x; y] assure

l'existence d'un sous-ensemble �ni F de P

1

tel que g �

Q

p2F

(g

p

)

m

p

: Par ailleurs,

on v�eri�e que �:g

p

� g

�:p

pour � 2 H. De �:g � �:

�

Q

p2F

(g

p

)

m

p

�

�

Q

p2F

(g

�:p

)

m

p

et g � �:g on d�eduit alors que l'ensemble F est stable par H et que les �el�ements p

d'une même orbite de F sous l'action de H ont même multiplicit�e m

p

.

�

3.3 Espace vectoriel C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

:

Dans ce paragraphe nous rappelons un r�esultat qui nous sera utile dans certains

calculs (par exemple 5.4.1 p. 44) :
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2

]

(B�H)

N;�

0

: 23

les g

j

ec

j

pour j 2 P

1

=H ont même degr�e n et même caract�ere �

0

pour H

et engendrent un C -espace vectoriel de dimension 2.

Pour le voir simplement, commen�cons par �xer un repr�esentant �

i

2 H pour

chaque �el�ement de

e

H. Si � 2 C on pose g

�

=

Q

i=1:::n

�

i

:(�x + y) (g

�

� g

!

quand

! =

e

H:[�; 1] est g�en�erique ). Si h 2 H on d�e�nit �(h; �) par h:g

�

= �(h; �)g

�

. Ainsi,

� �etant �x�e, h 7! �(h; �) est un caract�ere de H: Mais H et son groupe des caract�eres

�etant �nis �(h; �) ne peut prendre qu'un nombre �ni de valeurs. Or, par un simple

calcul, on voit que �(h; �) est rationnel et donc continu en �. Donc �(h; �) est

constant pour h �x�e. Les ! =

e

H:[�; 1] g�en�eriques (on doit �eliminer quelques valeurs

de �) ont donc même caract�ere �

0

.

De plus si

e

H:[� : 1] est non g�en�erique, par exemple dans le cas non cyclique si

e

H:[�; 1] = v, on a g

�

= g

v

ec

v

qui a même caract�ere �

0

que les g

!

g�en�eriques.

En r�ealit�e les g

j

ec

j

pour j 2 P

1

=H forment un espace vectoriel de dimension

2, l'espace propre C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

. Ce fait, signal�e par Timashev dans [ Tim] se d�e-

montre facilement �a partir du th�eor�eme de L�uroth. En e�et C  C (SL

2

=B)

H

�

C (SL

2

=B) ' C (P

1

); d'o�u C (SL

2

=B)

H

= C (t) avec t = a=b , a; b homog�enes de

même degr�e dans C [x; y], de même caract�ere �

0

pour H et sans facteur commun

dans C [x; y] : On peut ensuite montrer que a et b engendrent C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

.

Exemple : supposons que H soit le sous-groupe binaire t�etra�edral de SL

2

engendr�e

par

a

0

= i

p

3=3

�

1 2

1 �1

�

, r

0

=

�

e

i

4�

3

0

0 e

i

2�

3

�

Comme sous-groupe d'automorphismes de P

1

,

e

H est engendr�e par a : z 7!

z+2

z�1

d'ordre 2 et r : z 7! e

i

2�

3

z d'ordre 3.

Ici n = 12; n

v

= n

f

= 4 et n

e

= 6:

v =

f

H: [1 : 1], f =

e

H: [0 : 1] ; e =

e

H: [� : 1] avec � = 1 +

p

3:

! g�en�erique est de la forme

e

H: [� : 1] avec [� : 1] =2 v; f ou e. On pose � = 1�

p

3.

g

v

= (x+ y)x

�

e

i

2�

3

x+ y

��

e

i

4�

3

x+ y

�

= 4x

�

x

3

+ y

3

�

g

f

= y (�2x+ y)

�

�2e

i

2�

3

x+ y

��

�2e

i

4�

3

x+ y

�

= y

�

�8x

3

+ y

3

�

g

e

= (�x+ y)

�

�e

i

2�

3

x+ y

��

�e

i

4�

3

x+ y

�

(�x+ y)

�

�e

i

2�

3

x+ y

��

�e

i

4�

3

x+ y

�

=

�

�

3

x

3

+ y

3

� �

�

3

x

3

+ y

3

�

g

!

=

12

Y

i=1

�

i

:(�x+ y)
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2

=H

On v�eri�e que g

2

e

= g

3

v

+ g

3

f

et g

!

=

�

�(�+2)(�

2

�2�+4)

4(��1)(�

2

+�+1)

�

3

g

3

v

+ g

3

f

(Maple)

On se reportera �a l'annexe A p. 131 pour le calcul des caract�eres des �el�ements de

C (SL

2

)

(B�H)

sous les actions de B et H et la d�etermination de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

pour

chaque type de sous-groupe H.

3.4 Valuations discr�etes de C (SL

2

=H) invariantes

par SL

2

SL

2

est un groupe r�eductif et la connaissance de ses repr�esentations lin�eaires

irr�eductibles donne une forme particuli�erement simple aux valuations discr�etes de

C (SL

2

) et de C (SL

2

=H) invariantes par SL

2

. Leur calcul se trouve d�ej�a dans l'ar-

ticle de Luna et Vust dans le cas H = fidg et il a �et�e g�en�eralis�e �a H quelconque par

L.Moser dans sa th�ese [ M1]. Nous reprenons ici son point de vue et ses notations.

{ V est l'ensemble des valuations discr�etes normalis�ees g�eom�etriques de C (SL

2

=H)

invariantes par SL

2

. Pour la normalisation, plutôt que de consid�erer que le

groupe des ordres (valeurs) de v 2 V est Zon impose que le minimum de v

sur fg

c

j

j

; j 2 P

1

=Hg soit -1.

{ V

1

est le sous-ensemble de V form�e des valuations v telles que C

SL

2

v

' C o�u

C

v

est le corps r�esiduel de v et C

SL

2

v

le sous-corps de ses invariants par SL

2

.

C'est l'ensemble des valuations associ�ees aux SL

2

-orbites de codimension 1

des plongements homog�enes de SL

2

=H.

{ V nV

1

est en fait constitu�e de l'unique �el�ement de V qui vaut -1 sur l'ensemble

fg

c

j

j

; j 2 P

1

=Hg.

Proposition 1.2.4 p. 12 de [ M1] :

Soit !

0

2 P

1

=H de cardinal n

!

0

et r

0

2 Q\[�1;

2

n

!

0

� 1]:

Il existe une unique valuation v(!

0

; r

0

) 2 V; invariante par SL

2

, v�eri�ant :

�

v(!

0

; r

0

)

�

g

c

j

j

�

= �1 si j 6= !

0

v(!

0

; r

0

)

�

g

c

!

0

!

0

�

= r

0

et tout �el�ement de V s'obtient de cette mani�ere.

Notation : pour j 2 P

1

=H nous poserons b (j) =

2

n

j

� 1.

L'application qui �a (!

0

; r

!

0

) 2 (P

1

=H) � (Q\]� 1; b (!

0

)]) associe v(!

0

; r

0

) 2 V

1

est une bijection. Si r = �1 alors v (j; r) ne d�epend pas de j 2 P

1

=H. Cette valuation

particuli�ere (not�ee parfois v(;�1))est l'unique �el�ement de V n V

1

:

Exemple de diagramme de Luna-Vust : sur la �gure suivante on associe �a chaque

�el�ement j de P

1

=H un segment Q\[�1; b(j)] avec une extr�emit�e commune corre-

spondant �a l'unique �el�ement de V nV

1

. On repr�esente v(!

0

; r

0

) par un trait en r

0

sur

le segment associ�e �a !

0

:
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v=

génériquesω

r
0

ω
0

-1

b(v)

b(e)

b(f)
b(  )ω

repr�esentation d'une valuation de C (G=H) invariante par G (ici H est non

cyclique).

3.5 Anneau local d'une orbite

On a vu que suivant la th�eorie de Luna-Vust un SL

2

-germe O, c'est-�a-dire l'an-

neau local d'une orbite Y d'un plongementX de SL

2

=H, est d�etermin�e par ses valu-

ations essentielles invariantes par B c'est-�a-dire par les ensembles V (O) et D

B

(O) :

Les B-cartes ayant un rôle important dans toute la suite on d�ecrira �egalement le SL

2

-

germe O comme le localis�e d'une B-carte

�

X d�e�nie par ses ensembles W = W(

�

X)

et R = R(

�

X). Le choix de la B-carte n'est en g�en�eral pas unique. Un SL

2

-germe O

est donc d�etermin�e par :

{ un sous-ensemble co�ni R de D

B

�

=

P

1

=H.

{ un ensemble �ni W de valuations invariantes par SL

2

.

(R et W d�eterminent une B-carte

�

X).

{ une valuation v

0

2 V

1

qui domine O.

(O est le localis�e de A = C [

�

X] en l'id�eal premierM = C [

�

X] \m

v

0

).

Suivant Timashev [ Tim], on distingue deux types de B-cartes et deux types de

SL

2

-germes.

D�e�nition 3.5.1 Soit

�

X une B-carte :

1.

�

X est dit de type I quand C [

�

X]

B

6= C .

2.

�

X est dit de type II quand C [

�

X]

B

= C .

Timashev d�e�nit un G-germe de type I comme �etant le localis�e d'au moins une

B-carte de type I et un G-germe de type II comme n'�etant le localis�e que de B-cartes

de type II [ Tim, p 380]. Dans le cas d'un SL

2

-germe cette d�e�nition se r�eduit �a la

suivante (preuve �a l'annexe B).

D�e�nition 3.5.2 Soit O un SL

2

-germe.
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2

=H

1. O est de type I quand dim(O

B

) = 1 (dimension de Krull).

2. O est de type II quand O

B

= C :

A l'annexe B on pr�ecise la forme de C [

�

X]

B

et O

B

pour le type I. On d�emontre

en particulier que O

B

= C [t]

(t)

:

Pour un SL

2

-germe de type II localis�e d'une B-carte

�

X, on v�eri�e [ Tim] que les

valuations essentielles B-invariantes de C [

�

X] sont exactement les valuations essen-

tielles B-invariantes de O, il n'y a donc qu'un choix possible de W et R et qu'une

seule B-carte

�

X qui se localise en O. Si Y � X est une r�ealisation g�eom�etrique de

O c'est-�a-dire si O = O

X;Y

avec X un plongement de SL

2

=H et Y une SL

2

-orbite

de X on en d�eduit qu'il n'existe qu'une seule B-carte

�

X� X qui intersecte Y .

Par contre pour un SL

2

-germe O de type I, les seules contraintes sur W et R

d�e�nissant une B-carte qui se localise en O sont que

{ W soit �ni dans V et R co�ni dans D

B

{

�

X soit de type I

{ V (O) � W et D

B

(O) � R.

Ces choix sont soumis �a certaines conditions qui d�eterminent �nalement 6 types

de SL

2

-germes ([ LV], [ M1]) dont nous allons rappeler les d�e�nitions dans les sec-

tions suivantes.

Dans les descriptions des SL

2

-germes nous avons choisi W = V(O) (la B-carte

est dite adapt�ee au SL

2

-germe O dans la terminologie de [ LV]) et pour R un

�el�ement maximal (pour l'inclusion) parmi tous les R possibles. On verra par la suite

que des choix di��erents de W et R, c'est-�a-dire d'une B-carte

�

X se localisant en O,

permettent parfois de simpli�er l'�etude de la r�egularit�e de O.

En�n nous indiquons l'ensemble F(O) (la facette de O) des �el�ements v

0

de V

1

qui dominentO. Ces �el�ements seront utiles dans la recherche des mod�eles minimaux

�a la section 6 p. 69.

Rappel : b (j) =

2

n

j

� 1 pour j 2 P

1

=H.

3.5.1 SL

2

-germes de type C (type I)

Notation : O = C (j; r).

O est l'anneau local d'une orbite de codimension 1 (dim(O) = 1).

On choisit un �el�ement j de P

1

=H et un nombre rationnel r dans ] � 1; b (j)]

d�e�nissant une valuation w = v(j; r) de C (SL

2

=H).

R = (P

1

=H) n fj; j

�

g (j

�

est un �el�ement de P

1

=H di��erent de j) et W = fwg.

Valuations dominant O : F (O) = fwg:

Valuations essentielles B�invariantes de O : V (O) =W et D

B

(O) = ?.
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3.5.2 SL

2

-germes de type AB (type I)

Notation : O = AB (j; r

1

; r

2

).

O est l'anneau local d'une orbite de codimension 2.

On choisit un �el�ement j de P

1

=H puis deux nombres rationnels r

1

< r

2

dans

[�1; b (j)] d�e�nissant chacun une valuation w

i

= v(j; r

i

) (i = 1; 2) de C (SL

2

=H).

R = (P

1

=H)nfj; j

�

g (j

�

est un �el�ement de P

1

=H di��erent de j) etW = fw

1

; w

2

g.

Valuations dominant O : F (O) = fv

0

= v (j; r

0

) = r

0

2]r

1

; r

2

[\Qg:

Valuations essentielles B-invariantes de O : V (O) =W et D

B

(O) = ?.

3.5.3 SL

2

-germes de type B

+

(type I)

Notation : O = B

+

(j; r).

O est l'anneau local d'une orbite de codimension 2.

On choisit un �el�ement j de P

1

=H puis un nombre rationnel r dans [�1; b (j) [

d�e�nissant une valuation w = v(j; r) de C (SL

2

=H) :

R = (P

1

=H) n fj

�

g (j

�

est un �el�ement quelconque de P

1

=H di��erent de j) et

W = fwg

Valuations dominant O : F (O) = fv

0

= v (j; r

0

) = r

0

2]r; b(j)[\Qg.

V (O) =W et D

B

(O) = fjg.

3.5.4 SL

2

-germes de type A

N

(type II)

Notation : O = A

N

(!

1

; : : : ; !

N

; r

1

; : : : ; r

N

).

O est l'anneau local d'une orbite de codimension 2.

On choisit N �el�ements !

i

de P

1

=H puis N nombres rationnels r

i

2] � 1; b (j)]

v�eri�ant la condition dite de type A

N

N

X

i=1

1

1 + r

i

> 1

Ces donn�ees d�e�nissent des valuations w

i

= v (!

i

; r

i

).

R = (P

1

=H) n f!

1

; : : : ; !

N

g et W = fw

i

; i = 1 : : : Ng.

Valuations dominant O : v

0

= v (!

0

; r

0

) avec

{ !

0

un �el�ement quelconque de P

1

=H

{ r

0

2 ] � 1; b (!

0

) [\Q si !

0

2 R ou r

0

2 ] � 1; r

i

[\Q si !

0

= !

i

pour un

i 2 f1; : : : ; Ng.

V (O) =W et D

B

(O) = R.
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2

=H

3.5.5 SL

2

-germes de type B

�

(type II)

Notation : O = B

�

(j; r) :

O est l'anneau local d'une orbite de codimension 2.

On choisit un �el�ement j de P

1

=H puis un nombre rationnel r dans ]0; b (j) [

de�nissant une valuation w = v(j; r) de C (SL

2

=H).

R = (P

1

=H) n fjg et W = fwg.

Valuations dominant O : F (O) = fv

0

= v (j; r

0

) avec r

0

2]r; b(j)[\Qg:

V (O) =W et D

B

(O) = R

3.5.6 SL

2

-germes de type B

0

(type II)

Notation : O = B

0

(j; r) :

O est l'anneau local d'un point �xe.

On choisit un �el�ement j de P

1

=H puis un nombre rationnel r dans ]0; b (j) [

de�nissant une valuation w = v(j; r) de C (SL

2

=H).

R = P

1

=H et W = fwg.

Valuations dominant O : F (O) = fv

0

= v (j; r

0

) avec r

0

2]r; b(j)[\Qg:

V (O) =W et D

B

(O) = R.



Chapitre 4

Conditions de r�egularit�e des

anneaux locaux

On sait que les orbites de dimension 2 sont toujours r�eguli�eres car les plongements

consid�er�es sont normaux et donc lisses en codimension 1. Par ailleurs les points �xes

sont toujours singuliers : d'apr�es un lemme de D.Luna [ L, p. 96], qui est un cas

particulier simple de son th�eor�eme du slice �etale, on se ram�ene au cas d'une action

lin�eaire de SL

2

sur l'espace tangent au point �xe. Du point de vue de la r�egularit�e

il ne reste �nalement qu'�a �etudier les orbites de dimension 1.

Nous donnons les r�esultats pour chaque type de SL

2

-germe associ�e �a une orbite

de dimension 1 (type AB;A

N

; B

+

; B

�

) ainsi que les diagrammes associ�es qui seront

utiles pour la recherche des mod�eles minimaux.

4.1 SL

2

-germes conjugu�es

Soit � 2 SL

2

et H un sous-groupe �ni de SL

2

. Le morphisme x 7! �:x de P

1

dans P

1

passe au quotient en un morphisme de P

1

=H dans P

1

=(�H�

�1

) not�e encore

! 7! �:!. Soit maintenant un SL

2

-germe O d'un plongement de SL

2

=H d�etermin�e

par : son type, des �el�ements !

1

; : : : ; !

N

deP

1

=H et des rationnels r

i

. On v�eri�e que le

SL

2

-germe �:O, o�u � agit sur C (SL

2

) par translation �a droite (exceptionnellement)

est un SL

2

-germe d'un plongement de SL

2

=(�H�

�1

), de même type queO, d�e�ni par

les �el�ements �:!

1

; : : : ; �:!

N

de P

1

=(�H�

�1

) et les mêmes rationnels r

i

. Si le premier

SL

2

-germe correspond �a l'anneau local d'une orbite d'un plongement (X; e) le second

SL

2

-germe est l'anneau local de la même orbite pour le plongement (X;�:e). Un cas

int�eressant est le cas o�u � appartient �a N

SL

2

(H), le normalisateur de H dans SL

2

.

Nous dirons alors que O et �:O sont conjugu�es.

Pour simpli�er la liste des SL

2

-germes r�eguliers nous ne donnerons les SL

2

-

germes (et leurs diagrammes) qu'�a conjugaison pr�es.

29
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Supposons par exemple que H soit le sous-groupe binaire di�edral d'ordre 4 de

SL

2

engendr�e par a

�

=

�

� 0

0 �

�1

�

et �

0

=

�

0 i

i 0

�

o�u � est une racine primitive 2k

�eme

de 1. On pose " = �

2

. Les �el�ements non g�en�eriques de P

1

=H sont v = f0;1g;

f = f1; "; : : : ; "

k�1

g et e = f�; �"; : : : ; �"

k�1

g. On a a

1

�

Ha

�

= H, a

�

:v = v;

a

�

:f = e; a

�

:e = f . Les SL

2

-germes A

N

(v; f; e ; r

1

; r

2

; r

3

) et A

N

(v; e; f ; r

1

; r

2

; r

3

)

sont conjugu�es.

4.2 SL

2

-germes r�eguliers de type A

N

4.2.1 H binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral

Les preuves des propositions 1,2 et 3 se trouvent �a la section 5.6. La formulation

de la proposition suivante, en particulier la condition 3, arrive naturellement dans

la preuve et permet de traiter uniform�ement les di��erents types de sous-groupes H:

Proposition 1 Soit H un sous-groupe �ni non cyclique de SL

2

et O un SL

2

-germe

de type A

N

d�etermin�e par D

B

(O) = (P

1

=H) n f!

1

; : : : ; !

N

g et V (O) = fv (!

i

; r

i

) ;

i = 1; : : : ; Ng: Alors O est un anneau local r�egulier si et seulement si

1. N � 3 et f!

1

; : : : ; !

N

g � fv; f; eg:

2. les r

i

sont maximaux (r

i

= b (!

i

) =

2

n

!

i

� 1)

3. fec

v

;ec

f

;ec

e

g n fec

!

1

; : : : ;ec

!

N

g = f2; 3g; f2g ou ;.

Interpr�etation de la proposition pour chaque type de sous-groupe H :

La troisi�eme condition doit être interpr�et�ee avec le tableau 3.1 :

e

H ec

v

ec

f

ec

e

di�edral k 2 2

t�etra�edral 3 3 2

octa�edral 4 3 2

icosa�edral 5 3 2

Les r�esultats sont donn�es �a conjugaison pr�es. Par exemple dans le cas binaire

di�edral le SL

2

-germe A

2

(v; f ; 0;

2

k

�1) est conjugu�e au SL

2

-germe A

2

(v; e ; 0;

2

k

�1).

La liste des SL

2

-germes r�eguliers est alors la suivante :

{ type A

3

avec f!

1

; !

2

; !

3

g = fv; f; eg:

{ type A

2

avec f!

1

; !

2

g = fv; fg

{ type A

1

avec :

{ H non binaire di�edral et !

1

= v.
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{ H binaire di�edral d'ordre 12 (k = 3), !

1

= f .

Diagrammes : introduits dans [ LV] dans le cadre des plongements homog�enes

de SL

2

(C ) ils ont �et�e adapt�es ensuite par L.Moser [ M1] au cas des plongements

homog�enes de SL

2

(C ) =H.

A chaque �el�ement j de P

1

=H on associe un segment [�1; b (j)]. Sur ce segment

on noircit l'intervalle des rationnels r 2]�1; b (j)] tels que v (j; r) 2 F (O) . Pour les

orbites de type AB, C et A

N

la facette F (O) d�etermine O. Pour les orbites de type

B

+

; B

�

et B

0

on rajoute le signe +;�; 0 et cela su�t avec F (O) pour d�eterminer

le SL

2

-germe O. Ces diagrammes seront utiles pour la d�etermination des mod�eles

minimaux.

On donne ci-dessous les diagrammes de tous les SL

2

-germes r�eguliers d�etermin�es

par la proposition 1.

Type A

3

.

v

egénériquesω
2

n
-1r = 

e e

H binaire tétraédral, octaédral ou icosaédral d'ordre 2n 

f

2

n
-1r = 

f f

2

n
-1r = 

v v

2

n
-1r = ω

 A 
3

ω génériques

r =
2

2k
−1

ω

r =
2
2 −1=0v

v

r  = 2
k

−1

r  = 2
k

−1
e

f

e

f

A
3

H binaire diédral d'ordre 4k 

Type A

2

v

e
génériquesω

H binaire tétraédral, octaédral
ou icosaédral d'ordre 2n

f

2
n

-1r = 
e e

f

2
n

-1r = 
f

2
n

-1r = v v

2
n

-1r = w
A

2

ω génériques

r =
2

2k
−1

ω

r =
2
2 −1=0v

v

r  = 2
k

−1
e

r  = 2
k

−1
f

f

e
A

2

H binaire diédral d'ordre 4k 

Type A

1
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v

e
génériquesω

H binaire tétraédral, octaédral
ou icosaédral d'ordre 2n

f

2
n

-1r = 
e e

f

2
n

-1r = 
f

2
n

-1r = v v

2
n

-1r = w
A

1

v

e
génériquesω

H diédral d'ordre 4*3 

f

2−1r = =2

6
2

r = −1
ω

2
3

=

2
3

−1r = 
f

=
1
3

v
0

2
3

−1r = 
e

=
1
3

A
1

4.2.2 H cyclique d'ordre impair

Proposition 2 Soit H un sous-groupe �ni cyclique d'ordre k impair (� 1) de SL

2

et O un SL

2

-germe de type A

N

d�etermin�e par D

B

(O) = (P

1

=H) n f!

1

; : : : ; !

N

g et

V (O) = fv (!

i

; r

i

) ; i = 1; : : : ; Ng. Alors O est r�egulier si et seulement si on est

dans l'un des cas suivants :

{ O est de type A

1

avec !

1

= 0 et r

0

�egal �a

�1

�1+nk

pour n 2 N

�

(ou n � 2 si

k = 1)

{ O est de type A

2

avec f!

1

; !

2

g = f0;1g et :

{ soit r

0

est maximal et r

1

=

n

n+k

pour n 2Zet n �

1�k

2

.

{ soit r

0

= r

1

=

1�k

1+k

:

(0)

génériques

ωr =

2 −1=1
1

(oo

r =

2

k
−1

0

r =oo

ω

  H cyclique d'ordre k impair   S={0} ou {    }oo

−1
+nk−1 o)

A
1

2 −1=1
1

(0)

génériques

ωr =

2

1
−1=1

(oo)

r =

2 −1
k

0

r =oo

ω

H cyclique d'ordre k impair   S={0,    }oo

A
2

n

n+k

n supérieur ou égal à 
1−k

2

2

1
−1=1
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(0)

génériques

ωr =

2

1
−1=1

(oo)

r =

k

2 −1

0

r =oo

2

1
−1=1

ω

H cyclique d'ordre k impair   S={0,    }oo

1  k

1+k
−

A
2

1  k

1+k
−

4.2.3 H cyclique d'ordre pair

Proposition 3 Soit H un sous-groupe �ni cyclique d'ordre k pair (� 2) de SL

2

et O un SL

2

-germe de type A

N

d�etermin�e par D

B

(O) = (P

1

=H) n f!

1

; : : : ; !

N

g et

V (O) = fv (!

i

; r

i

) ; i = 1; : : : ; Ng: Alors O est r�egulier si et seulement si on est

dans l'un des cas suivants :

{ k = 4 (H est aussi binaire di�edral), O est de type A

2

, f!

1

; !

2

g = f!

1

; 0g avec

!

1

g�en�eriques et les r

i

sont maximaux.

{ k est quelconque (y compris 4) et

{ O est de type A

1

avec !

1

= 0 et r

0

=

�1

�1+nk

pour un entier n � 1 si k > 2

et n � 2 si k = 2.

{ ou O est de type A

2

avec f!

1

; !

2

g = f0;1g, r

1

maximal et r

0

=

n

n+k

pour n 2Zet n � 1 �

k

2

{ ou O est de type A

3

avec f0;1g � f!

1

; !

2

; !

3

g et les r

i

maximaux.

(0)

génériques

ωr =

2

1
−1= 1

(oo)

r =oo

ω

  H   cyclique d'ordre 4

r =

2 −1
k/2

0

2

=0

2

1
−1= 1

A

1

(0)

génériques

ωr

= −1 12

1
=

(oo)

r
oo

ω

 H   cyclique d'ordre k pair
1

S={0} ou {   }oo

r

=
2 −1

k/2

0

−1
nk  1

= −1 12
1

=

−

A
1
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(0)

génériques

ωr

= −1 12

1
=

(oo)

r
oo

ω

 H   cyclique d'ordre k pair
1

S={0,   }oo

r

=
2 −1

k/2

0

= −1 12
1

=

A
2

n  

n+k

n supérieur ou égal à 1 k
2

(0)

génériques

ωr

= −1 12

1
=

(oo)

r
oo

ω

 H   cyclique d'ordre k pair
1

S={0,   ,    }oo

r

=
2 −1

k/2

0

= −1 12
1

=

A
3

ω
1

ω 
1

4.3 SL

2

-germes r�eguliers de type AB

Soit H un sous-groupe �ni de SL

2

et O un SL

2

-germe de type AB r�ealis�e

g�eom�etriquement par un plongement X de SL

2

=H ne contenant qu'une seule or-

bite Y de dimension 1 (d'anneau local O) et deux de dimension 2. On suppose que

O est d�e�nie par j 2 P

1

=H et des rationnels r

1

< r

2

de [�1; b (j)].

Consid�erons un plongement homog�ene X

0

de SL

2

, stable sous l'action (�a droite)

de H, tel que X soit le quotient de X

0

par H. L'image inverse de Y est une r�eunion

d'orbites Y

0

de type AB.

Il se trouve qu'il est plus simple de pr�esenter la condition de r�egularit�e de O �a

partir des �el�ements qui d�e�nissent O

0

, anneau local d'une orbite Y

0

d�e�nie ci-dessus.

Pour la description de O

0

il su�t de remplacer j par l'un des n

j

�el�ements j

0

de

l'image inverse de j dans la projection P

1

! P

1

=H et de remplacer les rationnels

r

1

; r

2

par les rationnels r

0

1

; r

0

2

d�e�nis par

r

i

=

1 + r

0

i

n

j

� 1

r'
1

r'
2

r'
2

r'
1

r'
1

r'
2

j'
1

j'

j'n
j

r

r
1

2

j

r  =  
i

1+r'
i

n
j

-1 (i=1,2)

Supposons en e�et que j = fj

0

1

; : : : ; j

0

n

j

g 2 P

1

=H et que v = v(j

0

1

; r

0

) soit une

valuation SL

2

-invariante de C (SL

2

). On a v(g

c

j

j

) = c

j

v(g

j

0

1

� : : : � g

j

0

n

j

) = c

j

(r

0

�
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(n

j

� 1)) et v(g

c

!

!

) = c

!

v(g

!

0

1

: : : g

!

0

n

) = �c

!

n pour ! = f!

0

1

; : : : ; !

0

n

g g�en�erique

di��erent de j: En renormalisant pour que v(g

c

!

!

) = �1 on a v(g

c

j

j

) =

1+r

0

n

j

� 1.

Donc la restriction �a C (SL

2

=H) de v(j

0

; r

0

) est la valuation que nous avons not�ee

v(j;

1+r

0

n

j

� 1).

En�n, une fa�con agr�eable de pr�esenter les cas o�u O est r�egulier consiste �a intro-

duire la notion de fraction c-irr�eductible :

D�e�nition 4.3.1 Soit c 2 N

�

et r 2 Q. Une fraction p=q repr�esentant r est dite

c-irr�eductible si q � 1, p � q (mod c) et si q (ou p) est minimum pour ces propri�et�es.

D�e�nition 4.3.2 Deux fractions c-irr�eductibles

p

1

q

1

et

p

2

q

2

sont c-adjacentes quand

�

�

�

�

p

2

p

1

q

2

q

1

�

�

�

�

= c:

Deux rationnels r

1

et r

2

sont dits c-adjacents quand leurs repr�esentants c-irr�eductibles

sont c-adjacents.

Avec les d�e�nitions pr�ec�edentes on peut �enoncer :

Proposition 4 Soit H un sous-groupe �ni de SL

2

et O un SL

2

-germe de type AB

d�e�ni par j 2 P

1

=H et des rationnels r

1

< r

2

de [�1; b (j)]. Soit r

0

i

les rationnels

associ�es aux r

i

par r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1 (i = 1; 2). Alors O est r�egulier si et seulement si

r

0

1

et r

0

2

sont c

j

-adjacents.

Preuve : section 5.2.

4.4 SL

2

-germes r�eguliers de type B

+

Proposition 5 Un SL

2

-germe B

+

(j,r) de type B

+

est r�egulier si et seulement si

on se trouve dans l'un des cas suivants :

{ H est quelconque, j est g�en�erique (donc quelconque si H est cyclique d'ordre

1 ou 2) et r = �1.

{ H est cyclique d'ordre k impair, j est g�en�erique et r =

1

k

� 1.

Preuve : section 5.3.

4.5 SL

2

-germes r�eguliers de type B

�

Proposition 6 Un SL

2

-germe B

�

(j,r) de type B

�

est r�egulier si et seulement si H

est cyclique d'ordre k, j est non g�en�erique (sauf si k = 1 ou 2 o�u j est quelconque)

et r =

1

1+nk

avec n 2 N

�

.

Preuve : section 5.6.
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Chapitre 5

Preuves des conditions de

r�egularit�e

Cette partie est la plus technique car même si les calculs sont simples il y a de

nombreux cas �a discuter.

Il y a deux types de preuve pour les conditions de r�egularit�e selon que le SL

2

-

germe est de type I (AB ou B

+

) ou de type II (A

N

ou B

�

).

Pour les orbites de type I le corollaire 5.1.2, de nature locale, su�t �a prouver les

conditions de r�egularit�e.

Pour les orbites de type II la m�ethode que nous avons retenue consiste �a montrer

que si O est r�egulier alors O est le localis�e d'une B-carte

�

X telle que

�

X=U est torique

(lemme 5.6.1). On utilisera pour cela une pr�esentation des B-cartes par Timashev

(x 5.4) qui permet de voir plus simplement les cas o�u

�

X=U est torique (lemme 5.5.1).

La preuve de la condition de r�egularit�e des SL

2

-germes de type II devient alors une

gestion cas par cas et assez technique des cons�equences du lemme 5.6.1.

En plus de la question de la r�egularit�e des orbites, de nature locale, on montre

dans ce chapitre un r�esultat plus pr�ecis sur la g�eom�etrie d'un plongement de SL

2

=H :

{ Tout SL

2

-germe de type I, r�egulier ou non, est toujours le localis�e d'une B-

carte

�

X telle que

�

X=U soit une vari�et�e a�ne torique (corollaire 5.7.2).

{ Tout point d'une orbite de type I r�eguli�ere ou non, d'un plongement X, ap-

partient �a un ouvert isomorphe �a C � S ou C� (S n l) o�u S est une surface

a�ne torique et l est isomorphe �a C

�

(corollaire 5.7.2).

{ Tout point d'une orbite r�eguli�ere de type II appartient �a un ouvert isomorphe

�a C

3

(corollaire 5.6.2).

Le premier point donne par ailleurs une autre d�emonstration possible des condi-

tions de r�egularit�e des SL

2

-germes de type I (x 5.8).

37
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5.1 R�eduction aux U-invariants

Le r�esultat suivant est une cons�equence directe du lemme 2 (2) de [ Tim2], qui

est lui-même une cons�equence d'un r�esultat de Knop [ Kn, Prop. 1.2( 3)]. Le premier

r�esultat de ce type est celui de D.Luna dans [ BLV] qui d�ecrit la structure locale de

l'action d'un groupe r�eductif au voisinage d'une orbite compl�ete.

Lemme 5.1.1

Soit

�

X une B-carte quelconque d'un plongement homog�ene X de SL

2

=H dont l'an-

neau des fonctions r�eguli�eres est d�e�ni par un couple (W;R) � V � D

B

tel que

R 6= D

B

. alors il existe une surface a�ne S de

�

X stable par T telle que l'action de

B sur

�

X induise un isomorphisme

�

X

�

=

U � S

Remarques : C [

�

X]

U

est de type �ni et S = spec(C [

�

X]

U

), c'est-�a-dire S =

�

X==U: Le

lemme implique donc que le quotient alg�ebrique

�

X==U est un quotient g�eom�etrique :

�

X==U =

�

X=U .

Preuve : D'apr�es le lemme 2 (2) de [ Tim2] il su�t de v�eri�er que le sous-groupe

parabolique P = N

SL

2

(

�

X ) = fg 2 SL

2

/ g:

�

X=

�

X g est �egal �a B. Si ce n'�etait pas

le cas on aurait P = SL

2

. Soit alors D un �el�ement de D

B

n R, c'est-�a-dire un

diviseur B-stable non SL

2

-stable n'intersectant pas

�

X, et g un �el�ement de SL

2

. On

a alors (g:D)\

�

X= g:(D\

�

X) = ; et donc g:D est un diviseur de Xn

�

X en particulier

un diviseur B-stable non SL

2

-stable c'est-�a-dire un �el�ement de D

B

n R. Ainsi SL

2

permute les �el�ements de l'ensemble �ni D

B

n R. Comme SL

2

est connexe, SL

2

�xe

alors chaque �el�ement de D

B

n R, ce qui est contraire �a la d�e�nition de D

B

.

�

Corollaire 5.1.2 Soit un SL

2

-germe O = O

X;Y

correspondant �a une orbite de

dimension 1 et

�

X une B-carte de X qui intersecte Y . Alors Y intersecte S en un

unique point p et O est r�egulier si et seulement si p est lisse dans S.

En particulier si

�

X est une B-carte telle que O est le localis�e de C [

�

X] en l'id�eal

M, alors O est r�egulier si et seulement si l'anneau C [

�

X]

U

M

U

est r�egulier.

preuve : Une B-carte

�

X intersectant une orbite Y de dimension 1 v�eri�e l'hypoth�ese

R 6= D

B

du lemme. Soit maintenant ' :

�

X! U�S l'isomorphisme du lemme (dont

l'inverse est donn�e par (u; s) 7! u:s) et � la projection de U�S sur S. Puisque Y est

stable par U on a (� � ')

�

Y \

�

X

�

= Y \S. Par ailleurs � �' n'est rien d'autre que

la projection canonique

�

X!

�

X=U

�

=

S. En particulier (� � ')

�

Y \

�

X

�

est un ferm�e

ir�eductible de dimension dim(Y ) � dim(U) = 0, par cons�equent Y \ S est r�eduit

�a un unique point p et Y \

�

X= U:p. Les points de Y \

�

X sont donc lisses dans

�

X en
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même temps que le point p dans

�

X: Mais p est lisse dans

�

X quand ' (p) = (Id; p)

est lisse dans U � S c'est-�a-dire quand p est lisse dans S:

Pour obtenir la deuxi�eme partie du corollaire il su�t de choisir a posteriori

n'importe quel plongement homog�ene contenant la B-carte

�

X donn�ee.

�

Le lemme 2.1.2 p. 27 de L.Moser dans [ M1] repris dans l'article [ M2] et qui n'u-

tilise que le r�esultat de D.Luna [ BLV] permet aussi de conclure au même r�esultat :

O est r�egulier si et seulement si C [

�

X]

U

M

U

(= O

U

par le r�esultat de l'annexe B) est

r�egulier.

5.2 R�egularit�e des SL

2

-germes de type AB (preuves)

5.2.1 H cyclique d'ordre k

Soit H le sous-groupe cyclique d'ordre k de SL

2

engendr�e par � =

�

" 0

0 "

�1

�

o�u

" est une racine primitive k

�eme

de 1. On consid�ere un SL

2

-germe O de la forme

AB(j; r

1

; r

2

) avec j 2 P

1

=H.

O est le localis�e d'une B-carte

�

X d�e�nie par R = (P

1

=H) n fj; j

�

g avec j

�

6=

j et W = fv(j; r

1

); v(j; r

2

)g. Posons j = f

b

j

1

; : : :

b

j

n

j

g et j

�

= f

b

j

�

1

; : : :

b

j

�

n

j

�

g avec

b

j

i

;

b

j

�

i

2 P

1

et consid�erons la B-carte

b

X d'un plongement de SL

2

si k est impair ou

de SL

2

=f�Idg si k est pair, d�e�nie par

{

b

R = P

1

n f

b

j

1

; : : :

b

j

n

j

;

b

j

�

1

; : : :

b

j

�

n

j

�

g

{

c

W = fv(

b

j

1

; r

0

1

); : : : ; v(

b

j

n

j

; r

0

1

); v(

b

j

1

; r

0

2

); : : : ; v(

b

j

n

j

; r

0

2

)g, les v(

b

j

i

; r

0

1

) �etant les n

j

valuations SL

2

-invariantes de C (SL

2

) qui prolongent la valuation v(j; r

1

) de

C (SL

2

=H) (r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1).

Posons

e

H = H si k impair et

e

H = H=f�Idg si k est pair. Alors C [

b

X ] est stable

pour l'action de

e

H (par translation �a droite) et l'on v�eri�e que C [

b

X ]

e

H

= C [

�

X]. Soit

� la projection

b

X !

b

X=

e

H =

�

X. Il est clair que � est un morphisme �ni de degr�e

card(

e

H) = k. Posons O = O

�

X,Y

avec Y �

�

X. Deux cas se pr�esentent selon que Y est

ou non dans le lieu de rami�cation de �.

Supposons d'abord que j soit une H-orbite g�en�erique de P

1

: Dans ce cas Y

est dans l'ouvert non rami��e de

�

X pour � : �

�1

(Y ) = [

k

i=1

Y

i

o�u Y

i

est un ferm�e

irr�eductible de dimension 1 de

b

X . Il existe alors un ouvert V de

�

X pour la topologie

forte (la C -topologie) intersectant Y et analytiquement isomorphe �a un ouvert V

i

de

b

X (pour la topologie forte) qui intersecte Y

i

: L'orbite Y est donc r�eguli�ere en même

temps que Y

i

: Les anneaux locaux des Y

i

�etant pr�ecis�ement de la forme AB(

b

j

i

; r

0

i

; r

0

2

)
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on en conclut que O est r�egulier si et seulement si le SL

2

-germe d'un plongement

de SL

2

(ou de SL

2

=f�Idg) d�e�ni par

b

O

1

= AB(

b

j

1

; r

0

i

; r

0

2

) est r�egulier. Mais il est

facile de voir que ce SL

2

-germe est le localis�e d'une B-carte

b

X

1

d'un plongement de

SL

2

(ou de SL

2

=Z

2

) telle que

b

X

1

=U soit torique (c'est la m�ethode de L.Moser pour

les plongements de SL

2

et de SL

2

=f�Idg), ce qui permet de trouver la condition

suivante : le SL

2

-germe est r�egulier si et seulement si r

0

1

et r

0

2

sont adjacents (si k est

impair) ou 2-adjacents (si k est pair). C'est exactement le r�esultat de la proposition

4.

Supposons maintenant j non g�en�erique, par exemple j = f0g. Choisissons j

�

=

f1g dans la d�e�nition de

�

X. Soit

b

X le spectre de la clôture int�egrale de C [

�

X]

dans C (SL

2

): Comme C [

�

X] est int�egralement clos et Q

�

C [

�

X]

�

= C (SL

2

=H) on

a C [

b

X]

H

= C [

�

X] c'est-�a-dire

�

X=

b

X=H: Par ailleurs les valuations essentielles C [

b

X ]

sont exactement les prolongements �a C (SL

2

) des valuations essentielles de C [

�

X]

[ Bou, prop. 12]. Donc

b

X est la B-carte d�e�nie par

b

R = P

1

n f0;1g et

c

W =

fv(0; r

0

1

); v(0; r

0

2

)g v�eri�e

�

X=

b

X=H (le choix de j

�

= f1g permet en outre d'avoir

b

X=U torique comme on le d�emontre plus loin). Soit p l'image de Y dans la projection

�

X!

�

X=U . Posons

�

X

U

=

�

X=U et

b

X

U

=

b

X=U . Il est facile de voir que

�

X

U

=

b

X

U

=H. Par

ailleurs on sait que p est lisse dans

�

X

U

si et seulement si O = O

�

X,Y

est r�egulier.

Nous allons montrer que

b

X

U

est une surface torique et il su�ra donc d'interpr�eter

en fonction des �el�ements qui d�e�nissent O (j; r

1

; r

2

) la condition de lissit�e du point

�xe p de son quotient par H. Le raisonnement que l'on utilise pour montrer que

b

X

U

est une surface torique reviendra �a plusieurs reprises et nous allons le d�etailler pour

cette premi�ere fois.

C [

b

X

U

] = C [

b

X ]

U

est stable par C

�

' T � SL

2

(et par H par translation �a

droite) et est donc engendr�e comme espace vectoriel par ses vecteurs propres pour

T , c'est-�a-dire les �el�ements f de C (SL

2

)

(B)

tels que v

D

(f) � 0 pour tout D 2

b

R et

v (0; r

0

1

) (f) ; v (0; r

0

2

) (f) � 0.

D'apr�es le x 3.2 p. 21 un tel f est de la forme

f = x

m

y

n

Y

!2J

(a

!

x+ b

!

y)

�

!

o�u ! = [a

!

: b

!

] et o�u J est un sous-ensemble �ni de P

1

ne contenant ni 0 ni 1.

La condition v

D

(f) � 0 pour tout D 2

b

R se traduit par �

!

� 0 pour tout ! 2 J .

En particulier f = x

m

y

n

Q

!2J

(a

!

x+ b

!

y)

�

!

se d�eveloppe en x

m

y

n

P

i

�

i

x

i

y

d�i

=

P

i

�

i

x

m+i

y

n+d�i

avec d =

P

�

!

et �

i

2 C : Par ailleurs

v (0; r

0

1

) (a

!

x+ b

!

y) = v (0; r

0

1

) (y) = �1 � v (0; r

0

1

) (x) = r

0

1

(idem pour r

0

2

)

donc v (0; r

0

1

)

�

x

m+i

y

n+d�i

�

� v (0; r

0

1

) (f) � 0 (idem pour r

0

2

). On en conclut que

C [

b

X

U

] est engendr�e comme espace vectoriel par les �el�ements de la forme x

m

y

n

tels
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que v (0; r

0

1

) (x

m

y

n

) � 0 et v (0; r

0

2

) (x

m

y

n

) � 0 c'est-�a-dire tels que mr

0

1

� n � 0 et

mr

0

2

� n � 0. Par cons�equent

b

X

U

est une surface a�ne torique.

L'action deH sur C [

b

X

U

] est donn�ee par �:x = "x et �:y = "

�1

y. Pour d�eterminer

b

X

U

=H il est pr�ef�erable de remplacer par exemple y par xy qui est invariant sous

l'action de H. On a alors C [

b

X

U

] = h (xy)

m

x

n

= (m;n) 2 V i o�u V est le cône de

Z

2

d�e�ni par

�

�

m 1

n 1�r

0

1

�

�

;

�

�

m 1

n 1�r

0

2

�

�

� 0. On peut alors calculer C [

b

X

U

]

H

et retrouver le

r�esultat classique suivant [ Ful, p. 32] : C [

b

X

U

]

H

est la surface torique d�e�nie par le

cône V \ (Z�kZ) dans le r�eseau Z�kZ. En�n si r

0

i

=

p

i

q

i

est k-irr�eductible on voit

que (1; 1 � r

0

i

) � (q

i

; p

i

� q

i

) 2 Z�kZet (q

i

; p

i

� q

i

) a pour coordonn�ees

�

q

i

;

p

i

�q

i

k

�

dans la base (1; 0),(0; k) de Z�kZ. Comme

�

q

i

;

p

i

�q

i

k

�

est primitif on en d�eduit la

condition de lissit�e du point �xe :

�

�

q

1

q

2

p

1

�q

1

k

p

2

�q

2

k

�

�

= �1 c'est-�a-dire

�

�

p

2

p

1

q

2

q

1

�

�

= k = c

j

,

conform�ement au r�esultat de la proposition 4 p. 35.

5.2.2 H quelconque

Le SL

2

-germe O = AB(j; r

1

; r

2

) est le localis�e d'une B-carte

�

X d�e�nie par R =

(P

1

=H) n fj; j

�

g avec j

�

6= j et W = fv(j; r

1

); v(j; r

2

)g. Comme dans le cas cyclique

posons j = f

b

j

1

; : : :

b

j

n

j

g et j

�

= f

b

j

�

1

; : : :

b

j

�

n

j

�

g avec

b

j

i

;

b

j

�

i

2 P

1

et consid�erons la B-carte

b

X d'un plongement de SL

2

d�e�nie par

{

b

R = P

1

n f

b

j

1

; : : :

b

j

n

j

;

b

j

�

1

; : : :

b

j

�

n

j

�

g

{

c

W = fv(

b

j

1

; r

0

1

); : : : ; v(

b

j

n

j

; r

0

1

); v(

b

j

1

; r

0

2

); : : : ; v(

b

j

n

j

; r

0

2

)g (r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1).

C [

b

X ] est stable pour l'action de H par translation �a droite et l'on a C [

b

X ]

e

H

=

C [

�

X]. Toujours comme dans le cas cyclique appelons p l'image de Y dans la pro-

jection

�

X!

�

X=U et posons

�

X

U

=

�

X=U ,

b

X

U

=

b

X=U . On a

b

X

U

qui est stable par

H et

�

X

U

=

b

X

U

=H. Soit x un ant�ec�edent quelconque de p dans la projection

b

X

U

!

b

X

U

=H=

�

X

U

. Le sous-groupe d'isotropie H

x

de x pour l'action de H est le sous-

groupe d'isotropie d'un certain �el�ement

b

j

i

de j pour l'action de H sur P

1

. C'est un

sous-groupe cyclique dont l'ordre est le nombre que nous avons not�e c

j

.

Les groupes H et H

x

�etant �nis on peut construire un ouvert

b

V de

b

X

U

pour la

C -topologie tel que

b

V soit stable par H

x

et tel que

b

V \g:

b

V = ; pour tout g 2 H nH

x

:

On a alors un isomorphisme analytique au voisinage de p entre

b

X

U

=H et

b

V =H

x

et

la lissit�e de p dans

b

X

U

=H=

�

X

U

est donc �equivalente �a la lissit�e de x dans

b

X

U

=H

x

.

D'apr�es l'�etude du cas H cyclique on trouve comme condition de lissit�e

�

�

p

2

p

1

q

2

q

1

�

�

= c

j

.

C'est la condition de la proposition 4.

�
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5.3 R�egularit�e des SL

2

-germes de type B

+

Le SL

2

-germeO = B

+

(j; r) est le localis�e d'uneB-carte

�

X telle queR = (P

1

=H)n

fj

�

g et W = fv(j; r)g o�u j

�

est un �el�ement quelconque de P

1

= H di��erent de j. On

peut appliquer la même m�ethode que dans le type AB.

5.3.1 H cyclique d'ordre k

On pose j = f

b

j

1

; : : :

b

j

n

j

g et j

�

= f

b

j

�

1

; : : :

b

j

�

n

�

j

g avec

b

j

i

;

b

j

�

i

2 P

1

et on consid�ere la

B-carte

b

X d'un plongement de SL

2

si k est impair ou de SL

2

=f�Idg si k est pair,

d�e�nie par

b

R = P

1

n f

b

j

�

1

; : : :

b

j

�

n

�

j

g et

c

W = fv(

b

j

1

; r

0

); : : : ; v(

b

j

n

j

; r

0

)g avec r =

1+r

0

n

j

� 1.

Si j est g�en�erique on montre comme pour le type AB que O est r�egulier si et

seulement si le SL

2

-germe

b

O

1

= AB(

b

j

1

; r

0

i

; r

0

2

); pour un plongement de SL

2

(ou de

SL

2

=Z

2

) est r�egulier. A l'aide d'uneB-carte

b

X

1

telle que

b

X

1

=U soit torique on v�eri�e

que la condition de r�egularit�e de

b

O

1

est r

0

= 0 (i.e r = 0) si k est pair et r

0

= 0 ou

�1 (i.e r =

1

k

� 1 ou �1) si k est impair.

Si j est non g�en�erique (en particulier k � 3) par exemple si j = f0g on pose

j

�

= f1g dans la d�e�nition de

�

X. La B-carte

b

X d�e�nie par

b

R = P

1

n f1g et

c

W = fv(0; r

0

1

)g v�eri�e

�

X=

b

X=H: On v�eri�e ensuite que si

�

X

U

=

�

X=U et

b

X

U

=

b

X=U

alors

�

X

U

=

b

X

U

=H et C [

b

X

U

] = h (xy)

m

x

n

= (m;n) 2 V i o�u V est le cône de Z

2

d�e�ni

par

�

�

m 0

n 1

�

�

;

�

�

m 1

n 1�r

0

1

�

�

� 0.

b

X

U

=H = spec(C [

b

X

U

]

H

) est la surface torique d�e�nie par le cône V \(Z�kZ) dans

le r�eseauZ�kZ. Si r

0

=

p

q

est k-irr�eductible on voit que (1; 1�r

0

) � (q; p�q) 2Z�kZ

et (q; p� q) a pour coordonn�ees

�

q;

p�q

k

�

dans la base (1; 0),(0; k) de Z�kZ. Comme

�

q;

p�q

k

�

est primitif on en d�eduit la condition de lissit�e du point �xe :

�

�

q 0

p�q

k

1

�

�

= q = 1

c'est-�a-dire r

0

2Z: Comme r

0

2 [�1; 1[ on a r

0

= 0 ou �1, c'est-�a-dire p = 0 ou �1.

Par hypoth�ese on a k � 3 et la condition p � q (modk) n'est pas v�eri��ee avec ces

valeurs de p et q.

5.3.2 H quelconque

La technique utilis�ee pour le type AB donne comme condition de r�egularit�e

�

�

�

q 0

p�q

c

j

1

�

�

�

= q = 1 o�u c

j

est l'ordre du sous-groupe d'isotropie d'un �el�ement de l'orbite

j de P

1

sous l'action de H et r

0

=

p

q

2 [�1; 1] est c

j

-irr�eductible. Le r�esultat de la

proposition 5 p. 35 en d�ecoule aussitôt.

�
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5.4 Pr�esentation des B-cartes a�nes selon Tima-

shev

Dans la description de Luna-Vust d'une orbite d'un plongement de G=H on

cherche �a d�eterminer un G-germe par un nombre minimumd'informations : V (O) et

R (O) ou encore F (O) et le type de O (pour les types B

+

; B

�

; B

0

). La pr�esentation

de Timashev au contraire laisse un rôle central aux B-cartes

�

X qui se localisent en

un G-germe O donn�e. Les B-cartes elles mêmes sont d�etermin�ees simplement par

des hypercônes mais cette repr�esentation d�epend du choix de certains param�etres

(not�es t et e

!

par Timashev). Cette approche est surtout int�eressante dans notre

travail pour donner un crit�ere simple pour qu'une B-carte

�

X v�eri�e que

�

X=U soit

torique.

Timashev traite le cas o�u le degr�e de transcendance de K

B

= C (X)

B

sur C (la

complexit�e de K) vaut 1. La complexit�e 0 correspond aux vari�et�es sph�eriques.

L'objet de cette section est de rappeler, sans d�emonstration, les r�esultats de

l'article de Timashev [ Tim] en les particularisant au cas G = SL

2

.

5.4.1 Repr�esentation des valuations B-invariantes de C (SL

2

=H)

dans l'hyperespace H

D�e�nition. Posons K = C (SL

2

=H) avec H un sous-groupe �ni de SL

2

. En par-

ticulier K

B

' C (SL

2

=B)

H

' C (P

1

=H) ' C (P

1

) ' C (t) est une extension tran-

scendante pure de dimension 1 de C et on est bien dans le cas de complexit�e 1.

Remarquons que t n'est d�e�ni qu'�a un automorphisme pr�es de P

1

.

Appelons � le groupe des caract�eres de B associ�es aux �el�ements de K

(B)

. C'est

un groupe libre de rang 1.

Choisissons un �el�ement e

!

2 K

(B)

dont le caract�ere associ�e engendre �.

Soit maintenant une valuation discr�ete v quelconque de K, �a valeurs dans Q

�

. La

restriction de v �a K

(B)

est d�etermin�ee d'une part par sa restriction �a K

B

et d'autre

part par le nombre rationnel l = v(e

!

). En e�et tout �el�ement de K

(B)

s'�ecrit sous la

forme f

0

:e

!

n

o�u f

0

2 K

B

et n 2Z. Par ailleurs une valuation discr�ete de K

B

= C (t)

est elle même

{ soit de la forme �v

x

0

o�u � 2 Q

+

, x

0

2 C et v

x

0

est la valuation qui �a

f =constante�

Q

(t� x)

m

x

associe m

x

0

.

{ soit de la forme �v

1

= �� deg

t

avec � 2 Q

+

.

Ainsi, pour un choix donn�e des param�etres (t; e

!

), v=

K

(B)
est d�etermin�e par un

triplet (x; �; l) 2 P

1

�Q

+

�Q avec la remarque que (x; 0; l) et (x

0

; 0; l) repr�esentent

la même valuation pour x; x

0

quelconques dans P

1

.
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D�e�nition 5.4.1 On appelle hyperespace H l'ensemble (P

1

� Q

+

� Q)= � o�u �

est la relation d'�equivalence d�e�nie par (x; �; l) � (x

0

; �

0

; l

0

) , x = x

0

; � = �

0

; l =

l

0

ou � = �

0

= 0; l = l

0

. On note Q

x

l'ensemble (fxg � Q

+

� Q)= �. On a

donc H =

S

x2P

1

Q

x

. La partie centrale de l'hyperespace, not�ee Q est l'ensemble

(P

1

� f0g �Q)= �; c'est-�a-dire que Q ' Q.

Comme un �el�ement v de l'ensembleV des valuations SL

2

-invariantes deK est en-

ti�erement d�etermin�e par sa restriction �aK

(B)

on peut, apr�es avoir �x�e les param�etres

t et e

!

; identi�er V �a une partie de l'hyperespaceH (partie hachur�ee dans les �gures

p. 46). On notera V

x

= V \ Q

x

:

Comme H est fni on peut v�eri�er que l'application de restriction d'un �el�ement

v

D

2 D

B

(D un diviseur premier de SL

2

=H stable par B) �a K

(B)

est injective. En

e�et, soit !

0

l'�el�ement de P

1

=H associ�e �a D 2 D

B

(x 3.2). Avec les notations du x

3.2 p.21, la valuation v

D

associe �a tout �el�ement

Q

!2P

1

=H

g

�

!

!

de K

(B)

l'entier relatif

�

!

0

: En particulier v

D

�

g

ec

!

0

!

0

�

= ec

!

0

> 0 et v

D

�

g

ec

!

!

�

= 0 si ! 6= !

0

. La restriction de

v

D

�a K

(B)

d�etermine donc !

0

; c'est-�a-dire D.

On peut donc consid�erer que D

B

s'injecte dans H pour un choix donn�e des

param�etres t et e

!

.

Au vu de ce qui pr�ec�ede il est naturel de d�e�nir l'action d'un �el�ement quelconque

v = (x; �; l) de l'hyperespace sur un �el�ement f = f

0

:e

!

n

de K

(B)

(f

0

2 K

B

) par

hv; fi = �v

x

(f

0

)+nl. L'application h ; fi est lin�eaire sur chaque Q

x

et si D 2 V[D

B

alors hD; fi = v

D

(f).

Changements de coordonn�ees en fonction des param�etres (t; e

!

). Les co-

ordonn�ees (x; �; l) d'un �el�ement de V ou de D

B

dans l'hyperespace d�ependent des

param�etres (t; e

!

) tels que K

B

= C (t) et e

!

engendre �. Il est utile de connâ�tre

pr�ecis�ement cette d�ependance.

Si t est remplac�e par t

0

= �(t) o�u � est un automorphisme de P

1

alors (x; �; l) est

remplac�e par (�(x); �; l). Si maintenant e

!

est remplac�e par e

!

0

alors e

!

0

=e

!

2 K

B

et en posant div(e

!

0

=e

!

) =

P

x2P

1

n

x

x avec

P

n

x

= 0 (sommes �nies) on v�eri�e que

(x; �; l) est remplac�e par (x; �; l+ n

x

�).

Par ailleurs, �a chaque choix de t = a=b avec (a; b) engendrant C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

(d�ef-

inition au x 3.3 p. 22) correspond un isomorphisme de P

1

=H sur P

1

que nous allons

d�e�nir.

Rappelons qu'au x 3.2 on a associ�e �a tout ! = f[a

1

: b

1

] ; : : : ; [a

n

!

: b

n

!

]g =

e

H: [a

1

: b

1

] deP

1

=H un �el�ement g

!

=

Q

n

!

i=1

(a

i

x+b

i

y) (d�e�ni �a coe�cient multiplicatif

pr�es). Si (a; b) est une base de l'espace vectoriel C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

on peut alors d�e�nir

un isomorphisme de P

1

=H sur P

1

en associant �a tout �el�ement j de P

1

=H l'�el�ement

x

j

= [a

j

: b

j

] de P

1

tel que ab

j

� ba

j

� g

ec

j

j

(� : C -proportionalit�e).
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Posons t = a=b : pour j 2 P

1

=H tel que g

ec

j

j

6= b on a x

j

6= 1 dans P

1

et

t� x

j

� g

ec

j

j

=b et pour j tel que g

ec

j

j

= b on a x

j

=1.

On a K

B

= C (t). Si t = a=b = a

0

=b

0

o�u (a

0

; b

0

) est une autre base de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

on a (a; b) � (a

0

; b

0

) et on d�e�nit donc avec (a

0

; b

0

) le même isomorphisme entre P

1

=H

et P

1

qu'avec (a; b). Autrement dit cet isomorphisme d�epend seulement de t et non

du choix de (a; b) :

Pour les SL

2

-germes de type I nous allons jouer sur ces possibilit�es de changement

de coordonn�ees pour faire apparâ�tre des B-cartes a�nes

�

X telles que

�

X=U soit

torique.

5.4.2 Repr�esentation de V et de D

B

dans l'hyperespace

Pour chaque type de groupe H on fait un choix des param�etres t et e

!

et on

repr�esente les images de V et de D

B

dans l'hyperespace H.

Remarque : les choix de e

!

sont di��erents de ceux faits dans [ Tim], en parti-

culier tous les cas non cycliques sont regroup�es pour simpli�er les d�emonstrations

ult�erieures.

Cas o�u H est binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral. Pour

t =

a

b

tel que K

B

= C (t) on choisit une base (a; b) de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

telle que a

et b soient g�en�eriques, c'est-�a-dire a; b 6= g

ec

e

e

; g

ec

v

v

; g

ec

f

f

ou encore x

v

; x

f

; x

e

6= 1. Par

ailleurs en s'aidant de la d�etermination des �el�ements de K

(B)

(annexe A) on peut

v�eri�er que e

!

= g

v

g

f

g

�1

e

est un �el�ement de K

(B)

dont le caract�ere pour B est un

g�en�erateur de �.

D�etermination de V

x

pour x 2 P

1

:

{ x = x

v

. Soit v

0

= v(v; r) 2 V avec r 2 [�1;

2

n

v

� 1] \ Q (notations de 3.4 p.

24). On a � = v

0

(t � x

v

) = v

0

(

g

ec

v

v

b

) =

1

2

r +

1

2

et l = v

0

(e

!

) = v

0

(g

v

g

f

g

�1

e

) =

r

c

v

�

1

c

f

+

1

c

e

. Le cône V

x

est engendr�e dans Q

x

v

' Q

+

�Q par (�; l) quand r

d�ecrit [�1;

2

n

v

� 1] et on v�eri�e que V

x

est d�e�ni par l � 0.

{ x = x

f

: V

x

est d�e�ni par l � 0 (même m�ethode)

{ x = x

e

: V

x

est d�e�ni par � + l � 0.

{ x 2 P

1

et x 6= x

v

; x

f

; x

e

: V

x

est d�e�ni par � + l � 0

D�etermination de (D

B

)

x

pour x 2 P

1

:

on calcule v

j

=

K

B et v

j

(e

!

) pour j 2 fv; f; eg et j 2 P

1

=H g�en�erique. Par exemple

pour j 2 fv; f; eg on a x = x

j

, � = v

j

(t� x

j

) = v

j

�

g

j

b

�

= ec

j

et on a l = v

j

(e

!

) = 1

si j = v; f et l = v

j

(e

!

) = �1 si j = e. Pour x 6= x

v

; x

f

; x

e

dans P

1

on trouve de

même � = 1 et l = 0.

Dans les �gures ci-dessous on a hachur�e le cône de Q

x

qui correspond �a V

x

et on

a indiqu�e par des cercles les �el�ements de D

B

.
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δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

1

c
e

1

l

1

1

x
f xe x = x  ,x  ,xv f e

δ δ

V et D

B

pour H binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral

cas o�u H est cyclique d'ordre k. Pour t =

a

b

tel que K

B

= C (t) on choisit

encore une base (a; b) de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

telle que a et b soient g�en�eriques.

Si k est pair alors, d'apr�es l'annexe A, e

!

= g

0

g

1

est un �el�ement de K

(B)

dont

le caract�ere pour B est un g�en�erateur de � (e

!

est de degr�e minimum 2).

Si k est impair on peut prendre e

!

= g

1�k

2

0

g

1+k

2

1

(annexe A).

δ

l

1
x  , x
 

0 x =

k
2

oo

l

x  , x
 

0 oo

δ

1

1

V et D

B

pour H cyclique d'ordre k pair

δ

l

x = x  , x
 

0 oo

1-k
2

k

k-1

x
0

δ

1+k

2

k+1

k

x
oo

δ

1
2

1

l l

V et D

B

pour H cyclique d'ordre k impair

5.4.3 Hypercône C(

�

X) associ�e �a une B-carte

�

X

Supposons choisi un couple de param�etres (t; e

!

). On peut consid�erer alors que

les valuations (discr�etes, g�eom�etriques) B-invariantes de C (SL

2

=H) appartiennent

�a l'hyperespace H.
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D�e�nition 5.4.2 Si F est un sous-ensemble de K

(B)

et G un sous-ensemble de

H on note F

+

= fv 2 H = hv; fi � 0; 8 f 2 Fg et G

+

= ff 2 K

(B)

= hv; fi �

0; 8 v 2 Gg.

Un hypercône est un sous-ensemble de C de H tel que C

x

est un cône de Q

+

�

Q pour tout x 2 P

1

. A tout couple (W;R) � V � D

B

on associe l'hypercône

(W [R)

++

� H.

L'int�erêt de cet hypercône est qu'il permet de visualiser les conditions sur W et

R pour que

�

X soit une B-carte et de distinguer facilement les B-cartes de type I et

II.

Consid�erons l'application qui �a touteB-carte

�

X associe le couple

�

(W [R)

++

;R

�

de H�D

B

o�u W[R est l'ensemble des valuations essentiellesB-invariantes de C [

�

X]

(x 2.2 p. 14). Cette application est injective (W;R d�eterminent

�

X et on d�ecrit plus

bas �a la remarque 5.4.7 comment retrouverW �a partir de (W [R)

++

). Nous allons

rappeler comment Timashev d�ecrit son image.

Introduisons pour ce faire les d�e�nitions suivantes.

D�e�nition 5.4.3 Un cône C

x

de la partie Q

x

de l'hyperespace est dit plat si tous

ses �el�ements (x; �; l) v�eri�ent � = 0. Il est dit droit si il est engendr�e par un cône

plat et l'�el�ement (x; 1; 0) de Q

x

.

Pour une B-carte

�

X de type I on v�eri�e [ Tim] qu'il existe au moins un x 2 P

1

tel que le cône engendr�e par (W [R)

x

soit plat. Pour une B-carte

�

X de type II, on

a que pour tout x 2 P

1

le cône engendr�e par (W [R)

x

n'est pas plat.

Revenons maintenant aux conditions sur le couple ((W [R)

++

;R) pour qu'il

provienne d'une B-carte. La d�e�nition suivante est une adaptation de la d�e�nition

3.1 de [ Tim, p 377] pour le cas G = SL

2

.

D�e�nition 5.4.4 Soit C =

S

x2P

1

C

x

une partie de l'hyperespace telle que, pour tout

x 2 P

1

, C

x

soit un cône strictement convexe de Q

x

. Pour chaque x 2 P

1

on d�e�nit

l'intervalle I

x

(�eventuellement vide si C

x

est plat) par C

x

\f� = 1g = fxg�I

x

�f1g.

Les rationnels a

x

et b

x

sont alors d�e�nis par :

{ [a

x

; b

x

] = I

x

si I

x

est un segment.

{ a

x

= b

x

= l si I

x

est de la forme ]�1; l] ou [l;+1[.

Exemples :

δ

l

δ

l l

1

l

1

δ δ

1δ=

[a  ,x b  ]xI   =x

C
x C

x

a  =b  =0x

x
I =]     ,b  ]x I   = Ox

oo

a  =b  x x

C
x

C
x

I ={0}

x

x
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Avec ces notations Timashev d�emontre que le couple (C;R) � H�D

B

est �egal au

couple

�

(W [R)

++

;R

�

provenant d'une B-carte a�ne d'un plongement homog�ene

de SL

2

=H si et seulement si (C;R) est un hypercône colori�e dans le sens suivant :

D�e�nition 5.4.5 [ Tim, p 377] Un hypercône colori�e est un couple (C;R) tel que

R soit un ensemble co�ni de D

B

et C =

S

x2P

1

C

x

soit une partie de l'hyperspace

v�eri�ant les propri�et�es suivantes (notations de la d�e�nition 5.4.4) :

1. C

x

est un cône strictement convexe dans Q

x

pour tout x 2 P

1

.

2. Tous les cônes C

x

sauf un nombre �ni d'entre eux sont droits.

3. L'une des deux propri�et�es suivantes est v�eri��ee :

(a) Il existe un x

0

2 P

1

tel que I

x

0

= ; (C

x

0

est plat et l'hypercône C est dit

de type I). C

x

est engendr�e pour tout x 2 P

1

par un nombre �ni d'�el�ements

de V et de R

(b) Tous les I

x

sont non vides (aucun cône n'est plat et l'hypercône est dit de

type II). Pour tout x 2 P

1

; C

x

est engendr�e par un nombre �ni d'�el�ements

de V de R et par [

P

a

x

;

P

b

x

] � f0g (les sommes sont �nies d'apr�es

la deuxi�eme propri�et�e). De plus [

P

a

x

;

P

b

x

] \ Q � K n f0g o�u K est

l'ensemble des �el�ements du cône C qui v�eri�ent � = 0.

Les �el�ements de R sont appel�es les couleurs de l'hypercône.

Remarque 5.4.6 On a K =] �1; 0] \ Q; f0g ou [0;+1[\Q. La condition (3:b)

exige en particulier que

P

a

x

et

P

b

x

soient de même signe.

Remarque 5.4.7 Si C = (W [R)

++

avec W [R l'ensemble des valuations essen-

tielles B-invariantes d'une B-carte

�

X on a W =

S

x2P

1

W

x

o�u W

x

est l'ensemble

des g�en�erateurs des arêtes de C

x

qui ne sont ni dans R ni dans [

P

a

x

;

P

b

x

]� f0g.

Remarque 5.4.8 Une B-carte de type I d�e�nit un hypercône (W [R)

++

de type I

et une B-carte de type II d�e�nit un hypercône (W [R)

++

de type II.

5.4.4 SL

2

-germes de type I et de type II.

Soit

�

X laB-carte correspondant �a un hypercône colori�e (C;R) avec C = (W [R)

++

.

Choisissons une valuation v invariante par SL

2

telle que v=

K

(B)

soit dans l'int�erieur

relatif de C et consid�erons le SL

2

-germe O qui est le localis�e de C [

�

X] en l'id�eal

premier C [

�

X] \m

v

. On a [ Tim] :

1. Si O est un SL

2

-germe de type I :

(a)

�

X est n�ecesairement de type I.

(b) Toute valuation SL

2

-invariante dominant O est dans l'int�erieur relatif

d'un certain cône C

x

0

(x

0

2 P

1

) que l'on notera C (O).
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(c) La facette F (O) de O est l'ensemble des �el�ements de V qui sont dans

l'int�erieur relatif de C (O).

(d) Les valuations essentielles deO invariantes parB sont les ensemblesV (O)

et D

B

(O) des �el�ements de W et de R qui sont dans C (O).

(e) On peut modi�er un nombre �ni de cônes C

x

6= C (O) pour s�electionner

une autre B-carte de type I se localisant en O. La seule contrainte est

l'existence d'au moins un cône plat.

2. Si O est un SL

2

-germe de II :

(a) Il n'y a qu'une seule B-carte

�

X

O

dont O est le localis�e et l'on v�eri�e que

�

X

O

est de type II.

(b) Toute valuation SL

2

-invariante dominant O est dans l'int�erieur relatif de

l'hypercône C. On notera donc C (O) = C:

(c) La facette F (O) de O est l'ensemble des �el�ements de V qui sont dans

l'int�erieur relatif de C (O) :

(d) Les valuations essentielles de O invariantes par B sont les ensembles

V (O) =W et D

B

(O) = R.

(e) Si O est de type A

N

alors K � Q

�

et si O est de type B

�

ou B

0

alors

K � Q

+

.

δ

l

δ

l l

δ

x
0 x1 x= x0,1

C(O)

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

R(O)
Type I (ex : B+)

δ

l

δ

l

δ

l

l

δ

x
1 x2 x3

x= x1,2,3

C(O)

xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx
xxxxx

R(O)

Type II (ex : A  )
3
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5.5 B-cartes

�

X telles que

�

X=U soit une vari�et�e

torique

Soit

�

X une B-carte dont l'ensemble des valuations essentielles B-invariantes est

W [ R avec (W;R) � V � D

B

et soit C = (W [ R)

++

= [

x2P

1
C

x

son hypercône

associ�e dans l'hyperespace, pour un choix donn�e des param�etres t; e

!

(x 5.4.2). Le

tore T ' C

�

agit sur C [

�

X]

U

car T � B = N

SL

2

(U).

Lemme 5.5.1

�

X=U est une surface torique avec une action de (C

�

)

2

prolongeant celle de T si

et seulement si on peut choisir le param�etre e

!

(e

!

2 K

(B)

avec caract�ere pour B

engendrant le groupe des caract�eres des �el�ements de K) tel que tous les cônes C

x

de

C soient droits sauf deux au plus.

Preuve : Supposons que

�

X=U soit une vari�et�e torique avec une action de (C

�

)

2

prolongeant celle de T . On a alors C [

�

X]

U

=< f

m

1

f

n

2

, (m;n) 2 V > o�u V est un cône

de Z

2

et f

1

; f

2

sont deux �el�ements de K

(B)

. En particulier on peut �ecrire f

1

= g

1

e

a

!

,

f

2

= g

2

e

b

!

avec g

i

2 C (t) et a; b 2Z.

Quelle que soit la B-carte

�

X (de type I ou II) on a Q(C [

�

X]

U

) = C (SL

2

=H)

U

o�u

Q(C [

�

X]

U

) est le corps de fraction de C [

�

X]

U

(annexe B).

Le fait que e

!

2 Q(C [

�

X]

U

) implique d�ej�a que les exposants a et b dans l'�ecriture

de f

1

et f

2

sont premiers entre eux. Ecrivons maintenant que t 2 Q(C [

�

X]

U

) :

t =

P

a

ij

f

i

1

f

j

2

P

b

ij

f

i

1

f

j

2

=

P

a

ij

g

i

1

g

j

2

e

ai+bj

!

P

b

ij

g

i

1

g

j

2

e

ai+bj

!

Il existe donc n 2 Ztel que t

P

ai+bj=n

b

ij

g

i

1

g

j

2

=

P

ai+bj=n

a

ij

g

i

1

g

j

2

e

ai+bj

!

6= 0. Soit

i

0

; j

0

tels que ai

0

+ bj

0

= n. On a :

t

X

�

b

i

0

+�b;j

0

��a

g

i

0

+�b

1

g

j

0

��a

2

=

X

�

a

i

0

+�b;j

0

��a

g

i

0

+�b

1

g

j

0

��a

2

d'o�u

t =

P

�

a

i

0

+�b;j

0

��a

(g

b

1

g

�a

2

)

�

P

�

b

i

0

+�b;j

0

��a

(g

b

1

g

�a

2

)

�

= P (g

b

1

g

�a

2

)

Comme g

b

1

g

�a

2

2 C (t) on en d�eduit que P est une homographie. Notons R l'ho-

mographie inverse. Si a

0

; b

0

sont tels que a

0

b � b

0

a = 1 alors l'�egalit�e g

b

1

g

�a

2

= R(t)

donne g

1

= R(t)

a

0

(Q(t)e

!

)

a

et g

2

= R(t)

b

0

(Q(t)e

!

)

b

o�u Q 2 C (t). Donc, quitte �a

remplacer t et e

!

par R(t) et Q(t)e

!

on a C [

�

X]

U

= < (t

a

0

e

a

!

)

m

(t

b

0

e

b

!

)

n

/ (m;n) 2 V g

ou C [

�

X]

U

=< t

m

e

n

!

/ (m;n) 2 V

0

> o�u V

0

est un autre cône de Z

2

.
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Reconstruisons l'hypercône C de C [

�

X] �a partir de cette nouvelle pr�esentation de

C [

�

X]

U

. Par d�e�nition de C = (W [R)

++

un �el�ement v = (x; �; l) de l'hyperespace

est dans C si et seulement si hv; fi � 0 pour tout f 2 K

(B)

tel que hW [R; fi � 0.

Mais C [

�

X]

U

est un T -module, engendr�e comme C -espace vectoriel par les �el�ements de

C [

�

X]

(B)

= ff 2 K

(B)

/ hW [R; fi � 0g et par ailleurs tout �el�ement de C [

�

X]

(B)

est

une combinaison lin�eaire d'�el�ements de la forme t

m

e

n

!

pour (m;n) 2 V

0

(avec le

même n): Donc C est l'ensemble des �el�ements v = (x; �; l) de l'hyperespace tels que

hv; fi � 0 pour tout f = t

m

e

n

!

avec (m;n) 2 V

0

. Si V

0

est engendr�e par u

1

= (u

11

; u

12

)

et u

2

= (u

21

; u

22

) on en d�eduit (x 5.4.1) que v = (x; �; l) 2 P

1

� Q

+�

� Q est dans

l'hypercône C si et seulement si :

8

<

:

x = 0 et �u

i1

+ lu

i2

� 0 pour i = 1; 2

ou x =1 et ��u

i1

+ lu

i2

� 0 pour i = 1; 2

ou x 6= 0;1 et lu

i1

� 0 pour i = 1; 2

Selon que les u

11

et u

21

sont tous deux positifs, tous deux n�egatifs ou de signes

contraires on voit que la condition sur (�; l) pour x 6= 0;1 est l � 0, l � 0 ou l = 0

donc dans tous les cas C

x

est un cône droit pour x 6= 0;1.

R�eciproquement, supposons que tous les cônes de C soient droits sauf �eventuel-

lement deux, par exemple C

0

et C

1

(il su�t de choisir un t adapt�e d'apr�es x 5.4.1).

Les cônes C

0

et C

1

sont engendr�es respectivement par u

1

; u

2

et u

3

; u

4

2 Q

+

�Q. Les

autres cônes sont droits, c'est-�a-dire engendr�es par (�; l) = (1; 0) et (�; l) = (0; ") o�u

" = 0; 1 ou �1.

Le T -module C [

�

X]

U

est engendr�e comme C -espace vectoriel par ses �el�ements

semi-invariants par T c'est-�a-dire par ses �el�ements de la forme g(t)e

n

!

o�u g 2 C (t).

Soit f = g(t)e

n

!

2 C [

�

X]

(B)

avec g(t) =

Q

(t � x)

m

x

; m

x

2 Z. Comme (W [R)

+

=

(W [R)

+++

= C

+

on a C [

�

X]

(B)

= K

(B)

\ C

+

d'o�u (x 5.4.1) en posant u

i

= (�

i

; l

i

) 2

Q

+

�Q :

f 2 C [

�

X]

(B)

, hC; fi � 0

, (I)

8

>

>

<

>

>

:

m

x

� 0 pour tout x 6= 0;1 (h(x; 1; 0); fi � 0)

"n � 0 ((x; 0; "):f � 0)

�

i

m

0

+ l

i

n � 0 pour i = 1; 2 (hC

x

; fi � 0)

�

i

(�deg

t

(g)) + l

i

n � 0 pour i = 3; 4 (hC

1

; fi � 0)

Comme m

x

� 0 pour tout x 6= 0;1 on peut d�evelopper f sous la forme

g (t) e

n

!

=

deg

t

(g)

X

i=m

0

a

i

t

i

e

n

!

(a

i

2 C )

Mais puisque �

i

> 0 on voit, d'apr�es le syst�eme d'in�egalit�es (I) qui conditionne

l'appartenance �a C [

�

X]

(B)

; que chaque terme a

i

t

i

e

n

!

est aussi dans C [

�

X]

(B)

. On en

d�eduit que C [

�

X]

U

est engendr�e comme C -espace vectoriel par les �el�ements de la

forme t

m

e

n

!

o�u (m;n) d�ecrit un cône de Z

2

que l'on d�eduit du syst�eme d'in�egalit�es
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pr�ec�edent. En particulier

�

X=U est une surface torique, pour une action de (C

�

)

2

qui prolonge celle de T ' C

�

(d�e�nie par (�; �):(t

m

e

n

!

) = �

m

�

n

t

m

e

n

!

). Le lemme est

d�emontr�e.

�

5.6 SL

2

-germes de type II

Les SL

2

-germes des orbites de dimension 1 et de type II sont les SL

2

-germes de

type A

N

et B

�

:

5.6.1 SL

2

-germes de type A

N

Soit O un SL

2

-germe de type A

N

et

�

X la B-carte dont il est le localis�e. Fixons

un �el�ement t tel que K

B

= C (t) et un �el�ement e

!

de K

(B)

dont le caract�ere associ�e

engendre �, le groupe des caract�eres de B des �el�ements de K

(B)

. La B-carte

�

X

d�e�nit un hypercône C =

S

x2P

1

C

x

de l'hyperespace. On sait que tous les cônes sont

droits sauf un nombre �ni d'entre eux et le fait que

�

X soit de type II se traduit par

l'absence de cône plat. Chaque cône C

x

est alors engendr�e dans Q

+

�Q par (0;�1)

et (1; l

x

) o�u l

x

2 Q et les l

x

sont nuls sauf un nombre �ni : l

x

1

; : : : l

x

N

0

. Rappelons

que les l

x

i

doivent aussi v�eri�er

P

l

x

i

< 0. A priori N 6= N

0

comme on le remarque

dans l'exemple suivant (t et e

!

sont choisis comme en 5.4.2).

δ

l

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

1

ce

1

l

1

1

x
f

xe

x =

1l1 l
2

l

1

x

l
3

3

l

1

x

l
N

N

...1

δ δ δ

δ

x
1

=
x =

2

x =
N' x  , ... , x

1 N'

c
f

l
N'

=
1

Dans cet exemple H est binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral.

R�eduction �a la condition de lissit�e d'une surface a�ne torique. Les con-

ditions de r�egularit�e de O d�ecouleront de :

Lemme 5.6.1
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le SL

2

-germe O de type A

N

est r�egulier si et seulement si tous les l

x

sont entiers

sauf �eventuellement deux, l

x

1

= �p=q et l

x

2

= �p

0

=q

0

(irr�eductibles) et si la relation

suivante est v�eri��ee :

pq

0

+ p

0

q + Lqq

0

= 1

en posant L = �

P

x6=x

1

;x

2

l

x

.

Corollaire 5.6.2 tout point d'une orbite r�eguli�ere de type A

N

d'un plongement X

appartient �a un ouvert isomorphe �a C

3

:

Preuve du corollaire : Soit Y une orbite r�eguli�ere de type A

N

d'un plongement

lisse,

�

X la B-carte qui l'intersecte et x

0

un point de Y \

�

X. On sait par le lemme 5.1.1

que

�

X

�

=

U �S avec S = spec(C [

�

X]

U

). Le fait que tous les l

x

soient entiers sauf deux

impliquent (lemme 5.5.1) que S est une surface a�ne torique. Comme S est lisse et

poss�ede un point �xe on a S

�

=

C

2

:

�

Preuve du lemme : Posons O = O

�

X,Y

avec Y �

�

X et notons p l'image de Y dans

la projection

�

X!

�

X=U .

p est l'unique point �xe de

�

X=U sous l'action de T ' C

�

et on sait (x 5.1) que

O est r�egulier si et seulement si p est lisse dans

�

X=U . Nous appelerons degr�e d'un

�el�ement f de K

(B)

son caract�ere associ�e pour l'action de T , c'est-�a-dire l'entier n 2Z

tel que f s'�ecrive g(t)e

n

!

avec g 2 C (t). Il est facile de voir que pour un SL

2

-germe

de type A

N

les �el�ements de f = g(t)e

n

!

de C [

�

X]

(B)

sont de degr�e n�egatif : la valuation

v de coordonn�ees (x; 0;�1) (pour x 2 P

1

quelconque) dans l'hyperespace est dans

(W [R)

++

et hv; fi � 0 s'�ecrit �n � 0:

L'id�eal maximalM du point p est engendr�e par les �el�ements homog�enes de degr�e

strictement n�egatif.

Supposons p lisse dans

�

X=U . L'id�eal M est donc engendr�e par deux �el�ements

f

1

et f

2

et l'on peut choisir f

1

; f

2

dans K

(B)

c'est-�a-dire f

1

= g

1

(t)e

a

!

, f

2

= g

2

(t)e

b

!

avec g

1

; g

2

2 C (t) et a; b 2Z

�

.

Montrons que C [

�

X]

U

= C [f

1

; f

2

].

Soit f un �el�ement de M homog�ene de degr�e n (n < 0). Pour tout m 2 N

on peut �ecrire f sous la forme f = P

m

(f

1

; f

2

) + f

m

o�u P

m

est un polynôme de

deux variables de degr�e total m et f

m

est un �el�ement homog�ene de M

m+1

. Mais les

�el�ements homog�enes non nuls de M

m+1

sont de degr�e inf�erieur �a �(m + 1) donc si

m � �n on peut choisir f

m

= 0. Conclusion : f 2 C [f

1

; f

2

].

En particulier

�

X=U est une surface torique (isomorphe �a C

2

), pour une action

de (C

�

)

2

qui prolonge celle de T . Par application du lemme 5.5.1 on en d�eduit

que, quitte �a remplacer le param�etre initial e

!

par R(t)e

!

avec R 2 C (t), tous les

cônes sont droits sauf �eventuellement deux, c'est-�a-dire que tous les l

x

sont nuls sauf

�eventuellement deux. Or le changement de param�etre e

!

a eu pour e�et de remplacer
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chaque l

x

initial par l

x

+ �

x

, o�u l'on a pos�e R (t) =

Q

(t� x)

�

x

(�

x

2 Z). Donc les

l

x

sont entiers sauf �eventuellement deux.

R�eciproquement quand tous les l

x

sont entiers sauf �eventuellement deux (l

x

1

et

l

x

2

) on se ram�ene au cas o�u ils sont tous nuls sauf �eventuellement deux en rempla�cant

e

!

par R(t)e

!

avec div(R) =

P

x6=x

1

;x

2

�l

x

:x. Tous les cônes C

x

de C sont alors droits

sauf au plus deux et d'apr�es le lemme 5.5.1 on sait que

�

X=U est une surface torique.

Le lemme 5.5.1 pr�ecise le cône V

0

de Z

2

tel que C [

�

X]

U

=< t

m

e

n

!

(m;n) 2 V

0

> et il

est ensuite facile de voir que la condition de lissit�e de

�

X=U , exprim�ee en fonction

des l

x

de d�epart, est celle du lemme.

�

D�e�nition 5.6.3 Supposons que O = A

N

(j

1

; : : : ; j

N

; r

1

; : : : ; r

N

). On note S l'ensem-

ble des j

i

non g�en�eriques qui interviennent dans la d�e�nition de O (S � f0;1g ou

fv; f; eg selon que H est cyclique ou non) et P l'ensemble des j

i

g�en�eriques. Le

cardinal de S (ou de P ) est not�e jSj (ou jP j).

Pour la preuve des propositions 1, 2 et 3 p. 30 on distinguera trois types de

groupe H : H non cyclique, H cyclique d'ordre pair et H cyclique d'ordre impair.

Pour un groupe H donn�e le param�etre important est le cardinal de S.

Preuve de la condition de r�egularit�e pour H binaire di�edral, t�etra�edral,

octa�edral ou icosa�edral. Pour H binaire di�edral d'ordre 4k on suppose toujours

k � 2, le cas k = 1 �etant trait�e comme cyclique. Le tableau

e

H ec

v

ec

f

ec

e

di�edral k 2 2

t�etra�edral 3 3 2

octa�edral 4 3 2

icosa�edral 5 3 2

montre alors que ec

j

� 2 pour tout j dans P

1

=H. En particulier 1=ec

i

=2Z.

Supposons S = ;.

On a l

xj

= 1=ec

j

=2 Zpour j 2 fv; f; eg et donc, par application du lemme 5.6.1,

le SL

2

-germe n'est pas r�egulier.

Supposons card (S) = 1:

Posons S = fsg et fs; s

0

; s

00

g = fv; f; eg. Pour ne pas être oblig�e de distinguer

di��erents cas selon s 2 fv; f; eg il est pr�ef�erable de remplacer le param�etre e

!

choisi au x 5.4.2 p. 45 par (t� x

e

) (t� x

d

)

�1

e

!

o�u d est un �el�ement g�en�erique

quelconque de P

1

=H qui n'est pas dans P . Apr�es ce changement de param�etre

le point (x

e

; �; l) = (x

e

;ec

e

;�1) devient (x

e

;ec

e

;�1 + ec

e

) = (x

e

;ec

e

; 1) et le point

(x

d

; �; l) = (x

d

; 1; 0) devient (x

e

; 1;�1) (x 5.4.1 p. 44). La repr�esentation de V et

D

B

dans l'hyperespace est alors
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δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

2

1

l

1

1

x
f

xd x = x  ,x  ,x  ,xv f e

δ

l

1

c
e

x
e

1

d

En reprenant les notations du lemme 5.6.1 on pose l

x

s

0

= �p=q = �1=ec

s

0

et

l

x

s

00

= �p

0

=q

0

= �1=ec

s

00

. Les autres l

x

sont n�ecessairement entiers pour que O soit

r�egulier. On a donc L = �(

P

j2S[P

l

x

j

+ l

x

d

) = �(

P

j2S[P

l

x

j

� 1) avec l

x

s

� 0 et

l

x

j

� �1. En particulier L � jP j+ 1:

La condition de r�egularit�e du lemme 5.6.1 est alors �ec

s

0

� ec

s

00

+ Lec

s

0

ec

s

00

= 1

que l'on �ecrit

ec

s

0

(ec

s

00

� 2) + ec

s

00

(ec

s

0

� 2) + 2(L � 1)ec

s

0

ec

s

00

= 2

Comme ec

s

0

;ec

s

00

� 2 et L � 1 cette �egalit�e implique L = 1 (d'o�u jP j = 0) et

fec

s

0

;ec

s

00

g = f2; 3g. Il s'agit donc d'un SL

2

-germe de typeA

1

et la condition fec

s

0

;ec

s

00

g =

f2; 3g est bien celle de la proposition 1 p. 30.

Supposons card (S) = 2.

On pose S = fs

0

; s

00

g et fv; f; eg = fs; s

0

; s

00

g: Puisque l

x

s

= 1=ec

s

=2Zil est n�eces-

saire, d'apr�es le lemme 5.6.1 que tous les autres l

x

soient entiers sauf �eventuellement

un : l

x

i

0

pour un certain i

0

2 S[P . E�ectuons un nouveau changement du param�etre

e

!

de l'hyperespace pour modi�er les cônes V

x

pour x = x

j

et j 2 P : e

!

est remplac�e

par (t � x

d

)

�jP j

Q

j2P

(t � x

j

)e

!

. La repr�esentation de V et D

B

dans l'hyperespace

devient (voir x 5.4.1) :

δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

-|P|-2

1

l

1

1

x
f

xd x = x  ,x  ,x  ,x  ,x v f e

δ

l

1

c
e

x
e

d

l

1

x j
(j P)

1

j

(j P)
-|P|-1
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Posons l

x

i

0

= �p=q et L = �(

P

j2S[P

l

x

j

+ l

x

d

) = �(

P

j2S[P

l

x

j

� jP j � 1) �

jP j+ 1. La condition du lemme 5.6.1 est alors pec

s

� q + Lqec

s

= 1 ou

(p + Lq)ec

s

= q + 1

Comme L � 1; ec

s

� 2; p � 0; q � 1 cette �egalit�e ne peut être v�eri��ee que si

L = 1 (donc jP j = 0), ec

s

= 2; p = 0 et q = 1. C'est le r�esultat de la proposition 1

pour le type A

2

:

Supposons en�n S = fv; f; eg.

Pour la r�egularit�e du SL

2

-germe O il est n�ecessaire que tous les l

x

soient entiers

sauf �eventuellement l

x

i

0

et l

x

i

1

pour deux �el�ements i

0

; i

1

de S [ P . On choisit le

param�etre e

!

comme dans le cas card(S) = 1 (�gure en 5.6.1) et on pose l

x

i

0

= �p=q

et l

x

i

1

= �p

0

=q

0

. La condition de r�egularit�e du SL

2

-germe est pq

0

+ p

0

q + Lqq

0

= 1.

Comme L � jP j + 1; p; p

0

� 0; q; q

0

� 1 cette �egalit�e n'est possible que pour

L = 0 (donc jP j = 0), p = p

0

= 0 et q = q

0

= 1. C'est le r�esultat de la proposition 1

pour le type A

3

:

Preuve de la condition de r�egularit�e pour H cyclique d'ordre k pair. Pour

le cas k = 2 la proposition 3 p. 33 est conforme aux r�esultats de L.Moser ( [ M1] et

[ M2]). Nous supposerons donc k � 4.

Supposons S = ;.

On a d�ej�a l

x

0

= l

x

1

=

1

k=2

=2 Zdonc tous les autres l

x

doivent être entiers et

la condition de r�egularit�e est �k=2 � k=2 + L(k=2)

2

= 1 pour L = �

P

x6=x

0

;x

1

l

x

.

Comme k=2 � 2 cette �egalit�e n'est jamais v�eri��ee.

Supposons card (S) = 1, par exemple S = f0g.

Pour la repr�esentation de V et D

B

dans l'hyperespace on fait un choix di��erent

de celui du x 5.4.2 p. 45. On choisit un �el�ement non g�en�erique d de P

1

=H qui

n'appartient pas �a P et on remplace e

!

par (t� x

d

)

�jP j

Q

j2P

(t� x

j

)e

!

pour que V

et D

B

se pr�esentent ainsi (voir x 5.4.1) :

δ

l

1
x  , x
 

0 x =

k
2

oo

l

x  , x   ,x , x0 oo

δ

1

1

δ

l

1
x    j pour j   P d j (pour j    P)

1

-|P|-|P|-1

x
d

δ

l

1
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Tous les l

x

doivent être entiers sauf l

x

1

=

1

k=2

et �eventuellement l

x

j

o

= �p=q

pour un certain j

0

2 S [ P . La condition du lemme 5.6.1 est p

k

2

� q + Lq

k

2

= 1 ou

p

k

2

+ q

�

L

k

2

� 1

�

= 1

avec L = �(l

x

d

+

P

j2(S[P )nf1;j

0

g

l

x

j

) = �(�jP j +

P

j2(S[P )nf1;j

0

g

l

x

j

) � jP j � 0.

Deux cas se pr�esentent :

{ Si L � 1 alors L

k

2

� 1 � 1; q � 1; p � 0 impliquent L = 1 (donc jP j = 1),

k=2 = 2; p = 0 et q = 1. C'est le r�esultat pour k = 4 de la proposition 3 p. 33.

{ Si L = 0 alors jP j = 0 et p

k

2

� q = 1. En particulier j

0

= 0 et l

x

0

= �

p

p

k

2

�1

.

Dans le deuxi�eme cas pour retrouver la valeur de r

0

correspondante on pose

v = v (0; r

0

) 2 V

x

0

et on calcule les coordonn�ees de v dans l'hyperespace (voir x 5.4.2

p. 45) :

�

� = v (t� x

0

) = v(g

k

0

=b) =

1

2

(r

0

+ 1)

l = v (e

!

) = 1=k(r

0

� 1)

r

0

v�eri�e l=� = l

x

0

= �

p

p

k

2

�1

c'est-�a-dire r

0

=

�1

�1+kp

. c'est le cas r�egulier de type

A

1

de la proposition 3.

Supposons en�n S = f0;1g.

Tous les l

x

doivent être entiers sauf �eventuellement l

x

j

0

; l

x

j

1

pour deux �el�ements

j

0

; j

1

2 f0;1g [ P . Choisissons e

!

comme dans le cas card(S) = 1 et posons

l

x

j

0

= �

p

q

, l

x

j

1

= �

p

0

q

0

et L = �(l

x

d

�

P

j2(S[P )nfj

o

;j

1

g

l

x

j

). On a l

x

� 0 pour tout

x 2 S [ P et L = jP j �

P

j2(S[P )nfj

o

;j

1

g

l

x

j

� jP j � 0. La condition du lemme 5.6.1

est

pq

0

+ p

0

q + Lqq

0

= 1

Comme p; p

0

� 0 , q; q

0

� 1 et L � jP j � 0 on a deux cas :

{ jP j = 0. En particulier L = 0 et par exemple j

0

= 0 et j

1

= 1. Ensuite on

a pq

0

+ p

0

q = 1 d'o�u p = 0, p

0

= q = 1 ou p

0

= 0; p = q

0

= 1. Si par exemple

on est dans le premier cas, c'est-�a-dire l

0

= 0 et l

1

= �

1

q

0

, on en d�eduit r

0

maximal (= 1) et r

1

=

n

n+k

pour n � 1 �

k

2

(calcul analogue �a celui du cas

card(S) = 1). C'est le r�esultat de type A

2

de la proposition 3.

{ jP j = 1. Ce cas implique L = 1 c'est-�a-dire S [ P = f0;1; !

1

g et l

x

= 0 pour

x 2 (S [ P ) n fj

o

; j

1

g. Ensuite q = q

0

= 1 et pq

0

+ p

0

q = 0 d'o�u l

x

j

1

= l

x

j

1

= 0.

Les r

j

pour j 2 f0;1; !

1

g sont donc maximaux et on obtient le r�esultat de

type A

3

de la proposition 3.
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Preuve de la condition de r�egularit�e pour H cyclique d'ordre k impair

Le cas k = 1 a d�ej�a �et�e trait�e par L.Moser dans [ M1] et [ M2] et il est conforme �a

la pr�esentation de la proposition 2 p. 32. Nous supposerons donc k � 3.

Avec les choix des param�etres t; e

!

du x 5.4.2 (e

!

= g

1�k

2

0

g

1+k

2

1

) V et D

B

se

pr�esentent ainsi dans l'hyperespace.

δ

l

x = x  , x
 

0 oo

1-k
2

k

k-1

x
0

δ

1+k

2

k+1

k

x
oo

δ

1
2

1

l l

Supposons card(S) = ;.

On a alors l

x

0

= �

k�1

2

k

; l

x

1

=

k+1

2

k

et comme k � 3 on en d�eduit l

x

0

; l

x

1

=2 Z.

D'apr�es le lemme 5.6.1 la r�egularit�e du SL

2

-germe implique que tous les autres l

x

j

soient entiers et que pq

0

+ p

0

q + Lqq

0

= 1 en posant L =

P

j 6=0;1

l

x

j

, l

x

0

= �

p

q

et

l

x

1

= �

p

0

q

0

. Cette �egalit�e devient :

k � 1

2

k �

k + 1

2

k + Lk

2

= 1

ce qui est impossible car k � 3.

Supposons card(S) = 1, par exemple S = f0g.

Comme l

x

1

=2 Z, la r�egularit�e du SL

2

-germe implique qu'il y ait au plus un

autre l

x

j

non entier, disons l

x

j

0

; pour j

0

2 f0g [ P . Posons l

x

j

0

= �

p

q

(p; q � 1

car l

x

j

0

� �

1

2

) et L = �

P

j 6=1;j

0

l

x

j

. La condition de r�egularit�e du lemme 5.6.1 est

pk �

k+1

2

q + Lqk = 1 ou

pk + q

�

kL�

k + 1

2

�

= 1 (5.1)

Pour j 2 (f0g[P )nfj

0

g on a l

x

j

2Zet l

x

j

� �

1

2

d'o�u l

x

j

� �1 et L � N�1 � 0.

Si L � 1 alors kL �

k+1

2

�

k�1

2

� 1 et l'�egalit�e 5.1 est impossible. Supposons

donc L = 0. En particulier on a N = 1 et P = ;. L'�egalit�e 5.1 devient

pk � q

k + 1

2

= 1

qui se r�esout en p = �1+n

k+1

2

et q = �2+nk avec n 2 N

�

. Si v(0; r

0

) est la valuation

SL

2

-invariante qui a pour coordonn�ees (x

0

; �; l) = (x

0

; 1;�

p

q

) dans l'hyperespace on

a :
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�

� = v (t� x

0

) = v(g

k

0

=b) = r

0

+ 1

l = v (e

!

) =

1

k

�

1�k

2

r

0

�

1+k

2

�

r

0

v�eri�e l=� = l

x

0

=

1�k

2k

r

0

�

1+k

2k

r

0

+1

= �

p

q

d'o�u r

0

=

�pk+

1+k

2

q

pk+

1�l

2

q

= �

1

q+1

=

�1

�1+nk

. C'est

le r�esultat de type A

1

de la proposition 2.

Supposons en�n S = f0;1g.

On choisit un �el�ement non g�en�erique d de P

1

=H qui n'appartient pas �a P et on

remplace e

!

= g

0

g

1

du x 5.4.2 p. 45 par (t� x

d

)e

!

pour que V et D

B

se pr�esentent

ainsi (voir x 5.4.1) :

δ

l

x = x  , x  ,  0 oo

1-k
2

k

k-1

x
0

x
oo

δ

1
2

1

l

δ

l

k

k-1

1-k
2

δ

1
2

1

l

x
d

x
d

1

Pour que le SL

2

-germe soit r�egulier il faut que les l

x

j

soient tous entiers sauf

�eventuellement deux, disons l

x

j

0

et l

x

j

1

avec j

0

; j

1

2 S [ P . On pose l

j

0

= �

p

q

(� �

1

2

), l

x

j

1

= �

p

0

q

0

(� �

1

2

) et L = �

P

j 6=j

0

;j

1

l

x

j

= �(l

x

d

+

P

j2(S[P )nfj

0

;j

1

g

l

x

j

) =

�(1 +

P

j2(S[P )nfj

0

;j

1

g

l

x

j

) (� jP j � 1 � �1). La condition du lemme 5.6.1 est pq

0

+

p

0

q + Lqq

0

= 1. Comme p; p

0

; q; q

0

� 1 on a pq

0

+ p

0

q � 2 et on ne peut pas avoir

L � 0. Donc L = �1, jP j = 0 et par exemple j

0

= 0 et j

1

=1. La condition devient

pq

0

+ p

0

q � qq

0

= 1

ou

(2p � q)q

0

+ (2p

0

� q

0

)q = 2

avec 2p � q; 2p

0

� q

0

� 0 et q; q

0

� 1. Il n'y a que deux possibilit�es (�a permutation

pr�es de 0 et 1) :

1. 2p � q = 2p

0

� q

0

= q = q

0

= 1 c'est-�a-dire p = p

0

= q = q

0

= 1. Donc

l

x

0

= l

x

1

= �1 ce qui �equivaut �a r

0

= r

1

=

1�k

1+k

, par un calcul analogue au

cas card(S) = 1.

2. 2p

0

� q

0

= 0 et (2p � q)q

0

= 2 c'est-�a-dire p

0

= 1; q

0

= 2, 2p � q = 1. Donc

l

x

0

= �

p

2p�1

(p � 1) et l

x

1

= �

1

2

. Par le même type de calcul que pour le cas

card(S) = 1 on en d�eduit r

1

maximal et r

1

=

n

n+k

pour n �

1�k

2

.

La proposition 2 p. 32 est d�emontr�ee.

�
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5.6.2 SL

2

-germes de Type B

�

Soit O = B

�

(j; r) un G-germe de type B

�

avec j 2 P

1

=H et r 2]0; b(j)[=

]0;

2

n

j

� 1[. La condition b(j) > 0 implique n

j

= 1. D'apr�es les tableaux 3.1 et 3.2 p.

20 on voit que H est n�ecessairement cyclique et j non g�en�erique (sauf si k = 1; 2).

Preuve de la condition de r�egularit�e pour H cyclique d'ordre k pair: Sup-

posons par exemple j = 0. Avec le choix du param�etre e

!

du x 5.4.2 (e

!

= g

0

g

1

)

l'hypercône de la B-carte

�

X de O se pr�esente ainsi :

δ

l

1

x    0
x =

k
2

l

x  , x
 

0 oo

δ

1

δ

l

1

k
2

oo

lx 
  
0 x

Pour t tel que K

B

= C (t) on choisit une valeur telle que x

0

= 0 et x

1

= 1

(x 5.4.1). On voit alors que C [

�

X]

U

est engendr�e comme C -espace vectoriel par les

�el�ements de la forme t

m

e

n

!

o�u (m;n) appartient au cône deZ

2

d�e�ni par m+ l

0

n � 0

et �m +

1

k=2

n � 0. En particulier

�

X=U est une surface torique dont la condition

de lissit�e est, en posant l

0

= �p=q (� 0) irr�eductible,

�

�

1 p

k=2 q

�

�

= 1. On a donc

l

0

= �

p

1+pk=2

puis, par un calcul analogue �a ceux e�ectu�es pour les autres types,

r =

1

1+pk

pour p 2 N

�

.

Preuve de la condition de r�egularit�e pour H cyclique d'ordre k impair.

Supposons toujours j = 0. Pour e

!

= g

1�k

2

0

g

1+k

2

1

le cône C de la B-carte

�

X du SL

2

-

germe O est de la forme :

δ

l

x = x  , x
 

0 oo

1-k
2

k

x
0

δ

1+k

2

k

x
oo

δ

1

l l

1

lx
0

Posons l

x

0

= �

p

q

. La même m�ethode que dans le cas pair donne pour condition

de r�egularit�e deO :

�

�

k+1

2

p

k q

�

�

= 1 d'o�u l

x

0

= �

p(k+1)=2

1+kp

puis r =

1

1+pk

. En�n le corollaire

5.6.2 est encore vrai (même d�emonstration).

La proposition 6 p. 35 est d�emontr�ee.



5.7.

�

X=U TORIQUE POUR LES SL

2

-GERMES DE TYPE I 61

�

5.7

�

X=U torique pour les SL

2

-germes de type I

Les SL

2

-germes des orbites de dimension 1 et de type I et de dimension 1 sont

ceux de type AB et B+ dans la classi�cation de Luna-Vust.

On a vu au lemme 5.5.1 qu'uneB-carte a�ne

�

X telle que

�

X=U =spec(C [

�

X]

U

) soit

torique pour une action de (C

�

)

2

prolongeant celle de T est associ�ee �a un hypercône

C = (W [ R)

++

avec au plus deux cônes non droits, �a condition de bien choisir

le param�etre e

!

. L'objet du lemme suivant et de son corollaire est de mettre en

�evidence une telle B-carte pour chaque SL

2

-germe de type I.

Lemme 5.7.1 Soit O = AB (j; r

1

; r

2

) ou O = B

+

(j; r) un SL

2

-germe de type AB

ou B

+

. Il existe une B-carte a�ne

�

X, dite adapt�ee �a O; dont O est le localis�e et

dont le cône C = (W[R)

++

associ�e, pour un certain choix des param�etres t; e

!

, est

tel que :

{ x

j

= 0 et C

0

est un cône engendr�e par deux �el�ements primitifs u

1

; u

2

de Z

2

.

{ C

1

est plat

{ C

x

est droit pour tout x 6= 0;1

Corollaire 5.7.2

(1) Un SL

2

-germe de type AB ou B

+

est toujours le localis�e d'une B-carte

�

X

telle que

�

X/U soit torique.

(2) Tout point x d'une orbite de type AB ou B

+

d'un plongement X appartient

�a un ouvert isomorphe �a U�(S n l) o�u S est une surface a�ne torique et l est

isomorphe �a C

�

.

(3) Tout point x d'une orbite de type AB(j; r

1

; r

2

) ou B

+

(j; r) d'un plongement

X de SL

2

=H avec H cyclique et j 2 f0;1g appartient �a un ouvert isomorphe �a

U�S o�u S

�

=

�

X=U et

�

X=U est une surface torique.

Preuve du corollaire : la partie (1) d�ecoule directement des lemmes 5.5.1 et 5.7.1.

Les parties (2) et (3) sont une cons�equence du lemme 5.1.1 et des remarques �a la �n

de la preuve du lemme 5.7.1, en particulier la remarque 5.7.6 p. 64.

Remarque 5.7.3 Il est important de noter que dans l'assertion (2) du corollaire

5.7.2 on ne peut pas toujours choisir un ouvert

�

X

�

=

U � S avec S surface a�ne

torique : si O = O

X;Y

pour un certain plongement X on ne peut pas toujours choisir

une B-carte

�

X adapt�ee �a O qui soit incluse dans X. Supposons par exemple H binaire

di�edral et un plongement X avec exactement une orbite Y de type AB (d�e�nie par

j = v et deux rationnels r

1

; r

2

), deux orbites de dimension 2 et l'orbite ouverte.

Pour exhiber une B-carte adapt�ee on va voir qu'il est n�ecessaire de disposer d'une
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valuation SL

2

-invariante di��erente de celles qui sont associ�ees aux deux orbites

de dimension 2 (elle a pour coordonn�ees dans l'hyperespace (f; 1; 0) sur la �gure

ci-dessous). On doit donc ajouter �a X une troisi�eme orbite de dimension 2 pour

obtenir un plongement qui contiendra e�ectivement une B-carte adapt�ee �a O:

r

r

1

2

v

f

e

r

r

1

2

v

f

e

Preuve du lemme : Supposons que pour chaque sous-groupe H on choisisse t et

e

!

comme au x 5.4.2 p. 45. Notons j

0

l'�el�ement de P

1

=H tel que x

j

0

= 1 dans le

lemme. Pour chaque type de sous-groupe H de SL

2

(C ) on voit d'apr�es le x 5.4.2

qu'un seul x au plus dans P

1

v�eri�e q

x

= (x; 1; 0) =2 (V [ D

B

)

x

. Dans le cas o�u

q

x

2 (V [ D

B

)

x

pour tout x 2 P

1

(H cyclique pair) on peut donc prendre j

0

6= j

quelconque dans P

1

=H pour construire

�

X comme dans le lemme. Dans les autres cas

on choisit j

0

2 P

1

=H tel que x

j

0

soit l'unique �el�ement de P

1

tel que q

x

=2 (V [ D

B

)

x

.

Dans les �gures suivantes qui illustrent le lemme on a repr�esent�e V en pointill�es et

D

B

par des cercles. (W [ R)

++

est repr�esent�e en trait plein et les �el�ements de R

sont les disques noirs. Les notations sont celles de la section 3.5 p. 25.

1. H binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral.

(a) Type AB : O = AB (j; r

1

; r

2

), K = f0g (le cas K = [�1; 0] \ Q est

similaire)

La premi�ere �gure correspond aux cas j 2 fv; fg ou j g�en�erique dans

P

1

=H. Par un automorphisme de P

1

on impose alors x

j

= 0 et x

e

= 1

(j

0

= e). Dans la deuxi�eme �gure on a j = e et on choisit j

0

= v.

δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

1

c
e

1

l

1

1

x
f

xe x = x  ,x  ,xv f e
= 0 = oo

δ δ

δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

1

c
e

1

l

1

1

x
f

xe x = x  ,x  ,xv f e
= 0= oo

δ δ
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(b) Type B

+

: O = B

+

(j; r).

Premi�ere �gure : j 2 fv; fg ou j g�en�erique dans P

1

=H. On choisit alors

j

0

= e.

Deuxi�eme �gure : j = e et on choisit j

0

= v.

δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

1

c
e

1

l

1

1

x
f

xe x = x  ,x  ,xv f e
= 0 = oo

δ δ

δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

1

c
e

1

l

1

1

x
f

xe x = x  ,x  ,xv f e
 0=oo

δ δ

=

Remarque : supposons k � 2 dans le cas di�edral. on a alors ec

i

� 2 pour i =

v; f; e. Un changement du param�etre e

!

transforme les coordonn�ees (x; �; l) =

(x;ec

i

; 1) dans l'hyperespace par (x;ec

i

; 1 + nec

i

) pour un certain n 2 Zet on

aura encore 1 + nec

i

6= 0. Pour avoir tous les cônes droits sauf deux dont un

plat il est donc n�ecessaire de disposer d'une valuation SL

2

-invariante di��erente

de v (j; r

1

),v (j; r

2

) (type AB) ou v (j; r) (type B

+

).

2. H cyclique pair.

(x; 1; 0) 2 (V [ D

B

)

x

pour tout x 2 P

1

. Donc quel que soit j 2 P

1

=H on

peut choisir j

0

6= j quelconque dans P

1

=H et v�eri�er les conditions du lemme.

Exemple : type AB

δ

l

1x    
0 x =

k
2

l

x  , x
 

0 oo

δ

1

1

δ

l

1
 x   =  

k
2

oo
oo

Remarque 5.7.4 Si j est g�en�erique (comme dans l'exemple) et k � 4 on voit

comme dans le cas non cyclique qu'il faut n�ecessairement disposer d'une valuation

SL

2

-invariante suppl�ementaire pour avoir une B-carte adapt�ee. Ce n'est pas le cas

si j 2 f0;1g; d'o�u la partie (3) du corollaire 5.7.2.

1. H cyclique impair.
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(a) TypeAB : O = AB (j; r

1

; r

2

),K = f0g. Premi�ere �gure : j 6=1 (exemple

j = 0) et j

0

=1. Deuxi�eme �gure : j =1 et j

0

6= j quelconque (exemple

j

0

= 0)

δ

l

x = x  , x
 

0 oo

1-k
2

k

k-1

x
0

δ

1+k

2

k+1

k

x   =
oo

δ

1
2

1

l l

=0 oo

δ

l

x = x  , x
 

0 oo

1-k
2

k

k-1

x
0

δ

1+k

2

k+1

k

x  =0
oo

δ

1
2

1

l l

= oo

(b) Type B

+

: O = B

+

(j; r). Mêmes distinctions et mêmes �gures que pour

le type AB

Remarque 5.7.5 Dans le cas j 2 f0;1g on voit, comme dans l'exemple illustr�e ci-

dessus, qu'une B-carte adapt�ee peut être construite sans faire appel �a une valuation

SL

2

-invariante suppl�ementaire. D'o�u la partie (3) du corollaire 5.7.2 dans le cas

cyclique impair.

Remarque 5.7.6 Soit x un point d'une orbite Y de type AB ou B

+

d'un plonge-

ment X: Si

�

X est une B-carte dans X qui intersecte Y alors x appartient �a un

ouvert a�ne de la forme g:

�

X o�u g 2 SL

2

.

D'apr�es l'�etude qui pr�ec�ede on voit que quel que soit le sous-groupe �ni H de

SL

2

on peut choisir

�

X tel que

�

X=U soit localement isomorphe �a

�

X'=U o�u

�

X' est une

B-carte

�

X' d'un plongement X

0

(�eventuellement di��erent de X) telle que

�

X'=U soit

a�ne torique (pour une action de T � C

�

). Plus pr�ecis�ement on peut choisir

�

X tel

que

�

X=U soit isomorphe �a (

�

X'=U)nl o�u l est une T -orbite de

�

X'=U: D'o�u la partie

(2) du corollaire 5.7.2.

�
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5.8 Autre preuve de r�egularit�e pour le type I

Comme annonc�e, le r�esultat de la section pr�ec�edente permet de donner une autre

d�emonstration des conditions de r�egularit�e des SL

2

-germes de type I.

Supposons que

�

X soit une B-carte adapt�ee �a un SL

2

-germe O = O

X;Y

de type I

(lemme 5.7.1), que p soit l'image de Y\

�

X dans l'application de projection

�

X!

�

X=U

et que u

1

; u

2

2 Z

2

soient d�e�nis comme dans le lemme 5.7.1. Il est facile de v�eri�er

que u

1

; u

2

engendrent pr�ecis�ement le cône V du lemme 5.5.1. Donc la condition de

lissit�e du point p dans la surface a�ne torique

�

X=U est jdet (u

1

; u

2

) j = 1. Pour

retrouver les conditions de r�egularit�e des SL

2

-germes de type I (propositions 4 et 5

p. 35) il su�t de traduire la condition jdet (u

1

; u

2

) j = 1 pour chaque type AB, B

+

et chaque type de sous-groupe H en fonction des donn�ees du SL

2

-germe (j 2 P

1

=H,

r

1

; r

2

2 Q pour type AB, r 2 Q pour B

+

). Pour les calculs on peut se ramener

�a distinguer seulement deux types de groupes (H cyclique et H binaire di�edral,

t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral) et deux cas (j g�en�erique et j non g�en�erique

dans P

1

=H) pour chaque type d'orbite (AB et B

+

). Il faut pour cela faire des choix

judicieux de t et de e

!

en s'aidant des r�esultats de l'annexe A :

Cas j g�en�erique :

{ t = a=b avec a; b g�en�eriques formant une base de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

et g

ec

j

j

6= b.

{ e

!

=

Q

i2NG

g

m

i

i

o�u NG est l'ensemble des �el�ements non g�en�eriques de P

1

=H

c'est-�a-dire NG = fv; f; eg ou f0;1g. Pour chacun des deux cas de sous-

groupe H les entiers m

i

sont choisis selon les crit�eres des lemmes A.2.1 et

A.2.2 de l'annexe A.

Cas j non g�en�erique :

{ t = a=b avec a; b g�en�eriques quelconques formant une base de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

.

{ e

!

=

Q

i2NG

g

m

i

i

o�u NG = fv; f; eg ou f0;1g. Contrairement au cas pr�ec�edent

on tiendra compte aussi de j pour choisir les m

i

.

Avec ces donn�ees on peut calculer dans Q

+

�Q les coordonn�ees de g�en�erateurs

u

1

et u

2

du cône C

x

j

.

Nous ne traiterons que le type AB �a titre d'exemple.

5.8.1 H cyclique d'ordre k.

Soit O = AB(j; r

1

; r

2

) avec j 2 P

1

=H et r

i

2 [�1; b (j)] \Q. Choix de t et e

!

:

{ e

!

= g

m

0

0

g

m

1

1

avec (m

0

;m

1

) = (1; 1) dans le cas o�u H est d'ordre pair et

(m

0

;m

1

) =

�

1�k

2

;

1+k

2

�

dans le cas impair.

{ K

B

= C (t) avec t = a=b et a; b �el�ements g�en�eriques de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

=

C [SL

2

]

(B�H)

k;�(�1)

k

.
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(on a pos�e k = k si k est impair et k =

k

2

si k est pair ).

Cas j g�en�erique ( j 6= 0;1).

Quel que soit r 2 [�1; b (j)]\Q les coordonn�ees de v = v (j; r) dans l'hyperespace

sont (x

j

; �; l) avec � = v (t� x

j

) = v(g

ec

j

j

=b) =

ec

j

c

j

(1 + r) =

k

k

(1 + r) et l = v(e

!

) =

1

k

(m

0

(�1) +m

1

(�1)) =

�c

!

k

.

Conform�ement �a la proposition 4 p. 35 on d�e�nit r

0

par r =

1+r

0

n

j

� 1 =

1+r

0

k

� 1

et on pose r

0

=

p

q

avec

p

q

c

!

-irr�eductible c'est-�a-dire q = p + �c

!

avec � 2 Z et

p ^ � = 1. On a alors (�; l) � (1 + r

0

;�c

!

) � (p + q;�qc

!

) = (a; b) et

�

a

b

�

=

�

2 c

!

�c

!

�c

2

!

��

p

�

�

. Or c

!

= 1 si k impair et c

!

= 2 si k pair (tableau 3.2 p. 21) donc

�

a=c

!

b=c

!

�

=

�

2=c

!

1

�1 �c

!

��

p

�

�

avec

�

�

2=c

!

1

�1 �c

!

�

�

= �1. Donc (a=c

!

; b=c

!

) est primitif dans

Z

2

et colin�eaire �a (�; l). La condition de lissit�e du point p dans la surface a�ne

torique

�

X=U est donc

�

�

�

a

2

=c

!

a

1

=c

!

b

2

=c

!

b

1

=c

!

�

�

�

= 1 c'est-�a-dire

�

�

a

2

a

1

b

2

b

1

�

�

= c

2

!

ou

�

�

p

2

p

1

q

2

q

1

�

�

= c

!

. La

proposition 4 est d�emontr�ee dans ce cas.

Cas j non g�en�erique ( j 2 f0;1g), par exemple j = 0.

Les coordonn�ees de v = v (0; r) (r 2 [�1; b (0)] \ Q) dans l'hyperespace sont

(0; �; l) avec � = v (t� x

0

) =

k

k

(1 + r) et l = v(e

!

) =

1

k

(m

0

r �m

1

). On a cette fois

r =

1+r

0

n

0

� 1 et n

0

= 1 d'o�u r = r

0

: On pose r = p=q k-irr�eductible c'est-�a-dire

q = p + �k avec p ^ � = 1, et l'on a : (�; l) � (k(p + q);m

0

p � m

1

q) = (a; b)

et

�

a

b

�

=

�

2k kk

m

0

�m

1

�km

1

�

�

p

�

�

. Par le choix de e

!

on voit que k divise (m

0

� m

1

)

et

�

a=k

b=k

�

=

�

2k=k k

(m

0

�m

1

)=k �m

1

�

�

p

�

�

avec

�

2k=k k

(m

0

�m

1

)=k �m

1

�

= �1. Ainsi (a=k; b=k) est

primitif dans Z

2

et colin�eaire �a (�; l). La condition de lissit�e est donc

�

�

a

2

=k a

1

=k

b

2

=k b

1

=k

�

�

= 1,

�

�

a

2

a

1

b

2

b

1

�

�

= k

2

, soit

�

�

p

2

p

1

q

2

q

1

�

�

= k. La proposition 4 est d�emontr�ee pour H cyclique.

5.8.2 H binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral.

O = AB(j; r

1

; r

2

) avec j 2 P

1

=H et r

i

2 [�1; b (j)]\Q. Conform�ement �a l'�enonc�e

de la proposition 4 p. 35 on d�e�nit r

0

i

par r

0

i

+ 1 = (r

i

+ 1) n

j

et on pose r

0

i

= p

i

=q

i

fraction c

j

-irr�eductible.

On pose card (H) = 2k:

Cas j g�en�erique ( j 6= v; f; e).

On fait les choix suivants :

{ t = a=b avec a; b �el�ements g�en�eriques de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

(voir annexe A) tels que

g

ec

j

j

6= b.
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{ e

!

= g

v

g

f

g

�1

e

.

A l'aide de la relation

1

c

v

+

1

c

f

+

1

c

e

=

1

2

+

1

k

(3.1 p. 20) et de c

e

= 4 on trouve pour

les coordonn�ees (�; l) de v = v (j; r

i

) dans l'hyperespace (i = 1; 2) : � = v(t� x

j

) =

1

2

(r

i

+ 1) et l = v(e

!

) = �1=k. Les �el�ements primitifs u

i

de Z

2

du lemme 5.5.1 sont

((p

i

+q

i

)=2;�q

i

) et la condition de lissit�e est donc

�

�

(p

1

+q

1

)=2 (p

2

+q

2

)=2

�q

1

�q

2

�

�

= �1 ou encore

�

�

p

2

p

1

q

2

q

1

�

�

= 2. Comme c

!

= 2 on retrouve le r�esultat de la proposition 4.

Cas j non g�en�erique (j 2 fv; f; eg):

{ t = a=b avec a; b �el�ements g�en�eriques de C [SL

2

]

(B�H)

n;�

0

.

{ e

!

= g

v

g

f

g

e

g

�ec

j

j

.

Soit v = v (j; r

i

) pour i = 1; 2. On trouve pour � = v (t� x

j

) et l = v (e

!

) :

(�; l) � (ec

j

(p

i

+q

i

); (1�ec

j

)(p

i

+q

i

)�2q

i

) = (a

i

; b

i

). On montre ensuite que (a

i

=c

j

; b

i

=c

j

)

est c

j

-irr�eductible et la condition de lissit�e est donc

�

�

a

1

=c

j

a

2

=c

j

b

1

=c

j

b

2

=c

j

�

�

= �1 ou encore

�

�

p

2

p

1

q

2

q

1

�

�

= c

j

qui est le r�esultat de la proposition 4.

�
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Chapitre 6

Les mod�eles minimaux

D�e�nition : un mod�ele minimal est par d�e�nition un plongement homog�ene lisse

complet X

0

de SL

2

=H qui n'est pas l'�eclat�e d'un autre plongement lisse complet de

SL

2

=H.

Remarque : on montrera dans la recherche des mod�eles minimaux qu'il est �equiv-

alent de dire que tout SL

2

-morphisme propre de X

0

dans un autre plongement

homog�ene lisse, complet de Sl

2

=H est un isomorphisme.

6.1 Plongements lisses complets

Rappelons d'abord qu'un morphisme entre deux plongements de SL

2

=H est ici un

SL

2

-morphisme alg�ebrique qui envoie H=H sur H=H, et qui est donc en particulier

l'identit�e sur SL

2

=H.

Supposons que le sous-groupe H soit �x�e. Soit L

n

l'ensemble de tous les an-

neaux locaux d'orbites de plongements normaux de SL

2

=H (d�ecrits �a la section

3.5), c'est-�a-dire l'ensemble de ce que nous avons appel�e les SL

2

-germes. Consid-

�erons un plongement homog�ene X de SL

2

=H. Les anneaux locaux de ses di��erentes

orbites forment un sous-ensemble L (X) de L

n

. R�eciproquement, si l'on se donne

un sous-ensemble L de L

n

, on peut donner des conditions n�ecessaires et su�santes

d'existence d'un plongement homog�ene X de SL

2

=H, unique �a isomorphisme pr�es,

dont l'ensemble L (X) des anneaux locaux d'orbite est L.

notations (voir 3.4 p. 24) :

{ V

1

est l'ensemble des �el�ements v de V (valuations de C (SL

2

=H) invariantes par

SL

2

) tels que C

SL

2

v

' C o�u C

v

est le corps r�esiduel de v et C

SL

2

v

le sous-corps de

ses invariants par SL

2

. Ou encore : V

1

= fv (j; r), j 2 P

1

=H, r 2 ]�1;

2

n

j

�1]g.

{ V (O) est l'ensemble des �el�ements de V essentiels pour un SL

2

-germe O.

{ L

0

est l'ensemble des SL

2

-germes O de type B

+

tels que V (O) = fv( ;�1)g.

Autrement dit L

0

= fB

+

(!;�1) ; ! 2 P

1

=Hg.

69
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{ la facette F (O) du SL

2

-germe O est l'ensemble des v 2 V

1

qui dominent O.

Les conditions sur L sont donn�ees par la proposition suivante [ LV] :

Soit L � L

n

. Alors L correspond �a un plongement normal si et seulement

si il satisfait les propri�et�es suivantes :

1. si O 2 L alors V (O) \ V

1

� L

2. si O 2 L et v( ;�1) 2 V (O) alors L contient un ensemble co�ni de L

0

.

3. L� L

0

est �ni

4. les facettes F (O) de L sont disjointes.

De plus le plongement L (i.e sa vari�et�e) est complet si et seulement si la

r�eunion de ses facettes est V

1

.

A l'aide de cette proposition et des r�esultats de la section 4 sur les conditions de

r�egularit�e des SL

2

-germes on peut d�eterminer par leurs diagrammes (donc �a isomor-

phisme pr�es) tous les plongements lisses complets de SL

2

=H ce qui permettra d'en

d�eduire les mod�eles minimaux. Dans la suite on appellera simplement plongement

un plongement homog�ene lisse et complet de SL

2

=H

Notations : On adoptera pour une orbite l d'un plongement X donn�e la même

notation que son anneau local O: Par exemple l = A

N

(j

1

; : : : ; j

N

; r

1

; : : : ; r

N

) pour

une orbite de type A

N

d�e�nie par N �el�ements de P

1

=H et N nombres rationnels r

i

.

Une orbite de X sera dite r�eguli�ere si son anneau local est r�egulier, c'est-�a-dire si

tous ses points sont lisses dans X.

Si X est un plongement deux cas se pr�esentent :

1. X poss�ede une orbite l de type A

N

.

Posons l = A

N

(j

1

; : : : ; j

N

; r

1

; : : : ; r

N

) ; les r

i

v�eri�ant la condition de type

A

N

:

P

N

i=1

1

1+r

i

> 1. Soit j 2 fj

1

; : : : ; j

N

g, alors X poss�ede un nombre �ni

d'orbites AB (j; r

j;i

; r

j;i+1

) pour i = 1; : : : ;m

j

telles que :

{ r

j;1

= r

j

{ r

j;i

< r

j;i+1

et r

j;i

; r

j;i+1

2 [�1; b (j)].

{ si r

0

i

est d�e�ni par r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1 alors r

0

i

et r

0

i+1

sont c

j

-adjacents pour

i = 1; : : : ;m

j

(c'est la condition de lissit�e, voir section 4)

Si r

j;m

j

+1

< b (j) alors X poss�ede une orbite B

+

�

j; r

j;m

j

+1

�

ou B

�

�

j; r

j;m

j

+1

�

.

En�n X poss�ede des orbites de type C, de dimension 2 :

C (j; r

j

) ; C (j; r

j;2

) ; : : : ; C

�

j; r

j;m

j

+1

�

.
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j,3
r

r
j,2

r
j,1

r
j,m  j

r         
j,m  +1j

r
j',1

r
j',2 j',3

r r         
j',m  +1

j' +

2. X poss�ede un ensemble co�ni d'orbites de type B

+

de la forme B

+

(j;�1) pour

j 2 P

1

=H n fj

1

; : : : ; j

m

g.

Soit j 2 fj

1

; : : : ; j

m

g. X poss�ede alors un nombre �ni d'orbitesAB (j; r

j;i

; r

j;i+1

)

pour i = 1; : : : ;m

j

telles que :

{ r

j;1

= �1

{ r

j;i

< r

j;i+1

et r

j;i

; r

j;i+1

2 [�1;

2

n

j

� 1].

{ si r

0

i

est d�e�ni par r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1 alors r

0

i

et r

0

i+1

sont c

j

-adjacents pour

i = 1; : : : ;m

j

.

Si r

j;m

j

+1

<

2

n

j

�1 alors X poss�ede une orbite B

+

�

j; r

j;m

j

+1

�

ou B

�

�

j; r

j;m

j

+1

�

.

X poss�ede les orbites de type C : C (j; r

j

) ; C (j; r

j;2

) ; : : : ; C

�

j; r

j;m

j

+1

�

.

j,4
r

r
j,3

r
j,2

r
j,m 

j

r         
j,m  +1

j

r
j',2

r
j',3 j',4

r
r         
j',m  +1

j' −

+

+
+

+

6.2 Liste des mod�eles minimaux

Les r�esultats suivants sont d�emontr�es aux sections 6.6 et 6.7. On retrouve les

mod�eles minimaux projectifs donn�es par Nakano ainsi que deux mod�eles minimaux

non projectifs dans le cas H cyclique.
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6.2.1 cas o�u H est binaire t�etra�edral

Proposition 7 Si H est binaire t�etra�edral les seuls mod�eles minimaux de SL

2

=H

ont pour diagrammes :

v

e

f

r = 

r = ω

r = 
f

r = 
e

2
3

v

génériquesω

1
2

1
2A

1

e

5
6

r = 
e

2
3génériques

A
1

ω

f

r = 
v

1
2

r = 
f

1
2

r = ω
5
6

v

Ces deux plongements sont conjugu�es au sens de la section 4.1 c'est-�a-dire qu'ils

correspondent �a la même SL

2

-vari�et�e mais avec deux SL

2

-isomorphismes di��erents

de SL

2

=H sur l'orbite ouverte. Selon la d�e�nition de Nakano [ Nak] il s'agit donc

du même mod�ele minimal. On en trouve une description au x 6.8.3 p. 123.

6.2.2 Cas o�u H est binaire octa�edral ou icosa�edral

Proposition 8 Si H est binaire octa�edral ou icosa�edral alors il y a un seul mod�ele

minimal et il a pour diagramme :

v

e

f

génériques

A
1

ω

On retrouve le r�esultat de S.Mukai et H.Umemura [ Muk Um] sur l'existence

d'un unique mod�ele minimal dans ce cas. Description au x 6.8.3 p. 123.

6.2.3 Cas o�u H est cyclique d'ordre k impair sup�erieur ou

�egal �a 3

Proposition 9 Si H est cyclique d'ordre k � 3 impair alors les diagrammes des

mod�eles minimaux sont les suivants, en ajoutant ceux obtenus par �echange de 0 et

1 (plongements conjugu�es, x 4.1) :
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ω génériques

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

k

1

1

ω génériques

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

nk

0

1

n supérieur ou égal à 2

2

ω génériques

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

nk
0

n et m  supérieurs ou égaux  à 1

1

1+mk

3

ω génériques

(o)

(o  )o

n
n+k

A
2

n supérieur ou égal à        et différent de −1 et 11−k

2

4

ω génériques

(o)

(o  )o

1
1+k

A
2

5

ω génériques

(o)

(o  )o

1
1+nk

A
2

0

n supérieur ou égal à 2

6

ω génériques

(o)

(o  )o

1
1+nk

A
2

−

0
0

r  =

1−k
2

r

1−k
r

2

+1

...

1−k
2

r 1−k
r

2

+1

... 0
0

r  = 1
1+mk

−

r  =i

i

i+k

n et m supérieurs ou égaux à 1

7

Le lien avec la description de T.Nakano [ Nak] est la suivante, avec ses notations.

La description g�eom�etrique de chacun des mod�eles est donn�ee �a la section x 6.7.

plongement n

�

notation de Nakano

1 Z(1� k)

2 X

k

(n; n) n � 2

3 X

k

(n; n+m) n � 1; m � 1

4 Y (�n;�n� k) n �

1�k

2

; n 6= �1

5 Z(1 + k)

6 X

k

(0; n) n � 2

Par contre le plongement 7 de la proposition 9 n'est pas projectif comme on le

d�emontre �a la section 6.7.
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6.2.4 Cas o�u H est cyclique d'ordre k pair

Proposition 10 Si H est cyclique d'ordre k pair sup�erieur ou �egal �a 6 alors les

diagrammes des mod�eles minimaux sont les suivants, en ajoutant ceux obtenus par

�echange de 0 et 1 (plongements conjugu�es) :

ω génériques

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

k

1

1

ω génériques

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

nk

0

1

n supérieur ou égal à 2

2

ω génériques

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

nk
0

n et m  supérieurs ou égaux  à 1

1

1+mk

3

ω génériques

(o)

(o  )o

n
n+k

A
2

n supérieur ou égal à          et différent de −1 et 11− k
2

4

ω génériques

(o)

(o  )o

1
1+k

A
2

5

ω génériques

(o)

(o  )o

1
1+nk

A
2

0

n supérieur ou égal à 2

6

ω génériques

(0)

(o  )o

1

1

ω
1

(    )

4
k

−1

A
3

7

−1

ω

(0)

(o  )o
génériques

1

1

+

+
+

AB

AB

8

(!

1

est un �el�ement g�en�erique quelconque de P

1

=H)
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ω génériques

(o)

(o  )o

1
1+nk

−

0
0

r  =

1− k
2

r
2− k

r
2

...

... 0
0

r  = 1
1+mk

−

r  =i

i

i+k

n et m supérieurs ou égaux à 1
+

+

+

1− k
2

r
2− k

r
2

9

Proposition 11 Si H est cyclique d'ordre 4 il su�t de remplacer dans la proposition

10 le plongement avec orbite A

3

par le plongement :

ω génériques

(0)

(o  )o

1

1

ω
1

(    )

4
k

−1

A
2

o�u !

1

est un �el�ement g�en�erique quelconque de P

1

=H.

Pour le cas k � 6 le lien avec la description de T.Nakano [ Nak] est :

plongement n

�

notation de Nakano

1 Z(1 � k)

2 X

k

(n; n) n � 2

3 X

k

(n; n+m) n � 1; m � 1

4 Y (�n;�n� k) n � 1�

k

2

; n 6= �1

5 Z(1 + k)

6 X

k

(0; n) n � 2

7 Y

0

(k)

8 Y (�

k

2

;�

k

2

)

Le plongement 9 de la proposition 10 n'est pas projectif.

Pour le cas k = 4 le 7�eme plongement, qui remplace celui avec l'orbite A

3

; est

P(R

2

)�P(R

1

) o�u R

n

est l'espace vectoriel des formes binaires de degr�e n.
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6.2.5 Cas o�u H est binaire di�edral

Si H est binaire di�edral d'ordre 4 alors H est aussi cyclique et ce cas a d�ej�a �et�e

�etudi�e �a la section pr�ec�edente. Les mod�eles minimaux sont donn�es �a conjugaison

pr�es (x 4.1).

Proposition 12 Si H est binaire di�edral d'ordre 4k > 4 alors les mod�eles minimaux

ont pour diagrammes :

{ si k > 3 :

(v)

(e)

(f)

génériquesω

2
k

-1

2
k

-1

2
2k

1
A

2

0

{ si k = 3 :

(v)

(e)
génériquesω

(f)

2−1r = =2

6
2

r = −1
ω

2
3

=

2
3

−1r = 
f

=
1
3

v
0

2
3

−1r = 
e

=
1
3

A
1

{ si k = 2 :

(v)

(e)

(f)

génériquesω

2
     = 0r = 

v 2

2k
2

ωr  = −1= −1
2

2
k

−1r = 
e

= 0

2

k
−1r = 

f
= 0

2
A

−1

Pour k 6= 3 le plongement minimal est d�ecrit et not�e E

k

par Nakano et Umemura.

A la section 6.8 nous en donnons une autre description comme fermeture d'une orbite

dans P(R

2

)�P(R

k

). Dans le cas k = 3 l'unique plongement minimal est P(R

3

).

6.3 Morphismes et �eclatements

{ [ LV] et proposition 4.4.1 p. 84 de [ M1], reprise dans [ M2] : Soit X et X

0

deux plongements normaux de SL

2

=H. Alors l'application identit�e de SL

2

=H
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s'�etend en un morphisme ' (SL

2

-�equivariant) de X dans X

0

(n�ecessairement

unique) si et seulement si pour toutO 2 L (X) il existeO

0

2 L (X

0

) (n�ecessaire-

ment unique) tel que

{ F (O) � F (O

0

)

{ dans le cas o�u O et O

0

sont de type B alors :

{ si O est de type B

0

alors O

0

est de même type

{ si O est de type B

+

ou B

�

alors O

0

est de même type ou de type B

0

.

{ Le morphisme' est propre si et seulement si

S

O2L(X)

F (O) =

S

O2L(X

0

)

F (O)

(on retrouve le fait que dans le cas o�u X et X

0

sont complets tous les mor-

phismes sont propres).

{ Soit X un plongement lisse complet de SL

2

=H et l

0

une orbite de dimension 1,

donc isomorphe �a P

1

. L'�eclat�e

e

X de X le long de l

0

est encore un plongement

lisse complet de SL

2

=H. Soit l'application d'�eclatement ' :

e

X ! X et D =

'

�1

(l

0

) le diviseur exceptionnel. Ce diviseur D est une vari�et�e irr�eductible de

dimension 2 stable par SL

2

.

Nous verrons plus loin que si X est un plongement lisse complet dont on connâ�t

le diagramme et si l

0

est une orbite de dimension 1 de X on peut d�eterminer par

son diagramme l'�eclat�e

e

X de X �a partir des seules propri�et�es �enonc�ees dans les deux

points pr�ec�edents.

En d�eveloppant cette remarque on peut retrouver le r�esultat suivant, donn�e par

L.Moser [ M2, proposition 6.2] dans le cas H = fIdg; mais dont la d�emonstration se

transpose sans probl�eme au cas H quelconque (La preuve de L.Moser suit une id�ee

de [ Muk Um]).

Supposons que X et X

0

soient deux plongements lisses de SL

2

=H et ' un

SL

2

-morphisme (dans le sens d�e�ni ci-dessus) de X dans X

0

. Alors ' est

une composition de contractions.

Nous proposons notre d�emonstration dans le cas H t�etra�edral (�a titre d'exemple)

et X;X

0

complets, �a la remarque 6.6.1 p. 85.

6.4 G�en�eralit�es sur les mod�eles minimaux de SL

2

=H

Si X est un plongement homog�ene lisse complet quelconque il existe un plonge-

ment minimal X

0

�a partir duquel on obtient X par un nombre �ni d'�eclatements.

En e�et chaque contraction (inverse d'un �eclatement) �elimine soit une orbite de di-

mension 2 (le diviseur exceptionnel en contient au plus une) soit un ensemble co�ni

d'orbites de type B

+

, ce dernier cas n'�etant bien sûr possible qu'une seule fois dans
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une châ�ne de contractions. Comme le nombre d'orbites de dimension 2 est �ni, on

arrive �a un mod�ele minimal au bout d'un nombre �ni de contractions.

Les diagrammes suivants repr�esentent des plongements homog�enes lisses com-

plets. Seule l'orbite l que l'on �eclate ou les orbites du diviseur exceptionnel D dans

l'�eclat�e sont repr�esent�ees. Les pointill�es indiquent les autres orbites, de type AB,

B

+

ou B

�

, laiss�ees invariantes par l'�eclatement.

{ Si l'orbite l est de type A

N

on voit facilement qu'il y a a priori trois types

d'�eclatements possibles qui respectent �a la fois les contraintes des sections 6.1 et

6.3. On verra plus loin que la contrainte de lissit�e permet de d�eterminer parmi

ceux-ci l'unique �eclatement possible avec les param�etres exacts des orbites du

diviseur exceptionnel.

A

N

(j

1

; : : : ; j

N

; r

1

; : : : ; r

N

) peut être remplac�e dans l'�eclat�e par

{ A

N

(j

1

; : : : ; j

N

; r

0

1

; r

2

; : : : ; r

N

), C (j

1;

r

0

1

) et AB (j

1

; r

0

1

; r

1

)

{ ou A

N+1

(j

1

; : : : ; j

N+1

; r

1

; : : : ; r

N+1

) et C (j

N+1

; b (j

N+1

))

{ ou B

+

(j;�1) pour j 2 P

1

=H n fj

1

; : : : ; j

N

g et

AB (j

1

;�1; b (j

1

)) ; : : : ; AB (j

N

;�1; b (j

N

)).

Illustration :

j
2

1
j

jα

r
1

rα

r
2

peut s'�eclater soit en

j
2

1
j

jα

r
1

rα

r
2

r'
1

soit en

j
2

1
j

j α

r
1

rα

r
2

j α+1

soit en

j
2

1
j

j α

r
1

rα

r2

+

+

+

AB

AB

AB

On verra dans la recherche des mod�eles minimaux comment d�eterminer dans

chaque cas le diagramme de l'�eclat�e ainsi que ses param�etres en utilisant les condi-

tions de r�egularit�e (section 4).

{ Si l'orbite l est de type AB, il n'y a qu'une possibilit�e qui satisfasse aux condi-

tion de 6.1 et 6.3 : AB (j; r

1

; r

2

) est remplac�e par AB (j; r

1

; r) ; AB (j; r; r

2

) et

C (j; r). Nous verrons plus loin comment d�eterminer r �a partir des conditions

de r�egularit�e (corollaire 6.5.5).
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r

r

1

2

s'�eclate en

r

r

1

2

r

{ Si l'orbite l est de type B

+

(resp

t

B

�

) alors B

+

(j; r) peut être remplac�e dans

l'�eclat�e par

{ AB (j; r; r

0

), C (j; r

0

) et B

+

(j; r

0

) (resp

t

B

�

(j; r

0

))

{ ou AB (j; r; b (j)) et C (j; b (j)) :

r

+

s'�eclate soit en

r

+

r'

soit en

r

6.5 Suites adjacentes minimales

La premi�ere �etape pour �etablir la liste des plongements minimaux consiste �a

comprendre comment on peut diminuer le nombre d'orbites de type AB sur un

�el�ement �x�e j de P

1

=H par contractions sucessives.

Soit donc j 2 P

1

=H et l

1

; : : : ; l

n

n orbites r�eguli�eres de type AB telles que

O

l

i

= AB (j; r

i

; r

i+1

), les r

i

�etant des rationnels v�eri�ant :

{ �1 � r

1

< r

2

< : : : < r

n

� b (j)

{ Si r

0

i

est associ�e �a r

i

par r

i

=

1+r

0

i

n

j

�1 alors r

0

i

et r

0

i+1

sont c

j

-adjacents (d�e�nition

4.3.2 p. 35).

Soit

p

i

q

i

le repr�esentant c

j

-irr�eductible de r

0

i

. On a : c

j

divise q

i

�p

i

et p

i

^

�

q

i

�p

i

c

j

�

=

q

i

^

�

q

i

�p

i

c

j

�

= 1 (on note pgcd (p; q) = p ^ q). Posons u

i

= (q

i

; p

i

) 2 Z

2

et utilisons

pour les u

i

le même vocabulaire que pour les r

i

: les u

i

sont c

j

-irr�eductibles, u

i

et

u

i+1

sont c

j

-adjacents, u

i

< u

i+1

:
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Remarque 6.5.1 Soit � l'application lin�eaire de matrice A =

�

1 0

�

1

c

j

1

c

j

�

. Il est

facile de v�eri�er que � �echange les vecteurs c

j

-irr�eductibles et c

j

-adjacents de Z

2

avec les vecteurs 1-irr�eductibles (i.e primitifs) et adjacents de Z

2

.

Dans la recherche des plongements minimaux on est naturellement amen�e �a in-

troduire les notions suivantes :

D�e�nition 6.5.2 Soit r < r

0

deux rationnels. Une suite adjacente entre r et r

0

est

une suite de rationnels r = r

1

< r

2

< : : : < r

n

= r

0

telle que r

i

et r

i+1

sont adjacents

pour i = 1; : : : ; n � 1. La suite est dite minimale si aucune de ses sous-suites n'est

adjacente entre r et r

0

.

La m�ethode classique pour construire des suites adacentes consiste �a partir des

(pseudo) fractions

0

1

et

1

0

et �a r�ep�eter l'op�eration qui consiste �a intercaler entre

p

q

et

p

0

q

0

la fraction m�ediante

p+p

0

q+q

0

. A chaque �etape la suite obtenue est adjacente. La

situation est plus claire si l'on construit l'arbre dit de Stern-Brocot :

0
1

1
0

1
1

1
2

2
1

1
3

2
3

3
2

3
1

1
4

2
5

3
5

3
4

4
3

5
3

5
2

4
1

1
5

2
7

3
8

3
7

4
7

5
8

5
7

4
5

7
5

5
4

8
5

7
4

7
3

8
3

7
2

5
1

Chaque fraction est la m�ediante de la fraction la plus proche en haut �a gauche et

de la fraction la plus proche en haut �a droite. Toutes les fractions irr�eductibles ap-

paraissent exactement une fois dans l'arbre [ GKP, p. 116]. On en d�eduit l'existence

d'au moins une suite adjacente entre deux fractions donn�ees (propri�et�e red�emontr�ee

plus bas dans le lemme).

De telles suites apparaissent dans la d�esingularisation des surfaces toriques. La

d�emonstration du lemme suivant s'inspire de l'expos�e de ce cas dans [ Ful, p. 42].

Lemme 6.5.3 Soit r < r

0

deux rationnels.

1. Il existe toujours une suite adjacente entre r et r

0

, et donc aussi une suite

minimale.



6.5. SUITES ADJACENTES MINIMALES 81

2. Soit u

i

= (q

i

; p

i

) irr�eductible associ�e �a r

i

. La suite adjacente r

1

< r

2

< : : : < r

n

est minimale si et seulement si det (u

i

; u

i+2

) � 2 pour i = 1; : : : ; n� 2

3. Il n'y a qu'une seule suite adjacente minimale entre r et r

0

et l'on passe d'une

suite adjacente quelconque entre r et r

0

�a cette suite minimale par un nombre

�ni d'op�erations �el�ementaires consistant �a retirer un �el�ement r

i

de la suite tel

que u

i

= u

i�1

+ u

i+1

(les suites interm�ediaires sont alors adjacentes).

4. Soit r

1

; : : : ; r

n

une suite adjacente et r

i

1

; : : : ; r

i

p

une sous-suite de (r

i

) telle

que i

1

= 1 et i

p

= n. Alors on peut passer de la suite (r

i

) �a la suite

�

r

i

j

�

par

un nombre �ni d'op�erations consistant �a retirer un �el�ement r

i

de la suite tel

que u

i

= u

i�1

+ u

i+1

: On conserve �a chaque �etape une suite adjacente.

Corollaire 6.5.4 Le lemme est encore valable pour des suites c-adjacentes �a con-

dition de changer la condition de minimalit�e par det (u

i

; u

i+2

) � 2c.

Corollaire 6.5.5 Si l'orbite r�eguli�ere AB(j; r

1

; r

2

) s'�eclate en AB(j; r

1

; r) ;

AB(j; r; r

2

) ; C(j; r) et les rationnels r

0

=

p

q

; r

0

1

=

p

1

q

1

; r

0

2

=

p

2

q

2

(c

j

-irr�eductibles) sont

d�e�nis par r =

1+r

0

n

j

� 1 alors p = p

1

+ p

2

et q = q

1

+ q

2

.

Preuve du corollaire 6.5.4 : utiliser l'application � de la remarque 6.5.1 et

det (�) = 1=c:

Preuve du corollaire 6.5.5 : Soit u

1

; u; u

2

les vecteurs deZ

2

associ�es �a r

0

1

; r

0

; r

0

2

. La

suite r

0

1

; r

0

2

�etant minimale entre r

0

1

et r

0

2

, il su�t d'appliquer le point 3 du lemme :

on passe de la suite r

0

1

; r

0

; r

0

2

�a la suite r

0

1

; r

0

2

en enlevant r

0

tel que u = u

1

+ u

2

c'est-�a-dire p = p

1

+ p

2

et q = q

1

+ q

2

.

Preuve du lemme :

1. Soit u = (q; p) et u

0

= (q

0

; p

0

) irr�eductibles repr�esentant r et r

0

. Proc�edons

par r�ecurrence sur det (u; u

0

) (det (u; u

0

) 2 N

�

car r < r

0

). Si det (u; u

0

) = 1

alors (r; r

0

) est adjacente. Sinon soit v 2 Z

2

tel que det (u; v) = 1. Puisque

det (u; u

0

) > 1 il existe un unique entier �

2

tel que v+�

2

u = u

2

soit �a l'int�erieur

du parall�elogramme (0; u

0

; u+ u

0

; u). Comme det (u; u

2

) = 1 on a aussi u

2

irr�eductible.

q

p

u

u'

u+u'0

v

u
2
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Soit x; y 2 [0; 1[\Q tels que u

2

= xu+ yu

0

. On a det (u

2

; u

0

) = xdet (u; u

0

) et

donc det (u

2

; u

0

) < det (u; u

0

). Consid�erons alors une suite adjacente u

2

< u

3

<

: : : < u

n

= u

0

. La suite u = u

1

< u

2

< : : : < u

n

= u

0

est une suite adjacente

entre u et u

0

.

2. Par d�e�nition une suite adjacente r

1

< r

2

< : : : < r

n

est minimale si et

seulement si det (u

i

; u

j

) � 2 quand j�i � 2. Supposons donc det (u

i

; u

i+2

) � 2

pour i = 1; : : : ; n� 2 et montrons que det (u

i

; u

j

) � 2 pour j � i � 2.

Puisque (u

i

; u

i+1

) et (u

i+1

; u

i+2

) sont des bases de Z

2

il existe a

i

2Ztel que

�

u

i+1

u

i+2

�

=

�

0 1

�1 a

i

��

u

i

u

i+1

�

En particulier

u

i+2

= �u

i

+ a

i

u

i+1

(6.1)

Comme det (u

i

; u

i+1

) = 1 on a donc a

i

= det (u

i

; u

i+2

) � 2. Soit (x

i

; y

i

) les

coordonn�ees de u

i

dans la base (u

1

; u

2

). On tire de (6.1) l'�egalit�e y

i+2

= �y

i

+

a

i

y

i+1

d'o�u

y

i+2

� y

i+1

= (a

i

� 1) y

i+1

� y

i

(6.2)

qui permet de d�emontrer par r�ecurrence sur i que y

i+1

� y

i

� 1. En e�et

l'in�egalit�e est d�ej�a vraie pour i = 1; 2 (y

1

= 0 et y

2

= 1) et si elle est vraie

jusqu'au rang i, (6.2) donne, avec a

i

� 2 :

y

i+2

� y

i+1

� y

i+1

� y

i

� 1

On d�eduit ensuite de y

i+1

�y

i

� 1 et y

1

= 0 que y

i

� i�1. Or u

i

= x

i

u

1

+y

i

u

2

donne det (u

1

; u

i

) = y

i

det (u

1

; u

2

) = y

i

d'o�u det (u

1

; u

i

) � i � 1. Le même

raisonnement en partant d'un premier �el�ement autre que u

1

donne l'in�egalit�e

plus g�en�erale det (u

i

; u

j

) � j � i pour j � i; qui permet de conclure.

3. Soient r = r

1

< r

2

< : : : < r

n

= r

0

et r = r

0

1

< r

0

2

< : : : < r

0

n

0

= r

0

deux suites

minimales entre r et r

0

. Montrons par r�ecurrence sur n que ces deux suites

sont �egales, quels que soient les rationnels r et r

0

. Si n = 2 la deuxi�eme suite

ne peut être minimale que si n

0

= 2. Supposons donc n � 3 et consid�erons

les suites de vecteurs de Z

2

u = u

1

; u

2

; : : : ; u

n

= v et u = u

0

1

; u

0

2

; : : : ; u

0

n

0

= v

associ�ees aux deux suites de rationnels. Supposons que r

2

6= r

0

2

. Soit m tel que

r

0

m

� r

2

� r

0

m+1

. On ne peut avoir ni r

0

m

= r

2

ni r

0

m+1

= r

2

car det (u; u

2

) = 1

alors que det (u; u

0

m

) � 2 pour m � 3 d'apr�es le point 2 du lemme. Donc

r

0

m

< r

2

< r

0

m+1

et il existe x; y 2 N

�

tels que u

2

= xu

0

m

+ yu

0

m+1

. Or 1 =

det (u; u

2

) = xdet (u; u

0

m

) + y det

�

u; u

0

m+1

�

avec x � 1; det (u; u

0

m

) � 0; y � 1

et det

�

u; u

0

m+1

�

� 2 est impossible. On a donc r

2

= r

0

2

. Les deux suites

r

2

< : : : < r

n

= r

0

et r

2

= r

0

2

< : : : < r

0

n

0

= r

0

sont minimales et la premi�ere a

pour longueur n� 1. Elles sont donc �egales
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4. Il su�t d'appliquer le point (3) du lemme, pour j = 1; : : : ; p, �a la suite adja-

cente r

i

j

; r

i

j

+1

; : : : ; r

i

j+1

et de remarquer que la suite r

i

j

; r

i

j+1

est minimale

�

Remarque : il se trouve que l'algorithme d�ecrit dans la preuve de l'existence d'une

suite adjacente entre r et r

0

fournit en r�ealit�e la suite minimale. Ce r�esultat �etant

utile dans la suite nous allons le d�emontrer.

Reprenons en e�et la preuve du point 1 du lemme. On proc�ede par r�ecurrence

sur det (u; u

0

). Si det (u; u

0

) = 1 alors la suite r; r

0

est adjacente donc minimale entre

r et r

0

. Soit n>1. Supposons que pour r; r

0

quelconques tels que det (u; u

0

) < n

l'algorithme fournisse une suite minimale. Soit r; r

0

tel que det (u; u

0

) = n et u =

u

1

; u

2

; : : : ; u

m

= u

0

la suite adjacente construite en 1 du lemme. Comme on a montr�e

que det (u

2

; u

0

) < n, on sait que u

2

; : : : ; u

m

= u

0

est minimale. Si u; u

2

; : : : ; u

m

= u

0

n'�etait pas minimale on aurait donc, d'apr�es le point 2 (ou le point 3) du lemme,

u

2

= u+u

3

et donc : det (u

3

; u

0

) = det (u

2

; u

0

)�det (u; u

0

) < 0 ce qui est contraire �a

la d�e�nition de u

3

qui doit être �a l'int�erieur du parall�elogramme (0; u

2

; u

2

+ u

0

; u

0

).

�

6.6 Preuve de la liste des mod�eles minimaux

Il s'agit de montrer qu'en partant d'un plongement homog�ene lisse et complet

quelconque de SL

2

=H on peut se ramener par contractions successives (inverses

d'�eclatements ) �a l'un des �el�ements de la liste des plongements minimaux (6.2 p.

71) et de prouver que ces �el�ements ne sont pas des �eclat�es d'un autre plongement.

On envisage plusieurs cas selon le sous-groupe H et la forme du plongement lisse de

d�epart.

6.6.1 Cas o�u H est binaire t�etra�edral

D'apr�es les r�esultats de la section 4 p. 29 les SL

2

-germes r�eguliers de dimension

1 sont :

{ A

3

(v; f; e; b (v) ; b (f) ; b (e)) ; A

2

(v; f ; b (v) ; b (f)) ; A

1

(v; b (v)) et A

1

(f ; b (f))

(d�e�nition de b (j) p. 3.4).

{ AB (j; r

1

; r

2

) tels que les r

0

i

d�e�nis par r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1 sont c

j

-adjacents (c

v

=

c

f

= 6; c

e

= 4 et c

!

= 2 pour ! g�en�erique).

{ B

+

(!;�1) pour ! g�en�erique.

Soit X

1

le plongement correspondant au premier diagramme de la proposition 7

p. 72). X

1

a pour orbites non ouvertes A

1

(v; b (v)) et C (v; b (v)). En �eclatant X

1

le

long de son orbite de dimension 1 on obtient X

2

qui a pour orbite de dimension 1



84 CHAPITRE 6. LES MOD

�

ELES MINIMAUX

A

2

(v; f ; b(v); b(f)). En e�et le diviseur exceptionnel D de l'�eclat�e est un ferm�e SL

2

-

stable irr�eductible de dimension 2 et son anneau local est l'anneau d'une valuation

SL

2

-invariante v(j; r) (j 2 P

1

=H et r 2 Q \ [ � 1; b (j)]). Or v est une valuation

essentielle pour toute SL

2

-orbite de D, donc si v = v (;�1) alors D contient un

ensemble co�ni d'orbites de type B

+

(!;�1) (plus �eventuellement d'autres orbites

de dimension1) et pas d'orbite de type C; et si v 6= v (;�1) alors D contient une

unique orbite de dimension 2 qui est C(j; r) et un nombre �ni d'orbites de dimension

1. D'apr�es la liste des orbites r�eguli�eres ci-dessus la seule possibilit�e est X

2

:

v

f

ω génériques

e

X
2

Par le même raisonnement, si on �eclate X

2

le long de A

2

(v; f ; b (v) ; b (f)) on

obtient X

3

avec l'orbite A

3

(v; f; e; b (v) ; b (f) ; b (e)).

v

f

ω génériques

e

X
3

En �eclatant X

3

le long de A

3

(v; f; e; b (v) ; b (f) ; b (e)) on obtient X

+

avec les

orbites B

+

(j;�1) pour j g�en�erique et AB (j;�1; b (j)), C (j; b (j)) pour j 2 fv; f; eg.

v

f

ω génériques

e

X
+

+

+

+

AB

AB

AB

Consid�erons maintenant un plongement quelconque X de SL

2

=H. S'il poss�ede

une orbite A

N

il provient de X

1

par un ou deux �eclatements successifs. Sinon il a
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un ensemble in�ni d'orbites B

+

(j;�1) avec j g�en�erique appartenant �a un ensemble

co�ni (P

1

=H)� J (plongement d�ecrit p. 71).

Soit j 2 J . Il existe une suite de rationnels r

1

= �1 < r

2

< : : : < r

n

= b (j) telle

que X poss�ede les orbites AB (j; r

i�1

; r

i

) et C (j; r

i

) pour i = 2; : : : ; n et telle que

les r

0

i

d�e�nis �a partir des r

i

par r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1 forment une suite c

j

-adjacente entre -1

et 1. On v�eri�e facilement que �1 =

�ec

j

ec

j

; 1 =

1

1

est la suite minimale entre -1 et 1

D'apr�es le lemme 6.5.3 et ses corollaires on peut donc par contractions successives

aboutir �a un plongement avec l'orbite AB (j;�1; b (j)). Ce plongement est lui-même

l'�eclat�e d'un plongement avec l'orbite B

+

(j;�1). En appliquant ce traitement �a

chaque �el�ement j de J on aboutit par contractions successives au plongement X

3

.

La proposition 7 est d�emontr�ee.

�

Remarque 6.6.1 Si X;X

0

sont deux plongements (lisses, complets) de SL

2

=H (H

t�etra�edral) et ' est un morphisme de X vers X

0

alors ' est une composition de

contractions.

Preuve : la liste des SL

2

-germes r�eguliers (un seul type d'orbite de type B : le

type B

+

) nous dit qu'un plongement X est d�etermin�e par son squelette Sk (X). De

même les conditions d'existence d'un morphisme de X vers X

0

donn�ees au x 6.3 se

r�eduisent �a Sk (X

0

) � Sk (X) :

Pour un morphisme ' de X vers X

0

, notons e (') le cardinal de Sk (X)nSk (X

0

) :

Si e (') = 0 alors ' est un isomorphisme. Supposons la proposition d�emontr�ee pour

tous les ' tels que e (') � n (n 2 N) et soit ' tel que e (') = n+ 1.

Supposons d'abord que v(;�1) 2 Sk (X) n Sk (X

0

) : En particulier X

0

est �egal �a

l'un des plongementsX

1

;X

2

ouX

3

de la preuve de la proposition 7. Soit � :X

+

! X

0

la composition de contractions d�ecrite dans la preuve. Comme Sk (X

+

) � Sk (X),

on voit que ' se factorise en � � e' et puisque e (e') � n; on en d�eduit que e', puis ';

se decompose en produit de contractions.

Supposons que v(;�1) =2 Sk (X) nSk (X

0

) : Soit v

0

= v (j

0

; r

0

) 2 Sk (X) nSk (X

0

)

avec j

0

2 P

1

=H et r

0

2]� 1; b (j

0

)] \Q.

Si v

0

domine (l'anneau de valuation d') une orbite de type A

N

dans X

0

alors

v

0

est essentielle pour une orbite de type A

N

de X et ' est un morphisme de X

j

vers X

i

(1 � i < j � 3). D'apr�es la preuve de la proposition 7, ' est un produit de

contractions.

Supposons que v

0

domine une orbite l

0

= AB(r; r

0

) de X

0

: Alors X contient les

orbites AB (j

0

; r; r

1

) ; AB (j

0

; r

1

; r

2

) ; : : : ; AB(j

0

; r

n

; r

0

) (n � 1). D'apr�es le lemme

6.5.3 et son corollaire 6.5.5 p. 80 on a une suite d'�eclatements de X

0

(on com-

mence par �eclater l

0

) de compos�ee � :

e

X

0

! X

0

telle que Sk(

e

X

0

) = Sk (X

0

) [

fv (j

0

; r

1

) ; : : : ; v (j

0

; r

n

)g � Sk (X). En particulier ' se factorise en � � e' et on

conclut comme dans le cas pr�ec�edent.
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Supposons en�n que v

0

domine une orbite de type B

+

de X

0

, c'est-�a-dire une

orbite l

0

= B

+

(j

0

;�1) avec j

0

g�en�erique dans P

1

=H.

v

0

6= v (;�1) donc v

0

est essentielle pour une orbite de X qui n'est pas de

type B

+

: On en d�eduit que v

1

= v (j

0

; b (j

0

)) 2 Sk (X). Consid�erons l'application

d'�eclatement � :

e

X

0

! X

0

de l'orbite l

0

: On a Sk(

e

X

0

) = Sk (X

0

) [ fv

1

g, donc on a

encore Sk(

e

X

0

) � Sk (X) et on peut conclure comme dans les cas pr�ec�edents.

Par r�ecurrence sur e (') la proposition 6.6.1 est d�emontr�ee.

�

6.6.2 Cas o�u H est binaire octa�edral ou icosa�edral

On reprend la preuve du cas t�etra�edral en remarquant que cette fois la seule

orbite de type A

1

est A

1

(v; b (v)).

�

6.6.3 Cas o�u H est cyclique d'ordre k impair sup�erieur ou

�egal �a 3

Les SL

2

-germes r�eguliers de dimension 1 sont :

{ A

1

�

0 ;

�1

�1+nk

�

et A

1

�

1 ;

�1

�1+nk

�

{ A

2

(0;1 ; 1; r

n

) et A

2

(1; 0 ; 1; r

n

) avec r

n

=

n

n+k

et n �

1�k

2

{ A

2

�

0;1 ; r 1�k

2

; r 1�k

2

�

{ AB (j; r

1

; r

2

) tels que les r

0

i

d�e�nis par r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1 sont c

j

-adjacents (c

0

=

c

1

= k et c

!

= 1 pour ! g�en�erique).

{ B

+

(!;�1) et B

+

�

!;

1�k

k

�

pour ! g�en�erique

{ B

�

�

!;

1

1+nk

�

pour ! non g�en�erique et n � 1.

Partant d'un plongement quelconque X, il faut montrer que par une suite de

contractions on aboutit �a l'un des mod�eles de la proposition 9 mais qu'aucun de ces

mod�eles ne peut être contract�e.

Un plongement X de SL

2

=H contient soit une orbite de typeA

1

; soit une orbite de

type A

2

(deux cas), soit un ensemble in�ni (co�ni dans P

1

=H) d'orbites B

+

(!;�1).

1er cas : X contient une orbite de type A

1

, par exemple A

1

�

0 ;

�1

�1+nk

�

.
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(0)

génériques

1

(oo

ω

−1
nk−1 o)

A
1

...AB

1

1

Pour que X soit complet il faut compl�eter par des orbites AB (0; r

i

; r

i+1

) ; C (0; r

i

)

et �eventuellement une orbite B

�

(0; r).

Supposons que X n'ait pas d'orbite B

�

.

Comme n

0

= n

1

= 1 , la formule r =

1+r

0

nj

� 1 donne r = r

0

. Les fractions

�1

�1+nk

et

1

1

sont k-irr�eductibles (c

0

= c

1

= k) et comme

�

�

nk�1 1

�1 1

�

�

= nk elles ne sont

k-adjacentes que si n = 1.

Si n = 1 on peut donc, d'apr�es le lemme 6.5.3 et ses corollaires, contracter X

jusqu'au plongement :

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

k

1

Ce plongement est minimal car si on on enl�eve l'orbite C

�

0;

�1

�1+k

�

; l'orbite

A

1

(0; 1) n'est pas r�eguli�ere et si on enl�eve l'orbite C (0; 1) il faudrait compl�eter par

une orbite non r�eguli�ere B

+

�

0;

�1

�1+k

�

ou B

�

�

0;

�1

�1+k

�

.

Si n � 2, la suite k-adjacente minimale entre

�1

�1+k

et 1 est

�1

�1+k

;

0

k

;

1

1

. On peut

donc contracter X jusqu'au plongement

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

nk

0

1

Ce plongement est minimal car si l'on enl�eve l'une des orbites de type C on ne

peut pas garder un plongement lisse en compl�etant le plongement obtenu par une

orbite de dimension 1.

Supposons maintenant que X ait, en plus de ses orbites �eventuelles de type AB,

une orbite B

�

�

0;

1

1+mk

�

.

�1

�1+nk

et

1

1+mk

sont k-r�eduites mais ne sont pas k-adjacentes car

�

�

�1+nk 1+mk

�1 1

�

�

=

(n +m) k � 2k 6= k. La suite k-adjacente minimale entre

�1

�1+nk

et

1

1+mk

est

�1

�1+nk

;

0

k

;

1

1+mk

.
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On peut donc se ramener par contractions �a

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

nk
0

1

1+mk

qui est minimale car on ne peut enlever aucune des orbites de type C en conservant

un plongement lisse.

2�eme cas : X contient A

2

(1; 0 ; 1; r

n

) (ou A

2

(0;1 ; 1; r

n

)) avec r

n

=

n

n+k

et n �

1�k

2

.

Pour que X soit complet il faut compl�eter par des orbites AB (0; r

i

; r

i+1

) ; C (0; r

i

)

et �eventuellement une orbite B

�

(0; r). Supposons d'abord qu'il n'y ait pas d'orbite

B

�

.

(o)

(o  )o

n
n+kA

2

n supérieur ou égal à        1−k

2

...
1

1

n

n+k

et

1

1

�etant adjacents on peut se ramener par contractions successives �a

(o)

(o  )o

n
n+k

A
2

n supérieur ou égal à        1−k

2

1

1

Si par contraction on enl�eve l'orbite C

�

0;

n

n+k

�

, l'orbite A

2

(0;1 ; 1; 1) du nou-

veau plongement n'est pas lisse. Si on contracte l'orbiteC (0; 1) il faut queB

�

�

0;

n

n+k

�

soit r�eguli�ere, ce qui n'est possible que si

n

n+k

=

1

1+mk

pour un certainm � 1. Comme

ces deux fractions sont k-irr�eductibles leur �egalit�e �equivaut �a n = 1 et n+k = 1+mk,

c'est-�a-dire n = m = 1. On trouve dans ce cas le plongement minimal

(o)

(o  )o

1
1+k

A
2

1

1
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Si en�n on contracte l'orbite C (1; 1), l'orbite A

1

�

0 ;

n

n+k

�

n'est r�eguli�ere que si

n

n+k

=

�1

�1+mk

pour un certain m � 1. Il faut donc que n = �1 et m = 1 et on trouve

alors apr�es contraction le cas d�ej�a vu :

(o)

(o  )o

−1
−1+

A
1

k

1

Supposons maintenant qu'il y ait une orbite B

�

(0; r) :

(o)

(o  )o
A

2

1

1+mk
n

n+k
...

n

n+k

et

1

1+mk

sont k-irr�eductibles et

�

�

n+k mk+1

n 1

�

�

= k (1� nm). Donc

n

n+k

�

1

1+mk

quand m = 1 et

1�k

2

� n � 1 ou m � 2 et

1�k

2

� n � 0. On v�eri�e en appli-

quant le crit�ere du lemme 6.5.3 que la suite k-adjacente minimale entre

n

n+k

et

1

1+mk

est

n

n+k

;

n+1

n+1+k

; : : : ;

0

k

;

1

1+mk

si n � 0. On peut donc par contractions successives se

ramener �a :

(o)

(o  )o
A

2

1
1+mk

n
n+k

...
n+1

n+1+k

0

Supposons m = 1. Si n � 0 on v�eri�e que l'on peut contracter C

�

0;

n

n+k

�

,

A

2

�

0;1 ;

n

n+k

; 1

�

; AB

�

0;

n

n+k

;

n+1

n+1+k

�

pour trouver le plongement :

(o)

(o  )o
A

2

1
1+k

...
n+1

n+1+k

0

et donc, par contractions successives, on aboutit �a
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(o)

(o  )o

1

1+k

A
2

qui est clairement minimal.

Supposons maintenantm � 2. Commepr�ecedemment, on peut contracter jusqu'�a :

(o)

(o  )o

1
1+mk

A
2

0

Ce plongement est minimal car on ne peut enlever aucune orbite de type C en

pr�eservant la lissit�e.

3�eme cas : X contient A

2

�

0;1 ;

1�k

2

1+k

2

1�k

2

1+k

2

�

.

(o)

(o  )oA
2

1-k

1+k
2

2

...

1-k

1+k
2

2

...

Supposons qu'il n'y ait pas d'orbite B

�

(0; r). Comme

1�k

2

1+k

2

et

1

1

sont k-adjacentes

on peut se ramener par contractions successives �a :

(o)

(o  )oA
2

1-k

1+k
2

2

1-k

1+k
2

2

...

1

Supposons maintenant qu'il y ait une orbite B

�

(0; r). Posons r

n

=

n

n+k

. On

a

1�k

2

1+k

2

= r 1�k

2

et on sait que la suite k-adjacente minimale entre r 1�k

2

et

1

1+mk

est

r 1�k

2

; r 1�k

2

+1

; : : : ; r

0

= 0;

1

1+mk

. On peut donc se ramener par contractions successives

�a :
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(o)

(o  )o
A

2

...

0

1
1+mk

1-k
2

r
1-k
2

r
+1

1-k
2

r
+2

...

1-k
2

r

On peut ainsi se ramener aux 3 plongements suivants (4 en �echangeant 0 et1) :

(o)

(o  )o
A

2

1-k
2

r

1-k
2

r

1

1

(o)

(o  )o

A
2

0

1
1+mk

1-k
2

r
1-k
2

r
+1

...

1-k
2

r

1

(o)

(o  )o

A
2

0

1
1+nk

1-k
2

r
1-k
2

r
+1

...

1-k
2

r

1

1-k
2

r
+1

... 0
1

1+mk

Le premier peut se contracter en

(o)

(o  )o
A

2

1-k
2

r
1

1

Pour pouvoir contracter ce plongement il faut que r 1�k

2

=

�1

�1+nk

. On sait que

ceci n'est possible que si

1�k

2

= �1 et n = 1 et l'on retrouve apr�es contraction un

cas d�ej�a �etudi�e. Si k > 3 le plongement est minimal (vu pr�ec�edemment).

Le deuxi�eme plongement se contracte en

(o)

(o  )o

A
2

0

1
1+mk

1-k
2

r
1-k
2

r
+1

...

1

qui est un plongement d�ej�a rencontr�e. Reste le troisi�eme plongement dont on v�eri-

�e facilement qu'il est minimal : on ne peut enlever aucune orbite de type C en

maintenant la lissit�e.

4�eme cas : X a une in�nit�e d'orbites B (!;�1).

Soit ! 2 P

1

=H g�en�erique. Trois cas peuvent se pr�esenter pour les orbites C (!; : : : ),

B

+

(!; : : : ) et AB (!; : : : ) de X :
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−1 (ω)

(0)

(o  )o

2
k

−1
...

AB
−1 (ω)

(0)

(o  )o

2
k

−1
...

AB

+

1 −1
k

−1 (ω)

(0)

(o  )o

2
k

−1

+

r = �1;

1

k

� 1;

2

k

� 1 se transforment par la formule r =

1+r

0

n

!

� 1 =

1+r

0

k

� 1 en

r

0

= �1; 0; 1. Or c

!

= 1 et la suite �1; 0; 1 est 1-adjacente minimale entre -1 et 1.

Par application du lemme 6.5.3 et de ses corollaires on peut donc en contractant X

un nombre �ni de fois ramener les deux premiers cas �a :

−1 (ω)

(0)

(o  )o

2
k

−1
1 −1
k

et

−1 (ω)

(0)

(o  )o

1 −1
k

+

On obtient le premier de ces deux plongements par �eclatement de l'orbiteB

+

�

!;

1

k

� 1

�

du deuxi�eme et ce dernier est lui-même l'�eclat�e de :

−1 (ω)

(0)

(o  )o

2
k

−1

+

Si ! = 0 ou 1 la suite k-adjacente minimale entre -1 et 1 est �1; r 1�k

2

; 1 et la

suite k-adjacente minimale entre -1 et

1

1+nk

est �1; r 1�k

2

; r 1�k

2

+1

; : : : ; r

0

;

1

1+nk

. On est

donc ramen�e par contractions aux deux cas suivants :

−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

r1 k
2

1

et

−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

r
0
=0

r1 k
2

r1 k
2

+1
...

1+nk

D'o�u �nalement trois plongements possibles (4 en �echangeant 0 et 1) :
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−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

r1 k
2

r1 k
2

1

+

+
+

−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

r
0
=0

r1 k
2

r1 k
2

+1

1

...
+

+
+

1
1+nk

r1 k
2

−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

r
0
=0

r1 k
2

r1 k
2

+1

...

r1 k
2

r1 k
+1

2

r
0
=0

1

...
+

+
+

1
1+nk

1
1+mk

Chacun de ces plongements est l'�eclat�e d'un plongement rencontr�e pr�ec�edemment

(3�eme cas, avec une orbite A

2

). La proposition est d�emontr�ee.

�

6.6.4 Cas o�u H est cyclique d'ordre k pair

Les SL

2

-germes r�eguliers de dimension 1 sont :

{ A

1

�

0;1 ;

�1

�1+nk

; 1

�

et A

1

�

1; 0 ;

�1

�1+nk

; 1

�

pour n � 1

{ A

2

�

0;1 ;

n

n+k

; 1

�

et A

2

�

1; 0 ;

n

n+k

; 1

�

pour n � 1�

k

2

{ A

3

�

0;1; !

1

; 1; 1;

4

k

� 1

�

pour un �el�ement g�en�erique !

1

quelconque de P

1

=H.

{ AB (j; r

1

; r

2

) tels que les r

0

i

d�e�nis par r

i

=

1+r

0

i

n

j

� 1 sont c

j

-adjacents (c

0

=

c

1

= k et c

!

= 2 pour ! g�en�erique)

{ B

+

(!;�1) pour ! g�en�erique.

Pour les 6 premiers plongements de la proposition 10 il n'y a aucune di��erence

avec le cas impair. Il est clair que le 7�eme plongement est minimal. Il ne reste donc

qu'�a �etudier le cas o�u le plongement contient un ensemble in�ni d'orbites B

+

(!;�1).

Soit ! 2 P

1

=H g�en�erique. 2 cas peuvent se pr�esenter :

−1 (ω)

(0)

(o  )o

4
k

−1
...

AB
−1 (ω)

(0)

(o  )o

4
k

−1

+

r = �1;

4

k

�1 se transforment par la formule r =

1+r

0

n

!

�1 =

1+r

0

k=2

�1 en r

0

= �1; 1.

Or c

!

= 2 et la suite �1; 1 est 2-adjacente minimale. Par application du lemme 6.5.3

on peut donc en contractant X un nombre �ni de fois se ramener au deuxi�eme cas.

Si ! = 0 ou 1 la suite �1 =

�k=2

k=2

; 1 est k-adjacente minimale et la suite k-

adjacente minimale entre �1 et

1

1+nk

est �1; r 1�k

2

; r 1�k

2

+1

; : : : ; r

0

;

1

1+nk

. On est donc

ramen�e par contractions aux deux cas suivants
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−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

r
0
=0

r
1 k

2

r
2 k

2

...

1+nk

D'o�u �nalement trois plongements possibles (4 en �echangeant 0 et 1) :

−1

ω

(0)

(o  )o
génériques

1

1

+

+
+

AB

AB
−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

r
0
=0

r
1 k

2

r
2 k

2

...

1+nk

1

1

+

+
+

−1

ω

(0)

(o  )o

génériques

1

r
0
=0

r
1 k

2

r
2 k

2

...

1+nk

1

1

+

+
+

r
1 k

2

r
2 k

2

... 0
1

1+mk

n et m supérieurs ou égaux à 1

Le premier plongement est minimal. Le second est l'�eclat�e d'un plongement avec

une orbite A

2

. Le troisi�eme est minimal. La proposition 10 est d�emontr�ee.

�

Reste le cas o�u le groupe cyclique est d'ordre k = 4.

Aux SL

2

-germes r�eguliers du cas k � 6 il faut ajouter A

2

(0; !

1

; 1; 0) et

A

2

(1; !

1

; 1; 0), pour un �el�ement g�en�erique quelconque !

1

de P

1

=H. Il su�t alors de

v�eri�er qu'en �eclatant le plongement contenant cette orbite on obtient le plongement

avec orbite A

3

. La proposition 11 est d�emontr�ee.

�

6.6.5 Cas o�u H est binaire di�edral

Les SL

2

-germes r�eguliers de dimension 1 sont :

{ A

3

�

v; f; e; 0 ;

2

k

� 1;

2

k

� 1

�

{ A

2

�

v; f; 0 ;

2

k

� 1

�

et A

2

�

v; e ; 0;

2

k

� 1

�

si k > 1 plus A

2

(f; e ; 0; 0) si k = 2

{ A

1

�

f ; �

1

3

�

et A

1

�

e ; �

1

3

�

si k = 3

{ AB (j; r

1

; r

2

) tels que les r

0

i

d�e�nis par r

i

=

1+r

0

i

n

j

�1 sont c

j

-adjacents (ec

v

= 2k;

ec

f

= ec

e

= 4 et ec

!

= 2 pour ! g�en�erique)

{ B

+

(!;�1) pour ! 2 P

1

=H g�en�erique.

Le plongement contenant l'orbite A

3

est toujours l'�eclat�e d'un plongement con-

tenant une orbite A

2

. Si k > 2 un tel plongement est minimal, si k = 2 c'est l'�eclat�e

d'un plongement contenant une orbite A

1

qui est lui-même minimal.
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Soit X un plongement avec une in�nit�e d'orbites B

+

(!;�1). Pour ! 2 P

1

=H

g�en�erique on a deux cas :

−1 (ω)

(v)

(f)

1
k

−1
...

AB

(e)

−1 (ω)

(v)

(f)

1
k

−1

(e)

+

Par la formule r =

1+r

0

n

!

�1 =

1+r

0

2k

�1, la suite r = �1;

1

k

�1 se transforme en r

0

=

�1; 1. Or c

!

= 2 et la suite �1; 1 est 2-adjacente minimale. On peut donc toujours

par contractions se ramener au second plongement avec B

+

(!;�1). Si j 2 fv; f; eg

on peut aussi v�eri�er queAB (j;�1; b (j)) est lisse et on peut par contractions r�eduire

X �a un plongement contenant cette orbite. Le plongement obtenu a pour diagramme :

(v)

(e)

(f)

génériquesω

2
k

-1

2
k

-1

2
2k

1

0

+

+

+

AB

AB

AB

C'est l'�eclat�e du plongement avec orbite A

3

. La proposition 12 est d�emontr�ee.

�

6.7 G�eom�etrie des mod�eles minimaux

6.7.1 Un crit�ere de quasiprojectivit�e.

L. Moser a �etabli plusieurs r�esultats sur la quasi-projectivit�e d'un plongement

homog�ene (normal) de SL

2

=H. Dans une suite non publi�ee de sa th�ese elle a prouv�e

par exemple le r�esultat suivant :

Si X; un plongement homog�ene normal de SL

2

=H a deux orbites Y

1

et

Y

2

; de type B

0

ou B

�

alors X n'est pas quasi-projectif.

Pour la r�eciproque (dans le cas lisse) on trouve dans son article [ M3] la propo-

sition suivante :
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(proposition 6.4 de [ M3]) Soit X un plongement lisse et complet de SL

2

.

Alors X est projectif si et seulement si il contient au plus une orbite de

type B

�

.

Si on consid�ere un plongement X lisse complet de SL

2

=H ne contenant pas

deux orbites de type B

0

ou B

�

alors il est facile de voir que X est obtenu par

�eclatements successifs d'un plongement minimal qui est projectif, puisqu'il s'agit

d'un plongement que l'on retrouve dans la liste de Nakano.

Le crit�ere de quasi-projectivit�e que nous allons prouver s'applique au cas plus

g�en�eral d'un plongement non n�ecessairement lisse ni complet.

Timashev d�ecrit dans [ Tim2] les diviseurs de Cartier B-stables d'un plongement

normal homog�ene de G=H dans le cas o�u G est r�eductif et C (G=H)

B

est de degr�e

de transcendance 1 sur C (complexit�e 1). Il donne aussi un crit�ere permettant de

v�eri�er qu'un tel diviseur est ample. A l'aide de ce crit�ere d'amplitude nos allons

d�emontrer le r�esultat suivant :

Proposition 13 soit H est un sous-groupe �ni de SL

2

. Un plongement homog�ene

de SL

2

=H n'est pas quasi-projectif si et seulement si il contient deux orbites Y

1

et

Y

2

de type B

�

ou B

0

.

Corollaire 6.7.1 Tous les plongements minimaux de SL

2

=H sont projectifs sauf le

dernier plongement de la proposition 9 p. 72 (H cyclique d'ordre impair � 3) et le

dernier plongement de la proposition 10 p. 74 (H cyclique d'ordre pair � 6).

Les r�esultats de Timashev que nous utiliserons sont les suivants (th�eor�emes 5 et

6 de [ Tim2]) :

1. Soit � un diviseur B-stable de X. Alors � est un diviseur de Cartier si et

seulement si pour toute sous-vari�et�e irr�eductible G-stable Y de X (appel�ee

une G-sous-vari�et�e de X) il existe f

Y

2 C (G=H)

(B)

tel que chaque diviseur

premierB-stableD contenant Y intervienne dans � avec la multiplicit�e v

D

(f

Y

).

Cons�equence :

2. D'apr�es 1 un diviseur de Cartier B-stable sur X est d�etermin�e par la donn�ee

de :

(a) un �el�ement f

Y

de C (G=H)

(B)

pour chaque G-sous-vari�et�e de X, avec la

condition que v

D

(f

Y

1

) = v

D

(f

Y

2

) pour tout diviseur premier B-stable D

contenant Y

1

et Y

2

:

(b) un entier relatif m

D

pour chaque diviseur premier B-stable D de D

B

n

S

Y �X

D

B

Y

, avec la condition que seul un nombre �ni d'entiers m

D

soient

non nuls. Rappel : D

B

est l'ensemble des diviseurs premiers �a la fois

B-stables et non G-stables de G=H ; parmi ceux-ci D

B

Y

correspond aux

diviseurs qui contiennent Y:
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3. Soit � un diviseur de Cartier B-stable d�etermin�e comme en 2 par des ensembles

ff

Y

g et fm

D

g. Alors � est un diviseur ample si et seulement si on peut choisir

pour chaque G-sous-vari�et�e Y une B-carte

�

X

Y

(qui l'intersecte) telle que :

(a) pour toute G-sous-vari�et�e Y

0

de X et tout diviseur premier B-stable D

contenant Y

0

on a v

D

(f

Y

) � v

D

(f

Y

0

), l'�egalit�e n'ayant lieu que siD\

�

X

Y

6=

;:

(b) pour tout D appartenant �a D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

on a v

D

(f

Y

) � m

D

, l'�egalit�e

n'ayant lieu que si D\

�

X

Y

6= ;:

Les plongements lisses et complets de SL

2

=H sont d�ecrits au paragraphe 6.1 p.

69. Pour les plongements complets seulement il su�t d'omettre les contraintes de

lissit�e des orbites. On autorise en particulier les orbites de type B

0

(points �xes). Les

SL

2

-sous-vari�et�es d'un plongement X qui peuvent apparâ�tre sont les suivantes :

1. Les points �xes c'est-�a-dire les SL

2

-orbites de type B

0

.

2. Les SL

2

-orbites isomorphes �a P

1

c'est-�a-dire les orbites de type B

+

; B

�

ou

AB.

3. Les fermetures des SL

2

-orbites de dimension 2 c'est-�a-dire des orbites de type

C.

4. La r�eunion de l'ensemble (suppos�e non vide) de toutes les orbites de X de

type B

+

ou AB dont l'anneau local admet pour valuation essentielle l'�el�ement

v(;�1) de V.

Preuve de la proposition 13 :

Commen�cons par retrouver la partie d�ej�a d�emontr�ee par L.Moser (avec d'autres

m�ethodes) : s'il y a deux orbites de type B

0

ou B

�

alors le plongement n'est pas

quasi-projectif.

On consid�ere un plongement homog�eneX de SL

2

=H ayant au moins deux orbites

de type B

�

ou B

0

. On sait d�ej�a (x 5.6.2 p. 60) que H est cyclique et que si card (H) �

3 alors les orbites de type B

�

ou B

0

sont de la forme B

�

(j; r) ou B

0

(j; r) avec

j 2 f0;1g � P

1

=H.

Nous exposons le cas H = fIdg, les autres cas �etant analogues.

Notons B

1

et B

2

les deux orbites de type B

�

ou B

0

:

B

1

= B

�

(D

1

; r

1

) ou B

0

(D

1

; r

1

)

B

2

= B

�

(D

2

; r

2

) ou B

0

(D

2

; r

2

)

avec D

1

;D

2

2 D

B

�

=

P

1

et r

1

; r

2

2]0; 1[.

Supposons que X soit quasi-projectif. On peut choisir :

{ un diviseur ample d�e�ni par :
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{ un ensemble ff

Y

g o�u Y parcourt l'ensemble des SL

2

-sous-vari�et�es de X

et f

Y

2 C (SL

2

)

(B)

;

{ Un ensemble fm

D

g o�u D parcourt l'ensemble D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

;

{ une B-carte

�

X

Y

pour chaque SL

2

-sous-vari�et�e Y de X;

tels que les conditions de Timashev donn�ees au d�ebut de la preuve soient satis-

faites.

Les fonctions f

Y

pour Y = B

1

; B

2

s'�ecrivent

f

B

1

= g

x

1

D

1

g

x

2

D

2

g

x

3

D

3

: : : g

x

N

D

N

f

B

1

= g

y

1

D

1

g

y

2

D

2

g

y

3

D

3

: : : g

y

N

D

N

avecD

i

2 D

B

�

=

P

1

et x

i

; y

i

2Z. Rappelons que l'ensemble des diviseurs premiers

B-stables de SL

2

est en bijection avec P

1

et que si D est un tel diviseur son id�eal

est principal et engendr�e par une fonction g

D

2 C x � C y d�e�nie �a un coe�cient

multiplicatif pr�es. Les �el�ements de C (SL

2

)

(B)

s'�ecrivent

Q

g

�

D

D

avec �

D

2Z(x 3.2).

Comme B

i

est de type II, il y a une seule B-carte qui intersecte B

i

. Elle est

d�e�nie par :

{ W = fv (D

i

; r

i

)g

{ R = P

1

si B

i

est de type B

0

ou R = P

1

n fD

i

g si B

i

est de type B

�

:

Ecrivons certaines conditions de diviseur ample qui aboutiront �a une contradic-

tion :

{ Y = B

1

; Y

0

= B

2

; D = D

�

pour � = 3; : : : ; N . On a alors v

D

�

(f

B

1

) =

v

D

�

(f

B

2

), ce qui implique

x

�

= y

�

(� = 3; : : : ; N) (6.3)

{ Y = B

1

; Y

0

= B

2

; D = D

1

: On a alors v

D

1

(f

B

1

) � v

D

1

(f

B

2

), ce qui implique

x

1

� y

1

(6.4)

{ Y = B

2

; Y

0

= B

1

; D = D

2:

On a v

D

2

(f

B

2

) � v

D

2

(f

B

1

) qui implique

y

2

� x

2

(6.5)

{ Y = B

1

; Y

0

= B

2

; D = C

2

. On a alors v (D

2

; r

2

) (f

B

1

) < v (D

2

; r

2

) (f

B

2

) qui

s'�ecrit

r

2

x

2

�

X

i 6=2

x

i

< r

2

y

2

�

X

i 6=2

y

i
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ou, en tenant compte de (6.3)

r

2

x

2

� x

1

< r

2

y

2

� y

1

ce qui implique, avec (6.4) et (6.5) et en tenant compte de r

2

> 0 :

r

2

y

2

� y

1

< r

2

x

2

� x

1

< r

2

y

2

� y

1

C'est la contradiction cherch�ee : le plongement ne peut pas être quasi-projectif.

R�eciproquement supposons que X soit un plongement homog�ene de SL

2

=H avec

au plus une orbite de type B

�

ou B

0

. Il s'agit de montrer que X est quasi-projectif.

Soit

e

X le plongement de SL

2

tel que

e

X=H

�

=

X. Si X a une orbite B

0

(j; r) ou

B

�

(j; r) alors H est n�ecessairement cyclique et j est non-g�en�erique dans P

1

=H (si

card (H) � 3). En particulier

e

X a le même nombre d'orbites de type B

0

ou B

�

que

X. Si

e

X est quasi-projectif alors X est quasi-projectif.

On peut donc supposer pour la preuve que H = fidg.

Si X n'est pas complet il est facile de construire un plongement complet X

0

tel

que X � X

0

et X

0

n X soit une r�eunion �nie d'orbites de type B

+

ou AB. En

particulier X est un ouvert de X

0

et X

0

a le même nombre d'orbites B

�

ou B

0

que

X.

A
3

diagramme de X

A
3

diagramme de X'

B+
AB

B+

AB AB

Si X

0

est projectif alors l'ouvert X est quasi-projectif. On peut donc supposer

que X est complet.

Il s'agit de choisir pour chaque SL

2

-sous-vari�et�e Y de X une B-carte

�

X

Y

et une

fonction f

Y

dans C (SL

2

)

(B)

et pour chaque B-diviseur D de D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

un

entier relatif m

D

tels que les conditions de diviseur ample donn�ees par Timashev

soient satisfaites.

Une B-carte

�

X

Y

d'une SL

2

-sous-vari�et�e Y est d�etermin�ee par l'ensemble des

diviseurs premiersB-stables qui l'intersectent. Cet ensemble est form�e d'un ensemble

W de diviseurs SL

2

-stables (on donnera leur valuation SL

2

-invariante associ�ee) et

d'un ensemble R � D

B

de diviseurs B-stables, non SL

2

-stables.

M�ethode de recherche d'un diviseur ample.

Les fonctions f

Y

associ�ees aux SL

2

-sous-vari�et�es Y �etant en nombre �ni seul un

nombre �ni de fonctions g

D

intervient dans leur d�e�nition, disons g

D

1

; : : : ; g

D

N

: Pour
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un choix donn�e de D

1

; : : : ;D

N

2 D

B

un �el�ement f

Y

est donc d�etermin�e par le N -

uplet (�

Y;1

; : : : ; �

Y;N

) form�e par les exposants des g

D

i

: Dans chacun des cas trait�es

ci-dessous l'ensemble des D

i

contiendra au moins tous les D

i

tels que C (D

i

; r) soit

une SL

2

-orbite deX pour un certain r. Si l'on �xe des B-cartes

�

X

Y

; les conditions de

Timashev sur les f

Y

s'expriment par un syst�eme �ni d'�equations et d'in�equations en

les �

Y;i

. C'est un probl�eme simple d'alg�ebre lin�eaire dont nous donnons dans chaque

cas une solution explicite.

Les �el�ements g

D

i

pour i = 1; : : : ; N seront not�es g

i

, les valuations B-invariantes

v

D

i

associ�ees aux D

i

seront not�ees v

i

et les valuations SL

2

-invariantes v(D

a

; r

a;�

)

associ�ees aux orbites C

a;�

de type C du plongement X (voir �gure) seront not�ees

v

�;�

.

Pour simpli�er l'�ecriture, les exposants qui apparaissent dans la d�e�nition de f

Y

sont exprim�es en fonction des rationnels r

�;�

. Pour les rendre entiers il su�t de les

multiplier par leur d�enominateur commun. Nous ne donnons la v�eri�cation explicite

des conditions de Timashev que dans le premier cas, les autres cas �etant analogues.

1er cas : X contient une orbite de type A

N

avec N � 2 et ne contient

pas d'orbite de type B

�

.

A
N

D
1

+

C
1,1

C
1,2

C
1,n

...

1

C
M,1

C
M,2

C
M,nM... +

D
M

C
M+1,1 C

M+1,2

C
M+1,nM+1

...C
N,1

C
N,2

C
N,nN

..
.

D
M+1

D
N

D�e�nition du diviseur ample :

{ orbites de type AB : Y = AB

�;�

= AB(D

�

; r

�;�

; r

�;�+1

) pour � = 1; : : : ; N et

� = 1; : : : ; n

�

� 1.

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

�;�

; v

�;�+1

g; R = P

1

n fD

1

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= f

�;�

= g

(N�1)�

�

Y

i 6=�

g

P

�

k=1

r

�;k

i



6.7. G

�

EOM

�

ETRIE DES MOD

�

ELES MINIMAUX 101

{ fermeture des orbites de typeC : Y = C

�;�

= C(D

�

; r

�;�

) pour � = 1; : : : ; N et

� = 1; : : : ; n

�

.

B-carte et fonction f

Y

identiques �a celles de AB

�;�

sauf pour C

�;n

�

:

{ B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

�;n

�

g et R = P

1

n fD

1

; : : : ;D

N

g

f

Y

= f

�;n

�

= g

(N�1)n

�

�

Y

i 6=�

g

P

n

�

k=1

r

�;k

i

{ orbites de type B

+

: Y = B

+

�

= B

+

(D

�

; r

�;n

�

) pour � = 1; : : : ;M .

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

�;n

a

g; R = P

1

n fD

1

; : : : ;

c

D

�

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= f

�

= g

(N�1)n

�

Y

i 6=�

g

�

�

r

�;n

a

+

P

n

�

�1

k=1

r

�;k

i

�

�

est d�e�ni par �

�

= n� n

�

+ 1 pour un n entier tel que n > supfn

i

g.

{ orbite de type A

N

: Y = A

N

(D

1

; : : : ;D

N

; r

1;1

; : : : ; r

N;1

):

B carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

1;1

; : : : ; v

N;1

g; R = P

1

n fD

1

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= f = 1

{ entiers m

D

pour D 2 D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= fD

M+1

; : : : ;D

N

g : il su�t de choisir

m

D

�

sup�erieur aux nombres v

�

(f

Y

).

V�eri�cation des conditions d'amplitude :

Les conditions de Timashev de la forme v

D

(f

Y

) < v

D

(f

Y

0

) ou v

D

(f

Y

) = v

D

(f

Y

0

)

pour Y; Y

0

quelconques et D un diviseur premier SL

2

-stable contenant Y

0

d�ecoulent

des in�egalit�es et �egalit�es suivantes.

v

�;�

(f

�;�

) = v

�;�

(f

�;��1

)

v

�;1

(f

�;1

) = v

�;1

(f) = 0

v

�;n

�

(f

�;n

�

) = v

�;n

�

(f

�

) si i = 1; : : : ; N

v

�;�

(f

�;�

) > v

�;�

(f

i;j

) si (i; j) 6= (�; �) ; (�; � � 1) (6.6)

v

�;n

a

(f

�

) > v

�;n

�

(f

i

) si � 6= i (6.7)

V�eri�ons par exemple les deux derni�eres in�egalit�es.

v

�;�

(f

�;�

) = r

�;�

(N � 1)� � (N � 1)

�

X

k=1

r

�;k

= (N � 1)

�

X

k=1

(r

�;�

� r

�;k

)
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D'une part on a v

�;1

(f

�;1

) = 0 et v

�;�

(f

�;�

) > 0 d�es que � > 1 (les r

�;k

sont

strictement croissants en fonction de k). D'autre part si i 6= � on a v

�;�

(f

i;j

) < 0.

En e�et

v

�;�

(f

i;j

) = r

�;�

j

X

k=1

r

i;k

� (N � 1) j � (N � 2)

j

X

k=1

r

i;k

et �1 < r

i;j

< 1 implique v

�;�

(f

i;j

) < j � (N � 1) j + (N � 2) j = 0:

L'in�egalit�e (6.6) quand i 6= � d�ecoule aussitôt de ces deux r�esultats.

En�n

v

�;�

(f

�;�

)� v

�;�

(f

�;j

) = (N � 1)

�

�r

�;�

�

�

X

k=1

r

�;k

� jr

�;�

+

j

X

k=1

r

�;k

�

=

(

(N � 1)

P

j

k=�+1

(r

�;k

� r

�;�

) > 0 si j > �

(N � 1)

P

��1

k=j+1

(r

�;�

� r

�;k

) > 0 si j < � � 1

ce qui ach�eve la preuve de l'in�egalit�e (6.6).

Pour l'in�egalit�e (6.7) on sait d�ej�a v

�;n

�

(f

�

) = v

�;n

�

(f

�;n

�

) � 0. Ensuite si i 6= �

v

�;n

�

(f

i

) = r

�;n

�

�

n

i

�1

X

i=1

r

i;k

+ �

i

r

i;n

i

�

� (N � 1) n� (N � 2)

�

n

i

�1

X

i=1

r

i;k

+ �

i

r

i;n

i

�

et �1 < r

i;j

< 1 implique

P

n

i

�1

i=1

r

i;k

+ �

i

r

i;n

i

< n

i

� 1 + �

i

= n. On en d�eduit

v

�;n

�

(f

i

) < n� (N � 1) n+ (N � 2) n = 0

et l'in�egalit�e (6.7) en d�ecoule aussitôt.

Ecrivons maintenant les in�egalit�es v

D

(f

Y

) < v

D

(f

Y

0

) pour D 2 D

B

Y

0

et D\

�

X

Y

=

;.

{ Y = A

N

; Y

0

= B

+

�

; D = D

�

:

v

�

(f) < v

�

(f

�

), 0 < (N � 1) n

{ Y = AB

�;�

ou C

�;�

(� = 1; : : : ;M et � = 1; : : : ; n

�

� 1)

{ Y

0

= B

+

�

; D = D

�

:

v

�

(f

�;�

) < v

�

(f

�

) , (N � 1) � < (N � 1) n

, � < n

{ Y

0

= B

+

i

; D = D

i

(i 6= �) :

v

i

(f

�;�

) < v

i

(f

i

) ,

P

�

k=1

r

�;k

< (N � 1)n
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{ Y = C

�;n

�

{ Y

0

= B

+

�

; D = D

�

:

v

�

(f

�;n

�

) < v

�

(f

�

), n

�

< n

{ Y

0

= B

+

i

; D = D

i

:

v

i

(f

�;n

�

) < v

i

(f

i

),

n

�

X

k=1

r

�;k

< n

{ Y = B

+

�

(� = 1; : : : ;M); Y

0

= B

+

i

; i 6= �; D = D

i

:

v

i

(f

�

) < v

i

(f

i

), �

�

r

�;n

�

+

n

�

�1

X

k=1

r

�;k

< (N � 1) n

Comme �

�

r

�;n

�

+

P

n

�

�1

k=1

r

�;k

< �

�

+ n

�

� 1 = n cette derni�ere in�egalit�e est

v�eri��ee d�es que n > 0 et N � 2. Les autres in�egalit�es sont v�eri��ees pour

n > supfn

i

g.

2�eme cas : X contient une orbite de type A

N

avec N � 2 et une orbite

de type B

�

.

A
N

D
1

-

C
2,1

C
1,2

C
1,n

1

..
.

C
M,1

C
M,2

C
M,nM... +

D
M

C
M+1,1 C

M+1,2

C
M+1,nM+1

...C
N,1

C
N,2

C
N,nN

..
.

D
M+1

D
N

C
2,2

C
2,n

2

...

+
D

2

Pour les SL

2

-sous-vari�et�es AB

�;�

; A

N

; B

+

�

et C

�;�

les choix des B-cartes et des

f

Y

sont les mêmes que dans le premier cas. Les autres choix sont :
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{ orbite de type B

�

: Y = B

�

1

= B

�

(D

1

; r

1;n

1

) avec 0 < r

1;n

1

< 1:

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

1;n

1

g; R = P

1

n fD

1

g.

f

Y

= g

(N�1)(n

1

�1+�

1

)

1

Y

i 6=1

g

(N�1)n

i

l'entier �

1

est d�e�ni par

(N � 1) n = �

1

r

1;n

1

+

n

1

�1

X

k=1

r

1;k

{ D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= fD

1

g. Il su�t de choisir m

D

1

sup�erieur aux v

1

(f

Y

).

Les conditions d'amplitude sont v�eri��ees quand n > supfn

i

g.

3�eme cas : X contient une orbite de type A

N

avec N � 2 et une orbite

de type B

0

.

On v�eri�e que l'on peut faire les mêmes choix que dans le cas pr�ec�edent sauf

pour l'orbite B

�

1

remplac�ee par B

0

1

. Il n'y a pas de m

D

car D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= ;.

Orbite de type B

0

: Y = B

0

1

= B

0

(D

1

; r

1;n

1

) avec 0 < r

1;n

1

< 1:

{ B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

1;n

1

g; R = P

1

. D

B

Y

= R.

f

Y

= g

(N�1)(n

1

�1+�

1

)

1

Y

i 6=1

g

(N�1)n

i

l'entier �

1

est toujours d�e�ni par

(N � 1) n = �

1

r

1;n

1

+

n

1

�1

X

k=1

r

1;k

et on choisit n > supfn

i

g.

4�eme cas : X contient une in�nit�e d'orbites de type B

+

et aucune orbite

de type B

�

ou de type B

0

.
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A
N

D
1

C
1,2

C
1,n

1

..
.

C
M,1

C
M,2

C
M,nM... +

D
M

C
M+1,1 C

M+1,2

C
M+1,nM+1

...C
N,1

C
N,2

C
N,nN

..
.

D
M+1

D
N

+D
0

+

D
OO

+

+

D

On choisit deux �el�ements D

0

et D

1

de D

B

di��erents de D

1

; : : : ;D

N

et qui

interviendront dans la d�e�nition du diviseur ample. Pour � = 1; : : : ; N on a une

orbite suppl�ementaire de type AB : AB

�;0

= AB (D

�

;�1; r

�;1

). En�n il y a une

SL

2

-sous-vari�et�e de dimension 2 qui n'est pas une fermeture de SL

2

-orbite :

D

�1

=

�

[

D2D

B

nfD

1

;::: ;D

N

g

B

+

D

�

[

�

[

�=1;::: ;N

AB

�;0

�

Choix de ff

Y

g; fm

D

g et des B-cartes pour la d�e�nition d'un diviseur ample :

{ Y = AB

�;0

= AB (D

�

;�1; r

�;1

) pour � = 1; : : : ; N :

B-carte

�

X

Y

d�e�nie parW = fv (;�1) ; v

�;1

g etR = P

1

nfD

0

;D

1

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= f

AB

�;0

= g

�1

1

g

�

{ Y = AB

�;�

= AB (D

�

; r

�;�

; r

�;�+1

) pour � = 1; : : : ; N et � = 1; : : : ; n

�

� 1 :

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

�;�

; v

�;�+1

g et R = P

1

nfD

0

;D

1

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= f

AB

�;0

g

P

�

k=1

r

�;k

0

g

�

�

{ Y = C

�;�

= C(D

�

; r

�;�

) pour � = 1; : : : ; N et � = 1; : : : ; n

�

:

B-carte

�

X

Y

et fonction f

Y

identiques �a celles de AB

�;�

sauf pour C

�;n

�

: B-

carte d�e�nie par W = fv

�;n

�

g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= f

AB

�;0

g

P

n

�

k=1

r

a;k

0

g

n

�

�
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{ Y = B

+

D

= B

+

(D;�1) pour D 2 D

B

n fD

0

;D

1

;D

1

; : : : ;D

N

g :

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1)g et R = P

1

n fD

0

;D

1

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= 1

{ Y = B

+

�

= B

+

(D

�

; r

�;n

�

) pour � = 1; : : : ;M .

B-carte

�

X

Y

d�e�nie parW = fv

�;n

a

g; R = P

1

nfD

0

;D

1

;D

1

; : : : ;

c

D

�

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= f

AB

�;0

g

�

�

r

�;n

�

+

P

n

�

�1

k=1

r

�;k

0

g

n

�

�

�

est d�e�ni par �

�

= n� n

�

+ 1 et n est un entier tel que n > supfn

i

g.

{ Y = B

+

0

= B

+

(D

0

;�1) :

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1)g et R = P

1

n fD

1

;D

1

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= g

n

0

g

�n

1

{ Y = B

+

1

= B

+

(D

1

;�1) :

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1)g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= g

1

g

0

{ Y = D

�1

:

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1)g et R = P

1

n fD

0

;D

1

;D

1

; : : :D

N

g:

f

Y

= 1:

{ D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= fD

M+1

; : : : ;D

N

g : on choisit m

D

�

sup�erieur aux v

�

(f

Y

).

5�eme cas : X contient une in�nit�e d'orbites de type B

+

et une orbite

de type B

�

.

A
N

D
1

-

C
2,1

C
1,2

C
1,n

1

..
.

C
M,1

C
M,2

C
M,nM... +

D
M

C
M+1,1 C

M+1,2

C
M+1,nM+1

...C
N,1

C
N,2

C
N,nN

..
.

D
M+1

D
N

C
2,2

C
2,n

2

...

+
D

2

D
0

+

+

D
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Choix de ff

Y

g; fm

D

g et des B-cartes :

{ Y = AB

�;0

= AB (D

�

;�1; r

�;1

) pour � = 2; : : : ; N .

B-carte

�

X

Y

.d�e�nie par W = fv (;�1) ; v

�;1

g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= f

AB

�;0

= g

�1

1

g

�

{ Y = AB

1;0

= AB (D

1

;�1; r

1;1

)

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1) ; v

1;1

g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= g

�1

0

g

1

{ Y = AB

�;�

= AB (D

�

; r

�;�

; r

�;�+1

) pour � = 1; : : : ; N et � = 1; : : : ; n

�

� 1.

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

�;�

; v

�;�+1

g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= f

AB

�;0

g

N�

�

Y

i 6=�

g

P

�

k=1

r

�;k

i

{ Y = C

�;�

= C(D

�

; r

�;�

) pour � = 1; : : : ; N et � = 1; : : : ; n

�

.

B-carte

�

X

Y

et fonction f

Y

identiques �a celles de AB

�;�

sauf pour C

�;n

�

:

B-carte d�e�nie par W = fv

�;n

�

g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g; f

Y

=

f

AB

�;0

g

Nn

�

�

Q

i 6=�

g

P

n

�

k=1

r

�;k

i

:

{ Y = B

+

D

= B

+

(D;�1) pour D 2 D

B

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g.

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1)g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;D

N

g:

f

Y

= 1

{ Y = B

+

�

= B

+

(D

�

; r

�;n

�

) pour � = 2; : : : ;M .

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

�;n

a

g; R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : : ;

c

D

�

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= f

AB

�;0

g

Nn

�

Y

i 6=�

g

�

�

r

�;n

�

+

P

n

�

�1

k=1

r

�;k

i

�

�

est d�e�ni par �

�

= n� n

�

+ 1 et n > supfn

i

g:

{ Y = B

+

0

= B

+

(D

0

;�1) :

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1)g et R = P

1

n fD

1

; : : : ;D

N

g.

f

Y

= g

Nn

0

g

�Nn

1

Y = B

�

: B

�

1

= B

�

(D

1

; r

1;n

1

) avec 0 < r

1;n

1

< 1.
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B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

1;n

1

g; R = P

1

n fD

1

g.

f

Y

= f

AB

1;0

g

N(n

1

�1+�

1

)

1

Y

i 6=1

g

1+Nn

i

l'entier �

1

est d�e�ni par

1 +Nn = �

1

r

1;n

1

+

n

1

�1

X

k=1

r

1;k

{ Y = D

�1

:

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv (;�1)g et R = P

1

n fD

0

;D

1

; : : :D

N

g:

f

Y

= 1

{ D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= fD

1

g. On choisit m

D

1

sup�erieur aux v

1

(f

Y

).

6�eme cas : X contient une in�nit�e d'orbites de type B

+

et une orbite

de type B

0

.

On remplace dans le cas pr�ec�edent l'orbite B

�

1

par l'orbite B

0

1

= B

0

(D

1

; r

1;n

1

) :

On a cette fois D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= ; et les choix de ff

Y

g et des B-cartes

�

X

Y

sont

identiques �a ceux du cas pr�ec�edents, sauf pour B

�

1

remplac�e par B

0

1

:

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

1;n

1

g et R = P

1

:

f

Y

= f

1

= f

AB

1;0

g

N(n

1

�1+�

1

)

1

Y

i 6=1

g

1+Nn

i

l'entier �

1

est d�e�ni par

1 +Nn = �

1

r

1;n

1

+

n

1

�1

X

k=1

r

1;k

7�eme cas : X contient un orbite de type A

1

et une orbite de type B

+

:

A
1

D
1

+

C
1

C
n

1

..
.

D
2

C
2
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On choisit un �el�ement D

2

6= D

1

dans D

B

�

=

P

1

, utile pour la d�e�nition du

diviseur ample. Les fermetures d'orbite de type C sont C

�

pour � = 1; : : : ; n

1

avec

pour valuations associ�ees v

�

= v (D

1

; r

�

), �1 < r

�

< 1. La condition de type A

1

est

1

1+r

1

> 1 c'est-�a-dire r

1

< 0. On fait les choix suivants pour le diviseur ample :

{ Y = A

1

:

B-carte

�

X

Y

d�e�nie par W = fv

1

g et R = P

1

n fD

1

g:

f

Y

= 1

{ Y = AB

a

= AB (D

1

; r

�

; r

�+1

) pour � = 1; : : : ; n

1

� 1:

B-carte d�e�nie par W = fv

�

; v

�+1

g et R = P

1

n fD

1

;D

2

g: D

B

Y

= ;:

f

Y

= g

�

1

g

P

�

k=1

r

k

2

{ Y = C

�

= C (D

1

; r

�

) pour � = 1; : : : ; n

1

:

B-carte et fonction f

Y

identiques �a celles de AB

�

sauf pour C

n

1

: B-carte

d�e�nie par W = fv

n

1

g et R = P

1

n fD

2

g:

f

Y

= g

n

1

1

g

P

n

1

k=1

r

k

2

{ Y = B

+

1

= B

+

(D

1

; r

n

1

) :

B-carte d�e�nie par W = fv

n

1

g et R = P

1

n fD: On pose f

Y

= f

C

n

1

:

{ D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= ;:

8�eme cas : X contient un orbite de type A

1

et aucune orbite de type

B

+

; B

�

ou B

0

La seule di��erence avec le cas pr�ec�edent est l'absence d'orbite B

+

1

et le fait que

D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= fD

1

g: On choisit un entier m

D

1

plus grand que tous les v

D

1

(f

C

�

):

Les choix pour le diviseur ample sont les mêmes que dans le cas 7.

9�eme cas : X contient un orbite de type A

1

et une orbite de type B

�

.

Comme r

1

< 0 (condition de type A

1

) et r

n

1

> 0 (orbite B

�

) on a n�ecessairement

n

1

> 1. Choix pour le diviseur ample :

{ Y = A

1

:

B-carte d�e�nie par W = fv

1

g et R = P

1

n fD

1

g: On pose et f

Y

= 1:

{ Y = C

n

1

ou B

�

1

:

B-carte d�e�nie par W = fv

n

1

g et R = P

1

n fD

1

g.

f

Y

= g

x

1

+x

n

1

+n

1

�2

1

x

n

1

est un entier positif tel que 0 < x

n

1

r

n

1

+

P

n

1

�1

k=�+1

r

k

pour � = 1; : : : ; n

1

�1:

x

1

est d�e�ni par 0 = x

1

r

1

+ x

n

1

r

n

1

+

P

n

1

�1

k=2

r

k

:
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{ Y = AB

�

ou C

�

= 1; : : : ; n

1

� 1 :

B-carte d�e�nie par W = fv

�

; v

�+1

g et R = P

1

n fD

1

;D

2

g:

f

Y

= g

x

1

+��1

1

g

x

1

r

1

+

P

�

k=2

r

k

2

{ D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= fD

1

g. On choisit m

D

1

sup�erieur aux v

D

1

(f

Y

).

10 �eme cas : X contient un orbite de type A

1

et une orbite de type B

0

.

On fait les mêmes choix que dans le 9�eme cas sauf pour C

n

1

et B

�

1

(remplac�e

par B

0

1

). D

B

n

S

Y�X

D

B

Y

= ; et la d�etermination de x

1

et x

n

1

se fait comme dans le

cas pr�ec�edent.

{ Y = C

n

1

ou B

0

1

:

B-carte d�e�nie par W = fv

n

1

g et R = P

1

.

f

Y

= g

x

1

+x

n

1

+n

1

�2

1

Dans tous les cas on a montr�e que l'absence de deux orbites de type B

�

ou B

0

entrâ�ne que le plongement est quasi-projectif. La proposition 13 est d�emontr�ee.

�

6.7.2 Lien avec la description de Nakano des mod�eles min-

imaux projectifs

Pour �etablir la correspondance entre nos mod�eles minimaux projectifs et ceux

�etablis par Nakano nous utiliserons essentiellement la d�ecomposition orbitale (sous

l'action de SL

2

) donn�ee par ce dernier. Dans cette d�ecomposition les surfaces de

Hirzebruch interviennent comme des diviseurs SL

2

-stables.

Action de SL

2

; B; T sur les surfaces de Hirzebruch. Pour m � 0 on note F

m

la surface de Hirzebruch d�e�nie par F

m

= P(O

P

1
�O

P

1
(�m)) : C'est par d�e�nition

l'espace total d'un �br�e sur P

1

: F

m

p

m

! P

1

.

Nous aurons besoin de la description suivante de F

m

: si l'on recouvre P

1

par

les ouverts U

x

= f[x : y] ; x 6= 0g et U

y

= f[x : y] ; y 6= 0g; F

m

est obtenu comme

vari�et�e par (U

x

�P

1

)q (U

y

�P

1

) o�u l'on a identi��e ([x : y]; [� : �]) 2 U

x

� P

1

avec

([x : y]; [x

m

� : y

m

�]) 2 U

y

� P

1

quand xy 6= 0. La projection sur le premier facteur

passe au quotient pour donner p

m

:

Supposons m � 1. On peut d�ecrire l'action de SL

2

sur F

m

avec les cartes pr�ec�e-

dentes. Soit g =

�

a b

c d

�

2 SL

2

et ! 2 F

m

:

{ Si ! s'�ecrit ([x : y]; [� : �]) dans la carte U

x

�P

1

(x 6= 0) alors :
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{ si ax+ by 6= 0 alors g:! = ([ax+ by : cx+ dy]; [x

m

� : (ax+ by)

m

�]) dans

la carte U

x

�P

1

.

{ si cx+ dy 6= 0 alors g:! = ([ax+ by : cx+ dy]; [x

m

� : (cx+ dy)

m

�]) dans

la carte U

y

�P

1

.

{ Si ! s'�ecrit ([x : y]; [� : �]) dans la carte U

y

�P

1

(y 6= 0) alors :

{ si cx+ dy 6= 0 alors g:! = ([ax+ by : cx+ dy]; [y

m

� : (cx+ dy)

m

�]) dans

la carte U

y

�P

1

.

{ si ax+ by 6= 0 alors g:! = ([ax+ by : cx+ dy]; [y

m

� : (ax+ by)

m

�]) dans

la carte U

x

�P

1

.

Si m = 0, F

0

�

=

P

1

�P

1

et l'action d�ecrite ci-dessus est l'action diagonale.

On en d�eduit les orbites de F

m

sous l'action de SL

2

; B; T (T � B � SL

2

).

Action de SL

2

: il y a deux orbites isomorphes �a P

1

qui sont des sections de

p

m

(C

0

et C

1

) et leur compl�ementaire qui forme une orbite dense.

Action de T

�

=

C

�

:

C
oo

C
0

f
oo

fo

∆
x,α

ω
0,oo

ω
,oooo

ω
,0ooω

0,0

{ Points �xes :

{ !

0;0

= ([0 : 1]; [0 : 1]) et !

0;1

= ([0 : 1]; [1 : 0] (carte U

y

�P

1

).

{ !

1;0

= ([1 : 0]; [0 : 1]) et !

1;1

= ([1 : 0]; [1 : 0]) (carte U

x

�P

1

).

{ Orbites de dimension 1 :

{ C

0

= f([x : y]; [0 : 1]); x; y 6= 0, carte quelconqueg.

{ C

1

= f([x : y]; [1 : 0]); x; y 6= 0, carte quelconqueg.

{ f

0

= f[0 : 1]; [� : �]); �; � 6= 0; carte U

y

�P

1

g.

{ f

1

= f[1 : 0]; [� : �]); �; � 6= 0; carte U

x

�P

1

g.

{ �

x;�

= T:([x : 1]; [� : 1]) pour x; � 6= 0 (carte U

y

�P

1

).
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Les fermetures des orbites C

0

et C

1

sont des sections de p

m

et les fermetures de

f

0

et f

1

sont des �bres: Ce sont donc des courbes isomorphes �a P

1

: Les fermetures

des orbites �

x;�

sont singuli�eres quand m est impair di��erent de 1; sinon elles sont

isomorphes �a P

1

.

Action de B : les orbites de dimension 1 sont C

0

[ f!

1;0

g; C

1

[ f!

1;1

g; f

0

et

les points �xes sont !

0;0

et !

0;1

.

Caract�ere d'une action de C

�

sur une courbe rationnelle. Soit C une

courbe rationnelle avec une action alg�ebrique � de C

�

. Consid�erons l'action induite

de C

�

sur C (C) = C (P

1

) et posons t tel que C (C) = C (t) avec t vecteur propre

pour l'action de C

�

(c'est toujours possible en utilisant par exemple le fait que tout

action de C

�

sur C

2

est diagonalisable).

Supposons l'action non triviale. Si t

0

est un autre choix on a t

0

proportionnel �a t

ou 1=t: Les caract�eres de C

�

associ�es �a 1=t et t sont oppos�es et leur valeur absolue

commune est appel�ee le caract�ere de �.

On v�eri�e que le caract�ere de l'action de T sur C

0

et C

1

est 2 et que le caract�ere

de T sur f

0

; f

1

et �

x;�

( �

x;�

est rationnel comme C

�

-orbite) est m.

Lemme 6.7.2 Soit X un plongement homog�ene minimal projectif de SL

2

=H pour

H cyclique d'ordre k et D un diviseur premier SL

2

-stable de X, fermeture d'une

orbite de type C

�

j;

p

q

�

o�u j 2 f0;1g � P

1

=H et

p

q

2] � 1; 1] est k-irr�eductible.

Alors :

(1) Si

p

q

< 1 alors D est SL

2

-isomorphe �a la surface de Hirzebruch F

p+q

.

(2) Si

p

q

= 1 alors D est SL

2

-isomorphe �a P

1

� P

1

pour l'action diagonale de

SL

2

.

Remarque : En reprenant la m�ethode de la proposition 2.3 de [ M3] qui donne une

description g�eom�etrique des SL

2

-sous-vari�et�es d'un plongement lisse et complet de

SL

2

on pourrait prouver le lemme dans le cas o�u X est seulement lisse et complet

et j 2 P

1

=H est quelconque.

Preuve du lemme :

Le fait que D soit SL

2

-isomorphe �a F

m

ou P

1

� P

1

est une cons�equence de la

description orbitale des mod�eles minimaux par Nakano ([ Nak, th�eor�eme 2.31 et

proposition 2.19] rappel�es ci-dessous p. 114 et 115) : dans un mod�ele minimal les

diviseurs SL

2

-stables qui ne sont pas une r�eunion in�nie d'orbites sont toujours de

cette forme. Reste �a montrer que m = p + q dans le cas (1) et que D est SL

2

-

isomorphe �a P

1

�P

1

dans le cas (2).

Soit D la fermeture de C

�

0 ;

p

q

�

avec 0 2 P

1

=H et

p

q

2]� 1; 1], k-irr�eductible.

Supposons par exemple que l'on soit dans la situation suivante (en particulier

p

q

< 1). Les autres cas se traitent pareillement.
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j=0AB

C(j ; p/q)

C(j ; p'/q')

D est form�ee de trois SL

2

-orbites : deux orbites de type AB isomorphes �a P

1

et

leur compl�ementaire qui est un ouvert dense de D.

D'apr�es le corollaire 5.7.2 p. 61 on sait que l'on peut choisir une B-carte

�

X

incluse dans X et adapt�ee �a l'une des orbites de type AB, par exemple l'orbite

l

AB

= AB

�

j;

p

q

;

p

0

q

0

�

. Par d�e�nition d'une B-carte adapt�ee on sait que

�

X=U est une

surface torique. Comme l

AB

est lisse on a

�

X=U

�

=

C

2

. Par ailleurs on a

�

X

�

=

U � S

o�u S = spec

�

C [

�

X]

U

�

=

�

X=U (lemme 5.1.1 p. 38). Donc

�

X

�

=

C

3

.

D'apr�es les preuves du lemme 5.7.1 p. 61 et de son corollaire et la preuve du

lemme 5.5.1 p. 50 on peut pr�eciser le choix de

�

X : on peut prendre pour

�

X la

B-carte d�e�nie par W =

n

v

�

0 ;

p

q

�

; v

�

0 ;

p

0

q

0

�

o

et R = P

1

=H n f0;1g.

Choisissons alors comme param�etres :

{ t =

g

k

0

g

k

1

(k = k si k impair et k =

k

2

si k est pair).

{ e

!

= g

0

g

1

(k pair) et e

!

= g

1�k

2

0

g

1+k

2

1

(k impair)

et posons q = p + �k; q

0

= p

0

+ �

0

k avec p ^ � = p

0

^ �

0

= 1. En reprenant les

calculs de la preuve du lemme 5.5.1 on voit que C [

�

X]

U

est engendr�e comme espace

vectoriel par les �el�ements de la forme t

m

e

n

!

pour (m;n) appartenant au cône de Z

2

engendr�e par

(a; b) =

�

p +

1 + k

2

�; p + q

�

et (a

0

; b

0

) = �

�

p

0

+

1 + k

2

�

0

; p

0

+ q

0

�

si k est impair.

(6.8)

(a; b) =

�

��;

p + q

2

�

et (a

0

; b

0

) = �

�

��

0

;

p

0

+ q

0

2

�

si k est pair. (6.9)

En particulier :

C [

�

X]

U

= C [t

a

e

b

!

; t

a

0

e

b

0

!

]

et l'on retrouve que

�

X=U est isomorphe �a C

2

:On a donc C [

�

X]

�

=

C [U ]
C [t

a

e

b

!

; t

a

0

e

b

0

!

].

Soit 
 le point d'intersection de l

AB

avec S et C la courbe d'intersection de

D avec S. L'id�eal maximal de C [

�

X]

U

associ�e �a 
 2 S est

�

t

a

e

b

!

; t

a

0

e

b

0

!

�

et l'id�eal
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de C est (t

a

0

e

b

0

!

) � C [

�

X]

U

. Comme U � f
g

�

=

U:
 � l

AB

\

�

X et que U � f
g et

l

AB

\

�

X sont deux sous-vari�et�es ferm�es (irr�eductibles) de

�

X de dimension 1, on a donc

U � f
g

�

=

U:
 = l

AB

\

�

X. De même U � C

�

=

U:C = D\

�

X. En particulier C est

stable par T mais pas par B et donc C n'est inclus ni dans C

0

ni dans C

1

:

C

S

U.U.C Ω

Ω

Etudions l'action de T

�

=

C

�

sur C. D'apr�es ce qui pr�ec�ede on a C (C)

�

=

C

�

t

a

e

b

!

�

et C est donc une courbe rationnelle. Le caract�ere de T associ�e �a e

!

est deg (e

!

) = 1

si k est impair et 2 si k est pair. Donc T agit sur t

a

e

b

!

par le caract�ere bdeg (e

!

) =

p + q > 2 (

p

q

6= 1). Le caract�ere de C sous l'action de T est donc p + q. D'apr�es la

discussion qui pr�ec�ede le lemme on en d�eduit que m = p + q.

�

Correspondance avec les mod�eles minimaux projectifs de Nakano.

Cas o�u H est cyclique d'ordre k impair sup�erieur ou �egal �a 3. On se

propose de montrer que pour chaque mod�ele minimal projectif de la proposition 9

p. 72 correspond un unique mod�ele d�ecrit par Nakano ayant la même d�ecomposition

orbitale. Commen�cons par rappeler les r�esultats de Nakano que nous utiliserons.

Th�eor�eme 2.31 de [ Nak] : si k � 3 est impair alors les mod�eles minimaux

projectifs pour les plongements de SL

2

=H, H cyclique d'ordre k; sont :

{ X

k

(i; j) (j � i � 0; j 6= 0; 1)

{ Y (a; a� k) (a � k=2; a 6= �1)

{ Z (1 + k) ; Z (1 � k) :

{ D�e�nition de X

k

(i; j) [ Nak, p 240]. Soit i; j 2 Z tels que j � i � 0. Consid-

�erons l'unique extension de �br�es sur F

k

; non triviale et SL

2

-�equivariante :

0!O

F

k

! E

k

(i; j)! p

�

m

(O

P

1
(2 � ik))
O

F

k

(�jC

1

)! 0

(voir x 6.7.2 pour les d�e�nitions de p

m

; C

1

).

X

k

(i; j) est le projectivis�e du �br�e vectoriel de rang 2 : E

k

(i; j)! F

k

:
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{ D�e�nition de Y (a; b) [ Nak, p 245]. Soit (a; b) 2 Z

2

tel que a 6= b: On pose

Y (a; b) = P(O

P

1

�P

1
�O

P

1

�P

1
(a; b)) o�u O

P

1

�P

1
(a; b) est le �br�e lin�eaire sur

P

1

� P

1

de bidegr�e (a; b) : On munit Y (a; b) de l'action naturelle de SL

2

qui

provient des actions sur O

P

1

�P

1
et O

P

1

�P

1
(a; b).

{ D�e�nition de Z (r) [ Nak, p 247]. Soit r 2 Z. On d�e�nit Z (r) comme le

projectivis�e du �br�e O

P

1
�O

P

1
�O

P

1
(r) :

D�ecomposition orbitale de X (i; j) (proposition 2.19 p. 241). On distingue les cas

qui sont utiles pour �etablir la correspondance avec nos r�esultats. P

1

�P

1

est muni

ici de l'action diagonale de SL

2

.

{ Soit n

0

;m

0

� 1: Les diviseurs SL

2

-stables de X

k

(n

0

; n

0

+m

0

) sont isomorphes

�a F

kn

0

�2

; F

km

0

+2

et F

k

(le compl�ementaire est l'orbite ouverte isomorphe �a

SL

2

=H).

{ Soit n

0

� 2. Les diviseurs SL

2

-stables de X

k

(n

0

; n

0

) sont SL

2

-isomorphes �a

F

kn

0

�2

; P

1

�P

1

(action diagonale) et F

k

.

{ Soit n

0

� 2. Les diviseurs SL

2

-stables de X

k

(0; n

0

) sont SL

2

-isomorphes �a

F

kn

0

+2

; F

0

et F

k

.

Diviseurs SL

2

-stables de Y (�n

0

;�n

0

� k) pour n

0

�

1�k

2

et n

0

6= �1 (on a pos�e

n

0

= �a) [ Nak, p 245] : P

1

�P

1

; P

1

�P

1

; F

2n

0

+k

.

Diviseurs SL

2

-stables de Z (1 + k) [ Nak, p 247] : P

1

�P

1

et F

k+2

:

Diviseurs SL

2

-stables de Z (1� k) : P

1

�P

1

et F

k�2

:

Par ailleurs notre lemme 6.7.2 permet de donner les diviseurs SL

2

-stables des

mod�eles minimaux projectifs de la proposition 9.

plongement n

�

diviseurs SL

2

-stables

1 P

1

�P

1

;F

k�2

2 P

1

�P

1

;F

kn�2

;F

k

3 F

kn�2

;F

k

;F

km+2

4 P

1

�P

1

;P

1

�P

1

;F

2n+k

5 P

1

�P

1

;F

k+2

6 P

1

�P

1

;F

kn+2

;F

k

Il est alors facile d'�etablir la correspondance pr�esent�ee �a la proposition 9 en

prouvant en particulier que l'on a �a chaque fois n = n

0

et/ou m = m

0

.

�
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Cas o�u H est cyclique d'ordre k pair sup�erieur ou �egal �a 6. D�e�nition

de Y

0

(k) [ Nak, p 246]. On consid�ere l'unique extension non triviale de �br�es (avec

action de SL

2

) :

0! O

P

1

�P

1
! G

0

(k)! O

P

1

�P

1
(1 +

k

2

; 1�

k

2

)! 0

G

0

(k) est un �br�e vectoriel de rang 2 sur P

1

�P

1

et Y

0

(k) est son projectivis�e.

Dans sa proposition 2.24 p. 246 Nakano ne donne pas la d�ecomposition orbitale

compl�ete de ce mod�ele minimal. Il ne cite qu'un diviseur SL

2

-stable isomorphe �a

P

1

�P

1

, mais on peut v�eri�er qu'il y en a deux autres de même type, ce qui �etablit

que Y

0

(k) est le plongement 7 de la proposition 10.

A la section 6.8 nous donnons une description de ce plongement di��erente de

celle de Nakano.

Comme dans le cas impair, on trouve les mod�eles de Nakano qui correspondent

aux 6 premiers plongements de la proposition 10. Il ne reste alors qu'un seul plonge-

ment dans les deux descriptions : le plongement (8) et le plongement Y

�

�

k

2

;�

k

2

�

qui sont donc SL

2

-isomorphes (on peut aussi v�eri�er qu'ils ont même d�ecomposition

orbitale.

�

6.7.3 Une autre preuve d'un r�esultat de Luna sur l'inexis-

tence d'une compl�etion magni�que de SL

2

=H

Soit G un groupe r�eductif connexe et soit X une G-vari�et�e. On dit que X est

une G-vari�et�e magni�que de rang r si elle v�eri�e les trois conditions suivantes :

1. X est lisse, irr�eductible et compl�ete.

2. X a exactement r diviseurs irr�eductibles G-stables D

1

; : : : ;D

r

. Ces diviseurs

sont lisses et leur intersection est non vide et transverse.

3. si x; x

0

2 X sont tels que fi; x 2 D

i

g = fi; x

0

2 D

i

g alors G:x = G:x

0

.

X a alors 2

r

G-orbites qui correspondent �a toutes les intersections possibles

d'une partie des D

i

. Il y a une orbite ouverte et une seule orbite ferm�ee. On appelle

compl�etion magni�que un plongement homog�ene X de G=H tel que X est une G-

vari�et�e magni�que.

Le r�esultat de D.Luna [ L2] est que toute vari�et�e magni�que est sph�erique (c'est-

�a-dire C (G=H)

B

�

=

C ). Il commence par prouver que l'on peut se ramener au

cas d'une vari�et�e magni�que de rang 2, puis il prouve que s'il existait une vari�et�e

magni�que non sph�erique de rang 2 alors il existerait une compl�etion magni�que de

SL

2

=H pour H �ni, en�n il prouve qu'une telle compl�etion est impossible. A l'aide

de notre connaissance de tous les plongements lisses et complets de SL

2

=H il est
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facile de proposer une autre d�emonstration de cette derni�ere �etape de la preuve de

D.luna.

SoitX une compl�etionmagni�que de SL

2

=H. L'unique orbite ferm�ee est n�ecessai-

rement de type A

N

; elle est donc de codimension 2 et X est de rang 2. Donc X

poss�ede exactement une orbite ouverte isomorphe �a SL

2

=H, deux orbites de type C

dont les fermetures sont les diviseurs D

i

de la d�e�nition, et une orbite de type A

2

:

La liste des SL

2

-germes r�eguliers de type A

N

(propositions 1, 2 et 3) implique que H

est binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral (le cas cyclique d'ordre 4 est

binaire di�edral) et que l'orbite est du type A

2

(v; f ; r

v

; r

f

) avec r

v

et r

f

maximaux

(proposition 1). Le plongement X a donc exactement 4 orbites : l'orbite ouverte

isomorphe �a SL

2

=H, l'orbite de type A

2

que l'on notera l

A

2

et deux orbites de type

C (v; r

v

) et C (f; r

f

) que l'on notera l

v

et l

f

.

Soit

�

X l'unique B-carte de X qui intersecte l

A

2

. En choisissant comme au x 5.4.2

e

!

= g

v

g

f

g

�1

e

l'hypercône C de

�

X dans H se pr�esente ainsi :

δ

l

1

c
v

xv

δ

l

1

c
f

l

1

c
e

l

1

x
f xe x =x  ,x  ,xv f e

δ δ

On choisit t tel que x

v

=1; x

f

= 1 et x

e

= 0. Pour x 2 P

1

nf0;1g le cône C

x

est

droit et on peut appliquer la m�ethode du lemme 5.5.1 p. 50 pour d�eterminer C [

�

X=U ].

On trouve que C [

�

X=U ] est engendr�e comme C -espace vectoriel par les �el�ements de

la forme t

m

e

n

!

o�u (m;n) appartient au cône de Z

2

engendr�e par (0;�1) et (�1;�2).

Autrement dit, en posant a = e

�1

!

et b = t

�1

e

�2

!

on a C [

�

X=U ] = C [a; b].

Les caract�eres de a et b pour l'action de C

�

�

=

T � SL

2

sont �1 et �2. La

fermeture de toute T -orbite de

�

X=U di��erente de l'axe des b est donc tangente �a

l'axe des a: Soit p (l

v

) et p (l

f

) les fermetures des images des orbites l

v

et l

f

par la

projection p :

�

X!

�

X=U: Calculons leurs id�eaux I

v

et I

f

dans C [

�

X=U ] par la même

m�ethode qui a permis d'�etablir C [

�

X=U ] = C [a; b].

I

v

est engendr�e comme C -espace vectoriel par les �el�ements de la forme t

m

e

n

!

tels

que :

8

<

:

m � �1 (h(1; 1; 0); t

m

e

n

!

i > 0)

n � 0 (h(1; 0;�1); t

m

e

n

!

i � 0)

2m� n � 0 (h(0; 2;�1); t

m

e

n

!

i � 0)

c'est-�a-dire, en posant m

0

= 2m � n et n

0

= �m; par les �el�ements de la forme

a

m

0

b

n

0

tels que m

0

� 0 et n

0

� 1: On a donc I

v

= bC [a; b] et p (l

v

) est l'axe des a:

De même I

f

est engendr�e comme C -espace vectoriel par les �el�ements de la forme

(t� 1) t

m

e

n

!

tels que :
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8

<

:

m+ 1 � 0 (h(1; 1; 0); (t� 1) t

m

e

n

!

i � 0)

n � 0 (h(1; 0;�1); (t� 1) t

m

e

n

!

i � 0)

2m� n � 0 (h(0; 2;�1); (t� 1) t

m

e

n

!

i � 0)

On a donc I

f

= (t� 1) bC [a; b] = (a

2

� b) C [a; b] et p (l

f

) est di��erent de l'axe

des b:

En particulier p (l

v

) et p (l

f

) sont tangentes �a l'origine. En�n le lemme 5.1.1

permet d'�ecrire

�

X

�

=

U � S avec S

�

=

spec(C [

�

X]

U

] = C

2

. Donc l

v

\

�

X

�

=

U � p (l

v

) et

l

f

\

�

X

�

=

U � p (l

f

) sont tangents. C'est une contradiction avec l'hypoth�ese que

�

X est

magni�que.

l v

S

l f

l
A2

�

6.8 Plongements complets avec une seule orbite

ferm�ee

Alessandra Iozzi et Jonathan Poritz, dans leur article [ I-P, 1999], ont propos�e

une m�ethode simple pour d�ecrire les plongements homog�enes (normaux) projectifs de

SL

2

=f�Idg contenant exactement, en plus de l'orbite ouverte, une orbite ferm�ee et n

orbites de dimension 2. En quotientant de tels plongementX par un sous-groupe �ni

de SL

2

-automorphismes de X on obtient tous les plongements homog�enes projectifs

de SL

2

=H; o�u H est un sous-groupe �ni d'ordre pair de SL

2

(c'est-�a-dire qui n'est

pas cyclique d'ordre impair), ne contenant qu'une seule orbite de dimension 1. On

peut alors tester directement parmi ceux-ci lesquels sont lisses et retrouver ainsi

une (petite) partie de la liste des plongements lisses de SL

2

=H. Dans cette section

nous indiquons une m�ethode pour �etudier la lissit�e de tels plongements, m�ethode

ind�ependante de celles d�evelopp�ees �a la section 5.1. Nous illustrons cette m�ethode �a

l'annexe C dans le cas o�u H est cyclique d'ordre pair.
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6.8.1 fermeture d'une SL

2

-orbite dans

�

P

1

�

n

Soit n un entier sup�erieur �a 3. On consid�ere sur (P

1

)

n

l'action de Sl

2

d�e�nie par :

g:! = (g:x

1

; : : : ; g:x

n

) pour g 2 Sl

2

et ! = (x

1

; : : : ; x

n

) 2

�

P

1

�

n

Un �el�ement ! de (P

1

)

n

sera not�e

�

�

x

11

x

12

�

;

�

x

21

x

22

�

; � � � ;

�

x

n1

x

n2

�

�

= (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) o�u

x

i

2 P

1

; x

ij

2 C (on note donc

�

x

y

�

au lieu de [x : y]).

Soit e =

�

�

a

1

b

1

�

; � � � ;

�

a

n

b

n

�

�

un �el�ement de (P

1

)

n

dont toutes les composantes sont

distinctes. Le point le plus important pour pour ce qui concerne le lien avec la th�eorie

de Luna-Vust est que la SL

2

-vari�et�e projective Sl

2

:e, fermeture de l'orbite de e dans

(P

1

)

n

, est normale [ I-P]. C'est donc un exemple simple de plongement homog�ene

au sens de Luna-Vust. Les autres r�esultats utiles sont les suivants :

{ Sl

2

:e est (l'espace d') un plongement homog�ene de SL

2

=f�Idg au sens de

Luna-Vust, dont on notera '

e

le morphisme de SL

2

dans Sl

2

:e :

SL

2

'

e

�! Sl

2

:e

g 7�! g:e

{ Sl

2

:e est compos�e de n+ 2 orbites sous l'action de SL

2

:

{ l'orbite ouverte SL

2

:e isomorphe �a SL

2

=f�Idg.

{ l'orbite ferm�ee �

0

= f(a; : : : ; a); a 2 P

1

g = SL

2

:

��

1

0

�

; � � � ;

�

1

0

��

{ n orbites de dimension 2 : pour i = 1; :::; n,

�

i

= f(a; : : : ; a;

i

b; a; : : : ; a); a 6= b 2 P

1

g = SL

2

:

��

1

0

�

; � � � ;

�

0

1

�

; � � � ;

�

1

0

��

Diagramme de Luna-Vust. Comme le plongement est complet et n'a qu'une or-

bite de dimension 1 et n orbites de dimension 2, l'orbite de dimension 1 est forc�ement

de type A

n

.

Un morphisme � du plongement Sl

2

:e vers le plongement Sl

2

:e

0

est un morphisme

SL

2

-�equivariant de SL

2

:e dans SL

2

:e

0

tel que � � '

e

= '

e

0

. Le plongement Sl

2

:e est

caract�eris�e �a isomorphisme pr�es par son diagramme de Luna-Vust :

D

D

D

1

2

n
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Chaque D

i

est un diviseur premier B-stable de SL

2

=f�Idg. Pour rep�erer com-

pl�etement Sl

2

:e dans la classi�cation de Luna-Vust il ne reste plus qu'�a d�eterminer

les D

i

en fonction de e 2 (P

1

)

n

.

Observons d'abord que Sl

2

:e est muni naturellement de n projections sur P

1

qui

sont des �brations localement triviales de �bre isomorphe �a B:e. On d�e�nit en e�et

pour i = 1; : : : ; n la i

�eme

projection �

i

de Sl

2

:e sur P

1

:

Sl

2

:e �! P

1

(x

1

; : : : ; x

n

) 7�! x

i

�

0

�etant de type A

n

on a D

B

(�

0

) = D

B

n fD

1

; : : : ;D

n

g c'est-�a-dire que les D

i

sont exactement les �el�ements deD

B

tels que �

0

6� D

i

(fermeture dans Sl

2

:e). Puisque

�

i

(�

0

) = P

1

il su�t donc d'exhiber n diviseurs B-stables D

i

; : : : ;D

n

de SL

2

=f�Idg

tels que �

i

�

D

i

�

6� P

1

pour que les D

i

soient exactement ceux du plongement.

Notons eg l'image de g 2 SL

2

dans SL

2

=f�Idg. Un diviseurB-stable de SL

2

=f�Idg;

c'est-�a-dire un �el�ement de D

B

; est de la forme B:eg avec g 2 SL

2

. Si g =

�

a b

c d

�

2 SL

2

on a B:eg =

n

]

�

a b

x y

�

; ay � bx = 1

o

: On peut donc identi�er B:eg �a l'�el�ement [a : b] de

P

1

.

Pour e =

�

�

a

1

b

1

�

; � � � ;

�

a

n

b

n

�

�

on pose D

i

= Beg

i

�

=

[b

i

: �a

i

]; i = 1; : : : ; n et on note

� la projection canonique de C

2

n

��

0

0

�	

sur P

1

qui �a

�

x

y

�

associe

�

x

y

�

.

Pour tout i = 1; : : : ; n et tout g 2 SL

2

on a

�

i

(g:e) =

�

0

1

�

, �

�

gg

�1

i

:

�

0

1

��

=

�

0

1

�

, gg

�1

i

2 B

, g 2 Bg

i

D'o�u �

i

(Bg

i

:e) =

��

0

1

�	

6= P

1

et les D

i

choisis conviennent pour le plongement

Sl

2

:e.

6.8.2 quotient de Sl

2

:e par un sous-groupe �ni d'automor-

phismes.

Iozzi-Poritz prouvent dans [ I-P] le r�esultat suivant

Un SL

2

-isomorphisme de Sl

2

:e sur Sl

2

:e

0

est n�ecessairement la restriction

d'une permutation des coordonn�ees de (P

1

)

n

(n � 3).

A titre d'exemple donnons une autre preuve de ce r�esultat qui utilise la classi�-

cation de Luna-Vust.

Soit � : Sl

2

:e! Sl

2

:e

0

un isomorphisme, au sens de Luna-Vust, entre les plonge-

ments Sl

2

:e et Sl

2

:e

0

c'est-�a-dire un isomorphisme SL

2

-�equivariant tel que � � '

e

=
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'

e

0

. La di��erence avec un SL

2

-isomorphisme usuel r�eside dans le fait que l'on impose

�(e) = e

0

.

On sait qu'un plongement de SL

2

=H est enti�erement d�etermin�e �a isomorphisme

pr�es par son diagramme de Luna-Vust. D'apr�es 6.8.1 cela implique que les ensembles

fe

i

g et fe

0

i

g sont �egaux, en posant e = (e

1

; : : : ; e

n

) et e

0

= (e

0

1

; : : : ; e

0

n

). Soit � 2 S

n

tel que e

0

i

= e

�(i)

et e� le SL

2

-automorphisme de (P

1

)

n

d�e�ni par (!

i

) 7!

�

!

�(i)

�

.

Comme e� est un SL

2

-isomorphisme de Sl

2

:e sur Sl

2

:e

0

et qu'il co��ncide avec � sur

e; on a � = e�.

Supposons maintenant que � soit un SL

2

-isomorphisme ordinaire entre Sl

2

:e et

Sl

2

:e

0

c'est-�a-dire que � (e) soit quelconque dans Sl

2

:e

0

: Posons �(e) = e

00

et g

0

2 SL

2

tel que e

00

= g

0

:e.

� est un isomorphisme entre les plongements Sl

2

:e et Sl

2

:e

0

et donc, comme on

vient de le voir, � est une permutation des coordonn�ees. cqfd.

Dans le cas particulier d'un SL

2

-automorphisme � de Sl

2

:e, '

�1

e

� � � '

e

est le

SL

2

-automorphime de SL

2

donn�e par : g 7! g:g

e

(�) o�u g

e

(�) est l'�el�ement de SL

2

d�e�ni par �(e) = g

e

(�):e.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede on a donc la r�eciproque suivante :

Lemme 6.8.1 Si g

0

2 SL

2

et e 2 (P

1

)

n

, le SL

2

-automorphisme de SL

2

: g 7! g:g

0

peut être prolong�e �a un SL

2

-automorphisme de Sl

2

:e si et seulement si l'ensemble

des coordonn�ees de e est stable sous l'action de g

0

sur P

1

.

Si g

0

v�eri�e la condition du lemme pour le plongement Sl

2

:e notons �

e

(g

0

) le

SL

2

-automorphisme correspondant de Sl

2

:e.

�

e

(g

0

) peut aussi être vu comme un �el�ement du groupe sym�etrique S

n

. On a alors

le corollaire suivant :

Corollaire 6.8.2 Si H un sous-groupe de SL

2

et e un �el�ement �x�e de (P

1

)

n

; l'action

�a droite de H sur SL

2

s'�etend �a Sl

2

:e via l'application de plongement '

e

si et

seulement si l'ensemble fe

i

g des coordonn�ees de e est stable sous l'action de H sur

P

1

.

Si H [ (�H) est le sous-groupe de SL

2

engendr�e par H et �Id, alors quand la

condition pr�ec�edente est v�eri��ee '

e

d�e�nit par passage au quotient le plongement

(normal) homog�ene Sl

2

:e=�

e

(H) de SL

2

=fH [ (�H)g.

D'apr�es ce corollaire il est plus simple de prendre d'embl�ee H d'ordre pair pour

avoir H [ (�H) = H. C'est ce que nous supposerons dor�enavant.

Consid�erons un plongement homog�ene quelconque (X; e) de G (e : point choisi

dans l'orbite ouverte) et un sous-groupe H de G.

Notons encore :

{ '

e

: G! X l'application g 7! g:e
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{ �

e

(h) le G-automorphisme de X (quand il existe) qui prolonge via '

e

le G-

automorphisme g 7! gh de G.

On a alors

1. si e

0

= g

0

:e est un autre point de l'orbite ouverte de X et si l'action �a droite

de H sur G s'�etend �a X via '

e

alors :

a) l'action �a droite de g

0

Hg

�1

0

sur G s'�etend �a X via '

e

0

(pour tout h 2 H :

�

e

(h) = �

e

0

(g

0

hg

�1

0

)).

c) Quand le quotient existe (exemple : H �ni) : X=�

e

(H) ' X=�

e

0

(g

0

Hg

�1

0

).

2. si  : X; e ! X

0

; e

0

est un G-automorphisme entre deux plongements de G

(dans le cas que l'on �etudie  :est la restriction d'une permutation des coor-

donn�ees de (P

1

)

n

) qui envoie e sur e

0

et si l'action �a droite de H sur G s'�etend �a

X via '

e

alors cette action s'�etend �a X

0

via '

(e)

et X=�

e

(H) ' X

0

=�

(e)

(H).

Soit maintenant H un sous-groupe d'ordre pair de SL

2

: Par abus de langage on

notera Sl

2

:e=H �a la place de Sl

2

:e=�

e

(H).

Pour �etudier les plongements homog�enes de SL

2

=H de la forme Sl

2

:e=H il su�t

d'apr�es ce qui pr�ec�ede de choisir un ensemble fe

i

g de n �el�ements de P

1

, stable sous

l'action de H, comme ensemble des coordonn�ees d'un point de base e qui d�e�nira

le plongement initial (X; e). On peut remplacer H par un conjugu�e ou remplacer

e par g

0

:e o�u g

0

est �el�ement quelconque de SL

2

(remarque 1). D'autre part l'ordre

choisi pour les coordonn�ees de e est indi��erent (remarque 2). A priori les possibilit�es

restent nombreuses, mais on va montrer que d�es que fe

i

g � P

1

contient plus de trois

SL

2

-orbites, la vari�et�e Sl

2

:e=H est singuli�ere ce qui donne �nalement un nombre

�ni de cas �a �etudier en ce qui concerne la lissit�e. La m�ethode exacte est donn�ee �a la

section suivante et des exemples sont trait�es dans le d�etail �a l'annexe C.

On retrouve ainsi la liste suivante des plongements homog�enes de SL

2

=H projec-

tifs et lisses avec une seule orbite de dimension 1 (voir x 4.2.1 pour les diagrammes) :

1. H cyclique d'ordre 2n : Sl

2

:e=H contient une orbite de type A

3

avec

fD

1

;D

2

;D

3

g = f0;1; !

1

g et !

1

g�en�erique dans P

1

=H

�

=

D

B

. Diagramme

de Luna-Vust :

(0)

génériques

(oo)

ω

 H   cyclique d'ordre  pair

A
3

ω
1



6.8. PLONGEMENTS COMPLETS AVEC UNE SEULE ORBITE FERM

�

EE 123

2. H binaire di�edral, octa�edral, t�etra�edral ou icosa�edral : trois cas selon que

Sl

2

:e=H contient :

(a) une orbite de type A

3

avec fD

1

;D

2

;D

3

g = fv; f; eg

(b) une orbite de type A

2

avec fD

1

;D

2

g = fv; fg

3. H binaire octa�edral, t�etra�edral ou icosa�edral : un plongement suppl�ementaire

avec une orbite de type A

1

et D

1

= v:

4. H binaire di�edral d'ordre 12 : un plongement suppl�ementaire avec une orbite

de type A

1

et fD

1

g = ffg:

6.8.3 Sl

2

:e=H comme fermeture d'orbite

Supposons pour commencer que H soit cyclique d'ordre 2n, n � 3.

Soit e = (0;1; 1; "; : : : ; "

n�1

) 2 (P

1

)

n+2

(" racine primitiven

�eme

de 1). A l'annexe

C on montre que Sl

2

:e=H est lisse. Il a une seule orbite de dimension 1, c'est donc

le plongement minimal n

�

7 de la liste donn�ee �a la section 10 74.

Soit R

i

l'espace vectoriel des formes binaires de degr�e i muni de l'action de SL

2

suivante : g 2 SL

2

; f 2 R

i

; (g:f)

�

x

y

�

= f

�

g

�1

:

�

x

y

�

�

. En identi�ant P

i

�a P(R

i

) ;

l'application de R

i

� R

j

dans R

i+j

qui correspond au produit des formes binaires

fournit une immersion ferm�ee SL

2

-�equivariante de P

i

�P

j

dans P

i+j

. On en d�eduit

un morphisme SL

2

-�equivariant

� :

�

P

1

�

2+n

! P

1

�P

1

�P

n

On a alors �

�

Sl

2

:e

�

= SL

2

:� (e) et on v�eri�e que Sl

2

:e=H est SL

2

-isomorphe �a

Sl

2

:� (e).

Le même proc�ed�e s'applique aux autres cas :

{ Si H est binaire di�edral d'ordre 4n (n � 1) on peut r�ealiser le plongement lisse

projectif avec une orbite de type A

2

comme une fermeture d'orbite dans P

2

�P

n

et celui avec orbite de type A

3

comme fermeture d'orbite dans P

2

�P

n

�P

n

:

Remarque : pour le premier plongement on peut montrer (par calcul direct

des matrices de transition) que la restriction �a SL

2

:� (e) de la projection P

2

�

P

n

! P

2

est un �br�e (en droites projectives) sur P

2

et que ce �br�e est le

projectivis�e de l'image directe (pour l'application P

1

�P

1

! P

2

) d'un �br�e sur

P

1

�P

1

de bidegr�e (n; 0). On retrouve ainsi la description de Umemura de ce

plongement (d�ecrit aussi dans [ Nak] p. 234).

{ Si H est binaire t�etra�edral, ocat�edral, icosa�edral :
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{ le plongement lisse projectif avec une orbite de type A

1

se r�ealise comme

fermeture d'orbite dans P

n

v

(voir x 3.1.1 p. 20 pour les valeurs de n

v

; n

f

; n

e

).

Remarque : on retrouve ainsi exactement la description de Mukai-Umemura

des mod�eles minimaux comme fermeture d'orbite ([ Muk Um] ou [ Nak,

p 233]) dans le cas H binaire t�etra�edral, octa�edral, icosa�edral.

{ le plongement lisse projectif avec orbite A

2

se r�ealise comme fermeture

d'orbite dans P

n

v

�P

n

f

:

{ le plongement lisse projectif avec orbite A

3

se r�ealise comme fermeture

d'orbite dans P

n

v

�P

n

f

�P

n

e

:

{ Si H est binaire di�edral d'ordre 12 le plongement lisse projectif avec orbite A

1

est P

3

:

Remarque : certains des plongements de la liste sont obtenus par �eclatement

d'autres, le long de l'orbite de dimension 1, comme on l'a vu de fa�con pr�ecise dans la

preuve de la liste des mod�eles minimaux �a la section 6.6. L'application d'�eclatement

se d�ecrit alors tr�es simplement. Par exemple dans le cas H binaire di�edral le plonge-

ment X

3

avec orbite A

3

est l'�eclat�e du plongement X

2

avec orbite A

2

et on peut

montrer que l'application d'�eclatement est la restriction �a X

2

et X

3

de la projection

P

2

�P

n

�P

n

! P

2

�P

n

sur les deux premiers facteurs.

6.8.4 M�ethode directe d'�etude de la lissit�e de Sl

2

:e=H:

L'application Sl

2

:e

�

7�! Sl

2

:e=H est SL

2

-�equivariante et les SL

2

-orbites de

Sl

2

:e=H sont les images par � des SL

2

-orbites de Sl

2

:e. Comme Sl

2

:e=H est normal

son lieu singulier est un ferm�e SL

2

-stable de codimension sup�erieure ou �egale �a 2,

c'est donc �(�

0

) ou ;. Ainsi, pour tester la lissit�e de Sl

2

:e=H il su�t de tester la

lissit�e en un seul point � (!

0

) de �(�

0

). L'id�ee est de choisir un ouvert a�ne V

de Sl

2

:e stable par �

e

(H) tel que l'ouvert a�ne V=H = spec

�

C [V ]

H

�

de Sl

2

:e=H

intersecte l'orbite � (�

0

).

Choix de V :

Puisque SL

2

agit transitivement sur les triplets d'�el�ements distincts de P

1

on

peut supposer que e =

�

�

1

0

�

;

�

0

1

�

;

�

1

a

3

�

; � � � ;

�

1

a

n

�

�

avec a

i

2 C

�

pour i = 3 : : : n et

a

i

6= a

j

pour 3 � i < j � n (on a donc privil�egi�e les deux premi�eres coordonn�ees).

Soit ! = (!

1

; : : : ; !

n

) un �el�ement de (P

1

)

n

. Posons !

i

=

�

x

i1

x

i2

�

: On a alors [ I-P] :

! 2 Sl

2

:e,

�

8 i; j, 3 � i < j � n; a

j

�

�

x

11

x

i1

x

12

x

i2

�

�

�

�

x

21

x

j1

x

22

x

j2

�

�

� a

i

�

�

x

11

x

j1

x

12

x

j2

�

�

�

�

x

21

x

i1

x

22

x

i2

�

�

= 0

�

Consid�erons maintenant l'ouvert a�ne V de Sl

2

:e d�e�ni par x

i1

6= 0 pour i =

1 : : : n. Il est stable sous l'action de toute permutation des coordonn�ees en particulier

par tout sous-groupe H de SL

2

-automorphismes de Sl

2

:e:
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L'ouvert de (P

1

)

n

d�e�ni par

Q

n

i=1

x

i1

6= 0 s'identi�e �a C

n

par l'isomorphisme

�

�

1

x

�

;

�

1

y

�

;

�

1

x

3

�

; : : : ;

�

1

x

n

�

�

7! (x; y; x

3

; : : : ; x

n

). (on a pris x; y au lieu de x

1

; x

2

pour

marquer le rôle particulier que l'on a choisi de donner aux deux premi�eres coor-

donn�ees dans la suite des calculs). D'apr�es les �equations pr�ec�edentes V est alors

isomorphe �a la vari�et�e a�ne Z (I) de C

n

; ensemble des z�eros de l'id�eal I engendr�e

par les polynômes F

ij

, 3 � i < j � n :

F

ij

= a

j

(x� x

i

)(y � x

j

)� a

i

(x� x

j

) (y � x

i

)

Nous montrons plus bas au lemme 6.8.3 que I est un id�eal radical. On a alors

C [V ] = C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]=I et :

C [V=H] = C [V ]

H

= (C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]=I)

H

�

=

C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]

H

=

I

H (6.10)

Le dernier isomorphisme est un cas particulier de [ K, p 97] :

Si G r�eductif agit sur une vari�et�e a�ne Z et I est un id�eal de C [Z] stable

par G alors (C [Z]=I)

G

�

=

C [Z]

G

=I

G

.

(preuve : notons

e

f l'image de C [Z] dans C [Z]=I, et supposons que

e

f 2 (C [Z]=I)

G

.

Comme G est r�eductif et que I est un sous G-module de C [Z] on a C [Z] = I � J

avec J un sous G-module de C [Z]. Soit g 2 G et f = f

I

+ f

J

avec f

I

2 I et

f

J

2 J . L'hypoth�ese

e

f invariant par G donne g:f � f 2 I c'est-�a-dire (g:f

I

� f

I

) +

(g:f

J

� f

J

) 2 I, ce qui implique g:f

J

� f

J

= 0. On a donc

e

f =

e

f

J

2 C [Z]

G

=I

G

).

Notons encore V

�

�! V=H le morphisme canonique. Soit � (!

0

), avec !

0

=

(0; : : : ; 0) 2 V l'�el�ement choisi dans �(�

0

) pour tester la lissit�e. L'id�eal maximal

associ�e �a !

0

est (ex

1

; : : : ; ex

n

) ; en notant ex

i

l'image de x

i

2 C [x

1

; : : : ; x

n

] dans

C [V ] = C [x

1

; : : : ; x

n

]=I; et l'id�eal de �(!

0

) est m = (ex

1

; : : : ; ex

n

)

H

: Par ailleurs

C [x

1

; : : : ; x

n

]

H

est engendr�e par un nombre �ni de polynômes homog�enes non con-

stants p

1

; : : : ; p

t

(t � card(H) par un th�eor�eme d'E.Noether) donc par (6.10) C [V ]

H

est engendr�e par ep

1

; : : : ; ep

t

: Le choix de !

0

et le fait que I soit homog�ene implique :

m = (ep

1

; : : : ; ep

t

) � C [V ]

H

�(!

0

) est lisse si et seulement si l'anneau local C [V ]

H

m

est r�egulier. On a donc

�(!

0

) est lisse si et seulement si dim

C

(m=m

2

)=3 :

La recherche des p

1

; : : : ; p

t

est un calcul classique de la th�eorie des invariants et

on va voir sur des exemples comment on peut tester la condition de lissit�e ci-dessus.
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Lemme 6.8.3 L'id�eal I de C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

] engendr�e par les F

ij

est radical.

Preuve : I et

p

I sont homog�enes. Par ailleurs on a :

x

i

x

j

= �

ij

(x; y)x

i

+ �

ji

(x; y)x

j

� xy + F

ij

(3 � i < j � n) (6.11)

avec �

ij

(x; y) =

1

a

j

�a

i

(a

j

y � a

i

x):

Soit f un polynôme homog�ene de degr�e m dans

p

I. A l'aide des �egalit�es ci-dessus

on peut �ecrire f sous la forme :

f = r + F

o�u r est un polynôme homog�ene (nul ou) de degr�em dont les termes ne sont divisibles

par aucun monôme x

i

x

j

:

r =

X

0�i�m

�

i

x

i

y

m�i

+

X

3�k�n

0�i+j�m�1

�

ijk

x

i

y

j

x

m�i�j

k

et F est un polynôme homog�ene (nul ou) de degr�e m dans I. On a r 2

p

I et il

s'agit de prouver que r = 0.

On peut �ecrire :

r = (y � x)r

(1)

+ r

1

o�u r

(1)

et r

1

sont de même type que r mais o�u r

(1)

est homog�ene (nul ou) de degr�e

m� 1 et r

1

est de la forme :

r

1

=

X

3�k�n

0�i�m�1

�

ik

x

i

x

m�i

k

r

1

s'annule sur Z(I) \ Z(y � x) =

S

3�k�n

�

k

.

(avec �

k

= f(x;x; : : : ; x;

k

bx

k

; x; : : : ; x); x 6= x

k

2 C g).

x = 0 et x

k

= 1 donnent alors �

0k

= 0 pour k = 3; : : : ; n et on a donc r

1

= xr

2

avec r

2

de même forme que r

1

et (nul ou) de degr�e m�1. Mais x n'est identiquement

nul sur aucun des ferm�es irr�eductibles �

i

(i � 3) et donc r

2

s'annule comme r

1

sur

Z(I)\Z(y�x): On peut donc refaire avec r

2

ce que l'on a fait avec r

1

pour trouver

r

3

homog�ene (nul ou) de degr�e m � 2 tel que r

2

= xr

3

et tel que r

3

s'annule sur

Z(I)\Z(y�x). Le proc�ed�e donne une suite de polynômes r

i

(nuls ou) homog�enes de

degr�e m� i telle que r

1

= x

i�1

r

i

= 0: On a donc r

1

= 0; ce qui donne r = (y�x)r

(1)

avec r

(1)

(nul ou) homog�ene de degr�e m� 1.

Comme y � x n'est pas identiquement nul sur Z(I) irr�eductible on voit que

r

(1)

s'annule sur Z(I). En appliquant �a r

(1)

le même raisonnement qu'�a r on trouve

une suite de polynômes homog�enes r

(i)

(nuls ou) de degr�e m� i telle que pour tout

i � 1 : r = (y � x)

i

r

(i)

. Donc r = 0.
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Remarque 6.8.4 : la preuve pr�ec�edente montre que si f 2 I �

p

I; le reste r dans

l'�ecriture f = r+F est nul. Ceci assure que (F

ij

) est une base de Gr�obner minimale

de I pour un ordre lexicographique quelconque pour lequel x

k

> x; y.

Les r�esultats et les notations de ce num�ero sont repris �a l'annexe C o�u l'on �etudie

la lissit�e Sl

2

:e=H dans le cas particulier (�a titre d'exemple) o�u H est cyclique d'ordre

pair.
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Chapitre 7

Notations

{ SL

2

=

��

x y

z w

�

; x; y; z; w 2 C ; xw � yz = 1

	

{ B =

��

a 0

b a

�1

�

; a 2 C

�

	

, U =

��

1 0

b 1

�

; b 2 C

	

et T =

��

a 0

0 a

�1

�

; a 2 C

�

	

{

e

H : image dans PSL

2

(C ), identi��e au groupe des automorphismes de P, d'un

sous-groupe �ni H deSL

2

.

{ n

j

: cardinal d'une orbite j de P

1

sous l'action de H. (j 2 P

1

=H).

{ c

j

: ordre du sous-groupe d'isotropie d'un �el�ement quelconque d'une orbite j

de P

1

sous l'action de H. On a n

j

= card (H) =c

j

.

{ ec

j

: ordre du sous-groupe d'isotropie d'un �el�ement quelconque d'une orbite j de

P

1

sous l'action de

e

H. En particulier ec

j

= c

j

si card (H) est impair et ec

j

= c

j

=2

si card (H) est pair.

{ v; f; e : �el�ements non g�en�eriques de P

1

=H pour H binaire di�edral. v; f; e pour

vertex, edge, face.

{ 0;1 : �el�ements non g�en�eriques de P

1

=H pour H cyclique.

{ NG : ensemble des �el�ements non g�en�eriques de P

1

=H. C'est-�a-dire NG =

fv; f; eg ou f0;1g.

{ O = O

X;Y

: anneau local d'une G-orbite d'un plongement homog�ene X de

G=H.

{

�

X : ouvert a�ne stable par B dans un plongement homog�ene X de G=H.

Appel�e B-carte de X.

{ C (SL

2

)

(B)

: ensemble des vecteurs propres de C (SL

2

) = C (x; y; z) sous l'ac-

tion par translation �a gauche deB. C'est le sous-groupe multiplicatif de C (x; y)

engendr�e par fC x � C yg n f0g:

{ C (SL

2

)

(B�H)

: ensemble des �el�ements de C (SL

2

)

(B)

qui sont �egalement vecteurs

propres sous l'action par translation �a droite de H: (les parenth�eses indiquent

qu'il s'agit de semi-invariants).

129
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{ g

j

: �a tout �el�ement j = f[a

1

: b

1

] ; : : : ;

�

a

n

j

: b

n

j

�

g =

e

H: [a

1

: b

1

] de P

1

=H on

associe g

j

=

Q

n

j

i=1

(a

i

x+ b

i

y) 2 C (SL

2

)

(B�H)

{ D : ensemble des diviseurs premiers de SL

2

=H, ou par abus de langage ensem-

ble de leurs valuations associ�ees. On note v

D

la valuation associ�ee au diviseur

D 2 D.

{ D

B

: ensemble des diviseurs premiers stables par B de SL

2

=H ou ensemble

des valuations de C (SL

2

=H) associ�ees. On a D

B

�

=

P

1

=H.

{ V : ensemble des valuations discr�etes normalis�ees g�eom�etriques de C (SL

2

=H)

invariantes par SL

2

: Avec les notations du x 3.4 p.24 on a V = fv (!; r) 2 V,

! 2 P

1

=H, r 2 [�1; b (!)] \Qg

{ b (j) =

2

n

j

� 1 pour j 2 P

1

=H.

{ v(!

0

; r

0

) : pour !

0

2 P

1

=H et r

0

2 Q\[�1; b(!

0

)], v(!

0

; r

0

) est l'unique �el�ement

de V qui v�eri�e v(!

0

; r

0

) (g

j

) = �

1

c

j

si j 6= !

0

et v(!

0

; r

0

) (g

!

0

) =

r

0

c

!

0

{ V

1

: sous-ensemble de V form�e des valuations v telles que C

SL

2

v

' C o�u C

v

est le corps r�esiduel de v et C

SL

2

v

le sous-corps de ses invariants par SL

2

.

C'est l'ensemble des valuations associ�ees aux SL

2

-orbites de codimension 1

des plongements homog�enes de SL

2

=H. Avec les notations du x 3.4 p.24 on a

V

1

= fv (!; r) 2 V, ! 2 P

1

=H, r 2]� 1; b (!)] \Qg..

{ R : sous-ensemble co�ni de D

B

.

{ W : partie �nie de V.

{ k

0

=

k+1

2

si k est impair et

k

2

si k est pair.

{ k = k si k est impair et

k

2

si k est pair.

{ [x] : partie enti�ere de x.

{ a ^ b = pgcd (a; b) :



Annexe A

D�etermination des �el�ements de

C (SL

2

=H)

(B)

:

A.1 Caract�eres de H associ�es aux vecteurs pro-

pres g

!

:

Pour j 2 P

1

=H, g

j

est un vecteur propre sous l'action de H auquel est donc

associ�e un caract�ere �

j

de H d�e�ni par : h:g

j

= �

j

(h) g

j

pour tout h 2 H. La

connaissance de �

j

pour tout j de P

1

=H permet de calculer, d'apr�es le r�esultat de

la section 3.2, le caract�ere �

f

associ�e �a tout f de C (SL

2

)

(B�H)

: si f =

Q

(g

j

)

m

j

on

a �

f

=

Q

(�

j

)

m

j

. On explicitera dans la section suivante la condition �

f

= 1 qui

exprime le fait qu'un �el�ement f de C (SL

2

)

(B�H)

est invariant par H.

A.1.1 Groupe binaire di�edral.

Les sous-groupes �nis de H de même type et de même ordre sont conjugu�es et

les plongements associ�es sont isomorphes. On peut donc choisir par exemple comme

g�en�erateurs du groupe binaire di�edral a

�

=

�

� 0

0 �

�1

�

et �

0

=

�

0 i

i 0

�

o�u � est une

racine primitive 2k

�eme

de 1 et i une racine carr�ee de �1. On pose " = �

2

:

Soit ! g�en�erique de la forme

e

H: [� : 1] avec [� : 1] =2 fv; f; eg

g

v

= xy

g

e

= (�1)

k

x

k

� y

k

g

f

= (�1)

k

x

k

+ y

k

g

!

=

�

(�1)

k

x

k

� �

k

y

k

��

(�1)

k

�

k

x

k

� y

k

�
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�

ETERMINATION DES

�

EL

�

EMENTS DE C (SL

2

=H)

(B)

:

Les caract�eres de H associ�es �a ces vecteurs propres sont donn�es par :

�

0

:g

v

= �g

v

�

�

:g

v

= g

v

�

0

:g

e

= (�1)

k+1

i

k

g

e

�

�

:g

e

= �g

e

�

0

:g

f

= (�1)

k

i

k

g

f

�

�

:g

f

= �g

f

�

0

:g

!

= (�1)

k

g

!

�

�

:g

!

= g

!

A.1.2 Groupe binaire t�etra�edral, octa�edral ou icosa�edral.

On peut v�eri�er que �Id est toujours dans le groupe d�eriv�e H

0

de H. Les car-

act�eres de H sont donc les caract�eres de

e

H. Le groupe

e

H=

e

H

0

est cyclique d'ordre

respectif 3,2 ou 1 et il est engendr�e par la classe de r

v

; r

v

�etant un g�en�erateur

quelconque du groupe d'isotropie d'un sommet du poly�edre r�egulier associ�e �a

e

H: Un

caract�ere � deH est donc d�etermin�e par �(r

v

) qui est une racine 3�eme , 2�eme ou 1�ere

de l'unit�e. Le tableau suivant donne �(r

v

) pour les caract�eres des semi-invariants

g

e

; g

f

; g

e

: Un �el�ement g�en�erique g

!

est invariant par H:

g

e

g

f

g

v

t�etra�edral 1 j j

2

(j est une racine primitive cubique de 1)

octa�edral �1 1 �1

icosa�edral 1 1 1

A.1.3 groupe cyclique d'ordre k.

g

0

= y et g

1

= x

Pour ! = [� : 1] 2 P

1

=H g�en�erique on a :

{ dans le cas k impair :

g

!

=

Y

�2H

�: (�x+ y) =

k�1

Y

i=0

�

i

: (�x+ y) =

k�1

Y

i=0

�

"

i

�x+ "

�i

y

�

� �

k

x

k

� (�1)

k

y

k

(" est une racine primitive k �eme de 1, � =

�

" 0

0 "

�1

�

engendre H).

{ et dans le cas k pair :

g

!

=

k

2

�1

Y

i=0

�

i

: (�x+ y) =

k

2

�1

Y

i=0

�

"

i

�x + "

�i

y

�

� �

k=2

x

k=2

� (�1)

k=2

y

k=2

en posant k = k si k est impair et k = k=2 si k est pair on a dans tous les cas

g

!

= �

k

x

k

� (�1)

k

y

k
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Les caract�eres de H correspondant aux vecteurs propres g

j

sont donn�es par :

�:g

0

= "

�1

g

0

�:g

1

= "g

1

et pour ! = [� : 1] g�en�erique :

�:g

!

= �:�

k

x

k

� (�1)

k

y

k

= �

k

"

k

x

k

� (�1)

k

"

�k

y

k

= "

k

(�

k

x

k

� (�1)

k

"

�2k

y

k

)

= "

k

g

!

= � (�1)

k

g

!

("

k

= 1 si k est impair et "

k

= �1 si k est pair).

C [SL

2

]

(B�H)

k;�(�1)

k

est engendr�e par exemple par g

k

0

et g

k

1

et contient tous les g

!

g�en�eriques de C (SL

2

)

(B�H)

.

A.2 Invariants par H dans C (SL

2

)

(B�H)

A.2.1 Cas o�u H est binaire di�edral, t�etra�edral, octa�edral ou

icosa�edral.

On sait qu'un �el�ement f de C (SL

2

)

(B�H)

s'�ecrit f = g

m

1

1

: : : g

m

p

p

g

m

v

v

g

m

f

f

g

m

e

e

, en

posant g

i

= g

!

i

pour !

i

g�en�erique de P

1

=H et m

i

2Z.

Lemme A.2.1 g

m

1

1

: : : g

m

p

p

g

m

v

v

g

m

f

f

g

m

e

e

de demi-degr�e d =

1

2

deg

x;y

(f) appartient �a

C (SL

2

)

H

si et seulement si

m

e

� d (mod ec

e

); m

f

� d (mod ec

f

); m

v

� d (mod ec

v

)

Donc si f 2 C (SL

2

)

H

on peut poser m

f

= ec

f

m

0

f

+ d; m

e

= ec

e

m

0

e

+ d; m

v

=

ec

v

m

0

v

+ d. On a alors : f est de demi-degr�e d en x,y si et seulement si

m

1

+ : : :+m

p

+m

0

v

+m

0

f

+m

0

e

= �d

D�emontrons d�ej�a la premi�ere partie du lemme.

Cas t�etra�edral. Comme

1

2

deg(f) = d = 6 (m

1

+ : : :m

p

) + 3m

e

+ 2m

f

+ 2m

v

on

a toujours

m

e

� d (mod 2) et 2(m

f

+m

v

) � d (mod 3)

Or la connaissance des caract�eres de H associ�es aux vecteurs propre g

j

(section

A.1) donnent :

f = g

m

1

1

: : : g

m

p

p

g

m

v

v

g

m

f

f

g

m

e

e

2 C (SL

2

)

H

, m

f

� m

v

(mod 3)

On en d�eduit facilement l'�equivalence cherch�ee. (voir le tableau des ec

i

p. 20).



134 ANNEXE A. D

�

ETERMINATION DES

�

EL

�

EMENTS DE C (SL

2
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:

Cas octa�edral. d = 12 (m

1

+ : : :m

p

) + 6m

e

+ 4m

f

+ 3m

v

donne

m

f

� d (mod 3) m

v

� d (mod 2)

et la connaissance des caract�eres de H associ�es aux g

j

permet d'�ecrire :

f = g

m

1

1

: : : g

m

p

p

g

m

v

v

g

m

f

f

g

m

e

e

2 C (SL

2

)

H

, m

e

� m

v

(mod 2)

d'o�u l'on d�eduit le r�esultat le lemme.

Cas icosa�edral. Il se traite comme les deux pr�ec�edents.

Cas di�edral. : �

�

et �

0

�etant des g�en�erateurs de H on a

f 2 C (SL

2

)

H

, �

�

:f = f et �

0

:f = f

d'o�u avec la connaissance des caract�eres de H associ�es aux g

j

:

�

�

:f = f , m

e

� m

f

(mod 2)

�

0

:f = f , k(m

1

+ : : :+m

p

) +m

v

+m

e

+ k(m

e

+m

f

)=2 � 0 (mod 2)

A l'aide de

1

2

deg(f) = d = k(m

1

+: : :+m

p

)+m

v

+

k

2

(m

e

+m

f

) ces deux �equivalences

peuvent s'�ecrire sous la forme indiqu�ee dans le lemme.

Pour la seconde partie du lemme on a, en posant d

i

=

1

2

deg (g

i

) pour i =

!; v; f; e :

d =

1

2

deg(f) = d

!

(m

1

+ : : :+m

p

) +m

v

d

v

+m

f

d

f

+m

e

d

e

= d

!

(m

1

+ : : :+m

p

) + (ec

v

m

0

v

+ d) d

v

+

�

ec

f

m

0

f

+ d

�

d

f

+ (ec

e

m

0

e

+ d) d

e

= d

!

(m

1

+ : : :+m

p

+m

0

v

+m

0

f

+m

0

e

) + d (d

v

+ d

f

+ d

e

)

mais comme d

e

+ d

f

+ d

v

= d

!

+1 ceci donne m

1

+ : : :+m

p

+m

0

v

+m

0

f

+m

0

e

= �d

�

A.2.2 cas o�u H est cyclique d'ordre k.

Un �el�ement f de C (SL

2

)

(B�H)

s'�ecrit f = g

m

1

1

: : : g

m

p

p

g

m

0

0

g

m

1

1

avec g

i

= g

!

i

pour

!

i

g�en�erique de P

1

=H et m

i

2Z.
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Lemme A.2.2 (k = k si k est impair et k = k=2 si k est pair).

f = g

m

1

1

: : : g

m

p

p

g

m

0

0

g

m

1

1

de degr�e d en x,y appartient �a C (SL

2

)

H

si et seulement

si

m

0

� m

1

(mod k) et 2m

0

� d (mod k) (A.1)

ou encore :

{ si k est pair : (A.1), d est pair et m

0

� m

1

�

d

2

(mod

k

2

)

{ si k est impair, on pose k

0

=

k+1

2

et : (A.1), m

0

� m

1

� k

0

d (mod k).

Preuve :

f = g

m

1

1

: : : g

m

p

p

g

m

0

0

g

m

1

1

2 C (SL

2

)

H

, �:f = f

, "

k(m

1

+:::+m

p

)�m

0

+m

1

= 1

, k (m

1

+ : : :+m

p

)�m

0

+m

1

� 0 (mod k)

(A.2)

(A.2) implique m

0

� m

1

(mod k). D'autre part d = d

1

m

1

+ : : : + d

p

m

p

+

d

0

m

0

+ d

1

m

1

= k (m

1

+ : : :+m

p

) +m

0

+m

1

implique que (A.2) est �equivalent �a

d �m

0

�m

1

�m

0

+m

1

� 0 (mod k) c'est-�a-dire 2m

0

� d (mod k).

Si k est pair (1) �equivaut �a m

0

�

d

2

(mod

k

2

). Si k est impair k

0

=

k+1

2

est l'inverse

de 2 dans Z=kZet (1) �equivaut �a m

0

� k

0

d (mod k).

�
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Annexe B

O

U

;O

B

; C [

�

X]

B

pour une B-carte

�

X

et un SL

2

-germe O

Rappel : SL

2

=

��

x y

z w

�

; x; y; z; w 2 C ; xw � yz = 1

	

et U =

��

1 0

b 1

�	

: Le r�esul-

tat �el�ementaire suivant est d�emontr�e succintement dans [ K] p. 190, nous compl�etons

ici les d�etails manquants :

C [SL

2

]

U

= C [x; y]

Preuve : soit f 2 C [SL

2

]

U

= C (x; y; z; w)

U

= (C [X;Y;Z;W ] = (XW � Y Z))

U

:

Pour u =

�

1 0

b 1

�

2 U et g =

�

x y

z w

�

2 SL

2

on a u:g =

�

x y

bx+z by+w

�

: Donc u:f (g) =

f (g) s'�ecrit f (x; y; bx+ z; by + w) = f (x; y; z; w) : Ainsi si x 6= 0 on peut choisit

b = �z=x et on a f (x; y; z; w) = f (x; y; 0; x

�1

) = f

1

(x; y)=x

n

pour un certain

f

1

2 C [x; y] et n 2 N. De même pour y 6= 0 on a f (x; y; z; w) = f (x; y;�y

�1

; 0) =

f

2

(x; y)=y

m

: Donc pour x; y 6= 0 on a f

1

(x; y) y

m

= f

2

(x; y)x

n

: L'ouvert de Zariski

de SL

2

d�e�ni par x; y 6= 0 est dense dans SL

2

et cette �egalit�e est donc vrai

dans SL

2

. Si F

1

(X;Y ) et F

2

(X;Y ) sont des polynômes repr�esentants f

1

et f

2

on

a donc F

1

(X;Y )Y

m

�F

2

(X;Y )X

n

= P (X;Y;Z;W ) (XW � Y Z) pour un certain

polynôme P , ce qui donne aussitôt P = 0. F

1

(X;Y ) Y

m

= F

2

(X;Y )X

n

: Donc X

n

divise F

1

(X;Y ) et f = f

1

(x; y)=x

n

2 C [x; y].

�

Soit

�

X une B-carte. On a

C (SL

2

)

U

= C (x; y)

C (

�

X)

U

= Q(C [

�

X]

U

)

Preuve : On peut obtenir ces deux r�esultats en utilisant les d�e�nitions de SL

2

et

�

X mais il est plus judicieux d'appliquer le r�esultat �el�ementaire suivant (suggestion

de M.Brion) :
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�
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Si Z est une vari�et�e a�ne sur laquelle op�ere un groupe unipotent U ,

alors Q(C [Z]

U

) = C (Z)

U

:

Preuve : soit f 2 C (Z)

U

non nul. On consid�ere

M = f' 2 C [Z] =f' 2 C [Z]g

AlorsM est non nul et stable par U : c'est un sous U -module de C [Z]. Puisque U est

unipotent,M contient un point �xe '

0

non nul de U . On a alors f =

f'

0

'

0

2 Q(C [Z]

U

):

�

Soit maintenant O un G-germe et

�

X une B-carte dont O est le localis�e : O =

C [

�

X]

M

avec M = m

v

0

\ C [

�

X] o�u v

0

est un �el�ement de V

1

qui domine O. On a le

r�esultat suivant, valable pour toute B-carte d'un plongement (normal) de G=H avec

G groupe r�eductif connexe, C [G] factoriel, et H sous-groupe �ni de G :

O

U

= C [

�

X]

U

M

U

Preuve : Il s'agit de montrer l'inclusion O

U

� C [

�

X]

U

M

U

. Posons A = C [

�

X]; W =

W(

�

X) et R = R(

�

X). Par d�e�nition on a

A =

\

w2W

O

w

\

\

D2R

O

v

D

\

\

D2DnD

B

O

v

D

= ff 2 C (G=H) =




W [R[ (D n D

B

); f

�

� 0g

A est donc l'ensemble des �elements f de C (G) qui s'�ecrivent sous la forme f = gh

avec g 2 C [G]

(H)

; h 2 C (G)

(B�H)

, �

g

= ��

h

(caract�ere de H), hR; hi � 0 et

hW; fi � 0.

Soit F =

f

1

f

2

2 O

U

avec f

1

2 A et f

2

2 A nM. Ecrivons f

1

= g

1

h

1

et f

2

= g

2

h

2

avec f

i

2 C [G]

(H)

et h

i

2 C (G)

(B�H)

comme pr�ec�edemment. Si d = pgcd (g

1

; g

2

) ;

g

1

= dg

0

1

et g

2

= dg

0

2

dans C [G]; alors on a encore d; g

0

1

; g

0

2

2 C [G]

(H)

. Puisque

F; h

1

; h

2

sont invariants par U on a

g

0

1

g

0

2

(irr�eductible dans C [G]) invariant par U et

donc g

0

1

; g

0

2

2 C [G]

U�(H)

:

En r�esum�e F s'�ecrit sous la forme

dk

1

dk

2

avec d 2 C [G]

(H)

, k

1

; k

2

2 C [G]

U�(H)

,

�

d

= ��

k

1

= ��

k

2

; hR; fk

1

; k

2

gi � 0; hW; fdk

1

; dk

2

gi � 0 et hv

0

; dk

2

i = 0.

Pour terminer la preuve il su�t de remplacer d par d

0

2 C [G]

U�(H)

tel que

�

d

0

= �

d

, hv; d

0

i � hv; di pour tout v 2 W et hv

0

; d

0

i = hv

0

; di ce qui assurera que

d

0

k

1

2 A

U

et d

0

k

2

2 A

U

nM

U

.

D�ecomposons le G-module hG:di sous la forme

L

N

i=1

hG:d

i

i o�u d

i

2 hG:di

(B)

et

choisissons d

0

2 fd

i

g tel que hv

0

; d

0

i soit minimum. On a hG:di � C [G]

(H)

�

d

donc

�

d

0

= �

d

. De plus hv; fi � hv; di pour tout f 2 hG:di et v 2 V donc hv; d

0

i � hv; di

pour tout v 2 W et hv

0

; d

0

i � hv

0

; di : En�n hv

0

; di � minfhv

0

; d

i

ig = hv

0

; d

0

i d'o�u

hv

0

; di = hv

0

; d

0

i.
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�

Par d�e�nition, une B-carte

�

X de type I v�eri�e C [

�

X]

B

6= C et une B-carte de type

II v�eri�e C [

�

X]

B

= C . Pr�ecisons le premier cas.

Lemme B.0.3 Soit

�

X une B-carte de type I et t; e

!

un choix de param�etres pour

l'hyperespace tel que les cônes plats de l'hypercône C associ�e �a

�

X soient C

x

1

; : : : ; C

x

N

avec x

1

=1. Alors C [

�

X]

B

= C [t]

h

avec h = (t� x

2

) : : : (t� x

N

).

Preuve : Un �el�ement f de C [

�

X]

B

est de la forme f (t) =

Q

(t� x)

m

x

, m

x

2 Zavec

hC; fi � 0. Si v = (x; �; l) 2 C

x

on a hv; fi = �m

x

+ l:0 = �m

x

� 0. Or, d'apr�es

l'hypoth�ese on a que pour tout x 2 C n fx

2

; : : : ; x

N

g il existe v = (x; �; l) 2 C

x

avec

� > 0: Donc f 2 C [

�

X]

B

si et seulement sim

x

� 0 pour tout x 2 C 2 C nfx

2

; : : : ; x

N

g

c'est-�a-dire si f 2 C [t]

(t�x

1

):::(t�x

N

)

.

�

Comme application on a le lemme suivant qui permet de donner une d�e�nition

simple du type (I ou II) d'un SL

2

-germe O en fonction de son anneau O

B

:

Lemme B.0.4

Si O est un SL

2

-germe de type I alors O

B

= C [t]

(t)

avec t tel que C (SL

2

=H)

B

=

C (t).

Preuve : Choisissons des param�etres t; e

!

pour l'hyperespace et une B-carte

�

X de

type I tels que :

{ l'hypercône C associ�e �a

�

X a pour unique cône plat C

1

:

{ O = C [

�

X]

M

avecM = m

v

0

\ C [

�

X] o�u v

0

appartient �a l'int�erieur du cône C

0

:

Soit f 2 O

B

: Puisque O

B

= (C [

�

X]

M

)

B

� (C [

�

X]

M

)

U

= C [

�

X]

U

M

U

on peut �ecrire

f =

P

p

i

e

i

!

P

p

j

e

j

!

avec p

i

; q

j

2 C (t) ; p

i

e

i

!

2 C [

�

X]

U

et q

j

e

j

!

2 M

U

: La condition f 2

C (SL

2

=H)

B

donne en particulier fp

0

= q

0

d'o�u f =

fp

0

q

0

avec p

0

f 2 C [

�

X]

B

= C [t]

et q

0

2 C [

�

X]

B

nM

B

: Cette derni�ere condition se traduit par hv

0

; p

0

i = 0 c'est-�a-dire

p

0

2 C [t] n (t) d'o�u f 2 C [t]

(t)

:

�
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Annexe C

�etude de la lissit�e de Sl

2

:e=H

Cette annexe compl�ete le x 6.8.4 p. 124 dont elle reprend les r�esultats et les

notations. On y fait, �a titre d'exemple, l'�etude explicite de la lissit�e des plongement

de la forme Sl

2

:e=H avec H cyclique d'ordre pair

Soit n � 3,H un sous-groupe d'ordre pair de SL

2

et

e

H son image dans SL

2

=f�Idg.

Pour que l'action par translation �a droite de H sur SL

2

se prolonge �a Sl

2

:e avec

e 2 (P

1

)

n

il faut choisir e = (e

1

; : : : ; e

n

) avec fe

i

g � P

1

stable sous l'action de H.

C.1 Si H est cyclique d'ordre 2 (n� 2) avec n � 3

alors Sl

2

:e=H est lisse

On suppose que H est cyclique d'ordre 2 (n� 2) et que son image

e

H (d'ordre

n� 2) dans PSL

2

�

=

SL

2

=f�Idg est engendr�ee par z 7! "z avec " = e

2�

n�2

i

: Puisque

Sl

2

:e est inclus dans (P

1

)

n

et que l'ensemble des coordonn�ees de e est form�e d'orbites

de P

1

sous l'action de H on peut supposer que e = (0;1; 1; "; "

2

; : : : ; "

n�3

) 2 (P

1

)

n

(notation : x pour

�

1

x

�

2 P

1

et 1 pour

�

0

1

�

).

Sl

2

:e=H est la vari�et�e du plongement minimal n

�

7 de la liste des plongements

minimaux pour H cyclique pair. Nous allons donc red�emontrer sa lissit�e avec cette

nouvelle description.

e

H peut être identi��e au sous-groupe de S

n

(permutations de f1; : : : ; ng) engendr�e

par le cycle (3; 4; : : : ; n).

En reprenant les notations du x 6.8.4 p. 124, on a :

Proposition 14 l'id�eal m est engendr�e par les trois �el�ements ex; ey; ex

3

+ : : : + ex

n

:

En particulier le plongement homog�ene correspondant X = Sl

2

:e=H de SL

2

=H est

lisse.
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�
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�

E DE SL

2

:E=H

Preuve : l'id�eal I �etant homog�ene (d�e�nition de I p. 126), la graduation de C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]

passe au quotient C [ex; ey; ex

3

; : : : ; ex

n

] = C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]=I et si (m=m

2

)

n

est l'es-

pace vectoriel des �el�ements (nuls ou) homog�enes de degr�e n de m=m

2

alors m=m

2

=

L

n�0

(m=m

2

)

n

.

On notera dor�enavant de la même fa�con un polynôme de C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

] et

son image dans C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]=I (donc sans tilde), quand le contexte permet de

lever l'ambigu��t�e. D'apr�es la section pr�ec�edente on sait que m est engendr�e par les

�el�ements de la forme :

p

ij�

1

:::�

n�2

=

X

�2H

q

�

=

X

�2H

(x

i

y

j

x

�

3

3

: : : x

�

n

n

)

�

= x

i

y

j

X

�2H

(x

�

3

3

: : : x

�

n

n

)

�

Pour prouver la lissit�e de X il su�t donc de montrer que tous ces �el�ements sont

dans l'id�eal N = (x; y; x

3

+ : : :+ x

n

) de C [V ]

H

.

On �etudie dans l'ordre le cas q = x

(3)

: : : x

(k)

(k = 3; : : : n et  un �el�ement de

l'ensemble S

n�2

des permutations de f3; : : : ; ng), puis le cas q = x

�

3

et en�n le cas

g�en�eral.

Supposons donc q = x

(3)

: : : x

(k)

.

Par substitutions successives dans q des produits x

i

x

j

�a l'aide des formules 6.11 p.

126 on a, dans C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

] : q = �

0

(x; y)+�

3

(x; y)x

(3)

+: : :+�

n

(x; y)x

(n)

+F

avec F 2 I.

I est invariant par H (comme V ) donc on a, cette fois dans C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]=I :

p =

P

�2H

�

�

0

(x; y) + �

3

(x; y)x

(3)

+ : : :+ �

n

(x; y)x

(n)

�

�

= (n� 2)�

0

(x; y) + (�

3

(x; y) + : : :+ �

n

(x; y)) (

P

n

k=0

x

k

)

et donc p 2 N .

Supposons maintenant q = x

�

3

.

p =

P

n

l=3

x

�

l

s'�ecrit comme un polynôme en les polynômes sym�etriques �el�emen-

taires p

k

=

P

2S

n�2

(x

3

: : : x

k

)



(k = 3; : : : ; n).

Soit f

1

; : : : ; 

(n�1)!

g = � un ensemble de repr�esentants des classes �a gauche de

S

n�2

sous l'action de H. On a :

q

k

=

X

2�

X

�2H

(x

3

: : : x

k

)

�

=

X

2�

X

�2H

(x

(3)

: : : x

(k)

)

�

D'apr�es le cas pr�ec�edent q

k

et donc p appartiennent �a N .

Supposons en�n q quelconque.

Le calcul du reste de q dans la base de Gr�obner (F

ij

) (substitution des produits

x

i

x

j

�a l'aide des formules 6.11) donne dans C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

] :

q = x

i

y

j

x

�

3

3

: : : x

�

n

n

= p

0

(x; y) +

n

X

k=3

X

1���d

p

k;�

(x; y)x

�

k

+ F avec F 2 I
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soit dans C [x; y; x

3

; : : : ; x

n

]=I :

p = (n � 2) p

0

(x; y) +

n

X

k=3

X

1���d

�

p

k;�

(x; y)

n

X

l=3

x

�

l

�

et donc p 2 N .

�

C.2 Plongements singuliers de la forme Sl

2

:e=H

soit un H un groupe cyclique d'ordre pair et e = (e

1

; : : : ; e

n

) 2 (P

1

)

n

tel que

fc

i

g soit une r�eunion d'orbites sous l'action de H (ou

e

H) sur P

1

.

Si l'on a quatre H-orbites ou plus dans fe

i

g, on aura au moins quatre invari-

ants de degr�e 1 dans C [V ]

H

qui seront alors lin�eairement ind�ependants dans m=m

2

puisque l'id�eal I est engendr�e par des �el�ements homog�enes de degr�e 2 (les F

ij

). La

dimension de m=m

2

sera sup�erieure �a 3 et le quotient Sl

2

:e=H sera singulier.

En tenant compte de la nature des sous-groupes cycliques de SL

2

(C ) il ne reste

donc �a �etudier que les cas suivants :

1.

e

H est d'ordre n et engendr�e par (1 : : : n) 2 S

n

: Les coordonn�ees de e forment

une seule orbite.

2.

e

H est d'ordre n-1 et engendr�e par (2 : : : n � 1) : Les coordonn�ees de e forment

une seule orbite.

3.

e

H est d'ordre n/2 et engendr�e par

�

1 : : :

n

2

� �

n

2

+ 1 : : : n

�

: Les coordonn�ees de

e forment deux orbites.

4.

e

H est d'ordre (n-1)/2 et engendr�e par

�

2 : : :

n�1

2

+ 1

� �

n�1

2

+ 2 : : : n

�

. Les co-

ordonn�ees de e forment deux orbites.

5.

e

H est d'ordre n/3 et engendr�e par

�

1 : : :

n

3

� �

n

3

+ 1 : : :

2n

3

� �

2n

3

+ 1 : : : n

�

. Les

coordonn�ees de e forment trois orbites.

La m�ethode de calcul est la suivante :

Soit H

i

le sous espace vectoriel des �el�ements homog�enes de degr�e i de m=m

2

. Une

base de H

1

est toujours facile �a obtenir. Par ailleurs les H

i

sont suppl�ementaires. Si

on trouve dans H

2

su�samment d'�el�ements lin�eairement ind�ependants pour que la

dimension de H

1

�H

2

soit au moins 4 on a �ni. Sinon on cherche d'abord une base

de H

2

a�n de faciliter la recherche d'�el�ements ind�ependants dans H

3

.

Un �el�ement de degr�e i dans m

2

est une combinaison lin�eaire de produits dont les

facteurs (au moins deux) appartiennent �a un syst�eme de repr�esentants des �el�ements

choisis comme base des H

j

pour j < i. Pour le voir, il su�t de remarquer que m est
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engendr�e comme id�eal par des g�en�erateurs de l'ag�ebre de type �ni C [V ]

H

et que les

repr�esentants pr�ec�edents peuvent êre pris parmi ces mêmes g�en�erateurs.

Pour v�eri�er que p

1

; : : : ; p

q

sont ind�ependants dans H

i

on �ecrit donc une �egalit�e

dans C [V ]

H

� C [x

1

; : : : ; x

n

] =I (on prend dans cette section x

1

; x

2

; : : : ; x

n

pour

coordonn�ees dans C

n

car x; y sont utilis�es �a d'autres �ns) entre une combinaison

lin�eaire des p

j

et une combinaison lin�eaire des repr�esentants d�ecrits ci-dessus.

On teste cette �egalit�e sur �

s

= f(y; : : : ; y;

s

x; y; : : : ; y); x; y 2 C g � V pour

di��erentes valeurs de s. Si cela ne su�t pas on �egalise ensuite les restes de chaque

membre de l'�egalit�e dans la base de Gr�obner (F

ij

).

Nous ne traiterons que le premier cas �a titre d'exemple (il contient les principales

di�cult�es).

Lemme C.2.1 Soit H le sous-groupe de SL

2

d'ordre 2n engendr�e par

�

! 0

0 !

�1

�

o�u

! = e

2�

n

i

et e = (1; !; : : : ; !

n�1

) 2 (P

1

)

n

. Alors le quotient Sl

2

:e=H est singulier.

Preuve : consid�erons les �el�ements suivants de C [V ]

H

:

p

1

=

X

�2H

x

�

1

p

2

=

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

p

3

=

X

�2H

(x

1

x

2

x

3

)

�

p

4

=

X

�2H

(x

2

1

x

2

)

�

Il su�t de montrer que p

1

; p

2

; p

3

; p

4

sont lin�eairement ind�ependants dans m=m

2

.

p

1

est une base de H

1

. Prouvons que p

2

est une base de H

2

.

Tout d'abord p

2

est non nul dans m=m

2

. Sinon on aurait

P

�2H

(x

1

x

2

)

�

=

a

�

P

�2H

x

�

1

�

2

dans C [x

1

; : : : ; x

n

] =I i.e

P

�2H

(x

1

x

2

)

�

= a

�

P

�2H

x

�

1

�

2

sur Z (I) =

V: Cette �egalit�e aurait lieu en particulier sur �

1

= f(x; y; : : : ; y); x; y 2 C g :

(n� 2) y

2

+ 2xy = a ((n� 1) y + x)

2

8x; y 2 C

ce qui est impossible.

Montrons ensuite que H

2

est engendr�e par p

2

:

Ce sous-espace est engendr�e par les �el�ements

P

�2H

(x

1

x

i

)

�

i = 1; : : : ; n � 1.

Prouvons que chacun d'eux est dans hp

2

i.

On a en premier lieu

X

�2H

(x

1

x

3

)

�

=

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

dans m=m

2

, et même dans C [x

1

; : : : ; x

n

] =I, c'est �a dire :

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

�

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

2 I

Pour le prouver il su�t de montrer que le reste dans la base de Gr�obner (F

ij

) est

nul (
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Pour ce faire on va �ecrire autrement les formules 6.11 p. 126.

Pour des c

i

distincts dans C = C [ f1g on pose

b(c

1

; c

2

; c

3

; c

4

) =

(c

1

�c

3

)(c

2

�c

4

)

(c

1

�c

4

)(c

2

�c

3

)

(birapport)

on aura besoin des �egalit�es suivantes :

b(c

1

; c

3

; c

2

; c

4

) = 1� b (c

1

; c

2

; c

3

; c

4

)

b (c

1

; c

2

; c

4

; c

3

) =

1

b (c

1

; c

2

; c

3

; c

4

)

b (c

1

; c

3

; c

4

; c

2

) =

1

1 � b (c

1

; c

2

; c

3

; c

4

)

b (c

1

; c

4

; c

3

; c

2

) =

�b (c

1

; c

2

; c

4

; c

3

)

1 � b (c

1

; c

2

; c

3

; c

4

)

On pose :

e

i

=

�

1

c

i

�

avec c

i

2 C

Pour 3 � i 6= j � n cela donne :

F

ij

= (x� x

i

) (y � x

j

)� b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

) (x� x

j

) (y � x

i

) (�a coe�cient pr�es)

= (1 � b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

)) (xy + x

i

x

j

)� yx

i

� xx

j

+ b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

) (xx

i

+ yx

j

)

et, dans C [x

1

; : : : ; x

n

] =I :

x

i

x

j

= �xy +

1

1 � b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

)

yx

i

�

b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

)

1 � b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

)

xx

i

+

1

1� b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

)

xx

j

� yx

j

b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

)

1 � b (c

1

; c

2

; c

i

; c

j

)

x

i

x

j

= �xy+b(c

1

; c

i

; c

j

; c

2

)yx

i

+b(c

1

; c

j

; c

i

; c

2

)xx

i

+b(c

1

; c

i

; c

j

; c

2

)xx

j

+b(c

1

; c

j

; c

i

; c

2

)yx

j

soit, en notant s

ij

= b(c

1

; c

i

; c

j

; c

2

) et �

ij

= s

ij

y + s

ji

x

x

i

x

j

= �xy + s

ij

yx

i

+ s

ji

xx

i

+ s

ij

xx

j

+ s

ji

yx

j

(C.1)

= �xy + �

ij

x

i

+ �

ji

x

j

On peut v�eri�er que ces �egalit�es sont encore vraies pour i ou j ( 6= i) �egal �a 1 ou 2.

Revenons maintenant au calcul du reste de

P

�2H

(x

1

x

2

)

�

�

P

�2H

(x

1

x

2

)

�

dans

la base de Gr�obner (F

ij

) :

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

=

n

X

i=1

x

i

x

r(i)

(r = (1 : : : n) 2 S

n

)

=

n

X

i=1

�

�xy + s

i;r(i)

yx

i

+ s

r(i);i

xx

i

+ s

i;r(i)

xx

r(i)

+ s

r(i);i

yx

r(i)

�
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et

X

�2H

(x

1

x

3

)

�

=

n

X

i=1

�

�xy + s

i;r

2

(i)

yx

i

+ s

r

2

(i);i

xx

i

+ s

i;r

2

(i)

xx

r

2

(i)

+ s

r

2

(i);i

yx

r

2

(i)

�

d'o�u

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

�

X

�2H

(x

1

x

3

)

�

=

n

X

i=1

��

s

r(i);i

+ s

r

�1

(i);i

� s

r

2

(i);i

� s

r

�2

(i);i

�

xx

i

+ : : :

�

s

i;r(i)

+ s

r

�1

(i);i

� s

i;r

2

(i)

� s

i;r

�2

(i)

�

yx

i

�

or s

ji

= b(c

1

; c

j

; c

i

; c

4

) = 1� b (c

1

; c

i

; c

j

; c

4

) = 1� s

ij

donne

�

s

i;r(i)

+ s

r

�1

(i);i

� s

i;r

2

(i)

� s

i;r

�2

(i)

�

= �

�

s

r(i);i

+ s

r

�1

(i);i

� s

r

2

(i);i

� s

r

�2

(i);i

�

d'o�u :

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

�

X

�2H

(x

1

x

3

)

�

=

n

X

i=1

�

s

r(i);i

+ s

r

�1

(i);i

� s

r

2

(i);i

� s

r

�2

(i);i

�

(x� y)x

i

Par ailleurs

s

ij

= b(c

1

; c

i

; c

j

; c

2

) = b

�

1; !

i�1

; !

j�1

; !

�

=

(1� !

j�1

) (!

i�1

� !)

(1� !) (!

i�1

� !

j�1

)

=

(1 � !

j�1

) (1 � !

i�2

)

(1� !) (!

j�2

� !

i�2

)

permet d'�ecrire, en tenant compte de !

n

= 1

s

r(i);i

= s

i+1;i

s

r

�1

(i);i

= s

i�1;i

s

r

2

(i);i

= s

i+2;i

s

r

�2

(i);i

= s

i�2;i

donc s

r(i);i

+ s

r

�1

(i);i

� s

r

2

(i);i

� s

r

�2

(i);i

est �egal �a :

(1� !

i�1

) (1� !

i�1

)

(1� !) (!

i�2

� !

j�1

)

+

(1� !

i�1

) (1� !

i�3

)

(1 � !) (!

i�2

� !

i�3

)

+ :::

(1 � !

i�1

) (1 � !

i

)

(1� !) (!

i�2

� !

i

)

+

(1� !

i�1

) (1 � !

i�4

)

(1� !) (!

i�2

� !

i�4

)

=

(1� !

i�1

)

(1 � !)

2

!

i�2

(1 + !)

!

�

!

i�3

� 1

�

(! + 1) + :::

�

1� !

i�1

�

(1 + !) +

�

1� !

i�4

�

!

2

�

�

1 � !

i

�

= 0
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et on a donc bien

P

�2H

(x

1

x

2

)

�

�

P

�2H

(x

1

x

3

)

�

= 0 dans C [x

1

; : : : ; x

n

] =I.

Montrons maintenant par r�ecurrence sur i que

P

�2H

(x

1

x

i

)

�

2 hp

2

i pour i =

4; : : : ; n� 1.

En d�eveloppant F

i�1;i

on peut �ecrire dans C [x

1

; : : : ; x

n

] =I :

x

1

x

i

= ax

1

x

2

+ bx

1

x

i�1

+ cx

2

x

i�1

+ dx

2

x

i

+ ex

i�1

x

i

(a; b; c; d; e 2 C )

donc

X

�2H

(x

1

x

i

)

�

= (a+ e)

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

+ (b+ d)

X

�2H

(x

1

x

i�1

)

�

+ e

X

�2H

(x

2

x

i�1

)

�

et

P

�2H

(x

1

x

i

)

�

2 hp

2

i.

En�n le d�eveloppement de

�

P

�2H

x

�

1

�

2

donne imm�ediatement

P

�2H

(x

�

1

)

2

2

hp

2

i.

Pour terminer la preuve, il reste �a montrer que p

3

=

P

�2H

(x

1

x

2

x

3

)

�

et p

4

=

P

�2H

(x

2

1

x

2

)

�

sont ind�ependants dans H

3

.

D'apr�es ce qui pr�ec�ede une �eventuelle relation serait de la forme

�

�

X

�2H

(x

1

x

2

x

3

)

�

�

+ �

X

�2H

(x

2

1

x

2

)

�

= a

�

X

�2H

(x

1

)

�

�

3

+

b

�

X

�2H

(x

1

)

�

��

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

�

En �ecrivant cette �egalit�e sur �

1

= f(x; y; : : : ; y); x; y 2 C g on trouve a = 0; � =

2b; � = b (n� 2) ce qui donne

b

"

2

X

�2H

�

x

2

1

x

2

�

�

+ (n� 2)

X

�2H

(x

1

x

2

x

3

)

�

�

X

�2H

(x

1

)

�

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

#

2 I

il su�t donc de montrer que

2

X

�2H

�

x

2

1

x

2

�

�

+ (n� 2)

X

�2H

(x

1

x

2

x

3

)

�

�

X

�2H

(x

1

)

�

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

=2 I

et pour cela il su�t de v�eri�er que le reste dans la base (F

ij

) est non nul.

Dans C [x

1

; : : : ; x

n

] =I on a pour i 6= j :

x

2

i

x

j

= x

i

(x

i

x

j

)

= x

i

(�xy + �

ij

x

i

+ �

ji

x

j

)

= �xyx

i

+ �

ij

x

2

i

+ �

ji

(�xy + �

ij

x

i

+ �

ji

x

j

)

= �

ij

x

2

i

+ (�xy + �

ij

�

ji

)x

i

+ �

ji

x

2

j

� �

ji

xy
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d'o�u

X

�2H

�

x

2

1

x

2

�

�

=

n

X

i=1

�

�

i;i+1

x

2

i

�

+

n

X

i=1

A

i

x

i

+A (A;A

i

2 C [x; y])

de même, pour i 6= j 6= k :

x

i

x

j

x

k

= (�xy + �

ij

x

i

+ �

ji

x

j

)x

k

x

i

x

j

x

k

= �xyx

k

+ �

ij

x

i

x

k

+ �

ji

x

j

x

k

= �xyx

k

+ �

ij

(�xy + �

ik

x

i

+ �

ki

x

k

) + �

ji

(�xy + �

jk

x

j

+ �

kj

x

k

)

= � (�

ij

+ �

ji

)xy + �

ij

�

ik

x

i

+ �

ji

�

jk

x

j

+ �

kikj

x

k

d'o�u

X

�2H

(x

1

x

2

x

3

)

�

= B +

n

X

i=1

B

i

x

i

(B;B

i

2 C [x; y])

En�n

�

X

�2H

(x

1

x

2

)

�

��

X

�2H

(x

1

)

�

�

=

�

n

X

i=1

x

i

x

r(i)

��

n

X

i=1

s

j

�

=

�

n

X

i=1

�

�xy + �

i;i+1

x

i

+ �

i+1;i

x

r(i)

�

��

n

X

i=1

x

i

�

=

�

�nxy +

n

X

i=1

(�

i;i+1

+ �

i;i�1

)x

i

��

n

X

i=1

x

i

�

= �nxy

n

X

i=1

x

i

+

X

j 6=i

(�

i;i+1

+ �

i;i�1

) x

i

x

j

+

n

X

i=1

(�

i;i+1

+ �

i;i�1

)x

i

2

=

n

X

i=1

(�

i;i+1

+ �

i;i�1

)x

i

2
+ C +

n

X

i=1

B

i

x

i

(C;C

i

2 C [x; y])

Le terme en x

2

i

dans

2

X

�2H

�

x

2

1

x

2

�

�

+ (n� 2)

X

�2H

(x

1

x

2

x

3

)

�

�

X

�2H

(x

1

)

�

X

�2H

(x

1

x

2

)

�
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est donc 2�

i;i+1

� (�

i;i+1

+ �

i;i�1

) = �

i;i+1

��

i;i�1

c'est �a dire, en rempla�cant �

ij

par

�

ij

= s

ij

y + s

ji

x et s

ij

par

(

1�!

j�1

)(

1�!

i�2

)

(1�!)(!

j�2

�!

i�2

)

:

�

i;i+1

� �

i;i�1

= (x� y)

�

�!

i�1

+ !

3i�2

+ !

2i�3

� !

3i�4

� !

2i�2

+ !

i+1

� !

2i

�

= (x� y)!

i�1

(! � 1) (! + 1)

�

!

i�2

� 1

� �

!

i�1

� 1

�

Pour i = n ,par exemple, ce terme est non nul. p

1

; p

2

; p

3

; p

4

sont donc bien

ind�ependants dans m=m

2

:

�
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Annexe D

Dimension de l'espace tangent

On a vu �a la section 5.7 que si Y est une orbite de type I d'un plongement de

SL

2

=H quelconque alors Y intersecte une B-carte

�

X telle que

�

X

�

=

U�(

�

X=U ) et

�

X=U

soit une surface torique. Dans le cas o�u Y n'est pas r�eguli�ere on a une singularit�e

rationnelle au point �xe p de

�

X=U [ Ful]. On peut consulter le th�eor�eme 7 de [ Tim2]

pour un r�esultat de ce type dans le contexte plus g�en�eral des plongements de G=H

de complexit�e 1.

Si par contre Y est de type II, la nature de la singularit�e �eventuelle de p dans

�

X=U est moins �evidente. Dans cette section nous allons montrer comment on peut

cependant �evaluer la dimension de l'espace tangent en p par un algorithme qui est

une variante de celui applicable dans le cas torique et qui fait appel aux fractions

continues de Hirzebruch-Jung [ Ful, p. 46].

D.0.1 algorithme g�en�eral

L'algorithme de calcul de la dimension de l'espace tangent s'obtient par appli-

cation des formules (D.1), (D.2) et du lemme D.0.3. Il consiste essentiellement en le

calcul de la dimension du sous-espace

P

j2P(n)

f

j

P

a

j

+a

n�j

dans l'espace vectoriel P

a

n

de dimension �ni (formule (D.2)). La remarque D.0.4 permet de pr�evoir le nombre

de calculs n�ecessaires.

Supposons pour �xer les id�ees que H soit cyclique d'ordre pair k = 2k

0

et que Y

soit de type A

M

(j

1

; : : : ; j

M

; r

1

; : : : ; r

M

) o�u j

1

; : : : ; j

N

sont M �el�ements de P

1

=H et

r

1

; : : : ; r

M

sont M nombres rationnels tels que r

i

2]� 1; b (j

i

)].

Si l'on �xe les param�etres t et e

!

(x 5.4.1) la B-carte

�

X qui intersecte Y d�e�nit

un hypercône C =

S

x2P

1

C

x

de l'hyperespace. On sait que tous les cônes de C sont

droits sauf un nombre �ni d'entre eux et il n'y a pas de cône plat. Chaque cône

C

x

est alors engendr�e dans Q

+

� Q par (0;�1) et (1; l

x

) o�u l

x

2 Q et les l

x

sont

nuls sauf un nombre �ni : l

x

1

; : : : l

x

N

. Les l

x

i

doivent �egalement v�eri�er la condition

P

N

i=1

l

x

i

< 0. On a en g�en�eral N 6=M .

151
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Choisissons e

!

= g

0

g

1

comme �a la section 5.4.2 et prenons t tel que x

N

=

1. Dans l'exemple illustr�e par l'hypercône ci-dessous, fj

1

; : : : ; j

M

g est form�e de

l'�el�ement non g�en�erique 0 2 P

1

=H et de M � 1 �el�ements g�en�eriques de P

1

=H. On a

cependant N =M + 1 du fait du cône C

x

1

qui est non droit.

δ

l

1

      x  xoo

l

δ

1

δ

l

x    1 x =

l

x   
i

δ

1
1

l1 =k'l
2

x =
2

3

l
3

x

l

δ

1

N

l
N

= oo

...

x    0=

On a d�ej�a vu (x 5.6) que C [

�

X=U ] est engendr�e par les �el�ements de la forme

Q

N

i=1

(t� x

i

)

m

i

e

n

!

avec m

i

� �nl

i

pour i = 1; : : : ; N � 1 et m

1

+ : : :+m

N�1

� nl

N

.

Rappelons que

P

l

i

< 0 implique en particulier que si

Q

N

i=1

(t� x

i

)

m

i

e

n

!

appar-

tient �a C [

�

X=U ] alors n � 0 (x 5.6). L'entier n est le degr�e de

Q

N

i=1

(t� x

i

)

m

i

e

n

!

correspondant �a l'action de T

�

=

C

�

sur C [

�

X=U ].

Soit M l'id�eal maximal qui correspond au point �xe p de

�

X=U , id�eal engendr�e

comme C -espace vectoriel par les �el�eements

Q

N

i=1

(t� x

i

)

m

i

e

n

!

de degr�e non nul de

C [

�

X=U ].

Pour un entier positif n on note M

n

l'espace vectoriel des �el�ements (nuls ou)

de degr�e �n et on pose

f

M

n

=M

n

= (M

n

\M

2

).

Avec ces notations on a imm�ediatement

M=M

2

=

L

1

n=1

f

M

n

(D.1)

Soit P le semi-groupe additif des entiers n tels que a

n

� 0 et P (n) l'ensemble des

i 2 f1; : : : ; ng tels que i; n� i 2 P. Alors

dim

C

�

f

M

n

�

= dim

C

(M

n

)� dim

C

�

X

i2P(n)

M

i

M

n�i

�

(D.2)

o�u M

i

M

j

est l'espace vectoriel engendr�e par les produits m

i

m

j

pour m

i

2 M

i

et m

j

2 M

j

:

Posons X = t et Y = e

!

. Le r�esultat suivant est le premier pas vers le calcul de

dim

C

�

f

M

n

�

.

Lemme D.0.2
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On aM

n

= F

n

P

a

n

o�u P

j

est l'espace vectoriel des polynômes en X de degr�e inf�erieur

ou �egal �a j et F

n

= Y

n

Q

N�1

i=1

(X � x

i

)

�[�l

i

n]

. En particulier dim

C

(M

n

) = a

n

+ 1

avec

a

n

=

N

X

i=1

[�nl

i

]

o�u [x] d�esigne la partie enti�ere de x:

Preuve : M

n

est engendr�e par les �el�ements de la forme

f =

N�1

Y

i=1

(X � x

i

)

m

i

Y

n

= Y

n

N�1

Y

i=1

(X � x

i

)

�[�l

i

n]

=

N�1

Y

i=1

(X � x

i

)

m

i

+[�l

i

n]

= F

n

N�1

Y

i=1

(X � x

i

)



i

o�u l'on a pos�e 

i

= m

i

+ [�l

i

n] (� 0). Comme

P

N�1

i=1

�[�nl

i

] �

P

N�1

i=1



i

� [�nl

N

]

on a

P

N�1

i=1



i

�

P

N

i=1

[�nl

i

] = a

n

et en d�eveloppant

Q

N�1

i=1

(X � x

i

)



i

on voit que

M

n

= F

n

P

a

n

�

On est maintenant en mesure de calculer la dimension de

P

i2P(n)

M

j

M

n�j

et

donc de

f

M

n

par simple alg�ebre lin�eaire dans un espace vectoriel de dimension �ni

avec le lemme suivant.

Lemme D.0.3 Soit l

i

= �

p

i

q

i

pour i = 1; : : : ; N . Pour n 2 N

�

on note r

i

n

le reste

de la division euclidienne de np

i

par q

i

et on pose, 8 n 2 P+P; 8 j 2 f1; : : : ; ng; 8

i 2 f1; : : : ; Ng :

{ [r

i

n

< r

i

j

] =

�

1 si r

i

n

< r

i

j

0 si r

i

n

� r

i

j

(notation de Iverson [ Kn, p. 24])

{ f

j

=

Q

N�1

i=1

(X � x

i

)

[r

i

n

<r

i

j

]

Alors

dim

C

�

P

i2P(n)

M

j

M

n�j

�

= dim

C

�

P

j2P(n)

f

j

P

a

j

+a

n�j

�

(D.3)

Preuve : tout d'abord pour tout i 2 f1; : : : ; Ng et tout j 2 f1; : : : ; ng il est facile

de v�eri�er que [�nl

i

]� [�jl

i

]� [� (n� j) l

i

] = [r

i

n

< r

i

j

]:

De M

j

= Y

j

F

j

P

a

j

= Y

j

Q

N�1

i=1

(X � x

i

)

�[�jl

i

]

P

a

j

(preuve du lemme D.0.2)

on d�eduit que M

j

M

n�j

= Y

n

Q

N�1

i=1

(X � x

i

)

�[�nl

i

]

Q

N�1

i=1

(X � x

i

)

[r

i

n

<r

i

j

]

P

a

j

+a

n�j

=

F

n

f

j

P

a

j

+a

n�j

:
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�

Remarque D.0.4 Ecrivons l

i

= �

p

i

q

i

irr�eductible et posons q = ppcmfq

1

; : : : ; q

N

g;

l

i

= �

s

i

q

. On v�eri�e facilement que : a

q

=

P

N

i=1

s

i

� 1; a

kq+m

= k

�

P

N

i=1

s

i

�

+ a

m

pour tout k 2 N et r

i

n+q

= r

i

n

. Les deux premiers points permettent de calculer

facilement une valeur de n �a partir de laquelle dim

C

�

f

M

n

�

= 0: En e�et si a

m

� 0

quand m � n

0

alors f

q

P

a

q

+a

n�q

= P

a

n

et

f

M

n

= f0g d�es que n � q + n

0

:

D.0.2 Dimension de l'espace tangent et fractions continues

Dans certains cas le calcul de la dimension de

f

M

n

par l'�egalit�e D.3 et deM=M

2

par l'�egalit�e D.1 se ram�ene au calcul d'un nombre �ni de fractions continues de

Hirzebruch-Jung.

Lemme D.0.5

Soit n 2 N

�

, a

n

=

P

N

i=1

[�nl

i

] et P (n) = fi 2 f1; : : : ; n� 1g / a

i

; a

n�i

� 0g

1. Si a

n

+ 1 �

P

N

i=1

supf[r

i

n

< r

i

j

]; j 2 P (n)g alors

dim

C

�

f

M

n

�

=

N

X

i=1

inff[r

i

n

< r

i

j

]; j 2 P (n)g

2. Supposons que a

n

+ 1 � N pour tout n � 0:Alors :

(a) Pour p; q 2 Z

�

�Z

�

et n 2 N notons r

n

le reste de la division euclidi-

enne de np par q et posons ' (p; q) =nombre des entiers n � 1 tels que

8i 2 f1; : : : ; n � 1g; r

n

< r

i

. Alors la dimension de M=M

2

est �egale �a

P

N

i=1

' (p

i

; q

i

) avec l

i

= �

p

i

q

i

irr�eductible.

(b) Soit

�

q

p

= a

1

�

1

a

2

�

1

: : :�

1

a

l

la fraction continue de Hirzebruch-Jung de �q=p alors ' (p; q) = l.

Preuve de la partie 1 du lemme D.0.5 :

Rempla�cons f

j

=

Q

N�1

i=1

(X � x

i

)

[r

i

n

<r

i

j

]

par

f

j

= Z

[r

N

n

<r

N

j

]

N�1

Y

i=1

(X � x

i

Z)

[r

i

n

<r

i

j

]

=

N

Y

i=1

g

[r

i

n

<r

i

j

]

i

(D.4)
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et P

n

par l'espace R

n

des formes homog�enes en X;Z de degr�e n. L'�egalit�e D.3 s'�ecrit

alors

dim

C

�

X

i2P(n)

M

j

M

n�j

�

= dim

C

�

X

j2P(n)

f

j

R

a

j

+a

n�j

�

Commen�cons par d�emontrer le r�esultat g�en�eral suivant :

Lemme D.0.6

Soit f

1

; : : : ; f

k

des polynômes homog�enes en X;Z de degr�e inf�erieur ou �egal �a m:

On a

f

1

R

m�deg(f

1

)

+ : : :+ f

k

R

m�deg(f

k

)

� pgcd(f

1

; : : : ; f

k

)R

m�deg(pgcd(f

1

;::: ;f

k

))

et si dim(R

m

) = m+ 1 � deg(ppcm(f

1

; : : : ; f

k

)) alors

f

1

R

m�deg(f

1

)

+ : : :+ f

p

R

m�deg(f

k

)

= pgcd(f

1

; : : : ; f

k

)R

m�deg(pgcd(f

1

;::: ;f

k

))

Preuve : l'inclusion s'obtient en mettant en facteur pgcd(f

1

; : : : ; f

k

) dans

f

1

R

m�deg(f

1

)

+ : : :+ f

p

R

m�deg(f

k

)

. Pour l'�egalit�e il su�t de prouver le r�esultat dans

le cas particulier pgcd(f

i

) = 1, ce que nous supposerons. En�n par une r�ecurrence

facile sur k on peut se ramener au cas k = 2.

Consid�erons l'application lin�eaire � de R

m�deg(f

1

)

� R

m�deg(f

2

)

dans R

m

qui �a

(a; b) associe af

1

+ bf

2

.

Un �el�ement (a; b) de son noyau v�eri�e af

1

= �bf

2

. Si m � deg(f

1

) + deg(f

2

) =

deg(ppcm(f

1

; f

2

)), cela �equivaut �a l'existence de c 2 R

m�deg(f

1

)+deg(f

2

)

tel que a = cf

1

et b = �cf

2

. On a par cons�equent la suite exacte :

0 ! R

m�(deg(f

1

)+deg(f

2

))

	

! R

m�deg(f

1

)

�R

m�deg(f

2

)

�

! R

m

! 0

c 7! (a; b) 7! af

1

+ bf

2

qui permet de conclure rapidement.

�

Appliquons le lemme pr�ec�edent �a ff

j

; j 2 P (n)g.

Comme a

n

+ 1 �

P

N

i=1

supf[r

i

n

< r

i

j

]; j 2 P (n)g = deg (ppcmff

j

; j 2 P (n)g) ;

on a

dim

C

�

f

M

n

�

= dim

C

(M

n

)� dim

C

�

X

j2P(n)

f

j

R

a

j

+a

n�j

�

= a

n

+ 1� (a

n

� deg (pgcdff

j

; j 2 P (n)g) + 1)

=

N

X

i=1

inff[r

i

n

< r

i

j

]; j 2 P (n)g
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Preuve de la partie 2 du lemme D.0.5 :

L'hypoth�ese entra

^

ine a

n

� 0, 8n � 0 d'o�u P (n) = f1; : : : ; n� 1g et

dim

C

�

f

M

n

�

=

N

X

i=1

inff[r

i

n

< r

i

j

]; 1 � j � n� 1g

D'o�u

dim

C

�

M=M

2

�

=

+1

X

n=1

dim

C

�

f

M

n

�

=

+1

X

n=1

N

X

i=1

inff[r

i

n

< r

i

j

]; j = 1; : : : ; n� 1g

=

N

X

i=1

+1

X

n=1

inff[r

i

n

< r

i

j

]; j = 1; : : : ; n� 1g

=

N

X

i=1

' (p

i

; q

i

)

Le point 2:b) du lemme est une cons�equence de la remarque suivante : si r est le

reste de la division euclidienne de �q par p alors ' (p; q) = 1 + ' (r; q).

�
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