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Chapitre 1

Introduction

L’objet de ce travail est ’étude des variétés algébriques complexes munies d’une
action algébrique de S, et qui contiennent SLy/H comme orbite ouverte, H étant
un sous-groupe fini de S'Ls.

Plus précisément on définit un plongement homogene de SL,/H comme la don-
née d’une S Ly-variété irréductible normale X (quasi-projective ou non) contenant
SLy/H comme orbite ouverte et d’un morphisme S Ly-équivariant de SL, dans X.

Les plongements homogenes lisses ainsi que les plongements minimaux (plonge-
ments lisses et complets qui ne sont pas des éclatements d’un autre plongement lisse
complet) de S Ly/{Id} et de SLy/{E1d} ont été déterminés par Lucy Moser dans sa
these [ M1] dans le cadre de la classification de Luna-Vust de tous les plongements
homogenes normaux de S Ly / H. L’objet du présent travail est de compléter ces résul-
tats en déterminant les plongements homogenes lisses de S Ly/ H et les plongements
minimaux pour les sous-groupes finis H de S Ly autres que {I/d} et {£/d}.

Dans le cas particulier des plongements minimaux projectifs on retrouve les
résultats de Tetsuo Nakano [ Nak]. En utilisant des résultats d’Alessandra lozzi
et Jonathan Poritz [ I-P] sur la normalité de la fermeture d’une S Ly-orbite quel-
conque de (P1)" et le groupe de ses S Ly-automorphismes on donne une description
géométrique différente de celle de Nakano pour certains des plongements minimaux
projectifs. Plus généralement on décrit de cette fagon tous les plongements projectifs
de SLy/H, H d’ordre pair, qui contiennent exactement une orbite de dimension 1.

On établit un critere de quasi-projectivité pour un plongement homogene quel-
conque de SLy/H, critere qui permet en particulier de vérifier I'existence d’un
plongement minimal non projectif dans le cas H cyclique.

Enfin on démontre d’une autre facon un résultat de D. Luna sur I'inexistence de
complétion magnifique de SLy/H (définition au § 6.7.3)
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1.1 Variétés toriques et plongements homogenes

de G/H

Dans toute la suite le corps de base est C.

Soit X une variété algébrique et G un groupe algébrique affine. Une action al-
gébrique de G sur X est la donnée d’un morphisme de ¢ x X dans X qui a tout
couple (g, x) de GG x X associe un élément noté g.x de X et qui satisfait les conditions
suivantes :

—~ Id.x = x pour tout x € X
- g.(¢".x) = (gg’) .x pour tout g,¢' € G, = € X.

X muni de cette action est appelée une G-variété.

Si X contient une orbite ouverte alors on dit que X est un plongement homogene,
ou simplement un plongement, de GG/H. Quand dim (G) = dim (X) cela revient a
dire que X contient un point dont le sous-groupe d’isotropie est fini.

Quand G = (C*)" le plongement ou la variété X est dit torique ([ Ful], [ Oda]).
Nous verrons que 1’étude locale des plongements de SLy/H fait intervenir de telles
variétés toriques avec G = (C*)%

Pour construire un exemple de variété torique affine considérons un cone rationnel
polyédral strictement convexe de R" c’est-a-dire un céne C' de la forme Rte; +. ..+
Rte, avec e1,...,e, € Z" et tel que C' ne contienne aucune droite passant par
Iorigine. Notons V' l'intersection de C' avec Z" et formons la sous-algebre A de
ClX1,...,X,] engendrée comme C-espace vectoriel par les méonomes X' ... X"
ou le multi-indice (ay,... ,a,) décrit V. L’algebre A est de type fini car V est un
semi-groupe finiment engendré (lemme de Gordon) et son spectre X est une variété
torique : (C*)" agit sur A par (Ar,... , A,) X7 o X0 = AT L A X 0 X2 Les
propriétés de la variété X et de I'action du tore (C*)" se déduisent des propriétés
du céone V de Z". Par exemple comme V est saturé (t.v € V implique v € V si
t € N* et v € Z") on peut montrer que A est intégralement clos et X est alors une
variété normale. Par ailleurs soient vy,... , v, les vecteurs primitifs sur les arétes de
Z". Alors la variété X est lisse si et seulement si m = n et si vy,...,v, engendrent
le Z-module Z" c’est-a-dire si le déterminant des v; vaut +1.

En réalité toute variété affine torique normale est de la forme précédente et toute
variété algébrique torique normale s’obtient en recollant de telles variétés affines
toriques. Ce dernier point est une conséquence du résultat général suivant du a
Sumihiro :

Si G est un groupe réductif et X est une G-variété normale alors tout
point # de X est contenu dans un ouvert G-stable X qui est G-isomorphe
a une variété quasi-projective ou (i agit par automorphismes de l'espace
projectif. Si G est un tore on peut choisir X affine.
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On a ainsi une élégante classification combinatoire de toutes les variétés toriques
normales qui a donné de nombreux résultats dans I’étude de ces variétés.

Dans un article de 1973 | Pop], V.Popov a obtenu une classification combinatoire
des plongements homogenes affines de SL,. Cependant, contrairement a ce qui se
passe pour les variétés toriques normales, une S L,-variété normale ne peut pas en
général étre recouverte par des ouverts affines stables par 5L,.

D.Luna et T.Vust, dans leur article de 1983 [ LV], contournent 'obstacle en
utilisant le théoreme de Sumihiro pour prouver le fait suivant valable pour un groupe
réductif connexe G et une G-variété algébrique normale :

Si B est un sous-groupe de Borel fixé de G (un sous-groupe résoluble
connexe maximal de (7) alors toute G-orbite Y de X rencontre un ouvert

affine B-stable X.

Un groupe G est dit réductif quand tout G-module rationnel est somme directe
de G-modules irréductibles. S Ly est un exemple de tel groupe.

Si on fixe un point e de I'orbite ouverte d’un plongement X de G/H alors I’ap-
plication g — g.e est un G-isomorphisme entre G/ H et 'orbite ouverte G.e de X.
Via cet isomorphisme ’anneau local de toute G-orbite de X est un sous-anneau du
corps des fonctions rationnelles C(G/H) de GG/H. La classification de Luna-Vust
des plongements homogenes de G/H repose sur la classification des sous-anneaux
de C(G) qui peuvent étre obtenus de cette maniere, anneaux locaux que nous ap-
pellerons dorénavant G-germes selon la terminologie de Timashev [ Tim]. La défi-
nition de Luna-Vust d’un plongement homogene est donc un peu différente de celle
donnée plus haut, elle fait intervenir le point e choisi dans ’orbite ouverte qui permet

I'identification entre les corps C(G/H) et C(X).

Si (G est un groupe algébrique et H un sous-groupe algébrique de GG on
appelle plongement homogene (X, e) de GG/ H la donnée d’une G-variété
algébrique irréductible contenant une orbite ouverte et d’un point e (le
point de base du plongement) ayant H comme sous-groupe d’isotropie.
Un morphisme entre deux plongements (X, e) et (X', ¢') est un mor-
phisme algébrique G-équivariant (un G-morphisme) qui envoie e sur €.

Dans le méme article Luna et Vust donnent une méthode générale pour déter-
miner tous les GG-germes normaux possibles ainsi que les collections de G-germes qui
correspondent & (et définissent) un plongement homogene dans le cas ou algebre
C[ (] est factorielle. Cette méthode débouche sur une classification combinatoire de
tous les plongements homogenes normaux de G/ H si 'on sait décrire 'ensemble des
valuations B-invariantes de C(G'/H). Cette détermination est particulierement sim-
ple quand la complexité de G/H, c’est-a-dire la codimension minimale des orbites
de B dans G/ H, est inférieure ou égale a 1 [ LV].

Dans le cas ou la complexité de G/ H est nulle, c’est-a-dire quand B a une orbite
dense dans GG/H, on peut montrer par exemple que tous les plongements ont un
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nombre fini d’orbites. Les variétés de ce type sont appelées variétés sphériques et
leur étude fait 1’objet de nombreux travaux (voir par exemple [ BLV]).

Dans le cas G = SLy et H = Id (la complexité de SLy/H vaut 1) Luna et
Vust montrent qu'un plongement homogene normal de S L,/ H est déterminé par un
nombre fini de rationnels et d’éléments de P!. Ces informations sont représentées
par un diagramme en étoile dont I’ensemble des branches est en bijection avec P
On identifie une branche a Iintervalle [—1;1] de Q et un rationnel sur une branche
donnée correspond a une valuation SLy-invariante de C(SLy). Sur le diagramme
d’un plongement X on représente en trait plus épais toutes les valuations S Lo-
invariantes dont ’anneau domine I’anneau local d’une orbite de X.

Les orbites sont classées en cing types appelés : By, C, Ay (N € N*), AB, By,
B_. Les orbites de type By sont les points fixes, celles de type C sont de dimension 2,
les autres sont de dimension 1 (définitions au §3.5). Pour un type donné une orbite
est représentée sur le diagramme par un ou plusieurs segments qui correspondent a
I’ensemble des valuations S L,-invariantes dominant son anneau local.

Le plongement qui correspond a ce diagramme a une orbite ouverte, une orbite
de type Aj, une orbite de type B_, deux orbites de type AB et quatre orbites de
type C.

Dans le cas G = SLy, H un sous-groupe fini de SL,, L. Moser [ M1] applique
la méme méthode pour obtenir une classification des plongements homogenes nor-
maux de SLy/H et les diagrammes correspondants. Les branches de ces nouveaux
diagrammes représentent cette fois des éléments de P!/H. On en trouvera dans la
présente these de nombreux exemples.

Une SLj-orbite d’'un plongement X de SLy/H est soit entierement formée de
points lisses soit entierement formée de points singuliers. Dans le premier cas on dira
que 'orbite est réguliere. Par conséquent une orbite est réguliere si et seulement si
son anneau local est régulier. Pour H = {id} ou {+id} les méthodes développées
par L..Moser permettent de trouver des conditions de régularité pour tous les types
d’orbites mais elles s’averent insuffisantes en 1’état pour la généralisation a tout type
de sous-groupe fini H de SL,.

Le point de départ de notre travail a été de compléter ces résultats en donnant
les conditions de régularité des S Lq-orbites pour tous les sous-groupes finis H (cy-
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cliques, binaires diédraux, tétraédraux, octaédraux et icosaédraux) en introduisant
systématiquement pour chaque orbite Y une certaine surface torique dont la lissité
est équivalente a la régularité de Y.

1.2 Plongements lisses de SL,/H

Dans toute la suite on désignera par plongement de SLy/H un plongement

homogene normal de SLy/H.

Les conditions de régularité des SLj-orbites d’un plongement de SLy/H font
I’objet des propositions 1 a 6.

Pour les orbites de type Ay, By, B_ la liste des orbites régulieres est constituée
de quelques familles déterminées chacune par un nombre fini d’éléments de P!/ H et

une suite de nombres rationnels.

Une orbite de type AB est définie par un élément D de P'/H et deux nombres
rationnels r; et ry appartenant a un intervalle qui dépend de D. La condition de
régularité s’exprime dans ce cas par une condition arithmétique sur ry et ry (propo-
sition 4) analogue a la notion de fractions adjacentes : 2—) et 5—: irréductibles sont

adjacentes quand |pg’ — p'q| = 1.
Exposons la méthode que nous utiliserons pour trouver les orbites régulieres.

I1 est déja connu que les points fixes d’un plongement homogene X de SLo/H
sont singuliers (c’est une conséquence du théoreme du slice étale de Luna [ L]).
Comme X est normal les SLy-orbites de codimension 1 sont toujours régulieres.
Reste a étudier le cas des S L,-orbites de codimension 2.

Soit Y une orbite de dimension 1 de X.

On fixe un sous-groupe de Borel B de SL,, un tore maximal T' de B et on note
U le radical unipotent de B. On a vu a la section précédente qu’il existe un ouvert
affine B-stable X de X qui intersecte Y. Un tel ouvert X sera appelé une B-carte.

H agit sur C(SLQ) par translation & droite et SLy, U, B,T agissent sur C(SLy)
par translation a gauche. Considérons le quotient algebrlque X//U = spec((C[}o(]U)
ou (C[ ]V est algebre des éléments de C[X] invariants par U (C[X]V est de type
fini : [ LV] et [ Tim]). D’apres le lemme 5.1.1 p 38 ce quotient n’est autre que le
quotient géométrique X/ U, et nous adopterons dorénavant cette notation.

Un résultat de D.Luna [ BLV] permet de ramener la régularité de I'anneau local
de Y dans X a la lissité du point p image de YNX dans X/U . Par conséquent on
réduit le probleme de la lissité d’un point dans une variété de dimension 3 a celui de
la lissité d’un point dans une variété de dimension 2. Ce procédé, déja employé par
L.Moser dans le cas H = {[d} ou {£Id} est crucial dans le sens qu’il rend possible
des calculs autrement inextricables.

A ce stade il est possible de décrire un algorithme pour évaluer la dimension du
C-espace vectoriel m/m?, ott m est I'idéal maximal du point p dans X/U , en fonction
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des données de Porbite Y. On peut utiliser & cette fin la graduation de C[X/U] issue
de 'action de T' = C*. 1l est possible, mais fastidieux, d’en déduire des conditions de
régularité de Y. Ce fut notre premier chemin pour aboutir aux résultats de la section
4. Cependant, en s’aidant d’une représentation un peu différente des B-cartes due a
Timashev [ Tim], il nous est apparu apres coup que les B-cartes qui intersectaient
une orbite réguliere avaient une forme particuliere qui indiquait la voie d’une preuve
plus simple des conditions de régularité. Cette preuve consiste a se ramener a la
condition élémentaire de lissité d'une surface torique. C’est cette approche que nous
avons finalement retenue.

Timashev distingue deux cas selon que la dimension de I'anneau (’)?Y des in-
variants par B de 'anneau local Oxy de Y est de dimension 1 ou 0.

Si dim((’)ﬁy) = 1 on dit que Y est de type [ et on vérifie que ¥ ne peut intersecter
que des B-cartes X de méme type c’est-a-dire telles que dim()o(//B):
Si dim((’)ﬁy) = 0 alors Y est dit de type II. On montre que Y ne peut intersecter

qu'une seule B-carte X et que X est alors de type II c’est-a-dire qu’elle vérifie
dim(X//B)=

Dans tous les cas T' = C* C SL, a une action sur X/U pour laquelle p est
I'unique point fixe.

Dans le cas d’une orbite Y de type I, on montre que, quitte a remplacer Y, X
par Y, X' tels que Oxy = Oxys, on peut choisir la B-carte X (dans X') telle
que le quotient X/U soit une surface affine torique. L’action du tore (C*)? sur X/U
prolonge celle de 7' = C* décrite ci-dessus. Les caracteres correspondant aux (C)*-
vecteurs propres de (C[X/ U | forment un cone de Z* engendré par deux éléments
primitifs uy, uy. La condition de lissité de p dans X/U est élémentaire : uy, uy doivent
engendrer Z?* c’est-a~dire | det (uy,uq) | = 1.

Dans le cas d’une orbite Y de type II, Y n’intersecte qu’une seule B-carte X. Si
le point p est lisse dans X/U on montre que X/U est encore une surface torique pour
une action de (C*)? prolongeant celle de C*, action que I'on peut décrire précisément
en fonction des données qui définissent Ox y dans la classification de Luna-Vust.

Cette preuve apporte une information supplémentaire sur la géométrie des plonge-
ments lisses (voir I'introduction du chapitre 5) :

Si X est un plongement lisse de S L,/ H alors tout point de X appartient
& un ouvert isomorphe a C* ou & Cx (C*\ /) ou C? est muni d’une
certaine action de C* pour laquelle [ est une C*-orbite.

Dans le cas des SLy-orbites de type I nous donnerons, sur une suggestion de
M.Brion, une autre démonstration des conditions de régularité de Oxy reposant
sur le théoreme du slice étale de Luna ([ L]). Cette autre preuve permet de mieux
comprendre la formulation des conditions de régularité.
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1.3 Modeles mimimaux

Apres 'obtention des conditions de lissité des plongements de S Ly ou S Ly /{4 1d}
le travail de L..Moser a consisté a relier la géométrie d’un plongement aux informa-
tions lisibles sur son diagramme de Luna-Vust. Elle a en particulier dans [ M1] et
[ M2] établi la liste de tous les modeles minimaux. Pour H fixé on dit qu'un plonge-
ment est mimimal si ¢’est un plongement homogene lisse et complet de SLy/H qui
ne peut pas étre obtenu par éclatement (S Ly-équivariant) d’un autre plongement
homogene lisse et complet de SLy/H. Dans [ M3] elle a étudié les anneaux de Chow
des plongements de S, et donné un critere de projectivité des plongements lisses
et complets de S'L.

Avec notre description de tous les plongements lisses de SL,/H pour un sous-
groupe fini H quelconque de S L, il devient naturel de chercher a étendre les résultats
précédents. C’est ce que nous avons fait pour les modeles minimaux (section 6) et
le critere de quasiprojectivité (section 6.7.1).

Pour les modeles minimaux nous avons suivi la méthode de L.Moser [ M1] avec
comme unique différence que les suites de fractions adjacentes sont remplacées par
des suites de fractions c-adjacentes (voir définitions 4.3.1 et 4.3.2). Au cours de la
démonstration nous indiquons comment on peut déterminer (dans la classification
de Luna-Vust) I'éclaté d’un plongement lisse quelconque de SLy/H le long d’une
orbite de dimension 1. La liste des diagrammes des modeles minimaux pour chaque
type de sous-groupe H est donnée a la section 6.2.

Pour H fini quelconque les plongements minimaux de SLy/H avaient déja été
trouvés et décrits par Nakano dans le cas projectif a 1’aide de la théorie de Mori
[ Nak]. Au § 6.7 nous établissons la correspondance entre nos listes de diagrammes
des plongements minimaux projectifs et les listes de Nakano.

1.4 critere de quasi-projectivité

Pour un plongement homogene quelconque de SLy/H, ¢’est-a-dire qui n’est pas
nécessairement lisse ou complet, nous démontrons au § 6.7.1 un critere pour déter-
miner si la variété du plongement est quasi-projective en fonction de son diagramme.
En particulier, dans le cas ou H est cyclique d’ordre n, nous mettons en évidence un
plongement minimal non projectif qui contient un nombre d’orbites qui croit avec
n.

La preuve que nous donnons de ce critere est une application d’un critere d’am-
plitude des diviseurs de Cartier dans le cadre plus général des plongements de G/H
avec (¢ réductif et G/H de complexité 1 [ Tim2]. Nous déterminons explicitement
un diviseur ample pour tous les plongements projectifs de SLy/H.
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1.5 Plongements magnifiques

En utilisant notre détermination combinatoire complete de tous les plongements
lisses nous retrouvons au § 6.1 un résultat de D.Luna sur I'inexistence de plongement
magnifique de SLy/H. On montre en particulier que tout plongement de SL,/H
contenant exactement ’orbite ouverte, une orbite de dimension 1 et deux orbites
de dimension 2 est tel que les fermetures des orbites de dimension 2 s’intersectent
tangentiellement en 'orbite de dimension 1.

1.6 Plongements projectifs avec une seule orbite
fermée

Soit n un entier supérieur ou égal a 3 et e un élément de (P')" dont toutes les
coordonnées sont distinctes. Alessandra lozzi et Jonathan Poritz on démontré dans
[ I-P] que la fermeture Sl,.e de orbite de e pour I'action diagonale de S L, sur (PH"
est normale (mais singuliere si n > 3). Ils ont montré qu’un S Ls-automorphisme de
Sly.e ne peut étre que la restriction d’une permutation des n coordonnées de (P1)”.
En utilisant ces résultats on donne a la section 6.8 une description comme fermeture
d’orbite dans des produits de P?, de tous les plongements lisses et complets de

S Lo/ H avec une seule orbite de dimension 1. La lissité de ces plongements peut étre
démontrée d’une maniere complétement indépendante de la théorie de Luna-Vust.
Nous en donnons un exemple a I'annexe C dans le cas ou H est cyclique d’ordre
pair.



Chapitre 2

La théorie de Luna-Vust

2.1 Détermination d’un plongement homogene par
les anneaux locaux de ses orbites

Il s’agit ici d’un résumé. Les détails et les preuves se trouvent dans l’article de
D.Luna et T.Vust [ LV]. L’article de Timashev [ Tim], auquel nous empruntons cer-
taines notations, contient également un exposé de la théorie avec des généralisations
et des variantes dans les démonstrations.

On se restreint encore dans ce chapitre au corps de base C. Soit G un groupe
algébrique affine connexe et H un sous-groupe algébrique de ¢ (non nécessairement
connexe). Un plongement homogene de G/ H est une variété algébrique irréductible
X (non nécessairement quasi-projective) munie d’une action algébrique de GG et d’un
isomorphisme G-équivariant de G/ H sur une orbite ouverte de X.

La classification de Luna-Vust des plongements homogenes de G/H s’applique
au cas ou (& est réductif connexe, d’anneau de fonctions régulieres C[(7] factoriel et
ou X est une variété irréductible normale.

Soit K le corps des fonctions rationnelles de ’espace homogene G/ H. Considérant
Iisomorphisme entre GG/H et l'orbite ouverte de X, 'anneau local de toute sous-
variété algébrique de X peut étre vu comme un sous-anneau de K. Il est alors naturel
d’identifier X a I’ensemble des anneaux locaux de toutes ses sous-variétés muni de
la structure de faisceau algébrique induite par la structure de faisceau algébrique
sur ’ensemble £ (K') des localités géométriques de K.

Une localité géométrique de K est par définition une sous-algebre de K qui peut
étre réalisée comme le localisé en un idéal premier d’une C-algebre de type fini de
K, de corps de fractions K. I’ensemble £ (K') de ces localités géométriques est muni
de la topologie de Zariski : un ouvert de base V(A) de cette topologie est I’ensemble
des localisés en tous ses idéaux premiers d’une algebre de type fini A quelconque de
K, de corps de fractions K.

13
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Considérons maintenant l’anneau local Ox y d’une certaine G-orbite Y de X.

[’action de G sur G/H par translation a gauche induit une action de ' sur
K =C(G/H) (9 € G, f €K, (g.f/)(7) = f(g7'.7)) et une action de 1'algebre
de Lie de GG sur K (par dérivation). L’anneau local Oy y appartient alors au sous-
ensemble £4(K) de L(K) formé des localités géométriques stables par i et par
I’algebre de Lie de GG. Un élément de L£1(K) sera appelé dans toute la suite un G-
germe. On peut montrer que X est en fait entierement déterminé par ’ensemble
L(X) des G-germes associés a toutes ses G-orbites.

Le programme consiste donc d’abord a décrire les G-germes, ce qui se fait de facon
combinatoire simple dans le cas G = SLy(C), puis a décrire des conditions pour
qu’'une collection de GG-germes soit effectivement I'ensemble £(X) d’un plongement
homogene X de G'/H.

Si O est un G-germe, une réalisation géométrique de O est un plongement ho-
mogene X de GG/ H tel que O soit I'anneau local d’une G-orbite Y de X. On montre
que tout G-germe admet une réalisation géométrique.

Si X est un plongement fixé de G/ H 'application qui a toute G-orbite Y associe
son anneau local Ox y est injective. On se permettra souvent dans ce cas de confon-
dre Y et Oxy. De mémesi D est un diviseur premier de X, on admettra la confusion
entre D et vp, la valuation discrete associée. Pour les questions purement locales,
comme celle de la régularité d’'un G-germe O, on ne précise pas nécessairement une
réalisation géométrique Y C X telle que O = Ox y.

2.2 Utilisation des B-cartes intersectant une G-
orbite.

X étant un plongement homogene de G/ H, une B-carte affine X de X est un
ouvert affine stable par B ou B est un sous-groupe de Borel fixé de . S1 X est un
plongement homogene normal de G/ H et Y une sous variété fermée de X stable par
(i alors il existe une B-carte affine X de X qui intersecte Y. Ce résultat s’appuie
sur le théoreme suivant di a Sumihiro :

Si GG est réductif et X est une GG-variété normale alors tout point = de X
est contenu dans un ouvert G-stable X qui est G-isomorphe a une variété
quasi-projective ou (& agit par automorphismes de I'espace projectif.

Rappelons que dans le cas ou (G est un tore, Sumihiro montre que 'on peut
choisir X affine. C’est le point de départ de la classification des variétés toriques.
Dans le cas G réductif on doit se restreindre a un ouvert stable par B pour garder

un ouvert affine ( [ LV], [ Br]).

Convention : L’hypothese de normalité étant essentielle pour le résultat de
Sumihiro et par conséquent pour la classification de Luna-Vust, on supposera doré-
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navant que tous les plongements homogenes considérés seront normaux.

Soit X une B-carte affine d’un plongement X de G/H. Comme X est normal son
anneau de fonctions régulieres C[X] est intégralement clos. Comme il est également
noetherien c’est un anneau de Krull [ Bou] et en particulier C[X] = (1, C[X], ot p

décrit 'ensemble des idéaux premiers de hauteur 1 de (C[X]

(C[)O(]p est "anneau d’une valuation discrete de K, appelée valuation essentielle
de (C[X] et si I'idéal p n’est pas stable par GG alors p définit un diviseur de X dont la
fermeture dans X intersecte G/H en un diviseur premier. Les valuations qui nous
intéressent sont donc les suivantes :

1. V : ensemble des valuations discretes géométriques (I’anneau de valuation est
une localité géométrique) G-invariantes de K. En utilisant la réductivité de ¢
on montre qu’'un élément v de V est entierement déterminé par sa restriction
a K® on KB) désigne I'ensemble des éléments de K qui sont semi-invariants
sous l'action de B.

2. D : ensemble des diviseurs premiers de G/ H, ou par abus de langage ensemble
de leurs valuations associées. On note vp la valuation associée au diviseur

D eD.

3. DP : ensemble des éléments de D qui sont stables par B. Les valuations as-
sociées sont toutes les valuations discretes géométriques B-invariantes, non

G-invariantes, de C(SLy/H).

Si D € D\ DP alors sa fermeture D intersecte X car sinon ce serait une com-
posante irréductible de codimension 1 de (G/H)\X c’est-a-dire un diviseur premier
B-stable. En particulier vp est essentiel pour C[X]. On a donc :

CX]= () 0un () 0N ] Ou

weW DeR DeD\DE

ot WCVetRCDE.

W est fini car si X est un plongement homogene de G/H contenant X alors
les éléments de W sont les valuations associées aux composantes irréductibles de
codimension 1 de X \ (G/H) (nécessairement (i-stables car (i est connexe) qui
intersectent X. Par contre R est cofini, c’est-a-dire de complémentaire fini dans
DB, En effet si un diviseur premier B-stable de (G/H a une fermeture dans X qui
n’intersecte pas X alors c’est I'une des composantes irréductibles de codimension 1
(B-stables car B est connexe) du complémentaire de X dans G/H.

Luna et Vust donnent ensuite des conditions sur le choix de W C V et R C DF
pour que ([),epw Ow) N (Nper Ouvp) N (ﬂDeD\DB O,,) soit 'anneau des fonctions
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régulieres d'une B-carte X : on dit alors que W et R définissent X. Une présenta-
tion des conditions de Luna-Vust est donnée par Timashev dans [ Tim]. Nous la
rappelons en 5.4 p 43 car elle nous sera utile pour ’étude de la régularité de I’an-
neau local d’une orbite.

Considérons maintenant un G-germe O de réalisation géométrique ¥ C X ((’) =
Oxy) et X une B-carte affine de X qui intersecte Y en Y d’idéal premier [ - C[X].
Alors O = C[X]; est encore un anneau de Krull et donc ona O =[] C[X], ot

cette fois p décrit 'ensemble des idéaux premiers de (C[ | de hauteur 1 contenus
dans I. On peut alors montrer que parmi ceux-ci les idéaux p stables par B suffisent
a déterminer 0. Autrement dit les sous-ensembles V (Y) et DB (Y) de W et R
correspondant aux valuations associées aux diviseurs premiers B-stables contenant Y
déterminent entierement le G-germe O. Evidemment V (V) et D? (Y') ne dépendent
ni de la réalisation géométrique de O ni de la B-carte choisie mais uniquement du
G-germe. Ils forment avec D\D? D’ensemble des valuations essentielles de O. On

poura donc noter V (O) et DP (O) au lieu de V (Y) et DB (V).

Définition 2.2.1 Nous appellerons simplement B-carte un ouvert affine B-stable
d’un certain plongement de G/H ou encore son anneau C[X]. Une B-carte est donc

définie par les ensembles W(X) et R(X)

Définition 2.2.2 Soit G/H < X un plongement homogene. Appelons squelette de
X lUensemble Sk(X) des valuations associées a tous les diviseurs premiers G-stables

de X.

Remarque 2.2.3 5i XC X est une B-carte alors X est le complémentaire dans X
de la réunion des diviseurs D, (D, unique diviseur de X associé a la valuation v)
quand v parcourt I’ensemble fini (Sk (X)\ W)U (DP \ R).

Pour que X soit inclus dans un plongement X fixé il est nécessaire que W soit
inclus dans le squelette Sk(X) de X.

Définition 2.2.4 Nous dirons que le G-germe O est le localisé d’une B-carte X
pour dire que O est un localisé de C| ] ou encore que 'ensemble V (O) U DB (0)
des valuations essentielles de O invariantes par B est inclus dans W(X)UR(X).

Notons que d’apres cette définition et la remarque précédente si on a O = Oxy
pour un plongement X et une orbite ¥ de X alors O peut étre le localisé d'une
B-carte X’ d’'un plongement X' différent de X.

Un autre point de vue est le suivant. On définit la facette de O comme I’ensemble
F (O) des valuations v € ¥V qui dominent O. Le centre d’une valuation v quelconque

de F(O) dans X est Y. Donc W(X), R(X) et v déterminent O. L’introduction des

facettes pour la description des G-orbites permet de donner des conditions simples
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pour la séparabilité et la complétude d’un plongement homogene. On reviendra sur
ce point lors de I’étude des plongements minimaux.

Dans le cas GG = SLy (C) et H fini, Luna et Vust déduisent de leur étude une
classification des G-orbites des plongements homogenes de G/ H. Pour exposer cette
classification nous avons besoin de décrire plus précisément ’ensemble V des val-
uations G-invariantes de K = C(G/H) = C(G)" et I'ensemble D des diviseurs
premiers B-stables de G/H. C’est I'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Plongements homogenes de SLo/H

Notations :
- SLy = {(ﬁ{j) v, y,z,w € C, zw—yz = 1}.EnparticulierC(SL2) =C(z,y,z,w).

- B={G2)EU={01)) et T={(5.2)}-

3.1 Sous-groupes finis de S,

Soit H un sous-groupe fini de S Ly et H, de cardinal n, son image dans S Ly /{£1d}
(identifié au groupe des automorphismes de P*).

Les sous-groupes finis de S, sont de cinq types : cycliques, binaires diédraux,
tétraédraux, octatédraux et icosaédraux. Deux groupes de méme type et de méme
ordre sont conjugués (ces résultats sont dis a F.Klein, une preuve se trouve par
exemple dans [ Sp]). On a card (H) = card(ﬁ]) si et seulement si —Id ¢ H, ce qui
n’est le cas que si H est cyclique d’ordre impair.

Soit X un plongement homogene de SLy/H de point de base e. Un autre point
¢’ = o.e (¢ € SLy) de l'orbite ouverte a pour sous groupe d’isotropie o Ho~!. Donc
X peut étre vu comme un plongement homogene de SLy/(0 Ho™') avec pour point
de base ¢’. Si l'on choisit pour chaque type de sous-groupe fini de SL, un groupe
H auquel tous les autres groupes de méme type sont conjugués, la connaissance
des plongements homogenes de S1,/H suffit a déterminer tous les plongements de
SLy/H' pour H' de méme type que (i.e conjugué a) H.

Notations :

— n; : cardinal d’une orbite j de P* sous I'action de H (j € P'/H).

— ¢; : ordre du sous-groupe d’isotropie d'un élément quelconque d’une orbite j
de P! sous I'action de H. On a ¢; = card (H) /n;.

19
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— ¢; : ordre du sous-groupe d’isotropie d’un élément quelconque d’une orbite j de
P! sous I’action de H. En particulier ¢; = ¢; si card (H) est impair et ¢; = ¢;/2
si card (H) est pair.

Deux orbites j et 7/ de P! sous I'action de H sont dites conjuguées quand il
existe o dans le normalisateur de H dans S, tel que 0.5 = j'. Par exemple, deux
orbites non génériques (c’est-a-dire ici de cardinal non maximal) sont conjuguées si
et seulement si elles ont méme cardinal.

3.1.1 Cas ou H est binaire diédral, tétraédral, octatédral ou
icosaédral.

On a alors —Id € H d’ott n = card(H) = Lcard(H). Par ailleurs on peut

supposer, quitte a remplacer H par I'un de ses conjugués, que H C SU, (C) /{+:id}
ot SU;(C) = {(%52)/a,beC, |a]*+ [b]> = 1}. En identifiant P! & une sphere S
par projection stéréographique on a PSU, (C) ~ SO5(R) et H est alors le groupe
des rotations laissant invariant un certain polyedre (régulier dans le cas non diédral)
P C R® L’ensemble des sommets de P forment une orbite v (vertex) sous I’action
de ﬁ, les centres des faces de P forment une autre orbite f (face) et les milieux
des cotés une orbite e (edge). Les autres orbites w sont dites génériques. Les orbites
non génériques de P! sous I'action de H correspondant & v, f, e sont définies sans
ambiguité seulement quand elles peuvent se distinguer par leur cardinal sinon elles
ne sont connues qu’a conjugaison pres. Par exemple dans le cas ou H est binaire
diédral d’ordre 4k, f et e sont toujours conjuguées et si H est binaire diédral d’ordre
8 (k = 2) alors v, f et e sont conjuguées.

Remarque : v peut représenter dans certains cas une valuation. Le contexte suffit
pour lever 'ambiguité, par exemple v (v,r) est la valuation S Ls-invariante associée
avePHetreQ(§54.2p.45).

Si H est binaire diédral et k = 1 alors H est également cyclique (d’ordre 4).
Nous conviendrons de ne pas inclure ce cas dans les diédraux : un groupe binaire
diédral sera toujours supposé d’ordre strictement supérieur a 4 (k > 2).

Dans le tableau suivant w représente une orbite générique de P! sous 'action de

H.
H n=mn, N, Nj N |C, € Cf Ce
diédral 2k 2 k k|1 kE 2 2
tétraédral | 12 4 4 6 |1 3 3 2
octaédral | 24 6 8§ 1211 4 3 2
1cosaédral | 60 12 20 30|11 5 3 2

TAB. 3.1: valeurs des n; et des ¢; dans le cas non cyclique
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Les n; et les ¢; vérifient les relations :

N 11 1 2
c’est-a-dire — 4+ — + — = — + —

Cy  Cf  Ce 2 ng

3.1.2 Cas ou H est cyclique.

Soit k € N\ {0} et H le sous-groupe cyclique d’ordre k de SLs (C) engendré par
o= (5 2 ) ou ¢ est une racine primitive k£ eme de 1.

Sous l'action de H (ou son image H dans PSL, (C)) sur P! on a deux points
fixes qui sont 0 = {[0 : 1]} et oo = {[1 : 0]}. Les autres orbites, dites génériques,
sont de cardinal card(H) = k/2 si k est pair et card(H) = k si k est impair.

card(H) = k ‘ Ny No Moo Cuw Co  Coo
impair k 1 1 1k k
pair k2 1 1 1 k/2 k/2

TAB. 3.2: valeurs des n; et des ¢; dans le cas cyclique

Pour k& = 1,2 la régularité des orbites d’un plongement homogene de S Lo/ H a été
entierement étudiée dans [ M2]. Ces deux cas se distinguent des autres cas cycliques
par le fait que H opere trivialement dans P!, Les techniques d’étude de la régularité
d’une S Ls-orbite que nous exposerons sont valables pour un groupe cyclique d’ordre

k quelconque mais pour ne pas alourdir les preuves nous ne réécrirons pas les cas
k=1 et 2, déja traités par L.Moser ([ M1], [ M2]).

3.2 Vecteurs propres de C(SL,) sous ’action de B
et H

Puisque B est de codimension 1 dans S Ly, 'ensemble des diviseurs premiers de
S Ly stables par B est simplement 'ensemble SL,/B ~ P! des B-orbites de SLs.
Donc DP peut s’identifier a P*/H.

Pour la description d’un élément w de D il est commode de considérer sa préim-
age D par 'application quotient SLy — SLy/H. Cette préimage est une réunion de
diviseurs premiers stables par B de SLy et D = g;*(0) ot g, est le produit des fonc-
tions qui définissent (a coefficient multiplicatif pres) chacun de ces diviseurs (S Ly
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est factoriel). Par sa définition g, est un élément de C(SLy) semi-invariant pour les
actions de B et de H.

Notons C(SLQ)(B) I’ensemble des vecteurs propres de C(.5Ly) sous 'action par
translation a gauche de B. On vérifie que C(SLQ)(B) est le sous-groupe multiplicatif
de C(x,y) engendré par (Cx ¢ Cy) \ {0}.

Notons C(SLQ)(BXH) I’ensemble des éléments de C(SLQ)(B) qui sont également
vecteurs propres sous l'action par translation a droite de H. Dans la suite B (ou
S Ly) opérera toujours par translation a gauche et H par translation a droite.

A tout élément w = {[ar : b1],... ,[an, 1 b, ]} = H.ay:by] de PY/H = DB

associons 'élément

9o = [1, = 1" (a;x + by) € C(SLy) P

Par définition ¢, est défini a un coefficient multiplicatif pres par le choix des
représentants (a;, b;) des [a; : b;]. Cette indétermination n’intervient ni pour le degré
de g, ni pour le caractere de H associé a ¢, comme vecteur propre, ni dans le calcul
de v(g,) ot v est une valuation de C(SLy) . Les g, engendrent le groupe multiplicatif

C(SLy) B

Tout élément g de C(SLQ)(BXH) s’éerit de maniére unique (a coefficient
multiplicatif pres) sous la forme [](g.)™ (mo € Z)

Preuve : Soit g = 2- € C(SLQ)(BXH) avec gy, ¢y € C[SLy)P) = Cl[z, 9]
En multipliant haut et bas par ngHmﬂd 0.go on peut considérer que ¢; et

g sont tous deux dans C[SLy]B*). Donc on peut supposer dans la preuve que
g € C[SLy)BxH),

Associons a chaque élément p de P* un élément g, = ax + by de Cx @ Cy tel que
[a : b] = petpour h,k € C(x,y) notons h ~ k quand il existe A € C* tel que h = Ak.

Ainsi g € C(SLQ)(BXH) signifie que pour tout o € H, 0.9 ~ g.
La décomposition en facteurs premiers de g (homogene) dans C[z,y] assure
lexistence d’un sous-ensemble fini F de P! tel que g ~ [1,er(g,)"" . Par ailleurs,

m

on vérifie que o0.¢, ~ ¢,., pour 0 € H. De 0.9 ~ 0. <Hp€f (gp)mP> ~ Hpef (Gop)™?
et ¢ ~ 0.g on déduit alors que ’ensemble F est stable par H et que les éléments p

d’une méme orbite de F sous l'action de H ont méme multiplicité m,,.

O

3.3 Espace vectoriel C[SLQ]S%H)

Dans ce paragraphe nous rappelons un résultat qui nous sera utile dans certains
calculs (par exemple 5.4.1 p. 44) :
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les ¢;% pour j € P/H ont méme degré n et méme caractere xo pour H

et engendrent un C-espace vectoriel de dimension 2.

Pour le voir simplement, commengons par fixer un représentant o; € H pour
chaque élément de H. Si A € C on pose g\ = [[,_, , oi-(Az +¥y) (g» ~ ¢ quand
w= j-v].[)\, 1] est générique ). Si h € H on définit y(h, A) par h.gy = x(h, X)gy. Ainsi,
A étant fixé, h — y(h, A) est un caractere de H. Mais H et son groupe des caracteres
étant finis y(h,A) ne peut prendre qu'un nombre fini de valeurs. Or, par un simple
calcul, on voit que Y(h, ) est rationnel et donc continu en A. Donc x(h, ) est
constant pour A fixé. Les w = j-v].[)\, 1] génériques (on doit éliminer quelques valeurs
de X) ont donc méme caractere yo.

De plus si [A-j[)\ : 1] est non générique, par exemple dans le cas non cyclique si

H.[X\ 1] =v,0n a g\ = ¢, qui a méme caractere xo que les g, génériques.

En réalité les g;% pour j € P'/H forment un espace vectoriel de dimension

2, espace propre CI:SLQ]%?XT)H). Ce fait, signalé par Timashev dans [ Tim] se dé-

montre facilement a partir du théoreme de Liiroth. En effet C G C (SLQ/B)H C
C(SLy/B) ~ C(P"), do C(SLy/B)" = C(t) avec t = a/b , a,b homogenes de
méme degré dans C[z,y], de méme caractere yo pour H et sans facteur commun

dans Cla,y]. On peut ensuite montrer que a et b engendrent CI:SLQ]%?XT)H)

Exemple : supposons que H soit le sous-groupe binaire tétraédral de S'Ly engendré

, 1 2 , (€T 0
reun(} 2) o= (%)

Comme sous-groupe d’automorphismes de P!, H est engendré par a : z %

par

d’ordre 2 et 1 : z — €3 z dordre 3.
Icin=12, n, =n; =4 et n. =6.
v=H.[1:1], f=H.[0:1],e=H.[a: 1] avec o = 1 + /3.
w générique est de la forme H. [\ : 1] avec [\ : 1] ¢ v, f ou e. On pose = 1 —+/3.
g =(r+yx <ei2?ﬁ:1; + y> <ei4?ﬁ:1; + y> =4z (:1;3 + y3>
95 =y (=2 +y) <—2€i2§x + y) <—2ei4%x + y) =y (=82 +y°)
ge = (0 +y) <a€i2§x + y) <aei4§x + y) (B +y) <ﬁei23_ﬁx + y) <ﬁei43_ﬁx - y)
= (02" + %) (5%% + o)

12
Jow = H oi.(Ax +y)
i=1
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- 3
On vérifie que g2 = g, + g7 et g, = <%> g, +9; (Maple)

On se reportera a ’annexe A p. 131 pour le calcul des caracteres des éléments de
C(SLQ)(BXH) sous les actions de B et H et la détermination de (C[SLQ]?&],BX?H) pour
chaque type de sous-groupe H.

3.4 Valuations discretes de C(SL,/H) invariantes
par SLs

SLy est un groupe réductif et la connaissance de ses représentations linéaires
irréductibles donne une forme particulierement simple aux valuations discretes de
C(SLy) et de C(SLy/H) invariantes par SLg. Leur calcul se trouve déja dans I'ar-
ticle de Luna et Vust dans le cas H = {id} et il a été généralisé a H quelconque par
L.Moser dans sa these [ M1]. Nous reprenons ici son point de vue et ses notations.

— V est 'ensemble des valuations discretes normalisées géométriques de C(S'Ly/ H)
invariantes par SL,. Pour la normalisation, plutot que de considérer que le
groupe des ordres (valeurs) de v € V est Z on impose que le minimum de v
sur {g;’, j € P'/H} soit -1.

— V) est le sous-ensemble de V formé des valuations v telles que C312 ~ C on
C, est le corps résiduel de v et C7%2 le sous-corps de ses invariants par S Ls.
(C’est 'ensemble des valuations associées aux SL,-orbites de codimension 1
des plongements homogenes de SLy/H.

—~ V\V est en fait constitué de 'unique élément de V qui vaut -1 sur ’ensemble
{97, 7 € P/}

Proposition 1.2.4 p. 12 de [ M1] :

Soit wy € P'/H de cardinal n,, et ro € QN[—1, % —1].

Il existe une unique valuation v(wp,r) € V, invariante par S Lq, vérifiant :

{ v(wo,m0) (97) = —1sij#wo
v(wo, o) (gf,“(;()) = 71
et tout élément de V s’obtient de cette maniere.

Notation : pour j € P'/H nous poserons b(j) = % — 1.

L’application qui a (w,7,,) € (PY/H) x (QN] — 1,b(wo)]) associe v(wg,r0) € V4
est une bijection. Sir = —1 alors v (j,7) ne dépend pas de j € P'/H. Cette valuation
particuliere (notée parfois v(, —1))est 'unique élément de V \ V.

Exemple de diagramme de Luna-Vust : sur la figure suivante on associe a chaque
élément j de P'/H un segment QN[—1,b(j)] avec une extrémité commune corre-
spondant a I'unique élément de V' \ V;. On représente v(wy, ro) par un trait en rq sur
le segment associé a wy.
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représentation d’une valuation de C(G// H) invariante par G (ici H est non
cyclique).

3.5 Anneau local d’une orbite

On a vu que suivant la théorie de Luna-Vust un SLs-germe O, c’est-a-dire 1’an-
neau local d’une orbite Y d’un plongement X de SLy/H, est déterminé par ses valu-
ations essentielles invariantes par B c’est-a-dire par les ensembles V (O) et DP (0).
Les B-cartes ayant un role important dans toute la suite on décrira également le S Lo-
germe O comme le localisé d'une B-carte X définie par ses ensembles W = W(X)

et R = R(X). Le choix de la B-carte n’est en général pas unique. Un S Ly-germe O
est donc déterminé par :

— un sous-ensemble cofini R de DP = P!/H.

— un ensemble fini W de valuations invariantes par 5 L,.
(R et W déterminent une B-carte X)

— une valuation vy € Vi qui domine O.

(O est le localisé de A = C[X] en I'idéal premier M = C[X] N'm., ).

Suivant Timashev [ Tim], on distingue deux types de B-cartes et deux types de
S Ly-germes.

Définition 3.5.1 Soit X une B-carte :

1. X est dit de type I quand C[X]® # C.
2. X est dit de type Il quand C[)&]B =C.

Timashev définit un G-germe de type I comme étant le localisé d’au moins une
B-carte de type I et un G-germe de type Il comme n’étant le localisé que de B-cartes
de type II [ Tim, p 380]. Dans le cas d’un S Ly-germe cette définition se réduit a la
suivante (preuve a 'annexe B).

Définition 3.5.2 Soit O un SLy-germe.
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1. O est de type I quand diim(OP) =1 (dimension de Krull).
2. O est de type Il quand OF = C.

A Tannexe B on précise la forme de (C[}O(]B et OF pour le type 1. On démontre
en particulier que OF = C[t](y.

Pour un S'Ls-germe de type Il localisé d’'une B-carte }O(, on vérifie [ Tim] que les
valuations essentielles B-invariantes de (C[X] sont exactement les valuations essen-
tielles B-invariantes de O, il n’y a donc qu’un choix possible de W et R et qu’une
seule B-carte X qui se localise en O. Si Y C X est une réalisation géométrique de
O c’est-a-dire s1 O = OX,? avec X un plongement de SLy/H et Y une SLy-orbite

de X on en déduit qu’il n’existe qu'une seule B-carte Xc X qui intersecte Y.

Par contre pour un SLy-germe O de type I, les seules contraintes sur W et R
définissant une B-carte qui se localise en O sont que

— W soit fini dans V et R cofini dans DP
— X soit de type I
- V(O)CW et DB(O) CR.

Ces choix sont soumis a certaines conditions qui déterminent finalement 6 types
de SLy-germes ([ LV], [ M1]) dont nous allons rappeler les définitions dans les sec-
tions suivantes.

Dans les descriptions des S Ls-germes nous avons choisi W = V(O) (la B-carte
est dite adaptée au SLy-germe O dans la terminologie de [ LV]) et pour R un
élément maximal (pour I'inclusion) parmi tous les R possibles. On verra par la suite
que des choix différents de W et R, c’est-a-dire d’'une B-carte X se localisant en O,
permettent parfois de simplifier ’étude de la régularité de O.

Enfin nous indiquons I’ensemble F(O) (la facette de O) des éléments vy de V4
qui dominent O. Ces éléments seront utiles dans la recherche des modeles minimaux
a la section 6 p. 69.

Rappel : b(j) = % — 1 pour j € P'/H.

3.5.1 SL,-germes de type C (type I)
Notation : O = C (3,r).

O est 'anneau local d’une orbite de codimension 1 (dim (O) = 1).

On choisit un élément j de P'/H et un nombre rationnel r dans | — 1,b(J)]
définissant une valuation w = v(j,r) de C(SLs/H).

R =(PYYH)\ {j,7°} (5% est un élément de P'/H différent de j) et W = {w}.

Valuations dominant O : F (O) = {w}.

Valuations essentielles B—invariantes de O : V (O) = W et DP (0) = .
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3.5.2 SLy-germes de type AB (type I)
Notation : O = AB(j,r1,r2).

O est I'anneau local d’une orbite de codimension 2.

On choisit un élément j de P'/H puis deux nombres rationnels r; < ry dans
[—1,b(yj)] définissant chacun une valuation w; = v(j,r;) (1 =1,2) de C(SLy/H).

R = (P'Y/H)\{j,77} (5" est un élément de P/ H différent de j) et W = {w;, w2 }.

Valuations dominant O : F (O) = {vg = v (j,r0) / ro €]r1,72[NQ}.

Valuations essentielles B-invariantes de O : V (O) = W et DP (0) = @.

3.5.3 SLy-germes de type B, (type I)

Notation : O = By (J,7).

O est I'anneau local d’une orbite de codimension 2.

On choisit un élément j de P'/H puis un nombre rationnel r dans [—1,b(j)]
définissant une valuation w = v(j,r) de C(SLy/H).

R = (PY/H)\ {j*} (* est un élément quelconque de P!/ H différent de j) et
W = {w}

Valuations dominant O : F (O) = {vg = v (j,r0) / o €], b(7)[NQ}.

V(O)=W et DB (0) = {j}.

3.5.4 SL,-germes de type Ay (type II)

Notation : O = Ay(wi, ... ,WN; TF1y.e , N).

O est I'anneau local d’une orbite de codimension 2.

On choisit N éléments w; de P'/H puis N nombres rationnels r; €] — 1,b(J)]
vérifiant la condition dite de type Ay

Yoo
;1+n>1

Ces données définissent des valuations w; = v (w;, ;).
R=(P/H)\{wi,... ,on}et W={w,;,, i=1...N}.

Valuations dominant O : vy = v (wp, o) avec

— wp un élément quelconque de P!/ H

— 19 €] — 1,b(wo)[NQ si wg € R ou rg €] — 1,[NQ si wy = w; pour un
te{l,..., N}

V(O)=W et DB (0) = R.
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3.5.5 SL,-germes de type B_(type II)
Notation : O = B_ (j,r).

O est I'anneau local d’une orbite de codimension 2.

On choisit un élément j de P!'/H puis un nombre rationnel r dans ]0,b(j)|
definissant une valuation w = v(j,r) de C(SLs/H).

R = (BY/H)\ {j} et W = f}.

Valuations dominant O : F (O) = {vg = v (J,10) avec rq €]r,b(j)[NQ}.

V(O)=Wet DP(O)=R

3.5.6 SLs-germes de type Bj (type II)
Notation : O = By (7,7) .

O est I'anneau local d’un point fixe.

On choisit un élément j de P!'/H puis un nombre rationnel r dans ]0,b(j)|
definissant une valuation w = v(j,r) de C(SLs/H).

R =P'H et W={w}.

Valuations dominant O : F (O) = {vg = v (J,10) avec rq €]r,b(j)[NQ}.

V(O)=W et DP(O)=TR.



Chapitre 4

Conditions de régularité des
anneaux locaux

On sait que les orbites de dimension 2 sont toujours régulieres car les plongements
considérés sont normaux et donc lisses en codimension 1. Par ailleurs les points fixes
sont toujours singuliers : d’apres un lemme de D.Luna [ L, p. 96], qui est un cas
particulier simple de son théoreme du slice étale, on se ramene au cas d’une action
linéaire de SLs sur 'espace tangent au point fixe. Du point de vue de la régularité
il ne reste finalement qu’a étudier les orbites de dimension 1.

Nous donnons les résultats pour chaque type de SLs-germe associé a une orbite
de dimension 1 (type AB, Ay, By, B_) ainsi que les diagrammes associés qui seront
utiles pour la recherche des modeles minimaux.

4.1 SLo-germes conjugués

Soit ¢ € SLy et H un sous-groupe fini de SL,. Le morphisme 2 — o.z de P!
dans P! passe au quotient en un morphisme de P'/H dans P'/(c Ho™') noté encore
w > o.w. Soit maintenant un S Ly-germe O d’un plongement de SLy/H déterminé
par : son type, des élémentswy, ... ,wy de P'/H et des rationnels r;. On vérifie que le
S Ly-germe 0.0, ou o agit sur C(S L) par translation a droite (exceptionnellement)
est un S Ly-germe d’un plongement de S Ly/(c Ho™!), de méme type que O, défini par
les éléments o.wy, ... ,o.wy de P*/(c Ho™') et les mémes rationnels r;. Si le premier
S Ly-germe correspond a I’anneau local d’une orbite d’un plongement (X €) le second
S Ly-germe est 'anneau local de la méme orbite pour le plongement (X, 0.¢). Un cas
intéressant est le cas ou o appartient a Ngr, (H), le normalisateur de H dans S L.
Nous dirons alors que O et 0.0 sont conjugués.

Pour simplifier la liste des S Ly-germes réguliers nous ne donnerons les S1L-
germes (et leurs diagrammes) qu’a conjugaison pres.

29
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Supposons par exemple que H soit le sous-groupe binaire diédral d’ordre 4 de
S L, engendré par a, = (g ;1) et ag = (? 6) oil 11 est une racine primitive 2k°7¢
de 1. On pose ¢ = p*. Les éléments non génériques de P'/H sont v = {0,00},
f={le....e5% et e = {ups,...,ue"1}. On a ajHa, = H, ayv = v,
au,.f = e, a,e = f. Les SLy-germes An(v, f,e; r1,r2,1r3) et An(v,e, f; ri,r2,73)
sont conjugués.

4.2 SLo-germes réguliers de type Ay

4.2.1 H binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral

Les preuves des propositions 1,2 et 3 se trouvent a la section 5.6. La formulation
de la proposition suivante, en particulier la condition 3, arrive naturellement dans
la preuve et permet de traiter uniformément les différents types de sous-groupes H.

Proposition 1 Soit H un sous-groupe fini non cyclique de SLy et O un SLy-germe
de type Ax déterminé par DP (O) = (PY/H) \ {w1,... ,wn} et V(O) = {v (w;, 1),

i=1,...,N}. Alors O est un anneau local régulier si et seulement si
1. N<3et{wy,...,wn} CHo, f e}
2. les r; sont mazimaux (r; = b(w;) = n2‘ -1)

3. {0 T eI\ e = 12,30, 2} ou .

Interprétation de la proposition pour chaque type de sous-groupe H :
La troisieme condition doit étre interprétée avec le tableau 3.1 :

H ¢, €f Ce
diédral k 2 2
tétraédral 3 3 2
octaédral 4 3 2
icosaédral 5 3 2

Les résultats sont donnés a conjugaison pres. Par exemple dans le cas binaire
diédral le S Ly-germe Ay(v, f; 0,2 —1) est conjugué au SLy-germe Ay(v,e; 0,2 —1).

La liste des S Ly-germes réguliers est alors la suivante :

~ type Az avec {wy,wy, w3}t = {v, f,e}.

~ type Ay avec {wy,wy} = {v, [}

~ type A; avec :

— H non binaire diédral et w; = v.
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— H binaire diédral d’ordre 12 (k = 3), wy = f.

Diagrammes : introduits dans [ LV] dans le cadre des plongements homogenes
de SL;y(C) ils ont été adaptés ensuite par L.Moser [ M1] au cas des plongements
homogenes de S Ly (C) /H.

A chaque élément j de P!/ H on associe un segment [—1,b(7)]. Sur ce segment
on noircit 'intervalle des rationnels r €] —1,b(j)] tels que v (j,r) € F(O) . Pour les
orbites de type AB, C et Ay la facette F (O) détermine O. Pour les orbites de type
By, B_ et By on rajoute le signe +,—,0 et cela suffit avec F (O) pour déterminer
le SLy-germe O. Ces diagrammes seront utiles pour la détermination des modeles
minimaux.

On donne ci-dessous les diagrammes de tous les S Ly-germes réguliers déterminés
par la proposition 1.

Type As.
v
5 f
i ‘o 24
© 2k
w génériques ' wgénériques’”
2 _
fy= " 1
H binaire tétraédral, octaédral ou icosaédral d'ordre 2n H binaire diédral d'ordre 4k

2
[ ka -1

wgénériques’”

H binaire tétraédral, octaédral e
ou icosaédral d'ordre 2n H binaire diédral d'ordre 4k

Type A,
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1
P f r==-1l=-—
rv\fﬁ -1 rw= %_jz - 3
wgénériques, wgénériques, 2 ¢ 1
24 =£-1--1
& Ne 3 3
H binaire tétraédral, octaédral »
ou icosaédral d'ordre 2n H diédral d'ordre 4*3

4.2.2 H cyclique d’ordre impair

Proposition 2 Soit H un sous-groupe fini cyclique d’ordre k impair (> 1) de S Ly
et O un SLy-germe de type Ax déterminé par DP (O) = (PY/H) \ {w1,... ,wn} et

V(O) = {v(wi,ri), 1t =1,... ,N}. Alors O est régulier si et seulement si on est
dans l'un des cas suivants :

— O est de type Ay avec wy = 0 et ry égaldﬁpournEN* (oun > 2 si
E=1)

— O est de type Ay avec {wy,wy} = {0,000} et :

— soit vy est mazximal et o, = nnﬁ pourn € Z et n > %

1-k
14k

— S0ttt rg = T =

n supérieur ou égal a l%k

H cyclique d'ordre k impair S={0} ou { o0} H cyclique d'ordre k impair S={0,00}
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2 _
rO:T 1-1

H cyclique d'ordre k impair S={0,00}

4.2.3 H cyclique d’ordre pair

Proposition 3 Soit H un sous-groupe fini cyclique d’ordre k pair (> 2) de Sl
et O un SLy-germe de type Ax déterminé par DB (O) = (PY/H) \ {wi,... ,wn} et
V(O) = A{v(wi,ri), 1 =1,... ,N} Alors O est régulier si et seulement si on est
dans l'un des cas suivants :

— k=4 (H est aussi binaire diédral), O est de type Ag, {w1,ws} = {w1,0} avec
wy génériques et les r; sont marimaut.

— k est quelconque (y compris §) et

— O est de type Ay avec w; =0 et ro = _1__|_1nk pour un entiern > 1 si k > 2
etn>2si k=2,
— ou O est de type Ay avec {wy,wr} = {0,00}, roo mazimal et rg = 2

n+k
pournEZethl—%

— ou O est de type Az avee {0,00} C {wy,wq, w3} et les r; mazimauz.

H cyclique d'ordre 4 H cyclique d'ordre k pair  S={0} ou {0}
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n supérieur ou égal a 1 - %

H cyclique d'ordre k pair S={O,oo,oo1}

H cycfique d'ordre k pair  S={0, 0}

4.3 SLo-germes réguliers de type AB

Soit H un sous-groupe fini de SLy et O un SLy-germe de type AB réalisé
géométriquement par un plongement X de SL,/H ne contenant qu’une seule or-
bite ¥ de dimension 1 (d’anneau local O) et deux de dimension 2. On suppose que
O est définie par j € P!/ H et des rationnels r; < ry de [—1,0(7)].

Considérons un plongement homogene X’ de S'Ls, stable sous I'action (a droite)
de H, tel que X soit le quotient de X' par H. ’image inverse de Y est une réunion
d’orbites Y de type AB.

Il se trouve qu’il est plus simple de présenter la condition de régularité de O a
partir des éléments qui définissent (', anneau local d’une orbite Y’ définie ci-dessus.

Pour la description de O’ il suffit de remplacer 7 par 'un des n; éléments 5’ de
Iimage inverse de j dans la projection P! — P'/H et de remplacer les rationnels

r1,r2 par les rationnels 77, r, définis par

_1—|—r§

1

—1

ri

Supposons en effet que 7 = {j7,... ,jflj} € P'/H et que v = v(j;,7’) soit une
valuation S Lg-invariante de C(SLy). On a v(g?) = cjv(gy X ... X gjr ) = ¢;(r' —
J
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(nj — 1)) et v(gi) = cov(guf - gu,) = —con pour w = {wj,...,w,} générique
différent de j. En renormalisant pour que v(g%) = —1 on a U(g?) _ 1:_7»' 1
J

Donc la restriction a C(SLy/H) de v(j’,r") est la valuation que nous avons notée
1l
v(7, - ).
Enfin, une facon agréable de présenter les cas ou O est régulier consiste a intro-
duire la notion de fraction c-irréductible :
Définition 4.3.1 Soit ¢ € N* et r € Q. Une fraction p/q représentant r est dite
c-irréductible si g > 1, p = q (mod ¢) et siq (oup) est minimum pour ces propriétés.

Définition 4.3.2 Deux fractions c-irréductibles % et 5—; sont c-adjacentes quand

= C.

P2 N
92 q1

Deux rationnels r1 et ry sont dits c-adjacents quand leurs représentants c-irréductibles
sont c-adjacents.

Avec les définitions précédentes on peut énoncer :
Proposition 4 Soit H un sous-groupe fini de SLy et O un SLy-germe de type AB
défini par j € PY/H et des rationnels 1y < ry de [—1,b(j)]. Soit r! les rationnels
asSoCi€s aux r; par r; = 1:—7,: —1 (i =1,2). Alors O est régulier si et seulement si
ry et rh sont ¢;-adjacents. ’

Preuve : section 5.2.

4.4 SLo-germes réguliers de type B,

Proposition 5 Un SLy-germe By (j,r) de type By est régulier si et seulement si
on se trouve dans l'un des cas suivants :

— H est quelconque, j est générique (donc quelconque si H est cyclique d’ordre
1ou?2)etr=—1.
1

— H est cyclique d’ordre k impair, j est générique et r = + — 1.

Preuve : section 5.3.

4.5 SLo-germes réguliers de type B_

Proposition 6 Un SLy-germe B_(j,r) de type B_ est régulier si et seulement si H
est cyclique d’ordre k, j est non générique (sauf stk =1 ou 2 ot j est quelconque)
_ 1 *
et r =7 avecn € N
Preuve : section 5.6.
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Chapitre 5

Preuves des conditions de
régularité

Cette partie est la plus technique car méme si les calculs sont simples il y a de
nombreux cas a discuter.

Il y a deux types de preuve pour les conditions de régularité selon que le SLy-
germe est de type I (AB ou B;) ou de type Il (Ay ou B_).

Pour les orbites de type I le corollaire 5.1.2, de nature locale, suffit a prouver les
conditions de régularité.

Pour les orbites de type II la méthode que nous avons retenue consiste a montrer
que si O est régulier alors O est le localisé d'une B-carte X telle que X/U est torique
(lemme 5.6.1). On utilisera pour cela une présentation des B-cartes par Timashev
(§ 5.4) qui permet de voir plus simplement les cas ou X/U est torique (lemme 5.5.1).
La preuve de la condition de régularité des S L,-germes de type II devient alors une
gestion cas par cas et assez technique des conséquences du lemme 5.6.1.

En plus de la question de la régularité des orbites, de nature locale, on montre
dans ce chapitre un résultat plus précis sur la géométrie d’un plongement de SLo/H :

— Tout SLs-germe de type I, régulier ou non, est toujours le localisé d’une B-

carte X telle que X/U soit une variété affine torique (corollaire 5.7.2).

— Tout point d’une orbite de type I réguliere ou non, d’un plongement X, ap-
partient a un ouvert isomorphe & C x S ou Cx (5\ /) ou S est une surface
affine torique et [ est isomorphe & C* (corollaire 5.7.2).

— Tout point d’une orbite réguliere de type Il appartient a un ouvert isomorphe

a C* (corollaire 5.6.2).

Le premier point donne par ailleurs une autre démonstration possible des condi-
tions de régularité des S Ls-germes de type I (§ 5.8).

37
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5.1 Reéduction aux U-invariants

Le résultat suivant est une conséquence directe du lemme 2 (2) de [ Tim2], qui
est lui-méme une conséquence d’un résultat de Knop | Kn, Prop. 1.2( 3)]. Le premier
résultat de ce type est celui de D.Luna dans [ BLV] qui décrit la structure locale de
I’action d’un groupe réductif au voisinage d’une orbite complete.

Lemme 5.1.1

Soit X une B-carte quelconque d’un plongement homogene X de SLy/H dont lan-
neau des fonctions régulicres est défini par un couple (W, R) C V x DP tel que
R # DB. alors il existe une surface affine S de X stable par T telle que laction de

B sur X induise un isomorphisme
X=UxS

Remarques : C[X]” est de type fini et § = spec((C[}o(]U), Cest-a-dire § =X//U. Le
lemme implique donc que le quotient algébrique X //U est un quotient géométrique :
X//U =X/U.

Preuve : D’apres le lemme 2 (2) de [ Tim2] il suffit de vérifier que le sous-groupe
parabolique P = Ngp, (X ) ={9€ S/ g X= X} est égal a B. Si ce n’était pas
le cas on aurait P = SLy. Soit alors D un élément de DP \ R, c’est-a-dire un
diviseur B-stable non S Ls-stable n’intersectant pas }O(, et ¢ un élément de SL,. On
a alors (g.D) NX= g.(Dﬂ}o() = () et donc ¢g.D est un diviseur de X\X en particulier
un diviseur B-stable non SLs-stable c’est-a-dire un élément de DP \ R. Ainsi S,
permute les éléments de 1’ensemble fini D \ R. Comme SL; est connexe, S L, fixe
alors chaque élément de DP \ R, ce qui est contraire a la définition de DP.

O

Corollaire 5.1.2 Soit un SLy-germe O = Oxy correspondant a une orbite de
dimension 1 et X une B-carte de X qui intersecte Y. Alors Y intersecte S en un
unique point p et O est régulier si et seulement si p est lisse dans S.

En particulier si X est une B-carte telle que O est le localisé de C[ ] en [idéal
M, alors O est régulier si et seulement si Uanneau C| ]MU est régulier.

preuve : Une B-carte X intersectant une orbite Y de dimension 1 vérifie I’hypothese
R # DB du lemme. Soit maintenant ¢ : X— U x S I'isomorphisme du lemme (dont
I'inverse est donné par (u, s) — u.s) et 7 la projection de U x S sur S. Puisque Y est

stable par U on a (7 0 ¢) <Y N X> =Y NS. Par ailleurs 7 o p n’est rien d’autre que

la projection canonique X—>X/U = S. En particulier (7 o ) <Y N X> est un fermé

iréductible de dimension dim (Y) — dim (U) = 0, par conséquent Y N .5 est réduit
a un unique point p et YNX= U.p. Les points de YNX sont donc lisses dans X en
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meéme temps que le point p dans X. Mais p est lisse dans X quand ¢ (p) = (Id,p)
est lisse dans U x S c’est-a-dire quand p est lisse dans 5.

Pour obtenir la deuxieme partie du corollaire il suffit de choisir a posteriori
n’importe quel plongement homogene contenant la B-carte X donnée.

O

Le lemme 2.1.2 p. 27 de L.Moser dans [ M1] repris dans 'article [ M2] et qui n’u-
tilise que le résultat de D.Luna [ BLV] permet aussi de conclure au méme résultat :
O est régulier si et seulement si C[X]Y,; (= OV par le résultat de "annexe B) est
régulier.

5.2 Régularité des SL,-germes de type AB (preuves)

5.2.1 H cyclique d’ordre k

Soit H le sous-groupe cyclique d’ordre k de Sy engendré par a = (8 591> ou

¢ est une racine primitive k¢ de 1. On considere un SL,-germe O de la forme
AB(j,r1,m2) avec j € P1/H.

O est le localisé d’une B-carte X définie par R = (PV/H)\ {j,j*} avec j* #
Jget W = {v(g,r1),v(j,r2)}. Posons j = {]1,. ]n]} et 7* = {jl*,jgj*} avec
]/;,3\2* € P! et considérons la B-carte X d'un plongement de SLs si k est impair ou

de SLy/{£1d} sik est pair, définie par
_ 7/?\, = Pl\{;17, . './]}n]%/j\f?‘ . ./]\;;J*}

- W= {U(.jlv rll)v s 7U(.jn]7r/1)7 U(.jlv r/2)7 s 7U(.jn]7r/2)}7 les U(.jiv rll) étant les n;
valuations S Ly-invariantes de C(.S'Lz) qui prolongent la valuation v(j,71) de

C(SLofH) (ri = =% — 1),

Posons H = H si k impair et H = H/{£1d} si k est pair. Alors (C[ ] est stable
pour l'action de H (par translation a droite) et 'on vérifie que C[.X ] = C[X]. Soit
o la pI’OJeCtIOH X - X/H =X. Il est clair que ¢ est un morphisme fini de degré
card(H) = k. Posons O = Oy y avec Y CX. Deux cas se présentent selon que Y est
ou non dans le lieu de ramification de ®.

Supposons d’abord que j soit une H-orbite générique de P'. Dans ce cas YV
est dans Pouvert non ramifié de X pour ® : ®~1(Y) = UL |Y; ot Y; est un fermé
irréductible de dimension 1 de X. Il existe alors un ouvert V de X pour la topologie
forte (la C-topologie) intersectant Y et analytiquement isomorphe a un ouvert V; de
X (pour la topologie forte) qui intersecte Y;. L’orbite Y est donc réguliere en meme
temps que Y;. Les anneaux locaux des Y; étant précisément de la forme AB(j;, !, %)
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on en conclut que O est régulier si et seulement si le SLy-germe d’un plongement
de SLy (ou de SLy/{£1d}) défini par O, = AB(Jy, 7!, 7h) est régulier. Mais il est
facile de voir que ce S Ly-germe est le localisé d'une B-carte X, d'un plongement de
SLy (ou de SLy/7Zs) telle que )?1/(] soit torique (c’est la méthode de L..Moser pour
les plongements de SLy et de SLy/{£Id}), ce qui permet de trouver la condition
suivante : le S Ly-germe est régulier si et seulement si 1] et r} sont adjacents (si k est
impair) ou 2-adjacents (si k est pair). C’est exactement le résultat de la proposition

4.

Supposons maintenant j non generlque par exemple j = {0}. Choisissons j* =
{oo} dans la définition de X. Soit X le spectre de la cloture intégrale de C[X]

dans C(SL,). Comme C[X] est intégralement clos et Q( [X ]> = C(SLz/H) on
a C[X]7 = C[X] cest-d-dire X= )?/H Par ailleurs les valuations essentielles C[.X

sont exactement les prolongements a C(SLy) des valuations essentielles de C[X%
[ Bou, prop. 12]. Donc X est la B-carte définie par R = P! Pt {0,00} et W =
{U(O ), 0(0,74)} vérifie X= X/H (le choix de j* = {oo} permet en outre d’avoir
X/U torique comme on le démontre plus loin). Soit p I'image de Y dans la pI’OJeCtIOH

XX /U. Posons Xy =X /U et Xy = X/U Il est facile de voir que Xy= XU/H Par

ailleurs on sait que p est lisse dans Xy si et seulement si O = Ox v est régulier.
Nous allons montrer que Xy est une surface torique et il suffira donc d’interpréter
en fonction des éléments qui définissent O (j,r1,r2) la condition de lissité du point
fixe p de son quotient par H. Le raisonnement que 1’on utilise pour montrer que )?U
est une surface torique reviendra a plusieurs reprises et nous allons le détailler pour
cette premiere fois.

C[Xu] = C[X]Y est stable par C* ~ T C SL, (et par H par translation a
droite) et est donc engendré comme espace vectoriel par ses vecteurs propres pour
T, c’est-a-dire les éléments f de C(SLy)®P) tels que vp (f) > 0 pour tout D € R et

(07 rl) (f) , U (07 T2) (f) Z 0
D’apres le § 3.2 p. 21 un tel f est de la forme

f=amy" H (awr + boy)™
w€EJ

ot w = [a, : b,] et ot J est un sous-ensemble fini de P! ne contenant ni 0 ni oco.

La condition vp (f) > 0 pour tout D € R se traduit par «,, > 0 pour tout w € J.
En particulier f = z"y" [[,c; (awz + boy)™ se développe en z™y" ), Bixlytt =
S Byttt avec d = 3 ay, et 3; € C. Par ailleurs

0 (0,7 (aur + boy) = 0(0,74) (5) = —1 <0 (0,74) (£) =ri  (idem pour 1))

donc v (0,717) (:zjm"'iy”"'d_i) > v (0,r))(f) > 0 (idem pour 7). On en conclut que

(C[)?U] est engendré comme espace vectoriel par les éléments de la forme x™y" tels
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que v (0,r]) (z"y") > 0 et v (0,7%) (2™y") > 0 c’est-a-dire tels que mry —n > 0 et
mry —n > 0. Par conséquent )?U est une surface affine torique.

L’action de H sur (C[)?U] est donnée par .z = sz et a.y = £ 1y. Pour déterminer
)?U/H il est préférable de remplacer par exemple y par xy qui est invariant sous

l’action de H. On a alors (C[)?U] = ((zy)"z" [/ (m,n) € V) ou V est le cone de

m
7n1r

Z? défini par ‘ZL 1_1,,1 > 0. On peut alors calculer (C[XU] et retrouver le

résultat classique suivant | Ful, p. 32] : (C[XU] est la surface torique définie par le
cone V N (ZxkZ) dans le réseau Z xkZ. Enfin si rl = % est k-irréductible on voit

que (1,1 — %) ~ (qi,pi — ¢i) € ZXkZ et (q;,p; — ¢;) a pour coordonnées (qz, Bz q’)
dans la base (1,0),(0,k) de ZXxkZ. Comme (qz, B q’) est primitif on en dedult la

condition de lissité du point fixe : ‘ qulql prws q2 ‘ = 41 cest-a-dire ‘55 n ‘ =k =¢,
conformément au résultat de la pr0p081t10n "4 p- 35.

5.2.2 H quelconque

Le SLy-germe O = AB(j,r1,r2) est le localisé d'une B-carte X définie par R =
(PY/H)\ {j,7*} avec j* # j et W = {v(j,r1),v(J,m2)}. Comme dans le cas cyclique
posons j = {J1,...Jn, } €t 77 = {77, .. jxj*} avec J;, 75 € P! et considérons la B-carte

X d’un plongement de S L, définie par
CR=PN\ GG dr 00
W= {0l 00, D) 001 r8) 00y rh)} (= S = 1),

(C[)?] est stable pour I'action de H par translation a droite et I'on a C[X A]ﬁ =
(C[X] Toujours comme dans le cas Cychque appelons P 1’1mage de Y dans la pro-
Jectlon X—>X/U et posons Xy= X/U Xy = X/U On a Xu qui est stable par
H et Xy= XU/H Soit & un antécédent quelconque de p dans la projection XU —
XU/H Xu. Le sous- groupe d’isotropie H, de x pour l'action de H est le sous-
groupe d’isotropie d’un certain élément j; de j pour l'action de H sur P! (Pest un

sous-groupe cyclique dont l'ordre est le nombre que nous avons noté ¢;.

Les groupes H et H, étant finis on peut construire un ouvert V de XU pour la
C-topologie tel que V soit stable par H, et tel que Vﬂg V=0 pour tout g € H\H
On a alors un isomorphisme analytique au voisinage de p entre XU/H et V/Hx et
la lissité de p dans )?U/H:)O(U est donc équivalente a la lissité de x dans )?U/Hx
D’apres I’étude du cas H cyclique on trouve comme condition de lissité | 42 7! ‘ =¢;.
C’est la condition de la proposition 4.

O
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5.3 Régularité des SLo-germes de type B.

Le SLy-germe O = By (j,r) est le localisé d’une B-carte X telle que R = (PY/H)\
{7*} et W ={v(j,r)} ot j* est un élément quelconque de P!/ H différent de 5. On
peut appliquer la méme méthode que dans le type AB.

5.3.1 H cyclique d’ordre k

On pose j = {3\1,. 371]} et 7* = {31*, }\2 } avec 3\2,3\2* € P! et on considere la
B-carte X dun plongement de SLy sik est impair ou de SLg/{:l:[d} si k est pair,
définie parR Pl\{jl,. }etW {U(]l, ) (]n], ')} avec r = 1"’; — 1.

Si j est générique on montre comme pour le type AB que O est régulier si et
seulement si le S Ly-germe 0, = AB(]l, rh 7“2) pour un plongement de Sy (ou de
S Ly/7Z5) est régulier. A I'aide d’une B-carte X1 telle que Xl/U soit torique on vérifie
que la condition de régularité de (’)1 est ' =0 (i.e r = 0) si k est pair et ' = 0 ou
—1 (i.er = —1ou —1) si k est impair.

Si j est non générique (en particulier k> 3) par exemple si j = {0} on pose

= {oo} dans la définition de X. La B-carte X définie par R = P \ {oo} et

A = {U(O 1)} vérifie X= X/H On vérifie ensuite que si Xy=X/U et Xy = X/U
alors XU XU/H et (C[XU] {(zy)™2™ [ (m,n) € V) ou V est le cone de Z? défini
par | 73] [ 71y

XU/H spec(C [)?
le résean Z xXkZ. Sir" =
et (¢,p— q) a pour coordonnées (q, ) dans la base (1,0),(0, k) de ZxkZ. Comme

] est la surface torique définie par le cone VN (Z xkZ) dans
2—7 est k-irréductible on voit que (1,1—71") ~ (¢, p—q) € ZXkZ

(q, ) est primitif on en déduit la condition de lissité du point fixe : ‘ pZ;q (1) ‘ =qg=1
c’est-a-dire r’ € Z. Comme r' € [—1,1] on a ' = 0 ou —1, c’est-a~dire p = 0 ou —1.
Par hypothese on a k > 3 et la condition p = ¢ (mod k) n’est pas vérifiée avec ces
valeurs de p et g.

5.3.2 H quelconque

La technique utilisée pour le type AB donne comme condition de régularité
qg O
P q 1

= g =1 ou ¢; est 'ordre du sous-groupe d’isotropie d'un élément de l'orbite

J de P! sous 'action de H et v’ = f; € [—1,1] est cj-irréductible. Le résultat de la
proposition 5 p. 35 en découle aussitot.
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5.4 Présentation des B-cartes affines selon Tima-
shev

Dans la description de Luna-Vust d’une orbite d’un plongement de G/H on
cherche a déterminer un GG-germe par un nombre minimum d’informations : V (O) et
R (O) ou encore F (O) et le type de O (pour les types By, B_, By). La présentation
de Timashev au contraire laisse un role central aux B-cartes X qui se localisent en
un G-germe O donné. Les B-cartes elles mémes sont déterminées simplement par
des hypercones mais cette représentation dépend du choix de certains parametres
(notés t et e, par Timashev). Cette approche est surtout intéressante dans notre
travail pour donner un critere simple pour qu'une B-carte X vérifie que X/U soit
torique.

Timashev traite le cas ol le degré de transcendance de K = (C(X)B sur C (la
complexité de K') vaut 1. La complexité 0 correspond aux variétés sphériques.

L’objet de cette section est de rappeler, sans démonstration, les résultats de
larticle de Timashev [ Tim] en les particularisant au cas GG = S Ls.

5.4.1 Représentation des valuations B-invariantes de C(SLy/H)
dans I’hyperespace H

Définition. Posons K = C(SLy/H) avec H un sous-groupe fini de SLy. En par-
ticulier K2 ~ C(SLy/B)" ~ C(P'/H) ~ C(P') ~ C(t) est une extension tran-
scendante pure de dimension 1 de C et on est bien dans le cas de complexité 1.
Remarquons que ¢ n’est défini qu’a un automorphisme pres de P1L.

Appelons T' le groupe des caracteres de B associés aux éléments de K(B). Clest
un groupe libre de rang 1.

(B)

Choisissons un élément e, € K'%) dont le caractere associé engendre I'.

Soit maintenant une valuation discrete v quelconque de K, a valeurs dans QQ*. La
restriction de v & K(F) est déterminée d’une part par sa restriction & K'? et d’autre
part par le nombre rationnel [ = v(e,). En effet tout élément de K (P) s’écrit sous la
forme fy.e,” ot fo € KB et n € Z. Par ailleurs une valuation discrete de K2 = C(t)
est elle méme

— soit de la forme dv,, on & € QF, zg € C et v,, est la valuation qui a
f =constantex [[(t — )™= associe my,.

— soit de la forme dv.,, = —d deg, avec § € Q7.

Ainsi, pour un choix donné des parametres (t,e,), v/ m est déterminé par un

triplet (z,9,0) € P! x QF x Q avec la remarque que (z,0,1) et (2',0,() représentent
la méme valuation pour z, 2z’ quelconques dans PL.
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Définition 5.4.1 On appelle hyperespace H lensemble (P! x QT x Q)/ ~ ou ~
est la relation d’équivalence définie par (x,0,1) ~ (2/,0" ') & « = 2',6 = ', =
I' ou 6 =46 =0,1=10.0n note @, Uensemble ({z} x Qt x Q)/ ~. On a
donc H = |J,ep1 Qo La partie centrale de Uhyperespace, notée Q est l'ensemble
(P! x {0} x Q)/ ~, c’est-a-dire que Q ~ Q.

Comme un élément v de I’ensemble V des valuations S Ls-invariantes de K est en-

(B)

tierement déterminé par sa restriction a A7) on peut, apres avoir fixé les parametres

t et ey, identifier V a une partie de ’hyperespace H (partie hachurée dans les figures
p. 46). On notera V, =V N Q,.

Comme H est fni on peut vérifier que "application de restriction d’un élément
vp € DB (D un diviseur premier de SL,/H stable par B) a K®) est injective. En
effet, soit wy 1'élément de P1/H associé a D € DP (§ 3.2). Avec les notations du §
3.2 p.21, la valuation vp associe a tout élément Hwepl/H g%« de KB) Tentier relatif

Cw

© ) = 0 si w # wy. La restriction de

0, En particulier vp <ggﬁ°> = ¢y, > 0 et vp (g
vp & KB détermine donc wy, ¢’est-a-dire D.

On peut donc considérer que DP s’injecte dans H pour un choix donné des
parametres t et e,,.

Au vu de ce qui précede il est naturel de définir ’action d’un élément quelconque
v = (2,68,1) de 'hyperespace sur un élément f = fo.e,” de KB (fy € KPB) par
(v, f) = §v.(fo)+nl. L’application { , f) est linéaire sur chaque Q, et si D € YUDP
alors (D, f) = vp (f).

Changements de coordonnées en fonction des parametres (¢,¢e,). Les co-
ordonnées (z,d,1) d'un élément de V ou de DP dans I’hyperespace dépendent des
parametres (¢, ¢,) tels que KB = C(t) et e, engendre T'. 1l est utile de connaitre
précisément cette dépendance.

Si t est remplacé par t' = ¢(¢) ol ¢ est un automorphisme de P* alors (z, §,1) est
remplacé par (¢(x),6,1). Si maintenant e, est remplacé par e, alors e,/ /e, € KB
et en posant div(e,/e,) = D cp1 nex avec Y n, = 0 (sommes finies) on vérifie que
(x,6,1) est remplacé par (x,d,{+ n,0).

Par ailleurs, a chaque choix de t = a/b avec (a, b) engendrant C[SLQ]%?XT)H) (déf-
inition au § 3.3 p. 22) correspond un isomorphisme de P'/H sur P! que nous allons
définir.

Rappelons qu’au § 3.2 on a associé a tout w = {[ay :b1],... [an, 1 bu ]} =
H. lag : 0] de P!/ H un élément g, = [, (a;x+biy) (défini & coefficient multiplicatif
pres). Si (a,b) est une base de 'espace vectoriel (C[SLQ]?(%]%H) on peut alors définir
un isomorphisme de P'/H sur P! en associant a tout élément j de P'/H I"élément

x; = [a; : b;] de P! tel que ab; — ba; ~ g? (~: C-proportionalité).
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Posons ¢t = a/b : pour j € P'/H tel que g? # bon a x; # oo dans P! et
1 —x; Ng;J/bet pourjtelqueg? =bon a x; = oo.

Ona KB =C(t).Sit=a/b=d' /b on (d,V') est une autre base de (C[SLQ]?(%]%H)
on a (a,b) ~ (a’, V') et on définit donc avec (a’,b') le méme isomorphisme entre P'/ H
et P! qu’avec (a,b). Autrement dit cet isomorphisme dépend seulement de ¢ et non
du choix de (a,b).

Pour les S Ly-germes de type [ nous allons jouer sur ces possibilités de changement
de coordonnées pour faire apparaitre des B-cartes affines X telles que X/U soit
torique.

5.4.2 Représentation de V et de D? dans I’hyperespace

Pour chaque type de groupe H on fait un choix des parametres ¢ et e, et on
représente les images de V et de DP dans I’hyperespace H.

Remarque : les choix de e, sont différents de ceux faits dans [ Tim], en parti-
culier tous les cas non cycliques sont regroupés pour simplifier les démonstrations
ultérieures.

Cas ou H est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral. Pour
t = % tel que K% = C(¢) on choisit une base (a,b) de CI:SLQ]%?XT)H) telle que «

et b soient génériques, c’est-a-dire a,b # gge,gf”,g;f ou encore x,,Tf, . # 0o. Par
ailleurs en s’aidant de la détermination des éléments de KF) (annexe A) on peut
vérifier que e, = g,grg-" est un élément de KP) dont le caractere pour B est un
générateur de I'.

Détermination de V, pour z € P! :
— & = x,. Soit vo = v(v,r) € V avec r € [-1,2 — 1] N Q (notations de 3.4 p.

24). On a 6 = vo(t — x,) = vo(%) = %r + % et | = vg(en) = volgugrgrt) =
r_ 14 i Le cone V, est engendré dans Q,, ~ Qt x Q par (4,{) quand r

dvécrit f[—l, % — 1] et on vérifie que V, est défini par [ < 0.
— & =y : VY, est défini par [ < 0 (méme méthode)
— x =x.: VY, est défini par § + [ < 0.
— v ePreta# x,,2p, 2.V, est défini par § +1 <0

Détermination de (D?), pour z € P! :

on calcule v; /g5 et v; (e,) pour 7 € {v, f,e} et j € P/H générique. Par exemple
pour j € {v, fielonaax=ux; 0 =v;t—x;)=v, (%) =¢jetonal=uve)=1
sij=uv,fetl=uvile,)=—1sij=ce Pour x # x,,2s, 2. dans P! on trouve de
méme § =1 et [ = 0.

Dans les figures ci-dessous on a hachuré le cone de Q,. qui correspond a V, et on
a indiqué par des cercles les éléments de DP .
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(o]
(o]

<

O?I

~d----0
G

X# X XX,

V et DB pour H binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral

cas ou H est cyclique d’ordre k. Pour ¢t = 7 tel que KB = C(t) on choisit

encore une base (a,b) de (C[SLQ]?(%]%H) telle que a et b soient génériques.
Si k est pair alors, d’apres 'annexe A, €, = gogee est un élément de KB dont

le caractere pour B est un générateur de I' (e, est de degré minimum 2).
1=k 14k
Si k est impair on peut prendre e, = ¢,° goc (annexe A).

X#Xq, Xg

V et DB pour H cyclique d’ordre k pair

1
Lk ik
2 2
XO Xoo

V et DP pour H cyclique d’ordre k impair

5.4.3 Hypercone C(X) associé & une B-carte X

Supposons choisi un couple de parametres (¢,¢,). On peut considérer alors que
les valuations (discretes, géométriques) B-invariantes de C(SLy/H) appartiennent
a I’hyperespace H.



5.4. PRESENTATION DES B-CARTES AFFINES SELON TIMASHEV 47

Définition 5.4.2 Si F est un sous-ensemble de K'B) et G un sous-ensemble de
Honnote Ft ={veH [ {(v,/)>0, ¥V feFtegGt=1{fec KB/ (vf >
0, Vveg}.

Un hypercone est un sous-ensemble de C de H tel que C, est un cone de Qt x
Q pour tout x € P A tout couple (W,R) C V x DB on associe U'hypercone
WUR)T C H.

L’intérét de cet hypercone est qu’il permet de visualiser les conditions sur W et
R pour que X soit une B-carte et de distinguer facilement les B-cartes de type I et

II.
Considérons ’application qui a toute B-carte X associe le couple ((W U R)++ , R)

de H x DB olt WUR est I’ensemble des valuations essentielles B-invariantes de (C[X]
(§ 2.2 p. 14). Cette application est injective (W, R déterminent X et on décrit plus
bas a la remarque 5.4.7 comment retrouver W a partir de (W U R)++). Nous allons
rappeler comment Timashev décrit son image.

Introduisons pour ce faire les définitions suivantes.

Définition 5.4.3 Un cone C, de la partie Q. de I'hyperespace est dit plat si tous
ses €léments (x,0,1) vérifient § = 0. Il est dit droit si il est engendré par un cone
plat et Uélément (x,1,0) de Q.

Pour une B-carte X de type I on vérifie [ Tim] qu’il existe au moins un x € P!
tel que le cone engendré par (W U R)_ soit plat. Pour une B-carte X de type 11, on
a que pour tout @ € P! le cone engendré par (W U R), n’est pas plat.

Revenons maintenant aux conditions sur le couple (W U R)++ ,R) pour qu’il
provienne d’une B-carte. La définition suivante est une adaptation de la définition

3.1 de [ Tim, p 377] pour le cas G = SLs,.

Définition 5.4.4 Soit C = |, cp1 C, une partie de Uhyperespace telle que, pour tout
x € P, C, soit un cone strictement convere de Q,. Pour chaque x € P! on définit
Uintervalle I, (éventuellement vide si C, est plat) par C,N{d =1} = {a} x [, x{1}.
Les rationnels a, et b, sont alors définis par :

= lag, b = 1, si I, est un segment.

~a, =b,=1sil, est de la forme ] — oo,l] ou [[,+00].
Exemples :
) 0 e} 5
--C__-_____ le) C
0=t - g - - G —» © SNGE Y x\ ’
/ [ l CX// [ l
={0
Iy =[8x: bx] O lz]-o,b,] I, =2
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Avec ces notations Timashev démontre que le couple (C,R) C Hx DP est égal au
couple ((W U R)++ ,R) provenant d’une B-carte affine d’un plongement homogene
de SLy/H si et seulement si (C,R) est un hypercone colorié dans le sens suivant :

Définition 5.4.5 [ Tim, p 377] Un hypercone colorié est un couple (C,R) tel que
R soit un ensemble cofini de DP et C = U,ep1 Co soit une partie de Uhyperspace
vérifiant les propriétés suivantes (notations de la définition 5.4.4) :

1. C, est un cone strictement convere dans Q, pour tout x € P1L.
2. Tous les cones C, sauf un nombre fini d’entre eur sont droits.
3. L’une des deux propriétés suivantes est vérifiée :
(a) Il existe un xo € P! tel que I,, = O (C,, est plat et Uhypercone C est dit

de type I). C, est engendré pour tout x € P! par un nombre fini d’éléments
de V et de R

(b) Tousles I, sont non vides (aucun cone n'est plat et Uhypercone est dit de

type II). Pour tout v € P*, C, est engendré par un nombre fini d’éléments
de V de R et par > ay,y, b:] x {0} (les sommes sont finies d’apres
la deuxiéme propriété). De plus [> az,» b, ]NQ C K\ {0} ou K est

Uensemble des éléments du cone C qui vérifient 6 = 0.

Les éléments de R sont appelés les couleurs de I’hypercone.

Remarque 5.4.6 On a K =] — 00,0l N Q, {0} ou [0,400[NQ. La condition (3.b)

exige en particulier que Y a, et > b, soient de méme signe.

Remarque 5.4.7 SiC = (WU R)++O avec WU R lensemble des valuations essen-
tielles B-invariantes d’'une B-carte X on a W = UerPl W, ou W, est l'ensemble
des générateurs des arétes de C, qui ne sont ni dans R ni dans > az, > b,] x {0}.

Remarque 5.4.8 Une B-carte de type I définit un hypercone (W U R)TT de type [
et une B-carte de type I définit un hypercone (W U R)T de type I1.

5.4.4 SLs-germes de type I et de type II.

Soit X la B-carte correspondant & un hypercone colorié (C, R) avecC = (W U R)++.
Choisissons une valuation v invariante par SL, telle que v/ (s soit dans l'intérieur
relatif de C et considérons le SLj-germe O qui est le localisé de (C[X] en l'idéal
premier C[X] Nm,. On a [ Tim] :

1. Si O est un SLy-germe de type I :

(a) X est nécesairement de type L

(b) Toute valuation S Ls-invariante dominant O est dans Uintérieur relatif
d’un certain coéne C,, (zo € P*) que 1’on notera C (O).
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(c¢) La facette F (O) de O est 'ensemble des éléments de V qui sont dans
I'intérieur relatif de C (O).

(d) Les valuations essentielles de O invariantes par B sont les ensembles V (O)

et DP (O) des éléments de W et de R qui sont dans C (O).

(e) On peut modifier un nombre fini de cones C, # C (O) pour sélectionner
une autre B-carte de type I se localisant en . La seule contrainte est
I’existence d’au moins un cone plat.

2. 51 O est un SLy-germe de 11 :
(a) Il n’y a qu’une seule B-carte Xo dont O est le localisé et I'on vérifie que

Xo est de type II.

(b) Toute valuation S Lg-invariante dominant O est dans I'intérieur relatif de
I’hypercone C. On notera donc C (O) = C.

(c¢) La facette F (O) de O est 'ensemble des éléments de V qui sont dans
I'intérieur relatif de C (O).

(d) Les valuations essentielles de O invariantes par B sont les ensembles

V(O)=W et DP(O)=TR.
(e) Si O est de type Ay alors K C Q7 et si O est de type B_ ou By alors

K cQr.
3 5 ‘5
X4 /

0 /

XX 1
C(0) Type | (ex : B+)
® RO)
9 4] 1
E o
/ X1 / X2 / X3
o
¢ C(0)
® R(O)

X£Xi23 Type Il (ex 1 A;)
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5.5 B-cartes X telles que X/U soit une variété
torique

Soit X une B-carte dont I'ensemble des valuations essentielles B-invariantes est
WUTR avec (W,R) CV x DP et soit C = (W UR)™ = U,epiC, son hypercone
associé dans I’hyperespace, pour un choix donné des parametres ¢,¢, (§ 5.4.2). Le

tore T ~ C* agit sur C[X]Y car T C B = Nsy,(U).
Lemme 5.5.1

)?/U est une surface torique avec une action de (C*)? prolongeant celle de T si
et seulement si on peut choisir le paramétre e, (e, € KB) avec caractére pour B
engendrant le groupe des caractéres des éléments de K ) tel que tous les cones C, de
C sotent droits sauf deux au plus.

Preuve : Supposons que X/U soit une variété torique avec une action de (C*)?
prolongeant celle de T'. On a alors (C[}O(]U =< fi"f3, (m,n) € V> ou V est un cone
de Z? et fy, f, sont deux éléments de KB). En particulier on peut écrire f; = ge?,
f2 = guel avec g; € C(t) et a,b € Z.

Quelle que soit la B-carte X (de type I ou II) on a Q(C[X]U) = C(SLy/H)Y on
Q(C[X]U) est le corps de fraction de C[X]V (annexe B).

Le fait que e, € Q(C[X]U) implique déja que les exposants a et b dans 1’écriture
de f; et f, sont premiers entre eux. Ecrivons maintenant que t € Q(C[X]U) :

- Yaiififs Y aijgigrelt
- igd i 7 aitb;
Sbififs S bigighes ™

Il existe donc n € Z tel que t3_ ;. bi;gig, = D aitbimn ;g ghet ™ £ 0. Soit
10, Jo tels que atg + bjo =n. On a :

i0+Ab _jo—Aa __ i04+Ab _jo—Aa
t§ bigtabjo—2al’” Gy = ) @igtrbjo-radr G
A A

, Do\ Gigtrbjo—ral 9197 )

B Z/\ bio-l—/\b,jo—/\a(gzl)g;a)/\

= P(d79;")

Comme ¢°g;* € C(t) on en déduit que P est une homographie. Notons R 1’ho-
mographie inverse. Si @', sont tels que a’b — b'a = 1 alors 1'égalité ¢bg;* = R(1)
donne g1 = R()¥(Q(t)e,)* et g, = R(1)"(Q(t)e,)” ou Q € C(t). Donc, quitte a
remplacer t et e, par R(t) et Q(t)e, on a CIX])Y = < (t ey (" eb ) [ (m,n) € V}
ou C[X]V =< t™e” / (m,n) € V' > olt V' est un autre céne de Z2.
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Reconstruisons I’hypercone C de (C[X] a partir de cette nouvelle présentation de

(C[}O(]U. Par définition de C = (WU R)™™ un élément v = (z,4,[) de ’hyperespace
est dans C si et seulement si (v, f) > 0 pour tout f € KB tel que (WUR, f) > 0.
Mais (C[}O(]U est un T-module, engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de
CIX]B ={fe K® / (WUR, f) >0} et par ailleurs tout élément de C[X]®) est
une combinaison linéaire d’éléments de la forme t™e! pour (m,n) € V' (avec le
méme n). Donc C est 'ensemble des éléments v = (x,d,1) de 'hyperespace tels que
(v, f) > 0 pour tout f =t"e avec (m,n) € V'.Si V' est engendré par u; = (uy, u12)
et uy = (uz1,ug2) on en déduit (§ 5.4.1) que v = (z,6,1) € P! x Q** x Q est dans
I’hypercone C si et seulement si :

z=0 et  du; + lu;p > 0 pour ¢ = 1,2
ou T =00 et  —du; + lu;s > 0 pour 2 =1,2
ou x#0,00 et luy >0pouri=1,2

Selon que les uyy et uyy sont tous deux positifs, tous deux négatifs ou de signes
contraires on voit que la condition sur (d,1) pour @ # 0,00 est [ >0, <0oul=0
donc dans tous les cas C, est un cone droit pour x # 0, co.

Réciproquement, supposons que tous les cones de C soient droits sauf éventuel-
lement deux, par exemple Cy et Co, (il suffit de choisir un ¢ adapté d’apres § 5.4.1).
Les cones Cy et C., sont engendrés respectivement par uy, uy et us, uqs € QF x Q. Les
autres cones sont droits, c’est-a-dire engendrés par (d,1) = (1,0) et (4,1) = (0,¢) ou
e=0,1ou —1.

Le T-module (C[}O(]U est engendré comme C-espace vectoriel par ses éléments
semi-invariants par T' c’est-a-dire par ses éléments de la forme g(t)e!’ ou g € C(t).
Soit f = g(t)el € (C[)O(](B) avec g(t) = [[(t — )™, m, € Z. Comme (W UR)" =
WUR)™*T =C* on a (C[)O(](B) = KB NCt dou (§ 5.4.1) en posant u; = (;,1;) €
QrxQ:

FeCX® & (¢, f)>0
my > 0 pour tout @ # 0,00 ({(x,1,0), f) >0)
en >0 ((z,0,e).f >0)
dimo+lin>0pouri=1,2 ((Cp.,[f)>0)
di(—deg,(g)) + lin > 0 pour i = 3,4 ((Cs, f) > 0)

Comme m, > 0 pour tout & # 0,00 on peut développer f sous la forme

< (D)

deg,(g)

g(t)e! = Z ait'e”  (a; € C)

i:mo

Mais puisque §; > 0 on voit, d’apres le systeme d’inégalités (I) qui conditionne

(B) que chaque terme a;t'e” est aussi dans (C[}O(](B). On en

Pappartenance & C[X]
déduit que C[X]Y est engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de la
forme t™€” ot (m,n) décrit un coéne de Z* que I'on déduit du systeme d’inégalités
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précédent. En particulier X/U est une surface torique, pour une action de ((C*)2
qui prolonge celle de T' ~ C* (définie par (A, u).(t™el’) = A" u"t™e!). Le lemme est
démontré.

O

5.6 SLo-germes de type 11

Les S Ls-germes des orbites de dimension 1 et de type Il sont les SLy-germes de
type Ay et B_.

5.6.1 SLs-germes de type Ay

Soit O un SLy-germe de type Ay et X la B-carte dont il est le localisé. Fixons
un élément ¢ tel que KZ = C(1) et un élément e, de KB dont le caractere associé
engendre I', le groupe des caracteres de B des éléments de KB, La B-carte X
définit un hypercoéne C = |J,p1 C» de I'hyperespace. On sait que tous les cones sont

droits sauf un nombre fini d’entre eux et le fait que X soit de type II se traduit par
’absence de cone plat. Chaque cone C, est alors engendré dans QF x Q par (0, —1)
et (1,1;) ou I, € Q et les [, sont nuls sauf un nombre fini : [,,, .. Ay, Rappelons
que les [, doivent aussi vérifier > [, < 0. A priori N # N’ comme on le remarque

dans I'exemple suivant (¢ et e, sont choisis comme en 5.4.2).

Dans cet exemple H est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral.

Réduction a la condition de lissité d’une surface affine torique. Les con-
ditions de régularité de O découleront de :

Lemme 5.6.1
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le SLy-germe O de type Ay est régulier si et seulement si tous les [, sont entiers
sauf éventuellement deux, l,, = —p/q et l., = —p'/q" (irréductibles) et si la relation
suivante est vérifie :

pd' +p'q+ Leg' =1

en posant L = — Zx#xl 2y L

Corollaire 5.6.2 tout point d’une orbite réquliere de type Ay d’un plongement X
appartient a un ouvert isomorphe a C*.

Preuve du corollaire : Soit Y une orbite réguliere de type Ay d’un plongement
lisse, X la B-carte qui 'intersecte et z¢ un point de Y NX. On sait par le lemme 5.1.1
que X2 U/ x § avec S = spec((C[)o(]U). Le fait que tous les [, soient entiers sauf deux
impliquent (lemme 5.5.1) que S est une surface affine torique. Comme S est lisse et
possede un point fixe on a S = C2.

O

Preuve du lemme : Posons O = Ox y avec YV’ CX et notons p 'image de Y dans
la projection X—>X/U :

p est I'unique point fixe de X/U sous 'action de T' ~ C* et on sait (§ 5.1) que
O est régulier si et seulement si p est lisse dans X/U . Nous appelerons degré d'un
élément f de K son caractere associé pour I'action de T', ¢’est-a-dire 'entier n € Z
tel que f s’écrive g(t)e” avec g € C(t). 1l est facile de voir que pour un S Ls-germe
de type Ay les éléments de f = g(t)e” de (C[)O(](B) sont de degré négatif : la valuation
v de coordonnées (z,0,—1) (pour z € P! quelconque) dans I'hyperespace est dans
WUR)TT et (v, f) > 0 s’écrit —n > 0.

[’idéal maximal M du point p est engendré par les éléments homogenes de degré
strictement négatif.

Supposons p lisse dans X/U . L’idéal M est donc engendré par deux éléments
fi et fy et Ton peut choisir fi, f, dans KB c’est-a-dire f; = gi(t)e?, fo = ga(t)e
avec g1,g92 € C(t) et a,b € Z~.

Montrons que C[X]V = C[f1, fa.

Soit f un élément de M homogene de degré n (n < 0). Pour tout m € N
on peut écrire f sous la forme f = P, (f1, f2) + fm ou P, est un polynéme de
deux variables de degré total m et f,, est un élément homogene de M™ ¥, Mais les
éléments homogenes non nuls de M"™*!sont de degré inférieur & —(m + 1) donc si
m > —n on peut choisir f,, = 0. Conclusion : f € C[f1, f2].

En particulier X/U est une surface torique (isomorphe a C?), pour une action
de ((C*)2 qui prolonge celle de T'. Par application du lemme 5.5.1 on en déduit
que, quitte a remplacer le parametre initial e, par R(t)e, avec R € C(t), tous les
cones sont droits sauf éventuellement deux, c’est-a-dire que tous les [, sont nuls sauf
éventuellement deux. Or le changement de parametre e, a eu pour effet de remplacer
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chaque [, initial par [, + o, ou l'on a posé R(t) = [[(t — 2)** (a € Z). Donc les
[, sont entiers sauf éventuellement deux.

Réciproquement quand tous les [, sont entiers sauf éventuellement deux ([, et
[,) on se ramene au cas ou ils sont tous nuls sauf éventuellement deux en remplacant
e, par R(t)e, avec div(R) = Em&mm —!l,.z. Tous les cones C, de C sont alors droits

sauf au plus deux et d’apres le lemme 5.5.1 on sait que X/U est une surface torique.
Le lemme 5.5.1 précise le cone V' de Z? tel que C[X]Y =< t™¢e” (m,n) € V' > et il
est ensuite facile de voir que la condition de lissité de X/U , exprimée en fonction

des [, de départ, est celle du lemme.

O

Définition 5.6.3 Supposons que O = An(j1,... ,JN; T1,... 7N ). On note S Uensem-
ble des j; non génériques qui interviennent dans la définition de O (S C {0,00} ou
{v, f,e} selon que H est cyclique ou non) et P l'ensemble des j; génériques. Le

cardinal de S (ou de P) est noté |S| (ou |P|).

Pour la preuve des propositions 1, 2 et 3 p. 30 on distinguera trois types de
groupe H : H non cyclique, H cyclique d’ordre pair et H cyclique d’ordre impair.
Pour un groupe H donné le parametre important est le cardinal de S.

Preuve de la condition de régularité pour H binaire diédral, tétraédral,
octaédral ou icosaédral. Pour H binaire diédral d’ordre 4k on suppose toujours
k> 2,le cas k = 1 étant traité comme cyclique. Le tableau

H ¢ ¢
diédral k 2 2
tétraédral 3 3 2
2
2

octaédral 4 3
icosaédral 5 3

montre alors que ¢; > 2 pour tout j dans P'/H. En particulier 1/¢; ¢ Z.
Supposons S = ().

On al,; =1/¢; ¢ Z pour j € {v, f,e} et donc, par application du lemme 5.6.1,
le S Ly-germe n’est pas régulier.

Supposons card (5) = 1.

Posons S = {s} et {s,s',s"} = {v, f,e}. Pour ne pas étre obligé de distinguer
différents cas selon s € {v, f,e} il est préférable de remplacer le parametre e,
choisi au § 5.4.2 p. 45 par (t —x.)(t — 24) " e, o d est un élément générique
quelconque de P'/H qui n’est pas dans P. Aprés ce changement de parametre
le point (x.,d,l) = (x.,¢c,—1) devient (x.,¢.,—1+¢) = (z.,¢,1) et le point
(x4,6,1) = (24,1,0) devient (x.,1,—1) (§ 5.4.1 p. 44). La représentation de V et
DP dans I’hyperespace est alors



5.6. SLy-GERMES DE TYPE 11 35

1 1

X, X
%C’J 1 M 1
} i L ' l
2 4
Xq

X# X, X, Xg X

Xq

d

En reprenant les notations du lemme 5.6.1 on pose l,, = —p/q = —1/cy et
lz,, = —p'/¢ = —1/¢. Les autres [, sont nécessairement entiers pour que O soit
régulier. On a donc L = —(E]ESUP lo, + 12y) = —(E]ESUP lz, = 1) avec [, < 0 et
l;, < —1. En particulier L > |P| 4 1.

La condition de régularité du lemme 5.6.1 est alors —cy — ¢gn + Legcg = 1

que 'on écrit

ES,(ES// — 2) + ES,,(ES/ — 2) + 2(L — 1)&2/&2// =2
Comme ¢y, ¢ > 2 et L > 1 cette égalité implique L = 1 (d’ou |P| = 0) et
{¢s,cn} = {2,3}. Il s’agit donc d’'un S Ly-germe de type A; et la condition {¢y, ¢sn } =
{2,3} est bien celle de la proposition 1 p. 30.

Supposons card (5) = 2.
On pose S ={s,s"} et {v, f,e} = {s,s,s"}. Puisque [, = 1/¢; ¢ Z il est néces-
saire, d’apres le lemme 5.6.1 que tous les autres [, soient entiers sauf éventuellement

un : [, pour un certain igp € SUP. Effectuons un nouveau changement du parametre
e, de I’hyperespace pour modifier les cones V, pour x = x; et 7 € P : ¢, est remplacé
par (1 — x4)" 17! [I;ep(t — xj)ew. La représentation de V et DB dans I’hyperespace
devient (voir § 5.4.1) :

} + L t L
1 P2 [P 1
Xq X#X, X, X, X, X (]€P)




56 CHAPITRE 5. PREUVES DES CONDITIONS DE REGULARITE

Posons ll’io = _p/q et L = _(ZjESUP ll’g + ll’d) = _(Z]eSUP z; |P| - 1)
|P| 4 1. La condition du lemme 5.6.1 est alors pcs; — g+ Lgcs = 1 ou

(p+ Lg)ca = q+1
Comme L > 1, ¢, > 2, p >0, ¢ > 1 cette égalité ne peut étre vérifiée que si

L =1 (donc |[P| =0),¢ =2,p=0et g=1. Clest le résultat de la proposition 1
pour le type As.

Supposons enfin S = {v, f,e}.

Pour la régularité du SLy-germe O il est nécessaire que tous les [, soient entiers
saul éventuellement l% et lggi1 pour deux éléments ig,2; de S U P. On choisit le
parametre e, comme dans le cas card(S) = 1 (figure en 5.6.1) et on pose ., = —p/q
et l,, = —p'/q. La condition de régularité du SLy-germe est pg' + p'q+ Lqq = 1.

Comme L > |P|+ 1, p,p' > 0, ¢,¢ > 1 cette égalité n’est possible que pour
L =0 (donc |P|=0),p=p =0et g=¢ = 1. Cest le résultat de la proposition 1
pour le type As.

Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre k pair. Pour
le cas k = 2 la proposition 3 p. 33 est conforme aux résultats de L.Moser ( [ M1] et
[ M2]). Nous supposerons donc k > 4.

Supposons S = ().

On a déja l,, = I, = ﬁ ¢ 7Z donc tous les autres [, doivent étre entiers et
.. , o 2 _
la condition de régularité est —k/2 — k/2 + L(k/2)* = 1 pour L = =3, . L.

Comme k/2 > 2 cette égalité n’est jamais vérifiée.

Supposons card (S) = 1, par exemple S = {0}.

Pour la représentation de V et DP dans I’hyperespace on fait un choix différent
de celui du § 5.4.2 p. 45. On choisit un élément non générique d de P'/H qui
n’appartient pas a P et on remplace e, par (¢ —z4)” 17! [I;ep(t — xj)e., pour que V
et DP se présentent ainsi (voir § 5.4.1) :

" ad Il

1 |P|-1 -'P
00 Xp X; pour j€P X¢Xo X X2 Xj (pour j€ P)

N IX on
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Tous les [, doivent étre entiers sauf [, = k% et éventuellement [, = —p/q

pour un certain jo € S U P. La condition du lemme 5.6.1 est p% —q+ Lq% =1ou

k k

avec L = —(l;, + EjE(SUP)\{oo,jo}ll’J) = —(—|P[ + EjE(SUP)\{oo,jO} lxj) > |P] = 0.
Deux cas se présentent :

~ S5i L > 1 alors L% —1>1,¢>1, p>0impliquent L =1 (donc |P| = 1),

k[2=2 p=0et qg=1. Clest le résultat pour k = 4 de la proposition 3 p. 33.

~ Si L =0alors |[P| =0 et p% — ¢ = 1. En particulier jo =0 et {,, = — I
2

Dans le deuxieme cas pour retrouver la valeur de ry correspondante on pose
v=0v(0,7r,) € Vy, et on calcule les coordonnées de v dans I’hyperespace (voir § 5.4.2
p. 45) :

d=wv(t—wo)=v(g5/b) = §(ro+1)
[=v(e,)=1/k(ro—1)

ro vérifie [/6 = 1, = _pﬁp—1 c’est-a-dire rg =
2

f—l—lkp' c’est le cas régulier de type

Ay de la proposition 3.

Supposons enfin S = {0,00}.

Tous les [, doivent étre entiers sauf éventuellement ll’]o , lle pour deux éléments
Jo,J1 € {0,00} U P. Choisissons e, comme dans le cas card(S) = 1 et posons
le), = —2—7, le, = —f;—, et L = —(l,, — EjE(SUP)\{jO7j1}li). On a [, < 0 pour tout

v € SUPet L=[P|=3 csuppiinile; = [P] > 0. La condition du lemme 5.6.1
est

pd +p'q+ Lgg =1

Comme p,p’ >0, ¢,¢>1et L >|P|>0on adeux cas :

~ |P| = 0. En particulier L = 0 et par exemple jo = 0 et j; = oo. Ensuite on
apd +pg=1doup=0,p=g=1oup =0,p=¢ =1.5i par exemple
on est dans le premier cas, c’est-a-dire [ = 0 et [, = —5, on en déduit rg

maximal (= 1) et ro, = 2 pour n > 1 — %

card(S) = 1). C'est le résultat de type A, de la proposition 3.

~ |P| = 1. Ce cas implique L = 1 c’est-a~dire SU P = {0,00,w; } et [, = 0 pour
€ (SUP)\{jo, 1} Ensuite g =¢ =1 et pg +p'q=0dou l,, =1, =0.
Les r; pour j € {0,00,w;} sont donc maximaux et on obtient le résultat de
type As de la proposition 3.

(calcul analogue a celui du cas
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Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre k impair
Le cas k = 1 a déja été traité par L.Moser dans [ M1] et [ M2] et il est conforme a

la présentation de la proposition 2 p. 32. Nous supposerons donc k& > 3.
1=k 14k
Avec les choix des parametres ¢, ¢, du § 5.4.2 (e, = ¢,° g-¢ ) V et DP se

présentent ainsi dans ’hyperespace.

Supposons card(S) = ().

h=1 1
On a alors [,y = ———, l,,, = 5 et comme k > 3 on en déduit l,,, [, ¢ 7.
D’apres le lemme 5.6.1 la régularité du SLo-germe implique que tous les autres [,
soient entiers et que p¢’ + p'q + Lgq’ = 1 en posant L = E#oml% g ey = —2—7 et

[

Too

— —f;—:. Cette égalité devient :

kE—1
k—k+1
2 2

ce qui est impossible car k > 3.

k+ Lk*=1

Supposons card(S) = 1, par exemple S = {0}.

Comme [, ¢ Z, la régularité du SLy-germe implique qu’il y ait au plus un

autre [, non entier, disons [, , pour jo € {0} U P. Posons [, = —2—7 (p,g > 1
car [, < —%) et [ = — E#OOJO l;;. La condition de régularité du lemme 5.6.1 est
k
pk—%lq—l—[/qk: 1 ou
k41
pk+q(kL — T) =1 (5.1)

Pour j € ({0}UP)\{jo}onal, € Zetl, < —-Ldonl,, <-letL>N-12>0.
Si L > 1 alors kL — k%l > ]“2;1 > 1 et I’égalité 5.1 est impossible. Supposons
donc L = 0. En particulieron a N =1 et P = (). L'égalité 5.1 devient

E+1
k—qg—— =1
p q 5
qui se résout en p = —1—|—nk2ll et g = —2+nk avecn € N*. Si v(0, ) est la valuation

S Ly-invariante qui a pour coordonnées (xg,d,1) = (xo, 1, —2—)) dans I'hyperespace on
a:
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_ _ 1 (1-k 14k
=Ulfw) = 2 0 2 )
11—k, _ 14k okt LtE
20 _ _ 3R 0OT 3R P QA _p+2q__1_ —1 ”
ro vérifie [/ = [, = =t d’ott 79 = STl T T T i est

le résultat de type Ay de la proposition 2.

Supposons enfin S = {0,00}.

On choisit un élément non générique d de P!/ H qui n’appartient pas a P et on
remplace €, = gogoo du § 5.4.2 p. 45 par (¢ — x4)e, pour que V et DP se présentent
ainsi (voir § 5.4.1) :

1k 1k 1
2 2 )
X X 2
0 00 X#Xgs Xop X

—_

X

d

Pour que le SLs-germe soit régulier il faut que les [, soient tous entiers sauf

p

éventuellement deux, disons [, et [, avec jo,j1 € S U P. On pose [;, = —

1 _ ! 1 _ — —
(S _5)’ lx]l - _s_' (S _5) et L = _2176]07]1 ll’ﬂ - _(ll’d + ZJG(SUP)\{]O711}Z$J) -
—(1 4+ 2 iesuPn\Gouir L) (= [P =1 > —1). La condition du lemme 5.6.1 est pq’ +
g+ Lgg = 1. Comme p,p',q,¢ > 1 on a p¢' + p'q > 2 et on ne peut pas avoir
L >0.Donc L =—1, |P| = 0 et par exemple jo = 0 et j; = co. La condition devient

pd +pq—qqd =1
ou
(2p—q)g' + (29" —q')g =2
avec 2p — q, 2p' — ¢ > 0 et ¢q,¢' > 1. Il n’y a que deux possibilités (& permutation
pres de 0 et 0o) :
1.2p—qg=2p —¢ = qg=¢ =1 cest-adire p = p = g = ¢ = 1. Donc

1=k par un calcul analogue au

log = 1z, = —1 ce qui équivaut a rog = ro, = TR

cas card(S) = 1.
2.2 —¢ =0et (2p—q)¢ =2 cest-a-dire p' =1, ¢ =2, 2p —q = 1. Donc
[z = —2;;_1 (p>1)etl,, = —%. Par le méme type de calcul que pour le cas

card(S) =1 on en déduit r,, maximal et ro, = — pour n > %

La proposition 2 p. 32 est démontrée.
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5.6.2 SLs-germes de Type B_

Soit O = B_(j,r) un G-germe de type B_ avec j € P'/H et r €]0,b(j)[=

]0, 2 — 1[. La condition b(j) > 0 implique n; = 1. D’apres les tableaux 3.1 et 3.2 p.

g
20 on voit que H est nécessairement cyclique et j non générique (sauf si k = 1,2).

Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre k pair. Sup-
posons par exemple j = 0. Avec le choix du parametre e, du § 5.4.2 (e, = gogo)
I’hypercone de la B-carte X de O se présente ainsi :

X#Xg, X

Pour ¢ tel que KB = C(t) on choisit une valeur telle que xg = 0 et 2., = o
(§ 5.4.1). On voit alors que (C[}O(]U est engendré comme C-espace vectoriel par les
éléments de la forme ¢™ ¢ ou (m,n) appartient au cone de Z? défini par m+lon > 0
et —m + ﬁn > 0. En particulier X/U est une surface torique dont la condition

de lissité est, en posant Iy = —p/q (< 0) irréductible, ‘k}2§‘ = 1. On a donc
lo = —H_;';k/z puis, par un calcul analogue a ceux effectués pour les autres types,

r:ﬁpourpEN*.

Preuve de la condition de régularité pour H cyclique d’ordre £ impair.
1—k  1+k .
Supposons toujours 5 = 0. Pour e, = ¢g,° ¢goc le comne C de la B-carte X du S1L,-

germe O est de la forme :

X#Xg, Xy
Posons [, = —2—7. La méme méthode que dans le cas pair donne pour condition
) e k+1 N k41)/2 . .
. 2 p _= ’ _= —pi( + —_= —1
de régularité de O : ‘ L ‘ 1 d’ou Iy, T, Puis T = Enfin le corollaire

5.6.2 est encore vrai (méme démonstration).
La proposition 6 p. 35 est démontrée.
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5.7 }oi/U torique pour les SLs-germes de type I

Les S Ly-germes des orbites de dimension 1 et de type I et de dimension 1 sont
ceux de type AB et B+ dans la classification de Luna-Vust.

On a vu au lemme 5.5.1 qu'une B-carte affine X telle que X/U/ :spec(C[}o(]U) soit
torique pour une action de (C*)? prolongeant celle de T" est associée & un hypercone
C = (WUTR)™ avec au plus deux cones non droits, a condition de bien choisir
le parametre ¢,. L’objet du lemme suivant et de son corollaire est de mettre en
évidence une telle B-carte pour chaque SLs-germe de type 1.

Lemme 5.7.1 Soit O = AB(3,r1,72) ou O = By(j,r) un SLy-germe de type AB
ou By. Il existe une B-carte affine X, dite adaptée a O, dont O est le localisé et
dont le cone C = (WUR)TT associé, pour un certain choix des paramétres t, e, est
tel que :

—x; =0 et Cy est un cone engendré par deux éléments primitifs uy, uy de Z2.
— Co est plat
— C, est droit pour tout x # 0, 00

Corollaire 5.7.2

(1) Un SLy-germe de type AB ou By est toujours le localisé d’une B-carte X
telle que X/U soit torique.

(2) Tout point x d’une orbite de type AB ou By d’un plongement X appartient
a un ouvert isomorphe @ Ux(S \'I) ou S est une surface affine torique et | est
isomorphe a C.

(3) Tout point x d’une orbite de type AB(j;r1,r2) ou By (j;1) d’un plongement
X de SLy/H avec H cyclique et j € {0,00} appartient a un ouvert isomorphe a
UxS ot S 2X/U et XU est une surface torique.

Preuve du corollaire : la partie (1) découle directement des lemmes 5.5.1 et 5.7.1.
Les parties (2) et (3) sont une conséquence du lemme 5.1.1 et des remarques a la fin
de la preuve du lemme 5.7.1, en particulier la remarque 5.7.6 p. 64.

Remarque 5.7.3 [ est important de noter que dans lassertion (2) du corollaire
5.7.2 on ne peut pas toujours choisir un ouvert X~ U x S avec S surface affine
torique : st O = Ox y pour un certain plongement X on ne peut pas toujours choisir
une B-carte X adaptée a O qui soit incluse dans X. Supposons par exemple H binaire
diédral et un plongement X avec exactement une orbite Y de type AB (définie par
J = v et deux rationnels r1,r3), deuxr orbites de dimension 2 et [orbite ouverte.
Pour exhiber une B-carte adaptée on va voir qu’il est nécessaire de disposer d’une
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valuation S Lo-tnvariante différente de celles qui sont associées auxr deux orbites
de dimension 2 (elle a pour coordonnées dans Uhyperespace (f,1,0) sur la figure
ci-dessous). On doit donc ajouter ¢ X une troisiéme orbite de dimension 2 pour
obtenir un plongement qui contiendra effectivement une B-carte adaptée a O.

Preuve du lemme : Supposons que pour chaque sous-groupe H on choisisse ¢ et
e, comme au § 5.4.2 p. 45. Notons j' I'élément de P'/H tel que 2, = oo dans le
lemme. Pour chaque type de sous-groupe H de SL,(C) on voit d’apres le § 5.4.2
quun seul  au plus dans P! vérifie ¢, = (z,1,0) ¢ (V U DP),. Dans le cas ou
¢ € (VW UDP ), pour tout x € P! (H cyclique pair) on peut donc prendre j' # j
quelconque dans P'/ H pour construire X comme dans le lemme. Dans les autres cas
on choisit 5 € P/ H tel que x;: soit I'unique élément de P! tel que ¢, ¢ (V U DP),.
Dans les figures suivantes qui illustrent le lemme on a représenté V' en pointillés et
DP par des cercles. (W U R)** est représenté en trait plein et les éléments de R
sont les disques noirs. Les notations sont celles de la section 3.5 p. 25.

1. H binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral.

(a) Type AB : O = AB(j,r1,7m2), K = {0} (le cas K = [—00,0] N Q est
similaire)
La premiere figure correspond aux cas j € {v, f} ou j générique dans
P'/H. Par un automorphisme de P! on impose alors z; = 0 et . = oo
(' = e). Dans la deuxieme figure on a j = e et on choisit j' = v.

)
4% o 0 1% .
’ :, ,I\' 1 1, ,/ » 1
,,,,, i ! :; BN / ,;/} I
1 -1 -1
X Xe=® X# X, X, X,
¢) o 5
. Az .
. '6 o A47f O lh)s
’ v 7
s
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(b) Type By : O = By (j,r).
Premiere figure : j € {v, f} ou j générique dans P'/H. On choisit alors
7 =e.

Deuxieme figure : j = e et on choisit 3’ = v.

1 d o 5
’Cv Ef o A)so Ce ")
’ ,I\" 1 > 1
[ [ ! ': I“» i ~ !
1 1 1 1
X,=0 X Xe= @ XX, X, X,
d d 5
¢, 0 ¢ o .
N &
/ ! / A
1 1 1 -1
Xy=o X Xe=0 X# X, X, X,

Remarque : supposons k > 2 dans le cas diédral. on a alors ¢; > 2 pour ¢ =
v, f,e. Un changement du parametre e, transforme les coordonnées (x,d,1) =
(x,¢;,1) dans ’hyperespace par (x,¢;, 1 + n¢;) pour un certain n € Z et on
aura encore 1 + n¢; # 0. Pour avoir tous les cones droits sauf deux dont un
plat il est donc nécessaire de disposer d’une valuation S Ly-invariante différente

de v (j;r1),0(g;72) (type AB) ou v (j;r) (type By).

2. H cyclique pair.
(,1,0) € (VU DP), pour tout = € PL. Donc quel que soit 5 € P!/H on
peut choisir 3/ # j quelconque dans P'/H et vérifier les conditions du lemme.

Exemple : type AB

.
,,,,,

X 1 _ i
0 Xp=® X#Xg, X

Remarque 5.7.4 Si j est générique (comme dans Uexemple) et k > 4 on voit
comme dans le cas non cyclique qu’il faut nécessairement disposer d’une valuation
S Ly-tnvariante supplémentaire pour avoir une B-carte adaptée. Ce n’est pas le cas
st j € {0,00}, d'ou la partie (3) du corollaire 5.7.2.

1. H cyclique impair.
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(a) Type AB: 0O = AB(j,r1,r2), K = {0}. Premierefigure : j # oo (exemple
J =0)et j' = occ. Deuxieme figure : j = oo et 3’ # j quelconque (exemple

j'=0)

(b) Type By : O = Bi(j,r). Mémes distinctions et mémes figures que pour
le type AB

Remarque 5.7.5 Dans le cas j € {0,00} on voit, comme dans lexemple illustré ci-
dessus, qu’'une B-carte adaptée peut étre construite sans faire appel a une valuation
S Ly-invariante supplémentaire. D’ot la partie (3) du corollaire 5.7.2 dans le cas
cyclique impair.

Remarque 5.7.6 Soit  un point d’une orbite Y de type AB ou By d’un plonge-
ment X. Si X est une B-carte dans X qui intersecte Y alors x appartient a un
ouvert affine de la forme g.)& ou g€ SLy.

D’apres Uctude qui précede on voil que quel que soit le sous-groupe fini H de
SLy on peut choisir X tel que X/U soit localement isomorphe a X/U ou X est une
B-carte X d’un plongement X' (€ventuellement différent de X) telle que X/U soil
affine torique (pour une action de T X (C*) Plus précisément on peut choisir X tel
que XU soit isomorphe o (X°JU)\ ot | est une T-orbite de X°/U. D’ot. la partie
(2) du corollaire 5.7.2.
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5.8 Autre preuve de régularité pour le type I

Comme annoncé, le résultat de la section précédente permet de donner une autre
démonstration des conditions de régularité des SLo-germes de type L.

Supposons que X soit une B-carte adaptee aun SLy-germe O = Oxy de type I
(lemme 5.7.1), que p soit I'image de YNX dans I’application de projection X—>X/U
et que uy,uy € Z* soient définis comme dans le lemme 5.7.1. Il est facile de vérifier
que uy, uy engendrent précisément le cone V' du lemme 5.5.1. Donc la condition de
lissité du point p dans la surface affine torique X/U est | det (uy,uz)| = 1. Pour
retrouver les conditions de régularité des S Ly-germes de type I (propositions 4 et 5
p. 35) il suffit de traduire la condition |det (u1,uz2)| =1 pour chaque type AB, By
et chaque type de sous-groupe H en fonction des données du S Ly-germe (5 € P'/H,
ri,m9 € Q pour type AB, r € Q pour By). Pour les calculs on peut se ramener
a distinguer seulement deux types de groupes (H cyclique et H binaire diédral,
tétraédral, octaédral ou icosaédral) et deux cas (j générique et j non générique
dans P'/H) pour chaque type d’orbite (AB et By ). Il faut pour cela faire des choix
judicieux de t et de ¢, en s’aidant des résultats de ’annexe A :

Cas j générique :

— 1t = a/b avec a, b génériques formant une base de C[S L] JigéH et g? # b.

— ey = [Lieng gl ot NG est ’ensemble des éléments non génériques de P'/H
c’est-a~-dire NG = {v, f,e} ou {0,00}. Pour chacun des deux cas de sous-
groupe H les entiers m; sont choisis selon les criteres des lemmes A.2.1 et

A.2.2 de 'annexe A.

Cas j non générique :

~ t = a/b avec a,b génériques quelconques formant une base de C[S L,] ?;;H)

— e = Lieng 9 oW NG = {v, f,e} ou {0,00}. Contrairement au cas précédent
on tiendra compte aussi de j pour choisir les m;.

Avec ces données on peut calculer dans QT x Q les coordonnées de générateurs
uy et uy du cone Cy,
Nous ne traiterons que le type AB a titre d’exemple.

5.8.1 H cyclique d’ordre k.
Soit O = AB(j,ry,1m2) avec j € PY/H et r; € [-1,b(7)] N Q. Choix de ¢ et ¢, :

— = g5°gr> avec (mg,mo,) = (1,1) dans le cas ou H est d’ordre pair et
(mo,moo) = (%, %) dans le cas impair.
~ KB = C(t) avec t = a/b et a,b éléments génériques de C[SLo] (BxH)

(1
C[S L] BxH;

(-)*
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(on a posé k = k si k est impair et k = % si k est pair ).

Cas j générique (j #0,00).

Quel que soit r € [—1,b(7)]NQ les coordonnées de v = v (j,7) dans I'hyperespace
sont (x;,4,1) avec § = v (t —xj) = v(g?/b) = i—j(l +7r) = %(1 +r)etl =v(e,) =
! (ol —1) + me 1) = .

Conformément & la proposition 4 p. 35 on définit r’ par r = =2 — 1 = 1"{/ —1
g
et on pose 1’ = 2—) avec 2—) c~irréductible c’est-a~-dire ¢ = p + Ac, avec A € Z et

pAX =1 Onaalors (§1) ~ (1 +1,—c.) ~ (p+ ¢ —qc.) = (a,b) et (}) =
( 2 )(f) Or ¢, = 1 si k impair et ¢, = 2 si k pair (tableau 3.2 p. 21) donc

—Cw —¢f,

afco _ (2/ce 1 2fcw 1
<b/cw> - < £1 —cw><§> avec ‘ / —Cw
Z* et colinéaire a (4,1). La Condltlon de lissité du point p dans la surface affine
torique X/U est donc Zj;g: 21152:’

proposition 4 est démontrée dans ce cas.

= —1. Donc (a/c,,b/c,) est primitif dans

— ’ S_di az ar | _ 2 P2 p1|
= 1 c’est-a-dire ‘52 bl‘—cw ou |2 ql‘ =¢,. La

Cas j non générique (j € {0,00}), par exemple j = 0.

Les coordonnées de v = v(0,7) (r € [~1,6(0)] N Q) dans I’hyperespace sont
(0,9,1) avec 6 = v (t — x¢) = %(1 +r)etl=v(e,) = %(mor — My ). On a cette fois
r = 1:—: —letng=1dour =r".0On poser =p/g k-irréductible c’est-a-dire

= p+ Mk avecp/\)\ = 1, et l'on a: (§,1) ~ (k(p + q), mop — meoq) = (a,b)

Z) = <m0 A g > . Par le choix de ¢, on voit que k divise (mg — my,)

alk 2k/k k 2k/k k -
et (b;k> = <(mO réoo)/k m@)(f) avec <(m0_T£oo)/k _moo> = —1. Ainsi (a/k,b/k) est
ag/k al/k _1
bo/k byjk | =

= k%, soit |52 P! ‘ = k. La proposition 4 est démontrée pour H cyclique.

et

TN

primitif dans Z? et colinéaire a (,!). La condition de lissité est donc

az a1

by by

Y

5.8.2 H binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral.

O = AB(j,r1,m2) avec j € PY/H et r; € [—1,b(7)]NQ. Conformément & I’énoncé
de la proposition 4 p. 35 on définit r! par r. + 1 = (r; + 1) n; et on pose i = p;/q¢;
fraction ¢;-irréductible.

On pose card (H) = 2k.

Cas j générique (3 # v, f,e).
On fait les choix suivants :

— t = a/b avec a,b éléments génériques de C[.S Ly ]n XOH) (voir annexe A) tels que

6 #b.
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— ew = gus9c "

A I'aide de la relation i + i + i = %—I— % (3.1 p. 20) et de ¢. = 4 on trouve pour
les coordonnées (4,1) de v = v (j,r;) dans 'hyperespace (1 = 1,2) : § = v(t — x;) =
%(ri +1) et I = v(e,) = —1/k. Les éléments primitifs u; de Z? du lemme 5.5.1 sont
((pi+4i)/2, —q;) et la condition de lissité est donc ‘ (plfgi)/z (p2f3§)/2 ‘ = 41 ou encore

o ‘ = 2. Comme ¢, = 2 on retrouve le résultat de la proposition 4.
Cas j non générique (j € {v, f,e}).
~ t = a/b avec a,b éléments génériques de C[SLQ]%]?XiH).
— € = Gugsed; -

Soit v = v(j,r;) pour ¢ = 1,2. On trouve pour § = v(t —x;) et | = v(e,) :
(0,1) ~ (¢(pitai), (1—=¢;)(pi+a)—2¢:) = (i, b;). On mOﬂtI}e GHS/Uite que (ai/c;, bi/c;)

by bafer | = +1 ou encore

est ¢;-irréductible et la condition de lissité est donc

o ‘ = ¢; qui est le résultat de la proposition 4.

O
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Chapitre 6

Les modeles minimaux

Définition : un modele minimal est par définition un plongement homogene lisse
complet Xo de SLy/H qui n’est pas I’éclaté d’un autre plongement lisse complet de
SLy/H.

Remarque : on montrera dans la recherche des modeles minimaux qu’il est équiv-
alent de dire que tout SL,-morphisme propre de Xy dans un autre plongement
homogene lisse, complet de Sl;/H est un isomorphisme.

6.1 Plongements lisses complets

Rappelons d’abord qu’un morphisme entre deux plongements de S'L,/ H est ici un
S Lo-morphisme algébrique qui envoie H/H sur H/H, et qui est donc en particulier
I'identité sur SLy/H.

Supposons que le sous-groupe H soit fixé. Soit L ’ensemble de tous les an-
neaux locaux d’orbites de plongements normaux de SLy/H (décrits a la section
3.5), c’est-a-dire I'ensemble de ce que nous avons appelé les S Ly-germes. Consid-
érons un plongement homogene X de SLy/H. Les anneaux locaux de ses différentes
orbites forment un sous-ensemble £ (X) de L£". Réciproquement, si 'on se donne
un sous-ensemble [, de L£”, on peut donner des conditions nécessaires et suffisantes
d’existence d’un plongement homogene X de S1Ly/H, unique a isomorphisme pres,
dont I’ensemble £ (X) des anneaux locaux d’orbite est L.

notations (voir 3.4 p. 24) :

— V) est 'ensemble des éléments v de V (valuations de C(.SLy/ H) invariantes par
SLy) tels que C12 ~ Cou C, est le corps résiduel de v et C7L2 le sous-corps de
ses invariants par SL,. Ou encore : Vi = {v (j,r), j € P'/H, r €]—1, 2 —1]}.

J

— V (O) est I'ensemble des éléments de V essentiels pour un S Ly-germe O.

— L' est 'ensemble des SLy-germes O de type By tels que V (O) = {v(,—1)}.
Autrement dit £ = {By (w,—1),w € P'/H}.

69
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— la facette F (O) du SLy-germe O est I'ensemble des v € V; qui dominent O.

Les conditions sur L sont données par la proposition suivante [ LV] :

Soit L. C L™. Alors L correspond a un plongement normal si et seulement
si il satisfait les propriétés suivantes :

siO€ LalorsV(O)NV, C L

siO€eLetv(,—1)€eV(0)alors L contient un ensemble cofini de L.
L — L est fini

les facettes F (O) de L sont disjointes.

- =

De plus le plongement L (i.e sa variété) est complet si et seulement si la
réunion de ses facettes est V.

A Taide de cette proposition et des résultats de la section 4 sur les conditions de
régularité des S Ly-germes on peut déterminer par leurs diagrammes (donc a isomor-
phisme pres) tous les plongements lisses complets de SLy/H ce qui permettra d’en
déduire les modeles minimaux. Dans la suite on appellera simplement plongement
un plongement homogene lisse et complet de SLy/H

Notations : On adoptera pour une orbite [ d'un plongement X donné la méme
notation que son anneau local O. Par exemple [ = Ay (j1,... ,JN; T1,... ,7N) pour
une orbite de type Ay définie par N éléments de P'/H et N nombres rationnels r;.
Une orbite de X sera dite réguliere si son anneau local est régulier, c’est-a-dire si
tous ses points sont lisses dans X.

Si X est un plongement deux cas se présentent :

1. X possede une orbite [ de type Ay.

Posons | = Anx (J1,--- ,JN; T1,-.. ,7N), les r; vérifiant la condition de type
Ay : Efvzl 1-|}7" > 1. Soit 7 € {j1,...,7n}, alors X possede un nombre fini
d’orbites AB (7,74, 7ji+1) pour ¢ = 1,... ,m; telles que :

ST =T

= T < Tt et riiyTjit1 € [—1,[)(])]
147!

., e L - , , T
— si r} est défini par r; = — 1 alors r} et i, sont cj-adjacents pour

J
i=1,...,m; (c’est la condition de lissité, voir section 4)

Si7jm;+1 < b(j) alors X possede une orbite By (j, rj7mj+1> ou B_ (j, Tj,mj+1>-
Enfin X possede des orbites de type C, de dimension 2 :
C (.]7 T]‘) ) C (-]7 T]‘72) yo e 70 <-]7 Tj,m]-|—1>-
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2. X possede un ensemble cofini d’orbites de type B, de la forme By (3, —1) pour
.j € ]Pl/H \ {jlv' .. 7.]m}
Soit j € {j1,... ,Jm}- X possede alors un nombre fini d’orbites AB (7,7, 7i+1)

pour ¢ = 1,...,m; telles que :

- =1

i <rigretrinriig €1, 2 —1]
Jit Jatl Jr P+l iy .
. 4 . 1-|—7’/ .

— si 7l est défini par r; = == — 1 alors r! et rl,, sont ¢;-adjacents pour
i n; 2 1+ ]
1=1,...,m;.

S175m41 < nl—l alors X possede une orbite By (j, rj7mj+1> ou B_ (j, Tj,mj+1>-
J
X possede les orbites de type C : C (5,7;), C (4,7j2),...,C (j, Tj,mj+1>-

r.
|‘mJ+1

6.2 Liste des modeles minimaux

Les résultats suivants sont démontrés aux sections 6.6 et 6.7. On retrouve les
modeles minimaux projectifs donnés par Nakano ainsi que deux modeles minimaux
non projectifs dans le cas H cyclique.
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6.2.1 cas ou H est binaire tétraédral

Proposition 7 Si H est binaire tétraédral les seuls modéles minimaux de SLy/H
ont pour diagrammes :

wgénériques - %

Ces deux plongements sont conjugués au sens de la section 4.1 c’est-a-dire qu’ils
correspondent a la méme S Ly-variété mais avec deux S Lo-isomorphismes différents
de SLy/H sur lorbite ouverte. Selon la définition de Nakano | Nak] il s’agit donc
du méme modele minimal. On en trouve une description au § 6.8.3 p. 123.

6.2.2 Cas ou H est binaire octaédral ou icosaédral

Proposition 8 Si H est binaire octaédral ou icosaédral alors il y a un seul modéle
minimal et il a pour diagramme :

wgénériques™

On retrouve le résultat de S.Mukai et H.Umemura | Muk Um] sur l’existence
d’un unique modele minimal dans ce cas. Description au § 6.8.3 p. 123.

6.2.3 Cas ou H est cyclique d’ordre k impair supérieur ou
égal a 3
Proposition 9 Si H est cycligue d’ordre k > 3 impair alors les diagrammes des

modeéles minimauz sont les suivants, en ajoutant ceuxr obtenus par échange de 0 et
oo (plongements conjugués, § 4.1) :
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W génériques /

w génériques /

n supérieur ou égal a 2

netm supérieurs ou égaux a1

W génériques W génériques

n supérieur ou égal & lék et différent de -1 et 1 n supérieur ou égal a 2

6]

n et m supérieurs ou égaux a 1

Le lien avec la description de T.Nakano [ Nak] est la suivante, avec ses notations.
La description géométrique de chacun des modeles est donnée a la section § 6.7.

plongement n° | notation de Nakano
1 Z(1—k)
2 Xi(n,n) n>2
3 Xi(n,n 4+ m) n>1m>1
4 Y(—n,—n—k) nz%,n%il
5 Z(1+k)
6 X&(0,n) n>2

Par contre le plongement 7 de la proposition 9 n’est pas projectif comme on le
démontre a la section 6.7.
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6.2.4 Cas ou H est cyclique d’ordre k pair

Proposition 10 Si H est cyclique d’ordre k pair supérieur ou égal a 6 alors les
diagrammes des modéles minimaux sont les suivants, en ajoutant ceuxr obtenus par
échange de 0 et oo (plongements conjugués) :

() w génériques :,'

w génériques /

netm supérieurs ou égaux a1
n supérieur ou égal a 2

W génériques

W génériques /

n supérieur ou égal a 1—% et différent de -1et 1

n supérieur ou égal a 2

G

W génériques

(wy est un €lément générique quelconque de P'/H)
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n et m supérieurs ou égaux a 1

9]

Proposition 11 Si H est cyclique d’ordre 4 il suffit de remplacer dans la proposition
10 le plongement avec orbite As par le plongement :

w génériques

ot wy est un €lément générique quelconque de P/ H.

Pour le cas k > 6 le lien avec la description de T.Nakano | Nak] est :

plongement n° | notation de Nakano
1 Z(1 —k)
Xi(n,n) n>2
Xi(n,n +m) n>1,m>1
Y(—n,—n —k) nZl—%,n;é:l:l
Z(1+4k)
Xk((),n) n > 2
Valh)
e

SO ~J| O] O W= | | DD

Le plongement 9 de la proposition 10 n’est pas projectif.

Pour le cas k = 4 le 7Teme plongement, qui remplace celui avec l'orbite As, est
P(R;) X P(Ry) ou R, est I'espace vectoriel des formes binaires de degré n.
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6.2.5 Cas ou H est binaire diédral

Si H est binaire diédral d’ordre 4 alors H est aussi cyclique et ce cas a déja été
étudié a la section précédente. Les modeles minimaux sont donnés a conjugaison

pres (§ 4.1).
Proposition 12 Si H est binaire diédral d’ordre 4k > 4 alors les modéles minimaux
ont pour diagrammes :

— st k>3 :
w génériques,
-stk=3: __2.,. 3
® 6 3
wgénériques, ’
3
2
rv=§—l=0
(v)
2 _4_-1 -1=0
, e
~sik=2: ©?%*

wgénériquesﬂ

Pour k£ # 3 le plongement minimal est décrit et noté & par Nakano et Umemura.
A la section 6.8 nous en donnons une autre description comme fermeture d’une orbite
dans P(R;) x P(R). Dans le cas & = 3 'unique plongement minimal est P(Rs).

6.3 Morphismes et éclatements

— [ LV] et proposition 4.4.1 p. 84 de [ M1], reprise dans [ M2] : Soit X et X'
deux plongements normaux de SL,/H. Alors I'application identité de S Lo/ H
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s’étend en un morphisme ¢ (5 Ly-équivariant) de X dans X’ (nécessairement
unique) si et seulement si pour tout O € L (X) il existe O' € L (X') (nécessaire-
ment unique) tel que

- F(O) C F(O)
— dans le cas ou O et O sont de type B alors :

— si O est de type By alors O est de méme type
— si O est de type By ou B_ alors O est de méme type ou de type Bj.

— Le morphisme ¢ est propre si et seulement si UOeﬁ(X) F(O) = UOEL(X,) F(O)
(on retrouve le fait que dans le cas ou X et X’ sont complets tous les mor-
phismes sont propres).

— Soit X un plongement lisse complet de S L,/ H et ly une orbite de dimension 1,
donc isomorphe & P, L’éclaté X de X le long de [y est encore un plongement
lisse complet de SLy/H. Soit 'application d’éclatement ¢ : X — X et D =
o~ (Ip) le diviseur exceptionnel. Ce diviseur D est une variété irréductible de
dimension 2 stable par SLs.

Nous verrons plus loin que si X est un plongement lisse complet dont on connait
le diagramme et si [y est une orbite de dimension 1 de X on peut déterminer par
son diagramme ’éclaté X de X a partir des seules propriétés énoncées dans les deux
points précédents.

En développant cette remarque on peut retrouver le résultat suivant, donné par
L.Moser | M2, proposition 6.2] dans le cas H = {[d}, mais dont la démonstration se
transpose sans probleme au cas H quelconque (La preuve de L.Moser suit une idée

de [ Muk Um]).

Supposons que X et X’ soient deux plongements lisses de SLy/H et ¢ un
S Ly-morphisme (dans le sens défini ci-dessus) de X dans X'. Alors ¢ est
une composition de contractions.

Nous proposons notre démonstration dans le cas H tétraédral (a titre d’exemple)
et X, X’ complets, a la remarque 6.6.1 p. 85.

6.4 Généralités sur les modeles minimaux de SL,/H

Si X est un plongement homogene lisse complet quelconque il existe un plonge-
ment minimal Xy a partir duquel on obtient X par un nombre fini d’éclatements.
En effet chaque contraction (inverse d’un éclatement) élimine soit une orbite de di-
mension 2 (le diviseur exceptionnel en contient au plus une) soit un ensemble cofini
d’orbites de type B., ce dernier cas n’étant bien sir possible qu'une seule fois dans
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une chaine de contractions. Comme le nombre d’orbites de dimension 2 est fini, on
arrive a un modele minimal au bout d’un nombre fini de contractions.

Les diagrammes suivants représentent des plongements homogenes lisses com-
plets. Seule l'orbite [ que 'on éclate ou les orbites du diviseur exceptionnel D dans
I’éclaté sont représentées. Les pointillés indiquent les autres orbites, de type AB,
By ou B_, laissées invariantes par 1’éclatement.

— Si orbite [ est de type Ax on voit facilement qu’il y a a priori trois types
d’éclatements possibles qui respectent a la fois les contraintes des sections 6.1 et
6.3. On verra plus loin que la contrainte de lissité permet de déterminer parmi
ceux-ci I'unique éclatement possible avec les parametres exacts des orbites du
diviseur exceptionnel.

AN(J1y. o s IN 5 T1y ... ,TN) peut étre remplacé dans 'éclaté par
- AN(.jlv' .. 7.jN; r/17r27' . 7TN)7 C(er/l) et AB (jlvrllvrl)
- ou AN+1(117--- S IN4LS T1ye e 77"N+1) et C(jN+1,b(jN+1))

— ou By (j,—1) pour 5 € P/H\ {j1,... ,jn} et
AB (]17_176(.]1))7 7AB (.]Nv_lvb(.]N))

Illustration :

solt en

On verra dans la recherche des modeles minimaux comment déterminer dans
chaque cas le diagramme de 1’éclaté ainsi que ses parametres en utilisant les condi-
tions de régularité (section 4).

— Silorbite [ est de type AB, il n’y a qu’une possibilité qui satisfasse aux condi-
tion de 6.1 et 6.3 : AB(j,r1,72) est remplacé par AB (j,r1,7), AB(j,r,r2) et
C (j,7). Nous verrons plus loin comment déterminer r & partir des conditions
de régularité (corollaire 6.5.5).
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s’éclate en

— Si lorbite [ est de type By (resp® B_) alors By (j,7) peut étre remplacé dans
I’éclaté par
- AB (.]7 r, T/), ¢ (.]7 7“/) et B+ (.]7 7“/) (respt B- (.]7 T/))
~ou AB (],T,b(])) et C(.]vb(.])) :

.
)
L Iy . r
- s’éclate soit en

6.5 Suites adjacentes minimales

La premiere étape pour établir la liste des plongements minimaux consiste a
comprendre comment on peut diminuer le nombre d’orbites de type AB sur un
élément fixé j de P'/H par contractions sucessives.

Soit donc j € P'/H et ly,...,[, n orbites régulieres de type AB telles que
O, = AB(j,7i,7i41), les r; étant des rationnels vérifiant :

- —1<rm<reg<...<r, <b(y)

147!

— 1 alors 7! et r , sont ¢j-adjacents (définition
J

— Sir!estassocié ar; parr; =
4.3.2 p. 35).

Soit % le représentant cj-irréductible de rl. On a: ¢; divise ¢;—p; et p; A <M> =

¢y
G N <q’c_—p’> =1 (on note pged (p,q) = p A q). Posons w; = (¢;, p;) € Z* et utilisons
J

pour les u; le méme vocabulaire que pour les r; : les w; sont ¢j-irréductibles, u; et
w41 sont ¢j-adjacents, u; < ui4q.
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Remarque 6.5.1 Soit ® ['application linéaire de matrice A = <_1L ;) 1l est
J J

c

Jacile de vérifier que ® échange les vecteurs cj-irréductibles et c;-adjacents de 7.*
avec les vecteurs 1-irréductibles (i.e primitifs) et adjacents de Z*.

Dans la recherche des plongements minimaux on est naturellement amené a in-
troduire les notions suivantes :

Définition 6.5.2 Soit r < r' deux rationnels. Une suite adjacente entre r et v’ est
une suite de rationnels r =ry < ry < ...<wr, =71 telle que r; et r;y1 sont adjacents
pour i =1,...,n — 1. La suite est dite minimale si aucune de ses sous-suites n’est
adjacente entre r el r'.

La méthode classique pour construire des suites adacentes consiste a partir des

(pseudo) fractions 9 et l et a répéter 'opération qui consiste a intercaler entre 2—)

et &
s1tuat10n est plus claire si 'on construit ’arbre dit de Stern-Brocot :

N

AAAA

p+p

. A chaque étape la suite obtenue est adjacente. La

0.
1

o=

wlr

1 2

7\A 7\A3 A 7\A
1233 i______l 7815
5787 78 4 3321

Chaque fraction est la médiante de la fraction la plus proche en haut a gauche et
de la fraction la plus proche en haut a droite. Toutes les fractions irréductibles ap-
paraissent exactement une fois dans 'arbre | GKP, p. 116]. On en déduit 'existence
d’au moins une suite adjacente entre deux fractions données (propriété redémontrée
plus bas dans le lemme).

De telles suites apparaissent dans la désingularisation des surfaces toriques. La
démonstration du lemme suivant s’inspire de I'exposé de ce cas dans | Ful, p. 42].

Lemme 6.5.3 Soit r < r' deux rationnels.

1. Il existe toujours une suilte adjacente entre r et r', el donc aussi une suile
minimale.
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2. Soit u; = (qi, p;) trréductible associ€ a r;. La suite adjacente 1y < ry < ...<m,
est minimale si et seulement si det (u;,uip2) > 2 pouri=1,... ,n—2

3. Il n’y a qu’une seule suite adjacente minimale entre r et v’ et ['on passe d’une
suite adjacente quelconque entre r el v’ a celte suite minimale par un nombre
fini d’opérations élémentaires consistant a retirer un élément r; de la suite tel
que w; = Ui—1 + w1 (les suites intermédiaires sont alors adjacentes).

4. Soit ry,...,r, une suite adjacente et i, ... vy, une sous-suite de (r;) telle
que 1, = 1 et iy =n. Algrs on peyt passer de. la suite (r;) a la suite (ri) par
un nombre fini d’opérations consistant a retirer un élément r; de la suite tel
que u; = ;1 + ujr1. On conserve a chaque €tape une suite adjacente.

Corollaire 6.5.4 Le lemme est encore valable pour des suites c-adjacentes a con-
dition de changer la condition de minimalité par det (u;, u;42) > 2c.

Corollaire 6.5.5 Si ['orbite réguliere AB(j,r1,1r9) s’éclate en AB(j,r,71),
AB(j,r,m2), Clg,7r) et les rationnels r' = 2—7,7“’1 = 5—1,7“’2 = 5—; (¢;-irréductibles) sont
L

définis par r = — 1 alors p=py +p2 et ¢=q1 + ¢2.

Preuve du corollaire 6.5.4 : utiliser application ® de la remarque 6.5.1 et
det () =1/c.

Preuve du corollaire 6.5.5 : Soit u, u, uy les vecteurs de Z? associés a 1}, ', 1. La
suite r, ) étant minimale entre r] et 7}, il suffit d’appliquer le point 3 du lemme :
on passe de la suite r{,r',r}, a la suite r],r}, en enlevant r’ tel que v = wuy + us
cest-a~dire p=p1 + p2 et ¢ = ¢4 + ¢o.

Preuve du lemme :

1. Soit u = (q,p) et v = (¢,p') irréductibles représentant r et r’. Procédons
par récurrence sur det (u,u’) (det (u,u’) € N* car r < r’). Si det (u,u’) =1
alors (r,7’) est adjacente. Sinon soit v € Z?* tel que det (u,v) = 1. Puisque
det (u,u’) > 1 il existe un unique entier A tel que v+ Ayu = uy soit a I'intérieur
du parallélogramme (0, v, u + v’,u). Comme det (u,us) = 1 on a aussi uz
irréductible.
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Soit x,y € [0,1]NQ tels que uy = zu + yu'. On a det (ug, v’) = x det (u,u’') et
donc det (ug, u') < det (u, u’). Considérons alors une suite adjacente us < us <
. < u, =u. Lasuite u = uy < uy < ... < u, = u' est une suite adjacente
entre u et u'.

. Par définition une suite adjacente r; < ry < ... < r, est minimale si et

seulement si det (u;,u;) > 2 quand j—1¢ > 2. Supposons donc det (u;, w;42) > 2
pour ¢ = 1,... ,n — 2 et montrons que det (u;,u;) > 2 pour j —i > 2.

Puisque (u;, uiy1) et (w1, uipe) sont des bases de Z? il existe a; € Z tel que
Uit1 | 0 1 Uy
uip2)  \ —1 @ Uip1

Uigpo = —U; + QUi (6.1)

En particulier

Comme det (u;,u;41) = 1 on a donc a; = det (u;, ui2) > 2. Soit (x;,y;) les
coordonnées de u; dans la base (u1,uz). On tire de (6.1) I'égalité y,10 = —y; +
a;y;+1 d’ou

Yivz = Yir1 = (@ — 1) Yir1 — y; (6.2)
qui permet de démontrer par récurrence sur ¢ que y;11 — y; > 1. En effet

I'inégalité est déja vraie pour ¢t = 1,2 (y; = 0 et yo = 1) et si elle est vraie
jusqu’au rang ¢, (6.2) donne, avec a; > 2 :

Yitz — Yit1 = Yiy1 — Y = 1
On déduit ensuite de y;4 1 —y; > letyy =0 quey; > 1—1. Or u; = x;ug + yius
donne det (uy,u;) = y;det (ug,uz) = y; d'ou det (uy,u;) > i — 1. Le méme

raisonnement en partant d’un premier élément autre que u; donne 'inégalité
plus générale det (u;,u;) > j — i pour j > ¢, qui permet de conclure.

Solentr=ry <rg<...<r,=retr=r;<ry<...<r, =" deux suites

minimales entre r et r’. Montrons par récurrence sur n que ces deux suites
sont égales, quels que soient les rationnels r et /. Si n = 2 la deuxieme suite
ne peut étre minimale que si n’ = 2. Supposons donc n > 3 et considérons
les suites de vecteurs de Z* v = uy,ug,... ,u, = vet u=uj,ul, ... u, =v
associées aux deux suites de rationnels. Supposons que ro # r5. Soit m tel que
ri. <y <l .. On ne peut avoir ni r,, =ry ni vl | = ry car det (u,uy) =1
alors que det (u,ul,) > 2 pour m > 3 d’apres le point 2 du lemme. Donc
r, < rg <.y etil existe x,y € N* tels que uy = zul, +yul . Or 1 =
det (u,uq) = v det (u,ul,) + ydet (u,u;n_l_l) avec ¥ > 1, det (u,ul,) >0,y > 1
et det (u,u;n_l_l) > 2 est impossible. On a donc ry = 7} . Les deux suites
rg < ...<r,=1r"etry=r)<...<rl, =r"sont minimales et la premiere a
pour longueur n — 1. Elles sont donc égales
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4. 11 suffit d’appliquer le point (3) du lemme, pour j = 1,... ,p, a la suite adja-

cente 13,741, - . et de remarquer que la suite r;, est minimale

O

y Tijq Tiip

Remarque : il se trouve que ’algorithme décrit dans la preuve de ’existence d’une
suite adjacente entre r et r’ fournit en réalité la suite minimale. Ce résultat étant
utile dans la suite nous allons le démontrer.

Reprenons en effet la preuve du point 1 du lemme. On procede par récurrence
sur det (u, u’). Si det (u,u') = 1 alors la suite r, 1’ est adjacente donc minimale entre
r et r'. Soit n>1. Supposons que pour r,7’ quelconques tels que det (u,u’) < n
I’algorithme fournisse une suite minimale. Soit r, 7’ tel que det (u,u’) = n et v =
Up, Uy . Uy = U lasuite adjacente construite en 1 du lemme. Comme on a montré
que det (uz,u’) < n, on sait que ug, ... ,u, = u’ est minimale. Si w, ug, ... , Uy = o’
n’était pas minimale on aurait donc, d’apres le point 2 (ou le point 3) du lemme,
uy = u+ us et donc : det (us, u’') = det (ug, u’) — det (u, u’) < 0 ce qui est contraire a
la définition de us qui doit étre a I'intérieur du parallélogramme (0, ug, uz + u', u’).

O

6.6 Preuve de la liste des modeles minimaux

Il s’agit de montrer qu’en partant d’un plongement homogene lisse et complet
quelconque de SLy/H on peut se ramener par contractions successives (inverses
d’éclatements ) a I'un des éléments de la liste des plongements minimaux (6.2 p.
71) et de prouver que ces éléments ne sont pas des éclatés d’un autre plongement.
On envisage plusieurs cas selon le sous-groupe H et la forme du plongement lisse de
départ.

6.6.1 Cas ou H est binaire tétraédral

D’apres les résultats de la section 4 p. 29 les S Ly-germes réguliers de dimension
1 sont :

= As (v, f,e0(0),0(f),b(e)), Az (v, f30(0),0(f)), Ar(v3b(v)) et AL (f;0(f))
(définition de b(j) p. 3.4).

— AB(j,r1,7r2) tels que les ! définis par r; = 1:“ — 1 sont ¢-adjacents (¢, =
J

¢y =6, c.=4etc, =2 pour w générique).
— By(w,—1) pour w générique.
Soit Xy le plongement correspondant au premier diagramme de la proposition 7

p. 72). X1 a pour orbites non ouvertes A; (v;b(v)) et C (v;b(v)). En éclatant X; le
long de son orbite de dimension 1 on obtient Xy qui a pour orbite de dimension 1
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Ay (v, f;6(v),b(f)). En effet le diviseur exceptionnel D de I’éclaté est un fermé S Lo-
stable irréductible de dimension 2 et son anneau local est ’anneau d’une valuation
S Lo-invariante v(j,r) (j € PY/H et r € QN[ — 1,b(4)]). Or v est une valuation
essentielle pour toute SLs-orbite de D, donc si v = v (,—1) alors D contient un
ensemble cofini d’orbites de type Bi(w,—1) (plus éventuellement d’autres orbites
de dimensionl) et pas d’orbite de type C, et si v # v (,—1) alors D contient une
unique orbite de dimension 2 qui est C'(j, ) et un nombre fini d’orbites de dimension
1. D’apres la liste des orbites régulieres ci-dessus la seule possibilité est X5 :

v

w génériques

Par le méme raisonnement, si on éclate Xy le long de A, (v, f;b6(v),b(f)) on

obtient X3 avec l'orbite As (v, f,e;b(v),b(f),b(e)).

\

w génériques /

X

3

En éclatant X3 le long de As (v, f,e;b(v),b(f),b(e)) on obtient X, avec les
orbites By (j, —1) pour j générique et AB (j,—1,b(j)), C (j,b(j)) pour j € {v, f,e}.

\

w génériques

Considérons maintenant un plongement quelconque X de SLy/H. S’il possede
une orbite Ay il provient de X; par un ou deux éclatements successifs. Sinon il a
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un ensemble infini d’orbites By (7, —1) avec j générique appartenant a un ensemble
cofini (P'/H) — J (plongement décrit p. 71).
Soit j € J. Il existe une suite de rationnels r; = —1 < ry < ... <1, =b(j) telle

que X possede les orbites AB (j,ri—1,r;) et C(j,r;) pour ¢ = 2,... ,n et telle que

, [N . 147! . .
les r} définis a partir des r; par r; = —— — 1 forment une suite c;-adjacente entre -1
J

1
D’apres le lemme 6.5.3 et ses corollaires on peut donc par contractions successives

aboutir a un plongement avec l'orbite AB (3, —1,b(j)). Ce plongement est lui-méme

et 1. On vérifie facilement que —1 = —3_'5]71 = 1 est la suite minimale entre -1 et 1
J

I’éclaté d’un plongement avec 'orbite By (7,—1). En appliquant ce traitement a
chaque élément j de J on aboutit par contractions successives au plongement Xs.
La proposition 7 est démontrée.

O

Remarque 6.6.1 Si X, X’ sont deux plongements (lisses, complets) de SLy/H (H
tétraédral) et o est un morphisme de X vers X' alors ¢ est une composition de
contractions.

Preuve : la liste des SLy-germes réguliers (un seul type d’orbite de type B : le
type By ) nous dit qu’un plongement X est déterminé par son squelette Sk (X). De
méme les conditions d’existence d’un morphisme de X vers X’ données au § 6.3 se
réduisent a Sk (X’) C Sk (X).

Pour un morphisme ¢ de X vers X', notons e (¢) le cardinal de Sk (X)\ Sk (X").
Si e (@) = 0 alors ¢ est un isomorphisme. Supposons la proposition démontrée pour
tous les ¢ tels que e (p) < n (n € N) et soit ¢ tel que e(¢) =n+ 1.

Supposons d’abord que v(,—1) € Sk(X) \ Sk (X’). En particulier X’ est égal a
I’un des plongements X7, X3 ou X3 de la preuve de la proposition 7. Soit 7 : X, — X’
la composition de contractions décrite dans la preuve. Comme Sk (X;) C Sk (X),
on voit que ¢ se factorise en 7 o ¢ et puisque e (@) < n, on en déduit que @, puis ¢,
se decompose en produit de contractions.

Supposons que v(,—1) ¢ Sk(X)\ Sk (X’). Soit vg = v (Jo,70) € Sk(X) \ Sk (X")
avec jo € P/ H et rg €] — 1;0(jo)] N Q.

Si vy domine (I’anneau de valuation d’) une orbite de type Ay dans X' alors
vo est essentielle pour une orbite de type Ay de X et ¢ est un morphisme de X
vers X; (1 <17 < 7 <3). D’apres la preuve de la proposition 7, ¢ est un produit de
contractions.

Supposons que vy domine une orbite lo = AB(r,r’') de X'. Alors X contient les
orbites AB (jo;r,71), AB (Jo;r1,72) ... , AB(Jo; 7, 7") (n > 1). D’apres le lemme
6.5.3 et son corollaire 6.5.5 p. 80 on a une suite d’éclatements de X’ (on com-
mence par éclater [y) de composée 7 : X' = X' telle que Sk()N(’) = Sk(X’) U
{v(Jo,71),--. v (Jo,mn)} C Sk(X). En particulier ¢ se factorise en m o ¢ et on
conclut comme dans le cas précédent.
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Supposons enfin que vy domine une orbite de type By de X', c’est-a-dire une
orbite lo = By (jo, —1) avec jo générique dans P'/H.

vo # v(,—1) donc vy est essentielle pour une orbite de X qui n’est pas de
type By. On en déduit que vy = v (Jo,b(jo)) € Sk(X). Considérons 'application
d’éclatement 7 : X' — X' de D'orbite lo. On a Sk(X’) = Sk (X’) U {v;}, donc on a
encore Sk()?’) C Sk (X) et on peut conclure comme dans les cas précédents.

Par récurrence sur e () la proposition 6.6.1 est démontrée.

6.6.2 Cas ou H est binaire octaédral ou icosaédral

On reprend la preuve du cas tétraédral en remarquant que cette fois la seule

orbite de type A; est A; (v;b(v)).
0

6.6.3 Cas ou H est cyclique d’ordre k impair supérieur ou
égal a 3
Les S Ly-germes réguliers de dimension 1 sont :

— AL(0; =) et Av (oo =tg)

~ Ay(0,00; 1,7,) et Ay (00,05 1,7,) avec 1, = 2 et n > 12&

3

+
Bl
]

- A, <0,oo; r%,r%>

— AB(j,r1,72) tels que les r! définis par r; = 4 sont ci-adjacents (¢ =

Coo = k et ¢, = 1 pour w générique).
- By (w,—1) et By (w, %) pour w générique

- B_ (w, ﬁ) pour w non générique et n > 1.

Partant d’un plongement quelconque X, il faut montrer que par une suite de
contractions on aboutit a I’'un des modeles de la proposition 9 mais qu’aucun de ces
modeles ne peut étre contracté.

Un plongement X de S 15/ H contient soit une orbite de type Ay, soit une orbite de

type Az (deux cas), soit un ensemble infini (cofini dans P!/ H) d’orbites By (w,—1).

ler cas : X contient une orbite de type Ay, par exemple A; (0; ﬁ)
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w génériques:,

Pour que X soit complet il faut compléter par des orbites AB (0, r;,7:11), C (0,7;)
et éventuellement une orbite B_ (0,r).
Supposons que X n’ait pas d’orbite B_.

I
Comme Ng = Ne = 1, la formule r = 1:7’

1 donne r = r’. Les fractions

—1—I—nk et L T sont k- 1rreduct1bles (co = coo = k) et comme ‘”k 1l ‘ = nk elles ne sont
k- adJacentes que sin = 1.

Sin = 1 on peut donc, d’apres le lemme 6.5.3 et ses corollaires, contracter X
jusqu’au plongement :

Ce plongement est minimal car si on on enleve l'orbite ' (0, _:_k>, Iorbite

A1 (0,1) n’est pas réguliere et si on enleve 'orbite €' (0, 1) il faudrait compléter par
. , S -1

une orbite non réguliere By (O 1_l_k>ou B_ (0, —1-|—k>

Sin > 2, la suite k-adjacente minimale entre __— et 1 est 1 On peut

1-|—k7 T
donc contracter X jusqu’au plongement

Ce plongement est minimal car si ’on enleve 'une des orbites de type C on ne
peut pas garder un plongement lisse en complétant le plongement obtenu par une
orbite de dimension 1.

Supposons maintenant que X ait, en plus de ses orbites éventuelles de type AB,
une orbite B_ (0, H_ﬁ)

_pA : : _ : —14+nk 14+mk | _
1—I—nk et 1-|— - sont k-réduites mais ne sont pas k-adjacentes car | =1 7R =

(n +m)k > 2k # k. La suite k-adjacente minimale entre _1__|_1nk et 1—|—1mk est _f_:nk, %, 1—|—1mk'
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On peut donc se ramener par contractions a

qui est minimale car on ne peut enlever aucune des orbites de type C en conservant
un plongement lisse.

2eme cas : X contient Ay (00,05 1,7,) (ou A3 (0,005 1,7,)) avec r, = Ar et n >
1ok

-
Pour que X soit complet il faut compléter par des orbites AB (0, r;,7:11), C (0,7;)

et éventuellement une orbite B_ (0,r). Supposons d’abord qu’il n’y ait pas d’orbite

B_.

n supérieur ou égal a 1%‘

nnﬁ et % étant adjacents on peut se ramener par contractions successives a

n supérieur ou égal a 1%‘

Si par contraction on enleve 'orbite (' (0, #), Porbite A5 (0,00; 1,1) du nou-
veau plongement n’est pas lisse. Si on contracte 'orbite C' (0, 1) il faut que B_ (0, #)
no— 1

e = 13,3 pour un certain m > 1. Comme
ces deux fractions sont k-irréductibles leur égalité équivaut an = 1 et n+k = 14+mk,

soit réguliere, ce qui n’est possible que si

c’est-a-dire n = m = 1. On trouve dans ce cas le plongement minimal

1

1+




6.6. PREUVE DE LA LISTE DES MODELES MINIMAUX 89

Si enfin on contracte 'orbite C (0o, 1), orbite A; (0; —2-) n’est réguliere que si

s L)y ' otk g q
= ﬁlmk pour un certain m > 1. Il faut donc que n = —1 et m = 1 et on trouve
alors apres contraction le cas déja vu :

n 1 T : n+k mk+1 | _ _ n 1
et 77— sont k-irréductibles et ‘ Fhomk ‘ = k(1 —nm). Donc e < o

quandmzlet%gng10um226t%§n§0. On vérifie en appli-
quant le critere du lemme 6.5.3 que la suite k-adjacente minimale entre —— et —!
n+k 14+mk
n n+1 0 1 : : :
est TR LR R TR SL T < 0. On peut donc par contractions successives se
ramener a :

Supposons m = 1. Si n < 0 on vérifie que l'on peut contracter ' (O, #),
Ay (0, 00 1) , AB (0, el %) pour trouver le plongement :

et donc, par contractions successives, on aboutit a
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qui est clairement minimal.
Supposons maintenant m > 2. Comme précedemment, on peut contracter jusqu’a

Ce plongement est minimal car on ne peut enlever aucune orbite de type C en

préservant la lissité.
. 1—k 1—k
3eme cas : X contient Aj <0, 00 ; ﬁﬁ)
2 2

,_.
|
e

2 et % sont k-adjacentes

Supposons qu’il n’y ait pas d’orbite B_ (0,r). Comme
on peut se ramener par contractions successives a :

— ¥
=227 On
L est

14+mk

= ri—x et on sait que la suite k-adjacente minimale entre ri—x et
2 2

.,70 = 0, ——. On peut donc se ramener par contractions stuccessives
’ Y 14+mk



6.6. PREUVE DE LA LISTE DES MODELES MINIMAUX 91

Pour pouvoir contracter ce plongement il faut que ri_x = On sait que
2

-1
—14+nk"

ceci n’est possible que si % = —1 et n =1 et l'on retrouve apres contraction un

cas déja étudié. Si k > 3 le plongement est minimal (vu précédemment).

Le deuxieme plongement se contracte en

1
1+mk ©

qui est un plongement déja rencontré. Reste le troisieme plongement dont on véri-
fie facilement qu’il est minimal : on ne peut enlever aucune orbite de type C en
maintenant la lissité.
4éme cas : X a une infinité d’orbites B (w, —1).

Soit w € P!/ H générique. Trois cas peuvent se présenter pour les orbites C' (w, ... ),

Bi(w,...) et AB(w,...) de X :
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(0) (0)
// //
. ,/ ,/
7 7 7
\ e - \ e - \ e -
\ /,/ /_/’/ (0) \ /,/ - - (o) \ /,/ - - (o0)
VT VT VT
L L L +
R = o) R — o) - o)
-1 2 o 20 oL 2
AB T A k1t k? kL
' '
r = —1,% -1, % — 1 se transforment par la formule r = 1ni —1= 1"'];7’ —1len
r"=—1,0,1. Or ¢, = 1 et la suite —1,0,1 est 1-adjacente minimale entre -1 et 1.
Par application du lemme 6.5.3 et de ses corollaires on peut donc en contractant X
un nombre fini de fois ramener les deux premiers cas a
()

. T (o)
SN s T
©) et !

On obtient le premier de ces deux plongements par éclatement de I'orbite B, (w, % — 1)
du deuxieme et ce dernier est lui-méme ’éclaté de

—-7 ()
- -
W
(w)
2,
K

Siw = 0 ou oo la suite k-adjacente minimale entre -1 et 1 est —1, 71,1 et la
2
suite k-adjacente minimale entre -1 et ﬁ est —1, 71—k, 71k
2 2

FRERIR

n
donc ramené par contractions aux deux cas suivants

1
70y k-

On est

D’ou finalement trois plongements possibles (4 en échangeant 0 et co)
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Chacun de ces plongements est 1’éclaté d’un plongement rencontré précédemment
(3eme cas, avec une orbite As). La proposition est démontrée.

O

6.6.4 Cas ou H est cyclique d’ordre k pair
Les S Ls-germes réguliers de dimension 1 sont :
7A1<O,oo; )etA1<ooO

- A2<O 005 )etA2<oo 0;

pour n > 1

—1
ey 1-|—nk7 1)

; n+k71> pour n > 1—%
- Aj (O oo,wy; 1,1, i 1) pour un élément générique w; quelconque de P'/H.

— AB(j,r1,72) tels que les ! définis par r; = 1:—7,: — 1 sont ¢j-adjacents (¢ =
J

Coo = k et ¢, = 2 pour w générique)

— By (w,—1) pour w générique.

Pour les 6 premiers plongements de la proposition 10 il n’y a aucune différence
avec le cas impair. Il est clair que le 7eme plongement est minimal. Il ne reste donc
qu’a étudier le cas ou le plongement contient un ensemble infini d’orbites By (w, —1).

Soit w € P'/H générique. 2 cas peuvent se présenter :

() ()
e e
7 7
e e
\ s - \ s -
| - —~ () ! P ")
v ,/ - - v 7 - -
Vs Vs
N // .- . // - +
-1 1 ] \e- =
L R () -1 4 ()
4 4
AB K K
r = —1,%—1 se transforment par la formule r = ln——l = lk"';g —lenr' = —1,1.

Ore, =2 et la suite —1, 1 est 2-adjacente minimale. Par application du lemme 6.5.3

on peut donc en contractant X un nombre fini de fois se ramener au deuxieme cas.

Siw = 0 ou o la suite —1 = %/22,1 est k-adjacente minimale et la suite k-

adjacente minimale entre —1 et —L— est —1, 71—k, 71— On est donc
2 2

14+nk
ramené par contractions aux deux cas suivants

+15 rO’l—I— e
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\

n et m supérieurs ou égaux a 1

Le premier plongement est minimal. Le second est 1’éclaté d’un plongement avec
une orbite A;. Le troisieme est minimal. La proposition 10 est démontrée.

O

Reste le cas ou le groupe cyclique est d’ordre k = 4.

Aux SLs-germes réguliers du cas k > 6 il faut ajouter As(0,w;; 1,0) et
Aj (00, wy 5 1,0), pour un élément générique quelconque w; de P!/ H. 1l suffit alors de
vérifier qu’en éclatant le plongement contenant cette orbite on obtient le plongement
avec orbite As. La proposition 11 est démontrée.

O

6.6.5 Cas ou H est binaire diédral

Les S Ly-germes réguliers de dimension 1 sont :

- A (v,f,e,(); 2 — 1,%—1)
A (v,f,(); 2 — 1) et A, (v,e; 0,2 — 1) sik>1plus Ay (f,e;0,0)si k=2
Ay (f, —%) et Ay (e; —%) sik=3

1—|—7’£

— AB(j,r1,r2) tels que les ! définis par r; = — 1 sont ¢j-adjacents (¢, = 2k,
¢f=7¢ =4etc, =2 pour w générique)
— By (w,—1) pour w € P'/H générique.

Le plongement contenant l'orbite A3 est toujours 1’éclaté d’un plongement con-
tenant une orbite Ay. Si k > 2 un tel plongement est minimal, si £ = 2 c’est I’éclaté
d’un plongement contenant une orbite A; qui est lui-méme minimal.
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Soit X un plongement avec une infinité d’orbites By (w,—1). Pour w € P'/H
générique on a deux cas :

Ve
S )
;/ ;/’
Ve Ve
\. e ) \ e )
\ 7 P . \ e -7 _
| /’// /'//_/_/ (e) \ /‘//‘/»—//_/ - (e)
b e ) = —=
L —-1
AB K

! ! .
Par la formule r = 1ni —1= 1;: —1, la suiter = —1, %—1 se transforme en 1’ =

—1,1. Or ¢, =2 et la suite —1,1 est 2-adjacente minimale. On peut donc toujours
par contractions se ramener au second plongement avec By (w,—1). Si j € {v, f, e}
on peut aussi vérifier que AB (7, —1,b(J)) est lisse et on peut par contractions réduire
X a un plongement contenant cette orbite. Le plongement obtenu a pour diagramme :

w génériques,

C’est I’éclaté du plongement avec orbite As. La proposition 12 est démontrée.

O

6.7 Géométrie des modeles minimaux

6.7.1 Un critere de quasiprojectivité.

L. Moser a établi plusieurs résultats sur la quasi-projectivité d’un plongement

homogene (normal) de SLy/H. Dans une suite non publiée de sa these elle a prouvé
par exemple le résultat suivant :

Si X, un plongement homogene normal de SLy/H a deux orbites Y] et
Y,, de type By ou B_ alors X n’est pas quasi-projectif.

Pour la réciproque (dans le cas lisse) on trouve dans son article [ M3] la propo-
sition suivante :
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(proposition 6.4 de [ M3]) Soit X un plongement lisse et complet de S L.
Alors X est projectif si et seulement si il contient au plus une orbite de
type B_.

Si on considere un plongement X lisse complet de SL,/H ne contenant pas
deux orbites de type By ou B_ alors il est facile de voir que X est obtenu par
éclatements successifs d’'un plongement minimal qui est projectif, puisqu’il s’agit
d’un plongement que 1’on retrouve dans la liste de Nakano.

Le critere de quasi-projectivité que nous allons prouver s’applique au cas plus
général d’un plongement non nécessairement lisse ni complet.

Timashev décrit dans [ Tim2] les diviseurs de Cartier B-stables d’un plongement
normal homogene de G/ H dans le cas ot & est réductif et C(G/H)P est de degré
de transcendance 1 sur C (complexité 1). Il donne aussi un critere permettant de
vérifier qu’un tel diviseur est ample. A 1'aide de ce critere d’amplitude nos allons
démontrer le résultat suivant :

Proposition 13 soit H est un sous-groupe fini de SLy. Un plongement homogene
de SLy/H n'est pas quasi-projectif si et seulement si il contient deux orbites Y; et

Y, de type B_ ou By.

Corollaire 6.7.1 Tous les plongements minimaux de SLy/H sont projectifs sauf le
dernier plongement de la proposition 9 p. 72 (H cyclique d’ordre impair > 3) et le
dernier plongement de la proposition 10 p. 74 (H cyclique d’ordre pair > 6).

Les résultats de Timashev que nous utiliserons sont les suivants (théoremes 5 et

6 de [ Tim2]) :

1. Soit ¢ un diviseur B-stable de X. Alors § est un diviseur de Cartier si et
seulement si pour toute sous-variété irréductible G-stable Y de X (appelée
une G-sous-variété de X) il existe fy € C(G/H)®) tel que chaque diviseur
premier B-stable D contenant Y intervienne dans ¢ avec la multiplicité vp( fy ).
Conséquence :

2. D’apres 1 un diviseur de Cartier B-stable sur X est déterminé par la donnée

de :

(a) un élément fy de C(G/H)®) pour chaque G-sous-variété de X, avec la
condition que vp(fy,) = vp(fy,) pour tout diviseur premier B-stable D
contenant Y] et Y5.

(b) un entier relatif mp pour chaque diviseur premier B-stable D de DF \
Uy cx D3, avec la condition que seul un nombre fini d’entiers mp soient
non nuls. Rappel : DP est I'ensemble des diviseurs premiers a la fois
B-stables et non G-stables de G/H ; parmi ceux-ci DE correspond aux
diviseurs qui contiennent Y.
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3. Soit § un diviseur de Cartier B-stable déterminé comme en 2 par des ensembles
{fr} et {mp}. Alors § est un diviseur ample si et seulement si on peut choisir
pour chaque G-sous-variété Y une B-carte Xy (qui I'intersecte) telle que :

(a) pour toute G-sous-variété Y’ de X et tout diviseur premier B-stable D
contenant Y on a vp(fy) < vp(fys), 'égalité n’ayant lieu que si DNXy #
0.

(b) pour tout D appartenant a D\ |y y Df on a vp(fy) < mp , 'égalité
n’ayant lieu que si DNXy # ().

Les plongements lisses et complets de SLy/H sont décrits au paragraphe 6.1 p.
69. Pour les plongements complets seulement il suffit d’omettre les contraintes de
lissité des orbites. On autorise en particulier les orbites de type By (points fixes). Les
S Ly-sous-variétés d’un plongement X qui peuvent apparaitre sont les suivantes :

1. Les points fixes c’est-a-dire les S Ly-orbites de type By.

2. Les SLs-orbites isomorphes a P! c’est-a-dire les orbites de type By, B_ ou
AB.

3. Les fermetures des S Ly-orbites de dimension 2 c’est-a-dire des orbites de type

C.

4. La réunion de I’ensemble (supposé non vide) de toutes les orbites de X de
type By ou AB dont 'anneau local admet pour valuation essentielle I’élément

v(,—1) de V.

Preuve de la proposition 13 :

Commengons par retrouver la partie déja démontrée par L.Moser (avec d’autres
méthodes) : §’il y a deux orbites de type By ou B_ alors le plongement n’est pas
quasi-projectif.

On considere un plongement homogene X de SLy/H ayant au moins deux orbites
de type B_ ou By. On sait déja (§ 5.6.2 p. 60) que H est cyclique et que si card (H) >
3 alors les orbites de type B_ ou By sont de la forme B_ (j,r) ou By (j,r) avec
j€40,00} CP'/H.

Nous exposons le cas H = {Id}, les autres cas étant analogues.

Notons B; et By les deux orbites de type B_ ou By :

B, =B_ (Dl,rl) ou By (Dl,rl)
By, = B_ (DQ,TQ) ou By (DQ,TQ)

avec Dy, Dy € DP =Pl et r,ry €]0,1[.
Supposons que X soit quasi-projectif. On peut choisir :

— un diviseur ample défini par :
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— un ensemble {fy} ou Y parcourt I'ensemble des S Ly-sous-variétés de X
et fy € C(SLy)P,

— Un ensemble {mp} ot D parcourt I'ensemble D5\ |J, .y DY,

— une B-carte Xy pour chaque S Ly-sous-variété Y de X,

tels que les conditions de Timashev données au début de la preuve soient satis-
faites.
Les fonctions fy pour Y = By, By s’écrivent

f8. = 95,95,9, - - - 9D
fB, = 9p,95,90, - - - 9Dy
avec D; € DB = Plet 2;,y; € Z. Rappelons que 'ensemble des diviseurs premiers
B-stables de S L, est en bijection avec P! et que si D est un tel diviseur son idéal
est principal et engendré par une fonction gp € Cx ¢ Cy définie a un coefficient
multiplicatif pres. Les éléments de C(S Ly )B) s’écrivent [ g5 avec ap € Z (§ 3.2).
Comme B; est de type II, il y a une seule B-carte qui intersecte B;. Elle est
définie par :

W= (o (Do)
— R =P'si B; est de type By ou R = P'\ {D;} si B; est de type B_.

Ecrivons certaines conditions de diviseur ample qui aboutiront a une contradic-
tion :

-Y =B,Y =By D =D, pour @ = 3,...,N. On a alors vp, (fp,) =
vp, (fB,), ce qui implique

To=Yo (a=3,...,N) (6.3)
- Y =58,Y =By, D=D;. Ona alors vp, (f,) < vp, (fB,), ce qui implique
<y (6.4)

- Y =8B, Y =B, D=D,; Onawvp, (fs,) <vp,(fs,) qui implique
Y2 < (6.5)

- Y =By, Y =By, D=C5 On aalors v(Dy,r3) (fB,) < v(D2,r2) (fB,) qui

s’écrit

T2Ty — sz < TaY2 — Zyi

i#2 i#2
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ou, en tenant compte de (6.3)
roZTo — X1 < T2lY2 — W1

ce qui implique, avec (6.4) et (6.5) et en tenant compte de ry > 0 :

roY2 — Y1 < Tl — &1 < T2Y2 — Y1
(C’est la contradiction cherchée : le plongement ne peut pas étre quasi-projectif.

Réciproquement supposons que X soit un plongement homogene de SLy/H avec
au plus une orbite de type B_ ou By. Il s’agit de montrer que X est quasi-projectif.

Soit X le plongement de Sy tel que X/H = X. Si X a une orbite By(j,r) ou
B_(j,r) alors H est nécessairement cyclique et j est non-générique dans P'/H (si
card (H) > 3). En particulier X a le méme nombre d’orbites de type By ou B_ que
X. Si X est quasi-projectif alors X est quasi-projectif.

On peut done supposer pour la preuve que H = {id}.

Si X n’est pas complet il est facile de construire un plongement complet X' tel
que X C X' et X'\ X soit une réunion finie d’orbites de type By ou AB. En
particulier X est un ouvert de X’ et X’ a le méme nombre d’orbites B_ ou By que

X.

diagramme de X diagramme de X'

Si X' est projectif alors 'ouvert X est quasi-projectif. On peut donc supposer
que X est complet.

Il s’agit de choisir pour chaque S Ly-sous-variété ¥ de X une B-carte Xy et une
fonction fy dans C(SLy)®) et pour chaque B-diviseur D de DP \ Uycx PE un
entier relatif mp tels que les conditions de diviseur ample données par Timashev
soient satisfaites.

Une B-carte )O(y d’une SLy-sous-variété Y est déterminée par ’ensemble des
diviseurs premiers B-stables qui I'intersectent. Cet ensemble est formé d’un ensemble
W de diviseurs S Ly-stables (on donnera leur valuation S Ly-invariante associée) et
d'un ensemble R C DP de diviseurs B-stables, non S Ly-stables.

Méthode de recherche d’un diviseur ample.
Les fonctions fy associées aux S Lgp-sous-variétés Y étant en nombre fini seul un
nombre fini de fonctions ¢gp intervient dans leur définition, disons ¢gp,, ... ,gp, . Pour
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un choix donné de Dy,..., Dy € DP un élément fy est donc déterminé par le N-
uplet (ay1,...,ayn) formé par les exposants des gp,. Dans chacun des cas traités
ci-dessous 'ensemble des D; contiendra au moins tous les D; tels que C (D;,r) soit
une S Ly-orbite de X pour un certain r. Sil’on fixe des B-cartes )O(y, les conditions de
Timashev sur les fy s’expriment par un systeme fini d’équations et d’inéquations en
les ary ;. C’est un probleme simple d’algebre linéaire dont nous donnons dans chaque
cas une solution explicite.

Les éléments gp, pour 2 = 1,..., N seront notés ¢;, les valuations B-invariantes
vp, associées aux D; seront notées v; et les valuations S Ls-invariantes v(Dy,7q.5)
associées aux orbites C, 53 de type C du plongement X (voir figure) seront notées
Va,g-

Pour simplifier I’écriture, les exposants qui apparaissent dans la définition de fy
sont exprimés en fonction des rationnels r, 5. Pour les rendre entiers il suffit de les
multiplier par leur dénominateur commun. Nous ne donnons la vérification explicite
des conditions de Timashev que dans le premier cas, les autres cas étant analogues.

ler cas : X contient une orbite de type Ay avec N > 2 et ne contient
pas d’orbite de type B_.

C
N,2 c D
M+1,ny, M+1

Définition du diviseur ample :

— orbites de type AB: Y = AB, g = AB(Do,7ap,"apt1) pour @ =1,... , N et
B=1,...,n,— 1.
B-carte Xy définie par W = {v,5,vapr1}t, R=P'\{Dy,...,Dn}.

fr = Jap =gt Hg' ket
[ =te%
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— fermeture des orbites de type C': Y = Cy 5 = C(Dqy,rap) poura =1,... , N et
B=1,....,n,.
B-carte et fonction fy identiques a celles de AB, g sauf pour C, ,, :

— B-carte Xy définie par W = {va,.} et R = P\ {Dy,..., Dy}

Iy = fom, = gWN-bna ng' K21 7ok
[ =te%
— orbites de type By : Y = B = BY(D,,ron,) pour a =1,..., M.
B-carte Xy définie par W ={van.}, R=P"\{Dy,... ,l/):y, ..., Dy}

Jr = fu = gV T gl R e
[ =te%
Lo est défini par g, =n —n, + 1 pour un n entier tel que n > sup{n;}.
— orbite de type Ay : Y = An(D1, ... , Dy i1, 7N 1)
B carte Xy définie par W ={vi1,...,on1}, R=P'\{Dy,...,Dn}.

fr=r=1

— entiers mp pour D € PP\ Uycx D¥ = {Dnr41,..., Dy} : il suffit de choisir
mp, supérieur aux nombres v, ( fy ).

Vérification des conditions d’amplitude :

Les conditions de Timashev de la forme vp(fy) < vp(fy/) ou vp(fy) = vp(fy/)
pour Y, Y’ quelconques et D un diviseur premier S Ly-stable contenant Y’ découlent
des inégalités et égalités suivantes.

Vérifions par exemple les deux dernieres inégalités.

5 5
Vap(fas) =Tap(N=1)B = (N =1)Y rap=(N=1)> (rap = rax)
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D’une part on a va1 (fa1) = 0 et vap(faz) > 0 des que B > 1 (les r, sont
strictement croissants en fonction de k). D’autre part si ¢ # a on a v, g(f;;) < 0.
En effet

J J
Vas(fig) =Tap Y Tin— (N =1)j = (N =2)> riy
k=1 k=1
et —1 <r;; <1 implique vy 5(fi;) <j—(N—=1)j4+(N—=2);5=0.
[’inégalité (6.6) quand ¢ # o découle aussitot de ces deux résultats.

Enfin
Ié]

Va5(fap) = Vap (faj) = (N = 1) (Kfra,ﬁ = raxk—irast Y ra,k>

N D) T (e = as) > 0si g > 8
(N = 1) 300, (rag — Tas) > 0sij < B—1

ce qui acheve la preuve de I'inégalité (6.6).
Pour I'inégalité (6.7) on sait déja van, (fo) = Yane (fam.) > 0. Ensuite si ¢ # «

n;—1 n;—1
Vona (fi) = Tana (Z ik + mn,m> —(N=1)n—(N-2) (Z ik + mn,m>
=1 =1

et —1 < r;; <1 implique EZII rik + pirin, < ni —1 4+ p; =n. On en déduit
Voo (fi) <n—(N—=1)n+(N—=2)n=0

et I'inégalité (6.7) en découle aussitot.
Ecrivons maintenant les inégalités vp(fy) < vp(fy/) pour D € DE, et DNXy =

0.
— Y =AN,Y' =Bf, D=D, :

Va(f) <va(fa) ©0< (N —-1)n
- Y =AB,gouCup (a=1,... Met3=1,... ,n,—1)
Y'=BrD=D,:

Ua(foz,ﬁ)<va(foz) @(N_l)ﬁ<(N_1)n
S B<n

~-Y'=BrD=D;(i#a):

vi(fap) <vi(fi) & Xpoyran <(N—1)n
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- Y =0Chn,

- Y'=BY*. D=D,:
Vo (fana) <Va(fa) ©na<n

S Y' =B D=D:
U; (foz,na) < v; (fz) = Z Tak <N
k=1

Y =Bt(a=1,...,M),Y' =B, ita, D=0D;:

Nna—1

v; (fa) < v; (fz) < UaTan, T Z Tak < (N — 1) n

k=1
Comme 1,74, + EZ;;I Tak < Mo + No — 1 = n cette derniere inégalité est
vérifiée des que n > 0 et N > 2. Les autres inégalités sont vérifiées pour
n > sup{n;}.

2éme cas : X contient une orbite de type Ay avec N > 2 et une orbite
de type B_.

G D
M+1,ny,, Ma+1

Pour les S Ly-sous-variétés AB, 5, An, BY et C, g les choix des B-cartes et des
fy sont les mémes que dans le premier cas. Les autres choix sont :
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— orbite de type B_ : Y = By = B_(D1,r1,,) avec 0 <1y ,, < 1.
B-carte Xy définie par W = {vin}, R=P'\{D}.

N-— n]— 1 N-1)n
Jy = gV T N
i#1

I’entier p11 est défini par
n1—1

(N—=1)n=pri, + Z 1k

k=1

— DP\ Uycx PP = {D1}. I suffit de choisir mp, supérieur aux vy ( fy).

Les conditions d’amplitude sont vérifiées quand n > sup{n;}.

3eéme cas : X contient une orbite de type Ay avec N > 2 et une orbite
de type Bq.

On vérifie que 'on peut faire les mémes choix que dans le cas précédent sauf
pour l'orbite By remplacée par BY. Il n’y a pas de mp car DP \ Uycx DE = 1.
Orbite de type By : Y = BY = Bo(Dy,r1,,) avec 0 < 1y, < 1.

— B-carte Xy définie par W = {vin}, R=PLDE=R.

fY — g§N—1)(n1—1+M1) HgZ(N—l)n

i#1
I’entier p; est toujours défini par
n1—1
(N=1D)n=pmri,+ > rx
k=1

et on choisit n > sup{n,}.

4éme cas : X contient une infinité d’orbites de type B, et aucune orbite
de type B_ ou de type B,.
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On choisit deux éléments Dy et Do, de DP différents de Dy,..., Dy et qui
interviendront dans la définition du diviseur ample. Pour a« = 1,... , N on a une
orbite supplémentaire de type AB : AB,o = AB(D,,—1,7,1). Enfin il y a une
S Ly-sous-variété de dimension 2 qui n’est pas une fermeture de S Ly-orbite :

D_, = ( U BE) U (a:y ; ABM)

DEDB\(Dy,.., Dy}

Choix de {fy },{mp} et des B-cartes pour la définition d’un diviseur ample :

- Y =AB,o=AB(D,,—1,rq1) poura=1,... ,N:
B-carte Xy définie par W= {v(,—1),v,1} et R = P\{Dy, Do, Dy,...,Dn}.

Jy = faBoo = 95 9a

- Y =AB,3=AB(Da,70p,rapt1) poura=1,... Net f=1,... ,n,—1:
B-carte )O(y définie par W = {va.5,vap41} 6 R = P'\{Do, Doo, D1, ... , Dy}

5,
Jy = fABa,oLCJoE’“z1 tgl
- Y =Chp=C(Dy,rap)poura=1,... Net 3=1,... n,:
B-carte )O(y et fonction fy identiques a celles de AB, g sauf pour C,,, : B-
carte définie par W = {v,, } et R =P\ {Do, Do, ..., Dn}.

EZEN’G,k n
Jy = [4B.095 95"
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- Y =B} =By (D,—1) pour D€ D\ {Dy, Do, Dy,... ,Dn} :
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R=P'\{Do, Do, Dy,...,Dn}.

fyr=1
- Y =Br=BYD,,ron,)poura=1,..., M.
B-carte Xy définie par W = {Vana}, R=P\{Do, Do, Dy,... ,l/):y, ..., Dy}

na—1
Hala,ng +Ek21 Tak n

Jy = faB.,9 g,

Lo est défini par p, =n —n, + 1 et n est un entier tel que n > sup{n;}.
~ Y = Bf = By (Do, —1).
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R = P\ {De, D1, ... . Dy}

n._—n

Iy = 9595

Y =Bt =By (Do, —1).
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R = P*\ {Dy, D1,... ,Dn}.

Jy = gscto
- Y= D_lo'
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R = P'\ {Dg, Doy, Dy, ... Dy }.
fy =1
— D\ Uycy P = {Dm41,-.. . Dn} 2 on choisit mp, supérieur aux v, (fy ).

5éme cas : X contient une infinité d’orbites de type B, et une orbite
de type B_.
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Choix de {fy },{mp} et des B-cartes :
- Y =AB,o=AB(Dy,—1,r41) pour o =2,... ,N.

B-carte Xy .définie par W={v(,—1),v41} et R =P\ {Dy, Dy, ...

Jy = faBao = 97 ' 9o

— Y = ABI,O = AB (Dl, —1,7“171)

B-carte Xy définie par W={v(,—1),vi1} et R=P'\ {Dg, Dy,...

r=9"n

- Y =AB,3=AB(Da,70p,"apt1) poura=1,... Net g=1,...
B-carte )O(y définie par W = {v,. 3, va i1} et R =P\ {Dqg, Dy, ...

5
N 17,
Iy = faB., g’ | |9¢ ket
[ =te%

- Y =Cop=C(Dy,rap)poura=1,... , Net =1,... n,.

107

7DN}‘

7DN}‘

s e — 1.

7DN}‘

B-carte )O(y et fonction fy identiques a celles de AB, g sauf pour C,,, :
B-carte définie par W = {v,..} et R = P'\ {Do,Dy,...,Dn}, fyr =

f Nna H 2221 Tk
AByoYa ita 95 .

- Y =B} =By (D,-1) pour D € DP\ {Dy, Dy,...,Dy}.

B-carte Xy définie par W = {v (,—1)} et R=P'\{Dg, Dy,...,Dn}.

fr=1

- Y =Br=BYD,,ron,) pour a=2,..., M.

B-carte Xy définie par W ={van.}, R=P'\{Do,Dy,...,D,,...

-1
_ Nn Hala,ng +EZ$1 Tak
Jy = faB.o9s | | 9;
[ =te%

Lo est défini par g, =n —n, + 1 et n > sup{n;}.
Y = B = By (Do, —1).

B-carte Xy définie par W = {v (,—1)} et R=P'\{Dy,...,Dn}.

Nn —Nn
Iy =9 "0

Y =B_:B =B_(Dy,r1,,)avec0 <ry, <l
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B-carte Xy définie par W = {vin}, R=P'\{D}.

Jy = fap,ogr T [T+
i#1
I’entier p11 est défini par
n1—1
14+ Nn=piripn, + Z T1k
k=1
- Y — D_l.
B-carte Xy définie par W = {v(,—1)} et R =P'\ {Dq, Dy,... Dx}.

fr=1
— PP\ Uycx P = {D1}. On choisit mp, supérieur aux vy (fy).

6éme cas : X contient une infinité d’orbites de type B, et une orbite
de type By.

On remplace dans le cas précédent 1'orbite By par l'orbite BY = By (Dy,71.,,) .
On a cette fois DP \ Uycx Df = 0 et les choix de {fy} et des B-cartes Xy sont
identiques a ceux du cas précédents, sauf pour B remplacé par BY :

B-carte Xy définie par W = {vy,, } et R = PL
N(ni— n
fY = fl = fABl,ogl (m= 1) ng'1+N
i#1
I’entier p; est défini par

n1—1

14+ Nn=piripn, + Z T1k

k=1

Téme cas : X contient un orbite de type A; et une orbite de type B,.
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On choisit un élément Dy # D; dans DP = P! utile pour la définition du
diviseur ample. Les fermetures d’orbite de type C sont C, pour o = 1,... ,ny avec
pour valuations associées v, = v (Dy,r,), —1 < ro < 1. La condition de type A; est

1+17’1 > 1 c’est-a-dire r; < 0. On fait les choix suivants pour le diviseur ample :

-Y = Al .
B-carte Xy définie par W = {v;} et R = P'\ {D;}.

fr=1

- Y =AB, = AB(D1,rq,rq41) pour a = 1,...,ng — 1.
B-carte définie par W = {v,,v,41} et R = P1\ {D;y, D,}. DE = (.

azazr
fr=gi97=""

- Y =C,=C(Dq,ry) poura=1,... 0.
B-carte et fonction fy identiques a celles de AB, sauf pour C,, : B-carte

définie par W = {v,,, } et R = P'\ {D,}.

fr = gitgr=

- Y =B} =By (Dy,r,,).
B-carte définie par W = {v,,, } et R = P'\ {D. On pose fy = fc,,.
- DP \ UYcX Dg = 0.

8eéme cas : X contient un orbite de type A, et aucune orbite de type
By, B_ ou By

La seule différence avec le cas précédent est I'absence d’orbite B et le fait que
DP\ Uycyx D¥ = {D1}. On choisit un entier mp, plus grand que tous les vp, (fc., ).
Les choix pour le diviseur ample sont les mémes que dans le cas 7.

9eéme cas : X contient un orbite de type A; et une orbite de type B_.
Comme ry < 0 (condition de type A;) et r,, > 0 (orbite B_) on a nécessairement
ny > 1. Choix pour le diviseur ample :

-Y = Al .
B-carte définie par W = {v,} et R =P'\ {D;}. On pose et fy = 1.
-Y=0(C, ouBj:
B-carte définie par W = {v,,, } et R = P'\ {D;}.
fY o gl’1+xn1 +n1—2
=%
T, est un entier positif tel que 0 < x,,r,, + 221:;-1 rppour o =1,... ,n;—1.

n1—1

x1 est défini par 0 = z17 + €0, 7, + D010 TR
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~-Y=AB,ou(C,=1,... ,ny—1:
B-carte définie par W = {v,, vaq1} et R = P'\ {Dy, Dy}.

_ r1ta-1 1’17’1+E?=27’k
Iy =4 9o

— DP\ Uycx PP = {D1}. On choisit mp, supérieur aux vp, (fy).

10 éme cas : X contient un orbite de type A, et une orbite de type B,.

On fait les mémes choix que dans le 9eme cas sauf pour C,, et By (remplacé
par BY). DP\ Uy cx Dy =0 et la détermination de x; et z,, se fait comme dans le
cas précédent.

- Y=0C, ouBY:
B-carte définie par W = {v,, } et R = PL.

_ riteng -2
Iy =a

Dans tous les cas on a montré que 'absence de deux orbites de type B_ ou By
entraine que le plongement est quasi-projectif. La proposition 13 est démontrée.

O

6.7.2 Lien avec la description de Nakano des modeles min-
imaux projectifs

Pour établir la correspondance entre nos modeles minimaux projectifs et ceux
établis par Nakano nous utiliserons essentiellement la décomposition orbitale (sous
l’action de SL;) donnée par ce dernier. Dans cette décomposition les surfaces de
Hirzebruch interviennent comme des diviseurs S L,-stables.

Action de SL,, B, T sur les surfaces de Hirzebruch. Pour m > 0 on note F,,
la surface de Hirzebruch définie par F,, = P (Op: & Op1 (—m)). C'est par définition
I’espace total d’un fibré sur P' : F,, 3 P,

Nous aurons besoin de la description suivante de F,, : si ’on recouvre P! par
les ouverts U, = {[x : y], 2 # 0} et U, = {[z : y],y # 0}, F,, est obtenu comme
variété par (U, x PY) II (U, x P') ou l'on a identifié ([z : y],[a : 3]) € U, x P avec
([ :y], [v™a : y™B]) € U, x P! quand zy # 0. La projection sur le premier facteur
passe au quotient pour donner p,,.

Supposons m > 1. On peut décrire I'action de 5Ly sur F,, avec les cartes précé-
dentes. Soit ¢ = (‘; s> cSLlyetwel,,.

— Siw s’écrit ([ : y], [a: 3]) dans la carte U, x P! (z # 0) alors :
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— si ar+by # 0 alors g.w = ([ax + by : cx + dy], [x™a : (ax + by)™ 3]) dans
la carte U, x P

— si cx +dy # 0 alors g.w = ([ax 4+ by : cx + dy], [v" o : (cx + dy)™3]) dans
la carte U, x P

— Siw s’écrit ([ : y], [a: B]) dans la carte U, x P! (y # 0) alors :

— si cx +dy # 0 alors g.w = ([ax + by : cx + dy], [y" o : (cx + dy)™3]) dans
la carte U, x P

— sl ax+by # 0 alors g.w = ([ax + by : cx + dy], [y"a : (ax + by)™ B]) dans
la carte U, x P

Sim =0, Fy = P! x P! et 'action décrite ci-dessus est 'action diagonale.

On en déduit les orbites de F,, sous 'action de SLo, B,T (T'C B C SLy).

Action de SL, : il y a deux orbites isomorphes & P! qui sont des sections de
pm (Co et O, et leur complémentaire qui forme une orbite dense.

Action de T'= C* :

— Points fixes :

— woo = ([0:1],[0:1]) et woo = ([0:1],[1:0] (carte U, x P).

— Weoo = ([1:0],[0:1]) et wooo = ([1:0],[1:0]) (carte U, x P1).
— Orbites de dimension 1 :

- Co=A{([x:y],[0:1]), x,y # 0, carte quelconque}.

- Coo ={([x = y],[1:0]), 2,y # 0, carte quelconque}.

o= {10+ 1) [ Al), @5 £0, carte U, x P,

— foo ={[1:0],[a: B3]), a, B # 0, carte U, x P'}.
— Ay =T.([x:1],[a: 1]) pour z,a # 0 (carte U, x P').
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Les fermetures des orbites Cy et C, sont des sections de p,, et les fermetures de
Jo et foo sont des fibres. Ce sont donc des courbes isomorphes a P!, Les fermetures
des orbites A, , sont singulieres quand m est impair différent de 1, sinon elles sont
isomorphes a P!

Action de B : les orbites de dimension 1 sont Co U{we o}, Coo U{weo .0}, fo €t
les points fixes sont wy o et wp oo-

Caractere d’une action de C* sur une courbe rationnelle. Soit C' une
courbe rationnelle avec une action algébrique ® de C*. Considérons I’action induite
de C* sur C(C) = C(P') et posons ¢ tel que C(C') = C(¢) avec t vecteur propre
pour I'action de C* (c’est toujours possible en utilisant par exemple le fait que tout
action de C* sur C* est diagonalisable).

Supposons ’action non triviale. Si ¢ est un autre choix on a ¢’ proportionnel a ¢
ou 1/t. Les caracteres de C* associés a 1/t et t sont opposés et leur valeur absolue
commune est appelée le caractere de ®.

On vérifie que le caractere de Paction de T sur Cy et C, est 2 et que le caractere
de T sur fo, foo €t Apo ( Ay est rationnel comme C*-orbite) est m.

Lemme 6.7.2 Soit X un plongement homogéne minimal projectif de SLyJH pour
H cycliqgue d’ordre k et D un diviseur premier SLo-stable de X, fermeture d’une

orbite de type C <], 2—7> ouj € {0,00} C P'/H et 2—) €] — 1,1] est k-irréductible.
Alors :
(1) Si 2—) < 1 alors D est SLy-isomorphe a la surface de Hirzebruch F,y,.

(2) Si 2—) = 1 alors D est SLy-isomorphe a P! x P! pour Uaction diagonale de
SLy.

Remarque : En reprenant la méthode de la proposition 2.3 de [ M3] qui donne une
description géométrique des S Ly-sous-variétés d’'un plongement lisse et complet de
S Ly on pourrait prouver le lemme dans le cas ou X est seulement lisse et complet
et j € P'/H est quelconque.

Preuve du lemme :

Le fait que D soit SLy-isomorphe a F,, ou P! x P! est une conséquence de la
description orbitale des modeles minimaux par Nakano ([ Nak, théoreme 2.31 et
proposition 2.19] rappelés ci-dessous p. 114 et 115) : dans un modele minimal les
diviseurs S Lo-stables qui ne sont pas une réunion infinie d’orbites sont toujours de
cette forme. Reste & montrer que m = p + ¢ dans le cas (1) et que D est SL,-
isomorphe a P! x P! dans le cas (2).

Soit D la fermeture de C(O; 2—7> avec 0 € P/ et 2—) €] — 1,1}, k-irréductible.

Supposons par exemple que 1’on soit dans la situation suivante (en particulier
2—) < 1). Les autres cas se traitent pareillement.
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AB j=0
SN
C(;pra)
C( ; p/a)

D est formée de trois SLq-orbites : deux orbites de type AB isomorphes a P! et
leur complémentaire qui est un ouvert dense de D.

D’apres le corollaire 5.7.2 p. 61 on sait que 'on peut choisir une B-carte X
incluse dans X et adaptée a 'une des orbites de type AB, par exemple l'orbite
lap = AB(], , ,) Par définition d’une B-carte adaptée on sait que X/U est une

surface torique. Comme {45 est lisse on a X/U >~ 2. Par ailleurs on a X U x S
ou S = spec <(C[X]U> =X/U (lemme 5.1.1 p. 38). Donc X~ (.

D’apres les preuves du lemme 5.7.1 p. 61 et de son corollaire et la preuve du
lemme 5.5.1 p. 50 on peut préciser le choix de X : on peut prendre pour X la

B-carte définie par W = {v((); 2—7),1}(0; f;—:)} et R =P'/H\ {0,00}.

Choisissons alors comme parametres :

—t= (k =k si k impair et k = £ si k est pair).

o
g[S

H-_k

— €uw = Gogeo (k pair) et e, = gO gOO (k impair)

et posons ¢ = p+ Ak, ¢ = p'+ Nk avec pA X = p AN = 1. En reprenant les
calculs de la preuve du lemme 5.5.1 on voit que (C[)O(]U est engendré comme espace
vectoriel par les éléments de la forme t™€” pour (m,n) appartenant au cone de Z?
engendré par

1+k 1+ k
(a,b) = <p + %)\,p + q> et (a',b") = —<p’ + %)\’,p' + q') si k est impair.
(6.8)
_( \ Pta v (v P Ay L :
(a,b)-( )\,—2 >et (a',b) = < X, 5 >81kestpalr. (6.9)

En particulier :
CIX)Y = Cleeel, 1¥'el]

et I’on retrouve que X /U est isomorphe & C2. On a donc C[X] = C[U/]@Ct*ed, t*'eV].
Soit  le point d’intersection de {45 avec S et (' la courbe d’intersection de
D avec S. L’idéal maximal de C[X]" associé a Q € S est (t?€’,1%e’ ) et I'idéal

w
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de C est (1) ¢ C[X]V. Comme U x {Q} = U0 C lABﬂX et que U x {01} et
lABﬂX sont deux sous- Varletes fermés (irréductibles) de X de dimension 1, on a donc
Ux{Q} =200 = [45NX. De méme U x C = U.C' = DNX. En partlcuher C' est

stable par 7" mais pas par B et donc (' n’est inclus ni dans Cy ni dans C,.

S

Etudions I'action de T' = C* sur C'. D’apres ce qui précede on a C(C') = C (t“ei)
et C est donc une courbe rationnelle. Le caractere de T associé a e, est deg (e,) =1
si k est impair et 2 si k est pair. Donc T agit sur t*¢® par le caractere bdeg (e,) =
p+q>2 (2—7 # 1). Le caractere de C' sous 'action de T" est donc p + g. D’apres la
discussion qui précede le lemme on en déduit que m = p + q.

0
Correspondance avec les modeles minimaux projectifs de Nakano.

Cas ou H est cyclique d’ordre & impair supérieur ou égal a 3. On se
propose de montrer que pour chaque modele minimal projectif de la proposition 9
p. 72 correspond un unique modele décrit par Nakano ayant la méme décomposition
orbitale. Commencons par rappeler les résultats de Nakano que nous utiliserons.

Théoreme 2.31 de [ Nak] :si k > 3 est impair alors les modeles minimaux
projectifs pour les plongements de SLy/H, H cyclique d’ordre k, sont :

- Y(a,a—k) (a < k/2, a # £1)

- Z(1+k), Z(1—-kK).

— Définition de Xy (7,7) [ Nak, p 240]. Soit 7,5 € Z tels que j > ¢ > 0. Consid-
érons 'unique extension de fibrés sur Fg, non triviale et S Ly-équivariante :

0= O, = £k (1,7) = pr (Op1 (2 = ik)) @ OF, (—=)Cs) — 0

(voir § 6.7.2 pour les définitions de p,, Coo).
Xk (1,7) est le projectivisé du fibré vectoriel de rang 2 : Ej (i,7) — Fy.
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— Définition de Y (a,b) [ Nak, p 245]. Soit (a,b) € Z? tel que a # b. On pose
Y(a,b) = P (Opixp1 @& Opiypr (a,b)) ot Opiyxpi(a,b) est le fibré linéaire sur
P! x P! de bidegré (a,b). On munit Y(a,b) de 'action naturelle de SLy qui
provient des actions sur Opiyp1 et Opiyp1 (a,b).

— Définition de Z (r) [ Nak, p 247]. Soit r € Z. On définit Z (r) comme le
projectivisé du fibré Op1 & Op1 & Op1 (1) .

Décomposition orbitale de X (¢, 5) (proposition 2.19 p. 241). On distingue les cas
qui sont utiles pour établir la correspondance avec nos résultats. P! x P! est muni
ici de I'action diagonale de SL,.

— Soit n/,m’ > 1. Les diviseurs S Ly-stables de Xy (n',n’ + m’) sont isomorphes
a Fen—2, Frmryo et Fr (le complémentaire est 1'orbite ouverte isomorphe a

SLy/H).

— Soit n’ > 2. Les diviseurs S Ly-stables de X} (n’,n’) sont SLs-isomorphes a
Frni—2, P! x P! (action diagonale) et Fy.

— Soit n’ > 2. Les diviseurs S Ly-stables de Xj (0,n’) sont SLy-isomorphes a
Fkn’+27 Fo et Fk

Diviseurs S Ly-stables de Y (—n/, —n’ — k) pour n’ > % et n’ # +1 (on a posé
n' = —a) [ Nak, p 245] : P x P, P! x P!, By, py.

Diviseurs S Ly-stables de Z (1 + k) [ Nak, p 247] : P* x P! et Fy.

Diviseurs S Ly-stables de Z (1 — k) : P! x P! et F;_,.

Par ailleurs notre lemme 6.7.2 permet de donner les diviseurs S Lo-stables des
modeles minimaux projectifs de la proposition 9.

plongement n° | diviseurs S Lo-stables
1 P! x PR,

]Pl X ]Pl, Fkn_Q,Fk

Frrn—2, Fr; Frmgo

P! x PL P! x PL Fopgr

P! x P! Fyys

]Pl X ]Pl, Fkn-l—Q R Fk

S| O | W DN

Il est alors facile d’établir la correspondance présentée a la proposition 9 en
prouvant en particulier que 'on a a chaque fois n = n’ et/ou m = m/'.
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Cas ou H est cyclique d’ordre k pair supérieur ou égal a 6. Définition
de Yo (k) [ Nak, p 246]. On considere 'unique extension non triviale de fibrés (avec

action de S1Ly) :

0 — Opiypr — Go (k) = Opiygpi(1 + ;1 — g) — 0
Go (k) est un fibré vectoriel de rang 2 sur P! x P! et Y, (k) est son projectivisé.
Dans sa proposition 2.24 p. 246 Nakano ne donne pas la décomposition orbitale

complete de ce modele minimal. Il ne cite qu'un diviseur S Ly-stable isomorphe a

P! x P!, mais on peut vérifier qu’il y en a deux autres de méme type, ce qui établit

que Yg (k) est le plongement 7 de la proposition 10.

A la section 6.8 nous donnons une description de ce plongement différente de
celle de Nakano.

Comme dans le cas impair, on trouve les modeles de Nakano qui correspondent
aux 6 premiers plongements de la proposition 10. Il ne reste alors qu’un seul plonge-
ment dans les deux descriptions : le plongement (8) et le plongement Y (—%, —%)
qui sont donc S Ly-isomorphes (on peut aussi vérifier qu’ils ont méme décomposition
orbitale.

O

6.7.3 Une autre preuve d’un résultat de Luna sur l’inexis-
tence d’une complétion magnifique de SL,/H

Soit GG un groupe réductif connexe et soit X une G-variété. On dit que X est
une G-variété magnifique de rang r si elle vérifie les trois conditions suivantes :

1. X est lisse, irréductible et complete.

2. X a exactement r diviseurs irréductibles G-stables Dy,..., D,. Ces diviseurs
sont lisses et leur intersection est non vide et transverse.

3. si x,2’ € X sont tels que {1,z € D;} = {i,2’ € D;} alors G.ox = G.2".

X a alors 2" G-orbites qui correspondent a toutes les intersections possibles
d’une partie des D;. Il y a une orbite ouverte et une seule orbite fermée. On appelle
complétion magnifique un plongement homogene X de G/H tel que X est une G-
variété magnifique.

Le résultat de D.Luna | L2] est que toute variété magnifique est sphérique (c’est-
a-dire (C(G/H)B =~ C). Il commence par prouver que 'on peut se ramener au
cas d'une variété magnifique de rang 2, puis il prouve que s’il existait une variété
magnifique non sphérique de rang 2 alors il existerait une complétion magnifique de
SLy/H pour H fini, enfin il prouve qu’une telle complétion est impossible. A 'aide
de notre connaissance de tous les plongements lisses et complets de SLy/H il est
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facile de proposer une autre démonstration de cette derniere étape de la preuve de
D.luna.

Soit X une complétion magnifique de S L,/ H. L’unique orbite fermée est nécessai-
rement de type Ay, elle est donc de codimension 2 et X est de rang 2. Donc X
possede exactement une orbite ouverte isomorphe a S L,/ H, deux orbites de type C
dont les fermetures sont les diviseurs D; de la définition, et une orbite de type A,.
La liste des S Ly-germes réguliers de type Ax (propositions 1, 2 et 3) implique que H
est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou icosaédral (le cas cyclique d’ordre 4 est
binaire diédral) et que l'orbite est du type Ay (v, f;r,,7s) avec r, et r; maximaux
(proposition 1). Le plongement X a donc exactement 4 orbites : 1'orbite ouverte
isomorphe a SLy/H, lorbite de type Ay que I'on notera [4, et deux orbites de type
C(v,r,) et C(f,rs) que 'on notera [, et I;.

Soit X I"unique B-carte de X qui intersecte [ 4,. En choisissant comme au § 5.4.2
ew = §ugrg- ' hypercone C de X dans H se présente ainsi :

0

e X £X, X X

On choisit ¢ tel que z, = o0, ; = 1 et 2. = 0. Pour « € P'\ {0, 00} le cone C, est
droit et on peut appliquer la méthode du lemme 5.5.1 p. 50 pour déterminer (C[X/U]
On trouve que (C[X/ U] est engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de
la forme t™€" ou (m,n) appartient au cone de Z* engendré par (0, —1) et (—1,—2).
Autrement dit, en posant a = e;' et b= t"'e;% on a C[X/U] = Cla, b).

Les caracteres de a et b pour l'action de C* = T C SL, sont —1 et —2. La
fermeture de toute T-orbite de X/U différente de 'axe des b est donc tangente a
I’axe des a. Soit m et m les fermetures des images des orbites [, et [ par la
projection p : X—X/U. Calculons leurs idéaux I, et I; dans C[X/U] par la méme
méthode qui a permis d’établir C[X /U] = Cla, b).

I, est engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de la forme t™e tels

que :
m < —1 ({(00,1,0),t™e) > 0)
n S 0 (<(00707 _1)7tm63> Z 0)
2m —n >0 (((0,2,—1),t"e’) > 0)
c’est-a-dire, en posant m’ = 2m — n et n’ = —m, par les éléments de la forme

a™ b tels que m’ > 0 et n' > 1. On a donc 1, = bCla, b] et p(l,) est axe des a.
De méme [ est engendré comme C-espace vectoriel par les éléments de la forme
(t—1)t™e? tels que :
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m+1<0 (<(oo,1,0) (t — 1) tmer) > 0)
n <0 ({(00,0,=1),(t = 1) ™€) = 0)
o9m —n >0 (<(0,2,—1) (t—1)tmem) > 0)

On a done I; = (t —1)bCla,b] = (a* —b) Cla,b] et p(l;) est différent de 1’axe
des b.

En particulier p(l,) et p(ly) sont tangentes a 'origine. Enfin le lemme 5.1.1
permet d’écrire X2 U x § avec S = spec(C[X]V] = C2. Donc [,NX= U x p(ly) et
lfﬂX U x p(ly) sont tangents. C’est une contradiction avec I'’hypothese que X est

magnifique.

6.8 Plongements complets avec une seule orbite
fermée

Alessandra lozzi et Jonathan Poritz, dans leur article [ I-P, 1999], ont proposé
une méthode simple pour décrire les plongements homogenes (normaux) projectifs de
S Ly/{+1d} contenant exactement, en plus de I'orbite ouverte, une orbite fermée et n
orbites de dimension 2. Fn quotientant de tels plongement X par un sous-groupe fini
de S Ly-automorphismes de X on obtient tous les plongements homogenes projectifs
de SLy/H, ou H est un sous-groupe fini d’ordre pair de S, (c’est-a-dire qui n’est
pas cyclique d’ordre impair), ne contenant qu’une seule orbite de dimension 1. On
peut alors tester directement parmi ceux-ci lesquels sont lisses et retrouver ainsi
une (petite) partie de la liste des plongements lisses de SLy/H. Dans cette section
nous indiquons une méthode pour étudier la lissité de tels plongements, méthode
indépendante de celles développées a la section 5.1. Nous illustrons cette méthode a
I’annexe C dans le cas ou H est cyclique d’ordre pair.
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6.8.1 fermeture d’une SLs-orbite dans (Pl)n

Soit n un entier supérieur a 3. On considere sur (P1)" I’action de Sly définie par :

gw = (g.a1,... ,g.2,) pour g € Sly et w = (21,... ,2,) € (P")"

L12 L22 LTn2

z; € P z;; € C (on note donc [zﬂ au lieu de [x : y]).

Un élément w de (PY)" sera noté <[x“], [9021],--- ) [$"1]> = (x1,22,...,2,) Ol

Soit e = <[le] R [Z"]) un élément de (P!)" dont toutes les composantes sont

distinctes. Le point le plus important pour pour ce qui concerne le lien avec la théorie
de Luna-Vust est que la S'Ly-variété projective Sls.e, fermeture de 'orbite de e dans
(PH)", est normale [ I-P]. C’est donc un exemple simple de plongement homogene
au sens de Luna-Vust. Les autres résultats utiles sont les suivants :

— Sly.e est (I’espace d’) un plongement homogene de SLy/{£1d} au sens de
Luna-Vust, dont on notera ¢, le morphisme de SL, dans Sis.e :

SL, 2 Sly.e
g — g.e

— Sly.e est composé de n + 2 orbites sous ’action de S, :

— lorbite ouverte S Ly.e isomorphe a SLy/{+1d}.
— Dorbite fermée Ay = {(a,... ,a),a € P'} = SL,. ([(1)] AR H)

0
— n orbites de dimension 2 : pour 1 = 1,...,n,

A;={(a,...,a,ba,...,a),a#bc P} =SL,. ([é], , m,
Diagramme de Luna-Vust. Comme le plongement est complet et n’a qu’une or-
bite de dimension 1 et n orbites de dimension 2, 'orbite de dimension 1 est forcément
de type A,.

Un morphisme p du plongement Sl,.e vers le plongement Sl;.¢’ est un morphisme
S Lo-équivariant de SLo.e dans SLo.€ tel que o, = .. Le plongement Sly.e est
caractérisé a isomorphisme pres par son diagramme de Luna-Vust :

D,



120 CHAPITRE 6. LES MODELES MINIMAUX

Chaque D; est un diviseur premier B-stable de SLy/{41d}. Pour repérer com-
pletement Sls.e dans la classification de Luna-Vust il ne reste plus qu’a déterminer
les D; en fonction de e € (P')".

Observons d’abord que Sl;.e est muni naturellement de n projections sur P qui
sont des fibrations localement triviales de fibre isomorphe & B.e. On définit en effet
pour i = 1,...,n la i projection m; de Sly.e sur P! :

Slz.e — P!
(T1y.e,2p) —

A étant de type A, on a DB (Ag) = DP\{D,...,D,} cest-a-dire que les D;
sont exactement les éléments de DP tels que Ag 74 D; (fermeture dans Sl—ge) Puisque
m(Ap) = P! il suffit donc d’exhiber n diviseurs B-stables D;, ... , D, de SLy/{+Id}
tels que m; (E) ¢ P! pour que les D; soient exactement ceux du plongement.

Notons g I'image de g € S Ly dans SLy/{£Id}. Un diviseur B-stable de S Ly /{+Id},
c’est-a-dire un élément de DP, est de la forme B.g avec g € SLy. Sig = (‘; s> € SLy
ona B.g= {(; 2>,ay — bx = 1} . On peut donc identifier B.g a I’élément [a : b] de
P!,

Pour e = <[le], \ [Z:]) on pose D; = Bg; = [b; : —a;], 1 =1,... ,n et on note
7 la projection canonique de C* \ {(8)} sur P! qui a (;) associe m
Pour tout ¢ =1,... ,n et tout g € SLy on a
milge) =[] & 799" () =[]
& g9l €B
& g c Bgi

D’ou m;(Bg,.e) = {m} # P! et les D; choisis conviennent pour le plongement

Slg.e.

6.8.2 quotient de Sly.c par un sous-groupe fini d’automor-
phismes.

lozzi-Poritz prouvent dans [ [-P] le résultat suivant

Un S La-isomorphisme de Sly.e sur Sl.¢’ est nécessairement la restriction
d’une permutation des coordonnées de (P1)" (n > 3).

A titre d’exemple donnons une autre preuve de ce résultat qui utilise la classifi-
cation de Luna-Vust.

Soit p1 : Sly.e — Sly.€/ un isomorphisme, au sens de Luna-Vust, entre les plonge-
ments Sly.e et Sly.€! ¢’est-a-dire un isomorphisme S Ly-équivariant tel que [O P, =
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e . La différence avec un S Ly-isomorphisme usuel réside dans le fait que ’on impose
ple) =¢€.

On sait qu'un plongement de S'L,/H est entierement déterminé & isomorphisme
pres par son diagramme de Luna-Vust. D’apres 6.8.1 cela implique que les ensembles
{e:} et {e!} sont égaux, en posant e = (eq,...,e,) et € = (€f,...,€)). Soit o € 9,

tel que e} = e,;) et o le SLy-automorphisme de (PYHY" défini par (w;) (wg(i)>.

Comme & est un S Ly-isomorphisme de Sly.e sur Sly.¢’ et qu’il coincide avec p sur
e,onapu=oao.

Supposons maintenant que x soit un S Ly-isomorphisme ordinaire entre Sl;.e et
Sly.€ cest-a-dire que p (e) soit quelconque dans Sls.€’. Posons p(e) = e” et go € SLo
tel que " = gg.e.

(1 est un isomorphisme entre les plongements Sly.e et Sly.€! et donc, comme on
vient de le voir, p est une permutation des coordonnées. cqfd.

Dans le cas particulier d'un S Ly-automorphisme p de Sly.e, =" o o @, est le
S Ly-automorphime de S 1Ly donné par : g — g.g.(i) ou ge(p) est ’élément de S L,
défini par u(e) = g.(p).e.

D’apres ce qui précede on a donc la réciproque suivante :

Lemme 6.8.1 Si gy € SLy et e € (PY)", le SLy-automorphisme de SLy : g+ g.90
peut €étre prolongé a un SLq-automorphisme de Sly.e si et seulement si ['ensemble
des coordonnées de e est stable sous l'action de gy sur PL.

Si go vérifie la condition du lemme pour le plongement Sls.e notons o.(go) le
S Ly-automorphisme correspondant de Sis.e.

oe(go) peut aussi étre vu comme un élément du groupe symétrique S,. On a alors
le corollaire suivant :

Corollaire 6.8.2 Si I un sous-groupe de S Ly et € un élément fizé de (PY)" | laction
a droite de H sur SLy s’étend a Sly.e via Uapplication de plongement . si et
seulement si lensemble {e;} des coordonnées de e est stable sous action de H sur
P

Si HU (—H) est le sous-groupe de S Ly engendré par H et —Id, alors quand la
condition précédente est vérifice . définit par passage au quotient le plongement

(normal) homogeéne Sls.efo.(H) de SLy/{H U (—H)}.

D’apres ce corollaire il est plus simple de prendre d’emblée H d’ordre pair pour
avoir H U (—H) = H. C’est ce que nous supposerons dorénavant.

Considérons un plongement homogene quelconque (X, e) de G (e : point choisi
dans l'orbite ouverte) et un sous-groupe H de G.
Notons encore :

— . : G — X Dapplication g — g.e
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— 0. (h) le G-automorphisme de X (quand il existe) qui prolonge via ¢, le G-
automorphisme g — gh de G.

On a alors

1. si € = gg.e est un autre point de 'orbite ouverte de X et si ’action a droite
de H sur GG s’étend a X via ¢, alors :

a) l'action a droite de goHgy' sur G s’étend & X via o (pour tout h € H :
ao(h) = aulgohgy)).
¢) Quand le quotient existe (exemple : H fini) : X/o.(H) ~ X/ou(goHgy").

2. 81 v X,e = X' ¢ est un G-automorphisme entre deux plongements de G
(dans le cas que 'on étudie v :est la restriction d’une permutation des coor-
données de (P')") qui envoie e sur €’et si I'action a droite de H sur (7 s’étend a
X via @, alors cette action s’étend a X' via @) et X/oo(H) ~ X' /ooy (H).

Soit maintenant A un sous-groupe d’ordre pair de S'Ly. Par abus de langage on
notera Sly.e/H a la place de Sly.e/o. (H).

Pour étudier les plongements homogenes de SLy/H de la forme Sl—ge/H 1l suffit
d’apres ce qui précede de choisir un ensemble {¢;} de n éléments de P!, stable sous
I’action de H, comme ensemble des coordonnées d’un point de base e qui définira
le plongement initial (X, e). On peut remplacer H par un conjugué ou remplacer
€ par go.€ ou go est élément quelconque de SLy (remarque 1). D’autre part 'ordre
choisi pour les coordonnées de e est indifférent (remarque 2). A priori les possibilités
restent nombreuses, mais on va montrer que des que {e;} C P! contient plus de trois
S Lo-orbites, la variété Sl—ge/H est singuliere ce qui donne finalement un nombre
fini de cas a étudier en ce qui concerne la lissité. La méthode exacte est donnée a la
section suivante et des exemples sont traités dans le détail a ’annexe C.

On retrouve ainsi la liste suivante des plongements homogenes de S L,/ H projec-
tifs et lisses avec une seule orbite de dimension 1 (voir § 4.2.1 pour les diagrammes) :

1. H cyclique d’ordre 2n : Sly.e/H contient une orbite de type As avec
{Dy, Dy, D3} = {0,00,w1} et w; générique dans P1/H = DB. Diagramme
de Luna-Vust :

(0)

wgénériques’, A3

@,

H cyclique d'ordre pair
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2. H binaire diédral, octaédral, tétraédral ou icosaédral : trois cas selon que
Sly.e/H contient :
(a) une orbite de type As avec {Dy, Dy, D3} = {v, f, e}
(b) une orbite de type Ay avec {Dy, D2} = {v, f}

3. H binaire octaédral, tétraédral ou icosaédral : un plongement supplémentaire
avec une orbite de type A; et Dy = v.

4. H binaire diédral d’ordre 12 : un plongement supplémentaire avec une orbite

de type Ai et {D1} = {f}.

6.8.3 Sly.e/H comme fermeture d’orbite

Supposons pour commencer que H soit cyclique d’ordre 2n, n > 3.

Soit e = (0,00, 1,&,...,e"7 1) € (Pl)n+2 (¢ racine primitiven®"¢ de 1). A Pannexe
C on montre que Sly.e/H est lisse. Il a une seule orbite de dimension 1, c’est donc
le plongement minimal n°7 de la liste donnée a la section 10 74.

Soit R; 'espace vectoriel des formes binaires de degré : muni de 'action de S,
suivante : g € SLq, f € Ri, (9.f) (i) =f <g_1.<§>>. En identifiant P' & P (R;),
I’application de R; x R; dans R;y; qui correspond au produit des formes binaires

fournit une immersion fermée S L,-équivariante de P* x P? dans P**7. On en déduit
un morphisme S Ly-équivariant

71 (PY™ = P x P x P

On a alors m (Slz.@) = SLy.m(e) et on vérifie que Sls.e/ H est SLy-isomorphe a

Sly.m(e).
Le méme procédé s’applique aux autres cas :

— Si H est binaire diédral d’ordre 4n (n > 1) on peut réaliser le plongement lisse
projectif avec une orbite de type A, comme une fermeture d’orbite dans P?xP"
et celui avec orbite de type As comme fermeture d’orbite dans P? x P"xP™.

Remarque : pour le premier plongement on peut montrer (par calcul direct
des matrices de transition) que la restriction & SL,.7 (€) de la projection P2 x
P — P? est un fibré (en droites projectives) sur P? et que ce fibré est le
projectivisé de I'image directe (pour Iapplication P! x P! — P?) d’un fibré sur
P! x P! de bidegré (n,0). On retrouve ainsi la description de Umemura de ce
plongement (décrit aussi dans [ Nak] p. 234).

— Si H est binaire tétraédral, ocatédral, icosaédral :
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— le plongement lisse projectif avec une orbite de type A; se réalise comme
fermeture d’orbite dans P (voir § 3.1.1 p. 20 pour les valeurs de n,, nys, n.).
Remarque: on retrouve ainsi exactement la description de Mukai-Umemura
des modeles minimaux comme fermeture d’orbite ([ Muk Um] ou [ Nak,

p 233]) dans le cas H binaire tétraédral, octaédral, icosaédral.

— le plongement lisse projectif avec orbite Ay se réalise comme fermeture
d’orbite dans P x P"/.

— le plongement lisse projectif avec orbite Aj se réalise comme fermeture
d’orbite dans P x P*f x Pre.

— Si H est binaire diédral d’ordre 12 le plongement lisse projectif avec orbite Ay
est P3.

Remarque : certains des plongements de la liste sont obtenus par éclatement
d’autres, le long de I'orbite de dimension 1, comme on ’a vu de fagon précise dans la
preuve de la liste des modeles minimaux a la section 6.6. L’application d’éclatement
se décrit alors tres simplement. Par exemple dans le cas H binaire diédral le plonge-
ment X3 avec orbite Az est ’éclaté du plongement X5 avec orbite Ay et on peut
montrer que 'application d’éclatement est la restriction a X, et X3 de la projection
P? x P"xP" — P? x P" sur les deux premiers facteurs.

6.8.4 Meéthode directe d’étude de la lissité de Siy.c¢/H.

L’application Sly.e — Sly.e/H est SLy-équivariante et les SLo-orbites de
Sl—g.e/H sont les images par m des S'Ly-orbites de Sly.e. Comme Sl—ge/H est normal
son lieu singulier est un fermé SLy-stable de codimension supérieure ou égale a 2,
c’est donc 7m(Ag) ou (. Ainsi, pour tester la lissité de Sly.e/H il suffit de tester la
lissité en un seul point 7 (wg) de m(Ag). L’idée est de choisir un ouvert affine V'
de Sl,.e stable par o.(H) tel que 'ouvert affine V/H = spec ((C[V]H> de Sly.e/H

intersecte 'orbite 7 (Ag).

Choix de V :

Puisque SL, agit transitivement sur les triplets d’éléments distincts de P! on

peut supposer que e = <[(1)], m, [;3]7... 7 [alnD avec a; € C* pour ¢ = 3...n et

a; # aj pour 3 <i < j <n (on a donc privilégié les deux premieres coordonnées).
Soit w = (wi, ... ,w,) un élément de (P1)". Posons w; = [i“] On a alors [ I-P] :

12

7

r21 1
r22 X2

11 Tyl ro1 Til
T12 T2 T22 T2

w€Shes (Vi,j,3<i<j<n, a|ii =0)
Considérons maintenant 'ouvert affine V' de Sls.e défini par ;1 # 0 pour ¢ =
1...n. Il est stable sous I’action de toute permutation des coordonnées en particulier

par tout sous-groupe H de SLs-automorphismes de Sis.e.
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L’ouvert de (P')" défini par []_, x;1 # 0 s’identifie & C* par I'isomorphisme

<B,], B], [;3], , [xlnD — (2,y,23,...,2,). (on a pris x,y au lieu de xy, x5 pour
marquer le role particulier que 'on a choisi de donner aux deux premieres coor-
données dans la suite des calculs). D’apres les équations précédentes V est alors
isomorphe a la variété affine 7 (I) de C*, ensemble des zéros de 'idéal [ engendré

par les polynomes Fj;, 3 <1< j<n:

By =aj(z —2;)(y — ;) — a; (v — ;) (y — ;)

Nous montrons plus bas au lemme 6.8.3 que [ est un idéal radical. On a alors

ClV] =Cla,y,x3,... ,2,]/1 et :
ClV/H] = CIV)! = (Cle,y, a5, ... 2,/ DT = Cla,y, zs,... 2"/ (6.10)

Le dernier isomorphisme est un cas particulier de [ K, p 97] :

Si G réductif agit sur une variété affine 7 et I est un idéal de C[Z] stable
par G alors (C[Z]/1)% = C[Z]9/I€.

(preuve : notons f Pimage de C[Z] dans C[Z]/1, et supposons que f € (C[Z]/I)“.
Comme G est réductif et que [ est un sous G-module de C[Z] on a C[Z] = [ & J
avec J un sous G-module de C[Z]. Soit ¢ € G et f = fr+ f; avec fr € [ et
f7 € J. L’hypothese ]}vinvariant par GG donne g.f — f € I c’est-a-dire (g.f1 — f1) +
(9.f7 — f1) € I, ce qui implique g.f; — f; = 0. On a donc ]}v: fNJ € C7]9/1%).

Notons encore V' —"+ V/H le morphisme canonique. Soit 7 (wp), avec wy =
(0,...,0) € V I"élément choisi dans m(Ag) pour tester la lissité. I.’idéal maximal
associé a wg est (Ty,...,%T,), en notant ¥; 'image de z; € Clay,...,x,] dans
ClV] = Clay, ..., x,)/1, et Didéal de p(wy) est m = (Ty,....%,)". Par ailleurs
Clzy,... ,2,)" est engendré par un nombre fini de polynémes homogenes non con-
stants py,...,p; (t < card(H) par un théoreme d’E.Noether) donc par (6.10) C[V]¥
est engendré par p1,...,p;. Le choix de wy et le fait que [ soit homogene implique :

m = (p1,...,p) C C[V]H

(t(wo) est lisse si et seulement si anneau local C[V]X est régulier. On a donc

p(wo) est lisse si et seulement si dime (m/m?)=3|.

La recherche des pq, ..., p; est un calcul classique de la théorie des invariants et
on va voir sur des exemples comment on peut tester la condition de lissité ci-dessus.



126 CHAPITRE 6. LES MODELES MINIMAUX

Lemme 6.8.3 Lidéal I de Clz,y, x5, ... ,x,] engendré par les Fy; est radical.

Preuve : [ et /T sont homogenes. Par ailleurs on a :

iy = o (e, y)e +ap(e,y)e; —ey+ F; 3<i<y<n) (6.11)

avec agj(x,y) = -(a;y — a;z).

Soit f un polynéme homogene de degré m dans v/I. A I’aide des égalités ci-dessus
on peut écrire f sous la forme :

f=r+F

ou r est un polynéme homogene (nul ou) de degré m dont les termes ne sont divisibles
par aucun monome ;T;

1, m—1i 14 m—i—j
r= E Aix'y™ T+ g Aijr 'y’ T,
0<i<m 3<k<n
0<i+5<m—1

et I est un polynéme homogene (nul ou) de degré m dans I. On a r € /1 et il
s’agit de prouver que r = 0.
On peut écrire :

r=(y— :1;)7“(1) +r

ot ) et r; sont de méme type que r mais ot (! est homogene (nul ou) de degré

i_.m—1i
r = g Aig' ]

m — 1 et r{ est de la forme :

3<k<n
0<i<m—1
ry s'annule sur Z(HN Z(y —x) = |J Aj.
3<k<n
k
(avec A = {(z52,... 2, T, 2,...,2), x # xp € C}).
x =0 et x; =1 donnent alors Ao =0 pour £ =3,... ,n et on a donc r; = ary

avec ry de méme forme que r; et (nul ou) de degré m — 1. Mais & n’est identiquement
nul sur aucun des fermés irréductibles A; (1 > 3) et donc ry s’annule comme 7 sur
Z(I)N Z(y — x). On peut donc refaire avec ry ce que 'on a fait avec rq pour trouver
rs homogene (nul ou) de degré m — 2 tel que ro = ars et tel que rs s’annule sur
Z(I)NZ(y—a). Le procédé donne une suite de polynoémes r; (nuls ou) homogenes de
degré m —i telle que r; = 2'~'r; = 0. On a donc r; = 0, ce qui donne r = (y —z)r(V)
avec (V) (nul ou) homogene de degré m — 1.

Comme y — x n’est pas identiquement nul sur Z([I) irréductible on voit que
r() s’annule sur Z(I). En appliquant & r(*) le méme raisonnement qu’a r on trouve
une suite de polynomes homogenes r() (nuls ou) de degré m — i telle que pour tout
i>1:r=(y—2z)r® Doncr=0.
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O

Remarque 6.8.4 : la preuve précédente montre que si f € I C 1, le reste r dans
Uéeriture f = r+ F est nul. Ceci assure que (F;;) est une base de Grébner minimale
de I pour un ordre lexicographique quelconque pour lequel xp > x,y.

Les résultats et les notations de ce numéro sont repris a ’annexe C ou 1’on étudie
la lissité Sly.e/ H dans le cas particulier (a titre d’exemple) ou H est cyclique d’ordre
pair.



128 CHAPITRE 6. LES MODELES MINIMAUX



Chapitre 7

Notations

- SLy = {(ﬁ{j),x,y,z,wé@, xw—yz:l}
B {(12 el U= {(12).beCh e T = {(3,%)0eC)

— H :image dans PS Ly (C), identifié au groupe des automorphismes de P, d’un
sous-groupe fini H deSLs.

— n; : cardinal d’une orbite j de P! sous I’action de H. (j € P'/H).

— ¢; : ordre du sous-groupe d’isotropie d'un élément quelconque d’une orbite j
de P! sous I'action de H. On a n; = card (H) /¢;.

— ¢; : ordre du sous-groupe d’isotropie d’un élément quelconque d’une orbite j de
P! sous I’action de H. En particulier ¢; = ¢; si card (H) est impair et ¢; = ¢;/2
si card (H) est pair.

— v, f,e: éléments non génériques de P'/H pour H binaire diédral. v, f, e pour
vertex, edge, face.

— 0,00 : éléments non génériques de P'/H pour H cyclique.

— NG : ensemble des éléments non génériques de P'/H. Cest-a-dire NG =
{v, f,e} ou {0, 00},

— O = Oxy : anneau local d'une G-orbite d'un plongement homogene X de
G/H.

— X : ouvert affine stable par B dans un plongement homogene X de G/H.
Appelé B-carte de X.

- C(SLQ)(B) : ensemble des vecteurs propres de C(SLy) = C(x,y, z) sous 'ac-
tion par translation a gauche de B. C’est le sous-groupe multiplicatifde C(z, y)

engendré par {Cx & Cy} \ {0}.

- C( SLQ)(BXH) : ensemble des éléments de C( SLQ)(B) qui sont également vecteurs
propres sous ’action par translation a droite de H. (les parentheses indiquent
qu’il s’agit de semi-invariants).

129
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g; & tout élément j = {[ay : b1],..., [an, 1 by} = H.[ay : b;] de P'/H on
associe g; = [[2,(a;x + biy) € C(SLQ)(BXH)
D : ensemble des diviseurs premiers de S L,/ H, ou par abus de langage ensem-

ble de leurs valuations associées. On note vp la valuation associée au diviseur

D eD.

DB : ensemble des diviseurs premiers stables par B de SLy/H ou ensemble

des valuations de C(SLy/H) associées. On a DP = P!/ H.

V : ensemble des valuations discretes normalisées géométriques de C(S' Lo/ H)
invariantes par SLy. Avec les notations du § 3.4 p.24 on a V = {v (w,r) € V,
weP/H, rel[-1,b(w)NQ}
b(j)=2 —1pour jeP/H.

v(wo, o) : pour wy € P/ H et rg € QN[—1,b(wp)], v(wo, 7o) est Punique élément

de V qui vérifie v(wo,m0) (g;) = —Lsiy # wo et v(wo,70) (Guy) = ==

¢y Cwg
V1 : sous-ensemble de V formé des valuations v telles que (CfL2 ~ Cou C,
est le corps résiduel de v et C7'2 le sous-corps de ses invariants par SLs.
(C’est 'ensemble des valuations associées aux SL,-orbites de codimension 1
des plongements homogenes de SLy/H. Avec les notations du § 3.4 p.24 on a
Vi={v(w,r)eV,weP/H, re]—1,b(w)NQ}.
R : sous-ensemble cofini de DB.
W : partie finie de V.

_ k-l—l . . . k . .

k' = 1= si k est impair et 3 si k est pair.
k =k si k est impair et % si k est pair.
[x] : partie entiere de x.

aAb=pged(a,b).



Annexe A

Détermination des éléments de

C(SLy/H)P).

A.1 Caracteres de H associés aux vecteurs pro-

pres g..

Pour j € P'/H, g; est un vecteur propre sous 'action de H auquel est donc
associé un caractere y; de H défini par : h.g; = x;(h)g; pour tout h € H. La
connaissance de y; pour tout j de P!/H permet de calculer, d’apres le résultat de
la section 3.2, le caractere x s associé a tout f de C(SLQ)(BXH) :si f=1](g;)™ on
a xr = [](x;)"™. On explicitera dans la section suivante la condition y; = 1 qui

(BxH)

exprime le fait qu'un élément f de C(SLs) est invariant par H.

A.1.1 Groupe binaire diédral.

Les sous-groupes finis de H de méme type et de méme ordre sont conjugués et

les plongements associés sont isomorphes. On peut donc choisir par exemple comme

, . g 0
générateurs du groupe binaire diédral a, = (“

— (04) o
Ou‘1> et ap = <i0> ou y est une
2

racine primitive 2k°™¢ de 1 et 7 une racine carrée de —1. On pose ¢ = p?.
Soit w générique de la forme H.[A : 1] avec [A: 1] € {v, f, e}

(
(
((=0% e = 2 ) (=) Xt - )

Ty

Yo
Ye
gr
Yw
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Les caracteres de H associés a ces vecteurs propres sont donnés par :

ao.gy = —Gu . Ay = Gu
ap.ge = (—1) + i ge Op.ge = —Ge
= (—1 k -k _
ao.gy = ( )k@ g5 gy = =gy
ao.90 = (—1)" gu O = Gu

A.1.2 Groupe binaire tétraédral, octaédral ou icosaédral.

On peut vérifier que —Id est toujours dans le groupe dérivé H' de H. Les car-
acteres de H sont donc les caracteres de H. Le groupe H/H' est cyclique d’ordre
respectif 3,2 ou 1 et il est engendré par la classe de r,, r, étant un générateur
quelconque du groupe d’isotropie d’un sommet du polyedre régulier associé a H. Un
caractere x de H est donc déterminé par y(r,) qui est une racine 3eme , 2eme ou lere
de 'unité. Le tableau suivant donne x(r,) pour les caracteres des semi-invariants
9e, 95, ge. Un élément générique g, est invariant par H.

ge Gf v
tétraédral | 1§  j* | (j est une racine primitive cubique de 1)
octaédral | —1 1 —1
icosaédral 1 1 1

A.1.3 groupe cyclique d’ordre k.

go=yetgo=1
Pour w = [A: 1] € P!/ H générique on a :

— dans le cas k impair :

k—1 k—1
HO‘ (A +4y) = Ha A:z;—l—yzH 5)\:1;—|—5 y)
c€eH =0 1=0

~ )\kxk . (_1)kyk

(¢ est une racine primitive k eme de 1, o = (8 2 ) engendre H).

— et dans le cas k pair :

£ £
Jow = Ho/ (A +y) = H (52)\:1;—|—5 Zy)
=0 =0

~ )\k/2$k/2 _ (_1)k/2 yk/?

en posant k = k si k est impair et k = k/2 si k est pair on a dans tous les cas

— (—1)fy*

|

G, = A
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Les caracteres de H correspondant aux vecteurs propres g; sont donnés par :
-1
a.go=¢ Jo
Ooo = EGoo

et pour w = [A: 1] générique :

:{—:kgw _— _(_1)kgw
(5_ =1 si k est impair et £F = —1 si k est pair).

C[S L] B_XH) , est engendré par exemple par g& et g et contient tous les g,

(-1
génériques de C(SLy) (BxH),

A.2 Invariants par H dans C(SL,)"?*"

A.2.1 Cas ou H est binaire diédral, tétraédral, octaédral ou
icosaédral.

On sait qu’un élément f de C(SLQ)(BXH) sécrit f = g"t ... gp pgznvgf Tgme |
posant g; = g.. pour w; générique de P'/H et m; € Z.
Lemme A.2.1 ¢/" ... ¢ pgznvgf g7 de demi-degré d = %degm/ (f) appartient a
C(SLQ)H si et seulement st

me =d (mod ¢. ), my=d (mod ¢;), m, =d (mod ¢,)

Donc si [ € C(SLQ)H on peut poser my = cym’y +d, me = com +d, m, =
c,m! 4+ d. On a alors : f est de demi-degré d en x,y si et seulement si

ml—l—...—l—mp—l—m;—l—m’f—l—m;:—d
Démontrons déja la premiere partie du lemme.

Cas tétraédral. Comme $deg(f) =d =6(m;+...m,)~+ 3m.+ 2my + 2m, on
a toujours

me = d (mod 2) et 2(my +m,) = d (mod 3)

Or la connaissance des caracteres de H associés aux vecteurs propre g; (section
A.1) donnent :

f=g" . gl g} g € C(SLy)" & my =m, (mod 3)

On en déduit facilement I’équivalence cherchée. (voir le tableau des ¢; p. 20).
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Cas octaédral. d=12(m; +...m,)+ 6m. + 4m; + 3m, donne
ms =d (mod 3) m, =d (mod 2)

et la connaissance des caracteres de H associés aux g; permet d’écrire :

F=a" .. grgl gy g € C(SLy)" & m.=m, (mod 2)

d’ou 'on déduit le résultat le lemme.
Cas icosaédral. Il se traite comme les deux précédents.

Cas diédral. : a, et ag étant des générateurs de H on a

H
feC(Sh)" ©auf=Ffetagf=Ff
d’ou avec la connaissance des caracteres de H associés aux g :

au.f=fE me=ms(mod 2)
ao.f =f e kimi+...+my)+my+me+k(me+my)/2=0(mod 2)

A Taide de %deg(f) =d=k(mi+...+my,)+m,+ %(me—l—mf) ces deux équivalences

peuvent s’écrire sous la forme indiquée dans le lemme.

Pour la seconde partie du lemme on a, en posant d; = %deg (¢9;) pour i =

deg(f)=do, (m1+ ...+ my) + myd, + msds + med.
mi+ ...+ my) + (Cm) +d)dy, + (Cpm's + d) dy + (coml + d) d.
my+ ...+ my+m, +mh+ml)+d(d, + dy + d.)

mais comme d. + dy + d, = d, + 1 ceci donne ml—l—...—l—mp—l—m;—l—m’f—l—m’ez—d
]

A.2.2 cas ou H est cyclique d’ordre k.

Un élément f de C(SLQ)(BXH) séerit f =gl ... g gy gT> avec g; = g, pour
w; générique de P'/H et m; € Z.
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Lemme A.2.2 (k =k si k est impair el k = k/2 si k est pair).
F=g0 . . g,7g5°gm> de degré d en x,y appartient d C(SLQ)H st et seulement
st

mo = Mo, (mod E) et 2mo =d (mod k) (A.1)
ou encore :
— si k est pair : (A.1)& d est pair et mg = My, = % (mod %)
— si k est impair, on pose k' = kzll et : (A.1)& mg =me = K'd (mod k).

Preuve :

m My N0 Moo H o
F=g" . .grgyogne € C(SLy)" S o f=f
o a,_:E(ml—I—...—I—mp)—mo—|—moo -1

<:>E(m1—|—...—|—mp)—m0—|—mooEO(mod k)
(A.2)

(A.2) implique mg = me (mod E) D’autre part d = dymq + ... + dym, +
domg + dogMmee = E(ml + ...+ my) + mo + ms implique que (A.2) est équivalent a
d—mg — Mo, — Mo+ Mo, =0 (mod k) cest-a-dire 2mg = d (mod k).

Si k est pair (1) équivaut a mg = % (mod %) Si k est impair k' = k%l est I'inverse

de 2 dans Z /kZ et (1) équivaut a mg = k'd (mod k).
U
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Annexe B

oV, OB,C[}O(]B pour une B-carte X
et un SLo-germe O

Rappel : SL, = {(;” %), r,y,z,w € C, xw—yz= 1} et U = {(é ?)} . Le résul-
tat élémentaire suivant est démontré succintement dans [ K] p. 190, nous complétons
ici les détails manquants :

C[SLQ]U = Clz,y]

Preuve : soit f € C[SLy)" = C(z,y.z,w)’ = (C[X,Y,Z, W]/ (XW =Y Z)".
Pour u = (é?) elUetg= (ﬁ%) € SLyon a u.g = (bliz byi/_w>. Donc u.f (g) =
fg) s’écrit f(a,y,ba+ z,by+ w) = f(x,y,z,w). Ainsi si @ # 0 on peut choisit
b= —z/xetona f(z,y,z,w) = f(x,y,0,27") = fi(x,y) /™ pour un certain
fi1 € Clz,y] et n € N. De méme pour y # 0 on a f (2,y,z,w) = f(z,y,—y 1, 0) =
fo(z,y) /y™. Donc pour x,y # 0 on a fi (x,y)y™ = fo(x,y)a". L'ouvert de Zariski
de SLy défini par x,y # 0 est dense dans Sy et cette égalité est donc vrai
dans SLy. Si F1(X,Y) et F3(X,Y) sont des polynoémes représentants fi et fy on
adonc Fi (X,Y)Y" - (X, Y)X"=P(X,)Y,Z,W)(XW —YZ) pour un certain
polynéome P, ce qui donne aussitot P =0. Fy (X,Y)Y™ = F, (X,Y) X". Donc X"
divise Iy (X,Y) et f = fi(x,y) /2" € Clz,y].

0

Soit X une B-carte. On a

C(SLQ)U =C(x,y)

C(X)” = Q(CIX]Y)

Preuve : On peut obtenir ces deux résultats en utilisant les définitions de S, et
X mais il est plus judicieux d’appliquer le résultat élémentaire suivant (suggestion

de M.Brion) :
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Si Z est une variété affine sur laquelle opere un groupe unipotent U,
alors Q(C[Z]Y) = C(Z)Y.

Preuve : soit f € C(Z)Y non nul. On considere

M={¢edz]/foeC2))

Alors M est non nul et stable par U : c’est un sous U-module de C[Z]. Puisque U est
unipotent, M contient un point fixe o non nul de /. On a alors f = % € Q(CZ]Y).

O

Soit maintenant O un G-germe et X une B-carte dont @ est le localisé : O =
C[X]p avec M = my, N C[X] oft vy est un élément de V; qui domine @. On a le
résultat suivant, valable pour toute B-carte d’un plongement (normal) de GG/ H avec
(G groupe réductif connexe, C[G] factoriel, et H sous-groupe fini de G :

OV = CX|{ v
Preuve : Il s aglt de montrer I'inclusion OV C C[X ] . Posons A = C[X ] W =

W(X) et R = R(X). Par définition on a

A=[(10,n (10N [] O

wEW DeR DeD\DB

={feC(G/H) | WURU(D\D"),f) >0}

A est donc ’ensemble des élements f de C(() qui s’écrivent sous la forme f = gh
avec g € C[G]". h € (C(G)(BXH), Xg = —Xn (caractere de H), (R,h) > 0 et
W. f) = 0.

Soit I = fl € OV avec fi € Aet f, € A\ M. Ecrivons fi = gihy et fo = g2ha

avec f; € C[G] ) et h; € C(G) (BXH) comme précédemment. Si d = pged (g1,92) ,

= dg, et g, = dg, dans C[G], alors on a encore d,q,,¢, € C[G]. Puisque
F,hl,hz sont invariants par U on a % (irréductible dans C[(7]) invariant par U et
donc gi,gé € C[G] (1),

En résumé F' s’écrit sous la forme & avec d € C[G]D, ki, ky € C[GIY*UD),
Xd = —Xk = —Xko» (R, {k1,k2}) > <W {dky,dks}) > 0 et <v0,dk2> = 0.

Pour terminer la preuve il suﬂit de remplacer d par d € C[G]Y*U) tel que
Xar = Xa, (v,d") > (v,d) pour tout v € W et (vg,d’) = (vg,d) ce qui assurera que
d'ky € AY et d'ky € AV \ MY,

Décomposons le G-module (G.d) sous la forme @fvzl (G.d;) ou d; € <G d>
choisissons d' € {d;} tel que (v, d') soit minimum. On a (G.d) C C[G] donc
Xar = Xa- De plus (v, f) > (v,d) pour tout f € (G.d) et v €V donc (v,d') > (v,d)
pour tout v € W et (vg,d’) > (vo,d). Enfin (v, d) > min{(vo,d;)} = (vo,d’) d’ou
(vg, dy = (vo,d').
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O

Par définition, une B-carte X de type I vérifie (C[}O(]B # C et une B-carte de type
I1 vérifie C[X]? = C. Précisons le premier cas.

Lemme B.0.3 Soit X une B-carte de type I et t e, un choix de parameétres pour
Uhyperespace tel que les cones plats de Uhypercone C associé a X soient Cyy, ... ,Cyy

avee v = oo. Alors C[X|B = Clt], avec h = (t—a2)...(t—an).

Preuve : Un élément f de C[X]? est de la forme f (t) =1[(t —a)™, m, € Z avec
(C,fy>0.Siv=(x,8,1) € Cp on a (v, f) = dm, + 1.0 = dm, > 0. Or, d’apres
I’hypothese on a que pour tout @ € C\ {xa,... ,xn} il existe v = (2,0,1) € C, avec
§ > 0. Donc f € C[X]? si et seulement si m, > 0 pour tout z € C € C\{xa,... ,zn}
c’est-a~dire si f € Clt](t—p,)...(mon)-

O

Comme application on a le lemme suivant qui permet de donner une définition
simple du type (I ou II) d’un SLs-germe O en fonction de son anneau OF :

Lemme B.0.4
Si O est un SLy-germe de type I alors OF = Clt]) avec t tel que C(SLQ/H)B =
C(1).

Preuve : Choisissons des parametres ¢, e, pour ’hyperespace et une B-carte X de
type I tels que :

— I’hypercéne C associé a X a pour unique cone plat C..

- 0= (CDO(]M avec M = my,, N (C[X] ou vy appartient a l'intérieur du cone Cp.

Soit f € OB, Puisque OF = (C[X]m)? C (C[X]m)Y = C[X]KAU on peut écrire
[ = % avec p;,q; € C(t), piel, € (C[}O(]Uet q;¢!, € MY. La condition f €
C(SLQ/H)B donne en particulier fpy = qo d’ou f = % avec pof € (C[}O(]B = C[¢]
et qo € (C[}O(]B \ MEB. Cette derniere condition se traduit par (vg, po) = 0 c’est-a-dire
po € Clt]\ (1) dou [ € Clt].

O
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Annexe C

étude de la lissité de Sly.e/H

Cette annexe complete le § 6.8.4 p. 124 dont elle reprend les résultats et les
notations. On y fait, a titre d’exemple, ’étude explicite de la lissité des plongement
de la forme Sly.e/H avec H cyclique d’ordre pair

Soit n > 3, H un sous-groupe d’ordre pair de S Ly et H son image dans S Ly /{+1d}.
Pour que 'action par translation a droite de H sur SL; se prolonge a Sls.e avec
e € (PY)" il faut choisir € = (€4, ... ,e,) avec {e;} C P! stable sous 'action de H.

C.1 Si H est cyclique d’ordre 2(n — 2) avec n > 3
alors Sly.c/H est lisse

On suppose que H est cyclique d’ordre 2 (n — 2) et que son image H (d’ordre
n —2) dans PSLy = SLy/{+1d} est engendrée par z — cz avec € = en=7'. Puisque
Sl,.e est inclus dans (]P’l)n et que ’ensemble des coordonnées de ¢ est formé d’orbites
de P! sous l'action de H on peut supposer que ¢ = (0,00, 1,¢,¢2,... ,e"72) € (P})"
(notation : x pour B,] € P! et oo pour m)

Sly.e/H est la variété du plongement minimal n°7 de la liste des plongements
minimaux pour H cyclique pair. Nous allons donc redémontrer sa lissité avec cette
nouvelle description.

H peut étre identifié au sous-groupe de S, (permutations de {1,... ,n}) engendré
par le cycle (3,4,... ,n).

En reprenant les notations du § 6.8.4 p. 124, on a :

Proposition 14 [idéal m est engendré par les trois éléments T,y, 23 + ... + T,,.

En particulier le plongement homogene correspondant X = Sly.e/H de SLy/H est
lisse.
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Preuve: I'idéal [ étant homogene (définition de [ p. 126), la graduation de Cx, y, 3, . . .

passe au quotient C[¥,y,¥s,... ,%,] = Clz,y,x3,... ,2,]/1 et si (m/m?), est l'es-
pace vectoriel des éléments (nuls ou) homogenes de degré n de m/m? alors m/m?* =
D,so(m/m?).

On notera dorénavant de la méme facon un polynome de Clz,y, x3,... ,2,] et
son image dans Cl[x,y, xs,... ,2,]/I (donc sans tilde), quand le contexte permet de
lever I’ambiguité. D’apres la section précédente on sait que m est engendré par les
éléments de la forme :

B _ o i..7..03 an\o __ 1.7 as anp\o
Pijoroms = D47 = > _(d'ylag® . ain)” =a'y’ Y (a5
c€eH c€eH oceH

Pour prouver la lissité de X il suffit donc de montrer que tous ces éléments sont

dans l'idéal N = (z,y, 23+ ...+ z,) de C[V]H.

On étudie dans lordre le cas ¢ = 2y3)... 245 (k= 3,...n et v un élément de
I’ensemble S,,_5 des permutations de {3,... ,n}), puis le cas ¢ = 22 et enfin le cas
général.

Supposons donc ¢ = T(3) ... Ty(k)-

Par substitutions successives dans ¢ des produits x;2; a ’aide des formules 6.11 p.
126 on a, dans Clz, y, z3,... ,2,] 1 ¢ = a0z, y)Fas(z, y)z @) +. . . Fon(z,y)rm)+F
avec F' € I.

[ est invariant par H (comme V') donc on a, cette fois dans Clx, y, x5,... ,2,]/1 :

Po=en (ao(r,y) + sz, y)ays) + -+ @, 1))
= (n —2)ag(z,y) + (az(@,y) + ... + anlz,y)) (Xio Tr)

et donc p € V.
Supposons maintenant ¢ = l’g
P=>.1, l’lﬁ s’écrit comme un polynome en les polynomes symétriques élémen-

taires pr = >, (x3...2x) (k=3,...,n).
'Vesn—2
Soit {¥1,...,% -1y} = I' un ensemble de représentants des classes a gauche de

S,—2 sous 'action de H. On a :

= Y (waa) =) Y ()t

vel' ceH ~yel'ceH

D’apres le cas précédent g, et donc p appartiennent a N.

Supposons enfin ¢ quelconque.

Le calcul du reste de ¢ dans la base de Grobner (Fj;) (substitution des produits
z;x; a l'aide des formules 6.11) donne dans Cla,y, x3,... ,2,] :

qg=x'yay®. . a2 = polx,y) + Z Z pkﬁ(:z;,y)xf + F avec F el
k=3 1<0<d

,l’n]
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soit dans Clz,y, 23, ... ,2,]/I :

p=(m=2)polr.y)+ Y >, <pk,ﬁ($,y) l’f)
k=3 1<5<d (=3
et donc p € V.
O
C.2 Plongements singuliers de la forme Sly.c/H
soit un H un groupe cyclique d’ordre pair et ¢ = (ey,...,¢,) € (P)" tel que

{c:} soit une réunion d’orbites sous I'action de H (ou H) sur P'.

Si 'on a quatre H-orbites ou plus dans {¢;}, on aura au moins quatre invari-
ants de degré 1 dans C[V']¥ qui seront alors linéairement indépendants dans m /m?
puisque 'idéal I est engendré par des éléments homogenes de degré 2 (les Fj;). La
dimension de m/m? sera supérieure a 3 et le quotient Sly.e/H sera singulier.

En tenant compte de la nature des sous-groupes cycliques de SLy(C) il ne reste
donc a étudier que les cas suivants :

1. H est d’ordre n et engendré par (1...n) € S,. Les coordonnées de e forment
une seule orbite.

2. H est d’ordre n-1 et engendré par (2...n —1). Les coordonnées de e forment
une seule orbite.

3. H est d’ordre n/2 et engendré par (1 . %) (% +1... n) . Les coordonnées de
e forment deux orbites.

4. H est d’ordre (n-1)/2 et engendré par (2”2;1 + 1) (”2;1 + 2n> Les co-
ordonnées de e forment deux orbites.

5. H est d’ordre n/3 et engendré par (1%) (ﬁ—l—l...z—”) (2—”—|—1...n>. Les

coordonnées de e forment trois orbites.

La méthode de calcul est la suivante :

Soit H; le sous espace vectoriel des éléments homogenes de degré ¢ de m/m?. Une
base de H; est toujours facile a obtenir. Par ailleurs les H; sont supplémentaires. Si
on trouve dans H, suffisamment d’éléments linéairement indépendants pour que la
dimension de H; @ H, solt au moins 4 on a fini. Sinon on cherche d’abord une base
de H; afin de faciliter la recherche d’éléments indépendants dans Hs.

Un élément de degré i dans m? est une combinaison linéaire de produits dont les
facteurs (au moins deux) appartiennent a un systeme de représentants des éléments
choisis comme base des H; pour j < 1. Pour le voir, il suffit de remarquer que m est
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engendré comme idéal par des générateurs de 'agebre de type fini (C[V]H et que les
représentants précédents peuvent ére pris parmi ces mémes générateurs.

Pour vérifier que py, ..., p, sont indépendants dans H; on écrit donc une égalité
dans (C[V]H C Clay,...,x,] /I (on prend dans cette section wy,2,...,2, pour
coordonnées dans C* car x,y sont utilisés a d’autres fins) entre une combinaison
linéaire des p; et une combinaison linéaire des représentants décrits ci-dessus.

On teste cette égalité sur A, = {(y,...,y.2,¥,...,y), ©,y € C} C V pour
différentes valeurs de s. Si cela ne suffit pas on égalise ensuite les restes de chaque
membre de 1’égalité dans la base de Grobner (F};).

Nous ne traiterons que le premier cas a titre d’exemple (il contient les principales

difficultés).
w 0

Lemme C.2.1 Soit H le sous-groupe de SLy d’ordre 2n engendré par (0 ot
w=enl el e= (1,w,...,w" 1)y € (PY". Alors le quotient Sly.e/H est singulier.

)012

Preuve : considérons les éléments suivants de C[V]¥ :

P = Z ] p2= Z (r122)”  ps = 2(1?11?21?3)0 Pa = Z(ﬁl‘z)g

oceH oceH oceH oceH

Il suffit de montrer que py, p2, ps, p4 sont linéairement indépendants dans m/m?.
p1 est une base de H;. Prouvons que p; est une base de H,.
Tout d’abord py est non nul dans m/m? Sinon on aurait Yoven (T122)” =

a <EO’EH wir)z dans Clzy,...,z,] /] i.e deg_(fl?ll’z)g =a (EgeH :L‘i’)z sur Z (1) =
V. Cette égalité aurait lieu en particulier sur Ay = {(z,y,...,y), x,y € C} :

(n—=2)y’ +2ey=a((n—1y+a)" VayeC

ce qui est impossible.

Montrons ensuite que H, est engendré par ps.

Ce sous-espace est engendré par les éléments ), (z12:)” 1 =1,...,n— L
Prouvons que chacun d’eux est dans (ps).

On a en premier lieu

D (wiws)” =) (wraa)’

oceH c€eH
dans m/m?, et méme dans C[zy,...,x,] /I, c’est a dire :
Z(l’ll'z)g — Z(wll'z)g € I
oceH c€eH

Pour le prouver il suffit de montrer que le reste dans la base de Grobner (Fj;) est
nul (



C.2. PLONGEMENTS SINGULIERS DE LA FORME S1,.E/H 145

Pour ce faire on va écrire autrement les formules 6.11 p. 126.
Pour des ¢; distincts dans C = CU {oo} on pose

(c1—ca)(ca—cd)
(e1—ca)(c2—c3)

b(clv €z, C3, 04) = (birapport)

on aura besoin des égalités suivantes :
b(er, ez, ca,04) =1 —b(en, ca, 03, ¢4)
1
b(cr,ca,c3,¢4)
1
1 —b(er, e, 03,c4)
—b(c1,c2,04,03)

1 — 6(01702703704)

b (Cl, Co, Cyq, 03) =

b (Cl, C3, Cyq, CQ) =

b (Cl, C4, C3, CQ) =

On pose :

e; = [clj avec ¢; € C

Pour 3 <1 # j < n cela donne :
Fij=(x—a)(y—a;) —b(cr,ca,¢i,¢) (v —xj) (y — x;) (2 coefficient pres)
=(1=>b(er,e2,¢,¢)) (xy + xixy) —yx, — xa; + b(c, ey iy ¢5) (22, + yxj)
et, dans Clay,... ,a,] /1 :

1 b(er, ez, ¢, ¢5)
Lty = —xy + 1— b(cth,ci,cj)yxi S 1- b(clvc%c“cf)wxi '
1 R b(e, e, 605 ¢5)
1—5(01702702'701') ! ]1_6(017627Ci70j)
rix; = —xy+b(c, i, ¢j, c2)yxi+b(cr, ¢, ¢y ca)xai+b(cr, ¢, ¢4, C)xaj+b(cr, ¢4, ¢4, €)Y

soit, en notant s;; = b(cq, ¢, ¢5,¢2) et iy = 845y + sy
Tix; = —xY + ST+ SjTx; + 8ixT; + SjYT; (C.1)
= —axy + a1 + QT
On peut vérifier que ces égalités sont encore vraies pour 7 ou j (# 1) égal a 1 ou 2.

Revenons maintenant au calcul du reste de Y ., (2v122)7 — > py(2122)7 dans

la base de Grobner (F};) :

Z(:plxz)g = inxr(i) (r=(1...n) €5,

ceH =1

o
Il

(—:L'y T Sir()YTi T Sp(6),iTTi + Sip(1)TTr(s) T Sr(i),iyxr(i)>

-

=1



146 ANNEXE C. ETUDE DE LA LISSITE DE SLy.E/H

et
2(1}11}3)0 = Z <—$y + Sip2()YTi  5r2(3),iTT; + Sip2(1)TTp2(5) T 5r2(i),iyxr2(i)>
ceH =1

d’ou

3

2(1}11}2)0 — Z 1}11}3 + Sp-1(i),i = Sr2(i) — Sr—2(i),i> Tx; ...

oc€eH oceH =1
<5i,r(i) + Sp-1(i),i = Sir2(i) — Si,r_2(i)> y:z;i]

or sj; = b, ¢j,¢,¢4) =1 —=b(eq,¢,¢5,¢4) =1 — ;5 donne

<5i,r(i) + Sp-1(i),i = Sir2(i) — Si,r—2(i)> = — <5r(i),i + Sp=1(i),i = Sr2(i) — Sr—2(i),i>

d’ou :
Z(:plxz)g - 2(1?11?3)0 = Z (Sr(iyi + Se=1(iyi — Sr2(i),i — Sr=2(i)s) (v — y) @
c€eH c€eH =1

Par ailleurs

sij = bler, ¢, ¢j,02) = b <17wi—17w]‘_17w>
— (1 — wj—l) (wi—l _ w) B (1 _ wj—l) (1 N wi_Q)

T ) T (e @ )

permet d’écrire, en tenant compte de w" =1

Sr(i)g = Sitla  Sr=1(i),i = Si—14  Sr2(i)g — Si+2,4  Sr=2(d)q = Si—24

donc Sp()i T Se=1(i),i = Sr2(i)i — Sr—2(i),i est égal a :

(1= &) (=)
(=)= - "
o)
)

(1-w ({1 -w
oo o
o O-wy
(1 —w)zwi_Q (1 +w)
<l—w )(l—l—w)—k(l—wi_‘l)wz—(l—wi)
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et on a donc bien ) (z122)" — > cpy(r123)” = 0 dans Clay, ... ,z,] /1.
Montrons maintenant par récurrence sur ¢ que Y ., (z12;)7 € (p2) pour 1 =
4,...,n—1.
En développant F;_;; on peut écrire dans Clxzq,... ,2,] /1 :

T, = avyxe + bryxq + cxawi—g + drayx; + exiyx; (a,b,¢,d,e € C)

donc

Y (wr) = (a+e) > (wx) +(b+d) Y (wizis) +e Y (wari1)

ceH ceH ceH ceH

et 3 pen (112:)7 € (p2),
Enfin le développement de (EgeH xi’)z donne immédiatement ) ., (:1;61’)2 €

<p2>-

Pour terminer la preuve, il reste a montrer que ps = > py(z12223)7 et py =
EgeH(x%xg)g sont indépendants dans Hs.
D’apres ce qui précede une éventuelle relation serait de la forme

3

A(C;I(xlxﬂgy) + M;(ﬁxz)a = ag;(xl)“) +
b(;(%f’) (;(x1x2)0>

En écrivant cette égalité sur Ay = {(x,y,...,y), v,y € C} on trouvea = 0, A =
2b, ;1 =b(n —2) ce qui donne

b [2 Z <$%$2>U +(n —2) Z (v12273)" — Z (21)” Z (:1;1:1;2)1 el

c€eH c€eH oc€eH ceH
il suffit donc de montrer que

2 (2f2)” + (n—2) Y (wiwas)” =Y (21)" Y (w122)” ¢ 1

c€eH ceH ceH oc€H

et pour cela il suffit de vérifier que le reste dans la base (F};) est non nul.
Dans Clx1,...,2,] /] on a pour i # j :

2 — (e
viv; = xi(viv;)
=x; (—axy + oz + ajix;)
2
= —zyxi + ogr; + aji (—ry + e + i)

= aijal + (—wy + aijog) ¥ 4 ajet — agixy
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d’ou

n

Z (51?%51?2)0 = Z <ai,i+1$?> + Z A+ A (A, A; € Cla,y])

de méme, pour 1 # j # k :
Tl = (—l‘y + Q25 + Oé]‘il']‘) T
Tiljlp = —TYT + Qi T3 T g + QX ;XL

= —ayap + o (—2y + apri + agieg) + o (—2y + e + agjeg)

= — (qij + aji) vy + Qijap; + Qi + gkt

d’ou

Z (z12923)" = B+ Z B;z; (B, B; € Clz,y])
ceH =1

Enfin

(B ) (G o) = (o) ()

ceH ceH =1 =1
(Z —IY + Q41T + Qi1 zx ) ( xz)
=1 =1

:< nl‘y—l-z Oé22_|_1—|—0é22 1 >< xz)
=1 =1
:—nwyzl‘z—l-z Oé22_|_1—|—0é22 l)xx]‘l’

J#
n
g (i1 + Qiio1) 22
=1
n n
= g (Ciip1 + iimr)ze +C + E Biz;

(C,C; € Cla,y))

Le terme en :1;22 dans

2 Z <$%$2>U +(n—2) Z (z12973)7 — Z (21)” Z (z122)"

c€eH ceH ceH oc€H
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est donc 20y 41 — (@i ip1 + Qiim1) = Qi1 — ¢ iy c'est a dire, en remplacant a;; par
l—wj_l)(l—wi_2)
o = Sy + 85w et s;; par =)@ =)

_ -1, 3i—2 | 2i-3  3i-4 22 | i4l 2i
g1 — i = (2 —y) (0T WP 0T =W WP T — W)

=(x—y) wi_l(w — 1) (w+1) (wi_Z — 1) (wi_l — 1)

Pour ¢ = n ,par exemple, ce terme est non nul. py,p2, p3, ps sont donc bien
indépendants dans m/m?.

O
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Annexe D

Dimension de ’espace tangent

On a vu a la section 5.7 que si Y est une orbite de type I d’un plongement de
SLy/H quelconque alors Y intersecte une B-carte X telle que X2 U x (X/U ) et X/U
soit une surface torique. Dans le cas ou Y n’est pas réguliere on a une singularité
rationnelle an point fixe p de X/U/ [ Ful]. On peut consulter le théoreme 7 de [ Tim2]
pour un résultat de ce type dans le contexte plus général des plongements de G/H
de complexité 1.

Si par contre Y est de type II, la nature de la singularité éventuelle de p dans
)O(/U est moins évidente. Dans cette section nous allons montrer comment on peut
cependant évaluer la dimension de I’espace tangent en p par un algorithme qui est
une variante de celui applicable dans le cas torique et qui fait appel aux fractions
continues de Hirzebruch-Jung [ Ful, p. 46].

D.0.1 algorithme général

L’algorithme de calcul de la dimension de I’espace tangent s’obtient par appli-
cation des formules (D.1), (D.2) et du lemme D.0.3. Il consiste essentiellement en le
calcul de la dimension du sous-espace E P f] a;+an_,; dans I'espace vectoriel P,
de dimension fini (formule (D.2)). La remarque D.0.4 permet de prévoir le nombre
de calculs nécessaires.

Supposons pour fixer les idées que H soit cyclique d’ordre pair k = 2k’ et que Y
soit de type Aar(J1y--- yJa i Tise-o sTar) OU Jp,. .., jn sont M éléments de P!/ H et
r1,...,ra sont M nombres rationnels tels que r; €] — 156 (7;)]-

Si l'on fixe les parametres ¢ et e, (§ 5.4.1) la B-carte X qui intersecte Y définit
un hypercone C = |J,cp1 C» de I'hyperespace. On sait que tous les cones de C sont
droits sauf un nombre fini d’entre eux et il n’y a pas de céne plat. Chaque cone
C, est alors engendré dans QT x Q par (0,—1) et (1,{,) ou [, € Q et les [, sont
nuls sauf un nombre fini : [,,,...[,;,. Les [,, doivent également vérifier la condition

Eﬁl [, <0.0n aen général N # M.

151
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Choisissons e, = ¢ogo. comme a la section 5.4.2 et prenons t tel que zny =
0o. Dans l'exemple illustré par I'hypercone ci-dessous, {ji,...,jm} est formé de
I’élément non générique 0 € P!/ H et de M — 1 éléments génériques de P'/H. On a
cependant N = M + 1 du fait du coéne C,_ qui est non droit.

o
O
x -t
% NN
/1

X1= )(0

On a déja vu (§ 5.6) que (C[}O(/U | est engendré par les éléments de la forme

vazl (t—a;)™ e avecm; > —nl;pouri=1,... ,N—letmi+...+mn_1 < nly.

Rappelons que > 1; < 0 implique en particulier que si vazl (t — ;)™ € appar-

tient & C[X/U ] alors n < 0 (§ 5.6). L’entier n est le degré de vazl (t —a;)™ e
correspondant & I’action de T2 C* sur C[X/U ].

Soit M 1'idéal maximal qui correspond au point fixe p de X/U , idéal engendré

P on

comme C-espace vectoriel par les éléements vazl (t — ;)" €' de degré non nul de

CIX/U .
Pour un entier positif n on note M,, I'espace vectoriel des éléments (nuls ou)
de degré —n et on pose M,, = M, [/ (M, N M?).

Avec ces notations on a immédiatement

MM = @22, M, (D.1)

Soit P le semi-groupe additif des entiers n tels que a, > 0 et P (n) 'ensemble des
i€ {l,... ,n} tels que t,n — 1 € P. Alors

dime (M) = dime (M) — dime( Y- MM, (D.2)

1€P(n)

ou M; M, est I'espace vectoriel engendré par les produits m;m; pour m; € M;
et m; € M]‘.
Posons X =t et Y = ¢,. Le résultat suivant est le premier pas vers le calcul de

dime </Wn> .

Lemme D.0.2
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OnaM, = F,P, ouP; est Uespace vectoriel des polynomes en X de degré inférieur
ou €gal a j et F, = Y™ HN NX —ay)” =il g particulier dime (M,,) = a, + 1

avec

N
a, = [—nl;]

=1
ot [x] désigne la partie entiére de x.

Preuve : M,, est engendré par les éléments de la forme

N-1 N-1
F=11 (X =) =y [] (x i)
1=1 1=1
N-1 N-1
= (X —a)™ =I,
1=1 1=1
ou l'on a posé v = m; + [=lin] (> 0). Comme 0" —[—nli] < 201 < [—nly]

on a EZ ) ’yZ < Efvzl [—nl;] = a, et en développant Hi:l (X — ;)" on voit que
M, = I, P,
O

On est maintenant en mesure de calculer la dimension de EZEP MM, _; et

donc de M, par simple algebre linéaire dans un espace vectoriel de dlmensmn fini
avec le lemme suivant.

Lemme D.0.3 Soit [; = —% pouri=1,... ,N. Pour n € N* on note ri le reste
de la division euclidienne de np; par ¢; et on pose, Vn € P+P. Vje{l,... ,n}, V
re{l,... ,N}:

' : 1 osiort <7t . .
— v vl = S J (
[}, < rt] { 0 siorhg (notation de lverson [ Kn, p. 24])

=TS (X = e

Alors
dime (i MiMo; ) = dime (X epg fiPaysan, ) (D.3)
Preuve : tout d’abord pour tout i € {1,... , N} et tout j € {1,... ,n} il est facile
de vérifier que [—nl;] — [—jl;] — [— (n — j) li] = [r}, < 7).

De M; = YiF;P,, = Y/ HN_l (X —ay )_[_ﬂi] P,; (preuve du lemme D.0.2)
on déduit que M;M,_; =YY" HN ! (X —a;)” [=nti] Hﬁ;l (X — II/’Z’)MG;] Pojtran_, =
F f] ajtan—jy-
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O

—B grréductible et posons g = ppem{qy, ... ,qn},

s, , . &N _ N
[, = -, On vérifie facilement que :ag = > .5 > 1, apgqm =k <Ei:1 32') +

pour tout k € N et r;_l_q = ri. Les deux premiers points permettent de calculer

Remarque D.0.4 Eecrivons [; =

facilement une valeur de n a partir de laquelle dim@<ﬂn> = 0. En effet st a,, > 0
quand m > ng alors fo Py ya,_, = Pa, €t /Wn = {0} dés que n > q+ no.

D.0.2 Dimension de ’espace tangent et fractions continues

Dans certains cas le calcul de la dimension de M, par 1’égalité D.3 et de M/ M?
par I’égalité D.1 se ramene au calcul d’un nombre fini de fractions continues de
Hirzebruch-Jung.

Lemme D.0.5
Soitn € N*, a, = Ef\il [—nl] et P(n)={ie{l,... ,n—1} /a;,an—; > 0}

1. Sia,+1> Ef\il sup{[r, <ri],j € P(n)} alors

N

dimdﬂn) = Zinf{[r; < ré],j eEP(n)}

=1
2. Supposons que a, +1 > N pour tout n > 0.Alors :

(a) Pour p,q € Z*XZ" et n € N notons r, le reste de la division euclidi-
enne de np par q et posons ¢ (p,q) =nombre des entiers n > 1 tels que
Vied{l,...,n—1}r, < r;. Alors la dimension de M[M? est égale

Efvzl @ (pi, q;) avee l; = —% trréductible.
(b) Soit

7

oy — 1

ap
la fraction continue de Hirzebruch-Jung de —q/p alors ¢ (p,q) = L.

Preuve de la partie 1 du lemme D.0.5 :
Remplacons f; = Hﬁ;l (X — xz)[r he<ry) par

N-1

N .
207 T (X = wiz)e<s] H b <r3) (D.A4)

=1
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et P, par I'espace R, des formes homogenes en X, 7 de degré n. L’égalité D.3 s’écrit
alors

dim@< Z M]‘Mn_]‘> = dlm(c< Z ijaJ-I—an_])

ieP(n) J€P(n)

Commencons par démontrer le résultat général suivant :

Lemme D.0.6

Soit f1,... ., fr des polynomes homogénes en X, 7Z de degré inférieur ou égal a m.

On a

flRm—deg(fl) + ...+ fkRm—deg(fk) C ngd(fh e 7fk) m—deg(pged(f1,.-- 5 k))
et st dim(R,,) =m + 1 > deg(ppem(fi,..., fr)) alors

flRm—deg(fl) +...+ prm—deg(fk) = ngd(fh cee 7fk) m—deg(pged(fi,....fk))

Preuve : linclusion s’obtient en mettant en facteur pged(fi,...,fr) dans
JiRp—aeg(s) + - -« + [pRim—deg(s,)- Pour I'égalité il suffit de prouver le résultat dans
le cas particulier pged(f;) = 1, ce que nous supposerons. Enfin par une récurrence
facile sur k£ on peut se ramener au cas k = 2.

Considérons 'application lincaire ® de R, _geg(s,) X Rp—deg(s,) dans R, qui a
(a,b) associe afy + bfs.

Un élément (a,b) de son noyau vérifie afy = —bfy. Si m > deg(f1) + deg(f2) =
deg(ppem( fi, f2)), cela équivaut a l'existence de ¢ € Ry, _deg(f,)+deg(f>) tel que a = cfy

et b= —cfy. On a par conséquent la suite exacte :
@
0 — Rm—(deg(fl)—l—deg(fg)) _> Rm deg(f )X Rm deg(f2) — Rm — 0
c > (a,b) = afi +bfs

qui permet de conclure rapidement.
O

Appliquons le lemme précédent a {f;,7 € P(n)}.
Comme a, + 1 > 20 sup{[ri, < ri],j € P (n)} = deg(ppem{f;,j € P (n)}),

o1 a

dime(M,,) = dime (M,,) — dim@< > ijaﬁan_])

JEP(n)
=ap + 1 — (a, — deg (pged{f;,7 € P(n)}) +1)

= inf{[r, <ri].j € P(n)}

=1
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Preuve de la partig 2 du lemme D.0.5 :
L’hypothese entraine a,, > 0, Vn >0 d’ou P (n) ={1,... ,n— 1} et

N
dim@<ﬂn> = Zinf{[r; <r],1<j<n-1}

=1

D’ou
+ oo L +oo N ' '
dime (M /M?) = Zdim@</\/ln> = ZZinf{[r; <ri,g=1,...,n—1}
n=1 n=1 =1
N +4oo
:ZZinf{[r; <r;],j: L...,n—1}
1=1 n=1

N
=1

Le point 2.b) du lemme est une conséquence de la remarque suivante : si r est le
reste de la division euclidienne de —g par p alors ¢ (p,q) =1 + ¢ (r, q).

O
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