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Introduction générale

La relation entre les systèmes naturels et leurs environnements est
caractérisée par des dynamiques non linéaires complexes. Afin d’assurer
une fidélité vis à vis du comportement réel, ces dynamiques sont sou-
vent modélisées par des équations différentielles caractérisées par des
termes non linéaires tels que les produits de variables ou leur fonctions
polynomiales [Jordan and Smith, 1999,Verhulst, 2006]. Néanmoins, les
non linéarités existantes dans un modèle rendent la résolution analy-
tique difficile. De ce fait, une diversité d’outils numériques puissants et
assez spécifiques a été proposée tel que la méthode du plan de phase
appropriée pour les systèmes de second ordre [Lévine, 2004], les séries
chronologiques, le diagramme de bifurcation, la sensibilité aux condi-
tions initiales, le spectre et la dimension de Lyapunov.

D’autre part, les systèmes non linéaires peuvent admettre plusieurs
points d’équilibre contrairement aux dynamiques linéarisées. Ces sys-
tèmes peuvent être aussi le siège d’oscillations caractérisées par leur
amplitude et leur fréquence quelques soient les conditions initiales et
sans l’apport d’excitations extérieures. Par conséquent, ces systèmes ex-
hibent des comportements dynamiques plus complexes par rapport aux
systèmes linéaires.

Récemment, une diversité de domaines d’application font appel à la
théorie des systèmes non linéaires dont on peut citer particulièrement les
domaines de la biologie, la médecine et l’écologie. Plusieurs travaux de
recherche ont été développés dans ce sens pour analyser et contrôler les
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Introduction Générale 2

interactions entre espèces dans l’écosystème [Dai et al., 2012,Khellaf and
Hamri, 2010,Bhaya and Meza, 2012,Din et al., 2017] et les utiliser dans
les systèmes d’aide à la décision. La compréhension des intéractions entre
les populations conduit actuellement à de nombreux algorithmes d’opti-
misation importants [Chen et al., 2016,Das and Pal, 2019] basés sur des
phénomènes naturels. Le modèle d’interaction le plus basique dans la na-
ture est le modèle proie-prédateur [Bazykin et al., 1981]. Il est basé sur
le modèle de Lotka Volterra assez célèbre dans la littérature [Volterra,
1926]. L’analyse de ces modèles peut aider à comprendre et contrôler les
dynamiques indésirables des populations vivantes et même prédire et ré-
duire la prolifération de certaines épidémies et catastrophes naturelles.
Par ailleurs, le modèle de Lotka Volterra permet d’analyser l’effet des
facteurs extérieurs. Parmi les effets les plus traités dans ce sens, nous
pouvons citer l’effet retard [Huang et al., 2017,Jana et al., 2017], l’effet
impulsif [Banerjee and Das, 2018,Li and Liu, 2016], l’effet Allee [Li and
Wang, 2016, González-Olivares et al., 2017] et l’effet saisonnier [Levy
et al., 2016]. Malgré qu’il existe quelques travaux de recherche dans ce
sens, il n’existe pas à notre connaissance, des modèles qui ont réussi à
analyser des dynamiques intégrant à la fois l’effet Allee et l’effet saison-
nier. C’est dans le cadre de cette thèse que nous tenterons d’atteindre
cet objectif.

D’autre part, la modélisation des systèmes proies-prédateurs par des
polynômes d’ordres entiers permet de décrire un ensemble limité d’infor-
mations caractérisant le système à analyser. Les modèles polynomiaux
ne sont pas capables de fournir toutes les données du système [Roys-
ton and Altman, 1994]. Pour atteindre cet objectif, la modélisation de
ces systèmes par des polynômes d’ordres fractionnaires pourra étaler le
domaine de l’information et faire apparaitre des comportements plus
complexes [Gilmour and Trinca, 2005]. C’est dans ce contexte que nous
proposerons de nouvelles structures pour les modèles proies-prédateurs
considérés faisant appel à la théorie des systèmes d’ordres fractionnaires.
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Notre contribution consiste à analyser les bifurcations et les compor-
tements chaotiques d’un système proie-prédateur en intégrant de nou-
veaux facteurs et de nouvelles structures mathématiques du modèle dy-
namique en relation avec les cinétiques des populations. L’analyse d’un
tel système exige d’étudier les zones où le comportement dynamique du
système devient plus riche pour prédire sa complexité et contrôler sa di-
vergence ou son déséquilibre. Par conséquent, nous avons l’intention de
procéder en compliquant progressivement l’étude afin d’avoir une image
complète sur le comportement dynamique en faisant apparaitre de nou-
veaux types de bifurcations. Cette analyse consiste à identifier les nou-
veaux types de bifurcation apparus suite aux modifications proposées
en se basant sur la méthode du plan de phase, les attracteurs obtenus,
le diagramme de bifurcation, l’exposant de Lyapunov ainsi que la di-
mension de Kaplan Yorke. Les facteurs qui vont être considérés dans ce
travail sont l’effet Allee et l’effet saisonnier. Les dynamiques complexes
obtenues, essentiellement chaotiques, vont être contrôlées par la suite
pour stabiliser le système vers sa dynamique naturelle. D’autre part,
afin de comprendre et de conceptualiser de nombreux aspects de l’expé-
rimentation et de la théorie du vivant, un circuit électrique équivalent
du modèle proie-prédateur souffrant d’effet Allee sera conçu et simulé à
l’aide du logiciel MultiSIM.

Ce rapport est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre pré-
sente un état de l’art de la théorie de bifurcation et du chaos. Il expose,
en second lieu, le modèle proie-prédateur ainsi que toutes les interactions
internes et externes dont il peut être le siège.

Le second chapitre présente une analyse détaillée du comportement
dynamique du modèle proie-prédateur souffrant des effets d’Allee Fort,
d’Allee Faible et d’effet saisonnier. Par la suite, une brève comparaison
sera réalisée.

Dans le troisième chapitre, une conception d’un circuit électronique
équivalent au système proie-prédateur sera proposée. Le circuit associé
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sera conçu et simulé à l’aide du logiciel MultiSIM. Ensuite, des investi-
gations expérimentales seront proposées. Enfin, une synchronisation du
système sera réalisée pour contrôler son comportement chaotique.

Dans le quatrième et dernier chapitre, deux modifications de la struc-
ture des composants élémentaires du modèle proie-prédateur basique se-
ront proposées et analysées. La première consiste à modéliser le taux de
croissance de la proie et la réponse fonctionnelle du prédateur par des
polynômes d’ordre fractionnaires. La deuxième modification sera au ni-
veau du taux de croissance des proies et de l’efficacité des prédateurs.
Des analyses détaillées du système non perturbé et perturbé seront aussi
établies.

Ce travail est clôturé par une conclusion générale récapitulant les
principales contributions réalisées lors de cette thèse. Comme extension
de ces travaux de recherche, un ensemble de perspectives est présenté.



Chapitre 1
Sur l’analyse des bifurcations et des
comportements chaotiques des systèmes
non linéaires : État de l’art
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1.1 Introduction

L’étude des systèmes non linéaires a montré qu’une représentation li-
néariste ne donne qu’une vision partielle de la réalité de la dynamique du
système. Dans plusieurs situations pratiques nous assistons à de fortes
déviations du régime de proportionnalité. Pour un système non linéaire,
la combinaison de deux actions élémentaires peut produire des effets
inattendus créant un comportement chaotique suite à des phénomènes
d’émergence et de coopération entre les éléments du même système.
Dans cette optique, ce chapitre exposera un bref état de l’art de la théo-
rie de bifurcation et du chaos en se focalisant sur les notions basiques
de l’analyse des systèmes non linéaires. Le cas concret du modèle proie-
prédateur avec des interactions internes et externes sera ensuite présenté
et servira tout le long du rapport comme application des théories explo-
rées.

1.2 Stabilité locale des systèmes non linéaires

L’analyse des systèmes non linéaires se base essentiellement sur les
notions de la stabilité locale et de la stabilité globale. L’analyse de la
stabilité locale d’un système dynamique est basée sur l’étude du compor-
tement du système autour de ses points d’équilibre. Quant à la stabilité
globale, elle fait appel à la théorie des bifurcations.

La stabilité locale permet de prédire le comportement de la trajectoire
de la solution du système autour d’un point d’équilibre. L’étude de la
stabilité locale peut être élaborée selon les étapes suivantes [Gonze and
Kaufman, 1961] :

- Trouver les points d’équilibre du système non linéaire, appelés aussi
points singuliers.

- Linéariser le système non linéaire autour de ses points singuliers en
déterminant la matrice Jacobienne du système ainsi que les valeurs
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propres associées aux différents points singuliers,

- Déterminer la nature de la stabilité en se référant aux valeurs
propres associés au points singuliers.

Pour illustrer les étapes précédentes, considérons le système non li-
néaire bidimensionnel modélisé par les équations différentielles suivantes :

dx

dt
= f(x, y)

dy

dt
= g(x, y)

(1.1)

où x et y ∈ R représentent les deux variables d’état du système, f et g
sont deux fonctions non linéaires continues dans le temps.

La première étape de l’analyse consiste à trouver les points singuliers
qui sont les solutions de l’équation suivante : f(x, y) = g(x, y) = 0.
L’analyse de la stabilité locale exige une linéarisation du système 1.1
autour des points singuliers Ei et une analyse de singularité basée sur
le calcul de la matrice Jacobienne décrite par :

J=


df

dx

df

dy
dg

dx

dg

dy


|Ei

1.2.1 Analyse des singularités

Les valeurs propres associées à chaque point singulier du système non
linéaire 1.1, λ1,2 = Re(λ1,2)± iIm(λ1,2), sont les solutions de l’équation
caractéristique suivante :

det(λI − J) = λ2 − tr(J)λ+ det(J) = 0 (1.2)

Les valeurs propres correspondantes à chaque point singulier donnent
des informations sur la direction et la force de l’attraction ou de répul-
sion des trajectoires. Afin d’analyser la stabilité locale de chaque point
singulier, une évaluation du déterminant et de la trace de la matrice
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jacobienne J est nécessaire. La Table.1.1 récapitule les singularités pos-
sibles pour le cas particulier d’un système non linéaire de dimension 2
en fonction des signes des valeurs propres ou encore en fonction de la
trace et du déterminant de la matrice Jacobienne [Gonze and Kaufman,
1961]. Cette méthode d’analyse est appelée méthode du Plan de Phase
ou méthode d’Henry Poincarré [Grayling, 2014].

Table 1.1 – Classification des singularités pour un système de second ordre [Gonze
and Kaufman, 1961]

Valeurs propres Type de
singularité

tr(J) det(J) Stabilité

Réelles pures

Complexes

Nœud

Foyer
tr(J)<0

det(J)=0

det(J)>0
Stable

λ1 > 0

λ2 < 0
Col

tr(J)>0
ou

tr(J)<0
det(J)=0 Instable

Imaginaires pures Centre tr(J)=0 det(J)> 0

Stable
ou

Instable
ou

Semi Stable

Réelles pures

Complexes

Nœud

Foyer
tr(J)>0

det(J)=0

det(J)>0
Instable

1.2.2 Portrait de phase

On appelle portrait de phase l’ensemble des trajectoires qui sont les
solutions du système 1.1 représentées dans le plan de phase initiées à
partir des conditions initiales différentes comme il est présenté dans la
Figure 1.1. Un portrait de phase permet de caractériser les singulari-
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tés possibles des points d’équilibre. Ces trajectoires peuvent être sous
la forme d’un nœud, en spirale formant un foyer, d’un selle (col) ou
d’un centre. D’autre part, un point d’équilibre peut être attractif ou
répulsif. Lorsque le point d’équilibre est attractif, le système est stable
localement. Alors que lorsque le point d’équilibre est répulsif, le système
est instable. Dans le cas où une ou deux valeurs propres du point d’équi-
libre sont nulles, le point d’équilibre est appelé non hyperbolique et
la détermination analytique du type de sa singularité devient difficile.
Par conséquent, pour ces cas particuliers, des outils numériques ont été
offerts pour identifier numériquement la singularité [Seydel, 2009].

(a) (b)

(c) (d)

Figure 1.1 – Portrait de phase : (a) Noeud,(b) Foyer, (c) Selle et (d) Centre



Chapitre 1: Sur l’analyse des bifurcations et des comportements chaotiques 10

1.2.3 Attracteur

Pour les systèmes non linéaires, l’analyse de la stabilité locale n’est
pas toujours suffisante pour prédire finement le comportement dyna-
mique vue le grand nombre de paramètres qui interagissent. Des mé-
thodes graphiques existent et peuvent caractériser les véritables signa-
tures de certains comportements complexes. La représentation graphique
des attracteurs peut être une solution. On appelle attracteur l’espace li-
mité vers lequel un système évolue de façon irréversible en l’absence de
perturbations. Chaque attracteur est caractérisé par un bassin d’attrac-
tion. Plusieurs types d’attracteur existent dont les plus connus sont [Tay-
lor, 2010,Alligood et al., 1996] :

- Un point fixe : C’est l’intersection des trajectoires de phase. Il est
associé à des orbites qui s’approchent d’un état d’équilibre,

- Un cycle Limite : C’est une trajectoire fermée isolée dans l’espace
de phase (x,y) (voir Figure 1.2). Plus clairement, le cycle limite est
entouré par des trajectoires voisines spirales initiées à partir des
conditions initiales différentes. Un cycle limite peut être : Stable,
instable ou semi-stable selon la convergence ou la divergence des
trajectoires qui l’entourent.

- Un tore : Il est représenté par la Figure 1.3. Il correspond à un com-
portement dynamique oscillatoire périodique ou quasi-périodique
dans l’espace de phase (x,y,z).

- Un attracteur étrange : C’est l’ensemble des orbites qui peuvent ex-
hiber un comportement imprévisible et dont la forme géométrique
est plus complexe. Parmi les attracteurs étranges les plus connus,
on cite l’attracteur de Lorenz représenté par la Figure 1.4 dans
l’espace de phase (x,y) [Lorenz, 1963].

Dans un même portrait de phase, on peut détecter plusieurs attrac-
teurs selon le type de singularités.
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(a)

(b) (c)

Figure 1.2 – Cycle limite : (a) Stable, (b) Instable et (c) Semi-stable

Figure 1.3 – Tore

Figure 1.4 – Attracteur de Lorenz
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1.2.4 Équivalence topologique

Un système non linéaire est appelé topologiquement équivalent à un
autre système non linéaire s’il existe un homéomorphisme h : RRRn -> RRRn

qui transforme les orbites du premier système aux orbites du second sys-
tème en gardant la même direction dans le temps. En d’autres termes,
nous considérons deux systèmes non linéaires comme équivalents si leurs
portraits de phase sont "qualitativement similaires" [Kuznetsov, 2013].

1.3 Théorie des bifurcations

La plupart des résultats de la théorie des singularités, présentés dans
le paragraphe précédent, sont directement applicables à l’analyse des
points d’équilibre mais jamais pour l’analyse du portrait de phase [Kuz-
netsov, 2013]. L’intérêt de la théorie des bifurcations, qui sera présen-
tée dans cette section, est d’étudier l’évolution des points d’équilibre
et des orbites périodiques. Autrement dit, elle permet d’analyser les
changements de type topologique des trajectoires solutions d’un sys-
tème dynamique non-linéaire quand les paramètres de contrôle varient
et franchisent les valeurs critiques.

1.3.1 Définition

On appelle bifurcation toute apparition d’un portrait de phase topo-
logiquement non-équivalent suite à un changement quantitatif des pa-
ramètres d’un système non linéaire. En d’autres termes, si le comporte-
ment d’un système non linéaire change soudainement lorsque la valeur
d’un paramètre varie, alors on dit qu’il a subi une bifurcation. Ce para-
mètre est appelé paramètre de bifurcation. À un point de bifurcation, la
stabilité peut être gagnée ou perdue. Les bifurcations sont répertoriées
par leur codimension qui est définie comme étant la plus petite dimen-
sion de l’espace de contrôle dans lequel la bifurcation peut exister. On



Chapitre 1: Sur l’analyse des bifurcations et des comportements chaotiques 13

parle de bifurcation de codimension 1 si le changement se fait sur un
seul paramètre et de bifurcation de codimension 2 si le changement se
fait sur deux paramètres. Les paramètres contrôlant la bifurcation sont
appelés les paramètres de bifurcation [Kuznetsov, 2013,Dhooge et al.,
2008,Lynch, 2018].
Lors d’une bifurcation, la trajectoire peut évoluer en faisant apparaître :

- Autres points d’équilibre,

- Une oscillation périodique,

- Une oscillation pseudo-périodique,

- Un comportement étrange.

Les diagrammes de bifurcation constituent un outil important pour
identifier l’influence des changements des paramètres sur la réponse du
système. Il représente les courbes d’évolution des maximums locaux des
variables d’état, que nous noterons dans la suite Xmax, en fonction du
ou des paramètres de bifurcation. Ces courbes représentent en quelque
sorte l’évolution des points d’équilibre en fonction du paramètre de bi-
furcation. Pour l’analyse de ces courbes, on appellera dans toute la suite
phénomène de collision tout mécanisme qui permet la superposition de
deux poins d’équilibre. On appellera aussi phénomène d’annihilation
tout mécanisme qui permet la collision et la disparition mutuelle des
points d’équilibre. Il existe deux types de bifurcation à savoir les bifur-
cations locales et les bifurcations globales.

1.3.2 Bifurcation locale

Une bifurcation locale est un changement qualitatif de la stabilité du
système suite à un changement quantitatif d’un paramètre de bifurca-
tion. Elle est détectée à partir d’une analyse locale suite à la linéarisation
du système non linéaire autour de ses points d’équilibre. Nous expose-
rons par la suite les types de bifurcations locales qui vont être utilisées
dans les chapitres suivants.
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• Bifurcation Tanscritique (appelé en anglais Branch Point

(BP)) : Tel qu’il est représenté par la Figure 1.5, il s’agit d’un mé-
canisme qui permet, suite à la variation d’un paramètre de bifurca-
tion, de coller (appelé phénomène de collision), dans une première
phase, deux points d’équilibre l’un stable et l’autre instable ensuite
de transformer le point d’équilibre instable en un point d’équilibre
stable, et vice versa [Strogatz and Herbert, 1996].

Figure 1.5 – Bifurcation Transcritique

• Bifurcation Nœud-Selle (appelé en anglais Saddle-Node) :

Tel qu’il est représenté par la Figure 1.6, c’est le mécanisme de
base par lequel un point d’équilibre stable et un point d’équilibre
instable, initialement disjoints, entrent en collision et s’annihilent
mutuellement (disparaissent), suite à la variation de la valeur d’un
paramètre de bifurcation. Le terme «Bifurcation de nœud de selle»
est le plus souvent utilisé en référence à des systèmes dynamiques
continus [Strogatz and Herbert, 1996].

• Bifurcation de type Poincaré-Andronov Hopf (H) : Il s’agit
d’un passage d’un état stationnaire stable ou instable à un régime
oscillatoire [Marsden et al., 2012]. C’est une collision entre un foyer
et un cycle limite. La bifurcation Poincaré-Andronov-Hopf se pro-
duit lorsque la propriété de la stabilité du point d’équilibre change
vers un cycle limite. Ce type de bifurcation apparait quand le sys-
tème admet une paire de valeurs propres purement imaginaires
pour un domaine du paramètre de bifurcation. Il existe deux types
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Figure 1.6 – Bifurcation Nœud-Selle

de bifurcation Hopf comme il est représenté par la Figure 1.7 :
une bifurcation super-critique et une bifurcation sous-critique. Ces
deux types sont caractérisés par le premier coefficient de Lyapunov
qui peut être respectivement négatif ou positif. Au premier type,
le cycle limite qui apparait est stable. Cependant, au niveau du
deuxième type, le cycle limite qui apparait est instable. Le premier
coefficient de Lyapunov, noté FLC, est déterminé numériquement
à l’aide du logiciel MATCONT [Dhooge et al., 2008].

• Bifurcation de type cycle de point limite (appelé en an-

glais Limit Point Cycle (LPC)) : Il s’agit d’un mécanisme qui
permet la coexistence de trois types de solutions. Comme il est pré-
senté dans la Figure 1.8, le paramètre critique γc auquel se produit
une bifurcation de type Hopf sous-critique subdivise l’axe γ en ré-
gion stable linéaire (solutions de points fixes stables) et la région
instable linéaire (solutions instables à points fixes). En particulier,
entre le point tournant γt et le point de bifurcation de Hopf γc co-
existent une solution stable à point fixe, une solution périodique
instable (cycle limite instable appelé aussi répulsif) et une solution
périodique stable (cycle limite stable appelé aussi attracteur). Les
deux solutions périodiques s’annulent au tournant γt [Lange et al.,
2013]. Ce type de bifurcation est appelé aussi bifurcation de pli.
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(a)

(b)

Figure 1.7 – Bifurcation de type Hopf : (a) Supercritique (b) Souscritique

Figure 1.8 – Bifurcation de type cycle de point limite [Lange et al., 2013]
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• Bifurcation de type dédoublement de période (appelé en

anglais Period Doubling (PD) : C’est un mécanisme qui permet
suite à la variation d’un paramètre de bifurcation de multiplier la
période d’un cycle limite de période T. On peut avoir une cascade de
dédoublement de période comme il est présenté dans la Figure 1.9.

Figure 1.9 – Cascade de la bifurcation de dédoublement de période

1.3.3 Bifurcation globale

Les bifurcations globales sont liées à des changements qualitatifs du
comportement global du système et ne peuvent pas être déduits à par-
tir d’une analyse locale. Contrairement aux bifurcations locales, les bi-
furcations globales ne sont pas détectées suite à une linéarisation du
système [Kuznetsov et al., 1994,Wu, 2000,Wiggins, 2013]. Ce type de
bifurcation se manifeste lors d’une collision entre deux trajectoires. Il
existe deux types de collision définis comme suit :

Bifurcation homocline

Une bifurcation homocline est le mécanisme qui permet suite à un
changement d’un ou de plusieurs paramètres de bifurcation la collision
d’une orbite et d’un point de selle. Au point de bifurcation, la période
de l’orbite périodique s’étend à l’infini et devient une trajectoire homo-
cline. Cette dernière part d’un point d’équilibre et y revient comme il
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est présenté par la Figure 1.10. Après la bifurcation, il n’ya plus d’or-
bite périodique. C’est un phénomène assez rare qui se manifeste dans
certains systèmes conservatifs [Kuznetsov, 2013].

Figure 1.10 – Trajectoire homocline

Bifurcation hétérocline

Une bifurcation hétérocline est le mécanisme qui permet suite à un
changement d’un ou de plusieurs paramètres de relier un point d’équi-
libre instable et un point d’équilibre stable comme il est présenté dans
la Figure 1.11. Cette bifurcation peut aussi être à l’origine d’un com-
portement chaotique. [Strogatz and Herbert, 1996].

Figure 1.11 – Trajectoire hétérocline

1.3.4 Analyse numérique des bifurcations

La détermination des points de bifurcation de codimension 1 est pos-
sible analytiquement. Par contre, celle de codimension 2 ne peut être
obtenue que numériquement en calculant une suite de points approxi-
matifs. Pour cela, de nombreux outils ont été proposés pour l’analyse
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numérique des bifurcations, parmi lesquels on peut citer AUTO [Doedel
et al., 1998], Content [Kuznetsov, 1998] et MATCONT [Dhooge et al.,
2008]. Actuellement l’outil le plus performant et efficace selon la compa-
raison faite dans [Dhooge et al., 2008], est le package MATCONT conte-
nant une boite à outils de continuation. En outre, il permet d’obtenir
les portraits de phase, les diagrammes de bifurcation en 2D et en 3D
ainsi que les continuations numériques. On appelle continuation numé-
rique tout algorithme déterminant les points de bifurcation existants en
prenant comme point initial la bifurcation obtenue numériquement [San-
chez et al., 2002,Gros, 2015]. Suite à la continuation numérique, plusieurs
types de bifurcations peuvent apparaître dont quelques uns sont présen-
tés par la Figure 1.12. Cette dernière est extraite du graphe global trouvé
dans [Dhooge et al., 2008].

Figure 1.12 – Graphe de proximité pour le point de bifurcation point d’équilibre et
cycle limite dans MATCONT (Les continuations numériques possibles à partir des
différents points de bifurcation)

La figure 1.12 montre qu’au niveau de codimension 0, aucune bifurca-
tion n’est détectée. Par contre, en commençant l’intégration temporelle à
partir d’un point donné, un point d’équilibre ou un cycle limite peuvent
être détectés. En général, une flèche allant d’un objet de type A à un
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objet de type B signifie que ce dernier peut être détecté lors du calcul
d’une courbe d’objets de type A. Par exemple, la continuation numé-
rique à partir du point d’équilibre permet de détecter la bifurcation de
codimension 1 (Hopf, Point limite) ou de codimension 2 (BP).

1.4 Théorie du Chaos

1.4.1 Définitions

Définition 3.1 [Strogatz and Herbert, 1996] : Un système chaotique
est un système déterministe dont le comportement à long terme est
apériodique. Il est extrêmement sensible aux conditions initiales. Sa tra-
jectoire évolue d’un attracteur à un autre suite à un état d’expansion
puis de rétraction en modifiant ses paramètres de contrôle. Le chaos est
un phénomène étrange qui cache de l’ordre dans le désordre.

Définition 3.2 [Strogatz and Herbert, 1996] : Un système détermi-
niste est un système qui n’admet aucune entrée ou paramètre aléatoire
ou bruyant. Son comportement irrégulier ne peut provenir que de la
non-linéarité du système et non pas de forces motrices bruyantes.

Définition 3.3 [Strogatz and Herbert, 1996] : Un comportement à
long terme apériodique indique l’existence de trajectoires qui peuvent
errer indéfiniment dans une région bornée sans se fixer à un point fixe
ou à une orbite fermée. Dans certains cas, les trajectoires sont attirées
par un objet géométrique complexe appelé attracteur étrange qui est un
ensemble fractal sur lequel le mouvement est apériodique et sensible à
des petits changements des conditions initiales. Cette sensibilité rend le
mouvement imprévisible à long terme.
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1.4.2 Route vers le chaos

Le comportement chaotique peut être le résultat d’une succession
de bifurcations : C’est ce qu’on appelle route vers le chaos. Ce com-
portement a été bien étudié par le mathématicien Mitchell Feigenbaum
en élaborant une théorie qui a été démontrée numériquement par Lan-
ford [Lanford III, 1982]. Feigenbaum affirme qu’il existe un ratio Fei-
genbaum Fn qui converge vers la valeur 4.669 lorsqu’un système dyna-
mique admet, comme route vers le chaos, une infinité de cascades des
bifurcations de dédoublement de période (séquence de Feigenbaum) [Fei-
genbaum, 1978] [Sander and Yorke, 2012] comme il est représenté dans
la Figure 1.13. Cette constante contrôle le nombre de dédoublement de
période et rend l’apparition des zones chaotiques ordonnée. Cependant,
le comportement du système dans ces zones reste parfaitement imprévi-
sible. Il existe alors une structure sous-jacente au désordre.

Figure 1.13 – Route vers le chaos

1.4.3 Signatures du chaos

Le chaos est caractérisé par certain nombre de signatures qui sont
décrites par la suite :
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Sensibilité aux conditions initiales

L’état final d’un système chaotique est extrêmement sensible aux mi-
nuscules changements de l’état initial. De ce fait, la prédiction à long
terme devient impossible [Thompson et al., 2002]. Pour des conditions
initiales presque identiques, les courbes évoluent au début dans une
même direction mais elles divergent par la suite l’une de l’autre ex-
ponentiellement dans le temps.

Attracteur chaotique

Lorenz a prouvé lors de ses recherches sur le comportement du sys-
tème chaotique, que les trajectoires de ce système ne convergent pas, à
long terme, ni vers un point fixe stable ni vers un cycle limite stable [Stro-
gatz and Herbert, 1996]. Cependant, ces trajectoires restent confinées
dans une région limitée formant un attracteur étrange. Ainsi, avoir un at-
tracteur étrange est une caractéristique élémentaire d’un système chao-
tique.

Exposant de Lyapunov

Le comportement chaotique doit être correctement identifié pour les
systèmes non linéaires. Parmi les principaux outils de mesure du degré
de chaoticité, on trouve l’exposant de Lyapunov qui mesure le taux de
divergence des trajectoires voisines dans un système non linéaire. Il est
lié à la nature en dilatation et contraction des différentes directions dans
l’espace de phase [Savi, 2016]. Le spectre des exposants de Lyapunov
décrit la sensibilité aux conditions initiales en montrant les moyennes des
taux de croissance des perturbations dans des directions orthogonales le
long d’une trajectoire [Skiadas et al., 2011]. Le nombre des exposants
de Lyapunov LEs est égal à la dimension du système n. Il est défini
mathématiquement comme suit [Wolf et al., 1985] :

LEi = lim
t→+∞

1

t
log2

pi(t)

pi(0)

où LEi sont les exposants de Lyapunov ordonnés du plus grand au
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plus petit avec i ∈ [1 n]. pi est la longueur de l’axe principal ellipsoïdal
définissant le ième exposant de Lyapunov.

L’exposant de Lyapunov est définit comme la moyenne temporelle
du taux local de divergence des trajectoires. Ces derniers divergent les
uns des autres lorsque LE > 0. En prenant l’exemple d’un système non
linéaire de dimension 3, le système admet trois LEs d’ordre décroissant
(LE1>LE2>LE3) et de signe dépendant du régime du comportement
dynamique comme il est illustré par le tableau Table. 1.2.

Table 1.2 – Signe des exposants de Lyapunov pour un système de dimension 3

Forme d’attracteur Signe de (LE1, LE2, LE3)

Point fixe (-,-,-)

Périodique (0,-,-)

Pseudopériodique (0,0,-)

Chaotique (+,0,-)

- Lorsque l’exposant de Lyapunov est positif (+). L’erreur infinité-
simale du début ira donc en augmentant. Le système sera donc
sensible aux très petites variations de sa condition initiale. Ceci est
une des caractéristiques des systèmes chaotiques.

- Lorsque l’exposant de Lyapunov est négatif (-), l’erreur infinitési-
male du début ira en diminuant. L’erreur initiale n’aura donc aucun
effet à long terme. Autrement dit, les trajectoires ne divergent pas.

- Lorsque l’exposant de Lyapunov est nul (0), nous conclurons qu’il
existe un attracteur borné qui ne se résume pas à un point fixe. Cet
exposant particulier est associé au fait que la distance entre deux
points d’une même orbite séparés d’un intervalle de temps fixe ne
peut ni croitre indéfiniment (pas de divergence des trajectoires à
l’infini), ni tendre vers zéro (l’attracteur n’est pas un point fixe).
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Nous pouvons donc conclure que le comportement reste régulier si
le plus grand exposant de Lyapunov est ≤ 0 et qu’il s’agit d’un régime
chaotique s’il existe au moins un exposant de Lyapunov positif (+). Nu-
mériquement, la détermination du spectre d’exposant de Lyapunov du
système dynamique est bien établie en utilisant la boite à outils de Mat-
lab MATDS basée sur l’algorithme de Wolf, comme étant une méthode
de calcul [Wolf et al., 1985].

Dimension de Kaplan-Yorke

Kaplan-Yorke a établi un moyen pour calculer la dimension de l’at-
tracteur en se basant sur le spectre des exposants de Lyapunov [Paiva
and Savi, 2006]. Il est représenté dans une relation entre les LEs et la
dimension de Lyapunov, appelée dimension de Kaplan-Yorke DL. Pour
un système de dimension n, supposons que les LEs sont ordonnés tels
que LE1 ≥ LE2 ≥ ... ≥ LEn et soit j ∈ 1, ..., n le plus grand entier
pour lequel

∑j
i=1 LEi ≥ 0. Le système admet un attracteur étrange

lorsque DL est fractal et contenu dans l’intervalle ]j, n[. La dimension
correspondante de Kaplan-Yorke s’écrit comme suit [Kuznetsov et al.,
2016] :

DL


0 si j n’existe pas,
j + 1

|LEj+1|
∑j

i=1(LEi) si j < n

n si j = n

. (1.3)

1.5 Cas du modèle proie-prédateur

Récemment, les scientifiques ont réalisé que le comportement dyna-
mique de nombreux systèmes dans la nature est très complexe. Par
conséquent, l’analyse et le contrôle de la dynamique de ces systèmes
constituent un grand défi. Les écologistes visent toujours à améliorer leur
compréhension de la dynamique de ces systèmes ainsi que des conditions
de stabilité écologiques afin de contribuer à la protection de l’environne-
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ment en contrôlant les problèmes existants [Upadhyay et al., 2000,Feng
and Bailey, 2017,Friedman and Gore, 2017].

1.5.1 Modélisation des interactions

L’une des premières théories de la dynamique des populations est la
théorie logistique de Malthus-Verhulst [Malthus, 1852]. Dans la littéra-
ture, le premier modèle mathématique a été introduit pour décrire la
dynamique d’une seule population. Par la suite, Lotka a proposé le pre-
mier modèle mathématique décrivant les interactions existantes entre les
populations afin d’expliquer les différents aspects écologiques ou biolo-
giques [Bazykin, 1998].

Modèle à une seule population

Il existe trois types de population. De ce fait, trois types de modèles
ont été proposés. Cesrtains de ces modèles peuvent être utilisés comme
constituants de modèles de populations en interaction. Les types de po-
pulations proposés sont les suivants [Bazykin, 1998] :

— La population libre : elle évolue sans limitation et son modèle se
base sur l’équation classique de Malthus suivante [Malthus, 1852] :

ẋ = ax (1.4)

avec a est le taux de croissance de la population.

— La population dont l’évolution est limitée par des ressources exté-
rieures ou des facteurs extérieurs. Cette limitation conduit à la com-
pétition intraspécifique qui se manifeste dans plusieurs éléments dé-
crivant la taille de la population. On considère comme exemple, les
deux ressources extérieures proposées par Verhulst et Allee dont les
modèles sont décrits respectivement comme suit [Bazykin, 1998] :

ẋ = ax
(K − x)

K
(1.5)
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et
ẋ = ax(x− L)(K − x) (1.6)

avec a est le taux de croissance de la proie, L est le seuil d’effet
Allee qui sera défini dans la section 1.5.2 et K est la capacité de
charge de la proie.

— La population récoltée modélisée comme suit [Bazykin, 1998] :

ẋ = F (x)− S(x, α) (1.7)

avec F (x) et S(x, α) sont les taux absolus de reproduction et de
mortalité des individus.

Modèle à deux populations

Différents types d’interaction entre les espèces vivantes dans la même ré-
gion sont connus en écologie. Ils sont définis comme une combinaison des
interactions positives (+) et négatives (-). L’interaction est dite positive
lorsque l’une des espèces ou les deux espèces bénéficient. Par contre, l’in-
teraction est négative lorsque chacune des deux espèces peut bénéficier
au détriment de l’autre ou les deux espèces sont blessées. Parmi les prin-
cipaux types d’interaction, on cite [Bazykin, 1998,Anderson and May,
1978] : La compétition(-/-), le mutualisme (+/+), le parasitisme (+/-)
et la prédation (+/-). En considérant le modèle proie-prédateur com-
posé de deux populations en interaction, le modèle général du modèle
de Lotka volterra s’écrit comme suit [Bazykin, 1998] :

ẋ = A(x)−B(x, y)

ẏ = −C(y) +D(x, y)

(1.8)

Les principaux facteurs biologiques d’un système proie-prédateur ont
des impacts fondamentaux sur les interactions inter et intrapopulation.
La dynamique des populations isolées a été étudiée dans la partie précé-
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dente. A(x) est le taux de croissance de proie qui peut incorporer deux
nouveaux facteurs qui ne faisaient pas partie du système. Ils impliquent
le caractère non linéaire de la reproduction de la population de proies à
de faibles densités, et la compétition intraspécifique au sein de la popu-
lation de proies qui est induite par des ressources limitées. B(x,y) est la
réponse fonctionnelle de Holling décrivant l’évolution des stratégies de la
prédation. On distingue trois types de réponses fonctionnelles (Type I, II
et III) [Holling, 1965]. Ainsi, en fonction des facteurs pris en compte, la
fonction B(x,y) peut être décrite par l’une des fonctions illustrées dans
le tableau Table.1.3.

Table 1.3 – Types de réponses fonctionnelles de Holling

Compétition Type de réponse fonctionnelle

I II III

Non bxy
bxy

1 + αx

bx2y

1 + αx2

Oui
bxy

1 + βx

bxy

(1 + αx)(1 + βy)

bx2y

(1 + αx2)(1 + βy)

C(y) représente le taux de mortalité naturel du prédateur. D(x,y) est
le taux de croissance ou de reproduction et de mortalité du prédateur
dont l’expression générale s’écrit comme suit :

D(x, y) =
dy

Ny + y
B(x, y) (1.9)

avec N est la densité de la population des prédateurs à laquelle le
taux de reproduction est la moitié du taux maximal atteint lorsque les
proies sont abandonnées.

1.5.2 Modélisation des ressources extérieures

Dans le but de comprendre la dynamique des systèmes biologiques ou
écologiques différentes études ont été proposées en considérant soit des
changements mineurs soit des changements importants dans les condi-
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tions environnementales. Différents facteurs extérieurs existants dans la
nature peuvent influencer la dynamique des systèmes. Parmi ces princi-
paux facteurs, on cite :

• L’effet Impulsif

Dans la nature, il existe souvent le phénomène des perturbations
de courte durée ou des changements instantanés. Ce phénomène
est présenté sous la forme d’impulsions dans le processus de modé-
lisation des systèmes. Par conséquent, les équations différentielles
impulsives fournissent une description naturelle de tels systèmes.
Récemment, plusieurs auteurs ont discuté la perturbation impul-
sive des systèmes proies-prédateurs [Baek et al., 2009,Zhang et al.,
2017,Wei et al., 2017,Zhang et al., 2017].

• L’effet de retard

Les informations postérieurs d’un système proie-prédateur ont un
impact très important sur son comportement dynamique actuel.
Pour cela, divers travaux ont été proposés pour analyser l’impact de
l’effet de retard sur la dynamique des systèmes proies-prédateurs [Zhang
and Li, 2017, Jiang and Yu, 2017]. Cet effet peut être incorporé
dans plusieurs facteurs élémentaires tel que la prédation, le taux de
croissance, le taux de mortalité et les coefficients de la faim. Parmi
les modèles les plus connus et les plus simples, nous distinguons le
système proie-prédateur retardé suivant :

dx(t)

dt
= A((t− τ), x)−B(t, x, y)

dy(t)

dt
= −C(t, y) +D(t, x, y)

(1.10)
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où τ est le temps de retard, B(x,y) est la fonction de prédation,
C(y) est le taux de mortalité naturel du prédateur et D(x,y) est le
taux de reproduction du prédateur.

• L’effet Saisonnier

Dans la nature, pratiquement la majorité des organismes vivent
dans un environnement forcé par une diversité de facteurs variants
selon les saisons. Ce forçage peut être intégré dans les différents
paramètres du modèle tels que le taux de croissance intrinsèque de
la population ou le taux de mortalité. De ce fait, plusieurs modèles
écologiques intégrant une perturbation périodique au niveau des
différents paramètres ont été étudiés [Levy et al., 2016, Li et al.,
2018]. Les fonctions périodiques analytiques les plus simples sont
sinusoïdales et décrites comme suit [Baek and Do, 2009] :

r0(t) = r(1 + εcos(ωt)) (1.11)

où le paramètre r est le taux de croissance de proie, le paramètre ε
représente le degré de saisonnalité appartenant à l’intervalle ]0,1[, r
est la grandeur de la perturbation dans r0(t), et ω est la fréquence
angulaire de la fluctuation causée par la saisonnalité.

• L’effet Allee

On appelle effet Allee, toute corrélation positive entre la densité
d’une population et son taux de croissance lorsque la population
comporte relativement une quantité faible d’individus. L’impact de
l’effet Allee sur les populations a suscité beaucoup d’attention de la
part des écologistes vue qu’il présente un concept important dans
l’écologie et la biologie de conservation. Il a été démontré que l’effet
Allee joue un rôle important dans les invasions biologiques ce qui est
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un problème mondial dû à l’augmentation constante des échanges et
des déplacements. Le principe de l’effet Allee est basé sur l’existence
d’interactions mutuellement bénéfiques (++,coopératives) entre or-
ganismes conspécifiques. Un individu d’une espèce qui souffre d’un
effet Allee subira une diminution de son aspect physique lorsque la
densité conspécifique est faible [Lidicker, 2010, Courchamp et al.,
2008].
Dans la littérature, plusieurs modèles mathématiques ont été pro-
posés pour décrire l’effet Allee [Cushing, 2014,Lin et al., 2013,Feng
and Kang, 2015]. Le modèle le plus simple décrivant l’effet Allee
est le suivant : 

ẋ = x(x− L)−B(x, y)

ẏ = −C(y) +D(x, y)

(1.12)

où L est le seuil d’extinction. L’espèce évolue normalement, lorsque
la densité de la population est supérieure à ce seuil. Néanmoins, au
dessous de ce seuil, l’espèce souffre d’effet Allee. On distingue deux
principaux types d’effet Allee :

- Les effets Allee Forts impliquent qu’il existe une taille de po-
pulation critique sous laquelle le taux de croissance de la po-
pulation devient négatif. Par conséquent, il peut considéra-
blement augmenter la probabilité d’extinctions locales et glo-
bales [Feng and Kang, 2015]. Le système souffre d’un effet Allee
Fort lorsque le seuil L ∈ ]0 1[.

- Les effets Allee Faibles, aussi appelés non critiques, impliquent
un taux de croissance par habitant réduit à une faible taille
de la population mais ne devient jamais négatif. Ce type a été
traduit mathématiquement par différentes expressions [Feng
and Kang, 2015, Lin et al., 2013, Lai et al., 2010]. Dans [Feng
and Kang, 2015], les auteurs ont considéré le seuil L ∈ ]-1 0[.



Chapitre 1: Sur l’analyse des bifurcations et des comportements chaotiques 31

Récemment, de nombreux chercheurs ont considéré l’effet Allee
dans différents éléments tels que la proie, le prédateur ou la ré-
ponse fonctionnelle [Feng and Kang, 2015,Wei and Chen, 2014,Xie
et al., 2015,Pal and Mandal, 2014,Van Voorn et al., 2007,Cai et al.,
2013,Cushing, 2014]. Par conséquent, plusieurs modèles biologiques
et écologiques ont été mise en application.
De plus, dans la littérature, une diversité des systèmes proies-
prédateurs ont été également développés proposant différentes com-
binaisons des effets [Li and Ye, 2013,Du and Feng, 2013,Tian et al.,
2015, Baek and Younghae, 2009, Xie et al., 2015,Wei and Chen,
2014] telle que la combinaison d’effet Allee et effet de retard [Xie
et al., 2015] ou la combinaison d’effet saisonnier et effet Impul-
sif [Banerjee and Das, 2018]. Ces combinaisons ont permis l’ap-
parition des comportements plus complexes qui peuvent donner
naissance à des comportements chaotiques.

D’autre part, la modélisation mathématique d’un système décri-
vant parfaitement toutes les interactions naturelles de la popula-
tion n’est pas toujours évidente. Pour cela, plusieurs modifications
au niveau de la structure de la réponse fonctionnelle ont été propo-
sées. Parmi lesquelles, on peut citer la référence [Pal and Mandal,
2014] qui modélise la réponse fonctionnelle par une fonction de type
Bedding-Deangelis basée sur un polynômes d’ordre entier. Ce type
de fonction est similaire à la réponse fonctionnelle de Holling de
type II, mais elle contient un terme supplémentaire dans le déno-
minateur décrivant l’interférence mutuelle entre prédateurs.

1.5.3 Modèle de Lotka Volterra

Le modèle mathématique le plus populaire pour l’analyse des sys-
tèmes biologiques et écologiques est décrit comme suit [Volterra, 1926]
[Bazykin, 1998] :
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dx1
dt = ax1 − f(x1)x2

dx2
dt = cx1x2 − dx2

(1.13)

avec
- x1 est la taille de la population de proie,
- x2 est la taille de la population prédateur,
- a est le taux de croissance de la proie en absence du prédateur,
- f(x1) est la réponse fonctionnelle du prédateur
- c est l’efficience de la conversion du prédateur
- d est le taux de mortalité du prédateur

Ce sont deux chercheurs, Alfred J. Lotka (1880 – 1949) un statisti-
cien américain, et Vito Volterra (1860-1940) un mathématicien italien,
qui étaient à l’origine de la proposition du modèle Lotka Volterra. Ce
modèle est couramment utilisé dans la théorie des systèmes non linéaires
pour introduire la théorie des équations différentielles. Il permet d’obte-
nir des conclusions importantes concernant le comportement qualitatif
d’un système en utilisant des méthodes purement mathématiques et des
hypothèses très simplistes. En particulier, il a conduit à des conclusions
sur la dynamique des populations. En raison de ce succès, il est devenu
un système classique qui constitue une base standard pour l’analyse des
systèmes biologiques ou écologiques.

1.6 Contribution de la thèse

De nos jours, plusieurs disciplines telles que la recherche opération-
nelle et l’intelligence artificielle utilisent des algorithmes d’optimisation
évolutifs inspirés par des phénomènes naturels. Particulièrement, de
nouveaux algorithmes inspirés par la dynamique non linéaire des sy-
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sèmes proies-prédateurs ont été proposés dans la littérature [Tilhun and
Ong, 2013,Chen et al., 2016,Sidhu and Dhillon, 2018,Zhang and Duan,
2017]. Ceci a motivé notre intérêt pour ces systèmes. D’autres part, nous
avons constaté que très peu de travaux de recherche se sont investit au-
tour du modèle proie-prédateur de "Bazykin-Berezovskaya" malgré sa
richesse [Van Voorn et al., 2007]. Les travaux de recherche présentés au-
tour de ce modèle se sont limités à l’analyse des bifurcations du système
dans le cas d’un effet Allee Fort.

Le premier objectif de cette thèse sera donc d’appliquer la théorie de
bifurcation et du chaos dans le but d’explorer la richesse de la dynamique
du modèle non linéaire de Bazykin-Berezovskaya. De ce fait, une analyse
plus approfondie du système souffrant d’effet Allee Fort sera proposée.
D’autre part, une analyse de l’effet Allee Faible sur la proie sera aussi
proposée. Par la suite, une comparaison des résultats obtenus des deux
cas d’étude sera présentée.

A notre connaissance, il n’existe pas de nos jours de travail de re-
cherche ayant associé l’effet saisonnier dans la proie du modèle de Bazykin-
Berezovskaya souffrant déjà de l’effet Allee. Pour cela, une intégration
de ce facteur sera proposée afin d’analyser l’influence d’une perturba-
tion périodique sur le taux de croissance de la proie. Nous souhaitons
identifier de nouveaux comportements plus complexes menant au chaos.

D’un autre coté, afin d’étendre le domaine de l’information sur la
dynamique du système, le taux de croissance de la proie et la réponse
fonctionnelle de prédateur seront modélisés par des polynômes fraction-
naires.

Pour pouvoir concrétiser et valider les résultats obtenus dans des cas
pratiques, un circuit électrique modélisant la dynamique du système
proie-prédateur souffrant d’effet Allee sera proposé. Ceci permettra de
comprendre et de conceptualiser de nombreux aspects théoriques non
linéaires et fractionnaires en utilisant uniquement de simples compo-
sants électroniques analogiques. Un bon accord entre la théorie écolo-
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gique ou biologique et les expériences électroniques n’est pas évident en
raison des imperfections et des incertitudes liées aux composants élec-
troniques. Pour cela, le circuit associé au modèle proie-prédateur sera
conçu et simulé à l’aide du logiciel MultiSIM. Par contre, malgré ces ef-
fets indésirables, les principales non-linéarités du modèle écologique ou
biologique seront validées au moyen de données expérimentales.

1.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les outils d’analyse des sys-
tèmes non linéaires. En outre, nous avons défini la théorie de bifurcation
et du chaos en mettant l’accent sur les principaux types de bifurcation et
les principaux indicateurs du chaos. Par la suite, nous avons modélisé le
système proie-prédateur en considérant les différents types d’interactions
entre populations et facteurs extérieurs.

Dans le chapitre suivant, le modèle mathématique basique du système
proie-prédateur Bazykin-Berezovskaya sera présenté. En outre, une mo-
délisation mathématique du système combinant deux facteurs extérieurs
sera proposée. Notre proposition consiste à combiner à la fois l’effet Allee
et l’effet saisonnier et à analyser l’impact de ces facteurs sur le compor-
tement dynamique du système.



Chapitre 2
Contribution à l’analyse des bifurcations
du modèle proie-prédateur de
Bazykin-Berezovskaya (BB)
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2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’analyser le comportement dynamique
du modèle proie-prédateur Bazykin-Berezovskaya (BB) dans les deux
cas d’études d’effet Allee Fort et Faible. Tout d’abord, une analyse de la
stabilité et des bifurcations du système sans effet externe sera détaillée
en considérant les deux cas d’études. Par la suite, une introduction de
l’effet saisonnier sera proposée dans le but d’analyser le comportement
dynamique du système intégrant les deux effets internes adjoints à l’effet
externe au même temps.
Ce chapitre est organisé en quatre paragraphes : Le second décrit le
modèle proie-prédateur de modèle (BB). L’analyse de la stabilité et des
bifurcations dans les deux cas d’études d’effet Allee Fort et effet Allee
Faible sera détaillée dans le troisième paragraphe. Le quatrième para-
graphe présente l’analyse du comportement dynamique du modèle in-
tégrant l’effet saisonnier. Enfin, une analyse comparative sera présentée
dans le dernier paragraphe.

2.2 Modèle proie-prédateur de Bazykin-Berezovskaya

Considérons le modèle populaire de Bazykin-Berezovskaya (BB) [Van Voorn
et al., 2007,Kooi, 2010] très peu analysé dans la littérature, décrit par
le système différentiel non dimensionnel [Kooi, 2010] :

dX1

dT = a(X1)− f(X1)X2

dX2

dT = (EX1 −M)X2

(2.1)

avec

a(X1) = RX1(X1 − L)(K −X1), f(X1) = AX1 et T la variable
temporelle.

où X1 et X2 représentent respectivement la taille de la population de la
proie et la taille de la population du prédateur supposées être positives.
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R étant le taux de croissance de la proie en absence du prédateur et
K est la capacité de charge. L est le seuil de l’effet Allee supposé être
inclut dans l’intervalle ]− 1 1[. E représente l’efficience de la conversion
du prédateur et M est le taux de mortalité du prédateur en fonction de
l’efficience du prédateur appartenant à l’intervalle [0 1].
En introduisant les variables et les paramètres non-dimensionnels sui-
vants [Kooi, 2010] :

t = TRK2

k2 , x1 = kX1

K , x2 = k2X2A
RK2 , l = kL

K , e = E
RK et m = M

EK

et pour k = e = 1, le modèle non-dimensionnel correspondant au sys-
tème (2.1) peut s’écrire comme suit [Bazykin, 1998] :

dx1
dt

= x1(x1 − l)(k − x1)− x1x2

dx2
dt

= e(x1 −m)x2

(2.2)

où x1 est la taille de la population de la proie et x2 est la taille de la
population du prédateur, l est le seuil d’effet Allee, k est la capacité de
charge, e est l’efficience du prédateur et m est le taux de mortalité du
prédateur. De plus, pour des considérations biologiques, les contraintes
suivantes doivent être respectées : x1 ≥ 0 et x2 ≥ 0.

Notre principale contribution est d’analyser la dynamique du sys-
tème 2.2 en présence, tout d’abord, des deux types d’effet (Allee Fort
et Allee Faible) [Saad and Boubaker, 2015] et ensuite, de l’effet saison-
nier [Saad and Boubaker, 2018a]. A notre modeste connaissance, cette
analyse n’a jamais été élaborée auparavant dans d’autres travaux de
recherche.
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2.3 Analyse de la stabilité et des bifurcations du

modèle

2.3.1 Modèle avec effet Allee Fort

Dans cette partie, nous traiterons le cas d’étude d’effet Allee Fort.
Nous étudierons alors la stabilité et les bifurcations du système 2.2 en
considérant que l ∈]0 1[ selon la définition d’effet Allee dans le chapitre 1.

Points d’équilibre

Les points d’équilibre du système 2.2 sont obtenus en résolvant les équa-
tions suivantes :

dx1
dt

= 0 ;
dx2
dt

= 0.

le calcul nous a permis de conclure que le nombre des points d’équilibre
du système 2.2 change lorsque la valeur du paramètre m varie dans
l’intervalle [0 1] tel que :

— Pourm ≤ l oum = 1, le système 2.2 admet trois points d’équilibre :
E0 (0,0), E1 (l, 0) et E2 (1,0).

— Pour l < m < 1, le système 2.2 admet quatre points d’équilibre :
E0 (0,0), E1 (l, 0), E2 (1, 0)et E3 (m, (m− l)(1−m)).

Analyse de la stabilité et des bifurcations

Pour l’analyse de la stabilité, nous avons déterminé la matrice Jaco-
bienne du système 2.2 qui s’écrit comme suit :

Ji =


−3(x1)

2 + 2(l + 1)x1 − (l + x2) −x1

x2 (x1 −m)


Soit J0, J1, J2 et J3 les matrices évaluées respectivement aux points

d’équilibre E0, E1, E2 et E3, telles que :
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J0=


−l 0

0 −m

 J1=


l(1− l) −l

0 (l −m)



J2=


(l − 1) −1

0 (1−m)

 J3=


−2m2 +m(l + 1) −m

(1−m)(m− l) 0


Dans ce qui suit, nous calculerons, pour chaque point d’équilibre, les

valeurs propres de la matrice jacobienne associées ainsi que les types de
singularité correspondantes. La synthèse des calculs est donnée dans la
Table.2.1 et la Table.2.2 qui montrent que toutes les valeurs propres asso-
ciées aux points d’équilibre sont des réelles pures sauf le point d’équilibre
E3 dont les valeurs propres λ1,2 sont données par :

λ1,2 = Re(λ1,2)± i Im(λ1,2) (2.3)

où Re(λ1,2) =
tr(J3)

2
; Im(λ1,2) = 1

2

√
∆ ; tr(J3) = m(l + 1− 2m) ;

∆ = tr2(J3)− 4det(J3) ; det(J3)=m(m− l)(1−m)

Les singularités données dans la Table.2.1 et la Table.2.2 ont été dé-
terminées en se basant sur la Table.1.1, présentée dans le chapitre 1
ainsi que des valeurs propres correspondantes à chaque point d’équi-
libre. Pour le point d’équilibre E3, les singularités sont déduites après
avoir calculé la valeur de m pour laquelle tr(J3) = 0. Vue que pour
m ∈ {0, l, 1} une des valeurs propres devient nulle, la Table.2.1 et la
Table.2.2 ne présentent que l’analyse faite sur les intervalles ouverts ]0

l[ et ]l 1[. L’analyse montre qu’il existe un changement qualitatif dans
le comportement dynamique du système 2.2 selon la valeur du para-
mètre m [Saad and Boubaker, 2015]. Par conséquent, ce paramètre est
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considéré alors comme un paramètre de bifurcation pour le système 2.2.
En effet, lorsque la valeur du paramètre m varie de l’intervalle [0 l[ à
l’intervalle ]l 1] :

- Le point d’équilibre E0(0,0) reste stable indiquant que la population
peut disparaître dans le cas où la densité de population initiale est
Faible.

- La stabilité autour du point d’équilibre E1 (l, 0) change d’un nœud
instable à un Selle.

- Le point d’équilibre E2 (1,0) admet le même type de singularité
Selle.

- La stabilité autour du point d’équilibre E3 (m, (m − l)(1 − m))
passe d’un Foyer instable à un cycle limite. Ainsi, le système admet
une bifurcation de type Poincaré-Andranov-Hopf.

- Pour le cas où m ∈ {0, l, 1}, nous remarquons qu’une des valeurs
propres de tous les points d’équilibre E0, E1 et E2 devient nulle. Ce
qui complique la déduction sur la nature des singularités comme
il est mentionné au chapitre 1. La résolution montre que, même
numériquement, nous ne pouvons pas conclure sur la singularité
des points d’équilibres E0, E1 et E2 lorsque le paramètre m est
égale à l’une des valeurs précédentes. Par contre, notons que le
point d’équilibre E3 coïncide avec E1 si m = l et avec E2 si m = 1.
Ce phénomène de collision indique la présence d’une bifurcation de
type ’BP’ déjà définie au chapitre 1.

Vue que la stabilité du système est sensible à la variation du paramètre
m, ces changements qualitatifs sont prouvés numériquement par le dia-
gramme de bifurcation présenté par la Figure 2.1, obtenu via le logiciel
MATCONT, en choisissant m comme paramètre de bifurcation. Notre
but est d’approfondir les analyses faites dans [Kooi, 2010] pour le cas
d’effet Allee Fort. Pour celà les simulations numériques sont réalisées
en prenant la même valeur de l = 0.5. ∀m ∈ [0 l[, le système n’admet



Chapitre 2: Contribution à l’analyse des bifurcations 41

aucune bifurcation. Cependant, pour m ∈ [l 1], il existe les trois points
de bifurcation suivants :

- Pour m =
1 + l

2
= 0.75, il existe une bifurcation de type Poincaré-

Andronov-Hopf (H) avec un premier coefficient de lyapunov (FLC)
qui est égal -9.230769e-01 < 0. Le point d’équilibre stable est rem-
placé par des oscillations de faible amplitude dans un domaine at-
tractif lorsque m ∈ ]l 1[. Autrement dit, le comportement passe
d’un point fixe à un cycle limite stable.

- Pour m = l = 0.5 et m = 1, il existe un point de branchement ou
une bifurcation de type ’BP’ indiquant le changement de la stabi-
lité et la collision des points d’équilibre respectivement (E1, E3) et
(E2, E3).

Table 2.1 – Valeurs propres et singularités : Effet Allee Fort pour m ∈]0 l[ et l ∈]0
1[

Point d’équilibre Valeurs propres Singularité

E0(0, 0)
λ1 = −l
λ2 = −m

Noeud Stable

E1(l, 0)
λ1 = l(1− l)
λ2 = l −m

Noeud Instable

E2(1, 0)
λ1 = l − 1
λ2 = 1−m

Selle
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Table 2.2 – Valeurs propres et singularités : Effet Allee Fort pour m ∈ ]l 1[ et l ∈]0
1[

Point d’équilibre Valeurs propres Singularité

E0(0, 0)
λ1 = −l
λ2 = −m

Noeud Stable

E1(l, 0)
λ1 = l(1− l)
λ2 = l −m

Selle

E2(1, 0)
λ1 = l − 1
λ2 = 1−m

Selle

E3(m, (m− l)(1−m)) λ1 =
tr(J3) + i

√
∆

2

λ2 =
tr(J3)− i

√
∆

2

Centre (m =
1 + l

2
)

Foyer Instable (m <
1 + l

2
)

Foyer Stable (m >
1 + l

2
)
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Figure 2.1 – Diagramme de bifurcation tridimensionnel du modèle proie-prédateur
avec effet Allee Fort obtenu via le logiciel MATCONT

2.3.2 Modèle avec effet Allee Faible

Dans cette partie, nous considérons l’effet Allee faible en prenant
l ∈] − 1 0[ selon la définition de l’effet Allee Faible dans le chapitre
1. Pour mieux comprendre l’impact de cet effet sur les interactions des
populations, une étude de la stabilité et des bifurcations du système 2.2
sera effectuée.

Point d’équilibre et stabilité

Le calcul des points d’équilibre nous a permis de conclure que le sys-
tème 2.2 avec effet Allee Faible admet trois points d’équilibre ∀ m ∈ [0

1[ : E0 (0,0), E1 (1,0) et E2 (m, (m − l)(1 −m)). Par contre, lorsque
m = 1, le système 2.2 admet deux points d’équilibre E0 (0,0) et E1

(1,0).
En utilisant la même matrice jacobienne J, nous déterminons les va-
leurs propres ainsi que le type de singularité de chaque point d’équilibre.
D’après la Table 2.3, nous remarquons que l’introduction de l’effet Allee
Faible modifie le comportement des espèces en rendant le point d’équi-
libre E0 instable [Saad and Boubaker, 2015]. Ceci signifie, biologique-
ment, qu’il n’y a pas une probabilité d’extinction dans ce cas. Par contre,
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les deux autres points d’équilibre E1 (1, 0) et E2 (m, (m − l)(1 −m))
gardent le même type de singularité. Pour m = 0 ou m = 1, nous
ne pouvons pas conclure la singularité des points d’équilibre E0 et E1

puisqu’ils admettent des valeurs propres nulles. De plus, la résolution
numérique réalisée par MATCONT n’a permis d’obtenir aucune singu-
larité pour ces cas exceptionnels.

Analyse des Bifurcations

Après avoir étudié la stabilité du système 2.2 avec l’effet Allee Faible,
nous étudions les bifurcations existantes en choisissant m comme para-
mètre de bifurcation vue que la stabilité des points d’équilibre dépend
de ce paramètre. Pour les simulations numériques dans le cas d’effet Al-
lee Faible, la valeur du seuil est choisie tel que l = −0.2. Le diagramme
de bifurcation tridimensionnel présenté dans la Figure 2.2 montre que
le système 2.2 avec effet Allee Faible admet trois points de bifurcation
∀ m ∈ [0 1].

- Pour m =
1 + l

2
= 0.4, le système admet une bifurcation Poincare-

Andronov-Hopf (H) avec un premier coefficient de lyapunov qui est
égal -5.263146e-01 <0.

- Pour m= 0 et m= 1, il existe un point de bifurcation ’BP’. Ce
type de bifurcation prouve qu’au niveau de ce point de bifurcation,
les points d’équilibre (E0, E2) et (E1, E2) se collent et changent de
stabilité.

Après avoir réalisé l’analyse complète du système avec les deux types
d’effet Allee, nous proposerons, par la suite, de forcer périodiquement le
taux de croissance de la proie et d’analyser le comportement dynamique
du système forcé.
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Table 2.3 – Valeurs Propres et singularités :Etude de cas d’effet Allee Faible m ∈]0
1[ et l ∈]− 1 0[

Point d’équilibre Valeurs propres Singularité

E0(0, 0)
λ1 = −l
λ2 = −m

Selle

E2(1, 0)
λ1 = l − 1
λ2 = 1−m

Selle

E3(m, (m− l)(1−m))
λ1 =

tr(J3) + i
√

∆

2

λ2 =
tr(J3)− i

√
∆

2

Centre (m =
1 + l

2
)

Foyer Instable (m <
1 + l

2
)

Foyer Stable (m >
1 + l

2
)
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Figure 2.2 – Diagramme de bifurcation tridimensionnel du modèle proie-prédateur
avec effet Allee Faible obtenu via le logiciel MATCONT

2.3.3 Modèle avec effet saisonnier

Dans cette partie, nous proposerons un forçage saisonnier du système
proie-prédateur 2.1 en introduisant l’effet périodique au niveau du taux
de croissance de la proie décrit par [Saad et al., 2018a] :

R = R0 +R1(1− cos(θt))/(X1 − L)(K −X1) (2.4)

En remplaçant l’expression 2.4 dans le système 2.1 et en introduisant les
mêmes variables et paramètres non-dimensionnels définis dans la section
précédente, le modèle peut être écrit comme suit :


dx1
dt = x1(x1 − l)(1− x1)− x1x2 + λx1(1− cos(θt))

dx2
dt = (x1 −m)x2

(2.5)

où λ = R1

R0
et θ = ω

R0
∈ [0 2π] sont respectivement l’amplitude et la

fréquence de la saisonnalité.

Analyse des Bifurcations

Afin d’identifier les régions de stabilité du système forcé 2.5, nous
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présenterons dans la suite les diagrammes de bifurcation pour les deux
cas d’études d’effet Allee.
La Figure 2.3, obtenu par le code MATLAB présenté dans l’Annexe 1
illustre la dynamique du système forcé (2.5) avec un effet Allee Fort en
présentant les maximums locaux des variables d’état en fonction de la
variation du paramètre de bifurcation θ. On remarque que la valeur de
la fréquence saisonnière a un impact sur le comportement la dynamique
du système :

• Si θ ∈ [0 2.18] ou θ ∈ [3.45, 6], le système (2.5) admet un compor-
tement périodique / pseudo-périodique. Ces intervalles sont déduis
à partir de la Figure 2.3 et vérifiés par le calcul numérique des
spectres de Lyapunov.

• Si θ ∈ [2.19, 3.44], le système (2.5) admet un comportement chao-
tique puisque il admet un exsposant de Lyapunov LE1 > 0.

Figure 2.3 – Diagramme de bifurcation du système proie-prédateur forcé de façon
saisonnière avec un effet Allee Fort pour m=0.75, l = 0.5 and λ=5 obtenu à l’aide
du logiciel MATLAB

Pour le cas de l’effet Allee Faible, la dynamique du système forcé (2.5)
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est décrite par la Figure 2.4, obtenu par un code MATLAB présenté
dans l’Annexe 2, qui montre aussi que le comportement du système va-
rie selon la valeur de la fréquence saisonnière comme suit :

• Si θ ∈ [0 2.09] ou θ ∈ [3.07, 3.6] ou ∈ [3.78, 6], le système (2.5)
admet un comportement périodique / pseudo-périodique

• Si θ ∈ [2.1, 3.06]ou ∈ [3.61, 3.77], le système (2.5) admet un com-
portement chaotique.

Figure 2.4 – Diagramme de bifurcation du système proie-prédateur forcé de façon
saisonnière avec effet Allee Faible pour m=0.4, l = −0.2 and λ= 5

Ces résultats obtenus ont été vérifiés en déterminant les attracteurs
correspondants aux limites des intervalles de θ comme il est présenté
dans la Figure 2.5 et la Figure 2.6. D’autre part, afin de vérifier les si-
gnatures du chaos, un changement de variable a été effectué en proposant
x3 = θt pour obtenir le spectre de Lyapunov.

La Figure 2.5 montre que le système proie-prédateur admet des at-
tracteurs étranges pour θ = 2.19 et θ = 3.44 quand l’effet Allee est
Fort.Quant à l’effet Allee Faible, l’attracteur étrange apparait pour θ =



Chapitre 2: Contribution à l’analyse des bifurcations 49

(a) θ = 0

(b) θ = 2.19

(c) θ = 3.44

(d) θ = 6

Figure 2.5 – Portrait de phase du système proie-prédateur forcé de façon saisonnière
avec un effet Allee Fort
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(a) θ = 0

(b) θ = 2.5

(c) θ = 2π

Figure 2.6 – Portrait de phase du système proie-prédateur forcé de façon saisonnière
avec un effet Allee Faible pour une seule condition initiale
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(a) Allee effect fort

(b) Allee effect Faible

Figure 2.7 – Exposants de Lyapunov pour les deux cas d’effet Allee
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2.5 comme il est représenté dans la Figure 2.6. L’existence de ce type
d’attracteur est une condition nécessaire mais pas suffisante pour conclure
l’existence du chaos. En fait, l’analyse des exposants de Lyapunov est
requise en utilisant le logiciel Matlab Matds qui est basé sur la fonc-
tion prédéfinie l’ode87. Ce dernier est un intégrateur précis du 8ème
ordre assurant une erreur locale d’ordre 9. Pour calculer les exposants
de Lyapunov, la célèbre méthode [Wolf et al., 1985] de Wolf a été ap-
pliquée dans notre travail. L’exposant de Lyapunov (LE) et le calcul
de la dimension de Lyapunov sont réalisés en choisissant θ = 2.5. Les
spectres de Lyapunov obtenus sont présentés par la Figure 2.7. Pour
l’effet Allee Fort et Faible, les exposants de Lyapunov sont respective-
ment égaux à (0.079863, 0, -2.257) et (0.17916, 0, -1.2078). Ainsi, les
trois LEs sont de signe (+,0,-) ce qui prouve l’existence d’un attracteur
étrange. D’aprés l’expression 1.3 dans le premier chapitre, la dimension
de Lyapunov correspondante au système (2.5) est fractale et égale res-
pectivement à 2.0353 et 2.1483 pour l’effet Allee Fort et Faible. Les LEs
et la dimension de Lyapunov obtenus confirment l’existence du chaos
pour le système (2.5).

2.4 Étude comparative

L’analyse du système 2.2 montre que l’effet Allee peut être une force
déstabilisante dans le système proie-prédateur. Nous nous intéressons
donc à ressortir la différence entre les deux types d’effet Allee pour la
dynamique du modèle proie-prédateur. Ainsi, nous illustrons dans la
Figure 2.8 le portrait de phase en considérant les deux cas d’études en
choisissant la même valeur du seuil d’effet Allee en valeur absolue égale à
0.2. Nous remarquons que le portrait de phase est divisé en trois régions :

- Dans le cas d’un effet Allee Fort, pour une valeur dem<
1 + l

2
, nous

avons obtenu trois courbes, présentées dans la figure 2.8 en bleu,
autour des trois points d’équilibre E0(0, 0), E2(1, 0) et E3(m, (m−
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l)(1−m)). Par contre, pour une valeur de m >
1 + l

2
, nous obser-

vons que la trajectoire, présentée en violet, change de direction et
de région.

- Dans le cas d’un effet Allee Faible, le cycle limite sépare le portrait
de phase en trois régions l’une à l’intérieur du cycle et les deux
autres à l’extérieur correspondant à E0 et E1.

.
Soit E0.2 un point initial de coordonnés x1 = 0.4, x2 = 0.1 et corres-

pondant à m = |l|= 0.2. A partir de ce point, on observe que l’orbite
converge vers un cycle limite, présentée en bleu ciel, lorsque l’effet Allee
est Faible. Cependant, lorsque l’effet Allee est Fort, l’orbite converge
vers le point d’équilibre stable E0.

Figure 2.8 – Portrait de phase du modèle BB avec effet Allee Fort et Faible

Par la suite, nous nous intéressons à la comparaison de l’analyse de bi-
furcation en présentant le diagramme de bifurcation bidimensionnel des
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deux types d’effet Allee par la Figure 2.9. Nous observons que lorsque le

Figure 2.9 – Diagramme de bifurcation bidimentionnel pour les deux types d’effet
Allee

taux de mortalité du prédateur devient très faible, le taux de croissance
de la population du prédateur diminue :

- Dans le cas d’effet Allee Fort, le taux de croissance diminue en
dessous d’un seuil critique d’effet Allee et devient négatif, indiquant
l’extinction des deux espèces à faible densité.

- Dans le cas de l’effet Allee Faible, le taux de croissance diminue mais
ne devient jamais négatif, ce qui signifie que les deux populations
ne s’éteignent jamais lorsque les proies sont à faible densité.

Après avoir comparé les deux études de cas, nous comparons mainte-
nant le comportement dynamique du système 2.2 avec celui du système
forcé (2.5). Par conséquent, nous constatons que lorsque le taux de crois-
sance de la proie est forcé périodiquement, le comportement dynamique
du système devient instable et peut même devenir chaotique. Ce dernier
apparait lorsque la fréquence de la saisonnalité est dans l’intervalle [2.19,
3.44] pour le cas d’effet Allee Fort et dans l’intervalle [1.4, 3.06] pour le
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cas d’effet Allee Faible.
De plus, en comparant les deux premiers exposants de Lyapunov LEs
présentés dans la Figure 2.3.3, nous remarquons que le premier exposant
LE1 pour le cas d’effet Allee Faible, est supérieur à celui obtenu pour
le cas de l’effet Allee Fort. Ce qui indique que le taux de divergence des
trajectoires de l’attracteur dans le cas Faible est plus élevé que celui du
cas Fort. Ce qui permet de conclure que le degré de chaoticité est plus
important dans le cas d’effet Allee Faible.

En effet, nous pouvons conclure que :

- Dans le cas de l’effet Allee Fort pour le système 2.2, il existe une
probabilité d’extinction des espèces à faible densité des populations.

- Dans le cas d’effet Allee Faible pour le système 2.2, les espèces
ne disparaissent jamais à faible densité. Par contre, le système
forcé (2.5) souffrant d’effet Allee Faible admet un comportement
plus complexe que celui du système forcé dans le cas d’effet Allee
Fort.

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un effet Allee Faible est introduit dans le taux de
croissance de la proie du modèle proie-prédateur. Tout d’abord, nous
avons approfondi l’analyse de la stabilité et des bifurcations du modèle
souffrant d’effet Allee Fort. Ensuite, une analyse théorique et numérique
du système en introduisant un effet Allee Faible et un effet saisonnier
au niveau de la croissance intrinsèque de la proie a été détaillée. Cette
analyse a été réalisée en déterminant les valeurs propres du système souf-
frant d’effet Allee Fort et Faible, le portrait de phase, les attracteurs,
le diagramme de bifurcation et l’exposant de Lyapunov et de Kaplan-
Yorke. Par la suite, une comparaison entre les résultats des analyses
précédentes est également donnée. L’incorporation de l’effet Allee Faible
met en évidence l’impact de cet effet sur l’évolution de la population des
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espèces. Lorsque l’effet Allee est Fort, la population peut disparaitre à
une faible densité. D’autre part, nous constatons que l’effet saisonnier
génère un nouveau comportement plus complexe qui devient chaotique
pour certaines valeurs de la fréquence θ. Dans le chapitre suivant, nous
proposerons de concevoir et valider expérimentalement un modèle élec-
trique équivalent au système étudié en considérant l’effet Allee Faible.
Par la suite, nous contrôlerons le comportement chaotique du système
forcé.



Chapitre 3
Validation expérimentale et
synchronisation chaotique
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3.1 Introduction

La compréhension de la dynamique des populations conduit de nos
jours à de nombreux algorithmes d’optimisation intéressants utilisés
pour le contrôle des systèmes non linéaires tels que les algorithmes d’op-
timisation par essaims particulaires [Mehdi and Boubaker, 2016,Mehdi
and Boubaker, 2011], les algorithmes de colonies de fourmis [Pang et al.,
2017, Yongwang et al., 2017] et les algorithmes d’optimisation Proie-
Prédateur [Zhang and Duan, 2017, Sidhu and Dhillon, 2018]. D’autre
part, dans la nature, l’analyse du comportement dynamique des popu-
lations permet de veiller à l’équilibre de l’écosystème qui peut nécessiter
des années d’observation sans utilisation des techniques numériques de
simulation et d’analyse. Outre la modélisation mathématique et l’ana-
lyse numérique de la dynamique des populations, une analyse du système
biologique par l’implémentation d’un circuit électrique équivalent peut
aboutir à une validation des résultats de simulation et une prise de dé-
cision plus rapide pour les systèmes biologiques. Dans ce chapitre, un
modèle électrique équivalent au modèle proie-prédateur étudié dans le
chapitre précédent sera donc conçu et validé expérimentalement. Par la
suite, le comportement chaotique du système forcé, non désirable pour
l’écosystème, sera contrôlé. Pour atteindre cet objectif, une synchro-
nisation du système forcé avec le modèle proie-prédateur basique sera
proposée.
Ce chapitre est organisé en quatre paragraphes : Le second présente
le circuit électrique équivalent du modèle proie-prédateur. Le troisième
présente la validation expérimentale du circuit équivalent. Enfin, une
synchronisation du système chaotique sera détaillée, dans le quatrième
paragraphe. Les analyses et les expérimentations présentées dans ce
chapitre ont fait l’objet des publications [Saad and Boubaker, 2018a]
et [Saad et al., 2018b].
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3.2 Conception du circuit électrique équivalent

Dans cette partie, un circuit équivalent au modèle proie-prédateur 2.2,
défini dans le chapitre 2, sera proposé afin d’analyser l’accord entre les
analyses théorique et l’expérimentation. Par conséquent, une transfor-
mation du modèle proie-prédateur 2.2 en un modèle électrique équivalent
est réalisée. Nous proposerons alors le modèle équivalent suivant [Saad
et al., 2018b] :

dx1
dt

= − 1

C1R1
x31 +

1

C1R2
x21 −

1

C1R3
x1 −

1

C1R4
x1x2

dx2
dt

=
1

C2R5
x1x2 −

1

C2R6
x2

(3.1)

où Ci (i = 1, 2) sont des capacités et Rj (j = 1...6) sont des résistances.

Par identification au modèle 2.2,
1

C1R1
=

1

C1R4
=

1

C2R5
= 1 ;

1

C1R2
= (1 + l) ;

1

C1R3
= l ;

1

C2R6
= m.

Les capacités C1 et C2 seront utilisées pour assurer des opérations d’in-
tégration afin d’obtenir en sortie les densités de population x1 et x2.
Pour cela, deux intégrateurs sont proposés.

3.2.1 Conception du circuit via le logiciel MULTISIM

En considérant l’étude de cas du modèle proie-prédateur 3.1 avec
l’effet Allee, un circuit électronique équivalent est conçu sous le logiciel
MultiSIM et présenté par la Figure 3.1. Les composants utilisés sont 3
multiplicateurs, 5 amplificateurs opérationnels, 2 condensateurs et 12 ré-
sistances. Les résistances (R1, R2 ... R6) et les valeurs des condensateurs
sont fixées en accord avec les paramètres du modèle proie-prédateur 2.2.
La valeur des deux condensateurs C1 et C2 est fixée à 100 nF. De plus,
deux interrupteurs S1 et S2 sont utilisés pour introduire les conditions
initiales.
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Figure 3.1 – Circuit électrique équivalent du modèle proie-prédateur 3.1 pour m
= 0.2 sous MULTISIM
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3.2.2 Validation numérique sous MULTISIM

Pour la validation numérique, une seule étude de cas est suffisante.
Pour cela, dans ce qui suit, nous avons choisi de considérer l’étude du cas
d’effet Allee Faible. En se référant aux analyses des points d’équilibre
présentées dans la section 2 du chapitre 2, et puisque l’expression des
deux points d’équilibre E0 et E1 ne dépend pas de la valeur du paramètre
m, seule la singularité du point d’équilibre E3 sera validée numérique-
ment pour la condition initiale x10 = 0.4, x20 = 0.3. Par conséquent,
sachant que R6 = R5/m, trois scénarios seront proposés pour la valida-
tion en augmentant à chaque fois la valeur du paramètre m par un pas
de 0.2. Et par conséquent, la valeur de la résistance R6 change.

Scénario 1 : m = |l| = 0.2

Dans la première étude de cas, nous considérons un taux de mortalité
du prédateur m = |l| = 0.2. Par conséquent, la valeur fixe de R6 dans
ce cas est égale à 50K Ω. L’évolution temporelle et le portrait de phase
lorsque m = 0.2 sont présentés par la Figure 3.2 et la Figure 3.3.

Figure 3.2 – Évolution temporelle du système proie-prédateur pour m = 0.2 obte-
nue via MULTISIM

La Figure 3.2 montre que l’amplitude de l’évolution temporelle de
la proie est égale à 0.956 V et que l’amplitude de l’évolution tempo-
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Figure 3.3 – Portrait de phase du système proie-prédateur pour m = 0.2

relle du prédateur est égale à 0.836 V. En outre, la Figure 3.3 prouve
que le système proie-prédateur admet un cycle limite. En comparant
avec les résultats présentés par la Figure 3.4, nous concluons qu’il y a
une concordance entre les résultats obtenus via le logiciel d’analyse des
circuits électriques MULTISIM et les résultats obtenus via le logiciel
d’analyse de bifurcation MATCONT.

Scénario 2 : m = 0.4

Dans la deuxième étude de cas, nous augmentant le taux de morta-
lité du prédateur à m =0.4. Par conséquent, nous varions la valeur de
R6 à 25KΩ. L’évolution temporelle et le portrait de phase sont présen-
tés, respectivement, par les Figures 3.5 et 3.6 obtenus via le logiciel
MULTISIM.

La Figure 3.5, obtenu via le logiciel MULTISIM montre que l’am-
plitude maximale de la population de proie atteint la valeur 0.488 V et
celle de la population de prédateur atteint la valeur 0.441 V. Ces valeurs
sont équivalentes aux valeurs numériques obtenues via MATCONT et
présentées par la Figure 3.7. En outre, le portrait de phase obtenu via
le logiciel MULTISIM, présenté dans la Figure 3.6 prouve l’existence de
la singularité de type centre obtenue par MATCONT présentée par la



Chapitre 3: Validation expérimentale et synchronisation chaotique 63

(a) Proie (b) Prédateur

(c)

Figure 3.4 – Évolution temporelle et portrait de phase du système proie-prédateur
pour m = 0.2 obtenus via le logiciel MATCONT : (a) Proie, (b) Prédateur et (c)
Portrait de phase

Figure 3.5 – Évolution temporelle du système proie-prédateur pour m = 0.4 obte-
nue via le logiciel MULTISIM
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Figure 3.6 – Portrait de phase du système proie-prédateur pour m = 0.4 obtenu
via le logiciel MULTISIM

Figure 3.7.

Scénario 3 : m = 0.6

Puisque le taux de mortalité du prédateur m est fixé à 0.6, alors R6

est fixé à 17KΩ pour les conditions initiales x10=0.4 et x20=0.1. Les
Figures 3.8 et 3.9 prouvent que la dynamique du modèle tend vers un
point fixe. D’après la Figure 3.8, nous remarquons que la dynamique
du système 3.1 oscille pendant le régime transitoire. La population de
la proie et du prédateur atteint un pic égal, respectivement, à x1=0.978
et x2=0.399V. Cependant, en régime permanent, l’amplitude de l’évo-
lution des populations de la proie et de prédateur devient constante et
égale respectivement à 0.586 V et 0.326 V. Ce comportement temporel
est décrit par un foyer stable dans le portrait de phase présenté par
la Figure 3.9 obtenu via MULTISIM. En comparant avec les résultats
numériques présentés par la Figure 3.10 obtenus via MATCONT, nous
constatons que les résultats électriques sont conformes aux résultats de
simulation.

D’après les trois scénarios, nous concluons que les résultats électriques
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(a) Proie (b) Prédateur

(c)

Figure 3.7 – Évolution temporelle et portrait de phase du système proie-prédateur
pour m = 0.4 obtenus via le logiciel MATCONT : (a) Proie, (b) Prédateur et (c)
Portrait de phase

Figure 3.8 – Évolution temporelle du système proie-prédateur pour m = 0.6 obte-
nue via le logiciel MULTISIM
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Figure 3.9 – Portrait de phase du système proie-prédateur pour m = 0.6 obtenu
via MULTISIM

(a) Proie (b) Prédateur

(c)

Figure 3.10 – Évolution temporelle et portrait de phase du système proie-prédateur
pour m=0.6 obtenus via le logiciel MATCONT : (a) Proie, (b) Prédateur et (c)
Portrait de phase
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obtenus par le logiciel MULTISIM valident les résultats numériques ob-
tenus par le logiciel MATCONT. Par conséquent, nous pouvons conclure
que le circuit électrique conçu est équivalent au système proie-prédateur
étudié.

3.3 Validation expérimentale

Le modèle mathématique du système proie-prédateur contient plu-
sieurs non-linéarités au niveau de l’équation différentielle régissant la
dynamique de la proie qui rendent la validation expérimentale non évi-
dente. De ce fait, deux méthodes de validation expérimentales sont pro-
posées. La première est basée sur l’implémentation du circuit électrique
conçu précédemment à l’aide de MULTISIM et la seconde est basée sur
la programmation d’un micro-contrôleur STM32780.

3.3.1 Validation numérique et expérimentale des fonctions

non linéaires

Le système proie-prédateur 2.2 comporte les termes non linéaires x2

et x3. Ces non linéarités rendent l’implémentation du circuit équivalent
trés complexe. Dans la section précédente, ils ont été conçus par des mul-
tiplicateurs prédéfinis via le logiciel MULTISIM. Dans cette section, des
circuits électriques équivalents de ces termes non linéaires seront conçus
et simulés via le logiciel MULTISIM, comme première étape, pour être
validés par la suite expérimentalement. Le premier circuit à terme non
linéaire a besoin d’un multiplicateur AD633. La cellule multiplicative de
ce multiplicateur comprend une référence Zener enterrée fournissant un
facteur d’échelle global de 10V. Pour cela, une amplification de la sortie
avec un gain de 10 est nécessaire. Ainsi, le modèle électrique équivalent
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est réalisé comme suit :

S1 = x2 =
x2

10

R1 +R2

R1
(3.2)

Comme le montre la Figure 3.11, en considérant la fiche technique des
composants, le circuit électrique du terme non linéaire x2 est modélisé
par un multiplicateur analogique AD633AN, un amplificateur AOP, 2
condensateurs (C1, C2) et 2 résistances (R1, R2).

Figure 3.11 – Circuit équivalent de la fonction non linéaire x2

En raison de l’existence de pertes internes dans les composants élec-
triques, la valeur idéale de R2 choisie pour obtenir le meilleur résultat
est égale à 0.9k Ω.
Cependant, pour le terme non linéaire x3, le circuit électrique est mo-
délisé par 2 multiplicateurs AD633AN, 2 amplificateurs AOP, 4 conden-
sateurs et 4 résistances, comme il est présenté dans la figure Fig 3.12,
puisque son modèle électrique est réalisé comme suit :

S2 = x3 = S1
R3 +R4

R3

x

10
=

(R1 +R2)(R3 +R4)

R1R3

x2

100
(3.3)

L’entrée qui sera utilisée pour le circuit équivalent du système 2.2 est
continue. Cependant, dans cette partie, afin de vérifier l’efficacité des



Chapitre 3: Validation expérimentale et synchronisation chaotique 69

Figure 3.12 – Circuit équivalent de la fonction non linéaire x3

deux circuits équivalents non linéaires proposés, un signal alternatif est
utilisé en entrée avec une fréquence faible égale à 1Hz et une amplitude
de 2V. Le carré et le cube du signal sont présentés, respectivement, dans
les figures Fig. 3.13 et Fig. 3.14. Pour les hautes fréquences (1khz, 10khz,
100khz), nous avons obtenu les mêmes résultats.

Figure 3.13 – Résultats de la simulation de la fonction x2

L’implémentation expérimentale des circuits équivalents des non-linéarités
x2 et x3 sont présentés , respectivement, dans les figures 3.15 et la Fi-
gure 3.16. En outre, les traces de l’oscilloscope correspondantes aux deux
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Figure 3.14 – Résultats de la simulation de la fonction x3

non-linéarités sont montrées, respectivement, dans les figures Fig 3.17
et la Figure 3.18. En comparant avec les figures 3.15 et la Figure 3.16,
nous constatons que les résultats numériques et expérimentaux sont
conformes.

Figure 3.15 – Implémentation du circuit équivalent de la fonction x2

3.3.2 Validation expérimentale du système

Après avoir validé expérimentalement les non linéarités existantes
dans le système 2.2, une implémentation expérimentale de tout le circuit
électrique équivalent a été réalisée en plaçant les différents composants
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Figure 3.16 – Implémentation du circuit équivalent de la fonction x3

Figure 3.17 – Résultats expérimentaux de la fonction x2

Figure 3.18 – Résultat expérimental de la fonction x3
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électriques sur une plaque d’essai au sein de notre laboratoire. Les ré-
sultats obtenus sont différents des résultats numériques. Ceci est dû aux
non-linéarités existantes dans le modèle mathématique qui sont modéli-
sées par des multiplicateurs AD633 dans le circuit électrique équivalent.
La cascade de composants AD633 et AOP avec gain de 10 amplifie très
probablement l’imperfection et les incertitudes des composants électro-
niques et par conséquent déforme les résultats expérimentaux.

De ce fait, afin de résoudre ce problème, une deuxième méthode de va-
lidation expérimentale est réalisée en programmant le micro-contrôleur
STM3278 présenté par la Figure 3.19. La technologie STM32 est adap-
table au besoin d’un large éventail d’applications. La programmation
du micro-contrôleur STM32 a été réalisée sous le progiciel MATLAB
SIMULINK en considérant les trois cas correspondants à l’effet Allee
Faible.
Les résultats expérimentaux correspondants aux trois cas du paramètre
m, obtenus par l’oscilloscope, sont présentés dans la Figure 3.20- 3.22. En
comparant avec les résultats numériques présentés dans les Figures 3.4, 3.7
et 3.10, nous pouvons conclure que les résultats de la simulation ont été
validés expérimentalement.

3.4 Synchronisation chaotique

3.4.1 Position du problème

Pour contrôler le comportement chaotique du système forcé pério-
diquement 2.5, une synchronisation du système avec le système proie-
prédateur basique par un contrôle de rétroaction non linéaire sera pro-
posé et validé [Saad and Boubaker, 2018a]. Considérons le modèle proie-
prédateur de base 2.2 où x(t) = [x1(t), x2(t)]

T est le vecteur d’état, m
et l sont des paramètres constants. Comme il est prouvé précédemment,
le forçage saisonnier du taux de croissance de la proie est un générateur
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Figure 3.19 – Validation expérimentale du système proie-prédateur à l’aide de la
technologie STM
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Figure 3.20 – Évolution temporelle et portrait de phase expérimental pour m =
0.2
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Figure 3.21 – Évolution temporelle et portrait de phase expérimental pour m =
0.4
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Figure 3.22 – Évolution temporelle et portrait de phase expérimental pour m =
0.6



Chapitre 3: Validation expérimentale et synchronisation chaotique 77

du chaos créant un déséquilibre dans l’écosystème ou les systèmes bio-
logiques. Par conséquent, un contrôle de rétroaction est nécessaire pour
établir un équilibre du système dans la nature.
Pour atteindre un tel objectif, nous proposons d’établir une synchro-
nisation entre le modèle proie-prédateur 2.2 et le modèle forcé 2.5. En
considérant la configuration maitre-esclave comme technique de syn-
chronisation, le modèle proie-prédateur (2.2) est le système maitre et le
système esclave est décrit par le modèle chaotique suivant :

dy1
dt

= y1(y1 − l)(1− y1)− y1y2 + λy1(1− cos(θt)) + U1

dy2
dt

= (y1 −m)y2 + U2

(3.4)

où y = [y1(t), y2(t)]
T est le vecteur d’état du système esclave, λ et θ sont,

respectivement, l’amplitude et la fréquence de la saisonnalité. L’objectif
du problème de synchronisation est de concevoir une loi de commande
u(t) = [u1(t), u1(t)]

T tel que

lim
t→+∞

‖e(t)‖ = 0 (3.5)

où e(t) = [e1(t), e2(t)]
T est le vecteur de synchronisation d’erreur défini

par 
e1(t) = y1 − x1

e2(t) = y2 − x2

(3.6)

3.4.2 Synchronisation

Théorème 3.1

Pour les lois de commande{
U1 = (y31 − x31)− (l + 1)(y1 + x1)e1 − x1x2 + y1y2 + λy1(cos(θt)− 1)− k1e1
U2 = x1x2 − y1y2 − k2e2

(3.7)
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L’erreur de synchronisation 3.6 entre le système maitre (2.2) et le
système esclave (3.4) est asymptotiquement stable si les conditions sui-
vantes sont satisfaites : {

k1 > −l
k2 > −m

(3.8)

Démonstration

En soustrayant la dynamique du système maitre (2.2) de la dyna-
mique du système esclave (3.4), on aura{

ė1 = ẏ1 − ẋ1
ė2 = ẏ2 − ẋ2

(3.9)

En introduisant les lois de commande proposées (3.7) dans (3.9), l’erreur
de synchronisation peut être écrite comme suit :

ė =

(
−(l + k1) 0

0 −(m+ k2)

)
e (3.10)

L’erreur de synchronisation 3.10 est asymptotiquement stable si les
conditions 3.8 sont satisfaites.

3.4.3 Résultats de simulation

Pour la validation des lois de commande proposées, un seul cas d’étude
est suffisant. Par conséquent, dans la simulation numérique, nous consi-
dérons le cas d’effet Allee Faible en choisissant les conditions initiales
et les paramètres comme suit : (x10, x20, y10, y20) = (0.4, 0.3, 0.2, 0.2)
, m = 0.4, l = −0.2 et λ = 5. Pour U1 = U2 = 0, l’évolution tem-
porelle du système (2.2) et du système (3.4) pour un effet Allee Faible
sont montrées dans la Figure 3.23. En boucle fermée et pour U1 et U2

obéissant aux lois de commande (3.7), les Figure 3.24 et 3.25 prouvent
que la synchronisation du chaos est achevée où les gains de contrôle (k1,
k2) et θ sont choisis, respectivement, comme suit (0.5,0.5) et 2,5.
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Figure 3.23 – Systèmes proie-prédateur non synchronisés avec un effet Allee Faible

(a) proie (b) Prédateur

Figure 3.24 – Synchronisation du chaos des systèmes proie-prédateur avec un effet
Allee Faible
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Figure 3.25 – Erreurs de synchronisation : Effet Allee Faible

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un circuit électrique équivalent au modèle proie-
prédateur a été conçu et simulé sous le logiciel MultiSIM . En traitant le
cas d’effet Allee Faible, il a été prouvé que la simulation des circuits élec-
triques sous MultiSIM donne des résultats équivalents aux simulations
numériques réalisées sous le logiciel MATCONT. Une validation expéri-
mentale a été aussi proposée en réalisant un circuit électrique équivalent
et en utilisant la technologie STM. Les résultats obtenus ont prouvé
les résultats de simulation et la possibilité de caractériser les expéri-
mentations écologiques ou biologiques plus rapidement. La rapidité des
analyses a été assurée par une application expérimentale. Cependant,
établir l’équilibre du système dans la nature nécessite le contrôle des
comportements complexes et chaotiques. Ainsi, une synchronisation du
modèle proie-prédateur forcé chaotique avec le système proie-prédateur
de base a été proposée en utilisant un contrôle de rétroaction non li-
néaire. L’efficacité de cette synchronisation proposée a été montrée, par
la suite, par des simulations numériques sous MATLAB.



Chapitre 4
Modèle proie-prédateur avec polynômes
d’ordres fractionnaires
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4.1 Introduction

La modélisation des systèmes proies-prédateurs par des polynômes
d’ordres fractionnaires est récemment utilisée pour élargir l’ensemble des
informations sur la dynamiques des systèmes [Senol et al., 2014, Ryoo
et al., 2017,Zhang et al., 2014]. Dans ce chapitre, deux nouvelles struc-
tures du modèle de Bazykin-Berezovskaya seront proposées. La première
proposition consiste à modéliser, par des polynômes d’ordres fraction-
naires, le taux de croissance des proies et la réponse fonctionnelle du
prédateur. Par contre, la seconde consiste à modéliser le taux de crois-
sance des proies et l’efficience des prédateurs par des polynômes d’ordres
fractionnaires. Ainsi, l’objectif de ce chapitre est d’analyser le compor-
tement dynamique des deux modèles proposés dans les deux cas d’effet
Allee Fort et effet Allee Faible. Ensuite, une perturbation saisonnière
sera intégrée dans le modèle admettant un comportement plus complexe.
L’intégration sera proposée au niveau du taux de croissance de la proie
afin d’analyser davantage l’impact de la saisonnalité sur la dynamique
du système modélisé par un polynôme d’ordre fractionnaire. Ce chapitre
est organisé en trois paragraphes : Le second présentera une analyse de la
stabilité et des bifurcations du premier modèle proie-prédateur modifié.
Dans le troisième, une analyse complète du comportement dynamique
du deuxième modèle proie-prédateur proposé sera détaillée. Tous les ré-
sultats obtenus par un calcul analytique ont été revérifiés non seulement
numériquement mais aussi via un calcul symbolique en utilisant la boite
à outils "Symbolic Toolbox" du logiciel MATLAB.

4.2 Proposition et analyse du premier modèle mo-

difié

Dans cette section, nous proposerons une nouvelle structure du sys-
tème 2.2, présenté dans le chapitre 2, avec un taux de croissance de la
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proie et une réponse fonctionnelle du prédateur modifiés. Le taux de
croissance de la proie et la réponse fonctionnelle du prédateur seront
modélisés par les polynômes fractionnaires suivants :

a = xq1−11 (x1 − l)(1− x1), f(x1) = xq21

avec q1 et q2 deux ordres fractionnaires appartenant à l’intervalle ]0, 1[∪
]1, 2[. En substituant ces expressions dans le système 1.13, le système
peut s’écrire sous la forme [Saad and Boubaker, 2017] :


dx1
dt = xq11 (x1 − l)(1− x1)− xq21 x2

dx2
dt = c(x1 −m)x2

(4.1)

Pour étudier le comportement dynamique du modèle précédent, une
analyse complète de la stabilité et des bifurcations sera proposée en
considérant les deux cas d’études d’effet Allee Fort et Faible. La première
étape de l’analyse consiste à calculer les points d’équilibre du modèle en
annulant les équations du système 4.1.

4.2.1 Modèle avec effet Allee Fort

Dans cette partie, l’analyse de la stabilité et des bifurcations du sys-
tème modifié 4.1 est détaillée en considérant que 0 < l < 1.

Point d’équilibre et analyse de la stabilité

Le calcul des points d’équilibre montre que le nombre des points
d’équilibre du système 4.1 change selon la valeur du paramètrem comme
suit :

— Pour m ∈ [0 l] ou m=1, le système admet les points d’équilibre
obtenus par le système 2.2 : E0(0, 0), E1(l, 0) et E2(1, 0)

— Pour m ∈]l 1[, le système 4.1 admet quatre points d’équilibre :
E0(0, 0), E1(l, 0), E2(1, 0) et E3(m,

(m−l)(1−m)

m(q2−q1) ).
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Pour calculer les valeurs propres et les singularités correspondantes
à chaque point d’équilibre, nous avons déterminé la matrice Jacobienne
du système 4.1 correspondante à chaque point Ei (i ∈ [0,4]) donnée par :

Ji=

(
a11 a12

a21 a22

)
avec

a11 = −(2 + q1)x
q1+1
1 − (1 + q1)(l + 1)xq11 − lq1x

q1−1
1 − q2xq2−11 x2

a12 = −xq21
a21 = x2

a22 = (x1 −m)

Son équation caractéristique est donnée par :

λ2 − tr(J)λ+ det(J) = 0

où tr(J) = a11 + a22 det(J) = a11a22 − a12a21

Les résultats du calcul analytique sont présentés dans la Table 4.1 en
se basant sur la Table 1.1 définie dans le chapitre 1.

Nous remarquons que le point d’équilibre E0 admet une valeur propre
nulle ∀m ∈ [0 1]. Par ailleurs, lorsque m ∈ {l, 1}, un des points d’équi-
libre E1 et E2 devient aussi non hyperbolique. Pour cela, nous avons
eu recours à utiliser MATCONT pour déterminer la singularité de ces
points d’équilibre numériquement. Les résultats obtenus sont récapitulés
dans la Table 4.2 et la Table 4.3. Les portraits de phase correspondants
à chaque point d’équilibre ont été déterminés à l’aide du logiciel MAT-
CONT en choisissant la même valeur de l choisie pour les analyses du
chapitre 2 qui est égale à 0.5. Les deux tables prouvent que le système 4.1
admet, aux points d’équilibre E1(l, 0) et E2(1, 0), les mêmes types de
singularité que ceux du système 2.2, données au chapitre 2 ∀m ∈]0 1[.
Par contre, aux points d’équilibre E0 et E3(m,

(m−l)(1−m)
mq2−q1 ), de nouveaux

types de singularité sont apparus :
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Table 4.1 – Valeurs propres et singularités : Effet Allee Fort pour l ∈]0 1[

Paramètre m Point d’équi-
libre

Valeurs
propres

Singularité

m ∈]0 l[ E0(0, 0)
λ1 = 0
λ2 = −m Pas de conclusion

E1(l, 0)
λ1 = lq1(1− l)
λ2 = l −m Nœud Instable

E2(1, 0)
λ1 = l − 1
λ2 = 1−m Selle

m ∈]l 1[ E0(0, 0)
λ1 = 0
λ2 = −m Pas de conclusion

E1(l, 0)
λ1 = lq1(1− l)
λ2 = l −m Selle

E2(1, 0)
λ1 = l − 1
λ2 = 1−m Selle

E3(m,
(m−l)(1−m)
mq2−q1

)

λ1 = tr(J3)−i
√
δ

2

λ2 = tr(J3)+i
√
δ

2

Calcul très complexe
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— Le point d’équilibre E0 admet ∀m ∈]0 1] une singularité de type
Nœud stable. Lorsque le paramètre m passe de l’intervalle ]0 l[ à
]l 1[ ∀q1etq2 ∈]0 1[ U ]1 2[ et l = 0.5, on observe une appari-
tion d’une singularité Selle et une collision des singularités Selle et
Nœud stable. Pour m ∈ {0, l}, la résolution numérique n’a aboutit
à aucune singularité.

— Pour le point d’équilibre E3, lorsque m =
l + 1

2
, les mêmes singula-

rités que celles du système 2.2 à ce point d’équilibre sont obtenues
si et seulement si q1 = q2. Cependant, lorsque q1 6= q2, le point

d’équilibre admet différentes singularités pour m =
l + 1

2
. Sa sin-

gularité passe d’un foyer stable à un foyer instable lorsque la valeur
du paramètre q1 augmente et devient supérieure au paramètre q2.

Analyse des bifurcations

L’analyse de la stabilité du système 4.1 montre qu’au niveau du point
d’équilibre E0, le système peut subir une bifurcation de type Nœud-Selle.
Dans cette bifurcation, le point fixe peut apparaître et disparaître en
fonction de q1 et q2. En outre, la variation de stabilité du point d’équi-
libre E3 selon la valeur des paramètres m, q1 et q2 indique l’existence
d’une bifurcation de type Poincaré-Andronov-Hopf. Par conséquent, une
analyse numérique des bifurcations du système 4.1 selon le paramètre
de bifurcation m pour un ensemble de valeurs q1 et q2 varié est proposée
en se basant sur le diagramme de bifurcation présenté par la Figure 4.1.

D’après la Figure 4.1, le diagramme de bifurcation obtenu prouve que
le système 4.1 admet de nouveaux points de bifurcation Hopf (H) dans
le cas d’effet Allee Fort. Pour chaque variation des valeurs de (q1, q2),
un nouveau point de Hopf apparait.
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Table 4.2 – Singularités du système 4.1 avec effet Allee Fort pourm ∈]0 l[ et l = 0.5

Point d’équilibre Singularité

E0(0, 0)

Nœud Stable

E1(l, 0)

Nœud Instable

E2(1, 0)

Col
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Table 4.3 – Singularités pour un système 4.1 avec effet Allee Fort pour m ∈]l 1[ et
l = 0.5

Point d’équilibre Singularité

E0(0, 0)

Selle-Nœud Stable

E1(l, 0)

Selle

E2(1, 0)

Selle

Figure 4.1 – Diagramme de Bifurcation du système (4.1) : Étude de cas d’effet
Allee Fort
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Table 4.4 – Singularités pour un système 4.1 avec effet Allee Fort pour m ∈]l 1[ et
l = 0.5 (Suite)

Point d’équilibre Singularité

E3(m,
(m−l)(1−m)
mq2−q1

)

m = 0.75

Centre (q1 = q2)

Foyer Stable (q1 < q2)

Foyer Instable (q1 > q2)

m < 0.75
Foyer Instable

m > 0.75
Foyer Stable



Chapitre 4: Modèle proie-prédateur avec polynômes d’ordres fractionnaires 90

4.2.2 Modèle avec effet Allee Faible

Dans cette partie, l’analyse de la stabilité et des bifurcations du sys-
tème modifié 4.1 est détaillé en considérant cette fois −1 < l < 0.
Point d’équilibre et analyse de la stabilité

En considérant la condition biologique significative, x1 ≥ 0, le calcul
prouve que le système 4.1 n’admet que trois points d’équilibre ∀m ∈ [0

1] : Le point d’équilibre E0(0, 0), E2(1, 0) et E3(m,
(m−l)(1−m)
mq2−q1 ).

En utilisant la même matrice jacobienne associée au système 4.1,
les valeurs propres correspondantes ainsi que les singularités correspon-
dantes sont déterminées pour chaque point d’équilibre. Comme dans la
section précédente, la résolution a été faite analytiquement et numéri-
quement via MATCONT. Les résultats analytiques sont présentés dans
la Table 4.5. Par contre, les résultats numériques sont récapitulés dans
la Table 4.6. Pour les calculs numériques, la valeur de l choisie est la
même que celle choisie dans le chapitre 2 dans le cas d’effet Allee Faible
l = −0.2.

Table 4.5 – Valeurs propres et singularités du système (4.1) avec effet Allee Faible
pour m ∈]0 1[ et l ∈]− 1 0[

Point d’équilibre Valeurs propres Singularité

E0(0, 0)
λ1 = 0
λ2 = −m Pas de conclusion

E2(1, 0)
λ1 = l − 1
λ2 = 1−m Selle

E3(m,
(m−l)(1−m)
mq2−q1

)
λ1 = tr(J)−i

√
δ

2

λ2 = tr(J)+i
√
δ

2

Calcul très complexe

Les résultats obtenus montre que :

— Les points d’équilibre E0 et E2 gardent le même type de singularité
que celles du système 2.2 souffrant d’effet Allee Faible.
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Table 4.6 – Singularités du système (4.1) avec effet Allee Faible pour m ∈]0 1[ et
l = −0.2

Point d’équilibre Singularité

E0(0, 0)

Selle

E2(1, 0)

Selle

E3(m,
(m−l)(1−m)
mq2−q1

)

m ≤ 0.4
Foyer Stable (q1 < q2)

Foyer Instable (q1 > q2)

m > 0.4
Foyer Stable (∀q1etq2)
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— La singularité du point d’équilibre E3(m,
(ml)(1−m)
mq2−q1 ) passe d’un foyer

stable à un foyer instable lorsque la valeur de l’ordre fractionnaire q1
augmente et devient supérieur à la valeur de l’ordre fractionnaire

q2 ∀m ≤
1 + l

2
. Par contre ∀m >

1 + l

2
, le point d’équilibre E3

admet un foyer stable ∀q1etq2. Cela signifie que, dans le modèle de
’Bazykin-Bersovskaya’ souffrant d’effet Allee Faible, lorsque l’ordre
fractionnaire du taux de croissance q1 est plus petit que celui de
la réponse fonctionnelle du prédateur q2, l’effet de la variation du
taux de mortalité sur le comportement dynamique du système 4.1
sera omis au point d’équilibre E3. Par conséquent,

Analyse des bifurcations

L’analyse numérique de la bifurcation selon la valeur de m et des
ordres fractionnaires q1 et q2 est réalisée et présentée dans la Figure
4.2.

Figure 4.2 – Diagramme de bifurcation du système (4.1) : Étude de cas d’effet
Allee Faible

Le diagramme de bifurcation du système 4.1 avec effet Allee Faible
illustre un ensemble de points de bifurcation selon la valeur des ordres
fractionnaires q1 et q2 comme suit :

— Lorsque q1 = q2, le système 4.1 admet les mêmes points de bifur-
cation que ceux du système 2.2 avec un effet Allee Faible obtenus
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dans le chapitre 2 : un point Hopf et deux points de branchement
(BP).

— Lorsque q1 < q2, le système admet un nouveau point Hopf comme
il est présenté à droite de la Figure 4.2. Nous constatons que la
population de prédateur augmente et ne peut jamais atteindre l’ex-
tinction à faible densité des proies.

— Lorsque q1 > q2, le taux de croissance des prédateurs diminue et
peut être négatif. Ainsi, l’ordre fractionnaire du taux de croissance
des proies aggrave l’influence de l’effet Allee sur le comportement
dynamique du système 4.1 et peut rendre le seuil d’effet Allee Faible
un seuil critique.

L’analyse de la stabilité et des bifurcations du premier modèle mo-
difié prouve que la modélisation du taux de croissance de la proie et
de la réponse fonctionnelle du prédateur par des polynômes d’ordres
fractionnaires permet d’avoir des comportements dynamiques plus com-
plexes mais ne convergent jamais vers le chaos. Pour cette raison, un
deuxième modèle modifié sera proposé en agissant cette fois sur le taux
de croissance des proies et l’efficience des prédateurs.

4.3 Proposition et analyse du second modèle modi-

fié

Dans cette section, un second modèle modifié du système 1.13 est pro-
posé et analysé. Le taux de croissance de la proie et l’efficience du pré-
dateur sont modélisés par des polynômes d’ordres fractionnaires comme
suit :

a = (xq11 − l)(1− x1), f(x1) = x1 , c = xq2−12
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En substituant ces expressions dans le système 1.13, le système s’écrit
comme suit [Saad and Boubaker, 2018b]

dx1
dt

= x1(x
q1
1 − l)(1− x1)− x1x2

dx2
dt

= (x1 −m)xq22

(4.2)

avec q1 et q2 sont deux ordres fractionnaires .

4.3.1 Modèle avec effet Allee Fort

Dans cette partie, l’analyse de la stabilité et des bifurcations du mo-
dèle 4.2 est détaillée en considérant que 0 ≤ l ≤ 1. Pour les calculs
numériques, nous choisissons l = 0.5

Point d’équilibre

Les calculs faits nous ont permis de constater que le système 4.2
admet les points d’équilibre E0(0, 0) et E2(1, 0) ∀m ∈ [0 1]. De plus, il
admet un point d’équilibre E1, tel que ∀m ∈ [0 1]

xq11 = l et x2 = 0

Définition 1 [Lassoued and Boubaker, 2017] : Considérons l’équa-
tion polynomiale fractionnaire donnée par :

xq = b = |b|ejθb (4)

avec x une variable et q étant un nombre rationnel ou irrationnel. b
est un paramètre complexe et θb est la phase de xq. Les racines de
l’équation (4.3.1) sont données par :

x = |b|
1
q ej(

θb±2nπ

q ) , n ∈ N (5)

où b est un réel pur, θb = 0 si b > 0 et θb = π si b < 0.
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Pour le cas d’effet Allee Fort, l est un réel positif pur. Ainsi, d’après
la définition 1, θl = 0 et les coordonnées du point d’équilibre E1 sont
données par :

x1 = l
1
q1 et x2 = 0

Par conséquent, le système 4.2 admet un point d’équilibre E1 de coor-
données (l

1
q1 ,0). De plus, il admet un quatrième point d’équilibre E3 avec

les coordonnées suivantes :

x1 = m et x2 = (mq1 − l)(1−m)

En récapitulant, le système 4.2 modifié souffrant d’effet Allee Fort
admet un nombre de points d’équilibre qui varie en fonction de la valeur
de m :

- Trois points d’équilibre E0(0, 0), E1(l
1
q1 , 0), E2(1, 0), si m ∈ [0 l

1
q1 ]

ou m = 1,

- Quatre points d’équilibre E0, E1, E2 et E3(m, (mq1− l)(1−m)), si
m ∈]l

1
q1 1[.

Analyse de la stabilité

La matrice jacobienne du système 4.2 à chaque point d’équilibre Ei

(i ∈ [0 3]) est donnée par :

Ji=

(
a11 a12

a21 a22

)
avec

a11 = −xq1+1
1 (2 + q1) + (1 + q1)x

q1
1 + 2lx1 − (l + x2)

a12 = −x1
a21 = xq22

a22 = q2x
q2−1
2 (x1 −m)

La matrice jacobienne J3 du système 4.2 au point d’équilibre E3 admet
une paire de valeurs propres complexes conjuguées :

λ1,2 =
tr(J3)± i

√
∆

2
(4.3)
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avec

tr(J3) = −mq1+1(1 + q1) + q1m
q1 + lm

∆ = tr(J3)
2 − 4det(J3)

det(J3) = m[(mq1 − l)(1−m)]q2

Les calculs analytiques nous ont permis de déterminer les valeurs propres
des points d’équilibre présentées dans la Table 4.7.

Table 4.7 – Valeurs propres : Effet Allee Fort l ∈]0 1[

Paramètre m Point d’équilibre Valeurs Propres

m ∈ [0, l
1
q1 ] E0(0, 0)

λ1 = 0
λ2 = −l

E1(l
1/q1 , 0)

λ1 = 0
λ2 = q1l(1− l1/q1)

E2(1, 0)
λ1 = (l − 1)
λ2 = 0

m ∈ [l1/q1 , 1] E0(0, 0)
λ1 = 0
λ2 = −l

E1(l
1/q1 , 0)

λ1 = 0
λ2 = q1l(1− l1/q1)

E2(1, 0)
λ1 = l − 1
λ2 = 0

E3(m, (m
q
1−l)(1−m))

λ1 = tr(J3)−i
√
δ

2

λ2 = tr(J3)+i
√
δ

2

Les résultats obtenus prouvent que les points d’équilibre E0, E1 et E2

sont non hyperboliques. Par conséquent, le type de singularité relatif à
ces points ne peut être déduit que numériquement. L’analyse de la sta-
bilité est renforcée numériquement par les différents portraits de phase
donnés dans les Tables 4.8 et 4.9 et la Figure 4.3. Pour la simulation
numérique du système 4.2 dans le cas de l’effet Allee Fort, nous pre-
nons q1 = 0.5. L’identification de la singularité des points d’équilibre est
effectué numériquement en balayant la plage des valeurs des paramètres
q1 et q2 ∈]0 1[ U ]1 2[. Les résultats numériques obtenus montrent que
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la singularité des points d’équilibre ∀m ∈ [0 1] dépend du paramètre q1
et du paramètre q2. Nous constatons cependant que le portrait de phase
peut dégénérer dans un certain sens. Ainsi,

• La singularité du point d’équilibre E0 passe d’un point de Selle
(Col) à un Nœud stable lorsque la valeur du paramètre q2 passe de
l’intervalle ]0 0.5] à l’intervalle ]0.5 1.9[.

• La singularité du point d’équilibre E1(l
1/q1, 0) passe d’un point de

Selle à un Nœud instable lorsque la valeur du paramètre q2 passe
de l’intervalle ]0 0.5] à l’intervalle ]0.5 1.1[.

• Le point d’équilibre E2 n’admet qu’une seule singularité de type
Selle (Col)

• La singularité du point d’équilibre E3 dépend de la valeur de tr(J3)
qui dépend à son tour des paramètres q1 et m.

- Si tr(J3) > 0 le système 4.2 admet un foyer instable,

- Si tr(J3) = 0 le système 4.2 admet un centre,

- Si tr(J3) < 0 le système 4.2 admet un foyer stable.

Analyse des bifurcations

L’analyse précédente prouve que la stabilité des points d’équilibre est
sensible à la variation des deux paramètres q1 et q2. Par conséquent, les
deux paramètres peuvent être choisis comme paramètres de bifurcation.
Les simulations montrent que les continuations numériques effectuées
en choisissant q2 comme paramètre de bifurcation n’ont pas amené à
aucune bifurcation par contre celles correspondantes au paramètre q1
montre que le comportement dynamique du système 4.2 est sensible à
ce paramètre comme il est présenté par la Figure 4.3,. Lorsque le para-
mètre q1 croise la valeur critique q10 = 1, le point d’équilibre E3 a des
valeurs propres purement imaginaires λ1,2 = ±iω(q10) . Pour de tels cas,
tr(J3) = 0 et alors m = 1+l

2 . Par conséquent, nous pouvons conclure que
le système 4.2 admet une bifurcation de type Hopf quand q1 = 1. Ceci



Chapitre 4: Modèle proie-prédateur avec polynômes d’ordres fractionnaires 98

Table 4.8 – Singularités : Effet Allee Fort pour m ∈ [0, l
1
q1 ] et l ∈]0 1[

Point d’équilibre Singularité

E0(0, 0)

Point Selle (Col) (0 < q2 ≤ 0.5)

Nœud Stable (0.5 < q2 ≤ 1.9)

E1(l
1/q1 , 0)

Point Selle (0 < q2 ≤ 0.5)

Nœud Instable (0.5 < q2 ≤ 1.1)

E2(1, 0)

Point Selle
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Table 4.9 – Singularités : Effet Allee Fort pour m ∈ [l1/q1 , 1] et l ∈]0 1[

Point d’équilibre Singularité

E0(0, 0)

Nœud Stable (0.5 < q2 ≤ 1.9)

Point Selle (0 < q2 ≤ 0.5)

E1(l
1/q1 , 0)

Point Selle

E2(1, 0)

Point Selle
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m = 0.75

(a) (b) (c)

m > 0.75

(d) (e)

m < 0.75

(f) (g)

Figure 4.3 – Singularités du point d’équilibre E3 pour m ∈ [l1/q1 , 1] et l ∈]0 1[ :
(a),(d) et (f) Foyer Stable si q1 < 1, (b) Centre si q1 = 1, (c),(e) et (g) Foyer Instable
si q1 > 1 : Étude de cas d’effet Allee Fort
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est prouvé numériquement par le diagramme de bifurcation présentée
sur la Figure 4.4 qui montre l’existence d’un seul point de bifurcation de
Hopf noté H. Elle apparaît lorsqu’une solution périodique du cycle limite
se produit dans un petit voisinage du point d’équilibre E3. Ce point de
Hopf correspond au même point de Hopf du système 4.2 d’ordre entier et
il admet un premier coefficient de Lyapunov négatif égal à −0.8393214

indiquant l’existence d’une bifurcation de Hopf supercritique.

Cependant, contrairement au système 4.1, le système 4.2 admet une
continuation numérique, à partir du point de bifurcation obtenu Hopf,
selon la valeur du paramètre q1 comme il est présenté par la Figure 4.5.
Cette dernière montre que le système 4.2 admet les points de bifurcation
suivants :

- Une bifurcation de type dédoublement de période PD de codimen-
sion 1 qui se produit uniquement lorsque q2 = 0.5 et lorsque le
paramètre q1 atteint la valeur critique q1 = 1.036593 . En d’autres
termes, la modélisation de l’efficience du prédateur c par

1
√
x2

peut

faire l’objet d’une solution périodique. La période de la bifurcation
obtenue est égale à 16,7535. Ceci indique que la bifurcation est su-
percritique et que le cycle de dédoublement de période obtenu est
stable.

- Deux bifurcations de type cycle de point limite (LPC). La première
se produit, par intégration dans le temps, près du cycle PD lorsque
le paramètre q1 atteint la valeur critique q1 = 1.035979. Cependant,
la seconde se produit, par intégration dans le temps, lorsque le
paramètre q1 atteint la valeur critique q1 = 1.

4.3.2 Modèle avec effet Allee Faible

Dans cette partie, l’analyse de la stabilité et des bifurcations du se-
cond système modifié 4.2 est détaillée en considérant que −1 < l < 0.
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Figure 4.4 – Diagramme de Bifurcation du system (4.2) : Étude de cas d’effet Allee
Fort

Point d’équilibre et analyse de la stabilité

Dans l’étude de cas d’effet Allee Faible, l est un réel pur négatif. Ainsi,
selon la Définition.1, θl = π et les coordonnées du point d’équilibre E1

sont comme suit :

x1 = −|l|1/q1 et x2 = 0

En considérant les conditions de signification biologique, les densités de
populations x1 et x2 doivent être positives. Dans ce cas, la dernière so-
lution n’est plus acceptée et le système 4.2 n’admet que trois points
d’équilibre E0(0, 0), E2(1, 0) et E3(m, (mq1 − l) (1 −m)) ∀m ∈ [0 1].
En se basant sur la même matrice jacobienne du système 4.2, nous dé-
terminons analytiquement les valeurs propres ainsi que les singularités
correspondantes comme il est présenté par la Table 4.10. Les résultats
analytiques obtenus montrent que le système 4.2 admet deux points
d’équilibre non hyperboliques E0 et E2. Pour cela, une analyse numé-
rique à l’aide le logiciel MATCONT est nécessaire pour déterminer les
types de singularité relatifs au points d’équilibre.
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(a)

(b)

Figure 4.5 – Continuation numérique du système (4.2) pour q2=0.5 : Effet Allee
Fort
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Table 4.10 – Valeurs propres :Etude de cas d’effet Allee Faible pour m ∈ [0 1]

Point d’équilibre Valeurs propres

E0(0, 0)
λ1 = 0
λ2 = −l

E2(1, 0)
λ1 = (l − 1)
λ2 = 0

E3(m, (m
q1 − l)(1−m))

λ1 = tr(J3)−i
√
δ

2

λ2 = tr(J3)+i
√
δ

2

Les simulations numériques, obtenues via MATCONT, sont présen-
tées dans les Tables 4.11 et 4.12. Nous constatons que :

• La singularité du point d’équilibre E0 est de type point Selle.

• La singularité du point d’équilibre E2 est de type point Selle.

• La singularité du point d’équilibre E3 change selon la valeur des
paramètres m et q1 comme il est expliqué dans le cas d’effet Allee
Fort.

Pour la simulation numérique du système 4.2, nous prenons l = −0.2.
Comme le montre la Table 4.12, le point d’équilibre E3 admet plusieurs
types de singularités en fonction de la valeur du paramètre q1 pour
chaque valeur du paramètre m.

Analyse des bifurcations

En choisissant q1 comme paramètre de bifurcation, l’analyse des bi-
furcations du système 4.2 est réalisée en déterminant les diagrammes de
bifurcation présentés dans les Figures 4.6,4.7,4.8 et 4.9.

La Figure 4.6 montre que le système 4.2 admet deux points de bifur-
cation de Hopf qui sont notés H1 et H2 et décrits comme suit :

• Le premier point, H1, se produit quand q1 = 0.999967 et admet
un point de Hopf supercritique puisque le premier coefficient de
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Table 4.11 – Singularités :Etude de cas d’effet Allee Faible pour m ∈ [0 1]

Point d’équilibre Singularité

E0(0, 0)

Selle

E2(1, 0)

Selle

E3(m, (m
q1 − l)(1−m))

m = 0.4
Foyer Stable (q1 < 1)

Centre (q1 ≥ 1)
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Table 4.12 – Singularités :Etude de cas d’Effet Allee Faible pour m ∈ [0, 1] (suite)

Point d’équilibre Singularité

E3(m, (m
q1 − l)(1−m))

m < 0.4
Foyer Stable (q1 < 0.4)

Centre (q1 = 1)

m > 0.4
Foyer Instable (q1 ≥ 0.4)
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Figure 4.6 – Diagramme de Bifurcation du système (4.2) : Étude de cas d’effet
Allee Faible

Lyapunov est négatif et égal à −0.4000004.

• Le deuxième point, H2, se produit quand q1 = 3.223516 et admet
un point de Hopf sous-critique puisque le premier coefficient de
Lyapunov est égal à 0.004301. Ce point n’est détecté que numéri-
quement et il est vérifié analytiquement par la condition de Hopf.

De plus, la continuation numérique de la bifurcation à partir de cha-
cun de ces deux points de Hopf, H1 et H2, présente de nouveaux types
de bifurcation.

• Si q2 = 0.5

- A partir du premier point de bifurcation Hopf H1, une bifur-
cation de type dédoublement de période et deux bifurcations
de type cycle de point limite sont apparues, comme le montre
la Figure 4.7. Le dédoublement de période se produit lorsque
le paramètre q1 atteint la valeur critique q1 = 1.773590. Il ad-
met un cycle de période stable puisqu’il a une période égale
à 16.33313. De plus, les deux bifurcations LPC sont obtenues.
La première est détecté quand q1 = 1 et la seconde est détecté
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quand q1 = 1.773618.

- A partir du second point de Hopf H2, une bifurcation de type
PD et deux bifurcation de type LPC sont également détectées
comme il est présenté par la Figure 4.8 mais avec de nouvelles
valeurs critiques du paramètre q1. Le premier point de bifurca-
tion détectée est une bifurcation de type cycle de point limite
qui se produit lorsque q1 = 3, 223605. Par contre, le deuxième
point de bifurcation de type cycle de point limite est apparu
lorsque le paramètre q1 atteint la valeur critique 2.966445. Fi-
nalement, la bifurcation de type dédoublement de période se
produit quand q1 = 2.966560. Sa période est égale à 17.49135
.

• Pour tout q2 6= 0.5, la suite présente un nouveau comportement
dynamique qui est borné entre les deux points de Hopf détectés,
comme le montre la Figure 4.9. Une bifurcation de type LPC ap-
parait lorsque le paramètre q1 atteint la valeur critique 3.223605.

D’après les résultats obtenus pour les deux modèles modifiés pro-
posés, la modélisation par des polynômes d’ordres fractionnaires permet
d’approfondir davantage l’analyse du comportement dynamique en four-
nissant plus d’informations. De plus, nous avons constaté que le com-
portement dynamique du second système modifié est très riche et plus
complexe. Par conséquent, une perturbation périodique sera introduite,
par la suite, dans ce second système afin d’analyser son comportement
ainsi que sa robustesse.

4.3.3 Modèle avec effet saisonnier

Dans cette partie, une introduction de l’effet saisonnier au second
modèle modifié 4.2 est proposée afin d’identifier le rôle que les effets
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(a)

(b)

Figure 4.7 – Continuation numérique du système (4.2) à partir de la 1re bifurcation
Hopf H1 pour q2 = 0.5 : Étude de cas d’effet Allee Faible
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(a)

(b)

Figure 4.8 – Continuation Numérique du système (4.2) à partir de la 2me bifurcation
Hopf H1 pour q2 = 0.5 : Étude de cas d’effet Allee Faible
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(a)

(b)

Figure 4.9 – Continuation Numérique du système (4.2) pour q2 6= 0.5 : Étude de
cas d’effet Allee Faible
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saisonniers jouent sur le comportement dynamique du système. Une
perturbation saisonnière externe est appliquée pour laquelle le système
devient [Saad et al., 2018a].

dx1
dt

= x1(x
q1
1 − l)(1− x1)− x1x2 + P

dx2
dt

= (x1 −m)xq22

(4.4)

avec
P = λx1(1− cos(ωt))

où λ et ω sont l’amplitude et la fréquence de la saisonnalité.

Étude de cas d’effet Allee Fort (l ∈]0, 1[)

Pour la simulation numérique, l’ensemble le plus élégant d’éléments
non entiers donnant un attracteur étrange est q1 = 1 et q2 = 1, 8.
L’attracteur étrange tridimensionnel et ses projections sont présentés
sur la Figure 4.10.

Après avoir obtenu l’attracteur étrange, il est indispensable de vérifier
l’existence du comportement chaotique en calculant les exposants de
Lyapunov.

Il est important de noter que les exposants de Lyapunov dépendent
du temps de calcul et du point de la trajectoire initiale. Le calcul des ex-
posants de Lyapunov exige l’existence de 3 variables d’état au moins. Par
conséquent, un changement de variable a été proposé sur le système 4.4
en supposant x3 = ωt. En fixant le point initial comme (x1(0), x2(0), x3(0))
= (0.7, 0.06, 2π) et le temps de calcul à 600, la Figure 4.6 montre que le
système 4.4 admet trois exposants de Lyapunov LE1 = 0.3270, LE2 = 0

et LE3 = −1.72, pour q1 = 1 et q2 = 1.8 confirmant l’existence d’un
attracteur chaotique.
De plus, en calculant la dimension de LyapunovDL, la valeur obtenue est
égale à 2.19 appartenant ainsi à l’intervalle ]2, 3[. Par conséquent, nous
pouvons conclure que le système 4.4 perturbé périodiquement admet un
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(a)

(b)

Figure 4.10 – (a) Attracteur étrange en 3 dimensions (b) Projection de l’attracteur
chaotique dans le plan x1 − x2, pour λ = 5 : Étude de cas d’effet Allee Fort

Figure 4.11 – Spectre d’exposant de Lyapunov de l’attracteur étrange du sys-
tème (4.4) : Étude de cas d’effet Allee Fort
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comportement chaotique lorsque l’efficience du prédateur est modélisée
par c = x0.82 .
D’autre part, nous mentionnons que le comportement dynamique du sys-
tème (4.4) dépend fortement de la fréquence de la saisonnalité puisque
le chaos n’apparaît que lorsque ω = 2π.

Étude de cas d’effet Allee Faible (l ∈]− 1, 0[)

L’ensemble le plus élégant d’éléments non entiers donnant un attrac-
teur étrange est q2 = 0.5 et q1 = 1. L’attracteur étrange tridimensionnel
et ses projections sont présentés dans la Figure 4.12.

(a)

(b)

Figure 4.12 – (a) Attracteur étrange en 3 dimension (b) Projection de l’attracteur
chaotique dans le plan x1 − x2, pour λ = 5 : Étude de cas d’effet Allee Faible
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Figure 4.13 – Spectre d’exposant de Lyapunov de l’attracteur étrange du sys-
tème (4.4) : Étude de cas d’effet Allee Faible

Le système 4.4 admet trois exposants de Lyapunov LE1 = 0.048,
LE2 = 0, LE3 = −1.175, comme il est indiqué dans la figure 4.13. Le
point initial est fixé comme suit (x1(0), x2(0), x3(0)) = (0,4, 0,3, π

2 ), le
temps de calcul est égal à 600, q2 = 0.5 et q1 = 1. Les valeurs d’ex-
posants de Lyapunov obtenues prouvent que le système 4.4 admet un
attracteur étrange. Pour détecter l’attracteur chaotique, nous calculons
davantage la dimension de Kaplan-Yorke donnée par la formule (1.3),
donnée dans le chapitre 1, comme suit :

DL = 2 +
LE1 + LE2

|LE3|
= 2.041

Ainsi, nous pouvons conclure que le système perturbé 4.4 admet un
comportement chaotique quand son taux de croissance est affecté par un
effet Allee Faible et lorsque l’efficience du prédateur est modélisée par
c = x−0,52 , avec x2 6= 0. Dans ce cas, le comportement du chaos apparait
lorsque la fréquence de la saisonnalité est égale à ω = π

2



Chapitre 4: Modèle proie-prédateur avec polynômes d’ordres fractionnaires 116

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, deux nouvelles structures du modèle proie-prédateur
basées sur des polynômes d’ordres fractionnaires ont été proposées et
analysées. L’analyse du comportement dynamique du premier modèle,
en considérant les deux études de cas d’effet Allee Fort et Faible, prouve
que la modélisation du taux de croissance des proies et la réponse fonc-
tionnelle des prédateurs par des polynômes d’ordres fractionnaires ex-
hibe des comportements dynamiques plus complexes selon les valeurs
des ordres fractionnaires mais ne convergent jamais vers le chaos. Ce-
pendant, l’analyse du deuxième modèle proposé prouve que la modéli-
sation du taux de croissance de la proie et de l’efficience du prédateur
par des polynômes d’ordres fractionnaires génère de nouveaux types de
bifurcation. En effet, lorsque l’efficience du prédateur est modélisée par
1√
x2
, le système proposé admet une bifurcation PD stable. Vue que le

deuxième modèle exhibe un comportement dynamique plus complexe,
une analyse du comportement dynamique de ce modèle introduisant une
perturbation périodique est proposé. Il est prouvé que le système perd sa
stabilité et devient chaotique pour une certaine structure de l’efficience
du prédateur. Ainsi, le système perturbé admet un attracteur chaotique
lorsque l’efficience du prédateur est modélisée par x0.82 ou par 1/

√
x2,

pour l’étude de cas d’effet Allee, respectivement, Fort ou Faible. Par
conséquent, nous pouvons conclure que la structure algébrique de l’ef-
ficience du prédateur et la perturbation externe périodique a un effet
important sur la topologie et la complexité des interactions des popula-
tions.
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L’objectif de nos travaux dans le cadre de cette thèse est de contribuer
à l’analyse des bifurcations des systèmes non linéaires en considérant
le modèle proie-prédateur comme modèle d’application. Des nouveaux
facteurs extérieurs ainsi que des modifications au niveau de la structure
de celui-ci ont été proposés pour enrichir l’analyse.

En se basant sur un modèle proie-prédateur intégrant l’effet Allee
Fort, une étude détaillée sur l’impact des effet Allee Fort et Faible ainsi
que d’effet saisonnier a été proposée. Une analyse de la stabilité et des bi-
furcations a été présentée pour étudier le comportement du système avec
l’effet Allee et l’effet saisonnier. Les diagrammes de bifurcation obtenus
ont prouvé que les populations souffrant d’effet Allee et incorporant un
forçage saisonnier au niveau du taux de croissance ont une dynamique
plus complexe et instable qui peut être chaotique pour certaines valeurs
de la fréquence de la saisonnalité. Par conséquent, afin d’établir l’équi-
libre, une synchronisation du système forcé saisonnier avec le système
prédateur-proie basique a été proposée en utilisant le contrôle de ré-
troaction non linéaire. De plus, des simulations numériques ont validé
l’efficacité de la synchronisation proposée.

Pour valider les résultats obtenus expérimentalement, un circuit élec-
trique du modèle proie-prédateur souffrant d’effet Allee Faible a été
conçu et implémenté. Son comportement complexe est prouvé par des ré-
sultats numériques et expérimentales. La validation expérimentale montre
que le circuit électrique conçu décrit parfaitement le comportement du

117
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système naturel proie-prédateur. Par conséquent, il peut être utilisé dans
des algorithmes d’optimisation ou dans des expérimentations écologiques
en rendant les expériences plus rapide et l’apprentissage plus efficace pé-
dagogiquement.

La deuxième proposition a été effectué au niveau des structures algé-
briques du modèle proie-prédateur en introduisant des polynômes d’ordre
fractionnaire dans les différents éléments décrivant les interactions entre
les espèces. En premier lieu, une modélisation du taux de croissance des
proies et de la réponse fonctionnelle du prédateur a été proposée. L’ana-
lyse de la bifurcation et de la stabilité prouve que cette modification
de structure fait apparaitre, selon les valeurs de l’ordre fractionnaire,
des nouveaux types de bifurcation tels que le dédoublement de période
et le cycle des points limites. Par conséquent, on peut conclure que la
dynamique du système modifié a bifurqué vers un comportement plus
complexe mais ne devient jamais chaotique. Par la suite, une autre mo-
délisation a été proposée au niveau du taux de croissance des proies et
de l’efficacité des prédateurs en considérant l’effet Allee et l’effet de for-
çage saisonnier. Pour les deux cas d’études, l’analyse du comportement
dynamique du système proposé prouve que l’élément non-entier modéli-
sant le taux de croissance de la proie déstabilise le système et crée plus
de singularités pour chaque point d’équilibre. Pour cela, l’ordre du taux
de croissance de la proie est choisi comme paramètre de bifurcation lors
de l’analyse du système. De plus, l’ordre de l’efficacité du prédateur a
un impact important sur le comportement dynamique du système et
permet de faire ressortir de nouveaux points de bifurcation. Lorsque la
valeur de l’ordre de l’efficacité du prédateur atteint une valeur particu-
lière, le système admet un comportement périodique stable. Autrement
dit, une bifurcation de type dédoublement de période (PD) est détectée
dans les deux cas d’effet Allee. Cependant, sous l’effet de la force ex-
terne saisonnière, le système perd sa stabilité et devient chaotique pour
une certaine structure de l’efficacité du prédateur. Ainsi, le système per-
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turbé admet un attracteur chaotique lorsque l’ordre de l’efficacité du
prédateur atteint deux valeurs particulières pour l’étude de cas Forte
ou Faible de l’effet Allee. En fait, nous pouvons conclure que la struc-
ture algébrique de l’efficacité du prédateur et la perturbation externe
périodique ont un effet important sur la topologie et la complexité des
interactions dynamiques des populations.

Les recherches que nous avons effectuées dans le cadre de cette thèse
nous ont permis d’envisager plusieurs perspectives d’approfondissement.
Une implémentation expérimentale de tous les cas d’étude proposés est
envisagée. En outre, autres combinaisons des facteurs extérieurs seront
proposées en intégrant l’effet impulsif ou l’effet de retard dans le modèle
proie prédateur souffrant d’effet Allee. Ceci nous permettra de découvrir
de nouveaux types de bifurcation que le modèle proie-prédateur peut
admettre suite aux effets naturels issus de son environnement.
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A.1 Algorithme du diagramme de bifurcation rela-

tif au système 2.5 dans le cas d’effet Allee Fort

A.2 Algorithme du diagramme de bifurcation re-

latif au système 2.5 dans le cas d’effet Allee

Faible
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