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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Il paraît tout indiqué de commencer un manuscrit portant sur l’étude d’un laser par l’his-
toire de son développement théorique : A. Einstein et l’émission stimulée en 1917 ; A.
Kastler, J. Brossel et le pompage optique en 1949 ; C. Townes, A. Schawlow et la pre-
mière proposition d’un maser optique en 1958. Sans oublier ensuite T. Maiman qui gagne
la course du développement d’une telle technologie en 1960 dans son laboratoire situé à
Malibu grâce à un laser pulsé à rubis. Il est cependant probablement plus pertinent dans
le cadre de cette thèse de citer un essor plus récent, celui des hétérostructures semicon-
ductrices utilisables en électronique rapide et en optoélectronique récompensé par un prix
Nobel attribué à J. Alferov et H. Kroemer en 2000. En effet, un type de laser à semiconduc-
teurs particulier est au centre de ce travail : le laser à émission de surface à cavité externe
verticale (VECSEL pour Vertical External-Cavity Surface-Emitting Laser). Les lasers à
semiconducteurs sont aujourd’hui les sources optiques les plus répandues pour les applica-
tions. L’une des applications maîtresses des lasers que nous étudions concerne une horloge
atomique. En outre, la méthode d’interrogation des atomes de l’horloge que nous allons
utiliser a été initiée par N. Ramsey, récompensé lui aussi d’un prix Nobel en 1989.

La dynamique du VECSEL constitue la pierre angulaire du travail présenté dans ce manus-
crit. Trois parties seront successivement abordées.

Les VECSELs bifréquences pour les applications : propriétés, fondements théoriques
et contextes

Cette première partie fournit un cadre théorique et applicatif à l’ensemble du manuscrit.

Tout d’abord, le laser et sa dynamique. L’objectif du chapitre 1 est de mettre en place
le modèle théorique pour la description des propriétés de bruit du VECSEL bifréquence,
permettant l’émission de deux modes lasers orthogonaux au sein d’une même cavité. Ce
chapitre débute par la présentation des différents éléments constitutifs d’un VECSEL : un
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milieu à gain comportant des puits quantiques, une cavité étendue de grande finesse et un
pompage optique. L’avantage de sa cavité étendue s’illustre lors de l’étude de sa dyna-
mique. Les équations d’évolution du laser sont introduites et un fonctionnement typique
de classe A est décrit. Différentes sources de bruit dégradent toutefois la pureté du laser
et sont alors passées en revue, du bruit transféré par la diode laser de pompe, au bruit
de l’émission spontanée. Le fonctionnement bifréquence des VECSELs est ensuite décrit.
Cette utilisation bifréquence permet, par battement, la génération d’un signal RF de grande
pureté spectrale transporté optiquement. Cette pureté est essentielle pour les applications.
Dès lors, la caractérisation du signal RF repose sur l’évaluation des bruits d’intensité re-
latifs des modes lasers et le bruit de phase du battement. Le modèle du transfert de bruit
de la diode laser de pompe au VECSEL, en très bon accord avec les propriétés de bruit
mesurées dans un VECSEL bifréquence à la longueur d’onde télécom, va nous fournir
un outil précieux pour se diriger vers une diminution de son impact. Le fondement de ce
modèle repose, d’une part, sur l’introduction phénoménologique d’un couplage dû à la sa-
turation croisée des modes dans les équations d’évolution du laser et, d’autre part, sur la
considération des corrélations des bruits d’intensité dans le pompage des deux modes.

Ensuite, les applications. Le chapitre 2 soulève les enjeux liés à la pureté spectrale dans
la perspective applicative des VECSELs bifréquences. Le développement du VECSEL bi-
fréquence à la longueur d’onde télécom s’inscrit dans le contexte large de l’optique opto-
hyperfréquence, avec une utilité pour les radars par exemple. En revanche, le développe-
ment autour des VECSELs bifréquences à 852 nm qui suit dans la prochaine partie, répond
plus spécifiquement à un besoin métrologique : celui d’une horloge atomique à base de cé-
sium. Ce chapitre jette alors les bases du fonctionnement des horloges utilisant le piégeage
cohérent de population (CPT pour coherent population trapping). La description quantita-
tive de la stabilité d’une horloge est détaillée. Un état de l’art suit. L’objectif souligné est
l’élaboration par nos partenaires d’une horloge CPT présentant un compromis compacité /

performances inédit.

Optimisation de la dynamique pour des VECSELs bifréquences ultra-bas bruit

Une réduction de bruit du signal RF produit par les VECSELs bifréquences est primordiale
pour les applications. Cette partie présente les fruits de nos efforts de minimisation du bruit.

La caractérisation expérimentale des propriétés de bruit du VECSEL à 852 nm est l’objet de
la première partie du chapitre 3. La modélisation permet ensuite d’élaborer des stratégies de
réduction de bruit en jouant sur les paramètres du lasers. Le rôle singulier des corrélations
des bruits de pompe pour la minimisation du bruit transféré par le laser de pompe est
notamment mis en exergue. L’optimisation de ce paramètre semble malheureusement être
en contradiction avec la minimisation de la saturation croisée.

Le chapitre 4 est entièrement dédié à l’augmentation des corrélations des bruits de pompe
pour la minimisation expérimentale du bruit, d’après les prédictions théoriques du cha-
pitre 4. En réalité, l’existence de bruits de pompe non parfaitement corrélés est associée à
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la distribution spatiale aléatoire de l’intensité de la tache de pompe. Nous verrons qu’une
réponse technologique est possible à la longueur d’onde télécom mais qu’il est nécessaire
d’adopter une nouvelle architecture de pompage pour le laser destiné aux horloges. Cette
architecture est pensée pour réconcilier la minimisation de la saturation croisée et l’aug-
mentation des corrélations des bruits de pompe.

Une réduction encore plus drastique du bruit des VECSELs bifréquences suppose une sta-
bilisation active grâce à un asservissement. Cela dit, sans prendre en compte la dynamique
du laser, un asservissement mené sur la diode laser de pompe du VECSEL peut aboutir
à une addition plutôt qu’à une réduction du bruit sur l’un des deux modes. Le chapitre 5
consacre une première partie théorique au rôle des corrélations en sortie du VECSEL sur
la correction de l’intensité. L’optimisation de la dynamique du laser pour sa correction en
intensité est alors expérimentalement vérifiée. Puis, une boucle de verrouillage de la phase
optique est mise en œuvre. Les caractéristiques de bruit du VECSEL à 852 nm ont une ré-
percussion directe sur la stabilité à court terme de l’horloge CPT à cause de l’interrogation
entièrement optique des atomes de césium. Les performances de l’horloge CPT en termes
de bruit de fréquence relative sont ambitieuses et se situent au cœur des enjeux du projet.
Nous évaluons donc les conséquences sur la performance de l’horloge de l’optimisation de
la dynamique du VECSEL implémentée pour sa stabilisation.

Autres propriétés de bruit, effets thermo-optiques, covariance spectrale et bruits non-
stationnaires

La modélisation du bruit du VECSEL bifréquence, utilisée avec succès jusqu’alors, n’est
pas adaptée aux basses fréquences du spectre électrique (typiquement sous les 10 kHz).
Cette partie se focalise sur les bruits dominant cette plage de fréquences et fournit des
outils innovants pour leur description.

Le chapitre 6 est dédié aux bruits d’origine thermique. Un modèle analytique des fluctua-
tions thermiques de la phase du battement RF produit par les VECSELs bifréquences est
établi. À la base de ce modèle, l’équation de la diffusion thermique à travers les couches de
la puce à semiconducteurs est résolue et le déphasage induit par les effets thermo-optiques
est évalué. Deux sources de fluctuations thermiques sont considérées : les fluctuations des
transferts thermiques induits par la pompe optique et celles causées par l’agitation ther-
mique à la température ambiante. Dans un premier temps, nous examinons la réponse ther-
mique de la structure, sa dynamique et l’effet de lentille thermique induit par la pompe.
Dans un second temps, la densité spectrale de puissance de bruit de fréquence thermique-
ment induit est calculée. Une anisotropie spatiale de la diffusion thermique est envisagée.
Enfin, la théorie développée est confrontée à l’expérience en analysant le bruit de phase
du battement du VECSEL bifréquence à 852 nm. Cela permet de discuter la validité d’un
modèle simplifié de bruit thermique supposant un transfert des fluctuations de puissance
de pompe en fluctuations de température de type filtre passe-bas du premier ordre.
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Le chapitre 7 commence par donner plus d’épaisseur à l’analyse des corrélations d’inten-
sité en définissant la matrice de covariance spectrale électrique croisée d’après les travaux
de E. Wolf. Les modes propres de fluctuations du VECSEL émettant deux polarisations or-
thogonales sont examinés dans le domaine de Fourier et comparés aux modes symétriques
et anti-symétriques. Le degré spectral de polarisation des fluctuations est introduit. Un bi-
lan des corrélations possibles dans le domaine spectral électrique permet de comprendre
comment les bruits de nature non-stationnaire sont associés aux termes non-diagonaux de
la matrice de covariance. Une expérience de modulation de l’intensité du laser est menée
dans le but de le mettre en évidence. Un tri des modes de bruit est initié grâce à la dé-
composition du signal en ses composantes principales. Puis, l’analyse est réitérée avec une
acquisition aux basses fréquences. Enfin, le tri effectué est combiné avec des algorithmes
de tests statistiques afin d’identifier les composantes non-stationnaires de nos acquisitions
aux temps longs. La méthode élaborée cherchera à distinguer le type de non-stationnarité
présenté par une composante et de statuer sur sa nature stochastique, déterministe ou ni
l’un, ni l’autre.

Les travaux décrits dans ce manuscrit ont fait l’objet des publications suivantes :

[1] G. Gredat, H. Liu, J. Cotxet, F. Tricot, G. Baili, F. Gutty, F. Goldfarb, I. Sagnes et
F. Bretenaker, «Optimization of laser dynamics for active stabilization of DF-VECSELs
dedicated to cesium CPT clocks», Journal of the Optical Society of America B, 37 (2020)

[2] G. Gredat, H. Liu, et F. Bretenaker, «Thermal phase fluctuations in optically pumped
dual-frequency vertical external-cavity surface-emitting lasers for cesium clocks based on
coherent population trapping», Journal of Applied Physics, 126 (2019)

[3] G. Gredat, D. Chatterjee, G. Baili, F. Gutty, I. Sagnes, F. Goldfarb, F. Bretenaker et
H. Liu, «Fully–correlated multi–mode pumping for low–noise dual–frequency VECSELs»,
Optics Express, 26 (2018)

[4] H. Liu, G. Gredat, G. Baili, F. Gutty, F. Goldfarb, I. Sagnes et F. Bretenaker, «Noise
Investigation of a Dual-Frequency VECSEL for Application to Cesium Clocks», Journal
of lightwave technology, 36(18) (2018)

[5] H. Liu, G. Gredat, S. De, I. Fsaifes, A. Ly, R. Vatré, G. Baili, S. Bouchoule, F. Gold-
farb et F. Bretenaker, «Ultra-low noise dual-frequency VECSEL at telecom wavelength
using fully correlated pumping», Optics Letters, 43(8) (2018)

Par ailleurs, une autre publication est en cours de préparation au moment de l’écriture de
ce manuscrit de thèse :

G. Gredat, M. Ansquer, A. Ly, S. De, N. Treps et F. Bretenaker, «Decomposition of the
intensity noise modes in the non-stationary dynamics of vertical external-cavity surface-
emitting lasers», en préparation (2020)

https://doi.org/10.1364/JOSAB.389310
https://doi.org/10.1063/1.5123444
https://doi.org/10.1364/OE.26.026217
https://doi.org/10.1109/JLT.2018.2852061
https://doi.org/10.1109/JLT.2018.2852061
https://doi.org/10.1364/OL.43.001794
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CHAPITRE 1

DES LASERS POMPÉS OPTIQUEMENT AUX BONNES
PROPRIÉTÉS DYNAMIQUES

Sans peut-être que nous nous en rendions compte, les lasers à émission de surface à ca-
vité verticale VCSEL (acronyme anglophone de Vertical-Cavity Surface-Emitting Laser)
ont déjà envahi notre quotidien. Ces lasers à puits quantiques constituent des alternatives
aux diodes lasers plus traditionnelles grâce à leurs performances et leur faible coût lié à
la facilité de leur production à partir de larges plaques de semiconducteurs. Ils occupent
désormais une place importante dans de nombreuses applications comme les imprimantes
lasers, les télécoms ou encore dans les smartphones. Un essor considérable de cette techno-
logie continue de voir le jour avec cette dernière application. En effet, certains smartphones
embarquent désormais non pas un mais trois VCSELs pour la reconnaissance faciale et la
reconnaissance 3D. Un premier VCSEL sert à produire un flash lumineux infrarouge, un
deuxième un réseau de points lumineux pour la 3D et le troisième sert de capteur de proxi-
mité.

L’ajout d’une cavité externe de l’ordre de quelques cm lors de la conception de ce laser à
semiconducteurs est d’un grand intérêt. En effet, G. Baili a démontré la possibilité d’obtenir
alors un laser de très faible bruit d’intensité [6]. Ce sont ces lasers à émission de surface
à cavité externe verticale, notés VECSELs 1 (acronyme anglophone de Vertical External-
Cavity Surface-Emitting Laser) que nous étudions, en présence d’un pompage optique.
Plus particulièrement, nous nous intéressons à leur dynamique et leurs propriétés de bruit.
La bonne qualité de leur faisceau, les puissances élevées atteintes en sortie et leur grande
pureté spectrale font de ces lasers les sources lasers les plus polyvalentes d’après l’article
de revue [7]. C’est pourquoi leur développement concerne de nombreuses applications.

1. On trouve parfois l’appellation anglophone semiconductor disk lasers pour ces lasers, le plus souvent
pour des applications de fortes puissances.
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Par exemple, en jouant sur la cohérence du laser en fonctionnement multimode grâce à un
diaphragme inséré dans la cavité étendue, les auteurs de l’article [8] tirent profit des pro-
priétés optiques du VECSEL pour l’imagerie biomédicale et la prise vidéo d’écoulements
microscopiques (flux sanguin du myocarde d’un têtard). Aussi, des VECSELs émettant
dans le jaune (à 577 nm) ont été spécialement développés pour application à la dermato-
logie [9]. Basés sur des structures émettant autour de 1.2 µm, ces VECSELs contiennent
à l’intérieur de leur cavité étendue un cristal non-linéaire de triborate de lithium pour le
doublage de fréquence. Parmi les autres domaines d’applications des VECSELs, citons la
physique atomique et moléculaire [10], comme la spectroscopie à 2.3 µm [11]. De récents
travaux, menés notamment dans l’équipe d’U. Keller à l’ETH de Zürich, ont abouti au dé-
veloppement de VECSELs à blocage de modes passif à l’aide d’absorbeurs saturables [12].
Ces lasers sont couramment désignés sous le nom de MIXSEL, pour Modelocked Integra-
ted eXternal-cavity Surface Emitting Laser en anglais. Ils permettent l’émission de peignes
de fréquences avec un taux de répétition qui peut atteindre 10 GHz pour une puissance de
sortie record de 2.4 W et des impulsions de 17 ps de durée [13]. Ces peignes de fréquences
permettent d’étendre l’application des VECSELs à la spectroscopie de précision, à la mé-
trologie temps-fréquence et aux communications optiques à ultra-haute vitesse.

Nous nous intéressons plus particulièrement au fonctionnement bifréquence des VECSELs
qui offre la possibilité singulière de produire, par battement, un signal optique de grande
pureté dans le domaine micro-onde, c’est-à-dire à des fréquences fRF allant des centaines
de MHz aux centaines de GHz. Nous verrons dans la suite à quel point ce fonctionnement
est pertinent d’un point de vue technologique et applicatif. Revenons au commencement
des lasers bifréquences. F. Bretenaker et A. Le Floch ont posé au début des années 1990 les
jalons de la production de deux modes lasers à partir d’une même cavité en exploitant les
effets de biréfringence d’un cristal disposé au sein de cette cavité [14, 15]. En 1998, la réfé-
rence [16] montre, à l’aide d’un interféromètre de Michelson, que le battement produit par
deux longueurs d’onde différentes, provenant d’un même laser en présence d’un cristal de
calcite intra-cavité, peut être accordé jusqu’au THz. L’utilisation d’un cristal biréfringent
intra-cavité est responsable de l’oscillation de deux modes polarisés orthogonalement, de
pulsations dénotées ωx et ωy en désignant z la direction de propagation (voir Fig. 1.1). La
génération du signal optique RF à partir d’un tel laser bifréquence ne nécessite rien d’autre
que l’utilisation d’un polariseur à 45◦ des axes x et y, comme illustré à la Fig. 1.1.

DF-Laser

ωx

ωy

Polariseur à 45◦

z

x

y 2π fRF = |ωx − ωy|

PD

Figure 1.1 – Laser bifréquence (DF pour dual-frequency) pour la génération
d’un signal radiofréquence à la fréquence fRF par battement. PD : photodé-
tecteur.
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Grâce à leur cavité étendue, les VECSELs sont capables d’inclure un élément biréfringent
permettant un tel fonctionnement bifréquence [17]. Notre travail s’inscrit dans la conti-
nuité de l’étude de la dynamique bifréquence initiée dès lors et repose sur l’expertise de sa
modélisation acquise au fil des années au sein de notre groupe de recherche [18–22]. Les
investigations de notre groupe n’ont pu être réalisées que grâce à l’étroite collaboration
avec nos partenaires de Thales et du laboratoire de photonique et de nanostructures (LPN)
devenu le centre pour la nanoscience et les nanotechnologies (C2N) (I. Sagnes et S. Bou-
choule). Dans la littérature, les travaux sur les VECSELs émettant à deux longueurs d’onde
fleurissent et d’ailleurs les techniques employées ne reposent pas forcément sur l’utilisa-
tion d’un cristal biréfringent. L’observation de la stabilité du fonctionnement bifréquence
a fait l’objet de l’article [23] et celui d’un fonctionnement plus largement multimode dans
la référence [24]. Une dynamique en opposition de phase résultant de la compétition des
modes en fontionnement bifréquence a été reportée dans [25], ce qui fait tout à fait écho
aux résultats mis en avant par S. De dans notre laboratoire [18, 20] et que nous aurons l’oc-
casion de détailler. Il a aussi été proposé d’utiliser à l’intérieur d’une seule cavité laser deux
puces semiconductrices pour fournir le gain à deux modes polarisés orthogonalement dans
l’infrarouge [26, 27]. Notons enfin que suite au développement évoqué plus haut des MIX-
SELs, l’insertion dans la cavité d’un cristal biréfringent en plus de l’absorbeur saturable
intégré a permis l’obtention et la caractérisation de peignes de fréquences bichromatiques
[28, 29], c’est-à-dire possédant deux fréquences centrales bien distinctes.

Dans ce chapitre nous commençons par décrire l’architecture et le fonctionnement des
VECSELs, de la structure à semiconducteurs jusqu’à l’oscillation laser. À l’occasion d’une
deuxième partie, nous dressons le cadre pour décrire les bonnes propriétés dynamiques
du VECSEL avec les outils statistiques nécessaires pour caractériser les fluctuations du
champ laser. La troisième partie est dédiée au fonctionnement bifréquence spécifiquement.
Le VECSEL bifréquence à la longueur d’onde télécom que nous mettons en œuvre est basé
sur la même structure que celui qui a été utilisé par S. De au cours de sa thèse et décrit dans
les références [19, 20]. Le cadre théorique pour la modélisation de la dynamique de ce
laser est ensuite détaillé. Puis, nous résumons l’expertise acquise sur la modélisation des
bruits impactant le battement RF généré à partir des deux modes lasers du VECSEL. Nous
mettons ainsi en lumière le rôle primordial joué par le pompage optique et ses fluctuations
dans la pureté spectrale du signal optique RF. L’ensemble des éléments mis en place précé-
demment pour décrire le transfert de bruit de la pompe au VECSEL bifréquence complète
enfin le cadre théorique hérité des travaux précédents. Ce cadre donnera un réel appui et
élan aux investigations à venir dans les chapitres suivants.
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1 Introduction aux lasers à semiconducteurs à cavité éten-
due

Dans cette section, quelques notions concernant le fonctionnement d’un laser à semicon-
ducteurs sont rappelées. Ces rappels se basent sur les références bibliographiques [30] et
[31] (ou encore [32] pour un résumé) qu’il est nécessaire de consulter pour un exposé plus
exhaustif.

La préhistoire du laser à semiconducteurs commence en 1962, avec un effet laser obtenu à
partir d’une jonction PN en arséniure de gallium (GaAs) [33, 34] qui ne fonctionne mal-
heureusement qu’en régime impulsionnel et à température cryogénique. Le développement
de ces diodes lasers s’inscrit dans les avancées fondamentales menées à l’époque autour de
l’électronique quantique, pour lesquelles N. Basov obtient un prix Nobel en 1964 [35] avec
A. Prokhorov et C. Townes. C’est d’ailleurs N. Basov qui rapporte le premier la possibi-
lité du pompage optique de ces lasers à semiconducteurs [36]. Les progrès de l’épitaxie,
avec un contrôle de l’ordre de la mono-couche atomique, et les associations successives
de différents matériaux d’indices et de gaps variés aboutissent à une amélioration signifi-
cative et rapide des performances des diodes lasers. La compréhension et la maîtrise du
confinement des porteurs de charge dans les hétéro-structures atteint un paroxysme avec
l’inclusion de puits quantiques dans la croissance des milieux actifs de ces lasers en 1979
[37]. Ces puits quantiques bidimensionnels (avec typiquement LQW = 10 nm d’épaisseur)
abaissent le seuil laser grâce à l’obtention d’une inversion de population avec une densité
de porteurs bien plus faible. Notre description des VECSELs commence par celle de leur
milieu actif et donc de ces puits quantiques.

1.1 Le milieu à gain du VECSEL

Les milieux actifs des VECSELs sont principalement constitués d’alliages binaires ou ter-
naires de composés issus des colonnes III et V de la classification périodique de Mende-
leïev. La réalisation de ces hétéro-structures, dans lesquelles tout le gain est fourni par des
puits quantiques, repose sur la nature des différents semiconducteurs utilisés et l’épaisseur
des couches successives. La puce à semiconducteurs constituant le milieu actif typique des
VECSELs est schématisée à la Fig. 1.2. Elle comporte un miroir de Bragg et est pompée
optiquement. Cette structure est nommée ci-après un « 1/2-VCSEL ». Ce nom se réfère au
fait que cette structure peut être assimilée à un VCSEL dont on aurait ôté l’un des deux
miroirs de Bragg.
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Figure 1.2 – Schéma de principe d’un 1/2-VCSEL sous pompage optique.
Les électrons (e−) sont excités de la bande de valence à la bande de conduc-
tion sous l’effet des photons de pompe. Des barrières, ils sont rapidement
captés dans les puits quantiques (QW) où leur recombinaison avec un trou
(h+) de la bande de valence aboutit à l’émission d’un photon. La durée de
vie des porteurs dans la barrière est bien plus longue que celle du temps de
capture, qui est de l’ordre de la dizaine de ps. L’onde stationnaire (en orange)
du champ laser intra-cavité décroît exponentiellement dans le réflecteur de
Bragg distribué (DBR). EF : énergie de Fermi.

Les puits quantiques

Afin de maximiser le gain, les puits quantiques (couches compensatrices) sont situé(e)s aux
ventres (nœuds) de l’onde stationnaire du champ laser qui s’étend à l’intérieur de la micro-
cavité constituée par l’ensemble des couches actives. Notons qu’en pratique, contrairement
à ce qui est représenté à la Fig. 1.2, il n’y a pas autant de puits que de ventres et certaines po-
sitions sont seulement occupées par des barrières plus épaisses. Plusieurs puits quantiques
sont même parfois présents pour un seul et même ventre. Le rôle des puits quantiques est
de confiner les porteurs de charges, qu’ils capturent depuis les barrières après la promotion
des porteurs de la bande de valence (sous bande des trous lourds) à la bande de conduction
grâce à l’énergie de pompe. En se recombinant à l’intérieur des puits quantiques, les por-
teurs de charges sont responsables de l’émission stimulée nécessaire pour l’amplification
cohérente du champ laser, une fois l’inversion de population réalisée. Mais comment cette
dernière se produit-elle ?

Les mécanismes d’absorption et d’émission stimulée entre la bande de valence et la bande
de conduction induits par les photons lasers de pulsation ωl sont représentés dans le dia-
gramme énergie - vecteur d’onde k (en norme) de la Fig. 1.3(a) dans une approximation de
dispersion parabolique. La transition de l’état du bas à celui du haut respecte la conserva-
tion de l’énergie Eb − Ea = ~ωl, avec ~ la constante de Planck réduite. Notons, toutefois,
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Figure 1.3 – Diagrammes de bandes pour les puits quantiques. (a) Illustra-
tion des processus d’absorption (de taux Rabs) et d’émission stimulée (de
taux Rst) par interaction avec un photon d’énergie ~ωl. BV : bande de va-
lence. BC : bande de conduction. Eg : énergie du gap. (b) Illustration du
diagramme d’énergie d’un puits quantique à l’équilibre thermodynamique,
avec z la profondeur. Ev,1, Ec,1 : niveaux discrets d’énergie du puits de même
nombre quantique n = 1. (c) Le seuil d’amplification est atteint. (d) Inver-
sion de population. Hors équilibre, le quasi-niveau de Fermi des électrons
EFc (trous EFv) se décale vers le haut (bas) de la BC (BV).

qu’à cause de processus de relaxation intra-bande extrêmement rapides, l’émission stimu-
lée se produit davantage depuis le bas de la bande de valence, aux faibles valeurs de k. Les
taux d’absorption Rabs et d’émission stimulée Rst sont liés aux probabilités d’occupation
par les électrons des niveaux d’énergie de la transition. La transition a → b peut se faire
par l’absorption d’un photon par un électron si, à l’énergie Ea, la bande de valence est
en effet occupée par un électron et qu’en revanche aucun électron n’occupe la bande de
conduction à l’énergie Eb. Pour l’émission stimulée, c’est l’inverse. Il faut un électron sur
la bande de conduction et un trou au niveau de la bande de valence. Les taux Rabs et Rst

s’expriment donc de la façon suivante :

Rabs = B · fv · (1 − fc) et Rst = B · fc · (1 − fv) , (1.1)

où les probabilités liées aux statistiques de Fermi-Dirac vérifient :

fc,v =
1

1 + exp
[
β ·

(
Eb,a − EFc,Fv

)] , (1.2)

avec β = 1/ (kB T ) en notant kB la constante de Boltzmann. Le coefficient B représente le
taux de recombinaisons radiatives. Les niveaux d’énergie EFv et EFc sont appelés quasi-
niveaux de Fermi de valence et de conduction. À température non-nulle, EFc (T,N) et
EFv (T,N) dépendent fortement du niveau d’injection de porteurs N dans les puits quan-
tiques et diffèrent l’un de l’autre dans la situation hors-équilibre thermodynamique réalisée
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grâce au pompage. On passe de la situation décrite par la Fig. 1.3(b) à l’équilibre ther-
modynamique où les niveaux de Fermi des deux bandes se confondent (les photons avec
~ωl ≥ Eg sont absorbés), à un décalage progressif de EFv et EFc avec l’énergie de pompe.
En d’autres termes, l’écart entre les niveaux de Fermi des deux bandes ∆EF = EFc − EFv

s’accroît quand N augmente. La pompe optique doit au passage fournir des photons d’éner-
gie suffisante pour exciter les électrons jusqu’aux barrières et donc devra nécessairement
se situer à une longueur d’onde plus faible que celle du laser.

À l’intérieur des puits quantiques, les niveaux d’énergie discrets des électrons dans chaque
bande sont quantifiés par le nombre entier n et l’écart entre les différents niveaux succes-
sifs est proportionnel à 1/L2

QW. C’est pourquoi, plus le puits est étroit, plus les électrons
sont confinés. Dans ces conditions, la transition entre le niveau d’énergie Ev,1 et le niveau
d’énergie Ec,1 est la plus probable. En outre, les règles de sélection permettent d’affirmer
que la transition entre le niveau d’énergie Ev,1 et le niveau Ec,2 est interdite puisqu’ils pos-
sèdent des nombres quantiques différents (voir Fig.1.3(b)).

Sous l’effet de l’injection de porteurs, une inversion de population se manifeste 1.3(d) et
doit être reliée à l’obtention d’un seuil d’amplification. Rechercher la condition d’amplifi-
cation revient à imposer un taux d’émission stimulée plus important que le taux d’absorp-
tion. En partant des équations (1.1) et (1.2), il vient :

Rst

Rabs
=

fc · (1 − fv)
fv · (1 − fc)

≥ 1 ⇔ exp
[
β · (∆EF − ~ωl)

]
≥ 1 ⇔ ~ωl ≤ ∆EF . (1.3)

Le gain peut se définir comme un taux net d’émission :

g ∝ Rst − Rabs = gmax · ( fc − fv) , (1.4)

avec gmax ne dépendant que des propriétés du matériau. Le gain devient positif à la condi-
tion d’amplification donnée par l’assertion (1.3), qui suppose d’avoir amené le système suf-
fisamment hors d’équilibre grâce à l’injection de porteurs. En rajoutant le fait que les puits
sont transparents aux photons incapables d’amener un porteur à une énergie plus élevée
que la bande interdite, on a obtenu la condition d’amplification de Bernard-Duraffourg :

Eg ≤ ~ωl ≤ ∆EF . (1.5)

Dans la situation de la Fig. 1.3(d), le puits quantique est transparent pour les photons
d’énergie inférieure au gap et très absorbant pour les photons d’énergie supérieure à la sé-
paration des quasi-niveaux de Fermi. Lorsqu’en revanche, la condition (1.5) est respectée,
le puits se comporte bien comme un milieu à gain. À cet égard, la relation ∆EF = Eg obte-
nue avec l’injection de porteurs dans le puits, constitue un seuil d’amplification (Fig. 1.3(c)),
que l’on appelle également transparence car g = 0 à ce moment précis.
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Influence de l’émission spontanée

L’émission spontanée est responsable du premier photon qui va tomber dans le mode laser
et amorcer l’amplification par l’émission stimulée. On définit alors le facteur d’inversion
de population nsp comme le rapport du taux d’émission spontanée (un électron de la bande
de conduction se combine radiativement avec un trou de la bande de valence) sur le taux
net d’émission pour un seul photon dans le mode laser :

nsp ≡
fc · (1 − fv)

fc − fv
=

1
1 − exp

[
−β · (∆EF − ~ωl)

] . (1.6)

Ce facteur d’inversion de population ne devient positif et ne prend son sens qu’après le
seuil d’amplification atteint. Alors, pour une injection de porteurs faible menant à ∆EF

proche de ~ωl ce facteur d’inversion de population est très grand et l’émission spontanée
est très impactante. Mais, dans les conditions usuelles de pompage, pour un VECSEL près
du seuil laser nsp est déjà proche de 1, sa valeur de saturation. Il est intéressant de noter que
ce facteur dépend de la température.

Recombinaisons non-radiatives et effets Auger

La durée de vie des porteurs qui réalisent l’inversion de population dans le milieu à gain est
notée τ. Elle dépend du niveau d’injection du niveau excité N et se décompose en fonction
d’une durée de vie radiative τr et une durée de vie non-radiative τnr :

1
τ (N)

=
1

τr (N)
+

1
τnr (N)

. (1.7)

La valeur de τ en conditions opératoires est de l’ordre de la ns. Les processus non-radiatifs
sont variés. Les recombinaisons non-radiatives électron-trou peuvent être assistées par les
défauts cristallins ou bien les impuretés du matériau ou encore faire intervenir une troisième
particule. Les processus à trois particules ou quasi-particules (pour les phonons) sont re-
groupés sous le terme d’effets Auger. Un premier exemple d’effet Auger : la collision de
deux électrons de la bande de conduction, lorsqu’elle se retrouve surpeuplée, conduit à la
recombinaison d’un électron avec un trou de la bande de valence et la promotion de l’autre
électron à une énergie plus élevée dans la bande de conduction. Cet électron thermalise et
redescend en bas de la bande de conduction en cédant son énergie sous forme de chaleur au
réseau cristallin. Que ce soit sur cet exemple ou sur celui d’une recombinaison assistée par
un phonon du réseau cristallin, il apparaît que les effets non-radiatifs Auger augmentent
avec l’injection de porteurs N et la température T . La proximité des autres bandes de va-
lences dans les semiconducteurs, comme la sous-bande des trous légers, conduit aussi à des
processus Auger, d’autant plus probables que l’énergie du gap est faible. Les effets Auger
sont donc plus prononcés dans les structures émettant aux grandes longueurs d’onde.
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Rendement quantique interne

Le bon rendement quantique interne des couches actives est assuré par un fort taux de
recombinaisons radiatives par rapport aux recombinaisons non-radiatives que l’on vient
de mentionner mais aussi peu de désexcitation dans les barrières. On note τb la durée de
vie des porteurs dans les barrières. Cette durée de vie doit être grande devant le temps de
capture typique τcapt des électrons par les puits quantiques, qui est de l’ordre de plusieurs
dizaines de ps. Enfin, il faut que le temps de confinement des porteurs dans les puits τconf

soit long devant le temps de la recombinaison radiative pour un bon rendement. L’ensemble
de ces considérations se retrouve résumé dans l’expression du rendement quantique interne
suivant :

ηi =
1/τr

1/τ + τcapt/τb · (1/τ + 1/τconf)
. (1.8)

On comprend dès lors que la température T et également l’inversion de population N,
permise par l’excitation de pompe, ont une influence sur ce rendement quantique interne.

Dichroïsme de gain

La structure cristalline de type blende de certains semiconducteurs les rend anisotropes.
Il s’ensuit que, suivant l’axe cristallographique considéré, le gain du 1/2-VCSEL n’est
pas identique. On parle de dichroïsme de gain car différentes directions de polarisation
du champ électrique du laser verront des gains différents. Ce dichroïsme entre les deux
axes orthogonaux dans le plan des couches peut s’élever à plus de 10%. Afin de s’affran-
chir du dichroïsme, les polarisations des deux modes lasers obtenus en régime d’émission
bifréquence seront alignés à 45◦ de ces deux axes, comme nous le verrons à la section 3.

Nous avons discuté de l’amplification potentielle de la lumière par le milieu actif, cepen-
dant un ingrédient clé manque encore à la description : la cavité optique.

1.2 Oscillation laser du résonateur

Le 1/2-VCSEL de la Fig. 1.2 est disposé, par capillarité grâce à une graisse assurant un bon
contact thermique, sur un module à effet Peltier pour réguler sa température et un radia-
teur permet une bonne évacuation de la chaleur. Grâce à un coupleur de sortie, on forme
alors une cavité linéaire plan-concave de longueur optique Lopt de l’ordre de quelques cm
(Fig. 1.4(a)). La structure est pompée à l’aide d’un faisceau laser de puissance Popt. Un
étalon inséré dans la cavité permet la sélection d’un mode longitudinal pour une émission
monomode. Le mode spatial typiquement obtenu dans la direction transverse est TEM00.



16 Chapitre 1. Des lasers pompés optiquement aux bonnes propriétés dynamiques

Popt

Pémis

1/2–VCSEL

Miroir
de sortie

Étalon

Pe
lti

er

D
is

si
pa

te
ur

th
er

m
iq

ue

z

x

y

(a)

Popt

Pémis

Seuil

Roll-over
thermique

(b)

T1

T2

T3

T ↗

Longueur d’onde

Sp
ec

tr
e

Figure 1.4 – (a) Schéma de principe de la cavité plan concave du VECSEL.
(b) Schéma de la puissance de sortie du laser en fonction de la puissance
optique de la pompe. La zone colorée délimite le roll-over thermique et le
spectre au-dessus montre le décalage thermique de la courbe de gain qui en
est responsable (T1 ≤ T2 ≤ T3).

Cavité laser

La réflectivité du miroir de Bragg inclus dans le 1/2-VCSEL est généralement très élevée.
On la note R1. Le coupleur de sortie a une transmission T = 1 − R2 de l’ordre de 0.5 à 1%.
En notant c0 la célérité de la lumière et ε l’ensemble des pertes dans la cavité, la durée de
vie des photons est liée à la durée d’un tour de cavité et aux pertes par tour [38] :

τcav =
2 Lopt/c0

−ln [R1 R2 (1 − ε)]
'

2 Lopt/c0

(1 − R1) + (1 − R2) + ε
=

Durée par tour
Pertes par tour

. (1.9)

La condition de résonance pour le champ électrique intra-cavité revient à imposer des in-
terférences constructives à chaque aller-retour dans la cavité, c’est-à-dire une addition en
phase. Il en résulte des modes longitudinaux quantifiés, avec entre deux modes, un inter-
valle spectrale libre (ISL) en fréquence valant l’inverse de la durée d’un tour pour un pho-
ton. La cavité optique peut être considérée comme un résonateur de type Fabry-Perot, que
l’on peut caractériser par son facteur de qualité Qcav ou encore sa finesse F . Ces dernières
quantités sont reliées au temps de vie des photons dans la cavité :

Qcav = ω0 ·
Énergie emmagasinée

Puissance dissipée
= ω0 · τcav = ω0 ·

F

2 π ISL
, (1.10)

avec ω0 la fréquence de résonance de la cavité.
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Le roll-over thermique

La Fig. 1.4(b) montre l’allure de la caractéristique en puissance du laser obtenu. Lorsque
le gain compense les pertes, un seuil laser s’initie. On observe ensuite une croissance as-
sez linéaire avec l’excitation venant de la pompe. Malgré tout, lorsque la puissance de
pompe augmente, la température de la structure augmente. Les processus non-radiatifs
augmentent. Le milieu à gain se dilate. L’indice optique change fortement. La réflectivité
du miroir de Bragg diminue. On peut résumer tous les mécanismes qui accompagnent l’élé-
vation de la température en deux effets : un décalage lent vers le rouge de l’émission laser
(quelques 0.01 nm.K−1) et un décalage rapide vers le rouge de la courbe de gain (quelques
0.1 nm.K−1). Le schéma du spectre en haut sur la Fig. 1.4(b) explique alors comment ce
décalage plus rapide de la courbe de gain avec la température induit, fatalement, une chute
de la puissance de sortie. Cette chute de puissance est communément appelée roll-over
thermique, par anglicisme. La gestion de la thermique est, de fait, très importante dans ces
lasers à semiconducteurs.

La grande majorité des pertes intra-cavité se produit dans la structure du semiconducteur
et non pas dans l’espace libre entre la puce et le coupleur de sortie. Les pertes ε sont donc
sensiblement similaires à celles d’un VCSEL. Cependant, grâce à la cavité étendue de
quelques cm, le VECSEL permet un allongement significatif du temps de vie des photons
dans la cavité d’après la relation (1.9). Cela a une incidence primordiale sur la dynamique
du laser, que nous proposons maintenant de discuter.

2 Tour d’horizon de la dynamique et des sources de bruit

Cette partie réalise un état des lieux succinct de la modélisation de la dynamique des VEC-
SELs ainsi que de la description de différentes sources de bruit. Cet état des lieux se base
sur le travail de thèse de G. Baili [39], soutenue en 2008. Quelques outils statistiques et
définitions utiles sont rassemblés à l’Annexe A.

2.1 Le VECSEL comme laser de classe-A

La description des propriétés dynamiques du VECSEL commence par l’écriture du champ
électrique oscillant à la pulsation ωl à l’intérieur de la cavité étendue comme une onde
plane scalaire (car la direction de polarisation est fixée) se propageant à z croissant :

E (z, t) = A (z, t) · E0 · e−i(ωlt−k z) + c.c. , (1.11)

avec c.c. désignant le complexe conjugué. L’amplitude complexe A (z, t) est l’enveloppe
lentement variable, adimensionnée grâce à l’introduction du facteur E0. Les équations
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d’évolution impliquent généralement ce champ électrique intra-cavité, l’inversion de po-
pulation que l’on note N et la polarisation dipolaire P du milieu actif [38]. Cependant, la
dynamique du champ de polarisation P est très rapide dans les lasers à semiconducteurs
et peut donc, en excellente approximation, être éliminée adiabatiquement des équations
d’évolution. Un autre ingrédient va venir s’immiscer dans l’expression des équations cou-
plant la dynamique de l’amplitude complexe A (z, t) et celle de l’inversion de population
due aux porteurs dans les puits quantiques.

Facteur de Henry Les lasers à semiconducteurs ont la particularité de présenter un cou-
plage non négligeable entre leur gain et l’indice de réfraction à travers la densité de porteurs
de l’inversion de population. Il s’agit du couplage de Henry [40], décrit par le facteur :

α =
∂Re

[
χ (N)

]
/∂N

∂Im
[
χ (N)

]
/∂N

= −
4 π
λ

∂nSC/∂N
∂g/∂N

, (1.12)

où χ représente la susceptibilité du milieu. Autrement dit, la variation de la partie réelle
de l’indice optique du semiconducteur avec l’inversion de population ∂nSC/∂N est propor-
tionnelle au gain différentiel ∂g/∂N et α est lié au coefficient de proportionnalité associé.
Dans un laser à semiconducteurs standard, α est significatif puisqu’il atteint typiquement
quelques unités. Il sera d’autant plus grand que le confinement des porteurs dans les puits
quantiques sera faible. En effet, les porteurs non confinés vont peupler le continuum des
barrières et réduire le gain différentiel donc augmenter α. Le facteur de Henry α a une
incidence directe sur la dynamique du laser et se traduit par l’élargissement en

(
1 + α2

)
de la raie Shawlow-Townes du laser. La section 2.2 en fera la démonstration. Ce facteur α
implique en fait un couplage entre la phase et l’amplitude du champ laserA (z, t).

Équations d’évolution effectives Dans la limite des faibles pertes dans la cavité, il de-
vient pertinent de négliger la dépendance en z de l’enveloppe lentement variable. En notant
τcav le temps de vie des photons dans la cavité, τ le temps de vie des porteurs dans les puits
quantiques et κ la constante du couplage de l’émission stimulée, les équations d’évolution
conjointe de l’amplitude lentement variable du champ intra-cavité A (t) et de l’inversion
de population N (t) s’écrivent :

dA (t)
dt

= −A (t) / (2 τcav) +
κ

2
(1 + iα) A (t) N (t) ,

dN (t)
dt

= −
N (t) − N0 (t)

2 τ
− κ N (t) |A (t)|2 .

(1.13)

Le terme N0 (t) représente l’inversion de population non saturée et donc N0 (t) /τ est le
terme résultant du pompage optique. Comme l’amplitude du champ est complexe, il est
commode de séparer son module et sa phase en suivant la définition :

A (t) =
√

F (t) exp (i φ (t)) , (1.14)
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où i représente l’unité imaginaire, F (t) le nombre de photons à l’intérieur de la cavité et
φ la phase instantanée du champ. En insérant cette définition à l’intérieur des équations
d’évolution (1.13) et en identifiant les parties réelles et imaginaires, nous aboutissons au
système couplé de trois équations différentielles suivant :

dF
dt

= −
F (t)
τcav

+ κ N (t) F (t) ,

dN
dt

=
1
τ

(N0 (t) − N (t)) − κ N (t) F (t) ,

dφ
dt

=
α

2
κ N (t) .

(1.15)

L’inversion de population modifie la phase du champ à travers le facteur de Henry. Elle
dépend à son tour de l’intensité du laser (proportionnelle au nombre de photons) par le
terme de saturation du gain. En fait, lorsque la cavité externe est suffisamment étendue
(longue de quelques cm) et d’assez haute finesse (de plusieurs centaines), la réponse du
laser est simplifiée, comme mis en évidence dans la référence [41].

Vers une dynamique de classe A Lorsque la durée de vie des porteurs dans la bande de
conduction devient considérablement plus faible que celle des photons dans la cavité alors
le comportement du laser n’est plus dicté que par un seul degré de liberté. La dynamique est
dite de classe A. Cela signifie que le milieu à gain suit sans délai les variations du champ.
Après élimination adiabatique, valide quand τ � τcav, de l’équation portant sur l’inversion
de population du système (1.15), la dynamique est résumée à l’équation différentielle non
linéaire suivante sur le nombre de photons :

dF
dt

=
F
τcav

(
−1 +

r
1 + F/Fsat

)
, (1.16)

en introduisant le nombre de photons à saturation Fsat = 1/(κ τ) et le taux de pompage
r = N0 · (τcav κ). On démontre alors que le comportement transitoire pour l’établissement
de l’intensité dans la cavité suit un régime apériodique, exempt d’oscillation de relaxation.
Cette différence avec les lasers à l’état solide usuels est essentielle. Elle confère aux VEC-
SELs un bruit d’intensité relatif (abrégé dans la suite par l’acronyme RIN 2) avantageux
car ne présentant aucun pic de relaxation. Considérons des fluctuations du nombre de pho-
tons δF induites par une modulation δr du taux de pompag via l’équation (1.16). Dans le
domaine de Fourier, tel que défini à l’annexe A, ces fluctuations sont notées δ̃F. La valeur
moyenne du nombre de photons est notée F0. Alors, le RIN est plus précisément défini
comme le rapport entre la densité spectrale de puissance des fluctuations sur la puissance

2. Pour relative intensity noise en anglais.
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moyenne au carré :

RIN ( f ) =

〈∣∣∣δ̃F ( f )
∣∣∣2〉

F2
0

, (1.17)

où 〈·〉 désigne la moyenne statistique d’ensemble. La référence [41] a démontré un com-
portement type filtre passe-bas pour la fonction de transfert entre le RIN de la pompe et le
RIN du VECSEL. La partie suivante nous permettra de généraliser ce résultat au fonction-
nement bifréquence. Ce transfert étant donné par une fonction monotone et décroissante,
on peut aisément trouver son maximum en travaillant à fréquence nulle. Travailler à fré-
quence nulle revient à examiner l’équation (1.16) en régime stationnaire, c’est-à-dire avec
un membre de gauche nul. Le nombre moyen de photons intra-cavité dans ce régime s’écrit
F0 = Fsat · (r − 1). Ainsi une fluctuation δr du taux de pompage donne une fluctuation pro-
portionnelle Fsat · δr du nombre de photons. On en déduit alors :

RIN ( f = 0) =

〈∣∣∣δ̃F ( f = 0)
∣∣∣2〉

F2
0

≡
1

F2
sat · (r − 1)2 ·

〈∣∣∣δ̃r ( f = 0)
∣∣∣2〉 · (δF0

δr

)2

. (1.18)

En multipliant haut et bas cette dernière expression par r2, nous faisons apparaître le RIN
de la pompe, noté RINp. Ainsi, nous pouvons ré-écrire :

RIN ( f = 0) =
r2

�
�F2
sat · (r − 1)2 ·

〈∣∣∣δ̃r ( f = 0)
∣∣∣2〉

r2 ·�
�F2
sat =

( r
r − 1

)2
· RINp ( f = 0) . (1.19)

En définitive, nous retrouvons directement le résultat de la référence [41] d’un transfert de
bruit de pompe majoré par un facteur r2/ (r − 1)2 qui dépend uniquement du taux de pom-
page r. Cette amplification du bruit est d’autant plus élevée que le point de fonctionnement
du laser se situe près du seuil et tend vers 1 à fort taux de pompage.

Une étude plus détaillée sera menée en fonctionnement bifréquence du laser mais intéressons-
nous auparavant à d’autres sources de bruit que les fluctuations de pompe.

2.2 Bruit intrinsèque d’émission spontanée

L’émission spontanée a lieu aléatoirement dans le milieu à gain et dans toutes les direc-
tions de l’espace. Il arrive donc qu’un photon de l’émission spontanée tombe dans le mode
laser. Le formalisme des forces de Langevin permet d’introduire la fluctuation stochas-
tique du champ complexe induite par l’émission spontanée. Cette fluctuation va se traduire
par l’élargissement prédit par Schawlow et Townes du mode, comme illustré à la Fig. 1.5.
Des quantités stochastiques ζF (t), ζN (t) et ζφ (t) sont donc ajoutées aux membres de droite
des équations du système (1.15). Le terme rajouté ζN (t) tient compte de la relaxation des
porteurs. Les forces de Langevin sont centrées, c’est-à-dire de moyenne nulle. Elles dé-
crivent des bruits blancs, c’est-à-dire indépendant de la fréquence d’analyse. Ces forces de
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Figure 1.5 – Illustration de l’élargissement Schawlow-Townes par la diffu-
sion aléatoire du champ causée par l’émission spontanée.

Langevin vérifient donc :

〈ζi (t)〉 = 0 et
〈
ζi (t) ζ j (t + τ)

〉
= 2 Di j δ (τ) . (1.20)

avec Di j des coefficients appelés coefficients de diffusion (en u2.s−1 où u représente l’unité
de la grandeur pour laquelle est introduite la force de Langevin). Remarquons que c’est par
emploi du théorème de Wiener-Khintchine-Kolmogorov (voir annexe A) qu’un bruit blanc
en fréquence se traduit par une fonction d’auto-corrélation en pic delta de dirac temporel-
lement.

Nous engageons une résolution perturbative au premier ordre, afin de séparer la partie
stationnaire des petites fluctuations engendrées :

F (t) = F0 + δF (t) ,
N (t) = Nth + δN (t) ,
φ (t) = φ0 + δφ (t) .

(1.21)

À l’ordre 0, apparaît immédiatement l’expression du nombre de photons dans la cavité F0

en fonction du taux de pompage r défini à partir de l’inversion de population non saturée
N0 et de l’inversion de population au seuil du laser Nth :

F0 = (r − 1) / (τκ) ,
r = N0/Nth ,

Nth = 1/ (τcav κ) .
(1.22)

À l’ordre 1 et dans le domaine de Fourier pour une pulsation d’analyse Ω, les équations
d’évolution du laser donnent le système suivant :(

i Ω (r − 1) /τ
1/τcav r/τ − i Ω

) (
δ̃F
δ̃N

)
= M

(
δ̃F
δ̃N

)
=

(
−ζ̃F

ζ̃N

)
, (1.23)
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avec
detM = Ω2 + i Ω r/τ − (r − 1) / (ττcav) . (1.24)

L’inversion du système (1.23), pour isoler les fluctuations du nombre de photons et de l’in-
version de population, s’obtient grâce à la transposée de la comatrice de M, notée >comM
selon : (

δ̃F
δ̃N

)
=
>comM

detM

(
−ζ̃F

ζ̃N

)
=

1
detM

(
iΩ − r/τ − (r − 1) /τ

1/τcav iΩ

) (
ζ̃F

ζ̃N

)
(1.25)

Le calcul de la variance donne accès aux quantités physiques associées aux fluctuations :
leur densité spectrale de puissance (DSP). D’une part, la DSP de bruit du nombre de pho-
tons vérifie :〈∣∣∣δ̃F (Ω)

∣∣∣2〉 =
1

|detM|2

((
Ω2 + r2/τ2

) 〈∣∣∣ζ̃F

∣∣∣2〉 + |(r − 1) /τ|2
〈∣∣∣ζ̃N

∣∣∣2〉
−2 Re

[
(iΩ − r/τ) (r − 1) /τ

〈
ζ̃F ζ̃N

∗〉])
. (1.26)

D’autre part, la DSP de bruit de l’inversion de population s’exprime comme :〈∣∣∣δ̃N (Ω)
∣∣∣2〉 =

1
|detM|2

(〈∣∣∣ζ̃F

∣∣∣2〉 /τ2
cav + Ω2

〈∣∣∣ζ̃N

∣∣∣2〉 + 2 Re
[
i Ω

〈
ζ̃N
∗
ζ̃F

〉
/τcav

])
. (1.27)

L’équation sur la phase donne pour la DSP de bruit de phase :〈∣∣∣δ̃φ (Ω)
∣∣∣2〉 =

1
Ω2

(〈∣∣∣ζ̃φ∣∣∣2〉 +
α2 κ2

4

〈∣∣∣δ̃N
∣∣∣2〉 + α κRe

[〈
ζ̃φ
∗
δ̃N

〉])
. (1.28)

Enfin, l’optique quantique nous apprend que le taux d’émission spontanée dans un mode
est égal au taux d’émission stimulée en présence d’un photon dans le mode laser. Nous
avons vu dans le paragraphe 1.1 que cette considération demeure raisonnable pour un laser
à semiconducteurs. Il est alors possible de trouver l’expression des coefficients de diffusion
Di j pour l’émission spontanée [31], que l’on résume dans la matrice suivante :

DFF DFN DFφ

DNF DNN DNφ

DφF DφN Dφφ

 =


F0/τcav −F0/τcav 0
−F0/τcav F0/τcav + Nth/τ 0

0 0 1/(4 F0 τcav)

 . (1.29)

L’équation (1.26) combinée avec l’expression des coefficients de diffusion (1.29) donne au
final une expression pour le RIN en fréquences positives associé au mécanisme de bruit
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d’émission spontanée :

RIN ( f ) = 4 π
〈∣∣∣δ̃F (2 π f )

∣∣∣2〉 /F2
0

=
8 π2 f 2 + 2 r/τ2

τcavF0

[(
4 π2 f 2 − (r − 1)/(τcav τ)

)2
+ 4 π2 f 2 r2/τ2

] . (1.30)

Notons d’une part que l’on a écrit DSP ( f ) = 2 π · DSP (2 π f ) et que, d’autre part, un
facteur 2 global est employé ici pour désigner la DSP s’étalant sur les fréquences positives
du spectre (celle que l’on mesure). L’ordre de grandeur de cette contribution au RIN se
situe vers −170 dB/Hz, ce qui est bien faible en comparaison de ce que l’on peut mesurer.
L’évaluation du bruit de grenaille dans le prochain paragraphe justifiera ce propos.

La DSP de bruit de phase (sur toute l’étendue du spectre) due à l’élargissement Schawlow-
Townes à partir des équations (1.27), (1.28) et des coefficients (1.29) s’écrit :

SST
φ ( f ) =

1
8 π2 f 2 F0 τcav

1 + α2
(r − 1)

(
r − 1 + 4 π2 f 2 r τ2

cav

)
(
r − 1 − 4 π2 f 2 τ τcav

)2
+ 4 π2 f 2 r2 τ2

cav

 . (1.31)

2.3 Bruit de grenaille à la détection

Lorsque l’on détecte le rayonnement d’un laser à l’aide d’une photodiode, la limite de dé-
tection, c’est-à-dire le plancher obtenu pour la mesure, est donné par le bruit de grenaille 3.
Le courant électrique délivré par une photodiode peut être considéré comme une superposi-
tion de courants impulsionnels indépendants les uns des autres et aléatoires dans le temps.
La distribution statistique du bruit de courant de photodétection généré par ce mécanisme
suit une loi de Poisson. La densité spectrale de puissance, pour des fréquences positives,
du bruit de grenaille de photocourant est proportionnelle à sa valeur moyenne

〈
Iph

〉
:

SShot ( f ) = 2 e
〈
Iph

〉
, (1.32)

où e = 1.6 × 10−19 C représente la charge élémentaire de l’électron. Nous remarquons que
ce bruit est un bruit blanc, indépendant de la fréquence de Fourier d’analyse. Il varie selon
l’intensité lumineuse en incidence de la photodiode. Typiquement, pour un photodétecteur
ayant une réponse de 0.7 A/W à la longueur d’onde de travail, le bruit d’intensité relatif en-
gendré par le bruit de grenaille sous une puissance lumineuse de 15 mW vaut -150 dB/Hz.

3. Shot noise en anglais.
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2.4 Autres sources de bruit

Parmi les sources de bruit que nous n’avons pas encore citées, il y a les bruits techniques
pouvant provenir des vibrations mécaniques du banc optique ou encore de l’électronique.
Généralement, ces composantes spectrales se situent aux basses fréquences (sous le kHz)
et se traduisent par des pics (pic de bruit à 50 Hz par exemple). Un bruit de tension élec-
tronique en 1/ f est fréquemment observé. Ce bruit est appelé bruit de scintillation. Notons
que des bruits d’origine thermique contribuent généralement aux fluctuations observées
aux basses fréquences et nous reviendrons amplement sur les mécanismes sous-jacents
(chapitre 6).

En fait, l’agitation thermique a également une incidence sur la photodétection. En effet,
la résistance de charge Rph de la photodiode se voit traversée d’un courant fluctuant au
gré de l’agitation thermique de façon proportionnelle à la température T et indépendam-
ment de la valeur de ce photocourant. La DSP de bruit de courant de ce bruit appelé bruit
Johnson-Nyquist vaut 4 kB T/Rph. À la température ambiante, cette DSP atteint typique-
ment 300 pA2.Hz−1 pour Rph = 50 Ω. Pour un photocourant de 10 mA (valeur typique pour
un éclairement de 15 mW), cela représente un bruit relatif de -175 dB/Hz. Pour 1 mA de
photocourant, le bruit relatif Johnson-Nyquist est de -155 dB/Hz. On peut estimer que c’est
seulement pour un faible photocourant de 0.2 mA, soit environ 0.3 mW optique, que le bruit
relatif Johnson-Nyquist devient comparable à un RIN d’ordre de grandeur -140 dB/Hz.
Dans la pratique, l’éclairement de la photodiode est toujours au moins de 1 mW, ce qui
rend la contribution Johnson-Nyquist négligeable.

La dynamique de classe A du VECSEL lui donne des propriétés de bruit avantageuses. Un
aspect supplémentaire, indispensable aux applications que l’on envisage, doit faire l’objet
d’un examen détaillé : l’émission laser bifréquence et l’extension du modèle de la dyna-
mique associée.

3 VECSELs bifréquences et transfert de bruit de la pompe

Cette partie dresse le cadre expérimental et théorique d’obtention et de caractérisation d’un
rayonnement laser bifréquence à l’aide d’un VECSEL. Nous faisons l’état des lieux concer-
nant la compréhension et la modélisation de la dynamique de ces lasers bifréquences. Nous
résumons ensuite la description du transfert du bruit d’intensité de la pompe aux fluctua-
tions d’intensité et de la phase du battement entre les deux modes lasers produits.
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3.1 Fonctionnement bifréquence et équations d’évolution couplées

Description du laser

Le schéma du VECSEL bifréquence émettant à la longueur d’onde télécoms λ ' 1.5 µm est
affiché à la Fig. 1.6. Ce laser est constitué d’un 1/2-VCSEL inséré à l’intérieur d’une cavité
linéaire de grande finesse. Comme évoqué plus haut, le 1/2-VCSEL forme une moitié de
la cavité laser car il repose sur un miroir de Bragg constitué, comme on peut le voir dans le
cadre vert qui en présente la structure, de 17 alternances de couches quart d’onde en GaAs
et de couches du composé ternaire Al97%Ga3%As.
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Figure 1.6 – Schéma de l’architecture du VECSEL et de sa structure semi-
conductrice permettant l’émission bifréquence vers 1.5 µm. YVO4 : cristal
biréfringent. Ellipse rouge : tache de pompe. Cercles rouge claire : régions
de pompe de chaque mode. Couche AR : couche anti-réflexion.

Cette structure mince, élaborée par l’équipe de S. Bouchoule au LPN d’abord puis au
C2N, est celle qui a été utilisée par S. De lors de ses travaux de thèse (2012-2015) au
laboratoire Aimé Cotton [42]. Pour éviter les effets dus au dichroïsme de gain discuté au
paragraphe 1.1, les axes principaux de la structure sont orientés à 45◦ des axes (x, y) de la
figure. Cette hétéro-structure se compose d’une part d’un milieu actif de 4 λ d’épaisseur
basée sur des barrières en phosphure d’indium (InP) accompagnées de 8 puits quantiques
en InGaAlAs. Ces puits quantiques sont disposés au niveau de trois ventres distincts de
l’onde stationnaire formée par la lumière dans la structure : 4 puits à la première position
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puis 2 paires aux deux autres. D’autre part, le miroir de Bragg est intégré aux couches
actives par reprise de croissance métamorphique puis complété par une couche mince d’or
permettant d’atteindre une réflectivité supérieure à 99.9 % à 1.55 µm. La croissance des
couches du miroir de Bragg est réalisée par épitaxie par jets moléculaires 4. Le tout repose
sur un substrat épais en diamant poly-cristallin obtenu par dépôt chimique en phase va-
peur 5. Enfin, une couche anti-réflexion quart d’onde déposée à la surface du 1/2-VCSEL
referme la structure. À la longueur d’onde la pompe (autour de 1 µm), cette couche produit
environ 25 % de réflexion.

Le 1/2-VCSEL est disposé sur un module à effet Peltier dont on régule la température à
la température de la pièce, soit environ 20◦C. Une simple graisse thermique fait le lien
par capillarité entre la structure mince et la surface du Peltier. Un métal bon conducteur
thermique (ou idéalement une ailette de refroidissement) permet l’évacuation de la chaleur
sous le Peltier. La position de cette structure peut être finement réglée grâce à une platine de
translation à 3 degrés de liberté. C’est un miroir concave de rayon de courbure 5 cm qui joue
le rôle de coupleur de sortie pour notre cavité linéaire ainsi formée. Ce miroir possède une
réflectivité de 99.4% à 1.55 µm. La longueur optique totale Lopt parcourue lors d’un aller
du champ laser dans la cavité se compose de la longueur optique nSC LSC dans la micro-
cavité du 1/2-VCSEL ainsi que de la longueur parcourue LCAV dans la cavité étendue.
Alors que LSC est de l’ordre de 5 µm, la longueur de la cavité étendue vaut typiquement
49 mm. Une platine de translation permet d’ajuster la position du miroir de sortie placé sur
une monture à butées micrométriques pour un alignement fin. L’intervalle spectral libre
ISL = c0/(2 Lopt) de la cavité linéaire vaut typiquement 3 GHz. En estimant à 2% 6 les
pertes dans la cavité, l’expression (1.9) nous donne alors un temps de vie des photons dans
la cavité de l’ordre de τcav ' 12 ns.

Une diode laser à 976 nm réalise le pompage optique du 1/2-VCSEL sous une incidence
d’environ 40◦. Cet angle est choisi de façon à obtenir un gain maximum. La sortie de la
diode laser est fibrée avec une fibre optique multimode de diamètre de cœur 105 µm et
d’ouverture numérique 0.22. Un dispositif optique en espace libre, constitué d’une lentille
de collimation disposée en sortie de fibre puis d’une lentille de focalisation, permet d’ima-
ger la pompe sur la structure. Le diamètre de la tache lumineuse à la surface de la structure
est de l’ordre de grandeur de la centaine de µm.

À l’intérieur de la cavité laser, nous disposons un cristal biréfringent de vanadate d’yttrium
YVO4 uniaxe positif, coupé à 45◦ de son axe optique et muni d’un traitement anti-réflexion.
Ce cristal induit une séparation transverse par double réfraction entre l’onde ordinaire, qui
voit un indice no et l’onde extra-ordinaire, qui voit un indice ne, permettant l’oscillation
laser de deux polarisations orthogonales au sein de la même cavité. Notons que la diffé-
rence de chemin optique parcouru dans la cavité pour les deux modes s’accompagne d’une
différence de marche. Les régions de pompe pour les deux modes lasers, polarisés suivant

4. Noté MBE en anglais pour molecular beam epitaxy.
5. Noté CVD en anglais pour chemical vapor deposition.
6. Cette valeur correspond au gain typique par tour de cavité mesuré dans la référence [17].
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(Ox) et (Oy), sont séparées spatialement sous l’effet de la double réfraction du cristal. On
note d la distance centre à centre de ces régions qui se superposent partiellement comme
indiqué par la zone hachurée sur la figure. La distance d est directement liée à l’épaisseur
du cristal biréfringent eYVO4 :

d = eYVO4 × tan
[
π/4 − arctan

(
n2

o/n
2
e

)]
. (1.33)

Avec un cristal de 1 mm d’épaisseur, nous atteignons une distance entre les modes de
100 µm (en prenant ne = 2.181 et no = 1.970). C’est, par contre, la géométrie de la ca-
vité qui impose la taille des modes sur la structure. Les rayons des modes sur la zone active
varient typiquement de 25 µm à 100 µm. En pratique, la taille de la tache de pompe est
ajustée de façon à alimenter convenablement les deux régions de pompe des deux modes.

1567.0 1567.5 1568.0 1568.5
-20

-10

0

10

20

Pu
is

sa
nc

e 
(d

B
m

)

Longueur d'onde (nm)

Figure 1.7 – Émission bifréquence à la longueur d’onde télécom observée à
l’analyseur de spectre optique. La résolution est de 0.01 nm.

Afin de sélectionner seulement un seul mode longitudinal robuste pour chaque polarisation,
un étalon (lame de verre ou de YAG d’environ 100−150 µm d’épaisseur) est inséré dans la
cavité. La mesure du spectre optique typiquement obtenu en sortie du VECSEL est donné à
la Fig. 1.7. Cette figure atteste de l’émission bichromatique du VECSEL vers λ = 1568 nm.
On observe bien deux composantes spectrales séparées d’environ ∆λ = 0.05 nm. En notant
c0 la célérité de la lumière, le battement correspondant entre les deux modes est alors à
la fréquence fRF = c0 · ∆λ/λ

2 ' 6 GHz. En généralisant les notations adoptées pour le
VECSEL monomode de la section 2, les champs électriques associés aux ondes ordinaires
et extra-ordinaires polarisées suivant x et y, respectivement, s’expriment comme : Ex (z, t) =

√
Fx ei φx · E0 exp [−i (ωx t − kx z)] + c.c. ,

Ey (z, t) =
√

Fy ei φy · E0 exp
[
−i

(
ωy t − ky z

)]
+ c.c. .

(1.34)

En plaçant en sortie du VECSEL bifréquence un polariseur à 45◦ des axes x et y, comme
illustré à la Fig. 1.1, puis une photodiode rapide, la composante AC de la mesure obtenue
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vérifie :
IRF (t) = A (t) cos (2 π fRF t + φRF) , (1.35)

où A (t) correspond à l’amplitude du signal RF et fRF =
∣∣∣ωx − ωy

∣∣∣ /2 π à la fréquence du
battement. En effet, le terme en (ωx+ωy)/2 π obtenu également dans l’intensité en sommant
les composantes oscille trop rapidement à l’échelle du temps de réponse de la photodiode
pour être mesuré. Ce signal RF est, d’une part, observé à l’aide d’un analyseur de spectre
électrique (Fig. 1.8(a)) et, d’autre part, un interféromètre de Fabry Perot nous assure conti-
nûment de la coexistence des deux modes (Fig. 1.8(b)) tout en nous informant des éventuels
sauts de mode. Dans ces mesures, le battement RF est situé autour de 2 GHz. Ce signal
RF transporté optiquement présente un excellent rapport signal sur bruit. Les bandes laté-
rales caractérisant ses fluctuations passent sous le plancher de mesures (en cyan) lorsqu’on
s’éloigne de 5 à 10 MHz de la porteuse.
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Figure 1.8 – (Adapté de S. De [42]) – Fonctionnement bifréquence du laser
à la longueur d’onde télécoms avec la mesure (en bleu) du battement RF à
l’analyseur de spectre (a) et le balayage Fabry Perot (b) assurant l’existence
de deux modes (en rouge). (a) La bande passante de résolution est de 3 kHz,
la bande passante vidéo de 3 kHz également et la courbe en cyan représente
le plancher de mesures. (b) Le balayage du Fabry Perot (rampe en bleu)
correspond à un intervalle spectral libre de 10 GHz.

Nous nous intéressons tout particulièrement aux propriétés de bruit de ce signal RF qui sont
cruciales pour les applications (voir chapitre 2). Les bandes latérales de bruit sont associées
soit à des fluctuations de l’amplitude du signal RF, soit à des fluctuations de sa phase que
l’on sait faibles devant leur valeur moyenne :{

A (t) = A0 + δA (t) ,
φRF = φRF + δφRF (t) .

(1.36)
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En prenant l’origine des temps de façon à ce que φRF = 0, l’intensité (1.35) fournie par la
photodiode rapide se réécrit :

IRF (t) ' A0

[
cos (2 π fRF t) +

δA (t)
A0

cos (2 π fRF t) − δφRF (t) sin (2 π fRF t)
]
. (1.37)

En définitive, les bruits d’intensité relatifs des composantes x et y et le bruit de phase du bat-
tement RF engendrent des fluctuations sur les deux quadratures du signal RF optique. Ce-
pendant, la compréhension de la dynamique de fonctionnement du VECSEL bifréquence
constitue un point de départ préalable à l’étude détaillée des fluctuations.

Modélisation de la dynamique

Les équations d’évolution (équations (1.15)) décrivent l’interaction entre l’inversion de po-
pulation et le nombre de photons du laser. La généralisation de ces équations, qui régissent
la dynamique du laser, aux deux polarisations croisées émises par le VECSEL bifréquence
nécessite la prise en compte de leur couplage. Ce couplage provient de la compétition
pour le gain des deux modes dans le milieu actif. En se basant sur la référence [38], nous
introduisons phénoménologiquement un terme qui décrit la saturation du réservoir de por-
teurs de charge de l’inversion de population associée à un mode laser par les photons de
l’autre mode laser. Cet effet s’ajoute à la saturation propre de chaque mode. Afin d’en
tenir compte, nous introduisons les fractions (positives) entre coefficient de saturation croi-
sée et coefficient d’auto-saturation ξxy et ξyx permettant l’écriture du système d’équations
couplées entre les nombres de photons des deux modes Fx et Fy du laser ainsi que les
inversions de population de chaque mode Nx et Ny :

dFi

dt
= −

Fi (t)
τi

+ κ Ni (t) Fi (t) ,

dNi

dt
=

1
τ

(N0i − Ni (t)) − κ Ni (t)
(
Fi (t) + ξi j F j (t)

)
,

dφi

dt
=

α

2
κ Ni (t) ,

(1.38)

avec i ∈ {x, y} et i , j. Dans ces équations d’évolution couplées, φx et φy représentent les
phases des deux composantes du champ laser, N0x/τ et N0y/τ les termes de pompage dans
chaque région de pompe et enfin τx et τy les durées de vie des photons de chaque mode au
sein de la cavité laser.

On note maintenant, avec i ∈ {x, y}, ri = N0i/Ni,th le taux de pompage du mode i avec Ni,th =

1/ (κ τi) l’inversion de population au seuil. Étant donné que la durée de vie des porteurs
dans la bande de conduction (τ ' 1 ns) est assez faible devant la durée de vie des photons
dans la cavité (τx,y de l’ordre de plusieurs dizaines de ns), une élimination adiabatique de la
deuxième ligne du système d’équations (1.38) peut être réalisée. La dynamique des photons
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du laser bifréquence se résume alors aux équations de classe A suivantes, avec i ∈ {x, y} et
i , j :

dFi

dt
=

Fi

τi

−1 +
ri

1 +
(
Fi + ξi j F j

)
/Fsat

 , (1.39)

avec le nombre de photons à saturation Fsat = 1/ (τ κ). Rappelons que, comme mentionné à
la partie 2.1 de la section 2, une dynamique de classe A suppose une réponse immédiate du
milieu actif, ce qui est synonyme de bonnes propriétés de bruits et d’absence d’oscillations
de relaxation.
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Figure 1.9 – Analyse graphique de la stabilité de l’oscillation laser à deux
modes. Les points O, A, B et C correspondent à des solutions stationnaires
communes à Fx (en cyan) et Fy (en vert) en présence d’une dynamique
de classe-A (1.39) couplant les modes x et y. Les points de fonctionnement
stables sont indiqués par des points bleus et instables par des étoiles rouges.
(a) Le mode x domine et empêche l’oscillation du mode y par sa saturation
croisée. (b) Oscillation bifréquence. (c) Comportement bistable.

L’analyse de la stabilité des solutions est illustrée à la Fig. 1.9. Les solutions stationnaires
des équations de classe-A (1.39), concernant les deux modes couplés par la saturation croi-
sée, sont tracées dans un diagramme (Fx/Fsat, Fy/Fsat). Lorsqu’un mode voit un gain élevé
par rapport au second et sature fortement son gain, alors il l’empêche d’atteindre son seuil.
Ainsi, dans la situation (a), seul le mode le plus fort survit. Dans la situation (b), avec
des gains à peu près équilibrés pour les deux modes, un couplage faible entre ces derniers
est requis pour leur oscillation simultanée. L’analyse de la stabilité montre en effet que
l’auto-saturation d’un mode doit l’emporter sur la saturation croisée pour obtenir un fonc-
tionnement bifréquence. Ce fonctionnement induit une condition nécessaire sur ce que l’on
nommera la constante de couplage non-linéaire C :

C = ξxy · ξyx < 1 . (1.40)

Lorsque, au contraire, la constante de couplage non linéaire C excède 1, le coefficient de
saturation croisée est plus important que l’auto-saturation et alors le système est bistable.
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C’est la situation de la Fig. 1.9(c) qui permet bien l’oscillation de deux modes mais pas
simultanément.

Le recouvrement partiel des deux modes dans le 1/2-VCSEL est responsable de la compé-
tition des modes pour le gain et donc de leur saturation croisée. La référence [43] a montré
qu’il est alors possible d’exprimer cette constante de couplage non linéaire C en fonction
de la distance d entre les centres des régions de pompe des deux modes sur la structure :

C = C0

∫
R2 dx dy Fx (x, y) Fy (x − d, y)√∫

R2 dx dy F2
x (x, y)

∫
R2 dx dy F2

y (x − d, y)
= C0 exp

(
−d2/w2

0

)
, (1.41)

avec C0 ' 0.8 la saturation pour un recouvrement total et w0 le rayon des modes laser
sur la structure. Notons que les modes soutenus dans cette cavité plan concave donnent en
bonne approximation des profils Fi (x, y) (i ∈ {x, y}) gaussiens. L’équation (1.41) permet
d’affirmer que lorsque la séparation d dépasse w0, la constante de couplage C décroît très
rapidement.

3.2 Fluctuations d’intensité transférées de la pompe

Les fluctuations d’intensité et de phase du battement du VECSEL bifréquence proviennent
en grande partie des fluctuations de puissance de la diode laser de pompe, qui se traduisent
par une fluctuation du nombre de porteurs associés aux inversions de population non satu-
rées du milieu actif de sorte que, dans une approche perturbative :{

N0x (t) = N0x + δN0x (t) ,
N0y (t) = N0y + δN0y (t) .

(1.42)

Tout d’abord, les équations d’évolution couplées du laser bifréquence (1.38) (ou encore les
équations (1.39) de la dynamique de classe A) donnent, au premier ordre, le nombre moyen
de photons et les inversions de population non saturées en régime stationnaire :

F0i = Fsat
(ri − 1) − ξi j (r j − 1)

1 −C
, (1.43)

N0i =
ri

κτi
, (1.44)

pour i, j ∈ {x, y}, i , j.

Avant de s’intéresser à la propagation au premier ordre des fluctuations de la pompe au
laser, nous revenons sur les caractéristiques de ce bruit de pompe.
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Figure 1.10 – Spectre typique de bruit d’intensité relatif d’une diode laser
à 673 nm. Ce laser servira de pompe pour le VECSEL à 852 nm. Courbe
bleue : mesures. Courbe grise : plancher de mesures.

Bruit de pompe et corrélations

La description du bruit de pompe commence par la mesure de son spectre de bruit d’in-
tensité relatif RINp ( f ). Pour les deux modes lasers, les fluctuations relatives de pompage
peuvent être reliées à celles de l’inversion de population non saturée :

RINp ( f ) =

〈∣∣∣δ̃N0x ( f )
∣∣∣2〉 /N2

0x =

〈∣∣∣δ̃N0y ( f )
∣∣∣2〉 /N2

0y . (1.45)

Cette façon de relier les fluctuations de la pompe aux inversions de population non saturées
pour chaque mode n’est valide que pour des échelles de temps inférieures au temps de
relaxation des électrons, ce qui signifie en dessous de la centaine de MHz. Les fréquences
maximales des spectres expérimentaux présentés par la suite s’arrêteront donc typiquement
à 20 MHz, où l’hypothèse demeure valide.

Le spectre de RIN affiché à la Fig. 1.10 atteste de l’allure globalement plate sur la bande
passante 10 kHz-20 MHz et de faible niveau que l’on obtient avec nos diodes lasers de
pompe fibrées multimodes. La diode laser précisément utilisée pour cette mesure a une
longueur d’onde centrale de 673 nm et elle servira au chapitre 3 pour l’inversion de popu-
lation du VECSEL à 852 nm. À 976 nm, pour le VECSEL à la longueur d’onde télécom,
le spectre de bruit d’intensité est tout à fait similaire bien que d’un niveau global encore
plus bas [42]. En conséquence de l’allure constatée du bruit de pompe, nous le modélise-
rons comme un bruit blanc RINp = Cte. En moyennant sur tout le spectre de la Fig. 1.10,
nous obtenons RINp = −133 dB.Hz−1. Pour notre diode laser fibrée multimode à 976 nm,
le niveau de RIN moyen est seulement de −145 dB.Hz−1.

La tache du laser de pompe sur la structure présente de fortes tavelures caractéristiques
d’une distribution de l’intensité aléatoire spatialement sur le plan transverse de la surface.
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Nous désignerons ces tavelures sous le nom anglophone de grains de speckle. Ces grains
de speckle proviennent du caractère multimode de la pompe dont la fibre d’ouverture nu-
mérique NA = 0.22 et de diamètre D = 105 µm laisse propager un nombre conséquent de
modes spatiaux. En effet, ce nombre de modes spatiaux à λp = 976 nm se propageant dans
la fibre à saut d’indice vaut typiquement Nmax = V2/2 ' 2700 où V = NA · π D/λp. À
la longueur d’onde de 673 nm, le nombre de modes spatiaux se propageant dans la fibre
augmente significativement (environ 5800) puisque Nmax est inversement proportionnel au
carré de la longueur d’onde. Or les régions de pompe alimentant les modes x et y du laser
bifréquence interceptent des grains de speckle différents, excepté dans la zone de recouvre-
ment partiel. Il s’ensuit que les corrélations des bruits d’intensité de pompe entre les deux
modes n’est pas de 100%. On définit donc le spectre des corrélations des bruits d’intensité
de pompe de la manière suivante :〈

δ̃N0x ( f ) δ̃N0y
∗

( f )
〉

= η ( f ) RINp ( f ) N0x N0y ei Ψ( f ) , (1.46)

où η ( f ) représente l’amplitude du spectre des corrélations de pompe et Ψ ( f ) sa phase.

Oscilloscope

Diode laser

Détection amplifiée

Iris

Iris ix (t) = i0x + δix (t)

iy (t) = i0y + δiy (t)

d

Figure 1.11 – Schéma de principe du dispositif utilisé pour la mesure du bruit
d’intensité relatif des pompes et des corrélations entre les bruits d’intensité
de pompe. Les iris employés jouent le rôle des régions de pompe des modes
sur la structure du VECSEL. Ils sont montés sur une platine de translation
linéaire qui permet de contrôler la distance d séparant les centres des régions
de pompe.

Le dispositif de la Fig. 1.11 permet la mesure du spectre des corrélations entre les bruits
d’intensité de pompe. Après une division d’amplitude du faisceau de pompe, un iris per-
met d’imiter la zone délimitée par la région de pompe des modes sur la structure du 1/2-
VCSEL. Le diamètre des deux iris utilisés est de 100 µm. L’ajustement de la distance d de
séparation centre à centre des iris joue alors le rôle de la séparation spatiale due à la double
réfraction du cristal de YVO4 de notre laser bifréquence. L’acquisition temporelle de l’in-
tensité de pompe i0 j ( j = {x, y}) et de ses fluctuations δi j (t) permet d’établir le spectre des
corrélations après le calcul numérique des transformées de Fourier.

Les spectres de l’amplitude ainsi que de la phase des corrélations des bruits d’intensité de
pompe sont présentés sur la Fig. 1.12 pour différentes valeurs de la séparation d centre à
centre des régions de pompe simulées par notre dispositif. Il s’avère que les spectres des
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Figure 1.12 – Spectres des corrélations des bruits d’intensité de pompe pour
différentes valeurs de la séparation d avec des iris de 100 µm de diamètre
(Fig. 1.11). (a) Amplitude η ( f ) et (b) phase Ψ ( f ) des corrélations de pompe
définis à l’équation (1.46). La diode laser utilisée fonctionne à 673 nm.

amplitudes (en (a)) et phases (en (b)) des corrélations mesurées entre les bruits d’inten-
sité sont indépendants de la fréquence sur la plage 10 kHz-20 MHz. On en déduit qu’en
bonne approximation, on peut adopter pour la modélisation η ( f ) = Cte et Ψ ( f ) = Cte.
La Fig. 1.12(a) montre que l’amplitude des corrélations de pompe est de 100% lorsque les
régions de pompe imitées se superposent totalement (d = 0). En effet, les grains de speckle
à l’intérieur des deux régions sont alors rigoureusement les mêmes. En revanche, lorsque
le séparation d entre les régions de pompe augmente, l’amplitude η des corrélations de
pompe commence par diminuer : les grains de speckle interceptés conjointement par les
deux régions sont de moins en moins nombreux et de nouveaux grains de speckle indé-
pendants entrent dans chacune des régions de pompe. La diminution aboutit à une valeur
minimum de η proche de 0 pour une séparation d = 100 µm de l’ordre de grandeur du
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diamètre de l’iris. Nous observons à la Fig. 1.12(b) que les spectres des corrélations de
pompe sont en phase (Ψ = 0) jusqu’à cette séparation de d = 100 µm. Le nombre de grains
de speckle conjointement présents dans les deux régions de pompe a alors très fortement
diminué. Cette première partie où la séparation spatiale entre les régions reste inférieure à
leur diamètre typique est celle qui est rencontrée expérimentalement. Au-delà de la valeur
d = 100 µm, nous observons à la Fig. 1.12(a) d’abord une faible augmentation de η puis,
à nouveau, une diminution lorsque l’on continue d’augmenter la séparation. Cependant,
cette fois les corrélations sont en opposition de phase avec Ψ = ±π, comme en atteste la
Fig. 1.12(b). Le reste de la figure d’interférences du speckle encore présent dans la zone
commune aux deux régions ne présente plus qu’une répartition irrégulière de peu de taches
brillantes et de taches sombres rapidement fluctuantes. Lorsqu’on éloigne encore les ré-
gions l’une de l’autre en augmentant d, une tache brillante supplémentaire va finir par se
retrouver dans une seule des régions et une sombre dans l’autre. C’est cette situation qui
induit l’élévation des corrélations d’intensité de pompe en opposition de phase.

Maintenant que nous avons caractérisé les fluctuations de la pompe et des corrélations
entre les deux régions du fonctionnement bifréquence, voyons comment elles influent sur
les propriétés de bruit du laser.

Fonction de transfert de bruit d’intensité

La suite de la linéarisation des équations d’évolution couplées du laser bifréquence (1.38)
conduit à propager au premier ordre les fluctuations de la pompe à une fluctuation du
nombre de photons δFx et δFy. Ceci conduit à l’établissement du système d’équations
suivant dans le domaine de Fourier :(

δ̃Fx ( f )
δ̃Fy ( f )

)
=

(
Mxx ( f ) Mxy ( f )
Myx ( f ) Myy ( f )

) (
δ̃N0x ( f )
δ̃N0y ( f )

)
, (1.47)

avec

Mxx ( f ) =
1

∆ ( f ) τ

[
1
τy
− 2 i π f

ry/τ − 2 i π f
κ Fy0

]
, (1.48)

Mxy ( f ) = −
ξxy

τ τx ∆ ( f )
, (1.49)

et des expressions analogues pour Myy et Myx. Le facteur ∆ que l’on retrouve au dénomi-
nateur est défini comme :

∆ ( f ) =

[
1
τx
− 2 i π f

rx/τ − 2 i π f
κ Fx0

]
×

[
1
τy
− 2 i π f

ry/τ − 2 i π f
κ Fy0

]
−

C
τx τy

. (1.50)
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À partir des éléments de la matrice de transfert du bruit de la pompe de l’expression (1.47)
et de la définition (1.46) des corrélations de bruit de pompe, nous aboutissons à l’expression
du bruit d’intensité du mode dans la polarisation i = {x, y} créé par le bruit de pompe :

RINi ( f ) =

〈∣∣∣δ̃Fi ( f )
∣∣∣2〉 /F2

0i

=

 |Mii|
2 r2

i

τ2
i

+

∣∣∣Mi j

∣∣∣2 r2
j

τ2
j

+ η
ri r j

τi τ j

(
Mii M∗

i j + M∗
ii Mi j

) RINp ( f )
κ2 F2

0i

, (1.51)

avec j , i. On peut déduire d’autre part l’expression de la densité spectrale de puissance
des fluctuations de l’inversion de population :〈∣∣∣δ̃Ni ( f )

∣∣∣2〉 = 4 π2 f 2 RINi ( f ) /κ2 , (1.52)

par linéarisation de la première équation du système (1.38).
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Figure 1.13 – (Adapté de S. De [42]) – Spectres expérimentaux (a) et théo-
riques (b) de bruit d’intensité relatif du VECSEL bifréquence. La longueur
d’onde centrale du laser est de 1.57 µm. Les paramètres de modélisation sont
τ = 1 ns, Ψ = 0, τx = 9.9 ns, τy = 10.4 ns, rx = 1.15, ry = 1.2, C = 0.12,
RINp = −145 dB/Hz et η = 0.2.

Au cours de ses travaux de thèse S. De a réalisé la mesure et la modélisation du bruit d’in-
tensité d’un VECSEL bifréquence émettant à la longueur d’onde télécom pour plusieurs
niveaux de compétition entre les modes. La figure 1.13 reproduit les spectres expérimen-
taux (en (a)) et modélisés à partir de l’expression (1.51) (en (b)) du bruit d’intensité relatif
en sortie de ce VECSEL sur la polarisation x (en bleu) et la polarisation y (en orange).
Le cas présenté correspond à une situation où la saturation croisée est faible, il y a peu
de recouvrement des régions de pompe et, par conséquent, la constante de couplage non
linéaire C est faible (C = 0.12). Le faible recouvrement est aussi synonyme de peu de
grains de speckle en commun et donc d’une faible amplitude des corrélations de bruits
d’intensité de pompe (η = 0.2). Nous observons un excellent accord entre les spectres mo-
délisés et les spectres mesurés. Bien que partageant la même cavité laser, les deux modes
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ne subissent ni les mêmes pertes ni le même gain et ont un parcours différent du fait de la
double réfraction. Il en résulte que les durées de vie des photons dans la cavité τx et τy sont
différentes. Leur ordre de grandeur est de 10 ns, ce qui est très proche des 12 ns calculées
avec 2% de pertes que l’on a estimées à la partie 3.1. De même, les taux de pompage des
deux modes sont légèrement déséquilibrés rx , ry. Les spectres de bruit d’intensité ont
l’allure de filtres passe-bas avec une fréquence de coupure inversement proportionnelle à
la durée de vie des photons dans la cavité. On observe bien des fréquences de coupure un
peu différentes sur les deux spectres. Le transfert du bruit d’intensité de la pompe ajoute
20 dB au mode qui possède le meilleur taux de pompage et 25 dB au plus faible. Après le
filtrage du bruit réalisé par la cavité sur une bande passante typique de l’ordre du MHz, on
note une décroissance en -20 dB/décade.

Nous avons désormais les outils de description du transfert de bruit de la pompe au bruit
d’intensité du VECSEL bifréquence. Le spectre de bruit d’intensité que l’on obtient est
caractéristique d’un laser dont la dynamique est de classe A. Contrairement à un laser de
classe B, aucune oscillation de relaxation ne vient dégrader le faible niveau de bruit d’in-
tensité mesuré. Comment le bruit de pompe va-t-il affecter le bruit de phase du battement
et potentiellement dégrader la pureté spectrale du laser ?

3.3 Bruit de phase du battement

Le bruit d’intensité du laser de pompe se propage de deux façons possibles à la phase du
battement RF. Nous allons successivement détailler les conséquences sur le bruit de phase
du couplage amplitude / phase puis des processus thermo-optiques causées par la pompe.

Couplage amplitude / phase

Comme nous l’avons développé dans la section 2.1, un facteur de Henry α élevé décrit
un important couplage entre l’amplitude et la phase des champs électriques des lasers à
semiconducteurs. Nous venons de voir que le bruit de pompe était transféré au VECSEL
et aboutissait au bruit d’intensité de l’équation 1.51. Le couplage amplitude / phase va
induire, à son tour, un bruit de phase à partir de ce bruit d’intensité sur chacune des pola-
risations du VECSEL bifréquence. Les fluctuations de phase δφH tributaires de ce facteur
de Henry participent au bruit de la phase φRF du battement RF entre les modes x et y selon
l’expression :

d
dt
δφH (t) =

α κ

2

(
δNx (t) − δNy (t)

)
. (1.53)

Dans le domaine de Fourier, la linéarisation précédente permet de ré-écrire la contribu-
tion du facteur de Henry au bruit de la phase RF en fonction des fluctuations relatives de
l’intensité :

δ̃φH ( f ) =
α

2

 δ̃Fx ( f )
F0x

−
δ̃Fy ( f )

F0y

 . (1.54)
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Fluctuations thermiques de pompage

Le deuxième mécanisme responsable des fluctuations de la phase du battement sous l’effet
des fluctuations de la puissance de pompe est de nature thermique. En effet, au cours de
sa propagation dans le 1/2-VCSEL, la pompe optique crée un échauffement significatif
dont les variations s’associent à des variations de l’indice de réfraction nSC. Ces variations
thermiques de l’indice optique engendrent des variations de la longueur optique nSC · LSC

de la micro-cavité de la structure. Le modèle que nous allons exploiter est issu des travaux
des références [44, 45]. On note ωl la pulsation du champ laser associée aux composantes
de longueur d’onde centrale λ = 1568 nm de notre VECSEL bifréquence. Puisque l’ISL
et donc ωl sont inversement proportionnels à la longueur optique de la cavité laser, une
variation δLopt donne la variation suivante :

δωT (t) = −ωl
δLopt (t)

Lopt
. (1.55)

L’origine de cette variation est une variation de température δT sur l’ensemble du volume
du mode laser dans la cavité, ce qui conduit à réécrire :

δωT (t) = −ωl ΓT δT (t) avec ΓT =
LSC

Lopt

dnSC

dT
. (1.56)

Les fluctuations de puissance Pp,i · δN0i/N0i sur chaque polarisation, avec Pp,i la puissance
de la pompe alimentant le mode i = {x, y}, sont la source des fluctuations thermiques dans
la structure. En notant RT la résistance thermique moyenne de la structure (en K.W−1), le
transfert des fluctuations de puissance de pompe en fluctuations de température au sein
du 1/2-VCSEL est modélisé dans les références [44, 45] par une fonction de type filtre
passe-bas du premier ordre :

H ( f ) =
RT

1 + 2 i π f τT
, (1.57)

avec τT un temps caractéristique de diffusion thermique. En première approximation, on
peut considérer pour τT le temps de diffusion thermique sur le rayon de la pompe que l’on
note wp. On utilisera donc τT ' w2

p/ (4 DT), avec DT le coefficient de diffusion thermique
moyen des matériaux semiconducteurs de la structure.

En remarquant que dans le domaine de Fourier un facteur 2 i π f relie une variation de phase
à une variation de la fréquence angulaire et en rassemblant les considérations précédentes,
il vient que la contribution thermique du bruit de pompe au bruit de phase δφT du battement
RF vérifie :

δ̃φT ( f ) = −
ωl

2 i π f
ΓT RT

(1 + 2 i π f τT)

Pp,x
δ̃N0x ( f )

N0x
− Pp,y

δ̃N0y ( f )
N0y

 . (1.58)

Par ailleurs, les deux contributions au bruit de la phase du battement RF que nous venons
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de dépeindre, c’est-à-dire les fluctuations par couplage au bruit d’intensité et les fluctua-
tions induites thermiquement, proviennent d’une seule et même source : le bruit d’intensité
de diode laser de pompe. La modélisation totale des fluctuations de la phase RF δφH+T

s’obtient par conséquent en effectuant la somme cohérente des contributions des deux mé-
canismes :

δ̃φH+T ( f ) = δ̃φH ( f ) + δ̃φT ( f ) . (1.59)

En définitive, le calcul de la densité spectrale de puissance du bruit de phase à partir des
équations (1.54) et (1.58) permet d’aboutir à l’expression :∣∣∣δ̃φH+T ( f )

∣∣∣2 =

(
|Qx ( f )|2 +

∣∣∣Qy ( f )
∣∣∣2 + 2 η ( f ) Re

[
Qx ( f ) Q∗y ( f ) ei Ψ( f )

])
· RINp ( f ) , (1.60)

où 
Qx ( f ) =

αrx

2 κ τx

(
Mxx

F0x
−

Myx

F0y

)
−

ωl

2 i π f
ΓT RT

(1 + 2 i π f τT)
Pp,x ,

Qy ( f ) =
αry

2 κ τy

(
Myy

F0y
−

Mxy

F0x

)
+

ωl

2 i π f
ΓT RT

(1 + 2 i π f τT)
Pp,y .

(1.61)
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Figure 1.14 – (Adapté de S. De [42]) – Spectres du bruit de phase du batte-
ment RF généré par un VECSEL bifréquence à 2.2 GHz. La longueur d’onde
centrale du laser est de 1.57 µm. Les symboles rouges correspondent aux
mesures, les gris au plancher, les traits aux modèles avec la contribution du
bruit thermique (pointillés magentas) et du couplage phase-amplitude (ti-
rets verts). Les paramètres retenus sont RT = 12 K.W−1 et τT = 10.7 µs,
ΓT = 2.1× 10−8 K−1, Pp,x = 1.7 W, Pp,y = 1.7 W. Les autres paramètres sont
identiques à ceux de la Fig. 1.13.

La figure 1.14 reproduit le spectre de bruit de phase RF expérimentalement mesuré par
S. De (symboles rouges) et son modèle (courbe violette) issu des expressions (1.60) et
(1.61). Nous observons un très bon accord entre les mesures et le modèle sur une plage
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de fréquence s’étalant de 10 kHz à 6 MHz, fréquence à partir de laquelle le bruit de phase
passe en dessous du plancher de mesures (cercles gris). Les contributions du facteur de
Henry (1.54) et des fluctuations thermiques (1.58) ont été mises en évidence par des tirets
verts et des traits-pointillés magentas, respectivement. Ces contributions expliquent la rup-
ture de pente que l’on peut observer dans le spectre du bruit total après 30 kHz. En effet,
comme nous pouvons le voir sur la figure, les effets thermiques dominent à basse fréquence
(sous les 30 kHz) alors que le couplage phase-amplitude est responsable du bruit de phase
du battement aux fréquences plus élevées.

Notons qu’avec un bruit de phase de -60 dBc/Hz à 10 kHz de la porteuse optique RF située
à 2.2 GHz environ, la pureté spectrale obtenue peut être qualifiée d’assez bonne. Cepen-
dant, les applications visées par cette génération optique de signaux RF sont multiples et
variées. Nous développerons dans les prochains chapitres, notamment, une application mé-
trologique aux horloges atomiques. Des puretés spectrales bien plus ambitieuses vont alors
être souhaitées. Notre compréhension des phénomènes de bruit dans les VECSELs bifré-
quences et la modélisation présentée dans ce chapitre introductif constitueront un précieux
atout pour l’optimisation de la dynamique du laser pour la réduction de son bruit. Mais
passons d’abord en revue quelques applications emblématiques liées au développement de
ces lasers bifréquences bas bruit.
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CHAPITRE 2

UN FONCTIONNEMENT BIFRÉQUENCE PROPICE AUX
APPLICATIONS

Les VECSELs bifréquences pompés optiquement que nous avons présentés possèdent une
dynamique de classe A très intéressante, une taille relativement réduite et sont capables
d’émettre des faisceaux de grande qualité optique dans deux polarisations linéaires or-
thogonales qui ont partagé la même cavité. Ainsi, un signal optique RF de grande pureté
et accordable est obtenu grâce au battement entre les modes. Contrairement à la géné-
ration habituelle de signaux RF sur porteuse optique ayant recours à un modulateur de
Mach-Zehnder, un laser bifréquence offre naturellement une profondeur de modulation
maximale [16]. Le bon équilibre des deux modes permet alors une gestion optimale de la
puissance lumineuse pour la génération du signal optique RF. De nombreuses applications
sont susceptibles de tirer les bénéfices de tels lasers. Les longueurs d’onde d’émission des
VECSELs avec lesquels le présent travail de thèse a pu être mené sont de λ = 1.5 µm, dans
la fenêtre télécom, et λ = 852 nm, correspondant à la transition D2 du césium. Ce chapitre
présente le cadre applicatif et l’état de l’art associé en lien avec ces deux lasers.

Le contexte de l’optique hyperfréquence fait l’objet de la première partie. Nous donnerons
un aperçu des différents défis technologiques [46] concernant les systèmes électroniques
haute fréquence, les télécommunications optiques et la métrologie temps-fréquence.

Une seconde partie est dédiée à la présentation de l’application des VECSELs bifréquences
aux horloges atomiques à base de césium [47]. Nous exposons le fonctionnement simplifié
des horloges basées sur le piégeage cohérent de population, les outils de caractérisation
propres à la métrologie, le cahier des charges établi pour proposer un compromis inédit
entre stabilité et embarquabilité et enfin les développements récents et l’état de l’art de
telles horloges.
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1 À la longueur d’onde télécom dans le contexte de l’op-
tique micro-ondes

Le VECSEL bifréquence à 1.5 µm est une source optique privilégiée pour la propagation
de signaux RF à travers des fibres optiques. En effet, cette longueur d’onde se situe dans
la fenêtre de transparence de la silice. Mais à quels besoins cette technologie répond-elle ?
Comme le titre de l’article de revue [48] le suggère, la photonique micro-onde unifie deux
mondes distincts et combine leurs avantages.

1.1 Signaux analogiques à haute fréquence

Enjeux avec l’exemple du radar

Afin de cibler les enjeux de l’optique micro-onde, citons un exemple tiré de l’article [46].
On désire faire fonctionner un radar à 10 GHz avec un rapport signal-sur-bruit de 160 dB.
Un tel rapport signal-sur-bruit est nécessaire pour détecter le faible signal Doppler rétro-
diffusé par une cible en mouvement à distance. Pour avoir la précision nécessaire avec une
liaison optique télécom traditionnelle, il faut numériser 1016 ' 254 valeurs, ce qui requiert
au moins 54 bits. Par conséquent, un débit de 2×54×1010 = 1080 Gbit.s−1 serait nécessaire
pour un seul dipôle rayonnant de l’antenne. Pour transporter chacun des signaux de tous
les dipôles rayonnants de l’antenne dans une liaison télécom optique, on peut estimer alors
à 1080 Tbit.s−1 le débit nécessaire. À titre de comparaison, le débit numérique domestique
par fibre optique est bridé par les opérateurs à 1 Gbit.s−1. Entre les années 1970 et les an-
nées 2000, un essor considérable des télécoms et des techniques de multiplexage a permis
de passer d’un débit de 100 Mbit.s−1 à plus de 1 Tbit.s−1 dans une fibre monomode [49]
(un facteur 10 000 en l’espace de 30 ans). Le débit des meilleures fibres monomodes est
aujourd’hui limité à 100 Tbit.s−1 [50]. Pour le radar, on comprend alors toute la pertinence
d’employer des signaux analogiques haute fréquence et une liaison opto-hyperfréquence
plutôt qu’une simple liaison télécom optique traditionnelle.

Le travail de thèse de G. Baili est dédié à l’étude des VECSELs pour application aux radars
[39]. L’article [51] pose ensuite les bases à l’application spécifique des VECSELs très bas
bruit pour une liaison opto-hyperfréquence performante. Continuons donc l’illustration de
l’utilité d’une telle liaison opto-hyperfréquence avec un radar avant de la décrire plus en
détails.

Implantation d’une liaison opto-hyperfréquence dans un radar

La figure 2.1 présente dans les grandes lignes le fonctionnement d’un radar mettant en
œuvre la distribution d’un oscillateur local RF par voie optique. Grâce à un module de
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Figure 2.1 – Schéma de principe de distribution d’un oscillateur local (OL)
RF optique dans une architecture RADAR aux différents éléments d’antenne.
Tx : transmission, Rx : réception. CAN : convertisseur analogique - numé-
rique. CNA : convertisseur numérique - analogique.

transmission, un signal RF de l’ordre de la dizaine de GHz est envoyé en direction d’une
cible en mouvement par les différents dipôles de l’antenne (courbe verte). Le signal rétro-
diffusé, capté également par l’antenne, a une amplitude bien moindre et a subi un décalage
Doppler, valant typiquement quelques MHz, susceptible de nous renseigner sur la vitesse,
la distance et l’orientation de la cible (courbe orange). Un oscillateur local hyperfréquence
ultra pur est nécessaire pour, à la fois, la montée en fréquence du signal transmis et la
descente en fréquence du signal reçu par démodulation. Ce signal doit être acheminé à
l’antenne par voie analogique comme nous venons de le voir et sa pureté est essentielle.
L’utilisation de fibre optique assure une minimisation des pertes linéiques. Un diviseur per-
met ensuite de distribuer l’oscillateur local aux N dipôles de l’antenne. Une fois démodulé,
le signal reçu entre dans une gamme de fréquences basses tout à fait compatible avec l’uti-
lisation d’une liaison optique télécom traditionnelle et peut, par conséquent, être converti
numériquement avant d’être redescendu du radar et traité.

La liaison opto–hyperfréquence se trouve au cœur de l’optique micro-ondes [52] et la pro-
chaine section décrit ses caractéristiques.
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1.2 La liaison opto–hyperfréquence

Déport de signaux hyperfréquences par voie optique

Un câble électronique RF affiche des pertes linéiques de l’ordre de 1 dB/m et ne possède
qu’un seul canal de transmission. Par contre, dans les fibres optiques, les pertes linéiques ne
sont que de 0.3 dB/km. De plus, les fibres optiques supportent un multiplexage en longueur
d’onde. La voie optique est donc une voie privilégiée pour l’acheminement de signaux,
en particulier sur de longues distances. La liaison schématisée à la Fig. 2.2 constitue une
brique élémentaire pour le déport de signaux hyperfréquences par voie optique. Grâce à

Laser c.w.

MZM

Traitement
optique

Entrée RF Sortie RF

PD

f

spectre

f

fRF

Figure 2.2 – Schéma de principe d’une liaison opto-hyperfréquence. laser
c.w. : laser à émission continue. MZM : modulateur de Mach-Zehnder. PD :
photodétecteur.

un modulateur de Mach-Zehnder, un signal RF d’intérêt (provenant par exemple d’une an-
tenne) de plusieurs MHz à 100 GHz est reporté sur les bandes latérales d’un laser émettant
en continu à environ 200 THz (fréquence optique télécoms). Une photodétection rapide
permet d’extraire le signal RF de la modulation, en bout de liaison. En plus des faibles
pertes, le déport de signaux RF par voie optique permet une faible dispersion des longueurs
d’onde, qui plus est contrôlable, et des traitements dans le domaine optique particulière-
ment intéressants.

Systèmes sans dispersion

Dans les guides d’onde hyperfréquences, la dispersion, c’est-à-dire l’influence de la fré-
quence d’une composante spectrale sur la phase de cette dernière, se fait ressentir sur plu-
sieurs centaines de MHz. Cette dispersion limite l’étendue spectrale des signaux RF si on
souhaite les propager sans encombre. Dans le domaine optique en revanche, la dispersion
ne se fait ressentir que pour des composantes distantes de quelques nm et donc plusieurs
THz. Peu importe la fréquence de modulation, le signal hyperfréquence optiquement dé-
porté verra alors quasiment le même retard. La lumière offre un autre avantage car elle
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permet une propagation en espace libre. On peut également, dans le domaine optique, an-
nuler par compensation la dispersion grâce à l’introduction de retards. L’introduction de
retards pour le signal RF sur porteuse optique offre de nombreuses autres fonctionnalités.

Des nouvelles fonctionnalités

Pour un radar par exemple, il est d’usage d’introduire entre les différents dipôles de l’an-
tenne des déphasages électroniques permettant de contrôler la directivité du rayonnement
sans bouger le dispositif. L’inconvénient de la dispersion se fait alors ressentir pour le
contrôle de la directivité pour deux composantes spectrales différentes. Effectué dans le
domaine optique, ce contrôle de la directivité par l’introduction de retards vrais peut de-
venir achromatique. De façon générale, l’optique micro-onde enrichit considérablement le
traitement des signaux RF grâce (i) au développement de filtres programmables, (ii) la po-
tentielle conversion analogique numérique par transcription longueur d’onde ↔ variable
de temps ou encore (iii) grâce à la génération de signaux arbitraire [48]. Contrairement
à l’électronique RF, l’optique micro-ondes permet de fabriquer des filtres RF accordables
en fréquence et reconfigurables. Par exemple, des filtres RF avec des bandes passantes du
MHz à 20 GHz, des facteurs de qualité supérieurs à 1000 et reconfigurables dans un dé-
lai inférieur à 1 ms ont pu voir le jour. Ils trouvent leur application pour la sélection ou
le rejet de canaux pour la radio transportée par fibre. Ces filtres permettent également de
rejeter des signaux parasites et autres phénomènes d’interférences en radio-astronomie ou
encore dans les systèmes de communication numérique des satellites, directement dans le
domaine optique. Enfin, de tels filtres programmables trouvent aussi application dans les
architectures radar en permettant de rejeter des parasites et du bruit directement dans le
domaine optique.

1.3 Oscillateurs locaux hyperfréquences

Distribution optique d’oscillateurs locaux RF

Grâce à leurs faibles pertes et autres avantages cités plus haut, les liaisons optiques hy-
perfréquences permettent la distribution d’un même oscillateur local RF ultra-stable à plu-
sieurs antennes distantes pour démoduler le signal qu’elles captent. On fabrique ainsi des
réseaux d’antennes mais aussi des réseaux locaux sans fil comme le WIFI (WLAN 1) ou
encore des réseaux mobiles.

Bien que cela ne vienne pas immédiatement à l’esprit, la récente observation du trou noir
supermassif M87* dans la constellation du zodiaque de La Vierge par la collaboration de
l’Event Horizon Telescope (EHT) [53, 54] est liée au développement de cette distribution
optique d’oscillateurs locaux RF. Les impressionnantes images réalisées par l’EHT sont le

1. Acronyme anglophone de wireless local area networks.
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fruit d’une mise en réseau de 8 radiotélescopes situées à 6 emplacements géographiques
distincts du globe. De cette mise en réseau et grâce à un traitement informatique considé-
rable, la collaboration EHT a à disposition, en quelque sorte, un dispositif d’interférométrie
à très longue base à l’échelle de la Terre. Cette technique permet de démultiplier la résolu-
tion spatiale. Les emplacements géographiques étant très distants, il n’est pas possible pour
les télescopes de partager le même oscillateur local hyperfréquence pour descendre en fré-
quence le rayonnement haute fréquence en provenance du ciel. Leur synchronisation repose
sur la réception d’un signal GPS. Il est donc primordial pour la reconstruction de l’image de
conserver la phase du rayonnement détecté. Chaque radiotélescope fonctionne donc avec
sa propre référence de temps, qui se doit d’être ultra-stable. Sans entrer dans les détails, un
oscillateur local RF basé sur un maser à hydrogène ultra-stable est distribué aux différentes
antennes mises en réseau au sein de ces grandes installations que sont les radiotélescopes.
Parmi les plus connues et les plus précises de ces installations, citons le grand réseau d’an-
tennes millimétrique/submillimétrique de l’Atacama (l’ALMA pour l’acronyme anglais)
situé à 5000 m d’altitude dans le désert chilien. La liaison opto-hyperfréquence s’impose
pour le transport de la référence RF ultra-stable du maser lorsqu’on réalise que les 66 an-
tennes peuvent être séparées d’une distance allant jusqu’à 16 km.

Et les VECSELs bifréquences dans tout ça ?

Atouts des lasers bifréquences

Tout d’abord, les VESCELs sont des lasers de puissance optique significative et de bruit
d’intensité relatif quasiment limité au bruit de grenaille sur une plage spectrale de plusieurs
GHz [51]. Il sont de fait compatibles, en terme de rapport signal-sur-bruit, avec les liaisons
opto-hyfréquences comportant un modulateur de Mach-Zehnder telles que l’on vient de les
décrire. En réalité, il existe une autre façon de fabriquer une modulation hyperfréquence
sur porteuse optique : en faisant battre deux fréquences optiques (voir schéma 1.1). Ce
fonctionnement bifréquences a prouvé sa capacité à générer un signal RF au chapitre pré-
cédent. On peut assimiler ce battement RF généré optiquement à un signal RF obtenu avec
une profondeur de modulation possible de 100% [16]. D’une part, ce signal possède une
grande pureté spectrale à laquelle nous allons accorder beaucoup d’importance par la suite.
D’autre part, ce signal est largement accordable en fréquence puisqu’il ne dépend que de
la biréfringence ∆Φ introduite par le cristal à l’intérieur de la cavité :

fRF =
∣∣∣ωx − ωy

∣∣∣ /2 π =
c0

2 Lcav
·

∆Φ

π
, (2.1)

avec c0 la célérité de la lumière. En jouant sur la biréfringence (ou bien la longueur de
cavité Lcav) par des effets thermo-optiques, ou électro-optiques, ou par simple rotation du
cristal inséré dans la cavité, on exerce un contrôle sur cette fréquence. Est alors offerte
la possibilité de verrouiller en phase ce battement sur un oscillateur local RF afin de le
distribuer optiquement.
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Cette distribution d’un oscillateur local hyperfréquence ultra-stable via une liaison opto-
hyperfréquence est particulièrement intéressante dans un contexte de métrologie temps-
fréquence. La prochaine partie, à une longueur d’onde optique toutefois bien différente,
s’inscrit dans cette perspective.

2 À 852 nm pour une horloge atomique compacte et per-
formante

La définition de l’unité SI de temps, la seconde, repose depuis 1967 sur la transition entre
deux niveaux hyperfins du césium 133 à l’état fondamental. En effet, la fréquence de cette
transition est fixée à exactement 9 192 631 770 Hz. Grâce à cette définition, des références
de fréquence, basées sur des atomes de césium, de plus en plus stables et de plus en plus
précises ont vu le jour [55]. Aujourd’hui, les horloges atomiques à fontaine d’atomes de
césium sont les étalons primaires de temps-fréquence. Une vision vulgarisée de la remar-
quable stabilité de ces horloges atomiques consiste à estimer le nombre d’années nécessaire
pour observer une dérive d’une seconde complète, qui se situe vers la centaine de millions
d’années 2. En fait, les records de stabilité sont détenus par des étalons secondaires dont
le fonctionnement repose sur le piégeage d’ions ytterbium et strontium dans des réseaux
optiques [56]. La stabilité de ces horloges basées sur des réseaux optiques est tellement
bonne qu’elle a rendu possible la mesure d’effets gravitationnels de dilatation du temps
prédits par la théorie de la relativité générale [57, 58]. Imaginons une première référence
de temps placée au pied du Tokyo Skytree (ou, pourquoi pas, du mont Fuji) et une seconde
placée au sommet, les deux étant initialement synchronisées. Le champ gravitationnel ter-
restre ressenti par la première horloge est plus intense que celui ressenti par l’horloge en
hauteur, en conséquence de quoi la théorie de la relativité d’Einstein prédit son retard par
rapport à la seconde horloge. Plus précisément, pour chaque centimètre d’élévation de la
seconde horloge, l’horloge restée au sol retarde d’un ordre de grandeur de 10−18 s quand
en hauteur il s’écoule 1 s. Ce chiffre (un milliardième de milliardième) permet de réaliser
le défi technologique conséquent relevé en termes de performances de stabilité pour mener
de telles mesures (sur une durée totale d’à peine une demi-année).

Une autre problématique concerne le maintien de telles performances lors du transfert des
références temps-fréquence ultra-stables sur des longues distances à travers de longues
fibres optiques [59].

En outre, de plus en plus d’applications requièrent des références temps-fréquence per-
formantes, que ce soit les systèmes de navigation par satellite (GNSS 3) comme le GPS
américain, le GLONASS russe, le GALILEO européen ou encore le BEIDOU chinois,

2. Seulement deux minutes de dérive sur l’âge de l’univers !
3. Pour global navigation satellite systems en anglais.
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les réseaux de communications comme la 5G, les réseaux électriques intelligents, les ra-
dars météo, les réseaux d’instruments synchronisés comme les sismomètres, les réseaux de
transactions financières, les lidars des véhicules autonomes, etc.

Nous allons étudier des VECSELs bifréquences à 852 nm, longueur d’onde de la transition
D2 du césium. Leur développement s’inscrit dans l’élaboration d’une horloge atomique
compacte et stable, qui répond à des besoins que nous développons plus loin dans cette
section. Les prochains chapitres mettront en lumière les propriétés de ces lasers destinés à
une distribution par voie optique d’une référence RF ultra-stable. Avant de préciser davan-
tage les performances et les applications visées, nous passons en revue le fonctionnement
sommaire d’une horloge atomique. Nous exposerons ensuite la particularité de l’interroga-
tion tout optique adoptée dans le projet de construction de cette horloge.

Ce Projet ANR est mené en collaboration avec des partenaires de Thales Recherche et
Technologie, l’observatoire de Paris / Système Référence Temps-Espace (SyRTE), le Centre
de Nanosciences et de Nanotechnologies (C2N), le laboratoire Charles Fabry et la direction
générale de l’armement (DGA).

2.1 Introduction aux horloges atomiques

On peut résumer le fonctionnement d’une horloge atomique aux quelques éléments de la
Fig. 2.3. Un oscillateur local macroscopique délivre un signal périodique à la fréquence
ν (t), naturellement mal définie et instable dans le temps. Ses dérives sont alors corri-
gées grâce à un asservissement sur une référence atomique. En effet, la quantification
E2 − E1 = h ν0 entre deux niveaux d’énergie d’un atome, avec h la constante de Planck,
fournit un caractère immuable à la fréquence d’une transition atomique ν0. La réponse ato-
mique à l’interrogation de l’oscillateur local permet de produire un signal d’erreur ε (t)
proportionnel à la différence ν (t) − ν0. La correction obtenue en annulant ce désaccord à
l’aide d’un système d’asservissement électronique maintient la fréquence de l’oscillateur
local à la fréquence ultra-stable de la transition atomique et permet alors de définir une
base de temps précise, c’est-à-dire une horloge.

Comme l’illustre la Fig. 2.3(b), après l’asservissement sur la transition atomique, la fré-
quence de l’oscillateur local diffère toujours légèrement de la fréquence de transition ν0 et
s’écrit :

ν (t) = ν0
[
1 + ε + y (t)

]
, (2.2)

avec l’écart relatif ε par rapport à ν0 et y (t) le bruit relatif de fréquence par rapport à la
fréquence moyenne. En d’autres termes, la fréquence d’horloge est caractérisée par son
inexactitude (ε) et son instabilité (y (t)). L’inexactitude provient du fait qu’un atome n’est
jamais strictement isolé thermiquement, magnétiquement ou électriquement de son en-
vironnement. La correction des inexactitudes de l’horloge consiste d’abord à estimer les
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Figure 2.3 – (a) Schéma de principe d’une horloge se basant sur une réfé-
rence de césium. (b) Inexactitude et instabilité de la fréquence d’horloge.

effets systématiques et corriger le biais induit. Dans notre collaboration, le résonateur ato-
mique est développé au SyRTE qui possède l’expertise pour atteindre des incertitudes re-
latives de l’ordre de 10−16 à quelques 10−17. Pour cette raison, nous ne mentionnerons plus
par la suite la problématique de l’inexactitude de l’horloge. Par contre, son instabilité de
fréquence y (t) va jouer un rôle central dans notre étude. Les performances de stabilité en
fréquence d’une horloge sont usuellement évaluées à partir de l’écart type d’Allan, noté
σy. Contrairement à un écart type classique qui évalue l’écart à la moyenne de l’ensemble
d’une mesure, l’écart type d’Allan évalue l’écart entre deux échantillons successifs, adja-
cents, moyennés chacun sur un temps τ. Plus précisément, l’écart type d’Allan s’exprime
comme :

σy (τ) =

√〈
(yk+1 − yk)

2
〉
/2 , (2.3)

avec yk la valeur moyenne d’un échantillon du bruit y (t) sur l’intervalle de temps τ = tk+1 − tk.

En particulier, l’écart type d’Allan d’un signal d’horloge dont le bruit de fréquence relatif
est un bruit blanc (indépendant de la fréquence d’analyse) suit une loi d’échelle en 1/

√
τ.

Ce comportement en 1/
√
τ est très répandu à court terme pour les horloges atomiques.

Par stabilité à court terme, nous désignons l’écart type d’Allan pour τ allant de 1 s à 100 s
d’interrogation des atomes. L’annexe A (section 2) présente les résultats calculés dans les
différents cas caractéristiques de bruits de fréquence relatif, pas nécessairement blancs.

Une horloge atomique à base de césium fait partie de la famille des horloges micro-ondes
(avec le rubidium et l’hydrogène) car la différence entre les deux niveaux hyperfins de son
état fondamental correspond à une transition RF à environ 9.2 GHz. Ces horloges sont ex-
trêmement communes et variées. Il nous reste à évoquer maintenant l’originalité du projet
d’horloge qui nous concerne.
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2.2 Stabilité vs compacité ?

En réalité, toutes les technologies dites embarquées sont privées des sources ultra-stables
comme l’horloge à fontaine de césium précédemment citée du fait de leur fort encombre-
ment spatial. De profonds efforts de réduction de la taille et de la consommation électrique
des références temps-fréquence doivent être menés pour répondre à la demande grandis-
sante. C’est ce qui a conduit l’entreprise américaine Microsemi à la commercialisation
d’horloges atomiques miniatures (CSAC 4) à base de rubidium ou de césium dont la stabi-
lité relative en fréquence est de l’ordre de σy = 3 × 10−10 au bout d’une seconde d’interro-
gation pour un volume réduit à seulement 17 cm3. Cela répond à un besoin de références
embarquables assez stables pour la communication militaire en terrains d’opération. L’in-
terrogation entièrement optique des atomes est un ingrédient clé de cette miniaturisation.
En effet, elle permet de s’affranchir des encombrantes cavités RF dont on ne peut réduire
la taille. Cette interrogation repose sur le piégeage cohérent de population (CPT 5).

Cependant, les CSACs n’offrent pas une stabilité suffisante pour certaines applications. En
effet, un besoin spécifique de référence temps-fréquence compacte et très stable a été iden-
tifié dans un autre cadre militaire, par exemple pour pallier les coupures de GNSS, pour
application aux radars multi-statiques ou encore dans le cadre de la guerre électronique.
Un état des lieux des horloges atomiques commercialisées fait apparaître une lacune entre
les horloges à jet de césium (citons la 5071A de Microsemi) et les horloges compactes
à base de rubidium (comme la XPRO, proposée encore par Microsemi). En effet, l’hor-
loge à jet de césium 5071A possède une assez bonne stabilité relative en fréquence avec
σy (1 s) < 5 × 10−12 mais cette performance se fait au prix d’un volume trop important
atteignant 104 cm3 (avec 50 W de consommation électrique). L’horloge compacte XPRO
tient au contraire dans un faible volume de 450 cm3 (pour à peine 1 W consommé) mais
au prix d’une stabilité médiocre σy (1 s) ' 10−11. Pour combler cette lacune et répondre au
besoin applicatif d’un compromis entre stabilité et embarquabilité, nous souhaitons déve-
lopper une horloge atomique avec une performance σy (1 s) = 5× 10−13 pour un volume de
l’ordre de 5× 103 cm3 (pour une consommation de l’ordre de quelques dizaines de W). Un
objectif de stabilité à plus long terme est fixé à σy (τ = 1 h) = 2 × 10−14.

Nous proposons de mettre en place une interrogation tout optique des atomes de césium à
l’aide d’un VECSEL bifréquences à 852 nm portant un signal RF à 9.2 GHz dans son bat-
tement. Avec un volume entre 0.2 L et 0.4 L une fois intégrés et leurs bonnes propriétés de
bruit, ces lasers semblent tout indiqués comme sources permettant le respect de notre ca-
hier des charges. L’interrogation entièrement optique du césium repose sur un mécanisme
CPT que nous allons maintenant décrire.

4. Pour chip scale atomic clocks en anglais.
5. Pour coherent population trapping en anglais.
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2.3 Piégeage cohérent de population

Le mécanisme de piégeage cohérent de population est expérimentalement découvert en
1976 et décrit dans les références [60] et [61]. Il s’agit d’un effet de résonance sub-naturelle
capable d’inhiber l’absorption de transitions optiques, rendant le milieu transparent même
pour des excitations résonantes. On attribue ceci à un pompage optique dans un état noir
dont nous allons donner la définition et les propriétés.

Dès 1982, l’intérêt métrologique d’une interrogation CPT s’est illustré dans les travaux de
la référence [62] sur jet atomique de sodium. Le CPT a également permis le développement
des nouveaux étalons de fréquence micro-onde [63] avant d’être exploité sur une cellule
de vapeur [64] et de connaître son essor actuel pour la miniaturisation d’horloges (comme
évoqué plus haut). L’intérêt métrologique du mécanisme de CPT est intimement lié aux
propriétés du fameux état noir.

Système en lambda et état noir

Dans son état fondamental, l’état électronique du césium est décrit par les nombres quan-
tiques suivant : un nombre quantique principal n = 6, un moment cinétique orbital électro-
nique L = 0, un spin S = 1/2 et un moment cinétique nucléaire total I = 7/2. Pour décrire
le couplage spin-orbite, on utilise le moment cinétique total de l’électron J = L + S avec,
par composition, |L − S | ≤ J ≤ L+S . Pour la description du couplage hyperfin, on définit le
moment cinétique total de l’atome F = J + I avec, par composition, |I − J| ≤ F ≤ I + J. La
notation spectroscopique pour l’état fondamental est 62S1/2

6. Le couplage hyperfin avec
J = 1/2 et I = 7/2 induit les deux états hyperfins avec F = 3 et F = 4. C’est le léger
écart entre ces deux niveaux qui correspond à la transition RF à 9.2 GHz, à la base de la
définition de la seconde.

Le premier état excité possède un moment cinétique orbital L = 1, ce qui conduit aux va-
leurs J = 1/2 et J = 3/2. On appelle alors D1 la transition à 895 nm qui conduit à l’état
excité 62P1/2 et D2 la transition à 852 nm qui conduit à l’état excité 62P3/2. L’état 62P3/2 pour
la transition D2 qui nous concerne donne quatre sous-niveaux hyperfins avec F pouvant va-
loir 2, 3, 4 ou 5 (voir le diagramme détaillé à l’annexe B). Nous allons ignorer la proximité
des sous-niveaux hyperfins F , 3 de l’état excité et décrire le diagramme du césium à
l’aide des deux niveaux d’énergie dans l’état fondamental |L = 0, J = 1/2, F = 3〉 ≡ |1〉,
|L = 0, J = 1/2, F = 4〉 ≡ |2〉 et l’état excité |L = 1, J = 3/2, F = 3〉 ≡ |3〉. Ces trois ni-
veaux d’énergie forment le système en Λ de la Fig. 2.4(a), à partir duquel un piégeage
cohérent de population va être mis en œuvre. La durée de vie du niveau excité 1/Γ∗ est
bien plus faible que la durée de vie de la cohérence hyperfine 1/γc.

6. Dans cette notation spectroscopique, le premier chiffre correspond au nombre quantique principal de
l’électron de valence, l’exposant à la valeur de 2S + 1, la lettre à la valeur de L (S pour 0, P pour 1, D pour
2, etc) et l’indice à la valeur de J.
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Figure 2.4 – (a) Système en Λ à partir du diagramme d’énergie du césium.
Ωx et Ωy : pulsations de Rabi des deux polarisations linéaires orthogonales,
δR : désaccord Raman, γc : taux de relaxation de la cohérence hyperfine, Γ∗ :
taux de relaxation du niveau excité, γ : taux de relaxation de la cohérence
du niveau excité. (b) Lors de la résonance à deux photons, le système est op-
tiquement pompé dans l’état noir, superposition des niveaux fondamentaux.
(c) Pic spectral de la transparence typiquement induite par le CPT (courbe
noire) par inhibition de l’absorption (tirets gris) due au pompage optique
dans l’état noir.

Envisageons l’envoi des deux polarisations orthogonales de pulsations ωx et ωy du VEC-
SEL bifréquence sur une cellule contenant une vapeur de césium. L’opérateur Hamiltonien
décrivant l’interaction dipolaire des champs lasers avec les trois niveaux d’énergie ~ω1,
~ω2 et ~ω3 des atomes de césium dans la base {|1〉 , |2〉 , |3〉} s’écrit Ĥ = Ĥ0 + ĤI avec :

Ĥ0 = ~ω1 |1〉 〈1| + ~ω2 |2〉 〈2| + ~ω3 |3〉 〈3| , (2.4)

ĤI = −~Ωx cos (ωxt + φx) |1〉 〈3| − ~Ωy cos
(
ωyt + φy

)
|2〉 〈3| + h.c. (2.5)

où l’on a noté Ωi = di · E0i / ~, avec i ∈ {x, y}, les pulsations de Rabi associées au champ à
deux composantes (1.34), di étant le moment dipolaire électrique des transitions. L’opéra-
teur hermitique conjugué est désigné par h.c. dans l’équation (2.5).

On montre alors que l’état :

|N〉 =
1√

|Ωx|
2 +

∣∣∣Ωy

∣∣∣2 ×
(
Ωy |1〉 −Ωx |2〉

)
(2.6)

est un état propre du Hamiltonien à condition qu’il y ait une résonance à deux photons
(δR = 0) entre les états |1〉 et |2〉. Cet état se retrouve dès lors immunisé du couplage
dipolaire (ce qui lui vaut le qualificatif d’état noir) :

〈3| ĤI |N〉 = 0 si ωx − ωy = ω2 − ω1 . (2.7)
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Par contre, les deux autres états stationnaires du Hamiltonien s’expriment comme des su-
perpositions d’états faisant intervenir l’état excité |3〉, dont la durée de vie est très faible
(de l’ordre de la ns). Quelques cycles d’absorption puis émission suffisent alors pour pom-
per optiquement la population dans l’état noir |N〉, comme l’illustre la Fig. 2.4(b). L’état
brillant |B〉 est, à l’inverse, défini comme la superposition cohérente des états fondamen-
taux orthogonale à l’état noir :

|B〉 =
1√

|Ωx|
2 +

∣∣∣Ωy

∣∣∣2 ×
(
Ωx |1〉 + Ωy |2〉

)
. (2.8)

La résonance à deux photons provoque ainsi un pic de transparence (Fig. 2.4(c)) dont la
largeur est limitée par le temps de vie de la cohérence hyperfine, qui est très long (quelques
ms). C’est cette grande finesse potentielle, comparée aux larges transitions optiques, qui
motive son utilisation à des fins métrologiques. L’interrogation entièrement optique per-
met additionnellement de s’affranchir de la phase de préparation atomique et de la cavité
résonante que l’on utilise généralement pour l’interrogation micro-onde.

En fait, le choix de la configuration avec deux polarisations linéaires et orthogonales pour
interroger les atomes est le fruit de travaux réalisés au SyRTE. En effet, grâce à un schéma
utilisant deux ondes circulaires droites σ+ et deux ondes circulaires gauches σ−, la réfé-
rence [65] a mis en évidence la production de franges de Ramsey de fort contraste, ce qui
est avantageux pour le signal d’horloge. Ce schéma en double Λ revient à celui que nous
avons décrit et permet une accumulation optimale des atomes dans l’état noir en évitant un
piégeage dans les sous-niveaux Zeeman extrêmes grâce aux règles de sélections. Ces sous-
niveaux Zeeman proviennent du champ magnétique résiduel dans le résonateur atomique.

Les franges de Ramsey que nous venons de mentionner accompagnent l’interrogation im-
pulsionnelle choisie pour les atomes. Nous en proposons maintenant la description.

Franges de Ramsey

L’idée de l’interrogation de Ramsey provient d’une limitation imposée par les cavités
micro-onde résonnantes [66]. La longueur d’onde de la transition RF (9.2 GHz) entre les
2 niveaux hyperfins de l’état fondamental de l’atome de césium est de 3 cm. Pour une ca-
vité de taille caractéristique l = 3 cm et un jet d’atomes de césium dont la vitesse est de
l’ordre de v = 300 m/s, le temps d’interaction est uniquement de τ = 100 µs. Ceci produit
le spectre de la courbe orange à la Fig. 2.5 pour la probabilité de transition des atomes. La
largeur typique de cette courbe est 1/τ. La largeur de la résonance est d’autant plus faible
que le temps d’interaction est élevé. Or il est très difficile de faire des cavités résonnantes
à ces longueurs d’onde beaucoup plus longues que 3 cm. L’idée de N. Ramsey consiste à
ne pas utiliser une seule cavité micro-onde mais deux séparées d’une distance L � l. Le
temps d’évolution libre entre les deux passages est appelé le temps de Ramsey TR � τ. Des
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franges d’interférence de période 2 π /TR apparaissent à l’intérieur du profil de largeur τ 7.
L’intérêt des franges de Ramsey est de marquer une résonance bien plus fine conditionnée
uniquement par le temps d’évolution libre.
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Figure 2.5 – Illustration de la différence entre l’interrogation de Rabi à une
impulsion et l’interrogation de Ramsey des atomes en utilisant deux im-
pulsions. La largeur à mi-hauteur de la frange centrale de Ramsey 2 π /TR
(double flèche bleue) est bien plus étroite que la largeur de l’enveloppe 1/τ
(double flèche orange).

Notons cependant que plus L est grand et moins le dispositif est compact. Voyons alors
comment une séquence impulsionnelle d’interrogation entièrement optique permet au final
de tirer profit des franges de Ramsey tout en améliorant la compacité de l’horloge.

Séquence d’horloge

La référence [65] a démontré expérimentalement la possibilité d’utiliser une séquence op-
tique d’interrogation impulsionnelle pour obtenir un signal d’horloge CPT contrasté et bien
fin spectralement. Les valeurs des paramètres déterminées dans cette référence sont issues
d’une optimisation du discriminateur de fréquence utilisé pour le verrouillage de l’asser-
vissement de l’horloge. La séquence d’horloge, reproduite à la Fig. 2.6, se résume à deux
impulsions lumineuses de durée Ti = 2 ms qui sont séparées l’une de l’autre d’un temps
d’évolution libre TR = 4 ms, le temps de Ramsey. La première impulsion sert au pompage
optique des atomes dans l’état noir et imprime la phase φRF du battement RF sur la cohé-
rence hyperfine. Pendant l’évolution libre de durée TR, la phase de la chaîne micro-onde 8

est changée de façon à ce que les lasers impriment lors de la deuxième impulsion une nou-
velle phase en quadrature avec la première. Entre le début de l’impulsion et la détection

7. La situation est analogue à une expérience de fentes d’Young dans laquelle on observe des franges
d’interférence ,dues à la séparation entre les deux fentes, à l’intérieur de la figure de diffraction d’une fente.

8. La chaîne micro-onde fournissant l’oscillateur local à 9.2 GHz est décrite dans la référence [67].
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qui moyenne le signal atomique durant un temps τm = 25 µs, il s’écoule un laps de temps
τd = 10 µs. La deuxième impulsion crée un nouvel état noir qui interfère avec le précédent.
Ces interférences sont détectées avant le remplacement total de l’état noir précédent par le
nouveau. Cette interrogation est cyclique et répétée tous les Tc = 6 ms.
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Figure 2.6 – Séquence d’horloge. Le temps de cycle vaut Tc. Le laser
illumine les atomes par une séquence impulsionnelle en créneaux (courbe
rouge) de durée Ti, séparés d’un temps TR. Le signal est détecté pendant
τm (courbe verte) après un temps τd après l’impulsion. Une phase φRF alter-
née de π/2 est imprimée sur les atomes (courbe bleue). Pour une meilleure
visibilité de la séquence, les durées τd et τm sont exagérées.

Avant de donner un aperçu global de l’architecture de l’horloge, nous dressons un état
des lieux détaillé de la recherche autour des horloges présentant une stabilité compatible
avec nos objectifs. L’interrogation entièrement optique des atomes étant identifiée comme
avantageuse pour la miniaturisation de l’horloge, une attention particulière sera portée à
l’état de l’art des horloges CPT.

2.4 État de l’art des horloges CPT à base de Cesium

Tout d’abord, citons les travaux précurseurs pour la miniaturisation des horloges de l’équipe
de J. Kitching [68] (NIST au Colorado) mettant au point une micro-fabrication exploitant
l’interrogation CPT à 852 nm dans le césium. Il est bon d’insister sur le fait que les fa-
meuses horloges CSAC, aujourd’hui massivement commercialisées par Microsemi, consti-
tuent à la base une véritable prouesse technologique. Comme nous l’avons évoqué, leur
stabilité relative en fréquence est insuffisante pour les applications que nous visons. L’état
de l’art de la recherche sur les horloges atomiques atteignant un écart type d’Allan σy (1 s)
de l’ordre de 10−13 va permettre de resituer notre choix d’interrogation CPT avec les deux
faisceaux de polarisations linéaires orthogonales (configuration Lin⊥Lin) issus du VEC-
SEL bifréquence.
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Figure 2.7 – État de l’art de la recherche sur les horloges atomiques présen-
tant un écart type d’Allan σy (1 s) de l’ordre de 10−13. (a) Maser à hydro-
gène passif (FEMTO-ST en Franche-Comté). (b) CPT dans le césium avec
double modulation de la polarisation (SyRTE) [69]. (c) CPT dans le césium
en configuration Lin⊥Lin (SyRTE) [70]. (d) Pompage optique en push-pull
(FEMTO-ST) [71]. (e) Double résonance dans le rubidium (UNINE à Neu-
châtel) [72] (f) Pompage optique impulsionnel dans le rubidium (INRIM en
Italie) [73]. (g) Atomes froids (µquans) [74]. (h) Pompage optique en push-
pull avec une nouvelle séquence d’horloge (FEMTO-ST) [75].

La Fig. 2.7 reproduit les performances en terme de stabilité relative en fréquence de plu-
sieurs horloges en développement dans les laboratoires européens en fonction de la durée
d’interrogation des atomes. Évidemment, une réduction en taille est absolument nécessaire
pour toutes les horloges présentées si l’on impose dans le cahier des charges un volume de 5
à 10 L pour la partie physique de l’horloge. Ce volume doit être compatible avec l’objectif,
une fois l’électronique incorporée, de tenir dans un rack de 19 pouces. Certaines tech-
nologies paraissent plus difficiles à miniaturiser, comme celle qui repose sur des atomes
froids (g). D’autres, comme les masers à hydrogène passif, présentent un réel potentiel.
L’interrogation optique en push-pull développée à l’institut Franche-Comté Électronique
Mécanique Thermique et Optique – Sciences et Technologies (FEMTO-ST) repose sur l’in-
troduction d’une modulation RF d’un laser à l’aide d’un dispositif de Michelson (d et h).
Cependant, les horloges CPT (b et c) se détachent dans notre cas car leurs limitations sont
bien connues. À court terme, ces limitations relèvent des fluctuations des sources lasers uti-
lisées pour l’interrogation optique. En effet, notre partenaire pour l’élaboration de l’horloge
compacte et performante, le SyRTE, se situe à l’état de l’art pour les horloges CPT qu’ils
ont développées et nous pouvons tirer partie de leur expertise dans le domaine [67, 76, 77].
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D’intéressantes performances sont obtenues pour l’interrogation CPT en configuration de
double modulation [69, 78]. Cette configuration consiste à moduler à la fois la polarisation
du laser d’interrogation et la phase de l’oscillateur local pour la séquence d’horloge. C’est
toutefois la configuration Lin⊥Lin avec la séquence d’interrogation montrée plus haut qui
est, au moment de l’écriture de cette thèse, à l’état de l’art pour les horloges CPT. L’équipe
de S. Guérandel a effectivement démontré une stabilité relative de σy (1 s) = 2.3 × 10−13

[70]. Le banc optique utilisé pour la production des deux polarisations linéaires orthogo-
nales consiste en deux lasers verrouillés en phase : un laser maître et un laser esclave. On
estime à approximativement 100 L le volume physique de l’horloge. Par conséquent, des
efforts doivent être menés pour remplacer cette source laser encombrante, c’est pourquoi
un VECSEL bifréquence a été proposé.

Vers un prototype basé sur des VECSELs bifréquences

Les VECSELs bifréquences produisent directement deux polarisations linéaires orthogo-
nales avec des bonnes propriétés de bruit. Notons de plus que Thales possède l’expertise
concernant l’intégration industrielle de ces lasers. Grâce au projet ANR 2POLEVF, un vo-
lume nécessaire de 9× 9× 5 cm3 a été identifié pour notre source laser, bien plus compacte
que l’ensemble laser maître et esclave de la référence [70]. On espère donc tirer parti au
mieux des performances de stabilité de l’horloge CPT en configuration Lin⊥Lin et de la
compacité offerte par les VECSELs.

La Fig. 2.8 reproduit le schéma global de l’horloge. On reconnaît les différentes étapes
affichées à la Fig. 2.3(a). Il y a l’interrogation du résonateur optique contenant la cellule
de vapeurs de césium dans son blindage magnétique en µ-métal. Un discriminateur de
fréquence est réglé à la mi-hauteur de la frange centrale du signal CPT et permet une ré-
troaction, via un traitement informatique, sur l’oscillateur local micro-onde. L’oscillateur
local RF de haute performance de la chaîne micro-onde est décrit dans les références [67,
79]. Une partie de l’oscillateur local est envoyée à un compteur qui délivre le signal d’hor-
loge. L’autre partie est reportée optiquement sur le battement entre les modes du VECSEL
bifréquence, qui à nouveau vient interroger le résonateur optique. En amont du résonateur
optique, un modulateur acousto-optique commun sert à réaliser la séquence d’horloge pi-
lotée par l’ordinateur. Trois asservissements de la source laser sont nécessaires. Comme
indiqué sur la Fig. 2.8, il faut mettre en place : (i) une rétroaction sur l’intensité via, par
exemple, le courant de la diode laser de pompe ; (ii) un asservissement de la longueur
d’onde du laser à 852 nm par absorption saturée sur la transition D2 du césium via une ré-
troaction, par exemple, sur la longueur de cavité en plaçant une cale piézoélectrique sur le
coupleur de sortie ; (iii) une rétroaction sur la fréquence du battement RF à 9.2 GHz via un
cristal électro-optique à l’intérieur de la cavité permettant de corriger la biréfringence. Le
chapitre 5 est spécifiquement dédié à la stabilisation du VECSEL bifréquence dans cette
perspective. Plus de détails y seront fournis.
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Figure 2.8 – Schéma du principe de fonctionnement de l’horloge atomique
CPT pompée par le VECSEL bifréquence. (i), (ii), (iii) boucles d’asservisse-
ment (flèches bleues) de, respectivement, l’intensité, la longueur d’onde ab-
solue λ = 852 nm, la différence de longueurs d’onde correspondant à la tran-
sition hyperfine à fRF = 9.2 GHz. IO : isolateur optique, BS : cube séparateur
(pour beam splitter), PBS : cube à séparation de la polarisation (pour pola-
rization beam splitter), λ/2 : lame demi-onde, EO : cristal électro-optique,
PZT : cale piézoélectrique (pour piezo-electric transducer), OL : oscillateur
local, MAO : modulateur acousto-optique.

Une étude préliminaire de ces asservissements a été réalisée au laboratoire Charles Fabry
[47]. Le verrouillage de la longueur d’onde sur la transition D2 s’est révélé performant et
une contribution à la stabilité relative en fréquence de seulement σy (1 s) = 7.7×10−14 a été
prédite. Cependant, dans cette référence, les fluctuations d’intensité ne permettaient pas de
respecter la stabilité d’horloge deσy (1 s) = 5×10−13 du cahier des charges. Notre approche
consiste à acquérir une connaissance précise de la dynamique du laser afin d’optimiser sa
stabilisation.

En dernier lieu, et puisque nous n’y reviendrons pas, passons en revue les options possibles
pour l’alignement de la longueur d’onde du laser sur celle de la transition D2 du césium. À
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l’aide d’un étalon biréfringent [80], on peut réaliser un premier ajustement de la courbe de
gain autour de 852 nm. En utilisant un étalon biseauté de YVO4 de 100 µm d’épaisseur et
avec un angle de 30 secondes d’arc, nos partenaires à Thales R&T ont mesuré un décalage
de 1.23 nm pour chaque millimètre de lame introduite. Ensuite, deux solutions ont été
identifiées pour la rétroaction. Soit l’utilisation d’un actionneur piézoélectrique sur l’un des
deux miroirs de la cavité laser pour un contrôle fin de l’ISL. C’est l’option adoptée dans
[47] et citée plus haut. Soit l’utilisation de deux cristaux électro-optiques têtes bêches à
l’intérieur de la cavité en alignant l’axe de polarisation électrique de l’un suivant x et l’autre
suivant y. On accède ainsi au contrôle de deux degrés de liberté que l’on peut décomposer
comme un contrôle séparé de la longueur d’onde absolue et de la différence de longueurs
d’onde (battement RF).

Avant de lancer la construction du prototype d’horloge CPT pompée par un VECSEL bifré-
quence, les propriétés de bruit de ces lasers à 852 nm doivent être explorées. Nous verrons
comment considérer leur impact sur la stabilité d’horloge au chapitre 5.
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CHAPITRE 3

CARACTÉRISATION DU BRUIT D’UN VECSEL DÉDIÉ
AUX HORLOGES CPT ET STRATÉGIES DE RÉDUCTION

La transition D2 à 852 nm du césium peut être excitée à l’aide des deux composantes po-
larisées orthogonalement d’un VECSEL bifréquence. Comme introduit dans la référence
[47] résultant des travaux préliminaires menés au laboratoire Charles Fabry (dans l’équipe
de G. Lucas-Leclin) et comme nous l’avons détaillé au chapitre 2, cette proposition offre
la perspective de l’élaboration d’une horloge CPT compacte et stable. Les propriétés de
bruit du laser et du battement RF sont de toute première importance pour la stabilité à
court terme de l’horloge. Le chapitre 1 a résumé l’expertise acquise au fil des années sur
l’analyse de bruit des VECSELs en fonctionnement bifréquence [17–20, 22, 42, 43, 51,
81]. Les longueurs d’onde des VECSELs étudiés dans ces références sont d’abord de 1 µm
puis de 1.55 µm pour les applications aux liaisons opto-hyperfréquences.

Dans ce chapitre, nous réalisons l’alignement d’un VECSEL émettant deux polarisations
croisées à la longueur d’onde de 852 nm, nous caractérisons son fonctionnement bifré-
quence puis nous analysons en détails ses propriétés de bruit. Les fluctuations d’intensité
et le bruit de phase du battement sont successivement scrutés, à la fois sur le plan expéri-
mental et à la lumière de la théorie développée au chapitre 1. Une seconde partie est dédiée
à la détermination de l’influence de différents paramètres du laser et du pompage sur le
bruit des VECSELs bifréquences. Plusieurs longueurs de cavité sont utilisées lors des ob-
servations de bruit à 852 nm de la première partie. L’étude de l’influence des paramètres
sur le bruit donne plus de profondeur aux interprétations qui en découlent. Mais également,
l’étude du transfert du bruit de la pompe au VECSEL permet de dégager une stratégie de
réduction de bruit. L’essentiel du bruit du VECSEL provient du bruit de puissance de la
pompe qui lui est transféré. Ce travail ouvre ainsi la voie vers la minimisation de bruit né-
cessaire pour les applications de distribution par voie optique de références de fréquences
micro-ondes ultra-stables, qu’elles concernent la métrologie ou bien les architectures radar.
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1 Caractéristiques de bruit du VECSEL bifréquence à 852 nm

Dans cette partie, nous présentons la structure puis le fonctionnement bifréquence du VEC-
SEL dédié à l’horloge CPT à base de cesium. Nous passons ensuite à l’analyse du bruit
d’intensité et du bruit de phase du battement RF. La caractérisation des propriétés de bruit
repose ensuite sur l’évaluation des corrélations croisées entre les bruits d’intensité des deux
modes du laser.

1.1 Laser à 852 nm et dispositif de mesures

Diode de pompe (673 nm)

laser bifréquence
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Figure 3.1 – Schéma de l’architecture du VECSEL et de sa structure semi-
conductrice permettant l’émission bifréquence vers 852 nm.

Le VECSEL bifréquence permettant l’émission de deux modes polarisés orthogonalement
aux alentours de 852 nm est schématisé sur la Fig. 3.1. Le détail de la structure à semi-
conducteurs formant le 1/2-VCSEL, collé sur le module Peltier et thermalisé à 20◦C, est
indiqué dans le cadre vert. Les couches minces de cette puce ont été obtenues au C2N (dans
l’équipe de I. Sagnes) par une méthode d’épitaxie en phase vapeur aux organométalliques
(MOCVD) 1. L’épitaxie a été reportée sur un substrat de GaAs de 350 µm d’épaisseur. Ces
couches minces contiennent des couches actives et un réseau de Bragg composé de 32.5
paires de couches quart d’onde AlAs/Al0.22Ga0.78As. La réflectivité du réseau est supérieure

1. Acronyme de metal-organic chemical-vapor deposition en anglais.
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à 99.94% autour de 850 nm. Les couches actives sont également composées du matériau
ternaire Al0.22Ga0.78As faisant office de barrière pour sept puits quantiques en GaAs de
8 nm d’épaisseur chacun. Environ 75% de la puissance de pompe est absorbée dans ces
couches actives lors d’un passage. La position des puits quantiques correspond judicieu-
sement aux ventres de l’onde stationnaire du champ laser intra-cavité, comme indiqué à
la Fig.1.2. Un revêtement en InGaP de 50 nm d’épaisseur referme la structure et empêche
son oxydation (surtout celle de l’aluminium). En réalité, deux couches minces supplémen-
taires et non représentées sur le schéma sont situées de part et d’autre de la zone active
(une au-dessus du miroir de Bragg et l’autre sous la couche de revêtement). Il s’agit d’une
barrière de potentiel en Al0.39Ga0.61As utilisée pour bien confiner les porteurs de charge
dans la zone active. Aussi, en ne déposant aucune couche anti-réflexion sur la puce à se-
miconducteurs, on améliore le gain du mode résonant à l’intérieur de la micro-cavité créée
dans la structure.

Une diode laser à 673 nm pompe optiquement la structure avec un angle d’incidence proche
de 40◦. La tache lumineuse elliptique obtenue est représentée en rouge à gauche de la
Fig. 3.1. Une fibre optique multimode de diamètre de cœur 102 µm et d’ouverture numé-
rique 0.22 délivre à la structure l’éclairement de la pompe. Un système en espace libre,
constitué d’une lentille de collimation disposée en sortie de fibre puis d’une lentille de
focalisation, complète le dispositif de pompage.

Afin d’obtenir une cavité laser linéaire, un coupleur de sortie de rayon de courbure 5 cm
est utilisé. C’est un miroir concave de transmission 0.5%. On insère dans la cavité créée
un cristal biréfringent de YVO4 uniaxe positif et coupé à 45◦ de son axe optique. Ce cristal
revêt un traitement anti-réflexion. Il induit une séparation transverse par double réfrac-
tion entre l’onde ordinaire et l’onde extra-ordinaire permettant l’oscillation laser de deux
polarisations orthogonales au sein de la même cavité. À la différence de chemin optique
parcouru dans la cavité est associée une différence de marche. Les régions de pompe pour
les deux modes lasers, polarisés suivant (Ox) et (Oy), sont spatialement séparées sous l’ef-
fet de la double réfraction du cristal. On note d la distance centre à centre de ces régions
qui se superposent partiellement comme indiqué par la zone hachurée sur la figure. Ce
recouvrement est responsable de la saturation croisée d’un mode par l’autre et donc de
la compétition des modes. L’épaisseur du cristal biréfringent est de 0.5 mm et il crée une
distance entre les modes valant d = 50 µm.

Nous utiliserons dans les caractérisations de bruit qui suivent deux valeurs de longueur de
cavité distinctes : 48.0 mm et 49.5 mm. Varier la longueur de cavité permet de changer le
rayon du mode laser intra-cavité, en particulier au niveau de la structure, que l’on évalue
respectivement à w0 = 65 µm et w0 = 40 µm. La séparation d induite par le cristal restant la
même, l’alignement de la cavité laser avec des longueurs différentes aboutit à des niveaux
de compétition entre modes différents, des bruits de pompe différents ainsi que des ampli-
tudes de corrélation du pompage η différents. L’équation (1.41) nous permet d’évaluer à
C = 0.44 et C = 0.15 les constantes de couplage associées aux deux situations. En rappro-
chant la longueur de cavité des 50 mm du rayon de courbure du coupleur de sortie, le rayon
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des modes lasers diminue sur la structure pour chaque polarisation alors que la distance
centre à centre est maintenue. Cela implique donc bien une diminution de la surface de
recouvrement des régions de pompe, ce qui affaiblit ainsi la saturation croisée.
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Figure 3.2 – Dispositif de mesure des bruits d’intensité du VECSEL bifré-
quence (DF-VECSEL) et du bruit de phase du battement. BS : cube sépa-
rateur (beam splitter), λ/2 : lame demi-onde, PBS : cube à séparation de
polarisations (polarization beam splitter), PD : photodiode, PDR : photo-
diode rapide, ARF : amplificateur RF, IFP : dispositif interférométrique de
Fabry Perot.

Le dispositif expérimental permettant la caractérisation du bruit de ce VECSEL bifré-
quence est schématisé à la Fig. 3.2. Le signal bifréquence du VECSEL est séparé en deux
voies. La première (en haut) permet de projeter sur la même direction les polarisations
des modes croisés notés x et y. D’une part, ceci permet de détecter le battement entre
ces deux modes à l’aide d’une photodiode rapide de bande passante environ 12 GHz. Une
image du battement RF obtenu à la photodiode peut être directement réalisée à l’analyseur
de spectre électrique comme l’illustre la Fig. 3.3(a). Nous utilisons plutôt un oscilloscope à
large profondeur mémoire pour l’analyse simultanée des données, permettant en particulier
la reconstruction du bruit de phase du battement RF. D’autre part, une partie du faisceau
est utilisée pour contrôler continument la bonne cohabitation des deux modes grâce à un
dispositif Fabry Perot, comme le montre la Fig.3.3(b).

La seconde voie permet de mesurer séparément l’intensité de chaque polarisation à l’aide
de photodiodes de bande passante typique 25 MHz. Le signal direct fourni par ces pho-
todiodes donne l’image de l’intensité moyenne alors que les fluctuations d’intensité sont
obtenues après amplification sur une bande allant de 10 kHz à 500 MHz.

Passons maintenant aux résultats expérimentaux de ces mesures de bruit. Pour tenir compte
des bandes passantes de l’instrumentation, les spectres de bruit seront présentés de 10 kHz
à 20 MHz (proche porteuse pour le battement).
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Figure 3.3 – Fonctionnement bifréquence du laser avec la mesure (en bleu)
du battement RF à l’analyseur de spectre (a) et le balayage Fabry Perot (b)
montrant l’existence de deux modes (en rouge). (a) La bande passante de ré-
solution est de 3 kHz, la bande passante vidéo de 910 Hz et la courbe en cyan
représente le plancher de mesures. (b) Le balayage du Fabry Perot (rampe en
bleu) correspond à un intervalle spectral libre de 10 GHz.

1.2 Mesures des fluctuations des intensités et de la phase du battement
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Figure 3.4 – Spectres de bruit d’intensité relatif du VECSEL bifréquence
à 852 nm pour des longueurs de cavité de 48.0 mm (a) et 49.5 mm (b). Les
symboles correspondent aux mesures alors que les spectres issus des mo-
dèles apparaissent en traits pleins. Les paramètres retenus sont τ = 1 ns,
Ψ = 0 et (a) τx = 13 ns, τy = 16 ns, rx = 1.59, ry = 1.63, C = 0.44,
RINp = −133 dB/Hz, η = 0.45 ; (b) τx = 10 ns, τy = 8 ns, rx = 1.25,
ry = 1.22, C = 0.15, RINp = −129 dB/Hz, η = 0.1.

La Fig. 3.4 montre les spectres de bruit d’intensité relatif provenant à la fois des mesures
et des modélisations basées sur la théorie développée dans la section 3 du chapitre 1. La
Fig. 3.4(a) présente les résultats pour une cavité de longueur 48.0 mm contre 49.5 mm pour
la Fig. 3.4(b). L’allure de ces spectres est celle d’un filtre passe-bas où la fréquence de
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coupure est reliée aux temps de vie des photons de chaque polarisation dans la cavité,
conformément à ce que l’on pouvait attendre en présence d’une dynamique de laser de
classe A. En comparant attentivement les courbes, on observe que la transition entre le
régime asymptotique basse fréquence et le régime asymptotique haute fréquence est bien
plus douce en (a) qu’en (b). Cela provient du fait que la saturation croisée étant plus im-
portante en (a) qu’en (b), le comportement du RIN s’éloigne davantage du filtre passe-bas
de premier ordre attendu. On observe dans les deux cas une très légère différence entre
les bruits d’intensité relatifs des modes x et y qui est tributaire du fait que ces modes ne
ressentent ni les mêmes pertes, ni le même gain. La modélisation reproduit très fidèlement
les comportements mesurés.
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Figure 3.5 – Spectres du bruit de phase du battement RF généré par un VEC-
SEL bifréquence à 852 nm pour des longueurs de cavité de 48.0 mm (a) et
49.5 mm (b).Les symboles rouges correspondent aux mesures, les gris au
plancher, les traits pleins aux modèles avec la contribution du bruit thermique
(pointillés magenta) et du couplage phase-amplitude (tirets verts). Les para-
mètres retenus sont RT = 40 K.W−1 et (a) τT = 45 µs, ΓT = 1.34× 10−7 K−1,
Pp,x = 0.42 W, Pp,y = 0.35 W ; (b) τT = 45 µs, ΓT = 1.32 × 10−7 K−1,
Pp,x = 0.27 W, Pp,y = 0.33 W. Les autres paramètres sont identiques à ceux
de la Fig. 3.4.

La Fig. 3.5 reproduit les spectres de bruit de phase du battement RF issus à la fois des
mesures et des modélisations. Cette fois encore, la longueur de cavité est plus petite en (a)
qu’en (b), ce qui induit des tailles des modes plus importantes en (a) qu’en (b) et donc plus
de saturation croisée en (a). Une rupture de pente peut être identifiée sur chaque spectre
aux alentours de 300 kHz. Grâce à la modélisation, il devient évident que la partie basses
fréquences est induite par les effets thermiques alors qu’aux plus hautes fréquences c’est
la contribution liée au couplage phase / amplitude qui domine. La contribution du bruit
d’intensité s’effectue à travers le couplage phase-amplitude généré par un facteur de Henry
α, élevé pour ce type de structures à semiconducteurs. La transition entre ces deux méca-
nismes de bruit est située aux alentours des 300 kHz et explique la rupture de pente évoquée
plus haut.
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On pourrait s’attendre, naïvement, à ce que le bruit de phase en (a) soit plus important
qu’en (b) à cause des effets de la saturation croisée. Le constat est différent et résulte en fait
d’une combinaison de plusieurs facteurs. L’augmentation de la longueur de cavité certes
diminue C mais aussi accroît le bruit de pompe ressenti par chaque mode laser et diminue
l’amplitude des corrélation de bruit de la pompe η. En effet, la diminution du recouvrement
des régions de pompe s’accompagne d’une réduction de la zone de speckle de la pompe
partagée par les deux modes, ce qui dégrade η. Comprendre l’influence plus précise de tous
ces facteurs sera l’objet des investigations menées dans la section 2. Avant d’entamer cette
discussion, nous explorons les propriétés des corrélations des bruits d’intensité des deux
modes lasers.

1.3 Analyse des corrélations croisées

Les corrélations entre les bruits d’intensité des deux modes vont nous permettre une com-
préhension plus fine de la dynamique du laser. Ce travail a été initié par S. De et rapporté
dans les références [21, 82]. Nous en donnerons un nouvel éclairage au chapitre 7. Le
spectre des corrélations des bruits d’intensité est une fonction à valeurs dans C définie par
la relation :

Θxy ( f ) =

〈
δ̃Fx ( f ) · δ̃Fy

∗
( f )

〉
√〈∣∣∣δ̃Fx ( f )

∣∣∣2〉 〈∣∣∣δ̃Fy ( f )
∣∣∣2〉 . (3.1)

Le dénominateur de cette expression est un facteur de normalisation. Pour deux modes
aux fluctuations tout à fait identiques Θxy ( f ) vaut 1. Pour deux modes indépendants, dé-
corrélés, Θxy ( f ) est nul. La Fig. 3.6 reproduit les spectres des corrélations entre les bruits
d’intensité des deux modes polarisés orthogonalement du VECSEL bifréquence à 852 nm.
L’amplitude des corrélations présente un plateau aux basses fréquences à une valeur rela-
tivement élevée avant de s’effondrer entre 1 et 10 MHz puis revenir à une valeur non-nulle
sur un nouveau plateau. En examinant la phase associée, on s’aperçoit que cette transition
au delà du MHz correspond à un changement de signe des corrélations. On passe en effet
d’une valeur de ±180◦ pour la phase des corrélations à 0. On a ainsi une transition entre
un régime de fluctuations de l’intensité des modes en opposition de phase à un régime
en phase. Il est possible de ré-interpréter ce système à deux composantes corrélées comme
deux oscillateurs couplés, ou tout autre système à deux niveaux couplés. Les modes propres
du système sont des combinaisons linéaires des bruits d’intensité sur chaque polarisation :(

λ1

λ2

)
=

(
c1x c1y

c2x c2y

) (
δ̃Fx

δ̃Fy

)
, (3.2)

où les coefficients de la matrice sont des nombres complexes.
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Figure 3.6 – Spectres des amplitudes (a,b) et phases (c,d) des corrélations du
bruit d’intensité entre les modes x et y du VECSEL bifréquence. La longueur
de cavité est de 48.0 mm pour (a,c) et 49.5 mm pour (b,d). Les symboles sont
issus des mesures alors que les traits pleins proviennent des modélisations
obtenues avec les paramètres de la Fig. 3.4.

En supposant maintenant une situation où les modes lasers des polarisations x et y pos-
sèdent des gains et des pertes tout à fait semblables, il est possible de préciser l’écri-
ture précédente. De façon similaire mais dans un autre registre, la molécule d’ammoniac
NH3 possède deux conformations tétraédriques équivalentes suivant la position de l’atome
d’azote par rapport au plan formé par les atomes d’hydrogène. Ses états propres, de plus
basse énergie, sont les superpositions symétriques et anti-symétriques des deux conforma-
tions. Dans le cas présent, les modes propres de bruit seront aussi le mode symétrique du
bruit d’intensité (dénoté +) et le mode anti-symétrique (dénoté -) définis comme :

δ̃F+ ( f ) =
1
√

2

[
δ̃Fx ( f ) + δ̃Fy ( f )

]
,

δ̃F− ( f ) =
1
√

2

[
δ̃Fx ( f ) − δ̃Fy ( f )

]
.

(3.3)

Si les gains et les pertes ne sont pas identiques pour les deux composantes x et y du laser, il
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reste toujours possible de décomposer les modes de bruit dans la nouvelle base des modes
symétriques et anti-symétrique que l’on vient de construire et qui représente mieux les
états physiques du système. Des mesures précédentes des fluctuations d’intensité, on déduit
les densités spectrales de puissance des modes δ̃F+ et δ̃F−. On voit à la Fig. 3.7 que le
mode anti-symétrique domine sur quelques MHz de bande passante et que la transition
précédemment évoquée se manifeste lorsque le mode symétrique des fluctuations domine.
La correspondance du changement de signe des corrélations et du renversement du rapport
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Figure 3.7 – Spectres des bruits d’intensité des modes symétriques et an-
tisymétriques définis à l’Eq.(3.3). La longueur de cavité vaut 48.0 mm en
(a) et 49.5 mm en (b). Les symboles sont issus des mesures alors que les
traits pleins proviennent des modélisations obtenues avec les paramètres de
la Fig. 3.4.

entre mode symétrique et mode anti-symétrique se comprend en analysant l’expression
(3.3). Lorsque les fluctuations sur x et y s’ajoutent en opposition de phase, δ̃F+ est petit
alors que δ̃F− est grand. L’addition en phase des fluctuations rend au contraire δ̃F+ grand
et δ̃F− petit. L’inversion entre modes symétrique et anti-symétrique coïncide donc avec
le changement de signe de Re

[
Θxy ( f )

]
. De plus ce changement de signe est continu et

s’accompagne naturellement d’un passage par zéro de l’amplitude des corrélations Θxy ( f ),
d’où le creux observé aux Fig. 3.6(a) et (b).

Une autre lecture de ce résultat est possible en ré-exprimant le numérateur du spectre des
corrélations dans la base des modes symétrique / anti-symétrique :

Θxy ( f ) =

1
2

[〈∣∣∣δ̃F+

∣∣∣2〉 − 〈∣∣∣δ̃F−
∣∣∣2〉] + i Im

[〈
δ̃F+

∗
· δ̃F−

〉]
√〈∣∣∣δ̃Fx ( f )

∣∣∣2〉 〈∣∣∣δ̃Fy ( f )
∣∣∣2〉 . (3.4)

Pour la partie imaginaire de ce spectre, on s’aperçoit donc que l’on a au numérateur de
cette équation Im

[〈
δ̃Fx · δ̃Fy

∗〉]
= Im

[〈
δ̃F+

∗
· δ̃F−

〉]
. Comme les mesures de la phase des

corrélations l’indiquent sur les Fig. 3.6(c) et (d), cette partie imaginaire est nulle sur qua-
siment tout le spectre en dehors de la transition très raide entre les fluctuations en phase
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et les fluctuations en opposition de phase. L’essentiel est donc contenu dans le premier
terme réel de la somme apparaissant au numérateur de l’équation (3.4). Il s’ensuit que la
domination aux basses fréquences du mécanisme de bruit anti-symétrique induit des cor-
rélations entre x et y négatives et donc des fluctuations en opposition de phase. Cependant
le spectre de bruit d’intensité du mode symétrique présente un bande passante plus large
que celui du mode anti-symétrique, comme le montre la Fig. 3.7. Il existe donc une fré-
quence à partir de laquelle le poids des mécanismes de bruit symétrique et anti-symétrique
s’égalise, ce qui a pour effet d’annuler les corrélations entre x et y. Ceci explique le creux
d’amplitude constaté aux Figs. 3.6(a) et (b). La phase des fluctuations sature à 0 dès lors
que le mécanisme de bruit symétrique l’emporte.

Enfin, en comparant les bruits d’intensités aux Figs. 3.7(a) et (b), on s’aperçoit que les
bruits des modes symétrique et anti-symétrique sont d’autant plus équilibrés que la cavité
est longue et donc la constante de couplage C décroît. On en déduit donc que le mode de
bruit anti-symétrique est d’autant plus prédominant que la saturation croisée est élevée.

2 Stratégies de réduction du bruit

La modélisation reproduit avec une grande fidélité les mesures de bruit du VECSEL bi-
fréquence à 852 nm. Ce VECSEL bifréquence est développé dans la perspective de son
application à l’horloge CPT à base de césium. On souhaite cependant obtenir des niveaux
de bruit les plus bas possibles, que ce soit pour cette application ou bien pour toutes les
autres discutées au chapitre 2. De plus, les mesures précédentes ont montré que les bruits
d’intensité et le bruit de phase du battement ne dépendent pas que du niveau de bruit de la
diode laser de pompe mais également de bien d’autres paramètres du laser. Nous proposons
donc de tirer parti du bon accord avec le modèle pour comprendre plus en détail l’influence
des différents paramètres sur la dynamique du VECSEL bifréquence. Nous souhaitons par
la même occasion dégager des critères pour la réduction de bruit.

2.1 Minimisation du transfert de bruit d’intensité

Le bruit d’intensité relatif associé à chaque polarisation est bien modélisé par le produit du
RIN de la pompe et d’une fonction de type filtre passe-bas. La mesure du RIN de la pompe
au chapitre 1 a mis en évidence un spectre plat de bruit blanc. Le contenu fréquentiel est
donc contenu dans le second terme du produit qui représente la fonction de transfert du
RIN de pompe au VECSEL. Le filtrage des photons par la cavité laser induit une fréquence
de coupure de l’ordre du MHz. Bien en-deçà de cette fréquence de coupure, la fonction
de transfert du RIN de la pompe au VECSEL se résume alors à un simple gain. Le gain
de bruit d’intensité lors du transfert au laser est évalué à partir de l’expression (1.51) à la
fréquence de 50 kHz. La Fig. 3.8 montre l’influence des divers paramètres sur ce gain de
bruit d’intensité. La Fig. 3.8(a) considère le cas où les taux de pompage des polarisations
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Figure 3.8 – Impact des paramètres du VECSEL bifréquence sur le gain
du transfert de bruit provenant de la pompe évalué aux basses fréquences
( f = 50 kHz). (a) Évolution du gain de bruit transféré en fonction du taux de
pompage pour des excitations équilibrées sur les deux modes x et y et plu-
sieurs valeurs de la constante de couplage C. (b) Évolution du gain de bruit
transféré en fonction du taux de pompage rx sur le mode x avec une valeur ry

fixée à 1.63. Les zones hachurées délimitent un fonctionnement uniquement
monomode du laser de la fenêtre de fonctionnement bifréquence. (c) Évolu-
tion du gain de bruit transféré en fonction de la constante de couplage pour
rx = ry = 1.6 et différentes valeurs d’amplitude η des corrélations des bruits
de pompe. Les paramètres utilisés sont τx = 13 ns, τy = 16 ns, τ = 1 ns,
Ψ = 0 et η = 0.45 quand il n’est pas varié.

x et y sont équilibrés (rx = ry). Plus les modes sont pompés loin de leur seuil laser, moins
on constate de transfert du bruit de la pompe. Ce comportement est similaire à celui d’un
laser monomode de classe A, comme reporté dans la référence [17]. En particulier, lorsque
C = 0 il n’y a plus de couplage entre les modes du VECSEL bifréquence et on retrouve
exactement le comportement du transfert de RIN du VECSEL monomode. Lorsque le laser
est amené très loin de son seuil, le RIN du laser tend vers le RIN de la pompe. On note
cependant que la saturation croisée crée un écart à ce comportement asymptotique. En
effet, le gain du RIN sature à 5 dB de gain de bruit pour C = 0.15 et même à 10 dB pour
C = 0.44 sous l’effet de la compétition des modes. Il semble donc préférable de pomper le
plus loin du possible du seuil et avec le moins couplage possible, comme on s’y attendait
physiquement.

Par ailleurs, la compétition des modes explique qu’on n’aboutisse à un fonctionnement
bifréquence, avec une oscillation simultanée de deux modes, qu’en cas de taux de pompage
relativement équilibrés pour ces derniers. La Fig. 3.8(b) montre comment le transfert de
RIN évolue en fonction du taux de pompage rx lorsque ry est fixé. La zone non-hachurée
correspond aux valeurs de rx permettant une oscillation stable à deux modes. En dehors
de l’intervalle délimité, le déséquilibre entre les taux de pompages des deux modes est
trop important et la compétition conduit le mode le plus fort à s’accaparer une part du
gain trop grande pour que l’autre puisse exister [38]. Les zones hachurées correspondent
ainsi à un fonctionnement monomode du VECSEL. En régime bifréquence, on note que
le gain de bruit d’intensité n’est pas le même sur les deux modes dès que rx , ry. Plus
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précisément, le bruit d’intensité du mode le plus faible augmente drastiquement sous l’effet
du déséquilibre des taux de pompage. Enfin, l’évolution du gain de bruit en fonction de la
constante de couplage est tracée à la Fig. 3.8(c) pour plusieurs valeurs de l’amplitude η des
corrélations de bruits de pompe dans une situation où les taux de pompages sont équilibrés
(rx = ry). Il en ressort que le bruit d’intensité décroît quand on diminue la saturation croisée
(comme l’avait indiqué la Fig. 3.8(a)) sauf dans le cas particulier où les bruits de pompe
sont totalement corrélés (η = 1). Notons par ailleurs que plus on s’approche de bruits de
pompes totalement corrélés et plus le gain de bruit est faible. Revenir sur les mécanismes
de bruit symétrique et anti-symétrique est alors instructif. La domination du spectre de
bruit aux basses fréquences par le mode anti-symétrique, constatée à la Fig. 3.7, permet de
prédire d’une part l’augmentation du bruit d’intensité avec la constante de couplage C qui
favorise ce mécanisme, d’autre part la diminution du bruit d’intensité quand on augmente
la corrélation des bruits de pompe puisque cette dernière est toujours en phase Ψ = 0.
En effet, avec des corrélations en phase pour le bruit de pompe, le mode de bruit anti-
symétrique n’est pas excité par le bruit de pompe. En particulier, quand η = 1 ce mode de
bruit n’est plus du tout excité ce qui induit une diminution draconienne du RIN aux basses
fréquences.

En conclusion, le bruit d’intensité relatif du VECSEL bifréquence peut être réduit (i) en
diminuant la constante de couplage non-linéaire C, (ii) en équilibrant autant que possible
les taux de pompage des deux modes et (iii) en visant des corrélations totales et en phase
entre les bruits de pompe vus par les deux modes.

2.2 Réduction du bruit de phase du battement

Les performances des applications du chapitre 2 reposent en grande partie sur le bruit de
phase du battement RF. Bien sûr des méthodes de stabilisation actives peuvent être implé-
mentées et c’est d’ailleurs en partie l’objet du chapitre 5. Cependant, la bande passante de
bruit s’étend bien au-delà de la centaine de kHz et même du MHz, comme on le constate
sur les Fig. 3.5. Le spectre de bruit de phase s’étend donc bien au-delà de la bande passante
d’une boucle à verrouillage de la phase optique, comme celle qui est utilisée dans la réfé-
rence [83] pour un laser bifréquence à l’état solide. Il est donc important de comprendre
l’influence des paramètres du laser sur le transfert de bruit provenant de la pompe et de
dégager des stratégies sa réduction.

La Fig. 3.9 montre comment le bruit de phase du battement RF est réduit lorsqu’on dimi-
nue la constante de couplage C ou lorsqu’on augmente l’amplitude η des corrélations des
bruits de pompe. On remarque sur la Fig. 3.9(a) que le bruit de phase subit une réduction
particulièrement drastique lorsque η s’approche de 1. Les Fig. 3.9(b,c) démontrent que la
réduction du bruit de phase obtenue en réduisant la compétition de modes n’est effective
qu’au voisinage de la transition entre la contribution d’origine thermique et celle couplage
de Henry. Il est clair que la façon la plus efficace de réduire le bruit de phase consiste à
réaliser un pompage avec η = 1.
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Figure 3.9 – Influence de l’amplitude η des corrélations de bruit de pompe et
de la constante de couplage C sur le spectre de bruit de phase du battement
RF. (a) Évolution du spectre de bruit de phase avec η pour la valeur de C =

0.44. (b,c) Évolution du spectre de bruit de phase avec C pour (b) η = 0 et
(c) η = 1. Les autres paramètres valent τx = 13 ns, τy = 16 ns, τ = 1 ns,
Ψ = 0, rx = 1.59, ry = 1.63, α = 5.2, RT = 40 K.W−1, τT = 45 µs, ΓT =

1.34 × 10−7 K−1, Pp,x = 0.42 W, Pp,y = 0.35 W et RINp = −133 dB/Hz.

Dans le cas où les corrélations des bruits de pompes sont significatives, la Fig. 3.10 montre
comment le déséquilibre entre les taux de pompage dégrade le bruit de phase du battement
RF. On voit sur la Fig.3.10(a) que, quand η = 1, l’équilibre entre les modes constitue
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Figure 3.10 – Influence du déséquilibre entre les taux de pompage des deux
modes sur le spectre de bruit de phase du battement RF. Le taux de pompage
de la polarisation x est maintenu à rx = 1.59. Évolution avec ry pour (a) η = 1
et (b) η = 0.9. Les autres paramètres sont identiques à ceux de la Fig. 3.9.

bien l’ultime limitation pour réduire le bruit de phase issu des fluctuations de pompe. Au
contraire, quand on s’éloigne juste un peu de cette valeur de corrélations de pompe avec
η = 0.9, le déséquilibre entre les taux de pompage des deux modes ne joue plus qu’un rôle
marginal.

En définitive, la minimisation du bruit de phase du battement nécessite (i) de réduire la
saturation croisée avec C et (ii) de rendre les bruits de pompe totalement corrélés en phase
(η → 1). L’équilibre des taux de pompage n’est finalement pertinent que dans le cas où η
est vraiment proche de 1.
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2.3 Des critères a priori irréconciliables

Lorsque l’on rassemble les examens des critères de réduction des bruits d’intensité et bruit
de phase du battement, on doit d’abord s’avouer heureux de constater une évolution avec les
paramètres du laser C, η et

∣∣∣rx − ry

∣∣∣ allant dans le même sens. En y regardant de plus près,
les fluctuations d’intensité donnant lieu à une contribution au bruit de phase par couplage
à travers le facteur de Henry, il n’est pas étonnant que la stabilisation de l’un en agissant
sur un paramètre stabilise également l’autre, au moins aux hautes fréquences (>100 kHz).

Une façon immédiate de diminuer conjointement bruit d’intensité et bruit de phase consiste
à trouver la source laser de pompe présentant le RINp le plus petit possible. Cette solution
nous rend tributaire du développement commercial de telles sources à la longueur d’onde
utile au pompage optique de la structure du VECSEL, qui diffère suivant l’application.

Comme on ne dispose pas forcément de lasers de pompe plus stables, la minimisation
du transfert de bruit apporte une réelle solution. Mais comment s’y prendre expérimentale-
ment pour réduire la saturation croisée, obtenir des taux de pompages des modes équilibrés
et des corrélations des bruits de pompe totales et en phase ?

Équilibrer les taux de pompages, bien que présentant un intérêt marginal pour le bruit de
phase, peut s’obtenir simplement par un alignement minutieux de la cavité laser en jouant
sur l’inclinaison de l’étalon mais aussi sur le recouvrement entre la tache du faisceau de
pompe et les régions de pompe correspondant à chaque mode. Diminuer la compétition
de modes, c’est diminuer le recouvrement des régions de pompes des modes laser x et
y (zone hachurée de la Fig. 3.1). On parvient à diminuer C, exponentiellement d’après
la relation (1.41), en augmentant d la distance centre à centre pour un rayon du mode
laser w0 fixé (c’est à dire une longueur de cavité fixée). Expérimentalement, ceci revient
à introduire une séparation spatiale plus grande via le cristal biréfringent inséré dans la
cavité. Prendre un cristal plus épais fait l’affaire mais ceci introduit plus de pertes dans
la cavité, entraînant par la même occasion une dégradation du bruit d’intensité relatif. On
peut aussi allonger la cavité pour diminuer w0 et diminuer ainsi C comme dans le présent
chapitre. Attention toutefois à ne pas approcher trop la limite imposée par le rayon de
courbure du coupleur externe qui rend instable le mode transverse de cavité TEM00 de notre
laser. Enfin, les corrélations des bruits de pompe du laser viennent du fait que les régions
de pompes des modes x et y n’interceptent pas de la même manière les grains de speckle
contenus dans la tache de pompe sur le 1/2-VCSEL. Obtenir de très fortes corrélations,
c’est donc permettre aux modes x et y d’intercepter les mêmes fluctuations et donc la même
région de pompe. On doit superposer le plus possible les régions de pompe en diminuant d
ou bien en augmentant w0. Avoir des fluctuations de pompes totalement corrélées sur x et
y, c’est-à-dire s’approcher de η = 1, nécessite une complète superposition des régions de
pompe. Procéder de la sorte est absolument incompatible avec la minimisation de C.

Les critères de minimisation de bruit par la diminution de C et l’augmentation de η pa-
raissent irréconciliables avec un tel dispositif de pompage. Nous explorons au prochain
chapitre des solutions pour dépasser cette situation paradoxale.
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CHAPITRE 4

RÉDUCTION EXPÉRIMENTALE DU TRANSFERT DE
BRUIT PAR POMPAGES BIEN CORRÉLÉS

Le chapitre précédent a mis en évidence des critères de réduction de bruit des VECSELs
bifréquences se basant sur (i) des corrélations de bruit de pompe totales et en phase (η→ 1,
Ψ = 0), (ii) la minimisation de la saturation croisée avec la constante de couplage C,
(iii) l’équilibre des taux de pompage des deux modes. La réalisation simultanée des deux
premiers points peut paraître paradoxale. En effet, cela suppose que les régions de pompage
des modes interceptent les mêmes fluctuations provenant de la pompe mais en même temps
que le recouvrement entre ces régions soit le plus petit possible.

Nous allons voir que des stratégies expérimentales différentes doivent être adoptées pour
le VECSEL à la longueur d’onde télécom et le VECSEL pour les horloges CPT à base
de césium. Les propriétés du laser de pompe ou bien l’architecture de pompage seront des
points clés de notre investigation.

1 Génération optique d’un signal RF ultra-bas bruit à la
longueur d’onde télécom

Dans cette partie, nous dirigeons nos efforts vers la minimisation expérimentale du transfert
du bruit provenant de la pompe au VECSEL bifréquence à 1.5 µm. Nous allons aborder la
solution retenue pour obtenir des propriétés de pompage allant dans ce sens puis l’analyse
des niveaux de bruit obtenus.
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1.1 Pompage optique sans speckle

Comme mis en lumière initialement dans la référence [20] et appuyé dans les développe-
ments théoriques précédents, le bruit du VECSEL bifréquence ne dépend pas uniquement
du niveau de bruit d’intensité du laser de pompe mais également des corrélations en phase
des fluctuations de pompe interceptées par les deux régions de pompe sur la structure semi-
conductrice, spatialement séparées à cause du cristal biréfringent. L’utilisation d’une diode
de pompe fibrée multimode est responsable de la présence d’une figure de speckle sur le
1/2-VCSEL. En effet, la fibre propage de nombreux modes spatiaux transverses qui, une
fois imagés sur la structure, donnent la distribution aléatoire de lumière constatée. C’est
bien à cause de cette figure de speckle que les régions de pompe des modes lasers voient
des fluctuations de pompe différentes, il est donc naturel de se diriger vers la propagation
d’un seul mode spatial dans la fibre. Un mode spatial unique possèdera un maximum de
cohérence dans le plan transverse qui s’étend sur la structure.

L’utilisation d’un laser de pompe fibré monomode est retenue mais présente un inconvé-
nient majeur. La faible ouverture numérique des fibres monomodes ne permet pas à une
diode laser fibrée monomode de délivrer autant de puissance qu’une diode laser fibrée
multimode. L’inversion de population de notre structure à émission à 1.5 µm par la surface
se fait par pompage aux longueurs d’onde voisines de 1 µm. Or la technologie des lasers
à semiconducteurs à 980 nm est mature grâce à ses applications télécoms civiles ou mili-
taires. Ceci va nous offrir des solutions. Des diodes lasers à 976 nm fibrées avec des fibres
monomodes à maintien de polarisation (FMP) permettant jusqu’à 950 mW d’émission sont
ainsi commercialement disponibles. Ces lasers à semiconducteurs sont usuellement utilisés
pour pomper les amplificateurs à fibre dopée en erbium (EDFA). Les EDFA sont constitués
d’une vingtaine de mètres de fibre monomode, dont le cœur est dopé à l’erbium. Dans les
liaisons télécoms de longueur conséquente, telles que les liaisons sous-marines, ces EDFA
sont disposés tous les 150 à 200 km pour compenser les pertes de propagation.

Diode laser 1

Diode laser 2

FMP

FMP

z

x

y

Recombinaison

FMP

Lentilles

Figure 4.1 – Dispositif de recombinaison en polarisation des faisceaux de
diodes lasers fibrées avec des fibres à maintien de polarisation (FMP).

Bien que délivrant près d’un Watt de puissance optique, les diodes lasers fibrées FMP
permettent à peine d’atteindre le seuil laser en régime bifréquence. Les pertes induites à
l’insertion du cristal biréfringent sont importantes à l’échelle du faible gain obtenu avec
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les structures 1/2-VCSEL à 1.5 µm. D’une part, il est extrêmement compliqué de réaliser
l’alignement en travaillant si proche du seuil laser, d’autre part les propriétés de bruit du
laser sont exacerbées au voisinage du seuil, ce qui va à l’encontre de nos motivations. Une
stratégie ultime consiste alors à recombiner les puissances de deux diodes lasers à 980 nm
fibrées FMP dans une troisième fibre monomode, encore à maintien de polarisation. En
fait, l’utilité de la fibre à maintien de polarisation s’illustre à ce moment précis. La re-
combinaison de faisceaux issus de fibres monomodes induit plus de 3 dB de pertes, ce qui
ici n’a plus aucune utilité. Pour que les puissances des deux faisceaux puissent se som-
mer sans interférer aléatoirement après propagation dans la troisième fibre, il faut qu’elles
soient issues de polarisations orthogonales et que ces polarisations soient maintenues. On
utilise donc le dispositif présenté à la Fig. 4.1. Après collimation et focalisation en espace
libre, 1.8 W de puissance de pompe peuvent être fournis au 1/2-VCSEL. La structure du
1/2-VCSEL émettant autour de 1.5 µm que nous utilisons a été décrite en détails au cha-
pitre 1. La cavité laser plan-concave fait 49.0 mm, le miroir de sortie a une transmission de
0.6% et le rayon du mode laser sur la structure vaut 59 µm. Le cristal biréfringent en YVO4

est de 0.5 mm d’épaisseur et crée une séparation spatiale entre les régions de pompe des
modes x et y valant d = 50 µm.
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Figure 4.2 – Caractéristiques de pompage du VECSEL à 1.5 µm. (a) Puis-
sance de sortie du VECSEL en fonction de la puissance lumineuse de pompe
incidente. Les symboles proviennent de mesures en cavité vide (points
rouges) ou en fonctionnement bifréquence (carrés bleus et triangles oranges).
Les traits pleins modélisent le comportement affine en régime laser. (b)
Spectre de bruit d’intensité relatif du dispositif de pompage présenté à la
Fig. 4.1.

Les caractéristiques du VECSEL en cavité vide ainsi qu’en fonctionnement bifréquence
sont données à la Fig. 4.2(a). Avec un étalon YAG de 100 µm d’épaisseur pour sélection-
ner les modes longitudinaux, nous arrivons à un fonctionnement bifréquence avec jusqu’à
17 mW sur chaque polarisation pour 1.4 W de puissance de pompe optique lorsqu’en ca-
vité vide 65 mW sont obtenus. Notons que, bien que cela soit suffisant pour certaines ap-
plications, il serait possible d’obtenir une puissance de sortie plus élevée en réduisant le
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coefficient de réflexion de la puce à la longueur d’onde de la pompe ou en utilisant une
architecture permettant une meilleure gestion des effets thermiques, comme par exemple
l’architecture de la puce introduite dans la référence [84] et incorporant des couches dissi-
patrices. Les pentes des régressions linéaires de la Fig. 4.2(a) correspondent aux rapports
du rendement quantique externe du VECSEL à 1.5 µm sur le rendement de conversion des
photons de pompe à 980 nm en porteurs de charge. Elles sont respectivement de 7.4% pour
la cavité vide (courbe rouge) contre 3.4% et 3.2% pour les modes x et y (courbes bleu et
orange). La somme des 3.4% et 3.2% en fonctionnement bifréquence est inférieure aux
7.4%. Cela s’explique par une perte de rendement optique à l’introduction de pertes dans
la cavité. Comme le coefficient de réflexion du coupleur de sortie est très élevé, le rap-
port entre les pertes en cavité vide et les pertes avec l’étalon et le cristal biréfringent est
de 7.4/6.6=1.12. Les pertes ont donc augmenté de 12%, ce qui justifie la nécessité d’une
puissance de pompe conséquente.

La Fig. 4.2(b) reproduit le spectre du RIN de la pompe réalisée par combinaison des deux
diodes lasers. On constate que ce spectre est celui d’un bruit blanc et peut être modélisé
comme une constante RINp ( f ) = −152 dB/Hz sur toute la bande passante d’étude. Ce
niveau de bruit est de plus extrêmement bas 1, ce qui est avantageux pour les niveaux de
bruit du VECSEL, que nous allons désormais évaluer.

1.2 Réduction drastique de bruit du signal RF

Les mesures des bruits d’intensité et bruit de phase du battement sont réalisées à l’aide
du dispositif de la Fig. 3.2 présenté au chapitre précédent. Nous supposons que les pro-
cessus de bruit sont stationnaires sur la bande passante adaptée à nos mesures, c’est-à-dire
de 10 kHz à 10 MHz. Les spectres de bruit d’intensité des deux polarisations sont affichés
à la Fig. 4.3. Les niveaux de RIN se situent, pour les deux modes, sous les -140 dB/Hz,
ce qui atteste d’une réduction significative du bruit d’intensité par rapport au VECSEL
bifréquence pompé avec une diode laser fibrée multimode. En effet, les RINs correspon-
dant, adaptés de la référence [19] et montrés à la Fig. 1.13, se trouvent plutôt entre -120 et
-130 dB/Hz.

On constate de plus un bon accord de la modélisation (traits pleins) et de ces mesures
(symboles). Ces spectres théoriques sont obtenus avec des temps de vie des photons dans
la cavité légèrement différents pour les deux modes τx = 15 ns et τy = 20 ns. Ceci vient du
fait que les deux modes ne subissent pas les mêmes pertes à cause de l’étalon incliné et du
cristal biréfringent dans la cavité. En revanche, il est possible expérimentalement d’aboutir
à des puissances de sortie équilibrées en x et en y, ce que l’on traduit par un même nombre
de photons dans la cavité en régime permanent F0x = F0y = 5.2 × 109. La tache de pompe
a donc été alignée de façon à ce que la différence de pompage compense la différence de
pertes entre les deux modes. Un même taux de pompage rx = ry = 1.57 est alors adopté.

1. Comparé aux -133 dB/Hz de la diode laser à 673 nm du VECSEL émettant à 852 nm.
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Figure 4.3 – Spectre de bruit d’intensité relatif des deux modes émis par le
VECSEL à 1.5 µm. Les symboles viennent des mesures et les traits pleins
de la modélisation. Les paramètres utilisés sont rx = ry = 1.57, τx = 20 ns,
τy = 15 ns, RINp = −152 dB/Hz, C = 0.39, η = 1 et Ψ = 0.

Cela permet d’évaluer la constante de couplage non-linéaire C due au recouvrement partiel
des régions de pompe des deux modes à 0.39. Cette valeur intermédiaire de C ne va pas
dans le sens des critères retenus pour la minimisation du transfert de bruit. Cependant, le
changement radical induit par l’utilisation de fibres monomodes (voir Fig.4.1) provient de
l’absence de figure de speckle dans la tache pompant la structure. Cette absence de speckle
signifie que les fluctuations de pompe ne sont plus aléatoirement distribuées sur la structure
et par conséquent les corrélations entre les bruits vus par les deux modes laser sont totales
et en phase (η = 1, Ψ = 0). L’accord avec les mesures corrobore cette valeur de η = 1
désignée comme très avantageuse pour la minimisation du bruit au chapitre précédent et
qui augure également de bonnes propriétés en terme de bruit de phase.

La Fig. 4.4(a) reproduit le spectre du battement RF obtenu à l’analyseur de spectre élec-
trique avec cette pompe fibrée monomode (courbe rouge). Par rapport au pompage utilisant
une diode fibrée multimode (courbe bleue), on observe une réduction spectaculaire des
bandes latérales de bruit. Cette réduction est mesurée grâce aux spectres de bruit de phase
du battement présentés à la Fig. 4.4(b). Il s’agit de plus de 20 dB de réduction du bruit
de phase de 10 kHz jusqu’à plusieurs MHz. La diode laser de la pompe fibrée multimode
avait un niveau de RIN plutôt bas et comparable à celui de la présente pompe (-145 dB/Hz).
La réduction drastique du bruit de phase est en fait imputée à l’augmentation des corréla-
tions de pompe. On passe en effet de corrélations médiocres η = 0.6 dans la situation des
mesures en bleu avec la diode fibrée multimode à des corrélations totales η = 1 dans la
situation des nouvelles mesures en rouge. On remarque de plus que la bande passante de
bruit de phase du battement encore mesurable, avec un plancher à -130 dB/Hz, est passée
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Figure 4.4 – Minimisation du bruit du battement RF à l’aide du dispositif
de pompage fibré monomode. (a) Spectres du battement obtenus à l’analy-
seur de spectre électrique. Les spectres sont décalés de manière à ce que le
0 corresponde à leur porteuse RF. La bande passante de résolution est de
3 kHz et la bande passante vidéo est de 3 kHz. (b) Spectre du bruit de phase
du battement. Les symboles proviennent des mesures et les traits pleins des
modélisations. La contribution du bruit thermique est en pointillés magentas,
celle de la largeur Schawlow-Townes en tirets jaunes et la somme des deux
en courbe continue violette. Les paramètres utilisés, en plus de ceux de la
Fig. 4.3, sont F0x = F0y = 5.2 × 109, RT = 24 K/W, ΓT = 2.0 × 10−8 K−1,
PP,x = 0.5 W, PP,y = 0.67 W, τT = 23 µs et α = 7.
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de 10 MHz à moins de 200 kHz. Ce résultat est particulièrement pertinent puisque le résidu
de bruit est maintenant contenu dans la bande passante d’une boucle à verrouillage de la
phase optique, qui permettrait de parachever sa réduction. Ce type d’asservissement est
l’objet du travail effectué dans la référence [83] pour un laser bifréquence à état solide et
sera également l’objet de nos investigations au chapitre 5.

1.3 Limitation due à la largeur Schawlow-Townes

La comparaison du bruit de phase mesuré et des prédictions théoriques permet d’affirmer
que la contribution du bruit d’intensité via le couplage phase/amplitude n’est pas mesuré,
ce qui n’est pas étonnant étant donné le faible niveau de RIN reporté à la Fig. 4.3. En
effet, le bruit de phase passe sous le plancher de mesures après 200 kHz qui correspond
également à la fréquence de transition à partir de laquelle le mécanisme de bruit associé
au couplage phase/amplitude domine. On peut par exemple constater cette transition par
la rupture de pente du bruit de phase correspondant au VECSEL pompé avec une diode
fibrée multimode. Avec des corrélations parfaites pour les bruits d’intensité de pompage
des modes lasers, il est alors possible de simplifier l’écriture de la densité spectrale de bruit
de phase donnée par l’expression (1.60) du modèle développé au chapitre 1 :

∣∣∣δ̃φH+T ( f )
∣∣∣2 =

∣∣∣Qx ( f ) + Qy ( f )
∣∣∣2 ·RINp ( f ) '

(
ωl ΓT RT

2 π f

)2
(
Pp,x − Pp,y

)2

1 + 4 π2 f 2 τ2
T

·RINp ( f ) . (4.1)

On évalue le temps de réponse thermique τT à 23 µs à partir du rayon de la tache de pompe
sur la structure wp = 75 µm et du coefficient de diffusion thermique DT = 3.7×10−5 m2.s−1.
L’équation (4.1) met ainsi en évidence que le bruit de phase qui reste présent dans le mé-
canisme de bruit thermique est attribué au déséquilibre entre les puissances de pompe vues
par les deux modes du laser. Les pointillés magentas sur le spectre 4.4(b) proviennent du
modèle et s’accordent en partie avec les mesures du bruit de phase sous 50 kHz. On pour-
rait tenter de diminuer davantage cette contribution en équilibrant les puissances de pompe
via l’alignement méticuleux de la pompe. Cependant, comme on peut le voir sur les tirets
jaunes, le niveau de bruit est désormais proche de celui imposé par la largeur Schawlow-
Townes de l’émission spontanée dans les deux modes lasers. Son évaluation repose sur
l’expression (1.31) du chapitre 1. On considère en fait que les émissions spontanées des
deux modes lasers s’ajoutent en traitant la situation comme étant celle de deux lasers in-
dépendants, en première approximation. On a alors une densité spectrale de puissance de
bruit Schawlow-Townes SST

φ ( f ) = SST
φ,x ( f ) + SST

φ,y ( f ) (en rad2/Hz) où chaque polarisation
i = (x, y) contribue selon l’expression :

SST
φ,i ( f ) =

1
8 π2 f 2 F0i τi

1 + α2
(ri − 1)

(
ri − 1 + 4 π2 f 2 ri τ

2
i

)
(
ri − 1 − 4 π2 f 2 τ τi

)2
+ 4 π2 f 2 r2

i τ
2
i

 . (4.2)



84 Chapitre 4. Réduction expérimentale du transfert de bruit par pompages bien corrélés

Enfin, l’addition des densités spectrales de puissance du bruit thermique et du bruit d’émis-
sion spontanée (courbe violette) montre un bon accord avec les mesures. Cet accord justifie
de façon heuristique le traitement du bruit d’émission spontanée des deux modes comme
provenant de deux lasers indépendants.

2 Réduction du bruit par pompage multimode bien cor-
rélé en phase

Grâce à un pompage monomode, nous avons mis en évidence une réduction conséquente du
bruit d’un VECSEL bifréquence à 1.5 µm. Cette réduction est en accord avec les stratégies
du chapitre 3 puisqu’elle se fonde sur des corrélations totales des fluctuations de pompe
(η = 1). Une nouvelle limite à dépasser s’est manifestée puisque nous avons montré que
le niveau de bruit de phase obtenu était proche du bruit d’émission spontanée. Cependant,
il faut se rappeler qu’un pompage monomode dont la puissance excède bien le seuil laser
n’a été rendu possible qu’après combinaison en polarisation de deux diodes fibrées avec
des fibres à maintien de la polarisation. À notre connaissance, il n’existe commercialement
aucun laser fibré monomode aux longueurs d’onde situées aux alentours de 670 nm qui
puisse pomper le VECSEL bifréquence à 852 nm au-delà de son seuil. Il n’y a pas plus
de solution pour recombiner dans une fibre monomode de tels lasers de pompe et obtenir
suffisamment de puissance comme dans l’application précédente.

Pour le VECSEL bifréquence à 852 nm, il faut donc jouer une autre partition en se reposant
sur une diode laser fibrée multimode. Nous allons proposer une nouvelle architecture de
pompage permettant au mieux de satisfaire aux critères de réduction avant d’analyser le
niveau de bruit obtenu en pratique.

2.1 Architecture de pompage bien corrélé en phase

L’architecture de pompage du VECSEL bifréquence à 852 nm étudié au chapitre 3 doit être
modifiée afin d’avoir simultanément peu de saturation croisée et de bonnes corrélations des
bruits de pompe des deux modes lasers. L’idée retenue est un pompage à deux faisceaux.
Ce pompage consiste à alimenter chaque mode avec son propre faisceau de pompe de taille
ajustée à la taille du mode. Une séparation spatiale d supérieure aux diamètres des modes
sur la structure permet alors de minimiser le recouvrement de ces derniers et donc de mi-
nimiser la constante de couplage non-linéaire C. Prendre les deux faisceaux de pompes
différentes conduirait alors à des fluctuations de pompage des modes complètement décor-
rélées (η = 0). Or, le critère de réduction retenu va tout à fait à l’opposé car il nécessite
de bonnes corrélations de pompe. Toute l’astuce consiste alors à utiliser deux copies de la
même pompe, contenant par conséquent les mêmes fluctuations.
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Figure 4.5 – Architecture de pompage bien corrélé en phase. Les deux modes
lasers sont pompés séparément sur la structure à l’aide d’un dispositif de
division d’amplitude générant deux copies identiques du même faisceau de
pompe. Ce faisceau est issu d’une diode laser fibrée multimode.

Notre proposition d’architecture de la pompe à 670 nm permettant de concilier l’ensemble
des critères de réduction de bruit consiste alors à imager deux copies du même laser sur
les régions de pompe des modes lasers spatialement bien séparés, comme schématisé à la
Fig. 4.5. La source lumineuse de pompe est la même diode laser fibrée mutli-mode que pré-
cédemment. La fibre possède un diamètre de cœur de 102 µm et une ouverture numérique
de 0.22. Après collimation de son faisceau de sortie à l’aide d’une lentille, une division
d’amplitude est réalisée par un cube séparateur. Les deux exemplaires de la même pompe
ainsi produits sont imagés sur la structure grâce à une lentille de focalisation. Un miroir
inclinable permet alors d’ajuster avec précision la distance entre les deux taches de pompe
afin de les faire coïncider avec les régions de pompe des modes lasers. Enfin, une fente est
utilisée pour agir sur le diamètre du faisceau de pompe. Ce réglage grossier aboutit à une
perte d’intensité lumineuse et il est évident qu’il serait préférable de remplacer la lentille de
collimation par une lentille de plus faible focale. La puissance délivrée par la diode fibrée
multimode étant largement suffisante, nous garderons le dispositif tel quel.

Une séparation d = 100 µm centre à centre entre les deux modes est obtenue avec un cris-
tal biréfringent en YVO4 de 1 mm d’épaisseur. Nous ajustons alors la taille de la cavité
à 46.8 mm pour obtenir des modes lasers qui ne se recouvrent pas du tout. En envoyant
avec une incidence θ = 40◦ les faisceaux de pompe sur la structure, deux taches lumi-
neuses elliptiques de dimension 100 µm × 70 µm approximativement viennent pomper les
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modes pour aboutir à une oscillation bifréquence. Dans la direction de séparation spatiale
des deux modes (notée y sur la Fig. 4.5), les 70 µm de diamètre des régions de pompe sont
plus faibles que la séparation de 100 µm entre les modes, ce qui assure une bonne minimi-
sation du recouvrement et donc de la saturation croisée. On trouve en effet une valeur de la
constante de couplage non-linéaire très faible : C = 0.05. L’ajustement fin à l’aide du mi-
roir inclinable dans l’architecture de pompage à deux faisceaux est un précieux atout pour
l’alignement du laser. On peut voir directement la transition d’un fonctionnement mono-
mode du VECSEL à un fonctionnement bifréquence en partant d’une situation où les deux
taches pompent le même mode pour aboutir à une séparation entre les taches ajustée au
mieux à la distance d.

Les caractéristiques de bruit du double faisceau de pompe de cette architecture sont re-
produites sur la Fig. 4.6. D’une part, on observe sur la Fig. 4.6(a) que le bruit d’intensité
relatif de la pompe peut, une fois de plus, être considéré en première approximation comme
constant sur notre bande passante de détection allant de 10 kHz à 20 MHz. D’autre part, la
prise de données simultanée des fluctuations des deux faisceaux (celui destiné au pom-
page du mode x et celui destiné au mode y) met en évidence des spectres quasi-identiques
(courbes noire et cyan). La Fig. 4.6(b) précise la nature des corrélations de bruit d’intensité
des deux faisceaux de pompe. On mesure en effet des spectres de corrélations très élevées
et en phase Ψ = 0 des bruits de pompe. On note une valeur de corrélations très proche de
100% sur une bande passante de 500 kHz, puis un plateau aux alentours de 95% au-delà
du MHz. On opte pour une valeur constante η ( f ) = 0.98 pour la modélisation.
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Figure 4.6 – Mesures du bruit de la pompe. (a) Spectre du bruit d’intensité
de la pompe pour faisceau alimentant le mode laser x (courbe noire) et le
faisceau alimentant le mode y (courbe cyan). (b) Spectre des corrélations des
bruits de pompe des deux modes. L’amplitude des corrélations est montré
en cercles violets alors que le spectre de la phase se situe dans la capsule en
losanges verts.

En définitive, nous avons établi qu’une architecture de pompage à deux faisceaux issus
d’une division d’amplitude permettait d’obtenir à la fois une très faible saturation croisée et
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de très fortes corrélations en phase des bruits de pompe. Le couple de paramètres du VEC-
SEL bifréquence à 852 nm que nous obtenons dans cette configuration (C = 0.05, η = 0.98)
est radicalement différent des couples (C = 0.44, η = 0.45) et (C = 0.15, η = 0.10) obtenus
au chapitre 3, dans la configuration exploitant un seul faisceau de pompe. Contrairement
au pompage monomode, l’amplitude des corrélations de bruit de pompe n’est cependant
pas strictement η = 1 à toutes les fréquences de Fourier. Nous ne sommes pas dans la
situation particulièrement avantageuse identifiée à la partie 2 du chapitre 3 et étudiée en
première partie du présent chapitre. Comme la saturation croisée est également très faible,
on s’attend tout de même à de bonnes propriétés de bruit du VECSEL bifréquence.

2.2 Analyse du bruit d’intensité
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Figure 4.7 – Spectres de bruit d’intensité relatif du VECSEL bifréquence
à 852 nm avec un pompage à deux faisceaux. (a) Bruits des modes x et
y (en orange et bleu, respectivement). (b) Bruits des modes symétrique et
anti-symétrique (en vert et violet, respectivement). Les symboles corres-
pondent aux mesures et les traits pleins aux modélisations. Les paramètres
utilisés sont τ = 1 ns, Ψ = 0, η = 0.98, rx = 1.38, ry = 1.23, C = 0.05,
RINp = −133 dB/Hz, τx = 30 ns et τy = 17 ns.

En suivant le dispositif de mesures de la Fig. 3.2, nous envoyons le faisceau du VECSEL
bifréquence sur un système formé d’une lame demi-onde et d’un cube à séparation de po-
larisations qui nous permet d’isoler les modes x et y. Les bruits d’intensité relatifs des deux
modes sont présentés à la Fig. 4.7(a). Les niveaux de bruit se situent aux basses fréquences
entre -117 dB/Hz et -123 dB/Hz, ce qui est légèrement meilleur que ce que l’on a mesuré
précédemment et rapporté aux Figs. 3.4(a) et (b) du chapitre 3. Si l’amélioration du bruit
d’intensité n’est pas si importante, c’est en fait que, dans le cas présent, on note à la fois
un déséquilibre significatif entre les taux de pompage des deux modes et des valeurs des
taux de pompage assez faibles. L’analyse des modes de bruit symétrique et anti-symétrique
permet bien plus de mettre en lumière l’impact de la nouvelle architecture de pompage bien
corrélé. En effet, comme illustré à la Fig. 4.7(b), le niveau de bruit du mode anti-symétrique
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est désormais très faible (sous les -130 dB/Hz) et l’ensemble du spectre est dominé par le
mode de bruit symétrique. Ceci corrobore l’absence d’une saturation croisée significative
puisque cette dernière, comme on l’a vu au chapitre 3, exacerbe le mécanisme de bruit
anti-symétrique. L’analyse des corrélations entre les bruits des modes x et y est réalisée à
la Fig. 4.8. L’examen des corrélations montre une amplitude très élevée (Fig. 4.8(a)) supé-
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Figure 4.8 – Spectres de l’amplitude (a) et de la phase (b) des corrélations
du bruit d’intensité entre les modes x et y. Les symboles correspondent aux
mesures et les traits pleins aux modélisations. Les paramètres utilisés sont
identiques à ceux de la Fig. 4.7.

rieure à 80% sur plusieurs MHz et une phase toujours nulle (Fig. 4.8(b)). La décroissance
de l’amplitude des corrélations après 8 MHz doit plutôt être attribuée à une limite de dé-
tection car, à ces fréquences, le spectre de RIN est très proche de la valeur du bruit de
grenaille. On a donc des fluctuations sur les modes du VECSEL bifréquences qui sont très
corrélées et en phase. Ceci est à mettre en parallèle avec la domination du mécanisme de
bruit symétrique.

2.3 Réduction du bruit de phase

Le battement RF généré à partir des deux composantes du VECSEL bifréquence à 852 nm
sert à exciter la transition entre les deux niveaux hyperfins du césium dans l’application
à l’horloge CPT. Ses propriétés de bruit sont donc très importantes. Nous comparons à la
Fig.4.9(a) les mesures de battement à l’analyseur de spectre électrique obtenues avec l’ar-
chitecture de pompage à deux faisceaux et celles réalisées précédemment à la Fig. 3.3(a).
Nous constatons que le pompage à deux faisceaux bien corrélés induit un battement avec
des bandes latérales de bruit bien moindre. Les densités spectrales de bruit de phase de la
Fig.4.9(b) attestent en effet d’une réduction drastique du niveau de bruit grâce à la nouvelle
architecture de pompe. Entre 10 dB et 20 dB de réduction du bruit de phase découle de ce
pompage qui permet une faible compétition de mode (C = 0.05) et de fortes corrélations
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des bruits de pompe (η = 0.98). Le spectre du bruit de phase obtenu passe sous le seuil de
détection à partir de 2 MHz. Le modèle permet de plus de se rendre compte que la contri-
bution du couplage phase/amplitude (tirets verts) est quasiment passée intégralement sous
le seuil de détection. Il s’ensuit que le bruit de phase restant est à attribuer aux fluctuations
thermiques (pointillés magentas) et autres bruits techniques.

À partir du modèle, nous réalisons que le déséquilibre de pompage (PP,x , PP,y) influe
moins sur le niveau de bruit de phase que le fait de ne pas avoir des corrélations des bruits
de pompe tout à fait totales (η , 1). Cette architecture de pompe est donc certes très
avantageuse dans le cas présent et permet une réduction significative du niveau de bruit,
mais le pompage à l’aide d’un laser fibré monomode, tel que celui réalisé à la section 1,
conserve toute sa pertinence. Notons néanmoins que l’utilisation d’un faisceau de pompe
pour chaque mode permet une meilleure gestion de la puissance de pompe. En effet, da-
vantage de photons de la pompe sont impliqués dans l’inversion de population avec cette
architecture par rapport à l’utilisation d’une seule tache de pompe qui fatalement dilue sa
puissance sur une surface plus large. Ceci suppose que la mise en œuvre de la division
d’amplitude n’introduise pas trop de pertes.

En dernier lieu, l’écart entre la modélisation et les mesures atteint quasiment 10 dB à
10 kHz. Le modèle de bruit de phase thermique affiche en fait une pente trop importante sur
la décade allant de 10 kHz à 100 kHz. En effet, le modèle évolue en f −4 sur cette plage de
fréquences alors que les mesures semblent plutôt évoluer en f −3. L’approche simple utili-
sée pour bâtir le modèle du bruit thermique, ainsi que nous l’avons décrit au chapitre 1, est
peut-être limitée par son caractère macroscopique. Les détails microscopiques de la struc-
ture semi-conductrice sont omis et il serait intéressant d’adopter par exemple une méthode
de calcul semi-analytique comme dans la référence [85], pour comprendre leur influence
et les prendre en compte dans la modélisation. Le désaccord entre le modèle thermique et
l’expérience est le point de départ des investigations autour des effets thermo-optiques qui
seront rapportées au chapitre 6.

Pour résumer, nous avons maintenant prouvé que de très bonnes corrélations en phase des
bruits de pompe permettent de réduire très efficacement le bruit d’un VECSEL bifréquence.
Cela a nécessité de revoir l’architecture de pompe en optant pour un laser de pompe fibré
monomode ou encore pour une architecture utilisant deux copies de la même pompe fibrée
multimode. Dans cette seconde solution, qui est la seule disponible pour le VECSEL à
852 nm, la saturation croisée peut aussi être minimisée. Désormais, l’essentiel du bruit de
phase mesuré se retrouve compris dans la bande passante d’une boucle à verrouillage de
la phase optique. La mise en place d’un tel asservissement ainsi que d’une stabilisation de
l’intensité s’inscrit alors dans la continuité des résultats de minimisation de bruit que nous
avons obtenus.
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Figure 4.9 – Minimisation du bruit du battement RF à l’aide de l’architecture
de pompage multimode bien corrélé en phase. Le pompage (1) (en bleu) dé-
signe le pompage à un faisceau et le pompage (2) (en rouge) celui de l’archi-
tecture produisant deux faisceaux. (a) Spectres du battement obtenus à l’ana-
lyseur de spectre électrique. Les spectres sont décalés de manière à ce que
le 0 corresponde à leur porteuse RF. La bande passante de résolution est de
3 kHz et la bande passante vidéo est de 910 Hz. (b) Spectre du bruit de phase
du battement. Les symboles proviennent des mesures et les traits pleins des
modélisations. La contribution du bruit thermique est en pointillés magen-
tas, celle du couplage phase/amplitude en tirets verts et la somme cohérente
des deux mécanismes en courbe continue violette. Les paramètres utilisés,
en plus de ceux de la Fig. 4.7, sont RT = 40 K/W, ΓT = 1.39 × 10−7 K−1,
PP,x = 0.48 W, PP,y = 0.45 W, τT = 30 µs et α = 5.2.
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CHAPITRE 5

IMPACT DE LA DYNAMIQUE DU LASER SUR SA
STABILISATION POUR L’HORLOGE CPT

L’utilisation de VECSELs bifréquences à 852 nm répond à la volonté de construire une
horloge atomique à base de césium présentant un bon compromis entre son embarquabi-
lité et ses performances (chapitre 2, section 2). Plus précisément, le projet ANR mené a
pour objectif la fabrication d’une horloge CPT possédant une stabilité relative inférieure
à 5 × 10−13 à 1 s dans un volume restreint de 5 à 10 L. Atteindre une telle performance
en terme de stabilité va de pair avec le développement d’une source laser ultra-bas bruit
et l’élaboration d’un résonateur atomique bien pensé. L’interrogation atomique par deux
faisceaux lumineux linéairement polarisés dans des directions orthogonales a été identi-
fiée dans la référence [65] comme une configuration optimale pour obtenir des franges de
Ramsey bien contrastées et donc un bon signal CPT. Nous pouvons donc tirer parti à la fois
de l’émission de deux polarisations linéaires orthogonales par le VECSEL bifréquence à
852 nm et de ses bonnes propriétés de bruit, que nous avons explorées aux chapitres pré-
cédents. Ces sources lasers, certes plus encombrantes que les VCSELs pompés électrique-
ment utilisés dans les horloges atomiques miniatures, restent tout à fait compatibles en
taille avec le volume d’horloge visé (environ 0.2 L d’occupation sur le total des 5 à 10 L du
cahier des charges).

Mais en réalité, les niveaux de bruit atteints jusqu’à présent ne suffisent pas. En effet, la
référence [47], qui initie l’étude de l’impact du bruit du VECSEL bifréquence sur l’horloge
CPT, prévoit une limitation de l’écart type d’Allan à σy (1 s) = 1.6×10−12 à cause du niveau
de bruit d’intensité. En fait, nous avons travaillé jusqu’ici à la diminution du transfert de
bruit de la diode laser de pompe au VECSEL bifréquence. On se rend compte que même en
se limitant strictement au transfert unitaire des niveaux de bruit des pompes commerciales
utilisées, l’instabilité induite de l’horloge demeurerait rédhibitoire.
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Trois rétroactions sur le VECSEL bifréquence sont alors nécessaires pour l’horloge, en
plus des rétroactions pour assurer la stabilité thermique de la source laser. Il s’agit des as-
servissements de : (i) l’intensité lumineuse, (ii) la phase du battement RF et (iii) la longueur
d’onde absolue à 852 nm. Il a été montré dans la référence [47] qu’il était possible de faire
conjointement fonctionner les asservissements de la différence de longueur d’onde (batte-
ment RF) et de la longueur d’onde absolue pendant une durée significative. Cette dernière
boucle atteint tout à fait ses objectifs en induisant une contribution à l’instabilité relative
en fréquence de σy = 7.7 × 10−14 à 1 s. Nous dirigerons par conséquent nos efforts vers
l’étude des deux premières boucles, qui, quant à elles, limitent à σy = 1.6 × 10−12 à 1 s la
stabilité relative de l’horloge (toujours d’après la référence [47]).

Nous avons vu précédemment que la réduction du bruit d’intensité du VECSEL bifré-
quence par minimisation du transfert du bruit de la pompe reposait sur : (i) la minimisation
de la saturation croisée, (ii) l’optimisation des corrélations des bruits de pompe et (iii)
l’équilibre des taux de pompage. L’architecture de pompage à deux faisceaux bien cor-
rélés a prouvé son efficacité au chapitre précédent pour réunir mutuellement toutes ces
conditions. On se demande désormais si une telle architecture est bien compatible avec la
réduction du bruit d’intensité du laser par un asservissement du courant de la pompe et,
en particulier, comment produire le signal d’erreur pour la rétroaction sur l’intensité du
laser. La détection d’un seul mode suffit-elle ? Doit-on plutôt détecter la somme ? Quelle
architecture de pompe est alors la plus avantageuse ? La dynamique du laser est au cœur
du problème et nous aidera à choisir la stratégie d’asservissement de l’intensité du laser
bifréquence.

La correction du bruit de phase optique provenant du battement d’un laser bifréquence
a déjà fait l’objet d’investigations pour des types de laser bien différents. Récemment, la
correction du bruit de phase de signaux RF optiques créés par des lasers bifréquences a
été étudiée pour des lasers fibrés à rétroaction répartie (DFB 1) soit par exploitation du
retour optique [86], soit par une boucle à verrouillage de la phase (PLL 2) optique [87].
En fait, dès 2001, la référence [88] propose de transformer un laser bifréquence à solide
en oscillateur commandé en tension (VCO 3) grâce à l’insertion à l’intérieur de la cavité
d’un cristal électro-optique permettant de changer la différence de marche entre l’onde
ordinaire et l’onde extra-ordinaire à travers la biréfringence du cristal. Ce laser à solide est
un laser à la longueur d’onde télécom basé sur un verre de phosphates dopé Yb3+−Er3+. En
mettant ensuite en place un asservissement de l’alimentation du cristal électro-optique sur
une référence de tension, on construit ainsi une PLL optique. Nous allons utiliser une telle
PLL optique pour réduire le bruit de phase sur la bande passante de quelques centaines de
kHz où il demeure significatif pour notre VECSEL bifréquence à 852 nm en pompage à
deux faisceaux bien corrélés.

1. Pour distributed feedback lasers en anglais.
2. Pour Phase-locked loop en anglais.
3. Pour Voltage Controlled Oscillator en anglais.
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Étant données les fortes performances de stabilité souhaitées pour l’horloge, nous nous
demanderons ensuite si les stratégies d’optimisation mises en œuvre permettront à l’asser-
vissement de l’intensité et la PLL optique du VECSEL bifréquence d’être suffisants.

1 Contrôle des corrélations de bruit par pompage
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Figure 5.1 – Schéma du VECSEL bifréquence émettant à la longueur d’onde
de 852 nm pompé à l’aide des architectures à un faisceau ¬ ou à deux fais-
ceaux bien corrélés . La configuration ¬ (resp. ) conduit à une valeur
importante (resp. faible) de la constante de couplage non-linaire C et à une
faible amplitude (resp. élevée) des corrélations des bruits de pompe η.

Afin de déterminer la stratégie de rétroaction sur l’intensité du VECSEL bifréquence, reve-
nons sur les propriétés dynamiques de ce laser. Pour cela, considérons à nouveau la cavité
laser de la Fig. 5.1 permettant l’émission des modes polarisés linéairement dans des di-
rections orthogonales et dénotés x et y. Pour résumer ce que l’on a établi aux chapitres
précédents, deux architectures de pompage bien différentes permettent d’aboutir à des dy-
namiques bien différentes, qui se traduisent par des allures divergentes des spectres de cor-
rélation Θxy ( f ). Nous y revenons au prochain paragraphe. Comme indiqué à la Fig. 5.1, ces
deux architectures correspondent au pompage à un seul faisceau issu d’une diode laser fi-
brée multimode, noté ¬, et au pompage utilisant deux faisceaux bien corrélés, noté , issus
de la division d’amplitude d’une même diode laser fibrée multimode. Pour l’architecture
¬, les valeurs de la constante de couplage non-linéaire C et de l’amplitude des corrélations
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de bruit d’intensité de pompe η varient conjointement puisqu’ils dépendent tous deux du
recouvrement des régions de pompe. Comme décrit au chapitre 3, on aboutit à des couples
de paramètres équilibrés et modérés comme (C = 0.15, η = 0.10) et (C = 0.44, η = 0.45)
dépendant à la fois de la longueur de la cavité et de l’épaisseur du cristal biréfringent. Ob-
tenir des corrélations de bruit de pompe élevées en l’absence de saturation croisée requiert
l’architecture de pompe . Le chapitre 4 a abouti au couple de paramètres (C = 0.05,
η = 0.98). Dans les grandes lignes, nous allons dans la suite comparer le mérite de chaque
architecture pour la réduction du bruit d’intensité par un asservissement du courant de la
diode laser de pompe. Alors que l’architecture ¬ permet d’explorer une dynamique de laser
où à la fois les corrélations de pompe et la saturation croisée sont modérées, l’architecture
 permet d’explorer une dynamique de laser où C prend une valeur faible lorsque η ' 1.

Supposons que l’asservissement de l’intensité se fasse après détection d’un seul des modes
lasers, disons x. Nous nous attendons alors à ce que l’effet d’un tel signal d’erreur sur la cor-
rection de l’intensité du mode y dépende des corrélations entre les fluctuations d’intensité
des modes x et y. En particulier, le signe des corrélations Re

[
Θxy ( f )

]
entre les modes x et y

semble être décisif dans le fait d’ajouter ou bien d’enlever du bruit à la polarisation croisée.
Comme schématisé à la Fig. 5.1, l’architecture ¬, s’accompagnant d’une saturation croi-
sée significative, conduit à des fluctuations des deux modes laser évoluant en opposition
de phase sur une bande passante fc allant de quelques centaines de kHz à quelques MHz.
Au-delà de fc, les fluctuations d’intensité des deux modes se retrouvent en phase. L’archi-
tecture , permettant une faible valeur de la constante de couplage non-linaire (C ' 0) et
de fortes corrélations en phase des bruits de pompe (η ' 1), conduit à des fluctuations des
deux modes laser évoluant en phase sur tout le spectre.

En fixant l’ensemble des paramètres décrivant la dynamique du laser et en considérant une
fréquence de Fourier donnée f , on définit l’amplitude d’inversion ηinv des corrélations de
pompe comme la valeur pour laquelle le signe des corrélations x-y des bruits d’intensité
du laser Re

[
Θxy ( f )

]
s’inverse. L’exploitation du modèle de transfert de bruit d’intensité de

la pompe développé à la section 3 du chapitre 1 donne une expression analytique de ηinv

en fonction rationnelle de la fréquence de Fourier f faisant intervenir les paramètres rx,
ry, ξxy, ξyx, τx, τy et τ. Dans l’hypothèse simplificatrice où les deux modes sont tout à fait
équilibrés ( rx = ry = r, τx = τy = τcav et ξxy = ξyx = ξ), cette fonction rationnelle devient :

ηinv ( f ) =
2 ξ

[
1 − (1 + ξ) ( f / fc)2

]
ξ2 +

[
1 − (1 + ξ) ( f / fc)2]2 , (5.1)

avec
2 π fc =

√
(r − 1) / (τcav τ) . (5.2)

Avec les valeurs typiques de ces paramètres précédemment utilisées, la fréquence carac-
téristique fc est de l’ordre de 10 MHz. Cette valeur va au-delà de la fréquence typique
(r − 1) / (2 π r τcav) de coupure du filtre passe-bas de transfert de bruit d’intensité du VEC-
SEL, imposé par la dynamique de classe A de ce laser. Nous considérons dans la suite des
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fréquences en dessous de 100 kHz et donc bien faibles devant fc. Dans ce cas, l’expression
de ηinv, lorsque les gains et pertes des modes diffèrent, donne avec rx , ry :

ηinv '
r2

x + r2
y

rx ry
·

√
C

1 + C
. (5.3)
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Figure 5.2 – Cartes en niveaux de couleurs dans le plan (C, η) de la phase (a-
c) et l’amplitude (d-f) des corrélations Θxy entre les fluctuations d’intensité
des deux modes lasers émis. Les trois rangées de figures sont, de haut en
bas, pour des rapports ry/rx = 0.85, ry/rx = 1.0 et ry/rx = 1.3. Les valeurs
des autres paramètres sont f = 10 kHz, RINp = −133 dB/Hz, τ = 1 ns,
τx = 13 ns, τy = 16 ns et rx = 1.6.
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La figure 5.2 présente les cartes en niveaux de couleurs dans le plan (C, η) de la phase
et du module des corrélations Θxy entre bruits d’intensité des modes x et y, évaluées à
la fréquence f = 10 kHz. Les trois paires de figures correspondent à trois rapports rx/ry

différents entre les taux de pompage des deux modes. Les abscisses de toutes ces sous-
figures sont limitées aux valeurs de C pour lesquelles l’émission bifréquence est stable.
Lors de l’analyse linéaire réalisée au chapitre 1, nous avons vu que la condition de stabilité
bifréquence sur la constante de couplage non-linéaire imposait C < 1. En fait, pour les
rapports entre les coefficients de saturation croisée et d’auto-saturation ξxy et ξyx, la stabilité
de l’émission des deux modes se traduit par :

ξi j <
ri − 1
r j − 1

avec i , j ∈ {x, y} . (5.4)

Cette condition coïncide avec la positivité du nombre moyen de photons F0i dans la cavité
donné pour chaque polarisation par l’expression de l’équation (1.43). Les valeurs stables
des ξi j changent donc suivant les rapports rx/ry. Les tirets présents sur chaque sous-figure
proviennent de l’équation (5.3) et délimitent par conséquent le changement de signe des
corrélations entre les modes x et y.

Grâce à ce travail préalable, nous sommes en mesure de prédire la nature des corrélations
entre les modes émis du VECSEL bifréquence quelque soit le pompage réalisé. Nous al-
lons maintenant nous plonger sur le véritable rôle des corrélations sur l’asservissement de
l’intensité.

2 Stabilisation de l’intensité

Dans cette partie, l’asservissement de l’intensité du VECSEL bifréquence est étudié à la
fois sur le plan théorique et sur le plan expérimental. Le schéma de principe d’un tel asser-
vissement est représenté à la Fig. 5.3. Le signal d’erreur servant à la rétroaction s’obtient
par soustraction du signal détecté à une référence de tension. Après l’amplification et les
filtres de boucle, la rétroaction est exercée sur l’entrée de modulation de l’alimentation de la
diode laser de pompe. Dès lors, la correction du courant de pompe se propage au VECSEL
bifréquence par l’intermédiaire de l’architecture de pompage. C’est pourquoi l’asservisse-
ment de l’intensité et la réduction de bruit vont bien dépendre des propriétés de pompage
à travers la fonction de transfert des fluctuations de la pompe au VECSEL.

2.1 Modélisation de la boucle et impact des corrélations de bruit

La correction apportée au signal d’erreur provient d’un régulateur proportionnel intégral.
La fonction de transfert de cette correction pour un gain unitaire est notée HPI ( f ) et sa
fréquence de coupure fPI. L’entrée de modulation de l’alimentation de la diode laser de
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DF–VECSEL
F0x + δFx

F0y + δFy

Correcteur -
+

DC

Laser pompe

Figure 5.3 – Schéma de principe de l’asservissement de l’intensité du VEC-
SEL pour la réduction du RIN. Le signal d’erreur peut être généré par détec-
tion d’une seule polarisation ou bien des deux polarisations.

pompe sert à la rétroaction sur le courant de pompe. La fonction de transfert mesurée entre
l’entrée de courant et l’éclairement de la diode pour notre alimentation commerciale dans
les conditions de l’expérience se comporte comme un filtre passe-bas du second ordre.
Cette fonction de transfert est notée HLP ( f ) et on lui associe sa fréquence de coupure fLP

ainsi que son facteur de qualité Q. Au total, après la photodétection, la fonction de transfert
H de la correction exercée sur l’intensité lumineuse de pompe s’écrit :

H ( f ) = G · HLP ( f ) · HPI ( f ) , (5.5)

où G est le gain global de la boucle.

Deux cas sont maintenant discutés suivant l’utilisation d’un seul mode pour fabriquer le
signal d’erreur ou bien l’utilisation de la puissance lumineuse issue de la somme des deux
modes.

Rétroaction à partir d’un seul mode laser

Nous ne détectons qu’un seul mode pour la rétroaction, disons x. La correction qui est ap-
pliquée à l’éclairement de pompe ne fait pas la distinction entre les deux régions de pompe
et alimente donc conjointement les deux polarisations. Cette correction induit ensuite une
variation de l’intensité, selon la dynamique du transfert de la pompe au VECSEL. En no-
tant RINlock

x ( f ) le bruit d’intensité relatif du mode x en boucle fermée et RINx ( f ) sa valeur
en boucle ouverte, on établit la relation suivante :

RINlock
x ( f ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣ 1

1 + H ( f ) ·
(
Mxx ( f ) + Mxy ( f )

)
∣∣∣∣∣∣∣∣
2

RINx ( f ) , (5.6)

avec les éléments de matrice Mxx et Mxy donnés aux équations (1.48) et (1.49), respective-
ment.
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La façon dont l’asservissement du mode x affecte le bruit d’intensité du mode y dépend
bien des corrélations Θxy ( f ). On obtient en effet l’expression suivante du spectre de RIN
sur la polarisation y en boucle fermée :

RINlock
y ( f ) = RINy ( f ) +

∣∣∣Gxy ( f )
∣∣∣2 · (F0x

F0y

)2

· RINx ( f )

− 2 Re
[
Gxy ( f ) Θxy ( f )

]
·

(
F0x

F0y

)
·

√
RINx ( f ) RINy ( f ) , (5.7)

avec

Gxy ( f ) =
H ( f ) ·

(
Myy ( f ) + Myx ( f )

)
1 + H ( f ) ·

(
Mxx ( f ) + Mxy ( f )

) . (5.8)

Les spectres de RIN typiquement obtenus en boucle fermée à partir des expressions analy-
tiques (5.7) et (5.8) sont affichés sur la Fig. 5.4 pour différentes amplitudes des corrélations
de pompe η. Comme on peut le voir sur les Fig. 5.4(a) et 5.4(c), pour η = 0.4 et η = 0.98,
le RIN sur le mode x est extrêmement réduit par l’asservissement sur une bande passante
de 300 kHz. Cette réduction est indépendante de η lorsque seul le mode x est utilisé pour
la régulation 4. On obtient, pour les deux valeurs de η, 24 dB de réduction à la fréquence de
Fourier de 10 kHz (comme indiqué par les doubles flèches) après asservissement. Le pic
prononcé aux alentours de 800 kHz provient de la fréquence à partir de laquelle la fonction
de transfert H ( f ) ·

(
Mxx ( f ) + Mxy ( f )

)
atteint π. À cette fréquence, la boucle amplifie le

bruit au lieu de l’atténuer. Nous nous attacherons à supprimer cette quasi-oscillation à la
section 2.3.

La simulation du bruit d’intensité sur le mode y en mettant en place la régulation sur le
mode x donne les Figs. 5.4(b) et 5.4(d). Les résultats reproduits sur cette figure sont simulés
avec peu de saturation croisée C = 0.05 et des valeurs d’amplitude de corrélations de
pompe valant η = 0.4 pour la Fig. 5.4(b) et η = 0.98 pour la Fig. 5.4(d). Selon la valeur de
η, le RIN du mode y à 10 kHz peut, soit subir une augmentation, soit subir une diminution.
Dans le cas présent, de fortes corrélations entre les bruits de pompe semblent nécessaires
pour la réduction mutuelle du bruit d’intensité sur les deux modes. L’architecture  paraît
donc prédisposée à une régulation avantageuse de l’intensité en permettant cette réduction
conjointe.

Ces prédictions prennent du relief en examinant attentivement les membres de droite de
l’équation (5.8). Le premier terme est simplement le RIN du mode y en fonctionnement
libre. Le deuxième s’associe à une augmentation de bruit selon une fraction du RIN sur le
mode x. Enfin, le dernier terme contient l’indication finale sur l’addition ou la soustraction
de bruit au mode y une fois la boucle fermée. Cela dépend en particulier du signe du terme
Re

[
Gxy ( f ) Θxy ( f )

]
. Une diminution du bruit d’intensité sur la polarisation y n’est possible

que si cette quantité est positive.

4. Attention, le RIN du mode x dépend de η. C’est bien la fonction de transfert en boucle fermée qui n’en
dépend pas.
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Figure 5.4 – Spectres de RIN théoriques pour le mode x (a,c) ou le mode
y (b,d) en fonctionnement libre et en présence d’une rétroaction basé sur la
détection du mode x. La double flèche noire indique l’écart à 10 kHz entre
le RIN en fonctionnement libre (courbe noire pour le mode x, verte pour le
mode y) et en présence de l’asservissement (courbe rouge pour le mode x,
orange pour y). (a,b) η = 0.4 ; (c,d) η = 0.98. Paramètres de l’asservisse-
ment : G = 0.8, fPI = 200 kHz, fLP = 250 kHz, Q = 1. Paramètres du laser :
RINp = −133 dB/Hz, τx = 13 ns, τy = 16 ns, τ = 1 ns, rx = 1.6, ry = 1.45 et
C = 0.05.

On considère, pour simplifier, que tous les paramètres caractérisant les modes x et y sont
plutôt proches (mêmes taux de pompage, mêmes temps de vie des photons dans la cavité,
mêmes RINs et mêmes rapports entre saturation croisée et auto-saturation). Alors Gxy ∼ 1
aux basses fréquences pour un gain de boucle élevé. Pour des modes lasers indépendants,
décorrélés (Θxy ' 0), l’équation (5.8) montre que l’asservissement sur l’intensité du mode
x ne peut aboutir qu’à une détérioration atteignant 3 dB du bruit d’intensité sur le mode
y. Avec de fortes corrélations entre les modes lasers (

∣∣∣Θxy

∣∣∣ proche de 1), c’est le signe
des corrélations dans le dernier terme de l’équation (5.8) qui est décisif. Des corrélations
élevées et en phase entre les bruits d’intensité des deux modes sont synonymes d’une forte
réduction du bruit d’intensité sur y grâce à la rétroaction. En revanche, des corrélations
élevées et en opposition de phase entre les bruits d’intensité des modes lasers mènent à
6 dB d’augmentation du bruit sur le mode y en boucle fermée.
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Dans la bande passante typique de l’asservissement, aux fréquences sous la centaine de
kHz, les éléments de la matrice de transfert de bruit sont, en bonne approximation, des réels
et on a Mii > 0 et Mi j < 0 avec i , j ∈ {x, y}. Les signes des corrélations entre les bruits
d’intensité des deux modes dépendent des paramètres de pompe, comme nous l’avons vu
précédemment et illustré à la Fig. 5.2. Le terme Re

[
Gxy ( f ) Θxy ( f )

]
est alors positif sur la

partie basse fréquence du spectre si (i) les RINs sont corrélés en phase et ξyx < τy/τx, ou
bien si (ii) les RINs sont corrélés en opposition de phase et ξyx > τy/τx. Dans ce dernier
cas, le terme de saturation croisée |Myx| prédomine devant Myy. Supposons que le mode x
soit celui dont le temps de vie des photons est le plus court (τx ≤ τy). On associe alors
une valeur limite Clim de la constante de couplage non-linéaire au moment où la saturation
croisée devient le mécanisme dominant dans le bruit d’intensité de la polarisation y. Cette
valeur vérifie :

Clim =
(
τx/τy

)2
. (5.9)

La suppression du bruit d’intensité du mode x par la boucle de régulation induit une dimi-
nution de la modulation du bruit sur le mode y causée par les effets de saturation croisée.
Il en résulte que, à condition que la valeur de C soit supérieure à Clim, la réduction du bruit
sur le mode x est susceptible d’engendrer une diminution du bruit sur le mode y bien que
les intensités de ces deux modes fluctuent en opposition de phase.

La figure 5.5 reproduit les cartes en niveaux de couleurs de l’écart du RIN du mode y à la
fermeture de la boucle sur le mode x, évalué à la fréquence f = 10 kHz. Cet écart est tracé
dans le plan (C, η) pour trois rapports différents rx/ry entre les taux de pompage des deux
modes. Les valeurs positives (couleurs jaune et rouge) marquent une réduction du RIN de
la polarisation y alors que les valeurs négatives (couleur bleue) marquent une augmentation
et donc une dégradation du bruit. Dans cette figure τy > τx.

Comparons pour commencer les figs. 5.5(a) et 5.5(c), pour lesquelles rx , ry. Cette fois
également, l’abscisse se limite aux valeurs de C autorisant un fonctionnement bifréquence
stable. Pour des valeurs trop élevées de C, le mode laser gagnant la compétition pour le gain
conduit à l’extinction de l’autre mode. Comme nous l’avions pressenti, la réduction du RIN
du mode y, grâce à la régulation du mode x, s’obtient pour des valeurs plutôt élevées de η
et faibles de C. Il faut donc des paramètres de laser permettant de bien se situer au-dessus
des tirets issus de l’expression ηinv (C) de l’équation (5.3). Les bruits d’intensité des modes
x et y au-dessus des tirets sont corrélés en phase, comme on peut le vérifier à la Fig. 5.2.
Une explication physique simple prédit cette réduction efficace du bruit sur le mode y dans
le coin en haut à gauche des plans (C, η). La diminution du bruit sur le mode x induit par
l’asservissement implique une réduction du bruit de pompe alimentant le mode x. Avec
des fortes corrélations en phase des bruits de pompe et peu de saturation croisée, cette
diminution aboutit également à une réduction du bruit de pompe alimentant le mode y.
En bout de chaîne, l’intensité du mode y est bien stabilisée. De plus, en comparant les
Figs. 5.5(a) et 5.5(c), la réduction du RIN du mode y est plus importante pour ry > rx

que pour ry < rx. L’asservissement de l’intensité est par conséquent plus efficace lorsqu’il
repose sur la détection du mode le plus faible.
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Figure 5.5 – Carte en niveaux de couleurs dans le plan (C, η) de la chute
de RIN à 10 kHz sur le mode y mode après asservissement sur le mode x.
(a) ry/rx = 0.85, (b) ry/rx = 1.0, (c) ry/rx = 1.3. Paramètres de l’asservis-
sement : G = 0.08, fPI = 200 kHz, fLP = 250 kHz, Q = 1. Paramètres du
laser : RINp = −133 dB/Hz, τx = 13 ns, τy = 16 ns, τ = 1 ns et rx = 1.6. Sur
le mode x, le RIN à 10 kHz est réduit de 24 dB. Tirets noirs : ηinv provenant
de l’équation (5.3). Tirets blancs : Clim défini en (5.9).

Un phénomène supplémentaire se manifeste à la Fig. 5.5(b) pour laquelle les taux de pom-
page des deux modes sont équilibrés : rx = ry. Notons que dans ce cas les deux modes
lasers peuvent osciller conjointement dans la cavité pour des valeurs de C allant jusqu’à 1.
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Les tirets blancs verticaux sur cette figure correspondent à la valeur de Clim de l’équa-
tion (5.9) dont on note la correspondance avec la pire dégradation du bruit d’intensité du
mode y. Comme précédemment discuté, la situation s’améliore pour C > Clim lorsque le
mécanisme de saturation croisée prédomine et que l’on a réduit le bruit sur le mode x. En-
fin, pour une valeur de C proche de 1, la bande colorée rouge le long de l’axe verticale à
droite met en lumière la possibilité d’une forte réduction du bruit d’intensité du mode y en
boucle fermée. Dans de telles conditions, la saturation croisée du gain par le mode x est
si présente que l’asservissement de l’intensité sur x induit une très forte réduction du bruit
sur le mode y. Cependant, cette situation est, d’une part, peu réaliste expérimentalement et,
d’autre part, très peu avantageuse en termes de transfert de bruit de la pompe au VECSEL
(chapitre 3).

Rétroaction à partir des deux composantes

Nous considérons maintenant pour l’asservissement un signal d’erreur généré à partir de
la détection d’une partie de la puissance totale du laser proportionnelle au nombre total de
photons Fx + Fy. Une telle boucle permet de réduire le bruit relatif d’intensité associé à la
puissance totale de sortie du laser selon l’expression :

RINlock
x+y ( f ) =

∣∣∣∣∣∣ 1
1 + H ( f ) ·

∑
i j Mi j ( f )

∣∣∣∣∣∣2 RINx+y ( f ) , (5.10)

avec RINx+y et RINlock
x+y les RINs associés à la somme des modes en boucle ouverte et en

boucle fermée, respectivement. On montre alors que le RIN du mode i (au choix x ou y)
après asservissement sur la somme, vérifie, pour i , j ∈ {x, y} :

RINlock
i ( f ) =

∣∣∣1 − Ki j

∣∣∣2 RINi +
∣∣∣Ki j

∣∣∣2 · (F0 j

F0i

)2

· RIN j

− 2 Re
[(

1 − Ki j

)
· K∗i j · Θi j

]
·

(
F0 j

F0i

)
·
√

RINi · RIN j , (5.11)

avec

Ki j ( f ) =
H ( f ) ·

(
Mii ( f ) + Mi j ( f )

)
1 + H ( f ) ·

∑
i j Mi j ( f )

. (5.12)

Considérons, pour simplifier, que tous les paramètres caractérisant les modes x et y sont si-
milaires (mêmes taux de pompage, mêmes temps de vie des photons dans la cavité, mêmes
RINs et mêmes rapports entre saturation croisée et auto-saturation). Alors, avec un fort gain
de boucle et aux basses fréquences, on a Ki j ∼ 1/2. Avec des modes x et y indépendants
(Θxy = 0), l’équation (5.11) prédit alors une réduction du RIN sur chaque polarisation de
3 dB avec un asservissement sur la somme des modes. En fait, dans ce cas précis, nous
avons retiré la composante symétrique (mode somme) des fluctuations et, comme nous
considérons des modes décorrélés, la composante anti-symétrique (mode différence) qui
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demeure représente encore la moitié des fluctuations. Lorsque les corrélations des modes
x et y sont fortes et en phase, l’équation (5.11) prédit une diminution drastique des bruits
d’intensité des deux modes. Quand, en revanche, les fluctuations des modes x et y sont en
opposition de phase, il ne se passe rien à la fermeture de la boucle. En effet, il n’y a alors
aucune composante symétrique de bruit à réduire.
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Figure 5.6 – Carte en niveaux de couleurs dans le plan (C, η) de la di-
minution, après asservissement sur la somme des deux modes, du RIN à
10 kHz pour le mode x (a,b,c) et le mode y (d,e,f). (a,d) : ry/rx = 0.85 ;
(b,e) : ry/rx = 1.0 ; (c,f) : ry/rx = 1.3. Paramètres de l’asservissement :
G = 0.08, fPI = 200 kHz, fLP = 250 kHz, Q = 1. Paramètres du laser :
RINp = −133 dB/Hz, τx = 13 ns, τy = 16 ns, τ = 1 ns et rx = 1.6. Tirets
noirs : amplitude des corrélations de pompe ηinv à l’inversion de signe des
corrélations des modes.
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La figure 5.6 reproduit les cartes en niveaux de couleurs de l’écart des RINs des modes
x (à gauche) et y (à droite) engendré à la fermeture de la boucle sur le signal total et
évalué à la fréquence f = 10 kHz. Cet écart est tracé dans le plan (C, η) pour trois rapports
différents rx/ry entre les taux de pompage des deux modes. Les valeurs de C sont encore
une fois limitées aux valeurs auxquelles l’oscillation bifréquence est stable. En comparant
les résultats obtenus à ceux de la Fig. 5.6 avec la rétroaction basée sur un seul mode, une
proportion bien plus grande du plan (C, η) conduit maintenant à une réduction conjointe des
bruits d’intensité. Les régions de réduction du RIN (en jaune et rouge) coïncident assez bien
avec la zone au-dessus des tirets noirs c’est-à-dire au dessus de l’amplitude d’inversion ηinv

où les fluctuations sur x et y sont en phase (voir Fig. 5.2). De plus, nous notons que le mode
laser le plus fort est celui dont le bruit est le plus réduit par l’asservissement. En outre, dans
la région du plan (C, η) où les intensités des modes fluctuent en opposition de phase, c’est-
à-dire sous les tirets noirs, le bruit d’intensité du mode le plus faible n’est pas affecté par la
boucle, alors que le bruit du mode le plus fort subit une légère diminution pour des valeurs
modérées de la constante de couplage non-linéaire C.

Par ailleurs, lorsque C est vraiment proche de 1, ce qui est envisageable pour rx = ry

(Figs. 5.6(b,e)), les bruits des modes x et y sont totalement corrélés et en opposition de
phase, comme vu précédemment à la Fig. 5.2. Ce mécanisme d’opposition de phase est
tributaire de la forte saturation croisée. Alors, la bande bleue observée près de C = 1 à
droite des Figs. 5.6(b,e) atteste d’une forte dégradation du bruit par la boucle. La régulation
mise en place crée en effet un déséquilibre entre les deux modes qui s’amplifie du fait de
la très forte compétition. Ce cas n’est pas réaliste expérimentalement et induit, de toutes
façons, un transfert de bruit de pompe très désavantageux.

Pour résumer les résultats de cette partie théorique, l’élaboration du signal d’erreur pour
l’asservissement de l’intensité à partir de la somme des deux modes apparaît bien plus
avantageuse pour la stabilisation des deux modes que celle basée sur la détection d’un seul
mode pour l’ensemble des situations expérimentales pouvant être explorées. Dans tous
les cas, l’architecture de pompage , permettant une faible saturation croisée pour des
corrélations des bruits de pompe optimales, semble la plus appropriée pour la réduction du
bruit d’intensité.

2.2 Étude expérimentale de l’asservissement en intensité

L’asservissement de l’intensité a été réalisé avec les deux architectures de pompe ¬ et
, précédemment passées en revue. Nous commencerons par l’investigation du cas où le
signal d’erreur est généré par détection d’un seul mode. Appelons le x. Les figures 5.7(a,c)
comparent les mérites respectifs des architectures ¬ et  en affichant les mesures de RIN
sur x et y à la fois en boucle ouverte (courbes noire et verte) et en boucle fermée (courbes
rouge et orange). Les figures 5.7(b,d) montrent les prédictions théoriques correspondantes
reposant sur les équations (5.7) et (5.8) du modèle ci-dessus. Les courbes issues du modèle
s’accordent très bien avec celles de l’expérience. Le pic observé peu après 400 kHz est
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Figure 5.7 – Résultats de l’asservissement de l’intensité avec un signal d’er-
reur issu de la détection du mode x. Spectres de RIN expérimentaux (a,c) et
théoriques (b,d). (a,b) : configuration de la pompe à un faisceau ¬ (Fig. 5.1).
(c,d) : configuration de la pompe à deux faisceaux . Courbe noire (resp.
verte) : RIN du mode x (resp. y) en fonctionnement libre ; Courbe rouge
(resp. orange) : RIN du mode x (resp. y) après asservissement. Courbe
grise : plancher de mesures. Paramètres de l’asservissement : fPI = 200 kHz,
fLP = 250 kHz, Q = 0.8 avec G = 0.2 pour (b) et G = 0.075 pour (d). Pa-
ramètres du laser : RINp = −140 dB/Hz, rx = 1.92, ry = 1.95, τx = 18 ns,
τy = 14 ns, C = 0.4, η = 0.4 pour (b) et RINp = −133 dB/Hz, rx = 2.1,
ry = 1.55, τx = 65 ns, τy = 45 ns, C = 0.05, η = 0.98 pour (d). Le niveau du
bruit de grenaille est de -150 dB/Hz.

lié à la bande passante de notre régulation. La figure 5.7(a) correspond à l’architecture de
pompe mono-faisceau ¬ pour laquelle on estime les valeurs suivantes pour les paramètres :
C = 0.4 et η = 0.4. La rétroaction réduit très efficacement le RIN de la polarisation
x au plancher de mesures mais dégrade le RIN du mode y d’environ 3 dB. Le modèle
de la fig. 5.7(b) reproduit bien ce comportement attendu étant données les corrélations en
opposition de phase des modes lasers avec de tels paramètres. En effet, l’amplitude des
corrélations de pompe η = 0.4 se situe bien en dessous de la valeur ηinv = 0.9 que l’on
calcule à partir de l’équation (5.3). En somme, la régulation de l’intensité d’un mode dans
cette situation s’accompagne d’une détérioration du bruit de l’autre.
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La figure 5.7(c) repose sur l’architecture de pompe antagoniste à deux faisceaux , qui
donne les paramètres C = 0.05 et η = 0.98. Les bruits d’intensité des deux modes sont
simultanément éliminés en bonne partie par l’asservissement. Le modèle de la Fig.5.7(d)
reproduit bien les mesures. Avec de tels paramètres de pompe, les fluctuations des modes
x et y sont corrélées en phase et l’étude précédente prédit bien une réduction mutuelle (η
bien plus grand que ηinv = 0.45).

Quelque soit l’architecture de pompe, on observe une petite bosse aux alentours de 500 kHz
sur les spectres de RIN mesurés en boucle ouverte. Cette bosse n’est pas présente dans les
courbes issues du modèle (Figs. 5.7(b) et 5.7(d)) puisqu’elle est en fait causée par un écart
à un comportement de bruit blanc du bruit d’intensité de la diode laser de pompe. Cet écart
apparaît aux courants de pompe importants.

L’architecture de pompe  étant la plus avantageuse à la fois pour la réduction du transfert
de bruit de la pompe au VECSEL et pour la régulation de l’intensité, nous l’adoptons
définitivement pour la suite du travail.

Nous passons désormais à la situation où le signal d’erreur provient de la détection de la
somme des modes du VECSEL bifréquence. La meilleure réduction du bruit d’intensité sur
le signal total est obtenue dans l’architecture  et reportée à la Fig. 5.8. Le spectre de RIN
de la puissance totale du VECSEL bifréquence est reproduit en noir pour la boucle ouverte
et en vert après asservissement. Après fermeture de la boucle, le niveau du RIN descend
sous le seuil des -140 dB/Hz à 10 kHz. Les pics de bruit très présents sous le kHz sont
des bruits techniques, d’origine électronique, mécanique (via les vibrations du banc) ou
encore thermique. Leur élimination serait possible et nécessiterait une isolation appropriée
du système. L’asservissement induit certes une forte réduction du bruit d’intensité mais
également un pic entre 300 kHz et 400 kHz. Ce pic domine le spectre de bruit d’intensité et
est causé par la bande passante limitée de la rétroaction. Nous nous attachons maintenant
à restreindre ses effets en travaillant sur le filtre de boucle.

2.3 Améliorations du filtre de boucle

Le correcteur proportionnel intégral que nous utilisons possède sa propre référence de ten-
sion interne. Les fluctuations de cette dernière référence ont été mesurées et sont affichées
en gris sur la Fig. 5.8. Nous observons à la Fig. 5.8(a) que son bruit de tension relatif limite
aux alentours de -150 dB/Hz le RIN du VECSEL bifréquence asservi. En notant SDC la
densité spectrale de puissance du bruit de la tension DC de référence du correcteur, l’équa-
tion (5.10) du RIN en boucle fermé s’enrichit de cette contribution comme suit :

RINlock.
x+y ( f ) =

∣∣∣∣∣∣ 1
1 + H ( f ) ·

∑
i j Mi j ( f )

∣∣∣∣∣∣2 RINx+y ( f )

+

∣∣∣∣∣∣ H ( f ) ·
∑

i j Mi j ( f )
1 + H ( f ) ·

∑
i j Mi j ( f )

∣∣∣∣∣∣2 · SDC ( f )
DC2 . (5.13)
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Figure 5.8 – Résultats de l’asservissement de l’intensité avec un signal d’er-
reur issu de la détection de la puissance totale émise avec l’architecture de
pompe à deux faisceaux . Spectres de RIN experimentaux (a) et théoriques
(b). Courbe noire : RIN du laser en fonctionnement libre. Courbe verte : RIN
du laser asservi. Courbes bleue et rouge : spectres de RIN du laser asservi
corrigés à l’aide d’un filtre à avance de phase dans deux configurations dif-
férentes. Courbe grise : bruit électronique de la référence en tension pour
la rétroaction, exploité dans la modélisation (b). Paramètres de l’asservis-
sement : fLP = 250 kHz, fPI = 200 kHz, G = 0.08 et Q = 1. Paramètres
du filtre à avance de phase : (1) T = 1.3 µs et a = 0.28 (en rouge) ; (2)
T = 0.45 µs et a = 0.56 (en bleu) . Paramètres du laser : τ = 1 ns, rx = 1.38,
ry = 1.23, C = 0.05, η = 0.98, RINp = −133 dB/Hz, τx = 30 ns, τy = 17 ns.
Le bruit de grenaille se situe à -153 dB/Hz.
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La figure 5.8(b) montre que le modèle issu de l’équation (5.13) est très fidèle aux mesures
(courbes noires et vertes). Cet accord permet d’optimiser numériquement les paramètres
du filtre de boucle et, en particulier, de concevoir l’électronique adaptée à la modération
du pic entre 300 kHz et 400 kHz. Un simple filtre à avance de phase est mis en œuvre pour
compenser la dérive de phase qui se produit lorsque la bande passante de l’asservissement
est dépassée. Les détails du circuit analogique envisagé sont donnés à la Fig. 5.9. Le circuit
comporte seulement deux résistances (R1, R2) et une capacité (C1).

R2

R1

C1

(a)

f

Gain (dB)

0

(b)

f1 f0 f2

20 loga f

Phase

0

(c)

f1 f0 f2

φmax

Figure 5.9 – Caractéristiques du filtre à avance de phase. Circuit analogique
(a) et diagrammes de Bode en gain (b) et phase (c) de sa fonction de transfert.

En remarquant sur la Fig. 5.9(a) le diviseur de tension chargé, il vient immédiatement que
la fonction de transfert F ( f ) de ce filtre passif vérifie :

F ( f ) = a
1 + i f / f1

1 + i f / f2
= a

1 + 2 i π f T
1 + 2 i π f aT

avec T = R1 C1 et a =
R2

R1 + R2
. (5.14)

Deux paramètres seulement permettent de décrire cette fonction de transfert : le facteur
d’atténuation a < 1 et le temps caractéristique T . Le diagramme de Bode associé à F est
schématisé aux Figs. 5.9(b,c). Les fréquences f1 et f2 (voir ci-après) séparent différents
comportements asymptotiques du gain coïncidant avant le début et la fin de l’avance de
phase. L’avance de phase maximale a lieu à f0 et on note φmax la quantité associée. Ce-
pendant, ce filtre nous fait payer le prix d’une atténuation aux basses fréquences du gain
a < 1. La fréquence centrale f0 est également la fréquence d’inflexion de la courbe de gain.
Les quatre paramètres caractéristiques f1, f0, f2 et φmax peuvent tous être reliés aux deux
paramètres physiques a et T de la façon suivante :

f1 = 1/(2 πT ) ,
f0 = 1/(2 π

√
a T ) ,

f2 = 1/(2 π a T ) ,
φmax = arcsin [(1 − a) / (1 + a)] > 0 .

(5.15)

Le dimensionnement du filtre à l’expérience nécessite de placer f0 à la fréquence de 380 kHz
correspondant au pic tout en évitant d’induire une atténuation trop forte. La variation dy-
namique numériquement possible des résistances R1 et R2 avec une capacité de l’ordre
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de 10 nF permet d’identifier des plages de valeurs intéressantes (de 10 Ω au kΩ). Nous
fabriquons le filtre analogique correspondant, muni de résistances variables, qui s’avère
très efficace pour l’optimisation du RIN asservi. En effet, les courbes rouges et bleues de
la Fig. 5.8 correspondent à différents paramètres de filtres (filtre (1) et filtre (2), respecti-
vement) et attestent d’une très bonne réduction de bruit aboutissant à l’élimination de la
quasi-oscillation à 380 kHz. Les caractéristiques précises de ces filtres sont données au ta-
bleau 5.1. Nous réalisons que le filtre (1) (courbes rouges) permet une meilleure avance de
phase φmax que le filtre (2) (courbes bleues), associée à une meilleure correction du pic 5, au
prix cependant d’une plus grande atténuation qui dégrade le bruit aux basses fréquences.

Configuration f1 (en kHz) f0 (en kHz) f2 (en kHz) a (en dB) φmax (en ◦)
Filtre (1) 120 230 440 -11 34
Filtre (2) 350 470 630 -5 16

Tableau 5.1 – Paramètres associés aux filtres à avance de phase dans les
configurations expérimentales de l’asservissement présenté à la Fig. 5.8 pour
le filtre (1) T = 1.3 µs et a = 0.28 (spectre rouge) ; le filtre (2) T = 0.45 µs
et a = 0.56 (spectre bleu).

En définitive, grâce au nouveau filtre, l’ensemble du spectre de RIN du VECSEL bifré-
quence se situe sous -120 dB/Hz et une réduction draconienne de bruit s’opère aux basses
fréquences sous l’effet de l’asservissement. Avant de déterminer l’impact de nos efforts
de régulation de l’intensité sur la stabilité de l’horloge, un asservissement de la phase du
battement RF est nécessaire.

3 Boucle à verrouillage de la phase optique

Nous avons vu au chapitre 2 que l’excitation de la transition hyperfine du cesium 133 dans
son état fondamental repose sur le signal RF à 9.2 GHz généré ici par battement entre les
modes lasers des polarisations x et y. Cependant, le bruit de phase RF du VECSEL bifré-
quence à 852 nm, comme précédemment étudié au chapitre 3, présente une bande passante
de l’ordre du MHz. L’architecture  de pompe avec deux faisceaux corrélés s’est avérée
très efficace pour limiter le transfert du bruit de pompe au VECSEL bifréquence (cha-
pitre 4). C’est ainsi que l’on a montré que la bande passante de bruit n’était plus que de
quelques centaines de kHz et donc compatible avec un asservissement.

3.1 Description et modélisation de la boucle

Grâce à l’insertion d’un cristal électro-optique (EO) à l’intérieur de la cavité étendue du
VECSEL, nous transformons notre laser bifréquence en VCO RF. En mettant en place

5. En fait, f0 n’est pas tout à fait centrée à la fréquence du pic mais nos propos tiennent pour l’avance de
phase évaluée à la fréquence du pic.
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Figure 5.10 – Schéma de la rétroaction sur la phase du battement RF par
la PLL. EO : cristal électro-optique en MgO : SLT. OL : oscillateur local
électronique sur lequel on asservit le battement du VECSEL bifréquence.

une régulation de ce contrôle de la biréfringence, une PLL optique est réalisée telle que
schématisée à la Fig. 5.10. Nous utilisons un cristal en tantalate de lithium LiTaO3 stœ-
chiométrique (SLT). Ce choix de matériau est motivé par ses coefficients électro-optiques
élevés r33 et r13 le long des axes x et z, en considérant que le champ électrique s’applique
sur l’axe x et que le champ laser se propage selon z (Fig. 5.10). Ce cristal est dopé en oxyde
de magnésium MgO afin de réduire les effets photoréfractifs. Le cristal de MgO :SLT que
nous utilisons est un parallélépipède de volume 2 × 2 × 1 mm3. Une lame λ/2 et un PBS
jouent le rôle d’un polariseur à 45◦ des axes x et y avant mesure avec une photodiode ra-
pide. Après une détection de phase par rapport à un oscillateur local RF, le signal contenant
le bruit de phase passe par un filtrage et une amplification pour constituer un signal d’er-
reur. Enfin, la régulation permet d’appliquer une rétroaction à la phase du battement via la
tension appliquée au cristal EO.

La figure 5.11 montre l’effet d’une telle PLL optique sur le spectre du battement pris à
l’analyseur de spectre électrique. Le battement RF obtenu en boucle ouverte (courbe bleue)
présente des bandes latérales de bruit qui sont fortement réduites une fois la PLL mise
en place (courbe orange). Avant de passer à la modélisation de la boucle en prenant en
compte ses détails, notons que la bande passante de l’asservissement réalisé dépasse bien
les 100 kHz.

Le schéma bloc de la Fig. 5.12 présente les détails de la PLL optique. Nous notons la den-
sité spectrale de bruit de phase de l’oscillateur local de référence SφOL ( f ). L’amplification
et le filtrage passe bas (PB(1) sur la Fig. 5.12) permettent de générer le signal d’erreur traité
par le contrôleur proportionnel-intégral-dérivé (PID). La fonction de transfert du régulateur
PID est notée HPID et caractérisée par les fréquences de coupure fPI, fD et le gain différen-
tiel GD. Deux voies de rétroaction sont ensuite sommées pour la régulation en tension du



3. Boucle à verrouillage de la phase optique 111

-200 -100 0 100 200

-60

-30

0

Pu
iss

an
ce

 n
or

m
al

isé
e 

(d
B

)

Fréquence proche porteuse (kHz)

Figure 5.11 – Battement RF du VECSEL bifréquence en fonctionnement
libre (courbe bleue) et en présence de la boucle à verrouillage de la phase
optique (courbe orange). Les bandes passantes de résolution sont, respecti-
vement, 7.2 kHz et 820 Hz.

cristal EO : une voie rapide (jusqu’à 8 MHz) qui est directe, et une voie lente (jusqu’à
100 kHz) à travers un amplificateur haute tension. Le cristal EO s’assimile à une capacité
de valeur ε ly lz/lx ' 0.4 pF avec sa permittivité diélectrique ε et ses dimensions lx, ly et lz.
Les deux voies de rétroaction, similaires à des circuits RC, sont modélisées par des filtres
passe-bas, notés PB(2) et PB(3) à la Fig. 5.12.

+
+

1/ (2 i π f )

KEO

+
+

PB(2)

PB(3)

K

PB(1)
PID -

+

DC Détecteur de phase

OL

φ + δφ ϕ + δϕ

Figure 5.12 – Schéma bloc de la PLL optique. φ (resp. ϕ) : phase du batte-
ment en boucle ouverte (resp. fermée). PB(1), PB(2), PB(3) : filtres passe-
bas. OL : oscillateur local RF.

La fonction de transfert totale H de la boucle de rétroaction s’écrit de la façon suivante :

H ( f ) = G · HPID ( f )
[
HPB(2) ( f ) + K · HPB(3) ( f )

]
HEO ( f ) , (5.16)

avec K représentant le gain de l’amplificateur haute tension et G un facteur de gain global.
Dans l’expression (5.16), HEO est la fonction de transfert du cristal EO entre la tension
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qui lui est appliquée et la correction de phase du battement induite par variation de la
biréfringence. En fait, sous l’influence du champ électrique imposé par la différence de
potentiel entre les électrodes du cristal EO séparées d’une longueur lx, le cristal joue le
rôle d’une lame à retard contrôlé (effet Pockels). La tension appliquée change ainsi le
déphasage intra-cavité entre l’onde ordinaire qui voit un indice de réfraction no et l’onde
extra-ordinaire qui voit un indice ne. À l’intérieur de la cavité laser résonnante de longueur
optique ' 2 Lcav pour l’aller-retour, le déphasage ainsi produit modifie alors la différence
de fréquence entre les modes x et y. La fonction de transfert entre la tension appliquée et
la différence de fréquence induite est notée KEO dans le schéma bloc 5.12. Une fois cette
différence de fréquence traduite en terme de phase du battement, on obtient la fonction de
transfert [47] :

HEO ( f ) =
1

2 i π f
·

c
2 Lcav

·
2 π lz

λ
·

1
lx

[
n3

e · r33

2
−

n3
o · r13

2

]
. (5.17)

En définitive, la densité spectrale de bruit de phase du battement en présence de l’asservis-
sement est liée à sa valeur en boucle ouverte Sφ ( f ) selon l’expression :

Slock
ϕ ( f ) =

Sφ ( f ) + |H ( f )|2 · SφOL ( f )

|1 + H ( f )|2
. (5.18)

3.2 Performances et limites de la régulation de la phase du battement

La courbe noire sur la Fig. 5.13 présente le spectre de bruit de phase en boucle ouverte
mesuré avec l’architecture de pompe  à deux faisceaux. Au-delà de 100 kHz, le niveau
du bruit de phase se situe sous -95 dBc/Hz. Les autres spectres de bruit de phase (vert,
bleu et rouge) montrés à la Fig. 5.13(a) témoignent d’une réduction drastique suite à l’uti-
lisation de la PLL optique. Nous obtenons un niveau de bruit de phase qui se situe sous
-103 dBc/Hz à 100 Hz de la porteuse RF. Ce niveau est très clairement limité dans notre
expérience par le niveau de bruit de phase de l’oscillateur local (courbe grise). La correc-
tion PI permet d’abord d’aboutir au spectre de bruit affiché en vert à la Fig. 5.13(a). La
modélisation associée à la Fig. 5.13(b) reproduit fidèlement l’allure de ce spectre expéri-
mental. Une correction différentielle est ensuite mise en œuvre afin d’obtenir une meilleure
réduction sur la plage de fréquence de 20 kHz à 100 kHz, ce qui est effectivement payant
comme constaté sur le spectre bleu des Figs. 5.13(a,b). Enfin, en poussant le gain de la
boucle à son plus haut niveau, nous obtenons nos meilleurs performances de régulation de
la phase du battement qui s’affichent en rouge sur les Figs. 5.13(a,b).

Ayant maintenant réduit efficacement à la fois le bruit d’intensité (Fig. 5.8) et le bruit de
phase du battement (Fig. 5.13) ainsi qu’optimisé les asservissements associés, se pose la
question de l’impact du niveau de bruit démontré sur la stabilité de l’horloge CPT à court
terme.
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Figure 5.13 – Spectres du bruit de phase du battement RF mesurés (a) et mo-
délisés (b) en fonctionnement libre et en présence de la PLL optique. Courbe
noire : laser en boucle ouverte. Courbes vertes, bleues et rouges : spectres de
bruit de phase obtenus après asservissement en utilisant, respectivement, un
régulateur PI, un régulateur PID et un régulateur PID avec un maximum de
gain. Courbe grise : bruit de phase de l’oscillateur local. Paramètres de l’as-
servissement : fPI = 20 kHz, fD = 50 kHz, GD = 15, K = 30. Paramètres du
laser : Lcav = 5 cm, α = 5.2, Pp,x = 0.48 W, Pp,y = 0.45 W, RT = 40 K.W−1,
τT = 30 µs, ΓT = 1.39 × 10−7 K−1. Les autres paramètres sont identiques à
ceux de la Fig. 5.9. Paramètres du cristal EO : ne = 2.1418, no = 2.1441,
r33 = 6.96 pm.V−1, r13 = 29.6 pm.V−1 [47, 89, 90].
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4 Contribution à la stabilité de l’horloge à court terme

L’interrogation impulsionnelle 6 des atomes de césium, menant à l’obtention des franges de
Ramsey, conduit à un échantillonnage intrinsèque de la correction appliquée à l’oscillateur
local RF qui est transporté optiquement par le VECSEL bifréquence. La correction ne
contient par conséquent que l’information mesurée pendant l’interrogation des atomes.
G.J. Dick a démontré dans la référence [91] que, par effet de repliement de spectre, cette
correction incomplète ajoute à l’horloge une source d’instabilité par conversion de bruit.
Nous allons d’abord donner les outils pour la description de cette conversion du bruit de
phase de l’oscillateur local transporté par le VECSEL en bruit de fréquence de l’horloge.
Nous distinguerons par la suite les contributions du bruit de phase du battement et du bruit
d’intensité avant de procéder à l’évaluation de l’instabilité d’horloge induite par l’effet
Dick.

4.1 Effet Dick, fonction de sensibilité et bruit de phase

L’ensemble des résultats théoriques, outils et considérations relatifs à l’horloge que nous
exposons dans ces sections est le fruit des travaux du SyRTE à l’observatoire de Paris [67,
76, 77, 92]. Le manuscrit de thèse de F. Tricot [67] en fournit un résumé que nous allons
exploiter.

Rappelons que la séquence d’horloge considérée est composée de deux impulsions de du-
rée Ti = 2 ms séparées de TR = 4 ms, le temps de Ramsey d’évolution libre. Ainsi, la durée
totale de cycle de l’horloge est Tc = 6 ms. L’interrogation de fréquence caractéristique
1/Tc ' 167 Hz induit alors par effet Dick une contribution du bruit d’oscillateur local à
l’instabilité d’horloge. La variance d’Allan relative σ2

y Dick (τ) au temps τ due à la densité
spectrale du bruit de fréquence relative Sy ( f ) de l’oscillateur local vérifie :

σ2
y Dick (τ) =

1
τ

∞∑
m=1

g2
m

g2
0

Sy

(
m
Tc

)
. (5.19)

On remarque que la contribution du bruit de l’oscillateur local intervient aux harmoniques
de la fréquence d’interrogation 1/Tc. Les coefficients gm et g0 proviennent de la fonction de
sensibilité g (t) qui dépend de la réponse atomique. Cette fonction peut, plus précisément,
être définie comme la réponse des atomes à une variation infinitésimale ∆φ de la phase de
l’oscillateur local :

g (t) = lim
∆φ→0

δS (t,∆φ)
∆φ

, (5.20)

où δS représente la fluctuation du signal d’horloge à un instant t. À partir de cette fonction,
nous définissons g0 et g2

m = g2
m,s + g2

m,c comme les coefficients de Fourier satisfaisant aux

6. Voir la séquence d’horloge du chapitre 2, reproduite plus loin à la Fig. 5.14.
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Figure 5.14 – Représentation de la séquence d’horloge (en rouge) et de la
fonction de sensibilité (en bleu) en fonction du temps. La durée de détection
est exagérée pour plus de visibilité.

égalités :

g0 =
1
Tc

∫ Tc

0
g (t) dt , (5.21)

d’une part et (
gm,s

gm,c

)
=

1
Tc

∫ Tc

0

(
sin (2πm t/Tc)
cos (2πm t/Tc)

)
g (t) dt , (5.22)

d’autre part. La fonction de sensibilité g (t) a été numériquement évaluée et analytiquement
approximée pour le mécanisme CPT dans le césium grâce aux travaux de la référence [77].
Notons que cette évaluation basée sur les équations de Bloch optiques (voir annexe B) est
en bon accord avec les résultats expérimentaux bien qu’elle ne tienne guère compte de la
totalité des niveaux Zeeman voisins.

L’allure obtenue pour cette fonction de sensibilité est décrite (en bleu) à la Fig. 5.14, en
parallèle de la séquence d’horloge (en rouge). Lors du pompage des atomes dans l’état
noir, la fonction de sensibilité est exponentiellement croissante. La sensibilité des atomes
présente ensuite un plateau durant le temps de Ramsey TR d’évolution libre. Pendant une
durée τd correspondant au temps de réponse de la photodétection, un début d’accroissement
exponentiel accompagne l’arrivée de la seconde impulsion. Une décroissance très rapide
ramène enfin la fonction de sensibilité à 0 lors de la phase de détection d’une durée τm. En
réalité, la détection, pendant laquelle le signal CPT est moyenné, a une durée τm = 25 µs,
ce qui est faible à l’échelle du cycle τm � TR. En outre, contrairement à ce qu’affiche
la Fig. 5.14 pour plus de visibilité, le temps de réponse du capteur (environ 10 µs) est,
en pratique, lui-même faible devant le temps de détection : τd < τm. Par conséquent, la
partie haute de la fonction de sensibilité peut tout à fait être considérée comme plate et
débarrassée de l’excroissance précédent sa remise à 0.
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En calant l’origine des temps t = 0 à la première impulsion, le travail effectué dans réfé-
rence [77] mène à l’écriture approchée 7 suivante pour la fonction de sensibilité :

g (t) =


exp

[
(t − Ti)

(
γc + 1/τp

)]
pour τd + τm ≤ t ≤ Ti ,

1 pour Ti ≤ t ≤ Tc + τd ,

1 −
t − (Tc + τd)

τm
pour Tc + τd ≤ t ≤ Tc + τd + τm .

(5.23)

Le paramètre γc dans cette expression correspond au taux de relaxation de la cohérence
hyperfine et τp = Γ∗/Ω2 au taux de pompage défini comme le rapport du taux de relaxation
Γ∗ du niveau excité sur la somme quadratique Ω2 des pulsations de Rabi des transitions
(voir Annexe B). Nous utiliserons pour l’évaluation qui suit les mêmes paramètres que la
référence [77], à savoir γc = 30 s−1 (négligeable), Γ∗/2 = 1.5 × 109 s−1 et Ω31 = Ω32 =

2.9 × 106 rad.s−1. Comme la pulsation de Rabi résulte de l’interaction lumière-dipôle, le
terme Ω2 dépend en fait de l’éclairement qui est ici évalué à 5 µW.mm−2 par polarisation
linéaire dont le faisceau fait 1.7 cm de diamètre à la traversée de la cellule (soit environ
1.1 mW). Nous pourrions éventuellement ajuster cette valeur, mais nous nous y tiendrons
pour une meilleure comparaison à cette référence.

g2 m
 / 

g2 0

Fréquence (Hz)
Figure 5.15 – Amplitude des coefficients de Fourier (gm/g0)2 de la fonction
de sensibilité correspondant à la séquence d’horloge CPT.

La figure 5.15 présente l’évolution des coefficients de Fourier (gm/g0)2 aux différentes har-
moniques de la fréquence d’interrogation 1/Tc. Ce sont bien les rapports (gm/g0)2 qui in-
terviennent dans l’expression de la variance d’Allan (5.19). On remarque que la décrois-
sance des coefficients s’effectue en -20 dB/décade jusqu’à 10 kHz puis en -40 dB/décade,

7. Le calcul de la variance d’Allan induite par effet Dick à l’aide de cette expression approchée donne
moins de 1% de différence par rapport à celle que l’on peut évaluer numériquement à partir des équations de
Bloch optiques.
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asymptotiquement, au-delà. En plus de ce comportement de l’enveloppe, nous notons un
effondrement des coefficients à la fréquence de 40 kHz et à ses harmoniques. Cette fré-
quence correspond à la fréquence de Fourier associée au temps de détection τm = 25 µs,
pendant lequel le signal est moyenné et la sensibilité décroît. Non seulement à cause de
la décroissance en -40 dB/décade mais aussi à cause de ces effondrements, il pourrait être
tentant d’affirmer que le bruit au-delà de grosso-modo 30 kHz ne contribue pas à l’insta-
bilité de l’horloge par rapport au bruit basse fréquences. Cependant, comme nous l’avons
précédemment mesuré à la Fig. 5.13, le spectre de bruit de phase du battement RF, après
asservissement, n’est pas plat et présente même un pic aux alentours des 100 kHz. En défi-
nitive, nous prendrons en considération tout l’étendue des spectres mesurés et affichés aux
figures précédentes.

Enfin, le lien entre le bruit de phase de notre signal RF à ν0 = 9.2 GHz optiquement trans-
porté et la densité spectrale de puissance des fluctuations relatives de fréquence s’écrit :

Sy ( f ) =
f 2

ν2
0

Sφ ( f ) . (5.24)

On peut ainsi insérer via l’équation (5.24), nos spectres de bruit de phase mesurés dans
l’équation (5.19) pour évaluer la variance d’Allan induite en utilisant les coefficients de
Fourier de la Fig. 5.15. En fait, une étape supplémentaire s’impose du fait de l’échantillon-
nage de nos mesures. Il nous faut interpoler numériquement sur les spectres mesurés les
points aux différentes harmoniques m/Tc.

Avant de réaliser ces prédictions quant à l’instabilité de fréquence relative de l’horloge
induite par le bruit de phase du battement RF du VECSEL bifréquence, voyons comment
son bruit d’intensité peut également contribuer.

4.2 Prise en compte du bruit d’intensité

Afin de comprendre l’influence du RIN sur l’instabilité de fréquence relative de l’horloge,
replongeons nous dans le travail effectué au SyRTE. Cette influence repose sur la variation
induite sur le signal CPT par une variation d’intensité du VECSEL. Ce signal CPT est
sommairement schématisé à la Fig. 5.16. Les paramètres d’horloge suivant y sont définis :
le signal à mi-hauteur S , le signal de fond hors résonance Vf et l’amplitude A de la frange
d’horloge. Il a été trouvé que tous ces paramètres évoluent linéairement avec la puissance
totale envoyée sur les atomes de césium de la cellule. Ceci indique une conservation du
RIN à la traversée de la cellule, ce qui a été vérifié expérimentalement, à 7% près. On
suppose alors qu’en bonne approximation les fluctuations d’intensité seront converties en
fluctuations de la fréquence relative de l’horloge. La mesure du signal d’horloge représente
une fenêtre temporelle de durée τm. Le bruit d’intensité joue ainsi un rôle pendant une durée
τm à chaque cycle d’horloge, de durée Tc. Le choix du signal S à mi-hauteur de la frange
centrale influe sur le signal d’erreur qui sert à l’asservissement de l’horloge. Il est montré
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Figure 5.16 – Franges de Ramsey en fonction du désaccord Raman δR. Le
signal est normalisé par rapport au fond hors résonance Vf . L’amplitude de
la frange centrale A est représentée par la double flèche verte tandis que le
signal S à mi-hauteur de la frange centrale est représenté par les pointillés
rouges.

alors que la variance du signal d’erreur causée par le RIN vérifie :

σ2
RIN = 2

∫ ∞

0
sinc2 (π τm f ) ·

[
1 − cos (2 π f Tc)

]
× RIN ( f ) d f

= 2
∫ ∞

0
H2

RIN (Tc, τm, f ) × RIN ( f ) d f . (5.25)

On reconnaît dans cette expression la fonction sinus cardinal provenant de la transformée
de Fourier de la fonction rectangle associée à la fenêtre de mesure de durée τm. Cette
variance dépend aussi du temps de cycle Tc. On a noté H2

RIN la fonction de transfert pon-
dérant le spectre de bruit d’intensité. L’évolution de cette fonction de transfert en fonction
de la fréquence de Fourier est affichée à la Fig. 5.17. Nous observons une enveloppe ayant
l’allure d’un filtre passe-bande entre 100 Hz et 10 kHz, avec une amplitude moyenne de
1. La montée en 20 dB/décade aux basses fréquences provient du cosinus et la descente
en -20 dB/décade de la fonction sinc2. Les fréquences de coupure de ce filtre passe-bande
sont 1/Tc et 1/τm. Les dérives lentes devant 1/Tc et les dérives rapides comparé à 1/τm

sont rejetées. Il serait possible de minimiser la conversion du bruit d’intensité en rappro-
chant l’une de l’autre les deux fréquences, c’est-à-dire en diminuant le temps de cycle et
en augmentant le temps de moyennage, mais cela se ferait probablement au détriment des
performances globales. Des effondrements s’associent aux harmoniques de ces fréquences
de coupure.



4. Contribution à la stabilité de l’horloge à court terme 119

100 101 102 103 104 105 106 10710-7

10-5

10-3

10-1

101

H
 2  R

IN

Fréquence (Hz)
Figure 5.17 – Spectre de la fonction de transfert du bruit d’intensité relatif
H2

RIN avec Tc = 6 ms et τm = 25 µs.

Encore une fois, même si le transfert de bruit n’est efficace que sur une plage limitée, tout
le spectre de bruit d’intensité de 10 Hz à 10 MHz sera considéré.

Enfin, il a été montré dans la référence [67] que la contribution de ce bruit du signal d’erreur
de l’horloge à l’instabilité en fréquence relative de l’horloge CPT pouvait s’assimiler à
la contribution d’un bruit blanc. Dans ce cas, en notant ∆ν = 1/(2 TR) la largeur à mi-
hauteur en fréquence de la frange centrale, l’écart type d’Allan induite par les fluctuations
d’intensité du VECSEL s’écrivent :

σDick
y (τ) =

2
π

∆ν

ν0

σRIN

A/S

√
Tc

τ
. (5.26)

Le facteur A/S constitue le contraste du signal CPT qui vaut typiquement 10% en pra-
tique. L’évaluation de σDick

y (1 s) induit par nos spectres de RIN sera réalisée en injectant
le résultat de la variance obtenue par l’équation (5.25) dans l’équation (5.26). En pratique,
l’intégrale de l’équation (5.25) est bornée supérieurement à fmax, la fréquence de Fourier
la plus haute du spectre de RIN.

Les niveaux du bruit d’intensité du VECSEL bifréquence et du bruit de phase de son batte-
ment RF expérimentalement observés aux sections 2 et 3 vont désormais pouvoir conduire
à une prédiction de la stabilité d’horloge à court terme.
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4.3 Prédictions à partir des résultats de réduction de bruit

Grâce aux sections précédentes, la stabilité à court terme peut être évaluée par l’écart type
d’Allan à 1 s d’interrogation des atomes aussi bien pour les spectres de bruit obtenus ex-
périmentalement que pour les spectres issus de la modélisation. L’ensemble des résultats
est résumé au tableau 5.2 pour le VECSEL bifréquence en boucle ouverte ainsi que pour le
laser en présence d’un asservissement de l’intensité ou d’une PLL optique.

Grâce au modèle du bruit en boucle ouverte, nous réalisons que la réduction du bruit de
phase induite grâce aux fortes corrélations de pompe s’accompagne d’une réduction de
l’écart type d’Allan d’un facteur 26. Le tableau 5.2 montre également que l’écart type
d’Allan induit par l’effet Dick et calculé à l’aide du modèle est plus de trois fois plus
faible que celui calculé à partir des mesures du RIN en boucle ouverte. Cet écart provient
de l’existence des pics de bruit aux basses fréquences dans le spectre de RIN expérimental.
Ces bruits techniques, principalement d’origine électronique, ne sont pas reproduits par le
modèle. Il en résulte que la prédiction de la stabilité d’horloge est sous-estimée lorsqu’on
utilise le modèle, nous utiliserons donc les spectres expérimentaux. L’utilisation du modèle
permet néanmoins de comprendre une tendance comme la diminution avec η que l’on vient
de mentionner et dont l’effet est plus ténu pour le bruit d’intensité.

Bruit d’intensité Bruit de phase
Situation σy × 1013 à 1 s induit par effet Dick

À partir du modèle en boucle ouverte
η = 0 22 8.3 × 104

η = 0.5 20 5.9 × 104

η = 1 17 3200
À partir des mesures

Boucle ouverte 69 ×

RIN asservi 5.8 ×

RIN asservi + filtre (1) 4.2 ×

RIN asservi + filtre (2) 4.1 ×

OPLL PI × 14
OPLL PID × 9.1
OPLL PID (gain max) × 2.3
OL × 1.7

Tableau 5.2 – Contribution à la stabilité à court terme du bruit d’intensité du
VECSEL et du bruit de phase de son battement RF. Les écarts types d’Allan
sont calculés numériquement à partir des équations allant de (5.19) à (5.26)
et des spectres affichés aux Figs. 5.8(a) et 5.13(a). La partie exploitant le
modèle utilise les mêmes valeurs des paramètres qu’auparavant et ces valeurs
restent fixées alors que l’on fait varier η.

Les meilleures performances de stabilité pour le VECSEL asservi sont produites, d’une
part, avec la régulation PID de gain maximum pour le bruit de phase du battement (courbe
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rouge sur la Fig. 5.13(a)) et, d’autre part, avec le filtre (2) pour le RIN (courbe bleue sur
la Fig. 5.8(a)). L’écart type d’Allan total induit pour l’horloge par le VECSEL bifréquence
via l’effet Dick vaut alors :

σDick
y (1 s) =

√
(4.1)2 + (2.3)2

× 10−13 < 5 × 10−13 . (5.27)

On s’attend donc à un écart type d’Allan de 4.7 × 10−13 à 1 s, ce qui est bien compatible
avec les performances de stabilité exigeantes que l’on vise pour cette horloge CPT.

En outre, comme nous le voyons dans le tableau 5.2, le niveau de bruit de phase de l’os-
cillateur local (courbe grise de la Fig. 5.13) est responsable d’une majeure partie du σDick

y

calculé pour la contribution du bruit de phase. Ceci offre une perspective d’amélioration
directe grâce à l’utilisation d’un oscillateur local RF de haute volée, comme celui décrit
dans la référence [79].
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Figure 5.18 – Évolution de la contribution du RIN à l’instabilité de la fré-
quence relative d’horloge à 1 s en fonction de la fréquence de Fourier maxi-
male fmax du spectre. Les spectres de RIN utilisés sont ceux de la Fig.5.8(a).
On a donc en noir l’impact du RIN du laser en boucle ouverte sur σDick

y (1 s),
en vert (resp. rouge et bleu) ceux du RIN en boucle fermée sans optimisation
(resp. avec le filtre (1) et le filtre (2)).

Quant au RIN, une analyse de l’évolution de l’écart type d’Allan à 1 s en fonction de
la fréquence maximale du spectre permet d’en comprendre la contribution. En effet, la
figure 5.18 montre comment se construit σDick

y en balayant le spectre pour l’ensemble des
réalisations expérimentales de la Fig.5.8(a). Nous observons qu’en fait le bruit électronique
à 50 Hz et 100 Hz a une contribution majeure à l’instabilité prédite. Ces pics de bruits
techniques dans les spectres se traduisent par des sauts importants pour l’ensemble des
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courbes qui disqualifient d’emblée le RIN en boucle ouverte (courbe noire) pour la stabilité
d’horloge visée. Nous observons ensuite sur la plage de 100 Hz à 10 kHz, qui constitue
pourtant la fenêtre de transfert du filtre passe-bande H2

RIN, que la régulation de l’intensité
est très efficace puisque les courbes vertes, rouges et bleues présentent toutes un plateau.
Lorsque le RIN excède les -140 dB/Hz sur les deux décades suivantes, de 10 kHz à 1 MHz,
et que l’on sort progressivement de la bande passante de l’asservissement, une élévation
de σDick

y se produit. À ce moment là, la courbe rouge passe au dessus de la courbe bleue
du fait de l’atténuation plus importante induite par le filtre (1) par rapport au filtre (2)
(voir tableau 5.1). À la fréquence de 380 kHz, lorsque la phase de la fonction de transfert
de la boucle de rétroaction passe par π, un saut de σDick

y bien marqué survient pour la
régulation PI simple (courbe verte). La contribution supplémentaire d’environ 2 × 10−13

dans la plage de fréquences au-dessus de 100 kHz est rédhibitoire pour les performances
d’horloge visées. Les deux filtres (courbes rouge et bleu) s’avèrent très efficaces pour éviter
ce saut ultime de l’écart type d’Allan. Un plateau deσDick

y est atteint après 1 MHz, indiquant
la convergence de l’intégrale de l’équation (5.25). Au-delà, la décroissance à la fois du RIN
et de H2

RIN est très rapide, leurs niveaux sont très faibles et donc la valeur de σDick
y demeure

inchangée.

En définitive, en plus du filtre à avance de phase qui a porté ses fruits, une nouvelle voie
d’amélioration significative ressort de cette étude et concerne les bruits se situant sous
100 Hz. En effet, il serait judicieux d’assurer simplement une meilleure isolation du bruit
du secteur électrique et une meilleure distribution de la masse dans le système électronique.

Conclusions et perspectives

Au cours des chapitres 3, 4 et 5, nous avons caractérisé et optimisé la dynamique de VEC-
SELs bifréquences. Nous avons identifié des stratégies de réduction du bruit du laser, en
particulier du transfert de bruit provenant de la pompe, puis nous les avons mises en œuvre
grâce à une nouvelle architecture de pompe ainsi qu’avec un asservissement de l’intensité
et une PLL optique sur le battement RF.

La stratégie de réduction du bruit transféré de la pompe a mis en avant la nécessité d’utili-
ser une pompe très stable et dont la puissance permet des taux de pompage élevés pour les
deux modes puis de réduire la saturation croisée tout en maintenant de fortes corrélations
des bruits de pompe. Des taux de pompage équilibrés favorisent aussi cette réduction. Le
pompage de la structure émettant à la longueur d’onde télécom à l’aide d’une diode laser
fibrée monomode a permis de minimiser le transfert de bruit d’une pompe déjà très stable
grâce à des corrélations de pompe totales. Nous avons montré que le bruit de phase du bat-
tement était alors au niveau du bruit d’émission spontanée entre 50 kHz et 300 kHz. Il n’est
malheureusement pas possible de transposer cette solution au VECSEL émettant à 852 nm,
la longueur d’onde de la transition D2 du césium, dans la perspective d’élaboration d’une
horloge CPT. Nous avons alors adopté une nouvelle architecture de pompage utilisant deux
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copies du même faisceau issu d’une pompe fibrée multimode et imagées séparément sur
la structure pour alimenter les deux modes. Ce dispositif a prouvé son efficacité dans la
réduction du transfert de bruit de la pompe.

Dans le cas du laser à 852 nm, nous aurions pu, plutôt, persévérer dans une stratégie visant
à se débarrasser de la figure de speckle créée par la pompe fibrée multimode à la surface
de la structure afin d’augmenter l’amplitude des corrélations 8. Par exemple, nous pouvons
utiliser un épurateur de faisceau pour la pompe en espace libre avant sa focalisation sur la
structure. Dans l’épurateur, le faisceau de pompe collimaté est envoyé sur une lentille de
très courte focale, au point focal duquel est placé un diaphragme de faible ouverture. Ce
diaphragme permet de réaliser un filtrage dans le plan de Fourier des basses fréquences spa-
tiales. Les grains de speckle constituent typiquement des petits détails et donc des hautes
fréquences spatiales qui pourraient être ainsi filtrées. Dans le cadre du temps limité de ce
travail de thèse, un tel dispositif n’a pas été mis en œuvre. La référence [93] a introduit une
technique de projection plus élaborée, avec un diffuseur mobile, permettant de passer le
contraste du speckle de 70% à seulement 8%. Dans tous les cas, les techniques citées sont
synonymes de perte de puissance pour le pompage optique. Par ailleurs, d’autres solutions
sont utilisées en optique adaptative pour corriger un front d’onde grâce, par exemple, à un
miroir déformable. Le domaine de l’astronomie a été précurseur pour l’utilisation de ces
corrections en temps réel dans l’imagerie. Il est bon de noter qu’aujourd’hui la microscopie
bénéficie allègrement des techniques d’optique adaptative [94]. Ce genre de correction ac-
tive du front d’onde pourrait aussi être envisagée pour enlever le speckle du faisceau utilisé
pour pomper la structure. La fibre multimode couplant la diode laser de pompe conduit à
une figure de speckle complètement différente au moindre mouvement. En effet, cela induit
une redistribution des modes se propageant dans la fibre et donc que la figure de speckle
change notamment entre chaque utilisation. C’est pourquoi une correction reconfigurable
et active est nécessaire. De cette façon, les corrélations de pompe des deux modes seraient
totales et le transfert de bruit minimisé.

En attendant de telles solutions, l’architecture de pompage à deux faisceaux a été identifiée
comme la meilleure dans le cadre d’un asservissement de l’intensité du VECSEL bifré-
quence à 852 nm. Les paramètres de pompage (C, η) accessibles dans cette configuration
sont compatibles avec des corrélations avantageuses des bruit d’intensité des deux modes
lasers (fortes et en phase). De plus, il a été établi dans le présent chapitre que la rétroaction
la plus bénéfique est celle qui se base sur la détection de la somme des deux modes lasers.
L’optimisation de la rétroaction à l’aide d’un filtre à avance de phase offre une stabilité en
fréquence relative de l’horloge inférieure au seuil de 5 × 10−13 à 1 s d’interrogation. Re-
marquons toutefois qu’en estimant la variance du signal d’erreur de l’horloge, nous avons
considéré le RIN associé à la somme des deux modes. On pourrait envisager à la place un
signal d’erreur d’horloge sensible à la somme des RINs sur chaque polarisation. Dans ce

8. Notons que ce n’est pas la rugosité de la surface qui est à l’origine du speckle car, dans le cas contraire,
le dispositif de pompe à deux faisceaux n’aurait pas donné satisfaction.
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contexte, une étude de la transmission des corrélations des modes lasers à travers la cellule
atomique semble pertinente. Nous rapportons nos investigations à ce sujet dans l’annexe B.

La bande passante de bruit de phase du battement RF a été fortement limitée grâce aux ar-
chitectures de pompage permettant des corrélations importantes entre les bruits d’intensité
de pompe. L’insertion d’un cristal EO de MgO :SLT dans la cavité du VECSEL à 852 nm a
abouti à la construction d’une PLL optique. La régulation de la biréfringence a ainsi mené
à un niveau de bruit principalement limité par le niveau de bruit de phase de l’oscillateur
local, ce qui est aisé à améliorer (voir référence [79]). L’impact, via l’effet Dick, du bruit
de phase après la rétroaction sur l’écart type d’Allan (caractérisant la stabilité d’horloge) a
été estimé à 2.3 × 10−13 à 1 s donc bien moindre que celui du RIN.

La référence [83], utilisant un laser à solide, propose également une PLL optique pour
diminuer le bruit de phase du battement optique RF. Ce laser est un laser de classe B pré-
sentant donc une dynamique moins intéressante que celle de nos VECSELs. Cependant,
grâce à une ligne à retard, cette référence propose en plus de s’affranchir de l’oscillateur
local en transformant le laser en oscillateur opto-électronique auto-stabilisé. Une telle ligne
à retard est particulièrement intéressante dans la perspective de développer un banc laser
encore plus compact. On pourrait donc envisager une réduction du volume supplémen-
taire pour le développement de l’horloge CPT compacte. Néanmoins, les pertes des fibres
optiques à 852 nm sont significatives et donc l’implémentation des lignes à retard à cette
longueur d’onde semble assez délicate. Si cela fonctionnait, il faudrait d’autre part rester
vigilant quant au niveau de bruit de phase atteint et s’assurer que la stabilisation soit à la
hauteur des performances de stabilité visées pour l’horloge.

Enfin, il serait très intéressant de transposer notre travail concernant la boucle à verrouillage
de la phase optique du battement RF au VECSEL émettant à 1.55 µm. En effet, les champs
d’applications opto-hyperfréquences de ces lasers à la longueur d’onde télécom sont vastes,
comme nous l’avons vu au chapitre 2. Pour rendre la fréquence du battement pilotable en
tension, un cristal EO doit être disposé dans la cavité, ce qui est synonyme de pertes op-
tiques. Malencontreusement, il n’a pas été possible, dans le cadre de mon travail de thèse,
d’obtenir une oscillation laser en introduisant autant de pertes. En effet, les structures des
VECSELs émettant à cette longueur d’onde, qui sont à notre disposition, ont des gains as-
sez limités. Cette limitation pourrait disparaître grâce au développement à venir de VEC-
SELs à 1.55 µm de gains plus importants au C2N.
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CHAPITRE 6

FLUCTUATIONS THERMIQUES DE LA PHASE D’UN
VECSEL POMPÉ OPTIQUEMENT

Introduction

Comme nous l’avons vu précédemment, la stabilité des références de fréquences micro-
ondes générées grâce aux VECSELs bifréquences dépend des propriétés du bruit de phase
du battement RF. Ces références sont destinées à être distribuées optiquement, pour les
horloges CPT à base de césium ou encore pour les architectures radar. Le niveau de bruit
de phase est ainsi un enjeu pour les performances des applications. Or, une portion parti-
culièrement significative du spectre de ce bruit de phase, correspondant typiquement aux
fréquences inférieures à 100 kHz, est d’origine thermique ou encore provient de bruits
techniques (comme des vibrations du banc optique ou de l’électronique de détection). Bien
que, ultimement, une boucle à verrouillage de la phase optique permette de stabiliser ef-
ficacement le signal optique RF (chapitre 5), une bonne connaissance du bruit thermique,
qui dégrade naturellement la pureté spectrale, est nécessaire.

Or la composante de bruit thermique du modèle prédictif utilisé avec succès jusqu’à pré-
sent dans l’étude de la réduction de bruit, n’a pas permis de reproduire avec fidélité les
mesures de bruit de phase du battement du VECSEL à 852 nm au chapitre 4, section 2.
Ce désaccord a d’ailleurs été souligné dans la publication associée à ce travail [3]. Ce que
nous avons exposé du bruit thermique au chapitre 1 est basé sur un modèle de type passe–
bas initié par A. Laurain [44]. Il consiste en fait à décrire comme un filtre passe-bas la
fonction de transfert du bruit de puissance de la pompe au bruit de fréquence du laser à
travers les fluctuations thermiques dans la structure. L’annexe A illustre la généralité d’une
telle modélisation en loi de puissance traduisant l’absence d’échelle caractéristique pas-
sée une fréquence typique du système. Mais l’observation du bruit en 1/ f – type bruit de
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scintillation ou bruit flicker – pour le bruit de fréquence du battement RF est simplement
incompatible avec la pente en f −2 du modèle passe–bas.

Ajoutons que ce modèle est macroscopique et ne tient pas compte des détails de la structure.
Bien que donnant une première tendance et qu’il soit facile à manipuler, il présente un
autre défaut essentiel. En effet, définir un temps caractéristique de diffusion sur le volume
du mode dans la structure semiconductrice semble ambigu. La diffusion thermique est-elle
vraiment mono-directionnelle à l’échelle du mode laser ?

Nous proposons donc de nous pencher un peu plus sur la modélisation microscopique
des effets thermiques dans les VECSELs pour bâtir un nouveau modèle de bruit de phase
thermique.

1 Description des effets thermo-optiques

Avant d’appréhender les différents mécanismes responsables de la transmission de fluctua-
tions thermiques à la phase du battement RF, mettons en évidence la part de dissipation
thermique dans le bilan de puissance du laser.

1.1 Bilan de puissance et dissipation thermique
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Figure 6.1 – Schémas du VECSEL pompé optiquement. (a) Seule une frac-
tion a est absorbée par la structure. Les pertes dues à l’insertion d’éléments
optiques intra-cavité sont notées ε. Le miroir de sortie referme la cavité et
possède un coefficient de transmission T . (b) Étalement elliptique du fais-
ceau de pompe irradiant la structure avec un angle d’incidence i1.

La structure du 1/2–VCSEL est pompée optiquement avec un angle d’incidence i1 de
l’ordre de 40◦, comme schématisé à la Fig. 6.1. Une fraction (1 − a) de la puissance op-
tique de pompe est réfléchie sur la structure, nous y reviendrons. Les pertes par tour dans
la cavité sont estimées à ε = 6 % en présence du cristal biréfringent YVO4 et de l’étalon,
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tandis que la transmission du coupleur de sortie vaut T = 0.5 %. La Fig. 6.1(b) montre l’éta-
lement du faisceau de pompe le long de l’axe x résultant du pompage avec un angle i1 et le
caractère elliptique de la tache obtenue sur la structure. Dans la direction perpendiculaire,
le long de l’axe y, la taille de la tache est inchangée et, de cette façon, alimente toujours
efficacement les modes laser. En fait, au voisinage de la structure, sur une taille bien supé-
rieure au diamètre de la tache, le faisceau de pompe peut être considéré comme cylindrique
et donc de rayon constant (ceci sera justifié au paragraphe 1.3). Un simple calcul permet de
démontrer dans ces hypothèses que l’ellipse obtenue acquiert alors une excentricité sin i1,
c’est-à-dire minimale pour les petits angles et maximale lorsqu’on s’approche de l’inci-
dence rasante. Par rapport à la tache circulaire obtenue en incidence normale, la surface est
augmentée d’un facteur 1/ cos i1.
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Figure 6.2 – (a) Coefficient de Fresnel pour la réflexion en puissance en
fonction de l’angle d’incidence à l’interface air/InGaP d’une onde polarisée
s (en bleu), p (en orange) ou aléatoirement (en cyan). (b) Puissance totale
émise par le VECSEL (cavité vide) en fonction de l’angle d’incidence du la-
ser de pompe. Les carrés pleins sont issus de mesures. Les courbes continues
sont issues d’ajustements. Les tirets cyans sont obtenus à partir du profil an-
gulaire de transmission à la structure provenant de (a). La courbe rouge est
un ajustement en une fonction affine du cosinus de l’angle d’incidence et
traduit l’étalement elliptique du faisceau de pompe. La partie hachurée cor-
respond à des situations mécaniquement impossibles à explorer à cause de
l’encombrement.

L’évaluation de la partie du faisceau de pompe réfléchie sur la structure nécessite, quant
à elle, l’évaluation du coefficient de Fresnel pour la réflexion du vecteur de Poynting à
une interface entre deux diélectriques. L’indice de réfraction n2 du matériau ternaire InGaP
composant la couche de revêtement du 1/2–VCSEL émettant à 852 nm vaut typiquement
3.6. La diode laser étant fibrée multimode, c’est un faisceau lumineux de polarisation aléa-
toire qui irradie le 1/2–VCSEL. On peut assimiler cette polarisation à une superposition
aléatoire de polarisations s et p. La Fig. 6.2(a) montre qu’à 40◦, 32 % de la puissance op-
tique est réfléchie sur la structure, qui absorbe en conséquence une fraction a = 68 % du
flux incident. L’étude de la puissance maximale, à puissance de pompe fixée, émise par le
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VECSEL en fonction de l’angle d’incidence est présentée à la Fig. 6.2(b). Pour optimiser
la puissance émise par le laser, il faut aller vers les angles d’incidence les plus faibles avec
néanmoins la limitation physique due à l’encombrement mécanique. Dans le cas présent,
la puissance optique transmise au 1/2-VCSEL ne varie en réalité que très peu entre 0◦ et
60◦ d’incidence. Or, une diminution rapide avec l’angle d’incidence du maximum de la
puissance émise par le VECSEL est mesurée (Fig. 6.2(b)). Ceci souligne le rôle de la dilu-
tion de la puissance optique de pompe sur une surface qui augmente comme 1/ cos i1 lors
de l’étalement elliptique de la tache de pompe. Le bon accord avec l’ajustement affine en
cos i1 (courbe rouge) le corrobore.
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Figure 6.3 – Puissance émise par le VECSEL bifréquence en fonction de la
puissance optique de pompe. On observe des seuils laser légèrement diffé-
rents pour les deux modes puis le roll-over thermique à partir de 520 mW.

Par ailleurs, la puissance totale émise par le VECSEL bifréquence à 852 nm atteint, avec
son étalon, Pémis = 13 mW pour une puissance de pompe de 500 mW (Fig. 6.3). Un bilan
pour la cavité de la Fig. 6.1(a) permet ensuite d’écrire que la puissance laser dissipée par la
cavité vaut :

Pdiss =
Pémis

T
· (T + ε) .

On a alors Pdiss ' 0.17 W pour une puissance de pompe Popt = 0.5 W. Avec une telle
puissance de pompe, la structure absorbe a · Popt = 0.34 W. On remarque donc que la
puissance absorbée dans la structure est supérieure à celle qui est dissipée par la cavité laser.
Bien qu’une grande partie de la puissance optique de pompe soit en effet utile à l’inversion
de population dans le milieu à gain, une fraction ηth non négligeable s’est perdue. Le bilan
de puissance sur ce point de fonctionnement du laser donne :

ηth = a − Pdiss/Popt ' 34 %.

Cette partie de la puissance optique est en fait dissipée sous forme de transferts thermiques
dans la structure. Plus précisément, une partie de l’énergie lumineuse de la pompe permet à
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certains électrons, à l’intérieur du semiconducteur, d’être promus à la bande de conduction
où ils se recombinent avec des trous pour participer au champ laser alors que le reste
de l’énergie est dissipé en mouvements des porteurs de charges et autres vibrations de la
structure cristalline.

Dans le travail qui suit, un autre point de fonctionnement du laser à 852 nm est utilisé. De
plus, nous voulons in fine appliquer notre modèle aux mesures correspondant à l’architec-
ture de pompage à deux faisceaux introduite dans le chapitre 4. Ainsi, la part de puissance
de pompe dissipée thermiquement sera un peu inférieure à notre première évaluation, bien
que du même ordre de grandeur : ηth = 20 %.

Le profil spatial du faisceau de pompe joue un rôle important dans l’efficacité de conversion
de la puissance optique [95]. Ainsi, un profil super–gaussien 1 comme un profil top–hat
va permettre un meilleur rendement alors qu’un simple profil gaussien mènera à plus de
dissipation thermique. Ce point sera développé avec plus de détails à la section 5.

1.2 Décalage vers le rouge

Dans un premier temps, nous considérons un VECSEL mono-fréquence et nous cherchons
à décrire l’influence des fluctuations de température sur sa phase. Le lien avec le fonc-
tionnement bifréquence du VECSEL destiné aux horloges atomiques décrit dans les cha-
pitres précédents sera fait à partir de la section 4. Le champ électrique du VECSEL mono-
fréquence émettant à la pulsation ωl s’écrit :

E (r, t) , E (t) e−i [ωl t+ψ(t)] e (r) + c.c. , (6.1)

où l’on a noté E (t) et ψ (t) l’amplitude complexe et la phase du champ. Le profil spatial
du mode laser est noté e (r). Le profil spatial de la densité d’énergie de l’onde stationnaire
intra–cavité est alors donné par |e (r)|2.

À partir d’une fluctuation de température dans la structure semiconductrice, des fluctua-
tions δψ (t) de la phase du laser sont engendrées via la variation de la longueur optique.
Quelles sont les origines des ces fluctuations thermiques et comment rendre compte quan-
titativement du lien avec les fluctuations de phase ?

L’échauffement dans la structure résulte de son pompage, qui est schématisé à la Fig. 6.4.
Alors que le faisceau de pompe crée un point chaud à la surface, le transfert thermique
causé par la pompe est évacué de la structure grâce au contrôle de température du module
Peltier sur lequel est monté le 1/2–VCSEL. Notons les ordres de grandeurs des tailles des
différentes zones du 1/2–VCSEL d’épaisseur totale LSC faisant quelques centaines de µm.
La zone active s’étend sur une épaisseur eQW = LSC − LDBR faisant quelques µm et les

1. Un profil radial d’intensité de faisceau super–gaussien s’écrira typiquement : exp
[
−2

(
r/wp

)n]
, où wp

correspond au rayon du faisceau et n > 2.
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Figure 6.4 – Coupe transversale d’un 1/2–VCSEL soumis au faisceau de
pompe de largeurs caractéristiques σx et σy. L’axe optique commence au
Peltier et est dirigé vers le haut de la structure. Les trois zones : le substrat
(en gris), les miroirs de Bragg (en bleu) et la zone active (en orange) ne sont
pas représentées à l’échelle. Le cylindre jaune représente le volume du mode
laser.

miroirs de Bragg sur une épaisseur eDBR qui vaut typiquement le double de l’épaisseur de
la zone active. L’essentiel de l’épaisseur de la puce correspond donc au substrat, ce qui est
important à réaliser pour la description thermique du système. Cependant, c’est au niveau
des deux premières couches qu’une variation de l’indice optique par exemple va changer
la phase du mode laser.

Effets thermo-optiques

La fréquence angulaire du laser vérifie, pour notre cavité linéaire de longueur optique Lopt :

ω (t) , ωl + ψ̇ (t) = p · ISL (t) = p ·
π c0

Lopt (t)
avec p ∈ N∗ .
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Autorisons maintenant une petite fluctuation globale δT de la température. Cette fluctuation
induit alors la variation :

δω (t)
δT

= p π c0 ·
−δLopt (t) /δT

L2
opt (t)

= −ω (t) ·
δLopt (t) /δT

Lopt (t)
. (6.2)

Or la longueur optique correspond à la longueur parcourue lors d’un aller dans la cavité
étendue puis dans le semiconducteur : Lopt = LCAV + nSC · LSC, de l’ordre de grandeur de
LCAV. Les fluctuations thermiques dans la structure, pompée optiquement et possédant un
fort indice de réfraction nSC, sont significatives. Elles induisent une variation de la longueur
optique soit par variation de l’indice optique, soit par dilatation thermique :

∂Lopt

∂T
= LSC ·

∂nSC

∂T
+ nSC ·

∂LSC

∂T
. (6.3)

Autrement dit, nous regrouperons sous le terme générique d’effets thermo–optiques, les
effets thermo–réfractif et thermo–élastique. L’effet thermo–élastique de dilatation peut se
ré-écrire :

∂LSC

∂T
= LSC ·

∂ε

∂T
≡ LSC · ς ,

où ε correspond à la contrainte locale du matériau considéré comme isotrope en première
approximation. Le coefficient de dilatation thermique linéaire ς donne une très bonne es-
timation de ∂ε/∂T de l’ordre de grandeur de 10−5 − 10−6 K−1 d’après les valeurs des para-
mètres rassemblées dans le tableau 6.1. Cet effet demeure marginal devant l’effet thermo–
réfractif dans les matériaux semiconducteurs utilisés dans les VECSELs. En effet, l’ordre
de grandeur de ∂nSC/∂T est de 10−4 K−1.

Avant de décrire plus en détails les variations de fréquence les plus significatives induites
par la modulation de l’indice de réfraction avec la température, passons en revue les effets
associés à la dilatation thermique des matériaux. Le signe de la variation 6.2 justifie que
les effets thermo-élastiques sont a priori synonymes de décalage vers le rouge pour une
dilatation thermique. En fait, au moins trois contributions se traduisant par un décalage de
la fréquence angulaire peuvent être distinguées : (i) la longueur optique du 1/2-VECSEL
augmente au gré de la dilatation thermique, (ii) la dilatation de l’épais substrat induit une
réduction de la longueur de cavité étendue si l’on suppose que le radiateur thermique du
VECSEL et son coupleur de sortie sont absolument fixes mécaniquement, (iii) la longueur
d’onde centrale dans la zone DBR 2 est modifiée par la dilatation thermique, ce qui génère
un déphasage du champ laser réfléchi. Pour la première contribution, nous pouvons évaluer
à partir de l’équation (6.2), le décalage en pulsation induit par une variation de température
donnée :

δωQW = −ωl ·
δLopt

Lopt
≡ −ωl (nSC − 1) ·

eQW · ς

Lopt
δT . (6.4)

2. Acronyme de l’anglais Distributed Bragg Reflectors, désignant le réseau de Bragg.
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Paramètre Notation Valeur Unité
Al22%GaAs GaAs

Capacité thermique volumique Cv 1.77 [96] 1.76 [96] J.K−1.cm−3

Coef. de diffusion thermique D 0.11 [97] 0.31 [97] cm2.s−1

Coef. de dilatation thermique ς 5.61 [98] 5.73 [98] ×10−6 · K−1

Coef. d’absorption à 673 nm α 2 [99] ×104 · cm−1

Indice de réfraction à 852 nm nSC 3.4 [100]
Indice de réfraction à 673 nm n673 3.6 [100]
Variation thermique de l’indice ∂n/∂T 4 [96] ×10−4 · K−1

Longueur d’onde centrale λ 852 nm
Épaisseur du substrat LSUB 260 µm
renormalisée
Épaisseur des DBR eDBR 4.1 µm
Saut d’indice du DBR ∆n 0.54
Épaisseur total de la structure LSC 266 µm
Longueur de cavité LCAV 5.07 cm
Puissance optique de pompe Popt 0.95 W
Angle d’incidence de la pompe i1 40◦

Rayon de la pompe wp 24 µm
Rayon de courbure du coupleur R1 5 cm
Fraction de puissance convertie ηth 20 %
RIN de la pompe RINp −130 dB.Hz−1

Coef. de diffusion longitudinale D// 0.23 [101] cm2.s−1

Coef. de diffusion radiale D⊥ 0.14 [101] cm2.s−1

Température ambiante T 300 K
Puissance de pompe du mode x Pp,x 0.70 W
Puissance de pompe du mode y Pp,y 0.25 W
Amplitude des corr. de pompe η 0.98 [3]

Tableau 6.1 – Paramètres utilisés pour la modélisation du bruit thermique
dans le VECSEL à 852 nm. Aux valeurs expérimentales s’ajoutent les va-
leurs tabulées issues de sources différentes, que l’on retrouvera compilées
dans le site en ligne [102].

La dilatation du mode laser donne donc, pour une élévation d’un Kelvin, un décalage en
fréquence de 180 kHz. La deuxième contribution va cette fois dans le sens du décalage vers
le bleu car il s’agit d’un raccourcissement de la longueur de la cavité étendue par dilatation
thermique du substrat. Le décalage en pulsation associé s’écrit :

δωSUB = −ωl ·
δLopt

Lopt
≡ +ωl ·

LSUB · ς

Lopt
δT . (6.5)

Pour une élévation d’un Kelvin, le décalage en fréquence lié à la dilatation de ce substrat
épais est de 10 MHz, ce qui peut paraître important. Cependant, notons que l’amplitude
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des fluctuations de température provenant du pompage optique est bien moins grande en
profondeur qu’en surface du 1/2–VCSEL. Ainsi, la stabilité en température dans cette zone
accolée au module Peltier va atténuer grandement l’impact de ce décalage en fréquence.
Enfin, la troisième contribution nécessite de connaître le déphasage du faisceau laser induit
à la réflexion lorsque la longueur d’onde centrale du miroir de Bragg varie. La référence
[103] montre qu’en considérant un empilement infini pour le réseau de Bragg, la phase ψ
du champ optique varie avec la longueur d’onde centrale λ0 de la façon suivante :

dψ
dλ0
'
π · nSC

λ0 · ∆n
,

où ∆n est le saut d’indice des miroirs de Bragg. Ceci conduit, en termes de fréquence
angulaire, au décalage vers le rouge suivant :

δωDBR ≡ −
ISL
2 π
·
π · nSC

∆n
· ς · δT . (6.6)

L’application numérique donne un décalage en fréquence de 56 kHz pour une élévation
d’un Kelvin. L’effet thermo-réfractif va dominer de loin cette contribution, comme nous
allons maintenant le voir.

Facteur thermo-réfractif

La répartition spatiale de l’échauffement dans la structure doit être prise en compte. Pour
cela considérons la fluctuation locale de température δT (r, t) dans le semiconducteur à un
instant t. Alors, à travers la variation de la longueur optique induite par modulation de
l’indice optique, la fréquence du laser va fluctuer d’une quantité δψ̇ (t). En toute généralité,
ces fluctuations engendrées par la température vont pouvoir s’écrire comme une intégrale
sur le volume de la structure concerné par les effets thermo–optiques :

δψ̇ (t) =

∫
R3
δT (r, t) · q (r) dr , (6.7)

avec q (r), un facteur de forme que l’on va chercher à exprimer. L’essentiel de l’effet optique
que nous souhaitons décrire se passe au niveau du mode laser qui est schématisé par le
cylindre de la Fig. 6.4. Le profil normalisé de l’enveloppe de l’onde stationnaire dans la
cavité laser peut être modélisé par :

|e (r) |2 = V−1
mode e

−2

 r
w0

2

×


1 pour LDBR ≤ z ≤ LSC

exp
(
−

LDBR − z
Le

)
pour 0 ≤ z ≤ LDBR

, (6.8)

où Vmode représente le volume du mode utilisé pour normaliser l’intégrale de |e (r) |2 à
l’unité, r est le rayon des coordonnées cylindriques

√
x2 + y2, w0 est le rayon du profil
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radial supposé gaussien et Le est la longueur de pénétration de l’énergie lumineuse dans
les miroirs de Bragg. Le profil longitudinal, tracé dans la Fig. 6.5, est exponentiel dans la
zone DBR et décroît selon la loi dérivée dans la référence [104]. Il y est démontré que
Le = tanh (2 κ eDBR) / (2 κ) où κ est un coefficient de couplage relié au saut d’indice ∆n des
miroirs de Bragg par la relation κ = 2 ∆n/λ. L’évaluation montre que la longueur Le est
sub-micrométrique et bien faible devant l’épaisseur eDBR.
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Figure 6.5 – Profil longitudinale |e (z)|2 de l’onde stationnaire dans la cavité
laser tracé de la surface du 1/2-VCSEL vers les couches inférieures de la
zone DBR. L’enveloppe en trait épais rouge correspond au profil énergétique
alors que l’onde stationnaire oscillant à ωl est représentée en pointillés cyan.

Le facteur de forme doit tenir compte de l’aspect local de l’effet thermo–réfractif qui ne
se produit que sur le volume du mode laser, qui possède la distribution |e (r)|2 donnée par
l’égalité (6.8). En repartant des équations (6.3) et (6.2), l’écriture (6.7) des fluctuations de
fréquence induites dans le VECSEL se précise :

δψ̇ (t) = −q
∫

R3
δT (r, t) |e (r)|2 dr , (6.9)

avec le facteur thermo–réfractif défini comme :

q = ωl ·
Lmode

LCAV
·
∂nSC

∂T
.

La quantité Lmode = Vmode/
(
πw2

0/2
)

correspond à la longueur selon l’axe optique du mode
laser dans la structure. Le signe des variations de fréquence δψ̇ (t) permet d’affirmer qu’une
élévation de température dans la structure s’accompagne d’un décalage de la fréquence du
laser vers le rouge. L’ordre de grandeur du facteur thermo–optique dans les VECSELs est
de 10 à 100 MHz.K−1. Plus précisément, nous trouvons q/ (2 π) = 17.8 MHz.K−1 avec les
valeurs retenues pour l’application au VECSEL à 852 nm du tableau 6.1. Remarquons
que la cavité étendue des VECSELs permet de diminuer efficacement l’influence des effets



1. Description des effets thermo-optiques 137

thermo–optiques car le facteur q est proportionnel à l’inverse de LCAV. Pour les VCSELs
ne possédant pas une telle cavité, q est plutôt de l’ordre de quelques GHz.K−1, ce qui les
rend particulièrement sensibles aux variations thermiques [105].

L’expression (6.9) atteste qu’une connaissance précise du champ de température en tout
point et à tout instant dans la structure est nécessaire pour évaluer la densité spectrale des
fluctuations de fréquence engendrées. On propose pour cela une approche basée sur la
résolution de l’équation de la chaleur dans le 1/2–VCSEL.

1.3 Équation de la chaleur

Le point de départ de résolution de l’équation de la chaleur pour le calcul de la densité
spectrale de puissance d’un bruit optique existe dans de nombreux travaux similaires et
visant des applications variées qui seront cités au fur et à mesure. Pour n’en citer qu’un
avant d’approfondir, la référence [106] présente un développement singulier du calcul des
effets thermo-optiques décrivant le bruit engendré par les fluctuations thermiques dans les
couches anti–réflexion des miroirs de l’interféromètre utilisé dans LIGO (Laser Interfero-
meter Gravitational–Wave Observatory) pour détecter les ondes gravitationnelles. L’origi-
nalité supplémentaire de l’approche de ce papier consiste à évaluer la densité spectrale de
puissance de bruit à l’aide du théorème de fluctuation–dissipation [107] grâce au calcul de
la puissance dissipée résultant des processus de relaxation thermique.

L’équation de la chaleur que nous avons à considérer ici pour la diffusion thermique au sein
de la structure du 1/2–VCSEL s’écrit :

(
∂t − D⊥ ∇2

⊥ − D// ∂
2
z

)
T (r, t) = Q (r) , t > 0 , (6.10)

avec (x, y, z) ∈ R2 × [0, LSC]. La géométrie ainsi considérée est celle d’une couche infinie
d’épaisseur LSC. En effet, la structure possède des largeurs latérales typiques Lx et Ly de
l’ordre du cm alors que la profondeur LSC est de l’ordre de quelques centaines de µm, ce qui
est bien plus petit. Les coefficients D⊥ et D// sont les coefficients de diffusion thermique
transverse et longitudinale, respectivement. Ils sont accompagnés des opérateurs laplaciens
scalaires pour les dimensions d’espace. Quant à Q (r), il s’agit d’un terme source qui rend
compte du transfert thermique exprimé en K/s et « branché » à l’instant t = 0+. En no-
tant Cv la capacité thermique calorifique par unité de volume, il est possible de donner à
Cv · Q (r) une signification plus physique : il s’agit d’une puissance volumique en W.m−3

créée par les transferts thermiques. Nous allons considérer plusieurs sources de transfert
thermique, la plus évidente étant celle causée par le pompage optique. À cette source, il
faut néanmoins adjoindre les fluctuations engendrées par les fluctuations de puissance de
la diode laser de pompe. Ceci constituera une première source de bruit à travers l’effet
thermo–optique décrit à l’équation (6.9). Une autre source, purement stochastique et pro-
venant de l’agitation thermique à température ambiante, permettra d’isoler une seconde



138 Chapitre 6. Fluctuations thermiques de la phase d’un VECSEL pompé optiquement

contribution. Mais avant, justifions un peu plus l’anisotropie de la diffusion que nous avons
envisagée.

Diffusion anisotrope

La distinction que nous avons faite entre les dimensions d’espace vient du fait que les hé-
térostructures telles que le milieu à gain ou encore les miroirs de Bragg brisent l’isotropie
du matériau et impliquent que D⊥ , D//. La référence [108] a établi que dans les ma-
tériaux semiconducteurs composites AlGaAs, les coefficients de diffusion dans les deux
directions transverse et longitudinale résultants sont inférieurs d’un facteur 5 à 7 à ceux
que l’on obtiendrait en prenant la somme pondérée des coefficients dans les matériaux
massifs pris séparément. Il est même à noter que dans la direction longitudinale (qui est
perpendiculaire aux plans des couches) la réduction du coefficient de diffusion est encore
plus importante. Dans les miroirs de Bragg, cette réduction due à l’empilement périodique
de couches minces de semiconducteurs, formant ce qu’on appelle un super–réseau, a été
expliquée et quantifiée [101]. Suivant la direction perpendiculaire aux plans des couches, la
conductivité thermique dépend fortement du rapport lmfp/dSL entre le libre parcours moyen
des phonons lmfp et la période dSL du super–réseau. Lorsque lmfp ' dSL, la diffusion des
phonons aux interfaces devient significative et il faut alors tenir compte de la résistance
thermique de Kapitza qui diminue D//. La barrière thermique de Kapitza est induite par
un phénomène de diffusion résonnante de la chaleur à l’arrivée à l’interface [109] et ceci
dépend en fait de la hauteur des rugosités aux interfaces par rapport à la longueur d’onde
des phonons. Cependant, l’effet d’anisotropie thermique que nous décrivons a lieu dans les
hétérostructures et non dans le substrat, qui est un matériau massif. Pour garder une réso-
lution analytique, il est préférable de ne pas considérer une seconde équation de la chaleur.
Une façon de maintenir la validité de l’équation (6.10) consiste à renormaliser l’épaisseur
du substrat par la quantité D///D, où D est le coefficient de diffusion du matériau mas-
sif. La renormalisation dans la direction transverse n’est pas nécessaire étant donné que le
plan transverse est supposé infini. Bien que cela puisse paraître cavalier, l’approximation
due à cette renormalisation de la taille du substrat ne devrait pas trop affecter les résul-
tats puisque le mode laser sur lequel s’exerce l’effet thermo–optique que nous cherchons à
décrire pénètre à peine dans les miroirs de Bragg.

Transferts thermiques provenant de la pompe et ses fluctuations

L’échauffement causé par la pompe est assez important, puisque nous avons vu qu’envi-
ron ηth = 20 % de la puissance optique était convertie en chaleur. Le terme source de ce
transfert thermique possède la géométrie du faisceau de pompe. Comme on peut le voir
sur la Fig. 6.4, la pompe fait un angle d’incidence i1 avec la surface du 1/2–VCSEL avant
d’entrer dans les premières couches de semiconducteurs avec un angle de réfraction i2. Ty-
piquement, on utilise une incidence i1 ' 40◦, ce qui induit un angle i2 de l’ordre de 10◦
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seulement. Après propagation à travers le milieu actif, la déviation causée par la réfraction
est seulement de l’ordre du µm donc assez faible comparée au diamètre du faisceau de
pompe (quelques dizaines de µm). Tout se passe donc presque comme si cette excitation
par la pompe était centrée sur l’axe optique. De plus, les largeurs du faisceau de pompe (ini-
tialement gaussien) σx et σy représentées sur la Fig. 6.4, sont très voisines et peuvent être
considérées comme égales. Pour ces raisons, la géométrie du problème thermo–optique
dans le VECSEL est en bonne approximation à symétrie cylindrique autour de l’axe op-
tique. Avec une cavité laser à symétrie cylindrique, on s’attend bien à un mode émis par
le VECSEL qui respecte l’invariance autour de l’axe (0z) tel que le mode TEM00 typique-
ment observé. Dans la suite de notre étude, les seules variables d’espace pertinentes pour
décrire la position r seront donc le rayon cylindrique r et la position sur l’axe z, comme
cela était le cas pour le profil spatial de l’onde stationnaire intra–cavité (6.8). Le faisceau
de pompe est considéré comme gaussien, avec un rayon wp = 2σx,y typiquement entre 10
et 100 µm. La longueur de Rayleigh zR = πw2

p/λ pour la pompe à 673 nm vaut entre 0.5
mm et plusieurs mm. Étant donnés les quelques µm de la zone active, nous travaillons avec
z � zR et donc une largeur de faisceau de pompe wp constante le long de l’axe optique dans
la structure. À cela, nous devons ajouter l’absorption optique par unité de longueur de la
pompe dans les semiconducteurs notée α. En se souvenant que z est croissant dans le sens
de l’axe optique du VECSEL (la pompe est donc contra–propageante), le terme source du
transfert thermique de pompe s’écrit :

Q (r) = Q0 · e
−2

 r
wp


2

· e
−

(LSC − z) α
cos i2 , (6.11)

avec Cv · Q0 la puissance volumique de transfert thermique induit par la pompe sur l’axe
au niveau de la surface du 1/2–VCSEL. Pour l’évaluation de cette quantité, il suffit de
considérer l’égalité suivante :∫

R2×[0,LSC]
Cv · Q (r) dr = ηth Popt ⇒ Q0 =

ηth Popt

Cv πw2
p/2
·

α(
1 − e−α LSC/ cos i2

) . (6.12)

On obtient ainsi une valeur de Q0 de l’ordre de quelques centaines de K/µs pour 1 W de
puissance optique incidente de pompe.

À la puissance du pompage optique s’additionnent des fluctuations Popt → Popt + δPopt (t)
qui engendrent des fluctuations du transfert thermique : Q0 → Q0 +δQ (t). Les fluctuations
de puissance du laser sont caractérisées par le spectre du bruit d’intensité relatif RINp (Ω)
à la fréquence de Fourier Ω/2 π. De la relation de proportionnalité (6.12), il s’ensuit que la
densité spectrale de puissance de bruit pour la chaleur de pompe vaut Q2

0 · RINp (Ω).
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Transferts thermiques des fluctuations thermodynamiques

L’état d’un corps homogène constitué d’un ensemble de N particules contenues dans un
volume V fixé à l’équilibre thermique avec un thermostat à la température constante T peut
être décrit dans l’ensemble canonique [110]. La probabilité qu’à l’équilibre, le système
soit dans un certain micro–état (l) d’énergie El est donnée par la distribution de probabilité
canonique :

pl ,
1
Z
· e−β El ,

où β = 1/ (kB T ), avec kB la constante de Boltzmann. La fonction de partition associée,
notée Z, permet de définir l’énergie interne et son moment d’ordre deux :

Z ,
∑

µ-états (l)

e−β El ⇒


〈E〉 = −

1
Z
∂Z
∂β〈

E2
〉

=
1
Z
∂2Z
∂β2

.

À nombre de particules N et volume V fixés, on a une capacité thermique par unité de
volume qui vérifie les lignes suivantes :

Cv ,
1
V
·
∂ 〈E〉
∂T

=
1
V
·

(
∂β

∂T

)
·
∂ 〈E〉
∂β

= −
1

V · kB T 2 ×

 1
Z2 ·

(
∂Z
∂β

)2

−
1
Z
·
∂2Z
∂β2


=

1
V · kB T 2

(〈
E2

〉
− 〈E〉2

)
. (6.13)

Le membre de droite de la dernière égalité (6.13) relie Cv à la variance ∆2
E ,

〈
E2

〉
− 〈E〉2.

Cette variance relative à l’énergie interne peut s’interpréter en terme de variance de tempé-
rature grâce à l’expression

〈
ϑ2

〉
, ∆2

E / (Cv V)2, où la variable stochastique ϑ est centrée et
représente l’écart à la température d’équilibre T . En insérant cette définition dans (6.13),
les écarts aléatoires de température autour de l’équilibre à la température T sont reliées à
la capacité thermique Cv · V par la formule :

〈
ϑ2

〉
=

kB T 2

Cv V
. (6.14)

Plus la capacité thermique totale Cv · V d’un système est faible (ou plus son volume est
réduit, à Cv fixé) et plus ces fluctuations thermodynamiques de température ont une impor-
tance relative car l’équation (6.14) montre que leur variance augmente. Les VCSELs étant
des systèmes de volume réduit, et en particulier leur zone active où l’effet thermo–optique
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induit des fluctuations de fréquence du laser, il semble pertinent d’envisager ces fluctua-
tions aléatoires de température. En réalité, le 1/2–VCSEL n’est pas un milieu homogène
mais on peut définir une déviation locale à l’équilibre thermique imposé par la tempéra-
ture ambiante Tambiant ≡ T ≡ TPeltier à l’instant t grâce au champ ϑ (r, t). Les références
[111–114] élargissent les considérations précédentes au cas de ces fluctuations aléatoires
autour de la température T dans un échantillon inhomogène. Dans ce cas, il faut prendre en
compte les processus de diffusion thermique à travers l’équation de la chaleur stochastique
suivante : (

∂t − D∇2
)
ϑ (r, t) = ζ (r, t) , t > 0 , (6.15)

où D est un coefficient de diffusion isotrope et ζ est un terme source de Langevin que l’on
caractérise par sa fonction d’auto–corrélation :

〈
ζ (r, t) ζ

(
r′, t′

)〉
=

2 D kB T 2

Cv
∇r ∇r′ δ

(
r − r′

)
δ
(
t − t′

)
. (6.16)

L’équivalent de la relation (6.14) est alors calculé par l’auto–corrélation 〈ϑ (r, t) · ϑ (r′, t′)〉
qui dépend de la géométrie et des conditions aux limites. On s’aperçoit des similarités de
(6.16) et (6.14) (en prenant le régime permanent dans l’équation (6.15) par exemple) à
travers le coefficient kB T 2/Cv en commun. Dans notre cas, il faut, pour tenir compte de
l’anisotropie de diffusion dans le 1/2–VCSEL, remplacer l’opérateur D∇2 par D⊥ ∇2

⊥ +

D// ∂
2
z .

Conditions aux limites

Le module thermo–électrique Peltier permet une évacuation efficace du flux thermique en
imposant sa température à la tranche à z = 0 du substrat. On considère que la température
de consigne du Peltier est identique à celle de la pièce. Ainsi, aux équations de la chaleur
(6.10) et (6.15), il faut adjoindre la condition aux limites :

T (x, y, z = 0, t) = TPeltier = lim
x→∞

T (r, t) = lim
y→∞

T (r, t) . (6.17)

De plus, la conductivité thermique des matériaux constituant la puce VCSEL est de trois
ordres de grandeur plus élevée que celle de l’air ambiant. Des parois isolantes entourent
notre cavité laser afin de limiter la convection thermique forcée. Dans ces conditions, nous
supposerons que l’isolation thermique de la face d’entrée de la structure est assez efficace
pour empêcher l’existence d’un flux thermique de la structure vers l’air ambiant. Ceci se
traduit par la condition suivante :

∂zT (x, y, z = LSC, t) = 0 . (6.18)
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Maintenant que tout est en place pour une description quantitative des effets thermo–
optiques, une première étape de résolution de l’équation de la chaleur s’impose. En parti-
culier, nous devons comprendre la dynamique de la réponse du 1/2–VCSEL à l’excitation
thermique imposée par la pompe et en étudier le régime transitoire et le régime permanent.

2 Réponse thermique de la structure au pompage optique

2.1 Champ de température induit dans le semiconducteur

Le laser de pompe induit un échauffement important dans la structure avec un terme source
dont on a donné l’expression à l’équation (6.11). En géométrie cylindrique, il est possible
de rendre algébrique l’opérateur ∇2

⊥ grâce à une transformation de Hankel d’ordre 0, notée
HT0, et qui est définie à la section 3 de l’annexe A. La variable réciproque du rayon cylin-
drique r sera notée k⊥. On note ∆T (r, t) = T (r, t) − TPeltier l’élévation de température dans
la structure. Dans le domaine de Hankel, l’équation de la chaleur (6.10) devient alors une
équation aux dérivées partielles des variables z et t, algébrique en k⊥ :(

∂t + D⊥ · k2
⊥ − D// ∂

2
z

)
HT0 [∆T ] (k⊥, z, t) = HT0 [Q] (k⊥, z) . (6.19)

Les solutions s’obtiennent à l’aide d’une série de Fourier longitudinale en utilisant une
méthode de séparation des variables :

HT0 [∆T ] (k⊥, z, t) =

∞∑
n=0

un (z) · vn (k⊥, t) .

Étant données les conditions aux limites (6.17) et (6.18) sur le segment [0, LSC] de l’axe
optique, on obtient les fonctions un (z) =

√
2/LSC sin (κn · z), avec un vecteur d’onde lon-

gitudinal :

κn =
(2 n + 1) π

2 LSC
où n ∈ N . (6.20)

L’ensemble des fonctions un est construit de sorte à former une base orthonormée :∫ LSC

0
dz un (z) u∗m (z) = δn,m . (6.21)

Ainsi, la ré–injection de l’expression HT0 [∆T ] (k⊥, z, t) dans l’équation (6.19) et la mul-
tiplication des membres de gauche et de droite par u∗n (z) donne après intégration sur z
l’équation différentielle vérifiée par les vn :

v̇n (k⊥, t) +
(
D⊥ k2

⊥ + D// κ
2
n

)
vn (k⊥, t) =

∫ LSC

0
dz un (z) · HT0 [Q] (k⊥, z) ,
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ce qui donne :

vn (k⊥, t) =
1 − e−(D⊥ k2

⊥+D// κ
2
n)t

D⊥ k2
⊥ + D// κ2

n
·

∫ LSC

0
dz un (z) · HT0 [Q] (k⊥, z) .

Comme la transformée de Hankel d’ordre 0 d’une fonction gaussienne d’écart type σ de-
meure une fonction gaussienne d’écart type 1/σ, la transformation de Q (r) est directe. En
définitive, l’élévation de température induite par le pompage optique a pour expression :

∆T (r, t) =
Q0

2w2
p

∞∑
n=0

In sin (κn z) · HT0
−1

1 − e−(k2
⊥ D⊥+κ2

n D//) t

k2
⊥ D⊥ + κ2

n D//

e−w2
p k2
⊥/8

 (r) , (6.22)

avec les coefficients de la série de Fourier pour l’excitation de pompe le long de l’axe z
donnés par :

In =
1

LSC

∫ LSC

0
e−(LSC−z′)α sin

(
κn z′

)
dz′ . (6.23)

Étude du régime stationnaire
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Figure 6.6 – Carte du champ de température induit par l’échauffement de la
pompe optique dans le 1/2–VCSEL. Les profils longitudinaux (resp. trans-
verses) en dessous de la carte (resp. à droite) sont tracés le long des pointillés
bleu et cyan (resp. rouge et magenta). Les courbes grises sur la carte sont les
isothermes.
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La transformée de Hankel inverse d’ordre 0 dans l’expression du champ de température
(6.22) n’a malheureusement pas d’expression analytique. En régime stationnaire, le terme
e−(k2

⊥ D⊥+κ2
n D//) t s’annule. La transformée de Hankel n’admet toujours pas d’expression ana-

lytique excepté sur l’axe optique, en r = 0 :

∆Tss (r = 0, z) =
Q0 w2

p

4D⊥

∞∑
n=0

e
κ2n w2

p
8

D//
D⊥ × In · sin (κn z) · E1

κ2
n w2

p

8
D//

D⊥

 , (6.24)

où la fonction exponentielle intégrale E1 est la fonction spéciale définie comme suit 3 :

E1 (x) ,
∫ +∞

x

exp (−s)
s

ds .

Afin de tracer la carte de température ∆Tss (r, z) en régime stationnaire de la Fig. 6.6 à partir
de l’équation (6.22), un algorithme de transformation de Hankel discret basé sur le produit
de matrices est utilisé [115]. Les valeurs numériques utilisées pour les paramètres sont
rassemblées dans le tableau 6.1.

La figure 6.6 montre le point chaud à la surface du 1/2–VCSEL. On note une élévation de
température maximum de 86 K. La largeur à mi–hauteur de la distribution de température
à la surface (profil rouge à droite) vaut 30 µm, ce qui est proche de la largeur à mi–hauteur
wp
√

2 ln (2) du faisceau de pompe Gaussien. La comparaison minutieuse des largeurs lon-
gitudinales et transverses des isothermes rend bien compte de l’anisotropie des coefficients
de diffusion. Le profil longitudinal de température en dessous de la carte résulte à la fois
des processus de diffusion et d’absorption optique de la pompe dans les couches du 1/2–
VCSEL. On peut également noter que les conditions aux limites (6.17) et (6.18) sont bien
respectées par les profils longitudinaux et transverses. À cela, ajoutons que l’évolution du
profil transverse de température en traversant les couches du 1/2–VCSEL (la courbe ma-
genta par rapport à la courbe rouge) met bien en évidence l’évacuation radiale de la chaleur.
En effet, la largeur à mi–hauteur augmente avec la profondeur.

La dissipation de la chaleur dans les structures des VECSELs est un sujet particulièrement
important dans la communauté des lasers de puissance, émettant plusieurs Watts. En effet,
étant donnée la présence du roll-over thermique développée à la sous-section 1.2 du cha-
pitre 1, la gestion de la thermique est un enjeu capital pour ces applications. L’expression
(6.22) pourrait donc revêtir un intérêt bien particulier dans la modélisation thermique et la
stratégie d’évacuation de la chaleur. Une façon élégante d’évacuer avec grande efficacité la
chaleur du 1/2–VCSEL a été récemment démontrée [116], mais elle nécessite de changer
le design de la structure. En effet, il s’agit de se débarrasser de tout ce qui entrave l’évacua-
tion thermique et de ne garder que l’essentiel : le milieu à gain. À la place du substrat et des
miroirs de Bragg, des couches en diamant sont disposés de part et d’autre de la zone active.
Ce matériau est extrêmement performant pour conduire la chaleur. Un miroir externe vient
jouer le rôle des miroirs de Bragg pour former une cavité linéaire. Grâce à cela, les auteurs

3. Voir la section 3 de l’annexe A pour son étude.
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de la référence [116] notent la disparition du roll–over dans la gamme des puissances de
pompe qu’ils peuvent atteindre.

Ce qui importe pour les fluctuations de la phase induites thermiquement, c’est la dyna-
mique de la réponse thermique de la structure à une excitation. Revenons donc à la dépen-
dance temporelle de l’équation (6.22).

Étude du régime transitoire

Dans la littérature, il est possible de trouver des travaux concernant la dynamique de la
réponse thermique de VCSELs pompés électriquement [117]. La nature et la géométrie
différente de l’excitation rendent difficile l’extrapolation des résultats déjà établis au cas de
figure du VECSEL pompé optiquement. Commençons donc par constater qu’il s’agit d’un
problème a priori compliqué puisque de nombreuses échelles de temps sont impliquées.
Rappelons que pour le modèle passe–bas cherchant à décrire macroscopiquement l’effet
thermo–optique, il fallait déterminer un seul temps caractéristique de réponse thermique
de la structure.
Or, nous pouvons envisager plusieurs temps typiques de diffusion dans la direction radiale :

(i) sur la largeur du mode laser w2
0/D⊥ ' 10 − 100 µs,

(ii) sur la largeur du spot de pompe w2
p/D⊥ ' 10 − 100 µs,

(iii) sur la taille typique de l’échantillon L2
x,y/D⊥ ' 1 s ;

ou encore dans la direction longitudinale :
(iv) sur l’épaisseur de la couche active (LSC − LDBR)2 /D// ' 1 µs,
(v) ou bien sur l’épaisseur totale de la puce à semiconducteurs L2

SC/D// ' 10 ms.
Ainsi, lors du choix du temps caractéristique de la réponse thermique de la structure nous
faisons face à la hiérarchie suivante d’échelles de temps :

(LSC − LDBR)2

D//

�
w2

0

D⊥
'

w2
p

D⊥
�

L2
SC

D//

≪
L2

x,y

D⊥
. (6.25)

Faire un choix revient à restreindre la bande passante de bruit qui nous intéresse. Grâce à
l’expression (6.22), nous pouvons décrire la réponse de la structure à des excitations aux
temps inférieurs à L2

x,y/D⊥, que nous avons considéré comme infini (donc à des fréquences
de Fourier grandes devant le Hz). Le long de l’axe optique, la transformée de Hankel dans
(6.22) a le bon goût d’être analytique ce qui permet d’analyser le champ de température
longitudinal :

∆T (r = 0, z, t) =
Q0 w2

p

4D⊥

∞∑
n=0

e
κ2n w2

p
8

D//
D⊥ In sin (κn z)

×

E1

κ2
n w2

p

8
D//

D⊥

 − E1

κ2
n

2
D//

D⊥

w2
p

4
+ 2 D⊥ t

 . (6.26)



146 Chapitre 6. Fluctuations thermiques de la phase d’un VECSEL pompé optiquement

L’évolution temporelle de ce champ de température longitudinal est tracée sur la Fig. 6.7(a)
pour plusieurs valeurs de z allant du haut de la structure du 1/2–VCSEL jusqu’au Peltier se
situant sous le substrat. Le régime stationnaire peut être considéré comme atteint sur l’axe
après quelques ms, ce qui correspond à la durée de diffusion longitudinale sur l’épaisseur
totale de l’échantillon L2

SC/D// valant ici 3 ms. On confirme que l’élévation maximum de la
température se situe à la surface et atteint les 86 K précédemment relevés. De plus, le temps
typique pour que la température à une valeur de z donnée atteigne la moitié de sa valeur
stationnaire croît lorsque l’on s’éloigne de la surface. Ceci est dû au délai de propaga-
tion longitudinal du transfert thermique, qui se comporte comme (LSC − z)2 /D//. Ce temps
typique pour atteindre la moitié de la valeur stationnaire sature à la valeur w2

p/2 D⊥, en
conséquence de la diffusion transverse de chaleur. L’argument de la fonction exponentielle
intégrale dans (6.26) met en lumière ce mélange de diffusion longitudinale et transverse.
En effet, pour chaque terme de la série de Fourier longitudinale, l’argument fait apparaître
un rapport entre un temps de diffusion transverse et un temps de diffusion longitudinale.
Le profil longitudinal de température est tracé à la Fig. 6.7 à plusieurs instants t après le
début de l’irradiation de la structure par la pompe à partir des équations (6.24) et (6.26).
Les résultats corroborent l’estimation précédente de quelques ms pour la durée du régime
transitoire. De même, le régime stationnaire est atteint plus tôt au voisinage de la surface
que dans les couches plus profondes de la structure à cause du délai de propagation sus–
mentionné.

Avant de regarder plus en détail la façon dont la dynamique de cette réponse thermique
affecte le bruit de fréquence thermiquement induit, revenons sur un effet collatéral de la
distribution spatiale de température de la Fig. 6.6.

2.2 Effet de lentille thermique

En régime stationnaire, la carte de température de la Fig. 6.6 affiche un fort gradient trans-
verse avec un point chaud central engendré par le pompage optique. Or cette distribution
de température (6.22) s’accompagne d’une distribution spatiale de l’indice de réfraction et
crée donc un déphasage par effet thermo–optique. Après un aller–retour dans la cavité, le
déphasage accumulé par le champ électrique du laser à la position radiale r se calcule grâce
à l’expression issue de [118] :

∆ψ (r) = −
2 π
λ

∫ LSC

0
∆Tss (r, z) ·

dnSC

dT
|e (z)|2 dz , (6.27)

qui est à mettre en parallèle avec la relation (6.9). Typiquement, l’indice optique augmente
avec la température en conséquence de quoi la carte de température de la Fig. 6.6 peut être
vue comme l’équivalent de la lentille plan–convexe schématisée à gauche de la figure 6.8 :
on parle d’effet de lentille thermique. Le déphasage induit à la traversée d’une lentille de
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Figure 6.7 – Évolution de l’élévation de température induite par le pom-
page optique le long de l’axe optique (r = 0). La pompe est « branchée »
à l’instant t = 0. (a) Évolution temporelle de ∆T à différentes profondeurs
z dans la structure. (b) Établissement du profil longitudinal stationnaire de
température ∆T au cours du temps t. La courbe orange est calculée à partir
de l’expression (6.24) de l’élévation de température en régime stationnaire.
L’insert représente un zoom sur la zone correspondant à la zone active de la
structure. Les pointillés noirs correspondent à la l’interface entre le substrat
et les miroirs de Bragg alors que la courbe continue rouge correspond à la
surface du 1/2–VCSEL.

distance focale f vérifie la relation [119] :

∆ψ f (r) =
π r2

λ f
. (6.28)
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Un développement limité à l’ordre 2 en r de l’expression (6.22) évaluée à t → ∞ permet
d’identifier l’équivalent de la distance focale f induite thermiquement une fois injecté dans
l’expression de (6.27). Cela nécessite de faire un développement limité de la fonction de
Bessel J0 (k⊥r) ∼ 1 − (k⊥r/2)2 qui intervient dans la transformée de Hankel inverse. L’in-
tégration sur la variable k⊥ est analytique et permet alors de montrer que la distance focale
de l’effet de lentille thermique vérifie :

f −1 =
∂nSC

∂T
Q0

D⊥

∞∑
n=0

∫ LSC

0
|e (z)|2 sin (κn z) dz

× In ·

1 − w2
p κ

2
n

8
D//

D⊥
e

w2
p κ

2
n

8
D//
D⊥ E1

w2
p κ

2
n

8
D//

D⊥

 . (6.29)

Cette expression analytique fait intervenir la fonction exponentielle intégrale et les rapports
des temps de diffusion longitudinale et transverse. On s’aperçoit également que plus le
transfert thermique Q0 provenant de la pompe est important et plus la distance focale est
petite et donc l’effet de lentille significatif. L’étude sur R+ de la fonction x 7→ x · ex · E1 (x)
montre qu’elle est positive, croissante et majorée par 1. On en déduit que la distance focale
associée est positive et donc la lentille convergente, comme on s’y attendait physiquement
avec la distribution spatiale de l’indice de réfraction. À l’aide des valeurs rassemblées dans
le tableau 6.1, la distance focale associée à l’effet de lentille thermique dans le VECSEL à
852 nm s’évalue à quelques mm. Cet effet est donc considérable. Ceci a pour conséquence
de changer les paramètres de la cavité laser.

R2 = ∞ R1 = 5 cm

w0

Lentille de
focale f

⇔ w2

R1 = 5 cmR2 = 2 f

Lopt ' LCAV

w1

Figure 6.8 – Schéma de la cavité sujette à l’effet de lentille thermique et de
la cavité à deux miroirs concaves équivalente. Le semiconducteur (en vert)
subissant l’échauffement représenté par la zone en rouge et sa zone DBR
forment un système lentille convergente de focale f et d’un miroir plan.
Dans le système équivalent, le miroir 2 acquiert une courbure R2 reliée à f
et on note w2 la nouvelle largeur du faisceau incident.

Comme montré à la Fig. 6.8, l’ensemble du système lentille convergente de focale f et du
miroir plan formé par la zone DBR est équivalent à un miroir concave de rayon de courbure
positif R2 = 2 f . La démonstration s’appuie sur la Fig. 6.9, présentant la géométrie du
problème. Le centre de courbure du miroir de courbure −R > 0 4 est noté C et son sommet

4. Par convention, la courbure est positive pour un centre de courbure situé à droite de la surface.
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|R|
r

H SC

+

Figure 6.9 – Schéma pour le calcul du déphasage accumulé à un rayon r de
l’axe à l’aller retour sur un miroir concave.

S. Estimons le déphasage accumulé à un rayon r de l’axe optique (CS) après un aller–retour
causé par le miroir sphérique. Le segment CS = −R et le théorème de Pythagore donnent
dans l’approximation paraxiale :

CH =
√

R2 − r2 ∼
−r/R�1

−R
(
1 −

r2

2 R2

)
.

Sur un aller–retour, le déphasage accumulé à une distance r du centre vaut donc :

∆ψR(r) = 2 ×
2 π · SH

λ
=

4 π
λ
·
(
SC + CH

)
∼

−r/R�1

π

λ
·

r2

R/2
.

Or, pour un miroir concave, la position du point focal F (image et objet confondus) est
directement liée à la distance du centre C au sommet S par la relation : SF = SC/2. On a
donc f = R/2. Ceci permet de conclure que ∆ψR(r) admet exactement la même expression
que ∆ψ f (r) le déphasage (6.28) dû à la lentille de focale f et légitime la cavité équivalente
proposée. 5 Comme illustré à la Fig. 6.8, la cavité chaude peut être caractérisée par un
nouveau couple de rayons du faisceau laser intra–cavité sur les miroirs : w1 et w2. En
introduisant les « paramètres g » suivants :

g1 = 1 −
LCAV

R1
et g2 = 1 −

LCAV

R2
, (6.30)

la référence [120] montre qu’un tel résonateur optique admet un faisceau gaussien stable
seulement si 0 ≤ g1g2 ≤ 1. Dans ce cas, les rayons du faisceau gaussien sur les deux

5. Dans le cas du miroir concave équivalent de gauche du VECSEL à la Fig. 6.8, la convention de signe
donne bien R2 du signe opposé à celui de la démonstration donc positif.
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miroirs vérifient :

w2
1 =

λ LCAV

π

√
g2

g1 (1 − g1 g2)
, (6.31)

w2
2 =

λ LCAV

π

√
g1

g2 (1 − g1 g2)
. (6.32)

On obtient une valeur du paramètre g2 résultant de la cavité équivalente créée par l’effet
de lentille thermique en utilisant R2 = 2 f dans (6.30). Ré-injecter cette valeur dans (6.32)
donne une nouvelle valeur pour la taille du rayon sur la structure w2 = 24 µm. Cette valeur
remplace le rayon w0 du profil radial gaussien du mode laser considéré précédemment.
Lorsque la cavité est froide, c’est une cavité plan–concave avec R2 → ∞ qui se retrouve
instable lorsque LCAV > R1. Cependant, l’échauffement dû au pompage optique peut en-
gendrer des « paramètres g » qui rendent cette même cavité (avec LCAV > R1) stable en
conséquence de l’important effet de lentille thermique.

L’exploration des fluctuations de fréquence du laser causées par les effets thermo–optiques
peut désormais prendre place à la lumière des nouveaux paramètres de cavité engendrés
par l’effet de lentille thermique dû au pompage optique ainsi que de la dynamique de la
réponse thermique de la structure décrite à la sous–section 2.1.

3 Bruit de fréquence induit thermiquement

3.1 Contribution des fluctuations de pompe

Considérons les fluctuations thermiques δQ (t) issues des fluctuations de puissance de la
pompe δPopt (t). En utilisant le formalisme de la fonction de Green, les fluctuations de
température engendrées au sein de la structure mèneront, à travers l’effet thermo–optique
(6.9) au calcul des fluctuations de fréquence du laser.

Calcul de la fonction de Green

La fonction de Green GT (r, t) associée aux fluctuations thermiques issues du pompage, est
solution de l’équation de la chaleur pour laquelle la dépendance temporelle de l’excitation
est une impulsion de Dirac :(

∂t − D⊥ ∇2
⊥ − D// ∂

2
z

)
GT (r, t) = δ(t)

Q (r)
Q0

. (6.33)

Le profil spatial Q (r) /Q0 de la source de chaleur est celui de l’équation (6.11). Les étapes
de résolution sont ensuite similaires à la résolution de (6.22), dans le domaine spectral où la
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pulsation associée à la transformée de Fourier temporelle ·̃ est notée Ω. Ainsi, on obtient :

G̃T (r,Ω) =
w2

p

2

∞∑
n=0

In sin (κn z) · HT0
−1

 e−w2
p k2
⊥/8

i Ω +
(
k2
⊥ D⊥ + κ2

n D//

) (r) . (6.34)

La fluctuation de la fréquence instantanée du laser δψ̇ (t) s’écrit sous la forme du produit
de convolution :

δψ̇ (t) =

∫
R

dτGψ̇ (t − τ) · δQ (τ) , (6.35)

comme réponse linéaire du système à la fluctuation de transfert thermique δQ (t). La sus-
ceptibilité thermique Gψ̇ associée à la fonction de Green thermique GT de l’équation (6.34)
est définie à partir des effets thermo–optiques de l’équation (6.9) par :

G̃ψ̇ (Ω) = −q
∫

R3
G̃T (r,Ω) · |e (r)|2 dr . (6.36)

Grâce au théorème de Parseval–Plancherel dans le domaine de Hankel énoncé à l’an-
nexe A3, il est possible de remplacer l’intégration sur la variable radiale r de l’équation
(6.36) par celle sur la variable réciproque k⊥ :

∫
R+

G̃T (r, z,Ω) · e
−2

 r
w2

2

r dr =

∫
R+

HT0

[
G̃T

]
(k⊥, z,Ω) ·

w2
2

4
· e
−

k2
⊥ w2

2

8 k⊥ dk⊥ . (6.37)

L’intérêt de cette opération consiste à faire apparaître une intégrale analytique dans le
membre de droite, qui permet d’aboutir à l’expression :

G̃ψ̇ (Ω) = − q ·
∞∑

n=0

∫ LSC

0

∣∣∣e// (z)
∣∣∣2 sin (κn z) dz

×
In w2

p πw2
2

8 D⊥Vmode
· exp

(
an + i Ω τc

2

)
· E1

(
an + i Ω τc

2

)
, (6.38)

avec les rapports an entre diffusion longitudinale et diffusion transverse ainsi que le temps
caractéristique τc de diffusion transverse sur la taille typique du mode laser additionné à
celui du faisceau de pompe : 

an =
κ2

n
4

D//

D⊥

(
w2

2 + w2
p

)
,

τc =
w2

2 + w2
p

4 D⊥
.

(6.39)

Bruit de fréquence induit par la pompe

De l’équation (6.35), on obtient directement une relation de proportionnalité de la densité
spectrale de puissance du bruit de fréquence du laser Sψ̇ et du bruit d’intensité relatif de la
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pompe :
Sψ̇ (Ω) = Q2

0 · RINp (Ω) ×
∣∣∣G̃ψ̇ (Ω)

∣∣∣2 . (6.40)

Ainsi la DSP de bruit de fréquence thermiquement induit par les fluctuations de pompe
s’écrit :

Sψ̇ (Ω) = RINp (Ω) ·
q Q0 πw2

2 w2
p LSC

8 D⊥Vmode

2

·

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

NnAn (Ω)

∣∣∣∣∣∣∣
2

, (6.41)

où lesAn sont les termes de la série de Fourier longitudinale décrivant le contenu spectral
et les Nn leurs poids respectifs définis par :

An (Ω) = exp
(
an + i Ω τc

2

)
· E1

(
an + i Ω τc

2

)
,

Nn =
In

LSC

∫ LSC

0
|e// (z) |2 sin (κn z) dz .

(6.42)

 à 1 MHz

Figure 6.10 – Spectre de la DSP de bruit de fréquence optique induit par
le bruit d’intensité de la pompe. L’insert montre la convergence de la série
de Fourier longitudinale intervenant dans l’équation (6.41) à différentes fré-
quences d’analyse en fonction de l’incrément maximum nmax de la somme.
Seulement quelques dizaines de termes soient suffisants. La courbe rouge est
le spectre (6.41) obtenu avec 1000 termes. Les tirets cyans sont issus d’un
ajustement de type filtre passe–bas.

Le spectre du bruit de fréquence (6.41) est représenté à la Fig. 6.10 à l’aide des paramètres
du tableau 6.1. Le bruit d’intensité de la pompe est un bruit blanc (RINp = Cte) sur une
bande passante de 10 MHz. Le graphique inséré dans le spectre de la Fig. 6.10 illustre la
convergence de la série de Fourier longitudinale. Bien qu’avec la fréquence d’analyse le
nombre de termes de la série nécessaire pour une convergence satisfaisante augmente, seuls
les 50 premiers termes suffisent pour une bande passante de 1 MHz.
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Le comportement asymptotique du spectre du bruit de fréquence est en f 0 aux basses fré-
quences et f −2 aux hautes fréquences. La transition entre ces deux régimes asymptotiques
est cependant très douce et compatible avec un bruit de fréquence en 1/ f entre 1 kHz et
100 kHz. Au fur et à mesure que la somme de la série de Fourier longitudinale est incré-
mentée, on note que cette transition est de plus en plus adoucie. Le phénomène de diffusion
longitudinale, intimement lié à cette série de Fourier, joue donc un rôle dans le comporte-
ment en 1/ f du spectre entre 1 kHz et 100 kHz.

Comparaison au modèle de Laurain

Le modèle de type filtre passe–bas pour le bruit de fréquence d’origine thermique et issu
des fluctuations de pompe n’envisage qu’une seule fréquence de coupure 1/τT où τT =

w2
0/ (4 D⊥). Ainsi, seule la diffusion transverse sur le rayon du mode laser de la cavité est

considérée. La diffusion thermique transverse sur la taille du spot de pompe ne l’est pas,
comme si ce dernier était ponctuel. La diffusion longitudinale est occultée. Ce modèle, ini-
tié dans les travaux de A. Laurain [44, 45, 121], reproduit tout de même des comportements
asymptotiques analogues à ceux du modèle que nous venons d’établir : en f 0 aux basses
fréquences et f −2 aux hautes fréquences. Cette loi de puissance comporte un aspect plus
large évoqué à l’annexe A. Comme on peut le voir en cyan sur la Fig. 6.10, un ajustement
du type S0/

(
1 + ( f / f0)2

)
est employé pour imiter le modèle passe–bas. On note que la

transition entre les deux régimes asymptotiques est bien plus anguleuse et qu’entre 100 Hz
et 1 MHz ceci a tendance à sur–estimer le bruit de fréquence tel que le modèle développé
dans ce chapitre le prédit.

3.2 Contribution des fluctuations thermodynamiques

Les fluctuations thermodynamiques de température dans le 1/2–VCSEL sont elles aussi
responsables de fluctuations de la fréquence optique du laser via les effets thermo–optiques.
Nous allons donner une expression analytique de leur contribution au bruit de fréquence du
laser à partir de l’équation stochastique de la chaleur (6.15) et des corrélations du champ
de Langevin (6.43).

Des études similaires ont été menées pour des lasers à fibre [122, 123], pour des micro–
résonateurs faits de nitrure de silicium s’inscrivant dans le cadre de l’essor récent de la
photonique intégrée [124] ou encore pour des VCSELs à base d’arséniure de gallium ou de
phosphure d’indium [105]. Ce dernier exemple est particulièrement proche de notre étude.
Dans une approximation de géométrie de tranche infinie, un résultat analytique de fonction
d’auto–corrélation des fluctuations de phase est dérivé. Cependant, l’étape supplémentaire
d’expression analytique pour la densité spectrale de puissance de bruit de phase n’est pas
franchie : l’estimation du bruit de phase dans ce papier est menée numériquement, ce qui li-
mite la profondeur de compréhension du phénomène physique. Par ailleurs, une différence
notable entre les VCSELs de la référence [105] et nos travaux sur les VESCELs provient
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du profil d’énergie du mode laser dans les couches de semiconducteurs. Cette différence
est causée par les miroirs de la cavité intégrée. À cela, ajoutons que les travaux de [105]
n’envisagent pas l’anisotropie de diffusion qui est pourtant bien présente dans l’empile-
ment de semiconducteurs constituant les VCSELs. Nous souhaitons donc aller plus loin
en proposant un modèle de bruit de fréquence d’origine thermique issu des fluctuations
thermodynamiques qui est compatible avec l’anisotropie de diffusion.

Auto-corrélations des fluctuations de température

Reprenons la fonction d’auto–corrélation (6.16) et effectuons ses transformées de Hankel
sur les variables radiales r et r′. Cette étape de transformation du terme source est néces-
saire dans la résolution de l’équation de la chaleur (6.15), comme on l’a vu apparaître dans
le membre de droite de l’équation (6.19). Le calcul fait alors apparaître l’intégrale :∫

R+

r dr J0 (k⊥ r)
∫

R+

r′ dr′ J0
(
k′⊥ r′

)
∇r · ∇r′ δ

(
r − r′

)
.

Remarquons d’une part que :

∇r′ δ
(
r − r′

)
= −∇r δ

(
r − r′

)
,

et d’autre part, qu’avec la géométrie cylindrique que nous avons :

δ
(
r − r′

)
=
δ (r − r′)

2 π r
· δ

(
z − z′

)
.

Après deux intégrations par parties pour déplacer l’opérateur laplacien, les deux termes de
cette intégrale issus de l’écriture ∆ = ∆⊥ + ∂2

z sont à étudier plus en détail. Sans détailler
l’intégration triviale du pic δ (r − r′), le premier fait apparaître une intégrale que l’on va
évaluer en trois étapes : (i) une double intégration par parties, (ii) l’algébrisation de l’opé-
rateur ∆⊥ par la transformée de Hankel, et (iii) l’utilisation de l’orthogonalité des fonctions
de Bessel 6 : ∫

R+

dr ∆⊥ {r J0 (k⊥ r)} · J0
(
k′⊥ r

)
=
(i)

HT0
[
∆⊥

{
J0

(
k′⊥ r

)}]
(k⊥)

=
(ii)
−k2
⊥ · HT0

[
J0

(
k′⊥ r

)]
(k⊥)

=
(iii)
−k2
⊥ · δ

(
k⊥ − k′⊥

)
/k⊥ .

Le second terme, venant du ∂2
z , n’affiche qu’une intégration d’un pic δ (r − r′) après lequel

il suffit d’appliquer l’orthogonalité des fonctions de Bessel.

6. voir annexe A3.



3. Bruit de fréquence induit thermiquement 155

En reprenant l’expression totale de l’auto–corrélation des fonctions de Langevin dans le
domaine de Hankel, on fait correspondre le coefficient de diffusion D⊥ à la variable k⊥ et
le coefficient de diffusion D// à z pour introduire l’anisotropie.

En définitive, en prenant la transformée de Fourier temporelle de la fonction d’auto–corrélation
du champ de Langevin dans le domaine de Hankel nous obtenons :

〈
HT0

[̃
ζ
]

(k⊥, z,Ω) HT0

[̃
ζ∗

] (
k′⊥, z

′,Ω′
)〉

=
2 kB T 2

Cv

(
D⊥k2

⊥ − D//∂
2
z

)
· δ

(
z − z′

)
×
δ
(
k⊥ − k′⊥

)
k⊥

· δ
(
Ω −Ω′

)
. (6.43)

Ce résultat est une étape clé dans la dérivation de la fonction d’auto–corrélation du champ
de fluctuations de température aléatoires ϑ (r, t) solution de l’équation stochastique (6.15)
et vérifiant les conditions aux limites (6.17) et (6.18). En effet, en utilisant les étapes de
résolution similaires à celles détaillées pour l’obtention de (6.22), on est confronté à l’in-
tégrale double suivante dans les séries de Fourier longitudinales indexées n et m :∫ LSC

0

∫ LSC

0
dz dz′ un (z) um

(
z′
) 〈

HT0

[̃
ζ
]

(k⊥, z,Ω) HT0

[̃
ζ∗

] (
k′⊥, z

′,Ω′
)〉
.

Grâce à deux intégrations par parties et en profitant de la relation (6.21) d’orthogonalité
des fonctions un, on se ramène alors à une série de Fourier longitudinale unique. Si bien
que la relation qui remplace (6.14) dans notre 1/2–VCSEL s’écrit :

〈
HT0

[
ϑ̃
]

(k⊥, z,Ω) HT0

[
ϑ̃∗

] (
k′⊥, z

′,Ω′
)〉

=
4 kB T 2 δ (Ω −Ω′)

Cv Lsc

∞∑
n=0

sin (κn z) sin (κn z′)(
D⊥ k2

⊥ + D// κ2
n − i Ω

)
×

(
D⊥k2

⊥ + D//κ
2
n

)
δ
(
k⊥ − k′⊥

)
/k⊥(

D⊥ k′⊥
2 + D// κ2

n + i Ω′
) . (6.44)

Comment cela se traduit-il en terme de bruit de fréquence optique thermiquement induit ?

Bruit de fréquence induit par les fluctuations thermodynamiques

À partir des effets thermo–optiques (6.9), la densité spectrale de puissance de bruit de
fréquence vérifie :

SThermo
ψ̇

(Ω) = q2
∫

R6

〈
ϑ̃ (r,Ω) · ϑ̃∗

(
r′,Ω

)〉
|e (r) |2 · |e

(
r′
)
|2 dr dr′ . (6.45)

En s’inspirant de l’étape de dérivation de la fonction de Green (6.37), nous pouvons utiliser
le théorème de Parseval–Plancherel de l’annexe A3 suivant les deux variables radiales r et
r′. Cela permet d’exploiter totalement l’expression (6.44) en la réinjectant dans (6.45). Des
intégrations dans le domaine de Hankel s’ensuit une expression analytique pour le bruit de
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fréquence induit par les fluctuations thermodynamiques :

SThermo
ψ̇

(Ω) =
q2 π2 w4

2 kB T 2

CvV
2
mode LSC D⊥

∞∑
n=0

(∫ LSC

0
dz sin (κn z)

∣∣∣e// (z)
∣∣∣2)2

× Re
[
exp (bn + i Ω τ) · E1 (bn + i Ω τ)

]
, (6.46)

avec les rapports bn entre diffusion longitudinale et diffusion transverse ainsi que le temps
caractéristique τ de diffusion transverse sur la taille typique du mode laser : bn =

κ2
n w2

2

4
D//

D⊥
,

τ = w2
2/ (4 D⊥) .

(6.47)

Cette expression est très similaire à l’expression analytique obtenue dans les références
[122, 123] dans le cadre des lasers à fibres qui cependant ne considéraient guère d’aniso-
tropie dans la diffusion thermique.

 à 1 MHz

Figure 6.11 – Spectre de la DSP de bruit de fréquence optique induit par les
fluctuations thermodynamique à température ambiante. L’insert montre la
convergence de la série de Fourier longitudinale intervenant dans l’équation
(6.46) à différentes fréquences d’analyse en fonction de l’incrément maxi-
mum nmax de la somme. Seulement quelques dizaines de termes sont suffi-
sants. La courbe rouge est le spectre (6.46) obtenu avec 1000 termes.

La Fig. 6.11 montre la DSP de bruit de fréquence correspondant aux valeurs rassemblées
dans le tableau 6.1. La convergence de la série longitudinale dans (6.46) est obtenue pour
environ nmax = 60 termes dans une bande passante de 1 MHz, comme le montre le gra-
phique inséré en petit dans la Fig. 6.11. De façon analogue au bruit de fréquence ther-
miquement induit par la pompe et montré à la Fig. 6.10, le spectre de bruit de fréquence
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obtenu est blanc aux basses fréquences, en f −2 au-delà de quelques MHz et présente une
transition douce entre 1 kHz et quelques 100 kHz. La valeur de la DSP aux basses fré-
quences (typiquement 10−1 Hz2/Hz) est cependant bien négligeable devant celle induite
thermiquement par les fluctuations de la pompe (typiquement 103 Hz2/Hz).

Les spectres des deux contributions au bruit de la fréquence optique thermiquement in-
duit dans le VECSEL par, respectivement, les fluctuations de la pompe et les fluctuations
thermodynamiques intrinsèques ont été modélisés analytiquement. Nous avons vu d’une
part que le spectre donné par la première contribution prédit une correction à la transition
anguleuse entre les deux régimes asymptotiques du modèle type passe–bas. La seconde
contribution, quoique 4 ordres de grandeurs inférieure à la première aux basses fréquences,
n’en est pas moins intéressante. En effet, elle permet une extension théorique aux modèles
existants qui se révèlent incomplets dans notre cadre applicatif pour décrire un bruit intrin-
sèque. Il reste à confronter la théorie aux observations.

4 Bruit de phase du battement induit thermiquement dans
un VECSEL bifréquence

Plusieurs méthodes existent pour mesurer le spectre de bruit de phase d’un laser. Si l’on
dispose d’un autre laser que l’on sait plus stable en fréquence, on peut estimer le bruit
de phase du laser d’étude en réalisant le spectre du battement des deux lasers. Ou bien, on
peut, à l’aide d’un modulateur acousto–optique et d’un interféromètre déséquilibré, obtenir
le spectre de bruit de phase par détection auto–hétérodyne. Ou encore, pour le mesurer, on
peut convertir ce bruit de phase en bruit d’intensité grâce à un résonateur tel qu’un Fabry–
Perot. Mais, en réalité, le point de départ de notre travail avec un VECSEL bifréquence
nous offre un cadre privilégié puisque le spectre RF généré par battement est intimement
lié au bruit de phase du VECSEL lui–même.

4.1 Confrontation modèle–expérience

Comme nous l’avons vu à la section 3 du chapitre 1, les corrélations des fluctuations de
puissance entre les deux modes émis par le VECSEL bifréquence jouent un rôle important
dans le lien entre le bruit de phase du battement RF et son bruit de fréquence. Rappelons
que chaque mode intercepte une puissance de pompe différente que l’on note Pp,x et Pp,y.
Le spectre du bruit de phase du battement que l’on cherche à décrire a été obtenu dans le
cadre d’un pompage bien corrélé en phase où les mesures ont donné une l’amplitude des
corrélations valant η = 0.98 et une phase ψ = 0. Dans ces conditions, la DSP SφT du bruit
de phase induit thermiquement par les fluctuations de la pompe se calcule grâce à la DSP
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Sψ̇ du bruit de fréquence prédit à la relation (6.41) par la formule suivante :

SφT ( f ) =
Sψ̇ ( f )

(2 π f )2 ·
P2

p,x + P2
p,y − 2 η · cosψ · Pp,x · Pp,y

P2
opt

. (6.48)

Pour ce qui est de la seconde contribution au bruit de fréquence, il n’y aucune raison évi-
dente pour laquelle les fluctuations thermodynamiques intrinsèques entrant dans les deux
modes du laser bifréquence, spatialement bien séparés, soient corrélées entre elles à tout
instant. En effet, on ne peut pas, contrairement au cas précédent, isoler par la pensée une
source commune pour ces fluctuations venant de variations aléatoires de l’énergie interne
définit localement. On supposera donc qu’elles sont indépendantes. Du coup, le lien entre
la DSP de bruit de phase et la DSP de bruit de fréquence (6.46) est immédiat :

SThermo
φT

( f ) = 2 SThermo
ψ̇

( f ) / (2 π f )2 . (6.49)
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Figure 6.12 – Spectres de la DSP de bruit de la phase du battement RF induit
par les fluctuations thermodynamique à température ambiante. Les cercles
verts correspondent aux mesures reportées à la section 2 du chapitre 4, les
gris au plancher de mesure et les pointillés bleus au modèle simplifié type
passe–bas (LPF). Le bruit de phase thermiquement induit issu la théorie dé-
veloppée dans ce chapitre est tracé en rouge pour la contribution venant de
la pompe et en orange pour celle des fluctuations thermodynamiques.
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Le spectre de bruit de phase mesuré précédemment dans le VECSEL bifréquence à 852 nm
en pompage bien corrélé en phase et les résultats théoriques issus des formules (6.48) (en
rouge) et (6.49) (en orange) sont superposés sur la Fig. 6.12. On montre donc, en rouge
et en orange respectivement, les spectres de bruit de phase induit thermiquement par les
fluctuations de la pompe et par les fluctuations thermodynamiques obtenus avec les para-
mètres du tableau 6.1. En pointillés bleus est représenté le bruit de phase issu du modèle
passe–bas. On remarque bien que ce sont les bruits d’origine thermique qui dominent le
bruit de phase du laser sous le MHz. En particulier, ce sont les bruits thermiques issus de
la pompe qui, calculés grâce au couple d’équations (6.48) et (6.41) du nouveau modèle, re-
produisent remarquablement bien le bruit de phase RF mesuré. Le contraste avec l’ancien
modèle passe–bas est important. Le bruit de phase issu des fluctuations thermodynamiques
est 20 à 30 dB inférieur dans la bande passante comprise entre 1 kHz et 100 kHz et il faut
attendre les MHz pour que sa contribution rattrape celle issue du bruit de pompe. Mal-
heureusement, le niveau du plancher de bruit (en cercles gris) ne permet pas de sonder cet
effet.

On comprend que le modèle passe–bas, incompatible avec le comportement en f −3 du bruit
de phase sur la bande 1 kHz – 100 kHz, échoue à reproduire les mesures car il repose sur
un seul temps caractéristique de diffusion. Or dans l’approche microscopique que nous
avons proposée au cours de ce chapitre, non seulement la diffusion radiale sur la largeur du
mode laser et de la pompe mais aussi la diffusion longitudinale sur l’épaisseur de la couche
active ont été pris en compte. Comme nous l’avons vu, c’est grâce à la série de Fourier
longitudinale que la transition sur la bande 1 kHz – 100 kHz est adoucie. C’est donc ce qui
permet au nouveau modèle de mieux décrire les résultats expérimentaux.

4.2 Vers un nouveau modèle simplifié

Bien qu’imprécis, le modèle passe–bas décrit les mêmes comportements asymptotiques
que le modèle microscopique de bruit thermique que nous avons élaboré. Un modèle sim-
plifié présente par ailleurs l’avantage d’être plus maniable. Nous allons donc partir de dé-
veloppements asymptotiques du modèle établi dans ce chapitre pour essayer d’aboutir à
une formulation simplifiée qui tienne compte à la fois de la diffusion transverse et longitu-
dinale.

Développement aux basses fréquences

Aux basses fréquences, lorsque Ω � Ω1 avec Ω1 = min
[
1/τc,

π2D//

4 L2
SC

]
, il est possible

d’approximer le bruit de fréquence thermiquement induit par les fluctuations de pompe
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donné par l’équation (6.41) comme suit :

Sψ̇ (Ω � Ω1) = RINp (Ω) · f 2
0 ·

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

Nn ean/2 E1

(an

2

)∣∣∣∣∣∣∣
2

, (6.50)

où f0 correspond au décalage de fréquence thermiquement induit par la pompe défini
comme

f0 ,
q Q0 πw2

2 w2
p LSC

8 D⊥Vmode
.

Les valeurs pour le VECSEL à 852 nm montrent que Ω1/2 π est typiquement relié au temps
de diffusion longitudinale et son ordre de grandeur s’élève à quelques 100 Hz. Avec un bruit
d’intensité de la pompe blanc en fréquence, la valeur de la DSP de bruit de fréquence don-
née par (6.50) correspond à la constante observée sur le spectre de la Fig. 6.10 en dessous
de 100 Hz.

Aux basses fréquences telles que Ω � Ω2 avec Ω2 = min
[
1/τ, π2D//

4 L2
SC

]
, la contribution des

fluctuations thermodynamiques (6.46) vérifie :

SThermo
ψ̇

(Ω � Ω2) =

∞∑
n=0

Mn · exp (bn) · E1 (bn) , (6.51)

avec les coefficientsMn définis comme

Mn =
q2 π2 w4

2 kB T 2

CvV
2
mode LSC D⊥

(∫ LSC

0
dz sin (κn z)

∣∣∣e// (z)
∣∣∣2)2

.

Dans le cas du laser à 852 nm, Ω2 = Ω1. Alors, la valeur constante (6.51) est celle que l’on
observe aux basses fréquences du spectre de bruit de fréquence sur la Fig. 6.11.

Développement aux hautes fréquences

Aux hautes fréquences, le développement asymptotique de la fonction exponentielle in-
tégrale E1 permet d’exprimer les fluctuations de fréquence induites thermiquement par la
pompe comme :

Sψ̇ (Ω � Ω1) = RINp (Ω) · f 2
0 ·

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

2Nn

an + i Ω τc

∣∣∣∣∣∣∣
2

. (6.52)

De façon analogue, on obtient la contribution des fluctuations thermodynamiques :

SThermo
ψ̇

(Ω � Ω2) =

∞∑
n=0

Mn ·
bn

b2
n + (Ω τ)2 . (6.53)
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Ces deux expressions attestent à la fois d’un comportement en f −2 du spectre aux hautes
fréquences mais également de la prise en compte des diffusions thermiques dans les direc-
tions transverse et longitudinale via la série de Fourier.

Interpolation

À la lumière de ces développements asymptotiques, les deux contributions au bruit de
fréquence thermiquement induit peuvent être approchées à l’aide de ces séries de fonctions
rationnelles :

Sψ̇ (Ω) ∼ RINp (Ω) · f 2
0 ·

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

Nn(
ean/2 E1 (an/2)

)−1
+ i Ω τc/2

∣∣∣∣∣∣∣
2

, (6.54)

et

SThermo
ψ̇

(Ω) ∼
∞∑

n=0

Mn ·

(
ebn E1 (bn)

)−1(
ebn E1 (bn)

)−2
+ (Ω τ)2

. (6.55)

Ces expressions simplifiées ont un intérêt pratique pour l’estimation et l’optimisation du
bruit de fréquence optique du VECSEL d’origine thermique. Finalement, nous retrou-
vons comme dans l’annexe A un comportement en loi de puissance. Cependant l’absence
d’échelle caractéristique une fois passée la fréquence caractéristique de diffusion radiale
sur la largeur du mode doit s’étendre à l’ensemble des modes longitudinaux de diffusion.
Ainsi, on tient bien en compte des deux directions de diffusion dans la structure ainsi que
de l’éventuelle anisotropie.

5 Généralisation au cas d’une pompe super-gaussienne

Comme nous l’avons évoqué à la section 1.1, le profil spatial de la pompe peut avoir une
incidence significative sur la proportion de puissance de pompe dissipée sous forme ther-
mique dans la structure. La référence [95] amène une preuve expérimentale d’augmentation
de la puissance émise par un VECSEL en passant d’une pompe gaussienne à une pompe
super–gaussienne. Les auteurs reportent une augmentation de cette puissance pouvant al-
ler jusqu’à un facteur 5. On s’attend bien avec un profil de pompe plus plat au centre à
recouvrir la zone de gain de façon plus homogène pour une même puissance donnée.

Mais comment cela se traduit-il dans la dynamique ? En particulier, comment est modifié
le transfert des fluctuations de pompe à celles de la fréquence optique instantanée du laser
à travers les effets thermo–optiques dans le cas d’un profil de pompe super–gaussien ?

Dans certains lasers à gain élevé, la saturation du gain du milieu actif va produire un champ
intra–cavité dont le profil transverse est bien aplati au centre. On s’éloigne alors du profil
gaussien décrit précédemment et le profil radial du faisceau émis par le laser est appelé
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profil « super–gaussien », par abus de langage. En fait, les diodes lasers de pompe que nous
utilisons présentent aussi un profil spatial aplati au centre 7. La propagation de nombreux
modes spatiaux dans la fibre optique y joue certainement un rôle. Ce genre de profils est
donc commun. De la nécessité de décrire la propagation de tels faisceaux lasers ont été éla-
borés des modèles successifs, l’idée étant de garder un peu du potentiel analytique qu’offre
le modèle du faisceau gaussien. Par exemple, on peut souhaiter obtenir l’expression analy-
tique d’un champ diffracté en champ lointain grâce à l’intégrale de Fresnel exprimée dans
l’approximation de Fraunhofer. Le point de départ pour modéliser le profil d’un faisceau
que l’on veut aplatir au centre, c’est bien sûr le profil dit super–gaussien défini grâce à son
exposant m et sa largeur wp par la relation :

SG (r) = exp
[
−2

(
r

wp

)m]
, m ≥ 2 . (6.56)
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Figure 6.13 – Simulation d’un profil radial de pompe aplati. (a) affiche un
profil super–gaussien (6.56) de largeur wp = 25 µm pour différentes valeurs
de l’exposant m. (b) affiche le profil (6.57) utilisé pour s’approcher de (6.56)
par convolution d’une fonction rectangulaire de largeur fixe WR = 25 µm et
d’une gaussienne de largeurs Wg = WR/γ différentes. En pointillés noirs,
une gaussienne de largeur 2 WR est tracée.

Comme on le voit à la figure 6.13(a), plus l’exposant m est important, plus le profil ra-
dial super–gaussien paraît aplati : on se rapproche d’un profil rectangulaire de largeur wp.
La propagation de faisceaux super–gaussiens est obtenue numériquement dans les travaux
[125]. Il faut cependant attendre l’étude de la référence [126] pour avoir une approche
analytique de la propagation de faisceaux aplatis. Cependant, pour rendre analytique ce
travail, le paradigme des faisceaux super–gaussiens est laissé de côté pour une description
de faisceaux aplatis comme une superposition de fonctions de Laguerre–Gauss. En fait,
nous allons utiliser un troisième paradigme de faisceaux au profil aplati, plus analytique et

7. Parfois qualifié de top–hat, par anglicisme.
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plus simple dans notre cas de figure : celui des références [127] et [128]. Il est basé sur un
produit de convolution entre une gaussienne GWg de largeur Wg et une fonction rectangle
RWR de largeur WR (voir Fig. 6.14). Le profil de convolution est normalisé à 1 au centre et
s’écrit donc :

CP (r) =
GWg ∗ RWR (r)

CP (0)
= C0

∫ WR

−WR

dr′ exp
− (

r − r′

Wg

)2 où C−1
0 =

√
π·Wg·erf (γ) , (6.57)

avec le rapport γ = WR/Wg et la fonction spéciale d’erreur de Gauss notée erf.
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Figure 6.14 – Illustration graphique de la définition du profil CP à partir du
produit de convolution (6.57) entre une gaussienne de largeur Wg et d’une
fonction rectangle de largeur WR.

On a ainsi remplacé les deux paramètres m et wp de la description super–gaussienne par
les deux largeurs Wg et WR. La Fig. 6.13(b) présente le module carré du profil radial CP (r)
de l’équation (6.57), tracé pour plusieurs valeurs de γ à WR fixé. On s’aperçoit que pour
γ = 1, la description n’est pas tout à fait celle d’une gaussienne, quoique relativement
proche. L’écart à la gaussienne se constate sur les ailes et provient simplement de la tron-
cature imposée par une valeur finie de la convolution rectangulaire WR. L’obtention d’une
gaussienne pure nécessite WR → ∞. On note que le profil CP se rapproche bien de celui
de la super–gaussienne pour des valeurs de γ � 1, avec le même aplatissement constaté
et une largeur similaire WR ' wp. La référence [128] propose alors l’approximation des
profils super–gaussiens à l’aide du module carré du profil de convolution |CP|2 en reliant
la largeur wp à la somme Wg + WR et en utilisant pour l’exposant m ' 2 γ. Cette dernière
correspondance s’illustre à la comparaison des courbes verte et orange des Fig. 6.13(a,b).

L’avantage de cette description sous forme de produit de convolution s’exprime quand il
s’agit d’en prendre la transformée de Hankel. En effet, le produit de convolution se trans-
forme alors en simple produit (ce que l’on prouve en faisant le lien avec la transformée de
Fourier). Or les transformées de Hankel impliquées sont bien connues 8 et en notant J1 la

8. Voir Annexe A3
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fonction de Bessel de première espèce d’indice 1, on obtient :

HT0 [CP] (k⊥) =C0 · HT0

[
GWg

]
(k⊥) × HT0

[
RWR

]
(k⊥) (6.58)

=C0 ·
W2

g

2
exp

(
−k2
⊥W2

g/4
)
×

WR · J1 (k⊥WR)
k⊥

. (6.59)

Ceci s’adapte bien au traitement analytique de l’équation de la chaleur (6.33) par le for-
malisme de la fonction de Green pour le nouveau profil de pompe. Ainsi, pour trouver
la fonction de susceptibilité thermique définissant les fluctuations de fréquence engendrées
par les effets thermo–optiques de l’équation (6.35), l’étape exploitant l’égalité de Parseval–
Plancherel (6.37) se ré–écrit :

∫
R+

r dr e
−2

 r
w2

2

· HT0
−1

[
HT0 [CP] (k⊥)

i Ω + k2
⊥ D⊥ + κ2

n D//

]
(r) =

∫
R+

C0 WR W2
g w2

2

8 k⊥
·

exp
[
−k2
⊥

(
w2

2 + 2 W2
g

)
/8

]
i Ω + k2

⊥ D⊥ + κ2
n D//

· J1 (k⊥WR) k⊥ dk⊥ . (6.60)

En reconnaissant dans le membre de droite l’expression d’une transformée de Hankel in-
verse d’ordre 1 évaluée en WR, l’expression suivante est immédiate :

G̃ψ̇ (Ω) = − q ·
∞∑

n=0

∫ LSC

0

∣∣∣e// (z)
∣∣∣2 sin (κn z) dz

×
In C0 WR W2

g πw2
2

4Vmode
· HT1

−1

 exp
[
−k2
⊥

(
w2

2 + 2 W2
g

)
/8

]
k⊥ ·

(
i Ω + k2

⊥ D⊥ + κ2
n D//

) (WR) . (6.61)

La densité spectrale de puissance de bruit de fréquence Sψ̇ (Ω) qui résulte des fluctuations
thermiques crées par cette pompe de profil radial CP, aplati au centre, est simplement pro-
portionnelle à |G̃ψ̇ (Ω) |2 d’après la relation (6.40).

Il est alors intéressant d’étudier le comportement du spectre |G̃ψ̇ (Ω) |2 pour différents rap-
ports γ = WR/Wg afin de comprendre l’influence de l’aplatissement du faisceau de pompe
sur le transfert du bruit de la pompe au bruit de fréquence du laser via l’effet thermo–
optique. Plus précisément, nous étudions le comportement du produit C2

0 · |G̃ψ̇ (Ω) |2, qui
sera désigné comme « susceptibilité thermique », en fonction de γ (à WR fixé). En effet, le
facteur de normalisation C0 du profil CP fait intervenir la largeur caractéristique Wg ainsi
que γ et il va naturellement intervenir quadratiquement dans la DSP du bruit associé à la
chaleur de pompe 9. Lorsque γ est suffisamment grand, on peut extrapoler nos propos à
une pompe super–gaussienne au sens de l’équation (5) évaluée pour plusieurs valeurs de
m ' 2γ. La Fig. 6.15 montre les spectres des susceptibilités thermiques obtenues pour plu-
sieurs valeurs de γ à WR fixé. La ressemblance est frappante entre l’allure du spectre tracé

9. Revoir par exemple la définition (6.12) de Q0 pour la pompe de profil gaussien.
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Figure 6.15 – Spectres de la susceptibilité thermique C2
0 · |G̃ψ̇|

2 du bruit de
fréquence du laser simulés pour différentes valeurs de γ = WR/Wg, carac-
térisant l’aplatissement de la distribution radiale de pompe (6.57) pour une
même valeur de WR maintenue à 25 µm. Ces spectres sont obtenus à partir de
l’équation (6.61) grâce à l’algorithme matriciel de transformées de Hankel
de la référence [115]. Le graphique inséré est un zoom des spectres obtenus
sur les basses fréquences (ses échelles sont linéaires).

pour γ = 1 (courbe rouge) et celle de la densité spectrale de puissance de bruit de fréquence
thermiquement induite par la pompe gaussienne précédemment tracée sur la Fig. 6.10. Ce
n’est pas étonnant car la Fig. 6.13 attestait bien d’une forte correspondance entre le pro-
fil gaussien et ce profil CP. On note que, lorsque γ augmente et que le profil de pompe
s’aplatit au centre (voir Fig. 6.13), la susceptibilité thermique du bruit de fréquence du la-
ser peut diminuer légèrement aux basses fréquences mais augmente aux hautes fréquences.
En résulte un lissage global du spectre. Cette augmentation aux hautes fréquences est phy-
siquement attendue. En effet, la taille de la tache de pompe est adaptée à la taille du mode.
Donc pour des durées inférieures au temps de diffusion thermique sur le rayon du mode
laser, les fluctuations engendrées par effets thermo-réfractifs seront d’autant plus impor-
tantes que la pompe « remplira » le mode. Plus le profil est rectangulaire, plus c’est le cas.
Le zoom aux basses fréquences montre que le profil le plus avantageux pour la réduction
du bruit doit proposer un compromis entre l’étendue de ses ailes et l’aplatissement de son
centre (voir Fig. 6.13(b)). En d’autres termes, il existe à ces fréquences un optimum pour
γ (compris entre 1 et 5) qui permet, après diffusion thermique de répartir le moins possible
de fluctuations de pompe dans le volume du mode laser.
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Conclusions et perspectives

Dans ce chapitre, une modélisation analytique du bruit thermique de la phase du battement
RF généré par un VECSEL bifréquence a été conçue. Cette modélisation commence par
la résolution de l’équation de la chaleur à l’intérieur de la structure à semiconducteurs.
Un ingrédient supplémentaire à ce que l’on trouve dans la littérature a été incorporé : la
possible anisotropie de diffusion thermique dans cette hétérostructure.

D’une part, la réponse thermique du VECSEL à l’échauffement causé par la pompe a été
explorée. Une carte de température a été dressée, montrant qu’un important effet de lentille
thermique est induit dans la structure. Les propriétés optiques de la cavité sont alors modi-
fiées. Le régime transitoire a montré que de nombreuses échelles de temps sont pertinentes,
pour à la fois la diffusion thermique radiale et la diffusion longitudinale.

D’autre part, deux sources de fluctuations thermiques de la fréquence du laser ont été dé-
crites en détails : le bruit de puissance de la pompe et les écarts à la température d’équilibre,
de nature thermodynamiques. Les mécanismes responsables des fluctuations thermiques
de la fréquence sont regroupés sous le noms d’effets thermo-optiques. L’évaluation de leur
impact a permis de comprendre que les effets thermo-réfractifs (variation de l’indice) do-
minent les effets thermo-élastiques (dilatation thermique des matériaux). En tenant compte
de la géométrie du mode optique, on a alors pu calculer la DSP de bruits de fréquence du
laser engendrés par les différentes sources. La contribution des fluctuations de pompe est
bien supérieure à celle des fluctuations thermodynamiques. L’application au bruit de phase
du VECSEL à 852 nm dédié aux horloges atomiques CPT à base de Césium a montré un
accord très satisfaisant de notre modèle, permettant de corriger la modélisation type passe-
bas précédemment utilisée. Le nouveau modèle reste toutefois tout à fait compatible avec
le précédent mais permet de mettre en évidence le rôle joué par la diffusion longitudinale,
complètement occultée auparavant.

Bien que deux ordres de grandeur plus faibles que le bruit thermique venant de la pompe,
les fluctuations thermodynamiques de la phase du battement RF sont au-dessus du plancher
de mesure sur une bande passante de 100 kHz. Une perspective consiste à réduire la contri-
bution de la pompe à un point tel qu’il serait possible de mesurer ces fluctuations thermo-
dynamiques et confronter à l’expérience le modèle du bruit de phase prédit. Pour réduire la
contribution de la pompe, il faut soit attendre la commercialisation éventuelle d’une source
laser vers 650 nm avec un RIN inférieur à -155 dB/Hz, soit implémenter un asservissement
de l’intensité de la diode de pompe. Cette dernière option semble réaliste mais doit laisser
suffisamment de puissance pour atteindre le seuil du VECSEL bifréquence.

La référence [95] a mis en évidence en fait qu’un profil aplati au centre pour la pompe,
type super-gaussien, pouvait permettre de diminuer la part de puissance optique dissipée
sous forme de transferts thermiques dans le VECSEL. D’après notre étude, un tel profil
aplati permettrait aussi de diminuer, par rapport à un profil de pompe gaussien, la suscep-
tibilité thermique du bruit de fréquence du laser aux basses fréquences. Il peut donc être
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avantageux à la fois dans la gestion de la thermique et du bruit d’avoir un profil transverse
de pompe optique rectangulaire et adapté à la taille du mode laser dans le 1/2–VCSEL.
L’utilisation d’un modulateur spatial de lumière 10 pourrait permettre d’explorer des profils
transverses contrôlés pour se figurer expérimentalement cette possibilité de minimiser le
transfert basses fréquences des fluctuations de pompe aux fluctuations thermiques de la
phase du VECSEL.

10. Aussi dénommé SLM comme acronyme de Spatial Light Modulator.
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CHAPITRE 7

DÉCOMPOSITION EN MODES DES BRUITS DU LASER
ET BRUITS NON STATIONNAIRES

Révolutionnant dans les années 1950 l’interférométrie stellaire [129], l’étude des corréla-
tions des fluctuations lumineuses a continué à porter ses fruits plus récemment avec l’avè-
nement de l’optique quantique. On peut citer à ce sujet les travaux de E. Wolf, L. Mandel
[130] et R.J. Glauber [131]. S’intéresser aux corrélations d’intensité d’une onde lumineuse,
c’est s’intéresser aux propriétés statistiques des fluctuations de sa source. En outre, les
mesures de corrélations en optique quantique permettent d’isoler des comportements sta-
tistiques interdits par la physique classique, comme une statistique sub-Poissonienne du
nombre de photons dans le champ et les mesures du dégroupement de photons 1 induit.

Bien que ce développement de l’optique quantique ait le vent en poupe, l’étude des cor-
rélations de lumière dans le régime classique (au sens de non-quantique) n’en demeure
pas moins d’actualité. En guise de premier exemple, il a fallu attendre 2017 pour que le
théorème de cohérence et polarisation [132] soit établi. Par ailleurs, l’étude des corréla-
tions spectrales de bruit a récemment permis de décrire de façon complète la dynamique
de peignes de fréquences femto-secondes [133–135]. Ce second exemple constitue, en fait,
le point de départ des investigations qui vont suivre. Grâce à un dispositif dispersif, une
matrice de corrélations d’intensité est dressée entre les différentes composantes spectrales
du peigne. S’ensuit une compréhension fine de la dynamique du laser grâce à l’analyse des
modes principaux de bruit que les auteurs parviennent à associer à un nombre restreint de
paramètres physiques tels que la puissance optique, la fréquence de décalage entre l’onde
porteuse et l’enveloppe 2, le taux de répétition du peigne, etc. Nous nous focaliserons sur
l’établissement de la matrice de corrélations d’intensité dans le domaine spectral électrique
dans le cas de nos VECSELs bifréquences puis nous nous demanderons quel sens donner

1. Anti-bunching en anglais.
2. Fréquence CEO, pour Carrier-Envelope Offset.
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à une décomposition en modes principaux de bruit dans le domaine spectrale électrique
plutôt que dans le domaine spectral optique.

1 Analyse spectrale des corrélations en intensité

Avant l’application aux VECSELs bifréquences, il est instructif de se donner les outils
théoriques établis par Emil Wolf [136] pour l’étude des corrélations de champs lumineux
stochastiques.

1.1 Théorie unifiée de la cohérence et de la polarisation

Degré de cohérence mutuelle

L’expérience de Hanbury-Brown et Twiss de 1956 [129] offre un cadre historique au tra-
vail autour des corrélations en intensité des sources lumineuses. Hanbury-Brown et Twiss
réalisent une division en amplitude d’une source d’intérêt et envoient les faisceaux obtenus
sur deux photorécepteurs, situés respectivement en r1 et en r2. Puis, ils s’intéressent aux
corrélations obtenues entre les signaux images des fluctuations δI de l’intensité lumineuse
I de la source, en mesurant pour différents délais τ le degré de cohérence mutuelle :

|γ (r1, r2, τ)|2 =
〈δI (r1, t) δI (r2, t + τ)〉
〈I (r1, t)〉 〈I (r2, t)〉

. (7.1)

La notation 〈·〉 dénote la moyenne temporelle, qui s’assimile à la moyenne d’ensemble
dans l’hypothèse ergodique 3. Le théorème de Van Cittert–Zernike [137] permet alors de
relier la quantité mesurée à la distribution d’intensité de la source, via une transformée
de Fourier [119]. Cette expérience est proche d’une expérience d’interférométrie car le
degré de cohérence mutuelle s’assimile tout à fait à la visibilité de franges d’interférences
obtenues par exemple dans une expérience de type fentes d’Young. Ce sont les propriétés
de cohérence spatiale de la source lumineuse qui interviennent ici.

Après leur démonstration de principe, Hanbury-Brown et Twiss parviennent en 1957 à
mesurer la taille angulaire de l’étoile Sirius en installant leur dispositif de détection sur
un télescope australien. Cette forme d’interférométrie étant beaucoup moins sensible aux
turbulences atmosphériques, elle a permis d’améliorer la résolution par rapport à l’interfé-
rométrie stellaire de Michelson.

Nous retiendrons que le degré de cohérence mutuelle est donné par les corrélations d’in-
tensité d’une source lumineuse en deux points de l’espace.

3. Se référer à l’annexe A.
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Degré de polarisation

Mettons de côté le problème de la cohérence de la source lumineuse pour nous focaliser sur
la polarisation. Pour cela, considérons un champ électrique stochastique de composantes
Ex (t) et Ey (t) décrivant une radiation quasi-monochromatique se propageant suivant (Oz)
dans l’approximation paraxiale (un faisceau gaussien par exemple). Pour décrire les fluc-
tuations d’amplitude et de phase de chaque composante (deux degrés de liberté), on leur
associe leur champ complexe conjugué. L’espace vectoriel issu du produit tensoriel entre
les espaces décrivant les deux directions de polarisation est alors de dimension 2× 2. Dans
la littérature [136], on désigne par matrice de polarisation la matrice de corrélation du
champ à un instant t construite dans cet espace produit comme suit :

J =

〈E∗x (t) Ex (t)
〉 〈

E∗x (t) Ey (t)
〉〈

E∗y (t) Ex (t)
〉 〈

E∗y (t) Ey (t)
〉 . (7.2)

Par abus de langage, cette matrice est parfois appelée matrice de cohérence, du fait des
corrélations entre polarisations croisées que l’on retrouve hors diagonale. Les termes dia-
gonaux sont les intensités moyennes de chaque composante. Les paramètres de Stokes s0,
s1, s2 et s3 s’obtiennent par combinaisons linéaires des éléments Jxx, Jxy, Jyx et Jyy de cette
matrice de polarisation.

Comme Jxy = J∗yx, la matrice J est hermitienne. Elle est, de plus, définie positive 4. Par
conséquent, l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au terme hors diagonal donne :

0 ≤

∣∣∣Jxy

∣∣∣
√

Jxx
√

Jyy
≤ 1. (7.3)

Décrivons la physique des situations associées aux limites de l’inégalité (7.3). Lorsque
Jxy = 0 (avec deux polarisations non nulles) la matriceJ est diagonale. Il n’y a pas de cor-
rélation entre les fluctuations sur une polarisation et la polarisation croisée. Cette situation
décrit un champ lumineux non polarisé, similaire à de la lumière naturelle par exemple.
Lorsque, en revanche, on sature le côté droit de l’inégalité, on obtient :

detJ = JxxJyy − JxyJyx = 0 , (7.4)

ce qui décrit une situation pour laquelle les champs sur les deux polarisations sont parfaite-
ment corrélées. L’onde est parfaitement polarisée, en général elliptiquement. L’invariance
par rotation du déterminant permet d’assurer que les fluctuations sur les polarisations croi-
sées sont entièrement corrélées peu importe la base utilisée (que l’on pourrait obtenir par
rotation des axes (Ox) et (Oy)).

4. Ceci se démontre en notant que
〈∣∣∣c1 Ex + c2 Ey

∣∣∣2〉 ≥ 0, ∀ (c1, c2) ∈ C2.
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De ces constatations, on peut déduire une écriture unique de la matrice de polarisation d’un
champ lumineux stochastique qui peut toujours être décomposé en une partie totalement
polarisée et une partie non polarisée : J = J (p) +J (u). On a alors l’assertion suivante :

∃! (A, B,C,D) ∈ R+3
× C tels que J (p) =

(
B D
D∗ C

)
et J (u) = A × 112 , (7.5)

avec la notation 112 pour la matrice identité de rang 2. La matrice J (p) correspondant à une
polarisation totale, son déterminant est nul. En substituant les expressions de B, C et D en
fonction des éléments de J et de A, ce déterminant se réécrit :

(Jxx − A)
(
Jyy − A

)
− JxyJyx = 0 . (7.6)

On montre alors que la seule racine respectant la positivité des coefficients B et C pour
cette équation du second degré sur A est la suivante :

2A = trJ +

√
(trJ)2

− 4 detJ . (7.7)

En substituant par son expression la quantité trJ en dehors de la racine, on aboutit à :

trJ (p) =

√
(trJ)2

− 4 detJ . (7.8)

En définitive, on peut caractériser le rapport entre l’intensité lumineuse de la portion pola-
risée et l’intensité totale par le degré de polarisation P admettant l’expression suivante :

P =
trJ (p)

trJ
=

√
1 −

4 detJ
(trJ)2 . (7.9)

On remarque que 0 ≤ P ≤ 1 et que ce degré de polarisation est bien invariant par rotation
de la base décrivant les composantes sur (Ox) et (Oy).

Théorie d’Emil Wolf et matrice de densité spectrale croisée

La théorie d’Emil Wolf consiste à voir les deux points précédents, c’est à dire le degré de
cohérence mutuelle et le degré de polarisation, comme les deux faces d’une même pièce.
La cohérence provient des corrélations entre les fluctuations du champ à deux instants
ou à deux points distincts de l’espace (ou plus). La polarisation est la manifestation des
corrélations entre les fluctuations des composantes du champ électrique au même point de
l’espace. Pour un faisceau lumineux stochastique se propageant suivant z, statistiquement
stationnaire, les références [138–140] proposent la construction de la matrice de cohérence
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mutuelle du champ électrique :

Γ (r1, r2, τ) =

〈E∗x (r1, t) Ex (r2, t + τ)
〉 〈

E∗x (r1, t) Ey (r2, t + τ)
〉〈

E∗y (r1, t) Ex (r2, t + τ)
〉 〈

E∗y (r1, t) Ey (r2, t + τ)
〉 . (7.10)

Cette définition diffère de celle de la matrice J du (7.2) en faisant intervenir plusieurs
points de l’espace et plusieurs instants, à l’instar de la relation (7.1). Mais contrairement à
la relation (7.1), elle rend compte du caractère non scalaire de la lumière. Ceci permet de
concrétiser l’approche unifiée de E. Wolf mais déterminera également la possibilité pour le
degré de polarisation d’évoluer au cours de la propagation du faisceau lumineux. La trans-
formée de Fourier temporelle de Γ (r1, r2, τ) permet alors de définir la matrice de densité
spectrale croisée du champ électrique :

W (r1, r2,Ω) =
1

2 π

∫
R

Γ (r1, r2, τ) ei Ω τdτ . (7.11)

La matrice de densité spectrale croisée peut en fait être représentée directement comme
une matrice de corrélations dans le domaine spectrale électrique :

W (r1, r2,Ω) =


〈
Ẽx
∗

(r1,Ω) Ẽx (r2,Ω)
〉 〈

Ẽx
∗

(r1,Ω) Ẽy (r2,Ω)
〉〈

Ẽy
∗

(r1,Ω) Ẽx (r2,Ω)
〉 〈

Ẽy
∗

(r1,Ω) Ẽy (r2,Ω)
〉 . (7.12)

Le théorème de Wiener-Khintchine-Kolmogorov semble induire par lui-même le passage
de la transformée de Fourier (7.11) des éléments de matrice (7.10), qui sont en fait des
produits de corrélation, aux densités spectrales des éléments de matrice (7.12). Il faut ce-
pendant rester vigilant quant à l’existence même des transformées de Fourier Ẽx (r,Ω) et
Ẽy (r,Ω) des grandeurs stochastiques considérées. La référence [141] apporte une démons-
tration rigoureuse de cette écriture qui dépasse le cadre du travail de ce manuscrit. Nos
signaux physiques sont, de toutes façons, limités dans le temps et l’annexe A montre que
les définitions de densités spectrales prennent du sens en imposant une fenêtre temporelle.
Dans une expérience type interférométrie, cette matrice de densité spectrale croisée donne
alors accès au degré spectral de cohérence :

γ (r1, r2,Ω) =
trW (r1, r2,Ω)

√
trW (r1, r1,Ω)

√
trW (r2, r2,Ω)

, (7.13)

avec

trW (r1, r2,Ω) =
〈
Ẽx
∗

(r1,Ω) Ẽx (r2,Ω)
〉

+
〈
Ẽy
∗

(r1,Ω) Ẽy (r2,Ω)
〉

= [trW (r2, r1,Ω)]∗ .

On remarque, d’une part, que l’équation (7.13) ne fait intervenir aucun terme croisé entre
les polarisations, conformément à la formule des interférences. D’autre part, le dénomina-
teur de ce degré de cohérence correspond à une normalisation par le produit entre l’intensité
moyenne totale au premier point et l’intensité moyenne totale au second point.
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Cette matrice de densité spectrale croiséeW, prise en r1 = r2 = r est hermitienne et définie
positive. On peut donc lui appliquer une analyse analogue à celle menée sur la matrice de
polarisation J . La matriceW donne ainsi accès au degré de polarisation spectral :

P (r,Ω) =

√
1 −

4 detW (r, r,Ω)

[trW (r, r,Ω)]2 , (7.14)

avec{
trW (r, r,Ω) = Wxx (r, r,Ω) +Wyy (r, r,Ω)

detW (r, r,Ω) = Wxx (r, r,Ω)Wyy (r, r,Ω) −Wxy (r, r,Ω)Wyx (r, r,Ω)
.

Ce degré de polarisation fait bien intervenir dans le déterminant des termes croisés entre
les polarisations. Notons qu’il dépend de la position r et de la pulsation Ω. Son spectre
dépend en fait de celui des fluctuations des composantes du champ et de leur corrélation.

1.2 Analyse expérimentale de la matrice de densité spectrale croisée

Le champ de lumière stochastique est désormais celui qui servira à décrire les fluctua-
tions d’intensité d’un laser autour de sa valeur moyenne. Nous traitons le champ électrique
complexe du VECSEL bifréquence comme une onde plane à deux composantes quasi-
monochromatiques se propageant selon z :{

Ex (r, t) = Ax (r, t) e−i(ωxt−kx z)

Ey (r, t) = Ay (r, t) e−i(ωyt−ky z) , (7.15)

oùA j=(x,y) est l’amplitude de l’enveloppe lentement variable d’une composante du champ.
Dans notre situation, nous nous intéressons aux fluctuations d’intensité sur chaque compo-
sante qui vont s’écrire comme :

δI j (r, t) = 2 ε0 n0 c0

[
A∗j · δA j (r, t) + c.c.

]
, (7.16)

avec c0 la célérité de la lumière, n0 l’indice de réfraction du milieu et ε0 la permittivité du
vide. De plus, ces petites fluctuations d’intensité autour de la valeur moyenne vérifient :

I j(r, t) = I0 j(r) + δI j(r, t) avec
〈
δI j (r, t)

〉
= 0 et |δI j| � I0 j . (7.17)

Le contenu statistique des fluctuations d’intensité provient des fluctuations de l’amplitude
lentement variable des composantes du champ via la relation (7.16). En ne s’intéressant
qu’à la partie stochastique, on peut alors construire la matrice de densité spectrale croisée
W (r1, r2,Ω) à partir des fluctuations d’intensité dans le domaine spectral. En réalité, la
motivation initiale de ce travail n’est pas une expérience d’interférométrie. Le cadre fournit
par la théorie de E. Wolf dépasse celui de notre description puisque notre faisceau laser
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est tout à fait cohérent spatialement. Nous mettons donc de côté les corrélations entre les
fluctuations à deux points distincts de l’espace.

Application au VECSEL bifréquence

Nous travaillons avec un VECSEL bifréquence émettant à la longueur d’onde télécom pour
lequel le faisceau de pompe est issu d’une diode laser fibrée multimode. L’évolution tem-
porelle des fluctuations d’intensité du VECSEL bifréquence est mesurée simultanément
sur chaque polarisation à l’aide d’une photo-détection amplifiée. La détection réalise une
intégration du signal sur les profils transverses des faisceaux lasers correspondants. Un
algorithme de transformée de Fourier permet alors d’obtenir numériquement l’image des
fluctuations dans le domaine spectral. On pourrait réitérer N fois, de façons indépendantes,
les mesures des fluctuations δI j(t). Mais on préfère exploiter les hypothèses de stationnarité
et d’ergodicité des rayonnements étudiés pour réaliser des moyennes temporelles à la place
des moyennes d’ensemble. On tronçonne donc les mesures d’intensité lumineuse réalisées
(de suffisamment longues durées) en N portions qui seront considérées comme N réali-
sations. La matrice de densité spectrale croisée adaptée à la description des fluctuations
d’intensité est la suivante :

W(2) (Ω) =


〈
δ̃Ix
∗

(Ω) · δ̃Ix (Ω)
〉 〈

δ̃Ix
∗

(Ω) · δ̃Iy (Ω)
〉〈

δ̃Iy
∗

(Ω) · δ̃Ix (Ω)
〉 〈

δ̃Iy
∗

(Ω) · δ̃Iy (Ω)
〉 . (7.18)

À un facteur près, cette matrice correspondrait àW (r, r,Ω) si les intensités lumineuses des
deux composantes étaient parfaitement équilibrées. On s’assure expérimentalement que
cette condition tient raisonnablement en équilibrant le pompage et en jouant sur l’orien-
tation de l’étalon dans la cavité. Si cette condition ne tient pas, on doit simplement me-
surer les intensités moyennes et normaliser les fluctuations δI j par

√
I0 j. Sur la diagonale

de la matrice W(2), les termes
〈∣∣∣δ̃I j (Ω)

∣∣∣2〉 sont simplement proportionnels aux densités
spectrales de puissance de chaque polarisation. Les termes hors-diagonaux correspondent
quant à eux aux corrélations entre polarisations croisées. La Fig. 7.1 montre les spectres
expérimentaux de ces éléments de matrice. En (a), les densités spectrales de puissances
présentent le comportement habituel de type filtre passe-bas avec fréquence de coupure
reliée au temps de vie des photons dans la cavité. On note un pic de bruit indésirable à
100 kHz qui provient de l’électronique d’alimentation des amplificateurs RF associés aux
photo-diodes. En (b), on retrouve le module du spectre des corrélations croisées Θxy dont
on rappelle la définition :

Θxy (Ω) =

〈
δ̃Ix (Ω) δ̃Iy

∗
(Ω)

〉
√〈∣∣∣δ̃Ix (Ω)

∣∣∣2〉 〈∣∣∣δ̃Iy (Ω)
∣∣∣2〉 .
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Figure 7.1 – Spectres des éléments de la matrice de densité spectrale croisée
définie en (7.18). (a) Densités spectrales de puissance pour chaque polarisa-
tion correspondant aux éléments diagonaux. Ces spectres ont été laissés en
unités arbitraires et on en a pris le logarithme. (b) Module du spectre des
corrélations entre les fluctuations des polarisations croisées (en unités arbi-
traires). Ceci correspond aux termes non-diagonaux de (7.18).

Ce spectre présente un creux vers 300 kHz, où les corrélations s’affaiblissent avant d’aug-
menter à nouveau puis une nette diminution des corrélations est amorcée au delà du MHz.
Vers 7 MHz, nous pouvons distinguer à nouveau un minimum local dans les corrélations
dont l’origine est probablement identique aux transitions entre les mécanismes anti-symétrique
et symétrique que nous avions notés sur les Figs. 3.6(a) et (b) du chapitre 3. Au delà de
10 MHz, la bande passante de l’électronique de détection est dépassée et ce que l’on ob-
serve n’est plus significatif.

La densité spectrale de puissance totale du rayonnement est liée à la trace de cette matrice
W(2) alors que son déterminant s’écrit :

detW(2) (Ω) =

〈∣∣∣δ̃Ix (Ω)
∣∣∣2〉 〈∣∣∣δ̃Iy (Ω)

∣∣∣2〉 × (
1 −

∣∣∣Θxy (Ω)
∣∣∣2) . (7.19)

Pour un fonctionnement bifréquence avec des modes présentant des intensités lumineuses
moyennes équilibrées, on peut utiliser la relation (7.19) pour exprimer le degré de polari-
sation (7.14) des fluctuations comme :

P (Ω) =

√√√√√√√√√√1 −
4 ×

(
1 −

∣∣∣Θxy (Ω)
∣∣∣2)

2 +
RINx (Ω)
RINy (Ω)

+
RINy (Ω)
RINx (Ω)

. (7.20)
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Ainsi, des modes lasers avec des bruits d’intensité sensiblement identiques possèdent un
degré spectral de polarisation des fluctuations égal au module du spectre des corrélations
croisées. En effet, l’expression (7.20) se réécrit dans ce cas de figure P (Ω) =

∣∣∣Θxy (Ω)
∣∣∣.

Si les fluctuations sur les deux voies sont totalement indépendantes et de même ampleur
alors les fluctuations du laser sont non polarisées. Si les bruits d’intensité des modes x et y
sont complètement corrélés mais pas forcément équilibrés alors on trouve un degré de po-
larisation des fluctuations égal à 1. Dans ce cas, les fluctuations du laser sont parfaitement
polarisées.

À travers les spectres de RIN et de corrélations croisées Θxy, nous avons déjà amplement
parcouru la physique reproduite par la matrice de densité spectrale croisée. Toutefois, avoir
construit un degré de polarisation invariant par rotation constitue un avantage supplémen-
taire à l’utiliser plutôt que Θxy, qui dépend lui a priori du choix des axes (Ox) et (Oy).

Application du théorème spectral

La matriceW(2) étant hermitienne et définie positive, le théorème spectral nous assure qu’il
est possible de la diagonaliser et que ses valeurs propres sont positives. Par conséquent,
nous avons l’assertion suivante :

∃ (λ1, λ2) ∈ R+2 et U tels que W(2) (Ω) = U†
(
λ1 (Ω) 0

0 λ2 (Ω)

)
U , (7.21)

avec U†U = 112. La diagonalisation des matrices de densité spectrale croisée à chaque fré-
quence de Fourier Ω/(2π) permet d’accéder aux modes propres λ1 (Ω) et λ2 (Ω) des fluc-
tuations du laser bifréquence. Les spectres des modes propres ainsi calculés correspondent
aux densités spectrales de puissance tracées sur la Fig. 7.2(a).

La Fig. 7.2(b) offre une comparaison de ces modes propres avec les modes symétrique
et anti-symétrique issus de la somme (δ̃Ix (Ω) + δ̃Iy (Ω))/

√
2 et la différence (δ̃Ix (Ω) −

δ̃Iy (Ω))/
√

2. Nous notons un bon accord qualitatif des spectres deux à deux (la courbe
orange avec la courbe violette et la courbe bleue avec la courbe verte). La principale dif-
férence provient des niveaux respectifs de bruit pour chaque mode, ce qui est une consé-
quence du fait que la décomposition symétrique / anti-symétrique suppose des gains et
pertes équilibrés sur les deux modes lasers. Nous notons bien à 7 MHz que la DSP de bruit
anti-symétrique passe en-dessous de la DSP de bruit symétrique, ce qui corrobore l’origine
soupçonnée du minimum local observé dans le spectre de corrélation de la Fig. 7.1(b).

Écrivons u1 = (u1
x, u

1
y) et u2 = (u2

x, u
2
y), les vecteurs propres orthonormés associés aux va-

leurs propres λ1 et λ2 dans la base (x, y) à chaque pulsation Ω. Sur toute la plage d’analyse,
les composantes de ces vecteurs propres sont réelles, excepté à 100 kHz où le pic constaté
dans les spectres s’accompagne d’une partie imaginaire non nulle. Nous reproduisons à la
Fig. 7.2(c) les parties réelles des spectres de toutes ces composantes (en nuances d’orange
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Figure 7.2 – Spectres des densités spectrales de puissances des modes
propres des fluctuations bifréquences (a) et des modes symétrique et anti-
symétrique (b). Ces spectres ont été laissés en unités arbitraires et on en a
pris le logarithme. (c) Parties réelles des spectres de chaque composante des
vecteurs propres orthogonaux u1 (en orange) et u2 (en bleu) associés aux
valeurs propres λ1 et λ2. (d) Spectres du module des projections du vecteur
u1 sur le mode anti-symétrique et de u2 sur le mode symétrique.

pour u1 et bleu pour u2). Pour citer des valeurs représentatives à une fréquence de Fourier
fixée, nous obtenons par exemple u1 = (0.35,−0.94) et u2 = (0.94, 0.35) vers 500 kHz.

Nous souhaitons comparer le vecteur orthonormé u1 (resp. u2) au vecteur anti-symétrique
(1,−1) /

√
2 (resp. symétrique (1, 1) /

√
2). La figure 7.2(d) montre alors que la projection

du mode associé à λ1 sur le mode anti-symétrique excède 0.9 sur une bonne partie du
spectre alors que le mode associé à λ2 s’aligne, quant à lui, en bonne approximation avec
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le mode symétrique. Ce résultat vient asseoir, a posteriori, la légitimité à considérer les
modes symétrique et anti-symétrique comme les modes physiques associés aux fluctuations
d’intensité du VECSEL bifréquence.

La réponse du VECSEL bifréquence à une perturbation peut donc en bonne approximation
être décrite comme celle de deux oscillateurs couplés amortis ou bien d’un système à deux
niveaux couplés. Par ailleurs, on constate que le creux de corrélation entre les deux polari-
sations croisées à 300 kHz, mentionné précédemment à propos de la Fig. 7.1(b), correspond
à un pic de bruit du mode symétrique. Nous ignorons l’origine de ce bruit.

La diagonalisation effectuée permet d’autre part d’écrire : trW(2) (Ω) = λ1 (Ω) + λ2 (Ω)

detW(2) (Ω) = λ1 (Ω) × λ2 (Ω) .
(7.22)

Ceci permet d’exprimer le degré spectral de polarisation des fluctuations directement à
partir de sa définition (7.14) de la façon suivante :

P (Ω) =
|λ1 (Ω) − λ2 (Ω)|
λ1 (Ω) + λ2 (Ω)

. (7.23)

Si l’un des modes propres des fluctuations d’intensité l’emporte, comme c’est souvent
le cas pour le mode anti-symétrique sur une large bande passante avec le pompage à un
faisceau, alors le degré de polarisation du bruit est très élevé. Un équilibre entre les DSPs
des modes propres de bruit mène en revanche à des fluctuations non polarisées. Le spectre
du degré de polarisation des fluctuations obtenu à partir des valeurs propres λ1 et λ2 est
tracé sur la Fig. 7.3 en utilisant la relation (7.23). On pourrait obtenir le même spectre
avec l’expression (7.20). On observe que le degré de polarisation des fluctuations atteint un
niveau assez important (au dessus de 60 %) sur une large bande passante allant de 10 kHz
à 5 MHz. De plus, l’augmentation inexpliquée du bruit sur le mode propre symétrique vers
300 kHz rééquilibre l’écart entre les densités spectrales de puissance des deux modes de
bruit et se traduit par une diminution du degré de polarisation des fluctuations, comme le
prédit l’équation (7.23).

En résumé, l’analyse de la matrice de densité spectrale nous a permis de prouver que les
modes propres associés aux fluctuations du VECSEL bifréquence correspondaient plu-
tôt bien aux modes physiques symétrique et anti-symétrique. Ceci tient tant que les deux
modes lasers ont des gains et des pertes similaires. Il faut s’en remettre aux vrais modes
propres du traitement proposé dans cette partie si ce n’est pas le cas. Nous avons également
prouvé que cette décomposition des modes de bruit permet de plus d’accéder au degré de
polarisation du bruit en évaluant l’écart relatif entre les deux densités spectrales de puis-
sance correspondantes. La transition entre le mode anti-symétrique de bruit et le mode
symétrique de bruit qui a été reportée dans le chapitre 3 pour le VECSEL bifréquence à
852 nm peut être relue désormais comme un changement dans l’état de polarisation des
fluctuations. Ce changement s’associe au basculement du signe des corrélations entre les
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Figure 7.3 – Spectre du degré de polarisation des fluctuations du VEC-
SEL bifréquence calculé à partir de l’expression (7.23) faisant intervenir ses
modes propres.

modes polarisés suivant x et y du laser. On avait également noté qu’avec la saturation croi-
sée d’un mode par l’autre le mécanisme de bruit anti-symétrique était renforcé par rapport
à l’autre. Cela s’accompagne donc d’un degré de polarisation plus important des fluctua-
tions.

Nous nous sommes intéressés dans cette section aux corrélations croisées entre les deux
modes lasers et aux propriétés de bruit associées. Peut-on désormais isoler des corrélations
entre deux composantes du spectre électrique des fluctuations telles que les références
[133–135] le font dans le domaine optique ?

2 Matrice de covariance spectrale électrique croisée

La covariance entre deux variables aléatoires X et Y de variances finies quantifie leur écart
conjoint à leurs valeurs moyennes. Pour N réalisations indépendantes, l’estimateur de cette
covariance se calculera de la façon suivante :

Cov (X,Y) =
1

N − 1

N∑
i=1

(
X∗i − 〈X

∗〉N
)

(Yi − 〈Y〉N) = 〈X∗ Y〉N − 〈X
∗〉N 〈Y〉N . (7.24)

La covariance et la corrélation 〈X∗ Y〉N entre deux grandeurs stochastiques sont donc des
quantités identiques lorsque ces grandeurs sont centrées, c’est-à-dire de moyennes nulles.
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2.1 Définition de la covariance spectrale électrique

Nous désignerons par covariance spectrale électrique, la covariance entre deux éléments du
spectre électrique des fluctuations d’intensité δ̃I pris à Ω1 et Ω2. L’acquisition temporelle
des fluctuations d’intensité requiert un oscilloscope avec une profondeur mémoire consé-
quente, ici Ntot = 4×106 points. Le signal est réparti en N tronçons avec un échantillonnage
de Shannon pour chaque tronçon comportant Néch = Ntot/2N points. La transformée de
Fourier est évaluée numériquement à partir d’un signal physique réel donc les fréquences
négatives n’emportent pas d’information supplémentaire. On restreint de ce fait l’étude de
la covariance aux Néch/2 points des fréquences positives. Ainsi, la matrice de covariance
spectrale électrique est définie de la manière suivante :

� =
[
Σi j

]
1 ≤ i ≤ Néch/2
1 ≤ j ≤ Néch/2

=
[
Cov

(
δ̃I (Ωi) , δ̃I(Ω j)

)]
(i, j)

. (7.25)

La matrice de covariance est hermitienne définie positive. Elle est donc diagonalisable avec
des valeurs propres positives par application du théorème spectral. De plus, les éléments
diagonaux représentent des variances reliées aux différentes valeurs du spectre de la densité
de puissance. En notant δ̃I = δ̃I −

〈
δ̃I

〉
N

les fluctuations d’intensité centrées, on a 5 :

tr� =

Néch/2∑
i=1

〈∣∣∣∣δ̃I (Ωi)
∣∣∣∣2〉

N
≡

∫
R+

dΩ

〈∣∣∣∣δ̃I (Ω)
∣∣∣∣2〉

N
=

∫
R+

dΩ

{〈∣∣∣δ̃I (Ω)
∣∣∣2〉

N
−

∣∣∣∣〈δ̃I (Ω)
〉

N

∣∣∣∣2} .
(7.26)

La trace de la matrice de covariance spectrale électrique est donc reliée à la (demi-)puissance
du bruit d’intensité (sur les fréquences positives).

Afin d’étendre la définition précédente aux fluctuations à deux composantes, nous utilisons
la matrice de covariance spectrale croisée :

W
(2) =

(
�xx �xy

�yx �yy

)
=


[〈
δ̃Ix

∗

(Ωi) · δ̃Ix(Ω j)
〉

N

]
(i, j)

[〈
δ̃Ix

∗

(Ωi) · δ̃Iy(Ω j)
〉

N

]
(i, j)[〈

δ̃Iy
∗

(Ωi) · δ̃Ix(Ω j)
〉

N

]
(i, j)

[〈
δ̃Iy

∗

(Ωi) · δ̃Iy(Ω j)
〉

N

]
(i, j)

 . (7.27)

Les propriétés de cette matrice dans l’espace produit des deux composantes sont celles de
la matrice de densité spectrale croisée (7.18) étudiée en détails dans la section précédente.

2.2 Application aux VECSELs

Examinons tout d’abord le cas d’un VECSEL en fonctionnement monomode. Prenons pour
cela le VECSEL à 852 nm dans des conditions nominales de pompage bien au-dessus du

5. Dans les équations (7.24) et (7.26), nous centrons les variables pour nous conformer à la définition de
la matrice de covariance. Nous verrons néanmoins plus tard que, pour nos résultats expérimentaux, le carré de
la valeur moyenne est petit par rapport aux carrés des valeurs moyennes et que par conséquent les variables
sont quasiment automatiquement centrées.
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seuil avec une cavité d’environ 5 cm de long dans laquelle le seul élément inséré est un éta-
lon en YAG d’environ 100 µm d’épaisseur pour la sélection d’un seul mode laser robuste.
Bien que les fluctuations d’intensité soient bien des grandeurs stochastiques centrées dans
le domaine temporel, il n’y a aucune raison pour que ce soit toujours le cas dans le domaine
des fréquences de Fourier. Chaque composante de Fourier du spectre des fluctuations d’in-
tensité possède donc, a priori, une valeur moyenne non nulle sur N réalisations. Avant
de s’intéresser à la covariance entre deux variables aléatoires, on peut s’intéresser séparé-
ment à leurs distributions statistiques. La figure 7.4 nous renseigne sur le comportement
aux différentes fréquences des fluctuations d’intensité. En (a), on observe des distributions
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Figure 7.4 – Histogrammes des composantes de Fourier des fluctuations
d’intensité. (a) montre la distribution des modules des composantes aux fré-
quences de 200 kHz (en bleu), 2 MHz (en rouge) et 8 MHz (en jaune). (b)
montre la distribution de la phase de la composante à 200 kHz.

d’amplitude de fluctuations spectrales d’intensité en forme de cloche pour plusieurs fré-
quences. La distribution à 8 MHz (en jaune) est plus piquée autour d’une valeur moyenne
plus faible que la distribution à 2 MHz (en rouge), elle même plus piquée autour d’une
valeur moyenne plus faible que la distribution à 200 kHz (en bleu). La valeur moyenne du
module des fluctuations d’intensité décroît donc avec la fréquence. Nous apprenons qu’en
plus les composantes basses fréquences ont une plus grande variance que les hautes fré-

quences. Cela signifie que
〈∣∣∣δ̃I (Ω)

∣∣∣2〉
N
−

〈∣∣∣δ̃I (Ω)
∣∣∣〉2

N
est une fonction décroissante de la

fréquence. Le second terme de cette différence, c’est-à-dire le carré de la valeur moyenne
du module des fluctuations d’intensité, décroît avec la fréquence d’analyse. On s’assure
ainsi que la densité de puissance, premier terme de la différence, est bien une fonction
décroissante de la fréquence (comme on peut le voir par exemple à la Fig. 7.1(a)). Pour
la phase des fluctuations spectrales d’intensité, toutes les valeurs semblent équiprobables
d’après la Fig. 7.4(b). On obtient exactement le même type de distribution de la phase à
2 MHz et 8 MHz mais les histogrammes résultants ne sont pas affichés pour plus de clarté.

La suite de l’analyse nous permet d’affirmer que le module carré de la moyenne des fluc-
tuations d’intensité est très faible devant la moyenne des modules des fluctuations au carré
quelque soit la fréquence considérée. Les éléments diagonaux de la matrice de covariance
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� s’assimilent alors en bonne approximation à la densité spectrale de puissance et l’équa-
tion (7.26) montre que sa trace représente la moitié de la puissance du bruit d’intensité. Le
module de la matrice de covariance spectrale électrique � est tracé à la figure 7.5 sur une
bande passante de 10 MHz. La phase de la matrice de covariance est complètement aléa-
toire dans tout le plan (Ω1, Ω2) et ne fournit ainsi aucune information. Nous choisissons
de ne pas l’afficher. On observe, pour le module, que la matrice obtenue est tout à fait dia-
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Figure 7.5 – Module de la matrice de covariance spectrale électrique du bruit
d’intensité d’un VECSEL mono-fréquence, définie par la relation (7.25).
L’amplitude de la covariance est en unités arbitraires.

gonale. Sur cette diagonale où Ω1 = Ω2, la variance des fluctuations spectrales d’intensité
a l’allure d’une courbe Lorentzienne. Les échelles étant linéaires, c’est bien un spectre de
densité de puissance que l’on observe. En effet, ce spectre correspond en échelle logarith-
mique au comportement de type filtre passe-bas que l’on a déjà mentionné. Aucun terme
non-diagonal n’étant observé, on en déduit que les fluctuations d’intensité à deux compo-
santes de Fourier distinctes Ω1 , Ω2 sont totalement indépendantes. Ce comportement va
à l’inverse de ce que les références [133–135] rapportent dans le domaine optique. Les au-
teurs mettent en évidence dans ces articles des corrélations non nulles entre les fluctuations
d’intensité à différentes composantes du spectre optique. Avant d’entamer l’explication de
ce résultat, traçons l’extension à deux polarisations de cette matrice de covariance.

Le VECSEL à 852 nm est maintenant utilisé en régime d’émission bifréquence grâce à
l’insertion dans sa cavité étendue un cristal biréfringent. Les fluctuations d’intensité sur
chacune des polarisations sont conjointement mesurées sur deux voies séparées. La figure
7.6 montre le module de la matrice W(2), pour laquelle on observe clairement les quatre
régions correspondant à �xx, �xy, �yx et �yy. Les matrices de covariances spectrales �xx et
�yy provenant de chaque polarisation sont diagonales. Ceci n’est pas surprenant à la lumière
des résultats obtenus pour le VECSEL mono-fréquence. Quant aux matrices issues des
termes croisés, qui quantifient les variations conjointes entre une composante électrique des
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Figure 7.6 – Module de la matrice de covariance spectrale électrique croisée
du bruit d’intensité d’un VECSEL bifréquence, définie par la relation (7.27).
L’amplitude de la covariance est en unités arbitraires.

fluctuations d’intensité sur la polarisation x et une composante électrique des fluctuations
d’intensité sur la polarisation y, elles sont tout autant diagonales. Sur cette diagonale, on
retrouve le spectre des corrélations entre les fluctuations des polarisations croisées de la
Fig. 7.1(b).

2.3 Bilan des corrélations possibles

Dans le but d’interpréter l’observation de matrices diagonales pour la covariance spectrale
électrique, repartons de l’expression des transformées de Fourier associées :〈

δ̃I
∗

(Ω1) · δ̃I (Ω2)
〉

N
=

1
(2 π)2

∫
R2

dt1dt2 ei (Ω2 t2−Ω1 t1)
〈δI∗ (t1) · δI (t2)〉N . (7.28)

Or, d’après l’hypothèse de stationnarité du processus aléatoire utilisé pour décrire les fluc-
tuations du rayonnement, l’expérience ne dépend pas de l’instant où elle débute et on peut
donc ré-écrire 〈δI∗ (t1) · δI (t2)〉N = g (t1 − t2). En effectuant le changement de variable
u = t1 − t2, on obtient alors :〈

δ̃I
∗

(Ω1) · δ̃I (Ω2)
〉

N
=

1
(2 π)2

∫
R

du
(∫

R
dt2 e i (Ω2−Ω1) t2

)
· e− i Ω1 ug (u)

=
δ (Ω2 −Ω1)

2 π
·

∫
R

du e− i Ω1 ug (u) . (7.29)
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On en déduit donc que l’invariance par translation dans le temps se traduit d’une part par
l’existence de pics de corrélations pour les fluctuations d’intensité aux mêmes fréquences
mais aussi, d’autre part, par l’indépendance de deux composantes spectrales à des fré-
quences distinctes. Ce simple argument corrobore les observations précédentes. Notons
toutefois que les signaux physiques enregistrés sont limités dans le temps et que le pic
à considérer est davantage un sinus cardinal qu’une distribution de Dirac. La conclusion
demeure la même.

Deux hypothèses fortes sont utilisées pour décrire les caractéristiques statistiques associées
à notre rayonnement et ses fluctuations : l’ergodicité et la stationnarité. La différence de
nature entre les corrélations dans le domaine spectral optique et le domaine spectral élec-
trique semble provenir du rôle privilégié de la fréquence de Fourier par rapport à la variable
temporelle. Dans la continuité de ces constatations, on se propose d’explorer les effets créés
par l’introduction de non-stationnarités sur les corrélations spectrales électriques des fluc-
tuations d’intensité.

3 Décomposition des modes de bruit dans un VECSEL
non-stationnaire

Nous allons nous focaliser sur les effets non-stationnaires dans le bruit du VECSEL en
utilisation monomode. L’idée sous-jacente est de mettre en évidence des corrélations entre
des composantes spectrales différentes du bruit d’intensité pour pouvoir en décomposer
les modes principaux. Cette technique puissante et novatrice permet aux références [133–
135] une description complète de la dynamique d’un peigne de fréquences par un nombre
restreint de paramètres.

Deux situations de non-stationnarité sont successivement inspectées. La première repose
sur la modulation en intensité du courant de la pompe autour du seuil laser du VECSEL.
La seconde situation repose sur l’acquisition du bruit d’intensité aux temps longs afin d’ex-
ploiter les éventuelles dérives lentes.

3.1 Modulation en intensité de la pompe

Les fluctuations d’intensité étant exacerbées au voisinage du seuil laser, on sonde la réponse
du VECSEL à 852 nm à une modulation dans la configuration de la Fig. 7.7(b). Ajoutons
que la modulation se faisant de part et d’autre du seuil, une réponse non-linéaire est at-
tendue. Ceci permettra une identification claire des composantes du bruit non-stationnaire
artificiellement introduit.
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Figure 7.7 – Schéma de la modulation de l’intensité de pompe du VECSEL
bien au-dessus du seuil (a) et aux alentours du seuil (b). La configuration (b)
est retenue pour les investigations expérimentales.

On utilise l’entrée de modulation de l’alimentation de la diode laser de pompe, qui possède
une bande passante de 250 kHz d’après le constructeur, pour imposer une variation sinusoï-
dale du courant à 50 kHz dans un premier temps et à 100 kHz dans un second temps. Pour
sa part, la diode laser de pompe fonctionne très loin au dessus de son seuil. Intéressons-
nous à la matrice de covariance spectrale des fluctuations d’intensité alors observées.

Matrice de covariance spectrale

La Fig. 7.8 montre en fausses couleurs le module de la matrice de covariance � de la défini-
tion (7.25) dans le plan (Ω1/2π,Ω2/2π). La Fig. 7.8(a) permet de visualiser en 2D avec une
échelle de couleurs normalisée la matrice que l’on a déjà affichée sur la Fig. 7.5. On voit ap-
paraître une diagonale en teintes de jaune sur un fond bleu foncé. Il s’agit de l’observation
précédente d’une densité spectrale de puissance sur la diagonale et l’absence de corréla-
tions entre deux composantes spectrales à des fréquences distinctes. La Fig. 7.8(b) montre
le module de � lorsqu’on effectue la modulation au voisinage du seuil sus-mentionnée.
Seul un point jaune emportant le maximum de variance apparaît à la fréquence de modula-
tion fm = 50 kHz. Il n’est pas étonnant que le reste de la densité spectrale de puissance sur
la diagonale soit totalement caché étant donné le très faible niveau relatif des fluctuations
par rapport au signal de modulation. Nous affichons à la Fig. 7.9(a) le spectre correspon-
dant à la diagonale de la matrice de covariance spectrale avec une échelle verticale en dB.
Il en ressort qu’en plus de ce signal de modulation à 50 kHz, se détachent des pics de bruit
tous les 50 kHz jusqu’à 450 kHz. Il s’agit des harmoniques de la fréquence de modulation
aux fréquences n× fm, où n ∈ N. L’amplitude de ces harmoniques est modulée avec n : leur
décroissance n’est pas monotone. On observe que l’harmonique à n = 2 a une plus faible
amplitude qu’à n = 3 et que ceci s’inverse entre n = 4 et n = 5 dont l’harmonique possède
elle-même une plus faible amplitude que l’harmonique à n = 6. La distorsion harmonique,
importante ici, est induite artificiellement par la modulation autour du seuil. En-dessous
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Figure 7.8 – Module de la matrice de covariance spectrale électrique des
fluctuations d’intensité d’un VECSEL monomode en utilisation libre (a) et
soumis à la modulation au voisinage du seuil (b) de la Fig. 7.7(b). L’échelle
de couleur est normalisée par rapport au maximum de la variance.

des harmoniques, on observe distinctement (tirets cyans) la fonction de transfert de type
filtre passe-bas correspondant au bruit d’intensité relatif induit par le bruit de puissance de
la pompe. Intéressons nous aux corrélations entre les composantes spectrales de bruit. Le
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Figure 7.9 – Spectres issus de la covariance spectrale électrique de la
Fig.7.8(b) d’un VECSEL soumis à une modulation d’intensité près du seuil.
La diagonale de la matrice de covariance en (a) donne une image de la den-
sité spectrale de puissance. Le profil de la matrice le long de la fréquence de
50 kHz donne en (b) le spectre de la covariance avec la composante à la fré-
quence de modulation. Les tirets cyans soulignent le bruit de fond transféré
du RIN de la pompe. L’unité en ordonnées est arbitraire.
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spectre du module des covariances entre les composantes de bruit à la fréquence f et la
composante de bruit à la fréquence de modulation fm est tracé à la Fig. 7.9(b). On observe
des corrélations non nulles avec des fréquences différentes de fm. La matrice de covariance
du spectre électrique est donc non diagonale en présence de la modulation. De plus nom-
breuses harmoniques de fm que sur la diagonale peuvent en effet être comptées (au delà de
500 kHz). L’allure observée suggère également que le fond de bruit en forme de fonction
de transfert de filtre passe-bas se corrèle avec la composante à fm (tirets cyans).

La modulation a bien permis de créer des corrélations entre composantes de Fourier à des
fréquences différentes en introduisant de la non-stationnarité dans le système. Ayant rajouté
des composantes de bruit de façon maîtrisée, on peut maintenant tester l’implémentation
d’algorithmes pour la décomposition en modes principaux de bruit.

Analyse en composantes principales

L’analyse en composantes principales (ACP) est une méthode d’analyse de données dite
factorielle. Elle suppose qu’il n’y ait pas de variable dépendante ou indépendante identifiée
au préalable et permet de compresser l’information contenue dans Néch variables aléatoires
mesurées en NACP ≤ Néch composantes principales, que l’on souhaite hiérarchiser. Cette
première considération revient pour nous à posséder un signal de bruit dont on ignore toutes
les sources (on a subitement oublié que l’intensité de pompe du VECSEL était modulée)
et à en chercher les facteurs principaux. Faire le choix des composantes principales, c’est
faire le choix qui emporte le maximum de variance. Une façon géométrique de considérer
ce problème a été initiée par J.-P. Benzecri [142]. Une régression linéaire constitue en
fait une première image très simple de la méthode. Imaginons qu’après N observations, on
s’aperçoive d’une tendance linéaire d’une variable par rapport à une autre. Trouver la droite
de meilleur ajustement linéaire, c’est trouver un axe principal le long duquel la majorité
des réalisations se répartit. On peut alors affirmer qu’une seule variable contient l’essentiel
de l’information en se donnant cet axe principal, qui emporte le plus de variance. L’axe
perpendiculaire à cet axe principal emporte quant à lui très peu de variance et la variable
associée peut être omise sans trop de perte d’information. On part de Néch = 2 variables et
la procédure utilisée nous ramène à NACP = 1 variable dans cet exemple. Il faut maintenant
extrapoler ce travail à un très grand nombre de variables.

L’ACP est une méthode numérique qui peut être utilisée dans différents buts. (i) Elle per-
met de décrire, visualiser et hiérarchiser des données dans les domaines de la biologie ou
encore les sciences économiques et sociales. (ii) Elle a ouvert la voie vers des méthodes
de reconnaissance numérique d’image, dont l’enjeu est tout à fait actuel avec la mise en
place des systèmes de reconnaissance faciale. (iii) Elle permet de débruiter un signal en
se débarrassant d’un axe considéré comme indésirable. (iv) Elle permet de trouver une
base restreinte de composantes décorrélées, ce qui constitue en quelque sorte notre mo-
tivation initiale. L’algorithme derrière l’ACP est en fait lié à la matrice de covariance �
que l’on a précédemment définie. Il consiste à diagonaliser cette matrice (7.25) et à classer
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ses valeurs propres réelles positives dans l’ordre décroissant. Dans la nouvelle base, les
vecteurs propres associés aux premières valeurs propres de la liste (emportant le plus de
variance), sont les composantes principales recherchées. Après cette simple hiérarchisa-
tion, on peut choisir un critère pour compresser les données en ne gardant qu’un nombre
restreint des composantes expliquant la majorité de la variance. Parmi les critères exis-
tants, nous pouvons nommer le critère du « coude », la règle de Kaiser-Guttman, la règle
de Karlis-Saporta-Spinaki... Mais il est également possible de se donner pour règle de res-
tituer les données avec une variance expliquée supérieure à 95 % (par exemple). En notant
Λk la valeur propre associée à la k-ième composante, la variance expliquée par NACP com-
posantes s’exprime comme la valeur relative

(∑NACP
k=1 Λk

)
/
(∑Néch

k=1 Λk

)
.

Nous avons vu précédemment que la matrice de covariance spectrale électrique des fluc-
tuations d’intensité du VECSEL monomode était diagonale (Fig.7.5 ou encore Fig.7.8(a)).
De plus, la densité spectrale de puissance est une fonction naturellement décroissante de la
fréquence de Fourier pour un laser dont la dynamique est de classe-A comme le nôtre.
Par conséquent, la base canonique des fréquences de Fourier de notre échantillonnage{
( f1, 0, . . . , 0), (0, f2, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , fNéch)

}
se confond avec la base propre des com-

posantes principales de bruit recherchée. L’ACP ne nous apprend donc rien, si ce n’est
que dans ce cas la variance expliquée par NACP composantes représente bien le rapport
entre la densité de puissance intégrée jusqu’à la fréquence fNACP et la puissance totale des
fluctuations.

En présence de la modulation, il en va autrement. L’implémentation de l’ACP permet d’iso-
ler les modes principaux de bruit. On montre le module normalisé des trois premiers vec-
teurs propres à la Fig. 7.10(a). La composante principale qui domine (en rouge) est clai-
rement issue de la modulation à 50 kHz. La deuxième (en bleu) fait apparaître toutes les
harmoniques mentionnées plus haut. La troisième composante (en magenta) comporte un
petit peu de ces mêmes harmoniques mais est surtout dominée par ses basses fréquences.
Les composantes suivantes s’inscrivent dans la lignée de la composante #3 emportant prin-
cipalement des fréquences se décalant progressivement vers les valeurs plus hautes. Il peut
sembler curieux que l’ACP décompose les modes de bruit emportant la modulation et ses
harmoniques en composantes différentes (#1 et #2). En effet ces composantes de bruit sont
construites de façon à être non-corrélées. Or nous savons que les harmoniques vont de pair
avec la modulation. On remarque cependant que sans les effets non-linéaires, c’est-à-dire si
la modulation n’était pas effectuée au voisinage du seuil, ces harmoniques ne seraient pas
mesurées. Il faut dissocier corrélations et causalité. De plus, il est rassurant de constater
que toutes les harmoniques sont conjointement représentées dans cette composante #2, qui
est quasiment nulle à 50 kHz.

En s’inspirant de l’optique quantique, la référence [135] utilise le nombre de Schmidt
comme rang effectif des matrices de covariance pour les deux quadratures du champ. Ceci
permet aux auteurs de connaître le nombre de modes qui participent aux processus phy-
siques de bruit. Ici la variance expliquée donne une indication en quelque sorte équiva-
lente, indiquée à la Fig. 7.10(b). En utilisant le critère des 95%, la matrice de covariance
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Figure 7.10 – Décomposition en composantes principales du bruit d’inten-
sité du VECSEL modulé au voisinage de son seuil. (a) Module des trois pre-
mières composantes principales en fonction de la fréquence de Fourier. Les
vecteurs correspondant sont normalisés. (b) Variance expliquée après l’ACP
en fonction du nombre de composantes retenues.

reconstruite écope d’un rang égal à 350 éléments environ. En fait, le comportement no-
table de la variance expliquée se situe au niveau de la discontinuité observée. En effet, la
première composante emporte environ 20% de la variance totale alors que toutes les autres
composantes emportent individuellement moins de 0.5%. Évidemment, plus l’amplitude
de modulation est importante et plus la variance expliquée par cette première composante
sera élevée. La lente évolution du reste de cette courbe de variance expliquée amène à la
conclusion qu’après ces premiers modes de bruit, il y a quasiment autant de composantes
spectrales qu’il y a de fréquences dans l’échantillonnage. Le reste de la base de vecteurs
propres ressemble ainsi à la base canonique sus-mentionnée.

Par ailleurs, l’exploitation de la décomposition réalisée vise normalement à reconstruire
le signal, constitué ici de N réalisations de spectres de bruit d’intensité. Nous choisissons
d’abord de reconstruire le signal à l’aide des trois composantes principales uniquement.

Ceci nous permet d’afficher à la Fig.7.11(a) la matrice de covariance associée aux trois
composantes principales uniquement 6. On voit apparaître des pics correspondant à la mo-
dulation à 50 kHz (artificiellement atténuée) ainsi que ses harmoniques. Les 3 composantes
principales tiennent ainsi compte de la covariance spectrale des fluctuations d’intensité aux
fréquences (n × fm, m × fm) avec (n,m) ∈ N∗2. Avec les Néch − 3 autres composantes, on
reconstruit le signal dont on voit la matrice de covariance à la Fig. 7.11(b). Le résultat est

6. Dans la base canonique bien-entendu. Si c’était dans la base des composantes principales, la matrice
de covariance serait simplement diagonale.
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Figure 7.11 – Matrice du module de la covariance spectrale électrique re-
construite à partir de l’ACP. (a) Seules les trois premières composantes re-
construisent le signal. La contribution de la première composante est atté-
nuée, ce qui permet d’observer les autres. (b) Toutes les composantes, ex-
ceptées les trois premières, sont utilisées pour reconstruire le signal.
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Figure 7.12 – Spectres de la densité de puissance de bruit d’intensité d’un
VECSEL monomode au pompage modulé à 50 kHz (a) et 100 kHz (b). Le
spectre bleu correspond au signal total et le rouge au signal reconstruit à
l’aide de l’ACP à partir de toutes les composantes sauf les trois principales.

une matrice de covariance diagonale. La densité spectrale de puissance correspondant au
spectre diagonal de cette matrice est tracée à la Fig. 7.12(a). On s’aperçoit que ce spectre
(en bleu) correspond en très bonne approximation au spectre (en rouge) issu du transfert
de bruit de pompe au VECSEL en l’absence de la modulation et de ses harmoniques. On
a donc extrait le signal du bruit. Cette technique donne également un résultat satisfaisant
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à la Fig.7.12(b) où on parvient à retrouver le bruit de fond du VECSEL soumis à une
modulation à 100 kHz. On s’intéresse ici aux (nombreuses) composantes qui emportent
individuellement peu de variance et si l’on considère que la modulation joue le rôle d’un
pic de bruit alors on peut voir l’ACP comme une technique de filtrage des composantes
non-stationnaires indésirables. On peut tout autant récupérer la modulation à l’aide de ces
premières composantes et considérer que l’on a « débruité » l’acquisition via l’ACP.

En conclusion, l’ACP nous a permis de discriminer les modes de bruit dans le VECSEL
soumis à une modulation de pompe. L’algorithme nous permet de construire une base
de bruits non-corrélés et les hiérarchiser par ordre décroissant de variance emportée. Un
exemple d’application au filtrage de la composante non-stationnaire du VECSEL modulé a
été développé. Mais cette technique est-elle toujours efficace quand les non-stationnarités
ne sont pas artificiellement rajoutées ?

3.2 Bruits non stationnaires aux basses fréquences

La mesure du bruit d’intensité aux basses fréquences est délicate à cause des nombreux
pics indésirables que l’on attribue aux vibrations mécaniques, aux bruits électroniques, aux
lentes dérives thermiques et autres bruits parfois qualifiés de bruits techniques. Ces bruits
techniques, les bruits électroniques mis à part, sont probablement attribuables à des proces-
sus non-stationnaires. On souhaite caractériser de tels bruits à l’aide des outils développés
précédemment : la matrice de covariance et l’ACP.

Matrice de covariance spectrale

Nous réalisons de longues acquisitions des fluctuations d’intensités aux basses fréquences
du VECSEL monomode à la longueur d’onde télécom. Le spectre du bruit d’intensité rela-
tif obtenu est tracé sur la Fig. 7.13(a). Le bruit d’intensité issu des fluctuations de la pompe
est plutôt plat sur une bande passante d’environ 1 MHz. Or, on observe un écart par rapport
à ce comportement aux fréquences inférieures à 10 kHz, d’autant plus important que la
fréquence de Fourier est basse. Cette partie du spectre présente de plus des pics de bruit à
environ 150 Hz et 400 Hz. L’examen de la matrice de covariance spectrale électrique de la
Fig. 7.13(b) atteste certes d’éléments diagonaux formant la densité spectrale de puissance
mais également de l’existence de covariances non nulles entre les composantes à différentes
fréquences de Fourier et les composantes à 150 Hz et 400 Hz. En effet, des lignes jaunes
ressortent du fond vert à la fois aux abscisses et aux ordonnées correspondant à ces deux
fréquences (plus clairement à 400 Hz). Ces lignes paraissent continues, ce qui traduit des
corrélations entre toutes les composantes et ces pics de bruit. La vibration du banc optique
pourrait par exemple donner conjointement lieu à un pic de bruit dans le VECSEL par dé-
placement d’un miroir et accroître le bruit d’intensité de la pompe. Ce scénario expliquerait
les observations mais il en existe évidemment une multitude d’autres.
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Figure 7.13 – Spectres de bruit d’intensité du VECSEL monomode aux
basses fréquences. (a) Spectre de RIN (en rouge) et plancher de mesures
(en gris). La zone hachurée sous 10 Hz dénote la fréquence de coupure du
couplage AC de l’oscilloscope utilisé pour l’acquisition. (b) Module de la
matrice de covariance. L’échelle de couleurs est en unités arbitraires.

À la lumière des considérations précédentes, l’étude de la matrice de covariance spectrale
nous permet d’affirmer le caractère non-stationnaire de certains pics de bruit aux basses
fréquences.

Analyse en composantes principales

L’ACP permet de discriminer parmi les modes de bruits ceux qui emportent le plus de
variance. En fait, ici ce sont les fluctuations aux fréquences sous 100 Hz qui, globalement,
sont les plus marquées (voir Fig.7.13(a)), avec la présence notable de pics de bruits comme
celui à 400 Hz.

Pour des raisons de limitation de la capacité numérique lors de la diagonalisation de la
matrice de covariance, l’implémentation de l’algorithme à la Fig. 7.14 ne sera pas basée
sur le même nombre de réalisations N des fluctuations basses fréquences de l’intensité du
VECSEL que la représentation à la Fig. 7.13 7. La densité spectrale de puissance associée
à la valeur de N adoptée est illustrée en noir à la Fig. 7.14(b). On identifie bien le pic à
400 Hz mais d’autres sont également présents à 100 Hz, 200 Hz et 300 Hz. L’ACP permet
de tracer à la Fig. 7.14(a) quelques unes des composantes principales. C’est l’association
du pic à 400 Hz et de celui à 100 Hz qui emporte le plus de variance (première composante
en rouge). En seconde place, c’est un mélange composé des harmoniques 100 Hz, 200 Hz,
300 Hz et 400 Hz (en bleu). Les autres composantes font ensuite ressortir le bruit sous les
100 Hz. La variance expliquée varie en fait assez lentement avec le nombre de composantes
retenues, comme le montre l’insert. En effet, les trois premières composantes expliquent

7. C’est seulement le nombre de tronçons qui change, pas l’acquisition.
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Figure 7.14 – Décomposition en composantes principales du bruit d’inten-
sité du VECSEL aux basses fréquences. (a) Module de six composantes prin-
cipales en fonction de la fréquence de Fourier. Les vecteurs correspondant
sont normalisés. L’insert représente la variance expliquée après l’ACP en
fonction du nombre de composantes retenues. (b) Reconstruction de la den-
sité spectrale de puissance suivant le nombre de composantes retenues : de 1
(en rouge), à 6 (en orange), puis 30 (en gris) et enfin toutes (en noir).

respectivement 7% de la variance, puis 5%, puis 3%. Vers la quinzième composante, la
variance expliquée, aux alentours de 30%, croît encore plus lentement. La Fig. 7.14(b) re-
construit la densité spectrale de puissance en accumulant les contributions des composantes
principales. L’allure de la densité spectrale de puissance reproduit parfaitement le spectre
de bruit d’intensité au bout d’un nombre de composantes de l’ordre de 100. Comme at-
tendu, la reconstruction du signal se fait par les basses fréquences. Il est à retenir que la
décomposition nous a permis d’isoler en premier les pics de bruit attribués à des processus
a priori non-stationnaires. Peut-être que toutes ces harmoniques de 50 Hz proviennent en
réalité d’un couplage avec le bruit électronique du secteur. L’algorithme implémenté ne
nous donne pas davantage de renseignement sur la physique des processus responsables
des pics bruits, déjà repérés dans la matrice de covariance. Il nous a néanmoins permis de
les trier.

On pourrait s’étonner de constater que le pic à 400 Hz est à la fois présent dans la com-
posante #1, la #2 et aussi la #3 en pensant que son origine provient d’un seul processus
physique. Les bruits issus de processus physiques différents sont certes non-corrélés mais
les bruits non-corrélés ne proviennent pas nécessairement de processus différents. Peut-on
faire un meilleur tri ?
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Analyse en composantes indépendantes

L’analyse en composantes indépendantes (ACI) est une autre technique pour séparer les
composantes d’un signal, non plus en les hiérarchisant selon la variance qu’elles emportent,
mais en les définissant de façon statistiquement indépendantes les unes des autres. La réfé-
rence [143] décrit bien l’intérêt de l’ACI en se basant sur un exemple très concret et simple
à appréhender. La force de cet exemple est qu’il permet aussi de comprendre les éven-
tuelles limites de l’ACP par rapport à l’ACI. Imaginons que nous avons enregistré dans
une pièce confinée des conversations simultanées avec plusieurs microphones. Le contenu
de tous les enregistrements est un mélange de plusieurs voix avec des intensités, des to-
nalités et timbres différents. L’implémentation de l’ACI a pour but de séparer les voix et
les restituer au mieux. Il faut avoir au moins autant d’enregistrements qu’il y a de voix
différentes à distinguer. La méthode repose sur l’hypothèse physique que deux signaux
statistiquement indépendants vont provenir de deux personnes différentes. Cette hypothèse
d’indépendance statistique est plus forte que celle de non-corrélation de deux variables :
en lançant simultanément deux oscillateurs identiques complètement indépendants avec les
mêmes conditions initiales, leurs positions au cours du temps sont totalement corrélées bien
qu’elles soient indépendantes. Ainsi, la décomposition via l’algorithme de l’ACI permet en
pratique de très bien isoler les voix qui composent le mélange une à une alors que l’ACP
aboutit à des signaux non-corrélés les uns aux autres mais pourtant composés d’un mé-
lange de toutes les voix dans la pièce. On montre toutefois qu’en présence de statistiques
gaussiennes, deux variables non-corrélées sont indépendantes. Mais, dans l’exemple, la
distribution pour l’amplitude d’un signal de voix enregistré n’est pas gaussienne. Elle est
bien symétrique, centrée sur 0, mais la quantité de silence que nous incorporons naturel-
lement à nos paroles déforme au centre la distribution pour la rendre leptokurtique (plus
piquée qu’une Gaussienne).

On applique l’algorithme de l’ACI dans le cas présent des mesures du bruit du VECSEL
dans l’idée de constater un écart éventuel par rapport à la décomposition précédente. En
fait, la Fig. 7.15 montre que la décomposition en 3 composantes par les deux méthodes
conduit à trois modes de bruits absolument identiques. En effet, la comparaison des densi-
tés spectrales de bruit reconstruites avec chaque mode par l’ACI Fig. 7.15(a,b,c) et l’ACP
Fig. 7.15(d,e,f) est rapide. Nous n’apprendrons donc rien de supplémentaire avec cette mé-
thode et l’aspect gaussien des distributions n’est pas à remettre en question. On peut affir-
mer que deux composantes non corrélées sont statistiquement indépendantes.

Afin de visualiser les étapes de reconstruction du signal par l’ACP ou l’ACI, on peut com-
parer les densités spectrales de puissance sur la Fig. 7.16(a) obtenues avec trois ou quinze
composantes (en bleu et en orange, respectivement) et la densité spectrale de puissance
du bruit d’intensité mesurée aux basses fréquences. Comme évoqué plus haut, les trois
premières composantes expliquent les pics de bruit tels que celui à 400 Hz et les quinze
premières composantes s’associent à une croissance significative de la variance expliquée.
Les spectres présentant l’écart relatif entre les reconstructions et le signal sont affichés à
la Fig. 7.16(b). Nous y observons que ce sont en effet les pics de bruit qui sont d’abord
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Figure 7.15 – Densité spectrale de puissance des trois premiers modes de
bruits donnés par l’ACI en bleu (a,b,c) et l’ACP en orange (d,e,f). L’ordre
des composantes de l’ACI a été revu pour coller à celui de l’ACP.
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Figure 7.16 – (a) Reconstruction de la densité spectrale de puissance du bruit
d’intensité (en rouge) avec les trois premières composantes de l’ACP (en
bleu), puis les quinze première (en orange). (b) Écart relatif entre le signal
et sa reconstruction par trois composantes (en bleu) ou quinze composantes
(en orange).

reconstruits avec les trois premières composantes (en bleu) puis l’ensemble de la partie
basses fréquences sous 1 kHz avec les suivantes (en orange).

Bien que la construction de la matrice de covariance spectrale donne une indication sur
la nature stationnaire ou non des fluctuations d’intensité suivant son allure diagonale ou
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non, de robustes tests algorithmiques existent pour prouver la stationnarité d’une série
temporelle. Ces tests statistiques ont été développés avec l’essor de l’analyse de données
d’abord dans le domaine de l’économie, puis dans le domaine plus large des Big data. Ils
font désormais partie d’une boîte à outils potentiellement intéressante pour le physicien.

3.3 Tests de non-stationnarité(s)

Comme nous venons de le voir, l’ACP et l’ACI sont de très bons outils pour trier les
composantes de bruit du VECSEL. En revanche, utilisés seuls, ils ne permettent pas de
conclure sur la nature stationnaire ou non des composantes de bruits isolées. Par ailleurs,
des tests statistiques sont entièrement dédiés à la vérification de la stationnarité de séries
temporelles de données. Il paraît donc complémentaire d’utiliser ce type de test après la
décomposition des bruits.

Non-stationnarité déterministe vs non-stationnarité stochastique

Qu’entend-on précisément par stationnaire ? On distingue la stationnarité au sens fort de la
stationnarité au sens faible [144]. Si un processus stochastique est stationnaire au sens fort
alors sa loi de probabilité est invariante par translation dans le temps. Les propriétés d’une
série temporelle mettant en jeu ce processus ne sont pas affectées par la date de début de
prise de données. La stationnarité au sens faible est régie par une définition moins stricte
et se résume par trois conditions : (i) l’espérance de la série temporelle est constante au
cours du temps, (ii) sa variance est également constante et finie, (iii) sa fonction d’auto-
corrélation Γ (t, τ) telle que définie à l’équation (A.5) de l’annexe A, ne dépend que du délai
τ et pas de l’instant t. Si cette définition en trois points de la stationnarité est moins stricte,
c’est parce qu’elle n’implique que les moments d’ordre 1 et d’ordre 2 de la distribution
statistique. Un processus qui déroge à l’une de ces conditions est alors non-stationnaire.
Parmi les types de non-stationnarités, deux retiendront notre attention.

La non-stationnarité déterministe caractérise un processus qui peut être rendu stationnaire
par soustraction d’une tendance déterministe de la forme f (t) 8. La partie tendancielle est
souvent de nature exogène et non corrélée au reste des fluctuations. Un choc imprévu
comme une vibration du banc optique n’aura pas d’effet persistant sur ce processus car
il ne changera pas sa tendance déterministe.

La non-stationnarité stochastique caractérise un processus qui peut être rendu stationnaire
après un certain nombre de différenciations 9. Un choc imprévu à une date donnée a un effet
permanent sur le niveau du processus. On peut par exemple penser aux sauts de mode de la
cavité laser ou aux effets d’hystérésis dynamique. La marche aléatoire est l’archétype d’un

8. On parle de processus Trend stationnary en anglais
9. On parle de processus Difference stationnary en anglais.
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processus stationnaire en différence. Deux pas successifs d’une marche aléatoire différent
l’un de l’autre d’une quantité issue d’un bruit blanc, qui est stationnaire par définition.

Tests statistiques

En réalité, de nombreux tests de stationnarité d’une série temporelle existent. Bien que
simples d’utilisation, leur interprétation peut être délicate et nécessite d’introduire quelques
définitions. Un test statistique vise à valider ou rejeter une hypothèse en se basant sur
l’étude d’échantillons de données. Cette hypothèse est appelée l’hypothèse nulle. On uti-
lise la valeur-p pour mesurer la significativité statistique d’un résultat dans le cadre d’une
hypothèse nulle. L’idée sous-jacente est de prouver que l’hypothèse nulle n’est pas véri-
fiée car dans le cas où elle le serait le résultat observé serait fortement improbable. Il faut
considérer le test statistique comme une preuve par l’absurde. Le tableau 7.1 présente la
classification historique de R. Fisher pour juger du caractère improbable de l’hypothèse
nulle (adoptée par convention).

Valeur-p Interprétation
p ≤ 0.01 très forte présomption

0.01 < p ≤ 0.05 forte présomption
0.05 < p ≤ 0.10 faible présomption

p > 0.1 pas de présomption

Tableau 7.1 – Interprétation de R. Fisher pour la valeur de probabilité d’un
test statistique. Cette approche est classique mais arbitraire. Elle juge la pré-
somption du caractère improbable de l’hypothèse nulle.

Deux tests statistiques différents seront utilisés pour tester la stationnarité de nos séries
temporelles de fluctuations d’intensité du VECSEL aux temps longs. Ces tests reposent
sur des hypothèses nulles différentes. Le premier test utilise l’algorithme Dickey-Fuller
Augmenté (ADF) issu de travaux publiés en 1979 dans le domaine de l’économie [145]. Le
test ADF repose sur l’hypothèse nulle que la série temporelle possède une racine unitaire,
ce qui s’identifie à la présence d’une non-stationnarité stochastique comme celle d’une
marche aléatoire pure. Cette hypothèse nulle implique que la variance de la série temporelle
dépend du temps et donc qu’elle est non-stationnaire. Le second test utilise l’algorithme de
Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin (KPSS) [146]. Le test KPSS repose sur l’hypothèse
nulle que la série temporelle est stationnaire en tendance, c’est-à-dire stationnaire à une
non-stationnarité déterministe près.

Application aux VECSELs

Les tests ADF et KPSS sont réalisés sur les séries temporelles correspondant aux mesures
des fluctuations d’intensité du VECSEL dans les 5 cas différents qui sont résumés dans le
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VECSEL à Spécificité
Mesures 1 852 nm Laser monomode en utilisation libre
Mesures 2 852 nm Laser modulé en intensité à 50 kHz
Mesures 3 1.5 µm Acquisition aux temps longs
Mesures 4 1.5 µm Signal reconstruit avec 3 composantes de l’ACP
Mesures 5 1.5 µm Signal reconstruit avec 15 composantes de l’ACP

Tableau 7.2 – Séries temporelles issues des mesures d’intensité du VECSEL.

tableau 7.2. Le premier cas correspond au VECSEL monomode en utilisation libre de la
Fig.7.8(a), le deuxième au VECSEL dont la pompe est modulée rencontré au paragraphe
3.1, le troisième au VECSEL dont on regarde le bruit d’intensité aux temps longs et que
l’on a rencontré au paragraphe 3.2. Les quatrième et cinquième cas correspondent toujours
aux fluctuations du VECSEL aux temps longs mais après reconstruction avec respective-
ment trois et quinze composantes de l’ACP (voir Fig. 7.16). Les résultats sont rassemblés
dans le tableau 7.3.

Mesures 1 Mesures 2 Mesures 3 Mesures 4 Mesures 5
Algorithme Dickey-Fuller Augmenté

Valeur critique à 1% -3.50 -3.43
Valeur critique à 5% -2.89 -2.86

Valeur critique à 10% -2.58 -2.56
Test statistique -9.08 -2.19 -8.99 -6.26 -6.26

Valeur-p < 0.01 0.21 < 0.01 < 0.01 < 0.01
Hypothèse nulle rejetée non rejetée rejetée rejetée rejetée

Algorithme Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin
Valeur critique à 1% 0.74
Valeur critique à 5% 0.46

Valeur critique à 10% 0.35
Test statistique 0.058 0.054 0.28 1.97 1.97

Valeur-p > 0.1 > 0.1 > 0.1 < 0.01 < 0.01
Hypothèse nulle non rejetée non rejetée non rejetée rejetée rejetée

Tableau 7.3 – Test de stationnarité ADF et KPSS avec les mesures décrites
précédemment (voir tableau 7.2).

Pour l’algorithme ADF, une valeur de test supérieure à la valeur critique ne permet pas
de rejeter l’hypothèse nulle, ce qui par conséquent montre que la série temporelle est
non-stationnaire. Le pourcentage associé à une valeur critique correspond à un niveau de
confiance. Le tableau 7.3 montre ainsi qu’en dehors des mesures 2, le test ADF ne permet
pas de déclarer les séries temporelles non-stationnaires au sens où les séries temporelles
n’ont pas un comportement de type marche aléatoire. Par contre, pour le VECSEL modulé
le risque de rejeter l’hypothèse nulle alors qu’elle est vraie est de 21%, comme l’indique
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la valeur-p. Cela signifie en fait qu’on ne peut pas rejeter l’hypothèse nulle et donc que le
bruit d’intensité du VECSEL modulé est non-stationnaire.

Pour l’algorithme KPSS, une valeur de test supérieure à la valeur critique permet de re-
jeter l’hypothèse nulle et donc d’affirmer que la série temporelle n’est ni stationnaire, ni
stationnaire à une non-stationnarité déterministe près. Le tableau 7.3 montre ainsi que les
mesures 4 et 5, reconstruction du bruit du VECSEL aux temps longs avec les premières
composantes de l’ACP, sont non-stationnaires. En revanche, les mesures 1, 2 et 3 pourraient
bien être stationnaires, au moins en tendance. On note que la valeur du test se rapproche
davantage des valeurs critiques pour le VECSEL dont on mesure le bruit sur des temps
longs.

H0 ADF rejetée H0 ADF non rejetée
H0 KPSS rejetée Non-stationnarité Non-stationnarité stochastique

H0 KPSS non rejetée Stationnarité Non-stationnarité déterministe

Tableau 7.4 – Combinaisons de résultats sur l’hypothèse nulle (H0) des tests
de stationnarité.

L’intérêt de ces deux tests est de combiner leurs résultats. Ceci est illustré au tableau 7.4.
En recoupant les deux tests, il résulte que les bruits d’intensité du VECSEL des mesures
1 et 3 sont plutôt stationnaires. Le bruit blanc transféré par la pompe au VECSEL et filtré
par la cavité est bien un bruit stationnaire. Par contre, en présence de la modulation, on
détecte par ses tests une non-stationnarité déterministe. Retirer la modulation, c’est donc
bien retirer une tendance déterministe pour retrouver le bruit stationnaire d’un VECSEL
comme nous l’avons vu à la Fig. 7.12. Cela nous permet de vérifier que cette approche par
des tests statistiques dépeint bien la réalité expérimentale. La reconstruction des modes
de bruit basses fréquences du VECSEL par trois ou bien quinze composantes de l’ACP
donne un résultat différent des précédents. Cela permet en effet de mettre en évidence la
non-stationnarité du bruit basses fréquences mais cette non-stationnarité n’est ni purement
d’origine stochastique, ni purement d’origine déterministe. Aucune différence n’est à noter
entre trois ou bien quinze composantes. Il n’en reste pas moins que l’on peut affirmer par
cette méthode avoir isolé des composantes principales de bruit non-stationnaire.

Conclusions et perspectives

La matrice de covariance spectrale électrique d’un VECSEL mono-fréquence, dont le bruit
est principalement issu du transfert du bruit blanc de la pompe, est une matrice diago-
nale. Cette diagonale s’assimile à la densité spectrale de puissance du bruit d’intensité.
Nous avons prouvé que l’apparition de termes non-diagonaux, issus de corrélations entre
composantes spectrales à des fréquences différentes, nécessite l’introduction de proces-
sus stochastiques non-stationnaires. L’analyse de la covariance dans le domaine spectral
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électrique s’est révélée bien différence de celle de la covariance dans le domaine spectral
optique des références [133–135].

En fonctionnement bifréquence, en diagonalisant la matrice de densité spectrale croisée
définie par E. Wolf [136], nous avons prouvé que les modes propres d’oscillations s’assi-
milaient en bonne approximation aux modes physiques symétrique et antisymétrique. De
plus, nous avons défini un degré spectral de polarisation des fluctuations qui peut être com-
pris comme l’écart relatif entre la densité spectrale de puissance du mode symétrique et
celle du mode anti-symétrique. Ce degré spectral de polarisation des fluctuations est in-
dépendant des axes des polarisations et reflète l’allure des corrélations spectrales entre les
fluctuations sur les polarisations croisées.

Dans un troisième temps, nous nous sommes focalisés sur la caractérisation de bruits non-
stationnaires en scrutant l’apparition de termes non-diagonaux dans la matrice de cova-
riance spectrale pour deux situations expérimentales distinctes. La première situation est
une modulation au voisinage de son seuil d’un VECSEL mono-fréquence. La seconde si-
tuation est une acquisition du bruit d’un VECSEL soumis à ses lentes dérives. Les deux
situations ont révélé des corrélations entre composantes du spectre électrique des fluctua-
tions d’intensité à des fréquences de Fourier différentes. L’implémentation d’une analyse
en composantes principales a permis de procéder à un tri des composantes qui emportaient
un maximum de variance. La reconstruction du signal après une telle décomposition a dé-
montré la possibilité d’enlever par exemple un pic de bruit indésirable pour l’analyse. De
façon encore plus intéressante, nous avons utilisé des tests statistiques de stationnarité pour
démontrer la non-stationnarité du bruit d’intensité ou bien des composantes isolées. Dans
la première situation, nous savons donc isoler et caractériser la modulation introduisant
une non-stationnarité déterministe. Dans la seconde situation, ce sont des pics de bruit aux
basses fréquences dont il est possible de faire le tri et de prouver la non-stationnarité. Nous
avons donc construit une méthode complémentaire pour analyser séparément les bruits sta-
tionnaires et les bruits non-stationnaires de notre laser. Parmi les nombreux processus de
bruits non-stationnaires, la méthode distingue ceux qui sont stochastiques, ceux qui sont
déterministes et ceux qui ne sont ni l’un ni l’autre.

Nous pourrions maintenant passer à la caractérisation des fluctuations dont la distribu-
tion s’écarte de la gaussienne. Notre étude statistique s’est restreinte en fait aux moments
d’ordre deux. L’étude du moment d’ordre trois (plus spécifiquement du bispectre) ou en-
core du moment d’ordre quatre (plus spécifiquement de l’excès de kurtosis) donnerait un
éclairage supplémentaire au travail réalisé dans ce chapitre. Notons que l’existence des
processus non-stationnaires au sens faible que nous avons mis en évidence complique pro-
digieusement l’analyse et les conclusions physiques d’un tel travail.

Par ailleurs, il serait tout à fait intéressant de donner plus d’épaisseur à l’analyse en com-
posantes principales. En effet, la puissance de cette technique consiste à prendre en compte
des données de nature hétérogène. Ainsi dans une application au VECSEL bifréquence où
il s’agirait de comprendre les composantes du spectre de bruit de la phase du battement RF,
il pourrait être bon par exemple de mesurer simultanément de multiples variables comme la
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température au niveau de la surface du VECSEL, l’intensité de sortie du laser avec ses fluc-
tuations, la température du cristal biréfringent, l’intensité de la pompe et ses fluctuations,
le bruit électronique, les vibrations du banc optique, le bruit de fond optique ambiant, les
fluctuations de position du miroir de sortie, etc. Ceci permettrait de trouver les axes prin-
cipaux pour chaque partie du spectre et d’appréhender aux mieux les effets conjoints entre
ces différents paramètres physiques.
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CONCLUSION GÉNÉRALE

Au cours de cette thèse, nous nous sommes donnés les objectifs suivants : (i) étudier les
propriétés de bruit d’un VECSEL bifréquence développé pour son application aux hor-
loges CPT à base de césium, (ii) profiter du modèle établi concernant la dynamique des
VECSELs bifréquences pour minimiser leur bruit et (iii) étendre la compréhension des
mécanismes de bruit aux basses fréquences avec la modélisation des effets thermiques et
la caractérisation des composantes non-stationnaires.

Les chapitres 3 et 4 ont permis d’identifier des stratégies de réduction du bruit du laser.
D’abord théoriquement, puis technologiquement. En particulier, le transfert de bruit pro-
venant de la pompe peut être minimisé avec des corrélations des bruits de pompe totales
et en phase ainsi qu’une faible saturation croisée. Cela revient à vouloir à la fois super-
poser les figures de speckle des régions de pompes des deux modes lasers et séparer au-
tant que possible les réservoirs de porteurs de charge pour l’inversion de population des
deux modes. Avec le dispositif de pompage couramment utilisé, ces critères sont claire-
ment contradictoires. L’utilisation d’une diode laser de pompe fibrée monomode permet
néanmoins de s’affranchir de la figure de speckle du pompage et d’obtenir des corrélations
parfaites. Pour le VECSEL à la longueur d’onde des télécoms, le niveau de bruit de phase
du battement RF alors généré est drastiquement réduit et atteint entre 50 kHz et 200 kHz sa
limite Schawlow-Townes. Pour le VECSEL à 852 nm, un nouveau dispositif de pompage
est mis en place afin d’avoir à la fois des corrélations des bruits de pompe importantes
et peu de saturation croisée. Cette architecture de pompage produit deux copies issues du
même faisceau qui alimentent deux modes lasers dont les régions actives sont spatialement
bien séparées. Il en résulte une très forte réduction du bruit de phase. Grâce à cette nouvelle
architecture de pompe, la bande passante de bruit a été rendu compatible avec celle d’une
boucle à verrouillage de la phase optique.

Caractérisé au chapitre 3, le laser à 852 nm doit être asservi pour trouver son application à
une horloge CPT au césium performante. Le chapitre 5 établit le fait que des corrélations en
phase et totales des deux modes lasers sont nécessaires pour une bonne réduction mutuelle
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des bruits d’intensités des deux modes. Le choix d’architecture de pompage penche alors
définitivement vers celle à deux faisceaux bien corrélés. Après une correction incluant un
PID et un filtre à avance de phase, le spectre du bruit d’intensité du laser se situe sous les -
120 dB/Hz et, plus particulièrement, sous le seuil des -140 dB/Hz dans une bande passante
de 10 kHz. Une boucle à verrouillage de la phase du battement a abouti à un spectre de
bruit de phase du battement RF sous -95 dBc/Hz sur une bande passante de 100 kHz. Grâce
à ces asservissements, les performances prédites pour la stabilité en fréquence relative de
l’horloge CPT entrent dans le cahier des charges avec un écart type d’Allan prédit inférieur
à 5 × 10−13 à une seconde d’interrogation.

Les chapitres 6 et 7 ont présenté nos efforts dirigés vers une meilleure compréhension des
mécanismes de bruit aux basses fréquences.

Le chapitre 6 a dressé un modèle analytique de la contribution des bruits thermiques au
bruit de la phase du battement du VECSEL bifréquence. Ce modèle tient compte de l’ani-
sotropie de la diffusion thermique dans les couches de l’hétérostructure. Il est en très bon
accord avec les mesures pour un VECSEL bifréquence à 852 nm. En modélisant la réponse
de la structure au transfert thermique de l’excitation de pompe, une carte de température
de la structure a été calculée et nous avons montré qu’un important effet de lentille ther-
mique lui était associé. Le bruit de fréquence du laser à semiconducteurs est principale-
ment dû aux effets thermo-réfractifs provenant des fluctuations de puissance de la pompe.
Le spectre de bruit causé par l’agitation thermique à température ambiante est également
dérivé mais se situe environ 20 dB en dessous. Les effets thermo-élastiques sont évalués
mais n’apportent que des contributions négligeables devant les effets thermo-réfractifs. Le
poids non-négligeable de la diffusion longitudinale par rapport à la diffusion transverse sur
la taille du mode laser induit une différence notable avec le modèle simple de fonction de
transfert des bruits thermiques de type filtre passe-bas d’ordre un.

De nouveaux outils de caractérisation des bruits non-stationnaires d’un laser ont été déve-
loppés au chapitre 7. Préalablement à cette étude, la matrice de densité spectrale croisée a
permis, grâce à sa diagonalisation, de trouver les vrais modes propres des fluctuations d’in-
tensité d’un VECSEL bifréquence et de les assimiler en bonne approximation aux modes
symétriques et anti-symétriques. Nous avons également défini une quantité qui mesure les
corrélations entre les fluctuations sur les deux modes lasers de façon indépendante de la
base : le degré spectral de polarisation des fluctuations d’intensité. Il est alors apparu que ce
degré spectral est directement lié à l’écart relatif entre les modes propres des fluctuations.
Ensuite, nous avons compris que l’apparition de termes non-diagonaux dans la matrice
spectrale électrique de covariance des fluctuations d’intensité était une signature de pro-
cessus statistiques non-gaussiens ou non-stationnaires. Cela a permis de resserrer l’étude
sur les processus non-stationnaires. Une analyse en composantes principales a alors per-
mis de trier les bruits en fonction de la variance qu’ils emportent. Nous avons montré que
cette méthode permet de reconstruire le signal en filtrant les bruits parasites, à la condition
de pouvoir les identifier après le tri. En combinant des algorithmes de tests statistiques
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Dickey-Fuller Augmenté et Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin utiles en science des don-
nées, nous accédons au caractère non-stationnaire ou non des composantes issues du tri
précédent. Mieux, nous pouvons même préciser si la non-stationnarité éventuellement re-
levée des composantes est de nature déterministe, stochastique ou bien autre.

Finalement, ce travail trouve des prolongements et des perspectives prometteuses qui sont
détaillés à la fin des chapitres 5, 6 et 7.
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ANNEXE A

QUELQUES OUTILS MATHÉMATIQUES

Cette annexe décrit en trois temps quelques outils mathématiques utiles tout au long de ce
manuscrit. Tout d’abord, les outils statistiques indispensables au traitement et à la caracté-
risation du bruit. Sont détaillés l’hypothèse ergodique, le théorème de Wiener-Khintchine-
Kolmogorov, la notion de densité spectrale de puissance de bruit et les unités utilisées,
notamment pour le bruit de phase. Ensuite, nous illustrons les liens entre plusieurs ex-
pressions mathématiques de bruit de phase, de bruit de fréquence et de variance d’Allan
d’un oscillateur. Dans un dernier temps, nous définissons la transformée de Hankel, ses
propriétés et ses formes usuelles ainsi que la fonction intégrale exponentielle.

1 Outils statistiques de description du bruit

Pour caractériser un signal présentant du bruit issu de processus stationnaires et ergodiques,
on peut commencer par mettre de côté sa valeur moyenne temporelle et les petites fluctua-
tions qui se produisent autour de cette moyenne :

x (t) = 〈x〉T + δx (t) , (A.1)

où la notation 〈·〉T correspond à la valeur moyenne temporelle définie telle que :

〈x〉T = lim
T→∞

1
T

∫ t0+T

t0
x (t) dt . (A.2)

Les outils privilégiés pour comprendre la dynamique d’un signal se placent de le domaine
de Fourier. Pour cette raison, nous définissons la transformée de Fourier pour une fréquence
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d’analyse f et sa réciproque comme :

x̃ ( f ) =

∫
R

x (t) e2 i π f t dt ↔ x (t) =

∫
R

x̃ ( f ) e−2 i π f t d f . (A.3)

On utilise de même la transformée de Fourier et sa réciproque pour une pulsation Ω :

x̃ (Ω) =
1

2 π

∫
R

x (t) ei Ω t dt ↔ x (t) =

∫
R

x̃ (Ω) e−i Ω t dΩ . (A.4)

Ces définitions sont valables pour toute fonction x dans L1 (R), c’est-à-dire intégrable et
définie sur R. Les grandeurs stochastiques δx que nous décrivons n’admettent générale-
ment pas de représentation de Fourier car, définies sur R, elles n’ont pas le bon goût de
tendre vers 0 quand t → ∞. Nous nous autoriserons toutefois l’écriture purement formelle
de ces transformées de Fourier. L’ensemble L2 (R) des fonctions dites de carré sommable
offre un cadre plus naturel à nos descriptions physiques puisqu’en revanche la variance des
processus stochastiques est bien définie.

1.1 Fonction d’auto-corrélation, stationnarité et hypothèse ergodique

Au lieu de réaliser un grand nombre d’expériences identiques et indépendantes, l’expéri-
mentateur averti préférera prendre plusieurs mesures successives avec le même dispositif.
L’auto-corrélation entre deux mesures x, faites aux temps t et t + τ se quantifie à l’aide de
la fonction :

Γδx (t, τ) , 〈δx (t + τ) · δx (t)〉 avec δx = x − 〈x〉 , (A.5)

où 〈·〉 représente l’espérance mathématique de la grandeur, c’est-à-dire sa moyenne statis-
tique. La fonction d’auto-corrélation à temps égaux s’identifie à la variance :

Γδx (t, 0) =
〈
δx2 (t)

〉
. (A.6)

La situation devient gênante pour l’expérimentateur si Γ dépend bien du temps t et donc
l’expérience de la date à laquelle elle a été réalisée. On considère qu’il y a invariance par
translation dans le temps et que le processus est stationnaire. Plusieurs définitions de la
stationnarité sont données au chapitre 7. On y distingue principalement la stationnarité au
sens fort et la stationnarité au sens faible. La relation (A.6) montre que la stationnarité
impose, entre autres, une variance indépendante du temps.

L’hypothèse ergodique consiste à admettre que l’évolution du signal aléatoire au cours du
temps apporte la même information qu’un ensemble de réalisations. Dans cette hypothèse
les moyennes temporelle 〈·〉T et statistique 〈·〉 se confondent.
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1.2 Densité spectrale de puissance d’un signal

Considérons un signal de bruit x (t), de moyenne nulle et observé sur une durée finie T . On
définit alors la fonction fenêtrée xT (t) associée de la façon suivante :

xT (t) =

{
x (t) si t ∈ [−T/2; T/2] ,
0 sinon .

(A.7)

La densité spectrale de puissance (DSP) Wx du signal à la fréquence d’analyse f se définit
de la façon suivante :

Wx ( f ) , lim
T→∞

1
T

〈
|x̃T ( f ) |2

〉
= lim

T→∞

1
T

〈∣∣∣∣∣∣
∫ T/2

−T/2
x (t) e2 i π f t dt

∣∣∣∣∣∣2
〉
. (A.8)

Nous allons voir que le théorème de Wiener–Khintchine–Kolmogorov permet de donner
une vraie signification à l’expression (A.8) en le reliant à l’« énergie » du signal, c’est-à-
dire sa variance, de la façon suivante :∫

R
Wx ( f ) d f =

〈
x2 (t)

〉
. (A.9)

En pratique, les signaux enregistrés sont réels et donc les fréquences négatives n’emportent
aucune information supplémentaire. Nous définissons donc les DSPs en fréquences posi-
tives S, qui permettent de quantifier le bruit replié dans une seule bande latérale du signal
(SSB en anglais pour single-side band). La parité de la fonction W permet de faire le lien
avec la DSP S de bruit s’étalant sur les fréquences positives :

Sx ( f ) = 2 Wx ( f ) . (A.10)

Dans la pratique toujours, à l’analyseur de spectre électrique, c’est à travers un filtre élec-
trique passe bande de largeur ∆ f que la variance de bruit est analysée autour d’une fré-
quence f . La puissance de bruit sur une bande étroite ∆ f à la fréquence d’analyse f est
donnée par l’expression : 〈

x2 (t)
〉

∆ f
= Sx ( f ) × ∆ f . (A.11)

1.3 Théorème de Wiener–Khintchine–Kolmogorov

Reprenons notre signal fenêtré xT défini en (A.7). Le théorème de Parseval–Plancherel
permet d’écrire :∫

R
[xT (t + τ)]∗ xT (t) dt =

∫
R

[
x̃T ( f )

]∗ x̃T ( f ) e−2 i π f τ d f . (A.12)
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Diviser gauche et droite l’équation (A.12) par T et en prendre la moyenne statistique
donne :

1
T

∫
R
〈[xT (t + τ)]∗ xT (t)〉 dt =

∫
R

1
T

〈
|x̃T ( f ) |2

〉
e−2 i π f τ d f . (A.13)

Le membre de droite de cette équation, lorsque T → ∞, constitue la transformée de Fourier
inverse de la DSP défini précédemment en (A.8) prise à la date τ. Le membre de gauche
de l’équation (A.13) est relié à la fonction d’auto–corrélation de la fonction fenêtrée. En
effet, en considérant un processus stationnaire, alors le terme moyenné statistiquement ne
dépend pas du temps t et sort de l’intégrale : c’est ΓxT (τ).

t

x (t)

x (t + τ)

−T
2 − τ
−T

2

T
2 − τ T

2

Figure A.1 – Schéma pour l’auto-corrélation du signal.

Comme montré à la figure A.1, les bornes nous font aboutir à l’expression :

1
T

∫
R
〈[xT (t + τ)]∗ xT (t)〉 dt =

(
1 −
|τ|

T

)
ΓxT (τ) . (A.14)

Nous pouvons alors, en passant à la limite T → ∞ dans les équations (A.13) et (A.14), en
conclure le lien suivant entre la puissance spectrale d’un signal et son auto–corrélation :

Γx (τ) = W̃x (τ) ↔ Γ̃x ( f ) = Wx ( f ) . (A.15)

Ce lien par une transformée de Fourier correspond au théorème de Wiener–Khintchine–
Kolmogorov. L’intégration de la DSP sur l’ensemble du spectre redonne bien, par corol-
laire, la variance du signal : 〈

x2 (t)
〉

= Γx (0) =

∫
R

Wx ( f ) d f . (A.16)
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1.4 Exemple avec le signal des télégraphistes

Cas simplifié

Le signal télégraphiste considéré est un signal commutant de signe aléatoirement avec une
probabilité constante 1/ (2 τ0) par unité de temps. Entre t et t + dt, le signal a alors la
probabilité dt/ (2 τ0) de passer de x (t) à −x (t) et la probabilité 1 − dt/ (2 τ0) de rester à
x (t). Ceci se traduit par la ligne :

〈x (t + τ + dτ) · x (t)〉 = −
dτ

2 τ0
〈x (t + τ) · x (t)〉 +

(
1 −

dτ
2 τ0

)
〈x (t + τ) · x (t)〉 . (A.17)

À partir de là, on trouve pour l’auto–corrélation :

dΓ

dτ
= −

1
τ0

Γ ⇒ Γ (τ) =
〈
x2

〉
exp

(
−
|τ|

τ0

)
. (A.18)

Généralisation

Les probabilités de changement de signe peuvent aussi être considérées inégales dans un
sens et dans l’autre. Soient x+ et x− les deux valeurs de x avec dt/τ+ (resp. dt/τ−) la proba-
bilité que x (t + dt) soit de signe contraire à x (t) quand x (t) = x+ (resp. quand x (t) = x−).
Alors, les probabilités p+ d’avoir x (t) = x+ et p− d’avoir x (t) = x− sont respectivement
proportionnelles à τ+ et τ− et

τ+ x+ + τ− x− = 0 .

Soit 〈·〉+ (resp. 〈·〉−) la moyenne effectuées sur tous les cas où x (t + τ) = x+ (resp. x−). On
peut écrire :

〈x (t + τ + dτ) · x (t)〉+ =
dτ
τ+

〈x− · x (t)〉+ +

(
1 −

dτ
τ+

)
〈x+ · x (t)〉+ (A.19)

=

[
1 − dτ

(
1
τ+

+
1
τ−

)]
〈x (t + τ) x (t)〉+ . (A.20)

De la même façon, on a :

〈x (t + τ + dτ) · x (t)〉− =

[
1 − dτ

(
1
τ+

+
1
τ−

)]
〈x (t + τ) x (t)〉− . (A.21)

On se retrouve en fait dans un cas analogue au cas simplifié précédent avec :

1
τ0

=
1
τ+

+
1
τ−
.
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Invariance d’échelle

Le calcul de la DSP dans cet exemple donne une loi de puissance :

S (Ω > 0) = 2 ×
1

2 π

∫
R

Γ (τ) ei Ω τ dτ =
2 τ0

π
(
1 + Ω2 τ2

0

) . (A.22)

On obtient donc aux basses fréquences angulaires telles que Ω � 1/τ0, un bruit blanc,
c’est-à-dire constant. Aux hautes fréquences angulaires, lorsque Ω � 1/τ0, la DSP se
comporte suivant une loi d’échelle en Ω−2.

Dans les deux cas asymptotiques, le comportement en loi de puissance traduit l’absence
d’échelle caractéristique. En dehors de la coupure à 1/τ0, on parle d’invariance d’échelle.

Application au bruit de résistance

Le signal télégraphiste peut paraître irréaliste mais ce n’est pas le cas. Dans un semicon-
ducteur par exemple, l’existence de pièges ou de barrières pour les électrons induit un tel
bruit de conductance. Quand un électron est piégé, il ne conduit pas, ce qui augmente la
résistance. En régime permanent, la probabilité est la même par unité de temps, de pié-
ger un électron ou d’en libérer un. Cette probabilité suit en général une loi d’activation
d’Arrhénius :

τ0 = τ∞ exp
(

W
kB T

)
, (A.23)

avec W l’énergie d’activation correspondante.

1.5 Bruits d’amplitude et bruit de phase

Soit S (t) un signal sinusoïdal de fréquence centrale f0, d’amplitude A (t) et de phase φ (t) :

S (t) = A0 cos
[
2 π f0 t + φ (t)

]
. (A.24)

Nous nous intéressons aux fluctuations d’amplitude et de phase de ce signal, définies telles
que : {

A (t) = A0 + δA (t) ,
φ (t) = φ0 + δφ (t) .

(A.25)

Les valeurs moyennes de l’amplitude et de la phase sont indicées avec un 0 tandis que
leurs fluctuations sont notées δA (t) et δφ (t). On peut toujours redéfinir l’origine du temps
de façon à avoir φ0 = 0. Dans le cadre de faibles fluctuations vérifiant δφ (t) � 2 π et
δa = δA (t) /A0 � 1, la linéarisation de l’expression (A.24) donne :

S (t) ' A0
[
cos (2 π f0 t) + δa (t) cos (2 π f0 t) − δφ (t) sin (2 π f0 t)

]
. (A.26)
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Les bruits relatifs d’amplitude ou les bruits de phase sont caractérisés en pratique par des
DSPs. La DSP pour le bruit d’amplitude relatif représente la variance du bruit dans une
bande passante ∆ f :

Sa ( f ) =
〈
δa2 (t)

〉
∆ f
×

1
∆ f

, (A.27)

et elle s’exprime en 1/Hz. Cependant, l’échelle logarithmique est plus adaptée et nous
utilisons plutôt

[Sa]dB = 10 log (Sa) , (A.28)

en exprimant la DSP en dB/Hz. De même pour le bruit de phase dont la DSP représente la
variance dans une bande passante de 1 Hz :

Sφ ( f ) =
〈
δφ2 (t)

〉
∆ f
×

1
∆ f

, (A.29)

exprimée ici en rad2/Hz. Encore une fois, l’échelle logarithmique étant plus adaptée nous
utilisons en réalité : [

Sφ

]
dB

= 10 log
(
Sφ

)
, (A.30)

exprimée alors en dBrad2/Hz. Pour qualifier le bruit de phase d’un oscillateur, une termi-
nologie standard a été introduite dans la référence [147] et la densité spectrale de bruit de
phase notée L ( f ) est couramment utilisée. Elle s’exprime en dBc/Hz et c’est l’unité que
nous adoptons. L ( f ) représente le rapport entre la puissance due à la modulation à une
fréquence f de la phase par le bruit contenue dans une bande latérale de 1 Hz par rapport à
la puissance totale du signal (la porteuse et ses bandes latérales).

Introduisons dans le signal S (t) de l’équation (A.24) la modulation de phase suivante :

δφ (t) = m sin (2 π fmt) , (A.31)

avec m la profondeur de modulation et fm sa fréquence. Il vient alors les ré-écritures sui-
vantes :

S (t) = A0 cos
[
2 π f0 t + m sin (2 π fmt)

]
= A0 Re

[
ei 2 π f0 t exp (i m sin (2 π fmt))

]
= A0 Re

ei 2 π f0 t
∞∑

l=−∞

Jl (m) · exp (i 2 π l fm t)

 , (A.32)

où les fonctions Jl sont des fonctions de Bessel du premier type d’ordre l. Alors, en sup-
posant que la profondeur de modulation est faible m � 1, il est possible d’approximer les
fonctions de Bessel successives par les simples expressions suivantes :

Jl (m) '


1 si l = 0
±m/2 si l = ±1
0 si |l| > 1

. (A.33)
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En prenant en compte la symétrie des fonctions de Bessel J−1 (m) = −J1 (m), nous aboutis-
sons à :

S (t) ' A0 Re
[
ei 2 π f0 t

{
1 +

m
2

(
e2 i π fm t − e−2 i π fm t

)}]
. (A.34)

Le rapport entre le bruit dans une bande latérale et la puissance de la porteuse permet
d’écrire :

L ( fm) '
m2

4
. (A.35)

D’autre part, en insérant l’expression de la modulation (A.31) dans la définition (A.29) on
a simplement :

Sφ ( f ) '
m2

2
. (A.36)

Il vient alors le lien suivant :

L ( fm) ,
Sφ ( f )

2
. (A.37)

Bien que cette démonstration ne soit valide que pour des fluctuations de faible amplitude,
la relation (A.37) a été généralisée et constitue une définition. Il en résulte qu’une DSP de
bruit de phase exprimée en dBc/Hz correspond à une DSP de bruit de phase en fréquences
positives en dBrad2/Hz à laquelle on soustrait 3 dB. Cela demeure valide même pour des
fluctuations de phase plus importantes ou encore quand il existe des corrélations entre
différentes bandes latérales de bruit (par exemple en présence de bruits non-stationnaires).

2 Du bruit de phase à la variance d’Allan d’un oscillateur

Bruit de phase, bruit de fréquence et variance d’Allan d’un oscillateur sont reliés. Ces
liens importants dans le cadre métrologique de caractérisation d’une horloge ont été vus au
chapitre 5. Le schéma de la Fig. A.2 illustre les différentes lois d’échelle rencontrées pour
le bruit et les décrit mathématiquement.

3 Les transformées de Hankel

Le chapitre 6 exploite une transformation qui permet de rendre algébrique l’opérateur La-
placien transverse ∆⊥. Cette section est dédiée aux définitions et relations utiles à ce travail.
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Figure A.2 – Bruit de phase et variance d’Allan d’un oscillateur. Schéma
réalisé par E. Rubiola et publié sur son site internet http://rubiola.org.

http://rubiola.org
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3.1 Définitions

La transformée et son inverse

La transformée de Hankel d’ordre ν s’identifie à une transformée de Fourier qui serait uti-
lisée à deux dimensions avec une symétrie cylindrique. Elle est définie pour toute fonction
continue par morceaux, dérivable et intégrable sur l’intervalle R+ = [0,+∞[. Nous consi-
dérons typiquement des fonctions de carrés sommables sur cet intervalle. En prenant par
exemple g et h des fonctions de L2 (R+), on définit alors sur R+ la transformée de Hankel
d’ordre ν de g comme :

HTν

[
g
]
(k⊥) ,

∫
R+

g (r) Jν (k⊥ r) r dr (A.38)

et la transformée de Hankel inverse d’ordre ν de h comme :

HT−1
ν [h] (r) ,

∫
R+

h (k⊥) Jν (k⊥ r) k⊥ dk⊥ , (A.39)

avec Jν la fonction de Bessel du premier type d’ordre ν pour ν ≥ −1/2.

Orthogonalité des fonctions de Bessel

Les définitions réciproques précédentes sont rendues possibles grâce à la base orthogonale
formée par les fonctions de Bessel pour le produit scalaire suivant :∫

R+

Jν (k⊥ r) Jν
(
k′⊥ r

)
r dr =

δ
(
k⊥ − k′⊥

)
k⊥

, avec k⊥, k′⊥ > 0 . (A.40)

3.2 Transformations utiles dans ce travail

f (r) HT0
[
f
]
(k⊥)

1/r 1/k⊥
∆⊥g (r) −k2

⊥ · HT0
[
g
]
(k⊥)

e−a2 r2
e−k2

⊥ /4 a2
/2 a2{

1 si 0 < r < a
0 sinon

a
k⊥

J1 (a k⊥)

Tableau A.1 – Transformées de Hankel d’ordre 0 utilisées au chapitre 5.

Les transformations utilisées au chapitre 6 sont rassemblées dans le tableau A.1.
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3.3 Théorème de Parseval et Plancherel dans le domaine de Hankel

Nous avons évoqué d’une part le lien des transformées de Hankel avec les transformées
de Fourier à deux dimensions en géométrie cylindrique et d’autre part l’orthogonalité des
fonctions de Bessel. Le très utile théorème de Plancherel se généralise alors aux transfor-
mées de Hankel et, en supposant que ces dernières existent bien pour des fonctions f et g
à valeurs dans R+, il s’énonce ainsi :∫

R+

r dr f (r) · g (r) =

∫
R+

k⊥ dk⊥HTν

[
f
]
(k⊥) · HTν

[
g
]
(k⊥) . (A.41)

Son corollaire, le théorème de Parseval, permet d’écrire également :∫
R+

r dr | f (r)|2 =

∫
R+

k⊥ dk⊥
∣∣∣HTν

[
f
]
(k⊥)

∣∣∣2 . (A.42)

Ceci nous permet de jongler entre intégration dans le domaine de Hankel et intégration
pour la variable spatiale radiale r.

3.4 La fonction exponentielle intégrale

On définit la fonction E1 pour tout z ∈ C∗ avec Re (z) > 0 par l’intégrale suivante :

E1 (z) ,
∫ ∞

z

e− t

t
dt . (A.43)

Cette fonction n’est pas définie sur R− mais elle y admet toutefois un prolongement analy-
tique. Nous appelons cette fonction, la fonction exponentielle intégrale par abus de langage.
Elle est en fait reliée à la vraie fonction exponentielle intégrale des manuels de maths notée
usuellement Ei par la relation E1 (x) = −Ei (−x). La représentation de la fonction E1 sur
R+∗ est affichée à la Fig. A.3(a). On y observe les limites suivantes :

lim
x→0

E1 (x) = ∞ et lim
x→∞

E1 (x) = 0 . (A.44)

La fonction exponentielle intégrale E1 fait partie des fonctions plus générales En définies
par l’intégrale :

En (z) ,
∫ ∞

1

e−z t

tn dt pour n ∈ N et Re (z) > 0 . (A.45)

Les fonctions En sont reliées les unes aux autres par la relation de récurrence :

dEn (z)
dz

= −En−1 (z) avec n ≥ 1 , (A.46)
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Figure A.3 – Représentation des fonctions E1 (a) et En≥0 (b).

et on note que pour n = 0, l’intégration mène à l’expression :

E0 (z) = e−z/z . (A.47)

La figure A.3(b) montre l’allure de ces fonctions sur R+ pour n = 0 à 5 ainsi que pour
n = 10. On note le comportement suivant :

lim
x→0

En>1 (x) =
1

n − 1
et lim

x→∞
En (x) = 0 . (A.48)
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ANNEXE B

TRANSMISSION DES CORRÉLATIONS DE BRUIT DU
LASER PAR LES ATOMES DE CÉSIUM

Dans le cadre de l’élaboration d’une horloge CPT compacte et performante, nous avons
affirmé au chapitre 5 que le bruit d’intensité relatif du laser en incidence de la cellule de
césium était entièrement transmis après sa traversée (à 7% près d’après les résultats du
SyRTE [67]). Cette transmission des fluctuations relatives a conduit à définir la variance
du signal d’erreur d’horloge comme l’intégrale (5.25) sur le RIN de la somme cohérente
des deux modes. Nous avons en fait supposé que le RIN en jeu était celui de la somme
cohérente des modes mais ce choix n’a pas été justifié. En réalité, la différence essentielle
qui puisse advenir entre le calcul utilisant la moyenne de la somme cohérente

∣∣∣δ̃Ix + δ̃Iy

∣∣∣2
et celui utilisant la moyenne de la simple somme

∣∣∣δ̃Ix

∣∣∣2 +
∣∣∣δ̃Iy

∣∣∣2 provient des corrélations
entre les modes lasers. Se pose donc la question de la transmission des corrélations entre
les fluctuations sur les deux polarisations orthogonales du VECSEL bifréquence à travers
la cellule.

Dans cette annexe nous allons d’abord définir le système en double Λ utilisé dans le cé-
sium et les détails physiques de la cellule employée par nos partenaires. Les équations de
Bloch optiques permettent alors de décrire l’évolution de la matrice densité du système
en Λ équivalent. Ensuite, la propagation du champ de lumière dans la cellule est exami-
née en utilisant un traitement perturbatif. Enfin, la transmission des fluctuations et de leurs
corrélations est calculée.
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1 Du piégeage cohérent de population dans le césium aux
équations de Bloch optiques

Le diagramme d’énergie de la Fig. B.1 montre la transition D2 du césium qui nous intéresse
pour l’élaboration de l’horloge CPT utilisant un VECSEL bifréquence à 852 nm.

62S1/2

62P3/2

13 MHz

gF = 1/4
F = 4

gF = −1/4
F = 3

gF = 2/5
F = 5

gF = 4/15
F = 4

gF = 0
F = 3

gF = −2/3
F = 2

9.192 631 770 GHz

151 MHz

201 MHz

251 MHz

852 nm

Figure B.1 – Diagramme énergétique pour la transition D2 dans le césium
d’après [148]. Pour être visibles, les échelles de séparations ne sont par res-
pectées. L’écart des niveaux hyperfins au fondamental est une valeur exacte.
gF : facteur de Landé associé au moment cinétique total de l’atome F.

1.1 Double lambda dans la D2 et système à trois niveaux équivalent

La référence [65] a montré la possibilité d’obtenir des franges de Ramsey bien contrastées
grâce au système en double Λ de la Fig. B.2 (à gauche). Ce schéma d’excitation exploite,
comme on peut le voir sur la figure, deux ondes polarisées σ+ et deux ondes polarisées
σ− entre les sous-niveaux Zeeman de l’état excité possédant des nombres quantiques ma-
gnétiques mF = ±1. Grâce aux règles de sélection, cette configuration symétrique permet
d’éviter les fuites d’atomes dans les sous-niveaux Zeeman extrêmes |F = 4,mF〉 qui échap-
peraient alors à l’état noir et diminueraient ainsi le contraste. Les superpositions lumineuses
(σ+ + σ−) /

√
2 et (σ+ − σ−) /

√
2 sont en fait équivalentes à deux ondes polarisées linéai-

rement de façon orthogonale. Ce sont les modes polarisés dans les directions x et y du
VECSEL bifréquence. La partie droite de la Fig. B.2 illustre cette équivalence et fait appa-
raître les pulsations de Rabi Ωx = Ω31 et Ωy = Ω32. Ces pulsations de Rabi Ωx = d · Ex/~ et
Ωy = d · Ey/~ sont associées au couplage dipolaire des transitions par les champs lumineux
d’amplitudes complexes Ex et Ey, aux fréquences angulaires ωx et ωy. Le moment dipo-
laire des transitions concernées vaut d = 3, 797 × 10−29 C.m d’après la référence [148]. La
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|F = 3,mF = 0〉

|F = 4,mF = 0〉

|F′ = 3,mF = −1〉
|F′ = 3,mF = 0〉

|F′ = 3,mF = +1〉

σ+σ−

σ+−σ−
∆0

δR

|1〉

|2〉

|3〉

Ωx

Ωy

∆0

δR

γc

γ

γ

Γ∗/2

Γ∗/2

Γ0

Figure B.2 – Diagramme d’énergie du césium 133 à partir de son état fon-
damental |F = 3,mF = 0〉. À gauche : système en double lambda pour deux
faisceaux polarisés circulairement à gauche (σ−) et deux faisceaux polarisés
circulairement à droite (σ+). À droite : système en lambda équivalent pour
deux polarisations linéaires orthogonales de pulsations de Rabi Ωx et Ωy.
∆0 : désaccord à un photon, δR : désaccord Raman, γc : taux de relaxation
de la cohérence hyperfine, Γ0 : inverse de la durée de vie de la différence
de population entre les niveaux |1〉 et |2〉, Γ∗ : taux de relaxation du niveau
excité, γ : taux de relaxation de la cohérence du niveau excité.

figure définit aussi les paramètres physiques γ, γc, Γ∗, Γ0, δR et ∆0. Nous pouvons estimer
qu’après relaxation du niveau excité, la moitié des atomes se retrouve dans le niveau fon-
damental |1〉 et l’autre dans le niveau |2〉 de longue durée de vie (de l’ordre de la ms). Les
taux de relaxation en direction de ces deux niveaux sont équivalents et valent donc Γ∗/2.

1.2 La cellule de césium

La cellule de césium utilisée et élaborée au SyRTE est en Pyrex. Elle est cylindrique et
possède un diamètre de 2 cm pour une longueur de 1 à 5 cm. Un ou plusieurs gaz tam-
pons permettent de confiner les atomes de césium et accroître leur temps de diffusion vers
les parois. Le mélange de gaz tampons est judicieusement choisi de façon à rendre aussi
faible que possible la dépendance en température du décalage en fréquence de la transition
RF [76]. Cette cellule est placée à l’intérieur d’un solénoïde qui crée un champ magnétique
directeur en son sein. De plus, une régulation en température et un blindage magnétique as-
surent la stabilité de l’environnement des atomes de césium. Dans les conditions de travail,
les taux de relaxations et les pulsations de Rabi vérifient la hiérarchie suivante :

γc � ||Ωx,y|| � Γ∗ . (B.1)
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En effet, nous avons γc/2 π = 30 Hz pour les cohérences hyperfines et Γ∗/2 π = 3 GHz
pour la relaxation du niveau excité. La valeur de la fréquence de Rabi se calcule de la
façon suivante :

Ωx,y

2 π
=

d
h

√
Ix,y

2 ε0 c0
, (B.2)

avec h la constante de Planck et Ix,y l’intensité lumineuse des modes lasers x ou y. On
trouve bien pour un éclairement typique de 0.5 mW.cm−2 une fréquence de Rabi de l’ordre
de 2 MHz, c’est-à-dire grande devant γc et faible devant Γ∗.

La vapeur de césium contenue dans la cellule est en équilibre avec sa phase liquide. Il s’agit
donc d’une vapeur saturée utilisée à la température ambiante. La référence [148] donne la
valeur de la pression de vapeur saturante du césium : Psat (300 K) = 2 × 10−6 torr. On peut
supposer que la vapeur saturante de césium se comporte approximativement comme un gaz
parfait et estimer sa densité nCs à :

nCs =
Psat

kB T
' 6 × 1016 at/m3 . (B.3)

1.3 Équation de Liouville Von-Neumann

Les équations vont être écrites dans le référentiel de l’onde tournante et dans l’approxima-
tion séculaire, c’est-à-dire que nous allons négliger les termes oscillant rapidement. Nous
considérons les éléments de la matrice densité ρi j avec (i, j) = 1, 2, 3 pour les trois états dé-
crits précédemment. En notant ρi j ces quantités dans le référentiel tournant à la fréquence
du champ lumineux à deux composantes, il vient :

ρii = ρii , (B.4)

ρ21 = ρ21 · e−i((ωx−ωy) t+φx−φy) , (B.5)

ρ31 = ρ31 · e−i(ωx t+φx) , (B.6)

ρ32 = ρ32 · e−i(ωy t+φy) . (B.7)

Rappelons que φx et φy sont les phases des champs lumineux polarisés linéairement dans
des directions orthogonales. L’expression du Hamiltonien atomique vu à la section 2.3 du
chapitre 2 donne dans le référentiel de l’onde tournante :

Ĥ0 = ~ ·


0 0 0
0 −δR 0
0 0 ∆0

 , (B.8)
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en définissant l’échelle d’énergie par rapport au niveau |1〉. Quant au Hamiltonien de l’in-
teraction dipolaire électrique, il devient :

ĤI = −~ ·


0 0 Ω∗x
0 0 Ω∗y

Ωx Ωy 0

 . (B.9)

Les contributions dissipatives pour les atomes de césium sont résumées dans l’opérateur
suivant :

D (ρ) =


Γ∗

2 ρ33 − Γ0 (ρ11 − ρ22) −γc ρ12 −γ ρ13

−γc ρ21
Γ∗

2 ρ33 − Γ0 (ρ22 − ρ11) −γ ρ23

−γ ρ31 −γ ρ32 −Γ∗ ρ33

 . (B.10)

Tous les termes précédents permettent de décrire la dynamique des atomes une fois rassem-
blés dans l’équation de Liouville – Von-Neumann, exprimée dans le référentiel de l’onde
tournante :

dρ
dt

=
1
i ~

[
Ĥ0 + ĤI , ρ

]
+D (ρ) . (B.11)

1.4 Équations de Bloch optiques

Les équations de Bloch optiques se déduisent de l’expression (B.11) et vérifient :

˙ρ11 = 2 Ωx · Im (ρ31) +
Γ∗

2
ρ33 − Γ0 (ρ11 − ρ22) (B.12)

˙ρ22 = 2 Ωy · Im (ρ32) +
Γ∗

2
ρ33 − Γ0 (ρ22 − ρ11) (B.13)

˙ρ33 = 2 Ωx · Im (ρ13) + 2 Ωy · Im (ρ23) − Γ∗ ρ33 (B.14)
˙ρ31 = i Ωx (ρ33 − ρ11) − i Ωy ρ21 − (γ + i ∆0) ρ31 (B.15)
˙ρ32 = i Ωy (ρ33 − ρ22) − i Ωx ρ12 − (γ + i (∆0 + δR)) ρ32 (B.16)
˙ρ21 = −i Ωy ρ31 + i Ωx ρ23 − (γc + i δR) ρ21 . (B.17)

Une résolution purement numérique de ces équations différentielles couplées non-linéairement
permettrait de simuler la dynamique de population des états du césium induite par le champ
lumineux dans la cellule. Cependant, nous allons voir qu’une approche perturbative de
l’équation de Liouville – Von-Neumann (B.11) offre une dérivation analytique particuliè-
rement intéressante.
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2 Transmission du bruit et des corrélations du VECSEL
bifréquence

La propagation du champ lumineux à travers la cellule de césium dépend de l’état du
milieu à un instant donné, qui change au gré de leur interaction mutuelle. Nous allons voir
comment en tenir compte.

2.1 Propagation dans la cellule de césium

Un champ électrique E (r, t) dans un milieu de polarisation P (r, t) se propage selon l’équa-
tion de Maxwell :

∆E −
1
c2

0

∂t2E = µ0 ∂t2P , (B.18)

avec µ0 la perméabilité magnétique du vide. Pour un champ se propageant dans la direction
+z, il est d’usage d’introduire les amplitudes complexes du champ électrique E et de la
polarisation P :

E (r, t) =
∑
i=x,y

Ei (r, t) e−iωi(t−z/c0)ui + c.c. , (B.19)

P (r, t) =
∑
i=x,y

Pi (r, t) e−iωi(t−z/c0)ui + c.c. , (B.20)

avec
(
ux,uy

)
des vecteurs unitaires. Les échelles de temps variant à la pulsation optique ωi,

proche de la pulsation centrale ωl, sont alors dissociées des échelles bien plus lentes de va-
riation de l’amplitude complexe. Les échelles de longueur de l’ordre de la longueur d’onde
sont bien plus courtes que les distances typiques de variations de l’amplitude complexe, ce
qui se traduit par l’approximation suivante :

∂z � ωl/c0 et ∂t � ωl . (B.21)

En considérant ces hypothèses d’enveloppe lentement variable, on peut alors ré-exprimer
l’équation de Maxwell précédente de la façon suivante :

(∂t + c0 ∂z)Ex,y = i
ωi

2 ε0
Px,y , (B.22)

où le ε0 se réfère à la permittivité diélectrique du vide. Notons que l’approximation pa-
raxiale nous permet de supposer que les amplitudes complexes ne dépendent que de la
variable spatiale z (et du temps t bien entendu).

On se place désormais dans le domaine de Fourier, avec la notation ·̃ pour la transformée
de Fourier et ω la variable conjuguée au temps t. La polarisation du milieu homogène et
isotrope peut s’exprimer comme le produit entre la susceptibilité χ du milieu et le champ
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électrique dans le domaine de Fourier, de sorte que :

P̃x,y (z, ω) = ε0 · χ (z, ω) · Ẽx,y (z, ω) . (B.23)

Or la susceptibilité diélectrique d’un milieu est directement reliée à la cohérence atomique
des dipôles qui le constituent. On peut finalement écrire, sur chaque composante i = (x, y)
et dans le référentiel de l’onde tournante définie plus haut, l’équation de propagation des
pulsations de Rabi comme :

(−iω + c0 ∂z) Ω̃i (ω, z) = i c0 · ηi · ρ̃3i (ω, z) avec ηi =
ωi d2 nCs

2 ε0 c0 ~
. (B.24)

Nous avons sciemment omis la barre dans l’écriture de la transformée de Fourier ρ̃3i
1 prise

pourtant dans le référentiel tournant afin d’alléger les notations. Nous ferons de même
pour le reste de cette annexe. Également, nous considérons la condition de résonance à un
photon ∆0 = 0 toujours vérifiée dans la suite. Maintenant que nous avons l’équation (B.24)
de propagation des champs, revenons à l’interaction lumière-matière.

2.2 Approche perturbative

Considérons les pulsations de Rabi constituées de leur valeur moyenne sur lesquelles de
petites fluctuations sont induites par le bruit d’intensité du VECSEL bifréquence en inci-
dence sur la cellule de césium :

Ωi (t) = Ω
(0)
i + δΩi (t) avec ||δΩi|| � ||Ω

(0)
i || . (B.25)

Un traitement perturbatif permet alors d’exprimer l’équation de Liouville – Von-Neumann
(B.11) à l’ordre le plus bas pour l’interaction entre les atomes et le champ moyen à une
profondeur z fixée dans la cellule :

0 =
1
i ~

[
Ĥ0 + Ĥ1, ρ

(0)
]

+D
(
ρ(0)

)
avec

∑
i j

ρ(0)
i j = 1 . (B.26)

avec le Hamiltonien d’interaction dipolaire Ĥ1 correspondant au Hamiltonien (B.9) dans
lequel on utilise seulement les valeurs moyennes Ω

(0)
x,y des pulsations de Rabi. Une réso-

lution analytique de cette équation, nous donne les éléments ρ(0)
i j de la matrice densité à

l’ordre 0.

1. Notons qu’un autre raccourci est pris pour désigner ρ31 et ρ32 avec respectivement i = x ou y.
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Saturation à résonance

On se place dans une situation de résonance à deux photons, c’est-à-dire avec un désaccord
Raman nul (δR = 0). On suppose en outre que les champs de pompes sont équilibrés dans
les deux polarisations si bien que Ω

(0)
x = Ω

(0)
y = Ω(0). Dans ces conditions, les populations

des niveaux fondamentaux sont sensiblement les mêmes ρ(0)
11 = ρ(0)

22 ' 1/2 alors que le
niveau excité est dépeuplé ρ(0)

33 ' 0. Alors, en définissant le paramètre de saturation :

si (z) =
2 |Ω(0)

i |
2

γc γ
·

(Γ∗ + 3 γc)
Γ∗

'
γc�Γ∗

2 |Ω(0)
i |

2

γc γ
, (B.27)

pour la polarisation i = (x, y), l’équation de Maxwell (B.24) pour la propagation se réduit
à l’équation différentielle suivante :

dsi

dz
= −

ηi

γ
·

si

1 + si
. (B.28)

Pour obtenir cette équation différentielle, ρ(0)
13 a été remplacée dans l’équation de Max-

well (B.24) grâce à la résolution analytique que l’on a évoquée au paragraphe précédent.
Cette équation (B.28) s’écrit aussi après intégration jusqu’à la sortie en z = L de la cellule :

ln
(

si (L)
si (0)

)
+ (si (L) − si (0)) = −ηiL /γ . (B.29)

Le premier terme du membre de gauche correspond à l’absorption linéaire du milieu, tandis
que le second traduit une non-linéarité causée par la saturation.

La fonction de Lambert W permet d’exprimer les solutions de l’équation différentielle (B.28)
afin de connaître, à une profondeur z donnée dans la cellule, la valeur du paramètre de sa-
turation (et donc de l’amplitude de l’enveloppe complexe du champ de lumière) :

si (z) = W
[
si (0) · exp

(
−
ηi z
γ

+ si (0)
)]
. (B.30)

L’allure du paramètre de saturation en fonction de la profondeur de cellule traversée est
donnée à la Fig. B.3 pour différentes valeurs initiales si (0) correspondant à plusieurs va-
leurs de Ω

(0)
i . Les faibles flux lumineux incidents s’associent à une absorption linéaire, que

l’on remarque davantage à l’aide de l’échelle de la Fig. B.3(b). D’après l’équation (B.29),
la pente avec cette échelle lin-log est dans ce cas là −ηi/γ ' −3.9 cm−1, quelque soit le
flux lumineux. Un tel régime d’absorption linéaire est également atteint une fois une cer-
taine épaisseur du milieu parcourue à des valeurs du flux lumineux incidents plus élevées,
comme nous pouvons le constater avec ce comportement asymptotique (à z grand) de pente
en −3.9 cm−1 sur toutes les courbes de la Fig. B.3(b). Avant d’atteindre ce régime d’absorp-
tion linéaire, c’est la saturation qui l’emporte et cette saturation est d’autant plus importante
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Figure B.3 – Paramètre de saturation normalisé par rapport à sa valeur ini-
tiale en fonction de l’épaisseur de cellule traversée pour différentes valeurs
de la fréquence de Rabi Ω(0)/2 π. (a) est en échelle log-lin et (b) en lin-log.

que le flux incident est élevé. C’est pourquoi la pente en échelle lin-log dépend aux faibles
profondeurs de Ω(0).

Nous avons donc compris comment se passait la transmission de l’intensité lumineuse
moyenne à résonance. Il nous faut compléter la description par la transmission hors réso-
nance.

Transmission de l’intensité moyenne

Le paramètre de saturation défini dans l’équation (B.27) devient très petit (si (0) � 1) à la
condition que Ω

(0)
i �

√
γc γ/2, donc aux fréquences de Rabi inférieures à 370 kHz. Dans

cette condition ou encore lorsque l’on se situe suffisamment loin des résonances atomiques
δR , 0, on peut considérer le milieu comme peu épais et négliger l’influence réciproque des
atomes et du champ en ne considérant que l’action du champ sur les atomes. La réponse des
atomes à l’excitation est alors linéaire et on peut supposer que la susceptibilité diélectrique
χ(0)

i ne dépend pas de la position z, si bien que :

dΩ
(0)
i

dz
= i ηi · ρ

(0)
3i (z) = i

π

λi
χ(0)

i ·Ω
(0)
i (z) . (B.31)

Avec une telle absorption linéaire, il vient immédiatement la loi de Beer-Lambert suivante
pour la propagation de l’intensité lumineuse moyenne :

I(0)
i (z) = I(0)

i (0) × exp
(
−

2 π
λi

Im
(
χ(0)

i

)
· z

)
. (B.32)

La figure B.4(a) permet de visualiser la finesse d’une résonance sub-naturelle induite par
CPT. On voit en effet apparaître un pic de transmission lorsque la condition d’accord à
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Figure B.4 – Transmission de l’intensité moyenne avec un déséquilibre de
puissance entre les deux polarisations (2/3 sur x et 1/3 sur y) (a) en fonction
du désaccord Raman, (b) en fonction de la pulsation de Rabi incidente (avec
dans ce cas δR = 0).

deux photons est réalisée (δR = 0) à l’intérieur de la large absorption due aux transitions
optiques de la D2. Pour obtenir cette figure, la réponse des atomes au champs à δR , 0 est
encore issue de la résolution de l’équation (B.26). En balayant à δR = 0 la puissance en
incidence sur la cellule, on voit apparaître à la Fig. B.4(b) une transition s’initier quand la
fréquence de Rabi atteint 370 kHz. L’intensité transmise par la cellule de 5 cm d’épaisseur
est grosso-modo en forme de marche d’escalier avec une très faible transmission sous les
370 kHz et une transmission totale bien au-dessus. On retrouve alors la forte transparence
caractéristique du CPT à résonance.

Passons à l’ordre supérieur dans notre traitement perturbatif.

Transmission des fluctuations d’intensité

À l’ordre 1, nous définissons une matrice densité ρ(1) représentant les fluctuations de popu-
lation et des cohérences en présence d’une fluctuation du champ. Dans un premier temps,
nous n’autorisons une fluctuation que sur l’une des polarisations, disons x. L’équation de
Liouville– Von-Neumann B.11 s’écrit à l’ordre 1 :

− iω ρ̃(1) =
1
i ~

([
Ĥ0 + ĤI , ρ̃

(1)
]

+
[
Ĥ2, ρ̃

(0)
])

+D
(
ρ̃(1)

)
avec

∑
i j

ρ̃(1)
i j = 0 . (B.33)

Nous avons introduit ici le Hamiltonien d’interaction dipolaire avec les fluctuations :

Ĥ2 = −~ ·


0 0 δ̃Ω

∗

x

0 0 0
δ̃Ωx 0 0

 . (B.34)
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En présence d’intensités moyennes équilibrées sur les deux polarisations et avec une condi-
tion de résonance à deux photons vérifiée, les solutions de cette équation sont analytiques.
On trouve :

ρ̃(1) =
−~

2 Ω(0)2
− ω (i γ + ω)

·


−Ω(0) Re

(
δ̃Ωx

)
i Ω(0) Im

(
δ̃Ωx

)
−ω δ̃Ω

∗

x/2
−i Ω(0) Im

(
δ̃Ωx

)
Ω(0) Re

(
δ̃Ωx

)
ω δ̃Ω

∗

x/2
ω δ̃Ωx/2 −ω δ̃Ωx/2 0

 . (B.35)

Dans ces solutions, nous remarquons que :

ρ̃(1)
i j (ω) =

i, j
ρ̃(1)∗

i j (−ω) et ρ̃(1)
31 = −ρ̃(1)

32 . (B.36)

Les fluctuations des cohérences atomiques étant proportionnelles à δ̃Ωx, nous pouvons fa-
cilement les propager à travers la cellule grâce à l’équation (B.24). Cela donne :

δ̃Ωx (ω, z) = δ̃Ωx (ω, 0) · exp

iωc z + i
π

λx

∫ z

0
dξ

ω

4
∣∣∣Ω(0)

∣∣∣2 (ξ) − 2ω (i γ + ω)

 . (B.37)

L’intégration dans la fonction exponentielle est effectuée numériquement grâce à l’expres-
sion de

∣∣∣Ω(0)
∣∣∣2 (ξ) provenant de l’équation (B.30). Il suffit de tirer profit de la deuxième

remarque de l’assertion (B.36) pour relier la propagation des fluctuations induites sur la
polarisation y à celle des fluctuations sur la polarisation x :

(−iω + c ∂z) δ̃Ωy (ω, z) = i c · ηy · ρ̃
(1)
32 =

−ηy

ηx
· (−iω + c ∂z) δ̃Ωx (ω, z) . (B.38)

À partir de là, la condition initiale (dans cette situation) δ̃Ωy (ω, 0) = 0 permet d’aboutir à :

δ̃Ωy (ω, z) =
−ηy

ηx
·

[
δ̃Ωx (ω, z) − δ̃Ωx (ω, 0) · exp

(
i
ω

c
z
)]
. (B.39)

Si maintenant, à l’inverse, nous n’autorisons des fluctuations que sur la polarisation y alors :

Ĥ2 = −~ ·


0 0 0
0 0 δ̃Ω

∗

y

0 δ̃Ωy 0

 . (B.40)

En effectuant exactement le même travail de résolution, il vient :

ρ̃(1)
(
δ̃Ωy

)
= ρ̃(1)

(
−δ̃Ωx

)
. (B.41)
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Ceci permet en définitive d’établir la matrice de transfert des fluctuations des pulsations de
Rabi à travers la cellule de césium : δ̃Ωx (ω, z)

δ̃Ωy (ω, z)

 =

(
Txx (ω, z) Txy (ω, z)
Tyx (ω, z) Tyy (ω, z)

)  δ̃Ωx (ω, 0)
δ̃Ωy (ω, 0)

 , (B.42)

où

Tii (ω, z) = exp
(
i
ω

c
z
)
· exp

i πλi

∫ z

0
dξ

ω

4
∣∣∣Ω(0)

∣∣∣2 (ξ) − 2ω (i γ + ω)

 , (B.43)

Ti j (ω, z) = −
λ j

λi
exp

(
i
ω

c
z
)
·

exp

i πλ j

∫ z

0
dξ

ω

4
∣∣∣Ω(0)

∣∣∣2 (ξ) − 2ω (i γ + ω)

 − 1

 , (B.44)

pour i , j ∈ (x, y) et avec λx,y les longueurs d’onde des transitions optiques 1, 2↔ 3.
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Figure B.5 – Fonction de transfert |Txx ( f , z)|2 de la DSP (a) et des cova-
riances croisées

∣∣∣Txy ( f , z)
∣∣∣2 (b) obtenues avec les équations (B.43) et (B.44).

Ce transfert par la cellule de césium est estimé à une profondeur z = 1 cm et
un éclairement incident total de 500 µW.cm−2.

Ces fonctions de transfert de bruit de la cellule sont représentées à la Fig. B.5. Nous ob-
servons en (a) que le milieu se comporte tel un filtre coupe-bande pour la transmission du
bruit sur une polarisation et tel un filtre passe-bande pour la transmission croisée du bruit
d’une polarisation sur l’autre polarisation. Dans l’expression analytique des fonctions de
transfert, il n’est pas évident de mettre le doigt sur les fréquences de coupure correspon-
dantes car Ω(0) (z) possède une dépendance non triviale vis à vis des fréquences typiques γc,
Γ∗, γ et Ω(0) (0). Toutefois une analyse graphique permet d’identifier une première coupure
qui évolue dans nos conditions (milieu mince) comme

∣∣∣Ω(0)
∣∣∣2 /γ et une seconde comme

γ. Notons que le taux de relaxation des cohérences γ est limité par le temps de vie des
atomes dans l’état excité, si bien que γ = Γ∗/2. C’est tout du moins la valeur considérée
dans la référence [77] et que nous avons adoptée. Ainsi, la première coupure se produit
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à environ 1 kHz alors que la seconde délimite la bande passante des transitions optiques
d’environ 1.5 GHz. En fait, la première fréquence de coupure peut être mise en relation
avec la largeur typique de la raie CPT dont l’expression figure dans la référence [65] :

∆ω =
2 γc
√

1 + S
·

√
1 + 3 S +

Γ∗

γc
S ∗ ·

√
1 +

Γ∗

γc
S ∗ , (B.45)

avec les paramètres S et S ∗ définis comme :

S =
Ω2

x ·Ω
2
y(

Ω2
x + Ω2

y

)
· Γ∗2/4

et S ∗ =
Ω2

x/2 + Ω2
y/2

Γ∗2
. (B.46)

Or dans nos conditions de travail (B.1), nous avons S � 1, Γ∗/γc � 1 et Ωx ' Ωy ' Ω(0).
Par conséquent, la largeur CPT est réduite à ∆ω ' Ω(0)2

/Γ∗, soit environ 6·103 rad.s−1. Nous
proposons donc l’interprétation suivante. Dans la bande passante du mécanisme CPT, les
fluctuations d’intensité lumineuse d’une polarisation à résonance sont parfaitement trans-
mises par les atomes. L’état noir est immunisé de l’interaction dipolaire. Quand la bande
passante CPT est dépassée, c’est la largeur de la transition optique qui prend le relais. Un
photon issu d’une fluctuation d’intensité sur une polarisation va être absorbé par un atome
qui passera à l’état excité. La polarisation croisée va alors potentiellement interagir avec
cet atome dans l’état excité. On a ainsi transmission du bruit à la polarisation croisée. Pour
des fréquences de bruit allant au-delà des transitions optiques, les atomes ne voient pas les
fluctuations trop rapides et le milieu devient transparent au bruit.

Observons par ailleurs que la largeur CPT ∆ω est proportionnelle à l’intensité lumineuse.
Comme il est important de ne pas trop élargir la résonance, les horloges CPT fonctionnent
à très basse intensité au détriment de l’amplitude du signal. L’interrogation de type Ramsey
présentée au chapitre 2 permet alors de contourner ce problème en imposant une largeur
de frange donnée par le temps d’évolution libre uniquement, qui lui est indépendant de
l’intensité.

Dans la discussion concernant l’interprétation, nous n’avons pas fait intervenir les corré-
lations initiales entre les champs lumineux avant propagation. Il nous faut, pour conclure,
rajouter cet ingrédient.

2.3 Transmission des bruits d’intensités relatifs et leurs corrélations

Nous voulons d’abord relier une fluctuation de la pulsation de Rabi à une fluctuation de
l’intensité puisque, au final, il s’agit de la quantité mesurée. Pour cela, notons qu’une fluc-
tuation d’intensité est, en fait, reliée à une fluctuation de l’amplitude de l’enveloppe du
champ selon :

δIi (t) ≡ δ |Ei (t)|2 ' 2 ·
∣∣∣E(0)

i

∣∣∣ · δEi (t) . (B.47)
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Nous obtenons donc la relation :

δĨi (ω, z) = 4
ε0 c0 ~2

d2 ·
∣∣∣Ω(0)

i (z)
∣∣∣ · δΩ̃i (ω, z) . (B.48)

Par conséquent, il faut aussi tenir compte de la propagation de la valeur moyenne de la
pulsation de Rabi à l’ordre 0 avant de tirer profit de la matrice (B.42) de transfert de bruit
par la cellule. Il s’ensuit que la fonction de transfert du bruit d’intensité par la cellule
vérifie :(

δ̃Ix (ω, z)
δ̃Iy (ω, z)

)
=

(
Txx ·

∣∣∣Ω(0)
x (z) /Ω(0)

x (0)
∣∣∣ Txy ·

∣∣∣Ω(0)
x (z) /Ω(0)

y (0)
∣∣∣

Tyx ·
∣∣∣Ω(0)

y (z) /Ω(0)
x (0)

∣∣∣ Tyy ·
∣∣∣Ω(0)

y (z) /Ω(0)
y (0)

∣∣∣
) (

δ̃Ix (ω, 0)
δ̃Iy (ω, 0)

)
. (B.49)

Rappelons que la fonction de corrélation entre les bruits d’intensité des deux modes lasers
Θi j est définie d’après le spectre du produit croisée suivant :

〈
δ̃Ii (ω, z) · δ̃I j

∗
(ω, z)

〉
= Θi j (ω, z) ×

√〈∣∣∣δ̃Ii (ω, z)
∣∣∣2〉 · 〈∣∣∣δ̃I j (ω, z)

∣∣∣2〉 . (B.50)

On considère en incidence de la cellule de césium deux polarisations d’intensités équili-
brées, satisfaisant les conditions de résonance à 1 et 2 photons (∆0 = 0 et δR = 0) et de
RINs égaux. Pour une valeur des corrélations Θi j (ω, z = 0) donnée en entrée, le bruit rela-
tif d’intensité du mode laser i = (x, y) est transmis à la profondeur z de la cellule avec une
fonction de transfert :

TRINi (ω, z) ,
RINi (ω, z)
RINi (ω, 0)

= |Tii (ω, z)|2+
∣∣∣Ti j (ω, z)

∣∣∣2+2 Re
[
Tii (ω, z) · T ∗i j (ω, z) · Θi j (ω, 0)

]
.

(B.51)
La figure B.6 représente les spectres de cette fonction de transfert de bruit prise après une

propagation de 1 cm dans la vapeur de césium pour plusieurs valeurs des corrélations en
entrée de cellule (a) en phase et (b) en opposition de phase. Pour des bruits d’intensité
complètement décorrélés, la situation est telle que l’on a décrit précédemment, avec une
diminution dans la plage de fréquences au-delà de la bande passante CPT où l’absorption
des transitions optiques redistribue les bruits à la polarisation croisée. Lorsque l’on aug-
mente l’amplitude des corrélations en phase des modes lasers incidents, l’absorption des
transitions optiques va redistribuer le bruit à la polarisation croisée mais celui qui pro-
vient justement de la polarisation croisée va alors venir s’additionner en phase, interférer
constructivement. Ainsi, lorsque l’on tend vers une situation de bruits totalement corrélés
en phase, la transmission du RIN devient totale sur l’ensemble du spectre. Quand, en re-
vanche, les corrélations sont en opposition de phase, les bruits de la polarisation croisée
viennent se soustraire, interférer destructivement. Dans la plage entre le kHz et le GHz, on
observe alors une nette diminution de la transmission de bruit d’intensité. Dans tous les cas,
il faut noter que dans la plage de fréquences du mécanisme CPT, la nature des corrélations
n’a pas d’influence sur la transmission de bruit.
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Figure B.6 – Spectres de la fonction de transfert du RIN d’un mode laser
après une propagation de 1 cm dans la vapeur de césium (équation B.51).
(a) Spectres obtenus pour différentes valeurs de corrélations en phase des
modes lasers à l’entrée de la cellule Θxy (ω, 0). (b) Spectres obtenus pour
des corrélations en opposition de phase. Les conditions de résonance sont
vérifiées (∆0 = 0 et δR = 0) et les intensités et DSP de bruit des deux
modes sont équilibrés. L’éclairement total en incidence de la cellule est de
500 µW.cm−2.
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Figure B.7 – Spectres de la fonction de transfert des corrélations des modes
lasers après une propagation de 1 cm dans la vapeur de césium (équa-
tion B.52). (a) Spectres obtenus pour différentes valeurs de corrélations en
phase des modes lasers à l’entrée de la cellule. (b) Spectres obtenus pour des
corrélations en opposition de phase. Les conditions de résonance sont véri-
fiées (∆0 = 0 et δR = 0) et les intensités et DSP de bruit des deux modes sont
équilibrés. L’éclairement total en incidence de la cellule est de 500 µW.cm−2.

Pour l’évolution au cours de la propagation dans la cellule de césium des corrélations de
bruit d’intensité, nous démontrons l’expression suivante :

Θi j (ω, z) =
Tii · T ∗ji + Ti j · T ∗j j + Tii · T ∗j j · Θi j (ω, 0) + Ti j · T ∗ji · Θ

∗
i j (ω, 0)√

TRINi (ω, z) · TRIN j (ω, z)
. (B.52)
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La figure B.7 affiche les spectres de cette fonction de transfert des corrélations de bruit
après propagation dans la vapeur de césium pour plusieurs valeurs des corrélations en en-
trée de cellule (a) en phase et (b) en opposition de phase. Il apparaît que dans la plage de
fréquences hors CPT et dans la fenêtre de l’absorption optique, les corrélations entre les
modes augmentent significativement (en dehors des cas particuliers de corrélations totales
où les corrélations demeurent identiques après propagation). Même si les bruits ne sont pas
corrélés en entrée, ils le deviennent dans cette plage de fréquence. Cela s’explique par la
redistribution du bruit déjà évoquée, due aux atomes qui transitent par l’état excité qui est
couplé aux deux modes lasers.
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kowska, K. Gołaszewska-Malec, K. Michalak et J. Muszalski, « Highly efficient
heat extraction by double diamond heat-spreaders applied to a vertical external ca-
vity surface-emitting laser », Optical and Quantum Electronics 49, 287 (2017) (cf.
p. 144, 145).

[117] Y. G. Zhao et J. G. McInerney, « Transient temperature response of vertical-cavity
surface-emitting semiconductor lasers », IEEE Journal of Quantum Electronics 31,
1668–1673 (1995) (cf. p. 145).

http://dx.doi.org/10.1063/1.1924868
http://dx.doi.org/10.1063/1.1924868
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physleta.2007.11.007
http://dx.doi.org/https://doi.org/10.1016/j.physleta.2007.11.007
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.83.34
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRev.83.34
http://dx.doi.org/10.1115/1.2911404
http://dx.doi.org/10.1038/nmat4574
http://dx.doi.org/10.1063/1.1665833
http://dx.doi.org/10.1063/1.1665833
http://dx.doi.org/10.1063/1.1665834
http://dx.doi.org/10.1002/pssb.2221060102
http://dx.doi.org/10.1002/pssb.2221060102
https://fr.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/13371-hankel-transform
https://fr.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/13371-hankel-transform
http://dx.doi.org/10.1007/s11082-017-1129-x
http://dx.doi.org/10.1109/3.406381
http://dx.doi.org/10.1109/3.406381


BIBLIOGRAPHIE 247

[118] M. E. Innocenzi, H. T. Yura, C. L. Fincher et R. A. Fields, « Thermal modeling
of continuous-wave end-pumped solid-state lasers », Applied Physics Letters 56,
1831–1833 (1990) (cf. p. 146).

[119] J.-R. Champeau, R. Carpentier et I. Lorgeré, Ondes lumineuses : propagation,
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Titre : Propriétés de bruit et dynamique de lasers à semiconducteurs en régime d’émission bifréquence pour
l’optique micro-ondes et la métrologie

Mots clés : Dynamique et bruit de laser, lasers à semiconducteurs, horloges atomiques CPT, asservissements
opto-électroniques, effets thermo-optiques, optique micro-ondes

Résumé : L’émission cohérente de deux fréquences
optiques présentant un battement radio-fréquence
accordable trouve son application dans les liaisons
opto-hyperfréquences, utiles aux radars ou radio-
télescopes, mais également dans le domaine de
la métrologie avec le déport optique de références
temps-fréquence ultra-stables. Grâce à un cristal
biréfringent à l’intérieur de leur cavité, les lasers à
semiconducteurs de type VECSEL (vertical-external-
cavity surface-emitting lasers) permettent de générer
deux faisceaux corrélés de bonne pureté spectrale,
avec une différence de fréquence accordable et pola-
risés linéairement dans des directions orthogonales.
De telles sources lasers ont été développées à la lon-
gueur d’onde de la transition D2 du césium dans le
but d’élaborer une horloge atomique exploitant une
résonance par CPT (coherent population trapping).
L’objectif est de proposer un compromis inédit entre
performance et compacité. En plus de caractériser
les bruits (intensité et phase) de ces sources lasers,
nous exploitons la modélisation de leur dynamique
grâce à des équations d’évolution couplées pour mi-

nimiser dans un premier temps le transfert de bruit
provenant de la pompe et optimiser dans un second
temps leur asservissement. Une nouvelle architec-
ture de la pompe optique produisant deux faisceaux
corrélés est mise en place pour cette minimisation. La
contribution du niveau de bruit mesuré à l’instabilité à
court terme de l’horloge CPT est ensuite prédite. Aux
basses fréquences, le spectre de bruit de phase du
battement généré par le VECSEL bifréquence est do-
miné par des effets thermo-optiques, principalement
causés par le bruit de la pompe. Nous établissons
un modèle tenant compte des détails microscopiques
du milieu à gain, de l’anisotropie de la diffusion de
chaleur, des effets de lentille thermique ou encore
des fluctuations thermodynamiques. Nous analysons
la matrice de covariance spectrale des bruits d’inten-
sité. Les modes propres des fluctuations sur les po-
larisations croisées sont alors comparés aux modes
symétriques et anti-symétriques. Enfin, une méthode
est élaborée pour obtenir une caractérisation et un
tri des processus non-stationnaires de bruit parti-
culièrement présents aux basses fréquences.

Title : Dynamics and noise properties of dual-frequency semiconductor lasers for microwave photonics and
metrology

Keywords : Laser noise and dynamics, semiconductor lasers, CPT atomic clocks, opto-electronic servo-loops,
thermo-optic effects, dual-frequency lasers

Abstract : Coherent emission of two optical tones
with a radiofrequency (RF) tunable beatnote can spur
many microwave photonics applications. Indeed, it
can be useful for radars, remote sensing, or in the
metrological context of ultra-stable RF frequency stan-
dards. A birefringent crystal can be inserted inside the
external cavity of a VECSEL (vertical-external-cavity
surface-emitting lasers) to produce a tunable very
low-noise RF beatnote out of two orthogonal linear
polarizations. Such dual-frequency semiconductor la-
sers operating along the D2 line of cesium have been
developed for CPT (coherent population trapping) ato-
mic clocks. The development of these clocks corres-
ponds to a need to find a trade-off between size and
performance. First, intensity and RF beatnote phase
noise investigations in these dual-frequency VEC-
SELs are reported. A model based on coupled rate
equations allows us to find minimization strategies for
the noise transfer from the pump to the laser thanks
to a new pumping architecture, which produces two

correlated pump spots to feed the laser modes. The
laser dynamics is then optimized for efficient noise
active suppression. We predict a contribution to the
short term relative frequency stability of the CPT clock
compatible with an Allan deviation of 5× 10−13 at 1 s.
Pump induced thermo-optic effects are dominating
the low-frequency part of the dual-frequency VEC-
SEL beatnote phase noise spectrum and require to
be better understood. A new thermal model is thus
established. This model takes into account the details
of the gain medium, heat diffusion spatial anisotropy,
thermal lens effects and also thermodynamic fluctua-
tions. Besides, an analysis of the spectral intensity
noise covariance matrix is initiated. We evidence that
the eigen modes of the cross-polarized intensity fluc-
tuations are close to in-phase and anti-phase noise
mechanisms. Eventually, we elaborate a novel cha-
racterization and ranking method for non-stationary
noises, which are often related to low-frequency spu-
rious peaks.
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