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"An approximate answer to the right problem is worth a good deal
more than an exact answer to an approximate problem."

John Tukey
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Résumé

L’influence de la convection naturelle lors du changement de phase solide-liquide est trai-
tée dans ce travail de thèse. La configuration géométrique considérée tout au long de cette
étude à été choisie de manière à correspondre au creuset du montage expérimental de ré-
férence ’Afrodite’. Différents modèles numériques (3D,2D et 2D1/2) ont été proposés pour
traiter des cas de convection naturelle, de changement de phase solide-liquide de corps pur et
de solidification avec ségrégation d’alliages métalliques. L’incapacité des modèles 2D clas-
siques, qui ne prennent pas en considération la dissipation visqueuse induite par les parois
latérales du creuset, à prédire des résultats fiables est mis en évidence. Les modèles 2D1/2

sont obtenus en moyennant les équations de conservation de la quantité de mouvement, de la
masse et de la chaleur sur la direction transverse x3. Lors de cette moyennation, des profils
de vitesse transverse ajustables via un paramètre δ sont supposés. Un domaine de validité,
consistant en une gamme de variation des paramètres de contrôle, où ces modèles sont ap-
plicables est rigoureusement défini. Les valeurs optimales de δ, pour lesquelles les modèles
2D1/2 peuvent se substituer aux modèles 3D à la fois pour les cas de convection naturelle
(intensité de l’écoulement et champs de température) et pour les cas de changement de phase
solide liquide de corps purs (forme et évolution du front solide liquide), sont données sous
forme d’une relation empirique. L’approche multi-domaines, utilisée pour les cas de change-
ment de phase solide-liquide de corps purs, et l’approche enthalpique couplée à un modèle de
micro-ségrégation, utilisée pour les cas de solidification d’alliages métalliques binaires, sont
détaillées. Des comparaisons entre les résultats 2D1/2 et les résultats expérimentaux obtenus
avec l’installation ’Afrodite’ lors de la formation de lingots d’étain pur et d’alliage étain-
plomb sont effectuées. Une attention particulière a été consacrée à la définition de conditions
aux limites représentatives des expériences. Un bon accord est trouvé entre les résultats nu-
mériques et expérimentaux.

Mots clés
Modèles 2D1/2 ; convection naturelle, changement de phase solide-liquide, ségrégation,

maillage dynamique, méthode enthalpique, méthode multi-domaine, cavité confinée.
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Abstract

This work concerns the influence of natural convection during solid-liquid phase change.
The geometrical configuration considered throughout this study was chosen to correspond to
the crucible of the ’Afrodite’ benchmark experiment. Various numerical models (3D, 2D and
2D1/2) have been proposed to study cases of natural convection, pure materials solid-liquid
phase change and solidification of metallic alloys involving segregation phenomena. The clas-
sical 2D models, which do not take into account the viscous dissipation induced by the side
walls of the crucible, are shown to be unable to predict reliable resultsxi. The proposed 2D1/2

models are obtained by averaging momentum, energy and heat conservation equations along
the short transverse direction, assuming adjustable transverse velocity profiles depending on
a parameter δ. A validity domain where these models are applicable is rigorously defined in
terms of ranges of variation of the control parameters. An empirical expression is also pro-
posed for the δ values, for which the 2D1/2 models can accurately replace the 3D models
for both natural convection problems (flow intensity and temperature fields) and pure ma-
terials solid-liquid phase change cases (form and evolution of the liquid solid-liquid front).
The multi-domain approach, used for pure materials solid-liquid phase change cases, and the
enthalpy approach coupled with a segregation model, used for binary metallic alloys solidi-
fication cases, are detailed. A comparison between the numerical results, obtained with the
2D1/2 model, and the experimental results obtained with the ’Afrodite’ benchmark, for the
solidification of both pure tin and tin-lead ingots, is carried out. Special care has been devo-
ted to the definition of the boundary conditions that are representative of the experiments. A
good agreement is finally found between the numerical and experimental results.

Key words
2D1/2 models ; natural convection ; solid-liquid phase change ; segregation ; dynamicmesh ;

enthalpic method ; multi-domain method ; confined cavity.
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Introduction Générale & Contexte

La transition de phase liquide-solide est un phénomène physique intervenant dans plu-
sieurs processus industriels. La maitrise de ces processus est constamment recherchée afin
d’assurer la qualité des matériaux obtenus. Elle est aussi la source d’une course basée sur la
recherche et le développement avec d’importants enjeux économiques dans un secteur indus-
triel très concurrentiel et où la constante amélioration des procédés de solidification est vitale
pour l’innovation et la survie des acteurs industriels.

Á une échelle plus académique, il apparait clairement que la maitrise de ces processus
passe par la compréhension des phénomènes physiques qui y apparaissent. Ces phénomènes
sont aussi variés que complexes. En effet l’étude de la solidification est très multi-physiques
et demande la maitrise de plusieurs disciplines (transferts de chaleur et de masse, dynamique
des fluides, cinétique de croissance, équilibres thermodynamique et chimique...). Plusieurs
études ont donc été menées et le sont encore pour la compréhension de l’interaction entre
ces différents phénomènes et leur impact sur la dynamique de croissance et la qualité des
lingots obtenus. Outre les études expérimentales, onéreuses dans la plupart des cas, les études
numériques, qui ont connues de grandes avancées, ont pris le pas petit à petit et focalisent une
grande partie des efforts de recherche sur ce domaine. Plusieurs approches numériques ont
été mises au point. Leur pertinence dépend du degré de complexité considérée.

Lesmouvements convectifs apparaissant au sein des zones liquides durant la solidification
jouent un rôle prépondérant sur la dynamique de croissance. Cette influence est encore plus
marquée pour les alliages métalliques qui, en plus de la convection thermique, sont sujets à la
convection solutale en lien avec la ségrégation des éléments d’alliage. Cette ségrégation est
souvent la source de grosses hétérogénéités de composition au sein des matériaux obtenus.
Selon les procédés, on cherche soit à l’optimiser (comme dans les procédés de purification)
ou à la limiter (dans les procédés de moulage par exemple). Sa considération dans les mo-
dèles numériques les rend encore davantage multi-échelles. La micro-ségrégation, qui est la
source de toutes les ségrégations, se fait à l’échelle du micro-mètre, tandis que les transferts
thermiques se font à l’échelle des procédés (celle du four de solidification par exemple al-
lant au mètre). La prise en compte de toutes ces phénoménologies complexifie nettement la
résolution numérique. Les modèles numériques semi-analytiques ou semi-empiriques sont
constamment recherchés.

Ce travail de thèse a pour but la mise au point de modèles numériques fiables pour la simu-
lation de la solidification de corps purs et d’alliages métalliques dans un four similaire à ceux
utilisés en croissance Bridgman horizontale. La géométrie considérée est une cavité parallé-
lépipédique différentiellement chauffée correspondant au creuset du dispositif expérimental
’Afrodite’. Les modèles 3D étant très onéreux en termes de temps et/ou moyens de résolution,
un intérêt particulier est porté aux modèles dits 2D1/2. Ces modèles ont pour objectifs d’être
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Introduction Générale & Contexte

adaptés aux études paramétriques, en étant plus fiables que les modèles 2D classiques car ils
prennent en compte différents aspects induits par la troisième dimension spatiale de la cavité,
tout en gardant une formulation 2D. Différentes approches de modélisation sont développées
en fonction du degré de complexité des cas étudiés qui vont de la simple convection natu-
relle stationnaire à la ségrégation lors de la solidification des alliages métalliques binaires en
passant par la solidification de matériaux purs.

Ce travail de thèse fait partie du projet PHC-Maghreb (Partenariat Hubert Curien Magh-
reb) qui vise à promouvoir la collaboration scientifique entre le Maroc, l’Algérie, la Tunisie et
la France autour de thématiques de développement durable. Ce projet est intitulé : ’Modéliser
et optimiser le processus de purification du silicium photovoltaïque par solidification dirigée’.
Ces travaux sont réalisés dans le cadre d’une cotutelle internationale de thèse entre l’Institut
National des Sciences Appliquées de Lyon, membre de l’Université de Lyon et l’Université
des Sciences et de la Technologie Houari Boumedienne d’Alger. Cette thèse comporte quatre
chapitres :

Le premier chapitre présente l’état de l’art de la modélisation numérique du changement
de phase liquide-solide des corps purs et des alliages métalliques. Les différentes approches
les plus utilisées sont passées en revue et détaillées. Les notions élémentaires et théoriques,
les définitions et les rappels nécessaires à la compréhension de ce travail y sont également
inclus. La dernière partie est consacrée à la description du dispositif expérimental ’Afrodite’
utilisé comme benchmark pour les modèles numériques développés aux chapitres suivants.

Le second chapitre est consacré à la modélisation de la convection naturelle au sein de la
cavité différentiellement chauffée correspondant au creuset du dispositif expérimental ’Afro-
dite’. Des modèles 2D1/2 dérivés de la moyennation des équations 3D sur la petite épaisseur
de la cavité sont présentés. Ces modèles sont réglables via un paramètre d’ajustement et pré-
sentent l’avantage de prendre en considération les effets dissipatifs induits par les parois la-
térales, tout en gardant une formulation 2D. La pertinence des hypothèses considérées lors
de cette moyennation est vérifiée sur une large gamme des paramètres de contrôle et un do-
maine de validité des modèles 2D1/2 est ensuite dégagé. Enfin, après plusieurs comparaisons
entre ces modèles développés et les modèles 3D, une relation empirique, donnant les valeurs
optimales du paramètre d’ajustement en fonction des paramètres de contrôle de l’écoulement
convectif, est donnée.

Le troisième chapitre traite du changement de phase solide-liquide de corps purs. Deux
types de cas y sont étudiés. Dans le premier, les conditions aux limites thermiques appliquées
à la cavité sont choisies de sorte à converger vers un état d’équilibre où les deux phases so-
lide et liquide coexistent. Une comparaison est alors faite entre les formes et les positions
des interfaces solide-liquide obtenues avec les différents modèles 3D, 2D et 2D1/2. Le second
cas est un cas de solidification complète d’un lingot d’étain pur au sein du dispositif expéri-
mental ’Afrodite’. Les résultats prédits par la modélisation 2D1/2 sont confrontés aux résultats
expérimentaux. La méthode numérique utilisée pour les deux types de cas et qui est basée sur
l’approche multi-domaines avec un maillage dynamique y est détaillée.

Le quatrième chapitre est consacré à la modélisation de la ségrégation se produisant lors
de la solidification des alliages métalliques binaires avec développement d’une zone pâteuse.
Là encore, deux cas sont étudié. Dans le premier, la solidification est unidimensionnelle et
les échanges sont exclusivement diffusifs. Les résultats du modèle numérique alors présenté
sont comparés à la résolution analytique. Le second cas, quant à lui, correspond à l’étude
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Introduction Générale & Contexte

de la solidification d’un lingot de l’alliage étain-plomb (Sn-3 wt%Pb) au sein du dispositif
expérimental ’Afrodite’. Durant ce processus, la convection thermosolutale joue un rôle pré-
pondérant. Le modèle de macro-ségrégation basé sur une approche enthalpique uni-domaine
y est détaillé et les résultats qu’il prédit sont confrontés aux résultats expérimentaux.

Ce manuscrit de thèse s’achève par une conclusion générale, résumant brièvement les
principaux résultats obtenus, et par des perspectives sur l’orientation des prochains travaux
éventuels à réaliser.

3

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2019LYSEI132/these.pdf 
© [I. Hamzaoui], [2019], INSA Lyon, tous droits réservés



Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2019LYSEI132/these.pdf 
© [I. Hamzaoui], [2019], INSA Lyon, tous droits réservés



Chapitre I

État de l’Art
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I.2.1 Généralités sur la solidification de corps purs . . . . . . . . . . . 6
I.2.2 Modélisation numérique du changement de phase solide-liquide de

corps purs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
I.2.2.1 L’approche enthalpique . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
I.2.2.2 L’approche multi-domaines . . . . . . . . . . . . . . . 15

I.3 Solidification des alliages binaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
I.3.1 Généralités sur la solidification des alliages binaires . . . . . . . 17
I.3.2 Diagramme des phases, coefficient de partage et ségrégation . . . 18
I.3.3 Modélisation de la ségrégation des éléments d’alliage lors de la

solidification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
I.3.3.1 Modélisation de la micro-ségrégation . . . . . . . . . . 23
I.3.3.2 Modélisation de la macro-ségrégation . . . . . . . . . . 25

I.4 Étude expérimentale de la solidification . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
I.4.1 Montage expérimental ’Afrodite’ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

I.5 conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

I.1 Introduction
Comme annoncé en introduction générale de ce travail, cette étude a pour but demodéliser

le changement de phase solide-liquide de corps purs et d’alliages métalliques binaires. Les
modèles qui seront proposés serviront à étudier l’influence des effets convectifs, apparaissant
lors des différents processus de solidification traités, sur les différents phénomènes physiques
de transfert y intervenant et la dynamique globale du changement de phase solide-liquide.
Ce chapitre consiste en une revue bibliographique de synthèse qui a pour objectif de donner
les notions élémentaires, les éléments théoriques et la présentation des différentes approches
numériques utilisées, sur lesquels la suite de ce travail est basée et qui sont nécessaires à sa
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I.2. CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE DE CORPS PURS

compréhension. Dans un premier temps, on s’intéresse au changement de phase solide-liquide
de corps purs. Ensuite, on aborde la solidification des alliages métalliques binaires. Enfin,
nous présentons le montage expérimental de référence dont la configuration nous intéresse et
qui nous a permis de valider nos modèles.

I.2 Changement de phase solide-liquide de corps purs

I.2.1 Généralités sur la solidification de corps purs
La solidification, ou changement de phase solide-liquide, est le passage de l’état liquide

de la matière à l’état solide. Quand un corps pur en fusion est refroidi, à pression constante, le
changement de phase s’effectue toujours à une température constante qui est la température
de fusion. En ce point de fusion, ou de solidification, les deux phases liquide et solide de
la matière co-existent. Lors du changement de phase solide-liquide, le point de fusion est
généralement défini par la température de fusion uniquement. En effet, contrairement à la
température de vaporisation qui dépend fortement de la pression au point d’ébullition, la
température de fusion est assez insensible aux variations de pression. Le point de fusion peut
être déterminé à partir de la courbe de refroidissement.

temps

T f

Te
m

pé
ra

tu
re

 

Solide

Liquide

Changement de phase
solide-liquide

Rejet de chaleur latente

A'

BA*

Figure I.1 : Évolutions typiques de la température d’un matériau pur lors de sa soli-
dification (en l’absence et présence de surfusion du liquide). Tf est la température de
fusion.

Pour un métal pur initialement à l’état liquide (en fusion), qui est ensuite lentement re-
froidi au sein d’un creuset jusqu’à sa solidification complète, cette courbe de refroidissement
est obtenue en relevant l’évolution au cours du temps de la température en n’importe quel
point au sein de ce même creuset. La figure I.1 présente la courbe de refroidissement typique
d’un métal. Elle se divise en trois parties distinctes. Dans la première (du début jusqu’au
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

point A), une décroissance de la température correspondant au refroidissement du métal li-
quide est observée. Elle se termine à la température de fusion lorsque les premiers germes
de cristaux solides se forment. La deuxième partie est le pallier isotherme (de A à B) dans
lequel la température reste constante et égale à la température de fusion et où les deux phases
solide et liquide de la matière co-existent. Au début, les premiers germes solides sont à peine
formés ; ces germes croissent ensuite jusqu’à disparition complète de la phase liquide autour
du point de mesure ; le métal est alors entièrement solidifié. Ce palier isotherme est d’autant
plus large que le refroidissement est lent et que la masse à solidifier est grande. Comme la
solidification est un phénomène exothermique, de la chaleur est rejetée le long de ce palier.
La troisième partie (au delà du point B) est une décroissance de la température correspon-
dant au refroidissement du métal solide. Les chaleurs extraites lors des deux décroissances
de la température (du liquide, puis du solide) sont des chaleurs sensibles, tandis que la cha-
leur rejetée au cours du palier isotherme est une chaleur latente, c’est la chaleur latente de
solidification. Dans cette première évolution typique, la surfusion du liquide est absente. En
effet, dans la réalité, le liquide refroidi reste à l’état liquide même en dessous de la tempéra-
ture de fusion T ∗f . Les premiers germes solides stables et suffisamment grands pour croitre
ne se forment qu’au point A’. Cette surfusion peut être atténuée par la présence d’impuretés,
de rugosités aux parois du creuset, ou même d’un brassage. Dès la formation de ces premiers
germes stables, la température croît par rejet de chaleur latente et revient à la température de
fusion. C’est le phénomène de recalescence. La solidification suit ensuite le même chemin
que précédemment.

I.2.2 Modélisation numérique du changement de phase solide-liquide
de corps purs

Lors du changement de phase solide-liquide, dans lequel la matière passe d’un état à un
autre, un front séparant ces deux états se développe et se déplace dans la matière au cours
du processus. Á la limite de ce front, les propriétés de transport varient considérablement
d’un état à l’autre, entrainant des taux de transport d’énergie, de masse et de quantité de
mouvement tout aussi différents d’une phase à l’autre. La position de ce front ne peut pas
être calculée à l’avance, mais doit être déterminée comme une composante essentielle de la
solution recherchée. L’expression ’problèmes à interface mobiles’ est associée aux problèmes
dans lesquels la position de l’interface mobile doit être déterminée en fonction du temps et de
l’espace. Ces cas ont été étudiés dès 1831 par Lame et al. [1]. La série d’articles de Stefan [2,3]
portant sur la fonte de la calotte polaire a fini par donner son nom aux problèmes à interface
mobile dits ’problèmes de Stefan’.

Avant l’arrivée des ordinateurs et l’avènement des méthodes numériques, les méthodes
analytiques étaient le seul moyen de résolution de ces problèmes physiques. Bien que les
méthodes analytiques offrent des solutions exactes et soient mathématiquement élégantes,
elles ne sont utilisables, pour les cas de transition de phase solide-liquide, que pour des cas
unidimensionnels où le domaine est infini ou semi-infini avec des conditions initiales et aux
limites simples et des propriétés physiques constantes [4]. Les problèmes pratiques de solidifi-
cation et de fusion sont rarement unidimensionnels, les conditions initiales sont toujours plus
ou moins complexes, les propriétés thermophysiques peuvent varier d’une phase à l’autre et
divers mécanismes de transport (convection et diffusion par exemple) peuvent se produire si-
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I.2. CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE DE CORPS PURS

multanément. Cela rend la résolution analytique impossible, d’autant plus que ces problèmes
sont dépendants du temps et non linéaires à cause du fort couplage entre les champs de vitesse
et de température. Avec la montée en puissance des ordinateurs, la modélisation mathéma-
tique et les simulations numériques sont devenues les outils les plus efficaces pour l’étude et
la compréhension de ces problèmes.

Différentes approches et méthodes numériques ont été élaborées et utilisées pour modéli-
ser le changement de phase solide-liquide, des corps purs et des alliages faiblement concen-
trés, avec chacune ses propres avantages et inconvénients. De par la manière dont est suivie
l’interface solide-liquide, comment sont décrites les deux phases et la nature du maillage uti-
lisé, on distingue deux grandes familles d’approches : la première est "l’approche à domaine
unique" ou bien "l’approche uni-domaine", et la seconde est "l’approche multi-domaines".

Les méthodes à domaine unique : Dans ces méthodes, dites aussi méthodes enthal-
piques, les deux phases coexistent au sein dumême et unique domaine de calcul. Les fractions
volumiques de chaque phase sont introduites afin de les distinguer l’une de l’autre. La tran-
sition d’une phase à l’autre n’est plus isotherme mais se fait sur une plage de variation de la
température. Cet intervalle de température, qui n’est physiquement justifiable que pour le cas
des alliages, est un artefact mathématique pour permettre une transition lisse et continue entre
les deux états et donc faciliter la résolution numérique. L’interface solide-liquide séparant les
deux phases n’est pas explicitement décrite mais diffuse sur cet intervalle de coexistence des
deux phases appelé aussi "zone pâteuse". Ces méthodes, permettent la résolution d’un unique
et complet système d’équations aux dérivées partielles sur l’ensemble du domaine étudié. Ce
système d’équations peut être obtenu avec deux approches différentes, une approche mono-
phase (modèle à un fluide) ou une approche multi-phase (modèle à deux fluides).
Dans l’approche multi-phase, la distinction est faite entre les deux phases, qui décrivent deux
matériaux différents mais qui coexistent dans un unique domaine de calcul. Chacune de ces
phases est modélisée par son propre système d’équations (conservation de l’énergie, Navier-
Stokes, transports d’espèces...). Dans l’approche monophase, le système d’équations est dé-
fini, sur l’ensemble du domaine, pour une seule phase équivalente contenant, à proportion
de la fraction volumique, les phases solide et liquide. Ces deux phases partagent donc les
mêmes champs de vitesse, de pression et de température. Ces modèles sont aussi très utilisés
pour l’étude de la solidification des alliages et sont bien détaillés par Bennon et al. [5, 7] et
Beckermann et al. [8–10].
Les différentes manières de prendre en considération le rejet de la chaleur latente de chan-
gement de phase ainsi que le forçage des vitesses à être nulles dans le solide sont détaillées
dans la section I.2.2.1.

Les méthodes multi-domaines : comme indiqué par leur nom, avec ces méthodes,
chacune des phases de la matière est associée à son propre domaine de calcul. Elles sont
généralement basées sur la formulation complète de Stefan (qui est détaillée dans la sec-
tion I.2.2.2). Les déplacements du front solide-liquide entrainent la déformation des deux
domaines considérés. Les méthodes multi-domaines sont généralement divisées en deux ca-
tégories, les méthodes à maillage variable et les méthodes eulériennes.
Dans les méthodes à maillage variable, dites aussi à maillage dynamique ou adaptatif, le
maillage est continuellement déformé afin de garder l’interface solide-liquide définie sur une
ligne ou une surface de ce même maillage. Le but est aussi d’avoir et de garder un maillage
plus raffiné au voisinage du front. Cela est généralement réalisé de deux manières différentes.
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

Dans la première, le maillage initial est adapté (raffiné) à chaque itération, soit en ajoutant
ou en retirant des nœuds. Le nombre de nœuds du maillage change donc à chaque itération.
On parle de "h-method" dans la littérature [11, 12]. Dans la seconde approche, le maillage
est déplacé avec une certaine vitesse pour suivre l’interface, mais le nombre de nœuds reste
inchangé pendant la simulation. Cette vitesse à laquelle est déplacée l’interface peut être celle
du fluide (méthode lagrangienne), ou choisie arbitrairement (méthode ALE pour Arbitrary-
Lagrangian-Eulerian method). Dans la littérature, on regroupe ces méthodes sous le nom de
"r-method" [13, 14].
Dans les méthodes eulériennes, l’interface est soit suivie, soit reconstruite, tout en gardant un
maillage fixe. Les méthodes dites de "front tracking" permettent le suivi explicite de l’inter-
face solide-liquide. Cette interface nette sépare les deux phases en deux domaines distincts
et leur sert de condition aux limites. Ces déplacements sont obtenus à partir du bilan éner-
gétique. La reconstruction, ou bien le suivi implicite, de l’interface est aussi possible, on
parle alors de méthodes de "front capturing". L’interface n’est plus nette, mais est considérée
comme diffuse et sa descriptionmacroscopique peut inclure des phénomènesmicroscopiques.
Le suivi implicite de l’interface est effectué grâce à une nouvelle équation qui peut être ba-
sée sur des considérations physiques ou juste sur une fonction numérique jouant le rôle de
marqueur. Dans les méthodes du champ de phase (phase-field methods), une variation rapide
mais continue des propriétés est supposée à travers l’interface. L’interface est ensuite déter-
minée à travers une variable de champ de phase [15–17]. Dans les méthodes volume of fluid
(VOF) [18, 19] et Level-Set [20], des fonctions numériques (fonction distance ou fonction
couleur) qui varient entre 0 et 1 ou entre -1 et 1 sont utilisées pour reconstruire l’interface qui
est décrite comme un niveau ou une iso-valeurs de ces fonctions.

Les grandes lignes, les équations résolues et les formulations des deux principales ap-
proches uni-domaine et multi-domaines sont détaillées dans des sections dédiées. Avant cela,
il faut mentionner que d’autres approches numériques traitant la solidification existent. Elles
se distinguent de ces deux classes de méthodes car dérivant ou se basant sur des approches ra-
dicalement différentes. La méthode ’LBM’ (Lattice Boltzmann Method), dite aussi méthode
de Boltzmann sur réseau, et la méthode sans maillage sont les plus intéressantes.
Dans la méthode LBM, qui se base sur le modèle du ’gaz sur réseau’, à la place des équations
de Navier-Stokes, l’équation discrète de Boltzmann est résolue pour simuler à une échelle
mésoscopique le comportement de fluides. Cette simulation est faite à l’aide d’un schéma
de collision-propagation d’un ensemble de quasi-particules dites population. Par l’alternance
de ce procédé de collision et de propagation et l’utilisation de méthodes de moyennes statis-
tiques, il est possible de reproduire le comportement macroscopique du fluide [21]. Jiaung
et al. [22] ont montré la possibilité d’utiliser la méthode LBM pour étudier des problèmes
de conduction thermique avec changement de phase en incorporant une formulation enthal-
pique dans le schéma Lattice Boltzmann. Pour les problèmes de convection-diffusion avec
changement de phase, où la résolution est faite à la fois pour le champ de vitesse et le champ
de température, soit des méthodes LBM avec double population sont utilisées [23, 24], soit
la méthode LBM est couplée à une des approches à domaine unique ou multi-domaines pré-
cédemment présentées [25–27].

L’autre approche est la Méthode Sans Maillage [28] pour ’Meshless Method’ ou bien
’Meshfree Method’. Cette méthode ne nécessite pas un maillage avec des nœuds reliés entre
eux, mais est plutôt basée sur un ensemble de nœuds, arbitrairement distribués et sans aucune
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relation topologique les reliant, et représentant le domaine du problème étudié ainsi que ses
limites. Différentes méthodes d’interpolation sont utilisées afin de construire l’approximation
des fonctions inconnues (champs de variables) sur ces nœuds. Ces fonctions inconnues sont
remplacées par leur approximation avec un résidu d’erreurs provenant du système d’équa-
tions résolues et de ses conditions aux limites. Enfin, le problème est résolu en minimisant
l’intégrale (forme forte) ou l’intégrale de pas (forme faible) de ce résidu, mais pondéré sur
l’ensemble du domaine et de ses limites [29]. La classification de ces méthodes sans maillage
basée sur la façon dont l’approximation de la fonction inconnue (champ de variable) est
construite est donnée par Liu [30]. Cette méthode a été utilisée pour l’étude du changement
de phase solide-liquide [31], le suivi de la contrainte thermique lors de la simulation d’un
processus de solidification en coulée continue [29] et pour l’étude de la macro-ségrégation
d’alliages binaires [32]. La méthode LBM et la méthode sans maillage sont réputées pour
avoir un grand potentiel de parallélisation, ce qui est un avantage non négligeable lors de la
résolution, mais elles requièrent plus d’efforts de programmation et une maitrise poussée en
méthodes numériques.

I.2.2.1 L’approche enthalpique

Lesméthodes enthalpiques font partie des approches uni-domaine dans lesquelles lemême
et unique système d’équations est résolu partout dans le domaine contenant à la fois les phases
solide et liquide qui sont représentées par un seul fluide. Pour bien prendre en considération
le changement de phase, deux ingrédients majeurs sont indispensables. D’abord, le rejet ou
l’absorption de la chaleur latente de fusion, notée ∆Hf , doit être pris en considération dans
l’équation de la conservation de l’énergie. Pour rappel, ∆Hf est l’énergie (sous forme de
chaleur) rejetée (ou absorbée) par un corps lorsqu’il passe de l’état liquide à l’état solide
(ou l’inverse) à température et pression constante. Cela peut être fait de plusieurs manières.
Soit en reformulant l’équation de l’énergie en se basant sur l’enthalpie, c’est le cas de la for-
mulation enthalpique et la méthode h-source ; soit en gardant l’équation de conservation de
l’énergie basée sur la température, mais en modifiant la formulation de la capacité calori-
fique, c’est la cas de la méthode de la capacité apparente. Ensuite, les vitesses à l’intérieur
de la phase solide doivent être forcées à être nulles. Là encore, différentes méthodes et for-
mulations sont disponibles : la méthode switch-off, la méthode de la viscosité variable et la
méthode de Darcy.

I.2.2.1.1 Prise en compte de la chaleur latente
On présente ici les différentes techniques utilisées pour prendre en compte le rejet (ou

absorption) de la chaleur latente de changement de phase solide-liquide. Celle-ci peut être
incluse de différentes manières dans l’équation de conservation de l’énergie. Dans toutes les
formulations de l’équation de l’énergie qui suivent, la dissipation thermique due aux effets
visqueux est considérée comme négligeable.
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

I.2.2.1.1.1 Formulation enthalpique Cette formulation consiste à résoudre l’équa-
tion de l’énergie écrite sous la forme suivante [33, 34] :

ρ(
∂h∗

∂t∗
+ u∗.∇∗h∗) = ∇∗.(k∇T ∗) (I.1)

où ρ, h∗, t∗, u∗, k et T ∗ sont, respectivement, la densité, l’enthalpie, le temps, la vitesse,
la conductivité thermique et la température. L’enthalpie, qui est ici la somme de l’enthalpie
sensible et de la chaleur latente, est entièrement convectée par le champ de vitesse. Elle est
exprimée de la manière suivante [35] :

h∗(T ∗) =

T ∗∫
T ∗ref

(Cp + δT ∗f ∆Hf )dT
∗ (I.2)

oùCp est la capacité calorifique et δT ∗f est une distribution de Dirac centrée sur la température
de fusion T ∗f , généralement considérée comme distribuée sur un intervalle de température
2ε∗ autour de T ∗f . La zone pâteuse contenant les deux phases est alors comprise entre la
température solide, T ∗sol, et la température liquide, T ∗liq, respectivement définies par T ∗sol =
T ∗f − ε∗ et T ∗liq = T ∗f + ε∗. En supposant que la fraction liquide, gl, varie de manière linéaire
de 0 à 1 au sein de la zone pâteuse comprise entre T ∗sol et T ∗liq i.e. :

gl(T ) =
T ∗ − T ∗sol
T ∗liq − T ∗sol

=
T ∗ − T ∗f + ε∗

2ε∗
, (I.3)

et que la chaleur latente est rejetée/absorbée de manière linéaire à proportion de gl, l’enthalpie
est alors exprimée par :

h∗ =


Cps(T

∗ − T ∗ref ) si T ∗ < T ∗sol;
Cps(Tf

∗ − T ∗ref ) + gl∆Hf si T ∗sol < T ∗ < T ∗liq;
Cps(Tf

∗ − T ∗ref ) + ∆Hf + Cpl(T
∗ − Tf ∗) si T ∗liq < T ∗,

où C∗ps et C
∗
pl
sont respectivement les capacités calorifiques des phases solide et liquide.

I.2.2.1.1.2 Formulation h-source
Dans cette formulation, les deux types d’enthalpie, que sont l’enthalpie sensible h∗sen et

l’enthalpie latente de changement de phase h∗lat et dont la somme est l’enthalpie totale h∗,
sont exprimées séparément comme suit :

h∗ = h∗sen + h∗lat =

T ∗∫
T ∗ref

CpdT
∗ + ρgl(T

∗)∆Hf (I.4)

Cela permet de reformuler l’équation de conservation de l’énergie, de manière à ne faire
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intervenir que la température comme inconnue, sous la forme suivante :

ρCp(
∂T ∗

∂t∗
+ u∗.∇∗T ∗) = ∇∗.(k∇∗T ∗)− ρ∆Hf (

∂gl
∂t∗

+ u∗.∇∗gl) (I.5)

Le terme u∗.∇∗gl est négligeable quand la phase solide est supposée être figée ou bien si
le changement de phase est considéré isotherme [36]. Des expressions de la fraction liquide
gl, autres que celle donnée par l’ Eq. I.3, ont été proposées. Elles ne sont plus exprimées
par parties mais avec des fonctions erreur (er) [37] ou par des polynômes [38] ou en loi
de puissance [39] et sont continuellement dérivables. Bien qu’elles soient le plus souvent
dépourvues de considérations physiques, elles facilitent la résolution de l’Eq. I.5 et améliorent
la convergence des schémas numériques.

I.2.2.1.1.3 Formulation de la Capacité apparente
Cette formulation a pour but de garder l’équation de conservation de l’énergie similaire

à celle sans changement de phase :

Cpapp(
∂T ∗

∂t∗
+ u∗.∇∗T ∗) = ∇∗.(k∇∗T ∗) (I.6)

Le changement de phase et la chaleur latente sont pris en considération en changeant la défi-
nition de la capacité calorifique Cp qui est maintenant une capacité apparente notée ici Cpapp .
Elle est définie au sein de la zone pâteuse comme suit [40] :

Cpapp =
∆Hf

T ∗liq − T ∗sol
+ Cps

Une comparaison détaillée entre ces différentes méthodes de prise en considération de
la chaleur latente dans les méthodes enthalpiques, accompagnée par leurs différentes implé-
mentations, a été effectuée par Franquet et al. [36,41]. L’influence de la discrétisation spatiale
et temporelle appliquée avec les différentes approches sur la qualité des résultats prédits y est
détaillée. Il en ressort que la formulation enthalpique est, en règle générale, la plus précise et
robuste. La formulation h-source peut donner des résultats au moins aussi précis que la pré-
cédente formulation, à condition de bien la paramétrer avec des choix de pas de temps et de
tailles de mailles adéquats. La formulation de la Capacité apparente est par contre la moins
précise, car la conservation de l’énergie totale n’est pas assurée et les champs de tempéra-
ture calculés sont approximatifs. Sa précision peut être légèrement améliorée et donner des
résultats difficilement acceptables lorsque la zone pâteuse est étalée sur une plage de tempé-
rature T ∗liq − T ∗sol assez large, mais cela s’éloigne encore plus des cas de changement de phase
quasi-isothermes.

I.2.2.1.2 Freinage de la phase solide
Avec l’approche uni-domaine, le problème du changement de phase est traité au sein du

même et unique domaine où les deux phases solide et liquide sont assimilées à un seul fluide.
Or, lors du changement de phase, plus précisément lors du passage du liquide au solide au
niveau de l’interface, les vitesses s’annulent. Différentes techniques ont été présentées et uti-
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

lisées afin de forcer ces vitesses de la phase solide à être nulles. On présente ici les trois
principales techniques utilisées dans les modèles de solidification enthalpiques. Avant de les
détailler, le système d’équations modélisant la partie hydrodynamique dans ces modèles en-
thalpiques est présenté. Rappelons que, puisque dans ces modèles la partie solide et la partie
liquide sont vues comme étant une seule et unique phase, la modélisation de l’hydrodyna-
mique doit nécessairement inclure un traitement de la partie solide. La phase considérée décrit
donc les deux états solide et liquide du matériau. Le système d’EDP est constitué de l’équa-
tion de conservation de la masse (Eq. I.7) et des équations de conservation de la quantité de
mouvement (Eq. I.8). Pour un fluide newtonien incompressible, avec des propriétés physiques
considérées comme constantes entre les deux phases (cela n’est pas une règle générale et une
variation de ces propriétés peut être prise en compte), ces équations sont :

∇∗.u∗ = 0. (I.7)

∂ρu∗i
∂t∗

+ ρu∗.∇∗u∗i = −∂p
∗

∂x∗i
+ µ∇∗2u∗i + F ∗flottabilité + F ∗freinage, (I.8)

où i varie de 1 à 2 dans une modélisation 2D et de 1 à 3 dans une modélisation 3D ; et où u∗,
t∗, p∗, ρ et µ sont respectivement la vitesse, le temps, la pression, la densité et la viscosité
dynamique.
La densité ρ est considérée comme constante, l’approximation de Boussinesq est utilisée pour
prendre en compte ses variations dans le terme de flottabilité. Ce terme induisant les écoule-
ments convectifs est exprimé comme suit :

F ∗flottabilité = ρ(T ∗)gδi,2 = ρgβT (T ∗ − T ∗f ) δi,2

où g, T ∗, βT et T ∗f sont respectivement la force de gravité, la température, le coefficient d’ex-
pansion thermique et la température de fusion. Ce terme de flottabilité n’intervient que sui-
vant la direction verticale x∗2 portant la gravité, d’où δi,2 qui est le symbole de Kronecker. Le
terme F ∗freinage est utilisé pour induire un fort amortissement lorsque la fraction liquide gl
tend vers zéro (dans la phase solide) et doit être nul lorsque celle-ci vaut 1 (dans la phase
liquide). Plusieurs façons d’exprimer ce terme existent, elles sont détaillées ci-dessous.

I.2.2.1.2.1 La méthode de Darcy
Dans cette formulation (dite aussi méthode de la porosité), la zone pâteuse séparant les

régions totalement liquide et totalement solide, est considérée comme un milieu poreux sa-
turé. La perméabilité dans ce milieu doit passer d’une perméabilité totale dans le liquide à
une perméabilité nulle (ou quasi-nulle) dans le solide, de manière à progressivement réduire
les vitesses de leurs valeurs finies dans le liquide à zéro dans le solide. Le terme de freinage,
F ∗freinage de l’Eq. I.8, correspond à un terme de Darcy et est exprimé par :

F ∗freinage = −A∗u∗,

où A∗ est une fonction de porosité paramétrable qui doit être définie de manière à forcer
l’équation de conservation de la quantité de mouvement à correspondre à la loi de Carman-
Kozeny pour les écoulements en milieu poreux. Dans un milieu ayant une porosité ε0, cette

13

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2019LYSEI132/these.pdf 
© [I. Hamzaoui], [2019], INSA Lyon, tous droits réservés
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loi permet d’exprimer le gradient de pression ∇∗P ∗, elle est donnée par :

∇∗P ∗ = −B∗0
(1− ε0)2

ε30
u∗

a,

oùu∗
a est la vitesse apparente du liquide dans le milieu poreux etB∗0 une constante prenant en

compte les propriétés du milieu poreux. En pratique, Voller et al. [42] assimilent la fraction
liquide gl à la porosité de la zone pâteuse ε0, et donnent une définition de la fonction A∗ :

A∗ = B∗1
(1− gl)2

g3l +B∗2
u∗

a,

oùB∗1 etB∗2 sont des constantes numériques.B2 a une petite valeur et sert à éviter la division
par zéro quand la fraction liquide gl est nulle. Voller et al. [35] rapportent que cette définition
de A∗ correspond bien aux cas de changement de phase avec une zone pâteuse, et notent que
cette correspondance est d’autant plus affirmée si la constante B∗1 est basée sur des obser-
vations expérimentales et prend en compte la morphologie de la zone pâteuse. Cependant,
pour des cas de changement de phase isotherme, où cette approche est purement numérique,
n’importe quelle fonction croissante de zéro à une grande valeur quand la fraction liquide gl
décroit de 1 à 0 est suffisante. Ce terme de freinage prend une valeur nulle dans la région li-
quide, les équations de quantité de mouvement d’un fluide simple sont donc retrouvées. Dans
la zone pâteuse, la valeur de A∗ augmente de sorte à ce que la valeur du terme de freinage
commence à dominer les termes transitoires, convectif et diffusif, l’équation de conservation
de la quantité de mouvement se rapproche alors de la loi de Darcy. Enfin, quand la fraction
liquide locale tend vers 0, ce terme domine tous les autres termes de l’Eq. I.8 et forcent les
vitesses calculées à avoir des valeurs proches de 0.

I.2.2.1.2.2 La méthode de la viscosité variable
Dans cette méthode, proposée initialement par Gartling et al. [43], la viscosité µ est sup-

posée être fonction de la température de sorte que lors du changement de phase et dans la
région solide, µ prend une valeur élevée. Cela a pour effet de freiner la phase solide et d’y
avoir des vitesses calculées négligeables. La formulation de Gartling (µ = f(T ∗)) est adaptée
aux méthodes enthalpiques afin d’avoir la viscosité comme fonction de la chaleur latente de
changement de phase d’un volume de contrôle ∆Hv. Cela revient à définir la viscosité en
fonction de la fraction liquide gl contenue dans le volume de contrôle. La viscosité variable
est donc définie comme suit [42, 44] :

µ = µl +B3(∆Hf −∆Hv) ⇐⇒ µ = µl +B4(1− gl(T ∗))

où µl est la viscosité de la phase liquide etB3 etB4 sont des constantes purement numériques
d’un ordre de grandeur nettement supérieur à celui de µl (de l’ordre de 105). Avec cette défini-
tion, lorsqu’un élément numérique est entièrement liquide, sa chaleur latente de changement
de phase ∆Hv est égale à ∆Hf (ou encore la fraction liquide de cet élément vaut 1), la visco-
sité µ qui lui est associée est égale à µl. Lorsque cet élément subit un changement de phase,
∆Hv devient inférieure à ∆Hf (gl aussi devient inférieure à 1), µ augmente. Enfin, à la fin
du changement de phase, i.e. ∆Hv = 0 (gl = 0), la valeur de µ prend sa valeur maximale
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

µl+B3∆Hf (ou µl+B4). L’influence de cette valeur maximale de la viscosité, notée aussi µs
comme viscosité de la phase solide, a été étudiée par Kasibhatla et al. [45]. Ils montrent que
plus µs est grande (de l’ordre de 105 Pa.s), meilleure est la correspondance avec les résultats
expérimentaux, mais cela implique des coûts de calcul supplémentaires.

I.2.2.1.2.3 La technique switch-off
Avec cette méthode, les vitesses calculées dans le solide sont simplement remplacées

par zéro [46]. La seule difficulté consiste à identifier les régions solides et liquides au sein
du domaine. Cela est fait, pour chaque élément, en mettant à contribution les valeurs cal-
culées de ∆Hv (la chaleur latente de changement de phase de l’élément considéré) [42]. Il
s’agit ensuite d’appliquer une condition sur ∆Hv pour savoir si la vitesse calculée au ni-
veau de cet élément est écrasée par une vitesse nulle ou bien gardée. Les vitesses calculées
peuvent être remplacées dès que le changement de phase au niveau de l’élément commence
i.e. {u∗ = 0 dès que ∆Hv > 0}, ou une fois que l’élément est totalement solide i.e. {u∗ = 0
seulement si ∆Hv = ∆Hf}, ou quand une solidification partielle est atteinte i.e. {u∗ = 0
dés que ∆Hv > H0} oùH0 est une valeur de la chaleur latente de fusion fixée arbitrairement
de telle sorte que : 0 < H0 < ∆Hf .
Parmi ces trois approches, la méthode de la porosité est celle qui est la plus utilisée par
la communauté pour son efficacité et sa facilité de mise en œuvre. C’est le cas aussi dans
les modules traitant le changement de phase solide-liquide des codes de CFD commerciaux
(Comsol, Fluent, Star-CCM...).

I.2.2.2 L’approche multi-domaines

Avec l’approche multi-domaines, les deux phases solide et liquide sont traitées séparé-
ment avec chacune son propre domaine de calcul. Ces deux domaines sont séparés par une
frontière mobile qui est le front solide-liquide. Contrairement aux méthodes enthalpiques,
où l’interface est diffuse et donc peut représentative des changements de phase isothermes,
l’approche multi-domaines permet la description explicite du front et son suivi au cours de
la résolution. Le front joue le rôle de conditions aux limites à la fois thermique et hydrodyna-
mique aux deux domaines. Dans cette partie nous présentons la formulation dite de Stefan,
qui prend en compte les échanges convectifs au sein de la phase liquide, pour un changement
de phase solide-liquide. Pour se faire une idée de la problématique présentée ici et traitée au
long de ce travail, considérons le cas d’un changement de phase solide-liquide au sein d’une
cavité rectangulaire différentiellement chauffée. Lors du changement de phase, l’interface
solide-liquide se déplace au sein de cette même cavité. Ce cas est illustré sur la figure I.2.

La formulation complète de Stefan consiste à définir les équations de conservation séparé-
ment pour chacun des deux domaines. Dans la phase solide, la seule équation de conservation
à résoudre est l’équation de conservation de l’énergie :

∂T ∗s
∂t∗

=
k∗s

ρ∗C∗ps
∇∗2T ∗s , (I.9)

avec T ∗s la température dans le solide et où k∗s etCp∗s sont respectivement la conductivité ther-
mique et la capacité calorifique de la phase solide. Les propriétés du solide ont été considérées
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I.2. CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE DE CORPS PURS

Figure I.2 : Représentation schématique d’un processus de solidification dirigée ho-
rizontal dans une cavité différentiellement chauffée (issue de [47]).

ici comme constantes.
Dans la phase liquide, l’équation de conservation de l’énergie contient en plus un terme

convectif et est couplée aux équations de conservation de la quantité de mouvement et de
la masse. Pour un fluide newtonien incompressible ayant la même masse volumique que le
solide, sous l’approximation de Boussinesq et en négligeant la dissipation thermique due aux
effets visqueux, ces équations sont :

— L’équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂u∗i
∂t∗

+u∗.∇∗u∗i = −1

ρ

∂p∗

∂xi∗
+ g βT (T ∗l −T ∗f ) δi,2 + ν∇∗2u∗i pour i = 1 et 2, (I.10)

où T ∗l est la température du liquide et ν∗ la viscosité cinématique.
— L’équation de conservation de l’énergie :

∂T ∗l
∂t∗

+ u∗.∇∗T ∗l =
kl
ρ cpl

∇∗2Tl, (I.11)

où kl et Cpl sont respectivement la conductivité thermique et la capacité calorifique
de la phase liquide.

— L’équation de conservation de la masse :

∇∗.u∗ = 0. (I.12)

La condition de Stefan [48] donnant le bilan énergétique au niveau de l’interface solide-
liquide est exprimée par :

ρ∆Hf v
∗
f .n

∗ = (φ∗
l − φ∗

s).n∗, (I.13)

où v∗f est la vitesse du front solide-liquide, φ∗
l et φ∗

s sont les flux de chaleur provenant des
régions liquides et solides respectivement (fig. I.2), et n∗ est le vecteur normal au front.
Cette condition permet d’avoir les vitesses de déplacement du front solide-liquide i.e. la ma-
nière dont sont déformés les deux domaines solide et liquide. L’un des principaux avantages
de cette approche multi-domaines, outre le fait d’avoir une interface explicite, nette et non
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

diffuse, est qu’une fois couplée à une méthode de résolution avec un maillage déformable
(adaptatif), on peut constamment modifier les proportions des deux domaines en fonction de
la vitesse du front. Cela donne plusieurs avantages à l’approchemulti-domaines avecmaillage
adaptatif par rapport à la méthode enthalpique. D’abord, la séparation des deux domaines
dans la première, permet l’utilisation de maillages différents entre les deux domaines que ce
soit en type de maille ou en raffinement ; là où la méthode enthalpique nécessite un maillage
unique et suffisamment raffiné partout où l’interface est susceptible de passer au sein du do-
maine. Bien que des approches avec maillage glissant, permettant un maillage fin au niveau
de l’interface et grossier ailleurs dans le domaine, ont été proposées avec la méthode enthal-
pique [49] ; il n’en reste que cela se limite à des cas quasi-1D où la vitesse de glissement
du maillage doit être bien ajustée pour correspondre avec la configuration géométrique et
thermique, mais aussi que la réécriture des équations de conservation et donc des efforts de
modélisation supplémentaires sont nécessaires.

L’autre avantage est qu’il n’y a plus besoin de terme de freinage de la phase solide dans
l’approche multi-domaines. Une condition d’adhérence à la paroi est considérée directement
au niveau du front pour le domaine liquide, alors que dans les méthodes enthalpiques l’amor-
tissement des vitesses jusqu’à la zone solide se fait de manière progressive à travers la zone
pâteuse dont l’épaisseur est généralement non négligeable. Avnaim et al. [44], dans une com-
paraison entre les approches enthalpiques et multi-domaines, rapportent que la présence et la
largeur de la zone pâteuse indissociable de l’approche enthalpique avaient un effet non négli-
geable sur la boucle convective au sein du liquide, affectant ainsi la dynamique du transfert
thermique global et par conséquent l’évolution du front solide-liquide. Ils rapportent aussi
que l’approche multi-domaines donne des résultats plus cohérents avec les résultats expéri-
mentaux de validation que ne le fait la méthode enthalpique. Il faut tout de même noter que le
maillage adaptatif ajoute des étapes supplémentaires lors de la résolution (le calcul des nou-
velles positions des nœuds et l’interpolation des différents champs entre ces nœuds), et cela
représente donc des coûts de calcul supplémentaires par rapport à l’approche enthalpique.

I.3 Solidification des alliages binaires

I.3.1 Généralités sur la solidification des alliages binaires

La solidification des alliages binaires est différente de celle des corps purs. Les alliages
métalliques, lors de leur solidification, passent par un état intermédiaire entre l’état liquide
et l’état solide dit état pâteux. Si l’on regarde la courbe de refroidissement d’un alliage mé-
tallique binaire donné, initialement à l’état liquide, il existe une température dite température
de liquidus T ∗liq au dessus de laquelle l’alliage est entièrement liquide. Ce n’est que quand la
température y est inférieure que les premiers germes solides se forment. Il existe aussi une
température dite température de solidus T ∗sol en dessous de laquelle l’alliage est entièrement
à l’état solide et plus aucun liquide n’est présent. Entre ces deux températures, l’alliage passe
par un état, qualifié de pâteux, où les phases solide et liquide co-existent. L’évolution typique
de la température d’un alliage durant sa solidification est représentée sur la fig. I.3. Cette re-
présentation donne un des cas les plus simples de l’évolution de la température d’un alliage
durant son refroidissement. Dans la réalité, cette évolution peut suivre plusieurs branches
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I.3. SOLIDIFICATION DES ALLIAGES BINAIRES

avec différents points de raccordement, elle peut même présenter un palier de changement de
phase isotherme similaire aux corps purs pour certaines compositions en éléments d’alliages.
Le relevé des courbes de refroidissement pour un alliage donné et pour différentes concen-
trations en éléments de l’alliage servent à interpréter le diagramme de phase.

temps

T*
sol

T*
liq

Te
m

pé
ra

tu
re

 

Liquide

Solide
Changement de phase

solide-liquide

    Zone pâteuse
Liquide + Solide

Figure I.3 : Évolution typique de la température d’un alliage binaire (dont la composi-
tion est tout le temps différente de la composition eutectique) lors de sa solidification.
T ∗liq et T ∗sol sont, respectivement, les températures de liquidus et de solidus.

I.3.2 Diagramme des phases, coefficient de partage et ségrégation
Le changement de phase solide-liquide des alliages binaires est plus complexe que celui

des corps purs. En effet, pour les alliages binaires, plusieurs phénomènes de transport entrent
en jeu au niveau de l’interface solide-liquide. Le premier est un transfert de chaleur lié au
rejet de la chaleur latente de changement de phase. Le second est un transfert de masse lié
à la répartition du soluté (éléments d’alliage) entre les phases liquide et solide. Ce second
transfert est dû au fait que les solutés ont des solubilités différentes entre les phases liquide
et solide. Pour les alliages métalliques binaires auxquels on s’intéresse dans cette étude, cette
solubilité est plus grande dans la phase liquide que solide. Cela donne un phénomène de
rejet de ces solutés vers la phase liquide au niveau de l’interface. Quand on réalise donc la
solidification d’un alliage métallique, les premières parties solides formées, du fait de ce rejet,
auront des concentrations en éléments d’alliages plus faibles que la concentration initiale de
l’alliage à l’état liquide. La manière suivant laquelle est faite cette répartition est accessible
grâce au diagramme des phases.

En réalité, un système donné tendra toujours à minimiser son enthalpie libreG∗. La dimi-
nution de cette énergie libre est la force motrice de la transformation d’un système constitué
d’un alliage binaire donné de l’état fondu à l’état solide. Celle-ci diminue principalement en
raison de l’extraction de chaleur sensible (c’est-à-dire du refroidissement du système) et de
la transformation de la phase liquide en phase solide (c’est-à-dire un rejet de chaleur latente).
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

Quand la température d’un alliage, ayant une concentration initiale c∗0, se trouve à pression
constante entre la température de liquidus (T ∗liq) et la température de solidus (T ∗sol), la mi-
nimisation de l’enthalpie libre G∗ ne permet pas d’avoir un système complètement à l’état
solide ou liquide, mais une coexistence de ces deux états avec chacun une concentration en
soluté différente. Le diagramme des phases, pour une pression constante donnée, montre les
conditions d’équilibre entre les phases liquide et solide thermodynamiquement distinctes.
Il représente un moyen simple de comprendre le changement de phase solide-liquide d’un
alliage.

T*
f,A

T*
f,B

L 

α β

α+β

α+L β+L

T* [K]

c* [wt.%B]A B 
100 50 75 25 

T*
E

C*
E

P
E

0 

Figure I.4 : Diagramme de phase typique d’un alliage binaire A-B en lignes noires.
Les deux droites rouge et bleue donnent sa linéarisation théorique dans l’hypothèse d’un
alliage faiblement concentré. T ∗f,A et T ∗f,B sont respectivement les températures de fusion
des corps purs A et B. PE est le point eutectique défini par la température eutectique T ∗E
et la composition eutectique c∗E .

Le diagramme de phase typique d’un alliage binaire A-B est illustré sur la fig. I.4. Sa
linéarisation dans l’hypothèse d’un alliage fortement dilué est représentée par les droites bleue
et rouge (voir aussi fig. I.5). Les lignes de liquidus, (T∗f,A, PE) et (PE, T∗f,B) sur la fig. I.4 ou
la droite rouge sur la fig. I.5, indiquent, en fonction de la composition, la température au delà
de laquelle il ne reste que la phase liquide ou bien au delà de laquelle la phase liquide est plus
stable que la coexistence des deux phases solide et liquide. En réalité, comme pour un corps
pur, de la surfusion peut être observée. Celle-ci se manifeste quand un alliage métallique, avec
une composition c∗0 reste à l’état liquide en dessous de la température de liquidus, comme
rapportée par Kurz et al. [50]. De la même manière que les lignes de liquidus, les lignes
de solidus donnent, en fonction de la composition, les températures en dessous desquelles
seule la phase solide est thermodynamiquement stable. Le diagramme de phase prédit que
les concentrations solide c∗s(T ∗) et liquide c∗l (T ∗), à l’équilibre thermodynamique (à pression
constante), ne dépendent que de la température T ∗.

Dans le cas d’un alliage faiblement concentré, les courbes de liquidus et de solidus peuvent
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I.3. SOLIDIFICATION DES ALLIAGES BINAIRES

être linéarisées comme suit :
T ∗s (c∗) = T ∗f,A −m∗sc∗,
T ∗l (c∗) = T ∗f,A −m∗l c∗,

(I.14)

où T ∗s (c∗) et T ∗l (c∗) sont, respectivement, la température de solidus et de liquidus, toutes deux
fonctions de la concentration c∗. m∗s et m∗l sont les pentes de solidus et de liquidus. T ∗f,A est
la température de fusion du composant pur A.

T*
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Solidus

T*
l
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T*
s

 k
p
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0   
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s
(T*)  c*
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0
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Figure I.5 : Diagrame de phase d’un alliage binaire simplifié pour le cas d’un alliage
fortement dilué. Pour un alliage de composition c∗0, la solidification commence à la tem-
pérature de liquidus T ∗l et s’achève à la température de solidus T ∗s . Á une température
intermédiaire donnée, T , inférieure à la température de liquidus T ∗l , deux phases dis-
tinctes coexistent : une phase solide à une composition donnée par la droite du solidus et
qui vaut c∗s(T ∗) et une phase liquide à une composition donnée par la droite du liquidus
et qui vaut c∗l (T ∗).

Comme l’indique le diagramme de phases, la création de la phase solide à partir de l’al-
liage initial en fusion entraîne une redistribution de la composition locale des éléments d’al-
liages. Celle-ci est due à la condition d’équilibre thermodynamique entre les phases. Cette
différence entre les compositions en solutés entre les phases solide et liquide est appelée re-
distribution des solutés ou ségrégation des éléments d’alliages [51]. La ségrégation joue un
rôle majeur dans la morphologie de la structure finale ainsi que dans l’évolution de la fraction
volumique des phases. La redistribution ou la répartition du soluté au niveau de l’interface
solide est disponible grâce au coefficient de ségrégation ou coefficient de partage, kp. Ce para-
mètre décrit, quand la condition d’équilibre thermodynamique local est respectée, le rapport
de composition entre les phases solide et liquide au niveau de l’interface de croissance. Il
permet donc de transcrire le diagramme des phases en donnant une relation entre les concen-
trations solide c∗s(T ∗) et liquide c∗l (T ∗) à l’équilibre quand l’interface est à la température T ∗.
Il est simplement exprimé par le rapport entre ces deux compositions, ou bien directement par
le rapport entre les pentes de liquidus et de solidus dans l’hypothèse d’un alliage fortement
dilué :

kp = c∗s(T
∗)/c∗l (T

∗) = m∗l /m
∗
s (I.15)

Ce coefficient de partage, kp, a généralement une valeur inférieure à 1 pour les alliages mé-
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talliques. Le soluté est donc plus soluble dans le liquide que dans le solide. Si kp tend vers 0,
la ségrégation tend alors à être optimale, i.e. tout le soluté est rejeté vers la phase liquide au
cours de la solidification. La conservation du soluté à l’équilibre et à l’interface solide-liquide
s’écrit :

c∗0 = glc
∗
l + gsc

∗
s = gl(c

∗
l − c∗s) + c∗s (I.16)

où gl et gs = 1− gl sont respectivement les fractions liquide et solide. Cette relation permet
de déduire la règle des leviers qui donne, à la température T ∗ et à l’équilibre, les valeurs des
fractions solide et liquide à l’interface solide-liquide :

gs =
c∗l − c∗0
c∗l − c∗s

, gl =
c∗0 − c∗s
c∗l − c∗s

. (I.17)

Cette expression n’est valable que dans l’hypothèse d’une transformation quasi-réversible à
l’équilibre des deux phases solide et liquide. Un tel équilibre implique une homogénéité de la
concentration dans les deux phases à tout moment i.e. des diffusivités infinies du soluté dans
les deux phases. Bien que cet équilibre puisse être respecté à une petite échelle locale lors
de la solidification, il ne l’est pas à l’échelle du processus entier. Cela est dû au changement
de position de l’interface solide-liquide qui impacte principalement la concentration dans le
solide, mais aussi à des valeurs de diffusivité des solutés finies voire très petites ou encore
au régime de croissance de l’interface (croissance plane, cellulaire, équiaxe ou dendritique).
Dans le cas d’une croissance dentritique, il arrive que du liquide se retrouve emprisonné au
sein des espaces inter-dentritiques. Des différences en composition sont alors constatées entre
ces différentes régions liquides, entre celles se trouvant au sein de la zone pâteuse dans des
espacements inter-dentridiques différents, et entre celles-ci et le liquide de la région entiè-
rement liquide. D’autres modèles existent pour traiter ces cas, les principaux sont présentés
ci-dessous dans la section suivante.

Le diagramme de phases d’un système d’alliage binaire (voir fig. I.4) prédit aussi que pour
une certaine composition nominale en éléments d’alliage, au dernier stade de la solidification
deux phases solides sont formées conjointement : la phase α et la phase β. En effet, pour une
concentration appelée concentration eutectique c∗0 = c∗E au delà d’une température T ∗E , dite
température eutectique, la phase liquide n’est plus une phase thermodynamiquement stable.
Le liquide se dissocie alors en deux phases solides distinctes. La première, notée α, est riche
en composés A ; la deuxième, notée β, est riche en composés B. Cette structure est connue
sous le nom de structure eutectique et peut présenter une grande variété de dispositions géo-
métriques [50]. Cette structure eutectique peut aussi être observée pour un alliage dont la
concentration nominale est inférieure à la concentration eutectique. En effet, la solidification
successive des parties liquides restantes et leur enrichissement progressif en soluté, quand la
température diminue et que l’interface solide-liquide croît, ne se poursuit pas indéfiniment
le long des pentes liquidus et solidus, mais entraine l’obtention d’une composition égale à
la composition eutectique. Pour les alliages métalliques binaires, la structure eutectique peut
être fibreuse ou lamellaire, régulière ou irrégulière en fonction des valeurs de l’entropie de
fusion des deux phases solides α et β.

La figure I.6 présente une représentation schématique d’un processus de solidification
typique d’un alliage binaire dans un creuset. Initialement l’alliage se trouve à l’état fondu
avec une composition c∗0 et à une température T ∗0 supérieure à la température liquidus T ∗l
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I.3. SOLIDIFICATION DES ALLIAGES BINAIRES

donnée par le diagramme des phases. La solidification commence quand la température baisse
suffisamment grâce à l’extraction de chaleur via le refroidissement des parois du creuset.
Trois zones sont généralement identifiables, la zone solide (s), la zone pâteuse composée
d’un mélange des phases liquide et solide (s+l) et enfin, la zone entièrement liquide (l).

Zone solide (s)

Creuset

Zone liquide (l)

Zone 
pâteuse 
(s+l)

Zones colonnaires

Grains équiaxessZone de peau

Figure I.6 : Représentation schématique d’une coupe d’un creuset contenant un al-
liage métallique au cours d’un processus de solidification en coulée (issue de [52]).
(a) : Trois zones distinctes sont définies : la zone entièrement solide (s), la zone pâ-
teuse où le liquide et le solide coexistent (l+s) et enfin la zone entièrement liquide (l).
(b) : Les premières parties solides à se former sont celles en contact direct avec les
parois refroidies du creuset, c’est la zone de peau. Elle est constituée de petits grains
sans orientation définie et n’a que quelques millimètres d’épaisseur. Au dessus d’une
certaine épaisseur, ces grains continuent à se former au sein du bain fondu en suivant
la direction du gradient de température (direction normale aux parois du creuset) et
forment la zone colonnaire. c) Après un certain temps, certains grains colonnaires
se détachent et/ou d’autres nouveaux grains se forment plus loin dans le liquide. Ces
grains croissent en grains équiaxes, sans direction de solidification particulière, au
centre du creuset jusqu’à ce qu’ils bloquent la progression de la zone colonnaire. La
transition de la structure colonnaire à la structure équiaxe est connue sous le nom de
Transition Colonnaire-Equiaxe (CET).

I.3.3 Modélisation de la ségrégation des éléments d’alliage lors de la so-
lidification

La ségrégation est généralement constatée ou mesurée sur le lingot solide obtenu à l’état
final. Á l’échelle du lingot (de quelques millimètres au mètre), on parle de macro-ségrégation.
Si elle estmesurée entre les grains dendritiques (ou au niveau des espacements inter-dendritiques
de l’ordre d’une centaine de micromètres), elle est dite micro-ségrégation. Dans la réalité,
comme présenté précédemment, la ségrégation apparait d’abord au niveau de l’interface
solide-liquide lors de la croissance des zones colonnaires ou équiaxes, ce n’est encore que
de la micro-ségrégation. Comme celle-ci modifie les champs de concentration à l’échelle
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dentritique donnant lieu (dans la plupart des cas) à des mouvements de convection thermoso-
lutale du liquide enrichi en soluté ; que cette convection thermosolutale peut être accentuée
par de la convection naturelle ou dans d’autres cas par desmécanismes de brassagemécanique
( [53,54]), électromagnétique ( [55,56]) ou par ultrasons ( [57,58]) ; qu’à cela s’ajoute l’accu-
mulation du soluté au sein du liquide (enrichissement continu du liquide et appauvrissement
du solide) lors de la croissance de la phase solide ; des variations du champ de concentra-
tion apparaissent à l’échelle macroscopique. C’est la macro-ségrégation. Elle se manifeste
sous des formes diverses et variées (en canaux [59,60], en veines sombres [61],...) et dépend
principalement de l’influence des mouvements convectifs sur la zone pâteuse.

Lors de la solidification d’un alliage métallique, de nombreux phénomènes de transfert
entrent en jeu : d’abord des transferts de chaleur, à la fois au niveau local de l’interface solide-
liquide (rejet de chaleur latente), mais aussi à l’échelle du processus de solidification en-
tier (extraction de chaleur aux parois et convection-diffusion dans le bain liquide) ; auxquels
s’ajoutent les transferts de masse (rejet de soluté en lien avec la ségrégation des impuretés
à l’interface et convection-diffusion de ces mêmes impuretés au sein des deux phases). Ces
phénomènes, fortement couplés, interagissent les uns avec les autres et prédominent à dif-
férentes échelles. Le transfert de chaleur peut être traité à l’échelle macroscopique, i.e. à
l’échelle du creuset ou du four tout entier. Cependant, les interactions chaleur/masse doivent
être considérées à l’échelle microscopique i.e. au même ordre de grandeur que les structures
dentritiques, voire que celui des espacements inter-dendritiques secondaires. La modélisation
de la ségrégation est donc une étude à la fois multi-physiques et multi-échelles.

La modélisation de la ségrégation peut être faite à une échelle macroscopique via des
équationsmoyennées. Les équations nécessaires sont : les équations de conservation de l’éner-
gie, de la masse et de la quantité de mouvement ainsi que l’équation de transport du soluté.
Ce système d’équations doit être couplé à des modèles de ségrégation microscopiques.

I.3.3.1 Modélisation de la micro-ségrégation

Les modèles, ou lois, de la micro-ségrégation permettent de relier les valeurs des fractions
solide et liquide aux compositions solide et liquide au niveau de l’interface. Plusieurs modèles
avec différentes suppositions ou approches existent.

Le modèle le plus simple, basé sur la condition d’équilibre des phases solide et liquide
prédite par le diagramme des phases, est la règle des leviers. Celle-ci suppose des diffusivités
infinies du soluté dans les deux phases. Les fractions solide et liquide, gs et gl, sont données
par l’Eq. I.17. La concentration liquide alors est exprimée comme suit :

c∗l =
c∗0

(1− kp)gl + kp
(I.18)

Un second modèle, dit modèle de Scheil-Gulliver [50], suppose une diffusivité infinie du
soluté dans la phase liquide, mais nulle dans le solide. Ce modèle part du constat que la so-
lidification se produit très souvent hors de l’équilibre supposé dans la règle des leviers. Le
soluté ne diffuse pas de la même manière dans le liquide que dans le solide. Dans ce dernier,
les temps caractéristiques de diffusion sont très grands par rapport au temps de solidification.
L’hypothèse d’une homogénéité du soluté dans la phase solide à tout moment n’est plus te-
nable. Par contre, dans le liquide, avec ce modèle, l’homogénéisation est toujours supposée
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se faire instantanément grâce à une diffusivité infinie du soluté ou à la supposition d’un fort
régime convectif. Le relation de Scheil-Gulliver permet alors d’exprimer la fraction liquide
gl comme suit :

gl = (
c∗l
c∗0

)
1

kp−1 . (I.19)

La diffusivité du soluté n’étant pas forcément nulle dans le solide, Brody et Flemings [51]
proposent un modèle à mi chemin entre la règle des leviers et la loi de Scheil-Gulliver, i.e.
un modèle prenant en compte une diffusivité partielle du soluté dans la phase solide, mais
seulement sur une certaine épaisseur δ0 de l’interface solide-liquide vers le solide. Clyne et
Kruz [62] ont amélioré ce modèle pour y inclure une plus grande gamme de diffusivité du
soluté dans le solide. La fraction liquide, gl, est alors exprimée comme suit :

gl =
2kpα

′ − (
c∗l
c∗0

)
2kpα

′−1

1−kp

2kpα′ − 1
, (I.20)

avec
α′ = α0(1− exp(

−1

α0

))− 1

2
exp(

−1

2α0

),

et où α0 = Dsts/δ
2
0 est une constante adimensionnelle assimilable à un nombre de Fourrier.

D∗s , est le coefficient de diffusion du soluté dans la phase solide, t∗s est le temps caractéristique
de solidification locale. Ce dernier modèle permet de retrouver les deux modèles précédents,
la règle des leviers et la loi de Scheil-Gulliver. Pour cela il suffit de prendre respectivement,
α′ = 0.5 et α′ = 0.

D’autres modèles existent encore pour la modélisation de la micro-ségrégation. On peut
en citer deux qui ont été étudiés par Combeau et al. [63] : celui de Onhaka qui consiste à
supposer une forme donnée pour la courbe de la concentration solide ; celui de Mo [63] qui,
au lieu de directement donner une relation entre gs et c∗s, donne une équation d’évolution de
c∗s en fonction de plusieurs paramètres (diffusivité du soluté dans le solide, coefficient de par-
tage, espacement interdendritique secondaire...). Kobayashi [64] (qui donne d’ailleurs dans
ce papier la solution exacte du modèle de Brody-Flemings) compare plusieurs des modèles de
microségrégation précédents (règle des leviers, Scheil-gulliver, Clyne-Kruz, Brody-Flemings
et Onhaka) avec une résolution analytique et montre que très souvent les résultats obtenus avec
ces modèles ne sont pas suffisants. Voller [65], quant à lui, montre que les modèles de Brody-
Flemings et Onhaka donnent de bons résultats quand un taux de refroidissement constant est
appliqué. Bien que ces modèles intermédiaires (entre la règle des leviers et la loi de Scheil-
Gulliver, i.e. avec diffusivité partielle du soluté dans le solide ou avec un profil donné de
concentration dans le solide) peuvent donner de meilleurs résultats, il est plus commun de
s’appuyer sur la règle des leviers ou la loi de Scheil-Gulliver pour, d’abord, leur simplicité,
mais aussi comme première approximation relativement fiable.

Ces modèles de micro-ségrégation sont aussi utilisables pour les alliages ternaires ou
multi-composés [66–68].
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I.3.3.2 Modélisation de la macro-ségrégation

Comme mentionné précédemment, la modélisation de la macro-ségrégation se fait à une
plus grande échelle que la micro-ségrégation. Les cinétiques de croissance, la variété des
échelles caractéristiques des différents phénomènes physiques et l’extrême complexité des
morphologies de l’interface solide-liquide, apparaissant lors de la solidification des alliages
binaires, rendent très difficile, voire impossible, d’essayer de suivre la forme et la position
de l’interface solide-liquide tout le temps avec des méthodes multi-domaines. Des modèles
de croissance macroscopiques ont donc été développés pour étudier la solidification de ces
alliages sur un domaine global unique. En effet, pour un alliage se solidifiant dans un creuset,
la modélisation peut se faire avec des équations de conservation moyennées macroscopiques.
Un tel système d’équations doit être fermé avec l’un des modèles de micro-ségrégation qui
sera appliqué au niveau de chaque maille de calcul. La fermeture du système d’équations de
conservation moyennées par les modèles de micro-ségrégation est normalement suffisante
pour décrire qualitativement et même quantitativement les macro-ségrégations obtenues en
fin de solidification (à condition d’appliquer des conditions aux limites bien représentatives
des conditions expérimentales et de bien connaître les propriétés thermo-physiques du ma-
tériau solidifié). Ces modèles macroscopiques continues (’continues’ implique l’application
des équations de conservation de manière continue à travers l’interface solide-liquide sans
condition de saut ou de discontinuité et celà sur tout domaine de calcul) se divisent en deux
grandes familles.

La première rassemble les modèles de continuum basés sur la théorie des mélanges ini-
tialement proposée par Bennon & Incropera [5]. Dans cet article, les auteurs donnent un
développement avec lequel, à partir des équations exprimées pour les deux phases de ma-
nières distinctes, ils aboutissent à des équations macroscopiques moyennes valables pour le
mélange composé des deux phases solide et liquide. Dans ce développement, la règle des
leviers est utilisée, les phases solide et liquide sont localement à l’équilibre thermique et la
diffusion macroscopique du soluté dans le solide ainsi que la vitesse du solide sont nulles.
La zone pâteuse est supposée être cohérente et continue. Les propriétés thermo-physiques
du mélange sont les moyennes des propriétés des phases solide et liquide pondérées par leur
fraction volumique. Ce système d’équations est utilisé pour simuler la solidification d’une
solution aqueuse de chlorure d’ammonium dans une cavité rectangulaire [6].

La seconde famille regroupe les modèles de continuums macroscopiques proposés par Ni
& Beckermann [8]. Dans celle-ci, la technique de prises de moyennes volumiques sur un vo-
lume élémentaire représentatif (VER) est utilisée pour établir les équations macroscopiques.
Ce VER (de l’ordre du millimètre) est plus petit que la taille du système (qui est l’échelle du
creuset allant d’une dizaine de centimètres au mètre), mais supérieur à l’échelle des micro-
structures (qui est de l’ordre d’une dizaine de micro-mètres). Il est donc suffisamment grand
pour être caractéristique des macro-structures recherchées. La température et la densité sont
considérées comme uniformes dans le VER. Les auteurs déterminent les valeurs moyennes
des différentes variables recherchées, de manière à se débarrasser de leurs variations aux
plus petites échelles, et expriment un système unique d’équations macroscopiques dont les
variables sont les valeurs moyennées. Une approche similaire a été proposée par Ganesan
et al. [69], puis utilisée dans le travail de Felicelli et al. [70] pour montrer la formation de
’freckles’ à cause de la convection thermo-solutale durant la solidification d’alliages binaires.
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Ahmad et al. [71] comparent la résolution de ces mêmes équations avec une méthode de vo-
lumes finis et une méthode aux éléments finis pour deux alliages d’étain-plomb et comparent
ensuite les résultats numériques avec les résultats expérimentaux de Hebditch et al. [72]. Une
bonne correspondance est trouvée entre les résultats. Les auteurs y proposent aussi une dis-
cussion sur l’influence de la concurrence ou de la superposition des convections thermiques
et solutales (quand le soluté rejeté est plus léger ou plus lourd que le solvant, i.e. respective-
ment l’étain dans le plomb ou l’inverse) sur la forme et l’intensité des ’freckles’ de ségréga-
tion. Ce système d’équations a été proposé pour résolution avec différentes méthodes dans un
benchmark de solidification dans le cadre du projet ANR SMACS (numerical Simulation of
MACrosegregation and Structure) [73] et dont les résultats ont été résumés dans [74]. Plus
récemment Boussaa et.al [75,76] ont montré que cette approche couplée à la règle des leviers
donne des résultats numériques en bon accord avec des résultats expérimentaux obtenus avec
le benchmark ’Afrodite’ pour la solidification d’un alliage étain-plomb.

Ce système d’équations de conservation ainsi que les différentes considérations et sim-
plifications considérées sont détaillés à la section IV.2 de ce travail où une étude portant sur
la ségrégation lors de la solidification d’un alliage étain-plomb est menée.

Des approfondissements de cette approche de prises de moyennes volumiques ont été
aussi proposés pour prendre en considération le mouvements de la phase solide durant la
solidification [77–79,90]. En effet le détachement de grains solides de la zone pâteuse et leur
mouvement au sein de la phase liquide sont souvent des facteurs qui contribuent de façon
assez conséquente aux macro-ségrégations.

I.4 Étude expérimentale de la solidification
En ce qui concerne l’étude expérimentale de la solidification des corps purs et des alliages

métalliques, un nombre considérable de configurations, de techniques, de procédés et d’ap-
proches sont utilisées et des efforts conséquents sont à chaque fois mis en œuvre pour voir
l’influences des différents phénomènes physiques sur les cinétiques de solidification dans le
but de maitriser et d’améliorer les procédés de solidification. Les procédés industriels sont
aussi aussi diverses que variés. On retrouve les procédés de solidification dirigée en Bridg-
man horizontal ou vertical, où les deux constituants phares sont le creuset et les éléments de
chauffage ou de refroidissement. Généralement avec ce procédé, l’un des deux constituants
est translaté par rapport à l’autre et on parle alors de vitesses de tirage. On parle aussi de tirage
dans les procédés de Czochralski et de Kyropoulos. Des procédés de solidification en coulée
continue ou en moulage sont aussi utilisés.

Dans les expériences de solidification de référence, les efforts sont généralement concen-
tré sur la compréhension des phénomènes physiques et de leur influence sur les différents
phénomènes de transfert ainsi que leur impact sur les structures obtenues. Il est aussi com-
mun d’essayer d’isoler un phénomène physique particulier pour voir son influence seule, in-
dépendamment des autres phénomènes, ou encore d’observer l’influence de combinaisons de
phénomènes physiques couplés. Ces études nécessitent des outils de mesure et des moyens
d’observation assez pointus. La précision des techniques de mesure et leur fiabilité sont des
facteurs déterminants.

Pour le changement de phase solide-liquide des corps purs, parmi les benchmarks les
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plus utilisés pour la validation des codes de solidification, on retrouve les deux expériences
de Wolf et Viskanta [48] (étain pur) et celle de Gau et Viskanta [80] (gallium pur). Les deux
observent l’influence de la convection naturelle sur l’évolution du front solide-liquide. Des
expériences de solidification dirigée en micro-gravité ont été aussi réalisées pour éliminer
les effets convectifs et n’étudier que l’influence des effets diffusifs. Liu et al. [81] proposent
un tel benchmark pour l’alliage Al-7wt.%Si (les expériences sont menées à bord de la station
spatiale internationale). D’autres études regardent l’influence de l’application de champs ma-
gnétiques sur la cinétique de solidification [82–84].
Dans la partie suivante nous présentons le dispositif expérimental de référence sur lequel nous
nous appuyons pour valider nos résultats numériques. Les constituants de ce montage ainsi
que les principes et moyens de mesure y sont décrits.

I.4.1 Montage expérimental ’Afrodite’
Dans le cadre de notre travail, on s’intéresse particulièrement au dispositif expérimental

’Afrodite’ réalisé au sein du laboratoire SIMAP/EPM à Grenoble pour l’étude de la solidifi-
cation de métaux purs et de la ségrégation dans les alliages métalliques. Ce montage s’inspire
du dispositif proposé par Hebditch et.al [72,85] pour l’observation de la ségrégation lors de la
formation de lingots d’alliages (Sn-5wt.%Zn, Sn-5wt.%Pb et Pb-48wt.%Sn) dans un creuset
de 10 cm de longueur, 6 cm de hauteur et 1 ou 3 cm de largeur et qui n’est refroidi qu’à par-
tir d’une seule paroi via une circulation d’eau ou d’air. La première version de l’expérience
nommée ’Afrodite I’ fut réalisée par Quillet et.al [86]. Les échantillons étaient solidifiés dans
un creuset de 5 × 6 × 1 cm3 dont toutes les parois étaient adiabatiques, sauf une seule par
laquelle se faisait le refroidissement (voir fig. I.7). Cette première version a permis la réali-
sation d’une série d’expériences de solidification d’étain pur et de l’alliage métallique Sn-5
wt.%Bi [87].

Figure I.7 : Schéma de l’installation expérimentale ’Afrodite I’ [87].

Lemontage expérimentale (’Afrodite I’) a étémodifié parWang pour aboutir à une deuxième
version nommée ’Afrodite II’. Dans cette dernière, la taille des échantillons solidifiés est de
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10×6×1 cm3. Elle inclut aussi un deuxième échangeur de chaleur positionné sur le côté op-
posé de l’échangeur initial. Ces deux échangeurs permettent d’imposer un gradient thermique
horizontal entre les parois du creuset contenant l’échantillon, permettant ainsi l’application
de différentes configurations thermiques de chauffage et de refroidissement. Wang a aussi
amélioré l’isolation thermique de l’installation et a augmenté le nombre de thermocouples
qui permettent l’acquisition des cartes thermiques au niveau des parois latérales du creuset.
Le dispositif ’Afrodite II’ est bien décrit et documenté par Wang et.al [87, 91–93] et a servi
de référence de validation pour plusieurs travaux de simulations numériques [78,90,94–98].
Dans cette deuxième version du dispositif, l’estimation de la température des parois chauf-
fées (ou refroidies) du creuset qui sont en contact avec les deux échangeurs de chaleur reste
compliquée. En effet le nombre de thermocouples a été seulement augmenté sur les parois
latérales du creuset mais pas au niveau des échangeurs de chaleur. Le contrôle des condi-
tions aux limites thermiques ainsi que leur bonne estimation pour leur utilisation dans les
validations numériques se sont avérés impossibles.

Une troisième version du dispositif, nommée ’Afrodite III’, a été proposée par Hachani
et.al [88, 99, 102]. Dans celle-ci le nombre total de thermocouples a été porté à 86, dont 18
uniquement au niveau des échangeurs de chaleur pour une meilleure estimation de la tempé-
rature à la fois au niveau des échangeurs et du creuset. Les flux thermiques extraits au niveau
de ces parois sont mieux contrôlés. Cette dernière version de l’expérience est représentée sur
la fig. I.8, on s’y référera dans la suite de ce travail par ’Afrodite’.

Figure I.8 : Schéma de l’installation expérimentale ’Afrodite’ [91] avec ses princi-
pales parties. 1,5 : échangeur de chaleur gauche et droit, 2 : échantillon du matériau
étudié, 3 : matrice de thermocouples, 4 : le creuset en acier inoxydable et 6 : moteur
linéaire.

Ce dispositif se compose de cinq parties principales :
— Un creuset de forme parallélépipédique, d’une longueur L∗ = 10 cm, une profondeur

W ∗ = 1 cm et d’une hauteur H∗ = 6 cm. Il est représenté en gris clair sur la fig. I.9.
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Il est fabriqué avec des feuilles d’acier inoxydable (pour une neutralité chimique vis-
à-vis de l’échantillon à solidifier [88]) de 0.5 mm d’épaisseur et contient l’échantillon
métallique à solidifier.

— Deux échangeurs de chaleur latéraux en cuivre (1 et 5 sur la fig. I.8 et représentés en
gris foncé sur la fig. I.9) avec une grande conductivité thermique, chacun avec une
partie chauffante et un circuit pour l’eau de refroidissement. Ces deux échangeurs
ont une section transversale (1 × 6 cm2) et forment les deux parois chauffées (ou
refroidies) du creuset pour assurer un apport ou une extraction plus homogène des flux
de chaleur. Ils sont donc directement en contact avec le bain fondu (ou l’échantillon
solide). Comme le cuivre présente des contraintes chimiques, du fait de son interaction
avec l’étain qui est le matériau principalement étudié, une mince couche de chrome
et un spray de nitrure de bore sont appliqués sur les faces des échangeurs.

— Une série de 88 thermocouples type-K, avec une fréquence d’enregistrement de 1 Hz,
pour la mesure de la température aux parois latérales du creuset et des échangeurs
de chaleur. Soixante-huit d’entre eux sont pointés par soudage laser sur les parois
latérales du creuset et dix-huit sur les deux échangeurs de chaleur. Sur les soixante-
huit thermocouples des parois du creuset, cinquante sont disposés en un quadrillage
régulier à 5 lignes (5×10) avec un espacement horizontal et vertical constant de 1 cm
sur une même paroi latérale (leur emplacement est représenté par les points oranges
libellés de L 1 à L 50 sur la fig. I.9), et dix-huit sont disposés sur la paroi latérale
opposée pour vérifier la symétrie des mesures par rapport au plan de coupe central de
la cavité. Ces thermocouples donnent un aperçu de l’évolution temporelle du champ
de température au sein de l’échantillon pendant le processus de solidification. Les dix-
huit thermocouples restant sont répartis de manière égale entre les deux échangeurs de
chaleur, libellés respectivement de FR1 à FR9 et de FL1 à FL9 pour les échangeurs de
chaleur droit et gauche (voir fig. I.12). Ils permettent l’estimation des flux de chaleur
échangés avec l’échantillon lors des processus de solidification et le contrôle de la
température aux parois du creuset. Ils sont représentés par des points bleus sur la
fig. I.9.

— Une boîte de Kirchhoff englobant le creuset et qui sert à minimiser les pertes de cha-
leur par rayonnement sur les surfaces latérales du creuset. En effet, ces parois montent
à des températures assez élevées et du fait de l’émissivité du cuivre et de l’acier, des
pertes par rayonnement sont constatées. La boite de Kirchoff limite ces pertes.

— Une enceinte sous vide englobant les différentes parties (l’échantillon à solidifier, les
échangeurs de chaleur, le creuset et la boite de Kirchhoff) pour éliminer tout transfert
de chaleur supplémentaire par convection d’air et assurant ainsi l’isolation totale et
finale de l’installation.

Une description plus détaillée de l’ensemble de ces composants est donnée dans la thèse de
Hachani [88] et dans les publication de Hachani et al. [99–102].
La disposition des thermocouples au sein du creuset et des échangeurs de chaleur est illus-
trée sur la figure I.9. Leur répartition a été choisie afin de permettre une acquisition optimale
des champs de température au cours des différentes étapes de solidification. Cette acquisition
permet le tracé des isothermes (contours de la température) ainsi que celle des gradients ther-
miques locaux au sein de l’échantillon durant les processus de solidification. Deux exemples
de résultats expérimentaux obtenus avec ces thermocouples sont illustrés sur les figures I.10 et
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I.4. ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DE LA SOLIDIFICATION

Figure I.9 : Schéma du benchmark expérimental avec le creuset (gris clair) au milieu
et les positions ainsi que l’espacement entre les cinquante thermocouples de la face
latérale du creuset (points oranges). Les deux échangeurs de chaleur latéraux (gris
foncé) contiennent chacun neuf thermocouples additionnels avec un positionnement
spécifique (points bleus).

(a) (b)

Figure I.10 : Résultats expérimentaux de la solidification de l’étain pur (Sn) avec
∆T ∗ = 0 K et Cr∗ = −0.03 K/s. (a) champ de température au sein de l’échantillon
avec les vecteurs proportionnels à la densité du flux thermique à un instant donné du
processus de solidification. (b) évolution temporelle de la température sur quelques
thermocouples pendant toute la durée du processus de solidification [88].

I.11 pour des cas de solidification, respectivement, d’étain pur (Sn) et de l’alliage métallique
(Sn-3 wt.%Pb).

Dans la première expérience, de l’étain pur en fusion est refroidi de manière symétrique
et simultanée à partir des deux parois en contact avec les échangeurs. L’écart de température
entre ces deux parois est∆T ∗ = 0K et le taux de refroidissement estCr∗ = −0.03K/s. Deux
fronts de solidification apparaissent au niveau des deux parois refroidies, puis croissent vers le
centre de la cavité où se trouve l’étain liquide restant dont le volume décroit progressivement.
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

L’acquisition des données de température au moyen des thermocouples permet de visua-
liser les isothermes et de repérer les fronts solide-liquide (voir fig. I.10-a). L’évolution tem-
porelle de la température au sein du creuset durant tout le processus est aussi obtenue avec
les thermocouples (voir fig. I.10-b). On y constate bien les différentes étapes de solidification
avec les deux refroidissements linéaires quand l’échantillon est totalement solide ou liquide
et le pallier isotherme de changement de phase entre ces deux états. De la surfusion est aussi
observée pour ce cas de refroidissement symétrique.

Figure I.11 : Champs expérimentaux de température au sein de la cavité à quatre
instants successifs durant le processus de solidification de l’alliage Sn-3wt.%Pb.
∆T ∗ = 40 K etCr∗ = −0.03 K/s. La température des colorbars est en degrés Celcius
et les vecteurs noirs sont proportionnels aux flux thermiques [88].

Dans le deuxième cas rapporté sur la figure I.11, l’effet de la convection naturelle sur la
solidification de l’alliage métallique (Sn-3wt.%Pb) est étudié. Dans ce cas une différence de
température∆T ∗ = 40Kest imposée entre les parois refroidies pour déclencher la convection
naturelle. Le taux de refroidissement est Cr∗ = −0.03∗ K/s. La visualisation des champs
de température et la déformations des isothermes indiquent bien la présence d’une boucle
d’écoulement convectif. Cet écoulement impacte le type de structure obtenu dans l’alliage
solidifié.
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I.4. ÉTUDE EXPÉRIMENTALE DE LA SOLIDIFICATION

(a) (b) (c)

Figure I.12 : Macrostructures observées sur les faces latérales des lingots de l’alliage
Sn-3wt.%Pb obtenus avec les taux de refroidissement suivants : (a) −0.03 K/s, (b)
−0.02 K/s et (c) −0.04 K/s [88].

Dans ces différentes expériences de solidification [88, 99–101], Hachani a mentionné la
présence d’une résistance thermique de contact entre les échangeurs de chaleur et l’échan-
tillon à solidifier. Cette résistance perturbe les conditions aux limites thermiques et rend les
flux de chaleur échangés non uniformes le long des parois refroidies. Elle affecte aussi le gra-
dient thermique effectif réellement constaté entre ces deux parois. Les données brutes de tem-
pérature acquises au niveau des parois refroidies ne sont donc pas directement exploitables
comme conditions aux limites fiables lors des simulations numériques. Leur traitement est
nécessaire afin de reconstruire les bonnes conditions aux limites thermiques représentatives
de l’expérience lors des simulations numériques. Ce traitement qui met à profit les données
de températures est détaillé dans le troisième chapitre de ce travail où les résultats numé-
riques, obtenus avec des modèles développés pour la simulation du changement de phase
solide-liquide de corps purs, sont confrontés aux résultats expérimentaux.

Outre l’acquisition des données expérimentales de température au sein de l’échantillon
et des échangeurs de chaleur durant les processus de solidification des différents matériaux,
différentes analyses post-mortem des échantillon solides ont étés réalisées [88, 99–102]. La
première analyse a pour but la mise en évidence de la nature des macrostructures en obser-
vant les tailles des grains et la répartition des canaux ségrégés. Cette analyse est effectuée
en appliquant une succession de polissage aux faces du lingot, puis une attaque chimique
avec une solution chimique appropriée (le procédé suivi est bien détaillé dans la thèse de
Hachani [88]). Des vues qualitatives des structures obtenues en fonction des taux de refroi-
dissement appliqués sont données sur la figure I.12, pour des lingots de Sn-3wt.%Pb.

Une deuxième analyse couplant une méthode chimique à l’ICP (Plasma à Couplage In-
ductif) est appliquée pour avoir la distribution quantitative de la concentration en plomb.
Cette concentration est estimée, avec une erreur relative de ±3%, sur les mêmes positions
que celles des thermocouples en réalisant un carottage. L’exemple d’un lingot carotté et de la
carte de concentration correspondante sont donnés sur la figure I.13.

Une dernière analyse post-mortem est effectuée en réalisant des radiographies aux rayons
X des lingots solidifiés. Le principe derrière ces radiographies est qu’une différence d’ab-
sorption des rayons X existe entre l’élément d’alliage qui est le plomb et l’étain, du fait, entre
autres, de la différence de leur densité. Des cartes en niveaux de gris, dans lesquelles des
contrastes entre les zones plus ou moins riches en plomb apparaissent, sont obtenues. Au
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

(a) (b)
Figure I.13 : (a) : Photo du lingot carotté aux mêmes emplacements que ceux des
thermocouples. (b) : Champ de concentration final du lingot de Sn-3wt.%Pb obtenu
après analyse post-mortem [88, 101].

moyen d’un traitement d’image, il est possible de retrouver le champ de concentration en
plomb moyenné sur la petite épaisseur du lingot. Cela est particulièrement utile pour la mise
en évidence des canaux ségrégés ainsi que de leurs tailles et répartitions en fonction de la
concentration nominale de l’alliage considéré et du taux de refroidissement appliqué lors de
sa solidification. La figure I.14(a) montre la radiographie X d’un lingot de Sn-10wt.%Pb so-
lidifié en imposant une différence de température ∆T ∗ = 0 K et un taux de refroidissement
Cr∗ = −0.04∗ K/s. La figure I.14(b) montre la carte de concentration en plomb obtenue après
traitement de l’image radiographique. L’exemple d’un canal ségrégé est mis en évidence en
pointillés sur les deux figures.

(a) (b)
Figure I.14 : Radiographie X (a) et son traitement d’image (b) du lingot de l’alliage
Sn-10wt.%Pb obtenu en appliquant une différence de température ∆T ∗ = 40 K et un
taux de refroidissement Cr∗ = −0.04∗ K/s [88].

Des cartes de concentration plus détaillées sont obtenues en découpant les lingots trans-
versalement en petites lamelles qui sont ensuite radiographiées. Ces nouvelles cartes ainsi
obtenues permettent d’avoir la variation de la concentration du plomb suivant l’épaisseur du
lingot.

Le montage expérimental ’Afrodite’ permet donc l’obtention de données à la fois qualita-
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I.5. CONCLUSION

tives et quantitatives sur le processus de solidification et les lingots obtenus. Plusieurs séries
de mesures ont été effectuées, que ce soit pour la solidification de l’étain pur ou de différents
alliages d’étain-plomb. Les données expérimentales acquises serviront de référence lors de
la validation des modèles numériques élaborés dans la suite de ce travail.

I.5 conclusion
Cette revue bibliographique des différentes approches possibles pour modéliser le chan-

gement de phase solide-liquide de corps purs montre la variétés des méthodes et des mo-
dèles disponibles, ainsi que la complexité des nombreux phénomènes physiques y apparais-
sant. Ce champ d’étude reste vaste (englobant beaucoup de phénomènes physiques et multi-
physiques), d’actualité (des études et des projets récents traitent encore cette problématique)
et avec à la clef non seulement des enjeux de compréhension, mais aussi des domaines d’ap-
plications industrielles variés et très compétitifs. Le besoin d’outils numériques efficaces,
facilitant la résolution et la simulation de différents procédés et processus, est présent.

La modélisation numérique peut se faire avec deux principales approches, différentes les
unes des autres, et qui présentent, chacune, des avantages propres mais restent appropriées
à un certain type d’étude. La première est la méthode multi-domaines, qui permet le sui-
vie explicite de l’interface solide-liquide. Elle est appropriée à l’étude des changements de
phase isothermes des corps purs. Elle sera donc utilisée pour simuler le changement de phase
solide-liquide de l’étain pur au sein du benchmark ’Afrodite’. La deuxième méthode, la mé-
thode enthalpique, permet la résolution d’un système unique d’équations sur tout le domaine
étudié (contenant à la fois les deux phases solide et liquide), est mieux adaptée à l’étude des
changements de phase non isothermes avec zone pâteuse. Elle sera utilisée pour modéliser
les changements de phase des alliages binaires étudiés. Dans ce cadre là, des modèles de sé-
grégation lui seront associés, avec aussi un certain nombres d’hypothèses et de suppositions
qui seront discutées au cas par cas.

Une remarque importante qui a été mentionnée par Hachani et al. [102] porte sur la re-
productibilité des expériences de solidification. En effet, une étude statistique, portant sur la
solidification de 8 lingots identiques de Sn-3wt.%Pb sous les mêmes conditions expérimen-
tales, a permis de conclure que, bien que les résultats globaux de la solidification soient iden-
tiques (en termes de macrostructures globales), des différences non moindres subsistent entre
les 8 lingots. Des fluctuations de la température dans le bain liquide en fin de solidification
ainsi que des différences entre les répartitions des canaux ségrégés sont observées. En réa-
lité, du fait du fort couplage entre les différents phénomènes physiques complexes mis en jeu
(convection thermo-solutales, transferts de chaleurs et de masse, équilibre thermodynamique
aux interfaces solide-liquide, rejet de chaleur latente...), des petites fluctuations de compo-
sition, même locales, et/ou des fluctuations des conditions aux limites peuvent entrainer des
variations notables des champs de température et de concentration observés. Les simulations
numériques pleinement 3D d’un tel processus, avec autant de phénomènes physiques couplés,
restent onéreuses (en termes de moyen/temps de calcul) et de ce fait inappropriées aux études
paramétriques qui elle nécessitent des modèles rapides et légers en termes de résolution, tout
en gardant des résultats fiables. Dans la suite de ce travail, les chapitres II et III sont consa-
crés à l’expression et l’adaptation de modèles semi-empiriques, prenant en considérations
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CHAPITRE I. ÉTAT DE L’ART

la tri-dimensionnalité des phénomènes dissipatifs, tout en gardant une formulation 2D. Ces
modèles ont pour but d’être des outils fiables, avec une grande facilité/vitesse de résolution
pour se prêter aux études paramétriques et/ou statistiques.
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Chapitre II

Les Modèles 2D1/2 pour la Convection
Naturelle
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II.7 Résultats et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
II.8 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

II.1 Introduction
Dans ce chapitre nous nous intéressons à la convection naturelle se produisant au sein de

la phase liquide quand celle-ci est soumise à un chauffage différentié au sein du creuset du dis-
positif expérimental ’Afrodite’. Les modèles 3D pour la simulation de la convection naturelle
en cavité confinée différentiellement chauffée se révèlent être très fiables là où les modèles
2D classiques captent mal la physique des phénomènes étudiés. Cependant, ces modèles 3D
restent bien plus coûteux en temps de calcul. Pour prendre en compte la tridimensionnalité
du champ de vitesse, une alternative aux simulations entièrement 3D est obtenue en intégrant
les équations de mouvement le long de la direction transverse en supposant des formes bien
déterminées pour les profils de vitesse, de température et de pression. Cette approche permet
de réduire le problème 3D en un problème dit 2D1/2. Les différents modèles 2D1/2 obtenus
en fonction de la forme du profil de vitesse transverse supposé seront ici présentés. Un para-
mètre δ permettant de faire varier ces profils est présenté. Contrairement à ce qui a été fait
précédemment où une seule valeur de ce paramètre était considérée comme un compromis
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entre un nombre limité de simulations, on montre dans ce chapitre que, pour chaque cas pra-
tique, une seule valeur de ce paramètre permet d’optimiser les résultats des modèles 2D1/2.
Les valeurs optimales δoptimal du paramètre δ sont recherchées sur une large gamme de varia-
tion des paramètres de contrôle, recouvrant plusieurs situations pratiques. Une loi générale
donnant l’évolution de δoptimal en fonction des paramètres de contrôle est finalement donnée,
permettant directement l’utilisation optimale des modèles 2D1/2 pour l’étude de la convection
naturelle, mais aussi pour des cas de changement de phase solide-liquide qui sont reportés
au chapitre suivant. Avant d’aboutir à cette loi générale, plusieurs comparaisons qualitatives
et quantitatives sont faites entre les différents résultats obtenus avec les différents modèles
3D, 2D et 2D1/2. Un résultat important rapporté aussi dans ce chapitre est la définition d’un
domaine de validité, sur l’espace de variation des paramètres de contrôle, des modèles 2D1/2.
Dans ce domaine, les hypothèses permettant d’aboutir aux modèles 2D1/2 sont respectées
selon des critères plus rigoureux.

II.2 Présentation du modèle général 3D

II.2.1 Configuration géométrique étudiée

La configuration géométrique considérée dans cette étude est présentée sur la figure II.1.
C’est une cavité parallélépipédique différentiellement chauffée. Les dimensions sont choisies
pour correspondre au creuset du benchmark expérimental ’Afrodite’. L’une des principales
caractéristiques de cette cavité est son confinement dans la direction transverse x3. Ses pro-
portions fixes sont les suivantes : Aw = W/H = 1/6 et Al = L/H = 10/6, où L est la
longueur suivant la direction x1 (L = 10 cm),H est la hauteur suivant la direction x2 (H = 6
cm) etW est la largeur suivant la direction x3 (W = 1 cm). Les parois supérieure, inférieure
et latérales sont adiabatiques, tandis que les deux parois verticales d’extrémité à x1 = 0 cm
et x1 = 10 cm sont à des températures constantes imposées. La paroi d’extrémité à gauche
(en rouge sur la fig. II.1) est à une température chaude T ∗h et la paroi d’extrémité à droite (en
bleu sur la fig. II.1) est à une température froide T ∗c .

Un intérêt majeur est porté sur les matériaux à faible nombre de Prandtl (typiquement
le cas des métaux liquides) qui seront pris en compte tout au long de cette étude. Dans un
premier temps, c’est la convection naturelle initiée dans la cavité contenant exclusivement
une phase liquide des matériaux choisis qui sera étudiée. Des cas de changement de phase
solide-liquide seront ensuite examinés.

II.2.2 Équations générales du modèle 3D

Le problème traité est défini par les équations de conservation de la quantité de mouve-
ment, de l’énergie et de la masse. Les seuls paramètres de contrôle pour l’étude de la convec-
tion naturelle au sein de la géométrie présentée sont le nombre de Prandtl :

Pr =
ν

α
, (II.1)
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

H = 6 cm

x1

x2

x3

L = 10 cm

W = 1cm

Parois chaude (T =Th )   Parois adiabatiques  Plan de coupe vertical et horizontal  Parois froide (T =T c )
 *   * **

Figure II.1 : Configuration géométrique étudiée : Cavité parallélépipédique différen-
tiellement chauffée où les parois d’extrémité verticales à droite et à gauche sont main-
tenues à des températures constantes, T ∗c et T ∗h respectivement. Les autres parois sont
adiabatiques. Les plans caractéristiques sont le plan de coupe vertical central (vert) et
un plan de coupe horizontal (noir hachuré).

et le nombre de Grashof :
Gr =

gβ(∆T ∗/L)H4

ν2
, (II.2)

où ν, α et β sont respectivement la viscosité cinématique, la diffusivité thermique et le coef-
ficient d’expansion thermique. La différence de température entre la paroi chaude et la paroi
froide de la cavité est notée ∆T ∗ = T ∗h − T ∗c .

Les équations de conservation 3D sont exprimées sous leur forme adimensionnelle, ob-
tenue en utilisant respectivement ν/H , H , H2/ν, ρ(ν/H)2 et ∆T ∗ comme grandeurs carac-
téristiques pour la vitesse, la longueur, le temps, la pression et la température. Pour un fluide
newtonien incompressible sous l’approximation de Boussinesq, elles sont :

— L’équation de conservation de la masse :

∇.u = 0, (II.3)

où u = (u1, u2, u3) est la vitesse adimensionnelle.

— L’équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂ui
∂t

+ u.∇ui = − ∂p

∂xi
+ AlGr θ δi,2 +∇2ui pour i = 1, 2 et 3, (II.4)

où t et p sont respectivement le temps et la pression adimensionnels. Le terme de
flottabilité fait apparaitre le nombre de Grashof, et la proportion longueur/hauteur ; il
n’intervient que sur la direction verticale x2 ce qui est traduit ici grâce au symbole de
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II.3. LES MODÈLES 2D ET LEURS LIMITATIONS

Kronecker δi,2.

— L’équation de conservation de l’énergie :

∂θ

∂t
+ u.∇θ =

1

Pr
∇2θ, (II.5)

où le terme diffusif contient le nombre de Prandtl et où θ est la température adimen-
sionnelle :

θ = [T ∗ − 1/2(T ∗h + T ∗c )]/∆T ∗

Les conditions aux limites thermiques pour θ sont les suivantes : θ = 0.5 sur la paroi
chaude en x1 = 0, θ = −0.5 sur la paroi froide en x1 = L/H = Al et ∂θ

∂n
= 0 sur

toutes les autres parois.

II.3 Les modèles 2D et leurs limitations
Les équations du problème précédemment définies peuvent être résolues en 2D dans le

plan (x1, x2) si l’on suppose que les grandeurs sont invariantes selon x3. Pour cela il suffit juste
de limiter la variation de l’indice i dans l’équation II.4 de 1 à 2 et d’exprimer le laplacien et
la divergence dans les équations de conservation en 2D seulement. La cavité est réduite à un
rectangle de hauteur AH = 1 et de largeur Al = L/H = 10/6. Bien que le domaine ne soit
pas infini selon x3, cette simplification du problème peut paraitre suffisante, car le gradient
thermique imposé est longitudinal (suivant x1). Elle est implicitement proposée par Fautrelle
et al. [91,92,99] qui présentent leur benchmark comme étant une expérience quasi-2D du fait
du confinement latéral de la cavité 3D. Pour vérifier la validité de cette approche les résultats
du modèle 2D et celui du modèle 3D sont comparés. Deux cas sont rapportés ci-dessous, dans
le premier Pr = 0.01Gr = 107 (fig. II.2) et dans le second Pr = 0.001Gr = 107 (fig. II.3).

(a) 3D (b) 2D

Figure II.2 : Champs de vitesse (niveaux d’intensité et vecteurs) et champs de tem-
pérature (isothermes) pour Pr = 10−2 et Gr = 107 obtenus avec : (a) modèle 3D
moyenné suivant la direction x3 et (b) modèle 2D. La solution obtenue avec le modèle
3D est stationnaire alors que la solution 2D ne l’est pas.
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

(a) 3D (b) 2D

Figure II.3 : Champs de vitesse (niveaux d’intensité et vecteurs) et champs de tem-
pérature (isothermes) pour Pr = 10−3 et Gr = 107 obtenus avec : (a) modèle 3D
moyenné suivant la direction x3 et (b) modèle 2D. Les deux solutions sont station-
naires.

Les figures II.2(a) et II.3(a) rapportent les résultats obtenus avec le modèle 3D et moyen-
nés suivant la direction x3, tandis que les figures II.2(b) et II.3(b) montrent les résultats obte-
nus avec le modèle 2D. Sur toutes ces figures les champs de vitesse sont indiqués en niveaux
d’intensité colorés et en vecteurs, et les champs de température sont représentés par des iso-
thermes noires.

Pour les deux cas considérés, le contraste entre les résultats 2D et 3D est très marqué. Dans
les deux cas, le modèle 2D donne un écoulement hautement convectif avec des intensités de
vitesse nettement supérieures à celle du modèle 3D. En plus de cela, le modèle 2D donne à
chaque fois des zones de recirculation de tailles importantes. Pour le cas Pr = 0.01, deux
zones principales apparaissent, l’une dans le coin supérieur droit près de la paroi froide et
l’autre dans le coin inférieur gauche près de la paroi chaude (voir fig. II.2(b)) ; tandis que pour
Pr = 0.001, elles sont encore plus nombreuses et se situent près des parois (voir fig. II.3(b)).
Ces zones de recirculation et leur nombre affectent la forme de la boucle de convection prin-
cipale qui change nettement entre Pr = 0.01 et Pr = 0.001. Le modèle 3D donne, dans
les deux cas, des circulations convectives plus allongées avec des amplitudes de vitesse in-
férieures à celles obtenues avec le modèle 2D. La différence de la structure de l’écoulement
entre ces deux cas est moins prononcée que celle du modèle 2D. En effet la structure de
l’écoulement reste plus ou moins similaire pour les deux résultats 3D où elle est allongée.
Ces différences dans les champs de vitesse entre les modèles entraînent également des dif-
férences dans les champs de température. En effet, les isothermes 2D sont très déformées
par rapport aux isothermes 3D, notamment dans les régions où la vitesse est maximale dans
les résultats 2D. De plus, à ces valeurs des paramètres de contrôle, les solutions 2D restent
instationnaires alors que les simulations 3D atteignent des états stationnaires. L’incapacité du
modèle 2D à prédire les champs de vitesse et de température (comme déjà rapporté par Botton
et al. [103]) est clairement illustrée ici. Cela confirme que le modèle 2D, bien qu’intéressant
en termes de temps de simulation, n’est pas fiable pour l’étude de la convection naturelle dans
une telle cavité confinée. Les parois latérales affectent très nettement la structure de l’écou-
lement obtenu. L’adhérence du liquide à ces parois induit des effets dissipatifs qui modifient

41

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2019LYSEI132/these.pdf 
© [I. Hamzaoui], [2019], INSA Lyon, tous droits réservés



II.4. LES MODÈLES 2D1/2

à la fois le champ de vitesse et le champ de température. Ces effets dissipatifs sont bien pris
en compte dans le modèle 3D, mais sont absents du modèle 2D.

II.4 Les modèles 2D1/2

Afin de prendre en compte les effets dissipatifs induits par les parois latérales sans perdre
les principaux avantages de la modélisation 2D en termes de temps et de coût de calcul, des
modèles 2D1/2 sont proposés [103]. Ces modèles ouvrent la possibilité de faire des études
paramétriques à grande échelle. Ils sont obtenus en moyennant les équations de conservation
de la quantité de mouvement, de la masse et de la chaleur (Éqs II.4 et II.5) dans la direction
x3. Pour cela, on suppose à la fois une température constante dans cette direction et un profil
de vitesse transverse bien défini.

Supposer que la température est constante sur x3 est réaliste pour les faibles valeurs du
nombre de Prandtl correspondant aux métaux liquides et aux alliages métalliques, et cela l’est
encore plus du fait que la cavité est confinée et que le gradient thermique imposé est longitu-
dinal. Cette hypothèse est vérifiée plus en détail dans la section II.6. La figure II.4 montre le
champ de température (isothermes rouges) et les variations de u1, la première composante de
la vitesse, sur le plan de coupe horizontal (plan en hachuré sur la figure II.1). Ces champs sont
ceux obtenus avec le modèle 3D pour les deux cas (Pr = 0.01, Gr = 107) et (Pr = 0.001,
Gr = 107). On voit bien que les isothermes restent quasi-constantes sur x3, indiquant que le
champs de température est principalement 2D, dépendant seulement de x1 et x2.
Pour la vitesse u1, les choses sont différentes, car elle est nulle aux parois (en x3 = 0 et
x3 = Aw) et croît en s’éloignant d’elles pour atteindre une valeur qui reste quasi-uniforme
sur le reste de l’épaisseur. Dans les modèles 2D1/2, les vitesses u1 et u2 sont exprimées sous
la forme du produit d’une fonction f(x3) donnant la forme de leur profil transverse et d’une
fonction de x1 et x2 donnant leur variation dans le plan vertical longitudinal (Éq. II.6). La
figure II.5 montre les différentes fonctions f(x3) utilisées dans les modèles 2D1/2 et qui per-
mettent d’approcher différents profils allant du profil parabolique de Poiseuille à des profils
plus aplatis se rapprochant plus des formes obtenues par le modèle 3D et représentées sur la
figure II.4. La formulation de ces fonctions est donnée plus loin ci-dessous.

(a) Pr = 0.01

1.61.41.210.80.60.40.20
x1

0

0.1x3

(b) Pr = 0.001

1.61.41.210.80.60.40.20
x1

0

0.1x3

Figure II.4 : Champs de la première composante de vitesse u1 (vecteurs) et de tempé-
rature (isothermes en rouge) obtenus avec lemodèle 3D sur le plan de coupe horizontal
(voir figure II.1). (a) : Gr = 107 et Pr = 0.01, (b) : Gr = 107 et Pr = 0.001.
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Figure II.5 : Différents profils utilisés pour modéliser les variations de la vitesse le
long de la direction transverse.

Grâce aux hypothèses considérées, les variables des équations de conservation 3D (Éq. II.3,
II.4 et II.5) s’écrivent :

θ(x1, x2, x3, t) = θ(x1, x2, t),

ui(x1, x2, x3, t) = ui(x1, x2, t)f(x3) pour i =1 et 2,
u3 = 0,

p(x1, x2, x3, t) = p(x1, x2, t)g(x3),

(II.6)

où ū, p̄ et θ̄ sont les valeurs moyennes de la vitesse, de la pression et de la température le long
de la direction x3, et sont des fonctions de x1, x2 et t seulement. Les fonctions f(x3) et g(x3)
donnent respectivement la forme des profils transverses de vitesse et de pression. On a pour
chacune des deux :

1

Aw

Aw∫
0

f(x3)dx3 =
1

Aw

Aw∫
0

g(x3)dx3 = 1. (II.7)

En remplaçant les variables θ, ui et p des équations 3D (Éq. II.3, II.4 et II.5) par leur définition
dans l’Éq. II.6 et en intégrant ces équations sur l’épaisseur x3, on aboutit aux équations des
modèles 2D1/2 :

∂ūi
∂t

+ ū.∇ūi = − ∂p̄

∂xi
+ AlGr θ̄ δi,2 +∇2ūi + Si pour i = 1, et 2, (II.8)

∂θ̄

∂t
+ ū.∇θ̄ =

1

Pr
∇2θ̄, (II.9)
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II.4. LES MODÈLES 2D1/2

∇.ū = 0, (II.10)

où le terme Si dans l’équation de conservation de la quantité de mouvement ( Éq. II.8) est la
seule différence entre le modèle 2D classique et les modèles 2D1/2. Ce terme source résultant
de l’intégration est exprimé par :

Si =

1− 1

Aw

Aw∫
0

f 2(x3)dx3

 ū.∇ūi +
1

Aw

[
∂f(x3)

∂x3

]Aw
0

ūi. (II.11)

Le terme Si dépend donc de la fonction f(x3) choisie. Deux modèles 2D1/2 différents ont été
testés, basés sur différentes fonctions f(x3) pour le profil de vitesse le long de x3. Le premier
modèle (appelé modèle 2D1/2

P où l’indice P fait référence à Poiseuille) est basé sur le profil
parabolique de Poiseuille (voir fig. II.5 et II.11) et est donné par :

fP (x3) =
6

Aw
2 (Aw − x3)x3. (II.12)

En utilisant cette fonction dans l’équation II.11 on calcule le terme source Si, notée SP,i, du
modèle 2D1/2

P :

SP,i = −1

5
ū.∇ūi −

12

Aw
2 ūi. (II.13)

Le second modèle (appelé modèle 2D1/2
H où l’indice H fait référence à Hartmann) est basé

sur un profil de type Hartmann présentant deux régions assimilables à des couches limites le
long des parois latérales et une vitesse quasi-uniforme entre les deux. La fonction f(x3) pour
ce modèle est notée fH(x3) et s’exprime comme suit :

fH(x3) = F

1−
cosh(

x3−Aw2
δ

)

cosh(Aw
2δ

)

 oùF =
1

1− 2δ
Aw

tanh(Aw
2δ

)
. (II.14)

Dans cette fonction apparait un paramètre ajustable δ qui permet de définir plusieurs formes de
profils transverses (voir fig. II.5 et II.11). En utilisant cette fonction fH(x3) dans l’équation II.11,
on calcule le terme source Si, notée SH,i, du modèle 2D1/2

H :

SH,i =

{
1− F 2

[
3

2
− 1

2
tanh2(

Aw
2δ

)− 3δ

Aw
tanh(

Aw
2δ

)

]}
ū.∇ūi − F

[
2

δAw
tanh(

Aw
2δ

)

]
ūi.

(II.15)
Cette approche a permis de réduire le problème d’une formulation 3D à des modèles 2D1/2

très similaires au modèle 2D classique, mais avec des termes sources bien définis en plus. Ces
termes sources permettent la prise en compte de la variation transverse de la vitesse. Dans ces
modèles 2D1/2, toutes les dépendances en x3 des variables ont disparu. Cette formulation 2D1/2

est du même type que la formulation shallow-water, utilisée en particulier dans le domaine
de l’hydraulique à surface libre.

Dans ce chapitre, tous les modèles 3D, 2D, 2D1/2
H et 2D1/2

P ont été implémentés sous
COMSOL Multiphysics 5.0. Les équations sont discrétisées en utilisant des éléments finis du
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

premier ordre pour la vitesse, la pression et la température. Les options ’streamline’ et ’cross-
wind diffusion’ sont utilisées comme méthodes de stabilisation. Le générateur de maillage
’Delaunay-based’ est utilisé pour générer les différentes mailles : la triangulation de Delau-
nay est utilisée pour les modèles 2D et la tétraédrisation de Delaunay pour le modèle 3D. La
méthode implicite d’itération utilisée par le solveur temporel est ’Free BDF’ (free backward
differentiation formula). Pour les modèles 2D, un solveur ’Fully coupled’ est utilisé. Á chaque
pas de temps, le problème non linéaire est résolu par une méthode de Newton avec une ma-
trice jacobienne actualisée, les corrections linéaires de Newton sont obtenues avec le solveur
PARDISO (Parallel Sparse Direct Solver). En revanche pour les modèles 3D, un solver sé-
grégé est utilisé. La méthode de Newton est toujours appliquée à chaque pas de temps, mais
séparément pour les différentes variables et avec une actualisation minimale de la matrice
Jacobienne. Les corrections de Newton sont obtenues par le solveur itératif (GMRES) pour
les vitesses et la pression et par le solveur direct (PARDISO) pour la température. Plusieurs
raffinements de maillage ont été utilisés dans les différents modèles, et le raffinement mini-
mum assurant l’indépendance de la solution obtenue par rapport aux raffinements de maillage
supplémentaires a été utilisé.

Les résultats obtenus avec le modèle 2D1/2
H et le modèle 2D1/2

P pour le cas Pr = 0.01 et
Gr = 107 sont respectivement présentés sur la figure II.6(c) et la figure II.6(d). Une amélio-
ration des champs de vitesse et de température, qui sont maintenant plus proches des champs
3D, est constatée pour les deux modèles 2D1/2. La plus grande intensité de vitesse observée
dans le modèle purement 2D est réduite et les zones de recirculation ont disparu. La prise en
compte de la dissipation d’énergie supplémentaire induite par l’adhérence aux parois latérales
dans ces modèles 2D1/2 a considérablement amélioré les résultats. Une autre comparaison des
résultats montre que le modèle 2D1/2

H donne une prédiction plus précise du champ de vitesse
et du champ de température que le modèle 2D1/2

P . En effet, un examen plus attentif des iso-
thermes montre qu’il existe encore des différences entre le champ de température 2D1/2

P et
le champ de température 3D, tandis qu’une prédiction presque parfaite est obtenue avec le
modèle 2D

1/2
H . Comme indiqué par Botton et al. [103], le modèle 2D1/2 avec un profil de type

Hartmann pour décrire la variation transverse de la vitesse est plus adapté à l’étude de la
convection naturelle de fluides à faible nombre de Prandtl dans une telle cavité confinée que
le profil de Poiseuille. Cependant, il est important de noter que le profil de type Hartmann
utilisé dans ce cas précis a été ajusté en choisissant une valeur optimale pour le paramètre δ.
La méthode d’ajustement de ce paramètre est expliquée dans la section suivante.

II.5 Ajustement du paramètre δ dans le modèle 2D1/2
H

Pour les fluides à faible nombre de Prandtl, quelle que soit la valeur du nombre deGrashof,
le paramètre δ peut être optimisé afin d’obtenir la meilleure correspondance possible entre
les résultats du modèle 2D1/2

H et les résultats du modèle 3D. Le but est d’obtenir une carte, de
la forme : δoptimal = h(Pr,Gr), donnant les valeurs de δoptimal en fonction des paramètres
de contrôle. Pour des nombres de Prandtl et Grashof (Pr,Gr) donnés, nous examinons donc
l’influence du paramètre δ sur la précision du modèle 2D1/2

H par rapport au modèle 3D. La
comparaison est effectuée via l’erreur relative entre les champs de température 2D et 3D.
Cette erreur relative est estimée sur les valeurs de la température adimensionnelle θ sur un
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H

(a) 3D (b) 2D

(c) 2D1/2
H (d) 2D1/2

P

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

(e) : barre de couleur de l’intensité de vitesse

Figure II.6 : Champs de vitesse (niveaux d’intensité et vecteurs) et champs de tem-
pérature (isothermes noires) pour Pr = 0.01 et Gr = 107 obtenus avec les différents
modèles : (a) modèle 3D (moyenné suivant x3), (b) modèle 2D (snapshot), (c) mo-
dèle 2D1/2

H avec un profil de vitesse transverse de type Hartmann et (d) modèle 2D1/2
P

avec un profil de Poiseuille pour la vitesse transverse. Les solutions obtenues avec les
modèles 3D, 2D1/2

H et 2D1/2
P sont stationnaires, alors que la solution 2D ne l’est pas.

ensemble de points de comparaison.
En pratique, cet ensemble de points de comparaison consiste en une grille régulière de 50×
30, définie dans le plan de la simulation 2D d’un côté et dans le plan médian vertical des
simulations 3D de l’autre. La grille utilisée a été testée et elle est suffisamment fine pour
permettre une comparaison précise. L’erreur relative est donnée par le champ 2D ∆(2D)
défini sur la grille par :

∆i(2D) = {|θ3D(i)− θ2D(i)|} = {|T
∗
3D(i)− T ∗2D(i)|

∆T ∗
} pour i = 1, 1500 (II.16)

où i est l’indice des points de la grille. Cette erreur est estimée pour le modèle purement 2D,
le modèle 2D1/2

P et le modèle 2D1/2
H .

La figure II.7 donne les contours de ∆ (l’erreur relative en température entre le modèle choisi
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

et le modèle 3D) des trois modèles 2D, 2D1/2
P et 2D1/2

H pour le cas Pr = 0.01 etGr = 107. La
figure II.7(a) donne les contours de ∆(2D) au sein de la cavité. Cette erreur varie entre 0 et
18% et est assez importante. Cela confirme encore la faiblesse dumodèle 2D à prédire de bons
résultats et se rapprocher au mieux des résultats 3D. La figure II.7(b) montre les contours de
∆(2D

1/2
P ). Avec le modèle 2D1/2

P , l’erreur en température est réduite, l’écart maximum avec
les résultats 3D n’est plus que de 8%.

(a) 2D (moyenné en temps) (b) 2D1/2
P

(c) 2D1/2
H

Figure II.7 : Contours de l’erreur rela-
tive en température∆ entre les champs
de température obtenus avec les dif-
férents modèles 2D considérés et le
champ de température 3D moyenné
sur x3 pour le cas Pr = 0.01 et Gr =
107.

La figure II.7(c) montre les contours de ∆(2D
1/2
H ). L’erreur en température par rapport

au modèle 3D est réduite avec le modèle 2D1/2
H à sa plus faible valeur, l’écart maximum avec

les résultats 3D n’est plus que de 1.1%.
Le modèle 2D1/2

H utilisé pour cette figure est celui prenant en compte la valeur optimale du
paramètre δ. Quand δ varie, les profils transverses considérés varient aussi (figure II.5), cela
aboutit à autant de contours de l’erreur en température ∆ que de valeurs du paramètre δ
utilisées. On définit ici l’erreur relative maximale en température entre le modèle considéré et
le modèle 3D comme étant la valeur maximale de∆ sur l’ensemble des points de comparaison
de la grille définieci-dessus, et elle est donc donnée par :

∆max(2D) = Max(∆i(2D)) pour i = 1, 1500 (II.17)

La variation de ∆max avec δ pour le modèle 2D1/2
H (δ) est indiquée sur la figure II.8 pour

Pr = 0.01 et Gr = 106 et sur la figure II.9 pour Pr = 0.004 et Gr = 107. Ces figures
montrent aussi, pour chaque cas, les erreurs maximales obtenues avec le modèle purement
2D et le modèle 2D1/2

P (droites noire et rouge respectivement).
Les figures II.8 et II.9 montrent qu’il n’y a qu’une seule valeur de δ minimisant l’erreur
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H
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Figure II.8 : Erreurs relatives maximales en température∆max des différents modèles
comparés au champ de température 3D sur le plan de coupe central pour Pr = 0.01
et Gr = 106. Courbe bleue : variation de ∆max avec la variation du paramètre δ pour
le modèle 2D1/2

H ; ligne orange : ∆max pour le modèle 2D1/2
P ; ligne noire : ∆max pour

le modèle 2D.
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Figure II.9 : Erreurs relatives maximales en température∆max des différents modèles
comparés au champ de température 3D sur le plan de coupe central pour Pr = 0.004
et Gr = 107. Courbe bleue : variation de ∆max avec la variation du paramètre δ pour
le modèle 2D1/2

H ; ligne orange : ∆max pour le modèle 2D1/2
P ; ligne noire : ∆max pour

le modèle 2D.

relative maximale en température ∆max. Cette valeur de δ est notée δoptimal. Pour le cas Pr =

0.01 et Gr = 106, δoptimal = 0.235 × Aw. Le modèle 2D1/2
H (δoptimal) donne un champ de

température avec une erreur relative maximale ∆max de 0.206% par rapport au champ de
température 3D, alors que le 2D1/2

P et les modèles purement 2D donnent respectivement une
erreur relative maximale en température de 2.6% et 14.2%. Ce constat est le même pour le
second cas Pr = 0.004 et Gr = 107 où on trouve δoptimal = 0.089 × Aw. Le modèle 2D1/2

H

(δoptimal) donne un champ de température avec une erreur relative maximale ∆max de 0.65%
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

par rapport au champ de température 3D, alors que le modèle 2D1/2
P et le modèle purement

2D donnent respectivement une erreur relative maximale en température de 8.5% et 16.8%.
Pour ce second cas (Pr = 0.04 et Gr = 107) et afin de mieux visualiser la différence

entre les résultats obtenus avec les différents modèles, on trace les profils de température à
mi-hauteur de la cavité (x2 = 0.5) le long de x1. Ces profils sont représentés sur la figure II.10.
La valeur de δ utilisée dans le modèle 2D1/2

H est la valeur optimale δoptimal = 0.089 × Aw
trouvée précédemment.

1.61.41.210.80.60.40.20
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Figure II.10 : Profils de température le long de x1 àmi-hauteur de la cavité (x2 = 0.5),
obtenus avec les différents modèles étudiés.

La figure II.10 confirme bien que le modèle 2D1/2
H est celui qui prédit le mieux les résultats

3D. En effet le profil 2D1/2
H et le profil 3D sont en très bon accord et quasiment superposés. Le

profil 2D est très différent du profil 3D et présente même une inversion du signe du gradient
horizontal de température dans la partie centrale de la cavité. Cette inversion est due à la
forte intensité convective dans le résultat 2D. La figure II.10 montre aussi que le modèle
2D1/2

P donne un profil de température plus proche du profil 3D que ne l’est le profil 2D, mais
une différence non négligeable est toujours présente.

Le changement de la valeur du paramètre δ modifie la forme du profil de vitesse trans-
verse supposé dans la formulation 2D1/2

H . Les différentes formes de ce profil impliquent une
contribution différente de l’effet de paroi sur l’intensité de l’écoulement convectif dans la
cavité. Comme dans le cas présenté sur les figures II.8 et II.9, pour toutes les valeurs de Gr
et Pr, il n’existe qu’une seule valeur de δ, δoptimal, optimisant la prise en compte des effets
des parois latérales et minimisant donc l’écart avec les résultats 3D.

Botton et al. [103] n’ont donné que deux valeurs de δoptimal, δoptimal = 0.1× Aw pour le
cas Gr = 1.296× 107 et Pr = 0.0047, et δoptimal = 0.15×Aw pour le cas Gr = 4.34× 106

et Pr = 0.0129. Ils ont également suggéré d’utiliser la deuxième valeur de δoptimal pour les
autres cas (Gr, Pr), la présentant comme un bon compromis pour mieux approcher les autres
résultats 3D. La figure II.8 montre que, pour la valeur δ = 0.1×Aw pour le cas Pr = 0.01 et
Gr = 107, l’erreur ∆max obtenue avec le modèle 2D1/2

H est de 6.7%. Bien que cette erreur soit
inférieure à celle donnée par le modèle 2D, elle est supérieure à celle donnée par le modèle

49

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2019LYSEI132/these.pdf 
© [I. Hamzaoui], [2019], INSA Lyon, tous droits réservés



II.5. AJUSTEMENT DU PARAMÈTRE δ DANS LE MODÈLE 2D1/2
H

2D1/2
P et bien plus grande que celle obtenue avec δoptimal ajusté pour ce cas là. La différence

entre les valeurs optimales du paramètre δ d’un cas à un autre indiquent que δoptimal est bien
fonction du cas considéré, i.e. de la valeur des paramètres de contrôle que sont le nombre de
Prandtl et le nombre de Grashof.

Dans le présent travail, une large gamme de nombres de Grashof et de Prandtl est étudiée.
Le nombre de Prandtl est incrémenté de Pr = 10−3 à Pr = 10, incluant une grande variété
de fluides, des métaux liquides aux gaz, tandis que le nombre de Grashof est compris dans
la gamme de 103 ≤ Gr ≤ 5 × 107. Pour obtenir la carte δoptimal = g(Pr,Gr), la valeur de
δoptimal est d’abord déterminée comme décrit sur la figure II.8 pour chaque paire (Pr,Gr).

La figure II.5 est reprise ici dans la figure II.11. Elle donne la forme des profils supposés
pour modéliser les différents profils de vitesse transverse le long de x3. Le profil de Poiseuille
parabolique donné par l’Éq. II.12, ainsi que différents profils de type Hartmann exprimés par
l’Éq. II.14 et obtenus pour plusieurs valeurs de δ, sont tracés. On observe qu’en faisant varier
la valeur de δ, on peut passer de profils très plats (comme pour δ/Aw = 0.052) à des profils
proches du profil de Poiseuille (comme pour δ/Aw = 0.5). Un examen plus approfondi des
profils sur la figure II.11(b) révèle que de légères différences par rapport au profil de Poiseuille
subsistent pour δ = 0.5. et que ces différences peuvent encore être diminuées pour de plus
grandes valeurs de δ. Les variations des profils choisis affectent le terme source noté Si dans
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Figure II.11 : Les profils utilisés lors de l’approche 2D1/2 pourmodéliser les variations
de vitesse le long de la direction transverse x3 : Le profil parabolique de Poiseuille
utilisé dans le modèle 2D1/2

P et les profils de type Hartmann (dépendant de la valeur
de δ) utilisés dans le modèle 2D1/2

H . (a) Vue générale des profils ; (b) zoom pour de
plus grandes valeurs de δ.

l’Éq. II.8 et exprimé par l’Éq. II.15 pour le modèles 2D 1/2
H et l’Éq. II.13 pour le modèle 2D

1/2
P . L’expression de Si peut s’écrire sous une forme plus générale :

Si = a ū.∇ūi + b ūi, (II.18)

où a et b sont des constantes dans le cas du modèle 2D1/2
P et sont des fonctions de δ dans le

modèle 2D1/2
H .
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

Le Tableau II.1 compare les valeurs de a et b dans l’Éq. II.18 pour les valeurs élevées de δ
et celles du modèle de type Poiseuille. Les légères différences montrées sur la figure II.11(b)
influencent les valeurs de a et b. Ces valeurs, en modifiant SH,i, ont un effet direct sur l’équa-
tion de conservation de la quantité de mouvement (Éq. II.8). Ceci justifie le fait que δoptimal

aaaaaaaaaaa
constantes

2D1/2

δ/Aw = 0.5 δ/Aw = 0.75 δ/Aw = 1 Poiseuille

a -0.1893 -0.1951 -0.1972 -0.2

b -460.01 -444.64 -439.15 -432

Tableau II.1 : Évolution des variables a et b dans Si (donné par l’Éq. II.11)) avec
l’augmentation de δ dans le modèle 2D1/2

H et comparées avec les valeurs constantes
dans le modèle 2D1/2

P .

soit supérieur àAw/2 dans certains cas, permettant alors que l’erreur relative maximale∆max

ainsi obtenue est encore améliorée par rapport à celle trouvée avec le modèle 2D1/2
P . Par

exemple, pour le cas où Pr = 0.4 et Gr = 105, nous obtenons δoptimal = 0.57 × Aw avec
une erreur ∆max de 0.72 %, tandis que celle obtenue avec le modèle 2D1/2

P est de 1.39%.
D’autres valeurs de δoptimal atteignent 0.69 ×Aw et ∆max est toujours améliorée par rapport
au modèle 2D1/2

P . Ces résultats indiquent que δ ne peut être interprété comme une épaisseur
de couche limite que pour les petites valeurs de δ traduisant des profils plats. Il ne s’agit sinon
que d’un paramètre de réglage permettant d’ajuster les profils de type Hartmann à la variation
transversale de la vitesse dans nos résultats 3D.

II.6 Domaine de validité des modèles 2D1/2

L’intérêt principal des modèles 2D1/2
H,P est de prédire le champ de température 3D avec

une formulation 2D. Parmi les hypothèses qui ont été considérées lors de la formulation de
ces modèles 2D1/2 se trouve le fait de supposer que la température reste uniforme le long de la
direction transverse x3. Pour de faibles valeurs du nombre de Prandtl, des nombres de Grashof
modérés et dans notre cavité confinée suivant la direction x3, la température devrait en effet
être indépendante de x3. Pour de plus grands nombres de Prandtl et Grashof, cela n’est pas si
clair et on s’attend à ce que le champ de température dépende aussi de x3. Dans cette partie,
on explore l’espace (Gr, Pr) afin de définir la plage de variation des paramètres de contrôle
dans laquelle la variation de la température le long de x3 reste suffisamment petite pour que
la modélisation 2D1/2 soit toujours valable.

Un premier aperçu qualitatif de l’évolution des champs de température 3D avec la varia-
tion des paramètres de contrôle est donné sur la figure II.12. Les contours de la température
adimensionnelle θ, obtenus avec le modèle 3D, dans le plan de coupe horizontal à x2 = 0.2
(voir fig. II.1), sont donnés pour un nombre de Prandtl égal à 0.01 et des nombres de Grashof
allant de 103 à 5× 107. Pour chaque cas, nous donnons également C, la flèche maximale des
contours θ le long de la direction x3. C est définie comme étant la différence maximale de la
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II.6. DOMAINE DE VALIDITÉ DES MODÈLES 2D1/2

température adimensionnelle θ entre le plan médian vertical de la cavité 3D (représenté en
vert sur la fig. II.1) et la paroi latérale et peut être exprimée par :

C = Max{|θcenter(i)− θwall(i)|} = Max{
∣∣∣∣(T ∗center(i)− T ∗wall(i)∆T ∗

∣∣∣∣}. (II.19)
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Figure II.12 : Vue qualitative des contours de température transverses obtenus avec le
modèle 3D sur le plan de coupe horizontal à x2 = 0.2 (voir fig. II.1) pour Pr = 0.01
et différents nombres de Grashof. Pour chaque nombre de Grashof, la flèche maximale
C des isothermes le long de la direction x3 est donnée.

Comme indiqué sur la figure II.12, la valeur de C augmente avec la croissance du nombre
de Grashof. Les faibles valeurs de C (généralement 1% ou moins) indiquent que les iso-
thermes sont des lignes presque droites le long de la direction x3. C’est le cas pourGr = 103,
Gr = 105, Gr = 106 et même pour Gr = 5.5 × 106, où on a respectivement C égal à
0.00033%, 0.033%, 0.26% et 1.2%. Les valeurs plus grandes du nombre Grashof telles que
Gr = 1.5× 107, Gr = 2.5× 107 et Gr = 5× 107 donnent respectivement une flèche maxi-
male C de 2.9% , 4.1% et 6.1%, indiquant de plus grandes courbures des isothermes et un
champ de température moins uniforme le long de x3.

Le changement de la nature du transfert de chaleur dans la cavité entre les deux parois
avec la variation du nombre de Grashof est également visible sur la figure II.12. Le transfert
de chaleur évolue de principalement diffusif pour la plus faible valeur du nombre de Grashof
(Gr = 103) où les isothermes sont droites et équidistantes, à très convectif pourGr ≤ 107 où
les isothermes sont plus courbées et resserrées près des parois différentiellement chauffées.

En se basant sur les résultats présentés sur la figure II.12, C = 2.5% est choisi de ma-
nière arbitraire pour définir la limite en dessous de laquelle l’utilisation des modèles 2D1/2

est appropriée. Nous utilisons le fait que la vue qualitative du cas à Gr = 107 (qui donne

52

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2019LYSEI132/these.pdf 
© [I. Hamzaoui], [2019], INSA Lyon, tous droits réservés



CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

C = 2.1%) montre que la flèche des isothermes reste encore modérée, même si le transfert
de chaleur est déjà très convectif. Il faut aussi noter que C est une valeur maximale de la
flèche obtenue à partir de tous les points de la grille de comparaison situés dans le plan mé-
dian vertical et de ceux situés sur les parois latérales. C est alors une valeur locale beaucoup
plus grande que la flèche moyenne Cmoyenne obtenue en faisant la moyenne des différences
de température sur tous les points de la grille. Par exemple, pour Gr = 107, C = 2.1% alors
que Cmoyenne = 0.29%. v
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Figure II.13 : (a) Variations de C (la flèche maximale des isothermes 3D suivant
x3) en fonction du nombre de Grashof Gr pour différents nombres de Prandtl de
Pr = 0.001 à Pr = 10. La ligne noire en gras représente le seuil de tolérance choisi
pour la flècheC. (b) points limites dans l’espace de paramètres (Pr,Gr) pour la vali-
dité des modèles 2D1/2. Ces points sont extraits de (a) et correspondent, pour chaque
valeur de Pr, au dernier point en dessous du seuil de tolérance. Ligne rouge : limite
de validité approchée dans le plan (Gr, Pr).

En utilisant le niveau de tolérance défini (C = 2.5%) et pour les valeurs considérées de
Pr, on peut estimer le nombre de Grashof critique en dessous duquel l’utilisation des modèles
2D1/2

H,P est approprié. Par exemple, sur la figure II.12, on remarque que pour Pr = 0.01, la
valeur critique du nombre de Grashof est comprise entre Gr = 107 et Gr = 1.5 × 107. Le
même travail est effectué pour les autres valeurs choisies du nombre de Prandtl comprises
dans l’intervalle [0.001, 10], à savoir 0.001, 0.004, 0.01, 0.04, 0.1, 0.4, 1, 4 et 10. Pour chaque
cas, le nombre de Grashof est augmenté par palier de Gr = 103 jusqu’à atteindre des valeurs
pour lesquelles la flèche C dépasse le seuil de tolérance C = 2.5%.

La figure II.13(a) présente la variation de C (la flèche maximale des isothermes 3D le
long de x3) avec l’augmentation du nombre de Grashof jusqu’à ce que le seuil de tolérance de
2.5% soit dépassé. La figure II.13(a) montre que, comme attendu, l’augmentation du nombre
de Grashof augmente la flèche C pour tous les nombres de Prandtl. Elle montre également
que le niveau de tolérance est plus rapidement dépassé pour des nombres de Prandtl plus
élevés. Ceci est justifié par le fait que dans l’équation de conservation de l’énergie (Éq. II.5),
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II.7. RÉSULTATS ET DISCUSSION

le terme convectif responsable de la déformation des isothermes est d’autant plus efficace
que la contribution du terme diffusif diminue, ce qui est le cas quand la valeur de Pr est plus
grande.

Les nombres de Grashof critiques (définis comme les plus grands Gr atteints avec une
flèchemaximaleC toujours en dessous du seuil de tolérance) sont associés à leurs nombres de
Prandtl correspondants et présentés sur la figure II.13(b) sous forme de points noirs, donnant
une estimation de la limite de validité pour l’approche 2D1/2. Cette limite peut être assez bien
approximée par une ligne droite (ligne rouge sur la figure II.13(b)) obtenue par une régression
linéaire appliquée sur tous les points critiques tracés en échelle logarithmique. La condition
de validité ainsi obtenue est :

Pr ×Gr0.8749 < 104.074. (II.20)

II.7 Résultats et discussion
Dans les sous-sections précédentes, plusieurs comparaisons qualitatives entre les résultats

obtenus avec les différents modèles 3D, 2D, 2D1/2
H et 2D1/2

P ont été présentées. Pour le cas
(Pr = 0.01,Gr = 107), les contours de vitesse et de température sont donnés sur la figure II.6
et les contours de ∆ alors obtenus sont donnés sur la figure II.7. Les différents profils de
température à mi-hauteur de la cavité sont aussi donnés sur la figure II.10 pour le cas (Pr =
0.004, Gr = 107). Des erreurs quantitavies ont été données pour les deux cas (Pr = 0.01,
Gr = 106) et (Pr = 0.004, Gr = 107) sur la figure II.8 et la figure II.9 respectivement.
Dans cette partie de l’étude, l’erreur relative maximale en température, ∆max, obtenue par les
différents modèles 2D et 2D1/2, est présentée, d’abord pour Pr = 0.01 (fig. II.14), puis pour
Pr = 0.001 (fig. II.15), et finalement pour l’ensemble des cas considérés sur toute la plage
de variation des paramètres de contrôle (Pr,Gr) dans le domaine de validité (fig. II.16).

Pour tous les nombres de Grashof considérés, de 103 à 107 (Pr = 0.01 fig. II.14) et de 103

à 5×107 (Pr = 0.001 fig. II.15), l’erreur relative obtenue avec le modèle 2D1/2
H est inférieure

à celle obtenue avec le modèle 2D1/2
P , elle-même inférieure à celle du modèle 2D. En effet

pour Pr = 0.01, bien que pour Gr = 103 l’erreur 2D n’est que de 0.25% et qu’elle reste
acceptable, elle dépasse rapidement 10% pour Gr = 105 pour atteindre une erreur de 18.5%

pour Gr = 107. Cette erreur est réduite avec le modèle 2D1/2
P . Elle n’est que de 9.5 × 10−6

pour Gr = 103, elle ne dépasse 1% que quand Gr > 4 × 105, mais elle atteint 7., 9% pour
Gr = 107. Le modèle 2D1/2

H réduit toujours cette erreur de presque un ordre de grandeur :
l’erreur est 1.2 × 10−6 pour Gr = 103 et ne dépasse pas 1.1% pour le nombre Grashof le
plus élevé considéré pour Pr = 0.01, c’est-à-dire Gr = 107. Cette allure est confirmée sur
la figure II.15 où le modèle 2D1/2

H est le modèle donnant l’erreur relative la plus faible pour
tous les nombres de Grashof considérés.

Au lieu de tracer d’autres courbes (∆max fonction deGr), pour toutes les autres valeurs du
nombre de Prandtl, toutes les valeurs de ∆max obtenues pour les tous les cas (Gr, Pr) étudiés
sont réunies et utilisées pour tracer les iso-contours de ∆max en fonction des paramètres de
contrôle (Gr, Pr). Les résultats obtenus pour chaque type de modélisation sont présentés sur
la figure II.16.

Les figures II.16 (a), (b) et (c) donnent respectivement les contours de l’erreur rela-
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE
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Figure II.14 : Erreur relative maximale en température ∆max (donnée par l’Éq. II.17)
obtenue avec les modèles 2D (courbe noire), 2D1/2

P (courbe rouge) et 2D1/2
H (courbe

verte) en fonction du nombre de Grashof pour Pr = 0.01.
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Figure II.15 : Erreur relative maximale en température ∆max (donnée par l’Éq. II.17)
obtenue avec les modèles 2D (courbe noire), 2D1/2

P (courbe rouge) et 2D1/2
H (courbe

verte) en fonction du nombre de Grashof pour Pr = 0.001.

tive maximale en température ∆max des différents modèles 2D, 2D1/2
P et 2D1/2

H . Chaque cas
(Gr, Pr) est associé à la valeur de ∆max obtenue avec le modèle considéré, ce qui donne
un ensemble de points (Gr, Pr,∆max), qui peuvent être aussi présentés comme ∆max fonc-
tion de Gr et Pr, une forme qui peut être facilement manipulée pour obtenir les contours
donné sur la figure. Il convient de noter qu’à cause des larges variations de ∆max (de 10−7

à plus de 0.25) une échelle logarithmique est utilisée pour ces contours et que les nombres
sur les iso-lignes (représentés par des lignes minces noires) correspondent aux puissances
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Figure II.16 : Contours de ∆max obtenus avec les modèles étudiés et présentés dans
le plan (Gr, Pr), restreint à la région de validité des approches 2D1/2. Les points noirs
dans (a), (b) et (c) représentent les cas (Gr, Pr) étudiés. La ligne noire en gras repré-
sente la limite de validité des modèles 2D1/2, et les lignes noires fines correspondent
aux exposants de ∆max en puissance de 10. (a) : contours de ∆max obtenus par le mo-
dèle 2D, (b) : contours de ∆max obtenus par le modèle 2D1/2

P , (c) : contours de ∆max

obtenus par le modèle 2D1/2
H et (d) : barre de couleur donnant les valeurs de ∆max.

de 10 correspondantes (par exemple, la ligne intitulée ’−3’ correspond à un iso-contour
∆max = 10−3 = 0.1%).

La figure II.16(a) donne les contours de ∆max obtenus avec le modèle 2D. ∆max est supé-
rieur à 10% pour une grande partie des cas (Gr, Pr) étudiés et dépasse 25% près de la limite
de validité des modèles 2D1/2. Une fois de plus, ceci illustre le manque de fiabilité du modèle
2D pour étudier la convection naturelle dans ce type de cavité confinée.

Comme indiqué sur la figure II.16(b), le modèle 2D1/2
P permet une meilleure prédiction

du champ de température 3D que le modèle 2D classique. Cependant, ∆max dépasse toujours
7% lorsqueGr > 5.5×106 pour les deux valeurs du nombre de Prandtl que sont Pr = 0.004
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

etPr = 0.01 et atteint une valeur maximale de 10.5% pour (Pr = 0.004,Gr = 2.5×107). Le
modèle 2D1/2

H quant à lui donne unemeilleure prédiction des résultats 3D que le modèle 2D1/2
P

et, commemontré sur la figure II.16(c), ceci est valable pour tous les cas (Gr, Pr) considérés.
La valeur la plus élevée de l’erreur relative maximale n’est que de ∆max = 2.2%, et elle est
atteinte seulement pourGr = 2×106 etPr = 0.04. Sinon, ailleurs sur l’ensemble du domaine
étudié, cette erreur reste bien inférieure à 2%. La comparaison entre la figure II.16(b) et la
figure II.16(c) montre qu’un choix approprié du profil de vitesse transverse permet de mieux
prendre en compte les effets dissipatifs induits par les parois latérales et d’avoir ensuite une
meilleure prédiction du champ de température 3D.

En plus de sa fiabilité avérée pour la prédiction de résultats suffisamment proches des
résultats 3D, le modèle 2D1/2

H présente aussi l’avantage de conserver une formulation 2D,
nécessitant donc des temps de résolution bien inférieurs aumodèle 3D. Le Tableau II.2 résume
les temps de calcul des modèles 2D, 2D1/2

H et 3D, sur une mêmemachine, pour trois différents
cas. Dans ces trois cas rapportés, le nombre de Prandtl est constant (Pr = 0.01) tandis que le
nombre de Grashof varie. Les nombres d’éléments de maillage, de degrés de liberté ainsi que
les temps de résolution, sont assez équivalents entre le modèle 2D et le modèle 2D1/2

H (même
si les temps de résolution sont légèrement plus petits dans le modèle 2D1/2

H ). Par contre, ces
nombres et ces durées augmentent largement avec le modèle 3D. Le modèle 2D1/2

H , en plus
de donner des résultats satisfaisants, nécessite des temps de calcul beaucoup plus faibles que
le modèle 3D.

Modèle
numérique

Nombre
d’éléments Degrés de liberté

Temps de résolution (Pr = 0.01)

Gr = 105 Gr = 106 Gr = 107

2D 9066 22256 36s 56s 1m 18s

2D1/2
H 9066 22256 28s 35s 37s

3D 200043 302065 18mn 1s 21mn et 1s 54mn 53s

Tableau II.2 : Comparaison entre les nombres d’éléments constituant le maillage, les
degrés de liberté et les temps de résolution des différents modèles numériques (2D,
2D1/2

H et 3D) pour trois différents cas (avec des valeurs différentes des paramètres de
controle).

Dans les modèles 2D1/2
H , un coût supplémentaire lors du choix du profil de type Hartmann

adéquat (pour chaque cas défini par les valeurs des paramètres de contrôle) est engendré par
le fait que le paramètre δ doit être ajusté à sa valeur optimale. Il est alors intéressant de
trouver une corrélation générale donnant la valeur de δoptimal pour n’importe quelle valeur
des paramètres de contrôle (Gr, Pr) dans le domaine de validité défini. Pour cela, toutes les
valeurs de δoptimal obtenues à partir de tous les cas considérés sur la figure II.16(c), sont
regroupées et présentées sur la figure II.17 comme fonction du nombre de Grashof (en points
rouges).

La figure II.17montre que la dépendance de δoptimal (points rouges) par rapport au nombre
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II.7. RÉSULTATS ET DISCUSSION
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Figure II.17 : δoptimal obtenu pour tous les cas étudiés (Gr, Pr) comme fonction du
nombre de Grashof (points rouges). La présence de plus d’un point pour le même
nombre de Grashof est liée aux différents nombres de Prandtl étudiés ; Le fait que ces
points soient tous proches d’une unique courbe maîtresse montre la faible influence
du nombre de Prandtl. La courbe noire correspondant à (Éq. II.12) donne un bon fit
pour tous ces points.

de Prandtl est si petite que toutes les données semblent assez bien ajustées par une seule
courbe δoptimal = f(Gr) (ligne noire). L’équation de cette courbe est :

δoptimal/Aw = a erf(b (Log(Gr)− 3) + c)− exp(Log(Gr)− 3− d) + e, (II.21)

où a = −0.2662, b = 1.256, c = −3.158, d = 7.018 et e = 0.04084.

La valeur de δoptimal varie de 0.69×Aw pour la plus petite valeur du nombre de Grashof
étudiée (Gr = 103), correspondant à un profil de vitesse transverse assez proche du profil de
Poiseuille, à 0.052 × Aw pour (Pr = 0.001, Gr = 5 × 107), correspondant à un profil de
vitesse transverse de type Hartmann très aplati (voir les profils sur la figure II.11).

L’équation II.21 permet une estimation directe de δoptimal et cela en prenant en considéra-
tion les caractéristiques du fluide considéré et les conditions aux limites thermiques imposées
pour cette géométrie donnée. Elle permet donc une utilisation directe et optimale du modèle
2D1/2

H : ceci peut s’avérer particulièrement utile pour des études paramétriques où de bonnes
prédictions peuvent être obtenues rapidement sans avoir à faire de simulations 3D, exigeantes
en temps et/ou en ressources de calcul. Cette même équation sera directement utilisée dans la
suite de ce travail pour l’estimation de δoptimal lors de l’étude de cas de changement de phase
solide-liquide avec le modèle 2D1/2

H .
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CHAPITRE II. LES MODÈLES 2D1/2 POUR LA CONVECTION NATURELLE

II.8 Conclusion
Différents modèles numériques pour l’étude de la convection naturelle au sein d’une

cavité confinée différentiellement chauffée ont été présentés. La configuration géométrique
considérée a été choisie de manière à correspondre au creuset du montage expérimental de
référence ’Afrodite’. L’une des particularités de cette configuration est son confinement le
long de la direction transverse x3. Ses proportions suivant x1, x2 et x3 sont respectivement
10/6, 1, et 1/6. Le gradient de température imposé est horizontal suivant x1. L’incapacité des
modèles 2D classiques à bien prédire les champs de vitesse et de température, lors de l’étude
de la convection naturelle en phase liquide, a d’abord été mise en évidence via différentes
comparaisons avec les résultats 3D. En effet, ces modèles ne prennent pas en considération
les parois latérales de la cavité, alors même que les effets dissipatifs qu’elles induisent sont
non négligeables. Pour quelques cas considérés, le modèle 2D donne même des solutions
instationnaires, alors que les solutions 3D stationnaires sont visiblement stables.

Afin de prendre en considération les effets dissipatifs induits par les parois latérales de la
cavité, tout en gardant une formulation 2D, des modèles 2D1/2 sont présentés. Ces modèles
sont obtenus en moyennant les équations de conservation de la quantité de mouvement, de
l’énergie et de la chaleur sur la direction transverse x3. L’intégration des équations est réalisée
en supposant une température constante le long de x3, ce qui est réaliste dans une telle cavité
confinée et pour de faibles valeurs du nombre de Prandtl correspondant aux métaux liquides
et aux alliages métalliques ; cela l’est d’autant plus que le gradient de température imposé est
horizontal suivant x1. Lors de cette intégration, un profil transverse de vitesse doit également
être défini. Deux profils de vitesse ont été utilisés, le profil parabolique de Poiseuille abou-
tissant au modèle 2D1/2

P et le profil de type Hartmann (comportant deux couches limites sur
les côtés, de taille δ ajustable, et un cœur uniforme) donnant le modèle 2D1/2

H . Une méthode
d’ajustement du paramètre δ pour optimiser les résultats obtenus à été utilisée. En effet, on
trouve que, pour chaque cas considéré correspondant à un couple de valeurs des paramètres
de contrôle (Pr, Gr), une seule valeur de δ, δoptimal, minimise l’erreur relative par rapport
aux résultats 3D. L’unicité de cette valeur optimale montre bien que pour chaque cas (Pr,
Gr) une seule forme du profil transverse permet de prendre en considération de manière op-
timale les effets dissipatifs qu’induisent les parois latérales et donc d’aboutir à des résultats
plus pertinents.

La première hypothèse énonçant l’uniformité de la température le long de la direction
transverse x3 a été vérifiée en regardant de plus près les variations de la température 3D.
Cette vérification a été faite sur une large plage de variation des paramètres de contrôle (Pr,
Gr). Un seuil de tolérance contraignant pour les variations transverse de la température 3D a
été défini. Ce seuil a alors permis de délimiter un domaine de validité, sur lequel l’hypothèse
considérée est respectée, et donc un domaine d’application potentiel des modèles 2D1/2.

Des comparaisons qualitatives, mais également quantitatives, entre les résultats obtenus
avec les modèles 2D, 2D1/2

P , 2D 1/2
H et le modèle 3D ont été présentées. Le modèle pure-

ment 2D, captant mal la physique de l’écoulement convectif, conduit à des erreurs relatives
maximales par rapport aux résultats 3D supérieures à 10% pour une grande partie du do-
maine (Pr, Gr) étudié. Ces erreurs dépassent même les 25 % pour certains cas. Le modèle
2D1/2

P améliore les résultats, en réduisant les écarts par rapport aux résultats 3D, mais des
erreurs relatives en température supérieures à 10% sont toujours obtenues pour certains cas.
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II.8. CONCLUSION

Le modèle 2D1/2
H , avec le choix adéquat du paramètres δ, est le modèle s’avérant être le plus

efficace. L’écart relatif maximum en température par rapport aux résultats 3D, sur tout le do-
maine de variation des paramètres de contrôle étudié, ne dépasse pas 2.2%. Cela prouve bien
sa capacité à se substituer de manière fiable aux modèles 3D pour la prédiction du champ de
température lors de l’étude de la convection naturelle. En plus de sa fiabilité, le modèle 2D1/2

H

reste une formulation 2D du problème, gardant ainsi des coûts de calcul beaucoup moins im-
portants que ceux des modèles 3D. Pour les cas de convection naturelle qu’on a étudiés, sur
les mêmes machines de calcul, les modèles 2D1/2

H sont résolus en moyenne quarante fois plus
vite que les modèles 3D. Une relation empirique est obtenue en interpolant toutes les valeurs
de δoptimal trouvées en fonction du paramètre de contrôle (Gr) sur l’ensemble du domaine
étudié. Les modèles 2D1/2

H sont donc directement prêts à l’emploi et peuvent se révéler être
très pratiques pour des études paramétriques nécessitant des modèles fiables avec un faible
temps de résolution.

Dans la suite de ce travail, les modèles 2D1/2
H seront directement mis à contribution pour

l’étude de cas de changement de phase solide-liquide. Leur capacité à bien prédire à la fois
les formes et les positions des fronts solide-liquide, lors de différents cas de solidification,
sera étudiée.
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Chapitre III

Étude du Changement de Phase
Solide-Liquide de Corps Purs

Sommaire
III.1 Cas d’équilibre de phases solide-liquide . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

III.1.1 Géométrie et matériau considérés . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
III.1.2 Mise en équation du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

III.1.2.1 Écriture du terme source S∗i sous forme dimensionnelle 64
III.1.2.2 Calcul de δ∗optimal dans le modèle 2D1/2

H . . . . . . . . 64
III.1.3 Implémentation sous Comsol avec un maillage déformable . . . . 66
III.1.4 Résultats et discussions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

III.2 Processus de solidification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
III.2.1 Processus expérimental avec ’Afrodite’ . . . . . . . . . . . . . . 75
III.2.2 Détermination des conditions aux limites thermiques . . . . . . . 76
III.2.3 Maillage utilisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
III.2.4 Résultats et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

III.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

L’efficacité des modèles 2D1/2 pour l’étude de la convection naturelle dans une cavité
confinée par rapport aux modèles 2D classiques a été mise en évidence dans le chapitre pré-
cédent. La comparaison entre les différents modèles proposés et le modèle 3D a été princi-
palement faite sur le champ de température. Ceci est justifié par notre intérêt au changement
de phase solide-liquide où, de fait, c’est le champ de température qui régit le processus de
solidification. Dans le présent chapitre, on cherche à montrer la capacité des modèles 2D1/2 à
prédire la forme et la position du front solide-liquide au cours de différents cas de changement
de phase d’un corps pur, à savoir, l’étain. Dans un premier temps, nous présentons des cas
d’équilibre de phases solide-liquide obtenus lorsque les parois chaude et froide du creuset
sont, respectivement, maintenues à des températures constantes supérieure et inférieure à la
température de fusion. Nous comparons alors les différents résultats obtenus en régime per-
manent avec les différents modèles numériques précédemment définis et qui ont été adaptés
pour le changement de phase. Dans un second temps, la capacité du modèle 2D1/2

H à simuler
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III.1. CAS D’ÉQUILIBRE DE PHASES SOLIDE-LIQUIDE

un processus complet de solidification d’un lingot d’étain pur est étudiée. Les résultats nu-
mériques du modèle sont alors directement confrontés aux résultats expérimentaux obtenus
avec le dispositif expérimental ’Afrodite’.

L’adaptation des différents modèles numériques pour inclure le changement de phase, leur
mise sous forme dimensionnelle et les différentes hypothèses simplificatrices considérées sont
détaillées dans ce chapitre. La méthode numérique faisant appel à un maillage dynamique
pour le suivi du front solide-liquide y est aussi présentée.

III.1 Cas d’équilibre de phases solide-liquide
Dans cette partie nous nous intéressons à des cas d’équilibre de phases solide-liquide. Ces

cas sont obtenus quand la paroi chaude du creuset est à une température constante supérieure
à la température de fusion et la paroi froide à une température constante inférieure à la tempé-
rature de fusion. On aura alors, en régime permanent, coexistence des phases solide et liquide
séparées par un front dont la forme et la position sont fixes. La pertinence et la fiabilité des
différents modèles 2D (2D, 2D1/2

P et 2D1/2
H ) à bien prédire les résultats 3D, sur la position et

la forme des fronts solide-liquide obtenus, sont examinées.

III.1.1 Géométrie et matériau considérés

La géométrie définie au chapitre précédent et présentée sur la figure II.1 est reprise ici.
Elle correspond au creuset du dispositif expérimental ’Afrodite’. Dans cette partie de l’étude
et dans les simulations numériques, cette géométrie est prise sous sa forme dimensionnelle.
Dans les modèles 3D, le creuset est représenté par une cavité parallélépipédique avec une
longueur L = 0.1 m, une hauteur H = 0.06 m et une profondeur W = 0.01 m. Les parois
latérales sont adiabatiques, alors que les parois à gauche et à droite sont à des températures
constantes mais différentes selon les cas considérés. Dans les modèles 2D, la cavité se résume
à une cavité rectangulaire de longueur L = 0.1 m et de hauteur H = 0.06 m. Le matériau
choisi pour les simulations est l’étain pur. Sa température de fusion est Tf = 505 K. Deux
cas d’équilibre de phase sont rapportés. Dans le premier, nommé cas (1), la température de
la paroi chaude est Th = 512 K et celle de la paroi froide est Tc = 502 K. Dans le second,
nommé cas (2), Th = 507.5 K et Tc = 503.5 K. Les propriétés physiques choisies pour
modéliser l’étain sont indiquées dans le tableau III.1.

III.1.2 Mise en équation du problème

L’étude de ces cas avec changement de phase solide-liquide nécessite la prise en consi-
dération des échanges thermiques convecto-diffusifs dans la phase liquide et des échanges
thermiques diffusifs dans la phase solide. Dans cette dernière, seule l’équation de la chaleur
est résolue et elle se résume à l’équation de conduction thermique :

∂T ∗s
∂t∗

=
ks
ρ cps

∇∗2T ∗s , (III.1)
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

Symboles Valeurs Descriptions
ν 2.5× 10−7 m2/s viscosité cinématique
ρ 7070 kg/m3 densité
β 2.2× 10−5 1/K coefficient d’expansion thermique
ks 60 W/(m×K) conductivité thermique de la phase solide
kl 30 W/(m×K) conductivité thermique de la phase liquide
cps 228 J/(kg×K) capacité thermique à pression constante du solide
cpl 242 J/(kg×K) capacité thermique à pression constante du liquide

∆Hf 59.6 kJ/kg chaleur latente de fusion
T ∗f 505 K température de fusion

Tableau III.1 : Propriétés physiques utilisées pour modéliser l’étain au voisinage de sa
température de fusion T ∗f . La densité ρ est considérée constante entre les deux phases
pour assurer la conservation de la masse totale.

avec T ∗s la température dans le solide, ∇∗2 l’opérateur laplacien dimensionnel et t∗ le temps
en seconde.

Dans la phase liquide par contre, l’équation de conservation de l’énergie est couplée aux
équations de conservation de la quantité de mouvement et de la masse. En se basant sur les
résultats de Assael et al. [108] indiquant une variation linéaire de la densité ρ sur une large
plage de variation de la température au dessus de la température de fusion T ∗f , l’approximation
de Boussinesq est appliquée dans le domaine liquide pour décrire la variation de la densité
dans le terme de flottabilité. La densité est considérée comme constante partout ailleurs. Les
équations de conservation dans la phase liquide pour les modèles 2D1/2 sont les suivantes :

— L’équation de conservation de la quantité de mouvement :

∂ū∗i
∂t∗

+ū∗.∇∗ū∗i = −1

ρ

∂p̄∗

∂x∗i
+g β (T̄ ∗l −T

∗
f ) δi,2+ν∇∗2ū∗i+S∗i pour i = 1 et 2, (III.2)

où ū∗i est la vitesse dimensionnelle moyennée sur la petite épaisseur (x3) dans le li-
quide,∇∗ l’opérateur divergence dimensionnel, p̄∗ la pression dimensionnelle moyen-
née et T̄ ∗l la température dimensionnelle moyennée.

— L’équation de conservation de l’énergie :

∂T̄ ∗l
∂t∗

+ ū∗.∇∗T̄ ∗l =
kl
ρ cpl

∇∗2T̄ ∗l , (III.3)

— L’équation de conservation de la masse :

∇∗.ū∗ = 0. (III.4)

Le termeS∗i de l’équation III.2 fait référence au terme source desmodèles 2D1/2, mais exprimé
sous sa forme dimensionnelle qui est donnée dans la section suivante. En le supprimant, on
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III.1. CAS D’ÉQUILIBRE DE PHASES SOLIDE-LIQUIDE

retrouve les équations de conservation 2D classiques et en laissant varier l’indice i de 1 à
3 et en supprimant les barres sur les variables vitesses, pression et température (ces barres
signifient que ce sont des valeurs moyennées sur l’épaisseur de la cavité), nous obtenons les
équations de conservation 3D.

Les régions solide et liquide sont séparées par le front de changement de phase solide-
liquide. Le bilan énergétique sur ce front est exprimé par la condition de Stefan [48] :

ρ∆Hf v
∗
f .n

∗ = (φ∗
l − φ∗

s).n∗, (III.5)

où ∆Hf est la chaleur latente de fusion, v∗f est la vitesse du front solide-liquide, φ∗
l et φ∗

s

sont les flux de chaleur provenant respectivement des régions liquides et solides, et n∗ est le
vecteur normal au front de changement de phase.

III.1.2.1 Écriture du terme source S∗i sous forme dimensionnelle

Pour utiliser les modèles 2D1/2, le terme S∗i de l’équation III.2 doit être exprimé. Il peut
être déduit de sa forme adimensionnelle Si déjà définie dans les équations. [II.11, II.13, II.15]
au chapitre précédent. En effet peut écrire :

S∗i =
ν2

H3
Si = a ū∗.∇∗ū∗i +

ν

H2
b ū∗i (III.6)

À partir de Aw = W/H et δ = δ∗/H , on peut exprimer a et b en fonction de W et δ∗ et
obtenir finalement pour le modèle 2D1/2

H :

S∗H,i =

{
1− F 2

[
3

2
− 1

2
tanh2(

W

2δ∗
)− 3δ∗

W
tanh(

W

2δ∗
)

]}
ū∗.∇∗ū∗i−F

[
2

δ∗W
tanh(

W

2δ∗
)

]
ν ū∗i

(III.7)
avec

F = [1− 2δ∗

W
tanh(

W

2δ∗
)]−1

et pour le modèle 2D1/2
P

S∗P,i = −1

5
ū∗.∇∗ū∗i −

12

W 2
ν ū∗i . (III.8)

Ainsi l’ensemble des termes nécessaires pour les différents modèles sont donc exprimés.
Pour le modèle 2D1/2

H , comme indiqué dans le chapitre précédent, le choix de δ doit être
optimisé pour obtenir des résultats fiables. Cette optimisation a été faite sur une large gamme
de variation des paramètres de contrôle pour des cas de convection naturelle. Elle a abouti à
l’expression δoptimal/AW = δ∗optimal/W donnée par l’équation II.21 et exprimée uniquement
comme fonction du nombre de Grashof Gr.

III.1.2.2 Calcul de δ∗optimal dans le modèle 2D1/2
H

La détermination de δ∗optimal pour chacun des cas d’équilibre de phases étudié n’est plus
faite ici en faisant varier le paramètre δ∗ jusqu’à minimiser les erreurs avec les résultats 3D,
mais directement en mettant à contribution la relation δ∗optimal/W = f(Gr) obtenue précé-
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

demment et donnée par l’équation II.21. Pour chaque cas donc, la détermination de δ∗optimal
passe par l’estimation du nombre de Grashof correspondant.

Le calcul de Gr (équation II.2) nécessite la connaissance du gradient thermique ∆T ∗/L.
Dans le cas d’un changement de phase solide-liquide, cette expression doit être adaptée sous
la forme ∆T ∗/Ll qui est la différence de température entre la paroi chaude et la paroi froide
de la zone liquide rapportée sur la distance les séparant, Ll. Dans ces cas de changement de
phase, la paroi chaude du domaine liquide abritant les effets convectifs est la paroi chaude
de la cavité à T = T ∗h et la paroi froide est le front solide-liquide à la température de fusion
T = T ∗f . Seule la longueur de la zone liquide Ll doit alors être estimée pour avoir le nombre
de Grashof et ensuite déduire δ∗optimal.

Une méthode simple pour obtenir une estimation de la longueur liquide, Ll, dans ces
premiers cas d’équilibre de phases, consiste à estimer la position du front solide-liquide en
régime permanent dans le cas d’un transfert de chaleur purement diffusif. Le bilan thermique
à l’état d’équilibre, caractérisé par une vitesse de déplacement du front solide-liquide nulle
(v∗f = 0), donne :

φ∗
ld

= φ∗
s ⇔ kl

T ∗h − T ∗f
Ll

= ks
T ∗f − T ∗c
L− Ll

⇔ Ll =
L
[
kl(T

∗
h − T ∗f )/(ks(T

∗
f − T ∗c ))

]
1 +

[
kl(T ∗h − T ∗f )/(ks(T ∗f − T ∗c ))

] ,
(III.9)

où φ∗
ld
et φ∗

s sont respectivement les flux de chaleur diffusifs des domaines liquide et solide.
L est la longueur totale de la cavité tandis que Ll est la longueur occupée par la phase liquide.

En raison de la présence d’un transfert de chaleur convectif supplémentaire dans la région
liquide, Ll calculé avec l’équation III.9 sous-estime la taille de la zone occupée par l’étain
liquide. L’estimation de Ll peut être améliorée en utilisant un flux de chaleur φ∗

lc
dans la

région liquide prenant en compte la contribution du transfert de chaleur par convection. Bejan
[109] rapporte la corrélation de Berkovsky-Polevikov donnant le nombre de Nusselt pour des
cavités différentiellement chauffées similaires :

NuH = 0.18 (
Pr

0.2 + Pr
RaH)0.29(

L

H
)−0.13 (III.10)

où NuH et RaH sont les nombres de Nusselt et de Rayleigh basés sur la hauteur H , respec-
tivement. Avec nos notations, NuH peut être exprimé par :

NuH =
φ∗

lc
H

kl(T ∗h − T ∗f )
, (III.11)

et RaH est indépendant de Ll.
Le bilan thermique s’écrit alors :

φ∗
lc = φ∗

s ⇔ kl
T ∗h − T ∗f
H

NuH = ks
T ∗f − T ∗c
L− Ll

. (III.12)

En utilisant L = Ll dans l’équation III.10 (indiquant que la convection se fait au sein du
domaine liquide uniquement), on obtient une équation pour Ll de la forme :

L−0.13l (L− Ll) + C1 = 0, (III.13)
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III.1. CAS D’ÉQUILIBRE DE PHASES SOLIDE-LIQUIDE

où C1 est une constante. La solution de l’équation III.13 permet alors d’avoir une estima-
tion convecto-diffusive de Ll. Le nombre de Gr peut alors être recalculé, et une nouvelle
estimation de δ∗optimal est obtenue avec toujours l’équation II.21.

Pour le cas (1), on trouve :
— Avec l’approche purement diffusive :Ll = 0.0538m,Gr = 5.818×106 et δ∗optimal/Aw =

0.1106.
— Avec l’approche convecto-diffusive :Ll = 0.0751m,Gr = 4.174×106 et δ∗optimal/Aw =

0.1219.
Pour le cas (2), on trouve :

— Avec l’approche purement diffusive :Ll = 0.0455m,Gr = 2.461×106 et δ∗optimal/Aw =
0.1474.

— Avec l’approche convecto-diffusive :Ll = 0.0584m,Gr = 2.041×106 et δ∗optimal/Aw =
0.1596.

Ces résultats obtenus avec les estimations purement diffusive et convecto-diffusive pour les
deux cas d’équilibre de phases (1) et (2) sont aussi résumés dans le tableau III.3.

Maintenant que la totalité des termes intervenant dans les équations des différents modèles
3D, 2D, 2D1/2

P et 2D1/2
H , sont déterminés, on peut construire les modèles numériques pour les

simulations correspondantes.

III.1.3 Implémentation sous Comsol avec un maillage déformable
Les modèles 3D, 2D, 2D1/2

P et 2D1/2
H pour l’étude de ces cas avec changement de phase

sont donc dérivés desmodèles adimensionnels présentés au chapitre précédents pour la convec-
tion naturelle. Ils ont donc été réécrits sous forme dimensionnelle. Ils permettent, en plus des
modèles précédents, la prise en considération d’une phase solide et des transferts qui s’y
passent. Ces modèles sont à nouveau implémentés sous le logiciel COMSOL Multiphysics
5.2. En plus des modules ’Laminar Flow’ et ’Heat Transfer in Fluid’ utilisés pour les réso-
lutions hydrodynamique et thermique, le module ’Deformed Geometry’ de la branche des
maillages déformables proposée par Comsol est maintenant utilisé. Cette physique permet à
la fois la déformation du maillage et le suivi du front solide-liquide une fois la condition à
l’interface bien réglée. Avec cette approche, le domaine défini, correspondant à la géométrie
choisie, est divisé en deux régions (sous-domaines), une région liquide et une région solide.
La figure III.1(a) montre le maillage initial utilisé dans les modèles 2D. On y distingue les
deux domaines, le domaine liquide représenté en rouge et le domaine solide représenté en
bleu. Les proportions occupées par chacun des domaines au sein de la cavité, et cela dans les
deux cas d’équilibre de phase étudiés, sont déterminées avec la solution diffusive de la tempé-
rature. Cette solution est utilisée comme condition initiale pour le champs de température. Á
l’état initial, l’interface solide-liquide séparant les deux sous-domaines est donc parfaitement
verticale (figure III.1(a)). Pour le cas (2), à t = 0 s, cette frontière se trouve en x∗1 = 0.07 m,
car elle correspond à l’isotherme T ∗ = T ∗f , qui est la température de fusion.

Le module ’Deformed Geometry (dg)’ permet l’adaptation du maillage et la résolution
du problème en fonction des changements géométriques des deux sous-domaines définis.
Contrairement au module ’Moving mesh (ale)’ où la géométrie change à cause d’un phéno-
mène physique sans qu’il y ait ajout ou retrait de matière dans le domaine, les changements
géométriques dans le module ’Déformed Geometry (dg)’ doivent être dus à un ajout ou re-
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

(a) État initial (b) Régime permanent

Figure III.1 : Maillage 2D utilisé pour l’étude des cas d’équilibre de phase. Le do-
maine est divisé en deux régions, la région liquide (en rouge) et la région solide (en
bleu). (a) : le maillage des modèles 2D, 2D1/2

P et 2D1/2
H à l’instant initial pour le cas

(1). (b) : le maillage en régime établi obtenu pour le cas (1) avec le modèle 2D.

trait de matière au sein des domaines définis. Cet ajout ou retrait de matière est réalisé via le
déplacement de la frontière solide-liquide séparant les deux sous-domaines. En effet, ces dé-
placements traduiront la croissance d’un sous-domaine et le rétrécissement de l’autre. Pour
que cette interface soit représentative du front solide-liquide, la quantité de matière retirée
d’un sous-domaine et celle ajoutée dans l’autre doivent correspondre à la quantité de matière
ayant changé de phase. La condition de Stephan (donnée par l’équation III.5) est donc utilisée
pour obtenir la vitesse de déplacement de cette interface. La température de fusion, T ∗ = T ∗f ,
est aussi imposée à cette interface mobile.

Pour assurer la conservation totale de la masse lors des déplacements de cette interface,
la densité ρ est considérée comme constante entre les deux phases.
Le module ’Deformed Geometry (dg)’ permet donc une libre déformation du maillage à l’in-
térieur des deux sous-domaines, en fonction des déplacements de l’interface solide-liquide
les séparant, mais des conditions aux limites pour la déformation du maillage doivent être
définies. Ces conditions aux limites pour les déplacements du maillage sont :

— Sur les parois horizontales adiabatiques de la cavité (la paroi inférieure en x∗2 = 0 m
et la paroi supérieure en x∗2 = 0.06 m) : un déplacement vertical nul du maillage est
imposé (dx∗2 = 0).

— Sur les parois verticales de la cavité (la paroi chaude en x∗1 = 0 m et la paroi froide
en x∗1 = 0.1 m) : un déplacement horizontal nul du maillage est imposé (dx∗1 = 0).

Pour le modèle 3D, en plus des deux conditions précédentes (suffisantes pour les modèles
2D), cette troisième condition est nécessaire :

— Sur les parois de confinement latérales de la cavité 3D (les parois adiabatiques en
x∗3 = 0 m et en x∗3 = 0.01 m) : un déplacement transversal nul du maillage est imposé
(dx∗3 = 0).

La séparation du domaine géométrique en deux régions, solide et liquide, ainsi que le suivi
du front solide-liquide avec un maillage déformable correspond à l’approche multi-domaines
proposée par Wolf et al. [48] et reprise par Avnaim et al. [44, 107]. Parmi les avantages de
cette méthode, on note que les propriétés physiques des phases liquide et solide sont définies
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III.1. CAS D’ÉQUILIBRE DE PHASES SOLIDE-LIQUIDE

séparément dans chaque région correspondante. Elle permet également l’utilisation de deux
raffinements de maillage différents. Ceci est très utile car, dans la région de la phase solide,
seule l’équation de la chaleur est résolue. Celle-ci ne nécessite pas un maillage très raffiné,
alors que dans la région liquide, l’équation d’énergie est couplée aux équations de conserva-
tion de quantité de mouvement et de masse, ce qui nécessite un raffinement de maillage plus
élevé. Cette différence sur les densités de maillage nécessaires est respectée et apparait bien
sur la figure III.1. Le maillage dans la région liquide (en rouge) est plus raffiné que le maillage
dans le solide (en bleu). Le tableau III.2 donne le nombre total d’éléments de maillage au sein
des géométries 2D et 3D pour le premier cas d’équilibre de phase considéré. Pour les modèles
avec une formulation 2D (2D, 2D1/2

P et 2D1/2
H ) le maillage est presque six fois plus dense dans

le liquide que dans le solide. Ce rapport entre les nombres d’éléments de maillage dans le
liquide et le solide passe à plus de 40 dans le modèle 3D.

Modèle
numérique

Nombre total d’éléments de maillage Degrés de
liberté

Temps de
résolutionDomaine liquide Domaine solide

2D
17446

111526 28mn 23s
14797 2649

2D1/2
H

17446
111526 31mn 23s

14797 2649

3D
391958

1963957 2j 3h 17mn
382481 9477

Tableau III.2 : Comparaison entre les nombres d’éléments constituant le maillage, les
degrés de liberté et les temps de résolution des différents modèles numériques (2D,
2D1/2

H et 3D) pour le premier cas d’équilibre de phases étudié (le cas (1)).

III.1.4 Résultats et discussions
On relate ici les résultats obtenus avec les différents modèles pour les deux cas d’équilibre

de phases solide-liquide considérés. La fiabilité des différents modèles 2D par rapport au
modèle 3D est examinée.

La figure III.2 montre les états stationnaires obtenus par les différents modèles 3D, 2D,
2D1/2

P et 2D1/2
H , pour le premier cas d’équilibre de phases, le cas (1) où T ∗h = 512 K et

T ∗c = 502 K. La figure III.3 montre les états stationnaires obtenus avec ces mêmes modèles
mais pour le cas (2) où T ∗h = 507.5 K et T ∗c = 503.5 K. Sur les deux figures, le champ de
température dans les régions solide et liquide est donné par les isothermes noires, avec un pas
de 1 K dans la première figure et un pas de 0.5 K dans la seconde. Le champ de vitesse est
donné en vecteurs et niveaux de couleur dans la région liquide.

Pour une meilleur comparaison entre les modèles, en plus de la représentation dans le
plan de coupe central de la cavité des résultats 3D, les champs 3D moyennés sur l’épaisseur
de la cavité le long de x∗3 sont aussi donnés.
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

(a) 3D (plan central) (b) 2D

(c) 3D (moyenné sur l’épaisseur) (d) 2D1/2
P

(e) 2D1/2
H

U∗ (10−3m/s)

Figure III.2 : Champs de vitesse (niveaux d’intensité de couleur et vecteurs) dans la
zone de la phase liquide et champs de température (isothermes noires (avec un pas de
1 K)) obtenus avec les différents modèles pour le premier cas, ’cas (1)’, d’équilibre
de phase. La position et la forme du front solide-liquide correspond à l’isotherme
T ∗ = T ∗f . (a) : modèle 3D (dans le plan de coupe central défini sur la figure II.1), (b) :
modèle 2D, (c) : modèle 3D (résultats moyennés sur l’épaisseur le long de x∗3), (d) :
modèle 2D1/2

P et (e) : modèle 2D1/2
H .

La comparaison entre la figure III.2(b) et la figure III.2(a) (ou la figure III.2(c)), et la
comparaison entre la figure III.3(b) et la figure III.3(a) (ou la figure III.3(c)), illustre à nou-
veau l’incapacité du modèle 2D à prédire les résultats 3D. Les intensités des vitesses données
par le modèle 2D dans les régions liquides dans les deux cas étudiés sont trop élevées, bien
supérieures à celles données au centre de la cavité 3D. Ces fortes intensités convectives in-
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III.1. CAS D’ÉQUILIBRE DE PHASES SOLIDE-LIQUIDE

(a) 3D (plan central) (b) 2D

(c) 3D (moyenné sur l’épaisseur) (d) 2D1/2
P

(e) 2D1/2
H

U∗ (10−3m/s)

Figure III.3 : Champs de vitesse (niveaux d’intensité de couleur et vecteurs) dans la
zone de la phase liquide et champs de température (isothermes noires (avec un pas de
0.5 K)) obtenus avec les différents modèles pour le second cas, ’cas (2)’, d’équilibre
de phase. La position et la forme du front solide-liquide correspond à l’isotherme
T ∗ = T ∗f . (a) : modèle 3D (dans le plan de coupe central défini sur la figure II.1), (b) :
modèle 2D, (c) : modèle 3D (résultats moyennés sur l’épaisseur le long de x∗3), (d) :
modèle 2D1/2

P et (e) : modèle 2D1/2
H .

duisent des structures d’écoulement moins pertinentes avec, à chaque fois, deux zones de
recirculation marquées, une en haut du côté du front solide-liquide et l’autre en bas du côté
de la paroi chaude. Ces zones de recirculation sont plus visibles dans le cas (1). Par ailleurs,
dans les deux cas, les isothermes sont trop déformées. Le transfert de chaleur par convection
entre la paroi chaude et le front solide-liquide est surestimé. Les formes et les positions du
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

front s’en retrouvent donc affectées et ne sont pas bien prédites. Les volumes solides sont
significativement plus petits que dans les résultats 3D.

La figure III.2(d) et la figure III.3(d) montrent que le modèle 2D1/2
P , qui impose un effet

dissipatif en prenant en compte un frottement au niveau des parois latérales, réduit l’intensité
de l’écoulement convectif dans la zone liquide par rapport au modèle 2D. Les prédictions du
modèle 2D1/2

P se rapprochent plus des résultats 3D sur la structure de l’écoulement convec-
tif. La position du front 3D est mieux prédite qu’avec le modèle 2D classique dans chacun
des deux cas considérés. Toutefois, des différences subsistent encore. En effet, bien que les
vitesses obtenues par le modèle 2D1/2

P (figure III.2(d)-III.3(d)) soient plus petites que celles
obtenues avec le modèle 3D au centre de la cavité (figure III.2(a)-III.3(a)), elle restent plus
grandes que les vitesses 3D moyennées sur l’épaisseur (figure III.2(c)-III.3(c)). Cela est plus
visible pour le cas (2) et explique bien pourquoi les fronts 2D1/2

P sont plus à droite que les
fronts 3D (voir aussi la figure III.5). Effectivement, à cause de cette surestimation de l’in-
tensité convective, les isothermes obtenues sont différentes. Cela aboutit à des fronts solide-
liquide différents des fronts 3D dans les deux cas étudiés. Les zones solides prédites sont à
nouveau plus petites que celles obtenues avec le modèle 3D.

Les figures III.2(e) et III.3(e) illustrent les résultats obtenus avec le modèle 2D1/2
H utili-

sant l’approche convecto-diffusive pour le calcul de δ∗optimal. La comparaison de ces résultats
obtenus avec ce modèle et les résultats 3D montre une concordance satisfaisante. En effet, les
fortes intensités convectives prédites par les autres modèles 2D dans les domaines liquides
sont nettement atténuées. Le champ de température obtenu pour chaque cas est mieux estimé
aussi. Les formes et les positions des fronts ainsi que l’épaisseur des zones liquides et solides
prédites par le modèle 3D semblent être bien retrouvées.

Pour une comparaison qualitative et détaillée des résultats obtenus avec les différents mo-
dèles numériques (3D, 2D, 2D1/2

P et 2D1/2
H ), les profils de température à mi-hauteur de la

cavité, en x∗2 = 3 cm, sont tracés sur la figure III.4. Les profils obtenus dans le cas (1) sont don-
nés sur la figure III.4(a) et ceux obtenus dans le cas (2) sont donnés sur la figure III.4(b). Sur
ces figures, les résultats du modèle 2D1/2

H sont ceux obtenus en utilisant l’approche convecto-
diffusive pour l’estimation de δ∗optimal.

Les positions des fronts solide-liquide données par tous lesmodèles, pour chacun des deux
cas simulés et en régime stationnaire, sont représentées sur la figure III.5. Les fronts corres-
pondant au cas (1) sont donnés sur la figure III.5(a) et ceux correspondant au cas (2) sur la fi-
gure III.5(b). La comparaison entre les deux fronts 2D1/2

H , obtenus selon que l’approche consi-
dérée pour l’estimation de δ∗optimal est l’approche diffusive ou l’approche convecto-diffusive,
y est aussi donnée.

Sur la figure III.4, dans les deux cas étudiés et pour chaque modèle numérique, le point
de discontinuité du gradient horizontal de température indique le passage d’une phase à une
autre, et donc la position du front solide-liquide. En effet, en cette position, le transfert de
chaleur passe d’un transfert convecto-diffusif dans le domaine liquide (à gauche du point de
discontinuité) à un transfert diffusif dans le domaine solide (à droite du point de disconti-
nuité). En observant le profil de température obtenu avec le modèle 2D (lignes bleues), la
conséquence de la surestimation de l’intensité convective dans le domaine liquide par rap-
port à celle prédite par le modèle 3D sur le champ de température est nettement visible.
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(a) cas (1)
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(b) cas (2)
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Figure III.4 : Profils de température à mi-hauteur de la cavité en x∗2 = 3 cm obtenus
avec les différents modèles (3D, 2D, 2D1/2

P et 2D1/2
H ) pour les deux cas d’équilibre de

phase (1) et (2) considérés.

En effet, les gradients thermiques 2D aux parois sont plus forts que ceux obtenus avec les
autres modèles. Cela apparait clairement sur la pente des courbes bleues aux parois (la paroi
chaude en x∗1 = 0 cm et la paroi froide en x∗1 = 10) qui est, dans les deux cas considérés,
plus forte que celle donnée par les autres modèles. Le flux de la chaleur extraite de la paroi
chaude et qui est complètement restituée à la paroi froide en régime permanent, est donc plus
grand dans les résultats 2D qu’il ne l’est avec les autres modèles. Les fronts solide-liquide
ainsi obtenus avec le modèle 2D sont plus près de la paroi froide, le volume solide 2D est
donc plus petit. Ces fronts 2D ont aussi une forme différente par rapport aux autres modèles
(fig. III.2 et III.3) à cause la forte intensité de la boucle de l’écoulement convectif prédite.

(a) cas (1)
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(b) cas (2)
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Figure III.5 : Positions du front solide-liquide obtenues par les différents modèles
pour les deux cas d’équilibre de phase (1) et (2) considérés.

Le modèle 2D1/2
P donne donc des profils de température plus proches des profils 3D que
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

ne le sont les profils purement 2D, et cela dans les deux cas considérés (voir la fig. III.4).
Les pentes aux parois du profil de température données par le modèle 2D1/2

P (lignes vertes
sur la fig. III.4) sont plus petites que celles données par le modèle 2D (lignes bleues), mais
restent supérieures à celles prédites par le modèle 3D. Les forts flux de la chaleur extraite
de la paroi chaude avec le modèle 2D sont donc bien atténués par le modèle 2D1/2

P , mais
restent supérieurs à ceux donnés par le modèle 3D. Les fronts solide-liquide, en régime per-
manent, ainsi prédits par le modèle 2D1/2

P sont donc différents des fronts 3D avec, ici encore,
un volume solide plus petit (voir la fig. III.5). Les formes des fronts 2D1/2

P sont tout de même
plus proches des formes 3D que ne le sont les fronts 2D. Le freinage minimal considéré dans
les modèles 2D1/2

P et qui réduit l’intensité des vitesses de la structure convective ( voir la
fig. III.2 et la fig. III.3), permet bien d’améliorer les prédictions 2D, mais les résultats 3D ne
sont pas retrouvés. Les différences entre les résultats 2D1/2

P et les résultats 3D sont encore
considérables.

La figure III.4 montre que le modèle 2D1/2
H , avec l’approche convecto-diffusive pour l’es-

timation de δ∗optimal, donne des profils de température quasiment superposés aux profils 3D.
Les pentes aux parois des profils de température données par le modèle 2D1/2

H (points rouges
sur la fig. III.4) sont plus petites que celles données par le modèle 2D (lignes bleues) et le
modèle 2D1/2

P (lignes vertes). Les forts flux de la chaleur extraite de la paroi chaude avec
ces deux précédents modèles sont donc bien atténués par le modèle 2D1/2

H , et semblent bien
correspondre à ceux donnés par le modèle 3D. Les fronts solide-liquide ainsi obtenus avec le
modèle 2D1/2

H utilisant l’approche convecto-diffusive, en régime permanent et pour les deux
cas considérés, sont en très bon accord avec les fronts 3D, que ce soit en ce qui concerne leur
forme ou leur position (voir la fig. III.5).

La figure III.5 montre aussi les deux fronts obtenus avec le modèle 2D1/2
H selon que l’ap-

proche utilisée pour l’estimation de δ∗optimal est l’approche diffusive (fronts représentés en
lignes bleues) ou l’approche convecto-diffusive (fronts représentés en lignes et points rouges).
Les deux approches donnent des résultats plus proches des résultats 3D que ne le sont les
résultats obtenus avec les autres modèles 2D (2D classiques et 2D1/2

P ). L’approche convecto-
diffusive donne, toutefois, de meilleurs résultats que l’approche diffusive. En effet, les fronts
de la méthode convecto-diffusive sont, dans les deux cas, quasiment identiques aux fronts
3D, tandis que les fronts obtenus avec la méthode diffusive présentent de légers écarts avec
les fronts 3D.

Pour quantifier les écarts entre les résultats prédits par les différents modèles 2D (2D,
2D1/2

P et 2D1/2
H ) et le modèle 3D, on estime les erreurs relatives sur les positions des différents

fronts de ces modèles par rapport aux positions du front 3D. L’erreur absolue sur la position
du front, pour un modèle, un cas et une hauteur (suivant x2) donnés, est obtenue en mesurant
la différence entre la position horizontale (suivant x1) du front donnée par ce modèle et la
position du front 3D. L’erreur relative est obtenue en normalisant l’erreur absolue avec la
position du front 3D. En répétant cette estimation sur plusieurs hauteurs de la cavité (x2
variant de 0 à 0.06 m) et en faisant une moyenne, on obtient l’erreur relative moyenne entre
le front donné par le modèle considéré et le front 3D. On peut estimer aussi l’erreur relative
maximale sur la position du front étudié par rapport au front 3D, pour cela on cherche la
valeur maximale des erreurs relatives estimées sur les différentes hauteurs.
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III.1. CAS D’ÉQUILIBRE DE PHASES SOLIDE-LIQUIDE

Le modèle 2D classique donne des fronts avec des erreurs moyennes de presque 12% et
26%, et des erreurs maximales supérieures à 18% et à 32% respectivement pour les cas (1)
et (2). Le modèle 2D1/2

P réduit ces erreurs à 4.84% et 6.00% pour les erreurs moyennes, et
à 6.06% et 6.82% pour les erreurs maximales. Comme indiqué sur la figure III.5, avec ces
plages d’erreurs, les différences avec les fronts 3D ne sont toujours pas négligeables.

Le modèle 2D1/2
H avec l’approche basique (diffusive) pour l’estimation de δ∗optimal réduit

considérablement les erreurs précédemment obtenues avec les autres modèles. Les erreurs
moyennes sont seulement de 0.79% pour le cas (1) et 0.74% pour le cas (2). Les erreurs
maximales sont quant à elles de 1.01% et 1.06% respectivement pour les deux cas. Les ré-
sultats ainsi obtenus avec cette approche sont assez satisfaisants, mais le modèle 2D1/2

H avec
l’approche convecto-diffusive fait encore mieux et il est le plus précis pour la prédiction du
front solide-liquide 3D. Les erreurs moyennes ne sont que de 0.11% et 0.14%, tandis que les
erreurs maximales sont de 0.22% et 0.34%, respectivement pour les cas (1) et (2).
Le tableau III.3 résume toutes les différentes erreurs obtenues avec les différents modèles, et

2D 2D1/2
P 2D1/2

H (diffusif) 2D1/2
H (convecto-
diffusif)

Ll - -
(1)0.0538[m]
(2)0.0455[m]

(1)0.0751 [m]
(2)0.0584[m]

Gr - -
(1)5.818× 106

(2)2.461× 106

(1)4.174× 106

(2)2.041× 106

δ*/Aw - -
(1)0.1106×H
(2)0.1474×H

(1)0.1219×H
(2)0.1596×H

Erreur relative moyenne
sur la position du front
par rapport au front 3D

(1)11.80%
(2)25.80%

(1)4.84%
(2)6.00%

(1)0.79%
(2)0.74%

(1)0.11%
(2)0.14%

Erreur relative maximum
sur la position du front
par rapport au front 3D

(1)18.61%
(2)32.39%

(1)6.06%
(2)6.82%

(1)1.01%
(2)1.06%

(1)0.22%
(2)0.34%

Tableau III.3 : Comparaison des longueurs liquides Ll estimées, des nombres de Grashof Gr
et des paramètres δ*optimal, obtenus avec les approches 2D

1/2
H (diffusive) et 2D1/2

H (convecto-
diffusive). Les erreurs moyennes et maximales sur les positions des fronts solide-liquide ob-
tenus par les modèles 2D et 2D1/2 par rapport aux positions des fronts obtenus par le modèle
3D sont données pour les deux cas considérés. (1) fait référence au cas (1), et (2) fait référence
au cas (2).

cela pour les deux cas (1) et (2) considérés. Il donne aussi les estimations de la profondeur
liquide Ll, obtenues avec les approches diffusive et convecto-diffusive, et qui sont utilisées
dans le modèle 2D1/2

H . Comme expliqué auparavant, Ll est sous-estimé avec l’approximation
diffusive. Les valeurs obtenues par les deux approches pour le nombre de Grashof Gr et le
paramètre δ∗optimal sont donc différentes, mais restent raisonnablement proches. Il faut noter
aussi que la condition de validité des modèles 2D1/2 donnée par l’équation II.20 est satisfaite
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

pour ces deux approches utilisées.
Les valeurs de δ∗optimal obtenues avec l’approche diffusive sont plus petites que celles obte-

nues avec l’approche convecto-diffusive et cela pour les deux cas considérés. Comme montré
au précédent chapitre (voir la figure II.11), les petites valeurs de δ∗ indiquent des profils trans-
verses de vitesse plus aplatis avec une plus grande pente de variation de la vitesse aux parois.
La dissipation induite par les parois latérales qui est prise en compte dans l’approche diffu-
sive est donc plus grande que celle prise en considération par l’approche convecto-diffusive.
Cette plus grande dissipation a pour effet de réduire les intensités des vitesses des boucles
convectives et donc aussi les flux de la chaleur extraite de la paroi chaude. C’est pour cela
que les fronts prédits par l’estimation diffusive sont plus à gauche que les fronts convecto-
diffusifs, avec des volumes solides légèrement plus grands. La meilleure prise en compte de
la dissipation induite par les parois latérales a pour résultat la bonne estimation de l’intensité
convective qui joue sur la nature du transfert de chaleur entre les deux parois et cela aboutit
à une meilleure prédiction de la position et de la forme du front solide-liquide. Les modèles
2D1/2

H sont donc tout aussi fiables pour l’étude de la convection naturelle que pour l’étude de
ces cas de changement de phases solide-liquide. Dans la suite de ce chapitre, il sera question
de mettre à profit ces modèles pour la simulation d’un processus de solidification total d’une
phase liquide vers une phase solide.

III.2 Processus de solidification
Dans cette partie de l’étude, on s’intéresse à un processus de solidification complet abou-

tissant à la formation d’un lingot d’étain pur. Ce processus est réalisé en faisant refroidir
de l’étain liquide, initialement à une température supérieure à la température de fusion, jus-
qu’à ce qu’il se soit totalement solidifié. Les résultats de nos simulations numériques de ce
processus sont directement comparés aux résultats expérimentaux obtenus avec le montage
expérimental de référence ’Afrodite’ [91,92,99,102]. Ces résultats expérimentaux sont nou-
veaux et exclusivement rapportés dans cette partie de l’étude. Le modèle 2D1/2

H qui s’est avéré
être le plus précis entre les modèles 2D et le plus à même à se substituer au modèle 3D est
donc directement utilisé pour simuler ce processus. Les résultats numériques obtenus avec ce
dernier seront confrontés aux résultats expérimentaux.

III.2.1 Processus expérimental avec ’Afrodite’
L’expérience de solidification a été réalisée avec le montage expérimental ’Afrodite’. Ce

dernier, développé au laboratoire SIMAP-EPM, a servi de référence pour la validation de
nombreux modèles numériques traitant de la solidification de matériaux purs et d’alliages
métalliques [75, 76, 78, 90, 103–106]. Ce dispositif est schématisé sur la figure I.9.

Le processus expérimental de solidification de l’étain pur comprend différentes étapes.
L’étain est d’abord introduit dans le creuset. Il est ensuite chauffé lentement, en utilisant à
la fois les échangeurs de chaleur droit et gauche, jusqu’à ce que sa température dépasse la
température de fusion de l’étain T ∗f (environ 550 K), l’échantillon est alors entièrement en
phase liquide. Une différence de température de 20 K entre les deux échangeurs de chaleur est
alors appliquée et maintenue constante jusqu’à la fin du processus. Les deux échangeurs de
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III.2. PROCESSUS DE SOLIDIFICATION

chaleur sont d’abord maintenus à des températures constantes (toutes les deux au dessus de
T ∗f ) pendant plus d’une demi-heure et cela pour permettre l’établissement de l’écoulement de
convection naturelle. Ensuite, le même taux de refroidissement (-0.03 K/s) est appliqué sur
les deux échangeurs de chaleur, de sorte que les températures des parois chaude et froide du
creuset diminuent avec le temps. En raison de la différence de température appliquée entre les
deux échangeurs (20 K), la température de la paroi froide est la première à descendre en des-
sous de T ∗f , suivie plus tard en temps par la paroi chaude. Les premières régions solides, qui
apparaissent aux parois quand leur température descend en dessous de T ∗f , croissent ensuite
progressivement (à partir de ces parois vers le centre du creuset) jusqu’à ce que l’échantillon
se soit complètement solidifié.

Une évolution typique de la température à un thermocouple est montrée sur la figure III.6
(ligne verte correspondant au thermocouple L 26). Après le plateau initial correspondant à
l’établissement de la convection naturelle, le taux de refroidissement appliqué aux parois in-
duit une diminution régulière de la température dans le bain liquide jusqu’à atteindre la tem-
pérature de fusion. Une sorte de plateau de changement de phase est alors observé avant une
reprise de la diminution de la température. Ce pseudo-plateau à la température de fusion, plus
ou moins prononcé selon la position du thermocouple dans le creuset (voir la figure III.10),
a été utilisé pour calibrer avec précision les thermocouples de l’échantillon.

III.2.2 Détermination des conditions aux limites thermiques

Dans le modèle 2D1/2
H , le creuset du montage expérimental est modélisé par une simple

cavité rectangulaire où les températures à imposer aux parois droite et gauche doivent être
déterminées. Afin d’assurer la fiabilité de ces simulations numériques, la détermination de
conditions aux limites thermiques appropriées qui correspondent à l’expérience doit être réa-
lisée. Ce n’est pas une tâche évidente car, dans le dispositif expérimental, la température n’est
pas directement imposée aux parois du creuset, mais aux échangeurs de chaleur. Les tempéra-
tures auxquelles se trouvent ces deux éléments du dispositif (parois du creuset et échangeur),
au cours du processus de solidification, ne sont pas les mêmes et cela à cause de la présence
d’une résistance de contact thermique variable. La détermination de la température à la paroi
est réalisée en utilisant la conservation du flux de chaleur entre l’échangeur de chaleur gauche
(ou droit) et la paroi chaude (ou froide) le long de la direction x∗1. Pour le côté gauche, on
peut en effet écrire :

φéchangeur gauche = φparoi chaude ⇔ kcuivre
dT ∗

dx∗1

∣∣∣∣
0−

= kétain
dT ∗

dx∗1

∣∣∣∣
0+

(III.14)

oùφéchangeur gauche est le flux de chaleur échangée entre l’échangeur gauche et la paroi gauche et
φparoi chaude est le flux de chaleur échangée entre la paroi gauche et le bain fondu en contact avec
elle. kcuivre et kétain sont respectivement les conductivités thermiques du cuivre (composant
l’échangeur) et de l’étain (contenu dans le creuset). Pour la conductivité thermique de l’étain,
le choix entre les deux valeurs données par le tableau III.1 (celle de la phase solide ou celle
de phase liquide) est fait en fonction de la température des thermocouples du bain.

La dérivée de T ∗ par rapport à x∗1 de l’équation III.14 est estimée en 0− avec une différence
finie décentrée amont du deuxième ordre, et cela en utilisant chacun des trois thermocouples
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

se trouvant à la même hauteur au sein de l’échangeur de chaleur gauche, puis en faisant la
moyenne des quantités obtenues aux 3 hauteurs de thermocouples. On trouve donc :

dT ∗

dx∗1

∣∣∣∣
0−

=
1

3

[
3(TFL1 + TFL3 + TFL5)− 4(TFL2 + TFL4 + TFL6) + (TFL7 + TFL8 + TFL9)

2e∗1

]
,

(III.15)
où e∗1 = 1.5 cm est l’espacement horizontal entre les thermocouples des échangeurs de cha-
leur. La dérivée dT ∗/dx∗1 en 0+ est estimée quant à elle avec une différence finie décentrée
aval du premier ordre entre T ∗h , la température recherchée à la paroi chaude, et la température
au premier thermocouple dans l’échantillon, et ce aux 3 hauteurs qui sont celles des thermo-
couples de l’échangeur, puis en faisant à nouveau une moyenne sur les 3 quantités obtenues :

dT ∗

dx∗1

∣∣∣∣
0+

=
1

3

[
3T ∗h − (TL1 + TL21 + TL41)

e∗2

]
, (III.16)

où e∗2 = 0.5 cm est la distance entre la paroi chaude et la première colonne de thermocouples
du creuset. Ces deux estimations de la dérivée de T ∗ de part et d’autre de la paroi chaude
en x∗1 = 0 sont utilisées à chaque temps discret dans l’équation III.14 pour déduire T ∗h , la
température à la paroi chaude. La même méthode est utilisée pour déterminer la température
de la paroi froide T ∗c .
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Figure III.6 : Évolution typique de la température à un thermocouple (L26) et des tem-
pératures expérimentales T ∗h (t) et T ∗c (t) estimées respectivement aux parois chaude et
froide durant le processus de solidification de l’étain pur. Le taux de refroidissement
nominal est de -0.03 K/s, T ∗f est la température de fusion. Les courbes de T ∗h (t) et
T ∗c (t) sont utilisées comme conditions aux limites lors des simulations numériques.

Les températures estimées au niveau des parois chaude et froide avec l’approche présen-
tée, à partir du moment où un gradient de température est imposé au niveau des échangeurs
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III.2. PROCESSUS DE SOLIDIFICATION

pour induire une convection naturelle, sont tracées en fonction du temps sur la figure III.6.
Ces températures, T ∗h (t) et T ∗c (t), sont utilisées comme conditions aux limites thermiques
dans notre modèle numérique.

III.2.3 Maillage utilisé
Le modèle 2D1/2

H pour la simulation numérique de ce processus de solidification est simi-
laire à celui utilisé pour les cas d’équilibre de phases solide-liquide. La différence principale
entre les deux processus est que, dans les cas d’équilibre de phases, les phases solide et li-
quide sont présentes et coexistent tout le long de la simulation, alors que, dans ce processus
de solidification, seule la phase liquide est présente au sein de la cavité au début du processus.
Cependant, l’utilisation de la géométrie déformable et de la méthode à maillage dynamique
pour le suivi du front solide-liquide, nécessite que les deux domaines solide et liquide soient
définis et présents au sein du domaine géométrique étudié et cela pendant toute la simulation.
Deux régions solides doivent donc êtres définies dès l’instant initial du processus. Ces deux
régions permettront le suivi des fronts apparaissant au niveau des parois lors de leur refroi-
dissement. Pour répondre à cette nécessité, deux très fines couches de solide, sont ajoutées
dès le départ au modèle. Elles sont placées de part et d’autre de la cavité, collées aux parois,
là où la solidification devrait débuter. Leur épaisseur de 0.1 mm ne représente qu’un millième
de la longueur du domaine.

(a) (b)

Figure III.7 : Lemaillage utilisé dans lemodèle 2D1/2
H pour la simulation du processus

de solidification. (a) Vue du maillage initial à t = 0 s dans toute la cavité : Les deux
régions solide aux parois gauche et droite sont à peine remarquables. (b) Zoom sur le
coin gauche en bas près de x∗1 = x∗2 = 0 : La région maillée en bleu montre la couche
solide ajoutée tandis que la région maillée en rouge représente la région liquide.

La figure III.7(a) montre le maillage initial utilisé dans le modèle 2D1/2
H pour l’étude de

ce processus de solidification. Le domaine liquide est représenté en rouge et les domaines
solides en bleu. Les deux régions solides ajoutées au niveau des parois chaude et froide sont
à peine visibles. Elles apparaissent mieux sur la figure III.7(b) qui donne un zoom du coin
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

inférieur gauche de la cavité (près de x∗1 = x∗2 = 0). De la même manière que dans les mo-
dèles précédents pour l’étude des cas d’équilibre de phases, les régions solide et liquide sont
séparées par une limite représentant le front de solidification. Comme ces deux couches sont
ajoutées ici dès le début pour faire fonctionner le modèle correctement, les deux frontières
entre chacune d’elles et le domaine liquide doivent être correctement paramétrées afin de bien
simuler le processus étudié. En effet ces deux frontières doivent seulement jouer le rôle des
parois refroidies avec des vitesses de déplacement nulles tant que les températures aux parois
(T ∗h (t) et T ∗c (t)) sont supérieures à la température de fusion T ∗f (i.e. avant l’apparition réelle
du front solide-liquide). Elles doivent ensuite représenter les fronts solide-liquide apparais-
sant aux parois quand les températures de ces dernières passent en dessous de la température
de fusion T ∗f et avec des vitesses de déplacement données par la condition de Stefan. Comme
expliqué précédemment, dans le module ’Deformed Geometry’ ces frontières entre les do-
maines solides et le domaine liquide jouent le rôle de parois délimitant les domaines et on
peut y imposer des vitesses de déplacement et des conditions aux limites thermiques. Les
conditions imposées à ces deux frontières dans ce cas sont :
- Sur la première frontière qui est collée à la paroi chaude (notée ’front1’) :
Tant que T ∗h (t) > T ∗f , T ∗front1 = T ∗h (t) et V ∗front1 = 0.
Dès que T ∗h (t) < T ∗f , T ∗front1 = T ∗f et V ∗front1 est alors estimée avec la condition de Stefan
donnée par l’équation III.5.
- Sur la deuxième frontière collée à la paroi froide (notée ’front2’) :
Tant que T ∗c (t) > T ∗f , T ∗front2 = T ∗c (t) et V ∗front2 = 0.
Dès que T ∗c (t) < T ∗f , T ∗front2 = T ∗f et V ∗front2 est alors obtenue avec la condition de Stefan
donnée par l’équation III.5.

L’épaisseur de ces couches solides ajoutées a été réduite progressivement de 3mm jusqu’à
0.1 mm, épaisseur à partir de laquelle le temps de solidification converge, i.e. n’est plus affecté
par l’épaisseur initiale des couches solides.

(a) avant le remaillage (b) après le remaillage

Figure III.8 : Deux maillages, l’un avant et l’autre après une opération de remaillage
automatique utilisée au cours de la résolution numérique.

Lors de l’étude des cas d’équilibre de phases solide-liquide, les distorsions subies par
les mailles entre leur état initial et leur état final à l’équilibre restaient relativement faibles,
une qualité minimale de maillage était donc maintenue le long du calcul (voir la figure III.1).
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III.2. PROCESSUS DE SOLIDIFICATION

Pour ce processus de solidification, comme montré sur la figure III.7(b), le nombre de mailles
contenues dans la couche solide ajoutée est très limité. Ces mailles subiront de fortes distor-
sions dès que le front solide-liquide croitra de la paroi vers le bain liquide. Afin d’assurer le
maintien d’unmaillage de bonne qualité et d’assurer la convergence dumodèle numérique, un
remaillage automatique est appliqué. Celui-ci est déclenché dès que les mailles subissent une
distorsion supérieure à une limite imposée. Cela permet la génération de mailles supplémen-
taires dans ces régions solides au fur et à mesure de leur croissance. Cette technique permet
aussi la réduction du nombre de mailles dans le domaine liquide, dont la largeur diminue avec
l’avancée des fronts solide-liquide, tout en gardant une qualité de maillage suffisante. La fi-
gure III.8montre le résultat d’une opération de remaillage au cours du calcul. La figure III.8(a)
montre le maillage juste avant le remaillage et la figure III.8(b) montre le nouveau maillage
généré. Pour ce cas présenté, la condition sur la distorsion est effective au niveau de la partie
solide provenant de la paroi de gauche (la paroi chaude). En regardant de plus près sur cette
région, le remaillage automatique a permis de générer un plus grand nombre de mailles et la
qualité du maillage à ce niveau est donc nettement améliorée.

Maintenant que les conditions aux limites ainsi que les autres données relatives à l’expé-
rience sont connues, il ne reste plus qu’à déterminer la valeur du paramètre δ∗optimal utilisé dans
le modèle 2D 1/2

H . Cette valeur est estimée avec les données expérimentales de température
(les températures imposées aux parois sont données sur la figure III.6), au début du processus
de solidification lorsque la température de la paroi froide, T ∗c , atteint la température de fusion
T ∗f . La différence de température effective entre les parois chaude et froide est alors égale à
3.6 K. Le nombre de Grashof correspondant à cet écart de température est Gr = 2.06× 106.
L’équation II.21 donne alors δ∗optimal = 0.1590× Aw pour ce cas de solidification.

III.2.4 Résultats et discussion
La figure III.9 présente les résultats numériques et les résultats expérimentaux du pro-

cessus de solidification étudié à différents instants entre le début et la fin de la solidification.
Les résultats numériques obtenus avec le modèle 2D 1/2

H sont alignés de manière verticale sur
la gauche et les résultats expérimentaux correspondants (aux mêmes instants) sur la droite.
La phase solide y est représentée en marron et la phase liquide en bleu. Il est à noter que les
résultats expérimentaux sont limités à la zone couverte par le réseau des 50 thermocouples
(fenêtre d’acquisition). Cette zone est également représentée sur les résultats numériques,
avec un rectangle noir, pour une meilleure comparaison. La figure III.9 montre un bon accord
entre les résultats numériques et expérimentaux. Comme la température de la paroi froide
(T ∗c ) est la première température à descendre en dessous de la température de fusion (T ∗f ),
la solidification de l’échantillon d’étain commence à partir du côté droit. Un deuxième front
solide-liquide apparaît plus tard au cours du processus, du côté gauche de la cavité, quand
la température de la paroi chaude (T ∗h ) passe elle aussi en dessous de T ∗f . Les deux fronts
progressent alors vers le centre de la cavité, réduisant la largeur de la zone liquide, pour se
rencontrer finalement à une position x∗1 plus proche du côté gauche de la cavité. Dans l’ex-
périence, les deux fronts se touchent en x∗1 ' 2.5 cm et le processus de solidification dure
t∗ = 1201 s, tandis que dans les simulations numériques la position de rencontre des deux
fronts est x∗1 ' 2, 9 cm et le temps de solidification est t∗ = 1283 s. On peut également noter
qu’aux instants t∗ = 4750 s et t∗ = 5000 s, la forme des fronts solide-liquide dans les résul-
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Figure III.9 : Résultats expérimentaux (à droite) et numériques (à gauche et obte-
nues avec le modèle 2D1/2

H ) donnant les positions des fronts solide-liquide à différents
instants durant le processus de solidification. Le rectangle noir sur les résultats nu-
mériques représente la zone où les données expérimentales de température (obtenues
avec la matrice des cinquante thermocouples) sont disponibles.
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III.2. PROCESSUS DE SOLIDIFICATION

tats expérimentaux n’est pas aussi plane que dans les simulations numériques, cela étant plus
marqué pour le front gauche. Cet effet ne peut pas être dû à la convection car, à ces instants
du processus, les deux fronts sont déjà apparus et la zone liquide restante est quasi-isotherme
(cela est illustré sur la figure III.11). Il est certainement la conséquence de conditions aux
limites thermiques imparfaites et non homogènes sur la paroi chaude. De plus, la matrice de
thermocouples, à partir de laquelle est déterminée la forme du front expérimental, ne contient
que cinq éléments sur la hauteur de l’échantillon et la précision sur la position du front est
donc limitée.
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Figure III.10 : Évolution de la température expérimentale et numérique en fonction
du temps durant le processus de solidification à mi-hauteur de la cavité aux niveau
des positions de quelques thermocouples. L’évolution des températures imposées aux
parois chaude et froide, respectivement T ∗h et T ∗c , ainsi que la température de fusion
(T ∗f ) sont aussi représentées.

La figure III.10 donne l’évolution temporelle des températures mesurées expérimentale-
ment avec les différents thermocouples (L21, L22, L23, L27, L28 et L29) et les températures
calculées avec le modèle 2D1/2

H aux positions correspondantes à ces derniers. Les tempéra-
tures des parois chaude et froide (respectivement T ∗h et T ∗c ) et la température de fusion T ∗f y
sont également représentées. La figure III.11, quant à elle, montre les profils de température
numériques et expérimentaux à mi-hauteur de la cavité le long de la troisième rangée hori-
zontale de thermocouples allant de L21 à L30. La figure III.11(a) donne les profils à l’instant
t∗ = 4500 s et la figure III.11(b) à l’instant t∗ = 4750 s.

Les deux figures confirment le bon accord observé entre les résultats du modèle 2D 1/2
H et

les résultats expérimentaux. Sur la figure III.10, les températures de tous les thermocouples
diminuent lentement jusqu’à atteindre la température de fusion. Ces températures restent
constantes pendant un certain temps avant de continuer à diminuer. Les différentes étapes du
processus de solidification sont également visibles sur cette figure III.10. La température de
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Figure III.11 : Profils expérimentaux et numériques de température à mi-hauteur de
la cavité à deux instants différents durant le processus de solidification.

la paroi froide, T ∗c (représentée en bleu foncé sur la figure III.10), est la première à descendre
en dessous de la température de fusion T ∗f , indiquant l’apparition du front solide-liquide du
côté droit. Ce front se déplace ensuite vers la gauche à l’intérieur du bain d’étain. Á chaque
fois qu’il passe par la position d’un thermocouple, la température de ce même thermocouple
quitte la valeur du pseudo-plateau à la température de fusion T ∗f pour décroître de manière
linéaire. Parmi les thermocouples choisis (représentés sur la figure III.10), comme prévu, le
déplacement du front droit (après sa naissance du côté de la paroi froide et lors de son avancée
dans le bain d’étain) affecte d’abord T ∗L29

(le thermocouple plus près de la paroi froide), puis
T ∗L28

et ensuite T ∗L27
.

De manière similaire, quand le deuxième front apparaît plus tard à gauche (lorsque la
température de la paroi chaude, T ∗h représentée en rouge sur la figure III.10, passe en dessous
de T ∗f ), et qu’il se déplace vers la droite, il affecte successivement T ∗L21

(le thermocouple le
plus près de la paroi chaude), puis T ∗L22

et finalement T ∗L23
. Le comportement de pseudo-

plateau à la température de fusion T ∗f (quasiment absent sur T ∗L29
) est particulièrement visible

pour les thermocouples allant de T ∗L21
à T ∗L28

qui sont encore dans la zone liquide quand le
deuxième front apparaît. En effet, les résultats numériques et expérimentaux montrent que,
à partir de l’apparition du deuxième front, toute la région liquide restante entre les deux
fronts est quasi-isotherme à une température proche de T ∗f (voir aussi la figure III.11). La
température aux thermocouples dans cette région liquide reste alors quasi-constante, proche
de T ∗f , jusqu’à ce que l’un des fronts atteigne la position du thermocouple, induisant alors
une diminution linéaire de la température caractéristique de la phase solide. Dans le réseau
de thermocouples, T ∗L23

en x∗1 = 2.5 cm, est la dernière température à descendre en dessous
de T ∗f , donnant ainsi un long pseudo-plateau et indiquant que les deux fronts se rencontrent à
une position x∗1 près de cette position. Il faut noter que les températures numériques ne sont
disponibles que jusqu’au moment de la fin complète de la solidification de l’échantillon à
t∗ = 5170 s. Cela est dû au fait que le modèle numérique doit conserver une fine zone liquide
pour garder sa fiabilité, ce qui empêche le calcul de se poursuivre au delà de la jonction des
deux fronts.
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III.3. CONCLUSION

III.3 Conclusion

Des modèles numériques 2D, 2D1/2
P , 2D 1/2

H et 3D pour le traitement de problèmes avec
changement de phase solide-liquide de matériaux purs ont été élaborés. Ils sont dérivés des
modèles présentés au chapitre précédent pour l’étude de la convection naturelle en présence
de la phase liquide uniquement. Pour inclure la phase solide, prendre en considération le chan-
gement de phase et permettre le suivi du front solide-liquide, une approche multi-domaines
avec une méthode à maillage dynamique a été utilisée. Dans cette approche, les domaines
solide et liquide sont définis séparément. La condition de Stefan a aussi été utilisée pour dé-
terminer l’évolution du front solide-liquide séparant ces deux domaines.

Deux premiers cas typiques, où les deux phases solide et liquide atteignent un état d’équi-
libre, sont d’abord étudiés. Ces cas d’équilibre de phases sont obtenus lorsque la température
imposée à la paroi chaude (respectivement froide) est supérieure (respectivement inférieure)
à la température de fusion. Il a été montré que le modèle 2D peine à retrouver les bonnes po-
sitions de l’interface solide-liquide. Les erreurs relatives maximales sur les positions du front
prédites par le modèle 2D, quand elles sont comparées aux résultats 3D, sont respectivement
de 18.61% et 32.39% pour les deux cas étudiés. Ceci est attribué à une surestimation des ef-
fets convectifs, puisque ce modèle ne tient pas compte de la dissipation visqueuse au niveau
des parois latérales. Le modèle 2D1/2

P , prenant en compte un minimum de dissipation induite
par les parois latérales, permet d’améliorer les prédictions 2D et se rapproche mieux des ré-
sultats 3D. Les erreurs relatives sur les positions du front à l’état d’équilibre sont réduites,
respectivement pour les deux cas considérés, à 6.06% et 6.82%. Malgré cette réduction, avec
ces niveaux d’erreurs, les écarts avec les prédictions 3D restent notables. En effet, avec ces
deux modèles (2D et 2D1/2

P ), les intensités convectives sont plus fortes que celle du modèle
3D, les flux de la chaleur extraite à la paroi chaude sont plus grands, les volumes solides ainsi
obtenus à l’équilibre sont nettement plus petits que ceux obtenus avec le modèle 3D.

L’utilisation optimale du modèle 2D1/2
H , qui est rendue possible avec l’équation donnant

δ∗optimal en fonction du nombre de Grashof et qui a été obtenue au chapitre précédent, néces-
site la détermination du nombre de Grashof associé à chacun des cas d’équilibre étudiés. Pour
cela deux approches, une diffusive et l’autre convecto-diffusive, ont été utilisées pour estimer
la profondeur du domaine liquide qui, elle-même, est utilisée pour l’estimation du nombre
de Grashof. Ces différents nombres de Grashof trouvés selon l’approche utilisée ont permis
d’obtenir les modèles 2D1/2

H (diffusif) et 2D1/2
H (convecto-diffusif). Il a été montré que ces deux

modèles améliorent nettement les prédictions déjà obtenues avec les modèles 2D et 2D1/2
P ,

et donnent des résultats en bon accord avec les résultats du modèle 3D. Les erreurs relatives
sur les positions des fronts ne dépassent pas 1.1% et cela pour les différents cas d’équilibre
considérés. Bien que ces deux modèles 2D1/2

H donnent des résultats satisfaisants, c’est l’ap-
proche convecto-diffusive qui est la plus efficace. Les résultats obtenus avec cette dernière,
sur les positions des fronts solide-liquide, sont quasi-identiques aux résultats 3D. Les erreurs
relatives sur les positions des fronts ne sont, respectivement, que de 0.22% et 0.34% pour le
premier et le second cas considérés.

Les modèles 2D 1/2
H , grâce à la bonne estimation des effets dissipatifs induits par les pa-

rois latérales, s’avèrent très efficace pour l’étude des problèmes de convection naturelle et de
changement de phase solide-liquide. Ils ont l’avantage de conserver une formulation 2D avec
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU CHANGEMENT DE PHASE SOLIDE-LIQUIDE

des gains considérables sur les temps et/ou les moyens de calcul nécessaires à leur résolution
par rapport aux temps/moyens exigés par les modèles 3D.

Un processus expérimental de solidification complète d’un lingot d’étain pur, réalisé au
sein de la configuration ’Afrodite’, et la simulation numérique de ce même processus, faite
avec le modèle 2D1/2

H , ont été ensuite présentés. Un traitement approfondi des données expé-
rimentales de température a été effectué afin de définir des conditions aux limites thermiques
appropriées pour le modèle numérique. Ce traitement a aussi permis la déduction de la va-
leur optimale du paramètre δ∗ intervenant dans le modèle 2D1/2

H . La méthode utilisée pour
le suivi du front solide-liquide dans le modèle numérique 2D1/2

H a aussi été adaptée pour ce
processus. Un bon accord a été trouvé entre les résultats numériques et expérimentaux, à la
fois pour l’évolution de la position et de la forme des fronts solide-liquide au cours du temps
ainsi que pour la durée totale de la solidification.

Dans la suite de ce travail, nous essayons de traiter la ségrégation des éléments d’alliage
apparaissant lors de la solidification des alliages binaires. Ces cas de solidification présentent
des cinétiques différentes de celles des corps purs. De nouveaux modèles numériques seront
alors présentés.
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Chapitre IV

Simulation de la Solidification d’Alliages
Binaires
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Dans ce chapitre nous traitons la ségrégation apparaissant lors de la solidification des
alliages binaires. Un tel type d’étude, comme présenté au chapitre I dans l’état de l’art, né-
cessite des modèles numériques multi-physiques prenant en considération des phénomènes
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IV.1. MODÈLE 1D DIFFUSIF AVEC SÉGRÉGATION

fortement couplés. Les modèles numériques adéquats pour une telle étude doivent inclure
tous les types de transfert et prendre en considération toutes les phénoménologies qui y sont
attachées. Ce chapitre est divisé en deux parties. Dans la première, un cas de solidification
uni-dimensionnel diffusif d’un alliage binaire est considéré et des résultats de référence sont
utilisés pour valider les modifications apportées à la méthode numérique de résolution. Dans
la seconde partie, unmodèle complet demacro-ségrégation est présenté et utilisé pour simuler
la ségrégation lors de la solidification d’un alliage étain-plomb au sein du dispositif ’Afrodi-
te’. Les résultats numériques sont confrontés aux résultats expérimentaux et des discussions
et des pistes d’amélioration sont proposées.

IV.1 Modèle 1D diffusif d’un cas de solidification avec sé-
grégation

Cette première partie de ce chapitre, qui traite un cas particulièrement intéressant, repré-
sente une étape majeure dans cette étude. Après la présentation des différents modèles pour
la solidification des métaux purs avec des méthodes multi-domaines dans le chapitre précé-
dent, on s’intéresse maintenant à la solidification des alliages métalliques binaires. Pour cela
des modèles de macro-ségrégation doivent être utilisés. Ces modèles utilisent l’approche en-
thalpique qui traite l’ensemble des trois zones (liquide, pâteuse et solide) considérées comme
faisant partie du même et unique domaine de résolution. Comme présenté au premier chapitre
consacré à l’état de l’art, lors de la solidification des alliages binaires, en plus des transferts de
chaleur dus au dégagement de chaleur latente, des transferts de masse apparaissent aussi, en
lien avec les phénomènes de ségrégation se produisant lors de la solidification. Comme tous
les modèles numériques présentés dans ce travail ont été implémentés sous le logiciel COM-
SOL Multiphysics 5.2, les différentes équations de conservation et les différents phénomènes
physiques doivent être associés à des modules proposés appropriés. Or avec ce logiciel, il
n’y a pas de modèle de ségrégation à proprement parler. Un module ’Transport d’espèce’ est
disponible, mais des modifications dans l’expression des différentes variables, ainsi que dans
les formulations doivent y êtres ajoutées. Ceci est aussi valable pour la prise en compte de
la chaleur latente de changement de phase dans le module ’Transfert de chaleur’. Bien que
celui-ci comporte des modèles avec changement de phase, une formulation spécifique est né-
cessaire pour traiter les cas désirés ici, et c’est dans cette perspective qu’un cas 1D diffusif
est d’abord considéré. Ce cas a aussi l’avantage de traiter une phénoménologie intéressante
qui apporte une réelle compréhension des différents mécanismes mis en jeu.

Dans cette partie, on s’intéresse plus précisément au cas de référence proposé par Ge-
wecke et. al [110] et traitant l’évolution de la zone pâteuse se formant, puis disparaissant lors
de la solidification d’un alliage binaire. Un alliage binaire est initialement à l’état liquide dans
une cavité rectangulaire. La température T ∗0 du bain liquide est supérieure à la température
[Étude du changement de phase solide-liquide ]du liquidus de l’alliage à la composition ini-
tiale homogène c∗0. Á l’instant t0, une température froide T ∗b , plus basse que la température du
solidus de l’alliage considéré, est imposée et maintenue le long de l’étude au niveau de la pa-
roi du bas de la cavité. Une température chaude T ∗h , égale à la température T ∗0 , est maintenue
à la paroi du haut de la cavité (voir figure IV.1). Les deux parois verticales sont adiabatiques.
Avec cette configuration là, à partir de l’instant t0, une zone solide se forme au contact de
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

la paroi froide et croit vers le haut. La croissance de cette zone solide est précédée par celle
d’une zone pâteuse qui, elle aussi, apparait à partir de l’instant t0 et dont l’épaisseur augmente
au fur et à mesure que le refroidissement se fait (voir figure IV.1). L’intérêt de ce cas est qu’il
vise à montrer un comportement particulier, différent de celui observé par d’autres études
traitant des cas similaires, mais utilisant certaines hypothèses. Dans une première approche,
le domaine contenant l’alliage est considéré semi-infini. Ce cas est traité par Worster [111] et
la solution analytique montre que la position de l’interface liquide-zone pâteuse progresse de
façon continue vers le haut proportionnellement à t1/2. Or dans le cas d’une cavité de hauteur
finie, comme celle considérée ici et où les températures du haut et du bas sont choisies de
manière particulière, la position de cette interface va tendre vers une limite car, en régime
permanent, le profil de température devient linéaire. Dans une seconde approche, la cavité
est considérée finie (en hauteur), mais la diffusivité du soluté au sein des deux phases est sup-
posée être nulle [112]. Avec cette hypothèse, l’avancée de la zone pâteuse est limitée, mais,
dans la solution en régime permanent, cette zone pâteuse est toujours présente avec la zone
liquide. Or, comme on va le voir dans la suite de ce travail, pour le cas qu’on présente ici et où
la diffusivité du soluté dans la phase liquide est considérée non nulle, la solution en régime
permanent montre la disparition totale de la zone pâteuse, ne laissant qu’une zone solide et
une zone liquide.

IV.1.1 Présentation de la problématique traitée et des résultats de réfé-
rence

Dans cette partie, l’apparition, l’évolution et la disparition de la zone pâteuse se formant
lors de la solidification d’un alliage binaire refroidi par le bas dans une cavité rectangulaire
différentiellement chauffée, sont étudiés. Des résultats de référence sont d’abord présentés,
car ils serviront de validation à notre modèle numérique. L’effet de la prise en compte de la
chaleur latente de changement de phase solide-liquide est ensuite discuté.

IV.1.1.1 Configuration géométrique

Considérons une cavité rectangulaire de hauteur H finie et égale à 15 cm et contenant
un alliage binaire (assimilable à une solution de nitrate de sodium à 14 wt% [110] et dont
les propriétés physiques sont données dans le tableau IV.1 [111]) qui se trouve initialement à
l’état liquide et à la température T ∗0 = 15 + 273.15 K (voir figure IV.1). La température de la
paroi supérieure est gardée constante et égale à T ∗h = 15 + 273.15 K.
Á t = 0, une température T ∗b = −15.6 + 273.15 K est imposée à la paroi inférieure. Cela
conduit à l’apparition d’une zone pâteuse suivie par une zone solide à partir de la paroi re-
froidie. La figure IV.1(a) montre la configuration étudiée à un instant t > t0 où les trois zones
liquide, pâteuse et solide sont présentes et où le régime établi n’est pas encore atteint. Sur la
figure IV.1(b), les profils de température et de concentration le long de la hauteur de la cavité,
x, sont donnés. Le profil de température n’est pas encore linéaire (régime non établi). Pour
cet alliage là, il n’y a pas de solubilité du soluté dans la phase solide. La concentration c = cs
dans la zone solide est donc égale à zéro. La position de l’interface liquide-zone pâteuse (où
la fraction liquide, gl vaut 1) est notée b(t) et celle de l’interface zone pâteuse-solide (où la
fraction liquide gl vaut 0) est notée a(t).
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IV.1. MODÈLE 1D DIFFUSIF AVEC SÉGRÉGATION
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Figure IV.1 : (a) : La configuration géométrique, de hauteur finie, étudiée. Á un ins-
tant t donné, avant le régime permanent, les trois zones solide (en noir), pâteuse (en
gris) et liquide (en blanc) sont présentes. Deux interfaces a(t) et b(t) (représentées
en pointillés sur les profils) dépendantes du temps se forment. a(t) sépare les zones
solide et pâteuse et b(t) sépare les zone pâteuse et liquide. (b) : Les profils de tempé-
rature (en rouge) et de concentration (en noir) sont donnés en fonction de la hauteur x.
La solubilité des impuretés dans le solide étant nulle, la concentration solide cs = 0.

IV.1.1.2 Équations résolues

La modélisation proposée par Gewecke et al. [110] pour étudier ce cas de solidification
implique la résolution des équations de conservation de la chaleur et des espèces dans cha-
cune des trois zones présentes. Les propriétés physiques (la densité ρ, la diffusivité thermique
α et la capacité calorifique à pression constante cp) du matériau étudié sont supposées êtres
constantes entre les différents états de la matière. Les variables physiques sont adimension-
nées comme suit :

T =
T ∗ − T ∗b
T ∗h − T ∗b

, t =
α

H2
t∗ , x =

x∗

H

Avec cet adimensionnement, la température chaude imposée en x = 1 vaut Th = 1, et la
température froide imposée en bas de la cavité en x = 0 vaut Tb = 0. La température de
fusion du matériau pur est Tf = 0.51. Les transferts de chaleur et de masse sont supposés se
faire par diffusion seulement. La chaleur latente de changement de phase n’est pas prise en
considération. Le soluté est entièrement rejeté lors du changement de phase liquide-solide.
La température eutectique, pour laquelle les deux composants se solidifient, est supposée être
plus basse que la température froide, Tb, imposée à la paroi du bas. Le diagramme de phase
linéarisé est exprimé comme suit :

Tl(c) = Tf −mlc.
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

Les flux de matière à travers les deux parois où les températures sont imposées, sont nuls :

∂c

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂c

∂x

∣∣∣∣
x=1

= 0.

Dans la partie liquide, i.e. b(t) < x < 1, les équations à résoudre sont :

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
, (IV.1)

et
∂c

∂t
=

1

Le

∂2c

∂x2
, (IV.2)

où Le = α/D est le nombre de Lewis.
Dans la zone pâteuse, i.e. a(t) < x < b(t), deux équations de conservation sont aussi réso-
lues :

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
− Ste∂gl

∂t
, (IV.3)

∂c

∂t
=

1

Le

∂

∂x
(gl

∂c

∂x
), (IV.4)

et
T = −ml0(c− cb) (IV.5)

où gl et Ste = ∆Hf/cp(T
∗
h − T ∗b ) sont, respectivement, la fraction liquide et le nombre de

Stefan.ml0 = ml/(Th− Tb) et cb = (Tf − Tb)/ml est la concentration du liquide à la tempé-
rature Tb. C’est le résultat de l’application de l’hypothèse d’équilibre therodynamique local
au sein de la zone pâteuse.
Dans la partie pleinement solide, i.e. 0 < x < a(t), seule l’équation de la conduction ther-
mique est résolue :

∂T

∂t
=
∂2T

∂x2
. (IV.6)

Á chacun de ces systèmes d’équations sont associées plusieurs conditions aux limites aux
différentes interfaces (solide-zone pâteuse et zone pâteuse-liquide). Ces conditions sont entre
autres la condition de Stefan pour les vitesses de déplacement des interfaces, des conditions
de continuité de la concentration, de la température, de la fraction liquide ainsi que celle des
flux de masse. Afin de découpler la température des autres grandeurs et de pouvoir appliquer
une méthode des caractéristiques, les auteurs négligent la chaleur latente de changement de
phase. Le résultat est aussi que le champ de température ne dépend plus des positions des
différentes interfaces, ni des autres grandeurs dans la zone pâteuse. Il ne reste plus que de
la conduction thermique sur tout le domaine. Les détails de la résolution de ces équations
ainsi que l’application de la méthode des caractéristiques dans la zone pâteuse sont donnés
en annexe de leur article [110].
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IV.1. MODÈLE 1D DIFFUSIF AVEC SÉGRÉGATION

IV.1.1.3 Résultats de référence

Avec les hypothèses faites et la méthode de résolution utilisée, les auteurs [110] montrent
que la solution finale à l’état stationnaire n’inclut que deux zones distinctes, une zone solide
et une zone liquide. La zone pâteuse apparaissant en début de solidification disparait au delà
d’un certain temps. Cela vient s’opposer au cas (toujours dans un domaine fini) où la diffusion
du soluté est considérée nulle dans les deux phases et pour lequel la solution finale ne présente
pas de zone solide (seulement deux zones : liquide et pâteuse).
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Figure IV.2 : Évolution des positions des interfaces solide-zone pâteuse (gl = 0 en
noir) et zone pâteuse-liquide (gl = 1 en rouge). Les deux interfaces démarrent de zéro
en avançant avec des vitesses différentes vers le haut de la cavité. L’interface zone
pâteuse-liquide atteint une hauteur maximale, puis revient en arrière jusqu’à rencon-
trer l’interface solide-zone pâteuse. La zone pâteuse disparait alors et il ne reste plus
que deux zones : solide et liquide. Au delà du point de rencontre des deux interface,
la ligne noire donne la position de l’interface solide-liquide. Résultats obtenus par
Gewecke et al. [110].

La figure IV.2 montre l’évolution tirée de [110] des interfaces solide-zone pâteuse (a(t)
i.e. la limite où gl = 0) et zone pâteuse-liquide (b(t) i.e. la limite où gl = 1). L’interface zone
pâteuse-liquide atteint très rapidement une hauteur maximale, puis revient en arrière. Durant
ce temps la zone solide ne fait que croître, mais plus lentement. Au bout d’un certain temps,
les deux interfaces se rejoignent pour ne laisser dans le domaine que deux zones solide et
liquide. Cette nouvelle interface solide-liquide croît alors progressivement vers le haut jusqu’à
atteindre un régime permanent final.
Les résultats de l’évolution de la concentration au sein du domaine liquide obtenus par ces
mêmes auteurs sont présentés sur la figure IV.7.

IV.1.2 Modélisation du problème avec une approche enthalpique
Comme présenté précédemment, les auteurs [110] ont séparé les trois zones du maté-

riau lors de la résolution et appliqué des méthodes de résolution particulières. L’approche de
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

résolution est bien détaillée dans [110] mais des discussions et des commentaires sur la suc-
cession des différents phénomènes engendrant une telle évolution des interfaces n’y sont pas
donnés. Les résultats rapportés correspondent à un cas bien documenté où toutes les valeurs
des grandeurs physiques sont disponibles. Nous proposons ici de modéliser la problématique
traitée avec une approche enthalpique, regroupant les équations de conservation de l’énergie
et des espèces, formulées pour le mélange et valables partout dans le domaine étudié.
En réalité, au départ, à cause de la complexité de la modélisation et des forts couplages entre
les différents phénomènes se produisant lors de la solidification avec chaleur latente et effet
convectif, l’idée était de se ramener à un cas suffisamment simple pour juger de la qualité de
notre modélisation. Cette première modélisation nousmontrera bien les attentions qui doivent
être apportées pour assurer des résultats cohérents.

Nous considérons l’équivalent dimensionnel du cas présenté précédemment. Avec l’ap-
proche enthalpique et un modèle de ségrégation basé sur la formulation moyennée de la théo-
rie des mélanges [5], les équations de conservation résolues sur l’ensemble du domaine sont :

— L’équation de conservation de l’énergie :

ρcp
∂T ∗

∂t∗
=

∂

∂x∗
.(k

∂T ∗

∂x∗
)− ρ∆Hf

∂gl
∂t∗

. (IV.7)

Elle se résume, en négligeant la chaleur latente de changement de phase ∆Hf , à
l’équation de conduction. Ce second terme à droite de l’équation sera considéré dans
un second temps pour voir son influence sur l’évolution des différentes zones.

— L’équation de conservation des espèces :

∂〈c〉
∂t∗

=
∂

∂x∗
(Dlgl

∂cl
∂x∗

), (IV.8)

où 〈c〉 est la concentration moyenne. cl et gl sont respectivement la concentration de la phase
liquide et la fraction liquide. Ces grandeurs sont liées dans la zone pâteuse grâce au dia-
gramme de phase. En considérant que le coefficient de partage kp vaut 0 (i.e. rejet total du
soluté vers le liquide) et en supposant que la zone pâteuse est toujours en équilibre local, la
relation les liant s’exprime comme suit :

〈c〉 = glcl + gscs = glcl.

Le terme de droite de l’équation IV.8 fait intervenir le flux diffusif de soluté de la phase li-
quide. Le gradientmoteur de ce flux est le gradient de soluté dans la phase liquide uniquement.
Le flux diffusif est alors égal au produit de ce gradient par le coefficient de diffusion en phase
liquide Dl pondéré par la fraction volumique de la phase liquide gl. En effet, si on se place
au sein de la zone pâteuse, là où la fraction volumique de la phase liquide vaut gl, comme
la diffusion du soluté dans le solide est très faible (considérée comme nulle), la diffusion de
masse ne se fait que dans les parties volumiques occupées par le liquide.

Contrairement à la résolution précédente où différentes conditions de continuité et aux li-
mites doivent être appliquées au niveau des différentes interfaces, avec cette approche, seules
les conditions aux limites du domaine global incluant les 3 zones solide, liquide et pâteuse
doivent êtres définies. Elles se résument ainsi :
- en x∗ = 0 : T ∗b = −15.6 + 273.15 K,
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IV.1. MODÈLE 1D DIFFUSIF AVEC SÉGRÉGATION

- en x∗ = 15 cm : T ∗h = 15 + 273.15 K,
- en x∗ = 0 et x∗ = 15 cm : ∂〈c∗〉/∂x = 0.
Á l’instant t∗ = 0, 〈c〉 = 14 wt% et T ∗ = T ∗h sont, respectivement, la concentration moyenne
initiale homogène sur tout le domaine et la température initiale.
Le diagramme de phase considéré est représenté sur la figure IV.3. La température de fusion
du corps pur est égale à 0 + 273.15 K. La ligne du liquidus est linéarisée.
Les propriétés thermo-physiques modélisant l’alliage considéré sont résumées dans le ta-
bleau IV.1.

273,15

T

T
E c

E

Liquidus
c

Solidus

T
l (c) = m

l c = -0.4 c

Figure IV.3 : Diagramme de phase de l’alliage binaire étudié, simplifié dans l’hypo-
thèse des faibles concentrations inférieures à la concentration eutectique (c0 < cE). La
température de fusion du matériau pur vaut 273.15 K, la pente du liquidusml = −0.4
K/wt% et le coefficient de partage kp est nul.

Symboles Valeurs Description
ρs = ρl 1000 kg/m3 densité
ks = kl 0.54 W/(m×K) conductivité thermique

Cps = Cpl 4.186 kJ/(kg×K) capacité thermique à pression constante
T ∗f 273.15 K température de fusion du solvant pur
Dl 10−9 m2/s coefficient de diffusion du soluté dans le liquide

∆Hf 334 kJ/kg chaleur latente de fusion

Tableau IV.1 : Propriétés physiques caractéristiques du cas étudié [111]

IV.1.3 Résolution numérique du problème
La configuration géométrique présentée ainsi que les équations dumodèle numérique sont

implémentées sur le logiciel COMSOLMultiphysics 5.2. Le module ’Heat transfer’ est utilisé
pour l’équation de la chaleur avec les conditions aux limites thermiques correspondantes. Le
module ’Transport of Diluted Species’ est utilisé pour l’équation de conservation du soluté.
gl est exprimée comme une fonction de 〈c〉 et de T ∗. Avec le diagramme des phases et la règle
des leviers, elle s’écrit : gl = ml〈c〉/(T ∗ − T ∗f ). Elle est exprimée de manière implicite.
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

IV.1.3.1 Premiers résultats

Les premiers résultats obtenus sont présentés sur la figure IV.4. La zone pâteuse (gl = 1)
avance bien au début de la solidification jusqu’à atteindre une hauteur maximale, mais celle-
ci est nettement supérieure au maximum donné par les résultats de référence [110]. La zone
solide ne croît pas. La concentration le long de la hauteur de la cavité reste tout le temps
inchangée et égale à c0. Elle n’est pas représentée ici pour ces premiers résultats mais son
évolution réelle (obtenue par la référence [110]) au cours de la solidification est représentée
sur la figure IV.7.

La position de la limite zone pâteuse-liquide obtenue en régime établi correspond à la
position de l’isotherme T = Tl, où Tl est la température du liquidus à la composition nominale
de l’alliage. Ces premiers résultats sont clairement incohérents avec le cas traité.
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Figure IV.4 : Évolution des positions des limites solide-zone pâteuse (gl = 0 en noir)
et zone pâteuse-liquide (gl = 1 en rouge). Les résultats de référence [110] sont repré-
sentés en pointillés, tandis que les premiers résultats de nos calculs sont représentés
en lignes continues. Les résultats obtenus avec cette première modélisation ne sont
pas cohérents avec les résultats attendus et ceux de référence.

IV.1.3.2 Traitement apporté à la résolution

Après cette première modélisation montrant clairement une anomalie dans la résolution,
plusieurs essais et modifications ont été menés afin de s’assurer de la prise en compte de
tous les termes modélisés. Le champ de température obtenu dans les premiers résultats est
bien correct. En fait aucune modification de l’équation de conservation de l’énergie n’a été
faite, car cette équation correspond à celle proposée par défaut dans le module du logiciel.
Par contre la formulation de la conservation des espèces est différente de celle proposée par
défaut dans le logiciel et la façon dont elle a été implémentée doit être corrigée.
Dans toutes les parties précédentes de ce travail, à chaque fois que des termes supplémen-
taires ou des modifications étaient apportés aux équations proposées par défaut dans le logi-
ciel COMSOL Multiphysics 5.2, cela se faisait via des termes de forces volumiques ou des
termes sources qui sont implémentés par défaut dans la discrétisation et la résolution des
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IV.1. MODÈLE 1D DIFFUSIF AVEC SÉGRÉGATION

équations de conservation. La prise en compte de l’équation de conservation des espèces
nécessite des modifications plus complexes qui avaient été réalisées dans un premier temps
dans l’expression de l’équation du problème, dite équation des résidus. Néanmoins, avec le
logiciel COMSOL Multiphysics 5.2, d’autres expressions existent au niveau du tableau des
variables. Ces expressions concernent différentes variables intermédiaires utiles à la résolu-
tion d’un système d’équation donné. Mais ce tableau est par défaut caché à l’utilisateur et sa
modification est déconseillée dans le guide utilisateur.

Pour ce cas bien précis, la première rectification fut l’identification et la modification
des termes de flux dans le tableau des variables. En effet, comme présenté précédemment,
avec la formulation en concentration moyenne, le flux diffusif est proportionnel au gradient
de la concentration liquide cl et est pondéré par la fraction liquide gl qui est fonction à la
fois de la concentration et de la température. Cette pondération n’apparaissait pas initiale-
ment dans l’expression des flux dans le tableau des variables. Cette première modification a
permis d’améliorer les résultats, mais des problèmes de convergence sont alors apparus. En
effet, lors de la résolution, ces termes de flux sont exprimés implicitement et la variable 〈c〉
pour laquelle se fait la résolution y apparait (à travers cl et gl) et est incluse dans la matrice
jacobienne, compliquant encore plus la résolution. Une seconde modification apportée à la
résolution est la prise en compte de gl et cl de manière explicite lors de la résolution. Cela est
rendu possible grâce au stockage en mémoire des champs de température et de concentration
à chaque itération n du solveur temporel. La fraction liquide gl et la concentration liquide cl
sont alors explicitement évaluées pour l’itération n + 1 avec la concentration moyenne 〈c〉
et la température T ∗ de l’instant n précédent. Le stockage de ces champs à l’itération n est
réalisé grâce à la création de deux nouvelles variables, ce qui nécessite l’ajout d’un module
’Domain ODEs and DAEs’ (Domain Ordinary Differential Equation and Differential Alge-
braic Equations). Ce module permet juste d’écrire l’équation avec laquelle on assignera la
valeur à stocker à la variable de stockage. Pour stocker 〈c〉 à l’aide d’une nouvelle variable d∗
d’un module ’Domain ODEs and DAEs’ ajouté, on écrit :

d∗ − nojac(〈c〉) = 0.

L’opérateur nojac est utilisé pour éviter que cette équation ne contribue à la matrice jaco-
bienne. Une fois cette assignation définie, on doit spécifier à quel instant elle doit être évaluée.
Pour cela on configure le solveur temporel en utilisant l’option ’Previous solution’ pour que
l’évaluation se fasse au pas de temps précédent.
Cette expression en partie explicite des termes de flux diffusif de masse exige de limiter les
pas de temps pris par le solveur temporel à des valeurs suffisamment petites pour assurer des
écarts minimes entre le flux évalué à l’instant tn et le flux présumé à l’instant tn+1.

IV.1.4 Résultats, discussions

Nous présentons, dans cette partie, les résultats obtenus après les modifications apportées
à la résolution numérique. Une discussion est ensuitemenée pourmettre en avant les différents
mécanismes conduisant à un tel comportement de la zone pâteuse.
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

IV.1.4.1 Résultats de validation

La figure IV.5 présente la comparaison entre les résultats de la nouvelle modélisation
(mis sous forme adimensionnée) et ceux donnés par la référence [110] sur l’évolution de la
zone pâteuse et des autres zones. L’allure générale de l’évolution de ces limites est reproduite
de manière satisfaisante. La limite liquide-zone pâteuse est retrouvée. Dans nos résultats, la
position de la limite solide-zone pâteuse est plus délicate à situer. En effet la fraction liquide
gl ne descend pas directement à zéro mais garde des valeurs résiduelles < 10−10. L’isovaleur
gl = 0.01 est donc considérée comme représentative de cette interface là.
Pour des ordres de grandeur dimensionnels, nous pouvons noter que la hauteur maximale de
l’interface zone pâteuse-liquide est atteinte au bout de 20h de solidification et que les deux
interfaces se rejoignent au bout d’un peu plus de 22 jours de solidification.
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Figure IV.5 : Évolution des positions des limites zone pâteuse-liquide (gl = 1) et
solide-zone pâteuse (gl = 0). Les résultats de référence [110] sont représentés en
pointillés, tandis que les résultats des calculs améliorés sont représentés en lignes
continues. Dans nos calculs, il est plus délicat de cerner l’iso-valeur gl = 0 car des
valeurs positives résiduelles subsistent encore de l’ordre de 10−10. Pour cela l’iso va-
leur gl = 10−2 est considérée comme représentative de la limite solide-zone pâteuse.

La figure IV.6 présente l’évolution des profils de concentration dans la zone liquide au
cours de la solidification jusqu’à ce que les deux interfaces se rejoignent. Le sens de l’évolu-
tion temporelle est donné par le sens de l’évolution de l’interface zone pâteuse-liquide repré-
sentée en ligne rouge avec des flèches.
Là encore, un bon accord est trouvé entre les résultats de référence et ceux obtenus avec le
modèle approfondi. On remarque aussi que la concentration, jusqu’à la disparition de la zone
pâteuse, ne fait qu’augmenter au voisinage de l’interface zone pâteuse-liquide.

Pour vérifier la bonne conservation totale du soluté au sein du domaine étudié, et mon-
trer aussi que la formulation adoptée pour l’expression des flux diffusifs n’apporte, ni ne
fait perdre, du soluté durant la résolution, l’évolution de la concentration moyennée sur l’en-
semble du domaine, cmD , en fonction du temps est représentée sur la figure IV.7. La déviation
maximale obtenue en tout début du processus est inférieure à 0.006 wt%, donnant une dif-
férence relative avec la composition nominale de l’ordre de 4 10−4. Différents pas de temps
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Figure IV.6 : Comparaison entre les concentrations liquides calculées à différents
instants au cours de la solidification (lignes vertes) et celles données par la référence
[110] (lignes noires pointillées). La concentration initiale c0 vaut 14wt% (ligne bleue).
L’évolution de la position de l’interface liquide-zone pâteuse, i.e. gl = 1, au cours du
temps est donnée par la ligne rouge.
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Figure IV.7 : Évolution de la concentration moyennée sur l’ensemble du domaine
cmD au cours de la solidification. Le pas de temps maximal autorisé au solveur vaut
∆t∗ = 40min (ce qui correspond à un pas de temps adimensionnel∆t = 0.0137) pour
le cas cm1D et ∆t∗ = 5 min (∆t = 0.0017) pour le cas cm2D . La déviation maximale
par rapport à la concentration nominale c0 est obtenue en tout début du processus et
est inférieure à 0.006 wt%, donnant alors une erreur relative maximale par rapport à
c0 ne dépassant pas 4 10−4.

sont utilisés dans les deux cas représentés par cm1D et cm2D . Dans le premier cas, le pas de
temps maximal autorisé pour le solveur (qui cherche toujours à maximiser ses pas de temps)
est ∆t∗ = 40 min (ce qui correspond à un pas de temps adimensionnel ∆t = 0.0137) et dans
le second, il est ∆t∗ = 5 min (∆t = 0.0017).
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

IV.1.4.2 Approfondissement et discussion

Afin demieux comprendre la succession des phénomènes et des transferts de chaleur et de
masse induisant un tel comportement de la zone pâteuse, les profils des différentes variables
et grandeurs (T , gl, 〈c〉, cl) en fonction de la hauteur de la cavité sont étudiés de plus près.
La figure IV.8 montre l’évolution de ces profils en fonction du temps t. Les résultats ont
été adimensionnés pour une meilleure lecture, avec une normalisation des axes. La hauteur
adimensionnelle x de la cavité varie de 0 à 1 et est sur l’axe des ordonnées. Le refroidissement
s’effectue en x = 0. Les sous-figures comportent toutes deux axes des abscisses. Le premier
axe, celui du bas, est réservé à la concentration moyenne 〈c〉, tracée en lignes rouges et à la
concentration liquide cl qui est représentée en pointillés bleus. On note que la valeur de cl en
x = 0 reste constante, c’est la valeur de la concentration du liquidus donnée par le diagramme
des phases à la température Tb. Elle est égale à (Tf − Tb)/ml = 39 wt%. Notons aussi que
la première zone pâteuse qui se forme à partir de la concentration initiale c0 aura donc une
fraction liquide gl = 14/39 = 0.359. Le second axe des abscisses, celui du haut, est réservé à
la température adimensionnée T et à la fraction liquide gl, toutes deux variant de 0 à 1. Quand
gl vaut 1, 〈c〉 = cl et les deux courbes (bleue et rouge) sont superposées.

Á l’instant initial t = 0 (en haut à gauche de la figure IV.8), tout le domaine est liquide
(〈c〉 = cl), gl = 1 et le liquide se trouve à la température Th = 1 (le profil de T est superposé
à celui de gl). Á partir de cet instant là, on peut distinguer 3 étapes successives.

La première étape (0 < t < 0.3 ∼ 0.4) : elle correspond à l’avancée rapide de la zone pâ-
teuse à partir de la paroi refroidie jusqu’à sa hauteur maximale (voir figure IV.8 pour t = 0.02,
t = 0.2 et t = 0.4). Cette avancée correspond et est due à l’établissement du profil de tempé-
rature. En effet, dès l’application du refroidissement, toutes les isothermes comprises entre
Tb et Th apparaissent sous la forme d’une couche limite thermique au voisinage de la paroi
froide. Ces isothermes se déplacent alors vers le haut de la cavité jusqu’à atteindre leurs po-
sitions en régime établi de température, (régime diffusif correspondant à un profil linéaire).
Cet établissement du profil de température est bien visible sur les quatre premières figures où
on passe de l’état initial à un profil de température linéaire. Les régions dont la température T
baisse en dessous de la température du liquidus Tl0 correspondant à la composition nominale
c0 forment un peu de solide et entrent dans la zone pâteuse. Cette vision est un peu simplifica-
trice car, du fait du rejet du soluté qui commence, un petit pic est observé sur la concentration
〈c〉 au niveau de cette interface zone pâteuse-liquide, et la température en dessous de laquelle
se formera un peu de solide sera donc légèrement inférieure à Tl0. Cela explique que la hau-
teur maximale atteinte par l’interface zone pâteuse-liquide est plus faible que dans le cas où
la concentration restait partout égale à c0 (cas de la figure IV.4, correspondant aussi à un cas
sans ségrégation du soluté).
Parallèlement à cette avancée rapide de l’interface zone pâteuse-liquide, au contact de la pa-
roi refroidie, 〈c〉 diminue par diffusion de cl dans la zone pâteuse et une zone entièrement
solide va commencer à se former, tout en restant peu épaisse. Á la fin de cette étape, le profil
de température est établi, la zone pâteuse occupe la quasi-totalité de l’espace compris entre
cette hauteur maximale et la paroi refroidie et un gradient important de la concentration li-
quide cl y apparait.

La deuxième étape (0.3 ∼ 0.4 < t < 10) : elle correspond au retrait de la zone pâteuse
jusqu’à sa disparition et est visible sur la figure IV.8 (t = 0.4, t = 5 et t = 10). Dès le début
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Figure IV.8 : Profils des variables T, gl, 〈c〉 et cl le long de la hauteur de la cavité à des ins-
tants successifs au cours de la solidification. Les courbes noires continues et vertes en poin-
tillés représentant, respectivement, T et gl sont rattachées au premier axe des abscisses (celui
du haut variant de 0 à 1). Les lignes rouges continues et bleues en pointillés correspondent,
respectivement, aux profils de 〈c〉 et cl, et sont rattachées au deuxième axe des abscisses (celui
du bas variant de 0 à 40 wt%). Á l’instant initial t = 0, T = 1 et gl = 1 le long de la hauteur,
les lignes vertes et noires sont superposées. C’est le cas aussi des lignes rouges et bleues qui
se superposent dans la zone liquide (là où gl = 1) car 〈c〉 = cl.
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

de cette étape, un peu avant t = 0.4 (i.e. entre t = 0.2 et t = 0.4), le gradient de concentra-
tion liquide cl dans la zone pâteuse est supérieur au gradient de concentration dans le liquide
(il faut noter que le flux diffusif dans la zone pâteuse est pondéré par la fraction liquide gl,
mais la valeur de gl est proche de 1 à la limite zone pâteuse-liquide). Le flux de soluté qui se
diffuse de la zone pâteuse est donc supérieur au flux de soluté qui se diffuse dans le liquide
à partir de la limite zone pâteuse-liquide. Le soluté s’accumule donc au voisinage de cette
limite dans le liquide. Cela est visible sur les trois figures à t = 0.4, t = 5 et t = 10, mais
aussi sur la figure IV.7. La limite zone pâteuse-liquide revient donc en arrière vers le bas, là
où les plus basses températures de liquidus Tl vont correspondre aux plus grandes valeurs de
〈c〉 obtenues. Parallèlement à cela, en bas de la zone pâteuse, la limite solide-zone pâteuse
progresse vers le haut. Du fait du rejet du soluté, de sa diffusion au sein de la zone pâteuse qui
influence la fraction liquide de cette zone et de son évacuation dans le liquide, la concentra-
tion moyenne 〈c〉 dans cette zone pâteuse diminue. La fraction solide augmente, entrainant à
terme la montée de l’interface solide-zone pâteuse.
Vers la fin de cette période (entre t = 5 et t = 10, mais plutôt vers t ' 10), la fraction
liquide gl devient de plus en plus homogène dans la zone pâteuse (en tendant vers 0) et ceci
est accompagné de la réduction de l’épaisseur de cette zone. Le flux diffusif de soluté évacué
au sein de la zone pâteuse diminue (il est proportionnel au gradient de cl qui est constant,
mais pondéré par gl qui tend vers zéro). En même temps, la vitesse de retrait de la zône pâ-
teuse (interface zone pâteuse-liquide) diminue et même s’arrête dans notre calcul. Cet arrêt
est visible sur la figure IV.5 à t = 10, où la hauteur de la limite zone pâteuse-liquide (gl = 1
en bleu) reste constante sur un petit intervalle de temps. Ce comportement est aussi observé
dans [113].
Cette deuxième étape s’arrête à t >∼ 10 quand la fraction liquide gl s’est entièrement homo-
généisée à la valeur 0 en dessous de la limite zone pâteuse-liquide, ce qui signifie que la zone
pâteuse a alors complètement disparu.

La troisième et dernière étape (10 < t) : dans cette étape (visible sur la figure IV.8 pour
t = 10 et t = 50), il n’y a plus de flux de soluté provenant de la zone pâteuse (qui a disparu) et
enrichissant le liquide au voisinage de l’interface. Le pic de concentration qui s’est accumulé
à la limite de cette interface est alors évacué par diffusion dans le liquide. Ce dernier s’homo-
généise à une concentration 〈c〉 constante. 〈c〉 diminue donc à l’interface solide-liquide qui
va remonter alors progressivement en hauteur jusqu’à sa position finale quand 〈c〉 est entière-
ment homogène dans le liquide. Les caractéristiques de cet état stationnaire final peuvent être
facilement calculées (voir par exemple les expressions données dans [110]). On obtient une
hauteur normalisée finale de la zone solide égale à 0.2618 et une concentration finale dans la
phase liquide égale à 18.97 wt%. Les résultats obtenus par notre calcul sont très proches de
ces valeurs théoriques (voir figure IV.8 pour t = 50).

IV.1.4.3 Influence de la prise en compte de la chaleur latente de changement de phase
solide-liquide

Maintenant que le modèle de ségrégation a été validé avec le cas de référence, nous vou-
lons étudier pour ce même cas l’influence de la prise en compte de la chaleur latente de
changement de phase sur la dynamique de solidification.

L’hypothèse faite dans [110] de négliger la chaleur latente de changement de phase a

101

Cette thèse est accessible à l'adresse : http://theses.insa-lyon.fr/publication/2019LYSEI132/these.pdf 
© [I. Hamzaoui], [2019], INSA Lyon, tous droits réservés



IV.1. MODÈLE 1D DIFFUSIF AVEC SÉGRÉGATION

permis aux auteurs de découpler la thermique des autres variables telles que les concentrations
dans les différentes zones ou les fractions volumiques des phases présentes. Cela a aussi
permis la simplification des conditions aux limites aux frontières des trois domaines distincts
qu’ils ont définis. La formulation enthalpique que nous avons adoptée permet la prise en
compte du rejet de la chaleur latente via le second terme de droite de l’équation IV.7. Dans
cette équation qui est valable sur l’ensemble du domaine, cette implémentation correspond à
la formulation h-source présentée au premier chapitre. L’avantage ici, pour le cas de cet alliage
et contrairement à un corps pur, est que la fraction liquide n’est plus un moyen mathématique
pour étaler la transition de phase sur un écart de température afin de faciliter la résolution
numérique et d’assurer la convergence de la solution, mais inclut des considérations physiques
(diagramme des phases). La transition se fait sur une gamme de température définissant la
largeur de la zone pâteuse. L’expression de gl est tirée de la linéarisation du diagramme des
phases et de la règle des leviers.

La prise en compte du terme de rejet de chaleur latente couple de fait l’équation IV.7
et l’équation IV.8. Le modèle numérique considérant cette chaleur latente est identique au
modèle amélioré (corrigé) présenté précédemment, avec la seule différence qu’est l’ajout du
terme de chaleur latente dans l’équation de conservation de l’énergie. Ce terme est directe-
ment implémenté comme terme source où la température apparait de manière implicite.

On regarde maintenant l’influence de la prise en considération de la chaleur latente de
changement de phase sur l’évolution du processus de solidification de l’alliage considéré.
Sur les figures qui suivent et dans les commentaires associés, ∆Hf = 0 réfère au cas où
la chaleur latente est négligée (et correspond aussi au cas traité par la référence [110] notée
ci-dessous ’réf’), tandis que ∆Hf 6= 0 réfère au cas où la chaleur latente de changement de
phase est prise en considération dans le modèle numérique.

Les évolutions des limites (ou interfaces) zone pâteuse-liquide et solide-zone pâteuse ob-
tenues avec nos modèles avec et sans la chaleur latente ainsi que celle donnée par la réfé-
rence [110] sont présentées sur la figure IV.9. Comme présenté et expliqué précédemment,
notre cas ∆Hf = 0 reproduit bien celui de la référence [110]. On se focalise donc sur les
différences notées entre les deux cas ∆Hf = 0 et ∆Hf 6= 0. On distingue deux régions sur
la figure IV.9. Une première région correspondant aux premiers instants de la solidification
(t . 1) où l’évolution de ces interfaces, plus précisément l’interface zone pâteuse-liquide, est
différente entre ces deux cas. Une deuxième région, au delà de ces premiers instants (t & 1),
où l’évolution de ces interfaces ainsi que leurs positions respectives sont assez similaires.

Un zoom sur l’évolution des interfaces durant les premiers instants de la solidification
est donné sur la figure IV.9. L’interface zone pâteuse-liquide atteint une hauteur maximale
pour ∆Hf = 0 (valable aussi pour [110]) supérieure à celle observée pour ∆Hf 6= 0. Cette
hauteur maximale est aussi atteinte plus vite (t ' 0.3 ou 0.4 pour ∆Hf = 0 contre t ' 0.6
pour ∆Hf 6= 0, voir figure IV.10). Ce décalage temporel entre les deux instants où les deux
interfaces atteignent leur positions maximales est dû à la différence entre les temps d’établis-
sement des profils de température entre ces deux cas. En effet, pour ∆Hf 6= 0, le profil de
température prend plus de temps à s’établir. Cela vient de la quantité de chaleur supérieure
à extraire au niveau de la paroi froide pour diminuer la température du domaine initialement
liquide et à la température initiale Th jusqu’à obtenir un profil de température linéaire, mais
en tenant compte des zones ayant des températures inférieures à la température de liquidus
(Tl0 correspondant à la concentration c0) et qui se solidifient en partie. En plus donc de la
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Figure IV.9 : Évolutions des positions des limites zone pâteuse-liquide (gl = 1) et
solide-zone pâteuse (gl = 0). Les résultats de référence [110] sont représentés en
pointillés, tandis que nos résultats sont représentés en lignes continues pour le cas
∆Hf = 0 et en lignes discontinues pour le cas ∆Hf 6= 0. L’isovaleur gl = 10−2

est considérée comme représentative de la limite solide-zone pâteuse. La prise en
compte de la chaleur latente, i.e. ∆Hf 6= 0, influence seulement la première étape de
solidification. Un zoom sur l’évolution de ces interfaces lors des premiers instants de
la solidification est donc donné.

chaleur sensible à extraire dans le cas ∆Hf = 0, de la chaleur latente supplémentaire est
aussi extraite pour ∆Hf 6= 0. La température en un point donné, à une hauteur donnée de la
cavité, prend donc plus de temps à descendre à sa température finale (qui est la même, vu que
le même profil linéaire est atteint) quand ∆Hf 6= 0.

Le retard sur l’établissement du profil de température est visible sur la figure IV.10 qui
donne l’évolution de la température en deux points, à deux hauteurs différentes de la cavité,
en fonction du temps. Les positions verticales des deux points importent peu, mais peuvent
être déduites sachant qu’en régime établi, T = x. Un zoom sur les hauteurs maximales at-
teintes par les interfaces zone pâteuse-liquide pour les différents cas est aussi représenté sur
la figure IV.10.

La différence entre la succession des phénomènes entre ∆Hf = 0 et ∆Hf 6= 0 peut être
observée sur la figure IV.11 qui donne l’évolution des profils de T, gl, 〈c〉 et cl à des instants
successifs lors de la solidification. Avant l’établissement de la température (t = 0.2), comme
expliqué précédemment, l’avancée rapide de l’interface à gl = 1 est due à la baisse de la
température au sein de la cavité après l’application du refroidissement. La différence entre
les deux cas est que la baisse est plus rapide pour ∆Hf = 0 (sur la figure IV.11 pour t = 0.2 :
à une hauteur donnée x = 0.2 par exemple, la température dans le cas ∆Hf = 0 est inférieure
à la température du cas ∆Hf 6= 0). Comme les concentrations moyennes restent relativement
proches de c0, une plus grande hauteur passe en zone pâteuse dans le premier cas ∆Hf = 0
que dans le second. Le gradient de concentration liquide cl est aussi supérieur dans le premier
cas. Á t ' 5, la température du cas ∆Hf = 0 est établie et celle du cas ∆Hf 6= 0 ne l’est pas
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Figure IV.10 : Établissement de la température T(t) en deux points distincts à diffé-
rentes hauteurs de la cavité. En régime établi, la température a un profil linéaire (en
adimensionnel, T = x). L’établissement de la température prend plus de temps pour
le cas ∆Hf 6= 0 que pour le cas ∆Hf = 0. Ce retard est aussi visible sur l’évolution
de la position de l’interface zone pâteuse-liquide (qui est donnée aux premiers ins-
tants sur la petite figure). La hauteur maximale de cette interface quand ∆Hf 6= 0 est
inférieure aux hauteurs maximales obtenues quand ∆Hf = 0 et est atteinte avec un
retard correspondant à l’établissement de la température.

encore complètement. Le flux de masse qui a déjà diffusé au sein de la zone pâteuse qui s’est
formée jusqu’au liquide est plus grand pour ∆Hf = 0 que pour ∆Hf 6= 0, car le gradient de
concentration cl est supérieur. La concentration 〈c〉 dans la zone pâteuse est donc plus petite
pour le cas ∆Hf = 0 (elle s’est plus appauvrie) mais son pic à l’interface gl = 1 est supérieur
à celui pour ∆Hf 6= 0.

Après l’établissement définitif des profils de température (de t = 0.5 à t = 1), les deux
pics de concentration s’étant formés à l’interface gl = 1 provoquent le recul des deux zones
pâteuses (gl augmente quand 〈c〉 augmente pour une même température) jusqu’à des posi-
tions ayant des températures Tl qui correspondent à ces valeurs de 〈c〉. Du fait du plus grand
gradient de cl et de la plus grande valeur de 〈c〉 à gl = 1 pour ∆Hf = 0, l’interface zone
pâteuse-liquide pour ∆Hf = 0 va reculer plus vite que l’interface pour ∆Hf 6= 0.
Au delà de ces premiers instants (t > 1), l’interface zone pâteuse-liquide pour le cas∆Hf = 0
reculant plus vite, elle finit par avoir une position proche de celle du cas ∆Hf 6= 0. Le gra-
dient de cl au sein de la zone pâteuse pour ∆Hf = 0 diminue aussi plus vite et finit par avoir
exactement la même valeur que pour ∆Hf 6= 0. En même temps, pendant ce recul des in-
terfaces zone pâteuse-liquide, gl était tout le temps supérieur au sein de la zone pâteuse pour
∆Hf 6= 0. Donc le rapport entre les flux de masse se diffusant au sein de la zone pâteuse s’est
inversé. Il est maintenant plus grand pour ∆Hf 6= 0. La concentration 〈c〉 au sein de la zone
pâteuse pour ∆Hf 6= 0 (qui était plus grande durant l’établissement de la température que
pour∆Hf = 0) va donc baisser plus vite jusqu’à retrouver des valeurs de plus en plus proches
du cas ∆Hf = 0. L’interface solide-zone pâteuse est similaire pour les deux cas. Toutes les
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Figure IV.11 : Comparaison des profils des variables T, gl, 〈c〉 et cl, obtenus pour
les deux cas avec et sans chaleur latente, le long de la hauteur de la cavité à différents
instants successifs au cours de la solidification. Les lignes simples correpondent au cas
∆Hf = 0 et les lignes fines avec des points au cas ∆Hf 6= 0. Avant l’établissement
total des profils de température (t = 0.2 et t = 0.5) : des différences sont notables entre
les différents profils corespondants aux deux cas. La position de l’interface gl = 1
est plus haute pour le cas ∆Hf = 0, la concentration 〈c〉 dans la zone pâteuse est
plus faible. Après l’établissement des profils de température (t = 1 et t = 5), les
différences entre les différents profils diminuent (ils tendent à se superposer) et un
comportement quasi-identique est observé dans leurs évolutions.

interfaces ainsi que la forme des différents profils ont ensuite des allures assez similaires et
tendent à être de plus en plus proches jusqu’à la fin du processus (c’est déjà le cas à t = 5).

Cette étude montre que la prise en compte de la chaleur latente de changement de phase a
bien une influence sur l’évolution du processus de solidification. Cette influence n’est néan-
moins apparente qu’au cours des premiers instants de la solidification pour lesquels les fortes
variations de la fraction liquide gl en fonction du temps pèsent suffisamment sur l’équation IV.7
pour avoir un impact sur la solution calculée. Au delà de ces premiers instants, les variations
de gl sont moindres et sont plus étalées dans le temps. Les solutions alors obtenues pour les
deux cas ∆Hf = 0 et ∆Hf 6= 0 sont très proches. Pour ce cas précis, les choix des condi-
tions aux limites de température et de la composition nominale de l’alliage se prêtent bien
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à l’hypothèse de négliger la chaleur latente de changement de phase. Les trois principales
étapes du processus (avancée rapide, recul et disparition de la zone pâteuse) sont bien re-
trouvées. Encore mieux, à part les tout premiers instants, les résultats pour ∆Hf = 0 sont
quasi-identiques aux résultats pour ∆Hf 6= 0.

En plus de mettre en avant une phénoménologie particulière, cette partie nous a permis de
mieux voir la méthode de résolution numérique, plus particulièrement l’expression de l’équa-
tion de conservation des espèces ainsi que l’expression de la fraction liquide. Nous essayons
maintenant de simuler le cas de solidification d’un alliage étain-plomb au sein du dispositif
’Afrodite’ où la phase liquide est soumise à la convection naturelle durant le refroidissement.

IV.2 Modèle 2D convectif de solidification avec ségrégation
Dans cette partie, nous étudions le cas plus général de la solidification d’un alliage bi-

naire, où, en plus des échanges thermiques diffusifs, des échanges convectifs sont présents
au sein de la phase liquide. Pour cela, nous nous intéressons au cas de la solidification de
l’alliage étain-plomb au sein du dispositif expérimental ’Afrodite’. Une telle étude nécessite
la considération de différents phénomènes physiques qui apparaissent durant la solidification
et dont la prise en compte dans la formulation numérique du problème est indispensable pour
assurer la qualité des résultats. Nous présentons donc d’abord la problématique considérée
ainsi que les conditions expérimentales d’où sont tirées les conditions aux limites de l’étude.
La formulation des équations de conservation du modèle numérique décrivant le problème
ainsi que les hypothèses considérées sont ensuite présentées.

IV.2.1 Présentation de la problématique traitée
Un alliage étain-plomb avec une concentration initiale en plomb c0 = 3 wt% (Sn-3

wt%Pb.) est solidifié dans le creuset du dispositif expérimental ’Afrodite’. Le processus ex-
périmental est similaire à celui décrit dans la section III.2.1. L’alliage se trouve initialement
à l’état liquide. La convection naturelle est initiée en imposant un gradient de température
entre les deux parois verticales en contact avec les deux échangeurs thermiques du dispositif
(voir figure I.9 et figure II.1). Ce gradient thermique est maintenu tout le long du processus
de solidification. Il est calculé de la même manière que celle présentée dans la section III.2.2
et il vaut ∆T ∗ = 20 K. Les températures imposées à ces parois sont initialement supérieures
à la température de fusion de l’étain pur, puis un taux de refroidissement Cr = −0.03 K/s
leur est imposé. La solidification commence au voisinage de la paroi froide (celle à droite
de la cavité en x∗1 = 0.1 m) lorsque la température qui y est imposée passe en dessous de la
température du liquidus à la concentration initiale c0. La zone pâteuse croît alors depuis cette
paroi et progresse dans le domaine liquide. Une deuxième zone pâteuse apparait du coté de
la paroi chaude (celle de la gauche du creuset en x∗1 = 0 m) lorsque la température qui y est
imposée devient plus faible que la température du liquidus à la concentration du liquide qui
est en contact avec elle. Les deux régions pâteuses ou solides qui croissent se rapprochent de
plus en plus jusqu’à ce que le liquide qu’elles emprisonnent se solidifie entièrement. Durant
ce processus, en plus des échanges thermiques, une ségrégation des éléments en plomb est
observée au fur et à mesure de la solidification. Le plomb étant plus soluble dans la phase
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liquide que dans la phase solide, une partie de ce dernier est rejetée vers le liquide qui va
s’enrichir de plus en plus. La dernière zone à se solidifier est alors la plus riche en plomb.
C’est la cheminée de ségrégation apparaissant en fin de solidification.
Dans cette partie, une simulation de ce processus de solidification est faite avec une modé-
lisation 2D1/2

H . Cette modélisation, avec l’ajustement adéquat, est suffisante pour prendre en
compte les effets dissipatifs induits par les parois latérales (sur la troisième dimension spa-
tiale) de la cavité tout en gardant une formulation 2D. Toutefois, les ségrégations observées
sur le lingot final, qui peuvent être divisées en deux principaux types (des petits canaux sé-
grégés apparaissant du côté de la paroi froide et une grosse cheminée de ségrégation [76,99]),
ne sont pas entièrement 2D. Leur nature ainsi que leur forme présentent des variations sur
l’épaisseur de confinement de la cavité le long de x∗3. C’est surtout le cas des canaux ségrégés,
dont l’étude nécessite unemodélisation entièrement 3D [76]. Une telle modélisation étant très
couteuse en temps de calcul (plusieurs mois de calcul pour la résolution d’un modèle de soli-
dification avec ségrégation 3D [89]), et notre modèle numérique demacro-ségrégation n’étant
pas encore parfaitement mis au point, nous nous contentons de cette première modélisation
2D1/2

H , qui a priori, ne devrait pas être suffisante pour l’observation des canaux ségrégés, mais
devrait l’être pour l’observation de la cheminée de ségrégation.

IV.2.2 Modèle de solidification avec macro-ségrégation
La simulation du processus de solidification précédemment présenté nécessite la résolu-

tion d’un système comprenant à la fois les équations de conservation des grandeurs recher-
chées et la prise en considération des phénomènes de ségrégation induits par le changement
de phase et prédits par le diagramme des phases. Le modèle macroscopique considéré ici est
basé sur la technique de prise de moyennes volumiques détaillée dans [8,76]. La résolution est
ici faite pour les variables recherchées (moyennées localement sur des volumes élémentaires
représentatifs) à une échelle macroscopique. Ce modèle suppose une croissance dendritique
colonnaire. L’apparition et la croissance des grains équiaxes ne sont donc pas considérées ici,
bien qu’expérimentalement ces structures de croissance peuvent apparaitre dans les lingots
solidifiés. Ce système comporte les équations de conservation incluant la modélisation des
phénomènes physiques apparaissant lors de la solidification. Ces équations sont détaillées
ci-dessous.

IV.2.2.1 Équations de conservation de la masse et de la quantité de mouvement

Cette partie modélise l’aspect hydrodynamique se produisant lors de la solidification.
Elle inclut la prise en compte des termes de forces de flottabilité. En effet, la partie liquide est
soumise à la convection thermo-solutale induite par les variations de la densité de la phase
liquide ρl. Ces variations de densité peuvent être causées par la dilatation thermique du liquide
en fonction de sa température ou par le changement de sa composition en élément d’alliage. Le
plomb ayant une plus grande masse volumique que l’étain, les variations de la concentration
en plomb au sein de la phase liquide causent des variations de la masse volumique. Cette
modélisation hydrodynamique inclut aussi un terme de freinage de la phase solide qui a des
vitesses supposées nulles. Ce terme de freinage existe aussi dans la zone pâteuse assimilée à
un milieu poreux isotrope. Les équations de conservation sont :
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— L’équation de conservation de la masse :

∇∗u∗i = 0. (IV.9)

— l’équation de conservation de la quantité de mouvement exprimée pour le mélange
[5, 76] :

ρ0
∂u∗i
∂t∗

+
ρ0
gl
u∗.∇∗u∗i = −gl

∂p∗

∂x∗i
+ µl∇∗2ui + glF

∗ pour i = 1 et 2, (IV.10)

où la densité ρ0 est considérée constante partout sauf dans le terme F ∗ qui est la
somme des forces volumiques et est donné par :

F ∗ = F ∗flottabilité + F ∗freinage + S∗H,i,

et où :
-F ∗flottabilité est le terme des forces de flottabilité prenant en compte les variations de
la densité, il est exprimé via l’approximation de Boussinesq comme suit :

F ∗flottabilité = gρ∗δi,2 = gρ0(1− βT (T ∗ − T0)− βc(cl − c0))δi,2,

βc est le coefficient d’expansion solutale.
-F ∗freinage est le terme de Darcy utilisé pour assimiler la zone pâteuse à un milieu
poreux où la phase liquide se déplace dans les espacements entre les dendrites solides
et immobiles. Il est exprimé comme suit :

F ∗freinage =
µl
K
u∗i ,

où K est la perméabilité du milieu poreux.
Ce terme de Darcy a, pour ce cas de solidification avec zone pâteuse, des considéra-
tions physiques. L’expression de K prend en compte l’espacement inter-dendritique
secondaire λ2 et est donnée par la relation de Carman-Kozeny [114] :

K =
λ22
180

g3l
(1− gl)2

-S∗H,i est le terme source résultant de l’intégration des équations 3D avec l’approche
2D1/2

H . Il est donné par l’équation III.7 et le paramètre de l’approche est réglé à
δ∗optimal/Aw = 0.2.

IV.2.2.2 Équation de conservation de l’énergie

La modélisation des transferts thermiques convecto-diffusifs se produisant au sein du do-
maine, ainsi que celle du rejet de la chaleur latente lors du changement de phase, est faite via
l’équation de conservation de l’énergie. Dans ce modèle, une approche enthalpique est uti-
lisée. Celle-ci permet la résolution d’une seule équation décrivant la variation de la variable
température T ∗ sur l’ensemble du domaine comportant les deux phases liquide et solide. Les
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interfaces séparant les phases solide et liquide ne sont pas suivies. L’état sous lequel se trouve
localement la matière est décrit par la valeur des fractions liquide gl et solide gs. Comme la
masse volumique est supposée être invariante entre l’état solide et l’état liquide, on ne dis-
tingue pas les fractions massiques et les fractions volumiques. Elles sont égales et notées
gl pour le liquide et gs pour le solide. L’équation de conservation de l’énergie est exprimée
comme suit :

ρ0cp(
∂T ∗

∂t∗
+ u∗.∇∗T ∗) = ∇∗.(k∇∗T ∗)− ρ0∆Hf

∂gl
∂t∗

(IV.11)

IV.2.2.3 Équation de conservation des espèces

Avec le modèle de ségrégation considéré, l’équation de conservation du soluté est expri-
mée en termes de concentration moyenne 〈c〉 = glcl + gscs et s’écrit sous la forme suivante :

∂〈c〉
∂t∗

+ u∗.∇∗〈c〉+ u∗.∇∗(cl − 〈c〉) = ∇∗.(D∇∗〈c〉) + ∇∗.
(
D∇∗(cl − 〈c〉)

)
. (IV.12)

Les termes diffusifs sont négligés devant les autres termes à cause de la faible valeur de la
diffusivité D (qui autrement vaut D = Dlgl +Dsgs). L’équation IV.12 s’écrit alors :

∂〈c〉
∂t∗

+ u∗.∇∗〈c〉 = −u∗.∇∗(cl − 〈c〉), (IV.13)

ou bien
∂〈c〉
∂t∗

+ u∗.∇∗cl = 0. (IV.14)

Cette équation reflète le fait que, durant la solidification, seule la concentration de la phase
liquide est advectée par la vite0010sse. Les équations IV.13 et IV.14 sont équivalentes. Pour
des raisons de résolution numérique détaillées ci-dessous, nous gardons l’équation IV.13.

La résolution du système d’équations comprenant les équations de conservation précé-
demment données nécessite l’expression de la fraction liquide gl et de la concentration liquide
cl. Cela est fait en fixant le chemin de solidification via la règle des leviers et la linéarisation
du diagramme des phases (voir figure I.5) sous l’hypothèse d’un alliage fortement dilué. Avec
cette hypothèse, on considère que les concentrations en soluté restent suffisamment faibles
pour assimiler les lignes de liquidus et de solidus à des droites avec des pentes constantes.
Cette linéarisation permet d’exprimer la température au sein de la zone pâteuse en fonction
de la concentration cl comme suit :

T ∗ = T ∗f +ml cl,

avec un coefficient de partage constant qui vaut :

kp = cs/cl = ml/ms

La règle des leviers permet de relier la valeur de gl aux concentrations locales des deux phases
solide et liquide au sein de la zone pâteuse en supposant qu’elles sont à l’équilibre thermo-
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dynamique local (et que le soluté diffuse instantanément dans celle-ci). Elle s’écrit :

gl =
〈c〉 − cs
cl − cs

=
ml〈c〉 − kp(T ∗ − T ∗f )

(T ∗ − T ∗f )(1− kp)
. (IV.15)

La concentration liquide cl est donnée en fonction de 〈c〉 et de gl comme suit :

cl = 〈c〉/(gl + kp(1− gl))

.

IV.2.3 Résolution numérique
Lemodèle de ségrégation constitué des équations de conservation fermées par les données

du diagramme des phases et de la règle des leviers est implémenté sur le logiciel COMSOL
Multiphysics 5.2. Le modèle numérique est similaire à celui présenté à la section IV.1.3 avec
en plus l’utilisation du module ’Laminar flow’ pour la résolution hydrodynamique. La pondé-
ration des termes de forces volumiques et la division du terme convectif dans l’équation IV.10
par la fraction liquide gl ont pu se faire directement via les termes correspondants. Toutefois,
ceci n’a pas pu se faire pour le terme de pression. La modification de ce dernier dans l’expres-
sion de l’équation des résidus du tableau des variables du module ’Laminar Flow’ n’est pas
suffisante et cause d’importants problèmes de convergence. La pondération par gl du terme
de pression est donc supprimée. Cela a pour conséquence une légère surestimation de l’in-
fluence de ce terme dans la zone pâteuse. Cependant, comme expliqué précédemment, avec
la méthode de Darcy, le terme de freinage est prépondérant dès le début de la zone pâteuse,
là où gl commence à avoir des valeurs inférieures à 1. La surestimation du terme de pression
est très minime, car elle n’est effective qu’au voisinage de la limite zone pâteuse-liquide, là
où le terme de freinage n’est pas encore dominant, mais, dans ces régions, gl ' 1.

L’expression choisie pour l’équation de conservation des espèces est celle donnée par
l’équation IV.13. Bien que l’expression donnée par l’équation IV.14 contienne moins de
termes, elle nécessite la réécriture des termes de flux convectifs en fonction de la concen-
tration liquide cl, or ces derniers ne sont pas accessibles pour être modifiés dans la version
5.2 du logiciel. Par contre, l’équation IV.13 permet de faire la résolution directement pour la
concentration moyenne 〈c〉 en mettant directement le terme de droite comme terme source.
L’équation est alors résolue sous la forme suivante :

∂〈c〉
∂t∗

+ u∗.∇∗〈c〉 = S〈c〉,

où le terme source S〈c〉 s’exprime comme suit :

S〈c〉 = −u∗.∇∗
(

(1− gl)(1− kp)
gl + kp(1− gl)

〈c〉
)

(IV.16)

La fraction liquide est estimée de la même manière que celle détaillée à la section IV.1.3.2.
Le gradient de température imposé entre les deux parois refroidies est ∆T = 20 K, le taux de
refroidissement estCr = −0.03 K/s et la concentration nominale en plomb est 〈c0〉 = 3wt%.
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Avec cette approche enthalpique, un maillage régulier uniforme sur l’ensemble du domaine
de la cavité est utilisé. La taille des mailles est 10−4 × 10−4 m2. Le pas de temps est fixé à
∆t∗ = 10−2 s. Les propriétés thermophysiques de l’alliage Sn-3 wt%Pb, ainsi que les données
du diagramme des phases considéré sont données dans le tableau IV.2.

Symboles Valeurs Description
ρs = ρl 7130 kg/m3 densité
ks 55 W/(m×K) conductivité thermique de la phase solide
kl 33 W/(m×K) conductivité thermique de la phase liquide

cps = cpl 242 J/(kg×K) capacité thermique à pression constante
∆Hf 60.7 kJ/kg chaleur latente de fusion
T ∗f 232 + 273.15 K température de fusion de l’étain pur
T ∗E 183 + 273.15 K température eutectique
c0 3 wt% concentration initiale
cE 38.1 wt% concentration eutectique
kp 0.0656 coefficient de partage
ml -1.286 K/wt% pente du liquidus linéarisé
βT 9.5× 10−5 1/K coefficient d’expansion thermique
βc 5.3× 10−3 1/wt% coefficient d’expansion solutale
µ 2× 10−3 kg/(m×s) viscosité dynamique de la phase liquide
λ2 90× 10−6 m espacement interdendritique secondaire

Tableau IV.2 : Propriétés physiques utilisées pour modéliser l’alliage Sn-3 wt%Pb.
[76].

IV.2.4 Résultats et discussion
Nous présentons dans cette section les résultats de la simulation numérique du processus

de solidification étudié. L’évolution des champs de température avec le temps est représentée
sur la figure IV.12. La paroi de droite étant plus froide que celle de gauche, les premières ré-
gions solides apparaissent de ce coté là de la cavité. La zone pâteuse y apparait et commence
à croître vers l’intérieur de la cavité lorsque la température devient plus basse que la tem-
pérature de liquidus T ∗L correspondant à la concentration nominale 〈c0〉. Une seconde zone
pâteuse apparait du coté de la paroi la plus chaude plus tard en temps une fois que sa tem-
pérature a suffisamment diminué (grâce au taux de refroidissement qui lui est appliqué) en
dessous des températures de liquidus correspondant aux concentrations du liquide en contact
avec elle. Les deux zones pâteuses croissent alors vers l’intérieur de la cavité, enfermant le
reste de la région entièrement liquide dont la largeur diminue petit à petit jusqu’à sa solidi-
fication complète. La figure IV.12 illustre aussi l’évolution du régime de transfert thermique
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au sein de la cavité durant le processus de solidification. Avant l’apparition de la première
zone pâteuse à droite de la cavité, le régime convectif induit par le gradient thermique entre
les deux parois refroidies est dominant. Après l’apparition de cette première zone pâteuse et
avant l’apparition de la deuxième à gauche, le régime convectif est toujours présent dans la
région encore à l’état liquide, mais au sein de la zone pâteuse déjà formée, c’est le régime
diffusif qui domine. L’apparition de la zone pâteuse diminue le gradient thermique effectif au
sein de la zone encore liquide et le régime convectif s’atténue peu à peu. Une fois la seconde
zone pâteuse apparue à gauche et jusqu’à la solidification totale du lingot, le régime diffusif
est dominant. Cette évolution est aussi observable sur l’évolution du champ de vitesse au sein
de la cavité (voir figure IV.13).

40s 360s

520s 680s

1000s 1320s

Figure IV.12 : Évolution du champ de température T ∗ au sein de la cavité durant le
processus de solidification de l’alliage étain-plomb. Le gradient de température vaut
∆T = 20 K et le taux de refroidissement Cr = −0.03 K/s. L’évolution des isovaleurs
de la fraction liquide gl est représentée en lignes noires.

La figure IV.13 donne l’évolution du champ de vitesse (représenté en niveau d’intensité
de couleur et par des vecteurs) et des isovaleurs de la fraction liquide gl (lignes noires) au sein
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

40s 360s

520s 680s
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Figure IV.13 : Évolution du champ de vitesse (niveau d’intensité de couleur et vec-
teurs) au sein de la cavité durant le processus de solidification de l’alliage Sn-3wt%Pb.
Le gradient de température vaut∆T = 20K et le taux de refroidissementCr = −0.03
K/s. L’évolution des isovaleurs de la fraction liquide gl est représentée en lignes noires.
Le terme de freinage de Darcy est prépondérant dans la zone pâteuse et permet l’an-
nulation des vitesses dès le début de celle-ci au voisinage de gl ' 0.9.
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IV.2. MODÈLE 2D CONVECTIF DE SOLIDIFICATION AVEC SÉGRÉGATION

de la cavité durant processus de solidification. Un écoulement convectif induit par le gradient
thermique occupe la totalité de la cavité avant l’apparition de la zone pâteuse à droite (voir
la figure IV.13 pour t∗ = 40 s). Cet écoulement est quasi-symétrique. Cela vient du fait
que le taux de refroidissement Cr = −0.03 K/s est faible et que le maximum des vitesses
(localisé au voisinage des parois refroidies) vaut légèrement plus de 2 cm/s. Le temps de
passage d’un élément fluide le long d’une des parois refroidies est assez court pour considérer
que la température de celle-ci est quasi constante. Avec un taux de refroidissement supérieur,
la tendance pourrait être différente. Un élément fluide descendant à droite serait en contact
avec une paroi de plus en plus froide et accélèrerait plus que quant il remonte le long de la
paroi chaude de gauche qui, elle aussi, serait refroidie plus vite.

Dès la formation des premières régions solides à partir de la paroi de droite (voir la figure
IV.13 pour t∗ = 360 s), les vitesses au sein de la zone pâteuse diminuent rapidement et tendent
vers zéro. Comme expliqué précédemment, le terme de freinage glF ∗freinage assimilant la
zone pâteuse à un milieu poreux devient prépondérant et permet de forcer les vitesses à être
nulles au fur et à mesure que le solide se forme. Les figures IV.13 de t∗ = 360 à t∗ = 1000
montrent que ce terme est dominant dès que gl ≤ 0.9. En effet, les valeurs données par
la fonction de perméabilité K, qui sont grandes et font tendre le terme de freinage vers 0
quand gl = 1 , diminuent rapidement dès que gl descend en dessous de 1. La résistance
visqueuse glµ/K augmente alors rapidement et le terme de freinage devient prépondérant
dans l’équation IV.10.

L’écoulement convectif au sein de la région encore liquide impacte la forme de l’interface
zone pâteuse-liquide grâce à l’apport de chaleur de la paroi chaude. Cette influence est visible
sur la figure IV.13 pour t∗ = 360 s et t∗ = 520 s où une courbure de l’interface zone pâteuse-
liquide est observée. Au delà de ces instants, cette influence sur la forme de l’interface diminue
peu à peu. Cela est dû à la diminution de l’intensité convective, en lien avec la diminution du
gradient thermique moteur de l’écoulement convectif principal. En effet, une grande partie
de la différence de température appliquée entre les parois chaudes et froides se retrouve dans
la zone pâteuse à droite de la cavité, au sein de laquelle le régime de transfert thermique est
diffusif.

Bien que l’écoulement convectif principal, qui est dû au gradient de température au sein
de la zone liquide, diminue, un écoulement de convection solutale, dû à l’enrichissement du
liquide interdendritique et du liquide au contact de la zone pâteuse grâce à la ségrégation du
soluté, apparait et contribue à maintenir l’écoulement convectif total. En effet, la différence
de densité entre le plomb et l’étain entraine l’écoulement vers le bas des éléments fluides les
plus riches en plomb. Cette influence du rejet de soluté sur l’écoulement, exprimée dans le
terme des forces de flottabilité via le coefficient d’expansion solutale, vient maintenir l’écou-
lement descendant le long de la première interface zone pâteuse-liquide apparaissant du coté
droit. Au moment de l’apparition de la seconde zone pâteuse à gauche, l’écoulement convec-
tif total a déjà bien diminué. Seul l’écoulement de convection thermosolutale demeure encore
légèrement. Il est descendant au voisinages des deux zones enrichies (gl ' 0.9) et ascendant
dans la région pleinement liquide. Au fur et à mesure que les deux zones pâteuses croissent
et que la largeur de l’épaisseur entièrement liquide diminue, l’écoulement convectif disparait
peu à peu.
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES
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Figure IV.14 : Évolution de la distribution moyenne en plomb 〈c〉 au sein de la cavité
durant le processus de solidification de l’alliage Sn-3 wt%Pb. Le gradient de température
vaut ∆T = 20 K et le taux de refroidissement Cr = −0.03 k/s. L’évolution des isovaleurs
de la fraction liquide gl est représentée en lignes noires. Le soluté est rejeté vers la phase
liquide au fur et à mesure de la solidification. La cheminée de ségrégation correspondant
aux dernières parties liquides solidifiées qui sont les plus enrichies en soluté est retrouvée.
Une zone légèrement enrichie est aussi observée en bas du coté de la paroi froide : elle
corespond à la localisation des cannaux ségrégés, mais ces derniers ne sont pas nettement
retrouvés.
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IV.2. MODÈLE 2D CONVECTIF DE SOLIDIFICATION AVEC SÉGRÉGATION

En effet, bien que le rejet du soluté continue à se faire (voir la figure IV.14), les fortes
dissipations visqueuses induites par le freinage de l’écoulement aux deux interfaces zone
pâteuse-liquide déjà formées et celle induite par les parois latérales, considérée ici avec l’ap-
proche 2D1/2

H , stoppent l’écoulement convectif. Les vitesses tendent alors définitivement vers
zéro jusqu’à la solidification totale du lingot.

Lors de ce processus de solidification, le phénomène de ségrégation du plomb peut être
observé. La figure IV.14 présente l’évolution de la concentration moyenne 〈c〉 du plomb au
sein de la cavité au cours du processus. L’évolution de la fraction liquide gl, permettant de
distinguer les régions liquide et pâteuse, y est aussi représentée. Á l’état initial, la concen-
tration nominale est égale à 3 wt% (voir la figure IV.14 pour t∗ = 40 s). Avec l’apparition
de la première zone pâteuse, la ségrégation commence. Le soluté est rejeté vers le liquide où
il est plus soluble. Comme expliqué précédemment, le rejet du plomb favorise l’écoulement
descendant le long de l’interface zone pâteuse-liquide. Les zones en bas à droite de la cavité
sont donc les premières à être enrichies en plomb. Le plomb rejeté durant les premiers stades
du processus (voir la figure IV.14 pour t∗ = 360 et t∗ = 520) est légèrement évacué par
l’écoulement convectif qui est toujours important.

Après la diminution de l’écoulement convectif total et la subsistance principale de l’écou-
lement de convection thermosolutale (écoulement descendant le long de la limite zone pâteuse-
liquide à droite), la ségrégation du plomb se fait d’abord principalement vers le bas de la cavité
(voir la figure IV.14 pour t∗ = 680). Avec l’avancée du processus, un second écoulement de
convection solutale descendant est provoqué par l’enrichissement du liquide au voisinage de
la seconde zone pâteuse qui apparait à gauche de la cavité (voir la figure IV.13 pour t∗ = 840).
La combinaison de ces deux écoulements descendants génère un écoulement ascendant au
milieu de la région liquide. Cet écoulement ascendant, combiné à la ségrégation qui se fait de
plus en plus dans la direction horizontale provoque la formation de la cheminée de ségrégation
(voir la figure IV.14 pour t∗ = 1000 et t∗ = 1320). Cette cheminée est la trace des dernières
régions liquides à se solidifier. Ces régions sont les plus riches en soluté et présentent donc
les concentrations les plus élevées en plomb (de l’ordre de 5 wt%).

Maintenant que la succession des étapes du processus de solidification ont été détaillées,
nous comparons les résultats de notre modèle aux résultats expérimentaux obtenus avec le
dispositif ’Afrodite’. La figure IV.15 donne une vue qualitative de la ségrégation finale obser-
vée sur le lingot solide avec notre modèle (à gauche) et celle obtenue par radiographie X du
lingot solidifié (issue de [88]). Les zones riches en plomb apparaissent en blanc tandis que
les régions pauvres sont plus sombres. Les canaux ségrégés se formant en bas du coté de la
parois froide ne sont pas retrouvés de manière nette avec notre modèle numérique, mais ce
dernier donne quand même un enrichissement en plomb dans cette région là. La cheminée
de fin de solidification qui correspond aux dernières parties liquides à s’être solidifiées et
qui sont aussi les plus enrichies en plomb, est bien retrouvée. Celle-ci semble être accentuée
dans notre modèle numérique où elle occupe la totalité de la hauteur du lingot. Notons tout
de même que sur les résultats expérimentaux, la zone noire en haut du lingot au niveau de la
cheminée de fin de solidification correspond à une zone d’où l’alliage s’est retiré en se soli-
difiant, car, à l’état solide, l’alliage étant en réalité plus dense qu’à l’état liquide, il occupera
moins de volume.

Pour une comparaison quantitative des résultats obtenus, nous présentons sur la figure IV.16
les valeurs de la concentration mesurées sur le lingot final, avec une technique d’analyse chi-
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

Figure IV.15 : Comparaison qualitative de la ségrégation finale observée sur le lingot
solide. Á gauche : contour de la concentration 〈c〉 avec une échelle de couleur en gris
allant de 2.2 à 4.4 wt% ; à droite : radiographie X du lingot solide (issue de [88]). Les
zones riches en plomb apparaissent en clair et les zones pauvres sont plus sombres.

mique couplée à l’ICP (après carottage du lingot comme présenté sur la figure I.13) [76,88],
ainsi que les valeurs obtenues avec le modèle numérique. Cette comparaison est faite le long
de la ligne x∗2 = 0.01 m. L’allure générale de la distribution du plomb le long de cette ligne
est retrouvée, mais les valeurs de la concentration calculées correspondent qu’approximative-
ment à celles mesurées. Les valeurs expérimentales montrent un appauvrissement en plomb
des premières régions solides formées au voisinage de la paroi de droite, alors que les valeurs
calculées montrent un enrichissement à ce niveau. La comparaison montre aussi une diffé-
rence sur la position de la cheminée de fin de solidification, là où la concentration en plomb
est maximale. La cheminée expérimentale est plus proche de la paroi de gauche. Cela est
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Figure IV.16 : Comparaison entre les va-
leurs de la concentration finale en plomb
mesurées expérimentalement sur le lin-
got solidifié et celles obtenues numérique-
ment le long de la ligne x∗2 = 1 cm .

probablement dû aux conditions aux limites thermiques, comme montré à la section III.2.2,
des résistances thermiques de contact pouvant amener les températures aux parois à être dif-
férentes de celles calculées avec le taux de refroidissement nominal appliqué. Ce décalage
traduit donc une différence entre la température imposée dans le modèle et celle appliquée
lors de l’expérience. Mis à part ce décalage en position, la valeur du pic calculée à la posi-
tion de la cheminée est proche de celle mesurée expérimentalement (de l’ordre de 4.8 wt%).
Une dernière différence notée est la forme de la distribution du plomb au voisinage de cette
cheminée. Les résultats expérimentaux obtenus sur un nombre restreint de points le long de
x∗1 semblent tout de même montrer un pic net, tandis que dans les résultats numériques, ce
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IV.2. MODÈLE 2D CONVECTIF DE SOLIDIFICATION AVEC SÉGRÉGATION

pic présente des épaulements sur les cotés. La cause de cet effet apparait clairement sur les
figures IV.13 et IV.14 pour t∗ = 840 et 1000 s. Les deux écoulements descendant aux limites
des deux zones pâteuses se rejoignent et entrainent un écoulement ascendant au milieu du
liquide restant. Le soluté rejeté, riche en plomb, est alors soulevé vers le haut au sein du li-
quide restant jusqu’à la paroi du haut où il redescend à nouveau en s’étalant plus largement.
Avec la solidification, le lingot solide obtenu avec le modèle numérique garde cette allure de
distribution du plomb en fin de solidification, à laquelle est venue s’ajouter la ségrégation ho-
rizontale de fin de solidification, donnant donc des valeurs de concentration en plomb élevées
au voisinage de la cheminée.

L’évolution de la concentration calculée moyennée sur le domaine 〈cmD〉 durant le proces-
sus de solidification simulé (voir figure IV.17) montre que le modèle numérique ne conserve
pas parfaitement la quantité de soluté c0 initialement considérée. La valeur de 〈cmD〉 aug-
mente de façon presque linéaire du début de la solidification jusqu’à la fin de celle-ci. La
quantité de soluté rejeté vers le liquide est donc constamment surévaluée. L’écart final entre
〈cmD〉 et c0 est de 0.166 wt%, donnant un ajout relatif final de 5.55 % en soluté.
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Figure IV.17 : Évolution de la concentra-
tion (calculée avec le modèle) moyennée
sur l’ensemble du domaine par rapport à
la concentration initiale c0. L’écart relatif
maximal observé en fin de solidification
vaut 5.55 %.

Cet ajout du soluté lors de la résolution est directement lié au terme source S〈c〉 défini
par l’équation IV.16 et utilisé pour résoudre l’équation de conservation des espèces IV.13.
Comme la fraction liquide gl (donnée par l’équation IV.15) est estimée explicitement à l’ins-
tant t∗n+1 avec les champs de concentration et de température calculés à l’instant t∗n, elle est
constamment surestimée, car, durant la solidification, la fraction liquide globale au sein de la
cavité diminue de manière monotone. Cette surestimation de gl est la cause probable de l’esti-
mation imparfaite du terme source S〈c〉. Les essais menés avec une formulation implicite de la
fraction liquide gl rendent difficiles la convergence de la solution numérique. L’augmentation
de l’ordre de discrétisation des variables 〈c〉 et T au delà du deuxième ordre permet d’obtenir
une convergence de la solution, mais le pas de temps numérique du solveur (le solveur cherche
toujours à maximiser le pas de temps et le réduit quand la solution recherchée varie plus vite)
ne dépasse pas les 10−6 s. Sachant qu’avec le maillage utilisé, les différents couplages entre
les équations et la puissance des machines utilisées, la résolution faite par le solveur temporel
pour une seule incrémentation du pas de temps numérique peut prendre plusieurs secondes
physiques. Le temps de résolution alors nécessaire pour simuler un processus de 1500 s rend
cette option inappropriée. L’autre solution serait de directement considérer l’équation IV.14
pour la conservation des espèces. Toutefois, comme expliqué précédemment, sur la version
5.2 du logiciel, les termes de flux convectif utilisés lors de la résolution sont par défaut le
produit des vitesses et de la concentration 〈c〉. On peut enfin envisager de faire la résolution
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CHAPITRE IV. SIMULATION DE LA SOLIDIFICATION D’ALLIAGES BINAIRES

pour la variable cl, mais cela nécessite encore des modifications du terme temporel et une
reconstruction de 〈c〉 à chaque pas de temps.

En l’état, cet excès du soluté peut être vu de deux manières différentes. Dans la première,
le constat est fait que cet excèsmodifie la cinétique de ségrégation. Cela est surtout visible vers
la fin du processus où la grande partie de soluté ajouté par le modèle se retrouve au voisinage
de la cheminée de fin de solidification. Des approfondissements de la modélisation et de la
résolution numériques doivent être alors menés. Si maintenant on considère le besoin en mo-
dèles numériques très légers pour la résolution de tels problèmes fortement multi-physiques et
multi-échelles, une telle déviation (< 5.6%) peut être admise. Cela, d’autant que la modélisa-
tion hydrodynamique et thermique et même l’allure générale de la ségrégation sont retrouvées
avec un modèle général 2D1/2

H . Cette seconde considération répond en partie au besoin de la
mise en place de modèles numériques légers dans la formulation et la résolution, avec des
résultats corrects, du moins suffisamment pour être utilisés dans des études paramétriques où
des premières observations sur le comportement des solutions peuvent être faites.

IV.3 Conclusion
Une étude sur la ségrégation des éléments d’alliage lors de la solidification des alliages

métalliques binaires a été menée. Lors de telles solidifications, la cinétique des phénomènes
physiques et des transferts est différente de celle des changements de phase des corps purs.
Deux cas distincts de solidification avec ségrégation d’alliages binaires ont été traités. Dans le
premier, la solidification est unidimensionnelle et les transferts exclusivement diffusifs. Dans
le second, la solidification traitée est bidimensionnelle et les échanges sont convecto-diffusifs.

Le premier cas étudié correspond à un cas de référence où une solidification partielle
d’un alliage binaire est faite en refroidissant une extrémité du domaine fini en dessous de la
température du solidus et en maintenant l’autre extrémité à une température supérieure à la
température de liquidus. Ce cas 1D peut sembler très simpliste de premier abord, mais a la
particularité de présenter une phénoménologie particulière. En effet, au cours de la solidifica-
tion, la zone pâteuse se développant à partir de la paroi refroidie disparait entièrement au bout
d’un certain temps pour ne laisser dans le domaine que deux régions, une solide du coté de la
paroi froide et une liquide du coté de la paroi chaude. Une solution analytique complexe de ce
problème existe. Elle nécessite le traitement des régions liquide, pâteuse et solide séparément
et l’application d’une méthode des caractéristiques. Nous avons proposé un modèle numé-
rique 1D basé sur une approche enthalpique où les équations de conservation de l’énergie et
des espèces sont résolues. La formulation du modèle numérique et son implémentation sur
le logiciel numérique ont été détaillées. Le bon accord avec les résultats analytiques a permis
de valider le modèle numérique et de mettre en avant les détails de résolution nécessitant des
attentions particulières, notamment l’expression des flux de transport des espèces et celle de
la fraction liquide. Un approfondissement des résultats permet d’expliquer la succession des
phénomènes physiques entrainant l’apparition, l’avancée et la disparition de la zone pâteuse.
Ensuite, l’étude de l’influence de la prise en compte de la chaleur latente de changement de
phase, négligée au départ, est faite. Celle-ci montre que sa considération ralentit l’avancée
rapide de la zone pâteuse, mais que son retrait jusqu’à sa disparition est quasi-similaire au
cas où elle a été négligée.
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IV.3. CONCLUSION

La seconde étude porte sur la modélisation de la solidification de l’alliage Sn-3 wt%Pb au
sein du montage expérimental ’Afrodite’. Ce cas est multi-physiques et présente, en plus des
transferts diffusifs, des transferts convectifs induits par l’écoulement de convection thermo-
solutale au sein des régions liquides. Un modèle complet de macro-ségrégation est détaillé.
Ce modèle est basé sur la technique de prise de moyennes volumiques couplant les équa-
tions de conservation des variables moyennées au modèle de micro-ségrégation, représenté
par la règle des leviers associée à la linéarisation du diagramme des phases. Les résultats
numériques présentent un accord en demi-teinte avec les résultats expérimentaux. La macro
ségrégation principale apparaissant en fin de solidification est retrouvée, mais pas les canaux
ségrégés. L’allure de répartition des valeurs des concentrations du plomb calculées et de celles
mesurées sur le lingot final sont proches, mais des différences locales sur leurs valeurs sub-
sistent. Ces différences sont dues à la formulation choisie de l’équation de conservation des
espèces. Celle-ci est la formulation qui donne le meilleur compromis pour la convergence du
calcul. Cela ne diminue pas l’intérêt du modèle numérique présenté qui, avec une formulation
2D prenant en compte les effets dissipatifs induits par les parois latérales, arrive quand même
à donner l’allure générale de la répartition du plomb.
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Conclusion Générale & Perspectives

Dans les procédés de solidification, plusieurs phénomènes physiques se couplent et ont
une influence majeure sur les propriétés des lingots obtenus. La maitrise de ces procédés est
indispensable pour améliorer la qualité des produits, mais cela passe obligatoirement par la
compréhension des phénomènes physiques mis en jeu. Ces phénomènes sont variés et com-
plexes. L’un des outils majeurs en vue de leur compréhension et de la prédiction fiable des
résultats de ces procédés est la modélisation et la simulation numérique. Ce travail de thèse
est consacré à l’étude des phénomènes convectifs apparaissant lors de la transition de phase
solide-liquide. Il s’inscrit dans un projet PHC-Maghreb portant sur la croissance cristalline.
Nous nous sommes particulièrement intéressés à la configuration de solidification ’Afrodite’.
Elle est similaire à une situation de Bridgman horizontale. Son creuset est assimilé à une ca-
vité confinée différentiellement chauffée. Dans ce contexte, le but fixé est le développement
de modèles numériques fiables pour simuler les procédés de solidification, tout en restant
légers et peu couteux en temps de calcul.

Le premier chapitre de ce travail a donc été consacré à la revue bibliographique des diffé-
rentes approches numériques possibles pourmodéliser le changement de phase solide-liquide.
Dans un premier temps, on s’est intéressé au cas des corps purs, puis, ensuite, à celui des al-
liages métalliques. Deux approches numériques principales sont utilisées, chacune avec ses
avantages propres, mais restreinte uniquement à un type d’étude. La première est la méthode
multi-domaines, qui permet le suivi explicite de l’interface solide-liquide. Elle est appropriée
à l’étude du changement de phase isotherme des corps purs. Elle a donc été utilisée pour si-
muler le changement de phase solide-liquide de l’étain pur. La deuxièmeméthode, la méthode
enthalpique, permet la résolution d’un système unique d’équations sur tout le domaine étudié
(contenant à la fois les deux phases solide et liquide). Elle est mieux adaptée aux changements
de phase non isothermes avec zone pâteuse. Elle a donc été utilisée pour le cas des alliages
binaires. Pour le cas de ces alliages, les modèles de ségrégation les plus répandus, qui sont
nécessaires à la fermeture des équations modélisées, ont été détaillés.

Les simulations numériques 3D sont les plus fiables, mais pour de tels procédés de solidi-
fication, avec autant de phénomènes physiques couplés, ces modèles 3D restent onéreux (en
termes de moyens et de temps de calcul). Cela les rend de fait inappropriés aux études para-
métriques demandant des modèles rapides et légers en termes de résolution, tout en gardant
des résultats fiables. Dans cette perspective là, le second chapitre a été consacré à l’expres-
sion et l’adaptation de modèles (traitant la convection naturelle en cavité différentiellement
chauffée) semi-analytiques, dit 2D1/2, qui prennent en considération la tri-dimensionnalité
des phénomènes hydrodynamiques dans une formulation 2D. Ces modèles 2D1/2 sont obte-
nus en moyennant les équations de conservation sur la direction transverse x3 (direction de
confinement de la cavité). L’intégration des équations est réalisée en supposant deux types de
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profils de vitesse. Le profil parabolique de Poiseuille aboutissant au modèle 2D1/2
P et le profil

de type Hartmann donnant le modèle 2D1/2
H . Une méthode d’ajustement des profils de type

Hartmann via un paramètre δ est présentée, permettant d’optimiser les résultats du modèle
2D1/2

H . Pour chaque cas considéré, correspondant à un couple de valeurs des paramètres de
contrôle (Pr, Gr), une seule valeur de δ, δoptimal, minimise l’erreur relative par rapport aux
résultats 3D. L’unicité de cette valeur optimale permet la meilleure prise en considération des
effets dissipatifs qu’induisent les parois latérales. Un domaine de validité, où les hypothèses
considérées lors de la formulation 2D1/2 sont parfaitement respectées, a été défini. Sur ce
domaine, une relation empirique pour δoptimal en fonction du paramètre de contrôle (Gr) a
été déduite, assurant ainsi la disponibilité pratique et optimale de la modélisation 2D1/2

H .
Les modèles numériques 2D, 2D1/2

P , 2D 1/2
H et 3D ont été ensuite adaptés afin de traiter des

cas de changement de phase solide-liquide et permettre le suivi du front solide-liquide. Une
approchemulti-domaines avec uneméthode àmaillage dynamique a été utilisée. Des premiers
cas, des cas d’équilibre de phases, obtenus lorsque la température imposée à la paroi chaude
(respectivement froide) est supérieure (respectivement inférieure) à la température de fusion,
ont été étudiés.

Les comparaisons qualitatives et quantitatives entre les résultats (champs de température
et positions des interfaces solide-liquide aux états d’équilibre) obtenus avec les modèles 2D,
2D1/2

P , 2D 1/2
H et ceux obtenus avec le modèle 3D, montrent que le modèle 2D 1/2

H peut se
substituer de manière très fiable au modèle 3D. C’est que ce modèle estime particulièrement
bien les effets dissipatifs induits par les parois latérales, là où ces derniers sont soit négligés
dans les modèles 2D, soit moins bien estimés dans les modèles 2D1/2

P . En plus de cette fia-
bilité, le modèle 2D1/2

H reste une formulation 2D du problème avec des temps de résolution,
en moyenne, quarante fois plus petits que ceux requis pour la résolution 3D, montrant ainsi
l’adéquation de ces modèles pour des études paramétriques.

Un processus expérimental de solidification complète d’un lingot d’étain pur, réalisé au
sein de la configuration ’Afrodite’, et sa simulation numérique avec le modèle 2D1/2

H , ont
été rapportés. Le traitement approfondi des données expérimentales pour la définition des
conditions aux limites thermiques appropriées pour le modèle numérique, la déduction de la
valeur optimale du paramètre δ, ainsi que l’adaptation de la méthode de suivi du front ont été
détaillés. Les résultats numériques et expérimentaux montrent un bon accord, d’une part, sur
l’évolution de la position et de la forme des fronts solide-liquide au cours du temps et d’autre
part sur la durée totale de la solidification. Cela illustre, la capacité et la fiabilité du modèle
2D1/2

H pour la simulation de tels cas de solidification.
La dernière partie de ce travail a été consacrée à l’étude de deux cas distincts de ségré-

gation apparaissant lors de la solidification des alliages binaires. Ces cas de solidification
présentent des cinétiques différentes de celles des corps purs. Dans le premier cas, la solidi-
fication est unidimensionnelle et les transferts exclusivement diffusifs. Il correspond à un cas
de référence bien détaillé où, avec la solidification, la zone pâteuse se développant à partir de
la paroi refroidie disparait entièrement au delà d’un certain temps. Un modèle numérique 1D
a été proposé, basé sur une approche enthalpique avec laquelle les équations de conservation
de l’énergie et des espèces sont résolues au sein d’un domaine unique. La formulation de ce
modèle numérique et son implémentation sur le logiciel numérique ont été détaillées, et va-
lidées par le bon accord avec les résultats analytiques de référence. L’approfondissement des
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résultats obtenus a permis d’expliquer la succession des phénomènes physiques entrainant
l’apparition, l’avancée et la disparition de la zone pâteuse. L’influence de la prise en compte
de la chaleur latente de changement de phase, négligée au départ, a ensuite été étudiée.
Le second cas de ségrégation traité porte sur la modélisation de la solidification de l’alliage
Sn-3 wt%Pb au sein du montage expérimental ’Afrodite’. Ce cas est multi-physiques et pré-
sente des transferts convecto-diffusifs incluant de la convection thermo-solutale. Un modèle
complet de macro-ségrégation a été détaillé. Les résultats numériques obtenus présentent un
accord partiel avec les résultats expérimentaux. Les canaux ségrégés observés expérimenta-
lement ne sont pas retrouvés numériquement, mais la macro-ségrégation principale apparais-
sant en fin de solidification est bien captée. Les concentrations en plomb calculées et celles
mesurées peuvent être localement différentes, mais l’allure générale de leur répartition est
similaire. Cela confirme l’intérêt du modèle numérique présenté, qui garde une formulation
2D et prend en compte les effets dissipatifs induits par les parois latérales.

Ce travail, qui a permis de développer des modèles à la fois fiables et légers pour l’étude
de cas de solidification en cavité confinée requiert encore quelques approfondissements. En
effet, la dernière partie de notre travail a montré que des efforts de modélisation sont encore
nécessaires pour assurer la fiabilité totale des prédictions de macro-ségrégation. Pour cela,
plusieurs pistes sont possibles. La résolution de l’équation de conservation des espèces peut se
faire en termes de la concentration liquide au lieu de la concentration moyennée. L’expression
des flux convectifs de soluté pourrait aussi être accessible via le code source du logiciel.
Enfin, un objectif ambitieux serait d’introduire une prise en compte des variations transverses
de la concentration à travers une modélisation adéquate permettant toutefois de garder une
formulation bidimensionnelle.
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