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Résumé. La conjecture de Kottwitz décrit la cohomologie des espaces de Rapoport-
Zink basiques a ’aide des correspondances de Langlands locales. Dans un premier temps,
par voie globale via ’étude de la géométrie de certaines variétés de Shimura de type
Kottwitz, on prouve cette conjecture pour des espaces de Rapoport-Zink de type PEL
unitaires non ramifiés simples basiques de signature (1, — 1). Dans la deuxiéme partie
de cette thése, via I’étude des modifications de fibrés vectoriels sur la courbe de Fargues-
Fontaine, on prouve une formule géométrique reliant les tours de Lubin-Tate avec les
espaces de Rapoport-Zink non ramifiés simples basiques de type EL de signature (1,n—
1), (p1,q1), -, (P, @) ot p;g; = 0. En particulier, on en déduit le calcul des groupes
de cohomologie de ces derniers.

Mots-clés : Conjecture de Kottwitz, Espaces de Rapoport-Zink, Variétés de Shi-
mura, Correspondance de Langlands, La courbe de Fargues-Fontaine






Abstract. The Kottwitz conjecture describes the cohomology of basic Rapoport-Zink
spaces using local Langlands correspondences. At first, via geometrical studies of some
Kottwitz-type Shimura varieties, we prove this conjecture for basic simple unramified
unitary PEL type Rapoport-Zink spaces of signature (1,n — 1). In the second part,
via the study of the modifications of vector bundles on the Fargues-Fontaine curve,
we prove a geometric formula relating the Lubin-Tate towers with the simple basic
unramified Rapoport-Zink spaces of EL type of signature (1,n—1), (p1,q1), -, (Pr, q&)
where p;q; = 0. In particular, we deduce the computation of cohomology groups of the
latter.

Key words : Kottwitz Conjecture, Rapoport-Zink spaces, Shimura varieties, Lan-
glands correspondence, The Fargues-Fontaine curve
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Géométrisation de la correspondance de Langlands

La conjecture de Hasse-Weil est une des conjectures les plus importantes de la géo-
métrie arithmétique. Soit X une variété projective lisse de dimension m sur Q avec
bonne réduction hors un nombre fini de premiers S. On peut alors, pour g ¢ S, consi-
dérer X, la réduction modulo g de X. On écrit sa fonction zéta de Hasse-Weil :

x() = TTexw (30 2mg)

q¢S m=1

ou [V, est le nombre de points de X, définie sur 'extension de degré m de F,. La
fonction (x(s) converge absolument sur le demi plan Re(s) > 1+ m.

Conjecture 1.1.1. La fonction (x(s) s’étend méromorphiquement a C et satisfait une
équation fonctionnelle.

Lorsque X = Spec(Q) est un point, on retrouve alors la fonction zéta de Riemann
et la conjecture 1.1.1 est démontrée dans |[Rie59|.

Par des travaux de Grothendieck sur la cohomologie étale, on peut exprimer la
fonction zéta de Hasse-Weil en termes de produit de fonctions L associées a des repré-
sentations galoisiennes. Ce sont une des deux classes majeures de fonctions L globales,
Iautre étant les fonctions L associées aux représentations automorphes d’un groupe
réductif. Plus précisément, pour une représentation automorphe Il = ®,7m, de G, et
une représentation de dimension finie p : *G — GL(V,) du groupe de Langlands La,
Langlands a défini la fonction L comme un produit

L(s,11, p) = HLU(S,WU,p) (1.1)
ol les facteurs locaux sont donnés par la formule
Ly(s, 7y, p) = det(1 — p(o,)g,*) "
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lorsque 7, est non ramifiée et ot o, est sa classe de conjugaison semi-simple dans “G.
Il est alors bien connu que le produit dans (1.1) converge absolument sur un demi plan
Re(s) > r. On conjecture que ces fonctions L admettent un prolongement méromorphe
sur le plan complexe et satisfont une équation fonctionnelle. En particulier, lorsque
G = GL, et p la représentation triviale de “GL, = GL,(C), cette conjecture est
démontrée par Godement et Jacquet [GJ]. Cela suggére une stratégie pour démontrer la
conjecture de Hasse-Weil : exprimer les fonctions zéta (x(s) en termes de fonctions L de
représentations automorphes via la correspondance de Langlands globale. De maniére
informelle, elle prédit qu’il existe un seul type essentiel de fonction L globale, avec
deux descriptions (provenant d’une variété algébrique et provenant d’une représentation
automorphe).

Les objets géométriques naturels pour étudier la correspondance de Langlands sont
les variétés de Shimura Sh(G, X) ot G est un groupe réductif sur Q possédant une
donnée de Shimura (G, X). Les groupes de cohomologie de ces objets possédent a la
fois une action de Gal(E/E) ou E est le corps de définition, et une action de G(Aj),
via lesquels I'on espére réaliser la correspondance de Langlands.

Dans cette thése, nous étudions I'analogue p-adique, a savoir la correspondance
de Langlands locale. Les objets géométriques locaux analogues seraient les variétés de
Shimura locales. Les premiers exemples sont donnés par les espaces de Rapoport-Zink
et récemment, Scholze a construit des espaces de modules de Shtukas généralisant la
notion de variétés de Shimura locales.

Considérons un triplet (G, p,b) ot G est un groupe réductif (non ramifié) sur Q,,
b e G(Q,) et u € X} (T) minuscule avec b € B(G, ). On suppose que (G, i, b) corres-
pond & une donnée de Rapoport-Zink de type EL ou PEL. A une telle donnée (G, u,b),
on associe un groupe p-divisible X avec structures additionnelles. Notons M(G, , b) le
foncteur qui classifie les déformations par quasi-isogénies de X avec structures addition-
nelles. Ce foncteur est représentable par un schéma formel défini sur Spf((’)@p) que 'on
notera encore M(G, u,b).

Considérons ensuite I'espace rigide M(G, i, b) défini sur @p associé au schéma formel
M(G, p1,b). Pour chaque sous groupe compact ouvert K, C G(Z,), il existe un espace
rigide MKP (G, 1, b) qui est défini comme le revétement étale de M(G, 1, b) classifiant les
Op trivialisations modulo K, du module de Tate p-adique de groupe p-divisible universel
sur M(G,u,b). D’autre part pour K;, C K,, il y a un morphisme de transition étale
fini :

Prr i, MG )y — M(G, b,

d’oubli de la structure de niveau. Le morphisme @ K. K, €St galoisien de groupe de Galois
K,,/K; si KZ’) est normal dans K. On a donc une tour d’espaces rigides (MKP(G, 14, b))Kp
qui posséde a la fois une action de G(Q,) x J,(Q,) et une donnée de descente. Alors
pour £ # p

Hé(M (G7 1, b)7@[) = 1£I>1 HZ(MKP (G7 <2 b)7 @E)

Ky
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est une Q,-représentation admissible de G(Q,) x J,(Q,) x Wg,, ot J,(Q,) est le groupe
des quasi-isogénies de X et Wy, est le groupe de Weil du corps de définition £, de p.
Exemple 1.1.2. On considére maintenant les triplets (G, u, b) tels que

e G = Resp/g, GLp(V) ol I est I'unique extension non ramifiée de degré d de Q,
et V est un F-espace vectoriel de dimension n,

e 1 est le cocaractére minuscule de GG défini par

U ij@p — H GLn(@P>
T€Homyg, (F,Qp)

RN (dlag(z,--- 2,1, ,1)>T€H0me(F,@p)

pr qr

. [ ,n=-1) siT=m
ou (pfu QT) - { (0’ n) si T 7£ 0
e b € B(G, p) est 'unique élément basique. En fait, b = (b,) € H GL,(Q,)

TeHom@p (F,@p)
ol
( 1 siT# T

siT=To
1

\ p 0

Pour ces triplets, on retrouve la tour de Lubin-Tate.

1.2 Conjecture de Kottwitz

Se basant sur la description conjecturale de la représentation galoisienne dans la
cohomologie (-adique associée & une représentation automorphe de G dans la variété
de Shimura Sh(G, X)), Kottwitz a formulé une conjecture concernant la contribution
d’une représentation "discréte" de G(Q,) x J»(Q,) dans les espaces de cohomologie
H;(M(G, 1, b),Q,). Pour 'expliciter, on utilise les paramétres de Langlands discrets et
la description (conjecturale) des paquets de représentations discrétes.

Soit F' un corps local p-adique, considérons le groupe de Langlands local Lp :=
Wr x SU(2). On pose également “G' = G x Wy comme un groupe topologique ot G
est le groupe dual de Langlands de G.

Définition 1.2.1. Un L-parameétre local pour un groupe réductif connexe G défini sur F
est un morphisme continu ¢ : Lp — “G qui commute avec les projections canoniques
de Lp et G sur Wy tel que ¢ envoie les éléments semisimples sur des éléments semi-
simples. Un L-paramétre ¢ est discret (ou carré intégrable) si son image n’est contenu
dans aucun sous groupe parabolique propre de “G.

13



Pour un tel ¢, il existerait I1,(G(Q,)) (respectivement I1,(J,(Q,))) le paquet de re-
présentations de G(Q,) (respectivement de J,(Q,)) associé. Les éléments de I1,(G(Q,))
seraient en bijection avec ’ensemble Irr(SFp, X) des caractéres de 557 dont le tiré en ar-

ricre via Z(GOU@/Ep)) S, — S% induit le caractére x (ou S, est le centralisateur

de ¢ dans G et x est le caractere de Z(GO@/Er)) associé a G(Q,)). Rappelons que ¢
est dit cuspidal s’il est trivial sur le facteur SU(2) auquel cas le paquet II,(G(Q,)) ne
contiendrait que des représentations supercuspidales.

Remarque 1.2.2. Soient F 'unique extension non ramifiée de degré 2d de Q, et F'le
corps fixe de I'involution * dans Gal(E/Q),) ainsi que U, r(n) le groupe unitaire associé,
alors en s’appuyant sur les travaux d’Arthur [Arthur|, les descriptions de L-paquets sont
connues pour ce groupe [KMSW|, [Mok].

D’aprés |[Lang79|, & p1 est associé une représentation r, de G x Wg, et on note r,0pp,
la représentation de S, X W, définie par la formule

(s,w) € Sy x Wg, = 7,u(s - p(w))

Conjecture 1.2.3. (Kottwitz) Fizons un L-parameétre ¢ cuspidal. Soit m, @ T, @ o
une représentation irréductible de G(Q,) x Jy(Q,) x Wg, qui contribue de manicre non
triviale dans H;(M,Q,). Alors ), appartient au L-paquet 11,(G(Q,)) si et seulement
si m, appartient au L-paquet 11,(J,(Q,)).

De plus la contribution (au signe prés) du L-paquet associé a ¢ est donnée par la
formule suivante :

Z W]’a ® 7'('1\7/ ® Homg, (T,T; ® Trys T © PE,)
(7 mp) €1l (G(Qp)) xTip (o (Qp))

ol Trt et T, sont respectivement des représentations de S, correspondant 7rz’) et m, et
ot 7T}\7/ signifie la représentation contragrédiente.

Selon la terminologie de [RZ96], les cas abordés jusqu’a présent sont tous de type
EL : le cas Lubin-Tate a été entiérement traité dans |[Boyer99|, [HT01| et |Boyer09];
par dualité [Fal] [FGL| [SW17], on obtient aussi le cas de Drinfeld et le cas EL général
est démontré par [Far04], [Shin].

1.3 Les principaux résultats de cette thése

Dans cette thése, nous étudions la conjecture de Kottwitz par voie géométrique.
Dans un premier temps, par une méthode globale, on montre un cas PEL de cette
conjecture. Ensuite, par voie locale, on obtient la description compléte de groupes de
cohomologie de quelques espaces de Rapoport-Zink liés & la tour de Lubin-Tate.

Un cas PEL de la conjecture de Kottwitz
Dans la premiére partie de cette thése, considérons (G, p, b) un triplet ou
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o G = GUp,/g,(n) ou F), est 'unique extension non ramifiée de degré 2 de Q, et n
impaire,

e 1 est le cocaractére minuscule de G de signature (1,7 — 1),
e b€ B(G,p) est 'unique élément basique.

Soit K, C G(Q,) un sous groupe compact, on notera MKP(G, i, b) par /\ZKP. Le premier
résultat principal de cette thése est le suivant.

Théoréme 1.3.1. La conjecture de Kottwitz est vraie pour les espaces de Rapoport-Zink
associés au triplet (G, p,b).

Décrivons vaguement la stratégie de la preuve : elle repose sur I’é¢tude des variétés
de Shimura Sh,g définies sur leur corps reflex E' = F' ou F' est quadratique imaginaire
et plus particulierement sur la géométrie de la fibre spéciale en une place p inerte dans
E d’un modele Sh,p, ot O, est 'anneau des entiers de E,,.

Dans un premier temps, on considére une variété de Shimura non compacte Sh

associée a un groupe algébrique G unitaire quasi-déployé en toutes les places finies avec

G(Q,) = G(Q,) et ou la signature associée est de la forme (1,7 —1). Ce choix de variété
de Shimura nous apporte quelques avantages, notamment les résultats de [Mo10] sur la
cohomologie et de [KMSW] sur le spectre automorphe.

Notons Sh la fibré spéciale de la variété de Shimura. On a la stratification de Newton

%Kp — H %Kp(b)

beB(G,p)

D’aprés [Far04], on a une uniformisation de la strate basique de Sh par des MKP
ce qui implique une suite spectrale reliant la cohomologie de la strate basique avec
celle de la tour (MKP)KP~ Ensuite, d’aprés la conjecture de Harris, pour les espaces
de Rapoport-Zink non basiques de signature (1,n — 1), prouvée alors par [Man08| ou
[Shen], on peut éliminer la contribution des strates non basiques dans la partie G(Q,)-
supercuspidale de la cohomologie de variété de Shimura Sh. Finalement, on a une suite
spectrale reliant la partie G(Q,)-supercuspidale de la cohomologie de la tour (MKp)Kp
avec celle de la variété Sh.

L’étape suivante est de calculer la cohomologie de la tour (M K,)K, €n se basant
sur celle de Sh. La difficulté consiste en le fait que les L-paquets de représentations
irréductibles de G(Q,) ne sont pas en général des singletons. On utilise la formule de
multiplicité pour les groupes unitaires [KMSW| pour construire des formes automorphes
satisfaisant des propriétés particuliéres ainsi que les résultats de [Mol0| pour obtenir
des informations plus fines sur la cohomologie de variétés de Shimura.

Dans cette thése, nous supposons que p = (1,n — 1) ce qui nous permet d’utiliser
les cas connus de la conjecture de Harris-Viehmann sur la cohomologie des espaces
de Rapoport-Zink non basiques. Lorsque la signature u est arbitraire (n impaire), la
conjecture semble hors de portée. Pourtant, dans la preuve, on n’a besoin que d’un
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résultat plus faible de cette conjecture, a savoir, la partie G(Q,)-supercuspidale de la
cohomologie de la variété de Shimura est concentrée dans la strate basique. On espére
qu’une analyse de la cohomologie de la tour d’Igusa permettra d’enlever cet obstacle
comme ce qui a été fait dans [Shin].

On pourrait se demander si la stratégie fonctionnerait avec les espaces de Rapoport-
Zink de type PEL symplectique. Ce cas est plus compliqué car en général on n’a pas ni
la conjecture de Harris-Viehmann, ni la classification des représentations automorphes
de groupes des similitudes symplectiques et leurs formes intérieures. Cependant, pour
le groupe GSp(4), ces résultats sont disponibles [Mol11] |[GT| sauf la classification des
représentations automorphes de quelques formes intérieures de GSp(4).

Groupes de cohomologies de quelques espaces de Rapoport-Zink de type EL

Dans la deuxiéme partie de cette thése, on considére les espaces de Rapoport-Zink
de type EL non ramifiés simples basiques dont les triplets (G, u, b) associés sont de la
forme

e G = Resp/g, GLp(V) ot F' est I'unique extension non ramifiée de degré d de Q,
et V' est un F-espace vectoriel de dimension n,

e 1 est un cocaractére minuscule de G satisfaisant
o Il existe 1y € I tel que (pry,qr) = (1,n — 1),

e Pour 7 # 79 on a (pr,¢-) = (0,n) ou (pr,q-) = (n,0).
e b€ B(G, ) est I'unique élément basique.

D’aprés les travaux de [Far04]| et [Shin|, la conjecture de Kottwitz est connue dans
ce cas mais il reste la question de déterminer complétement chacun des groupes de
cohomologie.

Lorsque per = (1,n—1),(0,n),---,(0,n), on retrouve la tour de Lubin-Tate. Soit
K, € G(Q,) un sous groupe compact et on notera MKP(G7M, b) par M‘[L(p En s’ap-
puyant sur les travaux de Boyer dans le cas Lubin-Tate, on obtient alors la description
compléte des groupes de cohomologie, c.f. les notations de la section 3.7.

Théoréme 1.3.2. Pour tout diviseur g de n = gs et toute représentation irréductible
cuspidale ™ de GL4(F), on a des isomorphismes G(Q,) x Wg-équivariants

s(g+1)—2(i+1)
L LT, (s,1) @ L(7)|- | 2 Nl wio(Treci!) 0<i<s
lim H? ™' (M) [x[s]p) = H "
K 0 i <0

ot w; est le caracteére central de LT, (s,1) et rec}l est le morphisme de réciprocité d’Artin

et ol "recy' =7 -recy' 7L

La preuve repose sur ’étude des modifications de G-fibrés sur la courbe de Fargues-
Fontaine. On associe a (G, i, b) un G-fibré &, sur la courbe de Fargues-Fontaine. D’aprés
le théoreme 24.2.5 de [SW17], on a une identification entre (M ) et I'espace Sht(G, y1, b) / K
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lequel s’interpréte comme un espace de modules de modifications de type u entre &, et
&;. La stratégie consiste a trouver une formule géométrique reliant /\>l’;<p et MUET et
puis utiliser le résultat dans [Boyer09] décrivant la cohomologie dans le cas Lubin-Tate.

Notons ¢ : Z — G la composante neutre du centre de G. Soit h € B(Z2) satisfaisant
by - h = b, en utilisant le produit contractile, il y a un isomorphisme de G-fibrés

ngT ng Eh = Sb

ol &, est le Zg—ﬁbré associé a h. On peut alors construire une modification o' entre &,
et & a partir d’'une modification o dans Sht(G, per, ber). 11 faut done calculer le type
de o' ce qui est rendu possible par le fait que h est un élément central. On propage
ensuite cette construction au niveau des espaces de modules de Shtukas. La difficulté
réside dans le fait que 'on veut une construction compatible avec toutes les structures,
notamment les données de descentes. Pour le résoudre, on introduit I’espace Sht(Z2, \)
(ot 4t = pe7-A). On obtient le résultat géométrique suivant dont la preuve du théoréme
1.3.2 en est une application.

Théoréme 1.3.3. Notons by Uunique élément de B(Z2,\). Il y a un isomorphisme
G(Q,) x Jo(Qp)-équivariant de faisceaux pro-étale qui commute avec les données de
descentes

Sht(G, per, ber) X 59 (g,) SHH(Z2, \) — Sht(G, b, ).
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Chapitre 2

Un cas PEL de la conjecture de
Kottwitz

Introduction

Les variétés de Shimura jouent un role important dans le programme de Langlands
global qui prédit un lien entre représentations automorphes des groupes linéaires et
représentations galoisiennes. Rapoport et Zink ont introduit des analogues p-adiques
définis comme des espaces de modules de groupes p-divisibles munis de structures ad-
ditionnelles (J[RZ96]). La cohomologie ¢-adique (¢ # p) de ces espaces devrait fournir
I'incarnation locale des correspondances de Langlands, c¢’est le sujet de la conjecture de
Kottwitz [Rap94].

Selon la terminologie de [RZ96], les cas abordés jusqu’a présent sont tous de type
EL : le cas Lubin-Tate a été entiérement traité dans [Boyer99], [HT01] et [Boyer09|;
par dualité |Fal| [FGL| [SW17|, on obtient aussi le cas de Drinfeld et le cas EL général
est démontré par [Far04], [Shin].

Dans cet article on traite un cas PEL unitaire non ramifié simple basique ou une
donnée de Rapoport-Zink est un uplet Do, = (F},*,V,(-|-), G, it,b) auquel on associe
un groupe p-divisible muni de structures additionnelles. On suppose de plus

o [F,:Q,] =2d avec d impair,
o dimp, V = n impair et p = (1,7 —1),(0,n),---,(0,n).

Via la notion de structure de niveau, a Dg, est associée une tour d’espaces rigides
(M, )k, indexée par les sous groupes compacts ouverts de G(Q,). Le groupe J,(Q,)
des quasi-isogénies du groupe p-divisible avec structures additionnelles est, dans le cas
ol b est basique, une forme intérieure du groupe unitaire quasi-déployé p-adique G. La
tour (Mg, )k, est alors munie d'une action de J,(Q,) x G(Q,) et pour £ # p

HZ(M,@) = h_r{lHé(MKp,@z)
Kp
est une Q -représentation de G(Q,) x Jo(Q,) x Wg,, oit Wg, est le groupe de Weil du
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corps de définition E, de u'. Pour l'expliciter, on utilise les parameétres de Langlands
discrets ¢ : Wo, x SU(2) — *G.

Pour un tel ¢ on note II,(G(Q,)) (respectivement IL,(J,(Q,))) le paquet de re-
présentations de G(Q,) (respectivement de J,(Q,)) associé¢ (cf 2.2.18 et 2.2.27). Les
éléments de I1,(G(Q,)) sont en bijection avec ensemble Irr(S%, x) des caractéres de S%
dont le tiré en arriére via Z(GO@/Ep)) — - S% induit le caractére x (ou S, est
le centralisateur de ¢ dans G et y est le caractére de Z (GO @/En)) associé a G(Qy))-
Contrairement au cas EL, ces paquets ne sont pas en général des singletons ce qui sera
a la source des difficultés techniques nouvelles de cet article. Rappelons que ¢ est dit
cuspidal sil est trivial sur le facteur SU(2) auquel cas le paquet I1,(G(Q,)) ne contient
que des représentations supercuspidales (cf. 2.2.25).

D’aprés [Lang79|, & p1 est associé une représentation r, de G x WEg, et on note r,00g,
la représentation de S, x W, définie par la formule

(s,w) € Sy x Wg, = r,(s - p(w))

Conjecture. (Kottwitz) Fixons un L-parameétre ¢ cuspidal. Soit 7, ® 7, ® o une
représentation irréductible de G(Q,) x J,(Q,) x Wg, qui contribue de maniére non
triviale dans H;(M,Q,). Alors m, appartient au L-paquet IL,(G(Q,)) si et seulement
si 7, appartient au L-paquet I, (J,(Q))).

De plus la contribution (au signe prés) du L-paquet associé a ¢ est donnée par la
formule suivante :

Z 7T;®7T;;®HOIHS¢(TW;®7'7rp,7“MOQDEp)
(m5,7p) €L (G(Qp)) x 1o (Jp(Qp))

ou Tn! et 7, sont respectivement des représentations de S, correspondant & 7r1’0 et m, et
ot 7, signifie la représentation contragrédiente.

Remarque. Puisque n impair on a G(Q,) = J»(Q,).

Pour 7, une représentation irréductible supercuspidale de J,(Q,), on écrit

lim Homy, q,) (HZ(MKP,@A” - 1)), Wp)cusp - Z W;) ® Ufrpm/
™

p
p

ot 7, parcourt 'ensemble des classes d’équivalences de représentations supercuspidales

de G(Q,). On note également o, = U;‘;}r,.
T

Considérons un parameétre de Langlands cuspidal ¢ : Wo, — L@, La restriction
de ¢ sur Wg, se décompose en une somme des représentation irréductibles : pp, =
e @ @@, On adone S, = S = (Z/2Z)" (cf. 2.7). Parmi les 2"~! éléments
de Irr(Sﬁ,,X), il y a r éléments {7y, -+, 7.} (cf. 2.3.1) qui jouent un role privilégié. Le
théoréme suivant est alors une version explicite de la conjecture de Kottwitz dans le cas

considéré.

1. Le corps de définition du cocaractére p = (1,n —1),(0,n),---,(0,n) est F),.
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Théoréme A. Pour [F, : Q,] =2, n impair et g = (1,n — 1), soit ¢ un paramétre de
Langlands cuspidal et 7, € I1,(G(Q,)) 2. Alors pour 7, supercuspidale la représentation
ot est nulle dans chacun des cas suivant

B ign-1,
i) m, ¢ Iy (Jo(Qp))
iii) ?OUY Tp G}Hv(Jb(Qp)) = H@<G(Qp)) (puisque G(Qp) = Jb(Qp)) et 7r, - Trl, ¢

De plus pour 7, € IL,(J;(Q,)) et 7, “Tr, = Ti; ON A

. _n—1
O-Wpﬂré = (rm © 90?1) ® | : | z.
ot y; = (1,dimg* — 1) pour 1 <i <r.
Remarque. e Les représentations du groupe de Weil ci-dessus sont Frobenius

semi-simples.
e Pour chaque 1 < i <, ily a 277! couples (mp, m,) € I, (J,(Q,)) x I, (G(Qy))

_n—1
2 .

n
de sorte que 7, - Ty = 7; pour lesquels on a o, o = (ry ool @ -

o Iy ar2~" couples (m,, ) parmi (2"~')? couples pour lesquels Oryort, 7 O

Le principe de la démonstration repose sur 'étude des variétés de Shimura Sh/g
définies sur leur corps reflex ¥ = F ou F' est quadratique imaginaire et plus particulié-
rement sur la géométrie de la fibre spéciale en une place p inerte dans £ d’un modéle
Sh,p, ou O, est 'anneau des entiers de Ej,.

Dans un premier temps, on considére une variété de Shimura non compacte Sh

L[]
associée a un groupe algébrique G unitaire quasi-déployé en toutes les places finies avec

G(Q,) = G(Q,) et ou la signature associée est de la forme (1,n — 1).
D’aprés [Far04], on a une uniformisation du lieu basique de Sh par des Mg avec
une suite spectrale :

B = [ker(@.G)] 30 (l@Ext§b<@p> (Hﬁ(MK,,,@An—l)),Hp))®<Hp>

e A(I%) P
Moo=

dont ’aboutissement est
I%n Hp+q((Sh)‘}?(basic), 52")

Lorsqu’on considére la partie G(Q,)-supercuspidale, d’aprés [Man08|, [Shen|, [LS|
on a :

HP* ((Sh)(basic), Lp)pfcuw = HP* ((Sh), ﬁp)pfcué‘p

En outre lorsque I, est J,(Q,)-supercuspidale, on a :

Ext}, q,) (HI(Mk,, Q,(n —1)),11,) =0

2. On rappelle que ¢ étant cuspidal alors 7, est nécessairement supercuspidale

21



deés que @ > 0.
La suite spectrale ci-dessus dégénére donc

| ker' (Q, é)] Z (limHomJb(Qp) (H{ (M, Qu(n — 1)),Hp)cusp)®(l_[°°’p) (H(Sh, £,)),, cusp

HGA(I)
o=

Par un argument de globalisation, on en déduit que

Z Omp,my, = (Tp, o QOEP) = Z T'uq o gpl | |_nT_l (*)

mp€lly (Jp(Qp))

Dans le but d’identifier chacun des termes de la somme a gauche de (%) avec I'un des
termes dans la somme a droite, on devra considérer des formes automorphes provenant

d’un groupe endoscopique de G. Afin de mener & bien cette stratégie, on utilise la
formule de multiplicité pour les groupes unitaires [KMSW]| pour construire des formes
automorphes satisfaisant des propriétés particuliéres ainsi que les résultats de [Mol0]
pour obtenir des informations plus fines sur la cohomologie de variétés de Shimura.

Remarque. Un ingrédient important de la démonstration est le théoréme 7.2.2 de
|[Mo10] sur la composante isotypique dans la cohomologie d’intersection de variétés de
Shimura de type PEL unitaires non compactes sur un corps CM F. Dans cet article
Pauteur a supposé F't = Q et ¢’est la raison pour laquelle on suppose d = 1. Toutefois si
on disposait d’une formule analogue a [Mo10] 7.2.2, notre méthode permettrait d’obtenir
le théoréme précédent pour d quelconque.

Il est en revanche possible, en utilisant les variétés de type Kottwitz-Harris-Taylor,
de prouver la formule (x), cf. appendice 2.4, théoréme 2.4.2.

2.1 Données géométriques

2.1.1 Espaces de Rapoport-Zink d’aprés [RZ96]

Fixons un nombre premier p. Soit @p = Q“r FracW (FF,) le complété de 'extension
maximale non ramifiée de @, et o 'automorphisme de Frobenius géométrique de Qp /Q,.

Définition 2.1.1. Etant donné un groupe réductif G défini sur Q,, deuzx éléments by,
by sont dits o-conjugués s’il existe g € G(Q,) tel que by = gbag™?. On note B(G)
Vensemble de classes de o-conjugaisons dans G(Q,).

Remarque 2.1.2. D’aprés Kottwitz [Kot97| section 6.2, on s’intéressera dans la suite
a un sous ensemble B(G, 1) de B(G) associé a un cocaractére minuscule pi: G, 5 —
D

G@p (un cocaractére qui ne posséde que des poids 0 et 1). Il existe un ordre partiel sur

B(G, p).

22



Définition 2.1.3. Une donnée de Rapoport-Zink de type PEL unitaire non ramifiée
simple (F,,*,V, (-|-), GU, 1, b) consiste en la donnée :
- d’une extension F), de degré 2d de Q, non ramifiée munie d’une involution non
triviale *,
- d’un F,-espace vectoriel de dimension finie V,
- d’un produit hermitien symplectique (-|-) : V x V. — Q, pour lequel il existe un
réseau auto-dual A,

- d’une classe de conjugaison de cocaractere minuscule (i : Gm/@p — GU@p ou
GU est le groupe des similitudes unitaires associé.

- d’une classe de o-conjugaison b € B(GU, ). On suppose de plus que copu(z) = z
ot ¢ est le facteur de similitude. Avec ces hypotheses, un tel u est déterminé par
des Couple (p’l'7 qT)TE(I’H‘:D* ol (pT7 QT) = (qT*7p7'*) et ot P est un type CM p—adique

de F,)Q,.

A une telle donnée, on associe I'isocristal N = (V ®q, Qp, bo(Id® a)) muni d’une

action ¢ : O, — End(N) et une forme alternée non dégénérée (-|-) : N x N — Q,(n)
ot n = wal,(c(b)). Par la théorie de Dieudonné, Iisocristal N correspond a un groupe
p-divisible (X, ¢, A) défini sur F,, muni d’une action de Op, et d’une polarisation A.

Théoréme 2.1.4. Soit M le foncteur qui associe a chaque OQp schéma S sur lequel p
est localement nilpotent ’ensemble des couples (X, p) ot :

- X est un groupe p-divisible sur S munt d’une polarisation p-principale \x et
d’une action vx telles que 'involution de Rosati induite par Ax induit x sur Op,.

- Une quasi-isogénie Op, -linéaire p : X X g S —X X Spec(F,) S tel que p¥ o Ax op
est un Qp-multiple de Ax dans Homo, (X, X)) ®2 Q. (ici, S est la réduction
modulo p de S).

On demande également que (X, ix) satisfasse la condition de déterminant de Kott-
witz. Plus précisément, sous l'action de F),, on a une décomposition : Lie(X) = @_ Lie(X),
alors Lie(X), est localement libre de rang p,. Ce foncteur est alors représenté par un

schéma formel M(y, ) défini sur Spf(Og ).

Remarque 2.1.5. Dans [RZ96], les auteurs considérent également les espaces de Rapoport-
Zink de type EL. Les lecteurs intéressés pourront consulter loc. cit. pour plus de détails.

Notation 2.1.6. On pose Cy = {g € G(Q,) | gA = A}, le sous groupe compact
maximal de G(Q,).

Afin d’introduire les structures de niveaux usuelles comme dans le cas GL(2) on
travaille avec les espaces rigides M4 de M sur Q,.

Définition 2.1.7. Soit T/ M™ le systéeme local défini par le module de Tate p-adique de
groupe p-divisible universel sur M. Pour K C Cy on définit Mg comme le revétement
étale de M™ qui classifie les Op, trivialisations modulo K de T par A. Dans le cas
PEL on demande de plus que les trivialisations préservent la forme alternée a Q, pres.
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On a M = Mg,. D’autre part il y a une tour (Mg, )k, d’espaces analytiques sur
@p munis de morphismes de transitions étales finis pour KII, CK,:

(I)K;,qu: MK; — ./\/le

d’oubli de la structure de niveau. Le morphisme ® s ;- est galoisien de groupe de Galois
P
K,/K, si K, est normal dans K,,.

Proposition 2.1.8. La dimension di, de Mg, est donnée par la formule dx, =
% ZTEIF qu’T'

Définition 2.1.9. Soit J(Q,) le groupe des Op,-linéaires quasi-isogénies g de X tel que
Ao g est une Q*-multiple de g¥ o X\. Le groupe J(Q,) agit a gauche sur M (dans le cas
EL et PEL) par la formule

VQEJ(@:D) V(X,,O)E M (X,p)-g:(X,pog_l).

Définition 2.1.10. Une donnée de Rapoport-Zink non ramifiée simple (F,,*,V, (-|-), G, i, b)
est basique si le groupe J(Q,) associé est une forme intérieure de G. La donnée ci-dessus

est basique si et seulement si b est [’élément minimal dans B(G, ). Dans ce cas, on dit
également que b est basique.

Soit £ # p un nombre premier.

Notation 2.1.11. Soit K, C Cj un niveau. On pose :

H (Mg, Qi) == I%H lim H(V ®, Cp, Z/("Z) © Qy

ou V parcourt les ouverts relativement compacts de My, .

Le groupe J,(Q,) agit sur M, et cette action s’étend a My, de sorte que J,(Q,)
agit sur les H?(Mg,, Q). On peut aussi définir une action du groupe de Weil W, sur
ces groupes de cohomologie grace a la donnée de descente de Rapoport-Zink définie
comme suit.

Soit o, : Q, = Q, l'automorphisme de Frobenius relatif au corps de définition E,
de 1 (o0 Q, = E]?) On note G5, le morphisme de Frobenius induit sur F,. Pour X un
groupe p-divisible défini sur Fp, on note fg, : X — E*EPX le morphisme de Frobenius
relatif. On construit un isomorphisme de foncteur : a : M — o M comme suit.

Pour S un OQP schéma sur lequel p est nilpotent ainsi qu’un point (X, p) € M(S5),
le point (X, p%) associ¢ dans oj; M(S) est défini de la maniére suivante :

- X% := X avec laction de txo := 1x (et avec la polarisation Ay« := Ax dans le
cas PEL)

- p% = poFb?pl.
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L’isomorphisme de foncteurs o : M — op M est la donnée de descente de
Rapoport-Zink associée & M. Etant donné que la donnée de descente commute a ’ac-
tion de J,(Q,), les groupes H?(Mp,, Q) est muni d’'une action de J,(Q,) x Wg,. De
plus, lorsque K, varie, le systeme (H?(Mg,,Q;))k, est muni d’'une action de G(Q,) x
Jb(Qp) X WEP‘

Proposition 2.1.12. ([Man08] theorem 8) Soit p une représentation (-adique admis-
sible de J,(Q,).
- Les groupes

HA (M), = lim Ext] o) (H (M, Qe(dk)), p)

sont nuls pour presque tous 1,7 > 0.

- Les représentations H™ (M), sont admissibles.

2.1.2 Variétés de Shimura de type PEL unitaire

On considére la donnée de Shimura de type PEL simple suivante : D = (F, B, V., {(-|-),G,A, h)
ou :
- F est un corps C'M non ramifié au dessus de p.

- B est une algébre semi simple sur F', déployée en toute les places de F' au dessus
de p.
- * est une involution positive sur B : Vb € B tr(bb*) > 0.

- (V, <|)) est un B-module hermitien on (-|-) est une Q-forme alternée telle que
(xv,w) = (v, z*w) pour tous v,w € V et x € B.

- G est le groupe algébrique défini sur Q par
G(R) = {g € GLpayr(V ®q R)|(gv, gw) = c(g){v, w); c(g) € R*}

On suppose de plus que G est isomorphe au groupe des similitudes unitaires de
signature (1,n — 1),(0,n),---,(0,n) ot n = [B : F]"*rggV.

- A est un Op, réseau Op-invariant dans V ®q Q, tel que la forme (-|-) induit une
Z, forme non dégénérée sur A. On pose également Cy = Stabg(g,)(A) = {g €

G(Qy) | gA = A}

- Enfin, h est un morphisme de groupes algébriques
h: RGSC/R(Gm,(c) — GR.

On lui associe un morphisme

h
tr s Gc — H Gmc = (ReS(C/R(Gm,(C)>C — Gc
Gal(C/R)

qui définit une Q-structure de Hodge V = V5 & V.
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Notation 2.1.13. Soit E' le corps reflex de cette donnée de type PEL, c-a-d le corps
de définition de la classe de conjugaison de up. Lorsque n > 2 on a F' = F.

Fixons ® € Hom(E,C) un type CM de E. Chaque élément 7 € & fournit un
plongement v o7 : E < Q,. Soient (w;)icr, (w;);es les places de E divisant p associées
a tous ces plongements et ou on suppose que Vi € I w; # wy et Vj € J w; = w§. On a
alors :

- Go, ~ [Lic; GLn(Ew,) x G (Hje] G’U(ij,n)) ou G devant le produit signifie

que l'on prend le sous-groupe du produit formé des uplets ayant le méme facteur
de similitude.

- B, =TI, (Ma(Fu) X Ma( By, )% % T1; Ma(Eu,)
L’équivalence de Morita permet de supposer qu’en chaque place on est dans I'un des
cas suivant :
1. Cas EL
- By, = By, X Ey,, Opy, =Or,, x Op,, et (v,y)" = (y,2).
- Vo, = Vi ®V;Y ou V}¥ est V'espace dual de V;.
- (2@, 2" @ ¢) = ¢ (x) — o(a).
Remarque 2.1.14. Pour chaque b € B(GL,(E,,), ,u@p), on obtient une donnée
de Rapoport-Zink simple de type FL de la forme {E,,, *, V;, 1y, b}.
2. Cas PEL

- Bg, = Ey, et I'involution x est o
Ey,.

- V est un E, espace vectoriel de dimension n.

[Ew;/®)/2 16 morphisme de Frobenius o de

- Dans une base convenable de V, la forme (-|-) est donnée par la formule :

VXY EV (XY)=Tr, q,@X"JY)

ott a € By, est tel que o(a) = —a, et
_( 0 Inp
= ( Lnjz 0 )
si n est pair et
0 0 Tn—1)/2
J = 0 1 0
Igp-ny2 0 0

si n est impair.
Remarque 2.1.15. Pour chaque b € B(GU(E,,, n), ,u@p), on obtient une donnée
de Rapoport-Zink simple de type PEL de la forme {E,, , %, V, (:|-), 1, b}.

J
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Soient K un sous-groupe compact ouvert suffisamment petit de G(Ay) et Shi le
foncteur qui associe a chaque F-schéma S 'ensemble des quadruplets (A, A, ¢, &) ol

- A est un S-schéma abélien a isogénie prés.

- X est une polarisation Q* homogéne de A.

t: B — End(A)g est un morphisme d’algébres tel que * correspond a I'involu-
tion de Rosati associée a .

- R :V®A; — Hi(A, Af) est un morphisme de B ® Ag-module symplectique
définissant une structure de niveau K sur le module de Tate de A.

On suppose de plus la condition suivante :

Vb € Bdet(b, Lie(A)) = det(b, Vp)

Théoréme 2.1.16. Le foncteur (Shy) est représenté par une variété quasi-projective
lisse définie sur F'. De plus la tour de variétés (Shy )k est munie d’une action de G(Ay)
par action sur la structure de niveau.

Maintenant on s’intéresse aux modéles entiers de variétés de Shimura.
Considérons un sous groupe compact ouvert K? de G(A?). Soit Sk» le foncteur qui

N

associe a un Op, -schéma S, I'ensemble des couples (A4, A, ¢, %), ot :
- A est une variété abélienne sur S de dimension n.

A est une Q* classe d’une polarisation p-principale.

-1 : Op — End(A) ®z Z,) tel que linvolution de Rosati définie par A sur
End(A) ®z Z) induit Pinvolution * sur £. On suppose de plus que A satisfait
la condition de signature de Kottwitz.

- R Hi(A,AY) — V ®g Al est une K? structure de niveau.

Théoréme 2.1.17. ([Kot92] sec.5) Le probléme de module Sk» est représenté par un
Og, schéma lisse, quasi-projectif. Le groupe G(A%) opére sur la tour (Sk»)x» par action
sur la structure de niveau.

Soit Cy = Stabg(q,)(A) le sous-groupe compact hyperspécial associé. 1l y a alors des
isomorphismes compatibles pour KP variant :

SK;D ®0Ep Ep l> ShCOKp ®EEp

Supposons que la variété de Shimura est compacte. On rappelle quelques construc-
tions de modéles entiers de variétés de Shimura avec niveau en p (cf [Man05] section
6).

Pour K? C G(A?), on définit pour tout m > 0

K?(m) = K? x Vi, C G(Ay)

o Vi, = {9 € G(Qy) | g(A) = A, c(g) € Z; gia = 1modp™A}. On remarque Vy =
G (Zy)-
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Lorsque K? et m varient, les K?(m) forment un systéme direct de sous groupes com-
pacts ouverts suffisamment petits de G(Ay), cofinal au systéme de tous les sous groupes
compacts ouverts. Pour tout niveau K?, d’apres 2.1.17, on dispose d'un Op, schéma
Skr(o) classifiant les variétés abéliennes avec structures additionnelles. Soit G := A[p™]
le groupe p-divisible muni de structures additionnelles associé a la variété abélienne
universelle de Sk (o). Pour m > 0, on définit le foncteur Sgr () qui associe a un Sk ()-
schéma T I’ensemble de morphismes de groupes

a:p AN — GIp"|(T)

satisfaisant les conditions
- {a(z)|x € p™A/A} est un « full set of sections » de G[p™|r/T,
- « est OBQp—équivariant,

- arenvoie (-|-) sur 'accouplement de Weil de G[p™|(T'), & un facteur dans (Z/p™7Z)*
pres.

Théoréme 2.1.18. ([Man05] proposition 15) Le foncteur Skrm) est représentable par
un Skr(0)-schéma fini.

Lorsque K? et m varient, les schémas Sk»r(,,) forment un systéme projectif muni
d'une action de G(A%) x Vo C G(Ay). En général, on ne peut pas étendre cette action
en une action de G(Ay), faute de bon modéles entiers en p. Afin de contourner cette
difficulté, Mantovan considére une classe plus grande de modéles entiers de variétés de

Shimura telle que l'action de G(A’;) x Vy s’étends en une action d’un sous-monoide
G(Ap)*t verifiant G(Af) = (G(Af)T, p).

Remarque 2.1.19. Dans le cas ou la variété de Shimura n’est plus compacte, les mo-
déles entiers avec niveaux en p existent encore grace au travail de Kai Wen Lan et
Benoit Stroh. Pour K un niveau, pas forcément maximal en p, il existe un modéle en-
tier S — Spec(Op,) comme dans le cas (Nm) de 2.1 de [LS] (consulter également
section 6 de |Lan]). Lorsque le niveau K varie, les schémas Sk forment un systéme
projectif muni d’une action de G(Ay). (consulter LS| page 33-34 pour plus de détails).

A toute Q, représentation algébrique irréductible de dimension finie & de G, on
associe, cf [HT01] p.96, un systéme local L, sur la tour de variétés de Shimura (Shg) k.
En particulier, lorsque £ = 1, on retrouve le systéme local @p.

Nous allons utiliser la stratification de Newton afin de calculer la cohomologie de la
variété de Shimura. Nous ne considérons que la signature yp = (1,n—1), (0,n),---, (0, n).
Dans ce cas, B(G, ) = {bo, b1, bz} et de plus byn) < --- < by ot by est I'unique
classe basique. Rappelons que 1'on associe a p un polygone de Hodge et a chaque b €
B(G, 1) un polygone de Newton, en particulier le polygone de Newton correspondant a
bz coincide avec le polygone de Hodge. Remarquons que tous les polygones de Newton
non basiques touchent le polygone de Hodge en dehors des points extrémauz. On a un
diagramme des polygones avec n = 5.
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by — basique

[ N N N N R R A I
l R T T T S Y I o
[ S AR —
l 0 & ———+— by — polygone de Hodge
e R e e R LS (R 55 SE e
l N A gt T

[ T S PP S N [ T T B S |
l o T Ay
R e e Ll B el B e B TR
0 A
L 1 & 1 1 1 1 1 1 1 1 J

Ay

Notation 2.1.20. Pour tout entier ¢ > 0 on notera

Hi(Sh, £¢) = lin H!(Shy x5, Ep, Le).

C’est un Qg-espace vectoriel muni d’une action linéaire de G(A;) x Wg,. En notant ¥,
le foncteur cycles proches on a

H;(Sh, R, (Le)) := lim, H'RTo(Sko(my, R, (Le)).

KP.m
Pour b € B(G, i) on notera
H(SR(b), R, (Le)) = lim, H'RL,(Sicomy (5). RV (L) g, )

KP.m

Théoréme 2.1.21. ([Man05], [Man11], [LS]) On a une suite spectrale G(Ay) x Wg, -
équivariante

EP? = H(Sh(b,), R, (Le)) = HET(Sh, Le).
Remarque 2.1.22. On ne suppose pas que la variété de Shimura soit compacte.

Démonstration. La stratification de Newton de la fibre spéciale de variété de Shimura
induit une suite spectrale G(Ay) x Wg, -équivariante ([Man05], [Man11]) :

E{Lq = Herq(ﬁ(bp)a R\I/n(ﬁﬁ)) — H(;:)Jrq(%a R\I/n<£5))-
Or on a un isomorphisme G(Af) x Wg -équivariante suivante
RT'.(Sh, £¢) ~ RT.(Sh, RV, (L)).

Lorsque la variété de Shimura est compacte, cela est un fait standard concernant la
théorie de cycles proches; lorsque la variété de Shimura n’est plus compacte, cela est le
corollaire 5.20 de [LS].

Finalement on a une suite spectrale G(Ay) x Wg -équivariante :

EP? = H(Sh(b,), R, (Le)) = H™(Sh, Le).
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Théoréme 2.1.23. [Man05], [Man08], [Man11] [LS], [Shen]. On suppose que b est
une strate non basique telle que son polygone de Newton touche son polygone de Hodge
a un point de rupture du polygone de Newton en dehors des points extrémauzx. Alors
les groupes de cohomologie H'(Sh(b), R, (L¢)) ne contiennent pas de représentation
automorphe dont la composante en p est une représentation supercuspidale de G(Q,).

Remarque 2.1.24. Tout d’abord on exprime la cohomologie de la strate b en fonction
de celle de la variété d’'Igusa et de I’espace de Rapoport-Zink associé :

> (F1)TH(Sh(b), RY,(Le)) = Y (~1)PF i Ext]) g, (H(Mxk, Qi(Dk)), He (I9(b))).

7 D,S,T

Lorsque la variété de Shimura est compacte, cette formule est démontrée dans
[Man05] et [Manll]. Lorsque la variété de Shimura n’est pas compacte, la formule
est le théoréme 6.26 de [LS].

La deuxiéme étape consiste a montrer que les représentations

1%1 Extl) o, (Mg, Qu(Dk)), H; (19(b)))

sont des induites paraboliques ([Shen|, [Man08]).

Définition 2.1.25. Pour H un groupe réductif p-adique et V un H-module. On définit
la partie supercuspidale de V' par la formule Vs, = @, e -V ou e parcourt les idem-
potents du centre de Bernstein de H associés auz classes d’équivalences inertielles des
représentations supercuspidales de H.

Dans la suite, on notera H:(Sh(bg), RV, (Le))p—cusp €t H(Sh, Le)pcusp poOUr les par-
ties G(Q,)-supercuspidales de la cohomologie.

Corollaire 2.1.26. [Man08|, [Shen|, [LS] On a des isomorphismes :
H(Sh(bo), RY(Le))p—cusp = H(Sh, Le)p—cusy

ou by désigne la classe basique.

2.1.3 Uniformisation rigide

Soit Skr = Sk» X Spec(Op,) F,2 la fibre spéciale de Sk». Le schéma Ske est alors
stratifié par le polygone de Newton de cristal muni de structures additionnelles. Plus
précisément, pour chaque point z = (A, Ao, to,7,) dans Sk»(F,), on note (X,, 1, \) le
groupe p-divisible muni d’une action de O et d’une polarisation p-principale, associé
a x ainsi que (N,, ¢, (+|-)) lisocristal associé. Si b € B(Gg,, tig,) on pose alors :

Sir(b) = {z € Sgn(Fp)|(Nay 1, () = (Vo, ®g, Qb @ 0,1, ()}

On a la stratification :

§Kp — H g[{p(b)

beB(GQp HQp )
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et siy € B(Gg,, 1o,) est fixé alors Hng(b) est un fermé dans Sk».
b<y

Soient maintenant y = (4,, A, Ly,7,) un point géométrique dans la strate basique
(cf 2.1.10) ainsi que (X, ¢, A) le groupe p-divisible muni d’une action de Of et d’une
polarisation p-principale associé.

Nous notons M le probléme de module associé au groupe p-divisible (X, ¢, \). Par
définition, le groupe J(Q,) := J;,(Q,) agit & gauche sur M.

On pose ¢ la classe d’isogénie du triplet (A,, A, ¢,) et 19 = Aut(A,, N\, ¢,) le
groupe réductif sur Q associé. Le groupe I9(Q) agit par quasi-isogénies sur le groupe
p-divisible (A,[p>],\,¢), ce qui donne une injection I?(Q) < J(Q,), en particulier,
1?(Q) agit sur M. De plus, I'action de I?(Q) sur le module de Tate H,(A,, A}) donne
une injection [9(Q) — G(A%).

A ¢ est associé 'ensemble S(¢)(F,) = {z € S(b)(F,)| la classe d'isognie de (A., ., ) €
¢}. On peut munir S(4)(F,) d’une structure de sous schéma fermé réduit.

Théoréme 2.1.27. (6.23 de [RZ96]) 1l y a une uniformisation de schémas formels sur
Spf(OQP) ~
1°(Q) \ (M x G(AI})/KP) = (Sk» ®op, O@p)/§(¢)
Lorsque KP varie les différents isomorphismes d’uniformisation sont compatibles et
commutent & l'action de G(Ay).

En suivant |Far04], on travaille avec les espaces rigides dés qu’on n’est plus en niveau
maximal. Pour chaque K? C G(A%) on note :

- Sy le complété p-adique du schéma Sk» ®0p, (’)@p ainsi que (Sg,)" Pespace
analytique associé.

- Sh¢} i» Uespace analytique sur @p associée & la variété algébrique She, ke ®@p.

Définition 2.1.28. Nous noterons Shiy e, (¢) = ((SKp)?S(

schéma formel complété de S le long de S(¢).
Si K, C Cy, K = K,K? nous noterons Shy'(¢) = @5§KP7K(Sh%2Kp(¢)) un ouvert
analytique de (Shg )™ ot Ocy ke i st le morphisme de changement de niveau.

¢))‘m la fibre générique du

Théoréme 2.1.29. Pour K = K,K? variant il y a des isomorphismes compatibles
d’espaces analytiques sur Q, :

I?(Q) \ (Mg, x G(A})/K?) = Sh(¢).
Remarquons que la variété de Shimura n’est pas nécessairement compacte.

Soit comme précédemment b la classe basique dans B(G,, ,u@). Rappelons les faits
suivants (cf [RZ96], (6.34)) :

- Pensemble {¢ | b(¢) = by} est fini,

- Vo tel que b(¢) = by, I? est une forme intérieure de G, plus précisément
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- ]¢(Qp) = Jb(@p) et VI 7& p on a I¢<@g) = G(Qg),
- I?(R) est la forme intérieure compacte modulo le centre de G(R).
Notons A(I?) I'espace des représentations automorphes de I (on tient compte des

multiplicités) ainsi que Ag’ 'espace des formes automorphes sur ¢ de type 5’ a infini
au sens ou

A? = H0m1¢(R) (5/7 A(I¢))

ot & : I*(R) — I%(C) = G(C) & GL(V).
Supposons maintenant £ est irréductible. Le groupe de Lie I?(R) étant anisotrope
modulo son centre, pour un sous groupe compact ouvert K? de G(AIJZ) on a

= P m,e@m~

e A 1¢)
Moo =E

Théoréme 2.1.30. [Far04] Il 'y a une suite spectrale G(Ay) x Wg, équivariante
B = k@) Y (1t o, (M, QDNTL)) w0 (1)

MEA(I?) p—cusp
Hoozf

dont laboutissement est (H?*9(Sh, L¢))
de Shimura.

et ou D signifie la dimension de la variété
p—cusp

Démonstration. Tout d’abord on a un isomorphisme pour tous p et ¢ ([Far04] page 75)

Bxth o, (2 (Mg, @), (A9)) = D0 Bxtf o\ (HE (Mg, Qy), Th) @ (1)
HeA(m
Moo =€

D’aprés le corollaire 4.3.15 de [Far04] on a la suite spectrale G(Af) x Wy, équivariante
By = e (@O Y (imBxt] g, (H(Mi, @D).IL) ) & 1P)
e A(I?)
Hoo=¢
dont I'aboutissement est lii_rén HPT(Shi (bo), LE).

D’autre part la strate basique est propre, en utilisant la proposition 6.9.4 de |Far04]
on a une égalité de groupes de cohomologies

i HP*9(Shig (). £5") = lim HE1(Ss(b). RV (L)) = HE(Sh(bo). Le).

Or le corollaire 2.1.26 donne une égalité H?t9(Sh(by), Le)p—cusp = HPTI(Sh, Le)p—cusp-
On en déduit alors la suite spectrale voulue. O
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2.2 Classification des représentations automorphes pour
les groupes unitaires

Le but de cette section est de rappeler, dans le cas des groupes unitaires, les for-
mules de multiplicités locales et globales dans [KMSW] et [Mok]|, c.f. les théorémes
2.2.18 et 2.2.22. Nous nous intéresserons aux paquets cuspidaux lesquels sont classifiés
dans [Moe]. Notons que pour passer des groupes unitaires aux groupes des similitudes
unitaires, on devra supposer que n est impair. Le résultat nouveau de cette section est la
proposition 2.2.29 qui sera utilisée dans la preuve du théoréme principal dans la section
2.3.

2.2.1 Groupes unitaires et leurs formes intérieures

Soit F un corps local ou global de caractéristique 0 et F une cloture algébrique. On
note I le groupe de Galois de F'/F. On se donne un groupe réductif G défini sur F.

Une forme intérieure de G est un groupe réductif 7 défini sur F muni d’un
isomorphisme o : Gx F — G x F tel que pour tout ¢ € I', 'automorphisme o~ 'o(9) =
0 tocopoo! est intérieur. L’application o — o 'o (o) établit un isomorphisme entre
'ensemble de classes d’isomorphismes des formes intérieures de G' avec H' (T, G,q) ol
Ga =G/ Z.

Soit E//F une extension quadratique de corps, notons Ug/r(n) le groupe unitaire
quasi-déployé en n variables associé. On a :

- Lorsque F est un corps p-adique alors H (I, Ug/p(n)ea) = Z/0Z ot § = 1 sin
impair et 6 = 2 si n pair

- Lorsque F = R alors H(T, Ug/p(n)ad) = {{p,q}|0 <pg<n, pt+q= n}

Une forme intérieure pure est un couple (9,z) : G — Gy ou p : G — G
est une forme intérieure et z est un cocycle dans Z1(T', G) tels que oo (o) = Ad(2,).
L’application (g, z) — z établit alors une bijection entre I’ensemble des classes d’iso-
morphismes de formes intérieures pures avec H'(T', G).

On aura besoin de la notion forme intérieure étendue, pourtant sa définition
est technique. On donne donc seulement une description explicite dans le cas qui nous
intéresse. En fait, dans [Kotl4], Kottwitz a construit un ensemble B(F,G) pour F
un corps local ou global ainsi qu'un sous ensemble B(F,G),s contenant des éléments
basiques. Les classes d’isomorphisme des formes intérieures étendues de G sont
en bijection avec B(F,G)ps ([KMSW]| page 16, ligne 23). Par la suite, on essaie de
caractériser B(F, G)ps.

Pour F' est un corps local il y a une application canonique :

ke B(F, Gy — X*(Z(G)F) (2.1)

qui est une bijection si F' est un corps p-adique.
Lorsque F' est un corps global, pour chaque place v de F, il y a un morphisme de
localisation B(F,G) — B(F,,G) qui préserve le caractére d’étre basique.
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Si Ion choisit une place de F sur chaque place de F, les morphismes de localisation
donnent un morphisme :

B(F,G)ps — [ [ B(Fo, G)is (2.2)

ou [ désigne 'ensemble des éléments dans le produit direct dont les composantes a
presque toutes les places v sont égales & ’élément neutre de B(F),, G)ps. On peut montrer
que le noyau de (2.2) est en bijection avec ker' (F, G). De plus, I'image de (2.2) est égale
au noyau de la composition suivante :

[ B(F. G 25 @ X (2(G)) = X*(2(6)") (2.3

Exemple 2.2.1. ([JKMSW]| sec. 0.3.3) Formes intérieures étendues de groupes
unitaires -
Pour Ug,/p(n) un groupe unitaire en n variables on a : X*(Z(Ug/r(n))") ~ Z/2Z.
On suppose tout d’abord que F soit un corps local et dans ce cas-1a on a une bijection

H'(T,Ug/r(n)) — B(F,Ug/r(n))ps.
e Lorsque F est p-adique on a :

e Lorsque F =R, on a H'(T,Uc/r(n)) = {(p,q)|0 < p,g < n, p+q = n} et
HY(T',Uc/r(n)aq) est le quotient de cet ensemble par la relation (p,q) ~ (g,p).
Le morphisme (2.1) est donné par H'(I', Uc/r(n)) — Z/2Z, (p,q) ([5] +

q) mod 2.

De plus pour le groupe linéaire général, application (2.1) devient un isomorphisme
B(F,GL,)y = Z.

Pour E un corps de nombres CM dont F' est le sous corps totalement réel, on peut
donc montrer que (2.2) est injectif ((KMSW], page 18 ligne 2). L’ensemble B(F, Ug,/p(n))s
s’identifie avec le noyau de (2.3). D’aprés la discussion pour les groupes linéaires et uni-
taires locaux, on a la description suivante.

Pour chaque place v de F', on note =, la classe d’isomorphismes des formes intérieures
étendues de UE/F(n) dont a, 'invariance. On a alors a, € 7Z si v est finie et décomposée ;
a, € Z/27 si v est finie et inerte; a, € Z/27 si v est réelle.

Proposition 2.2.2. ([KMSW] section 0.53.8) La collection (Z,), est dans l'image de
(2.2), i.e la localisation d’une forme intérieure étendue globale si et seulement si a, =0
pour presque tout v el la somme des images de a, mod 2 est égale a 0 mod 2.
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2.2.2 Formalisme des paramétres

On commence par considérer le cas d’un corps local F'. Considérons le groupe de
Langlands local Lp := Wp si F' est archimédien et Wr x SU(2) dans le cas non archi-
médien. On pose également “G = G % Wpr comme un groupe topologique ot G est le
groupe dual de Langlands de G.

Définition 2.2.3. Un L-paramétre local pour un groupe réductif connexe G défini sur
F est un morphisme continu ¢ : Ly — YG qui commute avec les projections cano-
niques de Lp et Y'G sur Wy tel que ¢ envoie les éléments semisimples sur des éléments
semisimples.

Deux L-paramétres sont équivalents s’ils sont conjugués par un élément de G. On
note ®(G) 'ensemble des classes d’équivalences de L-paramétres.

Notation 2.2.4. Soit ¢ € ®(G) un L-paramétre.
- ¢ est borné si son image dans L@ se projette dans un sous ensemble relativement
compact de G.
- ¢ est discret (ou carré intégrable) si son image n’est contenu dans aucun sous
groupe parabolique propre de “G.

On pose Ppaq(G) (resp. <I>2(G)) comme sous ensemble des L-paramétres bornés
(resp. discrets). On considérera aussi U'ensemble ®g paq = Ppaa(G) N P2(G). On note
iemp(G) (reps. II5(G)) 'ensemble des représentations tempérées (resp. essentiellement
de carré intégrable) de G(F'). De maniére similaire on pose I semp := I2(G) N iemp(G)
I’ensemble des représentations de carré intégrable.

On aura besoin de la notion de A-paramétres qui joueront le role des composantes
locales dans la classification globale.

Définition 2.2.5. Un A-parameétre local pour un groupe réductif connexe G défini sur
F est un morphisme continu v : Lp x SU(2) — “G tel que l'image de 1|, est un
L-parameétre borné.

Comme pour les L-paramétres, la condition d’équivalence entre des A-parameétres
est définie par G-conjugaison. On note W(G) 'ensemble des classes d’équivalences de
A-paramétres. On note également ’ensemble U (G) des classes d’équivalences de mor-
phismes continues ¢) comme ci-avant mais ot 9|, n’est pas nécessairement borné. Un
A-paramétre ¢ (ou ¢ € UF(G)) est générique si ¥|gp (o) est triviale.

Donnons une description plus en détails de ces notions pour G = GL(n). Afin d’allé-
ger les notations, on notera ®(n) := ®(GL(n)), ll(n) := II(GL(n)) et de méme pour les
autres ensembles des représentations. On posera Pgp,(n) := Po(n). La correspondance
de Langlands locale peut s’écrire de maniére informelle comme suit.

Théoréme 2.2.6. [Lang] [HTO01], [Hen00] Il y a une unique bijection <arithmétiques
¢ — 7 de ®(n) dans II(n) dite de Langlands locale qui respecte en particulier les sous
ensembles suivants

Pgimpaa(n)  C  DPpaa(n) C  P(n)

H2:t€mp(n) C Htemp(n) C H(TL)
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Remarque 2.2.7. «arithmétique» signifie respecter facteurs L et € de pairs.

Pour les groupes unitaires, les L-paramétres et A-paramétres dans le cas quasi dé-
ployé Ug,p(n) sont reliés & ceux de groupe G'L(n) via un morphisme de changement de
base.

Soit k € {1} et choisit x, € Z. On a un morphisme de changement de base (cf
[Mok] p.9) :

Mr - LUE/F(Tl) — LGE/F(TL) (24)

ot Gg/p(n) = Resg/p(GLg(n)).
On obtient donc une application :

N * P(Ugyp(n)) — ®(Gp/r(n)) = Pp(n)
¢ — My © @

et de méme pour les A-paramétres

N * Y(Ug/r(n)) — V(Gg/r(n)) = Yp(n)
Y > 1y, © .

Pour ¢ € ®(Ug/r(n)), le L-paramétre dans ®g(n) qui correspond a 7, o ¢ est
OlLs @ Xx- En particulier, si & = 1 et x, = 1 alors n,, o ¢ est juste la restriction de ¢
sur Lg.

Les applications 7,, . ci-dessus sont injectives, on cherche a décrire I'images de
ces applications. Soit ¢ un morphisme dans W relevant le morphisme non trivial de
Gal(E/F). Il y a une inclusion Wr < L et on peut faire agir ¢ sur Ly par conjugaison.
On définit p°(g) := p(cgc™) et de plus on pose p* := (p¢)" pour toute représentation
p: Ly — GL(?”L,(C)

Définition 2.2.8. Un paramétre ) € Vg(n) est appelé conjugué auto-dual si 1 = p*.
Les ensembles des paramétres conjugués auto-duaux dans ®g(n) et Vp(n) sont notés
bp(n) et Yi(n) respectivement.

Désormais nous notons simplement ®(n) au lieu de ®r(n) (et pour les autres en-
sembles de paramétres) lorsque le contexte est clair.

Définition 2.2.9. Un parametre auto-dual p est de parité n ot n = £1 sl existe une
forme bilinéaire non dégénérée B(-|-) sur V de sorte que B{p°(g)x, p(g)y) = B{z,y) et
que B{z,y) = nB{y, p(c*)z).

Il est clair que I'image des applications 7, . consistent en des paramétres conjugués
auto-duaux.

Proposition 2.2.10. ([KMSW] lemme 1.2.5) Les applications 1, . induisent une
bijection entre la pré image de @y (n) (resp. sur Vg,(n)) et ’ensemble des paramétres
conjugués aulo-duauz avec parité (—1)" 'k dans @gm(n) (resp. dans Uy, (n)).
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Notation 2.2.11. On pose P (Up/p(n)) = n;:*(q)sim(n)) (resp.\Ifsim(UE/F(n)) =
n;j*(\llsim(n))>, Iensemble des L-paramétres simples (resp. Iensemble des A-paramétres

simples) .

Pour chaque A-paramétre ¢» € U (G) on définit des groupes centralisateurs comme
ci-dessous, qui jouent un réle important dans la classification locale et globale :

Sy := Cent(Im, G), Sy = Sw/Z(CA?)F, Sy = mo(Sy),

gw = WO(Ew), S;}ad = (Sw N ader>0, SE} = Sw/Ser}ad.

On va maintenant donner une description explicite du centralisateur S, pour ¥ €
Ut (Ug/r(n)). Posons ¢ :=n,, (1) qui s’écrivent sous forme

Pr= | Pl o | @ Ll e @)

i€lyn JEJyn

On voit alors que :

Sy =[] ot I] Set:.C) [] GL;.C)

i€l i€l JEJyn

ou i € Iy» appartient a ];rn si la parité de 9); est égale a k(—1)""1 et a I, sinon.
D’autre part le groupe Z(G)" = {1} est envoyé diagonalement dans le membre de
droite ci-dessus de sorte que :

_ ‘IJFH‘ ), + .
de ~ Si ~ (Z/QZ)'II}L‘ ot Sw ~ (Z/QZ)I;b 1 Vi € [1/)" 2‘[17
()22 Fen 1= sinon.
Dans le cas ot FF = R, E = C, Lc = W = C*, rappelons la description des
paramétres discrets. Comme précédemment on a un morphisme de changement de base

M.+ “Uc/r(n) — "Geym(n) (2.5)

via lequel on associe a ¢ € ®(Ug/r(n)) un parametre ¢" = n,,.¢ : Lc — GL,(C).
Soit ¢ € ®o(Ur/c(n)) alors ¢" s’écrit sous la forme ¢™ =9, @ - - ® 1, ol les 7; sont
des caractéres auto duaux deux a deux disjoints de C*. En général, un tel caractére est
de la forme 7 : z — (2/2)* avec a € 3Z. Si n;(z) = (2/Z)* alors on introduit le n-tuple
pgn = (a1,---a,) appelé le caractére infinitésimal de ¢™. Si x.(2) = (2/Z)¢ alors le
caractére infinitésimal de ¢ est donné par la formule 1 := (by,---b,) o b; = a; — c.

Définition 2.2.12. Notons d(ues) = min{min,;(;), min,;(|b; — b;|)} et de méme pour
pgn. Le caractére infinitésimal de ¢ est suffisamment régulier si d(ps) > 0.
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Supposons désormais que F' est un corps de nombres et E une extension quadra-
tique de F'. On va définir de maniére formelle les notions de L-paramétre pour le groupe
unitaire quasi déployé Ug,p(n) en partant des représentations cuspidales des groupes
linéaires généraux.

On commence par définir Wy, im(n) comme 'ensemble des produits tensoriels for-
mels 7 X v on 7 est une représentation automorphe cuspidale de GL,,(Ag) et v une
représentation algébrique de SLy(C) de dimension d et on demande de plus que n = m-d.
Plus généralement on définit Wy,(n) comme I'ensemble des objets sous forme d’une
somme directe formelle non ordonnée

T=L(mXuv)B- - Bl (r Xy,)

ol [; > 1 est un entier, les m; X v; € Wy gm(n;) sont deux a deux distincts et n =
ll'n1+"'+lr'nr-

Un paramétre global sera dit générique si pour tous facteurs simples m; Xy, le facteur
v; est la représentation triviale de SLy(C). On note ®g(n) 'ensemble des parameétres
globaux génériques.

Soit 7 une représentation automorphe cuspidale de GL,,(Ag), on pose 7 := (7¢)¥
ou ¢ := 7o ¢ avec ¢ le morphisme de conjugaison de Galois de E sur F et (7)Y est
la contragrédiente de 7°. Plus généralement, si m = m; W1y € Wy, gim(n) alors on pose
(m)* =77 Wy et un m € Yy gim(n) est dit autodual si 7 = (m)*.

Maintenant si 7 = (Iym Muvy)B-- -8B (7. Kv,) € Yy (n), on dit que 7 est autodual
s’il existe une involution ¢ — ¢* de {1,--- 7} telle que (m; X 1;)* = mp Ry et I; = Ui

L’ensemble des paramétres autoduaux (resp. autodual simple) de Wyy(n) (resp
Wlb, sim (1)) sera noté par W (n) (resp WYy gim(n)).

On a besoin de la construction suivante, ce qui nous serve comme une substitution
pour le groupe de Langlands global. Pour la construction détaillée, voir [Mok| (p22-23)
et [KMSW] (p.68).

Construction 2.2.13. [Mok/, [KMSW] Soit i) € (Iv/glb(n) comme au dessus, il existe
un groupe Ly et un morphisme®

Ui Lrx SLy(C) — “Gyp(n).

Définition 2.2.14. On définit ’ensemble des paramétres V(Ug/p(n), 1y, ) comme Uen-
semble des couples (Y™,1) ot " € Wap(n) et 1 : L X SLy(C) — *(Ugyr(n)) est un
morphisme tel que Y™ =1, o QZ Un paramétre ¢ = (", zZ) est générique si Y" ’est.

Notons que 1; est entierement déterminé par 7, et %
Comme auparavant on peut définir le centralisateur et ses variantes pour un para-
métre ¢ = (1", 7). On note €, le caractére d’Arthur de Sy, cf [Arthur| p.15.

3. On rappelle que Gg,p(n) = Resg/p(GLE(n)).
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Afin de décrire ces groupes en détails, on considére la décomposition de 1™ sous la

forme
o= (B L) 8 (EB ) @ (EH L) Bel) (2.6
Gan

ie[j}n i€lyn J

ol 7 € Iy» appartient a IJ,L oua I, selon la parité de ¢ (ce qui est lié & sa fonction
L d’Asai). ([KMSW] p.69).
On a alors :

Sy =[] ot I] Se,€) [] GL;,©).

i€y i€l JEJyn

~

D’autre part le groupe Z(G)" = {£1} est renvoyé diagonalement dans le membre
de droit ci-dessus. Alors on voit que ([KMSW] page 69)

(Z/2z)% ) vie It 2L,

2.7
(z,/22)in 11 sinon. (27)

Sy Si o~ (Z/2Z)|I{Z| et Sy~ {
Notation 2.2.15. On pose Vy(Ug/p(n),ny,.) le sous ensemble des paramétres discrets,
i.e de la forme ¢ = (", 4)) ou Vi € I;“n,li =letVje Uy, l;=0 (cf (2.6)).

Localisation d’un paramétre global
e On commence avec les groupes GL(n). Considérons une représentation automorphe
cuspidale m de GL(n) et v une place de F'. La correspondance de Langlands local associe

a m, un A-paramétre générique ¢, € ¥T(GL(n, F,)). Ce processus nous permet de
définir une application de localisation

Wy (1) — v (n)
LWm Ruvy) B BlL(m8y) — L, B) B B LU, B,

e Considérons maintenant les groupes U p(n). Fixe k € {£1} avec un caractére x, €
Zi et x_ € Z. Soit ¢ = (Y",¢) € U(Ug/p(n),ny,) un paramétre global.

Proposition 2.2.16. [KMSW] prop 1.3.3. Pour chaque ¥ € W(Ug/p(n),ny.), il existe
un parametre local ¢, € Y (Ug,/r,(n)) tel que ¥ =n,, o,

o Xk
Uy = Li, x SU(2) = "Ug,p,(n) == G, (n).
Le parametre local 1, est unique a isomorphisme pres.

On peut utiliser cette proposition pour définir le diagramme commutative suivant
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Yy

T

wU L T]Xn

Lp, x SU(2) Ug,/r,(n) "G,k (n) Wk,
‘61/’ X SL(Q,C)L LUE/F(TL> e LGE/F(”) W

— 5

Le diagramme commutatif ci-dessus nous permet de définir les morphismes de loca-
lisation pour les groupes de centralisateurs. Le second morphisme vertical envoie (1))

a (1) induisant alors
Sy — Sy, Sy — Sy, SE — S5
Remarque 2.2.17. o Siyp € U(Ug/p(n),ny,) est un parameétre global générique

alors les parameétres locaux ¢, le sont pour toute place v.

e Les deux premiers morphismes de localisation sont injectifs.

2.2.3 Formules de multiplicité pour les groupes unitaires

Soient F' un corps local et E//F une extension quadratique. On a un unique groupe
unitaire quasi déployé U* := Ug,p(n). Considérons une forme intérieure étendue (o, 2) :
U* —» U. La donnée (o, z) définit un caractére x, € X*(Z(U)") via (2.1). Considérons
un paramétre ¢» € W(U™*) et les centralisateurs associés

Z({U)" — Sy — S, (2.8)

On note Irr(Sfp, X:) l'ensemble des caractéres de Sfp dont le tiré en derriére via (2.8)
induit le caractére y,. Rappelons également que I1,,;(U) (resp. ey (U) et o temp(U))
est 'ensemble des représentations unitaires (resp. tempérées et carrés intégrables).

Théoréme 2.2.18. ([KMSW] théoréme 1.6.1)

1. Soit ¢ € W(U*). 1l existe un ensemble fini I1,(U, o) muni d’un morphisme vers
ynit(U). L’ensemble 11, (U, o) ne dépend pas de z et est muni d’une application

Hw(Ua Q) — IT'?"(SE/},XZ), T = <7T, _>Q72

L’ensemble 11, (U, o) ainsi que (—|—),.. dépendent seulement de la classe d’équi-
valence = de (g, z). Pour 1 un paramétre générique (i.e ¥ € ®pgq(U*)), len-
semble 11, (U, o) est non vide si et seulement si ¢ est (U, o)-relevant.

2. Supposons que ¢ € Ppyq(U*), i.e générique, alors le morphisme 11,(U,Z) —
ounit(U) est ingectif dont l'image contenu dans iemy(U). Si F' est non archimé-
dien alors Uapplication 11,(U, =) — Irr(Si, X:) est une bijection.
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3. Ona

Memp(U) =[] We(U.E) et Tyemp(U)= ] Hu(U2).
YEPyq(U™) YEP2 paa(U*)

Ensuite on parle de la classification globale. Soient E/F une extension quadratique
d’un corps global F' et (U, o) une forme tordue intérieure de groupe unitaire quasi-
déployé U* := Ug/p(n). On peut choisir z tel que (U, g, ) est une forme tordue intérieure
étendue. On aimerait associer des paquets globaux II,(U, ¢) a chaque paramétre ¢ €
U(U*,ny, ). Il existe un morphisme de localisation ¢ — ¢, de W(U*,n,,.) & ¥l . (UF).
D’aprés le théoréme 2.2.18, pour chaque ¢, € ¥(U;) on a un paquet I (U,, 0,) muni
d’une application

H"Z)v (U’U7 Qv) — II‘I‘(SE)U, XZ)? 7T’U = <7T’U7 _>,szv‘

Pour un A-paramétre ¢, € U . (U*)\W(U}), on peut quand méme définir un paquet

Iy, (Uy, 0y)- L’idée de la construction est qu’on descend a un sous groupe de Levi M,
de U, de sorte que (¢,)y, appartienne a W(MY) (pas seulement & W*(M})) et puis
appliquer le théoréme 2.2.18 pour M, et (1,)y, € W(MY). Pour plus de détails, voir
[Mok| page 32, 33 ou [KMSW]| section 1.6.4.

Remarque 2.2.19. e Lorsque ¢, n’est pas (U,, g, )-relevant alors le paquet I1,;, (U,, 0,)
est vide.

e Lorsque (U, 0,) = (U}, 1) est quasi-déployé alors v, est toujours (U,, 0,)-relevant.
Si de plus 9, est générique alors le paquet IL,, (U, 0,) est non vide.

On pose

I, (U, o) := {@m 7y € Iy, (Uy, 0v), (Tw, =) vz = 1 poOUr presque tout V} :

Remarque 2.2.20. L’ensemble I1,(U, o) peut étre vide, notamment lorsque U n’est
pas quasi déployé et ¥ n’est pas générique.

Pour chaque @, 7, € I1,(U, o) on y associe un caractére de Si par la formule

(T, 8), 1= H<S'U77T'U>szv7 s € 55}

v
ol s, désigne 'image de s par le morphisme naturel Si) — Siu.

Définition 2.2.21. Soit I1,(U, 0, ¢,) := {m € I1,(U, 0) : (m,—), = €4} 0t €, est le ca-
ractere d’Arthur. Pour ¢ un parameétre générique, e, = 1.
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Théoréme 2.2.22. (|[KMSW] théoréme 1.7.1) Soient E/F une extension quadratique
d’un corps global F et k € {£1} ainsi que x,, € Z5. Soit (U, ) une forme intérieure
pure de U*. Il existe un isomorphisme de U(Ar)-module

Ly UFN\UAR) = €D Liey(UE)\U(AR)).

YeY(U* My, )

St = ¢ est générique alors
® Liieo(UF)\U(AFR)) =0 sitp ¢ Ua(U*,1y,).
i L?iisc,d)(U(F) \ U<AF)) = @ﬁEH¢(U,Q,Ew) T Sl Q/] € \D?(U*777Xm)‘

En particulier si m est une représentation automorphe de groupe unitaire (U, o) appar-
tenant a un paquet global générique alors m, = 1.

Démonstration. Ce théoréme est le résultat global principal de [KMSW|. Pour la pre-
miére décomposition consulter page 151 et pour la deuxiéme décomposition, consulter
page 205-206 de loc.cit. O

Résumons a présent les résultats principaux de Moeglin dans [Moe], en particulier
la classification des représentations supercuspidales de groupes unitaires p-adiques.

Soit ¢ un homomorphisme de Wg x SLy(C) dans GL,(C). On suppose que ¢ est
semi-simple borné sur Wx et continu. On suppose qu’il se décompose en somme de
représentations irréductibles ¢ = € pa P ® 0q OU p est une représentation irréductible
de Wg et o, étant 'unique représentation irréductible de SLy(C) de dimension a.

On dit que v est O-discret s’il est sans multiplicité et pour toute p, la classe de
conjugaison de p est invariante sous 'action de g — J,'g~" J;l ou J, est la matrice
antidiagonale de taille d, = dim p avec & la place i I'élément (—1)@+. On dit que ¥ est
stable si elle se prolonge en un homomorphisme de Wr x SLy(C) dans le groupe dual
de UE/F (n)

En fait, le morphisme 7, . (voir 2.4) réalise une bijection entre ®y pqa(Ug/r(n)) et
’ensemble des morphismes #-discrets stables. De plus, si on note ¢ = U;:*(¢) alors on
a S% = (Centgr,(c)¥)?. On a la classification suivante des séries discrétes des groupes
unitaires p-adiques.

Théoréme 2.2.23. (5.7 de [Moe]) Il y a une bijection entre ’ensemble des paquets
stable des séries discretes de Ug p(n) et l'ensemble des classes de conjugaison de mor-
phismes 0-discrets et stables de Wg x SLy(C) dans GL,(C).

Ensuite on voudrait déterminer quels paquets contiennent des représentations su-
percuspidales. On aura donc besoin de la notation d'un morphisme sans trou et la
construction d'un sous groupe A(y) de (Centgy,(c) ¥)°.

Soit ¢ un morphisme 6-discret et stable. On note ¢[a] la composante isotypique de
la représentation 1, vue comme une représentation de SLy(C), pour la représentation
irréductible de SLy(C) de dimension a. Pour tout a, ¥[a] est une représentation de Wpg.
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On dit que 1 est sans trou si pour tout a > 2, t¥[a] est une sous représentation de
t[a — 2] en tant que représentation de Wig.

On décompose 1 en représentations irréductibles et considére un couple (p,a) de
sorte que p® g, soit une sous représentation de 1. On suppose qu’il existe 0 < b < a tel
que b = 0 si a est pair et si b # 0, p® 0}, soit aussi une sous représentation de ). On note
alors a_ le plus grand b vérifié cette propriété. On note z,, I'élément du centralisateur
de ¢ dans GL,(C) dont les valeurs propres —1 ont exactement pour espace propre la
somme p® o, B p R g,_. On note A(1) le sous groupe du centralisateur de ¢ engendré
par ces éléments 2, ,.

Théoréme 2.2.24. (8.4.4 de [Moe]). Le paquet stable correspond a v contient une
représentation supercuspidale si et seulement si ) est sans trou. Lorsque ¢ est sans trou
alors il existe un unique caractére ey, de A1) telle que le nombre de représentations
supercuspidales est le cardinal de 'ensemble des caractéres de (Centgr,, ) ¥)? /{1d, — Id}
dont la restriction a A(Y) vaut €.

Enfin, lorsque ¢ : Wg x SLy(C) — GL,(C) est trivial sur SLy(C), on voit que ¢
est une somme des représentations de la forme p ® oy, en particulier A1) est trivial.
On en déduit le résultat suivant dont on aura besoin pour la suite.

Proposition 2.2.25. (C.Moeglin) Soit ¢ : Wg x SU(2) — “Up/p(n) un L-parameétre
discret trivial sur SU(2), alors le L-paquet I1,(Ug/p)(n) ne contient que des représen-
tations supercuspidales.

2.2.4 Une application a la globalisation des représentations lo-
cales

On suppose n impair. Le but de ce paragraphe est de montrer 'existence des repré-
sentations automorphes satisfaisant des propriétés particuliéres.

Décrivons tout d’abord le passage du groupe unitaire au groupe des similitudes
unitaires. Soit F' un corps totalement réel ainsi que E/F une extension quadratique.
Supposons V' est un espace hermitien de dimension n relative a l'extension E/F. Consi-
dérons G = GU (V') le groupe des similitudes unitaires défini sur Q par

G(R) ={g9 € GL(V®R)| < gv,gw >=v(g) <v,w >, v,w € V @ R}
pour toute Q-algébre R et v(g) € R*. Notons U = U(V') le groupe unitaire associé.

Proposition 2.2.26. (/CHLN]). Supposons que n impair. Soit ™ une représentation
automorphe irréductible de G(A) dont la restriction a U(A) contient une représentation
automorphe irréductible o. Si o apparait avec multiplicité 1 dans le spectre discret de
U alors m apparait avec multiplicité 1 dans le spectre discret de G. De plus, st x est le
caractere central de  alors 7 est la seule représentation automorphe de G(A) contenant
o avec le caractére central x.
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Soit G un groupe de similitudes unitaires non ramifi¢ en n = 2k + 1 variables
défini sur Q, et U C G le groupe unitaire noyau du facteur de similitudes. Soit K/Q,
I'extension quadratique non ramifiée. Il y a une inclusion K* — Z.

Proposition 2.2.27. Il y a une bijection entre les représentations irrédutibles de G(Q,)
et les couples (m,x) ou T est une représentation irréductible du groupe unitaire U(Q,)
et x un caractere de K™ tel que wrigx Nu@,) = X|K*X OUQp)-

Soit U, le groupe unitaire p-adique quasi-déploy¢ en n variables associé¢ a I'extension
quadratique F,/Q, puis ¢, € ®»(U;) un L-paramétre discret.

Pr0p051t10n 2.2.28. ([KMSW] prop. 4.4.1) Supposons qu’il existe un corps CM de
la forme E FTK ou K est un corps quadratique zmaqmazre et tel que E = E,. Alors
il existe une place inerte w et un parameétre global qb € QDQ(U*) du groupe unitaire quasi

déployé U* en n variables associé o E/F* tels que :
(i) ¢, = dp €t ¢y, € Poaa(Uy)

(ii) ¢, est un parametre discret pour tout u infinie.

(11i) Les morphismes canoniques S;s — S;s et S(; — S(; sont des isomorphismes.
» w
On utilise la méme construction que celle décrite dans la proposition 4.4.1 de
[KMSW]|. Dans la proposition 4.4.1 et 4.3.1 de loc.cit, les auteurs globalisent égale-
ment les groupes unitaires réels et ils supposent donc que le corps global possede au
moins deux places infinies. Dans notre cas cette hypothése n’est pas nécessaire, il suffit
de demander qu’il existe une place infinie différente de p.

Démonstration. On donne seulement les étapes principales.

Ecrivons 7y,.¢, = ¢, sous forme d’'une somme des paramétres simples de groupes
. 7 . 7 2 n __ ’rLl n
linéaires généraux ¢, = ¢1, & - D 7.

A chaque ¢;, on peut associer un groupe global U(n;) et un morphisme 7.7Xm avec

un unique signe x; de sorte que ¢;"7 provient d'un L-paramétre ¢;, dans g p4a(Up(n;))

via le morphisme (77x~,- )p-

Fixons une place inerte w et des parameétres simples deux & deux distincts ¢y 4, - -+, @0
de sorte que dim ¢; ,, = dim ¢; ,,.
D’aprés le lemme 4.3.1 de loc.cit, pour chaque ¢ € {1,--- 7} il existe un paramétre

global simple ¢; de sorte que
z) ¢i,p et (¢z)w = ¢i,w;

(
( i)u €st un parameétre discret régulier et suffisamment régulier dans le sens de
2.2.12 si u est une place infinie.
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Construisons ensuite un L-paramétre global de GL(n) de maniére suivante

On montre que ¢" s’étend en un L-paramétre ¢ dans ®o(U*) en utilisant la com-

patibilité des signes k; avec la parité des ¢;. On démontre enfin les propriétés (i), (ii) et
(iii) par le méme argument que celui de la proposition 4.4.1 de [KMSW]. Remarquons
enfin que la condition imposée sur les places infinies rassure que le paramétre globale
est générique. O

Soit T, une représentation de carré intégrable d’ un groupe unltalre U, p-adique®.

Suppose que U est un groupe unitaire global tel que U =U, et U quasi déployé en
toutes places finies. Etendons U en une forme intérieure pure. D’aprés la proposition
2.2.2, il suffit d’étendre les groupes unitaires locaux en formes intérieures pures satis-
faisant certaine condition de parité.

Comme n impair, d’aprés 'exemple 2.2.1, pour chaque place v il y a deux maniére
d’étendre le groupe unitaire local en une forme intérieure pure. Si v est une place
différente de p, on choisit a, = 0 € Z/2Z et on choisit a, 'unique élément de Z/2Z de
sorte que la somme des a,, s’annule.

Proposition 2.2.29. ] existe alors une représentation automorphe 11 de U telle que

II, = m,. De plus s’il existe une représentation automorphe Il' de U satisfaisant (II')? =
(ID)? alors T1 ~1I'. On a le méme résultat pour les groupes de similitudes unitaires.

Démonstration. D’aprés la proposition 2.2.26, le cas des groupes de similitudes unitaires
se déduit de celui pour les groupes unitaires auquel on se raméne donc. Montrons
Iexistence de IT :

On suppose que m, € Iy, (U, o) pour un parameétre discret ¢,. On note alors ¢ €
®o(U*) le paramétre global qui existe d’aprés le lemme 2.2.28.
On montre que les paquets H(z; (U}, o) sont non vides. En effet, si v = p, H¢. (U, 0)

contient m,. D’autre part, comme ¢, est un parametre discret si u est une place infinie,
on en déduit qu’il existe toujours une représentation dans le paquet correspondant.

Considérons une place finie v # p. Comme ¢ est générique, le paramétre localisation
¢y Dest également (remarque 2.2.17). Or U est quasi déployé en v alors HQS- (U, o) est
non vide d’aprés la remarque 2.2.19.

Pour chaque v ¢ {p, w} choisissons une représentation , € Hq; (Ur, 0). On va choisir

une représentation m, € H¢. (U;, o) telle que la représentation &), m, soit automorphe.

w

4. On rappelle que n étant impair alors U, est quasi-déployé.
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D’apreés le théoréme 2.2.22 il faut donc choisir m,, satisfaisant la relation :

(T, 8)p = H(Swm>gmzv —1, Vsed! (2.9)
¢

(2

Comme S S o Su (le dernier isomorphisme résulte du fait que ¢, est un

paramétre dlscret) et d’ autre part les caractéres (s,,m,) sont fixés (pour v # w) , il
existe un unique caractére dans Irr(S b Xz, ) satisfaisant 1’égalité au-dessus. Le point 2
de 2.2.18 affirme l'existence d’une représentation m,, satisfaisant (2.9).

Supposons maintenant qu’on a une représentation I1’ telle que (IT')? = (II)?. Mon-

trons que II et II’ sont dans le méme paquet. Supposons que IT' € H&(U, 0,€p) €t on

veut montrer que ¢’ = ¢.
Puisque (IT')? = (I1)?, on en dedult que (b’ = <;§ pour tout v # p et en particulier on
a (¢/,)" = ¢",. D’autre part gzﬁ” et (gzﬁ) sont des parametres globaux de groupe GL( )

et le théoréme de multiplicité 1 fort implique que gb” = (ng’ )", on en déduit que gb’ = ¢,
en particulier IT, et I}, sont dans le méme paquet local.
Comme II et II" sont des représentations automorphes, on a les égalités suivantes :

(IL ) = H<vaHv>gv,zv = (sp: p) oz, H<3va L),z =1, Vs€ S;)
v vF#p

et
(I, s), = H<S'U7H;)>szv = (sp, H;3>Qp>zp H<SU7HU>Q'U,ZU =1, Vse S;)

v vF#p

on en déduit que :
<8p7 Hp>@p72p = <SP7 H;)>gp7zp VS c S;)

D’autre part, le morphisme S;) — Se est un isomorphisme et on a
p

<3p>Hp>Qp7zp = <8p,H;)>Qp7zp Vs € S;)
P

le point 2 de 2.2.18 implique que II, ~ I/, autrement dit on a IT ~ IT". m

2.3 Un cas PEL de la conjecture de Kottwitz

2.3.1 Notations

Dans cette section, nous précisons les notations du Théoréme A de 'introduction,
concernant r, puis les 7;. En vue du théoréme 2.4.2 de 'appendice, on ne suppose pas
pour l'instant que d = 1.
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Rappelons que Dg, = (F}, *, V. (-|-), i1, b) est une donnée de Rapoport-Zink basique
de type PEL unitaire non ramifiée simple de signature (1,n — 1),(0,n),---(0,n). On
note G le groupe de similitudes unitaires p-adique quasi déployé (en n variables) associé
ainsi que (Mg, )k, la tour d’espaces de Rapoport-Zink. La cohomologie de cet espace
est munie d’une action de G(Q,) x J,(Q,) x Wg,® ot on rappelle que F), est aussi le
corps de définition de p, autrement dit £, = F),.

La représentation r, de La = G W, avec une action triviale de Wg, et Tulg est
donnée par la formule

s =) (/\St ) (St1)™ = (Stn)" @ (St1) ™

TeD

ot St; désigne la représentation standard de dimension ¢. En particulier, on notera que
dimr, = n.

Notons U, le groupe unitaire deﬁni sur Q, noyau du facteur de similitude. Le groupe
de Langlands dual est “U, = (] L,(C)) x Wg,. On a également un morphisme
de L-groupes

TE@

= (] GL.(C) x ©) x W, — ([] GL.(C)) x Wg, =LU,

TED TED

Etant donné un L-paramétre discret ¢ : Wo, — ([ cp GL(V) x CX) x Wy, ou
V ~ C". On obtient un L-paramétre discret & : Wo, — ([],ce GL(V)) x Wg, de U,

Puisque U, = Respt o (Up, /pr) (00 F est le sous-corps de F,, fixé par I'involution
*) le lemme de Shapiro

H'(Wg,, [[ GL(V)) = H'(Wps, GL(V))

Ted

nous donne un L-parameétre de Up /pt-
Prt Wiy — GL(V) x Wy ="Up 1.

D’aprés la proposition 2.2.25, le L-paquet I1,(G(Q),)) est un paquet cuspidal. Comme
dans la section précédent, pour chaque k € {£1} et x, € ZE il y a un morphisme de
changement de base (cf [Mok|, p.9)

T, - (I)(UFP/F;) — ®(GLF,(n))
¢ — Ty, © ¢

de plus, si k = 1 et x,, = 1 alors n,, o ¢ est juste la restriction de ¢ sur Ly =
WFp X SU(Q)

5. Puisque b est basique et n étant impair, on a G(Q,) = J»(Q,)
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La restriction de ¢+ sur Wy, se décompose donc en une somme de L-parameétres
p ~ —~
discrets simples de groupes linéaires généraux ¢ FfE, = 1@ @@, On a alors une
décomposition de Wi+ . -représentation V = D,_, Vi ou V; correspond a @)
Cela implique une décomposition
.
~ o,
Tu© ¥R, = @Tﬂi °ow;t
i=1
ou Hi = (1,711 - 1)7 <07 ni)7 Ty (07 nz)
D’autre part, on a

T

Sppy & HO C)=]]z/z=s5; ,
i=1 P

Définition 2.3.1. Pour 1 <i <r, on définit un caractére 7; de Sz par la formule

-1 si 1=7
(1.ovr 1.—1.1.-++ 1) = , T
T’(’R,;/ T 1) { 1 si 1<i#£j<r
J
L’action de Sz sur V; se factorise par le caractére 7;, on en déduit que r,, o @) =
Homyg_ (75,7, © ¢r,) et donc

Ty O PR, = @Homsg(n,ru °Pp,).
i=1
Au niveau du groupe de similitudes unitaires, puisque C* est abélien, on a une
décomposition de W, -module

T T
T'n©¥r, = @Homsv(n’ Tn © SOFP) - @rﬂ’i © Spi,}’p'

i=1

2.3.2 Cohomologie d’intersection des variétés de Shimura d’aprés
[Mo10]

Dans ce paragraphe, on va utiliser des résultats dans [Mo10]. La lettre G désigne un
groupe des similitudes unitaires en n variables associé a une forme hermitienne définie
sur une extension quadratique IC/Q.

Pour tout K C G(Ay) un sous groupe compact ouvert suffisamment petit, on a une
variété Shx. Lorsque G n’est pas anisotrope modulo son centre, Shi n’est pas compacte.
Dans ce cas, on a la compactification minimale (ou Satake-Baily-Borel) de Shy

telle que Sh} est une variété projective normale dont Shy en est un ouvert dense. En
général Shy n’est pas lisse et on utilise la cohomologie d’intersection telle qu’elle est
étudiée notamment dans [Mo10].
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Rappelons les relations entre la cohomologie étale (& support compact ou non), la
cohomologie de L? et la cohomologie d’intersection.

Comme auparavant, pour £ une représentation algébrique irréductible de dimension
finie de G, on peut définir un systéme local L, sur Shg ainsi qu’'un faisceau d’intersection
ZC¢ sur Shj. On dispose donc des groupes de cohomologie étale H!(Shg, L¢), de L*-
cohomologie H{y (Shy, L¢) et de cohomologie d'intersection IH*(Shy, ZCs).

Il y a un diagramme commutatif entre ces groupes de cohomologie.

| 1 |
Hi(Sh, £¢) W [H(Sh, IC¢)

— -
Hi

(2) (Sh7 Lf)

Ces morphismes sont G (A y)-équivariants et le morphisme (1) est de plus I'-équivariant
(oit F est le corps de définition et I' = Gal(F/F) ). D’aprés la conjecture de Zucker
(démontrée par Looijenga |Lo|, Looijenga-Rapoport [LoR]| et Saper-Stein [SS]), le mor-
phisme vertical est en fait un isomorphisme.

On exploitera le morphisme (2) afin de comparer H:(Sh, L¢) et TH'(Sh, ZCy).

Proposition 2.3.2. Supposons maintenant § régulier. Soit Il = Il ® 11 une repré-
sentation automorphe cuspidale de G(A) qui est E-cohomologique alors H'(Sh, L¢) est
concentré en degré moitié et

HE(Sh, Le)[TTy] ~ H (Sh, Le)[IT].

Puisque le morphisme (1) est I'-équivariant, on en déduit qu’il y a un isomorphisme
['-équivariant
H{(Sh, Le)[ITy] ~ TH"(Sh, IC¢)[ITy]

ot d est la dimension de la variété de Shimura.

Dans [MT]| proposition 1, Mokrane et Tilouine ont montré ce résultat pour les
groupes des similitudes symplectiques mais leur démonstration s’adapte au cas des
groupes des similitudes unitaires. On va rappeler briévement leur argument.

Démonstration. Tout d’abord I'inclusion d’espaces

C,,(Go G(A),C) C CX(Gg G(A),C) C C5(Gg G(A),C) C C*(Gg G(A),C)

cusp

ot C,, = C° (N L et C5) = C>° (| L? implique une application

H?,p(Sh, L) — HZ(Sh, L¢) — H)(Sh, Lg) — H*(Sh, L)

qui est une injection d’aprés [Bo74].
D’autre part on a

HY,.,(Sh, Le) = @ 7; @ H(Lie G(R), Koo, 75 © L)
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ou ™ = 7§ ® Ty varie dans l'ensemble de classes d’isomorphisme de représentations
cuspidales.
Et de plus, on a

H{yy(Sh, L¢) = @Wf ® H*(Lie G(R), Ko, 5% @ L¢)

ou 7 varie dans le spectre discret de L*(Z,Gq Gy, w) et w est le caractére central de
¢

Comme £ est régulier alors 7., est une série discréte de caractére infinitésimal £, en
particulier m,, est tempérée. La représentation automorphe 7 apparait dans la partie
discréte et est tempérée en une place : 7™ est donc une représentation cuspidale. On en
déduit I'égalité

HY,,(Sh, L)) ~ TH"(Sh, ZC¢) /).
En particulier, pour la représentation cuspidale II = Il ® II¢, on a I'égalité

HY,,,(Sh, L) [Ty ~ HY(Sh, Le)[ITf] ~ TH(Sh, IC;)[I1y].

Notation 2.3.3. Pour nq,--- ,n, € N, notons

H = G(U*(ny)x---xU*(n,)) = {(91, - ,9r) € G*(na)x- - -xG*(ny)|e(gn) = -+ = c(gr) }

ou G*(n;) désigne le groupe des similitudes unitaires quasi-déployé en n; variables. De
plus on a

H=C*xGLy, (C) X - X GL,, (C).

Tout d’abord, on voudrait donner une description des triplets endoscopiques ellip-
tiques (Hy,s,n) de H au sens de |[Kot84] 7.3, 7.4.

Proposition 2.3.4. (/[Mo10] prop 2.3.1) Pour i € {1,--- ,r}, soient n; ,n; € N tels
que n; = n:r +n,; . Supposons que ny + ---+n, est pair. Posons

S:(l’dlag(L e TERE 7_1)7"' 7d1ag(17 o1, =1, a_]-)) €H
—_——— ———— —_——— —— ——

ny ny it ny
Hy =GU*(nf) x U*(ny) x -+ x U"(n}) x U*(n;))
et définit
n: Hy = C*xGL,+(C)xGL,-(C)x--xGL,+ (C)xGL, (C) — H = C*xGLy,(C)x---xGLy,(C)
par la formule

Alors (Hl, s, 77) est un triplet endoscopique elliptique pour H. De plus, les triplets en-
doscopiques elliptiques de H définis par ((nf,ny), -+, (nf,n;)) et ((mi,my),---, (m5,m,))
sont isomorphes si et seulement si pour tout i € {1,--- ,r}, (nF,n;) = (mf,m;) ou
(nf,n7) = (m;,m]). Inversement, tout triplet endoscopique elliptique pour H est iso-

morphe a un des triplets définis ci-dessus.
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Définition 2.3.5. Posons E%(G) l'ensemble des triplets endoscopiques elliptiques (H, s,mo)
pour G tels que H n’est pas une forme intérieure de G. Pour tout (H,s,ny) € E°(QG),
fizons un L-morphisme 1 : “H — G étendant ny. On définit de méme Uensemble
EY(H) pour H = G(U*(n1) x ---U*(n,)). Posons Fg Uensemble des suites (e1,- -+, €;)
avec r € N* ot e; = (Hy, s1,m0) € EUG) et pour i € {2,---,r}, e; = (H;, 8i,mi0) €
SO(Hi_l).

Finalement, on pose

Ne=mo--on :“H — G

le morphisme de L-groupes correspondant.

Considérons (e) = (e1,- - ,e,) € Fg. Supposons ensuite que (e;) = (Hy, s1,m1) est
le triplet endoscopique elliptique défini par un couple (n*,n~) avec n~ impair. On écrit

H, = G(U*(nf) %X UH(nd) x U*(ny) % -+ x U*(n;))

ot I'identification est faite de sorte que ny o - --on, renvoie U*(ni) x - -- x U*(n;) (resp.
U*(ny) x --- x U*(n7)) au U*(n*) (resp. U*(n7)).
Maintenant pour py,--- ,pF,py, -+ ,p; € Ntel que 1 <pf <nfet1<p; <n;,

on définit un cocaractére de H, par la formule
,u:(,up;r X oo Xl X flym X X =) : Gpe — Hec.
oil fu,+ est le cocaractére de signature (p;,n; — p;).

Définition 2.3.6. Supposons G de signature (p,n — p) a Uinfini. Pour chaque (e) on

note M. l’ensemble des cocaractéres p = Pt oo pit pT o py de sorte que p = pf 4+

pf +pl + -+ p; . Pour un tel cocaractére on note également s(u) = (—1)Pr +FPs

Pour chaque (e), on peut définir les constantes I(¢e), ¢(e) ainsi que ¢/(¢e). Ces constantes
apparaitront dans le théoréme 2.3.8 ci-dessus mais pour notre but, nous n’aurons pas be-
soin de les calculer explicitement. Pour une définition précise, le lecteur pourra consulter
[Mo10] - p.108.

Définition 2.3.7. Soit 7; = ®; 7, une représentation irréductible de G(Ay) de sorte
que WJ{( # 0 pour K C G(Ay) un niveau et soit e € Fg. Notons R.(my) pour l’ensemble

des classes d’équivalences de représentations irréductibles m. = ®; Tes de H.(Ay)
telles que pour presque tout p ot my et m., sont non ramifiées, le morphisme n, :
LH, — "G envoie un paramétre de Langlands de m., & celui de .

Etant donné (e) et f € C°(G(Q,)), on note f& = (((fA)H2)... )i € O=(H,(Q,))
son transfert endoscopique. Si f € C°(G(Ay)) on notera de méme f¢ e C°(H.(Ay)).
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Soient & une représentation algébrique de G ainsi que K C G(Ay) un niveau. Posons
Hrx = Hix(G(Af), K). Considérons les groupes de cohomologie suivant (¢ > 0)

W; = H'(Shj., ZC¢).

Ce sont des C-espaces vectoriels de dimension finie qui possédent une action de
Hi x Gal(Q, E) ou E est le corps reflex de la variété de Shimura. Comme W; s’annule
si ¢ assez grand, on définit alors

w=> (-1)'W

>0

un objet dans le groupe de Grothendieck des représentations de Hyx x Gal(Q, E). On
a une décomposition isotypique de W comme H -module

W=> W)@y,

Tf

ou la somme est prise sur I'ensemble de classes d’isomorphismes des représentations
irréductibles mp de G(Ay) telle que 7f # 0 et ot W(my) est une C-représentation
virtuelle de dimension finie de Gal(Q, E).

Pour £ une représentation algébrique fixée de G et pour 7y une représentation irré-
ductible de G(Ay), on peut définir une constante cq(my) laquelle est liée aux multiplicités
des représentations automorphes (cg(my) dépend éventuellement de ¢). De méme, il y
a une constante c.(m, r) associée a m, r dont la définition est lie aux multiplicités des
représentations automorphes.

Considérons un nombre premier p ainsi que P une place de E au-dessus de p. Notons
Frp un relévement du Frobenius arithmétique. Le théoréme suivant, di a Sophie Morel,
nous permet de calculer la trace de Frp sur W(my) lorsque p est assez grand.

Théoréme 2.3.8. (Théoreme 7.2.2 de [Mo10]) Soit w; une représentation irréductible
admissible de G(Ay) telle que wfF # 0. Il existe alors une fonction f~ € C°(G(Ay)) de
sorte que pour presque tout nombre p premier et pour tout m € 7,

m(n—1)

Tr(Fg, W(np)) =(NP)~ 2 ca(my) dim(mf ) Tr(ru, © ¢x, (Fr5))
+ (Np)md/g Z (_1)l(§)b(2> Z Ce(Te,r) Tr(me,r ) (f7)°)

eeFg Te,f ERe(5)
s(p) V (§) m
Z (1 - (_1) ’ (_) Tr(Tu © Qpﬂg,p(@xg,p(FrP))
pHEMe L Q)

()
ot la somme est prise pour . 5 telle que ., @ Xe,p €5t non ramifiée.

Remarque 2.3.9. Les nombres premiers p tels que la formule (x) du théoréme 2.3.8
est vérifiée, sont ceux pour lesquels il existe un ensemble p & T avec f = hpg? ol
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T> {q | G, est ramifié, K, n’est pas maximal}.

h € H(G(Ay), K) est une fonction de la forme h = hyplyr satisfaisant les proprié-
tés décrites dans les lignes 14, 15, p.111 de [Mo10] (i.e. h sépare les représentations
dans R’ de loc. cit.).

9" € H(G(AT), K™) est une fonction satisfaisant les propri¢tés décrites dans les
lignes 25 — 28, p.111 de loc. cit. (i.e. g7 sépare les représentations dans Ry de
loc.cit.).

95 = lo,):

2.3.3 Détermination de W (rf)p dans un cas particulier

Le but de ce paragraphe est de montrer un corollaire du théoréme 2.3.8.

Lemme 2.3.10. Soit p un nombre premier tel que K, est mazimal et G, ™ sont non
ramifiés en p, alors il existe [ telle que la formule (%) est vraie pour p.

Démonstration. Tout d’abord, considérons I’ensemble R’ des représentations irréduc-
tibles admissibles 7, de G/(Ay) satisfaisant les conditions suivantes

i 7.‘—} Z Tfs
o ()K 20,
o Wy(r}) # 0 ou cg(r) # 0.

Comme R’ est fini et 7, est non ramifiée, on peut choisir h € H(G(Ay, K)) telle que
h, = 1G(Zp) et
o Te(mp(h)) = Tr(rs(1)).
e Tr(m(h)) = 0 pour 7} € R,
Maintenant, il existe un ensemble 7, de nombres premiers ne contenant pas p mais
qui satisfait toutes les conditions décrites dans lignes 16 — 20 p.111 de [Mo10].
Ensuite, pour chaque e € F, on définit un ensemble R, comme dans le paragraphe
5, page 111 de loc. cit. Posons T = Ty U {p}, le méme argument que dans la page
111 de loc.cit. montre qu’il existe une fonction ¢" € H(G(AT), K) qui sépare les
représentations dans RY.
Considérons f*° = hz,¢™ ou g™ = 1¢(z,)g", on voit que Tj et f>° satisfont les trois
premiéres propriétés dans la remarque 2.3.9 ainsi que ggo = 1lg,. On en déduit que la
formule (%) est vérifiée pour f* et p. ]

Corollaire 2.3.11. Supposons que n impair et G quasi-déployé en toutes les places
finies et de signature (1,7 — 1) a I'infini. Considérons une représentation automorphe
T =T ®; 7, de G(A) satisfaisant les conditions suivantes

(i) Le L-paramétre de 7 est de la forme ¥ = (0™, &) ot ¥" = WM BW2 tel que ¥
sont des parameétres globaux de dimension n; correspondant a des représentations
cuspidales de GL,,(Ax) (avec i = 1,2).
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(i) 7o est une série discréte de poids réguliers.

iii) Il existe une place décomposée g de sorte que 7, est non ramifiée et son L-
q q
parameétre local ¢, est de la forme ¢ = x1 © x2 & -+ D xn ou les y; sont deux
a deux distincts.

Notons p := W (r;) la représentation de Gal(Q, E) associée a 7, dans la cohomologie
de la variété de Shimura correspondant a G. Si dimp = dim%" =n; (i = 1 ou i = 2)
alors pour tout nombre premier p et toute place P de E au-dessus de p, on a

_n—1
2 .

PP = (T‘M © (wini)’p)/WP ® | ) |
ot p; = (1,n; — 1) et Wp est le groupe de Weil de Ep.

Démonstration. On applique le théoréme 2.3.8 pour 7;. Choisissons tout d’abord un
sous groupe compact suffisamment petit K de G(Ay) de sorte que 71']{( # 0, en particulier
on peut choisir K tel que K, = G(Z,) car 7, est non ramifiée.

Comme le L-paramétre global ¥ de 7 satisfait ¥ = ¥" HY;? 'ensemble de e € Fg
tel que R.(mf) soit non nul contient un seul élément e = (ey) oll e; est le triplet
endoscopique correspond a G(U*(ny) x U*(ns)).

Par construction de R, (7), pour un nombre premier p on a Nsimple© Pre p@xep = Plrs)p
et de plus le changement de base quadratique de ¢, s'écrit ¢f, ) = (&), ® (V92),.
D’autre part, la signature a l'infini pg est (1,n — 1) on voit alors que 'ensemble M,
contient exactement deux éléments py = (1,71 —1) X (0,n2) et po = (0,n1) x (1,70 —1).
On en déduit que

. o), siop=(Lng—1) x (0,n)
WO Prenxer T\ g0 (B52),  siop=(0,m) x (1,np — 1)

ol M1 = (1,711 — 1) et M2 = (1,712 — 1)

D’aprés la description de la représentation de plus haut poids de GL,,, on a I'identité
suivante :

Tug © Py = Ty © (W1")p B Ty © (U372),-

D’autre part, on a
m(n—1) m _n—1 m
7 Tr(rug o or, (Frp)) = Te(] - [777 @ 1 0 on, (F17))).

Finalement le théoréme 2.3.8 induit I'identité suivante pour presque tout p ou m,
est non ramifiée.

Tr(FY, W (7)) = - Tr(|-| =2 @1, 0 (F1) () + B, Te(|| 7 @7y0(52),(FHR) ).
(2.10)
Montrons ensuite que pour p; et py deux nombres premiers tels que m,, et m,, sont
non ramifiées, on a o, = ay, et B, = Bp,.
En effet, pour notre représentation 7, on a

(NP)~

: el s L/ € oco\el
ay, = cq(my) dlm(ﬂ';{) + (—1)1( )'L(el)'(l_(—l) (7). ( 1>> Z Cey (Tey 1) Tr (e, 1) ((F5)).
ﬂel,fERel(ﬂ'f)
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ou la somme est prise pour 7, s telle que 7, ,, ® Xe, p, €St non ramifiée.
BA oco\e1 > PP
Or lorsque 7, , ® Xe,p; €st ramifiée, Tr(m,, ¢)((f°°)°") s’annule, on peut récrire la
formule calculant «,, sous forme

Qp; = CG’(7Tf> djm(ﬂ';‘() + (_1>l(61)'L(e1)'<1_<_1)8(ﬁ1)'Ll(el)) Z Ce1<7T€1,f> Tr(ﬂelyf)«foo)el)

7r61»f€R€1 (7¢)

ol la somme est prise pour toute m., s. En particulier la formule calculant oy, ne dépend
pas de p;. On en déduit que o, = ay,.
Par le méme argument, on a 3, = f3,, en utilisant

%—%wmmmﬁ+PW@Wmﬂ**W”%3ﬂ S o (o) Te(me, ) ((F)).

Tey,fERey (mf)

Considérons maintenant le premier ¢ décomposé. Puisque 7, est une série discréte
de plus haut poids régulier, la cohomologie de variété de Shimura se concentre en degré
moitié, en particulier W (7y) est une vraie représentation. D’aprés le lemme précédent
appliqué en ¢, la condition (ii7) implique que r,, o (¥]"), @ 1,4, o (¥3?), est sans multi-
plicité, ce qui implique que « et 3, sont de méme signes. On peut supposer qu’ils sont
positifs.

Supposons que o, et 3, sont strictement positifs. Cela implique donc que dim p >
dim¥)" + dim¥,;? = n ce qui contredit I'hypothése dimp = dim¥;". Il y a alors
exactement un coefficient non nul.

Maintenant, le fait que n est impair couplé avec I'’hypothése dimp = dim¥" im-
plique alors que 5 =0sii=1et a =0 si = 2. Autrement dit, on a

Te(Frp, W(ng)) = Te(| - | 7% @7, 0 (F), (Fr)).

(ici i = 1 si dim p = dim¥{" et i = 2 si dim p = dim ¥3?).
Comme I’égalité ci-dessus est vraie pour presque toute place P de E, le théoréme
de densité de Chebotarev implique que

n—1

pp = (1 © (Lpz‘m)p)/WP -2

pour toute place P. n
Remarque 2.3.12. Le corollaire est encore valable lorsque ¥ est un paramétre simple
générique (ce qui équivaut a dire que dim ¥} = 0 ou dim ¥5? = 0).

2.3.4 Preuve du théoréme principal

Le but de ce paragraphe est de prouver le théoréme principal de l'introduction.
D’aprés théoréme 2.1.30, on a une suite spectrale reliant la partie supercuspidale des
espaces de Rapoport-Zink a celle de la strate basique Sh (basic) des variétés de Shimura
She, du 2.1.2 laquelle est déterminée par le corollaire 2.3.11. Afin d’identifier les Oyt
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avec les r, o ; g, nous avons besoin d’une part de ’hypothése dimp = dim¥; dans
2.3.11 et d’autre part de calculer dimoy, . Dans les deux cas, ce calcul repose sur
un probléme de comptage de caractéres du groupe centralisateur des L-paramétres a
I'infini. Plus précisément, la preuve est découpée en 4 étapes.

e Dans la premiére étape, on montre le point (i) et (i) du théoréme et on obtient

des contraintes sur la dimension de Oyl -

e Dans la deuxiéme étape, on établit une relation entre o, -+ et une représentation
galoisienne bien choisie de la variété de Shimura puis on rameéne le probléme
du calcul de la dimension de la représentation au probléme de comptage des
caractéres du groupe centralisateur a l'infini.

e Ensuite, on utilise des contraintes sur la dimension de oz, -, obtenues avant pour
calculer les caractéres du groupe centralisateur a l'infini.

e Enfin on utilise le corollaire 2.3.11 afin de calculer Oyt -

Rappelons tout d’abord la construction des données globales a partir des données
locales.

Proposition 2.3.13. ([Far04]) Soit une donnée locale Dy, = (F,, *,V,(:|-), i, b) de
type PEL non ramifiée simple sur une extension finie de Q,. Supposons que [F,/Q,] = 2d
n’est pas un multiple de 4, alors :

o il existe un corps CM de la forme F = KK avec K un corps quadratique imagi-
naire de sorte que p reste inerte dans I’ et I, = F,,.
e il existe une donnée globale D = (F, B,*,V,(:|), h,G) de type PEL, un plonge-
ment v : Q — Q, tels que via v, D induise la donnée locale Dy, .
De plus

- Pour tout n, on peut imposer que Endg(V') est une algébre a division qui est en
toute place finie soit déployée, soit une algébre a division.

- Pour n impair ou n = 2 modulo 4, on peut que que Endg(V') est une algébre
simple qui est déployée en toutes places finies.

Démonstration. On raisonne comme dans la proposition 10.1.3 de [Far04]. Grace a la
proposition 10.1.1 dans loc. cit on peut supposer que Endg (V') satisfasse les conditions
annoncées ci-dessus. O]

Lemme 2.3.14. Soit 11, une représentation supercuspidale de J,(Q,). Alors pour tout
p>0ona

Ext!) o,y (HI(Mg,,Q,(n —1)),1I,) =0

Démonstration. On pose A = Homyz(X*(G)q,,Z). Comme b est basique, J;(Q,) est une
forme intérieure de G(Q,), tout x € X*(G)q, se transfert a J,(Q,) en un x € X*(Jy)q,-

Notons J} = ﬂxex*(G)Qp ker|x| ou |x|: Jo —,  — wv,(X(2)) en particulier J; a
un centre compact.
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Il y a une application m : M — A qui est essentiellement la hauteur de la
rigidification p ([RZ96], 3.52). On note encore A" C A I'image de m. On a donc une

décomposition : Mg, = [[;cn/ /\/lg?p ol /\/l(;()p = 7, 1(i). On en déduit

H{ My, Qun—1)) = Y ¢~ Ind}(HIMi Qu(n —1)).

i€A ) Iy

Maintenant, en vertu de la dualité de Frobenius, on dispose d’un isomorphisme de
foncteurs :

Homy, q,) ( (MKP,@£<H - 1)) Z Hom (Hg(/\/l%,@g(n — 1)),Res§’£ o) .

i€A'/ Iy

Il en résulte des isomorphismes :

Ext? (HI(My,,Qu(n — ~ 3 Bxth, (HIM),Ty(n — 1)), Res]t L, )

i€A /) Iy

D’autre part la représentation II, est cuspidale alors Resjl{ IT,, est une représentation
b
finie (les coefficients matriciels sont des fonctions & support compact) alors Resjl{ IL, est
b

un objet projectif dans la catégorie des représentations lisse de J;. On obtient alors que
pour tout p > 0 o
Ext], (HI(Mk,,Q,(n —1)),11,) = 0.

O]
Démonstration du théoréme principal. Soit D = (F, B, *,V, (-|-), h, G) une donnée

globale de type PEL globalisant la donnée locale de sorte que Endg (V') est une algébre
simple qui est déployée en toutes places finies comme dans la proposition 2.3.13. Soit Sh

la variété de Shimura associée, le groupe G(Q,) = G(Q,) est le groupe de similitudes
unitaires quasi déployé en n variables. En particulier Sh est de signature (1,n — 1) &
I’infini.

On note M(Dg,,b) 'espace de Rapoport-Zink associé a la donnée locale.

Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I := (I?) le groupe

réductif associé. On sait que I(R) est la forme compacte modulo le centre de G(R), que
1(Qp) = Js(Qp) et que I(A}) = G(A%). D’aprés la proposition 2.1.30 il y a une suite
spectrale G(Ay) x Wg, équivariante :

EP = | ker!( Q, Z (Ext HI(M),11,)

HeA

cusP) ®(H007p) — (H§+Q(Sh’ Ef))P—CUSP

5
(2.11)

ol on a noté Extl o, (HI(M),II,) = l%nExt? @) (Hg(MKp,@(n —1)),1I,) pour

alléger les notations et ol p-cusp signifie que la composante en p est supercuspidale.
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On choisit une représentation ¢ de dimension finie de I*(C) qui est de poids régulier
et suffisamment régulier au sens de 2.2.12. Soit I1(¢)(G(R)) le L-paquet de séries discrétes

de G(R) cohomologiques pour &.

Considérons ¢ : Wg, x SU(2) — "G un paramétre discret qui est trivial sur SU(2).
D’aprés la proposition 2.2.25, le paquet II,(G(Q,)) ne contient que des représentations
supercuspidales. On peut exprimer la restriction de ¢ sur Wg, sous forme

PR, =P D" D
ol les ;" sont des paramétres simples de G L, (F}).

Puisqu’on utilisera dans la suite le théoréme de classification des représentations

automorphes pour [ et G (c.f 2.2.22), il faut étendre I et G en formes intérieures pures.
Pour ce faire, utilisons la proposition 2.2.2.
. n

Comme G(R) est de signature (1,n — 1), son invariance est alors a$ = [5] + (n—
1) (mod 2). De méme I(R) est de signature (0,n), son invariance est al = [—] +
n (mod 2).

De plus pour v # p, G(Q,) est quasi-déployé. Or n étant impair, il y a donc deux
maniéres d’étendre G(Q,) en une forme intérieure pure et on choisit alors la maniére
dont l'invariance a, = 0 mod 2. De meéme, il y a deux maniéres d’é¢tendre G(Q,) =
G(Q,) en une forme intérieure pure et on choisit alors 'unique maniére de sorte que

n
a$ + [5} +(n—1) =0 (mod 2).
Pour I on procéde de méme et en particulier on étend J,(Q,) en une forme intérieure

n
5] +n =0 (mod 2).

Remarque 2.3.15. On a ai + af =al +a% =1 mod 2.

de sorte que aé + [

Etape 1 : Obtenir des contraintes sur dim Oyt e

Considérons une représentation supercuspidale 7, dans IL,(J(Q,)). D’aprés [Clo86],
il existe une représentation automorphe Il de I(A) telle que ﬁp =T, et ﬁoo = 5 et que
ﬁwo est supercuspidale pour une place wy décomposée. En particulier, le A-paramétre
¥ de I est simple et on obtient son groupe de centralisateur

h_
i =17,/2L.

_ Par le suite, on va essayer d’appliquer 2.3.11 et 2.3.12 pour 7. En prenant la partie
I1°°? isotypique de la suite spectrale (2.11) on a une suite spectrale G(Q,) x W, -
équivariante

qu = |ker1 (Q7 G)| Z <EXt§b(Qp) (Hg(M)a Hp)cusp> - <H5+q(Sh> ‘Cf)) [HOO,p]
HeA(l)

TP =(TT)?

p—cusp
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Puisque le paquet II,(J,(Q,)) ne contient que des représentations supercuspidales,
le 'lemme 2.3.14.imp1ique que Extﬁb((@p) (Hg(/\/lffp,@g(n — 1)),‘Hp) = 0. sip>0etla
suite spectrale ci-dessus dégénére en Fy. On obtient donc des isomorphismes :

| ker!(Q, G)| 0> (HomJb(Qp (Hi(M), 11, )mp) = (Hi(Sh, L)) . [I17]. (2.12)
HGA(I
TP =(II)P
D’autre part, la proposition 2.3.2 couplé avec la formule de Matsushima pour la
L?-cohomologie nous donne une décomposition :

HI7H(Sh, Le)peusp 7] = [ ker' (Q,G)| > 1L, ® p(I1%). (2.13)
eA(G)e
Il supercuspidale
[10°-P =[[0°-P
H!(Sh, L¢)pcusp[T177] = 0 (i #n—1). (2.14)

oil p(I1°) est une représentation continue de dimension finie de Gal(E/E) et A(G)¢ est

I’ensemble des représentations automorphes de G cohomologiques pour &. De plus on a

dim p(I1*° Zm Too @ [1%°) dim H™™ 1(LleG( )y K, oo ® &) (2.15)

Too

oll T varie dans le paquet cohomologique L) (G(R))

Puisque £ est de poids régulier et G(R) est le groupe des similitudes unitaires de
signature (1,n — 1), d’aprés le corollaire V1.2.7 de [HT01], on en déduit qu’il y a exac-
tement n représentation 7; (j € {1,--- ,n}) cohomologique pour £. On a également la
dimension cohomologique :

dim H" Y(Lie G(R), K, 7, © €) = 1. (2.16)

On en déduit que o', =0 sii # n — 1 de sorte que
p

T

Z <H0mJb(Qp) (Hg_l(/\/l), Hp)p—cusp> = Z H; ®@ p((IT)>),

e A(I)

TP i II'e A(G)

(I17)°o-P=[1°°-P

En écrivant Homy,q,) (H'(M),IL,) = Zﬁ; ® o, fi, OU ﬁ;, parcourt 'en-
I,

semble des classes d’équivalences de représentations supercuspidales de G(Q,), 'égalité

ci-dessus s’écrit sous la forme

Y (Xmeon = X mepr, (2.17)

TIeA(I) I, H’EA(C:J)
(H/)oo,p:Hoo,p

[P =TIP

cusp
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Or II' € A(G) et (II')>*® = II**#  on en déduit que IT) et ﬁp sont dans le méme
paquet, & savoir le paquet II,(G(Q,)). De méme on voit que II, € I1,(J,(Q,)). On en
déduit que o,y = 0 si 11, ¢ T, (G(Qy)).

Or, le groupe du centralisateur global Sh@ est Z/27Z, on a en déduit que [y (7, o,¢€) =
[Ty (1, o) car la condition sur e disparait (voir 2.2.21). D’aprés le théoréme 2.2.22, on voit

que §®7Tp @ II°P est toujours une forme automorphe lorsque 7, varie dans I1,(J,(Q,))-
L’égalité (2.17) se récrit donc sous la forme

> Yo M@= > mepr,el*T),

mp€lle (J6(Qp)) m, €L, (G(Qp)) 7€l (G(Qp))

En particulier pour 7, € I1,(G(Q,)) fixée, on a

Z Uwp,w;, p(ﬂ'; ® Hoo’p)P'
Tp€lle (Jp(Qp))

D’aprés le résultat de multiplicité 1 (théoréme 2.2.22 et 2.2.26) on voit que m(m; ®
T, ® ﬁ"o’p) est soit nul soit égale a 1. Comme au-dessus, le théoréme 2.2.22 implique
que T; @, ® [ est toujours une forme automorphe lorsque m, varie dans I1,(G(Q,))
et ¢ varie dans {1,--- ,n}.

Cela implique que dim p(7, ® ﬁo"’p) = n. D’aprés le corollaire 2.3.11 et remarque
2.3.12 on a alors B

p(W; ® I1°97), = (Tu © ‘Ple) ®|- |_RT_1'
Autrement dit on a

_n-1
Yo Onm = (nown) @ 7T (2.18)
€Ly (Jp(Qp))

Etape 2 : Ramener au probléme de comptage a ’infini.

Fixons une représentation 7, € IL,(J,(Q,)) et appliquons la proposition 2.2.29 pour
I et la représentation m,, on trouve un L-paramétre global discret générique €2 dont le
L-paquet contient une représentation automorphe IT € A(I(A)) telle que

- ﬁp:Trpa ﬁoo:g7
- T 2 1T dés lors que (IT)P = (IT')P.

En prenant la partie II 7 isotypique de la suite spectrale (2.11) on a :
By = [ker' (@) (Exth, ) (HEI(M),my),,,,) = (HI(Sh,£0)), . [T"

p—cusp

Comme dans la premiére partie, le lemme 2.3.14 simplifie la suite spectrale, on
obtient donc I’égalité

Z <H0mJb(@p) (Hf_l(/\/l),ﬁp)wsp> = Z I, ® p(Hoo)p

e A(I)

1T e A(G)

1o =T1°°"P



Or IT 2 IT" dés lors que (IT)? =2 (IT')?, I'égalité au-dessus se récrit sous la forme

Z %;@07%%; = Z 7T ®p( QI )

Tp€llyp (G(Qp)) Tp€llp (G(Qp))

En prenant la partie [ﬂ;]—isotypique, on en déduit en particulier que 7, ® Oyl =
T, ® p(m, ® "), et donc que dim p(m, ®§oo,p) = dim oz, .

D’aprés (2.15) et (2.16), on a dim p(7rz’)®1'[oo’p) = > m(men, @I ). La formule
de multiplicité (théoréme 2.2.22 et 2.2.26) implique alors que dim O, €gale au nombre

de représentations m; de sorte que m; ® QI 7 est une forme automorphe. D’aprés le
théoréme 2.2.22 cela équivaul @ demander 1'égalité suivante :

<SOO’7TZ'>L)0072500 ’ <Sp77T;>Q'U,ZU H <SU7ﬁU>QUyZ'U = 17 \V/S € SE)

vF#00,p

Or & @m, @I " étant une forme automorphe dans A(I(A)), on a I'égalité suivante :

<SOO75>9007Z00 ' <SP77TP>QU,Zv H <Sv7ﬁv>gv72u = 17 vs € SEZ

vF#00,p

On en déduit que m; ® 7, ® I est une forme automorphe si et seulement si

(So0s M) omrzme * (Sps T omszs * (S00s E)omrze * (Sps Tp)onsz = 1, Vs € Sy, (2.19)

Alors afin de calculer la dimension des représentations galoisiennes, on doit calculer
les caractéres du groupe centralisateur a l'infini.
Etape 3 : Calcul de caractéres a I’infini

Considérons les L-paquets ILg)(/(R)) et I (G(R)). Comme & est un L-paramétre
discret, on peut écrire " := n,,..§ sous la forme " =& @ - - D, ol les & sont deux
a deux distincts. Le groupe de centralisateur est donné par

= H ~ [[z/2z).

i=1
Le groupe Z(G ) = {£1} est envoyé diagonalement dans Sh

Le L-paquet H(g)(G(R)) est constitué par n représentations m; qui correspondent &
n caractéres 7., de Sh dont la restriction sur Z(G)F est un caractere de Z(G) calculé
en fonction de a% De méme le L-paquet I (I (R)) est constitué par la représentation
f qui correspondent & un caractére T¢ de Sg dont la restriction sur Z (@)F est calculé
par a’_. On va calculer les n caractéres Tg " Tr, OU L€ {1,---n}.

Remarque 2.3.16. Puisque a$ + a’, = 1 mod 2, la restriction de Tg* Tr, SUT Z(G)T
est le caractére non trivial. On en déduit que pour tout 7, on a
I =1 =1 ) =r 7 (=1, —1) = —1.

J=1 j



Choisissons un L-parameétre supercuspidal ¢ de G(Q,) de sorte que 7, .9 = ¥, =
@ y? avec dim Yt =1 et dimyy? =n — 1. On a

2 2
Sy = [Joa.c)=[](z/2z) =S,
i=1 i=1
Fixons une représentation 7, € I;(J,(Q,)) et choisissons une représentation 7, €
I, (G(Qy)) de sorte que le caractére 7o, - 7 de Si est donné par

Tryp 7—7";7<_17 1) = -1 Trp

T (1,-1) = 1.

En utilisant la méme construction que celle dans la proposition 2.2.28, il existe,
pour tout ig fixé, un paramétre global discret générique ®(ip) de la forme P®(ig)" =

O (19) B P52 (ip) de sorte que
° q);” (19) est un L-paramétre global discret générique pour j = 1,2,
o (P(in))oo =& et (P (i0))oc = &io:
o (B (o)), = U} et (B (i), = U352,
e Le morphisme canonique
Sei) — S5
est un isomorphisme.

Détaillons maintenant les groupes de centralisateurs ainsi que les morphismes de
localisation

2 2
Sa(io) = HO(L C) = H(Z/QZ) = Sthb(io)'
=1 i=1

Les morphismes de localisation Sg(;;) — Sy et Sa(,) — S¢ sont donnés par les
formules ci-dessous

b i b b
Sq’(io) — Sw S@(io) - S&
(Il,l’Q) — (]}1,11,’2) (.131,:5‘2) — ('TQ,"'.IQ,'Tl,l’Q"'SL’Q)
Y 1 v
10— n—1o

Notation 2.3.17. Si on a une représentation irréductible 7 de SE) ou de SE, on note

7 la représentation induite sur SED(Z.O) par les morphismes de localisation.

Utilisons la proposition 2.2.29 pour I et la représentation m, et le L-parametre (i),
on trouve une représentation automorphe Il(ig) € gy (1(A)) telle que

(i0)p = Tpy T(ip)oo = &,
0

- I
- TI(ip) = I’ dés lors que (TL(ip))P =2 (IT')?.
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En prenant la partie II(ig)°>? isotypique de la suite spectrale (2.11) on a :

[[1(z0)>"]
(2.20)

Comme dans étape 2, on obtient 'égalité 7, ® 0x, v = T, ® p(T, ® (ig)>P), et
donc dim p(n, ® I1(i)>*) = dim Oyt -

D’une part, I'égalité (2.18) couplée avec le fait que ¥y, = ¥7" ©1py? avec dim i’ = 1
et dimy* = n — 1 implique que dim oy, - € {0,1,n —1,n}.

De plus dim p(7), ® I(ig)>P) = Y7 m(m @ 7, @ H(ip)*>*). Comme dans la fin
de P'étape 2, la formule de multiplicité implique que dimoy, -, est égal du nombre de

qu - | kerl (Q? G)| (EXt%])b(QP) (HE(M)7 ﬂ-P)cusp) = (Hé(Sh’ ££>)

p—cusp

A 3 . =) . —=to — ==%o . =10
représentations m; telle que 7 §Tm = Tn, T
Montrons que dim oy, ~ = 1. Supposons le contraire, il y a 3 possibilités.
Cas 1 :dim Oty = 0.
—i0 X —i0 —i0 . —i0 . . . .
Dans ce cas on a T T #+ T, T POUT tout ¢. La description de morphismes de

localisation implique que pour tout i € {1,--- ,n} on a

e T (1,001, —‘1,1,--- 1) =1.
io
En faisant varier ig, on en déduit que tous les e Tr; coincident, contradiction.
Cas 2 : dim Oyt = N
La description de morphismes de localisation implique que pour tout i € {1,--- ,n}
on a
e T (1,01, —} 1--0,1) = -1
)
Comme précédemment en faisant varier i , on en déduit que les Tg - Tr, SONt égaux
pour tout ¢, contradiction.
Cas 3 : dimoy, » =n— 1.
La description de morphismes de localisation implique qu’il y a exactement n — 1
indices i € {1,--- ,n} tel que

0

Comme i est arbitraire, on en déduit que

e (L L L 1) = (C)e D =
zgg ¢ S~~~

0
Or d’apreés le remarque 2.3.16 et le fait que n impair, on en déduit que

io=11

e te (Lo L =L L ) =[] (= 10 =) = (=1)" = (=1).

i=1

n n
=1
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Cela est une contradiction.
On en déduit que dim oy, ~» = 1, autrement dit pour tout 4o, il y a exactement un
indice i € {1,--- ,n} tel que

75-7-7”(1’,.. 71’;}’71’.” ’1):_1'
io

En utilisant la remarque 2.3.16, on vérifie aisément que les n caractéres ¢ Ty de

(Z)2Z)" avec i € {1,--- ,n} sont les caractéres \; ol
-1 s i=j
&@,”7_L”.Jy_{1 G 1<isti<n (2.21)

J
Etape 4 : Fin de la démonstration

Lemme 2.3.18. Il eziste un paramétre global générique W = (0™, W) ot W" = WM BYL?
avec W; des parameétres simples génériques de sorte que

Z) (W{“)p = ‘P?l
i) (Uy?)p = @3> @ - D).

iii) Il y a une place décomposée q telle que
(T")g=x18 " & Xny (T22)) = Xy 41 ® - ® Yn

ot les x; sont non ramifiées et deux o deux distincts.
w) Uy = €.

Démonstration. On utilise la méme construction que celle dans la proposition 2.2.28.
O

On fixe une représentation m, € I1,(J,(Q,)). Comme dans la démonstration de la
proposition 2.2.29, il existe une représentation automorphe II de I (A) dans le paquet
Iy (1) de sorte que ﬁp =, et I, =& (mais [P = I w'implique pas forcément T1 = ﬁ)

Prenons la partie [[I°?] de la suite spectrale (2.11). Grace au lemme 2.3.14, la suite
spectrale dégénére, on obtient donc des isomorphismes

ket (@,G)] Y (Homy, g, (HIM), Ty, ) @ [[%7) = (HA(Sh, £o)), ., [T7].
e A(T)
[P =117
En utilisant la formule de Matsushima couplée avec la proposition 2.3.2, on en déduit
que

> (Homyq, (HIM)TL),, )= > M@p), (2.22)
TeA() MEA(G)
=117 N C



D’aprés le calcul dans section 2.2.2, on a

= H H(Z/ZZ)

S, = ﬁO(l,C) ~[[z/2z) = s = Ho H(Z/2Z)

-
=1 =1
Les morphismes de localisation Sy — S, et Sg/ — Sy sont donnés comme
ci-dessous

Sy, — S sy — Su.,
($17$2) — ($1,I27"' 7I2) (91317%2) — (1’1,"‘1317$2;"‘ 71132)
wl_/ N e e e
r— ni n2

Si on a une représentation irréductible 7 de Sﬂ, ou de Sioo, on note T la représentation

induite sur SE,, par les morphismes de localisation.
Pour 1 <i <17 on note 7; le caractére de Sfo définie par 2.3.1.

Le groupe Z(G)T = {#1} est envoyé¢ diagonalement dans SE. Les représentations
dans le paquet I1,(J,(Q,)) sont paramétrées par les éléments de Irr(Sfp, X1) 00 X est
calculé en fonction de af (voir 2.2.3 et exemple 2.2.1) et celles dans le paquet IT,(G(Q,))

sont paramétrées par les éléments de Irr(Si, X¢) ou x¢ est calculé en fonction de af.
Puisque les roles des 7;_pour 1 < i < r sont identiques, il suffit de montrer que
Oty = Ty © (017) @ | - =2 pour 7, - oy = T1.
Choisissons 7, € lI,(G(Qy)) de sorte que 7, - 7x = 71. D’aprés (2.19) et la descrip-
tion explicite des caractéres g Ty dans (2.21), on en déduit que dim Oty = 11

Comme II est une représentation automorphe de I (A), on en déduit que 7ri®7ré,®ﬁ°o’p

est une représentation automorphe de G(A) si et seulement si

T Ty =T¢ Ty

Puisque 7, - 7, = 71, Uégalité ci-dessus équivaut a
Ty Tm = T1.

D’aprés I'étape 3, on a T¢ Tr = i, alors m; @ T, ® I est une représentation au-
tomorphe de G(A) si et seulement si A\; = 7;. En utilisant la description de morphismes
de localisation ainsi que la définition de 7 (c.f. 2.3.1) et de \; (c.f. 2.21), on voit que
\i = 7, si et seulement si i € {1,---n;}. On en déduit que dim p(m, @ 11%P) = n,. Le
corollaire 2.3.11 implique que

n—1

P(W;y ® Hoo’p)p =Tu © e[z,
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Maintenant en prenant la partie [r |-isotypique dans (2.22), on voit que

/ / —n=L
E Uﬁpmé(g)ﬂ}?:ﬂ}’@rmO(‘P?l)®|'| z
Tp€lly (J5(Qp))
TpellPeA(l)
Comme dim o, v = ny = dimr,, o ("), on en déduit que

n—1

Oty =Ty © (P11) @ |7 2.

2.4 Appendice

Dans cet appendice on démontre un résultat analogue plus faible du Théoréme
A pour F* un corps totalement réel de degré impair quelconque. Le principe de la
démonstration repose sur I’étude des variétés de Shimura de type Kottwitz-Harris-Taylor
Sh/g définies sur leur corps reflex £ = F ou F' = KF" avec K un corps quadratique
imaginaire et plus particuliérement sur la géométrie de la fibre spéciale en une place p
inerte dans £ d’'un modéle Sh,p, ot O, est I'anneau des entiers de [,

Proposition 2.4.1. Soit ¢ : Wy, — ([L,cp GLn(C) x C*) x Wy, un L-parameétre
discret de G(Q,). Notons I1,(G(Q,)) et I1,(Jy(Qy)) le L paquet (supercuspidal) respec-
tivement de G(Q,) et de Jy(Q,) correspondant a ¢. Alors pour m, une représentation
cuspidale dans I1,(G(Q,)) on a

i) 0w =0sii#Fn—1

ii) Oy, = 0 81T ¢ 11, (J35(Qp)),

i)
dim Oyt = dim Homg,, (TW; @ Ty T © ¢r,) Q|- |—%.

Démonstration. Soit D = (F, B,*,V,(-|-), h,G) une donnée globale de type PEL glo-
balisant la donnée locale de sorte que Endp(V') est une algébre simple qui est déployée
en toutes places finies comme dans la proposition 2.3.13. Soit Sh la variété de Shimura

associée, le groupe G(Q,) = G(Q,) est le groupe de similitudes unitaires quasi déployé
en n variables. En particulier Sh est de signature (1,n — 1),(0,n),---,(0,n) a Uinfini
et Sh est donc compacte.

On note M(Dg,,b) 'espace de Rapoport-Zink associé¢ a la donnée locale.

Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I := (I?) le groupe

réductif associé. On sait que I(R) est la forme compacte modulo le centre de G(R), que

1(Q,) = Jo(Qp) et que I(A}) = G(A%). D’aprés la proposition 2.1.30 il y a une suite

spectrale G(Ay) x Wg, équivariante :

EY = | ker'(Q, G)| Z <Ext§b(@p) (Hg(M),Hp)cusp>®(Hoo,p) — (H"**(Sh, ﬁg))p_cusp.
HeA(I)
Moo=¢

(2.23)
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Fixons une représentation m, € I1,(J,(Q,)) et appliquons la proposition 2.2.29 pour
I et la représentation 7,, on trouve une représentation automorphe II € A(1(A)) telle
que

ST, =7y, T =€,
- T 2 II dés lors que (IT)? = (IT')P.
En utilisant le méme argument que dans I'étape 2 de la démonstration du théoréme
principal on en déduit que

. —o00,p .
dim p(m, @ I1"7) = dim o, 7.

ot p(m, ® ") est la partie [, ® II™")-isotypique dans la cohomologie de Sh.
D’autre part

n
dim p(m, ® o) = Z m(m; @ m, @ II°9F).
i=1
La formule de multiplicité 2.2.22 couplée avec 2.2.26 implique alors que m(m; ® 7, ®
[1°°P) est soit nul soit égale a 1. On en déduit donc que dim oy, - égale le nombre de
représentations m; de sorte que T¢ Trg = Try " Tl Nous utilisons le calcul fait dans

k3

I’étape 3 de la démonstration du théoréme principal pour conclure. O

Théoréme 2.4.2. Soit ¢ : Wo, — ([[,cp GLa(C) x C*) x Wy, un L-paramétre
discret de G(Q,). Notons I1,(G(Qy)) et I1,(Jp(Qp)) le L paquet (supercuspidal) respec-
tivement de G(Qp) et de Jy(Q,) correspondant a ¢. Alors pour m, une représentation
cuspidale dans I1,(G(Q,)) on a

_no1
Z Onpry = (Tuo@p,) @17 2.

mp€lle (Jp(Qp))

Démonstration. Soit D une donnée globale de type PEL globalisant la donnée locale
comme dans la proposition 2.3.13 de sorte que End (V') est une algébre a division qui est
en toute place finie soit déployée, soit une algébre a division. Soit Sh la variété associée,

le groupe G(Q,) = GU*(n) est le groupe des similitudes unitaires quasi déployé en n
variables. En particulier Sh est de signature (1,n—1),(0,n)---(0,n) a I'infini et Sh est
compacte car Endg(V') est une algébre & division.

On note M(Dg,,b) 'espace de Rapoport-Zink associé a la donnée locale.

Soit ¢ une classe d’isogénie intervenant dans la strate basique et I? le groupe ré-
ductif associé. On sait que I?(R) est la forme compacte modulo le centre de G(R), que

°(Q,) = :]b((@p) et que I?(A%}) = G(A%). D’aprés la proposition 2.1.30 il y a une suite

spectrale G(Ay) x Wg, équivariante

EY = ket (Q.G)] Y (Ext{;b(Qp) (HI(M), Hp)cusp)@;(noo,p) — (HP*9(Sh, L))
HeA(I(f)

HMoo=¢
(2.24)

67

p—cusp



On choisit une représentation ¢ de dimension finie de I?(C). Soit I1(¢) le L-paquet

des représentations de séries discrétes de G(R) cohomologiques pour &.
Considérons une représentation supercuspldale 7, dans I1,(G(Q,)). D’aprés [Clo86],

il existe une représentation automorphe II de G telle que H =7, et I, € I1(¢) et
que Hw0 est supercuspidale pour une place wqy inerte. On peut supposer de plus que
pour toute place finie décomposée v de sorte que Endg(V') est une algébre a division,
la composante ﬁv et J L(ﬁv) soient supercuspidale, ici JL est 'application de Jacquet-
Langlands.

Maintenant, en appliquant le cas (A) du théoréme 3.1.6 de [HLO4] pour les groupes

de similitudes unitaires globaux G et I?, on obtient une représentation automorphe I
de I de sorte que (IT*),, = (II),, pour toute place finie w # p et (II*)5 = .
En prenant la partie [1°°7 isotypique de la suite spectrale (2.24) on a

B = kel @G Y (Bt ) (HIM).TL),,, ) = (HP71(Sh, £o))
e A(I?)
1P =(I1*)?

p—cusp [Hoovp]

Lemme 2.4.3. Soit II € A(I?) telle que II? = (II*)? alors II, est dans le paquet
o (J5(Qy))-

Démonstration. On pose Sy 1’ensemble des places finies décomposées telles que Endg(V')
est une algébre a division et S = Sy U {wp} on wy est la place inerte qu’on fixée aupa-
ravant. On peut supposer que |[Sy| > 2.

D’aprés la proposition 10.1.1 de [Far04], il existe un groupe similitude unitaire global
GU! de sorte que (GU'), est quasi-déployé si v est décomposée et (GU?),, = (I?),, pour
toute w ¢ S.

D’aprés le cas (B) du théoréme 3.1.6 de [HL04], il existe une représentation auto-
morphe II; de GU'(A) telle que (I1;),, = II,, pour toute w ¢ S. On obtient en particulier
(Hl)p = 1II,.

Par le méme argument on obtient un groupe similitude unitaire GU? tel que (GU?),

est quasi-déployé si v est décomposée et (GU?),, = (G),, pour toute w ¢ S ainsi qu'une
représentation automorphe IT, de GU2(A) satisfaisant (Il,),, = II,, pour toute w & S.
En particulier on a (Iy), = 7, et (Il2),, = (II;),, pour presque toute w.

Puisque GU! et GU? sont des formes intérieures pures, le théoréme 2.2.22 implique
que le L-paramétre global Wy de II; et le L-paramétre global Wy de II5 sont identiques.
Comme (Il,), = 7, est dans le paquet II,(G(Q),)), on en déduit alors que les représen-
tations (II;), = II, est dans le paquet IL,(J,(Q))). O

Puisque le paquet II,(J,(Q,)) ne contient que des représentations supercuspidales,
d’apres le lemme 2.4.3 on voit que II, est supercuspidale dés que II? = (IT*)P. D’autre

part, le lemme 2.3.14 implique que Extg’b(@p) (Hg(MUp,@g(n —1)),1I,) =0sip >0, la

68



suite spectrale au-dessus dégénére. On obtient donc des isomorphismes :

‘keﬁ(@)g)‘ E (HomJb(Qp) (Hﬁ(M),Hp)cusp> = ([—[i(Sh, ‘Cg))prusp [ﬁoo,p] (2.25)
HEA(~I¢)
1P = (I1*)P

D’autre part, la formule de Matsushima nous donne une décomposition :

H'(Sh, Le)pcusp = | ker' (Q, G Z 1% @ p;(117°) (2.26)
EA(G)e
IIpsupercuspidale

oit p;(TI°) est une représentation continue de dimension finie de Gal(E/E) et A(G)e

est I’ensemble des représentations automorphes de G cohomologiques pour £.
Puisque I'application 7, . est injective (voir 2.2.10) et II, est supercuspidale, le
méme argument que celui dans A.7.8 de [Far04] montre le résultat suivant :

0 si i#n—1=dimSh

/
4 ®Hoo,p - m n— . .
e ={ (o

En comparant les égalités (2.25) et (2.26) avec le calcul de p;(m, @ 11°°7) on en déduit
que :

a (ﬁp) ae (7] —_n—2
Z (HomJb(Qp) (ch_l(./\/l),ﬁp)cusp) " = Z 7T;®(Tu ogpr) & p)®|-| 7,

Tp€lly (Jp(Qp)) 7, €M, (G(Qp))
(2.27)

ol azs(T,) est la multiplicité de £ RTp ® [1°°? dans l'espace des formes automorphes de
I? et aé(ﬂ';> est la multiplicité de 7¢ @ 7, @ [I°*P dans l'espace des formes automorphes

de G (d’aprés le théoréme 3.1.7 de [HLO4|, la multiplicité aé(wz'?) ne dépend pas de
me € 1l(p)).

Pour 7, la représentation supercuspidale dans II,(G(Q,)) fixé, on a en particulier
I’égalité :

o (Tp) _n=1
Do (Orm) ™ = (rioen)"d " @]
mp€ll,(Jp(Qp))

De plus comme @ est un paramétre discret et p est de signature (1,n—1),(0,n),---,(0,n)
on en déduit que (r, o pp,) est une représentation de dimension n et est une somme
(sans multiplicité) des représentations irréductibles deux a deux disjointes. D’autre part
on a aé(?fp) > 0 et d’aprés la proposition 2.4.1 on a pre(ﬂw(Jb(@p))) dim oy, 0 =7, ce

Z O-va”;'a - (r# © gOFIJ) ® | ) ’_HT_l

mp €Il (Jp(Qp))

qui implique
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Chapitre 3

Shtukas adiques, modifications et
applications

3.1 Introduction

Rapoport et Viehmann ont récemment suggéré ’existence d’analogues locaux p-
adiques des variétés de Shimura et une théorie cohomologie /-adique de ces derniers. La
cohomologie (-adique (¢ # p) des variétés de Shimura locales devrait fournir 'incarna-
tion locale des correspondances de Langlands. Les premiers exemples sont donnés par
les espaces de Rapoport-Zink et récemment, Scholze a construit des espaces de modules
de Shtukas généralisant la notion de variétés de Shimura locales.

Commencons par un triplet (G, p1,b) ot G est un groupe réductif sur Q,, b € G(@p)
et uw € XH(T) avec b € B(G,u) (c.f. section 3.3) auquel on associe un G-fibré &, sur
la courbe de Fargues-Fontaine. De maniére informelle, 'espace de module de Shtukas
Sht(G, p1,b) est un faisceau sur Perfs classifiant les modifications de type u entre &, et
&;. L'espace Sht(G, i, b) admet une donnée de descente ainsi qu’une action du groupe
G(Qp) (resp. J»(Q,)) définie par isomorphismes de & (resp. &). Le premier résultat
principal de cet article est le théoréme 3.6.3 suivant.

Théoréme 3.1.1. Notons Z2 la composante connexe neutre du centre Zg, N\ un co-
caractére central de G et by U'unique élément de B(Z2,\). Il y a un isomorphisme
G(Qp) x Jb(Qyp)-équivariant de faisceaux pro-étale qui commute avec les données de
descentes.

Sht(G, 41, b) X 15 q,) SHt(Z%, A) — Sht(G, bby, st - (A).

Le résultat ci-dessus nous permet d’interpréter I'espace Sht(G, bby, it - (A)) comme
une modification centrale de I’espace Sht(G, p,b). La démonstration se base sur 1’étude
des G-fibrés sur la courbe de Fargues-Fontaine. La premiére étape consiste a construire
une modification de type u - (A) a partir de celle de type p. Ensuite, on propage cette
construction au niveau des espaces de modules de Shtukas de maniére compatible avec
les actions de G(Q,) x J,(Q,) et notamment avec les données de descentes.
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On applique ce résultat géométrique au calcul des groupes de cohomologie d’espaces
de Rapoport-Zink que 'on peut ainsi relier avec la tour de Lubin-Tate. Pour chaque
sous-groupe compact K, C G(Q,), il y a un espace de module de Shtukas de niveau fini
(Sht(G,u, b))/Kp et une identification Sht(G, pu,b) = li%n Sht(G, p, b)/ K. Lorsque p

P

est minuscule et le triplet (G, i1, b) est de type EL ou PEL et on retrouve les espaces de
Rapoport-Zink, d’aprés le théoréme 24.2.5 de [SW17|. Afin de se ramener a la tour de
Lubin-Tate qui correspond a la signature po7 = (1,n—1),(0,n),---,(0,n), on considére
les espaces de Rapoport-Zink de type EL non ramifiés simples basiques de signature
(L,n—1),(p1,q1),- - » (k> @) o pig; = 0. Soit K, C G(Q,) un sous groupe compact.
On notera Sht(G, u,b)/ K, par /\;l’;{p D’aprés [Far04], on peut définir les groupes de
cohomologie de support compact par

Hy (MY | Zy) = lién lim H2(V @4, Cp, Z/("Z)

ou V parcourt les ouverts relativement compacts de ./\u/l‘;( et ol £ # p est un nombre
p

premier. On note également HC'(./\Z‘;{Z),@g) = Hg(/\jl’;(p,Zg) ® Qq lesquels sont des Q-
représentations de G(Q,) x J5(Q,) x Wg, ot Wg, est le groupe de Weil du corps de
définition F, de p.

Les groupes de cohomologie de la tour de Lubin-Tate ont été entiérement calculés
dans [Boyer99|, [HT01] et [Boyer09]; par dualité [Fal] [FGL| [SW17], on obtient aussi
le cas de Drinfeld. Pour un espace de type EL non ramifié général, la partie supercus-
pidale est traitée dans |Far04|, [Shin|. Sous I'hypothése précédente, on obtient alors la
description compléte de groupes de cohomologie suivante avec les notations de la section
3.7.

Théoréme 3.1.2. Pour tout diviseur g de n = gs et toute représentation irréductible
cuspidale m de GL4(F), on a des isomorphismes G(Q,) x Wg-équivariants

o LT, (s,7) ® L(7)] -
lim H' (M) [r[s]p] = reJ
K 0 1<0

ol w; est le caractére central de LT (s, 1) et rec;l est le morphisme de réciprocité d’Artin
et ol "recyt =T -recy' 7L

La preuve repose sur le théoréme 3.1.1 qui donne une relation entre la tour (/\Z’;(p);(p
et la tour de Lubin-Tate ainsi que les résultats dans [Boyer09] décrivant la cohomologie
de la derniére.

Remarque 3.1.3. En utilisant les résultats de [Boyerl4]|, on peut prouver que les
groupes de cohomologie liRan H? (./\/l*;(p, Zy) sont Zg-libres.

72



3.2 La courbe de Fargues-Fontaine d’aprés [Far-Fon]

Soit £/Q, une extension finie de corps résiduel F, d’uniformisante 7. Soit F'/F, un
corps parfait muni d’une valuation non-triviale v : FF — R U {oo}.

1
On pose & = Wo, (F) [—] ot Wo,(F) désigne ’anneau des vecteurs de Witt ramifiés
T
a coefficients dans F'. Plus précisément, on a

5:{ 3 [z | xneF}.

n>>—oo

Le corps £ est une extension non ramifiée compléte de E dont le corps résiduel est
F.1l'y a un relévement de Teichmiiler /' — Og, = — [z].
On introduit alors le sous-anneau de £

B = { Z [z,|7" € €| 3C, Vn |z,| < C’}.

n>=>—oo

On définit ensuite des normes de Gauss sur B Pour r €]0,00[ et p = ¢7" €]0, 1]
on pose pour = Y [z,]7" € B*

ve(x) = inf v(z,) +nr et |x], = sup|z,|p".
ne”Z nez

Il s’agit de normes multiplicatives, autrement dit v, est une valuation sur B%.

Définition 3.2.1. Pour I C|0,1[ un intervalle, on note B; le complété de B par
rapport aux normes (|.|,)per. Notons B = By . On a alors B = m By ou I parcourt
les intervalles compacts de |0, 1].

L’anneau & posséde un morphisme de Frobenius ¢ tel que

(D lmlr") =l

n n

On note également ¢ : [0,1] = [0,1] défini par p(p) = p?. Le Frobenius ¢ de B
s’étend en un isomorphisme
(Yol B[ 1) BS@(I)‘

Ce morphisme de Frobenius induit alors un automorphisme ¢ de B avec E = B¥=1,

Définition 3.2.2. La courbe schématique de Fargues-Fontaine est X = Proj(P) ou

P=P B,

d>0

vue comme E-algébre graduée.
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On note Ox (1) = P[1] le fibré en droites tautologique sur X et pour d € Z, Ox(d) =

<(’)X(1)>®d. On a alors
P =@ H(X,0x(d)).
d>0

On rappelle ensuite la version adique de la courbe de Fargues-Fontaine. Si [ =
[p1, p2] CJO,1[ avec p1,ps € |F*| alors By est une FE-algébre de Banach qui est un
anneau principal. On pose alors Y; = Spa(By, BY) comme espace topologique muni
d’un préfaisceau d’anneaux.

Théoréme 3.2.3. ([Far16] 2.1) L’espace Y1 est adique i.e le préfaisceau Oy, est un
faisceau.

Soient I C I' C]0,1[ alors Y7 est un ouvert rationnel de Y. Si I = [|al, |b|] avec
a,b € F* alors
o] ™
Y, = Y/<—, —>.
T=

On pose Y = lignﬂﬁ ou I parcourt les intervalles compacts de |0, 1[ d’extrémités
dans |F|.
C’est un espace adique tel que T'(Y,Oy) = B. On peut donc voir les éléments de
By comme les fonctions holomorphes de la variable 7 sur la couronne de rayons définis
par I. Le Frobenius ¢ de B" induit un isomorphisme ¢ : By = By et on a donc un
isomorphisme
(Yol chg) l} Y}

En prenant la limite sur les intervalles I on obtient un automorphisme
Y Y.

Ce morphisme ¢ agit de maniére proprement discontinue sur Y et on définit alors
la courbe de Fargues-Fontaine adique de la maniére suivante.

Définition 3.2.4. La courbe de Fargues-Fontaine adique est X =Y /2.

On rappelle enfin la version relative de la courbe de Fargues-Fontaine sur un espace
affinoide perfectoide S. Intuitivement, on peut y penser comme une famille de courbes

(Xk(s))ses-
Soit S = Spa(R, R") un espace affinoide perfectoide sur Spa(F,). Posons

As=Wo(RY) = { Y lealn" | 2, € B},

ou Wop,, désigne les vecteurs de Witt ramifiés. Notons

171\ bd
BY = (AS[;D = { E [z,]7" | 2, € R, sup |z,] < +oo}.
n>—oo "
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Pour p €]0,1[, il y a une norme de Gauss sur B% définie par || >
sup, 22"

De méme, pour I CJ0, 1[ un intervalle compact, on note By g le complété de B% par
rapport aux normes (|-||,),er.- On note Bs = lim, By s le complété de BY% par rapport
aux normes (|-,)peion.

n>>—oo[x”]7rnHP -

Comme auparavant, Y7 ¢ = Spa <BI,5, (BI,S)O) ainsi que Yy = hﬂ[ Y7 s sont des
espaces adiques. Finalement, on définit la courbe de Fargues-Fontaine relative comme
suit

X5 = Ys/o"

oll ¢ est le morphisme de Frobenius des vecteurs de Witt usuel

o X lm) = 3 et

n>—oo n>>—oo

Comme auparavant, il y a des des fibrés vectoriels (’)ng(d) pour tout d € Z et on
définit le schéma
Xs = Proj(P)

—~—

ou P = @dzo H(X¢, Oxgd(d)) et Oxgd<1) = (Bg)#=".

Débasculements et diviseurs de Cartier sur la courbe

Soit R une F -algeébre perfectoide. Notons R° C R le sous anneau des éléments
de puissances bornées ainsi que R°° C R° I'’ensemble des éléments topologiquement
nilpotents. Un élément f = ) [a,]7" € Ap est dit primitif de degré 1 si ay € R*°NR*
et a; € R°*. -
Proposition 3.2.5. (prop. 1.18 de [Far16])

o Soit R* un débasculement de R sur E. Alors, le noyau du morphisme de Fontaine
0 : Wo,(R°) — R*

est engendré par un élément primitif de degré 1.

1
o Inversement, si f € Ag est un élément primitif de degré 1 alors Wo, (R°) [—} /f
T

est une E-algébre perfectoide qui est un débasculement de R.

On obtient ainsi une bijection entre I’ensemble des débasculements de R sur E et
I’ensemble des immersions fermées T — Yg définies localement par un élément primitif
de degré 1.

Autrement dit, si S € Perfy, alors a chaque débasculement S ¢ correspond un diviseur
de Cartier D : S* < Yy et de plus ce diviseur de Cartier induit un diviseur de Cartier

p-invariant
B
kEZ
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et on obtient donc un diviseur de Cartier sur X2, Supposons que Fq C F. Pour tout
h € N*, il existe une unique extension non ramifiée £, de degré h de E. Notons X, la
courbe adique associé a E},, alors

Wh:XEh:XE®EEh—>XE

est un revétement étale fini de degré h.

Pour tout A = % € Qou (d,h) =1 et h > 0, on définit un fibré vectoriel Ox, ()

par la formule
Ox,;(A) = (m):Ox,, (d).

On peut définir les fonctions rang et degré sur les classes d’isomorphisme des fibrés
vectoriels et puis appliquer le formalisme des filtrations de Harder-Narasimhan sur la

d
catégorie de fibrés vectoriels. Pour A = 5 avec (d,h) = 1 alors Ox(A) est un fibré de

degré d et de rang h et donc de pente de Harder-Narasimhan p(Ox(\)) = .

Définition 3.2.6. Un fibré vectoriel non nul X est semi stable si pour tout sous fibré
vectoriel strict non nul X' de X, on a u(X') < u(X).

Théoréme 3.2.7. ( [Far-Fon] théo 8.5.1 ) Supposons F algébriquement clos.

o Les fibrés semi-stables de pente A sur X, a isomorphisme pres, sont les Ox(\)™.

e La filtration de Harder-Narasimhan d’un fibré vectoriel sur X est scindée.

o Tout fibré vectoriel sur X est isomorphe a un fibré de la forme @;_, Ox(\;) ot
AL > - > )\, est une suite décroissante dans Q.

Notons ¢-Modp la catégorie des ¢-modules libres sur B. On a une équivalence de
catégories

@ — MOdB :> FZbX
(M, ) — (@M%D:“d).
d>0

D’autre part le foncteur sections globales implique une équivalence entre la catégorie
des fibrés p-équivariants sur Y et celle des p-modules sur B.

Théoréme 3.2.8. ([Farlj] théo. 3.5) Supposons F algébriquement clos. Il y a une
équivalence de catégories entre faisceaux cohérents sur X et sur X,

Notons p-Modj la catégorie des isocristaux sur Eou E =B 1l y a un foncteur
naturel de ¢- Mod dans Fibx. Soit (D, ¢) un isocristal, on pose

ED,p) =Y xz2 D — Y/p" = X

qui est un fibré vectoriel sur X?. Via GAGA cela correspond au fibré associé¢ au P-

_T('d . .
module gradué¢ P, (D ® O(Y))@&p_ . Le théoréme 3.2.7 implique que le foncteur
E(—) ¢ —Modp — Fiby est essentiellement surjectif.
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Définition 3.2.9. Soit G un groupe réductif sur E. Notons Buny la catégorie des fibrés
vectoriels sur X. Un G-fibré sur X (ou X) est un foncteur tensoriel ezxact

Repp G — Buny .

On considére I'ensemble de Kottwitz B(G) = G(E)/o-conj des classes d’isomor-
phismes de G-isocristaux. Si b € G(FE) on peut lui associer un G-fibré sur X, que on
note &, par composition

Rep(G) — ¢ — Mod £, Buny

(Vp) — (Vi p(b)o).

Théoréme 3.2.10. ([Fari6] théoréme 2.13) On suppose F algébriquement clos. Il y a
une bijection entre B(G) et l’ensemble des G-fibrés.

B(G) = HL(X,G)
0] — [&)].

Cette bijection généralise le théoreme 3.2.7.

Si S — Spa(F,) un espace affinoide perfectoide et b € G(E), on définit comme
auparavant un G-fibré &, sur Xg,

Rep(G) — ¢ — Mod &0, Bunx,

(Vip) — (Vg,, p(b)).

Par abus de langage, on le note encore &,. De plus & est le G-fibré trivial.

3.3 La Bjp-Grassmanienne affine

Soient S = Spa(R, RT) affinoide perfectoide de caractéristique p et (S*, 1) un débas-
culement de S sur Q, et donc un diviseur de Cartier Dg: — Xg. On a une application
surjective

6 : W(R%) — (R""
dont le noyau est engendré par £ € W(R®) qui n’est pas un diviseur de zéro. Alors
1
B (R?) est défini comme le complété &-adique de W (R°) H et Ban(R?) = Bl (R,
p
Le complété de Xg au-dessus de Dgx est alors Spf(Bj,(R*)). Notons B.(R*) = H(Xg\
Dg:, Oxy).
Etant donné un G-fibré £, posons &, sa restriction sur Xg\ Dg: = Spec B,(R*) ainsi

que SJR son complété au-dessus de Dgi. La proposition suivante implique que & est
déterminé par &, et Ep.
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Proposition 3.3.1. [BL95] (Recollement de Beauville-Laszlo) La catégorie des G-fibrés
sur Xg est équivalent a la catégorie des triplets (Ee,é”r ,L) ot &, est un G-fibré sur

B.(R), Eng est un G-fibré sur Bip(R*) et v : E Qp gty Bar(R) = SBdR Rpt ()
Bar(RF) est un isomorphisme.

Définition 3.3.2. Soit £ un G-fibré sur Xg. Une modification de € au-dessus de D g
est un G-fibré £ avec un isomorphisme

Q' g‘Xs\DSu = g/‘XS\DSﬁ

En vertu du recollement de Beauville-Laszlo, une modification entre £ = (56, Sng, L)
et &' = (Sé, (EN B L’) est donnée par un isomorphisme « : & — ..
Supposons maintenant R* = C' est un corps complet algébriquement clos. On a

X o = Proj ( P Bw)= ) .

d>0

et le diviseur Do < Xce correspond a une injection Oy, — Ox,,
droites sur Xco et donc un élément tco € H(X¢w, Ox, (1 )) (Bx,,)
Maintenant comme B, (C') = H*(X¢+\Dc, Ox,) on voit que B.(C) = Spec <(Bcb[ ])“’—1>.
Soit (D, ) un isocristal, on y a associé un fibré vectoriel £p . En terme du recol-
lement de Beauville-Laszlo, £p , est donné par

((Besltch] @p D)7~ (Bin(C))",1)

ou ¢ est le morphisme trivial

(1) des fibrés en
o=

(Bar(C))" = (Bjr(C))" ® Bar(C).
On suppose désormais que G est un groupe réductif connexe défini sur Q,.

Définition 3.3.3. [SW17] La Bag-Grassmanienne affine G’/‘B B est la faisceautisation
étale du foncteur qui & un espace affinoide perfectoide S = Spa(R R™) avec un mor-
phisme S — SpdQ, correspondant & un débasculement S* = Spa(RE, (R*)"), associe
U'ensemble des classes d’isomorphismes de G-torseurs sur Spec Bjp(R*) trivialisés sur
Spec Byr(RY).

Comme tout G-torseur sur Spa(R¥, (R*)T) devient trivial sur un recouvrement étale
de Spa(Rf, (R*)*), on en déduit que Gro®® est le faisceau étale associé au préfaiscean

(R, (R)") = G(Bar(R)) /G (Bp(R)).

Notons G* le groupe réductif forme quasi-déployée de G (i.e Gy G* ) ainsi que
T C B C G* un tore maximal contenu dans un sous groupe de Borel de G*
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Posons X, (G) := Hom(Gm@p, G@p). Le groupe de Galois I' = Gal(Q,/Q,) ainsi que
G(Q,) agissent sur X, (G) et on a

D\[X.(6")/G"(@,)] = N\ [X.(6)/G(@,)] = T\X.(T)*.

Pour S = Spa(C,C") avec C/Q, un corps perfectoide algébriquement clos alors
Bi(C) est un anneau de valuation discréte et on voit que

Grg*™(C,C*) = G(Bar(C))/G(BR(C)).
On a la décomposition de Cartan

G(Bar(C)) = || G(BRC)u&) ' G(BLR(C))

peXL(T)t

Notation 3.3.4. Notons < l'ordre de Bruhat sur X, (7)", i.e ¢/ < p si et seulement si
i — ' est une somme des co-racines positives avec des coefficients positifs rationnels.

Définition 3.3.5. [SW17] - 19.2.2. (variétés de Schubert). }

Pour un cocaractere p € X, (T)t, notons E son corps de définition et £ := E - Q.
Considérons les sous-foncteurs

Grgit C Grgis, C Grg®

qui sont définis par les conditions qu’un morphisme S —> Grgf”’“ avec un morphisme
S —>SpdFE ou S € Perfﬁp se factorise par Grgif resp. Grgg‘u st et seulement si pour
tout point géométriqgue x = Spa(C(x),C(x)T) — S, les éléments correspondant dans
Grng(C'(x)) = LIHGX*(T)+ G<BJR<C))M(£>_1 appartiennent 4 G(B;R(C)W(f)_l: resp.

U< G(Bar(C)u'(§)

Théoréme 3.3.6. (/SW17])
Pour tout p € X, (T)T, Grg?u est un diamant spatial. Le sous-foncteur Grgflg“ C

dR
<p

est de dimension de

Grof® est un sous-foncteur fermé qui est propre sur Spa(Q)° et Grgff C Gro®  est un

sous-foncteur ouvert. De plus le morphisme Grgdgu — Spa((@)<>

transcendance finie (i.e dimtrg < oo).

Démonstration. Toutes les assertions, sauf la derniére, sont démontrées dans la propo-
sition 19.2.3 et le théoréme 19.2.4 de [SW17]. L’assertion sur la finitude de la dimension
de transcendance est démontrée implicitement dans les lemmes 19.3.2 et 19.3.3.
D’aprés le lemme 19.1.5 de loc.cit, toute injection de groupes réductifs G — GL,
induit une immersion fermée Grgffﬂ — GrgdLiKu. On peut donc supposer G = G L,,.
Puisqu’il y a un nombre fini de i/ < u et que chaque point x € |Grgff“<u| appartient

~ BdR / : N . BdR
a |GTGL,1,,u’| pour un g’ < p, il suffit de montrer la derniére assertion pour Grgi” .

En vertu du lemme 19.3.3 de loc.cit., il suffit de considérer la résolution de Dema-
zure Grer, , de Grgff“ﬂ (définition 19.3.1 de loc.cit). Nous allons suivre la suite de
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réductions du lemme 19.3.2. Le lemme 21.3 de [S17] nous permet de supposer que p est
minuscule. Ensuite, la question 21.4' de loc.cit nous permet de passer au recouvrement
ouvert et comme dans le lemme 19.3.2 de [SW17], il suffit de considérer le morphisme

v

Grass(d,n)® — Spa(Q)°. Dans ce cas, le résultat découle de [Hub96|. O

3.4 L’espace de modules de Shtukas

Supposons maintenant que le G-fibré & est trivialisé sur Bj,(R*). En terme du
recollement de Beauville-Laszlo, £ correspond & un triplet (56,5ff Bup» L> ou &fp - est

le Bip-réseau trivial dans & g wn(RH) €t ol ¢ est un isomorphisme
L g@ ®BE(R) BdR(Rﬁ> :> gl—’:BdR ®BIR(Rﬁ) BdR(Rﬁ) >~ 51,BdR' (31)

Autrement dit, un fibré £ trivialisé sur B}, (R*) est déterminé par un couple (567 L)

avec ¢ comme décrit dans (3.1). Soit R* = C un corps perfectoide algébriquement clos
ainsi que R = C®. Considérons une modification

x4y \Do = Ebs|x 4\ Do

ou by, by € G(Q,).

Puisque &, et &, possédent une trivialisation naturelle sur B,(C'), la modification
a induit un automorphisme g = ¢;,0 <a®idBdR(C) )oab’ll de & p,,. D’apres la décomposi-
tion de Cartan, il existe un unique u € X,.(T)" de sorte que g € G(B,(C))u(t) " 'G(Bir(O)).
On dit alors que la modification « est de type p.

Revenons & la situation générale ol R est une algébre affinoide perfectoide et R* un
débasculement de R. Une modification

a 5|XS\D5ﬁ 1> 5,|XS\DSu’

est dite de type p si et seulement si pour tout point géométrique zco : C° —
Spa(R, R"), la modification x},,a est de type .

Définition 3.4.1. Etant donné un triplet (G,p,b) ot G est un groupe réductif sur
Q,, b € GQ,) et p € XF(T) avec b € B(G, ). Notons E le corps de définition
de p. L’espace de modules de Shtukas Sht(G, u,b) — Spa(E)<> est le préfaisceau sur
Perpr qui associe & chaque Qp-espace perfectoide S*, avec un débasculement (S*)° = S,
l’ensemble des modifications

(6% :gb|XS\D ;51|X5‘\Dsﬁ‘

st

qui est de type u' plus petit que .

1. Nous utilisons la définition au début du page 120 et le lemme 21.3 ainsi que la question 21.4 sont
donc vérifiés.
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Le foncteur Sht(G, p1,b) admet une action de G(Q,), respectivement de J,(Q,) via
a+— goa pour g € G(Q,), respectivement oo — awo h™! pour h € J,(Q,).
Puisque 0 = b=! - b- b7 alors [b] = [0°] dans B(G). Il y a donc un isomorphisme
canonique
o (c;ba 1> 51)-

On définit alors la donnée de descente de Sht(G, i, b) comme 'isomorphisme

Fr : Sht(G, p, b) = Sht(G, 0%, )

a— Qqoo.

Les actions de G(Q,) et J,(Q,) commutent avec la donnée de descente.

Théoréme 3.4.2. [SW17] Etant donné un triplet (G, b, 1) comme ci-dessus alors Sht(G, u, )
est un diamant localement spatial. De plus, le morphisme f : Sht(G, u,b) — Spa(Q,)°
est partiellement propre et dimtrg f < oo.

Démonstration. On a en effet Sht(G, p,b) = li%n Sht(G, u, b) i, le théoréme 23.1.3 de

[SW17] implique alors que Sht(G, p, b) est un diamant localement spatial. D’autre part,
la proposition 23.2.1 de loc.cit couplée avec 3.3.6 implique que f est partiellement propre
et dimtrg f < oo. n

La proposition suivante est bien connue pour les experts.

Proposition 3.4.3. Soit G un groupe réductif conneze défini sur Q, et b € G(@p),
Soient S = Spa(R, RT) un espace affinoide perfectoide sur Spa(F,) ainsi que Spa(R*, (R*)T)
un débasculement. Si o : 5b\XS\Dsr = gb|XS\DSu est une modification de G-fibrés de type
1w =0 alors a s’étend en un isomorphisme de G-fibrés. En particulier on a une identi-

fication Sht(G,1d,0) ~ G(Q,).

Démonstration. D’aprés le formalisme tanakien, il suffit de démontrer le résultat pour
G = GL,.

Supposons tout d’abord que Spa(R, R°) = Spa(C® O¢s) ot C est un corps complet
algébriquement clos. En utilisant le recollement de Beauville-Laszlo, on peut exprimer
&y sous forme

((Berltch) @3, @79, (Bia(C))").

Comme la modification « est de type 0, on en déduit que g := (a ® IdBdR(C))
est donné par un élément dans GL,(B;,(C)). En particulier le couple (o, g) est un
isomorphisme de &.

Le cas particulier ot R = C® couplé avec le lemme 3.4.6 de [Car-Sch| implique le
cas général ot Spa(R, RT) est un espace affinoide perfectoide.

Enfin, on voit que Sht(G,1d,0) classifie les isomorphismes de G-fibré trivial &;.
D’aprés 'exemple 2.21 de [Farl6], on a une identification de diamants Sht(G,1d,0) ~

G(Qyp)-

]
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3.5 Torsions des modifications des G-fibrés

Soient X un schéma et G un X-schéma en groupes. Un G-torseur est un Q,-
morphisme fidélement plat 7 — X muni d’une action G x T — 7T sur 'action
triviale de X de sorte que, fppf-localement sur X, on a un isomorphisme G-équivariant
T=GxX.

Lemme 3.5.1. (lemme 4.6.1 de [KW]) Soit G — X un schéma en groupes réductifs.
La catégorie des G-fibrés sur X est équivalente a celle des G-torseurs sur X.

Soit S = Spa(R, R") un espace affinoide perfectoide sur Spa(F,). Considérons main-
tenant la courbe de Fargues-Fontaine Xg. Pour chaque b € G(Qp), on a un G-fibré &,
sur Xg. Notons 7, le G-torseur correspondant a &, via le lemme 3.5.1. On peut décrire
ce G-torseur par la formule

7o = Proi @ (H(¥5.0v,) @5, 0,001) (3.2)

d>0

ol QP[G] est l'algebre de définition de G . L'action de G sur 7, est donnée par celle
de G sur lui méme par translation a droite. Désormais, notons A, et p, respectivement
la multiplication & gauche par ¢ et a droite par g~

Etant donné un groupe réductif connexe G défini sur Q, et ¢ : Z2 — G la compo-

sante connexe neutre du centre Zg. On va construire un morphisme naturel
Bung x Bunzg — Bung.

D’aprés le lemme 3.5.1, it suffit de définir le morphisme au niveau des torseurs.
Considérons 7 un G-torseur ainsi que T un Z2-torseur sur X. Puisque Z2 est contenu
dans le centre de G, on peut munir 7 d’une action de Z telle que Paction de G et de
Z2 commutent. Plus précisément, un élément g € Z2 agit par action de g sur 7. Le

produit contracté T X 20 T est alors un G-torseur.

Proposition 3.5.2. Pourb € B(G) et h € B(Z3), limage de (&, En) via le morphisme
ci-dessus est &z ou h = u(h).

Démonstration. 11 suffit de démontrer Ty X 50 Thr="Tgz pour b€ B(G) et h € B(Z2).
D’aprés la formule (3.2) on a

Ty = Proj P (H°(¥s, Oy @, <@I,[G]>Ws®bmr

d>0

ou 'action de G sur 7, est donnée par action de GG sur lui méme par translation a droite
et action de Z2 est donnée par translation & gauche.
On a le diagramme commutatif suivant ot p désigne la multiplication de G.
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Gy, x (28)g; G,
A X Py J p\bﬁ
L
G, x (28)g; G,

On en déduit que la co-multiplication y : Q,[G] — Q,[G] ®g, Q,[Z%)] induit Viso-
morphisme voulu Ty X zo T, = Ty O

Pour 7" un tore défini sur Qp, d’aprés Kottwitz on a une bijection
K B(T)basic = B(T) l> X*(T)F

On note by I'élément correspondant & un A € X, (7T')r via cette bijection. On voit
également que B(T,\) = {b,}, en particulier pour C un corps algébriquement clos, il
existe une modification de type A

@ : Epx 4, \De = E11X4\De

si et seulement si &, ~ Eb,\-
Etant données deux modifications a, a’ de type p =0 € X, (T), d’aprés la proposi-
tion 3.5.2, on peut construire une autre modification qui est aussi de type u =0

31 231 XTzl &a’)gl XTgl :51-

En utilisant cette construction, on peut munir 'espace de Shtukas Sht(7’,0) d’une
structure de diamant en groupes. En effet, pour S = Spa(R, RT) un espace affinoide
perfectoide sur Spa(F,) ainsi que S* = Spa(R¥, (R*)") un débasculement. Etant données
deux modifications de type u =0

a,B: El|XS\D = E1\XS\D

st st

on définit le produit de a et S par la formule
axf: &1 =& X 31\)(5\135N ﬂ &1 X El|XS\DSu =&

Alors Sht(T,0) avec ce produit est un diamant en groupes. De plus, d’aprés la
proposition 3.4.3, on a une identification de diamants en groupes Sht(7,0) ~ T(Q,).

Lemme 3.5.3. Pour une modification o : 5\Xs\Dsn — 51|XS\DSﬁ de G-torseurs et deux
modifications 3, : E\XS\DSn — gl\Xs\Dsn de Z2-torseurs on a (axﬁ) Xy =ax (5><'y)
comme modifications de G-torseurs.

Démonstration. 11 s’agit d’utiliser le lemme 3.5.1 pour calculer explicitement les iso-
morphismes des torseurs. [
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Etant donné un groupe réductif connexe G défini sur Q, et ¢ : Z& — G la compo-
sante connexe du tore central. Le morphisme ¢ induit un morphisme 6 : X,(Z2) —
X.(T)" o T est le tore maximal de G.

Soient S = Spa(R, R*) un espace affinoide perfectoide sur Spa(F,) ainsi que S* =
Spa(R*, (R*)*) un débasculement. Si 1'on dispose d’une modification « : gh|XS\DSﬁ —
EHXS\DSﬁ de Zg—ﬁbrés de type A alors pour tout G-fibré &, et tout isomorphisme f :

& = &, on a une modification de G-fibrés

. = fXa =
ey = & ng gh|Xs\Dsu & XZ% glle\DSu ~ &.

De méme, pour une modification de G-fibrés g : & — & de type u, on peut
construire une modifications de G-fibrés

— — BxId °
5 : gb = gb XZ% gllXS\DSﬁ —_— g]_ XZ% Sl‘XS\DSn = gl.

Proposition 3.5.4. Supposons que G est déployé sur @p.

(i) La modification @ : &5 — &, est de type O(N).

(i) La modification 3 est de type .
Démonstration. D’aprés le formalisme tanakien, il suffit de démontrer le résultat pour
toutes les représentations p : G — GL(V) de G. Puisque 'on est dans le cas de
caractéristique 0 et que G est réductif, la catégorie Repg, G est semi-simple. Il suffit donc

de traiter les représentations irréductibles. Lorsque p : G — GL(V) est irréductible,
on a p(Zg) = Zarv)- On obtient également un cocaractere de Zgr(v)

p o) )\ . Gm7@p —> ZGL(V),@Z)'

On peut supposer que G = GL(V). On a alors Z = GL; et X.(Z2) ~ Z, de plus
le cocaractére A correspond & un d € Z. On en déduit que h = [p?] € B(Z2) puisque la
modification « :Ehlxs\DSu — EUXS\DSu est de type A.

Pour calculer le type de @, il suffit de considérer la cas R = C® ot C' est un corps
complet algébriquement clos. En vue du recollement de Beauville-Laszlo, on a la des-
cription suivante.

- A do rd — e o
& = ((Borltal) 26, Q)77 Bin(@)) & = ((Boolts| g, Q)77 Bix(C)).
La modification « de type A est alors donnée par I'isomorphisme
- A do - A o
(Bew [tclﬂ ®@p Qp)sp@)p — (Bew [tc%] ®Qp Qp)w@d
T — tgfbix
D’aprés la formule (3.2), la modification « s’écrit en termes de Z-torseurs

__ 1 o 0 30®de -~ 1 o 0 pRId o o
T pt|X oy \Do ™ (BCb [teo] g, QP[ZGD — <Bcb [t o] ®g, @p[ZG]) ~ T x4, \De

r@a st @,
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En utilisant le diagramme 3.5, la modification @& s’écrit en termes de G-torseurs

p@plbo B 9
) (Borltal] 2, Q0]

r R — tgfx@x’.

1 o pRIdo
Tynix e = (Bolil) @g, Q[G] )

= ﬂ\ch\DC

Finalement la modification @ s’écrit sous la forme

(Beeltzs] ®q, V)#EP s (B toe] ®g, V)#¥147

T — tgilx.
Il est alors aisé de voir que la modification @ est de type (d,--- ,d) € Z9™m%»V =
X (GL(V)), autrement dit @ est de type 6()), ce qui démontre le point (i).
On démontre le point (ii) par le méme argument. O

On peut ainsi utiliser la proposition 3.5.4 pour définir une action de Sht(Z2,0) ~
Z2(Q,) sur Sht(G, u,b) et sur Sht(Z2, \). Soient S = Spa(R, R™) un espace affinoide
perfectoide sur Spa(F,) ainsi que S* = Spa(R*, (R*)*) un débasculement. Etant donnée
une modification de type pu = 0 de Zg—ﬁbrés « leXs\Dsﬁ = leXs\Dsﬁ et une modifi-
cation de type pu de G-fibrés o : Ep| x5\ Dy = E1x5\Dy,» on définit Paction de a sur o
par la formule

— Oc,><a’ —
E =& X 70, E1xg\Dy — &1 X g0 E1jx\Dy, = &1

D’aprés la proposition 3.5.4, o’ X « est une modification de type u. Le lemme 3.5.3
implique que cela définit une action de Z2(Q,) sur Sht(G, u, b).

~

De méme, si 'on a une modification de type A\ de Z2-fibrés o : Eb)\‘XS\DSu —
glle\Dsw on peut définir une autre modification de type A par la formule

— J— 0471><O/ —_ J— —
&y, = &1 X 79, gbA\XS\DSu — & X 79, 51|XS\DSu =&.

ol les actions de ZO sur 51 X 70 51) et 51 X 70 51 sont induites par celle sur la premiére
G G A G
composante.

Remarque 3.5.5. Etant donné un éléement g € Zg((@p)_ correspondant a une mo-
dification de type p = 0 de Z2-fibrés o : E11xs\Dyy = E1ixs\p,, alors action de
est celle de «(g) o ¢ : Z2(Q,) — G(Q,) est I'injection canonique. En effet, on a

o X o= (O/Oldgl) X (Idaoa) = (o/ X Idg) o <Id51 Xa) =o' o(g).

Lemme 3.5.6. Soient T un tore défini sur Q, et o, 8 : Ex — & deux modifications
de T-fibrés de type \. Alors il existe une modification v : & — & (de type 0) de sorte

que 3 = a X 7.
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Démonstration. Soit o : Ex-1 — &; une modification de T-fibrés de type A~! (une
telle modification existe). Considérons la modification suivante

/. axa’
a X o : (C;,\ X S)\_1|XS\D511 — 81 XT gl\XS\DSu

Puisque &\ X7 Ex-1 = & (d’apreés la proposition 3.5.2), la modification a x o/ est en
fait une modification de type 0 de &;. Posons o/ x (a X o/)_l x 3 le produit contracté

—1
o/><(o¢><o/> x B

5/\71 X 51 XT g>\ ” (91 X 51 XT 81.

En particulier d’aprés la proposition 3.5.2, £,-1 X7 & X7 €, = & et on voit que
o X (a X o/)_1 x [ est une modification de type 0 de &;. Finalement, d’aprés le lemme
3.5.3,0on a

ax(a’x(axa’)_1x6>:(1dxﬁ>:6

ce qui termine la démonstration. O

3.6 Modifications centrales des espaces de Shtukas

Dans cette section,en utilisant la proposition 3.5.4, on prouve un énoncé géomé-
trique reliant deux espaces de modules de Shtukas. On donnera également une relation
cohomologique de ces espaces.

Puisque le produit fibré de diamants existe (|S17], Prop. 11.4), alors Sht(G, u, b) X Spa((y)°
Sht(Z2, \) est un diamant. C’est la faisceautisation du pré-faisceau sur Perfy o qui
associe a chaque @p—espace perfectoide S*, avec (S*)* = S, I'ensemble des couples (o, 3)
ou « : 5b\Xs\Dsn = gl‘XS\DSﬁ est une modification de G-fibrés de type p’ plus petit que
et s EbﬂXS\DSﬁ = EHXS\DSﬁ est une modification de G-fibrés de type A. Comme le
diamant en groupes Sht(Z2,0) ~ Z2(Q,) agit sur Sht(G, u,b) et Sht(Z2,\), on peut
définir le faisceau quotient.

Définition 3.6.1. On définit Sht(G, u,b) X 20.(Qy) Sht(Z2,\) comme le faisceau quo-
tient. Plus précisément, c’est la faisceautisation du pré-faisceau sur Perpr qui associe

a chaque Qp—espace perfectoide S*, avec (S*)* = S, l'ensemble Sht(G, u,b) X Spa(@,)°
Sht(Zg‘a )‘> (Sﬁv S)/Zg((@p> (Sﬁa S)

Le groupe G(Q,) x J»(Q,) agit sur le diamant Sht(G, u, b), on peut utiliser cette ac-
tion pour définir une action de ce groupe sur le faisceau Sht(G, p, b) X 20.(Qy) Sht(Z2, \).

Un élément g € G(Q,) correspond & un isomorphisme & — & et g agit sur Sht(G, u, b)
par composition avec cet isomorphisme. On définit alors 'action de g sur Sht(G, p, b) X 70.(Qp)

Sht(Z2, \) par la formule g((a,ﬁ)) = (g ) a,ﬁ). Cette action est bien définie car

(goa)xy=(gxIdg)o(axy)=go(ax~y) pour tout vy € Z2(Qyp).
De la méme maniére, on définit une action de Jy(Q,)* sur Sht(G, 1, b) X z0,q,)

2. Dby étant un élément central de G(Q,), on a alors J,(Q,) = Iz, (Qp)-
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Sht(Z2, ). Il y a des isomorphismes canoniques
gy - gba i) 51) Op, - Ebi :> be

On définit alors la donnée de descente de Sht(G, u, b) X z0.q,) Sht(Z2, \) comme 1'iso-
morphisme

Fr 0 Sht(G, b7, 1) Xsne(z2,.0) Sht(Z¢, A) = Sht(G, b7, 1) X gy 29,0 ) Sht(Z¢, \)
(a, B) — (a0 0y, B ooy,).
On vérifie aisément que cela est bien défini.
Lemme 3.6.2. Notons o, 1 Eup,)e = &, Visomorphisme canonique. On a alors
oy X 03, = Oy, -
Démonstration. D’aprés la formule (3.2) on a

)

T, = PrOJ@( (Ys, Oyy) D, Qp[ ])SOS@IM:M

d>0

et de méme pour le torseur 7-. On en déduit que 'isomorphisme canonique oy, : Tpe >~ 7Ty
est donné par Idg ®b.
D’aprés la proposition 3.5.2, on sait que la co-multiplication p : Q,[G] — Q,[G] B,

Qp[Zg] induit 'isomorphisme 7y, X 20, Tos = Ty, - On en déduit que oy, X 05, = 0oy, . O

Théoréme 3.6.3. Il y a un isomorphisme G(Q,) x Jy(Q,)-équivariant de faisceaus
pro-étale qui commute avec les données de descentes.

Sht (G, 1, b) X 53, (g,) Sht(Z3, A) — Sht(G, bby, - (B(N))).

Démonstration. Pour une Qp algébre perfectoide R avec (RF)® = R et un couple
(o, B) € Sht(G, p,b) X Spa(d, Sht(Zg,)\) (R”,R), on peut construire, d’aprés la pro-
position 3.5.2, une modlﬁcatlon

axf: gb5A|XS\DSﬁ — 11X\ Dy
D’autre part, en écrivant o = Idg, oa et 3 = o Idg , on voit que
axB= (a x Idgl> 0 <1dgb xﬁ).
ou Idg, X et a x Idg, sont des modifications de G-fibrés
Idg, x5 : &y, —> & axldg : & — &

qui sont respectivement de type 6(\) et p d’aprés la proposition 3.5.4.
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Afin de calculer le type de a x 3, on utilise la décomposition de Cartan

GBawr(C)= || GBRIO)NE)C(BR(C))

neX(T)/W

ou C' est un corps perfectoide algébriquement clos et T" un tore maximal de G.

Pour g € G(BIy(C)u(€) "G(BH(C)) et h € GIB(C)INE) G(BI(C)), on
voit que gh € G(BiR(C))u - 0(N\)(E)'G(BJ,(C)) car O(N)(£)~" est central. Autrement
dit la modification a x 3 est de type p - 0()\).

On a construit un morphisme ® : Sht(G, u, b) X Spa((y)° Sht(Z2, \) — Sht(G, bby, -
6()\)). Montrons ensuite que ce morphisme passe au quotient par Sht(Zg,0).

Soient (a, ) € Sht(G, p,b) X g0,y Sht(ZE, A) et v € Z&(Qy), il faut montrer que

<a X fy) X (7—1 X ﬂ) = a X 3. Or d’aprés le lemme 3.5.3, cette identité est vérifiée.

On va montrer que ® est en fait un isomorphisme. Il s’agit de montrer que ®p: p est
un isomorphisme pour tous les couples (R*, R). On aura besoin de I’ensemble auxiliaire
suivant

S = {(a, B.7) € SH(G, -0(N), BB2) X s, y0 St (20 A1) X gy S22, A) (Y, R)} / ~

ot (o, B,7) ~ (o, B',7') si, et seulement si, il existe § € Sht(Z2,0)(R*, R) de sorte que
o =axl, B=0""txBouf =Bx0,y=0"1xr.
On a donc une application canonique

f: S —Sht(G,u-0(\),bby) (R, R)
(o, B,7) — x>,
On montre que cela est une bijection. Etant donné une modification o € Sht(G, p -
O(\), bby)(R*, R), on choisit 8 et v des modifications de Z2-fibrés de type A71 et A

respectivement. Puisque 3 x v € Z2(Q,)(R*, R) on peut choisir § € Z2(Q,)(R* R) de
sorte que § X 3 X a = IdEI\XS\D . On aalors f(a,6 x 3,7) = a. Autrement dit f est
st

une surjection. Le méme type d’argument couplé avec le lemme 3.5.6 montre également
que f est injective, finalement on en déduit que f est une bijection.
Maintenant on définit ’application CD;L;  bar la formule

Gpip S — Sht(G,p,b) X550 ShH(Zg, ) (RF, R)

(o, ,7) — (@ x §,7).
Il est facile de vérifier que CIDEL} r est application inverse de ®ps p. Reste finalement a
voir que ®p: p commute avec toutes les structures. La commutativité avec I’action de

G(Q,) x Jp(Q,) est claire et la commutativité avec les données de descentes résulte du
lemme 3.6.2. ]
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On aimerait ensuite descendre au niveau fini I’énoncé géométrique de la proposi-
tion 3.6.3. Considérons un sous groupe compact K C G(Q,) et posons K, := K N
Z2(Q,) lequel est un sous groupe compact de Z&(Q,). Puisque Z2(Q,) est commutatif,
Z2(Q,)/ Kz est encore un groupe (discret).

Corollaire 3.6.4. 1l y a un isomorphisme J,(Q,)-équivariant de faisceaux pro-étale qui
commute avec les données de descentes.

(Sht(G, 11,0)/K) X 15,0, /50, (SHE(Z3,A)/Kz) — Sht(G, - O(X), 0Dy)/ K.

De plus, Paction de Z&(Q,)/Kz sur (Sht(G,p,b)/K) x (Sht(Z2, A)/Kz) est sans
point fixe.

Démonstration. D’aprés la remarque 3.5.5, 'action de g € Z%(Q,) sur Sht(G, i, b) se
fait via action de ¢(g) ot ¢ : Z2(Q,) = G(Q,) est I'injection canonique. De plus Z2(Q,)
est commutatif, on en déduit que l'action (induite) de Zg(Q,)/Kz sur Sht(G, u,b)/ K
et sur Sht(Z2, \)/ K7 est bien définie.

D’aprés la proposition 3.6.3, il y a un isomorphisme J(Q,)-équivariant qui commute
avec les données de descentes

(Sht(G, 1.0) X 73 (g, Sht(Z2, A))/K s Sht(G, by, gt - O(N)) /K

Il reste & comparer l'espace (Sht(G,u,b)/K) X 20.Qp)/K 2 (Sht(ZG, )/KZ> avec

le quotient (Sht(G,,u, b) X 20.0,) Sht(Zg,/\))/K. Il suffit de comparer au niveau des

points.
Montrons tout d’abord que le morphisme canonique

(Sht(G,u, b) X 70.0y) Sht(ZgQ\)) /K — (Sht(G,u,b)/K) X g0, SHE(Z5, M) (3.3)

est un isomorphisme (ensembliste). En effet, (z,y) et (z,t) dans Sht(G, u, b) x Sht(Z2, \)
sont dans la méme classe dans 'ensemble & gauche si et seulement s’il existe g € Z&(Q,)
etk Kdesorteque z=x-g-kett=g'-y.

De méme, (x,y) et (z,t) sont dans la méme classe dans 'ensemble a droite si et
seulement s'il existe g € Z2(Q,) et k € K de sorte que z =z -k-gett =g "'-y.
Puisque Z2(Q,) est contenu dans le centre de G(Q,), on voit que g-k =k - g. On en
déduit que le morphisme (3.3) est un isomorphisme.

L’action de Kz est triviale sur Sht(G, i, b)/ K alors (Sht(G, i, )/K) X 20.Q Sht(Zg, A) =~
(Sht(G, i, b)/K) X 70.(q,) Sht(Z&, \) /K z. Maintenant, I'action de K étant triviale sur
(Sht(G, 1,b) /K) x Sht(2%, \)/ K7, on en déduit que

(Sht(G, 1,b) /K) X 70,0,y Sht(Z% N/ K 7 =~ (Sht(G, 1,b) /K) X 70 @10, SHE(Z8, N) [ K 7.

D’autre part, Paction de Z2(Q,)/Kz sur Sht(Z2,\)/ Kz étant sans point fixe, on
en déduit qu’il est de méme pour Paction de Zg&(Q,)/Kz sur (Sht(G,u,b)/K) x
(Sht(Z2, \)/Kz). O
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Remarque 3.6.5. Notons ® le changement de base vers Spa(C,)® du morphisme & :
Sht(G, p, b) Xg,0,)0 Sht(Z2, \) — Sht(G, bby, v - B()\)). On remarque que ® admet
une section. En effet, C, étant un corps perfectoide, on peut choisir une modification «
dans Sht(Zg, A)(C,, Ch) et on a également o' € Sht(Zg, A™")(C,, Ch). Une section de
® est donnée par

Sht(G, - O(X\),bby) > 3 — (6 X oz_l,oz) € Sht(G, 11, b) Xspa(c,)e Sht(Zg, \).

En particulier, on a un isomorphisme (qui, a priori, ne commute pas avec les données
de descentes)

Sht(G, M, b) X Spa(Cp)© Sht(ng, )\) ~ Sht(G, U 9()\), bg)\) X Spa(Cp)°© Sht(Zg, 1)

Iy a également un isomorphisme G(Q,) x J,(Q,)-équivariant entre Sht(G, -0()), by )c,
et Sht(G, i1, b)c, donné par

Sht(G, p,b) 3 v —> a x v € Sht(G, i - O(N), bby)

qui, & priori, ne commute pas avec les données de descentes.

3.7 Application a la cohomologie des espaces de Rapoport-
Zink

Dans ce paragraphe, on va calculer la cohomologie de quelques espaces de Rapoport-
Zink non ramifiés en utilisant les résultats des paragraphes précédents et [Boyer09|,
|Boyer14].

Considérons un triplet (G, i, b) ot G est un groupe réductif (non ramifié) sur Q,, b €
G(@p) et p € X;F(T) minuscule avec b € B(G, ). On suppose que (G, i1, b) correspond
a une donnée de Rapoport-Zink de type EL. A une telle donnée (G, p,b), on associe
un groupe p-divisible X avec structures additionnelles. Notons M (G, i, b) le foncteur
qui classifie les déformations par quasi-isogénies de X avec structures additionnelles. Ce
foncteur est représentable par un schéma formel défini sur Spf(Og ) que I'on notera
encore M(G, u,b).

Considérons ensuite I'espace rigide M(G, i, b) défini sur @p associé au schéma formel
M(G, u,b). Pour chaque sous groupe compact ouvert K, C G(Z,), il existe un espace
rigide M i, (G, 11,b) qui est défini comme le revétement étale de M(G, 1, b) classifiant
les O trivialisations modulo K, du module de Tate p-adique de groupe p-divisible
universel sur M(G,,u,b). On a donc une tour d’espaces rigides (MKP(G7’LL’b))KP qui

possede & la fois une action de G(Q,) x J,(Q,) et une donnée de descente.
Il y a un espace de module de Shtukas ShtgG, i, b) associé a chaque donnée (G, i, b).
On a une identification de diamants sur Spa(Q,) : Sht(G, i, b) = liyﬂl (Sht(G, 1, b))/ Kp.

Puisque p est minuscule, d’aprés le théoréme 24.2.5 de [SW17], on a
(Sht(G, 1, b)) /K = (M, (G, 1,))° (34)
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Soit X un C,-espace analytique tel que | X| est séparé. Un faisceau Z-adique sur Xe;
est un systéme projectif (F,,)nen de faisceaux en Z,-module sur X4 vérifiant (" F, = 0.
D’aprés [Far04], pour un faisceau Z,-adique (F,)nen, on définit le foncteur sections
globales & support compact par la formule

Lo(X, (Fa)n) = {(sn)n € liin ['(X, F)|Upsupp(s,) est compact }.
On posera HI(X, (Fp)n) = RIT (X, ) ((Fn)n)-

Soit K, C G(Z,) un niveau. D’aprés [Far04], on peut montrer que

HY (M, (G, p,b), Zp) = li lim H2(V ®g, C;, 2/¢°Z)

ou V parcourt les ouverts relativement compacts de MKP(G,,u, b) et ou £ # p est un
nombre premier. On note également

HC.(MKP(G7 H, b)? Qf) = HC.(MKP (G7 H, b)? Z@) ® QZ-

Exemple 3.7.1. ([Far04]) Soit Z un tore non ramifi¢ et Kz C Z(Q,) un sous groupe
compact. Alors, on a

HI (Mg, (Z,1,1d),Q,) = { C?(Z(QPS/KZ’@O Sisi(xllc;.o

et donc

lim HY (M, (Z,1,1d),Q;) = CX(Z(Q,), Q)

Kz

ou action de J,(Q,) = Z(Q,) se fait par la représentation réguliére. L’action du groupe
de Weil Wg est I'action triviale. D’apres la remarque 3.6.5, il y a un isomorphisme
Z(Qy) x Z(Q,)-équivariant Sht(Z, X\, \(p))c, — Sht(Z,1,1d)c,. Il y a donc des isomor-
phismes Z(Q,)-équivariants

HE (Mic,(Z,1,1d),Q0) = HI (M, (Z, )\, \(p)), Qr).

On considére maintenant les triplets (G, u, b) tels que

e G = Resp/g, GLp(V) out F' est I'unique extension non ramifiée de degré d de Q,
et V est un F-espace vectoriel de dimension n,

e ;1 est un cocaractére minuscule de G. Un tel u est déterminé par des couples
d’entiers (pr, ¢;)rer ot I = Homg, (F,Q,). On suppose de plus que

e Il existe 19 € I tel que (pry, ¢ry) = (1,0 — 1),
e Pour 7 # 75 on a (p;,q.) = (0,n) ou (pr,q;) = (n,0).
e b€ B(G,p) est 'unique élément basique.
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Pour un tel triplet, on a J,(Q,) = D:/F, le groupe des inversibles de 1’algébre de
division d’invariant %, de centre F'. Le corps de définition de p est F'. On note encore
J C I\{ro} 'ensemble de 7 # 79 tel que (p;, ¢-) = (n,0). Les espaces de Rapoport-Zink
associés sont non ramifiés de type EL. Par la suite, on notera Sht(u) (resp. M‘;{) pour
Sht(G, i, b) (resp. Mg (G, i, b)). Lorsque la signature o7 = (1,n—1),(0,n), -, (0,n),
on retrouve la tour de Lubin-Tate. Pour ¢ une représentation irréductible de D;/ /> On

notera H(Mi)[o] = Hompx (HI (M, Q). ).
Définition 3.7.2. [Boyer09]

- Soient my et wo des représentations de respectivement GL,, (F) et GLy,(F'), on

note m X my linduite parabolique IndIGDLnﬁf(f})(m{ng/Q} ® m{—n1/2}).
nyl,n1pTng

- Soit g un diviseur de n = sg et m une représentation cuspidale irréductible de
GL,(F) :
o m{2xm {2} x - xw{21} possede un unique quotient (resp. sous espace)
wrréductible. C’est une representatzon de Steinberg (resp. de Speh) généralisée
notée habituellement Sts(m) (resp. Spehy(m)).

o St,_i(m){5} x Speh;(m){2} possede un unique sous espace irréductible que
lon note LT, (s,i). En partzculzer pour i = 0 (resp. i = s-1), on retrouve
Sts(m) (resp. Spehy(m))

- Pour 7 une représentation irréductible cuspidale de GLy(F) et t > 0, w[t]p
désignera la représentation JL ™' (St,())Y de D

Théoréme 3.7.3. Pour tout diviseur g de n = gs et toute représentation irréductible
cuspidale m de GLy(F), on a alors des isomorphismes G(Q,) x Wg-équivariants

LT, (s,1) @ L(m)| - |~ B — le Trecy') 0<i<s

lim H = 7 (M) [rs]p) = ey

0 1 <0
ot w; est le caracteére central de LT, (s,1) et rec}1 est le morphisme de réciprocité d’Artin
et ol Trecy' =7 -recy! 7L

Remarque 3.7.4. Tout énoncé valable sur ’espace de Lubin-Tate trouvera son ana-
logue dans la situation plus générale précédente. En particulier, dans [Boyer14] il est
annoncé que les li%n H (/\/l‘jpr, Zy) sont Zy-libres, ce qui impliquerait la méme propriété

pour li%n HC'(/\W;(P, Zy).

Démonstration. On exploitera les résultats obtenus dans les sections précédentes pour
calculer la cohomologie de la tour (M’;{p) .- I s’agit de trouver les relations de ce dernier
p

avec la tour de Lubin-Tate. Tout d’abord, d’aprés [Boyer09|, on a des isomorphismes
G(Q,) x Wg-équivariants

_s(g+D—2(i+1)
2

. n—i—1/ AYBLT _ LTN(S,i) & £(7T)| . 0<i1<s
i 2 (V) [l o] = { . =S
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Le groupe G = Resp/g, GLp(V) est déployé sur F' et Gp(F) ~ HG’LH(F). Le
Tel

centre de G est Z = Resp/g, GL; et il est aussi déployé sur F': Zp ~ HGLl(F).

Tel
Identifions I avec Z/dZ, le groupe de caractére est donné par

X(Z) = {(xij)iGZ/dZ,lgjgn | Vi, j x;; € Z}.

Le groupe de Weil associé est W = S¢. Le cocaractére u s’écrit sous la forme (755)iez/dz1<j<n

(1,0,---,0) sii=1g

Tij = (1,1,,1) si1eJ

(0,0,---,0) sinon.
C1a . \ . 1 siied
Considérons maintenant le cocaractére A = (2; ;)icz/az,1<j<n OU 2;j = { 0 sinon.

Il est clair que A(p) est dans le centre de G(Qp) et d’autre part, on constate que
= per - A On voit également que by - A(p) est I'unique classe basique de B(G, p).
D’aprés la remarque 3.6.5, il y a un isomorphisme G(Q,) x J5(Q,)-équivariant

Sht(ﬂ)@p l> Sht(,ugr)(cp .

Pour toute représentation supercuspidale m de GL,(F'), il y a alors des isomorphismes
G(Q,)-équivariants

lin H{(Mig)[[s]p] = lim H(MET)[ls]p). (3:5)

En particulier, on a H™ (M) [x[s]p] = 0 pour i < 0.
D’aprés le corollaire 3.6.4, il y a un isomorphisme D;/ p-équivariant d’espaces rigides
qui commute avec la donnée de descente

MEET X g,k My (Z, M A(p)) — M.

On en déduit qu’il y a un isomorphisme D¢ ok W-équivariant

R (M7 e, x Mic, (2,0 Ap))e, @) &5, 20,701 Q@ = BT ((Mi)e, Q). (3.6)

D’aprés la remarque 3.6.5, on voit que (M’;(‘T)@p X My, (Z, A, A(p))c, est un Z(Qy)/ K z-

torseur trivial au-dessus de (/\Z’}‘()Cp. Alors, le produit tensoriel dérivé dans (3.6) dégé-

nére en un produit tensoriel. Puisque les groupes de cohomologie supérieure de ./\>lKZ (Z, M\, A(p))c
s’annulent, la formule de Kunneth implique qu’il y a un isomorphisme D:/F X Wp-
équivariant

P

H(MGET ), x Micy (2,0 A))e, Q) = HE((MGET e, Qe ) x HE (M, (2,0 A(p))c,, Q)

93



On en déduit qu’il y a un isomorphisme Wy-équivariant entre H?(M")[x[s]p] et

(ch(M%T)[W[S]D} X Hom(HS(MKZ(Z, A AP), Qo) @e)) ®@Z Z(Qp)/K 7] Q.
D’aprés |Chen], il y a des isomorphismes Z(Q,) x Wg-équivariants

Homyz, (g,) (HO(MKz(Za AAD), Qo) wi) = wi ® H wo ("recy')
TeJ
On en déduit que pour 0 < i < s, il y a une inclusion

LT, (s,4)* @ L(n)| - | B — I_Iw7r (Trecit) — H Y M) [x[s]p]. (3.7

TeJ

Mais I'isomorphisme (3.5) implique que l'inclusion (3.7) est en fait un isomorphisme de
représentations de Wgr. En prenant la limite projective lorsque le niveau K varie, on en
déduit que, pour 0 <17 < s,

1%an*i*1<M§()[w[s}D] = LTo(s,0) @ L(m)] - |7 - JJwn o (reci)

TeJ

94



Bibliographie

[Arthur| J.Arthur, The endoscopic classification of representations : orthogonal and
symplectic groups. Colloquium Publication Series, AMS.

[BL95] Arnaud Beauville and Yves Laszlo, Un lemme de descente, Comptes Rendus de
I’Acadmie des Sciences. Srie Mathmatique 320 (1995), no. 3, 335340.

[Bo74] A. Borel, Stable real cohomology of arithmetic groups, Ann. Ec. Norm. Sup. (4)
7 (1974) 235-272.

[Boyer99] P. Boyer. Mauvaise réduction des variétés de Drinfeld et correspondance de
Langlands locale. Invent.Math., 138(3) :573-629, 1999

[Boyer09] P. Boyer. Monodromie du faisceau pervers des cycles évanescents de quelques
variétés de Shimura simples. Invent. Math., 177(2) :239-280, 2009

|Boyer14] P. Boyer. La cohomologie des espaces de Lubin-Tate est sans torsion, prépu-
blication.

[CHLN] L.Clozel, M.Harris, J.P.Labesse, B.C.Ngo, On the stabilization of the trace
formula

[Car-Sch] A.Caraiani - P.Scholze, On the generic part of the cohomology of compact
unitary Shimura varieties, Annals of Mathematics (2) 186 (2017), no. 3, 649-766.

[Chen] M. Chen, Le morphisme déterminant pour les espaces de modules de groupes
p-divisibles.

[Clo86| L. Clozel, On limit multiplicities of discrete series representations in spaces of
automorphic forms, Invent. Math. 83 (1986), no. 2, 265-284.

|[FGL] Laurent Fargues, Alain Genestier, and Vincent Lafforgue, L’isomorphisme entre
les tours de Lubin-Tate et de Drinfeld, Progress in Mathematics, vol. 262, Birkhauser
Verlag, Basel, 2008

[Fal| Faltings. A relation between two moduli spaces studied by v.g. Drinfeld. In Alge-
braic number theory and algebraic geometry, volume 300 of Contemp. Math., pages
115-129, 2002.

[Far-Fon| L.Fargues - J.M.Fontaine, Courbes et Fibrés vectoriels en théorie de Hodge
p-adique.

[Far04] L. Fargues, Cohomologie des espaces de modules de groupes p-divisibles et cor-
respondances de Langlands locales, In "Variétés de Shimura, espaces de Rapoport-
Zink de correspondances de Langlands locales", Astérisque 291 (2004), 1-199.

95



|Far14] L.Fargues, Quelques résultats et conjectures concernant la courbe, Asterisque
369.

|[Far16] L. Fargues, Geometrization of the local Langlands correspondance : an overview.

|GJ|] Roger Godement and Hervé Jacquet, Zeta functions of simple algebras. Lecture
Notes in Mathematics, Vol. 260. Springer-Verlag, Berlin-New York, 1972.

|GT| Toby Gee and Olivier Taibi, Arthur’s multiplicity formula for GSp, and restriction
to Spy, prépublication.

|[HL.04] M.Harris, J.-P.Labesse, Conditional base change for unitary groups. Asian J.
Math.8 (2004), no. 4, 653-683.

[HT01] R. Harris and M. Taylor, The geometry and cohomology of some simple Shi-
mura varieties, Annals of Mathematics Studies, vol. 151 (Princeton University Press,
Princeton, NJ, 2001).

|Hen00] Guy Henniart, Une preuve simple des conjectures de Langlands pour GL(n)
sur un corps p-adique, Invent. math. (2000) 139 : 439-455

[Hub96] R. Huber, Etale cohomology of rigid analytic varieties and adic spaces, Aspects
of Mathematics, E30, Friedr. Vieweg and Sohn, Braunschweig, 1996. MR, 1734903.

[KMSW| Tasho Kaletha, Alberto Minguez, Sug Woo Shin, and Paul-James White,
Endoscopic classification of representations : Inner forms of unitary groups,
arXiv :1409.3731.

[KL15] K. S. Kedlaya and R. Liu, Relative p-adic Hodge theory, I : Foundations, Asté-
risque 371 (2015).

|[KW] T.Kaletha, J.Weinstein, On the Kottwitz conjecture for local Shimura varieties.

|[Kot84] R. Kottwitz, Stable trace formula : cuspidal tempered terms, Duke Math. J.
51 (1984), p 611-650

|[Kot92] R. Kottwitz, Points on some Shimura varieties over finite fields. J. Amer. Math.
Soc. 5 (1992), no. 2, 373-444.

|[Kot97] R. Kottwitz, Isocrystals with additional structure II, Comp. Math 109 (1997),
255-339.

|[Kot14] R. Kottwitz, B(G) for all local and global fields, arXiv :1401.5728 (2014).

|LS] Kai Wen Lan, Benoit Stroh, Nearby cycles of automorphic étale sheaves Compos.
Math.

|Lan| Kai Wen Lan Compactications of PEL-type Shimura varieties in ramified charac-
teristics, ForumMath. Sigma 4 (2016), el.

|[Lang] R. P. Langlands, The classification of representations of real reductive groups
(Math. Surveys and Monographs 31).

|Lang79] R. P. Langlands, Automorphic representations, Shimura varieties, and mo-
tives. Ein Marchen, Automorphic forms, representations and L-functions (Proc.
Sympos. Pure Math., Oregon State Univ., Corvallis, Ore.), Proc. Sympos. Pure
Math., XXXIII, vol. 2, Amer. Math. Soc., Providence, R.I, 1979.

96



[Lo|] E. Looijenga, L2-cohomology of locally symmetric varieties, Compositio Math. 67
(1988), nl, p 3-20.
[LoR| E. Looijenga and M. Rapoport, Weights in the local cohomology of a Baily-Borel

compactification, in Complex geometry and Lie theory, Proc. Sympos. Pure Math.
53 (1991), p 223-260

[MT] A. Mokrane et J. Tilouine, Cohomology of Siegel varieties with p-adic integral
coefficients and Applications, Cohomology of Siegel varieties. Astérisque No. 280
(2002), 1-95.

[Man05] E. Mantovan, On the cohomology of certain PEL type Shimura varieties. Duke
Math. J. 129 (2005), no. 3, 573-610.

[Man08] E. Mantovan, On non-basic Rapoport-Zink spaces. Ann. Sci. Ec. Norm. Super.
(4) 41 (2008), no. 5, 671-716.

[Manll]| E. Mantovan (-adic etale cohomology of PEL type Shimura varieties with non-
trivial coefficients, WIN Woman in Numbers, Fields Institute Communications, vol.
60, American Mathematical Society, Providence, Rhode Island, 2011, pp. 61-83.

[Mok| C. P. Mok, Endoscopic classification of representations of quasi-split unitary
groups

[Mo10] S. Morel, On the cohomology of certain non-compact Shimura varieties. (Annals
of Mathematics Studies 173, Princeton University Press)

[Mo11] S. Morel, Cohomologie d’intersection des variétés modulaires de Siegel, suite.
(Compositio Mathematica, 2011).

[Moe| C.Moeglin, Classification et changement de base pour les séries discrtes des
groupes unitaires p-adiques. Pacific J. Math. 233 (2007), no. 1, 159-204.

|RZ96] M. Rapoport, Th. Zink, Period spaces for p-divisible groups., Annals of Mathe-
matics Studies, no. 141, Princeton University Press, Princeton, NJ, 1996.

[Rap94| M. Rapoport, Non-archimedean period domains , Proceedings of the Interna-
tional Congress of Mathematicians, Vol. 1, 2 (Zurich, 1994), Birkhauser, 1995, p
423-434.

|Rie59| Bernhard Riemann, Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen
Grosse, Monatsberichte der Berliner Akademie (1859), 671 7680.

[SS| L. Saper and M. Stern, L2-cohomology of arithmetic varieties, Annals of Math.
132 (1990), p 1-69

[S17] P.Scholze, Etale cohomology of diamonds.
[SW17] P.Scholze, J.Weinstein, Berkeley lectures on p-adic geometry.

[Shen] X.Shen, On the Hodge-Newton filtration for p-divisible groups with additional
structures, Int. Math. Res. Not. 2014, no. 13, 3582-3631.

[Shin| S. W. Shin, On the cohomology of Rapoport-Zink spaces of EL-type, Amer. J.
Math. 134 (2012), no. 2, 407-452. MR2905002

97



98






Résumé. La conjecture de Kottwitz décrit la cohomologie des espaces de Rapoport-
Zink basiques a I’aide des correspondances de Langlands locales. Dans un premier temps,
par voie globale via I'étude de la géométrie de certaines variétés de Shimura de type
Kottwitz, on prouve cette conjecture pour des espaces de Rapoport-Zink de type PEL
unitaires non ramifiés simples basiques de signature (1,7 — 1). Dans la deuxiéme partie
de cette thése, via I’étude des modifications de fibrés vectoriels sur la courbe de Fargues-
Fontaine, on prouve une formule géométrique reliant les tours de Lubin-Tate avec les
espaces de Rapoport-Zink non ramifiés simples basiques de type EL de signature (1,n—
1), (p1,q1), -, (P, @) o0t p;g; = 0. En particulier, on en déduit le calcul des groupes
de cohomologie de ces derniers.

Mots-clés : Conjecture de Kottwitz, Espaces de Rapoport-Zink, Variétés de Shi-
mura, Correspondance de Langlands, La courbe de Fargues-Fontaine

Abstract. The Kottwitz conjecture describes the cohomology of basic Rapoport-Zink
spaces using local Langlands correspondences. At first, via geometrical studies of some
Kottwitz-type Shimura varieties, we prove this conjecture for basic simple unramified
unitary PEL type Rapoport-Zink spaces of signature (1,n — 1). In the second part,
via the study of the modifications of vector bundles on the Fargues-Fontaine curve,
we prove a geometric formula relating the Lubin-Tate towers with the simple basic
unramified Rapoport-Zink spaces of EL type of signature (1,n—1), (p1,q1), -+, (Pk, q&)
where p;q; = 0. In particular, we deduce the computation of cohomology groups of the
latter.

Key words : Kottwitz Conjecture, Rapoport-Zink spaces, Shimura varieties, Lan-
glands correspondence, The Fargues-Fontaine curve
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