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INTRODUCTION 1
IntroductionLa rotation solaireObservations de la rotation de surfaceL'histoire des premi�eres observations de la rotation solaire est intimement li�ee �a cellede l'observation des taches solaires. Cependant, alors que depuis l'antiquit�e plusieursauteurs font �etat d'observations de taches sur le soleil, il faut attendre le d�eveloppe-ment par Galil�ee (1564-1642) de la lunette astronomique �a partir de 1609 pour queJohannes Goldschmidt (1587-1615), plus connu sous le nom latin de Fabricius, puisGalil�ee �etablissent que ces taches sont bien des ph�enom�enes localis�es �a la surface dusoleil et non pas, par exemple, l'ombre port�ee de plan�etes passant devant le disque so-laire, th�ese d�efendue initialement par le p�ere j�esuite Christopher Scheiner (1575-1650)�a partir de ses propres observations. Ainsi Fabricius et Galil�ee ouvraient, il y a un peumoins de 4 si�ecles, la voie pour l'observation de la rotation solaire en remettant encause la cosmologie d'Aristote (384-322 av. J.C.) et de Ptol�em�ee (100-170 av. J.C.)conf�erant un caract�ere immuable et parfait (sans `tache') aux astres en g�en�eral et ausoleil en particulier. Cette doctrine �etant d�efendue par l'�eglise catholique romaine, laposition de Galil�ee sur la nature des taches solaires jouera un rôle important dans lasuite des �ev�enements qui le conduiront �a être condamn�e par l'inquisition romaine en1633. Par la suite, les observations minutieuses du p�ere Scheiner (ralli�e �a l'interpr�eta-tion de Galil�ee) permirent d'�etablir, d�es 1630, que la p�eriode de rotation du soleil �etaitd'environ 27 jours �a l'�equateur et que les taches, observ�ees �a de plus hautes latitudes(jusqu'�a 30� autour de l'�equateur), semblaient se d�eplacer plus lentement (Fig. 1).Ensuite survint la p�eriode (1645-1715) d̂�te duminimum de Maunder correspondant,sur terre, au \mini age glaciaire" durant lequel tr�es peu (' 15) de taches solairesfurent observ�ees ce qui permettra, par la suite, de faire un lien entre l'activit�e solaireet le climat terrestre. Ce n'est qu'au milieu du dix-neuvi�eme si�ecle que les premi�eresobservations seront con�rm�ees par Richard Carrington (1826-1875) et Gustav Sp�orer(1822-1895). Ils montrent, ind�ependamment, que le soleil ne tourne pas comme unesph�ere rigide : les r�egions �equatoriales tournent plus vite que les zones polaires. Enprenant en compte le mouvement de la terre autour du soleil, Carrington trouve unep�eriode sid�erale (les �etoiles servant de rep�ere, et non la Terre) de 24,96 jours �a l'�equateuret propose une loi empirique pour la d�ependance de la rotation en fonction de la latitude



2 INTRODUCTION

Fig. 1 { Observations quotidiennes de la rotation avec le Soleil de deux taches ougroupes de taches (a, en 1626; b, en 1627) publi�ees par Scheiner en 1630 dans unmanuscrit intitul�e Rosa Ursina. Ses observations d�etaill�ees lui permirent �egalement ded�eduire que l'axe de rotation du Soleil est l�eg�erement inclin�e par rapport au plan del'�ecliptique.



La rotation solaire 3
Fig. 2 { Rotation sid�erale moyenne de surface en fonction de la latitude. Les carr�esrepr�esentent les observations de petites structures magn�etiques et la ligne pleinel'approximation par un polynôme de ces observations. Vitesses de rotation d'autrestraceurs: supergranules ( ), groupes de taches ( ), taches individuelles( ). D'apr�es Komm et al. (1993)h�eliocentrique �: 
(�=jrs) = 14�42 � 2�75 sin 74 � (1)Cette loi d�ecrivant la rotation di��erentielle �a la surface du Soleil sera corrig�ee par Herv�eFaye (1814-1902) qui trouve la formule
(�=jrs) = 14�37 � 3�10 sin2 � (2)plus adapt�ee. Cette loi de Faye restera utilis�ee jusqu'au milieu du vingti�eme si�ecle.L'�etape suivante fut franchie grâce �a la d�ecouverte en 1842 de l'e�et Doppler 1.Armand-Hyppolyte Fizeau (1819-1896) montra en 1848 que la mesure du d�ecalageDoppler des raies spectrales donne acc�es �a la d�etermination de la vitesse radiale des�etoiles. Ces techniques de spectroscopie (visuelle) permirent �a Herman Vogel (1841-1907), Nils Dun�er (1839-1914) et Jakob Halm(1866-1944) de con�rmer la loi de Fayeet d'�etendre sa validit�e jusqu'�a des latitudes de 60�.A partir du d�ebut du vingti�eme si�ecle deux axes principaux sont poursuivis pourla d�etermination de la rotation de surface du soleil (voir par exemple les revues deHoward (1984), Schr�oter (1985) et Meunier (1997)) :{ La spectrographie d�evelopp�ee �a partir de 1906 �a l'observatoire du Mont Wilsonpar Walter S. Adams (1876-1956) et George E. Hale (1868-1938) remplace les1. Christian Doppler (1803-1853)



4 INTRODUCTIONobservations visuelles. Cette technique permet de d�eterminer la rotation de toutesles zones de la surface par observation du d�ecalage Doppler de raies spectralesproduites au niveau de la photosph�ere mais pose des probl�emes instrumentauxet de calibration importants (Snodgrass et al. 1984, Ulrich et al. 1988, Hathawayet al. 1996).{ Parall�element, on poursuit le suivi des traceurs de surface (taches, groupes detaches, supergranules, structures magn�etiques, etc..) (Fig. 2) qui pose moins deprobl�emes instrumentaux mais n�ecessite que les traceurs soient pr�esents (on n'ob-serve pas de taches par exemple aux hautes latitudes). De plus ces mesures sontplus di�ciles �a interpr�eter en terme de rotation. En e�et, alors que les observa-tions spectrographiques correspondent �a la rotation de couches localis�ees dansla photosph�ere qui a une �epaisseur de quelques centaines de kilom�etres seule-ment, les di��erents traceurs observ�es en surface peuvent être guid�es �a diversesprofondeurs dont l'estimation est di�cile sans une compr�ehension compl�ete de laphysique de chaque traceur (Collin et al. 1995).D�etermination de la rotation interne par l'h�eliosismologieLes d�ebuts de la recherche concernant la d�etermination des propri�et�es internes dusoleil �a partir de l'�etude de ses oscillations ou h�eliosismologie sont marqu�es par unentrelacement des travaux th�eoriques et observationnels se stimulant mutuellement. Jerappellerai seulement quelques moments clefs de cette histoire en ce qui concerne larotation solaire.L'�etude th�eorique des oscillations non radiales des �etoiles men�ee par Ledoux (1951)lui permet d'�etablir une formule donnant la structure �ne du spectre des oscillationsinduite par une rotation rigide de l'�etoile avec une vitesse angulaire 
o suppos�ee faiblepar rapport aux fr�equences d'oscillation. Chaque mode acoustique est caract�eris�e par 2nombres quantiques, l'harmonique sph�erique l inversement proportionnel �a la longueurd'onde horizontale, et l 'ordre radial n, repr�esentant le nombre de n�uds radiaux. Lapulsation de ce mode se d�emultiplie sous l'e�et de la rotation en 2l + 1 pulsationsdi��erentes identi��ees par l'ordre azimutal m = �l;�l+ 1; ::l et reli�ees entre elles par:!nlm = !nl0 �m Cnl 
o; (m = �l;�l+ 1; ::; l) (3)o�u Cnl est une constante d�ependant du mod�ele de l'�etoile et du mode consid�er�es. Ladi��erence !nlm � !nl0 est couramment nomm�ee par le terme anglo-saxon de `splitting'rotationnel. Le coe�cient Cnl, calcul�e dans un rep�ere tournant �a la même vitesse quel'�etoile, est appel�e terme de Coriolis. Pour un observateur ext�erieur, situ�e dans unrep�ere galil�een, un terme d'entrâ�nement ou terme d'advection provenant simplementdu fait que la longitude observ�ee 'obs augmente uniform�ement avec le temps vients'ajouter au terme de Coriolis:'obs = '+ 
ot) cos(m'� !t) = cos(m'obs � (! +m
o)t)) !obs = ! +m
0 (4)



La rotation solaire 5Dans un rep�ere d'inertie la pulsation d'un mode (n; l;m) pour une �etoile en rotationrigide s'exprime donc par:!nlm = !nl0 +m (1� Cnl) 
o; (m = �l;�l+ 1; ::; l) (5)En 1967, Lynden-Bell et Ostriker ont �etabli un principe variationnel pour les �etoilesen rotation. Ce principe permet, au premier ordre en 
=!, de calculer les fr�equencesdes modes d'oscillations d'une �etoile en rotation �a partir de la seule connaissance desfonctions propres d�eduites d'un mod�ele sans rotation. Il a �et�e utilis�e par Hansen et al.(1977) et Gough (1981) pour �elargir la formule obtenue par Ledoux au cas des �etoilesqui, comme le soleil, pr�esentent un pro�l de rotation 
(r; �) d�ependant �a la fois durayon r et de la colatitude � = �=2 � � (voir chapitre 1).En 1960 Leighton, Noyes et Simon (Leighton 1960, Leighton et al. 1962) observentpour la premi�ere fois que la surface solaire est couverte de zones anim�ees de mouve-ments oscillants verticaux ayant une p�eriode proche de 5mn et des amplitudes allantde quelques centim�etres �a plusieurs centaines de m�etres par seconde. Ces oscillations,nomm�ees oscillations de 5mn du soleil, ont �et�e, dans un premier temps, interpr�et�eescomme �etant la manifestation locale de la p�en�etration de cellules convectives (observ�eesous forme de granules) �a l'int�erieur de la photosph�ere stable. Ce n'est que quinze ansapr�es la d�ecouverte des oscillations solaires de 5mn, que Deubner (1975) r�eussit �a lesr�esoudre en modes discrets qui se r�ev�eleront être la superposition de modes globauxd'oscillations du soleil. A partir des calculs th�eoriques e�ectu�es avec des mod�eles so-laires, Ando et Osaki (1975) identi�eront ces modes comme�etant des modes acoustiquescorrespondant �a des harmoniques sph�eriques de degr�es �elev�es (l = 200 � 1000).La premi�ere v�eri�cation exp�erimentale de la r�ealit�e du splitting rotationnel futobtenue sur les modes normaux de vibration de la terre excit�es par un tremblement deterre chilien (Pekeris et al. 1961). La possibilit�e de l'observer dans le contexte solairefut �enonc�ee (Brookes et al. 1976) et la premi�ere observation fut obtenue en 1979 pourles oscillations solaires de degr�es �elev�es (l ' 200) qui ne sondent que quelques pourcents du rayon solaire (Deubner et al. 1979).Les modes de bas degr�es ont �et�e mis en �evidence pour la premi�ere fois par Claverieet al. (1979) puis avec une meilleure r�esolution temporelle par Grec et al. (1980) �a partird'observations ininterrompues couvrant une p�eriode de 120 heures r�ealis�ees au pôle sud.D�es 1981, Claverie et al. pensent avoir mis en �evidence l'existence d'une structure �nedans le spectre des modes de bas degr�es. Finalement, bien qu'elles ne permettent pasde r�esoudre le splitting, les observations r�ealis�ees au pôle sud indiqueront que cette pre-mi�ere structure �ne r�esultait probablement d'un artefact d'analyse (Grec et al. 1983).D'autres mesures de splittings rotationnels bas�ees sur l'observation de uctuations dudiam�etre solaire seront propos�ees (Bos et Hill 1983) et seront interpr�et�ees comme �etantcompatibles avec une rotation tr�es rapide du c�ur (Hill et al. 1983). Cependant, l�aencore la m�ethode d'observation est d�elicate et les splittings s'av�ereront peu �ables.Fin 1983 le splitting rotationnel reste donc non r�esolu et la balle se trouve dans le campdes observateurs.



6 INTRODUCTION

a) b)Fig. 3 { Premi�eres observations par Duvall et Harvey (1984) des splittings rotationnelsdes modes acoustiques du Soleil. (a) Spectre d'un mode l = 3 n = 19 d�ecompos�e enun mode prograde (m = 3, cadre du bas) et un mode r�etrograde (m = �3, cadre duhaut). Les autres pics proviennent des modes l = 1 et l = 5 et des harmoniques du jour�a 11:6�Hz (indic�es u et l). (b) Valeurs du splitting sectoral (m = l) en fonction dudegr�e observ�e. Les indications de latitudes correspondent aux observations de structuresmagn�etiques en surface men�ees par Snodgrass (1983).



La rotation solaire 7Les premi�eres mesures de splittings clairement identi��es ont �et�e r�ealis�ees par Duvallet Harvey (1984) (Fig. 3a). Se basant sur des observations spatialement r�esolues faites�a Kitt Peak en 1983, ces auteurs obtiennent une estimation des splittings de 180 modessectoraux (m = l) ayant des degr�es l compris entre 1 et 100 (Fig. 3b). Ils exploitentimm�ediatement ces observations (Duvall et al. 1984) en utilisant trois m�ethodes d'in-version di��erentes qui leur permettent d'obtenir la premi�ere estimation du pro�l de larotation solaire �equatoriale entre 0:4 et 0:9R� (Fig. 4) : la rotation obtenue demeurepratiquement constante entre la surface et 0:6R� puis d�ecrô�t entre 0:6 et 0:4R�. Pourle c�ur, ce travail semble indiquer une rotation deux fois plus rapide qu'en surfacemais les larges incertitudes sur les observations des splittings de bas degr�es (Fig. 3b)ne permettent pas, l�a encore, de se prononcer de mani�ere signi�cative sur la rotationcentrale.
Fig. 4 { Premi�ere inversion des premiers splittings rotationnels observ�es: fr�equencede rotation �equatoriale (en �Hz) en fonction du rayon solaire. D'apr�es Duvall et al.(1984)A partir de 1980, la nouvelle communaut�e des physiciens h�eliosismologues d�eveloppetout un ensemble d'observatoires au sol (LOWL 2, BBSO 3 ) dont certains regroup�esen r�eseaux (IRIS 4, BiSON 5, GONG 6, TON 7, voir la revue de Pall�e 1997 et Fig. 5)et des instruments embarqu�es �a bord de satellites (PHOBOS, SoHO 8, voir la revue deToutain 1997) a�n d'am�eliorer la r�esolution et la pr�ecision accessibles. Parall�element lestechniques d'inversion, initialement utilis�ees par Duvall et al. (1984), sont d�evelopp�ees2. LOWL est un instrument situ�e �a Hawa��, d�edi�e �a l'observation des modes de degr�es l faibles(LOW-L), http://www.hao.ucar.edu/public/research/mlso/LowL/lowl.html3. Big Bear Solar Observatory, California (USA) http://sundog.caltech.edu4. International Research on the Interior of the Sun, http://boulega.unice.fr5. Birmingham Solar Oscillations Network, http://bison.ph.bham.ac.uk6. Global Oscillations Network Group, http://helios.tuc.noao.edu/gonghome.html7. Taiwan Oscillations Network8. Solar and Heliospheric Observatory, http://sohowww.nascom.nasa.gov



8 INTRODUCTIONpour d�eterminer la rotation interne non seulement dans le plan �equatorial mais aussiselon deux dimensions en rayon et latitude.Les enjeux physiquesSi les moyens mis en �uvre depuis 20 ans pour l'�etude des oscillations solaires sontsi importants, c'est que les enjeux scienti�ques sont tr�es nombreux. Je rappellerai iciseulement les principaux enjeux li�es �a notre compr�ehension de la dynamique des �etoileset �a son �evolution dans le temps.Les informations sur la rotation du c�ur et de la zone radiative que l'on peutobtenir par l'h�eliosismologie permettront de mieux contraindre les mod�eles desprocessus d'�evolution et de transport du moment angulaire (voir par exempleTalon & Zahn 1998). En e�et, le soleil est une �etoile qui est �a peu pr�es au milieu desa vie et l'observation des �etoiles du même type mais plus jeunes a montr�e que ces�etoiles tournent jusqu'�a 50 fois plus vite que le Soleil. On pense donc qu'il y a eu, no-tamment sous l'e�et du vent solaire, une perte de moment angulaire durant l'�evolutiondu soleil conduisant �a la rotation observ�ee actuellement en surface. La mani�ere dontce ralentissement a�ecte les couches internes du soleil est di�cile �a mod�eliser car elled�epend fortement de tous les ph�enom�enes de circulation et d'instabilit�es qui tendent �am�elanger l'int�erieur et du champ magn�etique interne qui peut ralentir ou modi�er ceprocessus.D'une mani�ere g�en�erale la rotation de ses couches internes induit un m�elangedes �el�ements chimiques �a l'int�erieur d'une �etoile. La connaissance de la rotationpeut aider �a identi�er les processus de transports en jeu (Zahn 1997). Dans le cas duSoleil, un probl�eme qui reste non r�esolu est celui de la di��erence importante entre l'abondance de lithium observ�ee dans la photosph�ere solaire et celle relev�eedans les m�et�eorites. Il semble qu'un m�elange induit par la rotation pourrait contribuer�a la diminution du lithium �a la surface du Soleil (Chaboyer 1998).Un autre probl�eme non r�esolu est celui du d�e�cit apparent des neutrinos g�en�er�esdans le c�ur solaire. Ce probl�eme peut être reli�e �a la dynamique du c�ur (Merry�eldet al. 1991, Ghosal & Spiegel 1991) qu'il est donc important de mieux connâ�tre.La connaissance de la rotation de la zone convective peut nous permettre de mieuxcomprendre comment la rotation et les mouvements de convection turbulente se com-binent pour produire la rotation di��erentielle et la circulation m�eridienne observ�ees ensurface. De plus l'interaction entre la rotation et le champ magn�etique est �a l'origine dela dynamo solaire qu'il est n�ecessaire de bien mod�eliser pour comprendre les cyclesde 22 ans des taches solaires et de l'activit�e magn�etique (Solanki 1993)En�n, nous avons vu que la d�etermination de la dynamique des zones proches dela surface peut mener �a une meilleure connaissance de la physique des divers traceurs(taches, structures magn�etiques, etc..) observ�es en surface.



Le travail entrepris: contexte et objectifs 9
LOWL

SoHO

GONG IRIS BBSO BiSON

Fig. 5 { Localisation des principaux instruments dont les donn�ees ont �et�e utilis�ees pource travail. IRIS, BiSON et GONG sont des r�eseaux d'observatoires, LOWL et BBSOdeux instruments isol�es et le satellite SoHO est situ�e au point de Lagrange L1 entre laterre et le Soleil et comprend notamment les instruments VIRGO/LOI, GOLF et MDI(voir texte). Adapt�e de Pall�e (1997)Le travail entrepris: contexte et objectifsAu d�ebut de ce travail, les principales observations de splittings disponibles sontcelles r�ealis�ees entre 1986 et 1990 par Woodard & Libbrecht (1993) au BBSO pour lesmodes de degr�es l = 5 �a l = 140 et celles des r�eseaux des groupes de Birminghamet Nice, BiSON et IRIS, devenus compl�etement op�erationnels respectivement en 1993et 1994 (Pall�e 1997) pour l'observation en disque int�egr�e donnant acc�es aux splittingsdes modes de bas degr�es (l < 4). La �gure 5 montre la localisation g�eographique desprincipaux sites d'observation.Ensuite les splittings (l = 1 �a l = 100) observ�es durant deux ans (1994-1996)par l'instrument LOWL ont �et�e mis �a la disposition de la communaut�e scienti�quecourant 1996, le r�eseau am�ericain GONG, compl�etement d�eploy�e en 1995, a fourni lessplittings de modes l = 2 �a l = 150 des premiers mois d'observation �egalement courant1996 et en�n le satellite SoHO a �et�e lanc�e en d�ecembre 1995. Ce satellite comprendplusieurs instruments d�edi�es �a l'h�eliosismologie dont VIRGO/LOI 9, GOLF 10 et MDI 11.9. Luminosity Oscillation Imager est un instrument de l'exp�erience VIRGO Variability of solarIRradiance and Gravity Oscillations, http://virgo.so.estec.esa.nl10. Global Oscillations at Low Frequency, http://www.medoc-ias.u-psud.fr/golf/golf1.htm11. Michelson Doppler Imager, http://soi.stanford.edu



10 INTRODUCTIONL'instrument LOI est d�edi�e �a l'observation des modes de bas degr�es l � 7, GOLF estbas�e sur le même principe que les instruments du r�eseau IRIS et observe les modesl � 4 et MDI permet l'observation des modes ayant des degr�es jusqu'�a l = 250. Lespremi�eres observations de ces instruments sont �egalement devenues accessibles courant1996 et 1997 pour les membres de la collaboration.Les observations de splittings ont permis tr�es rapidement (Brown et al. 1989, Lib-brecht 1988) de r�efuter certaines simulations num�eriques de la zone convective (Gilman& Miller 1986, Glatzmaier 1987) pr�edisant la rotation di��erentielle observ�ee en surfacemais conduisant une rotation constante sur des cylindres parall�eles �a l'axe de rotation.En e�et les premi�eres inversions ont tout de suite permis de r�ev�eler l'image suivantepour la rotation interne du soleil : la rotation di��erentielle de surface se maintient dansla zone convective (les contours d'iso-rotation sont donc radiaux et non pas align�esavec l'axe) et l'int�erieur radiatif tourne de mani�ere rigide avec une fr�equence angulairevoisine de 430nHz.L'incertitude sur ces premiers pro�ls de rotation d�eduits de l'observation demeuren�eanmoins grande et l'objectif des observations actuelles est de pouvoir atteindre suf-�samment de pr�ecision sur la mesure des splittings pour pouvoir d�etailler ces premiersr�esultats de fa�con �a obtenir des contraintes quantitatives sur les mod�eles de la dyna-mique interne du soleil.Parall�element �a l'e�ort des observateurs est apparue la n�ecessit�e de d�evelopper desoutils performants permettant l'interpr�etation des observations d�es leur acquisition etla comparaison des r�esultats au sein de collaborations internationales avec les diversgroupes impliqu�es dans l'exploitation des di��erents instruments.Le travail de th�ese pr�esent�e ici s'inscrit dans le contexte de cet e�ort th�eorique avecpour but de contribuer �a la r�esolution de deux probl�emes non encore �elucid�es :{ pr�eciser les caract�eristiques (position, largeur) de la zone de transition entre larotation di��erentielle en latitude dans la zone convective et la rotation rigidedans la zone radiative. De tr�es nombreuses th�eories de la rotation interne et deson interaction avec le champ magn�etique et les mouvements de la convectionturbulente ont vu le jour tr�es r�ecemment qui peuvent être contraintes par lespropri�et�es de cette zone, nomm�ee tachocline solaire par Spiegel & Zahn (1992)par analogie avec la thermocline situ�ee sous la zone de m�elange dans les oc�eansterrestres.{ estimer la rotation dans le coeur du Soleil �a partir de l'observation de modes debas degr�es qui seuls p�en�etrent le coeur solaire.Pour cela j'ai suivi la d�emarche suivante :{ J'ai d�evelopp�e un code d'inversion performant �a deux dimensions permettant ded�eduire de l'ensemble des observations la rotation solaire en fonction de la latitudeet de la profondeur. Je me suis particuli�erement attach�e �a �etudier l'inuence surla solution du choix des divers param�etres du code d'inversion et �a d�e�nir des



Le travail entrepris: contexte et objectifs 11strat�egies pour ces choix. Ces consid�erations, parfois n�eglig�ees, sont essentiellespour esp�erer atteindre une interpr�etation la plus rigoureuse possible des r�esultats.J'ai introduit des contraintes apport�ees par notre connaissance de la rotation desurface et appliqu�e ce code aux donn�ees LOWL, GONG et MDI.{ Pour l'�etude des param�etres de la tachocline j'ai adapt�e au contexte de l'h�e-liosismologie une m�ethode d'inversion non lin�eaire pr�ec�edemment d�evelopp�ee enimagerie dont le principe est particuli�erement bien adapt�e aux probl�emes parti-culiers pos�es par l'�etude de cette zone o�u le soleil pr�esente de forts gradients derotation.{ En�n, pour essayer de mieux contraindre nos estimations sur la rotation du c�ur�a partir des mesures des di��erents instruments d�edi�es �a l'observation des splittingsde bas degr�es, j'ai men�e une �etude syst�ematique de l'inuence, sur le r�esultat desinversions, des biais contenus dans les donn�ees ou introduits par les m�ethodesd'inversion.Dans une premi�ere partie, les bases th�eoriques concernant l'inversion des splittingssont donn�ees. Le chapitre 1 pr�esente les d�eveloppements th�eoriques permettant de re-lier, par la th�eorie des oscillations solaires, les splittings de fr�equence et la variation dela rotation interne en latitude et en rayon. La mani�ere dont les splittings de fr�equencesont extraits des observations est abord�ee chapitre 2. Les m�ethodes classiquement uti-lis�ees pour aborder le probl�eme inverse qui consiste �a d�eduire la rotation interne desobservations de splittings sont expos�ees dans le chapitre 3. J'introduis notamment lesnotions de r�egularisation et de r�esolution indispensables �a l'interpr�etation et �a la com-paraison des deux principaux types de m�ethodes utilis�ees.La seconde partie pr�esente mon apport au d�eveloppement des m�ethodes d'inversionainsi que les r�esultats obtenus. Le chapitre 4 d�etaille les caract�eristiques et les apportsdu code d'inversion que j'ai d�evelopp�e, puis pr�esente les principaux r�esultats obtenusavec les donn�ees LOWL, GONG et MDI et les compare aux inversions men�ees paral-l�element par les autres �equipes au sein des collaborations mises en place. Les r�esultatsobtenus sur la d�etermination des param�etres de la tachocline solaire, les di��erentes ap-proches utilis�ees ainsi que le d�eveloppement d'une nouvelle technique d'inversion plussp�eci�quement adapt�ee pour l'�etude de cette zone sont discut�es chapitre 5. Finalementle chapitre 6 r�esume les di��erentes analyses men�ees pour l'�etude de la rotation du c�ur�a partir des di��erentes observations des splittings de bas degr�es.
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Premi�ere partieBases th�eoriques de lad�etermination h�eliosismique de larotation solaire





15
Chapitre 1Le probl�eme direct: inuence de larotation sur les fr�equencesd'oscillationLe but de ce chapitre est de montrer comment on peut relier d'une mani�ere th�eoriqueles splittings observ�es et la rotation interne du soleil en explicitant les hypoth�eses sous-jacentes �a cette �etude.1.1 �Equations du mouvementL'amplitude des oscillations solaires ainsi que les pertes d'�energie sur une p�eriodesont faibles. De plus, on ne tient pas compte de l'interaction entre rotation et convec-tion. Il est donc possible de se placer dans une approximation adiabatique et d'utiliserla th�eorie lin�eaire des oscillations adiabatiques (voir par exemple Unno et al. 1989).On consid�ere donc le mod�ele extrêmement simpli��e d'une sph�ere gazeuse anim�eed'un mouvement de rotation d�ecrit par un vecteur vitesse angulaire ~
(r; �) de direction�xe mais dont le module d�epend du rayon r et de la colatitude �. On utilise la th�eoriedes perturbations pour �etudier les oscillations de cette sph�ere autour de sa positiond'�equilibre (c.�a.d. en rotation mais sans oscillation). Dans ce mod�ele la vitesse en unpoint (r; �; ') est donn�e, �a l'�equilibre, par:~vo(r; �; ') = ~
(r; �) ^ ~r = 
(r; �)r sin � ~e' (1.1)Cette vitesse �etant ind�ependante de la longitude ' et du temps, les hypoth�eses sous-jacentes sont la sym�etrie axiale et la stationnarit�e de l'�etat d'�equilibre. Le fait que l'�etatd'�equilibre soit ind�ependant du temps permet par ailleurs de s�eparer les d�ependancesspatiales et temporelles de toutes les quantit�es perturb�ees (densit�e, pression etc..).L'e�et du champ magn�etique sur les oscillations acoustiques �etant, dans le cassolaire, beaucoup plus faible que l'e�et de la rotation on ne consid�erera ici que lesforces de pression P et de gravit�e (d�e�nie par le potentiel gravi�que �). Dans un rep�ere



16 CHAPITRE 1. LE PROBL�EME DIRECTd'inertie l'�equation du mouvement s'�ecrit donc (�equation d'Euler ou de Navier-Stockessans viscosit�e): �D~vDt = �~rP � �~r� (1.2)o�u � est la densit�e et DDt repr�esente la d�eriv�ee particulaire d�e�nie par:DDt = @@t + ~v:~r (1.3)Cet op�erateur appliqu�e �a une grandeur li�ee �a la particule uide exprime la variationpendant l'unit�e de temps de cette grandeur due non seulement �a l'�evolution du temps,mais �egalement au d�eplacement de la particule en fonction du temps. Dans le rep�ered'inertie, l'e�et de la rotation apparâ�t dans le terme inertiel (~v:~r)~v. Pour un obser-vateur terrestre, on peut assimiler la terre �a un point en rotation autour du soleil avecune vitesse angulaire 
T=1=(365 jours) ' 31:7nHz. Dans ce rep�ere en rotation (nongalil�een) l'�equation de la dynamique des uides s'�ecrit:D~vDt + 2~
T ^ ~v + ~
T ^ ~
T ^ ~r = � ~rP� � ~r� (1.4)o�u DDt et ~v sont maintenant relatifs au rep�ere en rotation. Cette �equation s'obtientsimplement en rempla�cant ~v(r; �; '; t) par ~v(r; �; ' � 
T t; t) + ~
T ^ ~r dans (1.2). Lavitesse angulaire 
(r; �) de l'�equation (1.1) repr�esente maintenant la vitesse angulairesynodique du soleil (c.�a.d. vue depuis la terre) alors que la vitesse angulaire sid�erale dusoleil est 
(r; �) + 
T .L'expression dans un rep�ere tournant permet de donner une interpr�etation plusphysique du terme inertiel. En e�et si l'on suppose que le soleil est anim�e d'une ro-tation rigide 
o alors l'�equation (1.4), avec 
o �a la place de 
T , donne l'�equation dumouvement dans un rep�ere tournant avec le soleil et le terme inertiel apparâ�t sous laforme de deux `forces' d'inertie (�ctives): la force de Coriolis (�2� ~
o ^ ~v) qui modi�ela dynamique et donc les oscillations et qui peut engendrer, des ondes inertielles et deRossby, et la force centrifuge (�� ~
o ^ ~
o ^ ~r) qui inue (faiblement) sur la structured'�equilibre du soleil (voir Rieutord 1998). La distorsion exerc�ee par la `force' centrifugesur la structure d'�equilibre sans rotation est de l'ordre de � � R3� �
2=GM� o�u M� etR� sont la masse et le rayon solaire et �
 repr�esente une moyenne de la rotation 
(r; �)(voir par exemple Gough 1981). Pour les modes de pression, le rapport entre la fr�e-quence de rotation (de p�eriode � 1 mois) et la fr�equence des oscillations (de p�eriode �5mn) est tr�es faible (� = �
=! ' 10�4) et � est de l'ordre de �2 si bien que, au premierordre en �, on peut n�egliger l'e�et de distorsion de la `force' centrifuge et utiliser �anouveau la th�eorie des perturbations pour analyser l'e�et, dû �a la `force' de Coriolis,de la rotation sur les oscillations acoustiques.



1.2. Principe variationnel 171.2 Principe variationnel pour les �etoiles en rota-tionLorsque l'on perturbe le syst�eme, on peut alors d�e�nir le d�eplacement lagrangien�~r(r; �; '; t) de la particule uide qui se serait trouv�ee en ~r(r; �; '; t) �a l'instant t dansle uide non perturb�e (voir par exemple Cox 1980, Chap. 5). Cette même particule setrouve donc en ~r + �~r au même instant t dans le uide perturb�e. On �xe la forme dela d�ependance temporelle par:�~r(r; �; '; t) � ~�(r; �; ')e�i!t (1.5)! repr�esentant la pulsation autour de la position d'�equilibre. La perturbation lagran-gienne de la vitesse est alors donn�ee par:�~v = DoDt(�~r) avec: Do=Dt � �i! +M; M = ~vo:~r (1.6)En utilisant la relation de commutation � DDt = DoDt� (Lynden-Bell & Ostriker 1967),l'�equation du mouvement perturb�e s'�ecrit pour un observateur terrestre:D2oDt2 (�~r) + 2~
T ^ �~v + ~
T ^ ~
T ^ �~r = ��0@ ~rP� 1A � �(~r�): (1.7)Les perturbations lagrangiennes de densit�e, de pression et du potentiel gravi�quepeuvent s'exprimer comme des fonctions f; g; h du d�eplacement lagrangien en utilisantrespectivement l'�equation de continuit�e, d'adiabaticit�e et de Laplace:Eq. (1.6) + �equation de continuit�e: D�Dt + �~r:~v = 0 ) �� = f(~�) (1.8)Eq. (1.8) + �equation d'adiabaticit�e: �P = c2�� ) �P = g(~�) (1.9)Eq. (1.8) + �equation de Laplace: �� = 4��G ) �(~r�) = h(~�) (1.10)o�u c repr�esente la vitesse du son et G la constante universelle de la gravitation. Il estalors possible d'exprimer explicitement les fonctions f; g; h et d'en d�eduire l'expressiond'un op�erateur int�egro-di��erentiel L tel que le second membre de l'�equation (1.7) ser�eduise �a L(~�). De plus, on peut montrer que cet op�erateur lin�eaire est auto-adjoint(Lynden-Bell & Ostriker 1967). La d�emonstration de cette propri�et�e suppose que lapression et la densit�e s'annulent sur la surface du soleil �a l'�equilibre. Si l'on prend laphotosph�ere comme surface, cette condition n'est pas v�eri��ee mais la correction qui enr�esulte est faible pour les modes de pression dont la fr�equence (� 3mHz) est inf�erieure�a la fr�equence de coupure acoustique de l'atmosph�ere solaire (� 5mHz).L'�equation lin�earis�ee du mouvement (1.7) peut donc s'�ecrire:� !2~� � 2i! �M~� + ~
T ^ ~��+M2~� + 2~
T ^M~� + ~
T ^ ~
T ^ ~� = �L~� (1.11)



18 CHAPITRE 1. LE PROBL�EME DIRECTAu premier ordre en 
, on peut n�egliger le terme en M2 ainsi que les deux dernierstermes du membre de gauche sachant 
T < 
. On note que garder ces termes �a ceniveau ne serait pas coh�erent avec le fait que l'on n'a pas pris en compte la distorsionde la structure d'�equilibre par la force centrifuge qui est du même ordre. En projetant(produit scalaire) cette �equation sur �o~��dVo (o�u � d�enote le complexe conjugu�e et�odVo la masse contenue dans l'�el�ement de volume dVo du soleil �a l'�equilibre) et enint�egrant sur le volume du soleil (�a l'�equilibre), on obtient au premier ordre en 
 :a !2 + b ! � c = 0 avec: 8>>>>><>>>>>: a = ZVo ~��:~� �o dVob = 2i ZVo ~��: �M+ ~
T^� ~� �o dVoc = ZVo ~��:L~� �o dVo (1.12)On montre, en utilisant le fait que L est un op�erateur auto-adjoint, que les termesa b et c sont r�eels. Le principe variationnel d�emontr�e par Lynden-Bell et Ostriker(1967) �etablit que lorsque les solutions ! de (1.12) sont r�eelles, et c'est le cas pour lesoscillations solaires, elles sont �egalement stationnaires par rapport aux variations de ~�.Autrement dit, la perturbation d'ordre � sur les fonctions propres ~� engendr�ee par la`force' de Coriolis n'entraine qu'un changement d'ordre �2 sur !. Donc, si on calcule! en utilisant l'�equation (1.12) et un mod�ele sans rotation pour �evaluer les fonctionspropres ~�, ! sera exacte au premier ordre en �.1.3 Calcul des splittingsIl s'agit maintenant d'utiliser le principe variationnel pour comparer les fr�equencesdes modes d'oscillations dans les mod�eles avec et sans rotation. La di��erence entre cesdeux quantit�es constitue le splitting rotationnel.Pour une rotation sid�erale nulle l'�equation aux valeurs propres (1.11) s'�ecrit dansun rep�ere d'inertie (M� 0, 
T � 0):!(o)2~�(o) = L(o)~�(o) (1.13)Les modes propres d'oscillations v�eri�ant cette �equation peuvent (voir par exempleUnno et al. 1989, Sect. 13.3) être d�evelopp�es en utilisant la base compl�ete des harmo-niques sph�eriques Y ml (�; ') (cf. Annexe A). On �ecrit donc:~�(o)nl = lXm=�l ~�(o)nlm avec: 8><>: ~�(o)nlm=�~er�(o)nl (r) + �(o)nl (r)~rh�Y ml (�; ')~rh = ~e� @@� + ~e'sin � @@' (1.14)On peut ainsi obtenir, par r�esolution de l'�equation aux valeurs propres (1.13), lescomposantes radiales �(o)nl et horizontales �(o)nl du d�eplacement de chaque mode propre



1.3. Calcul des splittings 19d'oscillation caract�eris�e par l'ordre radial n et le degr�e l. Dans le mod�ele sans rotation~vo = 0 et donc b = 0 (Eq. (1.12)) d'o�u l'expression de la pulsation d'un mode (n; l;m):!(o)2 = c=a: (1.15)Les coe�cients a et c d�ependent de n et lmais pas dem. Les 2l+1 fonctions propres ~�(o)nlmm = �l; ::l correspondent �a des oscillations ayant toutes la même pulsation !(o) � !(o)nl .Dans le mod�ele sans rotation, le spectre est donc d�eg�en�er�e en m. Notons de plus quece mod�ele �etant �a sym�etrie sph�erique, il n'existe aucun axe privil�egi�e. Le choix de l'axepolaire � = 0 est donc ici arbitraire.On note �! la perturbation de la pulsation par rapport au mod�ele sans rotation(c'est le splitting!). Dans le mod�ele avec rotation, la pulsation ! = !(o) + �! doitêtre solution de l'expression variationnelle (1.12). Sachant �!=!(o) ' 10�4, on a: !2 '!(o)2 + 2!(o)�! et, en utilisant l'expression (1.15) de !(o), on obtient:�! = �b=2a, �! = �i ZVo ~�(o)�nlm: �(~vo:~r) + ~
T^� ~�(o)nlm �o dVoZVo j~�(o)nlmj2 �o dVo (1.16)Ce terme est r�eel. En e�et, pour des oscillations adiabatiques on peut prendre �(o)nl (r)et �(o)nl (r) r�eelles et, en utilisant la sym�etrie axiale (1.1) et le d�eveloppement (1.14) desmodes propres, on obtient facilement les relations:~�(o)�nlm:(~vo:~r)~�(o)nlm = im
(r; �)j~�(o)nlmj2 + ~�(o)�nlm :(~
(r; �) ^ ~�(o)nlm) (1.17)et :~�(o)�nlm:(~
(r; �) ^ ~�(o)nlm) = �2im
(r; �)2� �(o)nl (r) "�(o)nl (r) ~Pml (�)2 + �(o)nl (r)� ~Pml (�)sin � d ~Pml (�)d� #(1.18)o�u l'on a pos�e � = cos� et o�u ~Pml (�) sont les fonctions de Legendre normalis�ees d�e�niesannexe A.L'�equation di��erentielle v�eri��ee par les fonctions de Legendre (cf. Eq. (A.2)) permetde montrer: Inl � ZVo j~�(o)nlmj2 �o dVo = Z R�0 h�(o)2nl (r) + L2�(o)2nl (r)i �or2dr (1.19)En utilisant la normalisation des fonctions de Legendre Eq. (A.5), une simple int�egra-tion par partie donne: Z �0 � ~Pml (�)sin � d ~Pml (�)d� sin � d� = 12 : (1.20)



20 CHAPITRE 1. LE PROBL�EME DIRECTCeci permet, en utilisant (1.18), de r�eduire le terme en ~
T dans (1.16) �a une int�egralesur le rayon solaire: �i ZVo ~�(o)�nlm: �~
T ^ ~�(o)nlm� �o dVo = �m 
T Cnl (1.21)o�u l'on a d�e�ni le terme de Coriolis Cnl par:Cnl � 1Inl Z R�0 ��(o)2nl (r) + 2�(o)nl �(o)nl (r)� �o(r)r2 dr (1.22)Finalement, le splitting s'exprime sous la forme:�!nlm = m �
T Cnl + Z R�0 Z 1�1Knlm(r; �)
(r; �) drd�! (1.23)avec:#"  !Knlm(r; �) = �o(r)r2Inl ( ��(o)2nl (r) � 2�(o)nl (r)�(o)nl (r)� ~Pml (�)2 + (1.24)�(o)2nl (r)24 d ~Pml (�)d� !2 + m2sin2 � ~Pml (�)2 � 2� ~Pml (�)sin � d ~Pml (�)d� 35)On note que le splitting d�epend de l'ordre azimutal m: la d�eg�en�erescence en m duspectre des oscillations est lev�ee par la rotation. Cette expression relie les splittingssynodiques (mesur�es depuis la terre) �a la rotation solaire synodique. �!nlmm !syn = Z R�0 Z 1�1Knlm(r; �) 
syn(r; �) dr d� �Cnl 
T (1.25)Il est int�eressant d'en d�eduire deux relations mettant en jeu les quantit�es sid�erales.1. La relation entre splittings sid�eraux et la rotation sid�erale s'obtient en posant
T = 0 (on se place dans un rep�ere d'inertie):�� � �!nlmm !sid = Z R�o Z 1�1Knlm(r; �) 
sid(r; �) dr d� (1.26)Cette expression correspond au r�esultat obtenu par Hansen et al. (1977) et Gough(1981) mentionn�e dans l'introduction. Le r�esultat obtenu par Ledoux (1951) pourune �etoile en rotation rigide 
sid = 
o (c.�a.d. (�!nlm=m)sid = (1 � Cnl)
o, cf.Eq. (5)) se retrouve ais�ement �a partir des �equations (1.16), (1.17) et (1.18) enutilisant les propri�et�es (A.5) et (1.20). Le terme de Coriolis est maintenant d�e�nipar (1.22). Pour les modes acoustiques de degr�es ou d'ordres radiaux �elev�es on aCnl � 1 (Voir Fig. 1.1). Ceci signi�e que, pour les modes acoustiques, le splitting
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Figure 8.1. Coe�cients �nl for acoustic modes in a normal solar model.Points corresponding to �xed l have been connected, according to the follow-ing line styles: l = 1: ; l = 2: ; l = 3: ;l = 4: ; l = 5: ; l = 10; 15; : : : ; 50: (with�nl increasing with l).and �nl = R R0 ��r2 + L2�2h � 2�r�h � �2h� r2�drR R0 ��r2 + L2�2h� r2�dr : (8:39)By using this de�nition we ensure that the rotational kernel Knl is unimodular, i.e.,Z R0 Knl(r)dr = 1 : (8:40)Hence for uniform rotation, where 
 = 
s is constant,�!nlm = m�nl
s : (8:41)In this case the e�ect of rotation is completely given by the constant �nl . For high-orderor high-degree p modes the terms in �r2 and L2�2h dominate; as shown in Figure 8.1, �nlis then close to one. Thus the rotational splitting between adjacent m-values is givenapproximately by the rotation rate. Physically, the neglected terms in equation (8.39) arisefrom the Coriolis force; thus rotational splitting for p modes is dominated by advection.For high-order g modes, on the other hand, we can neglect the terms containing �r, so that�nl ' 1� 1L2 : (8:42)In particular, the splitting of high-order g modes of degree 1 is only half the rotation rate.153

Fig. 1.1 { Coe�cients �nl = 1 � Cnl obtenus pour des modes acoustiques dans unmod�ele solaire standard. Les coe�cients correspondant �a un même degr�e l sont reli�espar une ligne. l = 1 : ; l = 2 : ; l = 3 : ; l = 4 : ;l = 5 : ; l = 10; 15; :::; 50 : (�nl augmente avec l). D'apr�es Christensen-Dalsgaard (1997).



22 CHAPITRE 1. LE PROBL�EME DIRECTrotationnel est domin�e par l'advection et l'�ecart de pulsations entre deux modesayant des ordres azimutaux m et m � 1 est donn�e approximativement par larotation elle même. Si l'on assimile la rotation solaire �a une rotation rigide �egale�a la rotation de surface �a mi-latitude donn�ee par la loi de Faye (2) on obtient unsplitting sid�eral entre modes adjacents de l'ordre de 420nHz.2. Une relation utile est celle entre les splittings synodiques mesur�es et la rotationsid�erale que l'on veut d�eterminer. On l'obtient en �ecrivant 
syn = 
sid�
T dans(1.25) et en utilisant la relation de Ledoux pour une rotation rigide: �!nlmm !syn + 
T = Z R�0 Z 1�1Knlm(r; �)
sid(r; �) dr d� (1.27)Ceci montre la relation (�!=m)sid = (�!=m)syn + 31:7nHz qui est par ailleurs�evidente si on suit le raisonnement (4). Il est int�eressant de noter que mêmepour une rotation sid�erale nulle le splitting synodique d�epend lin�eairement de m.L'advection due �a la seule rotation terrestre l�eve la d�eg�en�erescence.
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Chapitre 2Mesures des splittings - Utilisationdes `coe�cients a'2.1 Diagrammes m-�La mesure de splittings se fait sur le spectre des fr�equences d'oscillations obtenuapr�es projection des observations (images du soleil en vitesses ou en intensit�es) sur lesharmoniques sph�eriques (Hill 1998, Roca Cort�es 1998). On obtient ainsi un diagrammedegr�e azimutal - fr�equence (diagrammem��). La �gure 2.1 donne une repr�esentationclassique d'un tel diagramme obtenu �a partir d'observations faites au sol sur un seulsite et la �gure 2.2 donne, dans une repr�esentation 3D en niveau de gris, un exempleplus r�ecent de diagramme obtenu en utilisant le r�eseau GONG d'observatoires au sol.La r�esolution spectrale n'�etant en g�en�eral pas su�sante pour s�eparer les pics indivi-duellement pour chaque m, on d�ecrit la d�ependance en m de la fr�equence pour chaquemode (n; l) observ�e en d�ecrivant les lignes du spectre m�� �a l'aide de leurs projectionssur des polynômes P lj(m) (Voir Schou 1992). On obtient:�nlm � �nl0 ' NnlXj=0 anlj P lj(m) (2.1)o�u le nombre Nnl de polynômes utilis�es d�epend de la qualit�e des observations pourle mode consid�er�e. Par exemple, le maximum de coe�cients a calcul�es est de 3 pourles donn�ees LOWL, 6 pour les donn�ees BBSO et jusqu'�a 36 pour les donn�ees MDI.Le r�eseau GONG fournit �egalement une estimation, pour chaque mode (n; l), de lafr�equence de chaque pic du multiplet ce qui permet d'acc�eder directement aux mesuresindividuelles de splittings.2.2 Les coe�cients a et les polynômes de projectionPlusieurs types de polynômes ont �et�e utilis�es pour d�ecrire les observations. Histo-riquement, Duvall et al. (1986) ont utilis�e P lj(m) = LPj(m=L) o�u L = ql(l+ 1) et



24 CHAPITRE 2. MESURES DES SPLITTINGS
Fig. 2.1 { Spectres de puissance des harmoniques sph�eriques l = 20, m = �20; ::;+20obtenus au Big Bear Solar Observatory. Les pics dans le spectre (m = 0) se trouvantaux fr�equences � = 3047, 3080 et 3114�Hz correspondent aux modes (n; l) = (15; 19),(15; 20) et (15; 21). La pr�esence des mode l = 19 et l = 21 dans le spectre du model = 20 provient du fait que l'on n'observe pas l'ensemble de la surface solaire (seulementun peu moins de la moiti�e) et que les harmoniques sph�eriques sur lesquels on projetteles observations pour obtenir ce spectre ne sont pas orthogonaux sur la seule partieobservable du disque. Les autres pics, s�epar�es de �11:6�Hz, sont la signature dansle spectre de la fenêtre d'observation interrompue toutes les nuits. La di��erence enfr�equence entre les di��erents pics en fonction de m repr�esente le splitting. D'apr�esLibbrecht (1989).Pj sont les polynômes de Legendre; puis Brown & Morrow (1987) ont utilis�e P lj(m) =lPj(m=l) pour faciliter la comparaison avec des r�esultats th�eoriques. Ces deux formesde polynôme resteront utilis�ees (notamment par Woodard & Libbrecht (1993) pour lesmesures du BBSO r�ealis�ees entre 1986 et 1990) jusqu'�a ce que Ritzwoller & Lavely(1991) fassent remarquer qu'il serait avantageux de choisir des polynômes orthogonauxsur l'espace discret en m. En e�et, le fait que les polynômes de Legendre ne soient pasorthogonaux sur cet espace entrâ�ne que la valeur d'un coe�cient a d�epend du nombreNnl de termes utilis�es dans le d�eveloppement (2.1) et ces coe�cients ne peuvent pas êtreconsid�er�es comme statistiquement ind�ependants (cf. annexe B). Ces auteurs sugg�erentdonc d'utiliser des polynômes orthonormaux P lj(m) = �mjl d�e�nis par:m=+lXm=�l �mjl �mkl = �jk (2.2)
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Fig. 2.2 { Spectre m�� pour l = 85 obtenu entre le 23 Aôut 1995 et le 18 F�evrier 1996par le r�eseau GONG. La �gure du haut montre l'ensemble du spectre, celle du milieucorrespond aux modes n = 7; 8; 9 et celle du bas est un agrandissement du spectre dumode n = 8. Les probl�emes li�es aux harmoniques du jour sont en grande partie �evit�espar l'utilisation du r�eseau. Cependant le spectre est montr�e �a di��erentes �echelles pourmettre en �evidence qu'il subsiste des pics secondaires (`side lobes') provenant du faitque l'on n'observe pas l'ensemble de la surface solaire. On note que la convention pourle choix du signe de m est di��erente de celle de la �gure pr�ec�edente. Ici un ordreazimutal n�egatif correspond �a un mode prograde (c.�a.d. se propageant dans le sensde la rotation) dont la fr�equence est augment�ee par rapport �a celle du mode m = 0.D'apr�es Hill et al. (1996).



26 CHAPITRE 2. MESURES DES SPLITTINGSCes polynômes sont reli�es simplement aux coe�cients de Clebsh-Gordon Cjmj1m1j2m2 (e.g.Edmonds 1960) par: �mjl = s2j + 12l + 1C lmlmj0 (2.3)mais ne seront en fait jamais utilis�es ainsi normalis�es. Schou et al. (1994) utilisent despolynômes Smj;l orthogonaux, c'est �a dire:m=+lXm=�lSmj;lSmk;l = 0 si j 6= k; (2.4)mais, par souci de compatibilit�e avec les expressions en polynômes de Legendre, ils lesnormalisent tel que: S lj;l = l (2.5)En e�et, les polynômes ainsi d�e�nis sont toujours, pour j �x�e, asympotiquement �egauxpour l� 1 �a la fois �a lPj(l=m) et �a LPj(L=m). Les �equations (2.4) et (2.5) d�e�nissentcompl�etement ces polynômes. On obtient 1:Smj;l = lq(2l � j)!(2l + j + 1)!(2l)!p2l + 1 C lmlmj0 (2.6)En�n les splittings obtenus par le r�eseau GONG sont exprim�es en fonction de poly-nômes orthogonaux P lj(m) = msl normalis�es d'une troisi�eme mani�ere:mjl = L2s2j + 14� C l1l1j0 C lmlmj0 (2.7)L'int�erêt de ce choix est li�e �a l'utilisation des m�ethodes d'inversion d̂�te 1.5D qui supposeconnue la forme de la d�ependance en latitude de la rotation. Une synth�ese des m�ethodesde ce type a �et�e r�ealis�ee dans Corbard (1998).Des relations de r�ecurrence bas�ees sur les propri�et�es des coe�cients de Clebsh-Gordon peuvent être trouv�ees dans Ritzwoller & Lavely (1991) et Pijpers (1997) 2 per-mettent d'obtenir simplement les polynômes mjl et Smj;l. Schou et al. (1994) construisentles polynômes Smj;l par simple orthogonalisation de Gram-Schmit �a partir des polynômesde Legendre.Les di��erents polynômes P lj(m) utilis�es sont de même parit�e que j. Les splittingsd�e�nis par (3.16) �etant des fonctions impaires de m, seuls les coe�cients a d'indicesimpairs seront reli�es �a la rotation. Les coe�cients d'indices pairs sont d'amplitudesbeaucoup plus faibles et peuvent être reli�es aux e�ets de la force centrifuge, du champmagn�etique ou de tout �ecart �a la sym�etrie sph�erique. A partir de (2.1), on obtient:1. Cette formule est donn�ee par Kosovichev et al. (1997) mais avec un choix moins conventionnelpour la phase des Clebsh-Gordon (C lmlmj0 est not�e Clmj0lm)2. Dans la formule de r�ecurrence obtenue par Pijpers (1997) (Eq. (46)), les coe�cients de Clebsh-Gordon, not�es <j1j2m1m2jj1j2jm> doivent en fait être multipli�es par (�1)m si on utilise la conventiond'Abramowitz & Stegum (1972) comme cit�ee par l'auteur (voir aussi Edmonds (1960)).



2.3. Formulation 2D pour les coe�cients a 27�!nlm = !nlm � !nl;�m2 ' 2� NnlXj=0 anl2j+1P l2j+1(m) (2.8)De plus pour tous ces polynômes on a P l1(m) / m, si bien que le coe�cient a1 d�ecrit lad�ependance lin�eaire en m du splitting. Nous avons vu que pour une �etoile en rotationrigide, seule cette composante existe. Pour le Soleil, les diagrammes m� � (Figs. 2.1,2.2) montrent clairement que la d�ependance en m du splitting est quasi-lin�eaire. Lecoe�cient a1 sera donc le terme dominant tandis que les autres coe�cients impairsd�ecriront l'�ecart (faible) �a la lin�earit�e induit par la d�ependance en latitude de la ro-tation solaire. Cette non lin�earit�e des lignes du diagramme m� � est bien visible surl'agrandissement Fig. 2.2.2.3 Formulation 2D pour les coe�cients a2.3.1 Cas g�en�eralSi l'on suppose que les coe�cients a sont obtenus par une m�ethode de moindres car-r�es �a partir des splittings individuels et de la relation (2.8), alors il existe des polynômesyP lj(m), appel�es `pseudo inverses de P lj(m)' (cf. annexe B) tels que:2� anl2j+1 ' Xm=1;l yP lj(m)�!nlm (2.9)En pratique il n'est pas toujours possible d'identi�er tous les pics dans le diagrammem�� (notamment pour les degr�es l �elev�es), et la proc�edure pour obtenir les coe�cientsa peut ne pas être une simple m�ethode de moindres carr�es (Schou 1992, voir aussi Ap-pourchaux (1998) pour les splittings de bas degr�es). Cependant la relation lin�eaire (2.9)peut être consid�er�ee comme une bonne approximation de la relation entre splittings etcoe�cients a. Si l'on reporte (2.9) dans l'�equation 2D (1.26), on obtient une �equationint�egrale 2D reliant chaque coe�cient a �a la rotation par:2� anl2j+1 ' 2 Z R�0 Z 10 lXm=1myP l2j+1(m)Knlm(r; �)| {z }K(a)nlj(r;�) 
(r; �)drd�; (2.10)ce qui d�e�nit le noyau K(a)nlj (r; �) relatifs aux coe�cients a.2.3.2 Cas particulier des polynômes orthogonaux - s�eparabi-lit�eDans le cas P lj(m) = Smjl , on obtient une expression du noyau K(a)nlj (r; �) sous laforme (Pijpers 1997):K(a)nlj (r; �) = Knl(r)W (a)lj (�) + Lnl(r)X(a)lj (�) (2.11)



28 CHAPITRE 2. MESURES DES SPLITTINGSo�u Knl(r) et Lnl(r) sont donn�es respectivement par (3.3) et (3.4) et:W (a)lj (�) = �12 (4j + 3)v(l)2j+1(j + 1)(2j + 1) sin � P 12j+1(�) (2.12)X(a)lj (�) = �j(2j + 3) W (a)lj (�) (2.13)v(l)2j+1 est donn�e par (A.10). Cette d�ecomposition explicite du noyau 2D en la sommede deux noyaux s�eparables permet de traiter l'inversion des coe�cients a d'une ma-ni�ere identique �a celle des splittings. De plus, on note que ces noyaux sont tels queR 1�1W (a)lj (�)d� = �j0 et R 1�1X(a)lj (�)d� = 0. En premi�ere approximation, et pour l �elev�eon peut donc n�egliger le deuxi�eme terme de la somme (2.11) (cf. x3.1.3). En�n notonsque l'on trouve facilement les noyaux li�es �a l'utilisation des polynômes mjl en utilisant(A.9) et que la formule (A.11) permet de passer, pour l �elev�e, au cas o�u les splittingssont projet�es sur des polynômes de Legendre.
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Chapitre 3Le probl�eme inverseLe chapitre 1 a pr�esent�e ce que l'on appelle le probl�eme direct qui consiste �a pr�edireles observations en se donnant un mod�ele solaire et une rotation.Probl�eme direct: rotation a priori + mod�ele �! pr�ediction des observationsLe probl�eme inverse au contraire a pour but d'utiliser les donn�ees observationnellespour en d�eduire une quantit�e physique, ici la rotation interne:Probl�eme inverse: observations + mod�ele �! estimation de la rotationIl est �evident que les deux probl�emes sont �etroitement li�es car ils utilisent le mêmemod�ele du Soleil et la même th�eorie des oscillations. De plus, la r�esolution du probl�emeinverse n�ecessite de d�e�nir un certain crit�ere que doit satisfaire la solution et qui peutêtre bas�e sur l'accord entre les donn�ees pr�edites et les donn�ees observ�ees et donc faireintervenir le probl�eme direct. Nous verrons par la suite que l'on peut choisir d'autrescrit�eres locaux (cf. x3.2.2). Kirsch (1996) distingue d'une mani�ere tr�es g�en�erale le pro-bl�eme inverse du probl�eme direct associ�e par le fait que le probl�eme inverse est mal pos�ealors que le probl�eme direct est bien pos�e au sens de Hadamard (1923). Ceci conduit �ala n�ecessit�e de r�egulariser le probl�eme inverse en utilisant une information a priori surla forme de la solution.Apr�es avoir �etudi�e les propri�et�es des noyaux de rotation 2D, je me restreindraien g�en�eral dans la suite de ce chapitre au cas 1D pour la pr�esentation des m�ethodesinverses qui sont facilement g�en�eralisables, dans leurs principes, au cas bidimensionnel.Les points particuliers pour lesquels le probl�eme 2D pose des di�cult�es nouvelles serontn�eanmoins soulign�es.



30 CHAPITRE 3. LE PROBL�EME INVERSE3.1 Propri�et�es des noyaux de rotation �!nlmm !sid = Z R�o Z 1�1Knlm(r; �) 
sid(r; �) dr d� (3.1)La nature du probl�eme inverse qui consiste �a d�eduire la rotation solaire de l'obser-vation des splittings �a partir de cette �equation, est contenue dans la forme des noyauxde rotation Knlm(r; �) donn�es par l'�equation (1.24).Deux exemples de ces noyaux bidimensionnels sont donn�es Fig. 3.1 montrant leursnatures oscillantes caract�eris�ees par n n�uds radiaux et l�m2 n�uds en latitude (entrel'�equateur et le pôle, soit l�m n�uds d'un pôle �a l'autre). On remarque imm�ediatementque ces noyaux n'ont pas d'amplitude dans tout l'int�erieur solaire et sont au contrairelimit�es dans un certain domaine en rayon et en latitude. Nous verrons par la suitecomment ce domaine peut être caract�eris�e en fonction des entiers n; l et m pour chaquemode propre.

Fig. 3.1 { Exemples de noyaux de rotation Knlm(r; �) pour l = 10, n = 20, m = 7(gauche) et l = 30, n = 10, m = 20 (droite). D'apr�es Sekii (1997).Ces noyaux (Eq. (1.24)) peuvent être �ecrits sous plusieurs formes, mais la d�ecom-position suivante est pratique pour l'analyse de leurs propri�et�es:Knlm(r; �) = Knl(r)Wlm(�) + Lnl(r)Xlm(�) (3.2)



3.1. Propri�et�es des noyaux de rotation 31avec: Knl(r) = [�(o)nl 2 + (L2 � 1)�(o)nl 2 � 2�(o)nl �(o)nl ] �r2 =Inl (3.3)Lnl(r) = L2�(o)nl 2 �r2 =Inl (3.4)Wlm(�) = ~Pml (�)2 (3.5)Xlm(�) = L�2 (1 � �22 d2d�2Wlm(�) +Wlm(�)) (3.6)o�u l'on a not�e L2 = l(l + 1) et Inl est donn�e par l'�equation (1.19).3.1.1 Noyaux de rotation en rayon: Knl(r) et Lnl(r)La �gure 3.2 donne des exemples des deux composantes radiales des noyaux derotations (3.2) pour di��erents modes. Les modes de pression observ�es peuvent êtred�ecrits par une approximation locale en ondes planes valable asymptotiquement pourles hautes fr�equences et satisfont �a une relation de dispersion de la forme:K2r +K2h ' !2 � !2cc2 (3.7)o�u Kr et Kh repr�esentent respectivement le nombre d'onde radial et le nombre d'ondehorizontal, c(r) la vitesse du son et !c(r) la fr�equence de coupure acoustique qui restetr�es petite (< 600�Hz) dans tout l'int�erieur du Soleil et devient importante (jusqu'�aenviron 5000�Hz) seulement dans une petite couche tr�es pr�es de la surface (au dessusde 0:9995R�).Le nombre d'onde horizontal est d�e�ni par:1r2r2hf = �K2hf (3.8)o�u ~rh est donn�e par l'�equation (1.14). K2h est donc enti�erement �x�e par le choix dud�eveloppement sur les harmoniques sph�eriques (cf. Eq. (1.14)) des quantit�es pertur-b�ees (not�ees f dans (3.8)). L'�equation di��erentielle (A.2) v�eri��ee par les polynômes deLegendre donne: K2h = L2=r2 avec: L2 = l(l + 1) (3.9)Les ondes se propagent pour K2r > 0, sont �evanescentes pour K2r < 0 et les points o�uK2r = 0 sont nomm�es points tournants du mode. En surface la vitesse du son est faibleet le nombre d'onde radial s'annule pour ! = !c. La fr�equence de coupure acoustiqueest reli�ee au gradient de densit�e qui augmente tr�es rapidement juste sous la surfacesolaire. On peut donc consid�erer que celle-ci repr�esente un point de r�eexion commun�a tous les modes de pression �etudi�es. Dans les couches super�cielles, les oscillations ont
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Fig. 3.2 { Exemples des composantes radiales Knl(r) (Eq.(3.3), ligne pleine) et Lnl(r)(Eq. (3.4), ligne pointill�ee) des noyaux de rotation pour di��erents modes. Les barresverticales indiquent la position du point tournant de chacun des modes consid�er�es.toutes un carat�ere radial qui se manifeste par le fait que les noyaux Knl(r), fortementoscillants, y ont leur maximum d'amplitude et ne se di��erencient qu'au voisinage dupoint tournant interne. De même, le noyau Lnl(r) n'a d'amplitude qu'au voisinage dece point.La profondeur du point tournant interne est fonction du mode consid�er�e. En e�et, �al'int�erieur la vitesse du son augmente et la fr�equence du coupure est faible. On obtientdonc K2r = 0 pour r = rt avec: rt = c(rt)L! ; (3.10)ce qui d�e�nit le point tournant interne d'un mode comme �etant le rayon pour lequel lafr�equence du mode est �egale �a la fr�equence de Lamb !l = Lcr . Sachant que la fr�equence



3.1. Propri�et�es des noyaux de rotation 33augmente avec l'ordre radial n et que L ' l, on en d�eduit que, en premi�ere approxi-mation, le point tournant est une fonction du rapport n=l. Plus ce rapport est grand(l faible) plus le mode acoustique p�en�etrera l'int�erieur du Soleil. Les exemples de la�gure 3.2 montrent ce comportement pour trois rapports n=l di��erents.L'information apport�ee sur la rotation dans une zone donn�ee d�ependradu nombre de modes, de splittings connus, dont le point tournant interne sesitue dans cette zone. On appelera zone bien contrainte par les observationsune zone o�u ce nombre sera assez grand3.1.2 Noyaux de rotation en latitude: Wlm(�) et Xlm(�)

Fig. 3.3 { Exemples des composantes latitudinales Wlm(�) (Eq. (3.5), ligne pleine)et Xnl(�) (Eq. (3.6), ligne pointill�ee) des noyaux de rotation pour di��erents modes.Les barres verticales indiquent la position du point tournant de chacun des modesconsid�er�es.



34 CHAPITRE 3. LE PROBL�EME INVERSEL'analyse locale en onde plane permet �egalement de d�e�nir un point tournant enlatitude. La description horizontale de l'onde �etant �x�ee par la projection sur les har-moniques sph�eriques, le point tournant en latitude ne d�ependra que des propri�et�es despolynômes de Legendre. Il est n�eanmoins possible de se repr�esenter les choses d'une ma-ni�ere plus physique en d�ecomposant le nombre d'onde horizontal en deux composantesselon la latitude et la longitude. Soit:K2h = L2r2 = K2' +K2� ; avec: r2h = r2h� +r2h' et: r2h' = 1sin2 � @2@'2 (3.11)La rotation �etant suppos�ee �a sym�etrie axiale on peut poser pour les quantit�es pertur-b�ees: f(r; �; '; t) = f 0(r; �; t)eim' (3.12)et on obtient ainsi pour la partie longitudinale du nombre d'onde:1r2r2h'f = �K2'f , K2' = m2r2 sin2 � (3.13)d'o�u l'on tire le domaine de propagation en latitude et le point tournant en latitude �tpar:K2� = 1r2 �L2 � (m= sin �)2� > 0, � � �t < � < �t avec: �t = sin�1(jmj=L) (3.14)La �gure 3.3 illustre sur quelques exemples le fait que le point tournant en latitudeest une fonction de m=L.Une autre propri�et�e importante des noyauxWlm etXlm est que ce sont des fonctionspaires de l'ordre azimutal m et de � = cos �. On ne pourra donc obtenir que lacomposante de la rotation qui est sym�etrique par rapport �a l'�equateur. Soit:
s(r; �) � 
(r; �) + 
(r;��)2 (3.15)L'int�egration en latitude peut donc se faire entre l'�equateur et le pôle seulement (soit� entre 0 et 1), et cela en multipliant simplement par deux le noyau de rotation. Lapartie sym�etrique 
s(r; �) de la rotation ainsi d�e�nie sera not�ee simplement 
(r; �)dans la suite. La parit�e du noyau en m donne avec l'�equation (1.27):�!nlm = ��!nl;�m = !nlm � !nl;�m2 (3.16)ce qui montre que, au premier ordre, c'est la partie sym�etrique (par rapport �am = 0) de la structure �ne du spectre qui peut être mise en relation avecla partie sym�etrique (par rapport �a l'�equateur) de la rotation. Autrement dit,pour remonter �a la partie sym�etrique de la rotation, on ne disposera au mieux que de



3.1. Propri�et�es des noyaux de rotation 35l observables ou splittings (et non pas 2l + 1) pour chaque mode (n; l). Nous avonsvu que les conditions d'observations peuvent encore r�eduire ce nombre d'observablesaccessibles par mode en ne donnant acc�es qu'�a un nombre limit�e de coe�cients a deprojection des splittings sur des polynômes.La partie non sym�etrique de la structure �ne du spectre peut être reli�ee aux e�etsde la `force' centrifuge, du champ magn�etique ou de tout �ecart �a la sym�etrie sph�eriquequi ne seront pas consid�er�es ici.3.1.3 Deux approximations de l'�equation int�egraleDeux approximations tr�es utilis�ees de l'�equation int�egrale (3.1) peuvent se d�eduiredes propri�et�es des noyaux de rotation bidimensionnels.S�eparabilit�e du noyauLa composante horizontale du d�eplacement Lnl(r) (cf. Eq. (3.4)) n'a d'amplitudequ'au voisinage du point tournant interne et donc, partout sauf pr�es du point tournanton a Knl(r) > Lnl(r), ce qui se v�eri�e bien sur la �gure 3.2. Si l'on ajoute �a cela queXlm(�) est oscillant autour de 0 avec R 1�1Xlm(�)d� = 0 alors que Wlm(�) est toujourspositif et tel que R 1�1Wlm(�)d� = 1, alors il apparâ�t que la contribution �a l'int�egraledouble du second terme du noyau (3.2) doit être faible. En premi�ere approximation,on pourra donc r�ecrire l'�equation int�egrale:!nlm � !nl;�m2m ' 2 Z R�0 Z 10 Knl(r)Wlm(�)
(r; �) drd� (3.17)Cette �equation serait exacte pour une rotation ind�ependante de la latitude (Cuypers1980) et reste une tr�es bonne approximation pour une rotation faiblement di��erentielle.Dans cette approximation le noyau est s�eparable en rayon et latitude. Cette pro-pri�et�e est parfaitement visible sur la �gure 3.1 des noyaux 2D complets et a �et�eexploit�ee pour mettre en oeuvre un approche d̂�te R1
R1 du probl�eme inverse 2D quiconsiste �a s�eparer celui-ci en une succession de deux probl�emes �a une dimension (Sekii1993a,b; Pijpers et Thompson 1996).Relation 1D rotation �equatoriale - splittings m = l (modes sectoraux)Une des propri�et�es de la partie angulaire des noyaux conduit �a une relation 1Dentre les splittings des modes sectoraux (m = l) et la partie �equatoriale (
eq(r) =
(r; � = 0)) de la rotation. En e�et, pour les modes sectoraux de degr�es l �elev�es lepoint tournant en latitude est proche de l'�equateur (�t = sin�1(l=L) ' �=2) si bienque, partant de l'approximation 2D (3.17), on obtient la relation 1D:!nll � !nl;�l2l ' Z R�0 Knl(r)
eq(r) dr (3.18)
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Fig. 3.4 { Comme Fig. 3.3 mais pour les modes sectoraux l = 1; 4; 10; 100. Les pointstournants sont d'autant plus �eloign�es de l'�equateur que le rapport l=L est di��erent de 1et donc que le degr�e l est petit. �t(l = 1) = 45�, �t(l = 4) ' 63�, �t(l = 10) ' 72�,�t(l = 100) ' 84�. On note que la composante Xnl(�) est n�egligeable.Cette �equation 1D, employ�ee par Duvall d�es 1984, reste tr�es utilis�ee commepremi�ereapproximation (eg. Antia et al. 1996, Rabello Soares et al. 1997, Corbard et al. 1998c(Article 3)). Il faut cependant noter qu'elle n'est pas valable pour les modes de basdegr�es. La �gure 3.4 montre en e�et que pour ces modes la partie angulaire du noyaude rotation peut s'�etendre loin de l'�equateur et ce d'autant plus que le rapport l=Ls'�eloigne de 1. On ne peut donc pas en toute rigueur utiliser cette �equation pourremonter par inversion �a la rotation de c�ur solaire sans faire des hypoth�eses sur lad�ependance en latitude de la rotation (Corbard 1997, Corbard et al. 1998e).



3.2. Les m�ethodes d'inversion - Cadre g�en�eral 373.2 Les m�ethodes d'inversion - Cadre g�en�eralDans cette section je donne, dans le cas 1D, les �el�ements indispensables pour l'in-terpr�etation des m�ethodes lin�eaires. La g�en�eralisation au cas bidimensionel et aux tech-niques non lin�eaires que j'ai plus particuli�erement �etudi�ees sont d�evelopp�ees dans leschapitres suivants.3.2.1 Situation du probl�emeIl est int�eressant de reprendre la classi�cation des probl�emes inverses e�ectu�ee parMenke (1989) pour situer celui concernant la rotation solaire. Il distingue trois cat�ego-ries que l'on peut �ecrire de mani�ere formelle par:probl�eme discret di =XKij
j + �i (3.19)probl�eme continu di = Z Ki(r)
(r)dr + �i (3.20)probl�eme int�egral d(y) = Z K(r; y)
(r)dr + �(y) (3.21)o�u d repr�esente les observations et � les erreurs. Dans la suite ces erreurs d'obser-vation seront suppos�ees gaussiennes, non corr�el�ees et d'�ecart type �i. Cetteclassi�cation est bas�ee sur l'aspect continu ou discret des donn�ees (d) et du mod�ele(le noyau K et la rotation 
). Le spectre des fr�equences d'oscillations �etant discretet les noyaux de rotation �etant des fonctions continues du rayon, il est �evident que leprobl�eme li�e �a la rotation solaire est un probl�eme inverse continu. L'indice i repr�esentedans ce cas le triplet (n; l;m).Les �equations int�egrales sont rencontr�ees dans de tr�es nombreux domaines (voirpar exemple Craig & Brown 1986) et notamment en imagerie (Blanc-F�eraud 1998). Ilexiste �egalement une formulation asymptotique du probl�eme inverse li�e �a la rotationsolaire qui permet de passer du cas continu au cas int�egral en consid�erant les variablesy1 = !nlm=L et y2 = m=L comme �etant des variables continues (voir Gough 1996). Onse ram�ene alors �a une int�egrale d' Abel �a 2D (voir Sekii & Gough (1993) et les r�ef�erencescit�ees). Le cas 1D pour la rotation suppos�ee ind�ependante de la latitude (y = !nl=L) esttrait�e par Christensen-Dalsgaard et al. (1990) (voir aussi Christensen-Dalsgard (1997)).En�n on note que la formulation R1
R1 n�ecessite la r�esolution d'un probl�eme inverseint�egral pour la partie latitudinale. Ce probl�eme int�egral peut �egalement être r�esolu enutilisant une formulation asymptotique avec la variable y = m=L suppos�ee continuepour les degr�es l �elev�es (Sekii 1993a, Schou et al. 1994).Le traitement num�erique d'un probl�eme inverse continu ou int�egral exige toujoursque l'on se ram�ene au cas du probl�eme discret. Une premi�ere �etape consistera donc�a discr�etiser le probl�eme par une m�ethode de projection ou de quadrature (voir parexemple Craig & Brown 1986) pour r�eduire l'int�egrale �a une somme discr�ete (cf. x3.2.3).



38 CHAPITRE 3. LE PROBL�EME INVERSENotons en�n que le probl�eme inverse continu peut toujours être vu comme la limited'un probl�eme inverse discret avec un nombre in�ni de param�etres. Ce probl�eme estdonc par nature sous d�etermin�e (même si le nombre d'observables est tr�es sup�erieur aunombre de param�etres cherch�es) et donc la solution d'un tel probl�eme n'est pas unique.Seule l'introduction d'une information a priori (par des contraintes de r�egularit�e, desurface etc..) permettra de choisir parmi les solutions possibles et on ne pourra obtenirque des moyennes de la rotation < 
(r0) > sur certains domaines autour de r0. Cesnotions li�ees �a la r�esolution �nie de toute m�ethode inverse seront d�evelopp�ees par lasuite.3.2.2 `Crit�eres de qualit�e' d'une solutionDans cette section je d�e�nis d'une mani�ere intuitive les `qualit�es' que l'on esp�erepour une solution du probl�eme inverse et je donne pour chacune de ces `qualit�es' unemesure plus quantitative. Les di��erentes approches du probl�eme inverse pr�esent�ees parla suite se distinguent essentiellement par le choix des qualit�es que l'on d�esire voirsatisfaites en priorit�e.Crit�eres globaux1. Accord avec les donn�eesUn des premiers crit�eres qui vient �a l'esprit est la confrontation avec le probl�emedirect: on veut, �a partir de la solution ~
(r), pouvoir retrouver les donn�ees auxincertitudes pr�es.On d�e�nit pour cela une `mesure de l'accord avec les donn�ees' par:�2(~
) = 1N NXi=1  di � R Ki(r)~
(r)dr�i !2 (3.22)Id�ealement, on voudrait faire tendre cette quantit�e vers 0 mais les erreurs sur lesdonn�ees �etant suppos�ees gaussiennes, non corr�el�ees et de variance �2i , l'esp�erancemath�ematique pour cette quantit�e est 1 soit:E(�2(~
)) = 1 (3.23)et c'est donc cette valeur que l'on cherchera �a atteindre.2. Solution `pas trop oscillante'L'ensemble des splittings observ�es ne donnant acc�es qu'�a une r�esolution limit�ee,il semble raisonnable d'exclure les solutions pr�esentant de trop fortes oscillations.Celles ci peuvent cependant être produites par le bruit contenu dans les donn�eeset il convient donc de chercher uniquement des solutions qui ne soient `pas trop



3.2. Les m�ethodes d'inversion - Cadre g�en�eral 39oscillantes'. Pour quanti�er cette `contrainte de douceur' ou `contrainte de r�egu-larisation' de la solution , on d�e�nit la `douceur globale' (en rayon) de la solution~
 par: Tr(~
) = Z �����P (r)@p~
@rp �����q dr (3.24)L'ordre p de la d�eriv�ee est g�en�eralement choisi �egal �a 1 ou 2 et d�epend de notreconnaissance a priori de la solution. Avec le choix p = 1, minimiser (3.24) revient�a tendre vers une solution constante alors que le choix p = 2 tend �a favoriser unesolution lin�eaire. Le choix et la signi�cation de la puissance q et de la fonctionde poids P (r) seront discut�es au x3.2.3.Crit�eres locaux1. Une bonne r�esolution On souhaite que le `domaine' autour de r0 sur lequel onpeut obtenir une moyenne<
(ro)> de la rotation soit `�etroit'. Cela peut s'�ecrireformellement, en notant E l'esp�erance math�ematique:E(<
(r0)>)� 
(r0) �! 0 (3.25)Pour une m�ethode lin�eaire, l'estimation en r0 sera toujours une combinaisonlin�eaire des donn�ees. On peut donc d�e�nir des coe�cients ci(r0) par:8r0 9 ci(r0) tel que: <
(r0)>=Xi ci(r0)di (3.26)En rempla�cant dans (3.20), on obtient:<
(r0)>= Z �(r; r0)
(r)dr +Xi ci(r0)�i (3.27)o�u l'on a d�e�ni le noyau de r�esolution en r0 �(r; r0) par:�(r; r0) � NXi=1 ci(r0)Ki(r) (3.28)Les erreurs �i �etant suppos�ees sans biais, c'est �a dire d'esp�erances math�ematiquesnulles, la relation (3.25) peut se r�ecrire:Z �(r; r0)
(r)dr � Z �(r � r0)
(r)dr �! 0 (3.29)o�u �(r � r0) repr�esente une distribution de Dirac. Cette �equation montre quel'on voudrait id�ealement faire tendre le noyau de r�esolution vers la distributionde Dirac pour avoir une bonne r�esolution.



40 CHAPITRE 3. LE PROBL�EME INVERSEOn d�e�nit une mesure de la largeur du noyau de r�esolution par (Backus & Gilbert1968): Mm(�(r; r0)) = Z 12(r � r0)2�(r; r0)2dr (3.30)Cette `mesure de la largeur' est telle que, si le noyau � est une fonction porte delargeur �r, alors la mesure de sa largeur donne �r.Une autre `mesure' de la largeur d'un noyau de r�esolution est donn�ee par l'�ecart�a une gaussienne G(r; r0) centr�ee en r0 et dont on se donne la largeur �(r0). La`mesure'Ms du noyau relativement �a cette gaussienne est alors d�e�nie par:Ms(�(r; r0)) = Z R�0 (�(r; r0) �G(r; r0))2 dr (3.31)avec: G(r; r0) = C exp0@� r � r0�(r0)!21A et: C = 1= Z R�0 G(r; r0)dr (3.32)En�n, trois autres quantit�es sont �egalement utilis�ees pour donner la largeur dunoyau de r�esolution: (1) la largeur totale �a mi hauteur (FWHM, `Full Widthat Half Maximum', cf. Figs. 4.3) , (2) la largeur de la gaussienne donnant lameilleure approximation du noyau (cf. Fig. 3.7b), (3) la distance (�qu) entre lesdeux points (`quartile points') d�e�nis de telle sorte que un quart de l'aire sous lenoyau de r�esolution soit en dessous du premier point et un autre quart au dessusdu second point (cf. Figs. 3.6, 3.7a).2. Erreur sur <
(r0)> faibleOn souhaite �egalement que l'incertitude sur < 
(r0)> soit faible. Avec les hy-poth�eses pr�ec�edentes sur les erreurs d'observations (cf. x3.2.1) et en supposantune m�ethode lin�eaire, on peut d�e�nir la variance de l'estim�ee <
(r0)> par (cf.Eq. (3.26)): V(<
(r0)>) = �2(<
(r0)>) = NXi=1 (ci(r0)�i)2 (3.33)3. Faibles corr�elations entre deux estimations en deux rayons r1 et r2Certaines r�egions (c�ur, pôles) �etant moins bien contraintes par les donn�ees qued'autres il est important que l'estimation en un rayon donn�e soit la plus ind�e-pendante possible de la solution trouv�ee ailleurs. Pour une m�ethode lin�eaire, ilest possible de d�e�nir une fonction de corr�elation C(r1; r2) entre les erreurs sur<
(r1)> et <
(r2)>, par:C(r1; r2) = E [(P ci(r1)�i)(P cj(r2)�j)]qE [(P ci(r1)�i)2]E [(P cj(r2)�j)2] = P ci(r1)ci(r2)�2iqP c2i (r1)�2iqP c2i (r2)�2i(3.34)



3.2. Les m�ethodes d'inversion - Cadre g�en�eral 41
Fig. 3.5 { Exemples de fonctions de corr�elation (cadres du haut) et de noyauxde r�esolution (cadres du bas) calcul�es en trois rayons r0 = 0:2R� (gauche),r0 =0:5R� (milieu), r0 = 0:9R� (droite) pour quatre inversions di��erentes (cf. xx5.3 et5.4): SOLA1( ), SOLA2( ), OLA( ), RLS( ). SOLA1et SOLA2 sont deux inversions SOLA avec des param�etres de r�egularisation di��erents.D'apr�es Howe & Thompson (1996)La �gure 3.5 donne des exemples de fonctions de corr�elation pour les diversesm�ethodes d�etaill�ees x3.2.3 et 3.2.4. Cette �gure montre que la forme de la fonc-tion de corr�elation d�epend de la m�ethode utilis�ee (voir la discussion x3.2.6) maispr�esente en g�en�eral un pic central de largeur comparable �a la largeur du noyau der�esolution. Cette propri�et�e rend di�cile l'interpr�etation des structures qui, dansla solution, sont du même ordre de grandeur que la r�esolution. En e�et on ne saitpas s'il s'agit de la signature d'une structure non r�esolue de la rotation ou sim-plement d'un e�et dû �a un artefact des erreurs d'observations qui se propagentsur cette �echelle. Une discussion plus d�etaill�ee sur l'utilisation de ces fonctions decorr�elation peut être trouv�ee dans Howe & Thompson (1996)Les m�ethodes d'inversion pr�esent�ees dans les sections suivantes sont bas�ees surl'utilisation de ces crit�eres mais quels que soient les crit�eres retenus pour une m�ethodeparticuli�ere, il est utile pour l'interpr�etation du r�esultat de regarder comment ces cinqcrit�eres sont satisfaits a posteriori par la solution trouv�ee.



42 CHAPITRE 3. LE PROBL�EME INVERSE3.2.3 M�ethodes globalesUne solution qui donne un tr�es bon accord avec les donn�ees est en g�en�eral tr�esoscillante car elle cherche �a reproduire aussi le bruit inclus dans les donn�ees. La m�ethodeRLS ou m�ethode de moindres carr�es r�egularis�ee cherche �a �etablir un compromis entrel'accord avec les donn�ees et la `douceur' de la solution.Comme nous l'avons vu, la premi�ere �etape consiste �a passer du probl�eme continu �aun probl�eme discret pour son traitement num�erique. Cela peut se faire par projectionde la rotation sur une base de fonctions 'p(r) (Craig & Brown 1986; Kirsch, 1996)~
(r) = NpXp=1
p'p(r) (3.35)On cherche alors les coe�cients 
p de la projection de la rotation sur la base choisie.Le nombre de fonctions de base utilis�ees (Np) ainsi que leur distribution constituentune forme de r�egularisation en ce sens qu'un faible nombre de fonctions de base ne per-met en g�en�eral pas de trouver une solution avec des variations rapides. La distributiondes fonctions de base en rayon se fait couramment en regardant l'ensemble des pointstournants associ�es aux modes observ�es. Plus le nombre de modes ayant leurs pointstournants dans une r�egion donn�ee sera important et plus on peut penser que cetter�egion sera bien contrainte par les donn�ees. On augmentera donc localement la grillede discr�etisation.Une inversion RLS se fera donc par minimisation du crit�ere (cf. x3.2.2):J(
) = �2(
) + �rTr(
) (3.36)o�u 
 repr�esente le vecteur des projections 
p de la rotation sur la base choisie, et �rest un param�etre de r�egularisation permettant d'ajuster le compromis entre l'accordavec les donn�ees et la `douceur' de la solution. Un deuxi�eme param�etre, relatif �a la`douceur' en latitude, sera introduit dans le cas bidimensionnel x4.1.2.La fonction de poids P (r) (Eq. 3.24) peut être utilis�ee pour pond�erer localementla `contrainte de douceur' (Schou et al. 1994, Corbard et al. 1997 (Article 1)). E�-Darwich & P�erez-Hernandez (1997) ont par ailleurs d�evelopp�e une m�ethode (nomm�eeOMD pour OptimalMesh Distribution) qui cherche �a optimiser le choix de la grille dediscr�etisation en utilisant une fonction de poids P (r) adapt�ee �a la r�esolution intrins�equede l'ensemble de donn�ees �a inverser.On distingue deux grandes classes de m�ethodes en fonction du choix de la puissanceq dans le terme de r�egularisation (3.24):{ Si elle est choisie �egale �a 2 , on se ram�ene �a un probl�eme quadratique facile �atraiter num�eriquement. Le m�ethode RLS est alors appel�ee m�ethode de r�egularisa-tion de Tikhonov par r�ef�erence l'auteur qui a introduit cette m�ethode (Tikhonov



3.2. Les m�ethodes d'inversion - Cadre g�en�eral 431963). Un terme quadratique correspond �a une m�ethode lin�eaire et il est pos-sible de calculer des coe�cients ci(r0) (cf. Eq. (3.26)), de trouver les noyaux der�esolution en chaque point de la solution (cf. Eq. (3.28)) et d'estimer l' erreursur la solution obtenue en ce point (ou plus exactement l'erreur sur la moyenned�e�nie par le noyau de r�esolution) ainsi que la corr�elation des erreurs en plu-sieurs points (cf. Eqs. (3.33)(3.34)). Autrement dit il est possible d'obtenirune interpr�etation locale d'une inversion RLS lin�eaire.La m�ethodeMTSVD (Modi�ed Truncated Singular Value Decomposition) in-troduite par Sekii et Shibahashi (1988) est �egalement bas�ee sur l'utilisation d'unterme de r�egularisation quadratique de la même forme mais utilise un param�etrede r�egularisation discret li�e �a la d�ecomposition en valeurs singuli�eres du probl�emediscr�etis�e.{ Le choix q = 1 correspond �a une m�ethode d̂�te de Variation Totale (TV) bas�eesur l'utilisation d'une norme L1 qui permet de pr�eserver les variations rapidesde la solution par r�egularisation non-lin�eaire (Blanc-F�eraud 1998). La m�ethoded�evelopp�ee chapitre 5 pour l'�etude de la tachocline solaire est bas�ee sur uneg�en�eralisation de ce type d'approche.La m�ethode PP-TSVD Piecewise Polynomials TSVD introduite par Hansen& Mosegaard (1996) utilise �egalement un terme de r�egularisation bas�e sur unenorme L1 et entre donc dans la cat�egorie des m�ethodes de r�egularisation nonlin�eaire. Il s'agit d'une modi�cation de la m�ethode MTSVD utilisant de la mêmemani�ere un param�etre de r�egularisation discret. J'ai appliqu�e pour la premi�ere foiscette m�ethode dans le contexte de l'h�eliosismologie pour l'�etude de la tachoclinesolaire (voir chapitre 5). Le d�etail des m�ethodes MTSVD et PP-TSVD pourraêtre trouv�e en annexe de Corbard et al. (1998c) (Article 3).3.2.4 M�ethodes localesIl est en g�en�eral possible, dans les zones su�samment contraintes par les observa-tions, de trouver une combinaison lin�eaire des noyaux de rotation qui donne (d'apr�es(3.28)) des noyaux de r�esolution tr�es localis�es et donc une bonne r�esolution. N�eanmoinscela conduit en g�en�eral �a trouver des coe�cients ci(r0) de tr�es grandes amplitudes a�nde compenser toutes les contributions de tous les noyaux de rotation qui ont de l'am-plitude loin de r0 (cf. Fig. 3.2). D'apr�es l'�equation (3.33), de grandes valeurs descoe�cients ci(r0) se traduiront par une incertitude importante sur l'estimation de larotation au voisinage de r0. La m�ethode OLA (Optimally Localized Averages) ou des`moyennes localis�ees' est bas�ee sur la recherche d'un compromis entre la r�esolu-tion et la propagation des erreurs observationnelles. Pour cela on cherche pourchaque rayon r0 les coe�cients ci(r0) tels que:<
(r0)>= NXi=1 ci(r0)di ; �(r; r0) = NXi=1 ci(r0)Ki(r) (3.37)



44 CHAPITRE 3. LE PROBL�EME INVERSEet qui minimisent le crit�ere (cf. x3.2.2)J (o)(c1(r0); c2(r0); ::; cN(r0)) =M(�(r; r0)) + � V(<
(r0)>) (3.38)avec la contrainte Z R�0 �(r; r0)dr = 1Le param�etre � contrôle le poids relatif des deux termes dans la minimisation etjoue le rôle de param�etre de r�egularisation. Lorsque la `mesure'M =Mm est utilis�ee, lam�ethode est appel�ee OLA ou m�ethode de Backus & Gilbert par r�ef�erence aux auteursqui ont introduit la m�ethode en g�eophysique (Backus & Gilbert 1968, voir aussi Xia &Nashed 1994) ou encore MOLA pour Multiplicative OLA, car la mesure du noyau sefait par multiplication par une parabole (cf. Eq. (3.30)).Si la mesure M = Ms est utilis�ee la m�ethode est appel�ee SOLA pour SubtractiveOLA (Pijpers & Thompson 1992, 1994; Larsen & Hansen 1997), car la mesure du noyause fait par di��erence avec une gaussienne (cf. Eq. (3.31)). Dans ce cas la largeur �(r0)de la gaussienne est un param�etre supl�ementaire �a �xer.3.2.5 Choix des param�etresLe choix des param�etres de r�egularisation repr�esente une r�eelle di�cult�e des m�e-thodes d'inversion. Il reste souvent plus ou moins empirique et il importe de toujourstester la sensibilit�e des r�esultats obtenus au choix de ces param�etres. Il faut noterque, outre les `param�etres de compromis' intervenant dans les �equations (3.36) (4.6) et(3.38), d'autres param�etres sp�eci�ques pour une m�ethode particuli�ere peuvent jouer lerôle de param�etres de r�egularisation.Pour la m�ethode RLS nous avons mentionn�e x3.2.3 le rôle du choix du nombre et dela distribution des fonctions de bases utilis�ees pour projeter la rotation. L'examen despropri�et�es du syst�eme discr�etis�e (par d�ecomposition en valeurs singuli�eres) permet eng�en�eral d'adapter le choix du nombre des fonctions de bases (cf. Christensen-Dalsgaardet al. 1993, 1994; voir aussi Corbard et al. 1995).Je ne ferai ici qu'illustrer deux des m�ethodes les plus employ�ees pour le choix des`param�etres de compromis' li�es �a l'inversion de la rotation solaire. Des discussions plusg�en�erales pourront être trouv�ees dans les revues de Badeva & Morozov (1991), Thomp-son & Craig (1992) et Hansen (1992, 1994). Des applications li�ees �a l'h�eliosismologiese trouvent dans: Thompson (1992), Barett (1993), Stepanov & Christensen-Dalsgaard(1996) et Corbard et al. (1998c). L'utilisation syst�ematique et l'extension de ces m�e-thodes constituent une part importante du travail pr�esent�e dans la deuxi�eme partie dece travail.Les \Courbes L" ou \courbes de compromis"Les \courbes L" (Hansen 1992) repr�esentent l'�evolution relative des deux termesde la fonctionnelle �a minimiser (cf. Eqs. (3.36)(4.6)(3.38)) en fonction du (des) para-m�etre(s) de r�egularisation.



3.2. Les m�ethodes d'inversion - Cadre g�en�eral 45{ Pour une m�ethode RLS on tracera donc l'�evolution de la `douceur' de la solutionT (~
) en fonction du �2(~
) repr�esentant l'accord avec les donn�ees (cf. Fig. 4.2).La g�en�eralisation �a deux dimensions de ce type de courbes et son utilisation sontd�etaill�ees x4.1.2.{ Pour une m�ethode OLA on tracera l'�evolution de la largeur du noyau de r�esolutionen un rayon r0 en fonction de l'erreur sur l'estimation < 
(r0) > (cf. Fig. 3.6).Ces courbes pr�esentent en g�en�eral un `coin' leur donnant l'aspect d'un `L' d'o�u leurnom. Lorsque l'on s'�eloigne de ce `coin', le gain sur l'un des deux crit�eres de qualit�ene peut se faire que par une tr�es forte d�et�erioration de l'autre crit�ere. Donc choisirun param�etre de r�egularisation proche du coin de la `courbe L' revient �a optimiserle compromis entre les deux crit�eres de qualit�e choisis. Ce choix peut se faire a pos-teriori apr�es avoir calcul�e des solutions pour plusieurs param�etres. Cependant cetteapproche n�ecessite de nombreuses inversions pour pouvoir construire des `courbes L'avec su�samment de points.Pour la m�ethode RLS et �a une dimension, il est possible de rendre la proc�edure dechoix du param�etre de r�egularisation un peu plus automatique en d�e�nissant le choixoptimal comme �etant celui donnant le maximum de courbure de la courbe param�etr�eeque repr�esente la `courbe L'. L'expression de la courbure en fonction du param�etre der�egularisation peut être obtenue apr�es une d�ecomposition en valeurs singuli�eres g�en�era-lis�ees (GSVD pour Generalized Singular Value D�ecomposition) du probl�eme discr�etis�e(voir Christensen-Dalsgaard et al. (1993) et Hansen (1994)). Ceci a pour avantage den�ecessiter l'�equivalent d'une seule inversion pour obtenir la `courbe L' en tout point.L'utilisation de ce principe �a 2D est d�etaill�ee x4.1.3En�n notons que, une interpr�etation locale et le calcul de noyaux de r�esolution �etanttoujours possibles pour une inversion lin�eaire (cf. x3.2.3), il est �egalement possible debaser le choix des param�etres de r�egularisation RLS sur des `courbes L' de type OLAdonnant le compromis r�esolution - erreur en un rayon r0 donn�e (et une latitude donn�eedans le cas 2D). La solution globale obtenue ne sera cependant optimale selon cecrit�ere qu'au voisinage de r0. Les �gures 3.6a et 3.7a donnent des exemples pour unem�ethode RLS 1D pour di��erents rayons r0 alors que la �gure 3.7b donne un exemplepour une m�ethode RLS 2D o�u l'erreur est trac�ee en fonction des r�esolutions en rayonet en latitude.Choix des param�etres par \Validation Crois�ee"Cette m�ethode, introduite par Wahba (1977), donne un crit�ere pour le choix duparam�etre de r�egularisation qui est bas�e uniquement sur l'analyse des donn�ees paropposition au choix bas�e sur l'examen de la `courbe L' qui, dans le cas RLS, prend aussien compte explicitement la contrainte de douceur sur la solution. On peut r�esumer lad�emarche par les �etapes suivantes:1. On se donne un param�etre de r�egularisation �
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a) b)Fig. 3.6 { Exemples de `courbes L' donnant le compromis entre la r�esolution (�qu: lar-geur des noyaux de r�esolution, cf. x3.2.2) et les erreurs (�(<
(r0)>), cf. Eq. (3.33))obtenues en r0 = 0:5R�. (a) Les trois courbes du cadre de gauche sont pourdes m�ethodes MOLA (carr�es), RLS (losanges), et asymptotique (triangles). D'apr�esChristensen-Dalsgaard et al. (1990). (b) Le cadre de droite donne une comparaisonentre les m�ethodes SOLA (trait plein) et MOLA (trait pointill�e). D'apr�es Pijpers &Thompson (1994).2. On supprime l'observation d1 de l'ensemble des donn�ees puis on r�esout le probl�emeinverse pour obtenir une solution ~
1;�(r)3. On calcule la donn�ee ~d1(�) pr�edite par cette rotation (r�esolution du probl�emedirect)4. On fait de même (�etapes 2 & 3) pour tous les modes observ�es un �a un ! Onobtient un ensemble ~d1; ~d2; ::; ~dN de donn�ees reconstruites.5. On calcule C(�) = 1N NXi=1( ~di(�) � di)26. On r�eit�ere pour plusieurs choix du param�etres � et on d�e�nit le choix optimalcomme �etant celui qui minimise C(�)Ce sch�ema illustre bien comment ce choix revient �a chercher �a minimiser l'impact d'unedonn�ee individuelle (d'un splitting) sur le r�esultat �nal.Il faut cependant remarquer que, pratiquement, cette proc�edure serait tr�es lourde �amettre en �uvre car elle n�ecessite un grand nombre d'inversions. Il existe une g�en�era-lisation de ce crit�ere nomm�ee GCV (pour `Generalized Cross Validation') bas�ee surle même principe mais tr�es facile �a mettre en �uvre (Golub et al. 1979, Eld�en 1984).Hansen (1992) remarque que le choix du param�etre de r�egularisation par la m�e-thode GCV conduit en g�en�eral �a un choix proche du coin de la `courbe L'. Il note
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Fig. 3.7 { Exemples de `courbes L' pour une m�ethode RLS, bas�ees sur l'�etude du com-promis r�esolution - erreur (de type OLA). (a, cadre de gauche) Pour une m�ethodeRLS 1D. Chaque courbe repr�esente la variation de l'erreur � en fonction de la lar-geur du noyau de r�esolution en un rayon r0 di��erent entre 0:25R� (courbes du haut)et 0:94R� (courbe du bas). Les valeurs du param�etre de r�egularisation �2 = �r (cf.Eq. 3.36)) sont indiqu�es et les lignes pointill�ees joignent les points obtenus avec lemême param�etre pour di��erent r0. D'apr�es Christensen-Dalsgaard et al. (1993). (b,cadre de droite) Pour une m�ethode RLS 2D. Le logarithme de l'erreur � est trac�esous forme d'iso-contours en fonction des r�esolutions en rayon (wr) et en latitude (w�)obtenues en r0 = 0:84R�, �0 = 45� par approximation du noyau de r�esolution par unegaussienne 2D. D'apr�es Schou et al. (1994).



48 CHAPITRE 3. LE PROBL�EME INVERSEcependant que ce choix peut ne pas conduire �a une solution satisfaisante si les erreursd'observations sont fortement corr�el�ees.Dans le contexte de l'inversion de la rotation solaire j'ai men�e une �etude syst�e-matique de l'inuence du choix du param�etre de r�egularisation sur l'estimation desparam�etres de la tachocline solaire (cf. x5, Corbard et al. 1998c). Ce travail montre quele choix GCV du param�etre de r�egularisation conduit syst�ematiquement �a une r�egula-risation moindre qu'avec un choix �x�e au maximum de courbure de la `courbe L'. Lechoix GCV peut donc s'av�erer plus pertinent pour l'�etude des zones �a forts gradients devitesse de rotation angulaire qui seraient liss�ees par une r�egularisation trop importante.Plus g�en�eralement, ceci marque l'int�erêt de �xer une strat�egie automatique du choixdu param�etre de r�egularisation qui soit adapt�ee au probl�eme particulier que l'on veuttraiter.3.2.6 Comparaison RLS - OLAR�esolution et interpr�etation des r�esultatsLes deux types de m�ethodes, globales et locales, sont tr�es couramment employ�espour l'inversion de la rotation. Les deux approches sont en fait compl�ementaires et unecomparaison des deux approches aide en g�en�eral �a l'interpr�etation des r�esultats (voirpar exemple Thompson et al. (1996)).Nous avons vu qu'il est possible avec une m�ethode RLS lin�eaire d'interpr�eter le r�esul-tat en tout point comme une moyenne localis�ee de la rotation sur l'�etendue d'un noyaude r�esolution. N�eanmoins, contrairement aux m�ethode de type OLA, la construction deces noyaux n'est pas l'objectif premier de la m�ethode mais plutôt une cons�equence desa lin�earit�e. De ce fait les noyaux de r�esolution obtenus avec une m�ethode RLS sont eng�en�eral moins bien `piqu�es' que ceux obtenus avec une m�ethode OLA. Les �gures 3.8et 3.9 comparent les noyaux de r�esolution des deux types de m�ethodes dans les cas 1Det 2D respectivement. Les oscillations, les parties n�egatives et les contributions prochesde la surface, pr�esentes dans les noyaux RLS, rendent l'interpr�etation du r�esultat enterme de moyennes localis�ees plus di�cile qu'avec les noyaux OLA.Ceci n'est cependant pas surprenant puisque les m�ethodes de type OLA ont juste-ment pour objectif de donner une interpr�etation en terme de moyennes localis�ees. Parcontre ces m�ethodes ne permettent pas d'une mani�ere directe d'avoir le contrôle sur laconsistance avec les donn�ees, ce que donnent les m�ethodes globales. Il est n�eanmoinspossible de consid�erer l'ensemble des estimations locales comme formant une solutionglobale et de calculer a posteriori une valeur de �2. On s'attend cependant �a ce quecette valeur soit moins bonne que celle obtenue avec une m�ethode RLS ayant pourprincipal objectif de minimiser cette quantit�e.Une inversion de type RLS propose une solution qui donne un bon accord avecles donn�ees sachant qu'il existe une in�nit�e d'autres solutions qui peuvent donner unaussi bon accord. Parmi ces solutions possibles, la m�ethode RLS en s�electionne une
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Fig. 3.8 { Exemples de noyaux de r�esolution 1D calcul�es en r0 = 0:5R� par unem�ethode OLA (cadre du haut) et une m�ethode RLS (cadre du bas). Dans lesdeux cas le même ensemble de modes a �et�e utilis�e. D'apr�es Sekii (1997).en prenant en compte l'information a priori sur la rotation contenue dans le termede r�egularisation. L'interpr�etation locale des solutions RLS n�ecessite donc un examenattentif des noyaux de r�esolution. Contrairement aux solutions OLA une simple `barred'erreur' horizontale repr�esentant la largeur du noyau de r�esolution ne serait en g�en�eralque peu repr�esentative de la complexit�e du noyau.Il y a donc deux approches duales possibles pour interpr�eter les barres d'erreurpr�esent�ees sur une solution RLS (cf. Fig.4.3a). On peut consid�erer que l'erreur obtenueen r0 repr�esente l'incertitude sur la rotation 
(r0) mais alors on doit avoir �a l'esprit quecette estimation est biais�ee du fait de la r�esolution �nie de l'inversion, ou alors cetteerreur repr�esente l'incertitude sur une moyenne (non biais�ee) <
(r0)> de la rotationdont l'interpr�etation requiert l'examen attentif du noyau de r�esolution. D'une mani�ereg�en�erale l'interpr�etation locale d'une solution RLS peut donc s'av�erer plus d�elicate quecelle d'une solution OLA. Il faut noter cependant que l' approche RLS peut permettre,par examen des r�esidus (c.�a.d. de chacun des termes constituant la somme du �2), ded�etecter des erreurs sous-estim�ees dans les donn�ees et donc de faire des aller retourentre observations et inversions permettant de con�rmer ou d'in�rmer l'estimation desincertitudes sur certaines observations.En�n notons que si les ailes n�egatives des noyaux RLS peuvent compliquer l'in-terpr�etation locale de la solution, elles peuvent aussi (d�ependant de la forme r�eelle dela rotation) conduire �a une meilleure solution par un jeu d'interpolations et d'extra-polations o�u les ailes n�egatives compensent en partie l'e�et de lissage dû �a la largeur
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Fig. 3.9 { Exemples de noyaux de r�esolution 2D. A gauche, un noyau obtenu en(r0 = 0:55R�, �0 = 0:707) par une m�ethode RLS (graphique polaire) �a partir desmodes observ�es par BBSO (soit � 2300 coe�cients a pour des modes 5 � l � 60).D'apr�es Corbard et al. (1995). A droite, un noyau obtenu par une m�ethode OLAR1 
 R1 en r0 = 0:7R�, �0 = 0:707 �a partir de donn�ees simul�ees comprenant 70000splittings ayant des degr�es jusqu'�a l = 250 (simulation de donn�ees GONG). D'apr�esSekii (1997). Il est �a noter que les deux r�esultats ne sont pas directement comparablescar le rayon r0 ainsi que l'ensemble des modes utilis�es di��erent. Le manque de modesde degr�es �elev�es dans les donn�ees BBSO peut notamment être en partie �a l'origine despics obtenus en surface par la m�ethode RLS. N�eanmoins, d'apr�es la �gure pr�ec�edente,ceux-ci restent une caract�eristique de la m�ethode RLS.



3.2. Les m�ethodes d'inversion - Cadre g�en�eral 51non nulle du pic central. De plus l'examen des fonctions de corr�elation (Fig. 3.5)montre l'existence de plus fortes corr�elations avec des m�ethodes OLA qu'avec la m�e-thode RLS. Ces corr�elations peuvent être li�ees �a l'absence de pics de surface sur lesnoyaux de r�esolution OLA. En e�et pour �eliminer ces pics, on utilise principalement lesmodes de degr�es �elev�es qui restent con�n�es sous la surface solaire. Si ces mêmes modessont utilis�es de mani�ere similaire pour tous les rayons r0, cela introduit des corr�elationsimportantes entre les erreurs sur la solution �a des rayons assez distants. Cet e�et peutcependant être minimis�e par le choix des param�etres de r�egularisation (cf. Fig 3.5).
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Annexe AQuelques formules utilesA.1 Les fonctions de LegendreLes fonctions de Legendre Pml (�) sont reli�ees aux polynômes de Legendre Pl(�) dedegr�e l par: Pml (�) = (�1)m sinm(�) dmPl(�)d�m ; � = cos � (A.1)et v�eri�ent l'�equation di��erentielle:d2Pml (�)d�2 + cos �sin � dPml (�)d� =  m2sin2 � � L2!Pml (�) L2 � l(l+ 1) (A.2)Elles sont orthogonales et telles que:Z �0 Pml (�)Pmk (�)d� = �kl 22l + 1 (l +m)!(l �m)! (A.3)On d�e�nit les fonctions de Legendre normalis�ees ~Pml (�) par:~Pml (�) = " 22l + 1 (l +m)!(l�m)!#� 12 Pml (�) (A.4)Ces fonctions v�eri�ent: Z 1�1 ~Pml (�)d� = 1 (A.5)et sont li�ees aux harmoniques sph�eriques Y ml (�; ') par:Y ml (�; ') = (�1)mp2� ~Pml (cos �)eim': (A.6)Les premi�eres fonctions de Legendre d'ordre m = 1 sont donn�ees par:8><>: P 11 (�) = � sin �P 13 (�) = �32 sin �(5�2 � 1)P 15 (�) = �158 sin �(21�4 � 14�2 + 1) (A.7)



54 ANNEXE A. QUELQUES FORMULES UTILESA.2 Les coe�cients de Clebsh-GordonAvec la convention d'Edmonds (1960) pour la phase des coe�cients de Clebsh-Gordon Cjmj1m1j2m2 , on obtient:C l1l;1;2j+1;0 = (�1)j2j+1p2l + 1l(l + 1)vuut(2l � 2j � 1)!(2l + 2j + 2)! (2j + 1)!!j! (l+ j + 1)!(l� j � 1)! (A.8)Ceci permet, en utilisant (2.6) et (2.7), de trouver la relation entre les polynômes Smj;let mj;l pour j impair. On obtient:m2j+1;l = s4j + 34� v(l)2j+1Sm2j+1;l (A.9)avec:v(l)2j+1 = (�1)j (2j + 1)!!(2j)!! ~v(l)2j+1 et: ~v(l)2j+1 = 22j+1l (2l + 1)!(2l + 2j + 2)! (l + j + 1)!(l� j � 1)! (A.10)De plus, on montre facilement que ~v(l)2j+1 l�j�! 1 si bien que:m2j+1;l l�j�! (�1)js4j + 34� (2j + 1)!!(2j)!! Sm2j+1;l (A.11)
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Annexe BLes polynômes `pseudo inverses'On peut r�e�ecrire l'�equation (2.8) sous forme matricielle par:W ' PA 8>><>>: (Wm � �!nlm=2�)m=1::m(Pmj � P l2j+1(m)) m=1::lj=0::Nnl(Aj � anl2j+1)j=0::Nnl (B.1)Si les coe�cients a sont obtenus �a partir des splittings individuels par moindres carr�esen minimisant: �2 = kW �PAk22 ; (B.2)on obtient: A = Py W avec: Py = D�1P> et: D = P>P: (B.3)La matrice D ainsi d�e�nie est diagonale si les polynômes P lj(m) sont orthogonaux surl'espace discret en m (cf. Eq. (2.4)), et pleine sinon. D'une mani�ere g�en�erale on a donc:yP l2j+1(m) = Pyjm = NnlXj0=1(D�1)jj0Pmj0 (B.4)et yP l2j+1(m) d�epend du nombre Nnl de coe�cients a cherch�es. Pour des polynômesorthogonaux seul le terme diagonal subsiste etyP l2j+1(m) = (D�1)jjPmj (B.5)est ind�ependant de Nnl. L'expression de D donne dans ce cas la relation:yP l2j+1(m) = P l2j+1(m)lXm0=1P l2j+1(m0)2 (B.6)Notons que l'utilisation des polynômes orthonormaux �mjl (voir Eq. 2.3) sugg�er�ee parRitzwoller & Lavely (1991) conduit �a une matrice D �egale �a l'identit�e et donc lespolynômes `pseudo inverses' sont dans ce cas �egalement les polynômes �mjl .
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Deuxi�eme partieContribution �a l'interpr�etation desobservations: d�etermination de larotation solaire
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Chapitre 4Une vision globale de la rotation:exploitation des donn�ees LOWL,GONG et MDIUn des principaux objectifs de ce travail est de contribuer �a l'analyse des nouvellesobservations h�eliosismologiques d�es leur acquisition et d'en d�eduire les propri�et�es dela rotation interne du Soleil. Les deux premi�eres ann�ees d'observations de l'instrumentLOWL ont �et�e mises �a la disposition de la communaut�e scienti�que au d�ebut de ce tra-vail (1996) et des collaborations ont �et�e men�ees avec les �equipes du r�eseau GONG et del'instrument MDI �a bord de SoHO (�equipe SOI 1), qui ont fourni les premi�eres mesuresdes splittings rotationnels par ces instruments courant 1996 et 1997. Ces instrumentspermettant d'observer un grand nombre de modes avec une bonne r�esolution, le volumedes donn�ees �a traiter a n�ecessit�e le d�eveloppement d'un code d'inversion performantsur les machines CRAY �a architecture vectorielle g�er�ees par l'IDRIS 2.L' un des objectifs des collaborations internationales engag�ees est de comparer lesr�esultats obtenus par di��erentes m�ethodes d'inversion appliqu�ees aux mêmes donn�ees.Ensuite des inter-comparaisons entre les �equipes des di��erents instruments permettentd'acqu�erir une plus grande con�ance encore en la r�ealit�e des r�esultats obtenus ou bienau contraire de r�ev�eler des di��erences qui devront être expliqu�ees par de nouvellesobservations. J'ai choisi pour ce travail de d�evelopper un code 2D RLS bas�e sur led�eveloppement de la rotation en polynômes par morceaux projet�es sur un produittensoriel de B-splines. Parall�element �a ce travail d'autres �equipes ont d�evelopp�e descodes 2D de type OLA, plus coûteux sur le principe en temps de calcul mais qui ontpu être optimis�es en utilisant notamment les propri�et�es de s�eparabilit�e des noyauxde rotation. La comparaison de mes r�esultats avec ceux obtenus par les di��erentes�equipes a montr�e un bon accord avec tous ces travaux. Elle a �et�e facilit�ee par le calculsyst�ematique des noyaux de r�esolution en de nombreux points de rayons et latitudes1. Solar Oscillations Investigation, http://soi.stanford.edu2. Institut du D�eveloppement et des Ressources en Informatique Scienti�que



60 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONdi��erents �a l'issue de chaque inversion 2D RLS.Les sections suivantes pr�esentent les sp�eci�cit�es du code 2D RLS que j'ai d�evelopp�e,les r�esultats que j'ai obtenus �a partir de ce code et les principales conclusions issuesdes comparaisons des r�esultats au sein des collaborations.4.1 D�eveloppement et utilisation d'un code 2D RLS4.1.1 L'utilisation des B-splines - Int�erêts et pratiquePour le probl�eme bi-dimensionnel, on choisit de repr�esenter la rotation par un po-lynôme par morceaux en rayon et en latitude. Je d�e�nis un peu plus pr�ecis�ement ceque sont les polynômes par morceaux:un polynôme par morceaux P(r) d'ordre m sur une partition � de [r1; rn] � � [r1 <r2 < :: < rn � 1 < rn] est d�e�ni comme une fonction qui co��ncide sur chaque sousintervalle [ri; ri+1[ 1 � i < n, avec un polynôme de degr�e m� 1On peut d�e�nir, en chaque point de raccord ri, le type de connexion souhait�ee entre lesparties gauches et droites des polynômes. Le type de connexion peut potentiellementchanger d'un point de raccord �a un autre: P(ri) peut être discontinu pour certains ri,continu ou de d�eriv�ee premi�ere continue pour d'autres, etc.. On appelle multiplicit�e letype de connexion en chaque point de raccord.A deux dimensions, on peut obtenir une base pour un tel espace de polynômes parmorceaux par un produit tensoriel de B-splines (Schumaker 1981). On �ecrit:~
(r; �) = nrXp=1 n�Xq=1!pq'p(r) q(�) (4.1)o�u 'p(r) et  q(�) sont les B-splines.Le choix de la base des B-splines pr�esente plusieurs avantages. C'est une base locale:en un point r (r 2 [r1; rn]), seules m B-splines d'ordre m sont non nulles et leur sommeest �egale �a 1. De plus elles peuvent être d�e�nies par une di��erence tabulaire divis�eece qui rend e�cace leur �evaluation num�erique en tout point ainsi que celle de leursd�eriv�ees �a partir de la seule connaissance de la grille de points de raccord, de leurmultiplicit�e et de l'ordre.Toutes ces grandeurs, ainsi que la dimension nr�n� de la base, constituent des pa-ram�etres de l'inversion. La possibilit�e de choisir tous ces param�etres donne une grandesouplesse au code d'inversion qui peut ainsi être facilement adapt�e en fonction desdonn�ees utilis�ees ou du probl�eme particulier que l'on veut �etudier (voir le cas de la ta-chocline chapitre 5). Le x 4.1.2 montrera de plus que cette base de fonctions B-splinespermet d'impl�ementer facilement des conditions aux limites en surface et dans le coeur.La �gure 4.1 montre un exemple de base constitu�ee de nr = 21 B-splines distri-bu�ees en fonction de la densit�e des points tournants correspondant aux modes observ�espar l'instrument LOWL. On remarque la faible densit�e de fonctions dans le c�ur et
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Fig. 4.1 { Base de 21 B-splines d'ordre 3 (paraboles par morceaux) distribu�ees selonla densit�e des points tournants des modes observ�es par l'instrument LOWL entre 1994et 1996.dans les couches proches de la surface, ce qui correspond au faible nombre de modesobserv�es par LOWL permettant de sonder ces zones. Par rapport �a une distribution�equidistante des points de raccord, cette base permet une meilleure r�esolution dans lescouches qui sont bien d�ecrites par les donn�ees et agit comme une r�egularisation dansles zones moins bien contraintes.En latitude, les points de raccord sont choisis �equir�epartis en � = cos �. On obtientainsi une grille plus �ne �a l'�equateur, o�u tous les modes observ�es ont de l'amplitude,qu'aux pôles sond�es uniquement par les modes m� l.Des tests pr�eliminaires utilisant des splittings simul�es et les donn�ees du BBSO(voir Contribution 1) ont permis de montrer que le r�esultat de l'inversion n'est pastr�es sensible au choix de l'ordre des splines utilis�ees au moins dans les zones biencontraintes par les donn�ees. Le choix d'un ordre �elev�e pouvant favoriser l'apparitiond'oscillations de la solution, j'ai utilis�e, pour l'exploitation des diverses observations,des splines d'ordre 3 c'est �a dire des paraboles par morceaux.Le choix du nombre des fonctions de base d�epend des donn�ees trait�ees et se faitapr�es examen du graphe des valeurs singuli�eres du syst�eme discr�etis�e.4.1.2 Introduction des contraintesNous avons vu que la r�esolution du probl�eme inverse n�ecessite l'utilisation d'uner�egularisation qui peut être bas�ee sur la connaissance a priori que l'on a de la solution.En plus des `contraintes de douceur' d�ej�a �evoqu�ees, il est int�eressant de �xer �egalementdes conditions aux limites.Grace �a la structure du code RLS utilisant la base locale des B-splines j'ai introduitnon seulement le terme de r�egularisation globale mais aussi une contrainte de r�egularit�edans le coeur et des contraintes de surfaces bas�ees sur les observations directes de larotation en surface.



62 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONLa contrainte de r�egularit�e au centreLe d�eveloppement (4.1) de la rotation, g�en�eralement utilis�e dans les inversions RLS(voir par exemple Schou et al. 1994), autorise en principe plusieurs valeurs de la rotationen r = 0 en fonction de la latitude. Ceci n'a bien sûr pas de sens physique et l'on peutchercher �a supprimer cet e�et en imposant la condition de r�egularit�e:limr!0 @
(r; �)@� = 0: (4.2)Cette condition est particuli�erement simple �a mettre en �uvre en utilisant les propri�et�esdes B-splines. Cela revient en e�et �a imposer que les n� premiers coe�cients de
 soient�egaux (soit !11 = !12 = :: = !1n� � !0). Le d�eveloppement de la rotation sur la basede B-splines devient donc:
(r; �) = !0'1(r) + nrXp=2 n�Xq=1!pq'p(r) q(�) (4.3)et le nombre de param�etres cherch�es est n! = (nr � 1)� n� + 1. On note ~
 le vecteurde ces param�etres �a d�eterminer.En fait ceci impose la condition de r�egularit�e sur tout le domaine d'extension dela premi�ere B-spline de la base, soit, dans le cas de la �gure 4.1, entre le centreet environ 0:2R�. Les donn�ees ne fournissant pratiquement aucune information surune �eventuelle d�ependance en latitude de la rotation dans cette zone, il est �egalementint�eressant d'utiliser cette condition de r�egularit�e pour se concentrer sur l'acc�es �a une�eventuelle d�ependance radiale moyenne de la rotation dans le c�ur. Cette conditiona �et�e impl�ement�ee avec succ�es dans (Corbard et al. 1997 (Article 1)) puis Antia etal. (1998). Nous verrons cependant (chapitre 6) que, même si cette condition ne peutque contribuer �a l'obtention d'une solution plus r�ealiste, l'interpr�etation des r�esultatsobtenus au dessous de 0:2R� reste di�cile.Le terme de r�egularisation globale: utilisation des d�eriv�ees premi�eres enlatitude et g�en�eralisation 2D des `courbes L'A deux dimensions, l'`accord avec les donn�ees' est d�e�ni par le terme:�2(
) = NXi=1  di � R R Ki(r; �)
(r; �)drd��i !2 (4.4)o�u di; i = 1; ::N repr�esentent les donn�ees (splittings ou coe�cients a, voir chapitre 2).Le terme de r�egularisation de Tikhonov s'�ecrit:Tr�(
) = �r Z 10 Z 10 fr(r; �) @i
(r; �)@ri !2 drd�| {z }Tr +�� Z 10 Z 10 f�(r; �) @j
(r; �)@�j !2 drd�| {z }T� :(4.5)
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2 1

Fig. 4.2 { Exemple de `courbes L' obtenues par inversion de six mois de donn�ees GONG(mois d'observations 4 �a 10) avec di��erents choix de param�etres de r�egularisation. Cesdonn�ees comprennent le d�eveloppement sur des polynômes orthogonaux (jusqu'�a a9)des splittings de N = 2103 modes ayant des fr�equences comprises entre 1200�Hz et5000�Hz. Le logarithme des termes de r�egularisation en rayon (�gure du haut) et enlatitude (�gure du bas) sont donn�es en fonction du logarithme du �2 normalis�e par lenombre de mode. Les points correspondant au même choix de �r sont reli�es par uneligne pointill�ee et les points correspondant au même choix du rapport � = �r=�� sontreli�es par une ligne pleine. Le point 1 montre le choix de �r = 10�3 et �� = 10�1qui semble optimal d'apr�es l'analyse de ces courbes (voir texte) alors que le point 2montre un choix de param�etres qui correspond �a une inversion moins r�egularis�ee quipeut s'av�erer utile par exemple pour l'�etude de la tachocline (voir chapitre 5)



64 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONApr�es discr�etisation par introduction du d�eveloppement (4.3) dans (4.4) et (4.5), lecrit�ere �a minimiser se r�ecrit (cf. Eq. 3.36):J(~
) = �2(~
) + �rTr(~
) + ��T�(~
): (4.6)Ceci introduit deux param�etres de r�egularisation �r et �� et deux fonctions de poidsfr et f�. L'ordre des d�eriv�ees (i et j) est g�en�eralement choisi �egal �a deux. N�eanmoinsle choix d'une contrainte sur la d�eriv�ee premi�ere en latitude (j = 1), associ�e �a unefonction de poids f�(r; �) = 1=r2, permet de donner un grand poids �a la contraintede latitude au centre ce qui est consistant avec la contrainte de r�egularit�e au centre(Eq. 4.2). J'ai montr�e par ailleurs que ce choix pour la forme du terme de r�egularisationen latitude permet de g�en�eraliser plus facilement l'utilisation des `courbes L' dans lecas bi-dimensionnel.La �gure 4.2 donne un exemple de `courbes L' dans le cas bi-dimensionnel. Ellea �et�e obtenue �a partir des donn�ees GONG (voir l�egende) avec le choix d'une d�eriv�eeseconde pour le terme de r�egularisation en rayon et d'une d�eriv�ee premi�ere pour le termeen latitude. La �gure du haut montre que tous les points correspondant au même choixde �r sont confondus sauf pour les tr�es grandes valeurs de �� (�� > 1). Autrement ditla valeur du �2 ainsi que la valeur du terme de r�egularisation en rayon ne d�ependentpas du param�etre �� pour un large domaine de variation de celui-ci (�� < 1). Cettepropri�et�e qui n 'est pas v�eri��ee lorsque l'on utilise la d�eriv�ee seconde dans le terme der�egularisation en latitude, est tr�es int�eressante dans la mesure o�u elle permet de �xerdans un premier temps le param�etre �r en �etudiant uniquement le compromis entre laminimisation du �2 et celle du terme de r�egularisation en rayon. Ensuite le choix de ��peut se faire sur la �gure du bas en cherchant �a minimiser le terme de r�egularisationen latitude �a �r �x�e. Les courbes pleines joignent les points correspondant �a la mêmevaleur de � = �r=��. Les `courbes L' correspondant �a un � donn�e sont d'autant plusbasses que � est petit ce qui indique que l'on doit choisir �� le plus grand possible(toujours avec la limitation �� < 1) si l'on veut minimiser le terme de r�egularisationen latitude. Cette d�emarche conduit au choix de �r = 10�3 et �� = 10�1 montr�e par lepoint 1 sur la �gure.La proc�edure d�ecrite ci-dessus pour le choix des param�etres, facilit�ee par le choix d'une d�eriv�ee premi�ere pour la r�egularisation en latitude, a pu être men�ee �egalement pourles autres donn�ees (notamment LOWL (voir Article 1), et MDI ). Cette d�emarche restesemi empirique et n'a pas pu être automatis�ee dans le cas bi-dimensionnel mais le faitque la même proc�edure ait �et�e suivie pour les di��erentes donn�ees observationnelles estimportant pour la comparaison des r�esultats. Bien sûr d'autres choix des param�etresde r�egularisation sont possibles, et l'on verra notamment qu'un choix correspondant �aune r�egularisation moindre (point 2 sur la �gure 4.2) peut se r�ev�eler plus appropri�epour l'�etude de la tachocline. Pour l'�etude d'une propri�et�e locale de la rotation, on baseaussi le choix des param�etres en partie sur l'�etude du compromis local entre r�esolutionet propagation des erreurs par examen des noyaux de r�esolution en un point donn�e. Cechoix peut cependant se r�ev�eler inappropri�e pour la description de la rotation dans lesautres zones.



4.1. D�eveloppement et utilisation d'un code 2D RLS 65Contraintes de surfaceCertaines observations ne donnant pas acc�es aux splittings des modes de degr�esl �elev�es (l < 100 pour LOWL) sondant les couches les plus super�cielles, il est int�e-ressant d'utiliser les observations directes de la rotation des traceurs de surface pourcontraindre l'inversion.N�eanmoins, les observations de surface sont �egalement entach�ees d'incertitudes ob-servationnelles, elles sont en g�en�eral moyenn�ees sur de longues p�eriodes qui ne sont pasn�ecessairement contemporaines des observations de splittings rotationnels utilis�ees. Deplus, en fonction du type de traceurs suivis, la description de la rotation di��erentielleobtenue peut correspondre �a la rotation de couches qui ne sont pas strictement locali-s�ees �a la surface solaire d�e�nie dans l'inversion.Tous ces points peuvent contribuer �a introduire des e�ets ind�esirables dans l'inver-sion si les observations de surface sont utilis�ees comme des contraintes `dures' imposantstrictement la valeur de la rotation en r = R�. J'ai donc plutôt choisi d'introduire unnouveau param�etre �s pond�erant un terme mesurant l'�ecart entre la rotation de surfaced�eduite de l'inversion et la loi de rotation di��erentielle correspondant aux observationsdirectes de la rotation de surface. Cela revient �a ajouter un terme appel�e `�2 de surface'�a la fonctionnelle �a minimiser, soit :�2surface(
) = 1n� n�Xk=1 
sk � 
(R�; �k)�sk !2 ; (4.7)o�u 
sk repr�esentent les valeurs en n� points en latitude de la rotation de surface d�eduitesdes observations directes et �sk les �ecarts types estim�es pour ces observations. Un choix�s = 0 n'impose aucune contrainte de surface alors qu'un choix de �s grand tendra�a imposer une contrainte `dure' sur la rotation de surface. L'�etude de la variation dela solution en fonction du choix de ce param�etre permet de tester la compatibilit�edes observations de splittings avec les diverses observations de surface. Les r�esultatsobtenus pour deux types d'observations de surface combin�ees aux donn�ees LOWL sontdiscut�es x4.4.1.3 �Equations normales et r�esolution du syst�eme lin�eaireLa discr�etisation de la fonctionnelle �a minimiser prenant en compte toutes lescontraintes pr�ec�edentes peut s'�ecrire sous la forme:J(~
) = P " Rp�sS# ~
 � " Wp�s
s#!22 + �r ~
>Zr~
+ �� ~
>Z� ~
 (4.8)o�u R et S repr�esentent les matrices correspondant �a la discr�etisation des termes �2(Eq. 4.4) et �2surface (Eq. 4.7) respectivement;W est le vecteur des observables (splittingsou coe�cients a); 
s le vecteur des observations de surface �a di��erentes latitudes; P �diag(1=�i;1=�sk) la matrice diagonale de l'inverse des �ecarts types sur les splittings (ou



66 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONcoe�cients a) et sur les observations de surface; et Zr et Z� les matrices de discr�etisationdes termes de r�egularisation en rayon et en latitude.Le minimum de cette fonctionnelle est atteint pour le vecteur ~
 qui annule songradient, ce qui conduit �a la r�esolution d'un syst�eme lin�eaire ou �equations normales :rJ(~
) = 0 , �H>H+ �rZr + ��Z��| {z }H ~
 =H>d; (4.9)o�u l'on a not�e: H = P " Rp�sS# et: d = P " Wp�s
s # : (4.10)Ce syst�eme peut être r�esolu par inversion de la matrice sym�etriqueH ce qui peut sefaire par une d�ecomposition en valeurs singuli�eres (SVD) ou par une m�ethode it�erativede gradients conjugu�es (voir par exemple Press et al. 1992). Ceci n�ecessite n�eanmoinsde recommencer l'inversion pour chaque nouveau choix des param�etres �r, �� ou �s etdonc la construction des `courbes L' est tr�es coûteuse en temps de calcul. Il est cepen-dant possible d'utiliser une d�ecomposition en valeurs singuli�eres g�en�eralis�ee (GSVD)(Christensen Dalsgaard et al. 1993, Hansen 1994) qui pr�esente le double avantage detravailler directement sur la matriceH qui est mieux conditionn�ee queH>H, et de pou-voir fournir tous les points d'une `courbe L' correspondant �a un coe�cient � = �r=���x�e (voir Fig. 4.2) avec l'�equivalent (en temps de calcul) d'une seule inversion de lamatrice H.Pour utiliser la m�ethode GSVD, on exprime la fonctionnelle �a minimiser sous laforme: J(~
) = H~
 � d22 + �r L~
22 (4.11)o�u la matrice L est calcul�ee de telle sorte que:L>L = Zr + ��1Z� (4.12)La m�ethode GSVD d�ecompose alors la paire de matrices (H;L) par:8><>: H = UDaX�1L = V 0 Db0 0 !X�1 (4.13)o�u U et V sont des matrices unitaires; Da � diag(ai) et Db � diag(bi) des matricescarr�ees diagonales dont les tailles respectives sont le nombre d'inconnues (n!) et le rangde L (nL � n!); et X est une matrice carr�ee inversible de taille n!. A partir de cetted�ecomposition, la solution peut être calcul�ee pour n'importe quel choix de �r (� �etant�x�e), par: ~
(�r) = XDfU>d (4.14)



4.1. D�eveloppement et utilisation d'un code 2D RLS 67o�u Df est une matrice diagonale de dimension n! dont les �el�ements diagonaux sontd�e�nis par: fi = 8><>: a�1i i = 1; ::; n!� nLaia2i + �rb2i�n!+nL i = n!� nL+ 1; ::; n! (4.15)Cette d�ecomposition GSVD a �et�e exploit�ee pour l'inversion 2D des donn�ees MDImais s'est surtout r�ev�el�ee utile pour l'analyse 1D de la tachocline dans le plan �equatorial(voir x5). Les r�esultats 2D obtenus �a partir des donn�ees LOWL et GONG pr�esent�esdans la suite ont �et�e obtenus par inversion de la matrice H des �equations normalesapr�es sa d�ecomposition en valeurs singuli�eres.4.1.4 Prise en compte des erreurs: signi�cation statistique desr�esultats obtenusJe commence par rappeler quelques notions bien connues relatives �a la m�ethode desmoindres carr�es puis je montre comment la r�egularisation intervient dans ce cadre etcomment la valeur du �2 peut être utilis�ee pour l'estimation des erreurs en tout pointde la solution.Aspects statistiques de la m�ethode des moindres carr�esLes splittings ou les coe�cients a sont d�etermin�es avec une certaine incertitude etne correspondent donc pas exactement �a l'int�egrale double de la rotation pond�er�ee parle noyaux de rotation. Cette di��erence est g�en�eralement mod�elis�ee par l'addition pourchaque observable d'un bruit �i que l'on suppose gaussien de moyenne nulle (ce quisuppose que les mesures ne sont pas biais�ees) et dont l'�ecart type �i peut être estim�e�a partir des m�ethodes d'ajustement utilis�ees pour d�ecrire le spectre.On note formellement le probl�eme discr�etis�e par:d = H~
+ �� (4.16)Les donn�ees ayant �et�e normalis�ees par les �ecarts types, le vecteur �� repr�esente ici unvecteur al�eatoire normalN (0; 1). Les hypoth�eses sur la statistique du bruit permettentde donner une signi�cation statistique aux r�esultats obtenus (sous r�eserve bien sûrque les hypoth�eses soient justes!). Dans le cas d'un bruit gaussien et ind�ependant dela rotation, la probabilit�e de vraisemblance des observations connaissant la rotation,P(d=~
), est telle que:P(d=~
) = P(�� = d�H~
) = (2�)�N2 exp �12kd�H~
k22� (4.17)et: max~
 P(d=~
)() min~
 kd�H~
k22 (4.18)



68 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONSous l'hypoth�ese d'un bruit gaussien, la m�ethode des moindres carr�es nonr�egularis�ee est donc �equivalente �a une m�ethode de maximum de vraisem-blance. Cet estimateur est, du point de vue statistique, un estimateur non biais�e ence sens que l'esp�erance math�ematique du vecteur solution du probl�eme (4.18) est �egalau vecteur ~
 des projections de la rotation sur la base de splines intervenant dans lemod�ele (4.16) (voir ci-apr�es).Prise en compte du terme de r�egularisationComment, dans ce cadre, interpr�eter du point de vue de la statistique, le fait d'in-troduire un terme de r�egularisation?Si l'on conserve la mêmehypoth�ese de l'existence d'un bruit gaussienN (0; �i) sur lesmesures, un rapide calcul montre que le vecteur ~
0 obtenu par r�esolution des �equationsnormales (4.9) n'est plus un estimateur non biais�e. En e�et d'apr�es (4.16) l'esp�erancemath�ematique des donn�ees r�eduites E(d) est H~
 mais l'esp�erance math�ematique duvecteur ~
0 = H�1H>d, solution des �equations normales, est:E(~
0) = H�1H>H~
 (4.19)et cet estimateur de ~
 est donc biais�e. Dans le cas sans r�egularisation o�u H = H>Hon retrouve bien le fait que l'estimateur du maximum de vraisemblance est non biais�e.La r�egularisation revient donc �a choisir un nouvel estimateur, qui n'estplus non biais�e mais qui traduit la connaissance a priori que l'on a introduite,en lui donnant une signi�cation physique, dans le terme de r�egularisation.Il est �egalement possible de relier cet estimateur �a la probabilit�e a posteriori P(~
=d)d'obtenir ~
 connaissant les donn�ees d. En utilisant la r�egle de Bayes:P(~
=d) = P(d=~
)P(~
)P(d) (4.20)et sachant que P(d) est ind�ependant de ~
 et donc constant, l'estimation du MaximumA Posteriori (MAP) s'�ecrit: max~
 fP(d=~
)P(~
)g (4.21)o�u P(~
) repr�esente la probabilit�e a priori d'une rotation dont les projections sur labase de splines serait ~
. On voit d�es lors l'interpr�etation statistique possible du termede r�egularisation introduit: cela revient �a d�e�nir une loi de probabilit�e sur ~
 par :P(~
) / exp ��12 ~
>(�rZr + ��Z�)~
� (4.22)�Etant donn�ee cette loi de probabilit�e la solution RLS est �equivalente �a une solution duMaximum A Posteriori qui repr�esente la rotation qui a la plus grande probabilit�e dedonner les observations mesur�ees. Cette expression de la r�egularisation en termes de loide probabilit�e (4.22) n'a pas ici d'interpr�etation statistique simple mais peut trouver



4.1. D�eveloppement et utilisation d'un code 2D RLS 69une interpr�etation dans le cadre des th�eories des champs de Markov correspondant�a une approche stochastique de l'inversion (Blanc-F�eraud 1998). Cela permet justede voir que r�egulariser en d�e�nissant un terme de `douceur de la solution' revient �aconsid�erer comme plus probables les solutions les plus `douces' selon cette d�e�nition.Modi�cation des hypoth�eses et prise en compte du �2La m�ethode des moindres carr�es est construite sur l'hypoth�ese selon laquelle lameilleure description d'un ensemble de donn�ees est celle obtenue en minimisant lasomme pond�er�ee des carr�es des r�esidus (4.4). Avec l'hypoth�ese d'erreurs gaussiennesN (0; �i) sur les observations, on montre que cette quantit�e suit une loi de �2 �a N �nwdegr�es de libert�e. L'esp�erance math�ematique de cette quantit�e est donc E(�2(~
)) =N � nw. Naturellement la r�egularisation tend �a augmenter l�eg�erement la valeur du�2, c'est ce que montrent les `courbes L', mais l'on s'attend n�eanmoins �a ce que lavaleur du �2 normalis�e par le nombre de degr�es de libert�e soit voisine de 1 au coin des`courbes L'. Cependant, les r�esultats obtenus avec les donn�ees GONG (Fig. 4.2) etLOWL (Article 1) donnent une valeur du �2 normalis�e proche de 2. Cette valeur esthautement improbable pour un syst�eme ayant un si grand nombre de degr�es de libert�e.Cela peut signi�er que notre mod�elisation du probl�eme direct ou que la base de splinesutilis�ee ne sont pas appropri�ees ou bien que les erreurs sur les splittings (ou coe�cientsa ) ont �et�e sous estim�ees.La base de splines autorisant des solutions tr�es oscillantes pour de faibles r�egula-risations, il semble plus vraisemblable que les incertitudes sur les observations aientpu être sous estim�ees. Il est n�eanmoins possible de consid�erer que les erreurs donn�eespour chaque observable, si elles peuvent être biais�ees en valeur absolue, re�etent bien ledegr�e de con�ance relatif que l'on a en une mesure par rapport �a une autre. Autrementdit l'utilisation des �i comme poids dans le crit�ere �a minimiser reste justi��eemais l'interpr�etation statistique du r�esultat peut être biais�ee.Une fa�con de rem�edier �a ce probl�eme est de changer l'hypoth�ese selon laquelle leserreurs �i suivent une loi normaleN (0; �i). On supposera plutôt que ces erreurs suiventune loi normaleN (0; �=pi) o�u � est une constante inconnue et les poids pi sont estim�espar l'inverse des erreurs donn�ees sur chaque splitting ou coe�cient a (pi = 1=�i). Unestimateur de � est alors donn�e par la valeur du �2 normalis�e par le nombre de degr�esde libert�e (voir par exemple Linnik 1963) et la matrice de covariance sur l'estimation~
 est donn�ee par: B~
 = �2(~
)N � n!H�1H>HH�1 (4.23)Ensuite l'�equation (4.3) permet d'obtenir un estimateur de l'�ecart type sur la solutionen tout point (r0; �0) par:�(~
(r0; �0)) = q�>B~
� avec: �> = ['1(r0); '2(r0) 1(�0); :::; 'nr(r0) n�(�0)](4.24)et c'est cette valeur qui est repr�esent�ee comme barre d'erreur sur les solutions RLS.



70 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONDans le cas d'un �2 normalis�e voisin de 2, cette correction conduit �a multiplierpar p2 ' 1:4 les barres d'erreurs traditionnellement donn�ees. Malgr�e cette correction,nous verrons par la suite (chapitre 4) que les erreurs ainsi estim�ees restent probablementsous estim�ees, au moins si on leur donne une interpr�etation purement locale (voir ladiscussion du x3.2.6).4.2 Les donn�eesLe tableau 4.1 donne les principales caract�eristiques des donn�ees utilis�ees pourles r�esultats pr�esent�es dans ce chapitre et n'inclue pas les donn�ees de bas degr�es (voirchapitre 6). Elles correspondent aux premi�eres observations de chacun des instrumentscit�es. Les observations de l'instrument LOWL couvrent une p�eriode de 2 ans, cellesdu r�eseau GONG une p�eriode de 8 mois et les donn�ees MDI correspondent aux 144premiers jours d'observations �a bord du satellite SoHO. L'ensemble couvre une p�eriodede deux ans et demi entre f�evrier 1994 et septembre 1996. L'indice maximum descoe�cients a �evalu�es pour chaque mode est donn�e en derni�ere ligne du tableau mais lenombre de ces coe�cients peut varier d'un mode �a l'autre en fonction notamment de laqualit�e de l'ajustement du spectre pour le mode consid�er�e. La proc�edure d'ajustementsuivie pour extraire les coe�cients a des spectres est similaire pour les donn�ees LOWLet MDI (Schou 1992) alors qu'une proc�edure ind�ependante a �et�e d�evelopp�ee par l'�equipedu r�eseau GONG (Hill et al. 1996).Instrument LOWL GONG MDIP�eriodes 26/02/94- 23/08/95- 09/05/96-d'observation 25/02/96 30/04/96 29/09/96Degr�es 1 � l � 99 2 � l � 150 1 � l � 250Fr�equences (�Hz) 1200 < � < 3500 1200 < � < 5000 954 < � < 4556Nombres de modes (n; l) 1102 2103 2036Coe�cients a a1 � a5 a1 � a9 a1 � a35Tab. 4.1 { Caract�eristiques des principales donn�ees exploit�eesD'autres ensembles de donn�ees concernant les degr�es interm�ediaires ont �et�e utili-s�es pendant ce travail. Des comparaisons avec des donn�ees GONG couvrant d'autresp�eriodes d'observations ou obtenues par d'autres m�ethodes d'ajustement du spectreont notamment �et�e men�ees au sein de l'�equipe GONG (voir Article 2, Contribution 2).Par ailleurs, les observations r�ealis�ees entre 1986 et 1990 au BBSO ont �et�e exploit�eespendant la phase de d�eveloppement du code d'inversion 2D RLS (Contribution 1).Ce travail a permis de mettre au point la strat�egie g�en�erale pour le choix des diversparam�etres de l'inversion et de con�rmer, d'une mani�ere ind�ependante, les r�esultatsobtenus par d'autres �equipes �a partir de ces même donn�ees. Ces premiers r�esultats ont



4.3. R�esultats 71pu être pr�ecis�es �a partir des donn�ees du tableau 4.1 dont l'analyse est d�etaill�ee dansles paragraphes suivants.4.3 R�esultats4.3.1 Pro�ls de rotation, erreurs et noyaux de r�esolutionLa �gure 4.3a donne le pro�l de rotation obtenu pour dix latitudes di��erentes �apartir des donn�ees LOWL. L'analyse d�etaill�ee de ces donn�ees �a partir du code 2D RLSd�evelopp�e fait l'objet de l'article 1. Les noyaux de r�esolution correspondant �a cetteinversion sont reproduits �gure 4.3b.La �gure 4.4a compare les inversions des di��erents groupes de la collaborationGONG appliqu�ees aux mêmes donn�ees. Les pro�ls de rotation obtenus �a trois latitudes(0, 30 et 60 degr�es) sont trac�es sur la même �gure en omettant les barres d'erreurassoci�ees. La �gure 4.4b reproduit le r�esultat obtenu avec le code 2D RLS (`groupeNice') pour dix latitudes en montrant les barres d'erreurs. L'examen des noyaux derotation montre cependant que ceux ci sont mal localis�es pour des latitudes sup�erieures�a 60� et donc les r�esultats ne sont pas �ables pour ces latitudes. Il en est de même pourdes rayons inf�erieurs �a 0:4R�.D'apr�es la �gure 4.4a, tous les r�esultats sont en bon accord pour r > 0:5R�.Jusqu'�a 0:4R� les solutions obtenues �a l'�equateur et �a 30� restent compatibles. Audessous de 0:4R� la dispersion des r�esultats indique que la rotation n'est pas suf-�samment contrainte par les donn�ees pour pouvoir tirer des conclusions �ables desdi��erentes inversions. D'une mani�ere g�en�erale, la dispersion des r�esultats obtenus pardi��erentes m�ethodes semble l�eg�erement plus importante que les barres d'erreurs esti-m�ees en chaque point sur la solution 2D RLS (d'amplitude comparable �a celles obtenuesavec les donn�ees LOWL Figs. 4.3a, b, voir aussi Contribution 2) ou sur les solutionsde type OLA (voir Contribution 2, Fig. 1). Par exemple �a l'�equateur et proche de lasurface ces erreurs sont typiquement de l'ordre de �1nHz alors la dispersion des r�e-sultats issus de di��erentes m�ethodes est plutôt de l'ordre de 5nHz. Cette di��erences'accentue dans les zones o�u la solution est mal contrainte par les donn�ees. En fait ladispersion des r�esultats de di��erentes m�ethodes, si elle donne une id�ee de l'incertitudesur le r�esultat, n'est pas directement comparable aux barres d'erreurs donn�ees sur unesolution. Elle est plus directement comparable �a la dispersion des r�esultats en fonctionde la r�egularisation: les di��erentes solutions trac�ees pour le même rayon et la même la-titude ne correspondent pas strictement �a la même moyenne de la rotation. Autrementdit les noyaux de r�esolution en un même point ne sont pas strictement identiques pourdeux m�ethodes di��erentes.Les barres d'erreurs estim�ees sont bas�ees sur des hypoth�eses statistiques concernantles donn�ees. Dans la m�ethode RLS, l 'introduction du �2 permet de prendre en compted'�eventuels biais dans l'estimation des erreurs d'observation mais l'incertitude que l'ona sur la connaissance a priori introduite par le terme de r�egularisation n'est pas priseen compte. La di�cult�e d'obtenir des barres d'erreurs r�ealistes sur une solution RLS



72 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONest donc directement reli�ee au fait que, comme je l'ai discut�e au x4.1.4, le terme der�egularisation, introduit dans un cadre d�eterministe, n'a pas r�eellement d'interpr�etationstatistique simple. C'est pourquoi seule l'�etude des noyaux de r�esolution combin�ee �aune comparaison des di��erentes m�ethodes d'inversion comme celle pr�esent�ee sur la�gure 4.4 ou encore une �etude syst�ematique de l'inuence du choix des param�etresde r�egularisation comme celle men�ee pour l'�etude de la tachocline (voir x5 et Article 3)peuvent permettre une estimation r�ealiste de l'incertitude sur un r�esultat d'inversion.En�n, la �gure 4.5, repr�esente sur une coupe du soleil les courbes d'iso-rotationd�eduite des donn�ees MDI. Il est �a noter que la solution, repr�esent�ee sur une coupeenti�ere du soleil, est sym�etrique par rapport �a l'�equateur. Ceci n'exclut pas l'existenced'�eventuelles dissym�etries puisque seule la composante de la rotation sym�etrique parrapport �a l'�equateur est d�eduite de l'inversion. Les noyaux de r�esolution obtenus, �al'issue de cette inversion, entre 0:55R� et 0:95R� �a l'�equateur, 30 et 15 degr�es dupôle sont pr�esent�es �gure 4.6. Les valeurs des r�esolutions radiales et latitudinalescorrespondantes sont r�esum�ees dans le tableau 4.2.r0 n �0 90� 30� 15�0:55R� 0.102 0.159 0.15516:1� 28:4� 32:4�0:70R� 0.091 0.117 0.1418:2� 17:2� 20:7�0:9R� 0.030 0.058 0.0674:9� 7:3� 9:7�0:95R� 0.035 0.044 0.0704:9� 6:2� 6:3�Tab. 4.2 { R�esolutions radiales et latitudinales (�r=R��� ) correspondant �a la largeur �ami hauteur des noyaux de r�esolution �evalu�es en (r0; �0) pour l'inversion des donn�eesMDI (Fig. 4.5).Les zones laiss�ees en blanc correspondent aux endroits o�u l'on estime que la solutiontrouv�ee n'est pas �able. Le crit�ere utilis�e est la localisation des noyaux de r�esolution:dans ces zones la distance � entre la position du maximumdu noyau de r�esolution et lepoint (r0; �0) o�u celui-ci est calcul�e, est telle que � > 0:1R�. La �gure 4.6 montre parexemple que le point (r0 = 0:55R�; �0 = 15�) correspond �a une valeur � = 0:129R� etdonc la solution trouv�ee en ce point n'est pas consid�er�ee comme �able sur la �gure 4.5.La r�esolution en latitude atteinte est naturellement reli�ee au nombre de coe�cientsa utilis�es pour d�ecrire les splittings puisque les coe�cients d'indices sup�erieurs �a 1 sontutilis�es pour d�ecrire l'�ecart �a la lin�earit�e des lignes du diagrammem�� et que c'est cet�ecart �a la lin�earit�e qui contient l'information sur la d�ependance en latitude de la rota-tion. Ainsi les donn�ees LOWL avec uniquement trois coe�cients a ne permettent pasd'obtenir un r�esolution en latitude inf�erieure �a �� = 30� (voir Fig. 4.3b). L'inversion



4.3. R�esultats 73des splittings reconstruits �a partir de ces (3) coe�cients a, en supposant les coe�cientsd'indices sup�erieurs �a trois nuls, a permis de donner une estimation de la r�esolutionen latitude que l'on pouvait esp�erer atteindre grâce �a une meilleure r�esolution dans lespectre permettant de d�eterminer les splittings individuels et non plus seulement troiscoe�cients de leur projection sur des polynômes (voir Article 1). A l'�equateur on esti-mait ainsi pouvoir atteindre des r�esolutions en latitude entre �� = 4:5� et �� = 13:8�pour des rayons entre 0:9R� et 0:55R�. De telles r�esolutions ont e�ectivement �et�e at-teintes par la suite grâce au grand nombre (18) de coe�cients a (d'indices impairs) quia pu être d�etermin�e �a partir des observations MDI (la �gure 4.6 donne des r�esolutionsde 4:9� �a 16:1� �a l'�equateur pour des rayons entre 0:9R� et 0:55R�). Les 5 coe�cients ades donn�ees GONG ont �egalement am�elior�e, dans une moindre mesure, la r�esolution enlatitude par rapport aux donn�ees LOWL, mais des d�eterminations de splittings indi-viduels sont maintenant r�ealis�ees �a partir des spectres GONG qui devraient permettred'atteindre des r�esolutions similaires �a celles obtenues avec les donn�ees MDI.4.3.2 Une vision globale de plus en plus pr�ecise de la rotationGlobalement, l'ensemble des r�esultats obtenus con�rme la vision g�en�erale de larotation obtenue d�es que la pr�ecision atteinte sur les mesures des splittings a permisl'application d'inversions 1.5D pour sonder les variations de la rotation en rayon et enlatitude (Christensen-Dalsgaard & Schou 1988, Dziembowski et al. 1989). La rotationdi��erentielle observ�ee en surface se maintient dans toute la zone convective (r > 0:7R�).L'�equateur fait un tour tous les 25 jours environ (
=2� ' 460 nHz) alors que les zonespolaires mettent environ 35 jours (
=2� ' 330 nHz) pour e�ectuer une r�evolutioncompl�ete. A la base de la zone convective la rotation devient quasiment ind�ependantede la latitude et du rayon au moins dans la partie externe de la zone radiative (r >0:4R�), la zone de transition entre les deux r�egimes de rotation, di��erentielle et rigide,constituant la tachocline solaire. Cette vision est cependant assez grossi�ere et laisse enfait beaucoup de zones d'ombre. L'objectif des nouvelles observations de splittings estd'essayer de pr�eciser notamment les points suivants:{ la rotation des couches situ�ees juste sous la surface (r > 0:95R�),{ la rotation des zones proche des pôles,{ le degr�e d'ind�ependance de la rotation en fonction de la latitude et du rayon dansla zone radiative,{ la structure pr�ecise (localisation, largeur, d�ependance en latitude) de la tacho-cline,{ la rotation du c�ur.Les principaux r�esultats obtenus concernant les trois premiers points sont d�eve-lopp�es dans ce chapitre et les deux derniers points feront l'objet des chapitres 5 et 6respectivement.



74 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATION

Fig. 4.3 { Inversion 2D RLS des donn�ees LOWL (voir Tab. 4.1). (a, en haut) Lasolution est pr�esent�ee �a 10 latitudes di��erentes entre l'�equateur et le pôle (traits pleins)avec les erreurs �a 1� (traits pointill�es), les erreurs d'observations �etant suppos�ees gaus-siennes et non corr�el�ees. (b, en bas) Les noyaux de r�esolution 2D �(r0; �0; r; �) sontcalcul�es pour 4 rayons r0 et 3 colatitudes �0 di��erents. �r et �� sont les largeurs to-tales en rayon et en latitude �a mi hauteur du noyau de r�esolution (FWHM). � donnel'erreur report�ee sur le r�esultat (a) en chaque (r0; �0). r et � indiquent la position dumaximum du noyau de r�esolution et � indique la distance de ce maximum au point(r0; �0).
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Equator

PoleFig. 4.4 { (a, en haut) Comparaison des pro�ls de rotation obtenus pour trois latitudes(�equateur, 30� et 60�) par di��erentes m�ethodes d'inversion. Chaque m�ethode a �et�e miseen oeuvre par un groupe di��erent au sein de la collaboration GONG. Les donn�eesutilis�ees correspondent aux donn�ees GONG du tableau 4.1, le domaine de fr�equencesretenu par chaque groupe �etant indiqu�e sur la �gure. Les r�esultats de l'inversion RLS 2D(groupe `Nice') ont �et�e obtenus avec le choix des param�etres de r�egularisation d�esign�espar le point 1 sur la �gure 4.2 des `courbes L' (R�esultats compil�es par A. E�-Darwich,communication priv�ee). (b, en bas) D�etails de la solution 2D RLS (groupe `Nice') pourdix latitudes entre l'�equateur et le pôle. L'examen des noyaux de r�esolution indiqueque la solution n'est pas �able pour des rayons inf�erieurs �a 0:4R� et des latitudessup�erieures �a 60�.
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Fig. 4.5 { Le r�esultat pr�esent�e ici sous forme de courbes iso-rotation sur une coupeen profondeur de la sph�ere solaire, a �et�e obtenu par inversion 2D RLS des donn�eesacquises durant les 144 premiers jours d'observation de l'instrument MDI �a bord dusatellite SoHO (voir Tab. 4.1. Les r�esultats sur l'estimation de la rotation du coeuret des zones polaires demeurent incertains et ne sont repr�esent�es sur ce graphique quepar des iso-contours (sans couleur) qui peuvent être consid�er�es en grande partie commedes extrapolations des r�esultats obtenus dans les autres zones.
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Fig. 4.6 { Noyaux de r�esolution correspondant �a l'inversion pr�esent�ee Fig. 4.5. (Voirl�egende Fig. 4.3b)



78 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONLa rotation des couches super�ciellesLes donn�ees LOWL ne comprenant pas de modes l > 100, seuls quelques modes(� 30) de basses fr�equences ont leurs points tournants au dessus de 0:95R�. N�eanmoins,les modes observ�es ont de l'amplitude pr�es de la surface et une �etude syst�ematique (voirArticle 1) de l'inuence sur la solution de la contrainte de surface introduite dans le coded'inversion 2D RLS m'a permis de mettre en �evidence que les donn�ees LOWLsont compatibles avec les observations directes du plasma photosph�eriqueobtenues par analyse Doppler des raies spectrales (Snodgrass & Ulrich 1990,Snodgrass 1992). Des conclusions similaires ont ensuite �et�e obtenues par Kosovitchev& Schou (1997) en analysant les modes fondamentaux (`modes f', c.�a.d. d'ordre radialn = 0) qui n'ont de l'amplitude que dans une zone juste sous la surface et qui ont puêtre observ�es par l'instrument MDI pour les degr�es compris entre l = 120 et l = 250.De fait, le pro�l de rotation obtenu pour r > 0:95R� par inversion des donn�eesLOWL avec une contrainte de surface (Fig. 4.3a) est tr�es proche du r�esultat obtenusans contraintes de surface avec les donn�ees MDI (Fig. 4.5). Finalement l'ensembledes donn�ees et des analyses (Figs. 4.3a, 4.4, 4.5, voir aussi Article 1 et Schou etal. 1998) converge vers le r�esultat suivant: proche de l'�equateur, il existe, justesous la surface, un gradient de la rotation angulaire. Celle-ci augmente de10 �a 15nHz pour atteindre un maximum d'environ 465 �a 470nHz autour de0:095R� �a l'�equateur . L'ensemble des donn�ees utilis�ees indique que ce gradient devitesse sous la surface et le maximum autour de 0:95R� persistent au moins jusqu'�ades latitudes de 30�. Au del�a, jusqu'�a 60�, ce gradient semble se maintenir mais lar�esolution atteinte ne permet plus r�eellement de conclure et de nouvelles observationsseront n�ecessaires pour con�rmer les r�esultats obtenus.Ce maximum de vitesse de rotation en 0:95R� correspond �a la vitesse d�eduitede l'observation des petites structures magn�etiques en surface (Komm et al. 1993, cf.Fig. 2). Ceci semble donc sugg�erer que ces structures peuvent être ancr�ees aux environsde 0:95R� (voir Article 1).La rotation proche des pôlesLa d�etermination de la rotation des pôles (0� de colatitude) est impossible parl'h�eliosismologie car seuls les modes m = 0 ont de l'amplitude aux pôles et ces modesne donnent pas de splittings. De plus les modes ayant des points tournants prochesdes pôles ont un faible rapport m=L et sont plus di�ciles �a mesurer que les modessectoraux.De fait, l'examen des noyaux de r�esolution montre qu'il n'est pas possible d'obtenirdes noyaux bien localis�es au dessus de 80� de latitude. Les r�esultats obtenus avec lesdonn�ees LOWL et GONG pour des latitudes sup�erieures �a 60� restent tr�es incertains etpeuvent essentiellement être consid�er�es pour l'inversion RLS comme des extrapolationsdes r�esultats obtenus �a de plus basses latitudes.N�eanmoins, pr�es de la surface, les donn�ees MDI ont permis d'atteindre des r�esolu-tions su�santes (voir le tableau 4.2 et la �gure 4.6) pour con�rmer la justesse de ces



4.3. R�esultats 79extrapolations dans la zone convective. D'une mani�ere g�en�erale la rotation de surfacereste compatible avec les observations du plasma photosph�erique (voir Eq. 6 Article1) pour les hautes latitudes et la rotation di��erentielle se maintient dans toute la zoneconvective.L'inversion RLS des donn�ees MDI �gure 4.5 montre cependant une zone �etroitepr�es du pôle (�a environ 15� de colatitude) qui pr�esente un maximum local de rotationautour de 0:95R�. L'existence de ces structures ( ou `jets') est importante �a mettre en�evidence si elles existent car elles sont pr�edites par certaines simulations num�eriquesde la convection et sont observ�ees pour les plan�etes g�eantes Jupiter et Saturne quisont �egalement des objets en rotation avec d'importants mouvements de convection(Toomre & Brummel 1995).La zone o�u a �et�e trouv�e ce `jet' est �a la fronti�ere de la zone pour laquelle on penseque nos r�esultats peuvent être consid�er�es comme �ables mais la r�esolution atteinte �a15� de colatitude pour une profondeur de 0:95R� (voir Tab. 4.2) tend �a montrer quecette structure est r�eelle. N�eanmoins un deuxi�eme ensemble de donn�ees a �et�e r�ealis�epar l'�equipe MDI qui est bas�e sur les mêmes observations mais avec des crit�eres pluss�ev�eres pour le nombre de modes extraits et le nombre de coe�cients a estim�es pourcertains modes. Ces donn�ees comportent 1656 modes et 18498 coe�cients a (d'indicemaximal 35 �egalement) contre 2036 modes et 30648 coe�cients a pour les donn�eesMDI pr�esent�ees dans le tableau 4.1. Ce deuxi�eme ensemble de donn�ees est bas�e surune estimation di��erente des coe�cients a �a partir des spectres et n'est donc pas unstrict sous ensemble des premi�eres donn�ees mais il peut être vu comme une version`all�eg�ee' ne comprenant que les param�etres les plus �ables qui peuvent être extraitsdes observations. La comparaison (Figs. 4.7a, b) des r�esultats obtenus �a partir desdeux ensembles de donn�ees montre que le `jet' n'apparâ�t plus �a l'issue de l'inversiondes donn�ees `all�eg�ees'. Partout ailleurs les solutions sont tr�es semblables et de plusaucune di��erence notable n'est apparue pour les noyaux de r�esolution. Les indicateursde r�esolutions et d'incertitudes ne permettent pas de trancher en faveur de l'une oul'autre des solutions.Cette structure de `jet', suspect�ee pour la premi�ere fois avec les donn�ees MDI, restedonc probablement trop proche de la limite de r�esolution pour que l'on puisse conclure.De plus elle ne semble pas être mise en �evidence par les inversions de type OLA (Schouet al. 1998, Howe et al. 1998). Ce r�esultat doit donc être pris avec pr�ecaution et ces�etudes devront être poursuivies dans le futur avec de nouvelles donn�ees permettantune meilleure r�esolution. En�n, je note que si ce jet est r�eel, nous n'avons aucuneindication pour savoir s' il se trouve de mani�ere sym�etrique proche des deux pôles ouuniquement dans un h�emisph�ere. De plus il est probable, les simulations num�eriques dela dynamique de la zone convective montrent des ph�enom�enes similaires, que ce genrede structure �a relativement petite �echelle spatiale �evolue au cours du cycle solaire.Il sera donc �egalement int�eressant de chercher �a r�esoudre ces `jets' avec des donn�eescouvrant des p�eriodes d'observations di��erentes.
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Fig. 4.7 { Contours d'iso-rotation avec une �equidistance de 5nHz, sur une coupe d'unquart du Soleil. a) (en haut) R�esultat identique �a celui de la �gure 4.5. Les donn�eessont celles de l'instrument MDI mentionn�ees Tab. 4.1 comprenant 2036 modes et30648 coe�cients a. b) (en bas) R�esultat obtenu �a partir d'une version `all�eg�ee'(voir texte) des donn�ees (1656 modes et 18498 coe�cients a) bas�ees sur les mêmesobservations. La structure de `jet' pr�esente �a environ 15� du pôle pour r = 0:95R�dans la solution a) n'est pas retrouv�ee en b).



4.3. R�esultats 81La rotation rigide de la zone radiativeDans quelle mesure la rotation de la zone radiative est elle rigide? L'ensemble desdonn�ees et des inversions indique que la rotation est e�ectivement ind�ependante de lalatitude et du rayon entre la base de la zone convective et 0:4R� pour des latitudesinf�erieures �a 40�. La rotation dans cette zone peut être estim�ee �a 430 � 5nHz. Pourdes latitudes sup�erieures les r�esultats restent compatibles avec une rotation quasi ri-gide mais divergent l�eg�erement en fonction des donn�ees et des m�ethodes utilis�ees. En0:4R� les donn�ees LOWL indiquent une augmentation de la rotation avec la latitude(Fig. 4.3a) alors que les donn�ees GONG indiquent plutôt une rotation plus faible(Figs. 4.4a, b). Ces donn�ees �etant en grande partie contemporaines (voir Tab. 4.1)il est peu probable que cette di��erence puisse venir d'une �evolution temporelle de larotation dans cette zone. Les donn�ees MDI montrent une rotation plus rapide autourde 0:6R� pour des latitudes sup�erieures �a 70�. N�eanmoins, ces variations en fonctionde la latitude dans la zone radiative restent marginalement signi�catives si l'on prenden compte les erreurs (� ' 5nHz) et la r�esolution atteinte pour les hautes latitudesdans la zone radiative. D'un autre côt�e le manque de r�esolution en latitude devrait aucontraire avoir tendance �a produire des solutions similaires pour toutes les latitudes. Onne peut donc pas exclure que de telles variations puissent exister et l'aspect rigide dela rotation (�a �5nHz) de la zone radiative jusqu'�a 0:4R� n'est pour l'instantbien �etabli que dans zones proches de l'�equateur jusqu'�a mi-latitude.4.3.3 Liens avec les d�eveloppements th�eoriquesLes courbes d'iso-rotation sont donc essentiellement radiales dans toute la zoneconvective. Ceci va �a l'encontre de certaines simulations num�eriques de la convectiondans des couches en rotation (Gilman et Miller 1986; Glatzmaier 1987) qui pr�edisaientune rotation constante sur des axes parall�eles �a l'axe de rotation. Depuis la mise en�evidence de ce d�esaccord de nombreuses �etudes th�eoriques de la rotation di��erentielle(voir par exemple K�uker et al. 1993, Hiremath & Gokhale 1995) et de la rotationassoci�ee aux mouvements de convection turbulente (Brummell et al. 1998) ont �et�emen�ees qui peuvent conduire �a un meilleur accord avec les observations h�eliosismiques.Cependant les hypoth�eses sous jacentes �a ces mod�eles et simulations num�eriques restentdi�ciles �a v�eri�er ou assez �eloign�ees des conditions r�eelles rencontr�ees dans le Soleil.La compr�ehension de la rotation di��erentielle de la zone convective solaire reste doncune question tr�es largement ouverte et d'actualit�e.Dans la zone radiative, entre la base de la zone convective et jusqu'�a une profon-deur de 0:2R�, la rotation est quasiment rigide, ind�ependante de la latitude avec unevaleur correspondant �a la rotation de surface �a mi-latitude soit 
=2� ' 430 nHz. L�aencore plusieurs th�eories sont toujours en comp�etition pour expliquer �a la fois l'ind�e-pendance de la rotation en fonction de la latitude et la valeur de 430nHz trouv�ees parl'h�eliosismologie.



82 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONL'hypoth�ese la plus souvent �evoqu�ee pour expliquer la rotation solide de l'int�erieurradiatif est l'existence d'un champ magn�etique mais si celui-ci s'�etend dans la zoneconvective, le couplage des deux r�egions devrait tendre �a induire une rotation di��e-rentielle en latitude �egalement dans la zone radiative (cf. Charbonneau & MacGregor1993). Un hypoth�ese possible (Gough 1997) est alors que la circulation dans la zonede transition (la tachocline) soit telle que le couplage ne se fasse que �a des latitudesmoyennes o�u il n'y a pas de gradient de rotation entre zone convective et zone radiative(cf. Fig. 4.5).Une autre approche d�evelopp�ee simultan�ement par Zahn et al. (1997) et Kumar& Quataert (1997) est de consid�erer le transport du moment angulaire par des ondesde gravit�e g�en�er�ees �a la base de la zone convective. Ce processus s'av�ere su�sammente�cace pour r�eduire la rotation du Soleil au cours de son �evolution jusqu'�a la valeuractuellement observ�ee (ou plus exactement d�eduite par inversion des donn�ees h�elio-sismiques) et tend �egalement �a produire une rotation rigide de la zone radiative sansinvoquer l'existence d'un champ magn�etique (Talon & Zahn 1998).
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Contribution 1: Solar Rotation from 2D Inversion 85SOLAR ROTATION FROM 2D INVERSIONTh. Corbard1, G. Berthomieu1, G. Gonczi1, J. Provost1, P. Morel11 Laboratoire Cassini CNRS URA 1362, O.C.A. B.P. 229 06304 NICE Cedex4 FRANCEABSTRACTA 2-D regularized least square inversion code forsolar rotation has been constructed which approx-imates the rotation rate by piecewise polynomialsprojected on B-splines. It is applied to the rota-tional splitting data of BBSO (Ref. 1). A discussionof the inuence of the number and order of the splinebasis on the results is given. Preliminary results ofinversion with LOI data (Ref. 2) are presented.Keywords: inverse problem, solar rotation.1. BASIC EQUATIONSThe rotational splitting ��nlm of a p-mode of de-gree l, radial order n and frequency �n;l;m can beexpressed as an integral over the rotation rate withweighting kernels depending on the non dimensionedradius and on the colatitude � according to:��nlm = Z 10 Z 1�1Knl(r)Pml (�)2
(r; �)drd� [1]where � = cos(�), 
(r; �) is the unknown rotationrate. The splitting ��nlm is de�ned by��nlm = �n;l;m � �n;l;m=0mThe kernels Knl(r) depend on the model and on theradial eigen function of the mode n; l (Ref. 3).Due to the symmetry of the weighting kernels rel-atively to �, only the symmetric component of therotation rate relatively to the equatorial plane can beobtained. We search for the unknown rotation rateas a linear combination of piecewise functions 'p(r)and  q(�2).
(r; �) = N
rXp=1 N
�Xq=1 !pq 'p(r) q(�2) [2]We introduce the following vectors and matrix:W � (Wk)k=1::N k � (n; l;m) Wk = ��nlm
 � (
Q)Q=1::N
r N
� Q � (p; q) 
Q = !pqR � (RkQ) k=1::NQ=1::N
r� with N
r� = N
r N
� andRk;Q =2 �Z 10 Knl(r)'p(r)dr��Z 10 Pml (�)2 q(�2)d��

Thus the inversion problem writes:W = R 
 [3]The observations are not yet accurate enough to giveall the splittings ��nlm of a mode n; l. The observa-tional splittings are given by the coe�cients an;li oftheir development on Pi(m=L) functions, with theirerrors �an;li . The inversions can be performed eitheron the an;li or on the splittings. Here we have derivedthe splittings and their standard deviations �nlm ac-cording to the following expressions:��nlm = LmXj an;lj Pj �mL � [4]with L =pl(l+ 1)�nlm =vuut� Lm�2Xj (�an;lj )2Pj �mL �2 [5]In this study we assume that the errors on the split-tings are independent. This may introduce some er-rors on the solution since this assumption is not validfor the multiplets of a given mode (l; n). A regular-ization term Tr� is also introduced to avoid the largespurious variations of the solution induced by theill-conditioned inversion problem. We thus minimizethe quantity:Jr�(
) = kPW � PR
k2 + Tr� [6]P � � 1�k �(k; j)�k=1::Nj=1::NTr� =Z 10 Z 10 "�rfr �@2
@r2 �2 + ��f�� @2
@(�2)2�2# drd�Tr� = 
> [�rZr + ��Z�] 
= 
>Z
with :Z � (zQQ1) Q=1::N
Q1=1::N
 Q � (p; q) Q1 � (p1; q1)zQQ1 = �r �Z 10 '00p '00p1 dr� �Z 10  q  q1 d��+�� �Z 10 'p 'p1 dr� �Z 10  00q  00q1 d��



86 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONThe estimation of the rotation rate at a point r0and �0 is derived from the vector solution 
 of theminimization of equation [6]:~
(r0; �0) = �>
 [7]� � (�Q)Q=1::N
r� �Q = 'p(Q)(r0)  q(Q)(�20)From the propagation of the errors we derive thestandard deviation on the rotation rate at that pointby the relation:�2(~
(r0; �0)) = �>B
 � [8]= N
XQ=1 N
XQ1=1 �Q (B
)QQ1 �Q1where the covariance matrix B
 on the solution 
 isgiven byB
 = (C)�1R>P 2R(C)�1 C = R>P 2R + ZMore details on the derivation of the equations canbe found in Ref. 4. The inversion depends on thenumbers N
r and N
� of the piecewise polynomials'(r) and  (�2), of the order of the spline functionsand of the distribution of the �tting points of thesepolynomials. In what follows, the distribution ofthese points along the radius has been chosen ac-cording to the density of the turning points of theconsidered p-modes set of data. The inversion de-pends also on the values and forms of the regular-izing term through the coe�cients �r, �� and thefunctions fr and f�.
Figure 1: Variation of the rotation rate 
 as a function ofthe radius at three latitudes: polar, mid and equatoriallatitudes. Dotted lines represent 
 � �.2. INVERSION OF BBSO DATA2.1 Results for the solar rotation rateWe have applied our code to derive the internal solarrotation rate from the 1986 Libbrecht data 1 (Ref. 1),1p-mode data acquired by Ken Libbrecht and MartinWoodard, Big Bear Solar Observatory, Caltech

hereafter referenced as BBSO, for modes l=5 to 60.We use the ai coe�cients and their errors to recon-struct the splittings and their errors according toequation [4] and [5]. The resulting solar rotationrate is shown in Figure 1 as a function of the ra-dius for three latitudes: 0, 45, 90 degree. It hasbeen obtained using N
r = 20 and N
� = 10 piece-wise polynomials projected on cubic splines basis andwith regularizing parameters: �r = 10�6 �� = 10�6fr = f� = 1Dotted curves represent the 1� errors on the solution(
� �). The solution is not valid for r > 0:85 dueto the lack of modes with degrees l > 60. It hasno signi�cance too for radius lower than 0.4. Ourresults are in agreement with previously publishedresults (Ref. 5,6,7,8). The rotation rate has a surfacelike latitudinal dependence in the whole convectionzone and depends only on the radius in the internalradiative zone with a rapid variation at the basis ofthe convection zone.
Figure 2: The contour plots of the averaging kernelsK(r0; �0; r; �) are given for three values of the lati-tude �0 = 0:01; 0:707; 0:99 and four values of the radiusr0 = 0:55;0:65; 0:75; 0:85: Dotted lines correspond to zerovalues contour plots and dashed lines to negative valuescontour plots.2.2 Averaging kernelsThe estimation of the rotation at a point r0, �0 givenby [7] can be expressed as a linear combination of thedata Wk = ��nlm:~
(r0; �0) = NXk=1 ck(r0; �0)Wk= Z 10 dr Z 1�1 d�K(r0; �0; r; �)
(r; �)with K(r0; �0; r; �) =PNk=1 ck(r0; �0) Kk(r; �).The estimated rotation rate at the point r0 and �0appears to be the average of the real rotation rateweighted by an averaging kernel K(r0; �0; r; �). The
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Figure 3: Two dimensional averaging kernel at mid-latitude for r0= 0.55. It is well peaked close to the loca-tion r0, �0 (�0 =0.707). We see some contribution fromthe solar surface due to the lack of modes of large degrees.solution will be well spatially resolved if the averag-ing kernels are close to a � distribution in radius and� around the target radius r0 and target �0.Contour plots of averaging kernels for di�erent tar-get radius r0 and �0 are given in Figure 2 and athree dimensional plot of an averaging kernel (r0 =0:55; �0 = 0:707) is shown in Figure 3. It is seen thatthe kernels are peaked around the target values butwith some contributions at the surface.The spatial resolution at a point (r0, �0) can be esti-mated from the characteristics of the averaging ker-nels. It depends principally on the set of modes weconsider and on the regularizing parameters whichare used to smooth the solution. It increases withlower regularizing term, at the expense of larger er-rors on the solution. Di�erent ways of estimating thespatial resolution can be used (Ref. 9).Here we characterize the averaging kernels by thecontour plot curve C corresponding to half of theheight of the maximum value (Fig. 4) and by di�er-ent quantities. � is the geometrical distance betweenposition (r; �) of the maximum value of the averagingkernel and the target point (r0; �0). The radial andlatitudinal half width of the curve C, �r and r��,are used to de�ne the spatial resolution of the inver-sion. These quantities are multiplied by the standarddeviation �(r0; �0) given by equation [8] which rep-resents the error on the rotation rate 
(r0; �0) givenby propagation of the errors. We thus take into ac-count the opposite variation of errors on the solutionand its spatial resolution in order to give an esti-mate the quality of the result of the inversion. Allthese quantities are given in Figure 4 for r = 0:55.It is seen that, as already discussed (see for exampleRef. 9), the quality of the inversion is much better
Figure 4: Contour plot curve C of the averaging kernelsfor the target radius r0=0.55 (indicated by a * point)and three latitudes (equator, mid-latitude and pole) cor-responding to half height of the maximum value.



88 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATIONfor equator and mid-latitude rotation rate than atthe pole.The variation of ��r and �r�� relatively to thenumber of piecewise polynomials is plotted in Fig-ure 5. The results show that these quantities do notvary very signi�cantly and that 20 piecewise polyno-mials are enough to describe the rotation rate. Wehave also found that these quantities are not muchsensitive to the order of the B-splines that we used.3. PRELIMINARY RESULTS ON INVERSIONSWITH LOI DATA.We have considered the LOI splittings given for thedegrees l = 2; 3; 4; 5 by Appourchaux et al. (Ref. 2)and added them to the BBSO data for 5 < l � 60.The inversion has been made for two values of theregularizing parameters �r = 10�5 �� = 5:10�5 (so-lution 1) and �r = 10�6 �� = 5:10�6 (solution 2)and with fr = 1 f� = r�4 (Ref. 9). The results aregiven for the three latitudes �0 = 0:01; 0:707; 0:99for the BBSO data only on the left and for theBBSO+LOI data on the right side in Figure 6. Wesee that in the two cases the modi�cation of the reg-ularizing constants induces a larger di�erence in thesolution behavior for radius smaller than 0.4, con-trarily to what happens for r > 0:4.The contour plots given in Figure 2 for the averagingkernels appear to be the same for the two sets of data.Adding the LOI data does not improve signi�cantlythe spatial resolution in our computations. The re-sults obtained with the two values of the regularizingparameters show as expected, that the spatial resolu-tion estimated by the quantities �r and r�� is betterfor lower values of �r and �� but the errors on thesolution (Fig. 6) are larger. The positions of themaximum of the averaging kernels are also closer tothe respective points r0; �0 in that case. However itappears that the product of the error � by the latitu-dinal and radial resolution ��r and �r�� are lowerfor the larger values of the regularizing constants.As an example, all these quantities are reported inTable I for a radius r0= 0.35 and for the three lati-tudes: equator (E), mid-latitude (M), pole (P). Fromthese results, we are lead to favour solution 1 (Fig.6 upper right panel) which gives an estimated solarrotation rate almost independent of the latitude forradius 0:2 < r < 0:6.4. CONCLUSIONWe have developed a 2D least square inversion codefor the solar rotation rate, using piecewise polyno-mials projected on B-spline functions and we havederived some quantities to test the quality of the so-lution. The study of the sensitivity of the results rel-atively to the inversion parameters gives an optimalnumber of piecewise polynomials to be considered

Figure 5: Sensitivity of the radial and latitudinal spa-tial resolution multiplied by the error on the solu-tion ��r and �r�� relatively to the number of piece-wise polynomials N
r . They are given for three valuesN
r = 10; 20; 30 at the same location (r0 = 0:55) and(�0 = 0:01; 0:707;0:99) than Figure 4 The position of themaximum value of the averaging kernel, characterized by�, is not modi�ed within the grid of r and � we use tocompute these kernels. Table 1:�r � �r r�� ��r �r��E 10�5 0.13 0.08 0.11 0.72 0.9710�6 0.10 0.076 0.10 1.07 1.4M 10�5 0.1 0.09 0.14 1.08 1.7310�6 0.06 0.08 0.13 1.62 2.41P 10�5 0.21 0.1 0.22 2. 4.410�6 0.15 0.09 0.17 3.3 5.8
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Figure 6: Comparison of the rotation rates obtained with BBSO data and BBSO+LOI data for two values of theregularizing constants �r and ��.and shows that the results are not much sensitive tothe order of the splines which are used.We have applied this code to BBSO and LOI data.Our preliminary computations show that the dataBBSO+LOI and their uncertainties do not stronglyconstrain the solution for r < 0:4. However, the testquantities of Table I show that the LOI observations,in agreement with Tomczyk et al (Ref. 10), seems toindicate that the rotation rate remains lower thanthe surface equatorial rate down to 0.3 R�.Acknowledgement. We thank Th. Appourchaux andTh. Toutain for communicating their data from LOIprior to publication. The numerical computationshave been performed on the Cray/YMP (IMT Mar-seille). We acknowledge �nancial support from theGDR 131 from CNRS.REFERENCES1. Libbrecht K.G., Woodard M.F., KaufmanJ.M. 1990, Frequencies of solar oscillations,Ap J Supp. 74, 11292. Appourchaux Th., Toutain Th., Jimenez A.,Rabello-Soares M.C., Andersen B., Jones A.R.1995, Results from the Luminosity OscillationsImager, these proceedings
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Abstract. Observations of surface oscillations of the Sun can

be analyzed to probe the solar interior. We use data obtained

by the LOWL instrument (LOWL is an abbreviation for low

degree with degree denoted by L) installed on Mauna Loa,

Hawaii, since 1994 to investigate solar internal rotation. A 2 Di-

mensional Regularized Least-Squares (2D RLS) inverse method

based on an expansion of the solution on B-splines of arbitrary

order is presented and applied to a 2 year dataset. This method

insures the regularity of the solution in the center and intro-

duces surface constraints. The choice of trade-off parameters in

the regularization term is discussed using an L-curves analysis

and we discuss the influence of the choice of the order of deriva-

tives in the regularization terms for the description of the deep

interior. We study the latitudinal resolution of the inversion of

a-coefficients compared to that of the inversion of individual

splittings built from these coefficients.

Compared to the previous inversion of the first three months

of LOWL data made by Tomczyk et al. (1995b), our solution

is extended up to the surface by adding high degree modes and

constraining the rotation to fit the spectrographic observations

(Snodgrass 1984). In the radiative zone we obtain more rigid

rotation and our solution is compatible with a rotation of the

solar core of the order or smaller than the surface rotation at

mid latitude.

Key words: Sun: interior – Sun: oscillations – Sun: rotation –

methods: numerical

1. Introduction

One of the main interests of helioseismology is the description

of the Sun’s internal rotation rate versus depth and latitude. Over

the past decade, increasingly accurate observational data have

Send offprint requests to: T. Corbard

become available from ground based observations (e.g. Chap-

lin et al. 1996; Harvey et al. 1996; Lazrek et al. 1996; Woodard

& Libbrecht 1993; Appourchaux et al. 1994; Tomczyk et al.

1995a). These and other datasets have allowed several teams

to infer the solar internal rotation profile using 1D (Duvall et

al. 1984), 1.5D (Christensen-Dalsgaard & Schou 1988; Dziem-

bowski et al. 1989) and 2D (Sekii 1990, Schou 1991) inversion

codes (see Schou et al. (1994) for a more complete list of his-

torical references). All these inversions tend to show a rotation

profile which is approximately constant on radii throughout the

convection zone, with a sharp transition to a latitudinal inde-

pendent rotation rate below the base of the convection zone.

One of the objectives of the Global Oscillations at Low Fre-

quency (GOLF, Gabriel et al. 1995), Michelson Doppler Imager

(MDI, Scherrer et al. 1995) and Variability of solar IRadiance

and Gravity Oscillations (VIRGO, Fröhlich et al. 1995) experi-

ments aboard the SOlar and Heliospheric Observatory (SOHO)

satellite is to obtain a more accurate set of measurements of

low- and high-degree acoustic modes in order to specify what

happens in the deep interior (r/R⊙ < 0.4), near the surface

(r/R⊙ > 0.85) and in the transition zone below the convection

zone. Nevertheless, ground-based experiments have been oper-

ating for many years and can provide spectra obtained over much

longer time periods than are currently available to the SOHO

experiments. In particular, in this paper we use data from the

LOWL experiment covering a two year period of observation

on which we apply a 2D RLS inversion code using an approxi-

mation of the rotation rate by piecewise polynomials projected

on a B-splines tensorial product.

We briefly present the well known forward problem in

Sect. 2 and discuss the relevant hypothesis and the boundary

conditions for the rotation rate. In Sect. 3 we recall basic prin-

ciples for the 2D RLS method. We present the LOWL data and

discuss the choice of inversion parameters for this particular

dataset in Sect. 4. The results of inverting the observed fre-

quency splittings are presented in Sect. 5, and our conclusions

are presented in Sect. 6. In addition, Appendices A and B give

some details about splines basis and the minimization process
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and Appendix C recalls the concept of averaging kernels for a
linear inversion.

2. Forward problem and hypothesis

2.1. Basic equations

The Sun is oscillating simultaneously in many thousands of
global acoustic modes. The observation of these modes at the
solar surface and the knowledge of their sub-surface properties
are the basis by which helioseismology can sound the interior
of the Sun.

Each mode can be described by three integers: the degreel,
the azimuthal orderm and the radial ordern. In a spherically
symmetric non-rotating star the eigenfrequencies of the modes
are independent ofm. The rotation of the Sun induces a pre-
ferred axis of symmetry and the frequency difference between
westward and eastward propagating waves on the solar surface
contains the signature of the global rotation of the Sun.

The rotation period for the Sun (about 1 month) is very long
compared to the periods of the observed p-modes (about 5 min-
utes), thus we can use a linear perturbation theory to predict
the effect of rotation on the p-modes. According to this the-
ory and under the assumption that the effect of the magnetic
field is negligible, the difference between the frequency�nlm
of a mode with azimuthal orderm and the frequency�nl that
this mode would have in a non-rotating (but otherwise iden-
tical) star is given in terms of the eigenfunctions of the non
rotating star (e.g. Hansen et al. 1977; Christensen-Dalsgaard &
Berthomieu 1991).

If we denote by�nl and�nl the radial and horizontal dis-
placement of the fluid from its equilibrium position, the dis-
placement� has the form:�(r; �; �; t) = ��nl(r)Y ml (�; �); �nl(r)@Y ml (�; �)@�; �nl(r)sin(�) @Y ml (�; �)@� �e2i��nlmt; (1)

where(r; �; �) are the spherical polar coordinates defined from
the solar rotation axis� = 0 andY ml (�; �)’s are spherical har-
monics. The so-called frequency splitting��nlm = �nlm��nl
can be written as a weighted average of the unknown rotation
rate
:��nlm = m Z R�0 Z 10 Knlm(r; �)
(r; �)drd� (2)

with � = cos(�) and where the full kernelsKnlm derived from
the first order perturbation theory are given by:Knlm(r; �) = (2Knl(r)Gml(�) + �nl(r)2Xml(�))�(r)r2Inl ;(3)

with:8>><>>:Knl(r) = �nl(r)2 + (L2 � 1)�nl(r)2 � 2�nl(r)�nl(r);Gml(�) = Pml (�)2;Xml(�) = (1� �2) d2d�2 (Gml) + 2Gml(�);Inl = R R�0 ��nl(r)2 + L2�nl(r)2� �(r)r2dr; (4)

wherePml (�) are normalized Legendre polynomials,�(r) is
the density andL2 = l(l + 1).

In first approximation, we can neglect terms with first and
second derivatives of the rotation rate (by partial integration
with respect to the colatitude of Eq.(2)) assuming that one has
smooth variation in latitude and the so-called rotational kernel
reduces to (Cuypers 1980):~Knlm(r; �) = 2Knl(r)Gml(�)�(r)r2Inl ; (5)

The radial partKnl(r) of the rotational kernel is the same
as in the 1D inversion problem where the rotation is supposed
to be latitudinal independent i.e.
(r; �) = 
(r) (e.g. Gough
1981). The kernel Eq. (3) is symmetric about the equator and
the factor of two is introduced by the assumption that the ro-
tation rate has a similar symmetry property i.e.
(r;��) =
(r; �). The functions�nl(r), �nl(r) are determined by solv-
ing the differential equations describing the motion of a self-
gravitating fluid body in a standard solar model (Unno et al.
1989).

We note that the approximation Eq. (5) of the rotational ker-
nel includes a term��nl(r)2 which does not appear in Sekii’s
approximation (Sekii 1993) and which becomes of significant
importance compared to thel(l + 1)�nl(r)2 term only for the
low l. For higher degree modes, this kernel reduces to Sekii’s
approximation and the terms of Eq. (3) that are neglected have
been shown by Pijpers and Thompson (1996) to be small com-
pared to~Knlm except near the inner turning point of the modes.
Therefore their contribution to the integral Eq. (2) is negligi-
ble for the observed modes. Nevertheless, while this approxi-
mation of the rotational kernel simplifies the problem and de-
creases the number of calculations, our work takes into account
the full kernel and this should have a significant effect espe-
cially if f- or even g-modes become available. We note how-
ever that, for the present data, using the full or the approximate
kernel leads to the same solution in the zones that are sounded
by the observed modes.

The object of all the 2D inversion codes is to infer the ro-
tation rate versus depth and latitude
(r; �) from the observed
splittings��nlm by inverting the integral relation Eq.(2).

2.2. Boundary conditions

2.2.1. At the surface

Some direct observations of the rotation at the solar surface
are available and one may want to force the inferred rotationto
match the observed surface rotation. The sidereal rotational fre-
quencies are obtained as a function of latitude at the solar sur-
face by different techniques such as the Doppler shift of photo-
spheric spectral lines or by tracking sunspots, small magnetic
features or supergranulation cells (see the review by Schr¨oter
(1985)). The values which are derived are within a few percent
but they lead to a different variation of the solar rotation as a
function of latitude during the solar cycle. These differences
could be explained by the different depths where indicatorsare
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anchored but a complete interpretation of these observations
is strongly related to a better theoretical understanding of the
interaction between rotation, convection and magnetic fields.

The rotation of surface layers has been determined spectro-
scopically from standard techniques used at Mount Wilson by
Snodgrass (1984). In this work we use the rotation results from
Doppler velocity measurements made at the Mount Wilson 150
foot tower telescope between 1967 and 1984 and related by
Snodgrass & Ulrich (1990). The sidereal plasma rotation rate
averaged over the entire period is given by:
p = Ap +Bp�2 +Cp�48<:Ap = 453:8� 1:0 nHzBp = �54:6� 0:8 nHzCp = �75:4� 1:1 nHz

(6)

All the magnetic tracers are believed to represent the rota-
tion of deeper layers. The observation of small magnetic fea-
tures leads to a rotation rate slower than the rotation rate of the
supergranular pattern but faster than the rotation rate of sunspot
groups or the plasma ( Komm & Howard 1993). Thus it gives
a mean value of the rotation rates estimated by the different
indicators and we also use these data to study the sensitivity
of the inversion to different surface constraints. The fit ofthe
main sidereal rotational rate of small magnetic features that we
use is given by Komm & Howard (1993) from the analysis of
magnetograms taken with the NSO Vacuum Telescope on Kitt
peak between 1975 and 1991:
m = Am + Bm�2 +Cm�48<:Am = 463:6� 0:7 nHzBm = �64:5� 4:3 nHzCm = �67:2� 4:8 nHz

(7)

The surface rates (Eqs. (6), (7)) are averaged over a long
period and are not contemporaneous with the LOWL observa-
tions. Moreover they describe the rotation of layers that are not
necessarily strictly the solar surface. This might introduce spu-
rious effects in the inversion results if these observations were
used as strong constraints. For this reason, we choose to take
into account these data in a more flexible way by introducing
a parameter�s as explained in Appendix B and discussed in
Sect. 4.2.3.

2.2.2. At the center

At the limit r = 0 the rotation rate
 has no latitudinal depen-
dence. Thus the functional space where we search the rotation
rate must generate only functions which are in agreement with
the physical condition:limr!0 @
(r; �)@� = 0: (8)

This condition insures the regularity of the solution at thecen-
ter and is easy to insert in the inversion process as discussed in
Appendix A.

3. The inversion method

The problem of inverting Eq. (2) is intrinsically an ill-
posed problem because of its global (or integral) nature (e.g.
Craig & Brown 1986). Furthermore this is strengthened in the
helioseismic case because of the lack of modes able to sound
the deepest and shallowest layers of the Sun: only a small per-
centage of the observed p-modes have their corresponding rota-
tional kernels Eq. (3) with significant amplitude below0:4R�
or with their lower turning point between0:95R� and the sur-
face (see Fig. 1). Then the solution is not well constrained at
these depths and the global nature of the problem implies that
this leads to difficulties in the whole domain and that there is
no unique solution for the problem.

In order to discretize Eq. (2), we project the unknown rota-
tion rate on a tensorial product of B-splines (see Appendix A):
(r; �) = nrXp=1 n�Xq=1 !pq'p(r) q(�): (9)

Then, we apply a regularized least-squares method on val-
ues of both observed splittings and observed surface rotation in
order to find the set of coefficients!pq . The aim of regulariza-
tion is to stabilize the inversion process by ruling out rapidly
oscillating solutions which are physically unacceptable.

In our inversion we adopt a Tikhonov regularization
method (Tikhonov & Arsenin 1977) by solving:min
 (J(
) + T (
)) ; (10)

whereJ(
) is the least-squares term (see Appendix B for de-
tails) andT (
) is of the form:T (
) = �rTr + ��T�; (11)

with:Tr = Z 10 Z R�0 fr(r; �)�@i
(r; �)@ri �2 drd�; (12)T� = Z 10 Z R�0 f�(r; �)�@j
(r; �)@�j �2 drd�: (13)

This can be regarded as a measure of smoothness of the ro-
tation 
(r; �). The functionsfr and f� are used to assign
different weights to the smoothing terms for different posi-
tions r and �. It should be noticed, however, that well cho-
sen functions together with first derivatives (i = j = 1)
can lead to the definition of flatness given by Sekii (1991):T (
) = ZZ kr
k2rdrd�. The choice of the so-called trade-

off parameters�r and�� depends on the data from which we
perform the inversion and is discussed in the next section.

Finally, let us define the�2 which characterizes how the
observed splittings are approached by the solution�
(r; �):�2 =Xnlm���nlm � RR Knlm(r; �)�
(r; �)drd��nlm �2 : (14)

This value corresponds to the first term in the sum that definesJ(
) Eq. (B2).
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4. Data and inversion parameters used

4.1. The data : LOWL observations

The LOWL instrument is a Doppler imager based on a Potas-
sium Magneto-Optical Filter that has been operating on Mauna
Loa, Hawaii since 1994 (see Tomczyk et al. (1995a) for a de-
tailed description). Both low- and intermediate-degree p-modes
can be observed with this instrument.

Fig. 1. l � � diagram showing the modes included in the LOWL 2
year dataset. Solid lines indicate the values of�=L that correspond to
modes with turning pointsrt=0.4, 0.85, 0.95R� from the left to the
right.

The modes used in this paper are shown in Fig. 1. The es-
timations of frequency splittings result from a two year period
of observation ( 2/26/94 - 2/25/96 ). The first year of observa-
tion has been analyzed and inverted by Tomczyk et al. (1996)
and is referred as the one year dataset in the following. The
second year of observations has been analyzed separately and
an unweighted average of the two resulting datasets has been
performed to produce the data that we use in this work. These
data contain1102 modes(n; l) with degrees up tol = 99 and
frequencies lower than� = 3500 �Hz. For each mode, indi-
vidual splittings are given by, at best, five a-coefficients of their
expansion on orthogonal polynomialsQlj(m) defined by Schou
et al. (1994):��nlm = NljXj=1 anlj Qlj(m) �N lj = 2l l = 1; 2N lj = 5 l � 3 (15)

Estimations of standard deviations are given for each of these
a-coefficients. To first order, the solar rotation contributes only
odd j a-coefficients to the expansion Eq. (15). Even indexed
a-coefficients arise from aspherical perturbations, centrifugal
distortion and magnetic fields.

We have inverted both odd indexed a-coefficients and the
set of splittings reconstructed from these coefficients. The er-
rors assigned to these splittings are discussed in AppendixB.
A �2 value can be calculated from the inversion of the a-
coefficients by the first term in the sum Eq. (B7).

4.2. The choice of inversion parameters

4.2.1. Splines basis

In all inversions shown in this paper the set of all B-splines q(�) with 1 � q � n� = 10, forms a basis for the linear
space of the set of the piecewise polynomials of order3 having
their first derivatives continuous in]0; 1[ and with a distribution
of break points, i.e. a partition� of [0; 1] (see Appendix A),
equidistant in� = cos(�). Doing this we obtain a finer dis-
cretization near the equator than near the pole, in agreement
with the fact that among all of the observed modes only a few
of them have significant amplitude near the pole. The choice of
only a few basis functions (n� = 10) to describe the latitudi-
nal dependence of the rotation rate is related to the low number
of odd indexed a-coefficients (3 maximum) given by observers
to describe the azimuthal- orm-dependence of each splitting
through Eq. (15).

Fig. 2. Basis ofnr = 21 B-splines functions of order 3 with a dis-
tribution of break points calculated from the density of turning points
relative to the set of modes plotted in Fig. 1

B-splines in radius'p(r) with 1 � p � nr = 21 will
also be piecewise polynomials of order3 with their first deriva-
tives continuous at each break point, but the partition of[0; R�]
is chosen such that the number of basis functions used to de-
scribe an interval in radius is proportional to the number of
modes having their turning points located in this interval (Fig.
2). Compared with an equally spaced partition with the same
number of points, this distribution allows a better resolution in
the layers which are well described by the data and acts as a
regularization term in less well constrained zones.

4.2.2. The trade-off parameters�r and��
Currently, most inverters who use this kind of regularization in
helioseismic inversions takei = j = 2 in the regularization
terms Eqs. (12) and (13) (Schou et al. 1994). Here the code al-
lows constraining with the first derivative of the rotation in lat-
itude (i.e.j = 1). Using a high weight in the core (with a func-
tion f�(r; �) / 1=r2 for example), this constraint is in better
agreement with the regularity condition at the center givenby
Eq. (8). Both cases (j = 1; 2) have been performed and are dis-
cussed in the following withfr = r=R2� andf� = R2j�1� r�2j.
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Fig. 3a and b.L-curves obtained by inverting the a-coefficients from
the dataset shown in Fig. 1.a Regularization term in radius (Tr ) (with
second derivative (i = 2)) andb regularization term in latitude (T�)
(with first derivative (j = 1)) against the�2� value. Each graph marker
corresponds to one value of�r . Full curves join points with the same
ratio� = �r�� (� = 104; 102; 1; 10�2; 10�4 from the top to the bot-
tom) and dotted curves have the same�r .

A generalization of the so-called L-curves currently used
in one dimensional problems (Hansen 1992a, b) can be a guide
for the choice of the trade-off parameters�r and��. The aim
is to find parameters that minimize both the�2 value obtained
for the fit of data and the two regularization termsTr andT�. In
the limit of strong regularization (large�r and��) which aims
to minimizeTr andT� , a small decrease inTr andT� can be
obtained only at the expense of a rapidly increasing�2� value
and the solution does not give a good fit of the data anymore.
On the other hand, in the limit of low regularization which aims
to minimize the�2� value, a little better fit of the data can be
obtained only at the expanse of a strong increase of the termsTr
andT� and the solution presents important oscillations. A good
choice of trade-off parameters should be near the intersection
of these two limit regimes.

Figure 3 is a plot of the value of each regularization term
against the�2� = �2=� value for different choices of�r and��
(� being the number of degrees of freedom of the system i.e.
the difference between the total number of a-coefficientsNa

and the numbern�(nr � 1) + 1 (see Appendix A) of searched
coefficientswpq).

An interesting result is that, on Fig. 3a, all the points which
are labeled by the same�r but different�� have nearly the
same location except for values of� = �r�� � 10�4 and�r �10�4. We define the corner of a curve that joins points with the
same ratio� (full curves on Fig. 3) as the nearest point of the
curve to the intersection of the two limit regimes asymptotes.
For � = 10�4 the�2� value begins to increase rapidly for the
largest values of�r (the star graph marker goes on the right).
For� < 10�4 (not shown on the figure) the corners of the L-
curves give larger values ofTr and the corresponding values of
parameters must be disregarded because they do not lead to the
best compromise between the regularization and the fit of the
data. Thus it appears that, near the corners of the L-curve, the�2� andTr values do not depend on the value of�� for a large
domain of variation of the parameter� (10�4 � � � 104):
they depend only on�r. Consequently we minimize both theTr and�2� values by choosing�r at the corner of the L-curve
i.e.�r = 10�6

The choice of�� is then given by the analysis of Fig. 3b.
On this figure, as� decreases the position of the L-curve be-
comes lower showing that for a given value of�r , the�� value
must be as large as possible (keeping in the previous interval
for �) if one wants to reduce the value of the regularization
term in latitude.

According to these two figures, a choice near�r =10�6; �� = 10�2 tends to minimize both the�2� value and
the two regularization terms. When the regularization termin
latitudeT� is chosen with second derivative (j = 2), the corre-
sponding plots have similar behaviors but the domain of vari-
ation of�, for which�2 andTr depend only on�r, is smaller
(10�3 � � � 104). In this case the optimal choice for trade-off
parameters becomes�r = 10�6; �� = 10�3. The inversion of
individual splittings, instead of a-coefficients, leads tothe same
results for the choice of trade-off parameters and the L-curves
analysis is not sensitive to the surface constraints parameter�s.

L-curves are a useful tool to study variations and mutual
dependencies of each term in Eq. (10) for different choices
of trade-off parameters and functionsfr andf�. Nevertheless
other criteria for the optimal choice of trade-off parameters are
possible (Craig & Brown 1986; Thompson & Craig 1992). In
particular, for the solar rotation problem, the method of gen-
eralized cross validation (GCV) (Golub & Van Loan 1989) has
been applied to the 1D RLS inversion method by Thompson
(1992) and Barrett (1993). For a local estimation of the quality
of the solution, we must look at the balance between the effect
of propagating input errors and the resolution (as defined in
Appendix C) reached at a target location(r0; �0). Thus a local
optimal choice of trade-off parameters could be based on plots
showing resolution against the error on the inferred rotation
rate for different choices of trade-off parameters. Such curves
have been plotted by Christensen-Dalsgaard et al. (1990) for
different 1D inversion techniques and by Schou et al. (1994)
for a 2D inversion.
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4.2.3. Surface constraints and the�s parameter

Different surface constraints can be used and introduced inEq.
(B2) with the parameter�s which defines the weight assigned
to the fit of surface observations. The choice of surface con-
straints is suggested by the behavior of
(R�; �) obtained if
we do not impose any surface constraint (�s = 0) and with the
previous choice of trade-off parameters (Fig. 4a).

Fig. 4a and b.Inferred surface rotation rates against latitude from in-
verting a-coefficients. The solid curves show the observations of the
plasma surface rotation Eq. (6). The dot-dashed curve showsthe ob-
servations of the small magnetic feature surface rotation Eq. (7). The
dashed curves show the inferred rotation rates:a inversion without
surface constraint,b inversion with plasma surface constraints and�s = 1 (This solution is the same as the one shown in Fig. 7).

This figure clearly points out that the surface rotation esti-
mated from the helioseismic data alone is closer to the plasma
observations than to the small magnetic feature observations.
However, the estimated surface rotation has no latitudinalde-
pendence in the region covering30� around the equator which
is in evident contradiction with all surface observations and can
be a consequence of the lack of high degree modes in the data.
Thus we have to fix the value of�s in such a way that the rota-
tion rate obtained at the surface becomes close to the imposed
surface values
s(i) at then� = 10 points.

Let us define the�2surface value by:�2surface = 1n� n�Xi=1 �
s(i) � 
(R�; �i)�i �2 ; (16)

and the relative contributionp(�s; r0; �0) of the surface term
to the estimated rotation rate at(r0; �0) by (according to Eq.
(C1)):p(�s; r0; �0) = 100�
(r0; �0) n�Xi=1 ~Ci(r0; �0)
mp (�i); (17)

where ~Ci(r0; �0) is a function of�s.

Fig. 5a-c.Variation of,a the relative contribution of the surface term
in the estimation of the rotation rate at the surface and the equator
(i.e.p(�s;R�; 0:) Eq. (17)),b the�2surface value andc the�2� value,
against�s and by inverting a-coefficients. Dot-dashed curves are for
the small magnetic feature observations and full curves forthe plasma
observations used as surface constraints.

The Fig. 5a shows the variations against�s of the relative
contribution of the surface term to the estimated rotation rate at
the solar surface (r0 = R�) and at the equator (�0 = 0).

The Fig. 5b and c show the variations of�2surface and�2�
against�s for the two kinds of observations Eq. (6) and Eq. (7)
used as surface constraints. With the use of plasma rotationob-
servations, we can obtain a small�2surface value for�s = 1 and
the helioseismic data still contributes more than 30 percent in
the computation of the surface rotation rate. If we want to ob-
tain roughly the same value of the�2surface with the use of the
small magnetic feature observations, we have to set�s = 10
and then the helioseismic data contributes less than 10 percent
in the computation of the surface rotation rate.

Furthermore, as�2surface decreases, the�2� value increases
greatly for the small magnetic feature constraint (from 2.0for�s = 0 up to 2.5 for�s = 10) but not so much for the plasma
constraints (Fig. 5b, 5c ). This behavior and the very large value
of �2surface in Fig. 5b for small magnetic feature clearly indi-
cates that the use of these observations for surface constraints is
not compatible with helioseismic data, probably because these
observations correspond to the rotation not of the solar surface
but of deeper layers.

The Fig. 6 shows the variation of the surface contribution
with depth (at fixed�s = 1: and at the equator), showing that
the major contribution of the surface constraints occurs above0:98R�. Nevertheless some residual (negative) contributions
exist below this depth and are more important for the small
magnetic feature observations than for the plasma observations.

For these reasons we choose in the following to use plasma
observations as surface constraints with�s = 1. With this
choice, the inferred rotation rate, shown in Fig. 4b as a func-
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Fig. 6. Variation with depth of the relative contribution of the sur-
face term in the estimation of the rotation rate at the equator and for�s = 1. The line styles are the same as in Fig. 5a-c.

tion of latitude at the surface, is close to the observed one and
remains compatible with LOWL data (Fig. 5c).

5. Results and discussions

The 2D solar rotation rate obtained by inverting the a-
coefficients of LOWL data and the corresponding averaging
kernels are given respectively in Figs. 7 and 9. In order to see
what could hypothetically be achieved with individual split-
tings, we made the ( unjustified ) assumption that the higher a-
coefficients are all identically zero and built the corresponding
individual splittings. The inversion of these splittings and the
corresponding averaging kernels are given respectively inFigs.
8 and 10. The averaging kernels are presented in Appendix C
and can be used to assess the quality of the solution and the
resolution that we can obtain at different target locations.

5.1. About the�2 value

Let us discuss first, the�2� values obtained at the corner of L-
curves. This value is not enough to quantify the quality of the
solution but can reveal some problems in the analysis or in the
data themselves. The inversion of a-coefficients with�s = 0:
leads to a value around�2� = 2:0. The value of2:0 for this pa-
rameter is highly improbable for a system with many degrees of
freedom and reveals that we can not produce a rotation profile
by our RLS inversion that agrees strictly with the LOWL data.
We note however that this value was higher (around 2.5 at the
corner of the L-curves) with a data set covering only the first
year of observations. With the two years dataset, the inversion
of only the modes for which�=L > 40 �Hz leads to the same
value of�2� = 2:0, so that the more superficial p-modes do
not appear to be particularly subject to systematic errors which
was a concern in an analysis of the first 3 months of LOWL
data (Tomczyk et al. 1995b).

We remark that the�2=N value obtained by inverting indi-
vidual splittings with weights (or errors) specified as explained
in Appendix B (whereN is the difference between the num-
ber of splittings and the number of searched coefficients), is
around�2=N = 0:13. Nevertheless, this value is not signif-
icant because although the hypothesis of independence of in-

dividual splittings is useful to compute their weights in the
minimization process (see Appendix B), Eq. (15) implies that
individual splittings are dependent, so that the real number
of degrees of freedom is still given from the number of a-
coefficients (assumed to be independent) even when individ-
ual splittings are inverted. Since, the total number of splittings
is on average about 15 times higher than the number of odd
indexed a-coefficients, the resulting�2� value is still around0:13� 15:' 2:0. We note however that this discussion is valid
only on average because the actual ratio between the number of
individual splittingsand a-coefficients is obviouslyl-dependent
leading to a radial gradient in the apparent improvement on the
errors.

The input errors of the a-coefficients are derived from the
formal errors when fitting the power spectra and are known to
underestimate the true errors. This is the most likely causefor
the large values of the�2�. Additionally, systematic errors in the
data could contribute to the value of the�2�. Also, our results
are obtained under the assumption that the hypothesis made in
Sect. 2, and the integral expression Eq. (2) for the splittings,are
valid for all observed modes. Overly constraining the hypoth-
esis in the forward analysis, as well as some unknown bugs in
the inversion process, may also increase the value of�2� .

5.2. Inversion of a-coefficients

Fig. 7. Inferred rotation rate obtained by inverting a-coefficients, plot-
ted against the solar radius for ten latitudes from the equator up to the
pole. Bold curves correspond to colatitudes� = 90; 60; 30; 0� from
the top to the bottom. Dotted curves are the corresponding 1� errors.

Figure 7 shows the variations of the inferred rotation rates
against the solar radius from the inversion of a-coefficients. The
different inversion parameters have been chosen as discussed in
the previous sections with, in particular,�s = 1 for the plasma
surface constraints. The solution shown in this figure is in good
agreement with the result obtained at� = 30; 60; 90� between
0.2 and 0.85 solar radius by Tomczyk et al. (1995b) who have
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Fig. 9. Averaging kernels corresponding to the inversion of a-coefficients (Fig. 7). For each panel, the contour spacing is defined by the value
of the averaging kernel at(r; �) divided by eight. Positive contours are shown solid, and negative contours dotted. For clarity the zero contour
have been omitted.� is the geometrical distance between the position(r; �) of the maximum value of the peak and the point(r0; �0) shown
by a star.�r and�� denote the radial and latitudinal resolution as defined in Appendix C.� is the 1� error (in nHz) calculated at(r0; �0) and
shown by dotted lines on Fig. 7.

Fig. 10.Averaging kernels corresponding to the inversion of individual splittings (Fig. 8) (See caption Fig. 9).
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Fig. 8.The same as Fig. 7 but using individual splittings

inverted a-coefficients from the first three months of LOWL
data. The rotation rate presents no variation with latitudeat
0.2R� with a value around 410 nHz and a transition, between
0.65 and 0.75R�, to a latitudinal dependent rotation that leads
to rotation rates around 370 nHz at30� of colatitude, 410 nHz
at mid-latitude and 460 nHz at the equator for depths between
0.75 and 0.85R�. By inverting the a-coefficients, the inferred
rotation has no significant latitudinal variation between 0.75
and 0.95R� in zones covering20� around the pole and20�
around the equator.

In the radiative interior, between 0.45 and 0.65R� we find
no significant variation of the rotation rate with radius andlati-
tude. Tomczyk et al. (1995b) found a local maximum at 0.4R�
occurring for all latitudes. This latitudinal independence was
due to the fact that at these radii the kernels for all latitudes
were all centered at the equator and very similar. In our results
with two years of data, the rotation rate for colatitudes from
the equator to 60� is found constant for radii between 0.3 to
0.7 R� at a value of 430 nHz. Aroundr = 0:4 R� we find a
small latitudinal dependence with a maximum at the pole. This
difference with previous work may be due to a better latitudinal
localization of the averaging kernels obtained at this depth with
the two year dataset (kernels atr0 = 0:4R�, �0 = 90� andr0 = 0:4R�, �0 = 45� are clearly distinguishable (Fig. 9)).
However, this small latitudinal dependence remains marginally
significant if we take into account the errors found on the solu-
tion at this depth (� over 5 nHz at the equator and at the pole).

5.3. Inversion of individual splittings

Fig. 8 shows the inferred rotation rate deduced from the inver-
sion of individualsplittings. Doing so is equivalent to assuming
that the higher (unmeasured) a-coefficients are zero. The rota-
tion rate is very close to that of Fig. 7 except in the convection
zone near the equator and the pole. These differences may be
analyzed by looking at the averaging kernels.

The kernels obtained by inverting individual splittings
(Fig. 10) indicate that we can obtain a better latitudinal resolu-
tion than by inverting a-coefficients (Fig. 9) for targets located
at radii larger than0:5R�. In fact, by using a-coefficients di-
rectly, the number of these coefficients (i.e. 3) seems to seta
limit to the latitudinal resolution around�� = 90�=3 = 30�
(�� ' 29� is the best latitudinal resolution reached in Fig. 9).
This result is not surprising since, in a first approximation, thea1 coefficients correspond to rotation constant on spheres and
higher order coefficients specify the deviation from this solid
rotation, then their number is strongly related to the latitudi-
nal resolution that we can expect. Obviously, the better latitu-
dinal resolution reached in individual splittings inversion in-
duces higher 1� errors on the solutions (e.g.� = 2:98 nHz atr0 = 0:9R� at the equator in Fig. 10 against� = 0:72 nHz for
the same location in Fig. 9) so that the rotation obtained near
the equator remains compatible, at the 1� level, with that given
by the inversion of a-coefficients. Nevertheless, this is not the
case near the pole where the difference in the rotation ratesis
over 3�. In this zone we must look not only at the resolution
but also at the localization of averaging kernels. By inverting
a-coefficients, averaging kernels calculated at the pole remain
localized at best at30� of colatitude for all depths (see� for the
four lower panels in Fig. 9) although, by inverting individual
splittings, we can obtain a peak with a maximum value sepa-
rated only by15� from the pole at0:9R�. These remarks could
be enough to explain the differences in rotation rates obtained
near the pole in the convection zone and seems to argue in fa-
vor of the use of the inversion of individual splittings to probe
these zones since the inversion of a-coefficients does not allow
us to constrain latitudes higher than60�. Nevertheless, we must
keep in mind that the rotation obtained near the pole is related
to the real rotation rate only under the assumption that theaj
coefficients are null forj > 3. These coefficients are certainly
small but not null, therefore this result will change when more
accurate data will become available.

Thus, when using a-coefficients inversion, the regulariza-
tion forces flatness in latitude when there are no data and the
resolution is poor. On the other hand, when using individual
splittings, we are forcing the behavior of the rotation nearthe
pole leading to an apparent, but not real, increase in the resolu-
tion. This result is however interesting from the point of view
of exploring what one might get in terms of averaging kernel
and latitudinal resolution if one had more a-coefficients oreven
individual splittings.

5.4. The rotation of surface layers

The rotation of layers just beneath the solar surface, and inthe
convection zone is of great importance for our understanding
of the solar dynamo and its observed consequences. Some ra-
dial gradient of the solar rotation has been suspected in order
to explain the different rotation rates, deduced from the obser-
vations of various surface indicators, as a consequence of the
different depths where these tracers are anchored (e.g. Snod-
grass & Ulrich 1990). Therefore it is of interest to look at the
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rotation rate calculated in this zone by inverting helioseismic
data. In the two year dataset, modes with�=L < 40 �Hz are
no longer thought to be subject to systematic errors and accord-
ing to Figs. 1 and 2 we believe that the number of superficial
p-modes are now enough to try to describe the rotation between
0.85 and 0.95 solar radii.

The introduction of the surface constraints does not modify
the solution below0:95R�. Above this depth, the contribution
of surface constraints increases and represents more than70
percent in the calculation of the inferred rotation rate at the
surface (Fig. 6).

In Figs. 7 and 8 the solution reaches a maximum at0:9R�
between the pole and30� of latitude. The radial and latitudi-
nal resolution obtained at0:9R� (�r ' 0:06R�, �� ' 13�
at �0 = 45� in Fig. 10) indicates that the positive gradient be-
tween0:85 and0:90R� may be real in zones between30� and60� of latitudes.

The discussion in Sect. 4.2.3 has shown that the LOWL data
are more compatible with the plasma observations than with the
small magnetic feature observations. Figure 7 shows that the
inferred rotation rate at0:95R� is close to the small magnetic
features rate
m (
 ' 464 nHz at the equator). Therefore our
inversion should argue in favor of this depth for the location
where small magnetic features are anchored. Nevertheless,this
result is different from the one obtained by Thompson et al.
(1996) with Global Oscillation Network Group (GONG) data
in which the inferred rotation rate at the surface (without setting
surface constraints) is close to the rate deduced from the obser-
vation of small magnetic features and reaches a maximum near0:95R� with a value
 ' 470 nHz at the equator which can
correspond to the value observed by Snodgrass & Ulrich (1990)
for the rotation of supergranular network. From the inversion of
LOWL data, this value is never reached but the observation of
modes with higher degrees is certainly necessary for makinga
more reliable inference about the rotation of these layers.

Finally, we note that Antia et al. (1996), who have investi-
gated the Sun’s rotation rate in the equatorial plane by inverting
BBSO datasets for the years 1986, 1988, 1989 and 1990, have
found a locally enhanced rotation rate near0:9R�. They have
pointed out that this behavior shows variation with time. Our
solution covering years 1994 to 1996 does not show a bump
with significant amplitude near0:9R� in the equatorial plane.

5.5. The solar tachocline

At the base of the convection zone, from0:75 down to0:65
solar radii, the rotation rate makes a transition to a latitudi-
nally independent behavior which persists in the whole radia-
tive interior. This transition layer is sometimes called the solar
tachocline and the evaluation of its thickness which can be re-
lated to the horizontal behavior of the turbulent viscosityis of
primary importance for our understanding of the eddy diffusiv-
ity (Spiegel & Zahn 1992). If we assume that this transition oc-
curs at all latitudes with roughly the same thickness, we canuse
in this zone the results obtained by inverting a-coefficients that
provide worse latitudinal resolution but better radial resolution

than the inversion of individual splittings. Unfortunately, the
radial resolution reached in the transition zone (�r ' 0:08R�
at the equator down to�r ' 0:14R� at the pole in Fig. 9)
does not allow us to specify how sharp this transition is. It is not
more than 0.1 solar radius but it could be less. Thus in our anal-
ysis, the solar tachocline remains unresolved, even with a two
year dataset. The radial resolution reached at0:7R� with the
one year dataset was slightly poorer (namely�r ' 0:083R�
compared to�r ' 0:076R� at the equator). This small in-
crease in the radial resolution could be due to the lower errors
of the 2 year dataset but we think that we are approaching the
fundamental limit of resolution at least at the base of the con-
vection zone with this modeset. Further improvement will be
very difficult and we may need to resort to non-linear inversion
methods. For this work, continuing the ground-based observa-
tions in addition to the space missions would be very important
if the width and position of the solar tachocline does not vary
too much during the solar cycle.

5.6. The rotation of the core

Below 0:4R� our solution is compatible with a core that ro-
tates slower than the radiative interior and gives
0 = 260�80
nHz for the value in the center. As already discussed in Tom-
czyk et al. (1996), this low value of
0 is partly due to the
low frequency splittings measured for the modesl = 1 and
that we use in our inversion. Nevertheless, at these depths the
averaging kernels are large, not well localized and consistof
several peaks, so that the result and the corresponding errors
are difficult to interpret. In particular, the latitudinal indepen-
dence found at these depths results from the choicej = 1 in
the regularization termT� Eq. (13).

Fig. 11. Inferred rotation rate obtained by inverting individual split-
tings with j = 2 in the regularization termT� Eq. (13),�r = 10�6,�� = 10�3.

Figure 11 shows an instructive example of a solution ob-
tained by settingj = 2 and taking the trade-off parameters
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given by the corner of the L-curves that correspond to this
choice (see Sect. 4.2.2). Above0:4R� the solution is roughly
identical to the solution of Fig. 8. The fact that we insure the
regularity of the solution at the center avoids finding several
values atr = 0 and gives in that case
0 = 330 � 80 nHz,
but the solution shows a significant latitudinal variation below0:4R� contrary to the case withj = 1. Therefore the latitudi-
nal dependence is very sensitive to the order of the derivative
used in the regularization term and reveals that a reliable de-
scription of the latitudinal dependence in this region requires
data with lower errors for the low-degree p-modes. Thus we
think that the choicej = 1 in our code provides an initial way
to sound the very deep interior from such global inversions,
without searching for a description of a latitudinal dependence
in the core that requires very low errors in the data.

6. Conclusion

A two dimensional regularized least-squares inversion code
with expansion of the solution in B-splines has been presented.
It includes a condition that insures the regularity of the solu-
tion at the center and provides the possibility of adding surface
constraints on the rotation rate.

We have inverted the two year LOWL rotational splitting
dataset to derive the rotation rate of the solar interior matched
to the observed plasma surface rotation rate. Both the inversion
of the three a-coefficients and of the individuals splittings re-
constructed from these a-coefficients have been performed.The
comparison of the results gives an estimation of the improve-
ment of the latitudinal resolution which could be obtained by
the knowledge of the individual splittings.

Between 0.4 and0:85R�, our results are in good agree-
ment with the previous work of Tomczyk et al. (1995b) who
have used the first three month dataset. The small maximum
at 0:4R� obtained previously is however smoothed for polar
latitudes and disappears for equatorial rotation.

The 2 year dataset allows a description of the internal rota-
tion rate with depth and latitude from0:4 up to0:95 solar radii
with increasing radial resolution. At the base of the convection
zone, the width of the transition zone is found to be smaller
than0:1 solar radii, in agreement with Thompson et al. (1996).
We have shown that the LOWL data are compatible with the
surface rotation estimated by plasma observations and confirm
an increase of the rotation below the surface up to values mea-
sured by magnetic feature observations for equatorial latitudes.

Our solution is compatible with a solar core that rotates
slower than the radiative interior. However, improved observa-
tions are needed to sound the region below0:4R� more accu-
rately and with latitudinal resolution. In addition to the ground
based networks, the instruments aboard the SOHO satellite will
hopefully provide these observations in the near future andadd
the possibilityof detecting low frequency p-modes as well as g-
modes which have their maximum amplitude in the solar core.
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Appendix A: the space of solutions

In this work, we search the rotation rate as a piecewise polyno-
mial of arbitrary order in two dimensions. Let us define more
precisely what piecewise polynomials are: a piecewise poly-
nomial P(q) of orderm on a given partition� of [q1; qn]� � [q1 < q2 < ::: < qn�1 < qn] is defined as a function
which coincides, on each sub-interval[qi; qi+1] 1 � i < nwith
a polynomial of degreem�1. We can define at each break point
the kind of connection which is required between the right and
the left pieces of polynomials. Formally, the rules of connec-
tion can differ from one break point to the next: at some of
them,P(qi) can be discontinuous, at some others the left and
right pieces can be tied to fulfilling the continuity of theirfirst
derivatives or only ofP(qi), ...etc.

It can be shown that a basis of such a space of piece-
wise polynomials can be obtained from B-splines in 1 dimen-
sion and a tensorial product of B-splines in two dimensions
(Schumaker 1981). B-splines basis are a local basis. Moreover,
at a givenq (q 2 [q1; qn]), onlym B-splines of orderm are not
identically zero and their sum is equal to 1. These properties
have two principal useful consequences in our case. First they
are easy to compute and the evaluation of the rotation at a given
target location needs only a few calculations. Second, theyal-
low us to easily study the boundary conditions in the core and
at the solar surface.

Using 'p(0) = �p;1 and'p(R�) = �p;nr we obtain re-
spectively at the surface and the center:
(R�; �) = n�Xq=1 !nrq q(�); (A1)limr!0 @
(r; �)@� = 0, !1q = 
0 = 
(0; �) 8q 8�: (A2)

From Eq. (A1), the knowledge of the surface rotation atn�
different and well chosen latitudes allows us to fix in theorythen� coefficients!nrq, (q = 1::n�) which form a vector named
2 in the following. Nevertheless, the observations of the sur-
face motions Eq. (6) are given with some error bars. More-
over, the depth which defines the solar surface depends on the
choice of indicator and may differ from the surface of the solar
model which gives the upper boundary for the p-modes. Con-
sequently, we prefer to include these observations in the mini-
mization procedure rather than to calculate directly the vector
2 only from data concerning the motion of the surface.

The relation Eq. (A2) allows us to search less coefficients
to describe the core than for the rest of the solar interior. This
is reasonable because of the lack of observed modes able to
describe this zone even if we invert data including both low and
intermediate degrees. This introduces a scalar value
0 which
is the value of the rotation at the center of the Sun and that
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is used only to describe the rotation rate in depth where the
first B-spline'1(r) is not identically zero i.e. in most practical
cases under0:2 solar radii (see Sect. 4.1, Fig. 2)

The relation Eq. (9) becomes:
(r; �) = 
0'1(r) + 'nr(r) n�Xq=1 !nrq q(�)+ nr�1Xp=2 n�Xq=1 !pq'p(r) q(�): (A3)

Appendix B: the functionsJ(
)
We apply a least-squares method on values of both observed
splittings and observed surface rotation. More precisely,we
search the vector
 = 26664
1� � �
2� � �
0 37775where :

(
1 � (!pq) p=2::nr�1q=1::n�
2 � (!nrq)q=1::n� (B1)

by minimizing the quantity:J (w)(
)= kP (w)(W �R
)k2+�s kPs(
s�L
2)k2;(B2)

where :

– P (w), Ps are the diagonal matrix of the inverse of errors
given on splittings and surface rotation values. These errors
are therefore used as weights in the whole minimization
procedure.

– W is the vector of observed splittings��nlm,
– R is a matrix computed by the discretization of Eq. (2) us-

ing Eq. (A3) and Gaussian integrations.
– 
s is the vector of the values of the surface rotation
s �(
(R�; �i))i=1::n� according to Eq. (6),
– L is a matrix defined by:L � (Liq) i=1::n�q=1::n� Liq =  q(�i)

according to Eq. (A1)and
– �s is a parameter used to define the weight assigned to the

fit of surface observations. If~
(�s) is the solution of the
problem:min
 J (w)(
); (B3)

and~
 the solution of the equality constrained least-squares
problem:minL
2=
s kP (w)(W �R
)k2; (B4)

then lim�s!1 ~
(�s) = ~
 (Golub & Van Loan 1989). There-

fore a high value of the parameter�s tends to give a good fit
of these observations but one can take small values or even�s = 0 if the observed p-modes are thought to be adequate
to describe the surface rotation.

Unfortunately, up to now most of the observers do not give in-
dividual splittings��nlm but rather few coefficients (typically

N lj = 5 or 9) of their expansion on chosen polynomialsQlj(m)
(Eq. (15)). This latter equation can be rewritten in matrix form:W = QA; (B5)

by building the vectorA of odd indexed a-coefficients for all
modes(n; l) and the appropriate rectangular matrixQ of poly-
nomialsQi(m)(i = 1; 3; 5). Therefore, there are two ways for
performing the inversion: we can build all individual splittings
from Eq. (B5) and minimizeJ (w)(
); or we can express a-
coefficients as a linear combination of individual splittings:A = QyW ; (B6)

whereQy is the pseudo-inverse ofQ (assuming that this one
exists for the chosen polynomials), and minimize:J (a)(
)=kP (a)(A�R(a)
)k2+�s kPs(
s�L
2)k2;(B7)

where: R(a) = QyR: (B8)

In this case we can use directly the quoted errors on the a-
coefficients (matrixP (a)).

When we invert splittings, we must take care of weights
that we assign to individual splittings through matrixP (w):
Eq. (15) implies that individual splittings calculated from a-
coefficients are correlated and thus there is no evident diagonal
matrixP (w). One possibility is to calculate the true covariance
matrixB(w) on individual splittings using Eq. (B5):B(w) = QP (a)Q>; (Q> being the transpose ofQ) (B9)

and to take only the diagonal part of this matrix as matrix(P (w))�2 (Sekii 1991; Corbard et al. 1995). This leads to in-
dividual errors that depend onm. In this work, however, we
assume that individual splittings are uncorrelated and indepen-
dent ofm for each(n; l) (Schou et al. 1992) and we calculate
their errors such that they lead at best in a least-squares sense to
the errors given on the a-coefficients if these ones were calcu-
lated by a least-squares fit to individual splittings. By this way,
we obtain individual errors that are higher than in the previous
case especially for lowm.

In order to have a more immediate interpretation of the re-
sult found by inverting individual splittings it will be of much
interest to have accurate observations for individual splittings
along with their associated errors. This is already the casewith
the ground based GONG experiment and should probably be
possible with the SOHO space mission instruments.

In this paperJ(
) denote bothJ (a)(
) andJ (w)(
) de-
pending on the kind of inversion we perform.

Appendix C: averaging kernels

For all linear inversion techniques, the inferred rotationrate at
a target location(r0; �0) can be expressed as a linear combina-
tion of the data. Namely, in our implementation these data are
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the splittings��nlm and, if�s 6= 0, the observed rotation rates
at the surface
mp (�i):�
(r0; �0) = XnlmCnlm(r0; �0)��nlm+ n�Xi=1 ~Ci(r0; �0)
mp (�i): (C1)

Averaging kernels�(r0; �0; r; �) are defined by:�
(r0; �0) = Z R�0 Z 10 �nlm(r0; �0; r; �)
(r; �)drd�: (C2)

From Eqs. (2) and (C1) we get:�nlm(r0; �0; r; �) = XnlmCnlm(r0; �0)Knlm(r; �)+ n�Xi=1 ~Ci(r0; �0)�(r �R�; �� �i): (C3)

Here �(x; y) denote a Dirac distribution in two dimensions.
Each surface constraint induces a term proportional to a� func-
tion, localized at the corresponding point of the surface, in the
averaging kernel. The same relations exist when a-coefficients
are inverted instead of individual splittings.

From Eq. (C2) the value of the inferred rotation rate�
(r0; �0) can be regarded as a weighted average of the true
rotation rate where the averaging kernel�(r; �; r0; �0) is the
weighting function. Ideal averaging kernels would be closeto
a�(r� r0; �� �0) function leading to�
(r0; �0) = 
(r0; �0).
In practice averaging kernels have a peak near(r0; �0) and we
can evaluate the latitudinal and radial full width at mid height
(FWMH) of this peak,�� and�r, respectively. These quanti-
ties provide a measure of the resolution of the inversion in the
sense that it gives a limit for the finest details that the inver-
sion is able to resolve for a given depth and latitude. It should
be noted that averaging kernels formally do not depend on the
data but only on errors on these data. Nevertheless they depend
on the regularization used (high regularization decreasesthe
resolution) and the regularization used itself depends on the set
of data that we want to invert. A complete description of aver-
aging kernels and their properties can be found in Christensen-
Dalsgaard et al. (1990) and Schou et al. (1994).
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Contribution 2: Internal rotation and dynamics of the Sun from GONG data 117INTERNAL ROTATION AND DYNAMICS OF THE SUNFROM GONG DATAS. G. KORZENNIKHarvard-Smithsonian Center for Astrophysics60 Garden St, Cambridge MA 02138, USAM. J. THOMPSONAstronomy Unit, Queen Mary & West�eld CollegeMile End Rd, London E1 4NS, UKJ. TOOMREJoint Institute for Laboratory AstrophysicsUniversity of Colorado, Boulder CO 80309, USAANDTHE GONG INTERNAL ROTATION TEAM1. IntroductionWe report inferences for the Sun's internal rotation from GONG months4{10 averaged power spectra.1 In keeping with the international collabora-tive nature of the GONG project, the results presented here are based onthe work of several groups around the world inverting the GONG data andsharing their results via the world-wide web. These groups are at the Ob-servatoire de la Côte d'Azur, Nice (T. Corbard, G. Berthomieu, J. Provost);Theoretical Astrophysics Center, Aarhus (J. Christensen-Dalsgaard, F. Pij-pers); Center for Astrophysics, Cambridge MA (A. E�-Darwich, S. Kor-zennik); QMW, London (R. Howe, M. Thompson, in collaboration withJ. Schou, Stanford); Institute of Astronomy, Cambridge (T. Sekii, D. Gough);1This work utilizes data obtained by the Global Oscillation Network Group (GONG)project, managed by the National Solar Observatory, a Division of the National OpticalAstronomy Observatories, which is operated by AURA, Inc. under a cooperative agree-ment with the National Science Foundation. The data were acquired by instrumentsoperated by the Big Bear Solar Observatory, High Altitude Obseratory, Learmonth SolorObservatory, Udaipur Solor Observatory, Instituto de Astrof��sico de Canarias, and CerroTololo Interamerican Observatory.



118 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATION212 S. G. KORZENNIK ET AL.University of Sydney (D. Burtonclay, Li Yan, P. Wilson); and Tata Instituteof Fundamental Research, Bombay (H. Antia, S. Chitre).2. Key issuesThe �rst inferences made by the team from GONG data were presentedin the special GONG issue of Science (Thompson et al. 1996). The presentpaper is a report on work in progress towards a more mature understandingof the inferences that can be drawn from the GONG data at the presenttime. Two principal datasets have been used, both based on averaged 7-month (GONG months 4{10) power spectra. One set comprises individualm frequencies from the GONG project pipeline (Hill et al. 1996), in theranges � < 5000�Hz and 0 � l � 150: this set contains 109483 frequencieswith IERR and BAD ags2 both zero, though individual inverters willgenerally have made smaller selections and/or �tted low-order polynomialsin m to these frequencies. The second set consists of 7 910 Clebsch-Gordona coe�cients in approximately the same ranges of frequency and degree(1111�Hz � � � 4563�Hz, 5 � l � 150), obtained by S. Korzennik usinga completely di�erent frequency estimation procedure.In addition to the global picture of the internal rotation of the Sun,the particular aspects of the solar rotation that we have identi�ed as likelytargets for study with these data are:� near-surface shear layer� shear layer at the base of the convection zone (tachocline)� variations within the convection zone� latitudinal constancy in the radiative interior� rotation of the coreAnother important issue that must be addressed is the reliability of theinferences that we make, and the sources of uncertainty. Thus we wish toassess:� uncertainties coming from the data reduction (peak �nding)� discrepancies from inverting di�erent observations� discrepancies between di�erent inversions of the same dataThen we might hope to give an answer to the question posed by JohnLeibacher during this conference: \How can we render more certain ourinferences from the data?".2IERR6=0 indicates a problem within the peak-�nd itself; BAD6=0 indicates that theestimated mode parameters fail some post-processing criterion



Contribution 2: Internal rotation and dynamics of the Sun from GONG data 119GONG ROTATION INVERSIONS 213
Figure 1. Inversion of GONG project frequencies using 1 
 1 SOLA (Aarhus group).Contours of isorotation are shown, superimposed on a grey-scale plot of the formal errors.A very dark background means a less reliable determination.3. ResultsFigure 1 shows the solar rotation pro�le inferred from individual m split-tings using a 1 
 1 SOLA inversion. Similar results are shown by Sekii(these proceedings). Results from two other methods { RLS and 2D SOLA{ applied to these same data are illustrated in Fig. 2. All of the inversionsshow the same overall behaviour: the persistence of surface-like di�erentialrotation through much of the convection zone; enhanced rotation aroundr = 0:95R; a transition to essentially latitudinally-independent rotation be-neath the convection zone. The inversions compared in Fig. 2 are in quitegood agreement, even though the RLS used individual m splittings andthe 2D SOLA used a coe�cients only up to a7. The small but systematicdi�erences in the convection zone (in particular at 60� latitude) need tobe investigated but probably can be understood in terms of the di�erencesin averaging kernels: speci�cally, the RLS kernels have structure near thesurface, so that the interior solution may be biased by the near-surfacerotation rate. The averaging kernels di�er even more in the deeper inte-rior, where the present data constrain the rotation rate rather poorly. Thelarge asymmetric horizontal bars on the high-latitude SOLA inversion ataround 0:4R indicate that the method failed to localize a kernel at thistarget location.The sensitivity to di�erent peak-bagging reductions applied to the same
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Figure 2. Inversions of GONG project frequencies using 2D RLS (solid curves; QMWgroup) and 2D SOLA (symbols; Aarhus group) at latitudes 0�, 30�, 60�. �1-� formalerrors are indicated by extra curves and by vertical error bars on the symbols; horizontalbars represent radial resolution of the averaging kernels.GONG power spectra is illustrated in Fig. 3, where the results of apply-ing the same 1.5D RLS inversion to a coe�cients from the GONG projectand from Sylvain Korzennik are compared. The two panels show similarcomparisons with similar methods, but from two groups of collaborators.The inferred di�erences from the two data reductions are slight in the con-vection zone and outer radiative interior. Only in the deep interior do thetwo datasets produce strikingly di�erent results (panel a), with the projectdata indicating a slow rotation while the Korzennik data favour a roughlyuniform rotation pro�le. Because the rotation in the deep interior is poorlyconstrained, the solution in r < 0:4R is largely a result of extrapolationaccording to the regularization used. For this reason, in the inversion inpanel b, conditions of zero radial and latitudinal gradient have been im-posed on the solution at r = 0:3R, which e�ectively enforces a uniformrotation in the deep interior. While this may avoid giving a misleading im-pression caused by a wild extrapolation in the core, it too is an a prioriprejudice and in this case serves to mask the discrepancy between the twodatasets.To investigate the e�ect of inverting data from di�erent experiments,we have compared inversions of GONG project frequencies with inversionsof splittings derived from two-year averaged LOWL data (5 � l � 95).Results of a 1.5D RLS inversion of both datasets are shown in Fig. 4. The
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Figure 3. Comparison of inferences from project (continuous curves, with error bars)and SGK a coe�cients (broken curves) using 1.5D RLS. The two panels show (a) resultsfrom CfA group; (b) results from TIFR group. The solution is depicted at latitudes 0�(equator), 30� and 60�.
Figure 4. Comparison of inferences from GONG project frequencies and from LOWLfrequencies, using a 1.5D RLS inversion (CfA group). The curves with solid dots are theGONG results (as in Fig. 3a). The solution is shown for latitudes 0� (solid curves), 30�(dashed) and 60� (triple-dot dashed).



122 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATION216 S. G. KORZENNIK ET AL.main di�erence is beneath r = 0:5R: comparing with Fig. 3a, it is clearthat the di�erences would have been much smaller in this region if theKorzennik peak-bagging of the GONG data had been used instead of theGONG project frequencies. Given that the LOWL frequencies were deter-mined by J. Schou using an independent peak-bagging procedure (Schou1992), this could be an indication that the project procedure is causing asystematic error in the inferred rotation beneath 0:5R. Aside from that, themost obvious di�erences between the LOWL and GONG inversions are inthe convection zone at 60� latitude: beneath 0:8R these would again havebeen reduced by comparing instead with Korzennik GONG frequencies,while the oscillations in the LOWL solution above 0:8R are probably anindication that the inversion parameters need to be chosen to give a littlemore smoothing in this region.To summarize our results on the sensitivity of our inferences to chang-ing the observational dataset, the peak-bagging method and the inversiontechnique, all three lead to some generally small but noticeable di�erencesin the solutions for the internal rotation. Judging from our �ndings, the un-certainties from all of these are similar in magnitude. In the deep interior(say beneath 0:4R) the solutions are more poorly constrained by the dataand the di�erences are larger.A new measurement of some interest to solar dynamo theorists andthose interested in the dynamics of the solar interior is the thickness of thetachocline (the layer at the base of the convection zone where the rota-tion speed changes rather abruptly). According to the analysis of Spiegel &Zahn (1992), the thickness is determined by the turbulent Prandtl number,i.e. the ratio of the horizontal viscous di�usion coe�cient to the (radiative)coe�cient of thermal di�usion. The inversion procedures have only a �niteresolution, which means that the tachocline may be much thinner thanis at �rst sight suggested by the fairly gradual transitions evident in theinferred rotation pro�les (Figs. 2-4). Indeed, if the regularization is modi-�ed so that a discontinuity at 0:7R is not penalized, the solution of a 2DRLS inversion of GONG data \chooses" to adopt just such a discontinu-ity (compare Fig. 5a with Fig. 5b). By �tting a simple analytical modelpro�le to BBSO data, Kosovichev (1996) recently deduced a thickness ofthe tachocline of (0:09� 0:04)R. Using a similar model, both in a forwardsense and to interpret their inversions, Charbonneau et al. (1996) inferredfrom LOWL data that the layer is thinner, probably no more than 0:06R,with a hint also that the tachocline is prolate. By making a nonlinear least-squares �t to the GONG data of a rotation pro�le incorporating a transitionof adjustable position and width, Sekii (these proceedings) infers that thetachocline is centred on r = 0:696R and has width 0:064R. This value isnot very di�erent from that considered by Spiegel & Zahn. It is interesting
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Figure 5. (a) Solution at latitudes 0� (solid), 30� (dashed) and 60� (triple-dot dashed)for a 2D RLS of GONG data, allowing the solution to adopt a discontinuity at the baseof the convection zone. Adjacent curves indicate �1-� error limits. (b) As (a) but notallowing a discontinuity (`standard' 2D RLS). (c) Averaging kernels corresponding to thesolution in panel b, at target latitudes (left to right) 90�, 45� and 0� and radii (top tobottom) 0:9R, 0:7R, 0:55R, 0:4R. (Nice group)to note also that the value of the almost uniform angular velocity 
c inthe radiative interior, about 0:94 of the equatorial value 
0 in the convec-tion zone, is another indication of the stress in the tachocline. The purelyhorizontal viscous stress based on two-dimensionally isotropic turbulenceassumed by Spiegel & Zahn leads to 
c = 0:91
0, whereas if the turbulencewere isotropic in three dimensions, and large-scale advection were unimpor-tant, 
c would be 0:96
0 (Gough 1985). The intermediate observed valuesuggests perhaps that reality lies between these two extremes. It is im-portant to recognise also that perhaps a more radical modi�cation to ourtheoretical ideas should be entertained, such as transport by anisotropictwo-dimensional turbulence or by Lorentz forces.With only slight di�erences, all our inversions show that the inferredrotation rates at latitudes 0�, 30� and 60� converge below the base of theconvection zone. How �rmly can we therefore say that the rotation in theradiative interior is independent of latitude? To assess this, we inspect av-



124 CHAPITRE 4. UNE VISION GLOBALE DE LA ROTATION218 S. G. KORZENNIK ET AL.eraging kernels (Fig. 5c). The kernels show how the solution is a weightedaverage of the true rotation rate, and hence indicate the resolution achieved.At radius 0:7R, averaging kernels can be localized at a wide range of lat-itudes, indicating that latitudinal variation can be well-resolved. At radiias small as 0:4R, however, averaging kernels corresponding to di�erent lat-itudes are very similar to one another and so the inferred values of therotation at di�erent latitudes are in fact all similar weighted averages ofthe true rotation: hence it is no surprise that the inferred rotation appearsto be independent of latitude, because the inversion has almost no latitu-dinal resolution at those depths. (Note that at slightly greater radii, theinferred rotation in Fig. 5b does exhibit some latitudinal variation: this maybe caused by data error.) At radius 0:55R it is still possible to localize ker-nels at di�erent latitudes with the GONG modeset; yet here the solutionexhibits no signi�cant latitudinal variation. Thus beneath the tachoclineand down to 0:55R we have strong evidence that the surface latitudinaldi�erential rotation has been eliminated and that the rotation rate is in-dependent of latitude. Beneath that point, however, we do not at presenthave the latitudinal resolution to say from the GONG data whether or notthe rotation varies with latitude.It is encouraging that, to a �rst approximation, we get similar resultsfor the Sun's internal rotation using di�erent data, di�erent peak-baggingprocedures and di�erent inversion methods. However, to address subtlerquestions we need to understand the di�erences that arise from all thesethree sources: these di�erences are fairly small throughout much of the Sun,but are substantial in the deep interior. As the random errors are reducedand we push our inversions harder, the systematic errors will become evenmore important. Clearly, more work is still required both in peak-baggingand in the inversions to get better agreement.ReferencesCharbonneau, P. et al. (1996) Observational Constraints on the Dynamical Propertiesof the Shear Layer at the Base of the Solar Convection Zone, in Sounding Solar andStellar Interiors, Proc. Symposium IAU 181, poster volume, in pressGough, D.O. (1985) Theory of solar oscillations, in Future missions in solar, heliosphericand space plasma physics, eds Rolfe, E. & Battrick, B., ESA SP-235, ESTEC, No-ordwijk, 183 { 197Hill, F. et al. (1996) The Solar Acoustic Spectrum and Eigenmode Parameters, Science,272, 1292Kosovichev, A.G. (1996) Helioseismic Constraints on the Gradient of Angular Velocityat the Base of the Solar Convection Zone, Astrophys. J. Letters, 469, L61Schou, J. (1992) On the Analysis of Helioseismic Data, PhD Thesis, Aarhus University.Spiegel, E.A. & Zahn, J.-P. (1992) The solar tachocline, Astron. Astrophys., 265, 106Thompson, M.J. et al. (1996) Di�erential Rotation and Dynamics of the Solar Interior,Science, 272, 1300



125
Chapitre 5La tachoclineLa zone de transition rapide entre les deux r�egimes de rotation (di��erentielle enlatitude dans la zone convective et rigide dans la zone radiative interne), la tachocline,fait actuellement l'objet de nombreuses �etudes th�eoriques (Spiegel & Zahn 1992, Elliott1997, R�udiger & Kitchatinov 1997, Canuto 1998, Gough & McIntyre 1998 ).Les caract�eristiques de la tachocline (position, largeur) qui peuvent être d�eduitesdes observations h�eliosismiques constituent des contraintes importantes pour les �etudesth�eoriques de la dynamique interne.{ La connaissance de la position du centre rc et de la largeur w de la tachoclinepermet de savoir si une proportion importante de la tachocline se trouve dans lescouches instables de la zone convective ou au contraire dans les couches stablesde la zone radiative. Ces param�etres d�eterminent la zone dans laquelle peuventse produire des instabilit�es et des possibilit�es de m�elange des �el�ements chimiques.La zone de cisaillement que repr�esente la tachocline fait de cette zone le si�egeprobable de la dynamo solaire (voir par exemple le mod�ele `interface dynamo'(Parker 1993, Charbonneau & MacGregor 1997)).{ Par ailleurs, le rapport de la largeur sur la position de la tachocline (w=rc) peutêtre reli�e directement au coe�cient de viscosit�e horizontale et constitue donc unecontrainte importante pour la mod�elisation de la turbulence (Spiegel & Zahn1992). Ce rapport peut �egalement être reli�e �a l'amplitude d'un �eventuel champmagn�etique interne permettant d'obtenir une rotation rigide de l'int�erieur radiatif( R�udiger & Kitchatinov 1997, Gough & McIntyre 1998).{ Le rapport 
0=
1 de la vitesse de rotation de la zone radiative sur la vitessede rotation dans la zone convective �a l'�equateur est �egalement un test importantqui permet de di��erencier la th�eorie de Spiegel & Zahn (1992) bas�ee sur uneapproximation de la viscosit�e turbulente avec un coe�cient de viscosit�e horizon-tal dominant de celle de Gough (1985) pour laquelle les contraintes verticalesdominent dans la tachocline (Gough 1997, Gough & Sekii 1998).



126 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINEIl est donc tr�es important de pouvoir estimer pr�ecis�ement les caract�eristiques dela tachocline �a partir des observations de splittings. La variation latitudinale de cescaract�eristiques peut �egalement être un test pour la th�eorie (Eliott 1997). Cependant,dans un premi�ere �etape, je me suis restreint �a l'�etude du pro�l �equatorial de la tacho-cline par inversion 1D des splittings sectoraux (voir x 3.1.3) assimil�es �a la somme descoe�cients a d'indices impairs fournis par les observateurs.Apr�es avoir montr�e que la d�etermination des param�etres d�ecrivant la tachocline nepeut pas être men�ee par une simple application des m�ethodes d'inversion lin�eaires clas-siques d�ecrites pr�ec�edemment (x5.1), je pr�esente les deux approches que j'ai explor�ees,la `super-r�esolution' (x5.2) et la r�egularisation adaptative que j'ai introduite dans lecadre de l'h�eliosismologie (xx5.3, 5.4). Pour ces deux types de m�ethodes, la strat�egie dechoix des param�etres de r�egularisation et l'estimation des incertitudes sur le r�esultatcalcul�ee par simulation de Monte-Carlo sont d�etaill�ees x5.5. Les r�esultats obtenus sontpr�esent�es et discut�es en relation avec les th�eories sur la tachocline en x5.6.5.1 Position du probl�eme et les di��erentes approches5.1.1 D�e�nition des param�etres caract�eristiques de la tacho-clineLes �etudes th�eoriques de la tachocline fournissent des contraintes sur quelques pa-ram�etres donnant le pro�l g�en�eral de la zone de transition: le centre rc, la largeur wainsi que les valeurs 
0 et 
1 de la rotation dans la zone radiative et au fond de la zoneconvective.Le r�esultat d'une inversion RLS avec une grille de discr�etisation su�samment �nepeut potentiellement conduire �a une solution assez complexe au niveau de la tachoclineet il convient de d�e�nir une strat�egie pour extraire de la solution les param�etres quel'on consid�erera comme caract�erisant la tachocline.Sachant que la rotation est rigide dans l'int�erieur radiatif (au moins jusqu'�a 0:4R�et que la rotation de la zone convective dans le plan �equatorial d�epend peu du rayon(au moins entre 0:7R� et 0:8R� sur la solution LOWL Fig. 4.3a ), une possibilit�e estde mod�eliser le pro�l �equatorial de la tachocline par une simple fonction erreur erf dela forme:
eq(r) = 
̂0 + 12(
̂1 � 
̂0) 1 + erf  r � r̂c0:5ŵ !! 0:4R� < r < 0:8R�: (5.1)Je d�e�nis donc dans ce travail les param�etres de la tachocline comme�etant ceux de la fonction erf qui s'ajustent au mieux �a la rotation solaireentre 0:4R� et 0:8R� dans le plan �equatorial.Un ajustement de la solution obtenue par inversion donne une estimation (�
0; �
1; �w; �rc)des param�etres cherch�es (
̂0; 
̂1; ŵ; r̂c).



5.1. Position du probl�eme et les di��erentes approches 1275.1.2 Limitations de l'approche classiqueLa premi�ere question qui se pose lorsque l'on veut �etudier une structure particuli�eredu pro�l de rotation �a partir des m�ethodes inverses lin�eaires est de savoir si cettestructure est spatialement r�esolue par l'inversion des donn�ees disponibles.La r�esolution, estim�ee comme �etant la largeur �a mi hauteur des noyaux de r�esolu-tion, ne d�epend pas de la valeur des splittings mesur�es mais uniquement de l'ensemblede modes observ�es et des erreurs attribu�ees aux mesures de splittings. En 0:7R� lesdonn�ees actuelles conduisent typiquement �a une r�esolution radiale entre 0:09R� et0:11R� et une r�esolution en latitude voisine de 10� (voir Tab. 4.2).La largeur en rayon de la transition entre les deux r�egimes de rotation, mesur�ee �al'�equateur sur les pro�ls de rotation obtenus par inversion (voir par exempleFigs. 4.3a4.4b), se situe autour de 0:1R� donc du même ordre que la r�esolution en 0:7R�. Lapremi�ere conclusion est donc de dire que la tachocline n'est pas r�esolue par lesm�ethodes inverses lin�eaires �a partir des observations actuelles. La largeurest �evalu�ee �a 0:1R� mais peut être inf�erieure5.1.3 Les nouvelles approches possiblesEn utilisant l'information que l'on a d�ej�a acquise sur le pro�l de la rotation interne,il est n�eanmoins possible de tenter de pr�eciser les caract�eristiques de cette zone �a partirdes observations. Pour cela trois approches sont envisageables:1. Une `analyse directe' dans laquelle on suppose connue la forme g�en�erale dela rotation et on mod�elise la transition avec peu de param�etres (par exemplepar une fonction erf) que l'on ajuste au mieux avec les donn�ees. Il s'agit enfait d'inversions non lin�eaires avec tr�es peu de param�etres ne n�ecessitant pas der�egularisation (Kosovitchev 1996, 1998; Antia et al 1998; Charbonneau 1998).2. Une `d�econvolution locale' encore appel�ee m�ethode de `super-r�esolution'(Thompson 1998). Pour cela on utilise �a la fois la connaissance acquise sur le pro�lde rotation hors de la tachocline et l'information sur les noyaux de r�esolution pour`d�econvoluer localement' (voir Sect. 5.2) le r�esultat (Charbonneau et al. 1998a,b; Corbard et al. 1998c (Article 3)).3. Une r�egularisation adaptative utilisant des m�ethodes d'inversion non lin�eaires,similaires �a celles couramment utilis�ees en imagerie (Charbonnier et al. 1997) quipr�eservent les variations rapides de la solution (Corbard et al. 1998a, c, d ).Toutes ces approches ont �et�e d�evelopp�ees tr�es r�ecemment parall�element aux �etudesth�eoriques de la tachocline. J'ai pour ma part men�e une �etude syst�ematique de ladeuxi�eme approche en analysant l'inuence, sur la d�etermination des param�etres de latachocline, du choix des param�etres de r�egularisation des m�ethodes d'inversion lin�eairesde type `RLS localement d�econvolu�e'. J'ai ensuite d�evelopp�e une m�ethode non lin�eaireplus �elabor�ee dont le principe, pr�eserver les zones �a fort gradient du processus de



128 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINEr�egularisation, semble plus appropri�ee pour l'analyse de la tachocline. Ceci correspond �ala troisi�eme approche ci dessus qui n'avait pas �et�e explor�ee auparavant dans le contextede l'h�eliosismologie.5.2 Obtenir une `super-r�esolution' �a partir d'uneinversion lin�eaireL'id�ee pour cette approche est d'utiliser l'information sur la r�esolution de la m�ethodeinverse au niveau de la tachocline pour `inverser' localement le processus de lissageengendr�e par la r�egularisation. La d�emarche g�en�erale est donc la suivante:1. �evaluer les caract�eristiques de la tachocline sur la solution obtenue par inversion2. calculer le noyau de r�esolution au centre de la transition puis corriger les pa-ram�etres caract�eristiques de la tachocline en tenant compte de la r�esolution del'inversionA partir de l'estimation �rc du centre de la tachocline, le noyau de r�esolution �(r; �rc)est approch�e par une gaussienne de la forme:�(r; �rc) ' exp[�(r� �rc)2=�2r] (5.2)En faisant l'hypoth�ese que le noyau de r�esolution est invariant par translation dans undomaine autour de �rc c'est �a dire que �(r; r0) a la même forme quelque soit r0 dans cedomaine, la relation (3.27) devient une relation de convolution. Si l'on suppose que larotation est bien approch�ee par une fonction erf de la forme (5.1), alors la convolutionavec une gaussienne (5.2) donne une autre fonction erf mais de largeur plus grandeque l'on assimile �a la largeur �w mesur�ee sur le r�esultat de l'inversion. La relation entrela largeur mesur�ee �w et la `vraie largeur' ŵ est alors donn�ee par la largeur corrig�ee �wcd�e�nie par: ŵ = �wc � q �w2 � 4�2r (5.3)L'hypoth�ese selon laquelle les noyaux de r�esolution sont invariants par translationn'est valable que dans un petit domaine autour de rc et l'approximation par une convo-lution n'est donc pas strictement correcte.Cette technique que j'ai appel�ee de `d�econvolution locale' permet cependant d'ob-tenir une estimation quantitative du lissage op�er�e par l'inversion. Elle a �et�e introduitepar Charbonneau et al. (1998a) pour une m�ethode de type OLA. L'�etude syst�ematiquede cette proc�edure que j' ai e�ectu�ee dans le cadre de la m�ethode RLS m'a permis de�xer ses limitations et son domaine de validit�e (Corbard et al. 1998c, Article 3). Lesprincipales conclusions de cette �etude sont reprises dans la section 5.6.Notons en�n que cette approche suppose que le noyau de r�esolution est su�sam-ment piqu�e pour pouvoir être approch�e par une gaussienne au voisinage de 0:7R�. Lesnoyaux issus d'une inversion RLS avec r�egularisation de Tikhonov remplissent bien



5.3. Vers une nouvelle approche de la r�egularisation 129cette condition mais il s'est av�er�e que ce n'est pas le cas pour les noyaux associ�es �a lam�ethode (lin�eaire) MTSVD (voir Article 3, Fig. 6). Pour les m�ethodes non lin�eaires lanotion de noyaux de r�esolution perd son sens et la \d�econvolution" n'est donc pas envi-sageable. Pour la m�ethode MTSVD et les m�ethodes non lin�eaires, on se restreint donc�a identi�er les caract�eristiques de la tachocline directement �a partir du pro�l obtenu �al'issue de l'inversion.5.3 Vers une nouvelle approche de la r�egularisation5.3.1 Pourquoi?La r�egularisation de Tikhonov avec un terme quadratique permet d'obtenir un sys-t�eme lin�eaire d'�equations normales facile �a r�esoudre mais impose une contrainte globalesur la solution qui tend �a lisser les variations rapides et ne permet pas de retrouverd'�eventuelles discontinuit�es. R�eduire cette contrainte peut, localement, permettre de re-trouver de forts gradients mais la perte de r�egularisation dans les autres zones conduiten g�en�eral �a des oscillations de part et d'autre des zones de variations rapides. Ce com-portement, appel�e ph�enom�ene de Gibbs est typique pour une solution obtenue �a partird'une r�egularisation de Tikhonov lorsque la fonction �a reconstruire contient �a la foisdes zones lisses et des zones de variations rapides.L'id�ee de cette nouvelle approche est de chercher �a supprimer ou �a diminuer locale-ment la r�egularisation dans les zones o�u il existe de forts gradients a�n de ne pas lisserla solution �a cet endroit et de conserver la r�egularisation ailleurs.5.3.2 Comment?Premi�eres id�eesLa premi�ere id�ee est naturellement d'utiliser la fonction de poids introduite dansle terme de r�egularisation pour pond�erer localement la r�egularisation. Cette piste n'apas �et�e explor�ee en l'absence de contraintes pr�ecises sur le choix des fonctions de poids.Nous verrons que la m�ethode d�evelopp�ee plus loin utilise ce principe mais d'une mani�eretotalement di��erente et dans un cadre plus g�en�eral.Une autre possibilit�e (voir Contributions 2 et 3) est d'utiliser une base de B-splinesdiscontinues qui ne p�enalise pas, localement, un fort gradient. Cette approche appliqu�eeaux donn�ees GONG m'a permis de montrer que, si la possibilit�e est laiss�ee �a la solutiond'être discontinue en 0:7R�, alors l'inversion RLS `choisit' d'adopter cette discontinuit�e.Le gain sur l'accord avec les donn�ees (le �2) est faible. Il montre que ces donn�eessont compatibles avec l'existence d'une discontinuit�e du pro�l de rotation sous la zoneconvective.Ces deux approches pr�esentent n�eanmoins l'inconv�enient de n�ecessiter la connais-sance a priori de l'endroit o�u l'on veut diminuer ou supprimer la r�egularisation.
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01234 0123401234 01234krfk2 = 4 krfk1 = 4krfk2 = 2p2krfk1 = 4 krfk1 = 4 krfk2 = 2 krfk2 = p10krfk1 = 6Figure 4 : comparaison des normes L2 et L1.Plus généralement, les termes de régularisation avec prise en compte de discontinuitésprennent la forme suivante :J(f) = Z
 jp�Hf j2 + �2 Z
 '(jrf j) (41)où ' est une fonction paire dé�nie sur R, croissante sur R+ appelée fonction de régula-risation. Dans l'approche stochastique développée au paragraphe suivant cette fonctionest la fonction potentiel du modèle de Markov. Toutes les fonctions ' ainsi dé�nies nesont pas des fonctions de régularisation avec prise en compte de discontinuités. En e�etsi '(t) = t2, on obtient la norme L2 correspondant à la régularisation de Tikhonov, quilissent les fortes variations du signal. Si '(t) = t, on obtient la norme L1, minimisantla variation totale de f . De nombreux auteurs que ce soit dans l'approche variationnelle[45, 7, 15, 9, 50, 4, 59] ou bien stochastique [27, 28, 10, 26, 29, 31, 33, 39] (cf. partie 4.2)utilisent le modèle des fonctions '. Ces travaux sont en relation étroite avec le �ltrageanisotrope d'image [2, 11, 46, 18]. Nous proposons de voir les propriétés qui dé�nissent' comme étant une fonction de régularisation préservant les discontinuités de la solution.Nous cherchons à dé�nir les fonctions qui vont permettre un lissage de la solution dansles zones homogènes de celle-ci (zones à peu près constantes) et qui permettent de préser-ver les fortes discontinuités (les grands modules de gradient) qui, en image, représententles contours. Pour cela, nous avons proposé dans [15] une analyse de l'équation d'Eulersatisfaite par le minimum de (41), soitH�(Hf � p)� �2div�'0(jrf j)2jrf j rf� = 0 (42)avec les conditions de Neumann aux bords de 
. La fonction '0(t)2t avec t = jrf j joue unrôle important dans la procedure de régularisation. Cette fonction pondère localement leLaplacien de f . Si elle est constante (de valeur 1), (42) devient :H�(Hf � p)� �2�f = 0 (43)et le lissage est quadratique comme dans la régularisation de Tikhonov avec '(t) = t2, cardans l'équation (38), D�D = ��. Si elle est nulle, il n'y a pas de lissage et donc pas derégularisation. Finalement, trois conditions permettent de dé�nir la classe des fonctions' de régularisation :1. limt!0 '0(t)2t = 1 : lissage dans les zones homogènes (à faibles gradients).2. limt!1 '0(t)2t = 0 : préservation des forts gradients

Fig. 5.1 { Comparaison des normes L1 et L2. Les courbes en tirets repr�esentent lesfonctions f sur lesquelles on calcule le terme de r�egularisation. D'apr�es Blanc-F�eraud(1998).Utilisation de la norme L1J'ai d�ej�a �evoqu�e la possibilit�e de choisir un terme de r�egularisation qui ne soitpas quadratique mais qui corresponde �a une norme L1. Pourquoi l'utilisation de cettenorme est-elle potentiellement plus int�eressante pour notre probl�eme?Le terme de Tikhonov (quadratique) discr�etis�e s'�ecrit sous la forme du carr�e d'unenorme L2 soit kL~
k22 (Eq. 4.11) o�u L repr�esente la discr�etisation d'un op�erateur ded�eriv�ee premi�ere ou seconde. Dans le cas d'une d�eriv�ee premi�ere on peut donc noterformellement ce terme par kr~
k22. Un terme de r�egularisation bas�e sur la norme L1sera not�e kr~
k1. La �gure 5.1 compare les deux normes pour quatre fonctions d�e�niessur quatre points et variant entre 0 et 4. La norme L2 est minimale pour la fonctionlin�eaire alors que la norme L1 est la même pour la fonction lin�eaire que pour lesdeux premi�eres solutions pr�esentant des variations rapides. Lors d'une minimisation,l'emploi de la norme L2 favorisera donc une solution liss�ee alors que l'emploi de lanorme L1 ne permettra pas de distinguer les trois premi�eres fonctions f . Le choixd'une solution plus ou moins lisse sera fait uniquement en fonction de l'accord avec lesdonn�ees (minimisation du terme �2). Ceci illustre simplement le fait que la norme L1est moins p�enalisante que la norme L2 vis �a vis des variations rapides de la solution.Le dernier exemple de la �gure 5.1 illustre par ailleurs qu'une solution oscillante restep�enalis�ee dans les deux cas.La m�ethode d'inversion bas�ee sur une r�egularisation avec minimisation de la normeL1 que j'ai utilis�ee est la m�ethode PP-TSVD. La minimisation de la norme L1 n'�etantpas un processus lin�eaire, cette m�ethode repr�esente une premi�ere tentative d'utilisationdes m�ethodes de r�egularisation non lin�eaires en h�eliosismologie. Les simulations deMonte-Carlo (voir x 5.5) ont cependant montr�e que, pour un niveau de bruit similaire�a celui des donn�ees LOWL, cette m�ethode tend �a imposer des discontinuit�es mêmepour des pro�ls de rotation ayant une largeur sup�erieure �a 0:05R�. La dispersion desr�esultats des simulations rend di�cile l'interpr�etation du r�esultat obtenu �a partir desdonn�ees. Ceci m'a incit�e �a explorer d'autres m�ethodesUne partie des di�cult�es rencontr�ees avec la m�ethode PP-TSVD provient du faitque cette m�ethode est bas�ee sur une troncature SVD et un param�etre de r�egularisation



5.3. Vers une nouvelle approche de la r�egularisation 131discret. On peut penser que la m�ethode de variation totale, �equivalente de PP-TSVDmais avec un param�etre continu, pourrait donner de meilleurs r�esultats. Il est cependantapparu qu'il �etait plus int�eressant de consid�erer une classe plus g�en�erale de fonctionsde r�egularisation, utilis�ees par ailleurs en imagerie, permettant de pr�eserver les zonesde forts gradients.Une th�eorie plus g�en�erale de la r�egularisationL'id�ee est de d�e�nir le crit�ere �a minimiser sous la forme g�en�erale:J(�
(r)) = �2(�
(r)) + �2 Z 10 ' �����dq �
(r)drq �����! dr; (5.4)et de chercher quelles sont les fonctions ' adapt�ees �a notre probl�eme particulier, c'est�a dire pr�eserver les zones �a fort gradients.Remarquons que cette formulation g�en�erale du crit�ere comprend comme cas parti-culier la r�egularisation de Tikhonov pour '(t) = t2 et la m�ethode de Variation Totalepour '(t) = t.Pour trouver les propri�et�es que doit satisfaire la fonction ', il est utile de regarderles �equations d'Euler associ�ees �a la minimisation du crit�ere (5.4). Il est possible dediscr�etiser le terme de r�egularisation par:Z R�0 ' �����d�
(r)dr �����! dr = J2(
) = Nr�1Xp=1 cp' �jL
jp� : (5.5)(cp)p=1;Np�1 sont les poids de la m�ethode de quadrature utilis�ee pour l'int�egration, Lrepr�esente l'op�erateur de d�eriv�ee premi�ere ou seconde et jL
jp est la valeur absolue dela composante p du vecteur L
.Le crit�ere discr�etis�e s'�ecrit donc:J(
) = �2(
) + �2J2(
); (5.6)et avec les notations du x 4.1.3, on obtient les �equations d'Euler par:rJ(
) = 0() (R>R+ �2L>B(
)L)
 = R>W (5.7)o�u la matrice diagonale B(
) est d�e�nie par:B = diag(bp) avec bp = cp � '0 �jL
jp�2 jL
jp (5.8)Les �el�ements de cette matrice d�ependent donc du gradient de la solution en chaquepoint de grille. Pour '(t) = t2 (r�egularisation de Tikhonov) '0(t)=2t = 1, la matriceB est ind�ependante de la solution et les �equations d'Euler se r�eduisent �a un syst�emelin�eaire. Pour une fonction ' quelconque les �equations d'Euler ne sont plus lin�eaires etla m�ethode de r�egularisation est appel�ee m�ethode de r�egularisation non lin�eaire.



132 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINE5.4 Application de la r�egularisation non lin�eaire pourl'�etude de la tachocline solaireD'apr�es l'�equation (5.7), il apparâ�t que ce sont les propri�et�es de la fonction de poids'0(t)=2t qui vont permettre de s�electionner les fonctions ' adapt�ees �a notre probl�eme:{ Dans la limite des faibles gradients nous voulons pr�eserver une r�egularisation deTikhonov, on doit donc avoir:0 < limt!0 '0(t)2t =M <1 (5.9)o�u M est une constante non nulle positive.{ Par contre, pour les forts gradients, nous voulons diminuer, ou même supprimer,la r�egularisation, donc: limt!1 '0(t)2t = 0 (5.10){ Il est de plus naturel de choisir une fonction qui soit d�ecroissante entre ces deuxlimites. Choisir une fonction strictement d�ecroissante �evitera par ailleurs des in-stabilit�es num�eriques. On ajoute donc une troisi�eme condition sur la fonction depoids: '0(t)2t strictement d�ecroissante sur [0;+1[ (5.11)L'ensemble des fonctions ' v�eri�ant ces trois propri�et�es est tr�es vaste et recouvrenotamment aussi bien des fonctions convexes que non convexes. Une grande partie destechniques de r�egularisation utilis�ees en imagerie peut rentrer dans ce cadre g�en�eral dela r�egularisation pour des fonctions ' particuli�eres (Charbonnier et al. 1997, Teboul etal. 1998). Il faut donc dans un premier temps d�e�nir la fonction ' v�eri�ant les troispropri�et�es ci-dessus et paraissant adapt�ee �a notre probl�eme puis trouver un algorithmepour r�esoudre les �equations d'Euler non lin�eaires.5.4.1 Le choix de la fonction 'Tout d'abord il faut choisir entre fonction convexe ou non convexe. Il a �et�e montr�een imagerie (Blanc F�eraud 1998) qu' une fonction non convexe peut être mieux adapt�ee�a des gradients tr�es importants alors que les fonctions convexes permettent �egalementde retrouver des transitions relativement douces. En ce qui concerne la tachoclinesolaire l'incertitude sur le gradient de rotation reste grande. Ceci est donc en faveurdu choix d'une fonction ' convexe. De plus, ce choix permet d'assurer l'existence d'unminimum unique du crit�ere (5.4) et �evite les instabilit�es num�eriques plus g�en�eralementli�ees �a l'utilisation des fonctions non convexes.



5.4. Application de la r�egularisation non lin�eaire �a la tachocline solaire 133Les propri�et�es de la norme L1 illustr�ee �gure 5.1 semblent int�eressantes pour notreprobl�ememais la fonction '(t) = t correspondant �a la m�ethode de variation totale (TV)ne satisfait pas la propri�et�e (5.9). Notons que, la m�ethode PP-TSVD �etant �equivalente �aune m�ethode de variation totale, cela peut expliquer en partie les di�cult�es rencontr�eespour l'exploitation de cette m�ethode: la non d�erivabilit�e en 0 de la fonction '(t) associ�eepeut conduire �a des instabilit�es num�eriques qui se traduisent par une grande dispersiondes r�esultats lors des simulations de Monte-Carlo. A la lumi�ere du formalisme pr�ec�edentil est possible de construire une fonction ' proche de la valeur absolue pour conserverles propri�et�es de la norme L1 mais avec un comportement quadratique �a l'origine pourpr�eserver la r�egularisation des zones �a faibles gradients. Cela conduit �a la fonction der�egularisation convexe utilis�ee en imagerie par Charbonnier et al. (1994, 1997):'(t) = 2s� t��2 + 1� 2; '0(t)2t = 1�2r� t��2 + 1 (5.12)Le param�etre de r�egularisation � est utilis�e pour �xer l'importance relative de la partiequadratique et de la partie lin�eaire de la fonction ' sur le domaine de variation dugradient de la solution. Il doit donc être �x�e en fonction de notre connaissance a prioridu gradient que l'on cherche �a pr�eserver de la r�egularisation. L'�etude de l'inuence duchoix de ce param�etre sur la d�etermination des caract�eristiques de la tachocline estreprise x5.5.2.5.4.2 L'algorithme ARTUR: th�eorie et pratiqueL'algorithme que j'ai utilis�e pour minimiser les �equations d'Euler non lin�eaires as-soci�ees au choix (5.12) de la fonction ' est une adaptation d'un algorithme utilis�e enimagerie nomm�e ARTUR pour Algebraic Reconstruction Technic Using Regularisation(Charbonnier et al. 1994, 1997).La m�ethode de minimisation utilis�ee est bas�ee sur un r�esultat th�eorique importantconcernant la r�egularisation semi quadratique introduite par Geman & Reynolds (1992).Th�eorie de la r�egularisation semi quadratiqueCharbonnier et al. (1997) ont d�emontr�e le th�eor�eme suivant ( voir aussi Geman &Reynolds 1992):Si la fonction ' satisfait les 3 propri�et�es (5.9, 5.10, 5.11) alors il existe unefonction convexe  telle que:8t � 0; '(t) = min�b2[0;M ]�bt2 +  (�b) (5.13)et la valeur �bt pour laquelle le minimum est atteint, est unique et donn�eepar: �bt = '0(t)2t (5.14)



134 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINECe th�eor�eme permet de reformuler le probl�eme de la minimisation du crit�ere (5.4) enajoutant une variable �bp relative au gradient en chaque point de grille p = 1; Nr � 1.On d�e�nit alors une nouvelle fonctionnelle:J�(
; �b) = �2(
) + �2 Nr�1Xp=1 cp ��bp �jL
jp�2 +  (�bp)� : (5.15)de telle sorte que: min
 J(
) = min
;�b J�(
; �b) (5.16)La minimisation de ce nouveau crit�ere porte donc sur un plus grand nombre devariables mais celui ci pr�esente le grand avantage d'être quadratique relativement �a 
(si les variables bp sont �x�ees, d'o�u le terme semi quadratique). Dans ce cas le calcul
 revient �a r�esoudre simplement un syst�eme lin�eaire. Si au contraire 
 est �x�e leth�eor�eme pr�ec�edent donne les variables �bp qui minimisent le crit�ere par:�bp = '0(j(L
)pj)2 j(L
)pj (5.17)Il a �et�e d�emontr�e par Charbonnier et al. (1997) que, pour une fonction ' convexe v�eri-�ant les trois propri�et�es (5.9, 5.10, 5.11) de pr�eservation des forts gradients, le minimumd'un tel crit�ere peut être atteint par un algorithme it�eratif minimisant successivementle crit�ere relativement aux variables 
 et �b.Impl�ementation de l'algorithme ARTURLes consid�erations pr�ec�edentes conduisent �a un sch�ema it�eratif tr�es simple pourlequel on r�esout �a l'it�eration k le syst�eme lin�eaire:�R>R+ �2L>B(
k�1)L�
k = R>W: (5.18)o�u la matriceB(
k�1) est calcul�ee par (5.8) �a partir du gradient de la solution obtenue�a l'it�eration k � 1. Il s'agit donc d'une m�ethode adaptative dans laquelle l'informationsur le gradient d'une solution est utilis�ee pour modi�er localement la r�egularisation �al'�etape suivante.Il faut donc se �xer une estimation initiale, une m�ethode pour r�esoudre le syst�emelin�eaire, un crit�ere d'arrêt des it�erations et un choix pour les deux param�etres der�egularisation � et �.L'estimation initiale 
0 est choisie constante. Cela correspond �a un gradient nulpartout. D'apr�es le choix (5.12) de la fonction ' et l'expression (5.8) de la matriceB, le syst�eme (5.18) correspond alors �a une simple inversion de Tikhonov avec �=�comme param�etre de r�egularisation. Donc la premi�ere it�eration ARTUR donnela solution Tikhonov avec �� = �=� comme param�etre de r�egularisation.



5.4. Application de la r�egularisation non lin�eaire �a la tachocline solaire 135

Fig. 5.2 { Le trait continu montre, en fonction du rayon, le module t du gradient d'unesolution obtenue �a la premi�ere it�eration de la m�ethode ARTUR �a partir de donn�eessimul�ees correspondant �a une rotation discontinue en 0:7R�. La ligne pointill�ee donne,pour chaque valeur du gradient, la valeur de la fonction de poids '0(t)=2t pour � =100. Cette valeur repr�esente le taux de r�egularisation qui sera appliqu�e �a la deuxi�emeit�eration compar�e �a la premi�ere it�eration. Un taux de 100% signi�e que l'on ne changepas la r�egularisation, en dessous on `d�er�egularise'. Dans le cas pr�esent, une diminution� 50% de la r�egularisation sera appliqu�ee dans la zone 0:65 � r=R� � 0:75 d�elimit�eepar les deux traits horizontaux en pointill�es



136 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINESachant que l'algorithme ARTUR va chercher �a `d�er�egulariser' dans les zones �a fortsgradients, il faut que la solution �a la premi�ere it�eration ne soit pas trop lisse de fa�con �ad�ej�a faire apparâ�tre les gradients importants mais pas trop oscillante de fa�con �a ce queles gradients dus au bruit ne soient pas renforc�es au cours des it�erations. Les simulationsont montr�e qu'un choix de �� situ�e entre les deux strat�egies automatiques du maximumde courbure de la `courbe L' (�L) et de la Validation Crois�ee (�GCV ) permet d'obtenirun bon compromis entre ces deux exigences pour la premi�ere it�eration. La premi�ere�etape consiste donc �a e�ectuer une inversion de Tikhonov �a l'aide d'une d�ecompositionGSVD de (R;L) permettant de d�eterminer, avec l'�equivalent d'une seule inversion, �Let �GCV puis ��.La d�ecomposition GSVD est n�eanmoins coûteuse en temps de calcul et elle n'est pasutilis�ee pour les it�erations suivantes. J'ai choisi d'utiliser plutôt une m�ethode de gra-dients conjugu�es pr�e-conditionn�ee. En utilisant la solution pr�ec�edente de l'algorithmeARTUR comme point de d�epart pour cette m�ethode de descente, on obtient un doubleprocessus it�eratif tr�es performant dans lequel le nombre d'it�erations n�ecessaires pourtrouver la solution du syst�eme lin�eaire d�ecrô�t tr�es rapidement �a chaque it�eration AR-TUR.Le choix du crit�ere d'arrêt des it�erations peut être reli�e au choix du param�etre�. Ce param�etre pond�ere le gradient de la solution et, en d�e�nissant la forme de lafonction de poids '0(t)=2t, il �xe le taux de d�er�egularisation souhait�e pour l'it�erationk en fonction du gradient trouv�e �a l'it�eration k � 1. Le taux de d�er�egularisation vas'accrô�tre au cours des it�erations jusqu'�a la convergence. Donc arrêter les it�erationsavant convergence reviendrait aussi, mais d'une mani�ere moins facile �a quanti�er, �a �xerle taux de d�er�egularisation. J'ai choisi de laisser converger l'algorithme et d'�etudier end�etail les implications du choix de �. Le crit�ere de convergence utilis�e est bas�e sur ladi��erence (en norme quadratique) entre les solutions de deux it�erations successives:k
k �
k�1k2k
kk2 � 10�6 (5.19)Il reste donc �a choisir �. Je donne ici le principe de ce choix et les implications surla d�etermination de la largeur de la tachocline seront discut�es x5.5.Le principe du choix de ce param�etre est illustr�e par la �gure 5.2. On se baseen fait sur notre connaissance a priori du gradient cherch�e. Sachant que l'inversion deTikhonov ne permet pas de r�esoudre la tachocline, le gradient maximum obtenu auvoisinage de 0:7R� par cette inversion nous donne le gradient minimum attendu pourla tachocline. On utilise la variation du gradient de la premi�ere it�eration ARTUR enfonction du rayon pour �xer le taux de d�er�egularisation associ�e �a chaque valeur dugradient. Sur la �gure 5.2, le choix � = 100 revient �a diminuer la r�egularisation de50 �a 70% dans les zones o�u le gradient obtenu �a la premi�ere it�eration est sup�erieur �a175nHz=R� soit entre 0:65R� et 0:75R�. Ce choix est celui qui a �et�e retenu pour lessimulations de Monte-Carlo et l'inversion des donn�ees LOWL.



5.5. Estimation des incertitudes: r�egularisation et simulations de Monte-Carlo 1375.5 Estimation des incertitudes: inuence de la r�e-gularisation et simulations de Monte-Carlo5.5.1 Principes et di�cult�esNous avons vu la di�cult�e d'interpr�eter les incertitudes obtenues sur les solutionsdes inversions lin�eaires r�egularis�ees. Pour une d�etermination globale de la rotation cettedi�cult�e pouvait en partie être compens�ee par la comparaison des r�esultats obtenuspar di��erentes m�ethodes et l'�etude de leur sensibilit�e �a la r�egularisation. On peutestimer que cette approche donne un id�ee r�ealiste de l'incertitude sur le r�esultat maisl'interpr�etation statistique reste oue.J'ai �egalement suivi cette approche pour l'�etude de la tachocline en comparantx5.6 les r�esultats de 4 m�ethodes d'inversion di��erentes (2 m�ethodes lin�eaires RLS,MTSVD, et 2 m�ethodes non lin�eaires PP-TSVD et ARTUR) et en e�ectuant une �etudesyst�ematique de l'inuence du choix du param�etre de r�egularisation pour chacune desm�ethodes.Cependant, pour l'�etude de la tachocline, nous cherchons des caract�eristiques �nesdu pro�l de rotation et il est apparu important de pouvoir obtenir une incertitude surces quantit�es dont la signi�cation statistique soit mieux �etablie. C'est pourquoi j'air�ealis�e des simulations de type Monte-Carlo sur l'ensemble du processus conduisant �al'estimation des param�etres. Pour cel�a, j'ai construit des ensembles de splittings calcul�espour des pro�ls de rotation simul�es par une rotation di��erentielle de la zone convectiveet une transition de largeur variable vers une rotation rigide de l'int�erieur radiatif.Ces donn�ees simul�ees sont ensuite bruit�ees en ajoutant pour chaque mode une erreurdistribu�ee selon une loi gaussienne d'�ecart type correspondant �a celui estim�e pour lesobservations.La mise en place des simulations de Monte-Carlo sur un grand nombre de r�eali-sations du bruit requiert que le processus soit optimis�e (pour que l'�etude puisse êtremen�ee dans des temps de calcul raisonnables) et surtout puisse être enti�erement au-tomatis�e. Il est donc indispensable de d�e�nir une strat�egie automatique pour le choixdes param�etres.Strat�egie automatique pour la `super-r�esolution'Le choix d'une strat�egie automatique s'est fait dans un premier temps en analy-sant, sur une simulation, l'inuence du choix du param�etre de r�egularisation � sur lad�etermination des param�etres de la tachocline.On s'attend �a ce que le choix de � ait une grande incidence sur l'estimation �w,puisqu'il �xe le taux de lissage de la solution mais on souhaite que le r�esultat corrig�e (ou`d�econvolu�e localement') soit beaucoup moins sensible �a ce choix puisque la r�esolutionqui sert de terme correctif �evolue �egalement avec la r�egularisation.Les �gures 5.3a, b montrent que ceci est e�ectivement bien v�eri��e pour les pa-ram�etres situ�es entre �GCV correspondant �a la strat�egie GCV et �L correspondant au
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Fig. 5.3 { Variation, en fonction du logarithme du param�etre de r�egularisation, de lalargeur �w (en fraction de rayon solaire) obtenue par l'ajustement de la solution par unefonction erf et de la largeur corrig�ee �wc apr�es `d�econvolution locale'. L'�etoile indiquele choix �GCV par validation crois�ee (x3.2.5) et le cercle le choix �L au maximumde courbure de la `courbe L' (x3.2.5). Les barres d'erreur repr�esentent la qualit�e del'ajustement de la solution par la fonction erf . (a, haut) Pour des donn�ees simul�ees�a partir d'une rotation dont la largeur est 0:05R� (trait pointill�e) et pour un niveaude bruit faible, (b, milieu ) Comme a) mais pour un niveau de bruit correspondant �acelui des donn�ees LOWL (c, bas) Pour les donn�ees LOWL



5.5. Estimation des incertitudes: r�egularisation et simulations de Monte-Carlo 139maximum de courbure de la `courbe L' (voir x 3.2.5), lorsque le niveau de bruit estfaible (correspondant �a des erreurs environ trois fois plus faibles que celles estim�eespour les observations, Fig. 5.3a). Pour un niveau de bruit plus r�ealiste (Fig. 5.3b) la`d�econvolution locale' ne parvient plus �a corriger syst�ematiquement l'estimation de lalargeur qui reste donc tr�es sensible au choix du param�etre de r�egularisation même si lavaleur corrig�ee est syst�ematiquement meilleure que la valeur non corrig�ee.Le choix GCV correspond syst�ematiquement �a une r�egularisation plus faible que lechoix au maximum de courbure de la `courbe L'. La �gure 5.3b montre que, sur cetexemple, le choix �GCV conduit �a une meilleure estimation de la largeur. Finalementles simulations de Monte-Carlo sur un grand nombre (500) de r�ealisationsdu bruit ont montr�e que la strat�egie GCV donne e�ectivement syst�emati-quement une meilleure estimation de la largeur pour des largeurs initialesentre 0:03R� et 0:11R�. Ce choix a donc �et�e retenu pour la r�egularisation deTikhonov avant d�econvolution locale.Strat�egie automatique pour ARTURNous avons vu que le choix de �� est li�e aux propri�et�es souhait�ees pour la solution�a la premi�ere it�eration. Un choix interm�ediaire entre �GCV et �L a �et�e retenu pour lessimulations de Monte-Carlo. Les exemples des �gures 5.3a, b montrent que l'on a�L ' 100 ��GCV . On a donc choisi, pour les simulations, de calculer syst�ematiquement�L au maximum de courbure de la `courbe L' et de prendre �� = �L=10. Pour certainesr�ealisations des erreurs ce choix correspond �a une solution �a la premi�ere it�eration tr�esliss�ee et pour d'autres �a une solution d�ej�a tr�es oscillante. Id�ealement ce choix, entreles deux limites �L et �GCV , devrait être e�ectu�e pour chaque r�ealisation des erreurs.Le choix interm�ediaire retenu correspond au choix donnant les meilleurs r�esultats enmoyenne sachant que, s'il �etait possible, un examen syst�ematique de la solution �a lapremi�ere it�eration pour chaque r�ealisation des erreurs pourrait conduire �a de meilleursr�esultats. Lors de l'application aux donn�ees LOWL, la solution obtenue �a la premi�ereit�eration avec un choix �� = �L=10 s'est av�er�ee trop lisse et le choix �� = �GCV a �et�eretenu.En ce qui concerne le choix de �, l'�etude des propri�et�es du �2 permet de d�e�nir undomaine acceptable pour ce param�etre. Pour les donn�ees LOWL ce domaine se situeentre 60 et 200 (Article 4, Fig. 7). Les simulations de Monte-Carlo ont montr�e que l'onobtient un r�esultat optimal sans biais pour � = 100.5.5.2 R�esultats obtenus pour l'estimation des erreursLes simulations de Monte-Carlo ont �et�e men�ees pour des rotations arti�cielles delargeurs donn�ees inf�erieures �a 0:1R� sur un ensemble de modes correspondant �a ceuxobserv�es par l'instrument LOWL et avec des erreurs estim�ees �a partir de ces mêmesdonn�ees.



140 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINECes simulations ont montr�e que la technique de `super r�esolution' etl'algorithme ARTUR permettent de retrouver les largeurs des rotationsarti�cielles, sans biais signi�catifs et avec une incertitude de �0:02R� cor-respondant �a la dispersion de 68:3% 1 des r�esultats obtenus, pour chaquelargeur, �a partir de 500 r�ealisations di��erentes des erreurs.Les simulations de Monte-Carlo ont �egalement permis de d�e�nir la strat�egie pourle choix automatique des param�etres de r�egularisation qui semblait la plus appropri�ee.L'incertitude de �0:02R� trouv�ee pour la largeur de la tachocline est probablementune limite �x�ee �a la fois par l'ensemble de modes utilis�e et par notre mod�elisationdu bruit bas�ee sur l'estimation des incertitudes contenues dans les donn�ees LOWL.Le choix des param�etres �etant ainsi �x�e, il n'y a pas, en th�eorie, de raison de ne pasfaire con�ance en l'estimation de l'incertitude obtenue par simulation de Monte-Carlo.N�eanmoins plusieurs consid�erations nous ont amen�es �a penser que cette incertitudepouvait être sous estim�ee.{ Premi�erement cette estimation de l'incertitude est bas�ee sur notre mod�elisationdu bruit contenu dans les donn�ees. Cette mod�elisation ne tient pas compte d'�even-tuelles corr�elations et les incertitudes donn�ees par les observateurs sur une partiedes splittings peuvent avoir �et�e sous estim�ees. Le fait que, pour la m�ethode AR-TUR, le choix automatique de �� qui s'est r�ev�el�e être le meilleur en moyenne surtoute les r�ealisations du bruit lors des simulations, n'ait pas pu être utilis�e stric-tement pour les donn�ees tend �egalement �a montrer que notre mod�elisation dubruit est imparfaite.{ Pour le niveau de bruit des donn�ees LOWL, les simulations nous ont montr�eque l'estimation de la largeur est tr�es sensible au choix des param�etres (� pourTikhonov d�econvolu�ee et � pour ARTUR, voirFig. 5.3c et 5.4 respectivement). Ilsemble donc di�cile de ne pas tenir compte de la variation du r�esultat en fonctionde ces param�etres et ceci m'a conduit �a porter l'estimation de l'incertitude sur lalargeur �a �0:03R�. La comparaison de �gures 5.3a et 5.3b montre cependantque si un niveau de bruit plus faible est atteint, le choix du param�etre entre lesdeux limites correspondant aux deux strat�egies automatiques, GCV et maximumde courbure de la `courbe L', n'aura que peu d'inuence sur la solution, ce quidevrait permettre une interpr�etation plus facile des r�esultats.{ La comparaison entre les r�esultats des di��rentes m�ethodes d'inversion, MTSVD,Tikhonov `d�econvolu�e' et PP-TSVD, appliqu�ees aux donn�ees LOWL met en �evi-dence une dispersion relativement importante de la largeur estim�ee.L'utilisation de la m�ethode MTSVD sans d�econvolution avec le crit�ere GCVdonne des barres d'erreurs d'ordre 0:02R� sur l'estimation de la largeur maisconduit �a un biais correspondant �a une surestimation de la largeur. Ce biais est1. 68:3% correspond �a la probabilit�e de se trouver �a moins de 1� de la moyenne pour une distributiongaussienne



5.6. Les caract�eristiques de la tachocline solaire 141n�eanmoins relativement constant (compris entre 0:02R� et 0:03R�) quelque soitla largeur initiale entre 0:03R� et 0:11R�. D'autre part, les simulations de Monte-Carlo ont montr�e que la m�ethode PP-TSVD, bas�ee sur une r�egularisation nonlin�eaire, conduit �a une dispersion tr�es importante des r�esultats notamment pourdes largeurs initiales assez �eloign�ees de la discontinuit�e (0:05R� < w < 0:1R�),ce qui rend di�cile l'interpr�etation des r�esultats obtenus par cette m�ethode, tantque de telles largeurs ne peuvent pas être exclues a priori. N�eanmoins, cette m�e-thode conduit, en moyenne, �a une sous estimation de la largeur. L'informationsur ces biais syst�ematiques, mis en �evidence par les simulations avec les m�ethodesMTSVD et PP-TSVD, a �et�e utilis�ee pour �xer le domaine d'incertitude sur lalargeur de la tachocline �a la valeur de �0:03R� (Article 3).En conclusion, les simulations de Monte Carlo m'ont conduit �a �xer unelimite inf�erieure de �0:02R� pour l'incertitude sur la largeur de la tacho-cline mais le niveau de bruit contenu dans les donn�ees LOWL utilis�ees nepermet pas d'assurer que cette limite est e�ectivement atteinte. L'ensembledes consid�erations pr�ec�edentes m'a amen�e �a conclure qu'une incertitude de�0:03R� sur la largeur de la tachocline �a partir de l'ensemble des m�ethodesque j'ai mises en �uvre est probablement plus r�ealiste.Les autres param�etres de la tachocline sont moins sensibles au choix de la r�egula-risation. L'�etude men�ee dans Corbard et al. (1998c, Article 3) montre cependant quedes biais syst�ematiques provenant notamment de l'e�et sur les splittings sectoraux dela variation en latitude de la rotation dans la zone convective, peuvent exister. Ils ont�et�e pris en compte pour l'estimation �nale de ces param�etres. L'ensemble des r�esultatsobtenus sur l'estimation des param�etres de la tachocline est r�esum�e et discut�e dans lasection suivante.5.6 Les caract�eristiques de la tachocline solaire5.6.1 Synth�ese des r�esultatsA partir des donn�ees LOWL, la comparaison des m�ethodes Tikhonov d�econvolu�eeslocalement, MTSVD et PP-TSVD, l'�etude syst�ematique de l'inuence du choix duparam�etre de r�egularisation ainsi que les simulations de Monte-Carlo m'ont conduit �aune estimation de la largeur de la tachocline dans le plan �equatorial de:w=R� = 0:05 � 0:03:Les autres param�etres de la tachocline sont moins sensibles au choix de la r�egularisationet ont �et�e estim�es par:rc=R� = 0:695 � 0:005; 
0 = 431 � 3:5nHz; 
1 = 459 � 1:5nHz:
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Fig. 5.4 { Variation, en fonction du param�etre �, de la largeur de la tachocline d�eduitede l'ajustement de la solution ARTUR par une fonction erf (cf. Eq. 5.20)(ligne pleine).Ce r�esultat correspond �a l'inversion des donn�ees LOWL, le choix optimal de � (�=100)d�esign�e par les simulations de Monte-Carlo est montr�e par une �etoile. La ligne pointill�eeindique le r�esultat obtenu, pour chaque �, par un ajustement de la solution avec unefonction erf sans partie lin�eaire (Eq. 5.1). Les lignes horizontales montrent le r�esultat(ind�ependant de �) de l'ajustement de la solution RLS (Tikhonov). La largeur corrig�eepar une d�econvolution locale utilisant les noyaux de r�esolution est w ' 0:06R�.
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Fig. 5.5 { Rotation solaire dans le plan �equatorial d�eduite des donn�ees LOWL. Lesbarres d'erreur verticales donn�ees en chaque point de grille sont les erreur �a 1� estim�eepour la solution RLS (Tikhonov). La ligne en tirets repr�esente la solution ARTURobtenue avec �� = �GCV et � = 100. L'ajustement par une fonction (Eq. (5.20)) de cesdeux solutions est montr�e respectivement par la ligne pleine et la ligne pointill�ee.



144 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINELe r�esultat de l'inversion de ces mêmes donn�ees LOWL avec une r�egularisationnon lin�eaire et l'algorithme ARTUR est pr�esent�ee �gure 5.5. J'ai montr�e que cettesolution, qui pr�esente un double palier au dessus de r = 0:7R�, est mieux approch�eesi l'on ajoute une composante lin�eaire entre 0:7R� et 0:8R� �a la simple fonction erfd�e�nie par l'�equation (5.1).
fit(r)=
00+
01 � 
002  1+erf r � r0c0:5w0!!+�(r � 0:7R�): (5.20)L'ajustement de la solution par une telle fonction conduit aux param�etres suivants:
00 = 430:5nHz 
01 = 452:0nHz; r0c = 0:691R� et w0 = 0:01R�La pente de la partie lin�eaire entre 0:7R� et 0:8R� est estim�ee �a � = 70:0nHz=R�. Lasigni�cation du param�etre 
0, valeur moyenne de la rotation entre 0:4R� et le bas dela tachocline reste inchang�ee et la valeur trouv�ee pour ce param�etre est en accord avecle r�esultat pr�ec�edent. N�eanmoins, le changement de la fonction d'ajustement donneune signi�cation l�eg�erement di��erente aux param�etres 
01, w0 et r0c qui ne sont doncpas directement comparables aux pr�ec�edents. La valeur de la rotation en 0:8R� estobtenue par 
00+0:1� soit 459nHz ce qui est en accord avec l'estimation 
1. Le centrer0c de la transition est trouv�e l�eg�erement plus �a l'int�erieur de la zone radiative maisreste compatible avec la valeur obtenue pour rc. En�n la largeur w0 est trouv�ee endehors de l'intervalle de con�ance �a 1� estim�ee pour w. Plusieurs remarques s'imposentconcernant la comparaison des deux estimations.{ Nous avons vu qu'elles ne correspondent pas strictement �a la même d�e�nitionde la largeur de la tachocline. La �gure 5.4 montre qu'un ajustement de lasolution obtenue avec l'algorithme ARTUR (pour � = 100) par une simple fonc-tion erf conduit �a une largeur de 0:032R�. N�eanmoins cet ajustement est moinsbon (au sens des moindres carr�es) que celui obtenu avec une partie lin�eaire. Onpourrait d�es lors se demander ce que donnerait l'utilisation de l'ajustement avecpartie lin�eaire pour les solutions obtenues avec les autres m�ethodes, notammentl'inversion de Tikhonov localement d�econvolu�ee. En fait, pour cette m�ethode l'uti-lisation d'une telle fonction d'ajustement n'est pas justi��ee car la solution, avantd�econvolution, est liss�ee et tr�es bien approxim�ee par une simple fonction erfentre 0:4R� et 0:8R� et la d�econvolution (supposant les noyaux de r�esolutionsgaussiens) ne peut que conduire �a une autre fonction erf plus �etroite. Ceci consti-tue donc une di��erence fondamentale entre les deux approches: en cherchant �ad�er�egulariser localement, la m�ethode ARTUR est potentiellement capablede r�ev�eler plus de d�etails sur la forme de la transition qu'une m�ethodebas�ee sur l'interpr�etation d'une solution n�ecessairement liss�ee par unterme de r�egularisation global.{ Les d�etails r�ev�el�es par la m�ethode ARTUR, c'est �a dire l'existence de 2 paliersapproch�es par une partie lin�eaire au dessus de la transition, seront d'autant plus



5.6. Les caract�eristiques de la tachocline solaire 145signi�catifs que la zone pourra être consid�er�ee comme bien contrainte par lesdonn�ees. En e�et le processus de d�er�egularisation s'op�ere l�a o�u de forts gradientssont trouv�es. Si cela correspond �a une zone o�u la solution est mal contraintepar les donn�ees, alors le processus va tendre �a produire des oscillations qui nedevront pas être consid�er�ees comme r�eelles. Autrement dit, la m�ethode ARTURest bas�ee sur l'hypoth�ese que la zone de fort gradient peut être bien d�ecrite parles donn�ees seules sans introduction d'information a priori via la r�egularisation.Seule une diminution des erreurs associ�ees aux splittings des modes d�ecrivantcette zone pourra con�rmer la validit�e de cette hypoth�ese et par l�a la validit�e dela structure mise en �evidence.{ Les simulations de Monte Carlo, appliqu�ees �a des tachoclines de di��erentes lar-geurs, ont d�emontr�e que, pour le même choix du param�etre �, la m�ethode ARTURest capable, contrairement au cas PP-TSVD �etudi�e pr�ec�edemment, de trouverpour toutes les transitions (même les plus larges) une incertitude du même ordrede grandeur. Ceci nous permet d'avoir une assez grande con�ance en notre r�e-sultat. Ces simulations donnent �egalement une estimation de l'incertitude sur lalargeur de 0:02R� mais la tr�es grande sensibilit�e de l'estimation de la largeurau choix de � illustr�ee Fig. 5.4 montre que cette estimation n'est r�ealiste quesi les simulations de Monte Carlo et donc notre mod�elisation de la rotation etdu bruit sont tr�es bonnes. Autrement dit les simulations de Monte Carloassoci�ees �a la m�ethode ARTUR conditionnent non seulement la vali-dit�e de l'estimation de l'incertitude mais aussi celle de l'estimation dela largeur elle même par l'interm�ediaire du choix de �. On peut estimerpour la largeur maximale de la tachocline la valeur 0:05R� correspondant �a lavaleur maximale acceptable de 200 pour �. La prise en compte des corr�elationsentre les estimations de splittings de modes di��erents ou entre les coe�cients d�e-crivant le splitting d'un même mode, par exemple, pourrait modi�er l�eg�erementle choix du � donnant les meilleurs r�esultats de simulations et inuencer l'esti-mation de la largeur. L�a encore, seule une meilleure connaissance des propri�et�esstatistiques des erreurs associ�ees aux observations pourra con�rmer la validit�e denotre mod�elisation et donc la �abilit�e du r�esultat.{ L'ensemble des points pr�ec�edents souligne le fait que la m�ethode ARTUR supposequ'une tr�es grande con�ance est accord�ee aux donn�ees associ�ees �a la description dela tachocline et �a la connaissance de leurs propri�et�es statistiques. Le �2 normalis�ecorrespondant aux modes ayant leurs points tournants entre 0:6R� et 0:8R� estde 1.070 pour la solution Tikhonov non d�econvolu�ee (de largeur 0:09R�), de 1.067pour une solution de largeur 0:05R� correspondant �a la solution d�econvolu�ee et de1.064 pour la solution ARTUR (de largeur 0:01R�). L'amplitude de ces variationsest tr�es faible et n'est signi�cative que si il n'y a pas de biais dans l'estimationdes splittings et des erreurs associ�es �a ces modes. N�eanmoins, de ce point de vue,le gain dû �a la m�ethode ARTUR est double de celui atteint par la d�econvolutionlocale.



146 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINEEn conclusion, la m�ethode de r�egularisation non lin�eaire est mieux adap-t�ee au probl�eme particulier de l'estimation de la largeur de la tachoclineque la d�econvolution locale d'une m�ethode lin�eaire. La faible largeur (w =0:01R�) trouv�ee par cette m�ethode, associ�ee �a l'incertitude de 0:02R� is-sue des simulations de Monte Carlo permet, même en tenant compte de lagrande sensibilit�e du r�esultat au choix des param�etres, d'exclure les largeurssup�erieures �a 0:05R� comme �etant repr�esentatives des donn�ees LOWL.Ce r�esultat devra bien sûr être con�rm�e par l'analyse d'autres donn�ees. De ce pointde vue les splittings observ�es par l'instrument MDI �a bord de SoHO devrait se r�ev�elertr�es int�eressants. Un travail sur ce sujet est en cours (Corbard et al. 1998a).5.6.2 Comparaisons avec d'autres travauxTab. 5.1 { Comparaison des estimations de la position et la largeur de la tachocline pa-ram�etr�ee par une fonction erf (5.1). Basu (1997) utilise une param�etrisation di��erentemais les valeurs report�ees ici ont �et�e converties pour être directement comparables. Ler�esultat de Corbard (1998d) correspond �a l'ajustement par la fonction (5.20) compor-tant une partie lin�eaire entre 0:7R� et 0:8R�. (�) Conclusion la plus certaine d'apr�esl'�etude de la sensibilit�e aux param�etres.rc=R� w=R� donn�eesKosovichev (1996) 0:692 � 0:005 0:09 � 0:04 BBSOBasu (1997) 0:7050 � 0:0027 0:048 � 0:013 GONGCorbard et al. (1998c) 0:695 � 0:005 0:05 � 0:03 LOWLCorbard et al. (1998d) 0:691 � 0:004 0:01 � 0:03 LOWL< 0:05(�)Charbonneau et al.(1998a) 0:704 � 0:003 0:0498 � 0:012 LOWLCharbonneau et al.(1998b) 0:693 � 0:003 0:039 � 0:017 LOWLCharbonneau (1998) 0:044 � 0:016 LOWLSimultan�ement �a mes propres investigations, d'autres travaux ont �et�e men�es surl'estimation des param�etres de la tachocline �a partir des donn�ees LOWL, GONG etBBSO. Le tableau 5.1 compare les di��erentes estimations obtenues pour la largeur etla position de la tachocline.Mes r�esultats concernent la partie �equatoriale de la tachocline estim�ee �a partir descoe�cients a1, a3 et a5 des donn�ees LOWL. Le r�esultat de Charbonneau (1998b) utiliseles mêmes donn�ees mais s�electionne uniquement les modes ayant leurs points tournantsentre 0:5R� et 0:8R� et les valeurs report�ees tableau. 5.1 concernent �egalement lacomposante �equatoriale de la tachocline. Ce r�esultat a �et�e obtenu par ajustement (par



5.6. Les caract�eristiques de la tachocline solaire 147minimisation du �2) d'un mod�ele �a 9 param�etres par algorithme g�en�etique, il est direc-tement comparable et en bon accord avec mes propres r�esultats montrant une tachocline�equatoriale tr�es �etroite, situ�ee sous la base de la zone convective d�e�nie par la limitede la strati�cation adiabatique et estim�ee �a 0:713� 0:001R� par Basu & Antia (1997).Les r�esultats de Kosovitchev (1996) et Charbonneau et al. (1998a) portent surl'inversion, �egalement par minimisation du �2 pour un mod�ele de rotation avec peude param�etres, des coe�cients a3 uniquement et repr�esentent donc une moyenne enlatitude sur la composante latitudinale des noyaux de rotation associ�es �a ce coe�cient.D'apr�es (2.12) et (A.7) cette composante est proportionnelle �a sin2(�)(5 cos2�1). Il setrouve que cette fonction change de signe au voisinage de � = 60�, ce qui correspond�a la colatitude o�u il y a �egalement un changement de signe du gradient de rotationau niveau de la tachocline. Cette propri�et�e tend donc �a faire en sorte que la signaturede la tachocline soit essentiellement incluse dans le coe�cient a3 mais la comparaisonavec le r�esultat obtenu �a l'�equateur n'est possible que si l'on suppose que la tachoclineest �a sym�etrie sph�erique (position et largeur ind�ependantes de la latitude).En�n les r�esultats de Charbonneau (1998) et Basu (1997) supposent explicitementla sym�etrie sph�erique. L'analyse de Charbonneau (1998) est bas�ee sur l'utilisation der�eseaux neuronaux qui peuvent être consid�er�es comme des estimateurs statistiquesdi��erents de celui du �2 et celle de Basu (1997) utilise une param�etrisation di��erentede la tachocline qui conduit, �a partir des donn�ees BBSO, �a des r�esultats tr�es similaires�a ceux de Charbonneau et al. (1998a) concernant les donn�ees LOWL.Ces r�esultats issus de m�ethodes d'analyse tr�es di��erentes sont globale-ment consistants. Seul Kosovitchev (1996) trouve une largeur sup�erieure �a0:05R� mais l'incertitude estim�ee sur cette valeur est aussi la plus grande.Tous situent le centre de la tachocline signi�cativement (�a 1�) sous la basede la zone convective. N�eanmoins, la position maximale en rayon de la partiesup�erieure de la tachocline compatible avec les incertitudes �a 1� est com-pris entre 0:715R� et 0:757R� pour l'ensemble des analyses donc toujours �al'int�erieur de la zone convective.5.6.3 Implications pour les mod�eles de la dynamique internePlusieurs mod�eles th�eoriques ont �et�e d�evelopp�es pour d�ecrire la tachocline qui pr�e-disent d'une part sa largeur et d'autre part le rapport q = 
0=
1 ou la latitude � �alaquelle la rotation �a la base de la zone convective est �egale �a celle de l'int�erieur radiatif
0.Le rapport q = 
0=
1 et l'angle �La rotation rigide de la zone radiative d�eduite des observations est estim�ee �a 430�5nHz (x4.3.2, voir aussi Article 3). La �gure 5.6 montre, en fonction de la latitude, lepro�l de rotation trouv�e �a partir des donn�ees MDI au fond de la zone convective c'est �adire rzc = 0:713R�. D'apr�es cette �gure, la rotation rigide de l'int�erieur radiatif, c'est �a
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Fig. 5.6 { Variation de la rotation au fond de la zone convective (rzc = 0:713R�) enfonction de la latitude correspondant �a la solution (Fig. 4.5) obtenue par inversion 2Ddes donn�ees MDI ( ). Les lignes ( ) montrent les incertitudes �a 1�. Lapr�ediction th�eorique de Spiegel et Zahn (1992) donne la valeur de la rotation rigide dela zone radiative comme �etant �egale �a celle du fond de la zone convective �a � = 42� delatitude qui conduit �a une valeur de 
0 comprise entre 419 nHz et 425 nHz ( ).Le domaine hachur�e donne l'intervalle de con�ance �a 1� pour 
0 tel qu'il est d�eduitdes donn�ees (
0 = 430 � 5nHz, voir x4.3.2). Ceci correspond �a une angle � comprisentre 29� et 42�. Les lignes ( ) correspondent �a la th�eorie de Gough (1985).



5.6. Les caract�eristiques de la tachocline solaire 149dire �a la base de la tachocline (430� 5 nHz) correspond, compte tenu des incertitudessur la solution de l'inversion, �a la rotation en 0:713R� pour des latitudes entre 29� et42� soit : 29� < � < 42� (5.21)Par ailleurs, les valeurs 
0 = 430 � 5nHz, et 
1 = 460 � 4nHz compatibles avecles observations MDI (�gure 5.6) et LOWL (Article 3) conduisent �a un rapport0:92 � q � 0:95. Ces r�esultats ont �et�e obtenus par inversion RLS 2D avec un termede r�egularisation global de Tikhonov. Si l'on consid�ere maintenant le r�esultat de lam�ethode ARTUR (1D) appliqu�ee aux donn�ees LOWL (Fig. 5.5), la rotation dans leplan �equatorial pr�esente deux paliers entre 0:7R� et 0:8R�. Le premier palier (autourde 0:713R�) correspond �a une valeur de la rotation de 453nHz ce qui conduit �a un rap-port q = 430=453 = 0:95 et, compte tenu des incertitudes, �a un intervalle de con�ance0:93 < q < 0:97. L'ensemble des inversions sur les donn�ees LOWL et MDI indiquentdonc: 0:92 < q < 0:97 (5.22)Le mod�ele propos�e par Spiegel et Zahn (1992) d�ecrit la tachocline commeune couchelimite turbulente cr�e�ee par les instabilit�es de cisaillement sous la zone convective. Ilssupposent que la viscosit�e horizontale domine dans cette couche ce qui permet d'obtenirune rotation ind�ependante de la latitude �a la base de la tachocline. Dans cette th�eorie,une rotation di��erentielle en latitude est impos�ee �a la base de la zone convective commeune condition aux limites pour la description de la tachocline. Ce mod�ele conduit �aune pr�ediction de � = 42� pour la latitude �a laquelle la rotation �a la base de la zoneconvective correspond �a la rotation rigide �a la base de la tachocline. La pr�edictionde la th�eorie de Spiegel et Zahn se situe donc �a la limite sup�erieure de l'intervalle decon�ance (5.21) �a 1� bas�e sur les observations.Le mod�ele de Gough (1985) suppose au contraire une turbulence �a trois dimensionsavec un terme de viscosit�e verticale important. Cette th�eorie n�ecessite l'introductiond'un processus suppl�ementaire pour rendre rigide la rotation �a la base de la tachoclineet pr�edit une valeur de 0.96 pour le rapport q = 
0=
1. Seule l'inversion ARTUR placecette pr�ediction dans l'intervalle de con�ance (5.22) bas�e sur les observations.A titre de comparaison, en prenant 
1 = 460nHz (Fig. 5.6) la pr�ediction de Spiegelet Zahn (� = 42�) conduit �a 
0 � 422nHz et �a un rapport q � 0:92 et la pr�edictionde Gough (q = 0:96) conduit �a 
0 = 442nHz ce qui correspond (d'apr�es la Fig. 5.6) �a� = 26�.Les observations conduisent donc d'une mani�ere g�en�erale �a des valeursinterm�ediaires entre les deux pr�edictions th�eoriques avec lesquelles ellessont marginalement en accord �a 1�.



150 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINELa largeur wEn ce qui concerne la largeur de la tachocline, la th�eorie de Spiegel et Zahn donneune relation entre la largeur w de la tachocline, la position du bas de la zone convectiverzc = 0:713R�, la valeur de la rotation rigide de l'int�erieur radiatif 
0, coe�cient deviscosit�e horizontal �H , le coe�cient de di�usivit�e thermique � et la fr�equence de Brunt-V�ais�al�a N . w ' 0:955 rzcs
0N � ��H �1=4 (5.23)Cette expression permet de relier les propri�et�es de la turbulence �a l'int�erieur de latachocline �a l'estimation de sa largeur. Cependant la fr�equence de Brunt-V�ais�al�a d�ecrô�trapidement vers 0 �a la base de la zone convective et l'utilisation de cette formule requiertde supposer l'existence d'une zone de p�en�etration convective situ�ee juste sous la basede la zone convective et d'obtenir une estimation de la fr�equence de Brunt-V�ais�al�a aufond de cette zone. Un mod�ele solaire (Morel et al. 1997) donne � ' 107 cm2 s�1 et desvaleurs de N comprises entre 100�Hz et 200�Hz autour du centre de la tachocline. Onpeut prendre une valeur moyenneN � 150�Hz ce qui correspond �a 
0=N � 3 10�3. Unelargeur de la tachocline de w = 0:01R� comme celle d�eduite des donn�ees LOWL parla m�ethode ARTUR conduit alors �a un fort coe�cient de viscosit�e horizontale de �H =2 109 cm2 s�1 alors que la valeur limite en accord avec les observations, w = 0:05R�,conduit �a �H = 3 106 cm2 s�1. Il faut noter que dans la th�eorie de Spiegel et Zahn,la largeur de la tachocline n'est pas d�e�nie par une fonction erf mais par la distanceentre le bas de la zone convective et l'endroit o�u la rotation �equatoriale devient �egale�a la rotation rigide. Pour la solution ARTUR (Fig. 5.5) cela conduit �a une largeur de0:063R� et �a un coe�cient de viscosit�e horizontale �H = 106 cm2 s�1. Ces estimationsdonnent des ordres de grandeurs pour �H mais cette quantit�e variant en puissancequatri�eme de l'inverse de la largeur, obtenir une incertitude relative raisonnable surcette quantit�e exige une d�e�nition pr�ecise de la largeur et une incertitude relativefaible sur celle-ci.Kumar & Quataert (1997) et Zahn et al. (1997) ont sugg�er�e qu'un autre m�ecanismebas�e sur le transport du moment angulaire par des ondes de gravit�e g�en�er�ees �a la basede la zone convective peut conduire �a l'�etablissement d'une rotation rigide de l'int�e-rieur radiatif. N�eanmoins Gough & McIntyre (1998) sugg�erent, par comparaison avecles observations de l'interaction entre ondes de gravit�e et rotation dans l'atmosph�ereterrestre, que ce processus devrait au contraire tendre �a engendrer une rotation di��e-rentielle en latitude �a la base de la zone convective et ne peut se r�ev�eler e�cace poursupprimer la rotation di��erentielle que beaucoup plus profond�ement dans le c�ur. Cesauteurs pensent donc que seul l'existence d'un champ magn�etique polo��dal �a grande�echelle permet d'expliquer la rotation rigide et donnent une relation entre la largeur dela tachocline et la valeur du champ magn�etique valable sous la même approximationque pr�ec�edemment pour la valeur de 
0=N .jB0j = 5 10�15 �rcw�9 (Gauss) (5.24)



5.6. Les caract�eristiques de la tachocline solaire 151Les estimations, obtenues avec ARTUR, rc = 0:691R� et w = 0:01R� conduisent �a unchamp magn�etique B0 � 180 Gauss. L�a encore il ne s'agit que d'un ordre de grandeurcar la puissance neuvi�eme impose, pour obtenir une incertitude relative faible sur lavaleur du champ, d'avoir une d�e�nition pr�ecise de la largeur de la tachocline et uneincertitude relative tr�es faible sur cette quantit�e. Je note cependant que cette valeur duchamp magn�etique est compatible avec la limite sup�erieure de 0:3MG estim�ee par Basu(1997) �a partir de l'analyse des coe�cients d'indices pairs d�ecrivant les splittings desdonn�ees GONG. Cette limite propos�ee par Basu correspond �a une borne inf�erieure pourla largeur de la tachocline de 0:0044R�, valeur qui ne peut pas être exclue actuellement.A l'oppos�e, la limite sup�erieure de 0:05R� trouv�ee par inversion pour w donne unevaleur limite inf�erieure de 10�4 Gauss pour le champ magn�etique.Notons en�n que, dans la th�eorie de Gough & McIntyre(1998), la circulation m�e-ridienne qui se produit dans la tachocline a pour e�et d'homog�en�eiser l'abondance enh�elium et d'expliquer la di��erence en vitesse du son entre le Soleil et les mod�eles miseen �evidence dans une �etroite zone sous la zone convective par les inversions des fr�e-quences d'oscillation (voir par exemple Gonczi et al. 1998). En assimilant la largeur decette zone �a celle de la tachocline Elliott et al. (1998) trouvent une largeur de 0:018R�en accord avec la solution obtenue par ARTUR.
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Contribution 3: The solar rotation rate from inversion of the �rst GONG datasets155The solar rotation rate from inversion of the �rst GONG datasetsT. Corbard1, G. Berthomieu1, J. Provost11 Laboratoire G.-D.Cassini, Observatoire de la Cote d'Azur, NiceABSTRACTThis poster gives some results obtained by invertingthe �rst GONG datasets for the rotational splittingswith a full 2D Regularized Least-Squares (2D RLS)method. The resolution of the inversion is studiedusing averaging kernels and a low regularization lead-ing to an upper limit of 0:1R� for the width of thetransition zone at the base of the convective zone. Inaddition, preliminary works on the introduction of adiscontinuous basis of B-splines is presented and weshow how this leads to averaging kernels that are bet-ter localized on each side of the discontinuous break-point. 1. Basic equations and inverse methodFor a mode of oscillation (n; l), the observed fre-quency shift due to the angular velocity 
(r; �) (rbeing the normalized solar radius and � the cosineof the colatitude) is related to the solar model by thelinear expression:��nlm = Z 1�1 Z 10 Knlm(r; �)
(r; �)drd� (1)where the kernel Knlm(r; �) associated with themode depends on the model and is assumed to beknown exactly.The inverse method used is a 2D RLS method inwhich we search the unknown rotation as a linearcombination of piecewise polynomials, projected ona tensorial product of B-spline basis (Corbard et al.,1996). The distribution of break points in radius iscalculated such that the number of observed modeshaving their turning points between two consecutivebreak points is constant. We can de�ne at each breakpoint the kind of connection which is required be-tween the right and the left pieces of polynomials.Formally, the rules of connection can di�er from onebreak point to the next: at some of them, the poly-nomials can be discontinuous, at some others the leftand right pieces can be tied to ful�lling the continu-ity of their �rst derivatives or only of the polynomi-als themselves, ...etc. In this work this possibility isused to allow the solution to be discontinuous at agiven break point. In this case the regularization isapplied on the left and right sides of the break pointseparately.The spatial resolution of the inversion at a point(r0; �0) can be estimated by the the radial and lat-itudinal full widths at mid height of the so called

averaging kernels �(r0; �0; r; �) de�ned in Corbardet al. (1996). 2. GONG datasets usedThe �rst dataset (dataset I hereafter) is a combina-tion of both concatened spectra of GONG months4 to 8 for degrees lower than l = 30 and averagedspectra concerning GONG months 4 to 7 for de-grees up to l = 150. It contains 1987 modes with1200 < �nl < 5000 �Hz. Splittings are given by theirexpansion on Legendre polynomials with coe�cientsup to a9.The second dataset (dataset II) has been obtainedfrom averaged spectra of GONG months 4 to 10 fordegrees 2 � l � 150. It contains 2103 modes (n; l)l � 150 with 1200 < �nl < 5000 �Hz. Splittings aregiven by their expansion on orthogonal polynomialswith coe�cients up to a9. The orthogonal polyno-mials are de�ned in Ritzwoller & Lavely (1991).In both cases individual splittings and their corre-sponding errors have been calculated from their ex-pansion on polynomials and inversions have beenperformed from these individual splittings.3. Results from dataset I and low regularization
Figure 1: Rotation rate versus solar radius for latitudes0; 30; 60; 90� obtained with dataset IFigure 1 shows the inferred rotation rate for a choiceof trade-o� parameters that tends to minimize the�2 value rather than the regularization term. Thisleads to a solution with some oscillations especiallyin zones near the solar pole where the solution is notwell constrained by the data but the transition zoneis less smoothed by the regularization term. Com-pared to results obtained with an optimal choice oftrade-o� parameters based on an L-curve analysis(Corbard et al. 1996), this inferred rotation rate hasa sharper transition zone (about 0:10R�) and the



156 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINEaveraging kernels at this location (r = 0:7R�) arebetter peaked with an increasing radial resolution(�r = 0:08R� at mid latitude). Inversion performedwith lower regularization doesn't enable to producebetter radial resolution and increases the e�ect ofinput errors. Thus, this inversion is the one thatgives the best radial resolution at this target loca-tion without increasing too much the e�ect of inputerrors. The fact that the width of the transition zonedecreases when the resolution increases allows us tosay that the transition occurs in a zone between 0.66and 0.76 solar radius but it might be sharper.At 0:55R� averaging kernels are, for this inversion,su�ciently well localized in latitude so that the lat-itudinal independence of the inferred rotation rateat this depth can be considered as real. Below thisdepth we �nd again a latitudinal dependence but thismay be an artifact of the errors and this latitudi-nal dependence below 0:55R� is of lower importancewith dataset II.4. Preliminary works using dataset II and adiscontinuous Basis of B-splines
Figure 2: Rotation rate versus solar radius for latitudes0; 30; 60; 90� obtained with dataset I. (a) Without discon-tinuous basis (b) With a basis discontinuous at 0:7R�The solution obtained from dataset II is shown onthe Fig. 2a for radius above 0:4R�. The inferredrotation rate is in good agreement with the previousone for latitudes below 60� and is less oscillating nearthe pole. As the observed modes and the trade-o�parameters are the same as for dataset I, we canthink that these zones are now better constrained bythe data. Nevertheless we can not exclude that theregularization acts not exactly by the same way onthe two datasets so that the regularization could bemore important with dataset II.We are studying the possibility of using a discon-tinuous basis of B-splines to estimate the thicknessof the transition zone. An example is given on theFig. 2b that shows the solution obtained when weallow the rotation to be discontinuous at the base ofthe convection zone (0.7R�). The �2 value obtainedfor this solution and the resolutions are almost the

same than with the standard basis indicating thatthe data are compatible with a very sharp transitionzone.Averaging kernels obtained at the equator and0:69R� are shown on Fig. 3 (full lines) for the so-lutions obtained with and without setting a discon-tinuous basis at 0:7R�. Although, without discon-tinuous basis the averaging kernel was equally dis-tributed around 0:7R�, with a discontinuous basisthe major part of the kernel is below 0.7R�. By thisway the value of the rotation rate obtained at 0:69R�is less inuenced by the true rotation above 0.7R�and this could explain its lower value in Fig. 2b thanin Fig 2a. This may argue in favor of a solid rotationup to 0:69R� but this conclusion would have beenmore reliable if the averaging kernel had strictly nopart above 0:70R�. Furthermore the new averagingkernel is more oscillating between 0:72 and 0.9R�so that its interpretation is harder. A symmetricalexample is shown on Fig. 3 (dashed lines) by the av-eraging kernels calculated at the equator and 0:71R�with and without allowing the rotation to be discon-tinuous at 0:7R�. This could explain by similar waythe higher value obtained just above 0:7R� when weperform the inversion with a discontinuous basis.This work is very preliminary and we think that nu-merical experiments on the reconstruction of somearbitrary given test rotation rates should be usefulto calibrate the e�ect of introducing a discontinuousbasis.
Figure 3: Averaging kernels computed at the equator and0:69R� (full lines) or 0:71R� (dashed lines). (a) Withoutdiscontinuous basis, (b) With a basis discontinuous at0:7R� REFERENCES1. Corbard T., Berthomieu G., Provost J., et al.,1996, submitted to A&A2. Ritzwoller M.H., Lavely E.M., 1991, ApJ 369,557
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Abstract. Helioseismic inversions, carried out for several years

on various ground-based and spatial observations, have shown

that the solar rotation rate presents two principal regimes: a

quasi-rigid rotation in the radiative interior and a latitude-

dependent rotation in the whole convection zone. The thin layer,

named solar tachocline, between these two regimes is difficult to

infer through inverse techniques because of the ill-posed nature

of the problem that requires regularization techniques which, in

their global form, tend to smooth out any high gradient in the

solution. Thus, most of the previous attempts to study the rota-

tion profile of the solar tachocline have been carried out through

forward modeling. In this work we show that some appropriate

inverse techniques can also be used and we compare the ability

of three 1D inverse techniques combined with two automatic

strategies for the choice of the regularization parameter, to infer

the solar tachocline profile in the equatorial plane. Our work,

applied on LOWL (LOWL is an abbreviation for low degree

denoted by L) two years dataset, argue in favor of a very sharp

(0.05 ± 0.03R⊙) transition zone located at 0.695 ± 0.005R⊙

which is in good agreement with the previous forward analy-

sis carried out on Global Oscillations Network Group (GONG),

Big Bear Solar Observatory (BBSO) and LOWL datasets.

Key words: Sun: interior – Sun: oscillations – Sun: rotation –

methods: numerical

1. Introduction

Helioseismic inversions of the solar p-modes frequencies split-

ted by rotation have shown that there is, at the base of the con-

vection zone, a thin transition layer separating two regimes of

rotation, a strong differential rotation in the convection zone and

a quasi rigid rotation in the radiative interior (e.g. Thompson et

al. 1996; Corbard et al. 1997). This layer, called tachocline, is

supposed to play an important role in the solar dynamo, in the

transport of angular momentum and in the mixing of chemi-

cal elements. Its position rc and thickness w give constraints

to the theories describing its structure and evolution (Spiegel

Send offprint requests to: T. Corbard

& Zahn 1992; Gough & Sekii 1997). Different estimations of

these parameters have been obtained so far mostly by using

forward methods (Kosovichev 1996; Charbonneau et al. 1997;

Basu 1997).

The aim of this work is to test and compare the ability of

some inversion methods to infer the location and the width of

the solar tachocline, and then to apply these methods to helio-

seismic data. We compare three 1D least-squares methods. They

differ essentially by the mean used to regularize the ill-posed

inverse problem of inferring the equatorial solar rotation rate

from the observed frequency splittings. The first method is the

most commonly used Regularized Least-Squares (RLS) method

with Tikhonov regularization (Tikhonov & Arsenin 1977), the

second one is the Modified Truncated Singular Value De-

composition (MTSVD) introduced by Sekii and Shibahashi

(1988) which uses a regularization term of the same form but

with a discrete truncation parameter instead of the continuous

Tikhonov regularization parameter. The third method, intro-

duced by Hansen & Mosegaard (1996), is called Piecewise Poly-

nomials TSVD (PP-TSVD) and is a modification of the MTSVD

method that can preserve discontinuities of the solution.

In Sect. 2, we briefly recall the inverse problem and define

our parameterization of the tachocline. Sect. 3 gives the two

strategies studied in this work for inferring the rapid variation

of the rotation. We test these methods by inverting artificial

data in Sect. 4 and then, in Sect. 5, we use this study in order

to infer the location and thickness of the solar tachocline in the

equatorial plane from data observed by the LOWL instrument

(Tomczyk et al. 1995).

2. Direct analysis and parameterization of the tachocline

Frequency splittings ∆νnlm = νnlm − νnl−m between modes

with the same radial ordern and degree l but different azimuthal

orders m are induced by the solar rotation Ω(r, θ) expressed as

a function of the radius r and colatitude θ. For a slow rotation,

assumed to be symmetric about the equator, and moderate or

high degree modes, these splittings are given by:

∆νnlm = m

∫ π
2

0

∫ R⊙

0

Knl(r)Pm
l (cos θ)2

Ω(r, θ) sin θ dr dθ, (1)
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whereKnl(r) are the so-called rotational kernels that can be cal-

culated for each mode from a solar model (Morel et al. 1997).

In the following, they are assumed to be known exactly. There

exists additional terms that are not taken into account in Eq. (1)

but, as discussed in Corbard et al. (1997), they do not influ-

ence inversion above 0.4R⊙. As the aim of this work is not to

sound the rotation of the core, Eq. (1) is a good approximation.

Pm
l (cos θ) are normalized Legendre functions. Their asymp-

totic property leads, as discussed by Antia et al. (1996), to the

following expression that shows the sectoral (i.e. l = m) modes

splittings as weighted averages of the equatorial rotation rate

Ωeq(r) = Ω(r, 90◦):

∆νnll ≃ l

∫ R⊙

0

Knl(r) Ωeq(r) dr. (2)

We note that the validity of this 1D approximation is l-
dependent. Indeed, the higher the degree, the more the latitudinal

kernel P l
l (cos θ)2 sin θ is peaked at the equator.

Following Charbonneau et al. (1997), we define the location

and the width of the transition zone in the equatorial plane as the

parameters r̂c and ŵ respectively of the following erf function

which fits the rotation law in this plane:

Ωeq(r) = Ω̂0 +
1

2
(Ω̂1 − Ω̂0)

(

1 + erf

(

r − r̂c
0.5ŵ

))

. (3)

Here Ω̂0 and Ω̂1 represent the mean values of the rotation in the

radiative interior and in the convection zone respectively.

In order to compare different 1D inverse methods, we have

built several sets of theoretical sectoral frequency splittings that

correspond to different given rotation laws with fixed parameters

rc, w, Ω0, Ω1 but with a function of the colatitude in order to

mimic the latitudinal differential rotation of the convection zone:

Ω(r, θ)=Ω0+
1

2
(Ω1−Acos2θ−Bcos4θ−Ω0)

(

1+ erf

(

r − rc
0.5w

))

(4)

Evidently, for any choice of constants A and B, the searched

parameters for these rotation laws are r̂c = rc, ŵ = w, Ω̂0 = Ω0

and Ω̂1 = Ω1. We compute the splittings ∆νnll from Eq. (1) for

a set of modes corresponding to the set of LOWL data used in

Corbard et al. (1997) and we add a normally distributed noise

δνnll ∈ N (0, σnl). For each mode (n, l) the standard deviation

of the noise σnl has been taken equal to:

σnl =
σ̄nl√
kσ

, (5)

where σ̄nl is the error derived from the observers’ uncertainties

for a splitting ∆νnll, and kσ is an integer used to vary the level of

the noise that we introduce in the data. Doing this, we take into

account the fact that the error obtained on the observed splitting

varies with the frequency and the degree of the mode which is

certainly more realistic than taking the same average standard

deviation for all the modes. From those noisy splittings, the

equatorial rotation profile is obtained by inverting Eq. (2) and

this profile is then fitted by the erf function Eq. (3) leading to

the parameters r̄c, w̄, Ω̄0, Ω̄1 which will be compared to the

initial parameters.

3. Strategies for inferring rapid variations of the rotation

The three inverse methods used in this work are detailed in Ap-

pendix A. They all use a grid of 50 points in radius distributed

according to the density of turning points of observed modes.

The most important difficulty in inferring the thickness of the

tachocline from inverse methods results from the fact that the

problem of solving Eq. (2) is an ill-posed problem and this is

strengthened by the fact that rotational kernels give redundant

information about the outer part of the sun whereas they have

only low amplitude in the solar core for the observed mode

set. Numerically, this produces a high value for the condition

number (defined as the maximum singular value divided by the

smallest singular value) of the discretized problem Eq. (A5)

(typically Λmax/Λmin ≃ 2 × 108 in our implementation) and

the singular values decay rapidly. This high value of the con-

dition number means that the solution of the initial problem

is highly sensitive to the numerical errors and the noise con-

tained in the data. Therefore we have to introduce some a-priori

knowledge on the rotation profile. Unfortunately this regular-

ization tends to smooth out every rapid variation in the solution.

By using global regularization, we make the implicit assump-

tion that the real rotation is smooth everywhere and therefore

the information about the thickness of a rapid variation of the

rotation profile is not directly readable from the solutions ob-

tained by classic inversions. There are however several ways for

overcoming these difficulties.

3.1. Local deconvolution of the result obtained from linear in-

versions: the use of averaging kernels

The first way is to have a good understanding of the process by

which the inversion smoothes the solution: using this informa-

tion, we may be able to inverse this process and to acquire a

more realistic view of the rotation. This is what Charbonneau et

al. (1997) have done in combination with the so-called Subtrac-

tive Optimal Localized Average (SOLA) (Pijpers & Thompson

1992, 1994) method. This can be generalized for any linear in-

version as RLS method used in this work. The solution Ω̄(r0)

obtained at a target location r0 can be viewed as a weighted av-

erage of the ‘true rotation’ Ω(r), the weighting function being

the averaging kernel κ(r, r0) that can always be estimated at any

r0:

Ω̄(r0) =

∫ R⊙

0

κ(r, r0)Ω(r) dr. (6)

If we suppose that the averaging kernels obtained at any depth

can be approximated by a translation of the averaging kernel

obtained at the middle of the transition i.e. κ(r, r̂c), then we can

define κc by κc(r − r̂c) ≡ κ(r, r̂c) and Eq. (6) reduces to a

convolution equation:

Ω̄(r0) =

∫ R⊙

0

κc(r − r0)Ω(r) dr ⇔ Ω̄(r) = κc(r) ∗ Ω(r) (7)
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Finally, if the ‘true rotation’ can be well approximated by an erf
function of the form given by Eq. (3), and if we approximate

the kernel κc(r − r0) by a Gaussian function of the form:

κc(r − r0) ≃ exp
[

−(r − r0)2/∆2
r

]

, (8)

then the inferred solution is also an erf function of the form

Eq. (3) but with a larger width w̄. A simple deconvolution gives

the following relation between the searched width ŵ and the

inferred width w̄:

ŵ = w̄c ≡
√

w̄2 − 4∆2
r, (9)

which defined the corrected inferred width w̄c.

This result is valid only under a large number of assump-

tions that may be quite distant from the reality. Especially the

reduction to a convolution form is certainly not valid because

of the extent of averaging kernels that tend to increase rapidly

toward the solar core. Moreover the profile of the rotation rate

may be much more complicated than a simple erf function.

However, the tachocline is thin and the averaging kernels have

nearly the same profile in its whole extent. Thus this is certainly

a good approach to get a quantitative idea of how the inversion

enlarges the ‘true rotation’ transition. We note that if we ob-

tain ∆r > w̄/2 this certainly means that some of the previous

assumptions are not valid. In this work, we have applied this

‘deconvolution method’ on the solutions obtained by Tikhonov

inversions computed as explained in Appendix A.1.. We esti-

mate that this cannot be made for MTSVD method because

the corresponding averaging kernels are less well peaked and

exhibit a more oscillatory behavior (see Fig. 6 hereafter).

3.2. Non linear regularization

The second way to estimate the location and thickness of the

tachocline, is to build inverse methods that are capable of pro-

ducing solutions with steep gradients. The idea is to apply a lo-

cal regularization instead of the global Tikhonov regularization

term. This leads to a non linear problem and piecewise smooth

solutions. This approach has recently found useful applications

in image processing for edge-preserving regularization (Aubert

et al. 1994) and total variation (TV) denoising (Vogel & Oman

1996, 1997). In particular, the TV of f is defined as the 1-norm

of the first derivative of f and this is the definition of smooth-

ness that we use in the PP-TSVD inverse method. Therefore,

the results obtained by this method, detailed in Appendix A.2.,

represent a first attempt to use this class of inversion with non

linear regularization on helioseismic data.

4. Tests with artificial data: results and discussion

4.1. The key: how to choose regularization parameters

Whichever regularized inverse method we use, a very impor-

tant point is the choice of the regularization parameter which

can be a discrete truncation parameter k (MTSVD, PP-TSVD,

Eq. (A12)) or a continuous parameter λ (Tikhonov, Eq. (A9)).

This choice is specially important if we want to infer a quantity

Fig. 1a–d. Inferred parameters Ω̄0, Ω̄1, r̄c, w̄ and corrected inferred

parameter w̄c against the logarithm of the Tikhonov regularization pa-

rameter λ. Error bars result from the fit of the solution by an erf func-

tion taking into account the propagation of noise through the inverse

process but not the existing correlations between the results obtained

at two different radius. The initial parameters are indicated by dashed

lines. The GCV and L-curve choices are shown by the full star and the

circle respectively. The input rotation law was not dependent on the

latitude (A = B = 0) and the level of noise was small (kσ = 10).

like the width of a zone with high gradients which is directly

affected by the regularization. Several methods for choosing

the regularization parameter have been proposed that tend to

establish a balance between the propagation of input errors and

the regularization (see e.g. Badeva & Morozov (1991), Thomp-

son & Craig (1992) and Hansen (1992, 1994) for a general

review and Thompson (1992), Barett (1993) and Stepanov &

Christensen-Dalsgaard (1996) for applications in helioseismic

inversions). In this work we test and compare the ability of

two of these automatic strategies, namely the L-curve criterion

(Hansen 1992) and the Generalized Cross Validation (GCV)

criterion (Wahba 1977; Golub et al. 1979), to reproduce a good

estimation of the tachocline profile from noisy data.

The importance of the choice of the regularization parameter

can be illustrated by the following figures (Figs. 1, 2, 3, 4 ) where

the results of the fit of the solution by an erf function are plotted

as a function of the regularization parameter.

Fig. 1 represents the variation of the four erf -parameters

Ω̄0, Ω̄1, r̄c and ω̄ deduced from a Tikhonov inversion as a

function of the logarithm of the regularization parameter. The

four initial parameters were Ω0 = 425 nHz, Ω1 = 460 nHz,

rc = 0.69R⊙ and w = 0.05R⊙. In this case, called the ‘ideal

case’ in the following, the added errors were small (kσ=10)

and the initial rotation law was not dependent on the latitude

(A = B = 0). The choices designated by L-curve and GCV

strategies are shown by the full star and the circle respectively.

In addition we have plotted the corrected inferred width w̄c

given by Eq. (9) and computed by calculating systematically

the averaging kernel at r0 = r̄c (as shown on Fig. 6a for the
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Fig. 2a–d. The same as in Fig. 1 but with more realistic input errors

(kσ = 1) and an input rotation profile with latitudinal variation in the

convection zone (A = 55 nHz, B = 75 nHz).

GCV choice). The GCV criterion leads always to a lower regu-

larization than the L-curve choice and then tends to reduce the

smoothing of the solution. In most of our tests, as in Figs. 1a,

c, d, the GCV choice corresponds to a point where the errors

deduced from the fit become small whereas the L-curve crite-

rion gives a point beyond which a rapid variation of the fitted

parameters with increasing regularization occurs. The fact that

the values of the fitted parameters are nearly constant between

these two points shows that, for this level of noise, the method

is robust in that sense that the choice of the precise value of the

regularization parameter is not a crucial point: any choice that

tends to establish a balance between the propagation of input

errors and the regularization is able to produce good results.

Let us now look at the behavior of this method for a more

realistic example. For this we take a level of noise similar to

the one given by observers (kσ = 1) and we build frequency

splittings of sectoral modes by taking into account a latitudinal

variation of the rotation rate in the convection zone close to that

derived by 2D inversions. We have set A = 55 nHz and B = 75

nHz which are mean values derived from observations of the

plasma motion at the solar surface (Snodgrass & Ulrich 1990).

This choice for the input rotation law and errors is referred as

the ‘realistic case’ in the following. The Eq. (1) with m = l
has been used to compute the frequency splittings of sectoral

modes and 1D Tikhonov inversions have been performed again

in order to infer the equatorial rotation rate from Eq. (2).

Fig. 2 represents the results of these inversions in the same

form as Fig. 1 and for the same initial erf -parameters. There are

two essential points to be seen on this figure. The parameter Ω0

in Fig. 2a is systematically under-estimated of about 4 nHz. A

detailed analysis shows that this effect is strongly related to the

introduction of a latitudinal variation of the rotation rate in the

convection zone. The assumption, used in the 1D inversions, that

sectoral modes are sensitive only to the equatorial component

Fig. 3a–d. The same as in Fig. 1 (‘ideal case’) but for MTSVD (full

line) and PP-TSVD (dashed line) methods and against the truncation

parameter k. The L-curve choice for MTSVD method is outside the

plot on panel b.

of the rotation rate is not valid for low degree l modes (e.g.

Antia et al. 1996) , and these modes sound the deep interior.

This may explain some perturbation for the determination of

the parameter Ω0 that represents the mean value of the rotation

rate in the radiative interior. The difference between splittings

of sectoral modes computed from Eq. (2) and Eq. (1) is below

1 nHz for the observed modes having their turning points above

0.4R⊙. The large resulting difference in Ω0 is due to the fact that

high l sectoral modes see only the equatorial rotation rate and

then fix the inferred value Ω̄1 equal (or nearly equal as in Fig. 2b)

to the initial value Ω1 while lower degrees sectoral modes are

sensitive to the differential rotation of the convection zone and

this effect can only be accounted for in the inverse rotation law

by a substantial lowering in Ω̄0. Furthermore we have checked

that two rotation laws with the same Ω1 but with a difference of

4 nHz in Ω0 and two rotation laws with the same Ω0 but with

or without latitudinal variation in the convection zone, induce

a difference of the same order in the sectoral modes frequency

splittings.

The second important point is that, in Figs. 2c, d, the estima-

tion w̄ of the width of the tachocline increases rapidly between

the GCV and the L-curve points whereas its location r̄c de-

creases rapidly from 0.688R⊙ down to 0.674R⊙ As in Fig. 1d,

the deconvolution made by using averaging kernels tends to

correct this behavior for the estimation of the width but, in

this case, the GCV choice remains over-estimated for about

0.015R⊙ and the L-curve choice is still very distant from the

initial value. Tests made with different input parameters show

that, as in Figs. 2c, d and for that level of noise, the GCV choice

is always better than the L-curve choice for the estimation of

the location and the width of the tachocline. This point will be

illustrated and discussed in the next section for the estimation

of widths between 0.03 and 0.11R⊙.
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Fig. 4a–d. The same as in Fig. 2 (‘realistic case’) but for MTSVD (full

line) and PP-TSVD (dashed line) methods and against the truncation

parameter k. The L-curve choice for MTSVD method is outside the

plot on panels b,c and d.

Similar figures (Figs. 3, 4) can be plotted for MTSVD and

PP-TSVD methods where the continuous regularization param-

eter is replaced by the discrete truncation parameter. Results

obtained in the ‘realistic case’ (Fig. 4) have again a larger dis-

persion and exhibit the same systematic deviation for the deter-

mination of Ω0. Another interesting point is that, as shown on

Figs. 3d, 4d and also in the next section, the PP-TSVD method

tends to give an under-estimation of the width whereas the

MTSVD method tends to give an over-estimation of this pa-

rameter. This may be very useful in order to give a bounded

estimation of the true width. For these two methods, the choice

of the optimal truncation parameter k through the L-curve cri-

terion needs the evaluation of the curvature of discrete L-curve.

This can be done carefully by an appropriate 2D curve fitting.

Nevertheless our experience shows that it is difficult to do this

systematically with the same fit procedure for any level of noise

and input rotation law. Furthermore, when this is done carefully,

this choice leads to results for the tachocline profile that are al-

ways worse than the ones obtained from the GCV choice. Thus,

in the following, results are shown only with the GCV criterion

for MTSVD and PP-TSVD methods.

Fig. 5 shows the solutions obtained from the three methods

with the GCV choices indicated on Figs. 2 and 4. The error bars

on the PP-TSVD method (Fig. 5c) were obtained by assuming

that the method is linear i.e. the dependence of H (defined in

Eq. (A16)) relatively to the data vector W is neglected. This is

indeed not the case and a Monte-Carlo approach for estimating

errors may be more realistic. We note however that the two

other methods (Tikhonov and MTSVD) are linear only for a

given regularization parameter. Since this parameter is chosen

through automatic strategies, it depends also on the data. Thus,

strictly speaking, these methods are also non-linear methods.

Nevertheless, the automatic choices are built so that they are not

too much sensitive to little change in the data and that justify

Fig. 5a–c. Solutions obtained between 0.4 and 0.8R⊙ from the three

inverse methods with the GCV choice of regularization parameters.

The input rotation law was the same as in Figs. 2, 4 (‘realistic case’).

The equatorial component of the initial law is shown by dashed line

whereas the fits of the inverse solutions are shown by full lines.

Fig. 6a and b. Averaging kernels computed at r0 = r̄c. For Tikhonov

method the dashed line represents the Gaussian approximation of the

kernel used for the local deconvolution of the solution shown on Fig. 5a.

the linear approximation. The corresponding averaging kernels

computed at r = r̄c (Fig. 6) show that whereas the Gaussian

approximation is rather good for the Tikhonov method, the large

oscillations in the convection zone obtained for the MTSVD

method make difficult the use of a local deconvolution in that

case.

4.2. Tests for width between 0.03 and 0.11 R⊙

An important point is to test the ability of a method to give a

good estimation of the erf -parameters for a large domain of
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Fig. 7a–c. Difference between the inferred width and the initial width

(δw = w̄ − w) against the initial width for PP-TSVD (triangles) and

MTSVD (circles) methods, both computed with the GCV choice for

the truncation parameter. Squares are for the Tikhonov method with

GCV criterion (full line) and L-curve criterion (dashed line). For this

latter method we plot the difference between the corrected inferred

width and the initial width (δw = w̄c − w). a kσ = 10, A = B = 0 as

in Figs. 1, 3 (‘ideal case’); b kσ = 1, A = B = 0; c kσ = 1, A = 55,

B = 75 as in Figs. 2, 4 (‘realistic case’)

variation of the width of the tachocline. We first study in Fig. 7

the behavior of the different methods and automatic strategies

between the ‘ideal case’ and the ‘realistic case’ for one real-

ization of input errors. Then, in Fig. 8, we have carried out a

Monte-Carlo approach in order to have a better estimation of

the errors on the widths deduced from the fit of the solutions for

the ‘realistic case’.

Fig. 7 shows the inferred width w̄ (for MTSVD and PP-

TSVD methods) and the corrected inferred width w̄c (for the

Tikhonov method) as functions of the initial width w and for

one realization of the input errors. Fig. 7a represents the same

example as Figs. 1, 3 (‘ideal case’ ), in Fig. 7b we increase the

level of noise (kσ = 1), and finally we set an input rotation law

with a latitudinal dependence in the convection zone so that the

Fig. 7c is for the same example as Figs. 2, 4 (‘realistic case’).

In Fig. 7a , the results for w̄ fit the real value within 0.02R⊙

except for PP-TSVD and widths above 0.9R⊙, and the two

regularization procedures (L-curve and GCV) give almost the

same result.

The comparison of Figs. 7a and 7b clearly indicates that the

results obtained for Tikhonov method with the L-curve criterion

Fig. 8. The same as in Fig. 7c (’realistic case’) but each points is the

mean value of the results obtained for 500 realizations of input errors.

Error bars represent a 68.3% confidence interval on w.

(dashed curves) are very sensitive to the level of noise and are not

adapted to the actual errors of observed data. The deconvolution

method using Tikhonov inversion with GCV criterion appears

to be the less sensitive to the noise level and the most stable

for widths between 0.03 and 0.11R⊙. We see again that the

results obtained from MTSVD and PP-TSVD lead respectively

to an over-estimation and an under-estimation of the real width.

Fig. 7c illustrates the effect of a latitudinal dependence of the

rotation in the convection zone: an increasing over-estimation of

w from the Tikhonov method with GCV criterion and a general

larger dispersion of the results.

In Fig. 8, we have performed 500 realizations of input er-

rors for each initial width and each point shown in this figure

represents the mean value of the 500 inferred or corrected in-

ferred widths for a given initial width and a given method. Error

bars represent a 68.3% confidence interval which contains the

nearest 341 inferred widths from the mean value but they are

not necessarily symmetric around this value. This study shows

that the Tikhonov and PP-TSVD methods with the GCV crite-

rion are the most reliable for estimating the width in the most

realistic case. They lead, respectively to an over-estimation and

under-estimation of the width of about 0.01R⊙ at the maxi-

mum for initial widths between 0.03R⊙ and 0.11R⊙. In that

range, the standard deviation obtained for 500 realizations of

input errors is around 0.02R⊙ for Tikhonov method and much

larger (up to 0.05R⊙ for w = 0.11R⊙) for PP-TSVD method

which then appears to be well adapted only to infer very sharp

transitions. Let ωi represent the widths deduced from Nr hypo-

thetical (non-observed) realizations of the unknown true width

ω̂. In the Monte-Carlo method we suppose that we can approxi-

mate the distribution of (ω̂−ωi, i = 1, ..Nr) by the distribution

of (ωo− ω̃i, i = 1, Nr) where ωo is the width deduced from the

observed dataset and ω̃i are the widths deduced from datasets

built by setting ω̂ = ωo in the model. As we can not insure thatωo



Article 3: Inferring the equatorial solar tachocline from frequency splittings 165
Fig. 9. Equatorial tachocline profiles obtained from LOWL data by

PP-TSVD (triangles) and Tikhonov (squares) methods with GCV cri-

terion. Error bars represent the 1σ errors estimated on the solution by

assuming the linearity of the inversions. The full and dashed curves

represent respectively the fit of the PP-TSVD and Tikhonov solutions

by an erf -function between 0.4 and 0.8R⊙.

is very close to ω̂, the underlying assumption is that, in the range

of uncertainty concerning ω̂ (say 0.03 − 0.11R⊙), the way in

which errors propagate through the inverse process does not vary

rapidly (see e.g. Press et al. 1992). The fact that, in Fig. 8, error

bars grow rapidly with the initial width for PP-TSVD method

makes difficult the use of the Monte-Carlo results for estimating

the statistical behavior of this method. There are nevertheless

two factors that may introduce bias in these estimations of the

errors on the inferred widths. First, the existing correlations

between the inferred rotation values obtained at two different

radius are not taken into account in the fit of the solution by

an erf -function. Secondly, for the PP-TSVD method, the non-

linearity of the method is not taken into account in the estimation

of the propagation of noise through the inverse process. Making

the fit in the right way, i.e. taking into account correlations, may

lead to a lower dispersion of the results and then our estimation

of the error on the inferred widths may be over-estimated. Nev-

ertheless, the effects of these two approximations are not easy

to estimate a priori and need a more complete analysis in future

work.

5. Results for LOWL data

This section gives the results obtained from the two years

(2/26/94-2/25/96) observations by the LOWL instrument in

Hawaii (Tomczyk et al. 1995; Corbard et al. 1997). These data

contain 1102 modes with degrees up to l = 99 and frequen-

cies between 1200 and 3500 µHz. For each mode (n, l), in-

dividual splittings are given by, at best, five a-coefficients of

their expansion on orthogonal polynomials defined by Schou

et al. (1994). For this work, we assume that the previous sim-

ulations provide an estimation of the bias introduced by the

methods and we use these values in order to correct the inferred

Fig. 10a–d. Variation of the inferred parameters Ω̄0, Ω̄1, r̄c, w̄ and

w̄c as a function of the logarithm of the regularization parameter for

the Tikhonov inversion of LOWL data. Graph markers have the same

meaning as in Fig. 1. The L-curve choice of w̄ is outside the plot on

panel d.

tachocline parameters. This supposes the closeness of the model

used in the simulation to the reality and a good estimation of

the errors in the data. Furthermore, we use the sum of odd a-

coefficients as a first approximation for the sectoral splittings

i.e. ∆νnll ≃ anl1 + anl3 + anl5 . This approximation is exact for all

the rotation laws such that anl2j+1 = 0 ∀ j > 2 (which is the case

for the rotation laws Eq. 4 used in our model). When this is not

the case the latitudinal kernel associated to anl1 + anl3 + anl5 is

less peaked at the equator than the one associated to the sectoral

splittings (i.e. P l
l (cos θ)2 sin θ, see Sect. 2) and thus Ω̂1 repre-

sents a latitudinal average of the rotation in a larger domain

around the equator. However the kernel associated to the sum

of three a-coefficients is less l-dependent.

Results obtained by the three methods are summarized in

Table 1. They are in very good agreement for the location of the

tachocline and the mean values of the rotation rate in the radia-

tive interior and convection zone but more dispersive concern-

ing the determination of the width. The tests discussed above

have shown that this may be related to the level of noise con-

tained in the data. The equatorial tachocline profiles obtained

by Tikhonov and PP-TSVD methods with GCV criterion are

shown in Fig. 9. According to the previous sections, we use

the GCV choice in order to infer the location and the width of

the equatorial tachocline. Nevertheless, for Ω0 and Ω1 the L-

curve choices may be useful in order to see the amplitude of the

variation of the inferred parameters against the regularization

parameter. The errors cited in this table are just the result of

the fit of the solution by the erf -function. The variation of the

inferred erf parameters against the regularization, as shown by

Fig. 10 for the Tikhonov method, and the previous Monte-Carlo

simulations can help us to estimate error bars that may be more

realistic.
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Table 1. Inferred erf -parameters obtained from LOWL data. The L-curve criterion has not been used for methods with discrete truncation

parameters.

Methods Ω̄0 (nHz) Ω̄1 (nHz) r̄c/R⊙ w̄(c)/R⊙

GCV L-curve GCV L-curve GCV GCV

Tikhonov 429.3 ± 0.5 427.9 ± 0.3 457.7 ± 0.3 460.4 ± 0.4 0.693 ± 0.002 0.067 ± 0.010

MTSVD 429.4 ± 0.7 - 457.0 ± 0.5 - 0.693 ± 0.003 0.062 ± 0.009

PP-TSVD 429.6 ± 0.2 - 456.4 ± 0.3 - 0.693 ± 0.009 0.031 ± 0.017

Fig. 10a shows that the evaluation of the mean value of the

rotation rate in the radiative interior (Ω̂0) is not much sensitive

to the regularization. Nevertheless, we have shown in Sect. 4.1

that this parameter tends to be systematically under-estimated

of about 4 nHz because of the influence of the latitudinal varia-

tion of the rotation in the convection zone on the low l sectoral

splittings. For the sum anl1 + anl3 + anl5 the latitudinal kernel is

less l-dependent so that this systematic offset may be smaller

than 4 nHz. We take this effect into account by increasing the

estimation of the error and our final interval for this parameter

becomes: 427.5 ≤ Ω̂0 ≤ 434.5 nHz. The mean value of the

equatorial rotation rate in the convection zone is less subject

to systematic errors but may be under-estimated by the GCV

choice (cf. Figs. 2b, 4b, 5). The difference between the GCV

choice and the L-curve choice is about 3 nHz on Fig. 10. Thus

we estimate that Ω̂1 = 459.0 ± 1.5 nHz. We note that we do

not attempt to use the points of the solution found under 0.4R⊙

or above 0.8R⊙ (cf. Fig. 9). Therefore Ω̂1 does not take into

account the eventual rapid variation of the rotation near the sur-

face or at 0.9R⊙ (Antia et al. 1996) and Ω̂0 is not sensitive to

the core rotation. The ratio q = Ω̂0/Ω̂1 obtained from helioseis-

mic data is an important test for the theories of the tachocline

dynamics. Spiegel and Zahn’s (1992) theory leads to q = 0.90

whereas Gough’s (1985) one leads to q = 0.96. Our results give

0.93 < q < 0.95 which is intermediate between the two theo-

retical estimates. Similar results have already been pointed out

by Gough & Sekii (1997).

For the estimation of r̂c, we find in Fig. 10 that the L-curve

criterion leads to a lower value than the GCV criterion as we

had found in Fig. 2. As discussed in Sect. 4.1, we think that the

GCV choice is more reliable but may lead to an under-estimation

of about 0.002R⊙. Therefore our final estimation for the loca-

tion of the center of the tachocline in the equatorial plane is:

r̂c = 0.695 ± 0.005R⊙. This value, estimated in the equatorial

plane, is intermediate between the two values previously ob-

tained by forward methods (cf. Table 2). We note however that

whereas our work just look for the equatorial component of the

tachocline, the previous works assume that the solar tachocline

presents the same profile at any latitude. This may lead to bias

if, as suggested by Charbonneau et al. (1997) from LOWL data,

the tachocline is prolate i.e. is located deeper at the equator than

at higher latitudes.

The tests discussed in the previous sections show that the L-

curve choice is not reliable for the estimation of the width and

suggest three ways for estimating the width of the tachocline

from GCV criterion:

First, the true value is supposed to lie between the MTSVD

and PP-TSVD estimations. That gives 0.031R⊙ ≤ ŵ ≤
0.062R⊙.

Secondly, for the Tikhonov method, since the error bars have

roughly of the same amplitude in the whole range 0.03−0.11R⊙

of initial widths (Fig. 8) , we can use the Monte-Carlo simula-

tion. Near w = 0.07R⊙ (the inferred value reported in Table 1

being w̄ = 0.067), Fig. 8 shows that the Tikhonov method leads

in mean to a systematic over-estimation of about 0.005R⊙ with

a 68.3% confidence interval around ±0.02R⊙. Thus we obtain

by this way ŵ ≃ 0.062 ± 0.020R⊙.

Thirdly, the PP-TSVD method is though to produce, in

mean, an under-estimation of the width of about 0.01R⊙ but

with a larger dispersion of the results for the large widths so that

we are not allowed to use straightforwardly our Monte-Carlo

simulation. The 68.3% confidence intervals plotted in Fig. 8 in-

dicate that the PP-TSVD method can lead to an inferred width

around 0.03R⊙ (which is the value obtained from LOWL data)

for initial widths up to 0.08R⊙. Therefore the interpretation of

the result obtained by this method is not easy. This may indicate

that the method is better suited to the search of transition zones

known a priori to be very thin (searching for a width lower than

0.05R⊙ for example). Nevertheless, all the above discussions

indicate 0.020 ≤ ŵ ≤ 0.070R⊙ as a reasonable interval for the

true width, deduced from PP-TSVD method.

All these approaches are globally consistent but lead to a

relatively large dispersion of the results. Therefore our final

estimation of the width of the solar tachocline in the equatorial

plane is: ŵ = 0.05 ± 0.03R⊙. This estimation is in very good

agreement with the result obtained by Charbonneau et al. (1997)

and remains compatible with the value given by Kosovichev

(1996) (cf. Table 2).

6. Conclusions

This work presents an analysis of the determination of the char-

acteristics of the tachocline at the equator by three different in-

verse methods. They are applied to the inversion of the splittings

of the sectoral modes estimated as the sum of the three first odd

coefficients of the expansion of the splittings in orthogonal poly-

nomials defined by Schou et al. (1994). Two different choices of

regularization parameters, the GCV and L-curve criteria, have
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Table 2. Comparison of our results with previous forward analysis.

Charbonneau et al. (1997) and our work are for the same LOWL dataset

(2/26/94-2/25/96) whereas Kosovichev (1996) has used the 1986-90

BBSO datasets.

r̂c/R⊙ ŵ/R⊙

This work 0.695 ± 0.005 0.05 ± 0.03

Charbonneau et al. 0.704 ± 0.003 0.050 ± 0.012

Kosovichev 0.692 ± 0.005 0.09 ± 0.04

been compared. Tests with artificial rotation laws have shown

that in all cases the GCV criterion is less sensitive to the er-

ror level than the L-curve one and gives better results with low

bias and dispersions in the range 0.03 − 0.011R⊙ of searched

widths. This choice of the GCV criterion is in agreement with

Barett (1993) and Thompson(1992) in another context. Hansen

(1992) has shown that the GCV criterion is less adapted to highly

correlated errors than the L-curve one. Our work may indicate

in turn that we can neglect, as it has been done, the unknown

correlation in LOWL data.

Concerning the thickness of the tachocline, it appears that

the MTSVD and PP-TSVD inversions give respectively an up-

per and lower estimate while the Tikhonov method corrected by

deconvolution gives the most reliable determination. We have

estimated the systematic effect of the latitudinal dependence of

the rotation in the convection zone on the determination of the

thickness of the tachocline and the rotation in the radiative inte-

rior. We have shown how the performance of the methods will

be improved by lowering the level of noise in the data.

The methods have been applied to the LOWL two years

dataset leading to an estimation of the position r̂c = 0.695 ±
0.005R⊙ and the thickness ŵ = 0.05±0.03R⊙ of the equatorial

tachocline. In addition, we have obtained an estimation of the

equatorial rotation Ω̂0 below the convection zone and above

0.4R⊙ such that: 427.5 ≤ Ω̂0 ≤ 434.5 nHz and Ω̂1 from the

top of the convection zone up to 0.8R⊙ such that Ω̂1 = 459.0±
1.5 nHz. Assuming that the rotation in the radiative interior

is independent of latitude, this leads to a ratio Ω̂0/Ω̂1 between

0.93 and 0.95 which is intermediate between the two theoretical

predictions.

Our results for the location and thickness of the equatorial

tachocline are in agreement with the forward analysis of Char-

bonneau et al. (1997) and with those of Basu applied on BBSO

and GONG datasets (Basu 1997) using a different parameter-

ization of the tachocline. The forward analysis can be viewed

as non-linear least-squares methods (least-squares methods be-

cause of the use of the χ2 criterion and non linear because of the

models used for the rotation profile) but using only a very few

number of parameters (Charbonneau et al. (1997) use six pa-

rameters, Basu (1997) three and Kosovichev (1996) only two).

This kind of methods depend thus strongly on our knowledge

of the global rotation profile which can be reached only by in-

version techniques. In particular, in the above-cited works the

latitudinal dependence of the rotation is fixed (as in 1.5D inver-

sions). In this work, we have tried to investigate the amount of

informations about the tachocline that we can extract directly

from the global inversions without a-priori knowledge (except

for the regularization) on the rotation profile. There are less as-

sumptions in this approach, and thus the tachocline parameters

may be less constrained. The fact that the two approaches lead

to similar results indicates in turn that the hypothesis used in

the forward analysis are probably not too strong and are well

adapted to the problem of inferring the tachocline from actual

data.

One of the interest of this work was our first attempt to use

an inverse method with non-linear regularization in helioseismic

case. The PP-TSVD method leads to a very large dispersion of

the results for widths above 0.05R⊙ and then is difficult to

interpret with actual data. Some efforts, in future work, should

be useful to improve this kind of methods and the interpretation

of their results taking into account their non-linearity.
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Appendix A: details of the three inverse methods used

We discretize Eq. (2) by:

W = RΩ (A1)

where we have defined:

W ≡ (Wi)i=1,N Wi = ∆νnll + δνnll, i ≡ (n, l), (A2)

N being the number of modes (n, l) (N = 1102 for LOWL data)

and δνnll a normally distributed noise with a standard deviation

defined in Eq. (5). We search the solution Ω̄(r) as a piecewise

linear function of the radius by setting:

Ω̄(r) =

Np
∑

p=1

ωpϕp(r) Ω ≡ (ωp)p=1,Np
(A3)

where ϕp(r), p = 1, Np are piecewise straight lines (Np = 50 in

this work) such that:

∀p = 1..Np, ∃ rp ∈ [0., 1.] / Ω̄(rp) = ωp (A4)

where rp, p = 1..Np are fixed break points distributed according

to the density of turning points of modes (Corbard et al., 1997).

The matrix R is then defined by:

R ≡ (Rip) i=1,N

p=1,Np

Rip =

∫

Knl(r)ϕp(r)dr (A5)

For all the inverse methods discussed in this work, the aim

is to find a solution that is able to produce a good fit of the data

in chi-square sense. Unfortunately, the solution of this prob-

lem is not unique and allows oscillatory solutions that are not

physically acceptable. So, we have to define a quantity that mea-

sures the smoothness of the solution and to insure that the final

solution is sufficiently smooth to be acceptable.
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For any solution Ω, we define the χ2 value by:

χ2(Ω) = ‖P (RΩ −W )‖2
2 (A6)

where P = diag(1/σnl) and we define two measures of the

smoothness of the solution Ω by:

βi(Ω) = ‖LΩ‖i, i = 1, 2 (A7)

where the vector i-norms ‖.‖i are defined by ‖x‖i =

(
∑

p |xp|i)1/i and L is a discrete approximation of the first

derivative operator such that:

β1 ∝
∫

∣

∣

∣

∣

∂Ω(r)

∂r

∣

∣

∣

∣

dr β2
2 ∝

∫
(

∂Ω(r)

∂r

)2

dr (A8)

A.1. Tikhonov solution

The so called Tikhonov solution Ωλ solves the problem:

min
Ω

(χ2(Ω) + λβ2
2 (Ω)), (A9)

where λ > 0 is the continuous regularization parameter. In

order to compare this method to the two other ones, it may

be interesting to reformulate the problem as follow: For any λ
we can show that there exist a value α(λ) for which Ωλ is the

solution of the problem:

min
Ω∈Sλ

β2(Ω); Sλ = {Ω / ‖P (RΩ −W )‖2 ≤ α(λ)} (A10)

The computation of these solutions for different regularization

parameters have been carried out by using a generalized sin-

gular value decomposition of the pair (R,L) as explained and

discussed extensively in Christensen-Dalsgaard et al. (1993).

A.2. MTSVD and PP-TSVD solutions

These methods are based on the SVD of the N ×Np (N > Np)

matrix R which can be written:

R =

r
∑

i=1

uiΛiv
⊤
i (A11)

where r ≤ Np is the rank of R. The singular vectors are or-

thonormal, u⊤
i uj = v

⊤
i vj = δij for i, j = 1, r, and the sin-

gular values Λi are such that: Λ1 ≥ Λ2 ≥ ... ≥ Λr > 0,

Λr+1, ..,ΛNp
= 0. We then define the the TSVD of R as the ma-

trix Rk built from Eq. (A11) but neglecting the Np−k smallest

singular values.

Rk =

k
∑

i=1

uiΛiv
⊤
i (A12)

The integer k < r is called the truncation parameter. It acts

as a regularization parameter by eliminating the oscillatory be-

havior of the singular vectors associated with the smallest sin-

gular values. According to Eq. (A12), the rank of the matrix

Rk is k < r and then the problem of minimizing the quan-

tity ‖P (RkΩ−W )‖2 has not an unique solution and we have

to use our smoothness criteria to select a physically acceptable

solution among the set of solutions defined by:

Sk = {Ω / ‖P (RkΩ −W )‖2 = minimum} (A13)

With these notations, the so-called MTSVD solution Ω
m
k is de-

fined by:

Ω
m
k = arg min

Ω∈Sk

β2(Ω) (A14)

whereas the so-called PP-TSVD solution Ω
p
k is defined by:

Ω
p
k = arg min

Ω∈Sk

β1(Ω) (A15)

The algorithms for computing these solutions are presented in

Hansen et al. (1992) and Hansen & Mosegaard (1996) respec-

tively.

We just recall some important properties of the PP-TSVD

solution: For any k < r the vector LΩ
p
k has at the most k − 1

non zero elements. As the matrix L is a discrete approximation

of the first derivative, this means that the solution vector Ω
p
k

consists on kb ≤ k constant blocks. From Eq. (A3) it follows

that the inferred rotation Ω̄(r) itself is obtained as a piecewise

constant functions with a maximum of k pieces. The kb − 1

break points of this solution are selected by the procedure among

the Np initials break points rp. Therefore this inversion is able

to produce a discontinuous solution without fixing a-priori the

location of the discontinuity. Finally, we note that the solution

Ω
p
k obtained by this non-linear method can always be computed

by applying a matrix H , to the data but this matrix is also a

function of the data i.e. H = H(W ). Thus we have:

Ω
p
k = H(W )W . (A16)
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Contribution 4: On the use of nonlinear inverse methods for the solar tachocline 173 1ON THE USE OF NONLINEAR REGULARIZATION IN INVERSE METHODS FOR THE SOLARTACHOCLINE PROFILE DETERMINATIONT. Corbard1, G. Berthomieu1, J. Provost1 & L. Blanc-F�eraud21Laboratoire Cassini, CNRS UMR 6529, OCA , BP 4229, 06304 Nice Cedex 4, France2Projet Ariana, CNRS/INRIA/UNSA, 2004 route des Lucioles, BP 93, 06902 Sophia Antipolis Cedex, FranceABSTRACTInversions of rotational splittings have shown thatthe surface layers and the so-called solar tachoclineat the base of the convection zone are regions in whichhigh radial gradients of the rotation rate occur. Theusual regularization methods tend to smooth out ev-ery high gradients in the solution and may not be ap-propriate for the study of a zone like the tachocline.In this paper we use nonlinear regularization methodsthat are developed for edge-preserving regularizationin computed imaging (e.g. Blanc-F�eraud et al. 1995)and we apply them in the helioseismic context of ro-tational inversions.1. INTRODUCTIONThe existence of high gradients in the solar rotationpro�le near the surface and at the base of the convec-tion zone in the so-called solar tachocline (Spiegel &Zahn 1992) has been revealed by the inversions of therotational splittings (see e.g. Thompson et al. (1996)and Schou et al. (1998) for the last results). Thetachocline represents a thin zone where the di�er-ential rotation of the convection zone becomes rigidin the radiative interior. It is thought to be theplace from where the solar dynamo originates andits precise structure is an important test for angu-lar momentum transport theories. More precisely,the thickness of the tachocline can be related to thehorizontal component of the turbulent viscosity andmay be used as an important observational constrainton the properties of the turbulence (Spiegel & Zahn1992; Gough & Sekii 1998; Elliot 1997).Several works have already been performed to in-fer the �ne structure of the tachocline (Charbonneauet al. 1998; Kosovichev 1996, 1998; Basu 1997; Cor-bard et al. 1998a; Antia et al. 1998) using both for-ward analysis and inverse techniques. For the in-verse approach, it may be interesting to change theglobal constraint which tends to smooth out everyhigh gradients in the solution and to �nd a way topreserve such zones in the inversion process. A �rstattempt in this direction has been carried out (Cor-bard et al. 1998a) by using a nonlinear regulariza-tion term through the PP-TSVD method (Hansen &

Mosegaard 1996). An investigation of the possibil-ity to use the elaborate nonlinear techniques, devel-oped for edge-preserving regularization in computedimaging, in helioseismic context is being developed byCorbard et al. (1998b). Here we present preliminaryresults obtained by this method for the tachocline.Section 2. briey recalls the relation between the so-lar internal rotation and the helioseismic measuredfrequency splittings and presents the correspondingdiscretized inverse problem. We discuss in Section 3.the non linear approach of regularization in inversetechniques and the computational aspects. In Sec-tion 4., the choice of the regularizing parameters forthe particular case of the solar rotation inversion andthe preliminary results obtained with LOWL (Tom-czyck et al. 1995, 2 years of data) and MDI (144days, Schou et al. 1998) data are presented.2. FORMULATION OF THE PROBLEMIn this paper we consider the 1D problem of inferringthe solar equatorial rotation pro�le 
eq = 
(r; 90�)from sectoral splittings (i.e. m = l) (e.g. Duvall et al.1984; Antia et al. 1996)�nll � �nl0l ' Z R�0 Knl(r) 
eq(r) dr; (1)where l, n, m are respectively the degree, the ra-dial order and the azimuthal order, r is the solarradius and Knl(r) are the so-called rotational kernelsthat have been calculated for each mode from a solarmodel taken from Morel et al. (1997).This approximationof the 2D integral equation whichrelates the internal rotation to the splittings, is validonly for high degree modes (e.g. Corbard 1997) butthe inuence of low degree modes on the determina-tion of the tachocline and upper layers is thought tobe small. Moreover the rotation is known to be rigidor quasi rigid in the radiative interior.We search a solution �
(r) as a piecewise linear func-



174 CHAPITRE 5. LA TACHOCLINE 2tion of the radius by setting:�
(r) = NpXp=1 !p p(r) 
 � (!p)p=1;Np (2)where  p(r), p = 1; Np are piecewise straight lines(Np = 100 in this work) between �xed break pointsdistributed according to the density of turning pointsof modes (cf. Corbard et al. 1997). The discretizationof Equation 1 leads to the matrix equation:W = R
; (3)where W � (Wi=�i)i=1;N is the vector of the N ob-served frequency splittings Wi weighted by the stan-dard deviation �i given by observers for each modei � (n; l). No correlation between the di�erent modesis assumed. The matrix R is de�ned by:R � (Rip) i=1;Np=1;Np Rip = 1�i Z R�0 Ki(r) p(r)dr (4)An inverse method should lead to a solution that isable to produce a good �t of the data. We de�ne thegoodness of the �t in chi-square sense by the �2 valueobtained for any solution �
(r):�2(�
(r)) =Xnl "Wi � RR�0 Ki(r)�
(r)dr�i #2 ; (5)which can be written in the discretized form:�2(
) = kR
�Wk22: (6)3. NON LINEAR REGULARIZATION3.1. Euler equationsThe inverse integral problem is an ill-posed problemand the minimization of only the �2 value generallyleads to oscillatory solutions that are not `physicallyacceptable'. So, a regularization technique must beused in the minimization process. A large class ofthese techniques can be expressed in the general formof the minimization of a criterion J over the unknownsolution �
(r):J(�
(r)) = �2(�
(r))+�2 Z R�0 '�����dq �
(r)drq ����� dr; (7)The so-called trade-o� parameter � is chosen so thatit establishes a balance between the goodness of the�t of the data and the constraint introduced on thesolution (cf. Section 4.). The order q of the deriva-tive is usually taken equal to one or two. The twochoices can lead to similar results with the appro-priate choice � in the domains where the solution is

well constrained by the data. In this work we con-sider only smoothing term with �rst derivative.For a general '-function, one can write the criterionEquation 7 in a discretized form:J(
) = �2(
) + �2J2(
); (8)where J2(
) represents the discretized regularizationterm de�ned by:J2(
) = Z R�0 '�����d�
(r)dr ����� dr = Np�1Xp=1 cp'�jL
jp� :(9)In this equation (cp)p=1;Np�1 represent the weightsused for the integration rule, L is a discrete approx-imation of the �rst derivative operator, and jL
jp isthe absolute value of the p-component of the vectorL
. The expression of cp and L are given in Corbardet al. (1998b) for the simple case of the polynomialexpansion Equation 2The minimization of the criterion J(
) leads to thefollowing Euler equations (discretized form):rJ(
) = 0() (R>R+ �2L>B(
)L)
 = R>W(10)B is a diagonal matrix. Its elements depend on thegradient of the solution at each grid point:B = diag(bp) with bp = cp � '0 �jL
jp�2 jL
jp (11)Two choices for the '-function lead to well knownregularization strategies:� '(t) = t2 corresponds to the traditionalTikhonov approach with �rst derivative whereas� '(t) = t is known as the Total Variation (TV) reg-ularization method (e.g. Acar & Vogel 1994). Ithas been shown that this regularization methodis able to recover piecewise smooth solutions withsteep gradients (Vogel & Oman 1996).The use of a general nonquadratic '-function willlead to a nonlinear problem which requires an appro-priate iterative method to be solved.3.2. Properties of the weight function '0 (t)2tFrom the Euler equation (Equations 10 and 11) wecan see that the function '0(t)=2t acts as a weightfunction in the smoothing process: at each grid pointthe gradient of the solution is used as an argument of



Contribution 4: On the use of nonlinear inverse methods for the solar tachocline 175 3this function in order to set locally more or less reg-ularization. This suggests an iterative process wherethe gradient of the solution at a given step is usedfor the computation of the regularization term at thenext step. Three properties of the weighting function'0 (t)=2t are required to obtain a satisfactory solutionand to preserve high gradients (Charbonnier et al.1997):1. no smoothing for high gradients:limt!1 '0 (t)2t = 0 (12)2. Tikhonov smoothing for low gradients:0 < limt!0 '0 (t)2t =M <1 (13)3. '0(t)2t strictly decreasing to avoid instabilities:(14)Either convex or non-convex '-functions may be cho-sen (see Charbonnier et al. (1997) and Teboul et al.(1998) for examples in both cases). A non-convexfunction may be more suited for the search of highgradients. But this choice leads to some numericaldi�culties and instabilities related to the existenceof local minima and may induce a high sensibilityof the inverse process to the regularization parame-ters. At the opposite the choice of a convex functionavoids these numerical problems and is more suitablefor relatively smooth transition (Blanc-F�eraud et al.1995). 3.3. The iterative algorithm: ARTURFollowing Charbonnier et al. (1997) the inversion us-ing non linear regularizing criterion can be solved byan iterative scheme named ARTUR (Algebraic Re-construction Technic Using Regularization) that iseasy to implement: at each step k we calculate theregularization term using the derivative of the previ-ous estimate 
k�1 and we simply compute the newestimate 
k by solving the linear system:�R>R+ �2L>B(
k�1)L�
k = R>W: (15)For a convex '-function, the convergence of this so-called algorithm has been established (Charbonnieret al. 1997). This is therefore an adaptative regu-larization method which uses the information on thederivative of the solution obtained at each step in or-der to improve the regularization at the next step.This requires an initial guess 
0 for the solution butwe will show in the next section that a constant so-lution can ever be used as the starting point.An example of arti�cial discontinuous rotation hasbeen used to test the algorithm. The correspondingrotational splittings have been computed according

to Equation 1 with addition of Gaussian noise witha standard deviation taken for each mode from theformal error given in observational data (cf. Corbardet al. 1998a). A second set of arti�cial data with thesame rotational law and standard deviations dividedby p10 has also been used.At each step of ARTUR algorithm the linear system(Equation 15) has been solved using an iterative con-jugate gradient method using 
k�1 as starting point.This leads to a very fast algorithm where the num-ber of conjugate gradient iterations needed to solvethe linear system decreases at each ARTUR step (i.e.as k increases). The algorithm is stopped when thenorm of the relative di�erence between two solutionsat two successive steps is below 10�6 i.e.:k
k � 
k�1k2k
kk2 � 10�6 (16)The results are given in Figures 1 and 2 which showexamples of ARTUR steps (upper window). It is seenhow the ARTUR solution, starting from a smoothedTikhonov solution, becomes steeper at each step.Comparison between Figures 1 and 2 shows the e�ectof the errors in the data which leads to a smoothingof the edges of the discontinuity.
Figure 1. Solutions obtained by inverting splittings com-puted from a discontinuous one dimension rotation pro-�le (full line) for the same mode set as in LOWL dataand by adding some 'realistic' noise (see text). The stan-dard Tikhonov solution is given for two di�erent auto-matic choices of the regularizing parameter. The succes-sive steps of ARTUR algorithm are given in the upper leftwindow whereas the �nal step is shown on the main plot.The choice of the regularizing function and parametersfor ARTUR algorithm are those discussed in Section 4.The solutions are plotted without error bars for clarity.4. APPLICATION TO THE SOLAR ROTATIONINVERSIONIn the particular case of the solar tachocline, the un-certainty on the width of the transition zone is stilllarge (see Table 2 of Corbard et al. (1998a) for a
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Figure 2. The same as Figure 1 but computed for a lowerlevel of noise (standard deviations divided byp10). Com-parison between Figures 1 and 2 shows the smoothing ef-fect of the data noise level for the three methods.summary of some previous works). Here we applythe non linear regularizing method to the LOWL andMDI sectoral splittings.4.1. Choice of the '-functionAccording to the previous discussion, we have cho-sen to consider a convex regularizing '-function asCharbonnier et al. (1997):'(t) = 2pt2 + 1� 2 (17)This function is close to the absolute value functionused in TV regularization but has a quadratic be-havior near 0 in order to smooth zones with smallgradient moduli in addition to the linear behaviornear in�nity that preserves high gradient zones.In addition to the usual regularizing parameter � al-ready introduced, we have included in the '-functiona parameter which scales the derivative of the solu-tion. It allows to adapt the domain of gradient mod-ulus where the solution is very weakly smoothed tothe speci�c problem we consider.J(�
(r)) = �2(�
(r)) + �2 Z R�0 '�1� ����d�
(r)dr �����dr(18)This simply leads to replace � by � = �=� in EulerEquation 10 and to use'0 (t)=2t = 1=q1 + (t=�)2 (19)where t = jL
jp as weighting function in Equa-tion 11.Therefore we have to de�ne a strategy to choose thetwo parameters � and �.

4.2. The choice of �If the initial guess 
0 is a constant function, then,according to Equations 13 and 19, M = 1 and thesolution at the �rst ARTUR step corresponds to aTikhonov solution with � as regularizing parameter.It has been shown in Corbard et al. (1998a) that theGeneralized Cross Validation (GCV) strategy leadssystematically to a less smoothed solution than theL-curve one (Hansen 1992) (�Lcurve ' 100 ��GCV inthat work) and therefore is more suited to the studyof the tachocline. Nevertheless, this choice leads tospurious oscillations below and above the tachocline(see Figures 1, 2). As ARTUR algorithm will tend toenhance the high gradients found at the �rst step itis important to start with a solution smooth enoughto avoid spurious oscillations with high gradients. Atthe opposite, the L-curve choice leads often to a so-lution which is too smooth and does not allow toexhibit the expected high gradients during the it-erations. As the optimal choice of this parameterstrongly depends on the level of noise included in thedata (cf. Figures 1 and 2), it is important to de�nean automatic choice of this parameter so that we usethe same strategy for di�erent datasets or for di�er-ent realizations of the noise. It consists in taking anintermediate value between the values of �Lcurve and�GCV for Tikhonov inversion. This has been usedhere to �x � in ARTUR algorithm.4.3. The choice of �
Figure 3. The full line shows the �rst derivative of a �rststep solution (cf. Figure 1) in ARTUR algorithm as afunction of the fractional solar radius. For each value ofthe gradient, the dashed line gives the weight that will begiven locally to the regularizing term at the second step ofARTUR algorithm. The dotted line indicates the gradientupon which the local regularization will be more than 50%smaller at the second step compared to the �rst step.The parameter � is introduced to adapt the shape ofthe weighting function to the gradient that we searchto detect . Its value is chosen by looking at the deriva-tive of the solution at the �rst iteration step. We havechosen for simplicity to keep this parameter constantduring the iterations. Figure 3 shows as an example(full line) the �rst derivative of solution obtained atthe �rst step by inverting arti�cial splittings which
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Figure 4. Solar equatorial rotation obtained by invert-ing LOWL data. Tikhonov solution is shown by the fullline with error bars. The dashed line represents the �nalARTUR step.have been computed for the discontinuous rotationlaw presented in the previous section (cf. Figure 1).The largest peak corresponds to the rapid variationin the tachocline, the smaller ones to spurious oscilla-tions in the solution. The weighting function (Equa-tion 19) is shown in dashed line for � = 100. Ac-cording to Figure 3, the choice of � = 100 leads toregularize 50% less at the second step in that zoneswhere the gradient of the �rst step solution is above� 175 nHz/R�.According to the previous results on solar rotation in-versions, the width of the tachocline does not exceed0:1 solar radius. This represents also the resolutionreached at the tachocline localization (' 0:69R�)with a Tikhonov method using a regularizing param-eter chosen near the corner of the L-curve. Further-more we have a good estimate of the di�erence be-tween the rotation rate above and below the transi-tion (' 30nHz in Corbard et al. (1998a)). Thereforewe can estimate an order of magnitude of 300nHz/R�for the maximum gradient obtained at the �rst iter-ation of ARTUR process. This corresponds to thevalue in Figure 3. At the second step we want topreserve only high gradients i.e. to regularize less inthat zones where high gradients have already beenfound at the �rst step. With our a priori knowledgeof the maximumgradient at the �rst step (� 300nHz,see also Figure 3), the choice of � = 100 sounds rea-sonable in the sense that it will tend to decrease theregularization especially in the tachocline. A smallervalue would enhance the secondary peaks that maybe induced by the data noise.4.3.1. Results for the tachoclineFigures 1 and 2 show that ARTUR algorithm leadsalways to better results than Tikhonov inversionwithout `local deconvolution' in the case of a discon-tinuous rotation pro�le. Furthermore, it is shown inCorbard et al. (1998b) that it can also lead to goodresults for simulated tachocline widths between 0:02and 0:08R�.

Figure 5. Same as Figure 5 for MDI dataPreliminary results have been obtained by invertingthe sectoral splittings given by the 2 years LOWLdata and the 144 days MDI data. The results ofTikhonov inversion and the last step of ARTUR al-gorithm are plotted in Figures 4 and 5. Tikhonov so-lutions are shown with error bars at each grid pointswhich are deduced from the propagation of data noisethrough this linear process. ARTUR algorithm isnonlinear and therefore we can not compute formalerrors in the same way.In order to have an estimate of the uncertainties onthe tachocline parameters derived by ARTUR algo-rithm, Monte-Carlo simulations with arti�cial split-tings have been performed by Corbard et al. (1998b).The rotation pro�les were taken as erf functions withdi�erent 'initial widths'. Each 'inferred width' is themean value of the results obtained by �tting directlythe solutions by an erf function, for 500 realizationsof input errors. Error bars are estimated from a68:3% con�dence interval. From this study it seemsthat an uncertainty of �0:02R� on the tachoclinewidth can be reached with both ARTUR algorithmand Tikhonov inversion with a 'local deconvolution'using the averaging kernels computed at the centerof the transition (see Corbard et al. 1998b).The width of the tachocline estimated from LOWLdata and by using ARTUR algorithm is 0:05�0:02R�in good agreement with the value of 0:05� 0:03R�found for the same data in Corbard et al. (1998a) bystudying systematically the e�ect of regularization onthe determination of tachocline parameters for threeinverse methods. A preliminary study of MDI dataleads to a slightly larger width of 0:08R� but Monte-Carlo simulation have not yet been performed thatallows to give an estimate of the uncertainty on thisvalue. For both dataset the widths obtained fromTikhonov inversions after `local deconvolution' usingaveraging kernels are always larger (� 0:1R�) thanthe estimates obtained with ARTUR algorithm.We note that these estimates of the tachocline widthhave been obtained by �tting the solutions by an erffunction between 0:4 and 0:8R� and this may be bet-ter adapted to the shape of LOWL solution (Figure 4)which presents a step between 0:75 and 0:8R�. Thisstep is not found with MDI data and this may ex-plain the larger width found by our �t with these
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T. Corbard 1, L. Blanc-Féraud2, G. Berthomieu1, and J. Provost11 Laboratoire G.-D. Cassini, CNRS UMR 6529, Observatoire de la Côte d’Azur, BP 4229, 06304 Nice Cedex 4, France2 Projet Ariana, CNRS/INRIA/UNSA, 2004 route des Lucioles, BP 93, 06902 Sophia Antipolis Cedex, France

Received 31 08 1998 / Accepted ?? ?? 1998

Abstract. Inversions of rotational splittings have shown that
there exists a zone called solar tachocline at the base of thecon-
vection zone in which high radial gradients of the rotation rate
occur. The usual linear regularization methods tend to smooth
out every high gradients in the solution and may not be ap-
propriate for the study of this zone. In this paper we apply in
the helioseismic context of rotation inversions, regularization
methods that have been developed for edge-preserving regu-
larization in computed imaging. It is shown from Monte-Carlo
simulations that this approach can lead directly to resultssim-
ilar to those reached by linear inversions but which required
some assumptions on the shape of the transition in order to be
deconvolved. The application of this method to LOWL data
leads to a very thin tachocline. From the discussions on the
parameters entering the inversion and the Monte-Carlo simula-
tions, our conclusion is that the tachocline width is very likely
below0:05R� which tends to lower our previous estimate of0:05� 0:03R� obtained from the same dataset (Corbard et al.
1998).

Key words: Sun: rotation – Methods: numerical – Sun: interior
– Sun: oscillations

1. Introduction

Helioseismic inverse problems consist in using the properties
(namely frequencies or frequency splittings) of the oscillation
pattern observed at the surface of the Sun in order to infer the
internal variation of solar physical properties like the rotation
rate, the sound speed or the density (see e.g. Gough & Thomp-
son (1991) for a review). These problems can be expressed in
terms of integral equations which represent ill-posed problems
in the sense of Hadamard (1923).

The traditional approach used to override this difficulty
consists inregularizing the problemby adding some a pri-
ori information on the solution (e.g. Kirsch 1996; Craig &
Brown 1986). The well known Tikhonov regularization method
(Tikhonov 1963) assumes a global smoothness of the solution

Send offprint requests to: T. Corbard
Correspondence to: corbard@obs-nice.fr

by minimizing the norm of its derivative at a given order. Nev-
ertheless, inversions for the solar rotation have shown (see e.g.
Thompson et al. (1996) and Schou et al. (1998) for the last re-
sults) that high gradients exist in the solar rotation profile near
the surface and at the base of the convection zone in the so-
calledsolar tachocline(Spiegel & Zahn 1992).

Therefore the global smoothness initial a priori may not be
appropriate for the study of these zones which are of particular
interest for the study of solar dynamics. As a matter of fact,the
tachocline represents a thin zone where the differential rotation
of the convection zone becomes rigid in the radiative interior.
It is thought to be the place from where the solar dynamo orig-
inates and its precise structure is an important test for angular
momentum transport theories. More precisely, the thickness of
the tachocline can be related to the horizontal component ofthe
turbulent viscosity and may be used as an important observa-
tional constraint on the dynamics properties of the turbulence
(Spiegel & Zahn 1992; Gough & Sekii 1998; Elliott 1997).

Several works have already been performed to infer the
fine structure of the tachocline ( Kosovichev 1996,1998; Basu
1997; Charbonneau et al. 1998; Antia et al. 1998; Corbard et
al. 1998) using both forward analysis and inverse techniques.
For the inverse approach, it may be interesting to change the
global constraint which tends to smooth out every high gradi-
ents in the solution and to find a way to preserve these zones
in the inversion process. A first attempt in that direction has
been carried out (Corbard et al. 1998) by using a nonlinear reg-
ularization term through the Piecewise Polynomials-Truncated
Singular Value Decomposition (PP-TSVD) method (Hansen &
Mosegaard 1996) based on the use of a1-norm. Nevertheless
it has been shown that this method can produce solutions with
sharp discontinuities even if the width of the tachocline isrel-
atively large. This leads to very large error bars on the inferred
width of high gradient zones and makes difficult the interpre-
tation of the results obtained from real observations. Neverthe-
less, some more elaborate nonlinear technics have been devel-
oped for edge-preserving regularization in computed imaging
and, in this paper, we investigate their use in helioseismiccon-
text.

Section 2 briefly recalls how the solar internal rotation can
be related to the frequency splittings determined from helio-
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seismic measurements and introduces the corresponding dis-
cretized inverse problem. The non linear approach of regular-
ization in inverse techniques is introduced in Sect. 3 and the
computational aspects are discussed in Sect. 4. For the partic-
ular case of the solar rotation inversion and the search of the
tachocline width, the Sects. 5 and 6 show how the regularizing
parameters have been chosen and give the results of Monte-
Carlo simulations for the estimation of the uncertainty on the
tachocline width. Finally, the results obtained with LOWL data
are discussed in Sect. 7 and we conclude in Sect. 8.

2. The astrophysical problem and its discretization

The internal rotation
(r; �) of the Sun expressed as a function
of the solar radiusr and colatitude� can be related (Hansen
et al. 1977), through a 2D integral equation, to the observed
frequency splittings��nlm where each mode of solar acoustic
oscillations is characterized by the degreel, the radial ordern
and the azimuthal orderm (�l � m � l).

In this work, we focus on the application of non linear in-
version to the description of the tachocline profile in the equa-
torial plane. The so-called ‘tachocline parameters’ are obtained
by fitting, between0:4R� and0:8R�, the solution�
(r) of the
inversion by anerf function of the form:
fit(r)= �
0+ �
1 � �
02 �1+erf�r � �rc0:5 �w��+��(r � 0:7):(1)

This defines five tachocline parameters:�
0, �
1, �rc, �w and ��.
The coefficient�� has been introduced, following Antia et al.
(1998), in order to take into account the linear behaviour some-
times found for the rotation rate in the convection zone just
above the transition in the equatorial plane (see Sect. 7).

Thus, we consider the 1D problem of inferring the solar
equatorial rotation profile
eq = 
(r; 90�) from sectoral split-
tings (i.e. frequency splittings for modes withm = l) (e.g.
Duvall Jr et al. 1984; Antia et al. 1996)�nll � �nl0l ' Z R�0 Knl(r) 
eq(r) dr; (2)

whereKnl(r) are the so-called rotational kernels that have
been calculated for each mode from a solar model taken from
Morel et al. (1997). They are assumed to be known exactly in
the following.

This approximation of the 2D integral equation is valid only
for high degree modes (e.g. Corbard 1997) but the influence of
the low degree modes on the determination of the position and
width of the tachocline and the rotation rate of the upper layers
is thought to be small.

We discretize Eq. (2) by using a polynomial expansion
method which leads to the matricial equation:W = R
; (3)

where we have defined the vectorW � (Wi=�i)i=1;N , of N
observed frequency splittingsWi weighted by the standard de-
viation �i for each modei � (n; l). The sectoral splittings

have been approximated by the sum of the odd a-coefficients
of their expansion on orthogonal polynomials provided by ob-
servers. The standard deviations have been computed straight-
forwardly from the uncertainties quoted on each a-coefficient.
In this work, no correlation between the different modes is as-
sumed.

We search a solution�
(r) as a piecewise linear function of
the radius by setting:�
(r) = NpXp=1!p p(r) 
 � (!p)p=1;Np (4)

where p(r), p = 1; Np are piecewise straight lines (Np = 100
in this work) between fixed break points distributed according
to the density of turning points of modes (cf. Corbard et al.
1997). The discretization matrixR is then defined by:R � (Rip) i=1;Np=1;Np Rip = 1�i Z R�0 Ki(r) p(r)dr (5)

An inverse method should lead to a solution that is able to
produce a good fit of the data. We define the goodness of the fit
in chi-square sense by the�2 value obtained for any solution�
(r):�2(�
(r)) =Xnl "Wi � R R�0 Ki(r)�
(r)dr�i #2 ; (6)

which can be written in the discretized form:�2(
) = kR
 �W k22: (7)

3. Regularization: the non linear approach

Unfortunately, the inverse integral problem is an ill-posed prob-
lem and the minimization of only the�2 value generally leads
to oscillatory solutions that are not ’physically acceptable’ in
that sense that they do not correspond to our a priori knowledge
on the shape of the solution. So, we have to use regularization
technics i.e. to introduce a priori informations in the minimiza-
tion process. A large class of these technics, can be expressed
in the general form of the minimization of a criterionJ over
the unknown solution�
(r):J(�
(r)) = �2(�
(r)) + �2 Z R�0 '�����dq �
(r)drq �����dr; (8)

where� is the so-called trade-off parameter which is chosen
so that it establishes a balance between the goodness of the fit
of the data and the constraint introduced on the solution (cf.
Sect. 5). The orderq of the derivative is usually taken equal to
one or two. The two choices can lead to similar results with
the appropriate choice of the regularizing parameter� in the
domains where the solution is well constrained by the data.
However these two choices correspond to two different a pri-
ori on the solution. As the rotation is known to be quasi-rigid
the radiative interior (at least down to0:4R�), we have chosen
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in this work to use the first derivative. We note however that
the method described below can easily be generalized for any
choice of the derivative.

Two choices for the'-function lead to well known regular-
ization strategies:

– '(t) = t2 leads to the traditional Tikhonov approach with
first derivative whereas

– '(t) = t is known as theTotal Variation(TV) regulariza-
tion method (e.g. Rudin et al. 1992; Acar & Vogel 1994).
This approach uses no more the square but instead the ab-
solute value of the gradient of the solution. It has been
shown that the solution is searched in BV space composed
of Bounded Variation functions which admit discontinuity
points. This regularization method is therefore able to re-
cover piecewise smooth solutions with steep gradients (see
e.g. Dobson & Santosa 1994; Vogel & Oman 1996, 1997).
The PP-TSVD method of Hansen & Mosegaard (1996), al-
ready used in helioseismic context in Corbard et al. (1998)
can be seen as a ‘truncated version’ (in that sense that the
regularizing parameter is a discrete truncation parameter)
of the TV regularization in the same way as the MTSVD
method introduced by Shibahashi & Sekii (1988) (see also:
Hansen et al. 1992; Corbard et al. 1998) was a ‘truncated
version’ of the Tikhonov regularization.

For a general'-function, one can write the criterion Eq. (8)
in a discretized form:J(
) = �2(
) + �2J2(
); (9)

whereJ2(
) represents the discretized regularization term de-
fined by:Z R�0 '�����d�
(r)dr �����dr = J2(
) = Np�1Xp=1 cp'�jL
jp� : (10)

In this equation(cp)p=1;Np�1 represent the weights used for
the integration rule andL is a discrete approximation of the
first derivative operator.jL
jp is the absolute value of the pth
component of the vectorL
. The expression ofcp andL are
given in Appendix A for the simple case of the polynomial ex-
pansion Eq. (4)

The minimization of the criterionJ(
) over each compo-
nent!p of
 leads to the following Euler equations (discretized
form):rJ(
) = 0() (R>R+ �2L>B(
)L)
 = R>W (11)B being a diagonal matrix with elements that depend on the
gradient of the solution at each grid point:B = diag(bp) with bp = cp � '0 �jL
jp�2 jL
jp (12)

For '(t) = t2, B is independent of
 and these normal
equations reduce to a linear system which corresponds to the

usual Tikhonov regularization with first derivative. On thecon-
trary, for a general'-function, this leads to a nonlinear problem
which requires an appropriate iterative method to be solved.

Now, with this general expression for the normal equations,
the question is for our particular problem: what propertiesmust
the'-functions satisfy to ensure the preservation of high gradi-
ents in the solution?The next section shows how the theoretical
works developed in the field of computed imaging gives an an-
swer to this question and leads to an algorithm for solving the
non linear Euler equation that is easy to implement.

4. On the choice of the'-function and the algorithm for
solving nonlinear equation

4.1. Properties of the weighting function'0 (t)2t
From the Euler equation (Eqs. (11) and (12)) we can see that the
function'0(t)=2t acts as a weighting function in the smoothing
process: at each grid point the gradient of the solution is used
as an argument of this function in order to set locally more or
less regularization. This suggests an iterative process where the
gradient of the solution at a given step is used for the compu-
tation of the regularization term at the next step. We will show
in the following that we can derive some basic properties of the
weighting function so that high gradients can be preserved and
such that an iterative algorithm for solving the Euler equation
is possible. First let us look at the behaviour of the weighting
function at the limits of low and high gradients:

– For low gradients we want to keep a Tikhonov regulariza-
tion. From Eq. (11) this is the case if'0(t)=2t is a non null
constant function.

– At the opposite, for high gradients we want to remove
smoothing. This happens when'0 (t)=2t is close to zero.

– Another property that sounds reasonable is to choose a de-
creasing function between these two limits. Furthermore, in
order to avoid numerical instabilities we will choose only
strictly decreasing weighting functions.

Therefore the choice of the' function must be made tak-
ing into account the following three properties needed on the
weighting function'0 (t)=2t (Charbonnier et al. 1994, 1997):

1. Tikhonov smoothing for low gradients:0 < limt!0 '0(t)2t = M <1 (13)

2. no smoothing for high gradients:limt!1 '0(t)2t = 0 (14)

3.
'0 (t)2t strictly decreasing on[0;+1[

to avoid instabilities: (15)

Within these conditions, the'-function may be chosen ei-
ther convex (Green 1990; Charbonnier et al. 1994) or non-
convex (Perona & Malik 1990; Geman & McClure 1985;
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Hebert & Leahy 1989) (see also Charbonnier et al. (1997) and
Teboul et al. (1998) for examples in both cases). A non-convex
function may be more suited for the search of high gradients.
Nevertheless this choice leads to some numerical difficulties
and instabilities related to the existence of local minima and
this may induce a high sensibility of the inverse process to the
choice of the regularization parameters (Blanc-Féraud etal.
1995). At the opposite the choice of a convex function may
avoid these numerical problems and is more suitable for rela-
tively smooth transition (Blanc-Féraud 1998).

We note that in the case of the TV regularization (or equiv-
alently the PP-TSVD method) the function'(t) = t does not
satisfy the first property (Eq. 13). This may explain the diffi-
culties encountered by using this method (Corbard et al. 1998).
For smooth transition, the dispersion of the results for different
realizations of the noise became large indicating some insta-
bilities in the inverse process. In light of the above formalism,
this may be related to the non derivability of the correspond-
ing weighting function'0(t)=2t at t = 0, which can lead to
numerical instabilities.

4.2. The iterative algorithm: ARTUR

With these three conditions (13)(14)(15) it has been shown by
Charbonnier et al. (1994, 1997) that the non linear criterion can
be solved by using an iterative scheme named ARTUR (Al-
gebraic Reconstruction Technic Using Regularization) that is
easy to implement: at each stepk we calculate the regulariza-
tion term using the derivative of the previous estimate
k�1
and we simply compute the new estimate
k by solving the
linear system:�R>R+ �2L>B(
k�1)L�
k = R>W : (16)

When we use a convex'-function, the convergence of this so-
called half quadratic algorithm(minimization of a quadratic
criterion at each step (Geman & Yang 1995)) to the minimum
of the criterion Eq. (8) has been established (Charbonnier et al.
1997). This is also an adaptative regularization method which
uses the information on the derivative of the solution obtained
at each step in order to improve the regularization at the next
step. This requires an initial guess for the solution but we will
show in the next section that a constant solution can ever be
used as the starting point. Figs. 1 and 2 show examples of AR-
TUR steps in the case of a discontinuous rotation rate and for
two different levels of noise. At each step of ARTUR algorithm
the linear system Eq. (16) has been solved using an iterative
conjugate gradient method with Jacobi preconditioner (seee.g.
Golub & Van-Loan 1989; Barrett et al. 1994) using
k�1 as
starting point. This leads to a very fast algorithm where the
number of conjugate gradient iterations needed to solve the
linear system decreases at each ARTUR step. The algorithm
is stopped when the2-norm of the relative difference between
two solutions at two successive steps is below10�6 i.e.:k
k �
k�1k2k
kk2 � 10�6 (17)

Fig. 1.Solutions obtained by inverting splittings computed from adis-
continuous one dimension rotation profile (full line) for the same mod-
eset as in LOWL data and by adding some ’realistic’ noise (seetext).
The standard Tikhonov solution is given for two different automatic
choices of the regularizing parameter. The successive steps of AR-
TUR algorithm are given in the upper left window whereas the final
step is shown on the main plot. The choice of the regularizingfunction
and parameters for ARTUR algorithm are those discussed in Sect. 5.
The solutions are plotted without error bars for clarity.

Fig. 2. The same as Fig. 1 but computed for a lower level of noise
(standard deviations divided by

p10). Comparison between Figs. 1
and 2 show the smoothing effect of the data noise level for thethree
methods.

5. The choice of'-function and regularizing parameters
for rotation inversion

5.1. The'-function

In the particular case of the determination of the solar
tachocline profile, the uncertainty on the width of the transi-
tion zone is still large (see Table 2 of Corbard et al. (1998) for
a summary of some previous works). Therefore, according to
the previous discussion, we have chosen to consider a convex
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regularizing'-function and we have used the one defined in
Charbonnier et al. (1994, 1997):'(t) = 2pt2 + 1� 2 (18)

This function is close to the absolute value function used inTV
regularization and PP-TSVD method but has a quadratic be-
haviour near0 that satisfy the property Eq. (13) on the contrary
of the absolute value.

5.2. The regularizing parameters

In addition to the usual regularizing parameter� already intro-
duced, it is necessary to include, in the'-function, a parameter
which allows to fix the threshold on the gradient modulus of
the solution under which it is smoothed and upper which it is
preserved. The criterion to be minimized becomes:J(�
(r)) = �2(�
(r)) + �2 Z R�0 '�1� ����d�
(r)dr �����dr (19)

This simply leads to replace� by � = �=� in Euler Eq. (11)
and to use'0 (t)=2t = 1=q1 + (t=�)2 (20)

wheret = ��(L
)p�� as weighting function in Eq. (12).
Therefore we have to define a strategy to choose the two

parameters� and �. The following two sections describe the
principles followed for these choices and that have been used
for simulations with artificial datasets. The application to real
data is discussed in Sect. 7.

5.2.1. The choice of�: using automatic strategies

If the initial guess is a constant function, then, accordingto the
property 1 (Eq. 13) and Eq. (20),M = 1 and the solution at
the first ARTUR step corresponds to a Tikhonov solution with� as regularizing parameter. It has been shown in Corbard et
al. (1998) that the Generalized Cross Validation (GCV) strat-
egy (Wahba 1977) for the choice of the regularizing parame-
ter in Tikhonov inversions leads systematically to better results
concerning the evaluation of the tachocline parameters com-
pared to the L-curve strategy (Hansen 1992). In fact, the GCV
strategy leads systematically to a less smoothed solution than
the L-curve one (�Lcurve ' 100 � �GCV in that work) and
therefore is more suited to the study of a zone with high gra-
dients. Nevertheless, because of the low global regularization,
this choice may lead to spurious oscillations below and above
the tachocline (see Figs. 1, 2). ARTUR algorithm will tend to
enhance the high gradients found at the first step. Thereforeit
is important to start with a solution smooth enough to avoid
spurious oscillations with high gradients. The GCV choice for� may therefore be not well adapted for ARTUR initial step
and some experiment has shown that, at the opposite, the L-
curve choice leads often to a solution which is too smooth and
does not allow to exhibit the expected high gradients during

Fig. 3. The full line shows the first derivative of a first step solution
(cf. Fig. 1) in ARTUR algorithm as a function of the fractional solar
radius. For each value of the gradient, the dashed line givesthe weight
that will be given locally to the regularizing term at the second step of
ARTUR algorithm. The dotted line indicates the gradient upon which
the local regularization will be more than 50% smaller at the second
step compared to the first step. This will occur for radius between0:65R� and0:75R�.

the iterations. Nevertheless, the optimal choice of this parame-
ter strongly depends on the level of noise included in the data
and therefore it is important to define an automatic choice of
this parameter so that we use the same strategy for differentre-
alizations of the noise in Monte-Carlo simulations (cf. Sect. 7).
For these simulations we have chosen to compute the two previ-
ous optimal choice�Lcurve and�GCV for Tikhonov inversion
and to take an intermediate value to fix� in ARTUR algorithm.

5.2.2. The choice of�: using our a priori knowledge on the
searched gradients

The parameter� has been introduced in order to adapt the shape
of the weighting function to the gradient that we search to de-
tect in a particular application. We have chosen for simplicity
to keep this parameter constant during the iterations. As we
start the iterative process with a constant guess rotation,the
first step is independent of� and thus we can use the solution
obtained after this initial step in order to adapt the parameter� to the gradients found in the first step solution. As we have
shown that the first step of ARTUR algorithm correspond to a
classic Tikhonov inversion, this way of choosing� can be seen
as a way to use our a priori knowledge (as given by Tikhonov
inversion) of the searched gradients.

It is generally admitted that the width of the tachocline does
not exceed0:1 solar radius which is also the resolution typi-
cally reached near the tachocline localization (' 0:69R�) with
a Tikhonov method applied to the current datasets. Furthermore
we have a good estimate of the difference between the rotation
rate above and below the transition (' 30nHz in Corbard et al.
(1998)). Therefore we can estimate a level of300nHz/R� for
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the maximum gradient obtained at the first iteration of ARTUR
process.

Figure 3 shows (full line) the first derivative of solution ob-
tained at the first step by inverting artificial splittings which
have been computed for a discontinuous rotation law (cf.
Fig. 1) with a step of30nHz and by adding some Gaussian
noise with a standard deviation taken for each mode from the
formal error given in LOWL data (cf. Corbard et al. 1998).
The weighting function Eq. (20) is shown in dashed line for� = 100. At the second step we want to preserve only high gra-
dients i.e. to regularize less in that zones where high gradients
have already been found at the first step. For example, accord-
ing to Fig. 3, the choice of� = 100 leads to regularize50%
less at the second step in that zones where the gradient of the
first step solution is above� 175 nHz/R�. For the particular
realization of the noise introduced in artificial data this choice
of � = 100 sounds reasonable in that sense that it will tend
to decrease the regularization especially in the transition zone.
A smaller value would enhance the secondary peaks that are
induced by the data noise.

The maximum gradient obtained, at the first step, with arti-
ficial dataset (350nHz on Fig. 3) corresponds approximately to
our previous estimate of300nHz expected for real data. For the
Monte-Carlo simulations done in order to estimate the errors
(cf. Sect 6) the parameter� has been fixed to� = 100. Never-
theless, the shape of the derivative of the solution after the first
step is a function of the dataset through the intrinsic resolution
of the modeset and the level of noise. Therefore with real data,
the choice of� will always be done by looking at the derivative
profile after the first step. We will see however in Sect. 7 that
other indicators can help in the choice of� and that, accord-
ing to these indicators, the choice� = 100 seems to be a good
compromise for LOWL data too.

6. On the error estimation on tachocline parameters using
nonlinear methods

For nonlinear methods, we can not compute straightforwardly
the formal errors at each point of the solution as we can do
for linear process. ARTUR algorithm solve a linear system at
each step but the final result depends non linearly on the data
because the coefficients of the matrix to be inverted at each step
are functions of the data through the derivative of the previous
estimate that is used as an argument of the weighting function.

Here, we focus only on having an estimate of the uncer-
tainty on the width�w and the location�rc of the tachocline. We
can not obtain directly error bars on the solution and therefore
the fit by anerf function does not give an estimate of the error
on the inferred parameters. Instead, a first estimate of the uncer-
tainty on the tachocline width inferred from ARTUR algorithm
has been computed using a Monte-Carlo method applied on
given rotation profiles simulated byerf functions with widths
lying between0:02R� and0:08R� (with a step of0:02R�)
and located at�rc = 0:7R�. As ARTUR algorithm is non linear,
we can not define averaging kernels but Fig. 4 shows that the
final step of ARTUR algorithm leads directly to results similar

Fig. 4. Monte-carlo simulation for the estimation of the error on the
width inferred with ARTUR algorithm (triangles). The rotation pro-
file was taken as anerf function with different ‘initial widths’ and
the ‘inferred widths’ are the mean value for 500 realizations of in-
put errors of the results obtained by fitting directly the solutions by
anerf function. Error bars represent a68:3% confidence interval on
the width. For comparison, the squares show the result obtained from
Tikhonov method with GCV choice of the parameter after a ‘local de-
convolution’ using the averaging kernels computed at the center of the
transition (see Corbard et al. 1998).

to those reached by Tikhonov inversion after a ‘local deconvo-
lution’ using the averaging kernels computed at the center of
the transition (see Corbard et al. 1998). The1� error interval
on the width is found to be�0:02nHz for widths in the range0:02 � 0:08R�. The Monte-Carlo simulations have been per-
formed for500 realizations of the input errors for each initial
width and the mean value over all the realizations (5� 500) of
the inferred center�rc is0:701�0:004R�. The center of theerf
function seems therefore to be very well recovered by the in-
version. Nevertheless, we must keep in mind that the center of
the tachocline is defined as the center of theerf function that
gives the best fit of the solution. This may not give an appropri-
ate view of the tachocline profile if, for example, the solution is
not found to be symmetric in the lower and upper parts of the
tachocline when inverting real data.

An other important point is that the Fig. 4 demonstrates the
ability of ARTUR algorithm to recover not only rotation with
a discontinuity (as shown in the examples of Fig. 1 and 2) but
also rotation with a relatively smooth transition. This property
was not reached with PP-TSVD method and this was the reason
of the difficulties encountered by Corbard et al. (1998) in inter-
preting the results obtained with this first non linear approach.

The uncertainty of�0:02nHz found for the tachocline
width with both deconvolved Tikhonov and ARTUR ap-
proaches is probably related to the intrinsic resolution ofthe
modeset and the level of noise contained in LOWL data. Even
if both methods give similar results in mean, the two solutions
can differ strongly for a particular realization of the noise. Fur-
thermore, the two approaches are very different in their prin-
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Fig. 5. Solar equatorial rotation rate estimated from LOWL data. The
vertical error bars given at each grid points are the1� confidence inter-
vals estimated for the T-GCV solution. The dashed line showsARTUR
solution obtained with�� = �GCV and� = 100. The fits by anerf
function (Eq. (1)) of these two solutions are shown respectively by the
full and the dotted lines. The fits have been computed only between0:4R� and0:8R� and the five parameters deduced from each fit are
shown on Fig. 8

ciples and therefore it is very interesting to compare the two
results with observed data.

7. Application to observed data

7.1. LOWL data

The LOWL instrument is a Doppler imager based on a Potas-
sium Magneto-Optical Filter that has been operating on Mauna
Loa, Hawaii since 1994 (see Tomczyk et al. (1995) for a de-
tailed description). The dataset contains the descriptionof the
frequency splittings of1102 modes(n; l) with degrees up tol = 99 and frequencies lower than� = 3500 �Hz deduced
from a two year period of observation ( 2/26/94 - 2/25/96 ).
For each mode, individual splittings are given by, at best, five
a-coefficients of their expansion on orthogonal polynomials de-
fined by Schou et al. (1994). The sectoral splittings, related to
the equatorial rotation profile through Eq. (2), have been ap-
proximated by the sum of the odd-indexed a-coefficients.

7.2. The choice of inversion parameters and ARTUR solution
for LOWL data

As the first step of ARTUR algorithm is an usual Tikhonov
inversion, we first present the results obtained from Tikhonov
method and GCV choice of the regularization parameter (called
T-GCV method hereafter). The equatorial profile obtained from
T-GCV method and LOWL data is shown on Fig. 5. The fit of
the solution with anerf function of the form Eq. (1) leads to a
width ofw ' 0:09R� (cf. Fig. 8d). By taking into account the
width of the averaging kernel computed at0:7R�, the corrected
inferred width obtained from this ‘local deconvolution’ isw '0:06R�.

Fig. 6.The same as Fig. 3 but for LOWL data. The weighting function
is shown for two choices of the parameter�.

Contrary to the example shown on Fig. 1 for simulated data,
the GCV choice of the regularization parameter does not lead,
with LOWL data, to an oscillating solution. This may indicate
that this particular realization of the noise introduced insimu-
lated data is rather different from the noise contained in LOWL
data. The formal errors quoted on each a coefficient are perhaps
overestimated. Furthermore our model assumes that the errors
are uncorrelated which is probably not strictly the case. There-
fore, with real data, the T-GCV solution may be a good starting
point for ARTUR algorithm and we choose to take�� = �GCV
so that the first ARTUR iteration leads to the T-GCV solution.

Figure 6 shows the absolute value of the first derivative of
the T-GCV solution. High gradients are found not only in the
tachocline but also near the surface (above0:09R�). Neverthe-
less LOWL data provide only few high degree modes (l � 99
in these data) and we will focus only on the tachocline in this
work. As discuss in Sect. 5.2.2 the Fig. 6 can help for the
choice of the parameter�. The weighting function is shown
for two values of�. The choice� = 100 leads to lower the
regularization by more than a factor two at the second step
in the tachocline and in the upper layers whereas the choice� = 200 will never decrease the regularization more than50%
of its level at the first step. From this figure, we can guess that
a choice of� < 100 will tend to enhance spurious oscillations
due to the noise whereas a choice� > 200 will lead to a result
very similar to the T-GCV solution because only few points
will be affected by the local change of regularization during
ARTUR steps. Between these two limits it is however not clear
which is the best choice for�.

However, some indicators may help in the choice of�:
– First, an important test for any global inversion is its capa-

bility of providing a good fit of the data. Figure 7c shows,
as a function of�, the normalized�2 value for the modes
which have their turning points between0:6R� and0:8R�.
As expected this value is always lower for all ARTUR solu-
tions than for the T-GCV solution because we tend to reg-
ularize less. The gain in the�2 value is however small be-
cause the regularization is decreased only locally on a small
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Table 1. Comparison between our previous work on inferring the equatorial tachocline profile from LOWL data and the results obtained
with non linear regularization applied to the same data. Theprevious estimates of the parameters and their errors have been reached from a
comparison of three inverse methods among which was the T-GCV method. See Sect. 7.3 for a more detailed discussion on the tachocline width
inferred from ARTUR algorithm�
0(nHz) �
1(nHz) ��(nHz=R�) �rc=R� �w=R�

Corbard et al. (1998) 431:0� 3:5 459:0� 1:5 0 0:695 � 0:005 0:05 � 0:03
ARTUR 430.5 452.0 70.0 0:691 0:01

Fig. 7a-c.Variation of various�2 indicators with�. a Difference be-
tween the goodness of the fits of ARTUR solutions by anerf function
with or without a linear part (cf. Eq. (22)).b Difference between T-
GCV and ARTUR solutions in and out of the zones where high gradi-
ents are expected (cf. Eq. (21)).c The normalized�2 value of ARTUR
inversions for modes which have their turning points between 0:6R�
and0:8R�. The horizontal line shows the value (1:07) obtained from
T-GCV solution. The star symbol indicate the�2 value reached for the
choice� = 100 retained for ARTUR algorithm.

area. The�2 value reaches a minimum for� = 50 but, as
expected from Fig 6, for such low�, ARTUR solution be-
comes very oscillating and a discontinuity (w ' 0) is found
near the tachocline but in fact the solution is found piece-
wise constant with many discontinuities.

– There is another indicator that we can use showing that this
value of� = 50 is not appropriate despite of the good�2
value reached with this parameter. One of the objectives of
ARTUR method is to keep the same regularization as in
Tikhonov method in zones without high gradients. There-
fore one expects that the amount of change (compared to
T-GCV solution) will be more important in the tachocline
(and possibly near the surface) than in other zones. We note�
�A(r) the solutionat the final step of ARTUR algorithmfor
a given� and�
T (r) the T-GCV solution and we define the
two quantities:�2j inout = 1Nj inout Xp2Ij inout ��
�A(rp)� �
T (rp)�2 (21)

where Iin = fp = 0:6 < rpR� � 0:8 or rp > 0:9R�g,Iout = [1; Np] � Iin andNin, Nout are the sizes of the
two sets. Fig. 7b is a plot of these two quantities. It shows
that for� lower than60 ARTUR algorithm tends to change
the solution even in zones where no high gradients are ex-
pected and that for a choice above� ' 100 there is no more
changes in these zones as expected.

From these two criteria it seems that a choice of� = 100
is a good compromise between minimizing the�2 value for
modes which have their turning points near the tachocline and
operating changes essentially in zones where high gradients are
expected which was the objective of the non linear regulariza-
tion approach. The ARTUR solution is shown on Fig. 5 for
this choice�. The inferred tachocline parameters are summa-
rize in Tab. 1 and compared to the results obtained by Corbard
et al. (1998) for the same dataset. The estimates of the center
of the tachocline and the rotation rate in the radiative interior
obtained from ARTUR algorithm are in good agreement with
our previous work. The inferred value of�
1 and�� are such that�
1+ 0:1�� ' 459nHz which correspond to the rotation rate in-
ferred at0:8R� and to the value of the�
1 parameter obtained
by the fit of the T-GCV solution. The tachocline width inferred
from ARTUR inversion (w = 0:01R�) is smaller than our pre-
vious estimate but still compatible if we take into account an
error of0:02R� as indicated by the Monte-Carlo simulations.
The next section will give a more detailed discussion for the
interpretation of this result by showing how the estimate ofthe
width vary with the� parameter and during the iterations of
ARTUR process.

7.3. On the inferred tachocline width

Figure 8 shows how the parameters, inferred from a fit of the
final step of ARTUR algorithm, are sensitive to the choice of�. It shows that the relation�
1 + 0:1�� ' 459nHz is still valid
for other choices of� and that�
0 and�rc vary only little with� whereas the inferred width increases rapidly for� > 100. It
reaches0:055R� for � = 200 which is the limit for the choice
of � upper which we think that ARTUR algorithm is not ef-
fective. For large values of�, the number of step in ARTUR
process becomes very low, ARTUR solutions tend to T-GCV
solution, and thus, tachocline parameters inferred from AR-
TUR solution tend to those inferred from T-GCV solution (cf.
Fig. 8).
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Fig. 8a-d.Variation with� of the tachocline parameters as deduced by
fitting ARTUR solutions by anerf function (cf. Eq. (1)). The dashed
lines show the results obtained by searching only four parameters (�
0,�
1, �rc, �w) after setting�� = 0, whereas the full lines show the results
obtained when�� is a free parameter of the fit. In this case the inferred
value of�� is shown by the dotted line on panel b and the star symbols
show the results obtained for� = 100. The horizontal lines indicate
the values (independent of�) of the tachocline parameters obtained
by fitting the T-GCV solution. These lines represent limits for high� of the parameters inferred from ARTUR solutions. On panel d the
horizontal lines indicate the width as inferred directly bythe fit of T-
GCV solution. The width corrected by a ‘local deconvolution’ using
averaging kernels, isw ' 0:06R�.

We have tried to fit the solutions with or without the linear
part after the transition (i.e. by searching for the best�� coeffi-
cient or by setting�� = 0 in Eq. (1)). The goodness of the fit is
defined by:�2fit��(�
) = 1Nfit � 5 Xp2Ifit ��
(rp)� 
fit(rp)�2 (22)

whereIfit is the set of indices given byIfit � fp = 0:4 �rpR� < 0:8g, andNfit is size ofIfit. We note�2fit��=0 the good-
ness of a fit done with only four parameters (�� = 0 in Eq. (1)).
In this case the denominator of Eq. (22) becomesNfit�4. The
two fits are almost equivalent when applied to the T-GCV so-
lution (�� = �5nHz when it is searched, cf. Fig. 8b), but the
fit that allows a linear part has been found to be more suited
for describing ARTUR solutions for all the choices of� (cf.
Fig. 7a). We note however that if one chooses to fit the solu-
tions with �� = 0 (i.e. to describe the tachocline by a simpleerf function), then the inferred width would be systematically
increased by a value up to0:02R� (cf. Fig. 8d).

Fig. 9. Variation of the inferred width (full line) and the�2 value for
modes which have their turning points between0:6R� and0:8R�
(dashed line) as a function of the iteration number in ARTUR process
for � = 100). The values found at the first step are equal to those
obtained from the fit of the T-GCV solution shown as horizontal lines
on Figs. 8d and 7c whereas the values obtained at the final stepare
shown by star graph markers on these plots.

As the increase of the�2 value between� = 100 and� = 200 is low (cf. Fig 7a), and because of our previous esti-
mate of�0:02R� for the uncertainty on the width, we can not
exclude a width higher than0:01R�. Furthermore Fig. 9 shows
that the minimum value of the�2 is reached after only six iter-
ations of ARTUR process whereas the inferred width still de-
creases from0:035R� down to0:01R�. This indicates that the
data themselves do not allow us to choose between widths in
that range. During the iterations as well as when we vary the
value of�, this is the amount of regularization introduced in
high gradients zones that is changed. In that sense stoppingthe
iteration of ARTUR process before its convergence according
to the criterion Eq. (17) would be equivalent to increase the
value of�. As the amount of regularization that is needed is
related to the level of noise contained in the data, the reliability
of our result is strongly related to our knowledge of the data
noise. As we have shown that the GCV criterion may reveal
some discrepancies between the data noise and the simulated
noise, the only way to become more confident on the appropri-
ate choice of� and thus on the result concerning the tachocline
width inferred from this kind of non linear inversions will be
to increase our knowledge of the statistical properties of the
data noise and to compare with other datasets. However, even
the values of the width found at the final step for� = 200 or
at the sixth iteration with� = 100 are still below the value of0:06R� inferred from T-GCV solution after a ‘local deconvo-
lution’ and the use of non linear regularization argue in favor
of a very sharp tachocline and even a discontinuity can not be
excluded. Therefore our conclusion on the tachocline widthis
that it is very likely that it is less than0:05R�.
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8. Conclusions

This work introduces in helioseismic context an approach of
the inverse problem that use an adaptative regularization.This
leads to a non linear problem that can be solved easily by an
iterative process named ARTUR and that have been developed
in the field of image processing. It is shown that this approach
allows to recover high gradients in the solution and avoids
the spurious oscillations (known as ‘Gibbs phenomena’) that
may be found when we try to recover such sharp transition
zones with the usual Tikhonov approach. Tests and Monte-
Carlo simulations have shown that this method is as effective
as Tikhonov inversion with ‘local deconvolution’ in order to
recover the width oferf functions with widths up to0:08R�
and with the same errors estimation of�0:02R�.

The inversion of LOWL data by ARTUR method gives an
equatorial tachocline profile which differs from our previous
work. These results argue in favor of sharp transition (downto
a width of0:01R�with the adapted regularization parameters).
From our study of the inferred width as a function of the param-
eter� and our estimate of the uncertainty on this parameter we
conclude that it is very likely that the width of the tachocline
is less than0:05R�. This estimate is somewhat different from
our previous estimate of0:05� 0:03R�which allow relatively
smooth transitions up to0:08R�.

The change in our estimate of the width is partly due to the
fact that we have changed the fitting function that defined the
tachocline parameters. It is shown here that adding a linearbe-
haviour in the upper part of theerf function allow a better fit of
the solution. Whereas the T-GCV solution (before any decon-
volution) can be well approximated by a simpleerf function
between0:4R� and0:8R�, the ARTUR solution is better ap-
proximated, in the upper part of the tachocline, by a linear func-
tion with a slope around70nHz=R� that goes from452nHz at0:7R� up to459nHz at0:8R�. It was not possible to reach this
conclusion from our previous approach using the T-GCV so-
lution because the ‘local deconvolution’ used in this approach
supposed explicitly that the rotation profile can be well approx-
imated by a simpleerf function (without linear behaviour). It
will be therefore very interesting to study in future works and
with other datasets the rotation profile just above the tachocline
in order to become more confident on our result.

An important contribution of the non linear regularization
approach is that it allows to find directly a solution with sharp
transitions without fixing a priori the shape of the transitions as
it is necessary in forward modeling or when we deconvolve a
solution obtained from linear methods. In order to describethe
tachocline with only few parameters, we can afterwards choose
a shape for the fitting function that is adapted to the solution
found.

Finally, we note that this approach of inversion with non
linear regularization may find other applications in the helio-
seismic context for all the problems where high gradients are
expected in the solutions. We have shown that this is the case
for the rotation of the surface layers that can be studied more
accurately with instruments like MDI on board SoHO or the

GONG network which observe high degree modes. This algo-
rithm may also be apply to the sound speed peak found between
the Sun and the model by structure inversions. The thicknessof
this peak located in the tachocline can be related to the width
of the mixed zone which is supposed to exist just below the
convection zone (e.g. Morel et al. 1998). Some recent work
(Elliott et al. 1998) have used a linear inversion which has been
deconvolved to give an estimate of0:02R� for this width. It is
interesting to note that this is of the same order as our estimate
of the tachocline width deduced from the rotation profile. As
the sound speed anomaly profile is also a zone with high gradi-
ents in the solution of an inverse problem, the use of non linear
regularization may also be an alternate approach to addressthis
problem in future works.
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Appendix A: terms of the discretization

In our application, the polynomial expansion Eq. (4) is such
that: p(r) = ( r�rp�1rp�rp�1 (if rp�1 < r � rp)rp+1�rrp+1�rp (if rp < r � rp+1) (A1)

where(rp)p=0;Np+1 are the fixed break points distributed ac-
cording to the density of turning points of modes. We have:0 = r0 = r1 < r2 < ::rNp�1 < rNp = rNp+1 = R�; (A2)

therefore, each coefficient!p of the expansion Eq. (4) simply
represents the solution at the radiusrp:8 p = 1; ::Np �
(rp) = !p: (A3)

Furthermore, with this expansion of the solution, the first
derivative of�
(r) is represented by a piecewise constant func-
tion. Therefore, in this trivial case, one can take in Eq. (10):cp = rp+1 � rp; p = 1; ::Np � 1 C � diag(cp) (A4)

and the first derivative operator is defined by the bi-diagonal
matrix:L = C�1L(1) (A5)

with:L(1)i;j = ��i;j + �i;j�1� i = 1; Np � 1j = 1; Np ; (A6)� being the usual Kronecker symbol.
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Blanc-Féraud L., Charbonnier P., Aubert G., Barlaud M., 1995, Non-
linear image processing: Modeling and fast algorithm for regu-
larization with edge detection. In: IEEE Proceedings of the2nd
International Conference of Image Processing, WashingtonDC,
USA, p. 474

Charbonneau P., Christensen-Dalsgaard J., Henning R., et al., 1998,
Observational constraints on the dynamical properties of the shear
layer at the base of the solar convection zone. In: Provost J.,
Schmider F.X. (eds.) IAU Symp. 181: Sounding Solar and Stel-
lar Interior (poster volume). OCA & UNSA, Nice, p. 161

Charbonnier P., Aubert G., Blanc-Féraud L., Barlaud M., 1994, Two
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193
Chapitre 6La rotation du coeurLa rotation du c�ur solaire (r < 0:25R�) contribue au splitting des modes de basdegr�es (l = 1�4). N�eanmoins seule une petite partie du noyau de rotation de ces modesa de l'amplitude dans le c�ur si bien que leurs splittings sont en fait tr�es peu sensibles�a la rotation du c�ur. Une grande pr�ecision sur la mesure des splittings de bas degr�esest donc requise pour �etudier cette rotation. D'une mani�ere plus quantitative, Fossat(1995) estime que seul 5% de la valeur du splitting provient de la rotation du c�urce qui conduit �a une augmentation du splitting de seulement 22 nHz si la rotation duc�ur est deux fois plus rapide que celle (435 nHz) de la zone radiative au dessus de0.4R�.6.1 Mesures des splittings de bas degr�esLa �gure 6.1montre les splittings sectoraux (GOLF), ou les coe�cients a1 (GONG,MDI), des modes de bas degr�es issus de di��erentes observations en fonction du pointtournant associ�e �a chaque mode. Pour l'instrument GOLF, et d'une mani�ere g�en�eraleles observations en disque int�egr�e (IRIS, BiSON), seules les composantes du multiplettelles que l � m est pair sont visibles en raison de l'orientation de l'axe de rotationpar rapport �a la ligne de vis�ee. Cela ne permet pas, pour l = 2; 3, de d�eterminer lecoe�cient a1 et la quantit�e mesur�ee correspond au splitting sectoral (m = l). Pour lesinstruments (MDI, GONG) permettant une r�esolution spatiale du disque solaire toutesles composantes du multiplet sont accessibles et l'on peut d�eterminer le coe�cient a1.Pour l = 1, splitting sectoral et coe�cient a1 sont �equivalents. D'une mani�ere g�en�eralele splitting sectoral d'un mode de degr�e l est donn�e par la somme des l coe�cients ad'indices impairs (voir Eqs. 2.5, 2.8) et la di��erence entre le coe�cient a1 et le splittingsectoral est li�ee �a la d�ependance en latitude de la rotation qui se traduit par l'existencede coe�cients a3, a5, etc.., non nuls (mais faibles).La dispersion des r�esultats (Fig. 6.1) ainsi que l'incertitude sur la mesure des split-tings individuels ayant leurs points tournants sous 0:2R� est en g�en�eral bien sup�erieure�a 20 nHz. N�eanmoins, si le splitting des modes de bas degr�es est peu d�ependant dela fr�equence (c.�a.d. de l'ordre radial n pour l donn�e) ou si cette d�ependance est plus
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Fig. 6.1 { Splittings sectoraux (GOLF) et coe�cients a1 (GONG et MDI) avec leursbarres d'erreur en fonction des points tournants des modes.



6.1. Mesures des splittings de bas degr�es 195faible que l'incertitude attribu�ee �a chaque mesure individuelle, alors on peut esp�ererobtenir une plus grande pr�ecision sur la valeur des splittings moyenn�es sur plusieursordres radiaux.Les moyennes pond�er�ees par les erreurs des splittings issus de di��erentes observa-tions sont repr�esent�ees �gure 6.2 pour l = 1� 4. L'incertitude sur ces moyennesest typiquement comprise entre �5 nHz et �15 nHz ce qui reste �elev�e comptetenu de la discussion pr�ec�edente. La dispersion des r�esultats issus des dif-f�erentes observations est beaucoup plus grande et certaines moyennes sontincompatibles �a 1�. Si l'on exclut une variation de la rotation au cours des di��erentesp�eriodes d'observations cela indique probablement une sous estimation des erreurs parles di��erentes �equipes. On note cependant un tr�es bon accord entre toutes les observa-tions pour le splitting moyen des modes l = 2 estim�e �a 435 � 15nHz.Les incertitudes sur les splittings peuvent avoir de multiples origines. Il y a d'abordla nature stochastique de l'excitation des modes de pression qui peut conduire �a unemauvaise identi�cation des composantes du multiplet. Cette incertitude peut êtremod�elis�ee d'une mani�ere th�eorique en prenant en compte notamment le rapport si-gnal/bruit, la dur�ee des observations et la largeur des pics li�ee au processus d'amor-tissement des modes, ou estim�ee par des simulations de Monte-Carlo (Toutain & Ap-pourchaux 1994). Des biais peuvent être introduits par une mod�elisation mal adapt�eedu spectre qui doit prendre en compte le recouvrement partiel des modes, les corr�ela-tions entre les di��erentes composantes d'un multiplet (Appourchaux et al. 1998b) etune �eventuelle dissym�etrie dans le pro�l des pics ou dans les amplitudes des di��erentescomposantes du multiplet (Appourchaux et al. 1998a). D'une mani�ere g�en�erale, l'ex-traction des splittings du spectre des oscillations constitue en lui même un probl�emeinverse non lin�eaire dont la r�esolution n'est pas triviale et les di��erentes m�ethodes oustrat�egies utilis�ees pour l'analyse du spectre ( Appourchaux 1998, Fossat 1998, RocaCort�es 1998) peuvent conduire �a des erreurs syst�ematiques. De plus, d'un point de vuenum�erique, des biais peuvent être introduits par le fait que les m�ethodes non lin�eairespeuvent occasionnellement converger vers des minima locaux (Fossat 1998) ou êtresensibles aux valeurs initiales choisies pour les param�etres �a d�eterminer (Lazrek et al.1997).L'�etude pr�ecise de ces di��erentes sources d'incertitudes et de biais dansles mesures est probablement l'�etape la plus importante actuellement a�nde bien comprendre l'origine des di��erences constat�ees entre les d�etermi-nations par les divers groupes. Ce travail n�ecessaire ne fait pas l'objet de cetteth�ese. Je me suis pour ma part attach�e, avec les donn�ees disponibles, �a �etudier les pro-bl�emes li�es �a l'interpr�etation des splittings tels qu'il sont donn�es par les observateurset l'incertitude qui en r�esulte sur la rotation du c�ur.
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Fig. 6.2 { Moyennes pond�er�es par les erreurs, des splittings sectoraux (IRIS, BiSON,LOWL, GOLF) ou des coe�cients a1 (GONG, LOI, MDI) des modes de bas degr�es.Les ordres radiaux observ�es sur lesquels se font la moyenne sont indiqu�es en bas de la�gure.Les mesures IRIS couvrent une p�eriode de 19 mois d'observations avec quatre s�eriestemporelles obtenues en 1989, 1990, 1991 et 1992 (Gelly et al. 1997). Les splittings IRISmontr�es ici sont des moyennes pond�er�ees de mesures obtenus par plusieurs m�ethodesappliqu�ees aux mêmes spectres moyenn�es (Lazrek et al. 1996, Gizon et al. 1997).Les donn�ees BiSON ont �et�e acquises par Chaplin et al. (1996).Les splittings LOWL ont �et�e calcul�es �a partir de donn�ees d�ecrites Tab. 4.1.Les donn�ees GONG (l=1,2,3) ont �et�e analys�ees par Rabello-Soares & Appourchaux(1998). Le splitting GONG (l=4) est tir�e des donn�es GONG d�ecrites Tab. 4.1.Les splittings GOLF ont �et�e estim�es au sein de la collaboration GOLF (Roca Cort�esand the GOLF team 1998).Les splittings LOI et MDI correspondent �a la premi�ere ann�ee d'observations �a bordde SoHO (Appourchaux et Toutain, communication priv�ee, voir (Appourchaux and theVIRGO team 1998) et (Toutain et Kosovichev 1998))



6.2. Sp�eci�cit�es de l'inversion pour le coeur 1976.2 Sp�eci�cit�es de l'inversion pour le coeurEn dessous de 0:4R�, la d�ependance en latitude de la rotation est intrins�equementmal contrainte par les donn�ees. En e�et, les splittings de bas degr�es l ne peuventdonner acc�es qu'�a un nombre restreint (2l + 1) d'ordres azimutaux m di��erents quiseuls contiennent la signature d'une �eventuelle rotation di��erentielle en latitude. Lad�emarche couramment employ�ee pour �etudier la rotation du c�ur consiste donc �a seramener �a une �equation �a une dimension (le rayon) soit en se pla�cant �a une latitudedonn�ee (par exemple l'�equateur) soit en cherchant une certaine moyenne en latitudede la rotation. Je montre dans la suite que ces deux cas peuvent conduire �a des biaisnon n�egligeables si l'on cherche �a estimer la rotation sous 0:2R�.1. Tous les modes ayant de l'amplitude dans le plan �equatorial, on se place le plussouvent �a l'�equateur en utilisant la relation (3.18) reliant les splittings sectoraux�a la rotation �equatoriale. J'ai montr�e x3.1.3 que cette approximation n'est pasvalable pour les modes de bas degr�es car les splittings sectoraux de ces modes sontsensibles �egalement �a la rotation de couches �eloign�ees de la zone �equatoriale. Larotation �etant di��erentielle dans la zone convective et le maximum �etant atteintdans le plan �equatorial, cela conduit �a une sous estimation de la rotation dansle c�ur. J'ai montr�e, en utilisant la rotation di��erentielle de la zone convectived�eduite des inversions 2D, que cela est �equivalent �a introduire un biais de� 12nHzsur les splittings l = 1, � 8 nHz sur les splittings l = 2, � 6 nHz sur les splittingsl = 3 etc.. (Contribution 7, Fig. 2). La connaissance de la rotation di��erentielle enlatitude dans la zone convective peut donc être utilis�ee pour corriger ce biais enpartie, mais une certaine incertitude demeure sur cette connaissance et l'inuenced'une �eventuelle d�ependance en latitude de la rotation dans le coeur est ignor�ee.Cela peut donc conduire �a une sous estimation de l'incertitude sur le r�esultat del'inversion.2. Une �equation 1D reliant les coe�cients a1 �a une moyenne en latitude de la rotation~
1(r) se d�eduit de l'�equation (2.10) associ�ee �a un d�eveloppement de la d�ependanceen latitude de la rotation sur des polynômes orthogonaux dPj(�)=d� j = 1; 3; 5::.Les noyaux de rotation en rayon sont alors les mêmes (Knl(r)) que pour la relationentre splitting sectoraux et rotation �equatoriale (Voir Contribution 7). La solution~
1(r) ainsi obtenue ne correspond �a la rotation r�eelle que dans les zones o�ucelle-ci est ind�ependante de la latitude, sinon il s'agit d'une moyenne telle que :~
1(r) = 3=2 R 10 (1 � �2)
(r; �)d�. Dans ce type d'inversion l'�equation int�egrale1D utilis�ee est exacte même pour les splittings de bas degr�es et le r�esultat n'estdonc en principe pas biais�e comme dans le cas pr�ec�edent. N�eanmoins, pour lesobservations en disque int�egr�e (IRIS, GOLF, BiSON), on ne dispose en g�en�eralpas des coe�cients a1 (pour l > 1) mais uniquement des splittings sectoraux.C'est �a ce niveau qu'un biais peut être introduit par l'inversion. En e�et soitl'on inverse ces splittings sectoraux en conjonction avec les splittings sectorauxd'autres donn�ees pour les degr�es l > 3, auquel cas on se retrouve dans le cas



198 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEURpr�ec�edent o�u des biais sont introduits par le fait que l'approximation 1D n'estpas exacte pour les bas degr�es, soit on assimile les splittings sectoraux de basdegr�es �a des coe�cients a1 et on les inverse avec les coe�cients a1 relatifs auxmodes l > 3 issus d'autres donn�ees auquel cas un biais peut être introduit si lescoe�cients a3 (pour l = 2) ou a3 et a5 (pour l = 3) ne sont pas nuls. L�a encoreon peut essayer de corriger ce biais en estimant les coe�cients a3 et a5 �a partird'autres donn�ees ou d'un pro�l de rotation dont on se donne la d�ependance enlatitude.Je regroupe dans la suite par le terme d'`approximation 1D' ces deux sources de biaisde nature di��erentes. Dans le premier cas le biais provient de l'utilisation d'une ap-proximation 1D non valable pour les bas degr�es, dans le second cas le biais provient dum�elange de donn�ees (coe�cients a1 et splittings sectoraux) qui ne correspondent pas �ala même moyenne en latitude de la rotation.D'une mani�ere g�en�erale (�a 2D ou dans une `approximation 1D') les m�ethodes detypes OLA (MOLA ou SOLA) sont pr�ef�er�ees pour �etudier la rotation du c�ur car lesnoyaux de rotation sont mieux localis�es et l'interpr�etation plus facile. N�eanmoins, dansles deux cas il n'est pas possible, avec les donn�ees actuelles, de localiser un noyau der�esolution sous 0:15R� (voir Contributions 6, 7). Le r�esultat d'une inversion globale detype RLS est utile car il permet, en examinant les r�esidus de l'inversion, de d�etecterles cas o�u l'incertitude sur certains splittings a �et�e sous estim�ee ou la mesure biais�ee.De tels aller-retour entre observateurs et inverseurs conduisant �a un r�eexamen de lad�etermination de certains splittings permet par la suite d'acqu�erir une plus grandecon�ance en la r�ealit�e des r�esultats obtenus. Cette d�emarche a �et�e utilis�ee pour l'analysedes splittings GOLF.6.3 R�esultatsD'apr�es ce qui pr�ec�ede, il y a trois approches possibles qui permettent d'obtenir larotation centrale du Soleil.1. On peut utiliser une inversion 2D en tenant compte du fait qu'on ne peut pasobtenir d'information en latitude dans le c�ur. J'ai compar�e (Contribution 5)les r�esultats obtenus par inversion 2D RLS des donn�ees IRIS et BiSON, dont lessplittings l = 1; l = 3 sont incompatibles �a 1�, combin�ees aux donn�ees LOWL(pour l � 4). L'utilisation, dans le code 2D RLS, de la contrainte de r�egularit�e aucentre (voir x4.1.2) permet d'obtenir une seule valeur moyenne de la rotation dansle c�ur. Le r�esultat (Fig. 6.3) ainsi obtenu dans le c�ur par inversionRLS est sensible aux di��erences qui existent entre les mesures dessplittings de bas degr�es. La faible valeur du splitting l = 1 des donn�eesLOWL conduit �a une rotation qui d�ecrô�t rapidement sous 0:2R�. Les solutionset les barres d'erreurs trouv�ees avec les splittings IRIS et BiSON sont en bon
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LOWL

LOWL+IRIS

LOWL+BiSON

Fig. 6.3 { Ces �gures, obtenues par inversion 2D RLS des donn�ees indiqu�ees, montrentla sensibilit�e de la m�ethode d'inversion aux diverses donn�ees disponibles pour les split-tings de bas degr�es
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6.3. R�esultats 201accord avec une rotation rigide du c�ur (l�eg�erement plus rapide que la zoneradiative pour IRIS et l�eg�erementmoins rapide pour BiSON). Les barres d'erreursobtenues avec les donn�ees LOWL semblent exclure (�a 1�) une rotation rigide duc�ur. Cependant, le splitting moyen des modes l = 1 d�etermin�e �a partir desdonn�ees LOWL (2 ans) a r�ecemment �et�e r�eestim�e par S. Tomczyk �a 432 � 25nHz (voir Appourchaux 1998). La valeur du splitting ainsi que l'incertitude ontdonc �et�e r�e�evalu�ees �a la hausse rendant ces observations compatibles �a la foisavec celle de BiSON et celle d'IRIS. Il en ressort que l'ensemble des donn�eesIRIS, BiSON et LOWL montre un bon accord avec une rotation rigidedepuis le bas de la zone convective jusque dans le c�ur. Une analysepr�eliminaire par inversion 2D RLS des splittings portant seulement sur les 8premiers mois d'observation de GOLF (Lazrek et al. 1997) indiquait une rotationl�eg�erement d�ecroissante du c�ur mais �egalement compatible avec une rotationstrictement rigide (Contribution 6). Les noyaux de r�esolution associ�es �a l'inversionRLS dans le c�ur �etant tr�es oscillants, il est n�eanmoins di�cile d'obtenir uneinterpr�etation locale claire du r�esultat (Fig. 6.4). Les m�ethodes de type OLA�a 2D commencent �a être d�evelopp�ees (Chaplin et al. 1998, Rabello-Soares et al.1998 ) pour l'�etude de la rotation du c�ur mais il n'est pas possible de localiserles noyaux de r�esolution en latitude.2. Si les coe�cients a1 sont disponibles pour tous les modes, on peut utiliser la rela-tion 1D entre ceux-ci et la moyenne de la rotation en latitude ~
1. Cette approchea �et�e suivie pour inverser les donn�ees GONG de bas degr�es en conjonction avec lesdonn�ees MDI, les deux ensembles de donn�ees fournissant les coe�cients a1 pourtous les modes observ�es (Contribution 7). Cette inversion montre une rotationsolide jusqu'en 0:3R� puis l�eg�erement d�ecroissante pour atteindre 380 � 60 nHzentre 0:15R� et 0:22R�.3. On peut �egalement utiliser l'une des deux `approximations 1D' (x6.2) en essayantde corriger au moins en partie le biais introduit par la prise en compte de notreconnaissance de la d�ependance en latitude de la rotation dans la zone convective.Cette approche a �et�e suivie pour interpr�eter les splittings sectoraux de bas de-gr�es de GOLF en conjonction avec les observations de MDI (Contribution 7) et aconduit �a une rotation rigide jusqu'�a 0:3R� puis croissante atteignant 500�60nHzentre 0:15R� et 0:25R�. La collaboration que j'ai mise en place au sein de l'�equipeGOLF a permis de confronter les r�esultats de m�ethodes MOLA et SOLA (1D) ap-pliqu�ees strictement aux mêmes donn�ees par di��erents `inverseurs' (Contribution7). Les deux m�ethodes conduisent �a des r�esultats similaires lorsqu'elles utilisentla même `approximation 1D'.D'une mani�ere g�en�erale les biais introduits par l'utilisation d'approximations 1Dsont faibles et n'inuencent que tr�es peu la solution au dessus de 0:2R�. Parcontre, lorsque l'on essaye d'estimer la rotation en dessous de 0:2R� en utilisantdes noyaux de r�esolution correspondant �a une faible r�egularisation (qui seuls



202 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEURpeuvent être localis�es sous 0:2R�, voir Contribution 6, Fig. 4), ces biais mêmefaibles peuvent conduire �a des �ecarts tr�es importants (> 90nHz) sur la solution.Les diverses approches utilis�ees pour corriger ces biais, toutes bas�ees sur uneconnaissance a priori de la d�ependance en latitude de la rotation, conduisent �ades r�esultats comparables (Contribution 7) montrant, pour les donn�ees GOLF,une valeur moyenne de la rotation entre 0:1R� et 0:2R� de 560 � 90 nHz. Lesbarres d'erreurs associ�ees (�90nHz) et la tr�es grande sensibilit�e aux biais rendentces r�esultats obtenus sous 0:2R� tr�es peu signi�catifs.L'�etude de l'inuence sur la solution des di��erentes approximations faites pour r�e-soudre le probl�eme inverse montre que les biais observationnels ne sont pas la seulecause permettant d'expliquer les di��erents r�esultats d'inversions 1D des splittings debas degr�es notamment pour les solutions trouv�ees sous 0:2R�. Les e�ets dûs aux `ap-proximations 1D' restent faibles et probablement n�egligeables par rapport �a l'incerti-tude li�ee �a la dispersion des r�esultats des di��erentes observations mais ils devront êtrepris en compte pour obtenir des r�esultats �ables sous 0:2R� lorsqu' un meilleur accordsera obtenu �a partir des divers instruments et m�ethodes d'analyse des spectres.Il faut �egalement souligner l'importance du choix des donn�ees utilis�ees pour lesdegr�es interm�ediaires et �elev�es. A titre d'exemple, alors que l'inversion des donn�eesGONG de bas degr�es (l = 1; 2; 3) associ�ees aux donn�ees MDI donne une rotationd�ecroissante au dessous de 0:3R� (Contribution 7), l'inversion de ces même donn�eesassoci�ees aux autres splittings GONG (l > 3) ne montre pas de d�ecroissance de larotation en 0:2R� et semble indiquer une rotation l�eg�erement plus rapide (� 450nHz)autour de 0:3R� (Rabello-Soares et al. 1998).En conclusion, l'inversion de l'ensemble des observations conduit �a une rotationrigide (� 430nHz) s'�etendant de la base de la zone convective jusqu'�a 0:3R�.Entre 0:2R� et 0:3R� certaines donn�ees (GOLF, IRIS) sont en faveur d'une rotationplus rapide et d'autres (BiSON, GONG, LOWL) en faveur d'une rotation moins rapide.Dans tous les cas l'augmentation ou la diminution en 0:2R� n'exc�ede pas 50nHz parrapport �a la rotation rigide de la zone radiative et l'ensemble des solutions restentcompatibles avec une rotation rigide s'�etendant jusqu'�a 0:2R�. Entre 0:15R�et 0:2R� les incertitudes sur les divers r�esultats sont voisines de �100nHz etles solutions obtenues sont tr�es sensibles �a tout biais d'observations, d'ana-lyse des spectres ou introduit par la m�ethode d'inversion. Cela nous conduit�a consid�erer comme peu �ables les r�esultats obtenus entre 0:15R� et 0:2R�.Aucun noyau de r�esolution ne peut actuellement être localis�e sous 0:15R�si bien que tout r�esultat pr�esent�e sous ce rayon ne peut être interpr�et�e quecomme une extrapolation des r�esultats obtenus dans les couches sup�erieures.



Contribution 5: The solar core rotation from LOWL and IRIS or BiSON data 203
Contribution 5

The solar core rotation fromLOWL and IRIS or BiSON dataT. Corbard, G. Berthomieu, J. Provost, E. Fossat
Proceedings of IAU181 Symposium: Sounding Solar and Stellar Interior,J. Provost & F.X. Schmider (eds.), poster volume, p. 79, 1998





Contribution 5: The solar core rotation from LOWL and IRIS or BiSON data 205The solar core rotation from LOWL and IRIS or BiSON dataT. Corbard1, G. Berthomieu1, J. Provost1, E. Fossat21 Laboratoire G.-D.Cassini, Observatoire de la Cote d'Azur, Nice2 Departement d'Astrophysique, UNSA, NiceABSTRACTThe solar core rotation is investigated by means of a2D regularized least square inversion. A reliable ro-tation rate above 0:4R� is obtained by using the ro-tational splittings measured between 1994 and 1996with the data of the LOWL instrument which canobserve both low and intermediate degree p-modes.For sounding the deeper layers, we have alternatelyadded the most recent published splittings of theIRIS and the BiSON network groups. These two setshave been known to be inconsistent at more than a3-sigma level. The consequences of this di�erence onthe behaviour of the rotation rate inside the solarcore, seen by the global inversion, are studied anddiscussed in this poster.1. Observed rotational splitting frequenciesAn observable consequence of the solar rotation isthat the azimuthal degeneracy of global modes ofoscillation is raised. The rotational splitting is de-�ned by ��nlm = �nlm��nl0m , where �nlm denotes thefrequency of the mode of degree l, radial order n andazimuthal order m. Recent results obtained by var-ious groups for the low degree rotational splittingshave been used here.The IRIS measurements cover a total of 19 months ofobservationwith 4 time series obtained in 1989, 1990,1991, 1992. The splittings are weighted averages ofthe results obtained by di�erent methods applied onthe same averaged spectra (Lazrek et al. 1996).The BiSON data have been collected between05/01/93 and 08/23/94. The splittings and their er-rors are obtained for each mode (n; l) by Chaplin etal. (1996) from the 16-month power spectrum.The LOWL data contain 1102 modes (n; l) withdegrees up to l = 99 and frequencies lower than� = 3500�Hz. For each mode, individual split-tings are given by, at best, three a-coe�cients oftheir expansion on orthogonal polynomials de�nedby Schou et al. (1994). LOWL values have beencalculated from the data covering 2 years of observa-tion between 2/26/94 and 2/25/96 (communicatedby Steven Tomczyk). Individuals splittings havebeen built from the given a-coe�cients and their un-certainties have been calculated by assuming thatthe splittings are uncorrelated and independent ofm for each (n; l) and such that they lead at best (inleast-squares sense) to the quoted errors given on thea-coe�cients.

2. The 2D RLS inversion methodFor low rotation the frequency shifts are given by:��nlm = Z 1�1 Z 10 Knlm(r; �)
(r; �)drd� (1)where 
(r; �) is the unknown rotation rate versusdepth and latitude, � = cos(�), � is the colati-tude and r the normalized solar radius. The kernelsKnlm(r; �) depend on the model and the eigenfunc-tions of the mode which are assumed to be knownexactly.We search for the unknown rotation as a linear com-bination of piecewise polynomials, projected on atensorial product of B-spline basis. A complete de-scription of the method and the choice of the param-eters used for inverting LOWL data can be foundin Corbard et al. (1996). The inferred rotation~
(r0; �0) at a point (r0; �0) is obtained as a linearcombination of the data ��nlm. Thus from Eq.(1)it follows that averaging kernels �(r0; �0; r; �), whichare a linear combination of rotational kernels Knlm,exist such that:~
(r0; �0) = ZZ �(r0; �0; r; �) 
(r; �)drd� (2)The radial and latitudinal full widths at mid height(�r and r��) of these kernels provide an estimationof the spatial resolution of the inversion at a point(r0; �0). It increases with lower regularizing term, atthe expense of larger errors on the solution.3. Results and discussionFigure 1 shows the inferred rotation rate for four lat-itudes (0; 30; 60; 90�) obtained by inverting LOWLdata, LOWL+IRIS data and LOWL+BiSON data.The 3 solutions di�er only at radius smaller than0.2 R� and show no latitudinal dependencies belowthis depth. The solution obtained between 0.4 and0:95R� is discussed in Corbard et al. (1996). Theseresults show that the di�erent values given by ob-servers for the low l splittings lead to di�erent be-haviours of the inferred rotation rate in the core.Therefore the inversion is sensitive to the actual ob-servational di�erences.The LOWL data are in favor of a core that rotatesslower than the radiative interior. The solutions withIRIS and BiSON data are compatible and show that
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Figure 1: Rotation rate versus solar radius for latitudes0; 30; 60; 90� obtained with three sets of data.an extension to the solar core of the rather uniformrotation found in the outer radiative interior couldexplain the observed splittings. The di�erences be-tween LOWL and IRIS or BiSON data (especially forl = 1) are su�cient to produce solutions that are notidentical. Nevertheless all the available observationsargue against theories for angular momentum trans-port which predict a rotation rate at 0:2R� muchhigher than the equatorial rotation rate. Howeversolar core layers are intrinsically not well constrainedso that little variation in the data could produce im-portant variation in the solution. Although the 1�error bars shown on the �gure are large below 0:2R�,we can not insure that the true rotation rate lies in-side these error bars. In fact these bars represent theuncertainties on a weighted averaged of the rotationrate. In an attempt to have a best interpretationof our results we must have a look at the weightingfunction given by the so-called averaging kernels.
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1Figure 2: Averaging kernel at r0 = 0:2R�; �0 = 45�.Figure 2 shows a 3D mid latitude averaging kernelobtained at 0:2R� Contrary to the kernels at 0:4R�which are well localized, (Corbard et al. 1996), the

kernels at 0:2R� for mid latitude and equator are notdistinguishable and are both localized at the equa-tor and 0:28R�. This result shows that our inver-sion is not able to detect a latitudinal dependency ofthe rotation rate even if it exists at 0:2R� and thatthe solution obtained at all latitudes below 0.3R�is an estimation of the rotation rate in the equa-torial plane. Another problem arises from the factthat the averaging kernels calculated at r0 = 0:2R�and below this depth are localized between 0.25 and0.28R�. This indicates that the true rotation rate ata target location below 0.2R� contributes only for afew part in the calculation of the inferred rotationrate at this location.In conclusion our results lead to a solar core rotationof the order or smaller than the surface rotation atmid latitude and rule out core rotation signi�cantlylarger than surface rotation. The inversion is sen-sitive to the actual observational di�erences. Nev-ertheless the interpretation of the value of the ro-tation rate obtained below 0:2R� depends stronglyon the behavior of the rotation rate in the radia-tive interior. We note however that the integral ofthe averaging kernel between 0:25 and 0:6R� is null.Thus, if we suppose that the rotation rate is con-stant in the radiative interior and down to 0:25R�,we can interpret the value obtained at 0:2R� as aweighted averaged of the true rotation rate between0.1 and 0:25R� the weighting function being the cor-responding part of the averaging kernel. Neverthe-less although the solid rotation found between 0:4and 0:6R� is thought to be reliable, its extensiondown to 0.25R� is more speculative and some littlegradients in these zones can modify signi�cantly theinterpretation of the value of the rotation rate foundat 0:2R� and deeper. A better understanding of therotation of the core should require a better agreementbetween the di�erent analysis of the di�erent obser-vations. Some other global inversion techniques asSOLA (Pijpers & Thompson 1992) should be helpfulby searching explicitly averaging kernels without anynegative part. Such kernels, even larger than thoseobtained in this work should be useful to completethe interpretation of our results in the core.REFERENCES1. Chaplin W.J., Elsworth Y., Howe R., 1996, MN-RAS 280, 8492. Corbard T., Berthomieu G., Provost J., et al.,1996, submitted to A&A3. Lazrek M., Pantel A., Fossat E., et al., 1996,Sol. Phys., 166, 14. Pijpers F.P., Thompson M.J., 1992, A&A 262,L33 ApJ 448, L575. Schou J., Christensen-Dalsgaard J., ThompsonM.J., 1994, ApJ 433, 389
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Contribution 6: Inferring the internal rotation of the Sun from low degree 209Inferring the internal rotation of the Sun from low degree helioseismologyT. CorbardLaboratoire G.-D.Cassini, Observatoire de la Cote d'Azur, NiceABSTRACTIn this presentation, I investigate the internal rotation of the Sun (below 0:4R�) from some observations of lowdegree frequency splittings. I compare the results obtained with two inverse methods applied on the �rst GOLFeight months dataset combined with the LOWL two years dataset. The emphasis is made on the study of thee�ects of underestimated errors or bias that may be present in the data or introduced by the inverse methoditself. 1. Forward modelFor low rotation the observed frequency splittings are given by:��nlm � �nlm � �nl0m = Z �0 Z R�0 Knlm(r; �)
(r; �) sin �drd� + "nlm ; (1)where 
(r; �) is the unknown rotation rate versus depth r and colatitude � and "nlm are observational errorsassumed to be uncorrelated and normally distributed with a standard deviation �nlm taken equal to the errorgiven by observers on the corresponding splitting. The kernels Knlm(r; �) depend on the model and on theeigenfunctions of the modes which are assumed to be known exactly. We note that, most of the observersactually do not give directly the individual splittings but rather a small number of the so-called a-coe�cients oftheir expansions on a set of orthogonal polynomials. Assuming that the relation between individual splittingsand these coe�cients is linear, an equation similar to Eq. (1) can be established by computing the appropriatekernels Kanlj(r; �) related to each aj-coe�cient.In order to investigate the rotation below 0:4R� where the latitudinal dependence is particularly not wellconstrained because of the few azimuthal orders provided by the low l degree modes able to sound these zones,one may want to simplify the problem by assuming that the rotation rate has only small (smaller than in theconvection zone) variations in latitude. With this assumption it can be shown that Eq. (1) is well approximatedby: ��nlm = Z �0 Z R�0 ~Knl(r)[Pml (cos �)]2
(r; �) sin �drd� + "nlm; (2)where Pml are Legendre functions normalized such that R �0 [Pml (cos �)]2 sin �d� = 1 and ~Knl(r) radial kernels(eg. Cuypers (1980)) . One possibility is then to carry out a full 2D inversion of Eq. (2) but constraining thesolution to have no latitudinal variation in the deep interior (Corbard et al. 1997a). The solution obtained inthe core by this way represents an average of the core rotation between the equator and the pole.Another possibility is to search for the rotation rate at a given latitude only i.e. to reduce the problem to a 1Dinverse problem. Since the most constrained zone is the equatorial one, we try to investigate only the equatorialrotation rate. For this purpose we use the following property of the Legendre functions for m = l :[P ll (cos(�)]2 = Cl(sin�)2l Cl = (2l + 1)!22l+1(l!)2 (3)which shows that, for high degrees l, the major contribution to sectoral splittings ��nll comes from the equatorialrotation rate 
eq(r) = 
(r; �=2). This leads to the commonly used 1D integral equation (see e.g. Antia et al.1996, Corbard et al. 1997b): ��nll = Z R�0 ~Knl(r)
eq(r)dr + "nll (4)Nevertheless this approximation is valid only for high degrees l. For lower degrees the sectoral splittings aresensitive not only to the equatorial rotation but also to the rotation rate in a large angular domain around theequator. The extent of this domain will be estimated in the following and I will discuss the inuence of thisapproximation on the estimation of the core rotation using Eq. (4).



210 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEUR2. Inverse methods usedI have used 2 di�erent inverse methods:� A Regularized Least-Squares method with Tikhonov regularization. For this method we project theequatorial rotation rate on a spline basis 
eq(r) = PNk=1 !k'k(r) and we search the !k coe�cients byminimizing the quantity (in the 1D case):Xnl "��nll �PNk=1 !k RR�0 ~Knl(r)'k(r)dr�nll #2 + � NXk=1!k Z R�0 �d'k(r)dr �2 dr (5)where � is a regularization parameter chosen for establishing a balance between the goodness of the �tof data and the smoothness of the solution. This is a global linear method and then the value of therotation obtained at any radius r0 is a linear combination of the data:
eq(r0) =Xnl Cnl(r0)��nll (6)By replacing in Eq. (4) we obtain:
eq(r0) = Z R�0  Xnl Cnl(r0) ~Knl(r)!
eq(r)dr +Xnl Cnl(r0)"nl (7)The function in parentheses is called averaging kernel at r0. The result obtained at r0 will be easier tointerpret as a local average of the rotation when this kernel is well-peaked and without strong oscillatorybehavior. The second term of the sum shows how any bias in the data can lead to bias in the solutionwhich depends on the amplitude of the Cnl(r0) coe�cients and may be important.� A Multiplicative Optimal Localized Average (MOLA) method (or Backus-Gilbert method). With this'local method' we search directly the coe�cients Cnl(r0) which are able to peak the averaging kernel nearr0. This is done by minimizing the quantity:Z R�0 (r � r0)2 Xnl Cnl(r0) ~Knl(r)! dr + �Xnl Cnl(r0)�2nl (8)subject to the constraint: R R�0 Pnl Cnl(r0) ~Knl(r)dr = 1� is a regularization parameter which establishes a balance between the thickness of the averaging kerneland the error on the solution.3. Low degree splitting observationsSome observations of low degree (l � 4) splittings are summarized in Fig. 1. The values plotted are weightedaverages over the radial order ranges shown on the bottom of the �gure. The inversions using IRIS and BiSONdata have been discussed in Corbard et al. (1996) but have not been used for this work. The GONG l = 1; 2splittings have been estimated by Appourchaux and Rabello Soares (1997, private communication). The resultsdiscussed in Sec. 4 are for GOLF (l = 1� 3) + LOWL (l = 4� 99) data whereas the averaging kernels shownin Sec. 5 have been computed using GONG modeset and errors estimated by Appourchaux and Rabello Soaresfor l = 1; 2 and taken from the GONG months 4-10 dataset for l = 3� 99.4. Results with GOLF+LOWL dataOn Fig. 2, the full 2D RLS inversion of Eq. (2) is shown by continuous lines for ten latitudes between theequator and the pole. Dotted lines represent the 1� error bars on the solution. The equatorial rotation rateobtained by a MOLA 1D inversion of Eq. (4) is shown by the crosses. The widths of these crosses are relatedto the full widths at mid height of the averaging kernels shown at the bottom of the �gure.The two solutions are in good agreement down to 0:3R� and tend to show a slightly decreasing rotation ratebetween 0:3R� and 0:1R�. The fact that the MOLA solution obtained at 0:23R� is lower than the solution



Contribution 6: Inferring the internal rotation of the Sun from low degree 211at 0:17R� may be related to the fact that the splitting l = 2 is lower of about 20 nHz than the splitting l = 1in GOLF data (cf Fig. 1). We note that the averaging kernel computed at r0 = 0:1R� is peaked at 0:17R�and leads to a very important error bar (�105 nHz). Therefore we estimate that we can not obtain any reliableestimation of the rotation below 0:2R�.5. Study of the balance between resolution and error with GONG dataFor a given modeset and the corresponding observational errors we can ask two questions concerning the abilityof an inverse method to sound the rotation of the core.� What is the deepest depth below which we can not peak averaging kernels?� What are the width of this deepest kernel and the corresponding error on the solution?Figure 3 shows the individual GONG l = 1; 2 splittings plotted against the turning points of the modes.Figure 4 shows the averaging kernels obtained from these data (adding GONG 4-10 data for 3 � l � 99)with MOLA method and two di�erent regularization parameters � (cf Eq. (8)). These two choices lead to'thin kernel' (upper �gure) or 'large kernels' (lower �gure) but we can not peak kernels below 0:15R�. Thisgives an answer to the �rst question. The corresponding error on the solution (question 2) is around �100nHz.Therefore, in principle, we are able to give an average of the equatorial rotation rate between 0:1 and 0:2R�within �100 nHz. In fact, as expected, tests show that the solutions computed using the two averaging kernelspeaked below 0:2R� are very sensitive to any bias in the data (a bias of 10 nHz in the l = 1; 2 splittings leadsto a change of more than 100 nHz in the solutions). The dispersion of the individual splittings (Fig. 3) and ofthe weighted averages obtained from the di�erent instruments (Fig. 1) show that a bias of more than 10 nHzcan not be excluded. Therefore the solutions computed using these 'thin kernels' are not thought to be reliableand it seems more reasonable to use the 'large kernels' which are less sensitive to bias and lead to an error barof about only �20 nHz.The �nal answers to the two questions for the GONG dataset are then that we can obtain an average of theequatorial rotation rate between 0:15 and 0:35R� within �20 nHz. Nevertheless this is valid only under theassumption that:1. errors given on individual splittings are not underestimated,2. there is no bias introduced by the inverse method.The unique way to become con�dent concerning the point 1 will be to obtain less dispersion on the estimationof individual splittings (Fig. 3) and to obtain fully consistent estimations from all the space and ground-basedinstruments (Fig. 1).For the point 2, as explained in Sec. 1, the reduction to a 1D inverse problem is not valid for low degrees. Thismay lead to systematic errors in the determination of the core rotation and we have to study this point morein details. 6. Study of the bias introduced by 1D inverse methodIt is known that any bias in the data leads to very important changes on the solution obtained below 0:2R�. The1D inverse method can also introduce a bias just because the sectoral splittings of low degrees are not sensitiveonly to the equatorial rotation. The latitudinal extent of the domain around the equator that inuences thesectoral splittings can be estimated for each degree l by approximating the latitudinal kernel [P ll (cos �)]2 sin �that arises in Eq. (2) by a rectangular window of the same area and with a height given by the maximum valueof the latitudinal kernel (i.e. Cl) which, according to Eq. (3), is its value at � = �=2. The width of the window�l = 1=(2Cl) is then such that:
leq(r) � Z �0 
(r; �)[P ll (cos �)]2 sin �d� ' Cl Z �2+�l�2��l 
(r; �)d� (9)Simple calculus gives for example �1 ' 38�, �2 ' 31�, �3 ' 26�and �4 ' 23� for the low degrees. For higherdegrees, the width decrease with increasing l (�10 ' 15� down to �99 ' 5� which corresponds to the highestdegree used in this work). If we consider the surface rotation law deduced from Doppler velocity measurements(Snodgrass & Ulrich, 1990) (and which is consistent with LOWL data (Corbard et al., 1997)), the surfacerotation at 38� of latitude is slower of about 63 nHz than at the equator. In �rst approximation, this di�erence



212 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEURremains in the whole convective zone and this may lead to an important under-estimation of the core rotation.In order to study this e�ect, we can calculate the di�erence between the sectoral splittings computed from Eq.(2) and from Eq. (4) by assuming that the rotation rate is given by the surface law in the whole convection zoneand is constant below. This di�erence is plotted against the turning points of the modes in Fig. 5 showing thatthis di�erence becomes rapidly important below 0:2R� up to more than 10 nHz for the l = 1 modes. Addingarti�cially 10 nHz to the l = 1 splittings and 7 nHz to the l = 2 splittings produces no di�erence in the solutionabove 0:3R�, a slightly more rapid (' +10 nHz) rotation between 0:2 and 0:3R�, and very important changes(� +90nHz) if we use the 'thin kernels' to infer the rotation below 0:2R�. Therefore we conclude again thatthe results obtained below 0:2R� are not reliable. Furthermore this shows that a 2D MOLA method should bebetter to infer the rotation between 0:2 and 0:3R�. Another possibility is to calibrate the e�ect of neglectingthe latitudinal dependence of the rotation and to take this e�ect into account by assuming a known rotationlaw in the convection zone. 7. ConclusionThis is a very preliminary work on the determination of the core rotation from low degree helioseismology. Ihave tried to show which are the di�culties and the limits of such investigations through inverse methods. Themost important results obtained are:� From actual data (i.e. modeset and errors) we can not obtain a reliable estimation of the core rotationbelow 0:2R�. If we try to use the 'thin' kernels that we can peak below this point, this leads to an errorof over �100 nHz on the solution and the result is very sensitive to any bias in the data which can notbe excluded from the comparison of the di�erent low degree splitting observations. In turn, we expect tobe able to produce an estimation of an average of the rotation rate between 0:15 and 0:3R� which maybe reliable if there is no important variation of the rotation in this domain.� The 1D approximation (Eq. (4)) concerning only the equatorial rotation may lead to an underestimationof the core rotation. Thus, in future work, we have to use a full 2D inversion or, at least, to calibrate thise�ect when using 1D inversions.� The results obtained below 0:3R� with the global RLS method are di�cult to interpret because of theoscillatory behavior of the averaging kernels. Nevertheless, it can be used in combination with MOLAmethod by showing modes which are suspected to have underestimated errors.From this work, there is no real conclusion about the value of the rotation rate below 0:3R�. More work andcalibrations of the methods, taking into account the above points, are needed for this. We note however, thatif the results obtained from the 2D inversion performed on LOWL+GOLF data are to be believed, the solutionis consistent with a constant or slightly decreasing rotation rate between 0:4 and 0:2R�.Acknowledgments. The numerical computations have been performed on the Cray C98 (IDRIS, CNRS, Orsay).We gratefully acknowledge S. Tomczyk and J. Schou for providing LOWL data, T. Appourchaux, C. RabelloSoares and the GONG team for providing GONG data and M. Lazrek and the GOLF team for providing GOLFdata.
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Contribution 7: The solar internal rotation from GOLF splittings 221 1THE SOLAR INTERNAL ROTATION FROM GOLF SPLITTINGST. Corbard1, M.P. Di Mauro2, T. Sekii3, and the GOLF team1Laboratoire G.-D Cassini, Observatoire de la Côte d'Azur, BP 4229, 06304 Nice Cedex 42Istituto di Astronomia dell'Universit�a di Catania, Viale A.Doria, 6 I-95125 Catania, Italy3Institute of Astronomy, Madingley Rd., Cambridge, CB3 0HA, U.K.ABSTRACTThe low degree splittings obtained from one yearof GOLF data analysis are combined with the MDImedium-l 144-day splittings in order to infer the so-lar internal rotation as a function of the radius downto 0:2R�. Several inverse methods are applied to thesame data and the uncertainties on the solution aswell as the resolution reachable are discussed. Theresults are compared with the one obtained from thelow degree splittings estimated fromGONG network.Key words: solar core rotation; inversion.1. INTRODUCTIONThe rotation of the solar core is an important openquestion that can be addressed by using spatial datafrom SOHO. In particular, GOLF experiment is ded-icated to the observation of low-degree oscillationswhich sound the core. Here we use the GOLFfrequency splittings (poster 1.39, these proceedings1998) obtained from one year of observation begin-ning on April 11th 1996 together with the MDI 144-day splittings for degree up to l = 250 (Schou et al.1998). For comparison we have also used the GONGsplittings of low-degree modes obtained (Rabello-Soares & Appourchaux 1998) from 1 year of ground-based observations (August 1995- August 1996).Figure 1 shows the GOLF sectoral splittings withtheir formal errors whereas for MDI and GONG datathe �gure shows the a1-coe�cients of the expansionof the splittings on Ritzwoller & Lavely (1991) poly-nomials. These two quantities (sectoral splittings anda1-coe�cients) may di�er slightly in theory for l > 1because of the latitudinal dependence of the solar ro-tation. In Section 2. we briey recall how the 2D in-verse problem related to the internal rotation can bereduced to a 1D problem for either the a1-coe�cientsor the sectoral splittings and how in both cases theuse of sectoral splittings may need some a-priori as-sumptions on the rotation. Then, Section 3. presentsthe di�erent inverse methods used and, �nally, wediscuss the results obtained in Section 5.

Figure 1. Sideral sectoral splittings (GOLF) and a1-coe�cients (MDI and GONG) with their formal errorsas a function of the turning points of the modes.2. FROM THE 2D TO THE 1D INVERSEPROBLEMFor low rotation the frequency of a mode of radialorder n and degree l is splitted in 2l+ 1 componentsof azimuthal order m = �l; ::+ l and the splittings��nlm � �nlm��nl0m are given by:��nlm= Z 10 Z R�0 Knlm(r; �)
(r; �)drd�; (1)where 
(r; �) is the unknown rotation rate versusdepth r and colatitude � (� = cos �) and Knlm(r; �)the so-called rotational kernels calculated for eachmode from oscillation eigenfunctions of an equilib-rium solar model.In order to investigate the rotation below 0:4R�where the latitudinal dependence is particularly notwell constrained because of the few azimuthal ordersprovided by the low l degree modes, one may want tosimplify the problem and reduce it to 1D problem inradius. As a matter of fact 2D inversions are usuallynot able to peak averaging kernels in both radial andlatitudinal direction below 0:4R� and two di�erent1D approximations of Equation 1 are used instead.



222 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEUR 22.1. 1D relation for sectoral splittingsOne possibility in order to obtain a 1D integral re-lation is to search for the rotation rate at a givenlatitude only. Since the most constrained zone is theequatorial one, we try to investigate only the equa-torial rotation rate. For this purpose we use the ap-proximationKnlm(r; �) ' Knl(r)Pml (�)2 (2)where Knl(r) are radial kernels (e.g. Cuypers 1980)and Pml (�) are Legendre functions normalized suchthat R 1�1 Pml (�)2d� = 1, and which satisfy the fol-lowing property for m = l:P ll (�)2 = Cl(1� �2)l Cl = (2l + 1)!22l+1(l!)2 (3)This shows that, for high-degrees l, the major con-tribution to sectoral splittings ��nll comes from theequatorial rotation rate ~
eq(r) = 
(r; � = 1). Thisleads to the 1D integral approximation:��nll ' Z R�0 Knl(r)~
eq(r)dr (4)Nevertheless this approximation is valid only for highdegrees l. For lower degrees the sectoral splittingsare sensitive not only to the equatorial rotation butalso to the rotation rate in a large angular domainaround the equator. The extent of this domain andthe inuence of this approximation on the estimationare discussed in Corbard (1997).2.2. 1D relation for a1-coe�cientsSome experiments like GONG and MDI produce asmall number of the so-called a-coe�cients of split-tings expansions on a set of orthogonal polynomials(Ritzwoller & Lavely 1991). Assuming that the re-lation between individual splittings and these coe�-cients is linear, an equation similar to Equation 1 canbe established by computing the appropriate kernelsKanlj(r; �) related to each anlj -coe�cients for odd in-dices j (see e.g. Pijpers 1997). Furthermore it hasbeen shown by Ritzwoller & Lavely (1991) that theexpansion of the splittings in orthogonal polynomialscorresponds to an expansion of 
(r; �) such that:
(r; �) = ~
1(r) + Xj=3;5::: ~
j(r)dPj(�)d� ; (5)where Pj are the Legendre polynomials. This formsthe so called 1.5D problem where each aj-coe�cientis related to the expansion function of the same indexthrough a 1D integral. Therefore the �rst term of theexpansion Equation 5 which do not depend on thelatitude can be related to the a1-coe�cients through:anl1 = Z R�0 Knl(r)~
1(r)dr (6)

The radial kernel Knl(r) is the same as in Equation 2but, from Equation 5, the function ~
1(r) obtained byinverting a1-coe�cients corresponds to the searchedrotation rate only where the rotation do not dependon the latitude. Otherwise it corresponds to some av-erage over latitudes that can be estimated by lookingat the corresponding 2D averaging kernel (cf. Sec-tion 4. and Figure 3).3. INVERSE METHODSWe have used two kinds of inverse methods for solvingthe 1D integral equations.1. A Regularized Least-Squares (RLS) method withTikhonov regularization (see e.g. Corbard 1997).This is a global method which gives a solution atall depths which �ts the data at the best in theleast square sense. This is a linear method andthen the value of the rotation obtained at anyradius r0 is a linear combination of the data:
̂j eq1 (r0) =Xnl Cnl(r0) ������nllanl1 (7)By replacing in Equation 4 or 6 we obtain:
̂j eq1 (r0) = Z R�0  Xnl Cnl(r0)Knl(r)! ~
j eq1 (r)dr(8)The function in parenthesis is called 1D averag-ing kernel at r0, �(r; r0). The result obtained atr0 will be easier to interpret as a local average ofthe rotation when this kernel is well-peaked andwithout strong oscillatory behaviour.2. Two `local' methods which search directly thecoe�cients Cnl(r0) which are able to peak theaveraging kernel near r0. The two methods dif-fer essentially in the way to localize the averag-ing kernel. The SOLA (Subtractive OptimallyLocalized Average) method (Pijpers & Thomp-son 1992) �ts the averaging kernel to a Gaus-sian function of given width whereas the MOLAmethod (Multiplicative OLA) (Backus & Gilbert1970) simply gives high weights in the minimiza-tion process to the part of the averaging kernelwhich are far from the target radius. In bothcase we use a regularizing parameter in order toestablish a balance between the resolution andthe error magni�cation reached at the target r0.4. HOW TO USE l = 2; 3 SECTORALSPLITTINGS?As already quoted, GOLF data for l = 2; 3 are nota1-coe�cients but sectoral splittings. Therefore onemay want to use the Equation 4 in order to infer theequatorial rotation rate. There are two di�cultieswith this approach:
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Figure 2. Di�erence in sectoral splittings computed fromEquation 1 and from the 1D approximation Equation 6for a given 2D rotation pro�le resulting from a 2D RLSinversion of MDI data. The di�erence is around 12nHzfor l = 1, 8nHz for l = 2, 6nHz for l = 3. This isdue to the fact that for low l, P ll (�) extend far from theequator and therefore low-degree sectoral modes are moresensitive to the latitudinal dependency of the rotation inthe convection zone than other sectoral modes.1. As already mentioned in Section 2.1., the rela-tion Equation 4 is not valid for low-degree l andtherefore may not be suited for the determina-tion of the core rotation. This may be correctedby assuming that the latitudinal dependence ofthe rotation rate (i.e. ~
j(r) j = 3; 5::) is known(taken from some previous 2D inversions for ex-ample). With this assumption, we can correctthe observed sectoral splitting prior to inversionby adding for each mode the di�erence betweenthe sectoral splittings computed fromEquation 1and from Equation 4. This di�erence is plottedon Figure 2 as a function of the degree l.2. MDI data do not provide the sectoral splittingsfor high l but only upon 18 odd indexed a-coe�cients. This number of coe�cients is how-ever high enough so that taking their sum as sec-toral splittings is a good approximation. Never-theless, the error on these sums (called `trun-cated sectoral splittings' in the following) is al-ways higher than the error on a1 alone.Another possibility is to consider the sectoral split-tings l = 2; 3 as a1-coe�cients at �rst approxima-tion. In this approach we do not need to correct thedata because Equation 6 is valid even for low de-grees. Nevertheless, we can also use other dataset(MDI for example) or our knowledge of the latitudi-nal dependence of the rotation (taken from a previous2D inversion for example) in order to estimate a3 formodes l = 2 and a3, a5 for modes l = 3.With the same approximation as in Equation 2 wecan write for the a-coe�cients:Kanlj(r; �) ' Knl(r)Qlj(�) (9)so that, for both approaches, the solution obtainedat r0 can ever be seen as an average of the rotation

of the form:
̂(r0)=Z Z�Xnl Cnl(r0)Knl(r)Wl(�)�
(r; �)drd�(10)The 2D averaging kernels (de�ned by the term inparentheses in Equation 10) can therefore be esti-mated from the 1D averaging kernels Equation 8 ob-tained at a target location r0 by adding the angularpart Wl(�) of the 2D rotational kernel that corre-sponds to the data really inverted.Figure 3 shows on the left the 2D averaging ker-nels (de�ned by the term in parentheses in Equa-tion 10) obtained at r0 = 0:2R� by inverting GOLFsectoral splittings together with MDI `truncated sec-toral' splittings i.e.:Wl(�) = 8>>><>>>: P ll (�)2 for l � 3jmaxXj=1 Qlj(�) for l > 3 (11)whereas, on the right, it shows the 2D averaging ker-nel obtained at the same target location by invert-ing MDI a1-coe�cients together with GOLF sectoralsplittings for l = 1; 2; 3 i.e.:Wl(�) = 8<: P ll (�)2 for l � 3Ql1(�) = 32 (1� �2) for l > 3 (12)The two corresponding 1D averaging kernels (cf. Fig-ures. 6 and 5) are the integral over latitude of these2D kernels and are very similar: well localized near0:2R� and without contributions near the surface.The angular part of the averaging kernel for sectoralsplittings strongly depend on the degree l and thisleads to the oscillatory behaviour of the 2D kernelwith very high peaks near the surface. From thisplot it is clear that the interpretation of the resultobtained by inverting sectoral splittings is possibleonly if we have already a good knowledge of the lati-tudinal dependence of the rotation. Furthermore, asalready pointed out, this knowledge is needed in or-der to correct the low-degree sectoral splittings forwhich the 1D approximation is not valid. At the op-posite, for a1-coe�cients Ql1(�) is independent of l(cf. Equation 12). Therefore the surface oscillatorybehaviour on the right panel of Figure 3 comes onlyfrom the use of sectoral splittings for l = 2; 3. In thiscase, the knowledge of the rotation pro�le is neededonly near the surface in order to interpret the result.We can summarize the results of this study in fewpoints:1. It is clear that it is better to use a1-coe�cientsthan sectoral splittings when we have them.2. In the case of GOLF data, we have access only tosectoral splittings for l = 2; 3. If we want to usethem, it seems more reasonable to try to correctthem by doing some assumptions on a3 and a5
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Figure 3. 2D averaging kernels for 1D inversions computed at r0 = 0:2R� (see Section 4). Left panel: inversion ofGOLF sectoral splittings for l � 3 with MDI `truncated sectoral'(see text) splittings for l > 3. Right panel: inversionof GOLF sectoral splittings for l � 3 with MDI a1-coe�cients. The peaks near the surface are truncated on the plot forclarity.for these modes and to use the exact 1D integralrather than correcting all the modes in order touse the approximated 1D integral Equation 4.3. In both approaches we can in principle obtain aresult easy to interpret if the latitudinal variationof the rotation is assumed to be known exactly.But by inverting a1 for l > 3 together with sec-toral splittings for l < 3, we just have to makeassumptions on the surface rotation.4. Several ways can be followed for correcting theresults obtained by using sectoral splittings in a1inversions. We can either� take a guess rotation and integrating its sur-face part with the 2D kernel in order to cor-rect the solution after the inversion or� take a3 and a5 from other datasets or� calculate these coe�cients from the guessrotation and subtract them from sectoralsplittings before the inversion.The best is probably to compare the e�ects ofall these corrections and to compare with the in-version of the corrected `truncated sectoral' split-tings. In any case assumptions are needed on thelatitudinal dependence of the rotation. As thisdependence can not be known exactly it shouldbe interesting to study in future works how theseassumptions increase the uncertainties on the so-lution.The next Section shows some preliminary results ob-tained with these di�erent approaches for the use ofthe combined MDI and GOLF data.

5. RESULTS AND DISCUSSIONS
Figure 4. SOLA inversion of MDI a1-coe�cients andGOLF l = 1; 2 sectoral splittings. The corresponding 1Daveraging kernels are shown below each point of the solu-tion. Vertical and horizontal error bars represent respec-tively the error and the resolution de�ned as the FWHMof the averaging kernel.In this preliminary work, we have chosen, as a �rststep, to use only l = 1; 2 GOLF sectoral splittings inorder to reduce the di�culties discussed in the pre-vious sections. Figures 4 and 5 show the results ob-tained by inverting the a1-coe�cients together withl = 2 sectoral splittings by using SOLA and MOLAinverse methods. In SOLA method the trade-o� pa-rameter is rescaled at each target location to ob-
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Figure 5. MOLA inversion of the same data as in Fig-ure 4. Five regularizing parameters have been used at eachtarget location. The full line shows an RLS inversion ofthe corrected `truncated sectoral splittings' (see text) andthe dotted line gives 1sigma errors on this solution.
Figure 6. MOLA and RLS inversion of the corrected`truncated sectoral splittings'. Low regularization has beenused in MOLA inversion.tain more localized averaging kernels. For MOLAmethod �ve trade-o� parameters have been used ateach target location. In the case of low regularizationMOLA averaging kernels have some small oscillatoryparts. The two methods fall in good agreement downto 0:20R� where the rotation rate increases up to500 � 60nHz. Below 0:15R� both methods fail topeak kernels. On Figure 5 we have shown a RLS so-lution obtained by inverting sectoral splittings. Asexpected the two solutions (
̂eq and 
̂1) di�er in theconvection zone where the rotation rate vary with lat-itude. In the core, it is di�cult to use RLS methodbecause it is a global method and if one try to obtaina well localized averaging kernel down to 0:2R� thenwe have to decrease the regularization and the so-lution becomes very oscillating everywhere with bigerror bars. With an optimal L-curve choice of the reg-ularizing parameter the solution is constant (445nHzsee Figure 5) below 0:4R� but averaging kernels (not

Figure 7. The same as Figure 5 but using GONG a1-coe�cients for l=1,2,3 instead of GOLF sectoral split-tings.shown on the plot) computed below this point arestill localized near 0:4R� so that, with this method,there is no conclusion on the core rotation in termsof weighted average of the true rotation. Neverthe-less, we can use this solution and look at the residualsfor each mode. The global normalized �2 of the in-version is 1.2. Now, if we look only at low-degreeGOLF modes, the `partial normalized �2' is around0.5 showing that within error bars GOLF data arein good agreement with a constant rotation below0:4R� and that GOLF errors are probably not un-derestimated. Furthermore, looking at the residualsfor each individual splittings can help in the signalanalysis by pointing out some modes with high resid-uals that may be reanalyzed in order to become morecon�dent on the result.Following the discussion of the previous sections wehave also inverted the sectoral (or `truncated sec-toral') splittings corrected by using the latitudinaldependence of the rotation found by a 2D RLS inver-sion of MDI data. The result is shown on Figure 6in the case of low regularization. As expected thesolution corresponds to the equatorial rotation pro-�le as found by the RLS method in the convectionzone and the error bars increase compared to the useof a1-coe�cients alone. The solution in the core isa little bit higher than found by a1 inversion but re-mains compatible within error bars showing also anincreasing rotation rate below 0:025R�.We have also tried to include GOLF l = 3 sectoralsplittings in our inversions. This leads to a moreimportant increase of the rotation rate below 0:2R�(around 700� 100 nHz). But in this case more workis needed in order to become more con�dent in ourresult. In particular, in that case, we have to testthe e�ects of the various corrections suggested in Sec-tion 4. and to look at their inuence on the estimationof the uncertainties on the core rotation.Finally, we have done the same analysis with GONGlow-degree data (Rabello-Soares & Appourchaux1998). In the case of GONG data we have a1-coe�cients so that, as quoted before, it may be more



226 CHAPITRE 6. LA ROTATION DU COEUR 6suited to carry an inversion of these coe�cients us-ing Equation 6 rather than using the `truncated sec-toral' splittings. In order to compare the result withthe previous ones, the GONG a1-coe�cients for low-degrees have been used together with the MDI a1-coe�cients of higher degree modes. Figure 7 showsthat these data tend to produce a slightly decreasingrotation rate below 0:3R�. Therefore there is still arelatively important di�erence between the solutionsobtained with the di�erent low-degrees data. Thesedi�erences are signi�cant only if the error bars ob-tained on the solutions are not underestimated andmay be related to the important dispersion of individ-ual splittings measurements (cf. Figure 1). Further-more, we must notice that whereas MDI and GOLFsplittings are for the same year of observations(5/96-5/97), the GONG data are for the year before (5/95-5/96) and therefore the results may not be directlycompared. Therefore this result needs to be con-�rmed in future works and we have also to inverseGONG a1-coe�cients for all the modes which shouldbe a more self-consistent dataset.6. FUTURE WORKS AND SOME QUESTIONSThe problem of inferring the core physics remainsone of the most important still open question thatcan be addressed by helioseismology. It is thereforevery important, as a �rst step, to be sure that dif-ferent `inverters' using di�erent inverse methods canreach similar conclusions when they use the samedatasets. This was the goal of this work in collabora-tion between `inverters' within the GOLF team andwe have shown that the di�erent approaches of theinversion are coherent. After this preliminary workseveral questions need to be addressed, for example:� Can we obtain reliable results below 0:2R� withactual datasets?� How the results in the core are sensitive to thedata used for medium l splittings?� Can we explain the di�erences between the re-sults obtained with di�erent data by a system-atic bias in some splitting measurements or byunderestimated errors in a few number of indi-vidual splittings?� Can these results (obtained with inverse meth-ods) be con�rmed by using forward methods of-ten used for the core rotation problem (Charbon-neau et al. 1998; Gizon 1998)?ACKNOWLEDGMENTSWe acknowledge GOLF, SOI/MDI and GONG teamsfor allowing the use of data, and C. Rabello-Soares& T. Appourchaux who provided us their analysis ofGONG data for comparison. SoHO is a project ofinternational cooperation between ESA and NASA.GONG is a project managed the NSO, a division ofthe NOAO, wich is operated by AURA, Inc. under acooperative agreement with the NSF. This work hasbeen performed using the computing facilities pro-vided by the program \Simulations Interactives et
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Conclusions et perspectivesSynth�ese des r�esultats obtenusCe travail est une contribution �a l'interpr�etation des observations h�eliosismologiquesles plus r�ecentes concernant la rotation interne du Soleil dans le cadre des collabora-tions internationales engag�ees. Il s'agit d'obtenir avec pr�ecision les principales caract�e-ristiques de cette rotation, qui constituent des contraintes pour les th�eories physiquesde la dynamique interne du soleil.J'ai, dans un premier temps, construit et optimis�e un nouveau code d'inversion2D bas�e sur une m�ethode d'inversion de moindres carr�es r�egularis�ee. J'ai d�evelopp�eles outils (noyaux de r�esolution, �etudes statistiques et simulations de Monte-Carlo,d�e�nition des strat�egies automatiques de r�egularisation) permettant l'interpr�etation desr�esultats et leur comparaison avec ceux issus d'autres approches du probl�eme inverse.Ce code est bas�e sur l'utilisation d'une base de B-splines qui m'a permis, de par sasouplesse d'utilisation, d'�etendre les potentialit�es d'investigation de la m�ethode auxsolutions discontinues et aux solutions contraintes en surface et au centre.En collaboration avec les observateurs S. Tomczyk et J. Schou, j'ai e�ectu�e uneanalyse d�etaill�ee des donn�ees LOWL acquises entre 1994 et 1996 en augmentant lar�esolution radiale atteinte par rapport aux pr�ec�edentes analyses portant sur la premi�ereann�ee d'observations. Ces r�esultats con�rment l'ind�ependance en latitude de la rotationinterne dans la zone radiative au-dessus de 0.4 R�. La possibilit�e d'introduire descontraintes bas�ees sur les observations de la rotation de surface m'a permis de plusde montrer que les donn�ees LOWL, qui ne contiennent que peu d'information sur lescouches super�cielles, sont compatibles avec les observations du plasma photosph�erique.Il apparâ�t une augmentation de la rotation sous la surface et dans le plan �equatorialjusqu'�a des valeurs qui correspondent �a la rotation des structures magn�etiques �a petites�echelles observ�ees en surface mais ancr�ees plus profond�ement. Ces conclusions ont parla suite �et�e con�rm�ees par les inversions, sans contraintes de surface, des donn�ees MDIcontenant des modes de degr�es plus �elev�es.Les donn�ees LOWL ne fournissant que trois coe�cients a d'indices impairs pourcaract�eriser le splitting rotationnel de chaque mode observ�e, la r�esolution latitudinaleobtenue est au mieux voisine de 30�. Une simulation men�ee �a partir de ces donn�ees m'aconduit �a estimer la r�esolution latitudinale que l'on pouvait esp�erer atteindre �a partir



228 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESd'observations donnant acc�es aux mesures individuelles des splittings. A l'�equateur ontrouve une r�esolution de 5� proche de la surface. L�a encore, les donn�ees MDI, avec descoe�cients jusqu'�a a35, ont permis d'atteindre de telles r�esolutions en latitude.Par ailleurs, grâce �a ce gain en r�esolution, j'ai �etendu l'inversion au del�a de 60�de latitude et obtenu la signature contenue dans les donn�ees MDI d'une structure de`jet' pr�esentant un maximum de rotation proche du pôle (�a environ 0:95R� et 15� decolatitude). Cette structure se trouve �a la limite de la zone pour laquelle les noyauxde r�esolution sont bien localis�es mais les indicateurs habituels (r�esolution, localisationdes noyaux et incertitudes) tendent �a indiquer qu'elle est r�eelle. D'autre codes de typeRLS ont conduit aux mêmes r�esultats (Schou et al. 1998) mais il est tout �a fait re-marquable de constater que les m�ethodes locales de type OLA n'ont pas r�ev�el�e cettestructure. Les outils habituellement utilis�es pour l'interpr�etation des r�esultats ne per-mettent pas r�eellement de trancher en faveur de l'une ou l'autre des solutions. C'est,je crois, la premi�ere fois qu'un tel d�esaccord apparâ�t entre les deux approches (localeet globale) de l'inversion qui ne trouve pas d'explication imm�ediate par l'analyse desnoyaux de r�esolution. D'apr�es mon �etude portant sur l'inversion de deux ensemblesde coe�cients a di��erents mais d�eduits des mêmes observations ainsi que celle plusd�etaill�ee de Howe et al. (1998), la signature d'un jet, e�ectivement contenue dans lesdonn�ees MDI, pourrait être due �a un probl�eme dans l'analyse des spectres conduisant�a la d�etermination des coe�cients a. De nouvelles observations, associ�ees �a des nou-velles analyses des splittings, seront n�ecessaires pour trancher cette question, mais cespremi�eres conclusions me semblent mettre en �evidence toute l'importance de continuer�a d�evelopper des m�ethodes de type RLS et les outils pour l'interpr�etation des r�esultatset leurs comparaisons avec les m�ethodes OLA dont l'interpr�etation locale est a prioriplus ais�ee.Cette question de la d�ecouverte contest�ee d'un `jet' est r�ev�elatrice d'une �evolutiontr�es r�ecente des probl�emes soulev�es par l'inversion des splittings rotationnels. Un bonaccord sur le pro�l de rotation �a grande �echelle est maintenant obtenu (au moins entrela surface et 0:4R�) �a partir des di��erentes observations et m�ethodes d'inversion, maisla pr�ecision des observations tend �a r�ev�eler localement des structures qui pr�esententun int�erêt particulier et n�ecessitent le d�eveloppement de nouvelles techniques pour leurinterpr�etation. De ce point de vue, l'int�erêt port�e �a l'�etude de la tachocline, aussi biendu cot�e th�eorique qu'observationnel, est exemplaire.Une contribution importante de mon travail concerne la d�etermination des propri�e-t�es caract�eristiques de la tachocline qui constituent des contraintes tr�es fortes pour lamod�elisation des processus de transport de moment angulaire, de m�elange des �el�ementschimiques et d'interaction entre la rotation et les mouvements de la convection turbu-lente. Pour d�ecrire le fort gradient de rotation qui caract�erise cette zone, j'ai d�evelopp�eplus particuli�erement deux m�ethodes d'inversion. La premi�ere m�ethode est une m�e-thode lin�eaire avec `d�econvolution locale' par les noyaux de r�esolution. L'introductiondans le contexte de l'h�eliosismologie de la seconde m�ethode, une technique d'inversionadaptative avec r�egularisation non lin�eaire, repr�esente une contribution originale de



Synth�ese des r�esultats obtenus 229mon travail. Cette approche est plus adapt�ee �a l'�etude des zones �a forts gradients, tellela tachocline, que les m�ethodes lin�eaires habituelles qui tendent �a lisser la solutionet elle pr�esente une r�eelle alternative aux m�ethodes d'analyse directe qui requi�erentla mod�elisation a priori de la rotation avec peu de param�etres. L'adaptation de cettem�ethode non lin�eaire a n�ecessit�e une �etude approfondie des di��erentes �etapes et deschoix des param�etres qui lui sont sp�eci�ques.L'interpr�etation statistique des r�esultats par la mise en place de simulations deMonte-Carlo exige que le code soit optimis�e et que le choix des param�etres de r�egula-risation soit automatique. Ces simulations, r�ealis�ees pour une mod�elisation simple dela rotation dans la tachocline par une fonction erreur de di��erentes largeurs inf�erieures�a 0:1R�, montrent que les deux m�ethodes, non lin�eaire ou de d�econvolution locale,permettent d'atteindre des r�esultats similaires: avec un niveau de bruit correspondant�a celui des donn�ees LOWL, on retrouve la largeur attendue avec une incertitude �a 1�de �0:02R�. Il faut cependant noter que ces simulations sont bas�ees sur les propri�et�esstatistiques attribu�ees aux donn�ees LOWL. La connaissance de ces propri�et�es n'�etantque partielle (aucune corr�elation n'�etant suppos�ee notamment), on ne peut pas exclureque le choix des param�etres optimaux de l'inversion d�e�ni par les simulations intro-duise un biais dans le r�esultat de l'inversion des donn�ees LOWL. En e�et l'�etude de lasensibilit�e de l'estimation des param�etres de la tachocline �a la strat�egie utilis�ee pource choix a montr�e que la largeur estim�ee peut varier d'une mani�ere signi�cative. Cesanalyses m'ont conduit �a r�e�evaluer �a �0:03R� l'incertitude sur la d�etermination de lalargeur de la tachocline aussi bien pour la m�ethode de `d�econvolution locale' que pourla m�ethode non lin�eaire. On peut en conclure que la diminution des incertitudes surl'estimation des splittings de modes ayant leurs points tournants au voisinage de latachocline, ou une meilleure connaissance de leurs propri�et�es statistiques, devrait per-mettre non seulement de r�eduire l'incertitude sur la d�etermination de la largeur maisaussi de rendre le r�esultat beaucoup moins sensible au choix des param�etres et �eviterainsi le risque d'introduction d'un biais.Le principal r�esultat de l'application de la m�ethode non lin�eaire aux mesures h�elio-sismiques est de conduire �a une tachocline tr�es �etroite de largeur 0:01 � 0:03R� alorsque la m�ethode lin�eaire d�econvolu�ee donne une largeur de 0:05�0:03R�. Compte tenudes incertitudes �evalu�ees par simulations de Monte-Carlo et par l'�etude des biais, cesdeux d�eterminations restent compatibles. Les r�esultats d'analyses directes e�ectu�ees enparall�ele par d'autres groupes �a partir des mêmes donn�ees conduisent �egalement �a desvaleurs de la largeur inf�erieures �a 0:05R� mais n'excluent pas des valeurs l�eg�erementsup�erieures (voir Tab. 5.1). N�eanmoins la m�ethode de r�egularisation non lin�eaire estcertainement mieux adapt�ee �a l'�etude de la tachocline et la conclusion de ce travail estque l'on peut exclure les largeurs sup�erieures �a 0:05R� comme �etant repr�esentativesdes donn�ees LOWL.L'ensemble des analyses placent le centre de la tachocline signi�cativement sousla limite de la zone convective mais autorise, dans la limite des incertitudes �a 1�,une extension jusque dans le bas de la zone convective. Une telle tachocline, �etroite



230 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESet plac�ee sous la zone convective, pose le probl�eme de son con�nement et constitueun test important pour de nombreux mod�eles. Elle permet notamment de placer descontraintes sur la viscosit�e turbulente si l'on consid�ere la th�eorie de Spiegel & Zahn(1992) ou le champ magn�etique dans cette zone si l'on consid�ere la th�eorie de Gough& McIntyre (1998). En ce qui concerne le rapport entre les valeurs de la rotation aufond et en haut de la tachocline, l'observation donne des valeurs interm�ediaires entreles deux pr�edictions th�eoriques avec lesquelles elles sont marginalement en accord �a 1�.En ce qui concerne la rotation du c�ur solaire, je me suis attach�e �a �etudier l'e�etsur les r�esultats d'inversion des biais provenant de l'analyse des spectres, des m�ethodesd'inversion elles mêmes ou de l'utilisation simultan�ee de splittings sectoraux avec descoe�cients a1 issus d'observations di��erentes.Une condition de r�egularit�e au centre a �et�e impl�ement�ee qui permet d'augmenter ledegr�e de con�ance que l'on peut avoir envers les r�esultats obtenus dans le c�ur par unem�ethode RLS. L'interpr�etation du r�esultat dans cette zone reste n�eanmoins di�cile parl'aspect non localis�e des noyaux de r�esolutions. Cette contrainte a ensuite �et�e reprisepar Antia et al. (1998) pour des inversions 1.5D. La question de la rotation du coeurrestant tr�es largement ouverte, il est important que plusieurs approches compl�emen-taires puissent être compar�ees. L'utilisation de la contrainte que j'ai introduite dans lecode d'inversion devrait pouvoir y contribuer en rendant plus �ables les r�esultats decelui-ci.J'ai montr�e que la solution d�eduite par inversion RLS ou MOLA est sensible auxdi��erentes mesures des splittings de bas degr�e et conduit, en fonction des donn�ees uti-lis�ees �a des r�esultats autorisant une rotation du c�ur plus rapide (IRIS, GOLF) ouplus lente (GONG, LOWL, BiSON) que celle de l'int�erieur radiatif. L'analyse plus d�e-taill�ee des premi�eres observations de l'instrument GOLF a montr�e que ces donn�ees sontcompatibles avec une augmentation de la rotation en 0:2R�. Cette augmentation estcependant marginalement signi�cative. On peut conclure que les donn�ees actuellementdisponibles, dans leur ensemble, sont compatibles avec une rotation quasiment rigideentre 0:4R� et 0:2R�. Plus profond�ement les r�esultats restent tr�es incertains mais per-mettent d'exclure une rotation tr�es rapide du c�ur que pr�evoyaient certaines th�eoriesde l'�evolution du moment angulaire (Pinsonnault et al. 1989).PerspectivesLes r�esultats que j'ai obtenus r�ev�elent une tachocline tr�es mince et montrent le grandint�erêt que pr�esente la m�ethode non lin�eaire pour traiter ce probl�eme. Ces r�esultatsdevront être con�rm�es par l'application de cette m�ethode aux donn�ees MDI et GONGqui est en cours.L'�etude s'est concentr�ee sur les propri�et�es de la tachocline dans le plan �equatorialCertaines analyses directes (Antia et al. 1998, Charbonneau et al. 1998b) montrentque les variations en fonction de la latitude, trouv�ees pour la position du centre et la



Perspectives 231largeur de la tachocline, restent marginalement signi�catives avec les donn�ees actuelles.La g�en�eralisation de la m�ethode de r�egularisation non lin�eaire au cas bidimensionneldevrait �egalement permettre d'�etudier ces variations en latitudes qui constituent aussiun test important pour les mod�eles de la dynamique interne du Soleil (Elliott 1997).D'une mani�ere plus g�en�erale, la m�ethode adaptative d�evelopp�ee peut trouver desapplications chaque fois qu'un gradient important est trouv�e �a l'issue d'une inversion.Le gradient de rotation pr�esent juste sous la surface peut être �etudi�e �a partir de cettem�ethode et la g�en�eralisation �a 2D pourrait �egalement être utile pour la d�etection destructures telles que les `jets'.Notons qu'il existe de nouvelles techniques qui permettent de sonder les couchesproches de la surface par une analyse locale des ondes (`ring diagrams analysis' ou ana-lyse en ondes planes) ou par une analyse `temps-distance' qui, comme pour la sismolo-gie terrestre ou la tomographie en imagerie m�edicale, permet d'obtenir de l'informationsur les conditions rencontr�ees par l'onde lors de sa propagation entre deux points dela surface (voir la revue de Hill (1995)). Ces techniques dites `d'h�eliosismologie loca-le' sont toujours en d�eveloppement et commencent �a être appliqu�ees aux observationspermettant une r�esolution spatiale de la surface solaire su�sante telles que GONG(Thompson et al. 1996) ou MDI (Duvall et al. 1997). Ces analyses s'appliquent sur destemps d'observations beaucoup plus courts que ceux n�ecessaires �a la mesure des split-tings et devraient donc permettre d'atteindre des informations �a plus petites �echellesspatiales et temporelles compl�ementaires de la vision moyenne de la dynamique fourniepar l'h�eliosismologie `globale'.Dans le contexte de l'inversion de la structure solaire, un pic est trouv�e dans ladi��erence entre la vitesse du son des mod�eles et celle du Soleil (voir par exempleTurck-Chi�eze et al. 1997, Gonczi et al. 1998) La largeur de ce pic, situ�e au niveau dela tachocline peut être reli�ee �a la largeur de la zone de m�elange des �el�ements chimiquesqui est suppos�ee exister sous la zone convective (Morel et al. 1998). Une m�ethoded'inversion lin�eaire avec d�econvolution a �et�e utilis�ee (Elliott et al. 1998) pour d�eduireune largeur de 0:018R� pour cette zone. La m�ethode de r�egularisation non lin�eaireparâ�t être une alternative int�eressante pour aborder ce probl�eme.Malgr�e tous les e�orts d�eploy�es depuis quinze ans pour l'observation des splittingsde bas degr�es, la rotation du c�ur solaire reste incertaine. Bien sûr, la d�etection,si elle est possible, des modes de gravit�e (Hill et al. 1991), beaucoup plus sensibles�a la rotation des couches internes, devrait permettre de r�esoudre en grande partiece probl�eme (Gabriel et al. 1998). Mais sans attendre cette �eventuelle d�etection, lapoursuite de l'analyse, en collaboration avec les observateurs, des di��erentes sourcesd'incertitudes et de biais devrait permettre de contraindre un peu mieux la rotationdu c�ur solaire.L'exp�erience que j'ai acquise pour l'analyse des splittings de bas degr�es et desdi�cult�es associ�ees pourra trouver des applications en ast�erosismologie pour l'�etude



232 CONCLUSIONS ET PERSPECTIVESde la rotation d'autres �etoiles. En tenant compte des contraintes observationnelles del'instrument COROT 1, j'ai e�ectu�e une �etude pr�eliminaire sur les contraintes que l'onpeut esp�erer obtenir sur la rotation des �etoiles de type solaire pour lesquelles seuls lessplittings de bas degr�es de quelques modes peuvent être d�etect�es.

1. COnvection et ROTation, projet de petite mission spatiale du CNES d�edi�ee �a l'ast�erosismologieet �a la recherche d'exoplan�etes telluriques (Baglin & Auvergne 1997).
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R�ESUM�E 243R�esum�eCe travail est une �etude de la rotation interne du Soleil par l'interpr�etation desobservations h�eliosismiques �a l'aide de techniques d'inversion. Le Soleil est la seule�etoile dont on peut d�eterminer de mani�ere pr�ecise la rotation interne ce qui constitue untest pour les nombreux processus physiques entrant en jeu dans les th�eories d'�evolutiondu moment angulaire.Je pr�esente tout d'abord la th�eorie permettant de relier la rotation interne du So-leil �a la structure �ne du spectre des oscillations globales oserv�ees puis je d�etaille lesdi��erentes approches du probl�eme inverse consistant �a d�eduire la rotation de ces ob-servations.Plusieurs ensembles de mesures r�ecentes provenant d'observations r�ealis�ees au solou �a bord du satellite SoHO sont utilis�es. Je d�eveloppe un code d'inversion original bas�esur une m�ethode de moindres carr�es r�egularis�ee qui assure la r�egularit�e de la solutionau centre et permet l'introduction de contraintes de surface. L'analyse des di��erentesobservations �a l'aide de ce code r�ev�ele une rotation rigide dans l'int�erieur radiatif etune rotation di��erentielle en latitude dans la zone convective. La zone de transition,nomm�ee tachocline, ainsi que la rotation du c�ur font l'objet d' analyses sp�eci�ques.Pour l'�etude de la tachocline, j'ai adapt�e une m�ethode non lin�eaire qui permetde pr�eserver les forts gradients de rotation caract�erisant cette zone. Cette approche,utilis�ee pour la premi�ere fois dans le cadre de l'h�eliosismologie, conduit �a une tachoclinetr�es �etroite situ�ee sous la zone convective ce qui constitue une contrainte pour lesmod�eles th�eoriques de cette zone.Finalement, les r�esultats obtenus �a partir de di��erentes donn�ees ne permettent pasde conclure d�e�nitivement sur la rotation des couches les plus internes mais montrentque les observations actuelles sont compatibles avec une rotation rigide entre la bas dela tachocline et 0.2 rayon solaire.Mots cl�es: Soleil - h�eliosismologie - rotation - tachocline - inversion



244 ABSTRACTAbstractThis work presents a study of the internal rotation of the Sun, from the core up tosurface layers, as inferred from helioseismic observations. The Sun is at the momentthe only star for which one can learn about its internal dynamics from observations.This represents a test for the theories of angular momentum evolution and thus for allthe physical process involved in these theories.I present �rst the theoretical aspects that allow us to make the link between theobservation of the global oscillations of the Sun and its internal rotation. Then I givethe principal inverse methods used to infer the rotation from the observations and thetools for the interpretation of the results.I use in this work several ground based observations or spatial data coming frominstruments on board SoHO launched in 1995. I develop a new regularized least squarecode that insure the regularity of the solution in the core and that allow surfacesconstraints to be taken into account. The analysis of various observations by meansof this code shows a quasi solid rotation in the radiative interior and a latitudinaldependent rotation in the convection zone. The shear layer named tachocline betweenthese two regimes and the core rotation require speci�c treatments.For the study of the tachocline, I develop a non linear method that can preservethe high rotational gradients that occur in this zone. This approach, used for the �rsttime in helioseismic context, leads to a thin tachocline located beneath the convectionzone and thus represents a constraint for the theoretical studies of this zone.Finally, the results reached from various data do not allow to conclude de�niti-vely concerning the deepest layers but show that the current observations are in goodagreement with a rigid rotation from the base of the tachocline down to 0:2 solar radius.Keywords: Sun - helioseismology - rotation - tachocline - inversion





R�esum�eCe travail est une �etude de la rotation interne du Soleil, depuis le c�ur jusqu'�a la surface, parl'interpr�etation des observations h�eliosismiques �a l'aide de techniques d'inversion. Le Soleil est �al'heure actuelle la seule �etoile dont on peut d�eterminer de mani�ere pr�ecise la rotation interne ce quiconstitue un test pour les th�eories d'�evolution du moment angulaire et donc des nombreux processusphysiques entrant en jeu dans ces th�eories.Je pr�esente tout d'abord les aspects th�eoriques permettant de relier la rotation interne du So-leil aux observations de la structure �ne du spectre de ses oscillations globales puis je d�etaille lesdi��erentes approches du probl�eme inverse consistant �a d�eduire la rotation de ces observations.Plusieurs ensembles de mesures r�ecentes provenant d'observations r�ealis�ees au sol ou �a bord dusatellite SoHO lanc�e en 1995 sont utilis�es. Je d�eveloppe un code d'inversion original bas�e sur unem�ethode de moindres carr�es r�egularis�ee qui assure la r�egularit�e de la solution au centre et permetl'introduction de contraintes de surface. L'analyse des di��erentes observations �a l'aide de ce codeet dans le cadre de collaborations internationales r�ev�ele une rotation rigide dans l'int�erieur radiatifet une rotation di��erentielle en latitude dans la zone convective. La zone de transition entre lesdeux r�egimes de rotation nomm�ee tachocline ainsi que la rotation du c�ur font l'objet d'une analysesp�eci�que.Pour l'�etude de la tachocline, j'ai adapt�e une m�ethode non lin�eaire qui permet de pr�eserver lesforts gradients de rotation caract�erisant cette zone. Cette approche, utilis�ee pour la premi�ere foisdans le cadre de l'h�eliosismologie, conduit �a une tachocline tr�es �etroite situ�ee sous la zone convectivece qui constitue une contrainte pour les mod�eles th�eoriques de cette zone.Finalement, les r�esultats obtenus �a partir de di��erentes donn�ees ne permettent pas de conclure d�e-�nitivement sur la rotation des couches les plus internes mais montrent que les observations actuellessont compatibles avec une rotation rigide sous la tachocline s'�etendant jusqu'�a 0.2 rayon solaire.AbstractThis work presents a study of the internal rotation of the Sun, from the core up to surface layers,as inferred from helioseismic observations. The Sun is at the moment the only star for which onecan learn about its internal dynamics from observations. This represents a test for the theories ofangular momentum evolution and thus for all the physical process involved in these theories.I present �rst the theoretical aspects that allow us to make the link between the observation ofthe global oscillations of the Sun and its internal rotation. Then I give the principal inverse methodsused to infer the rotation from the observations and the tools for the interpretation of the results.I use in this work several ground based observations or spatial data coming from instruments onboard SoHO launched in 1995. I develop a new regularized least square code that insure the regularityof the solution in the core and that allow surfaces constraints to be taken into account. The analysisof various observations by means of this code shows a quasi solid rotation in the radiative interior anda latitudinal dependent rotation in the convection zone. The shear layer named tachocline betweenthese two regimes and the core rotation require speci�c treatments.For the study of the tachocline, I develop a non linear method that can preserve the high rotationalgradients that occur in this zone. This approach, used for the �rst time in helioseismic context, leadsto a thin tachocline located beneath the convection zone and thus represents a constraint for thetheoretical studies of this zone.Finally, the results reached from various data do not allow to conclude de�nitively concerning thedeepest layers but show that the current observations are in good agreement with a rigid rotationfrom the base of the tachocline down to 0:2 solar radius.


