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Introduction

Ce mémoire présente ’essentiel de mes travaux depuis mon arrivée & Orsay en
septembre 2010.

La grande majorité de ces travaux consiste a étudier et utiliser des applications
bords pour démontrer des théorémes de rigidité dans un contexte géométrique
CAT(0). Commengons donc par expliquer et mettre en contexte ces trois termes.

Géomeétries CAT(0). Pour un espace métrique, Gromov a popularisé une
notion de courbure négative ou nulle, appelée CAT(0) (d’aprés Cartan-Alexandrov-
Toponogov) et définie comme suit. Rappelons qu’'un espace métrique X est géodé-
sique si pour tous les points x,y € X il existe une isométrie v : [0,d(z,y)] - X
telle que v(0) = x et y(d(z,y)) = y. Soit X un espace métrique géodésique. Si
x,y,z € X, un triangle de comparaison associé est un triangle de sommets 7,7,z
dans R? dont les longueurs des cotés sont d(z,y) = d(z,y), d(7,z) = d(z,z) et
d(y,z) = d(y,z). Si p est un point sur une géodésique entre = et y, notons p le
point de [Z,7] a distance d(z,p) de ZT. On dit que X est CAT(0) si pour tous les
points x,y, z et p comme ci-dessus, on a d(z,p) < d(Z,p).

De maniére équivalente, on peut définir un espace CAT(0) en comparant la
longueur d’une médiane d’un triangle de X a celle dans 'espace euclidien. Autre-
ment dit, 'espace métrique géodésique X est CAT(0) si pour tous les z,y,z € X,

_ dy.2)

si m est un point vérifiant d(y, m) = d(z,m) = =5 alors

1 1
d(x,m)2 < §(d(I,’y)2 + d(.ﬁ(}, Z>2> - Zld(y7 Z>2 :
C’est une notion globale : elle entraine notamment 'unicité des géodésiques
entre deux points, ainsi que la simple connexité de ’espace.
On voit apparaitre des espaces CAT(0) dans des contextes assez différents.
Voici les exemples les plus importants, sans prétention a ’exhaustivité.

EXEMPLES 1. e Les variétés hyperboliques simplement connexes sont
des espaces CAT(0).

e Plus généralement, les variétés riemanniennes complétes qui sont simple-
ment connexes et & courbure sectionnelle partout négative ou nulle sont
des espaces CAT(0). Un exemple particuliérement intéressant de telle va-
riété est donné par les espaces symétriques de type non compact.

Par exemple, soit G = SL,(R) et K = SO, (R). Alors la variété G/K
est un exemple d’espace symétrique (pointé); il est CAT(0) pour une

7



8 INTRODUCTION

métrique riemannienne sur G/K qui se définit naturellement en terme de
lalgebre de Lie de GG. On peut donner une définition élémentaire de la
distance riemannienne de la maniére suivante. Soient g € G et Ay,..., A\,
les valeurs propres (> 0) de la matrice \/gg’; elles ne dépendent que de
la classe de ¢ modulo K. Alors on définit d(1.K, g.K) comme la norme
02 du vecteur (In(A;),...,In()\,)), et pour g,h € G on pose d(gK,hK) =
d(1.K, g 'hK).

e Les immeubles sont des objets combinatoires qui admettent une réalisa-
tion géométrique CAT(0) (voir le livre |[AbBO8| par exemple). Certains
peuvent étre vus comme des analogues non-archimédiens des espaces sy-
métriques. Par exemple si G = PGL,(Q,) et K = PGL,,(Z,) alors G/K
est 'ensemble des sommets d’un immeuble. Pour n = 2, cet immeuble est
simplement un arbre de valence p + 1.

e Les complexes cubiques CAT(0) forment une autre classe d’exemples im-
portants. Ils s’obtiennent simplement en recollant isométriquement des
cubes (de toutes dimensions) le long de leurs faces. La condition CAT(0)
se vérifie alors facilement sur les links. Lorsqu’elle est vérifiée, le complexe
est muni d’une structure combinatoire tres riche : les plans médiateurs
des faces des cubes se recollent pour former des hyperplans, qui divisent
I’espace en exactement deux demi-espaces.

Je parlerai plus d’immeubles dans le chapitre [4 et de complexes cubiques
CAT(0) dans le chapitre . Dans de nombreux cas, ’exemple des espaces symé-
triques a fourni un analogue qui a guidé les questions que je me suis posées.

Le bord visuel 05, X d’un espace CAT(0) X est obtenu en regardant I'ensemble
des rayons géodésiques et en quotientant par la relation d’équivalence « étre a
distance de Hausdorff finie ».

EXEMPLES 2. e Si X est un espace CAT(0) qui est également hyperbo-
lique au sens de Gromov, alors son bord visuel et son bord de Gromov
coincident.

e Si X =SL,(R)/SO,(R), alors 0, X a une structure naturelle de complexe
simplicial. Les sommets de ce complexe sont les sous-espaces vectoriels
propres de R™. Les simplexes de dimension k sont formés par des sommets
correspondant a des sous-espaces vectoriels propres Vi, ..., Vi de R™ tels
que Vi < Vo < --- < Vi, 1. En particulier, les simplexes maximaux sont
de dimension n — 1 et correspondent aux drapeaux complets de R™.

e Si X est 'immeuble associé a SL,,(Q,), le bord visuel s’obtient exactement
par la méme construction. En général, le bord visuel d’un espace symé-
trique de type non compact ou d’'un immeuble affine a une structure com-
binatoire (qui est cependant non triviale seulement en rang supérieur) :
c’est ce qu’on appelle un immeuble sphérique.
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e Le bord visuel d'un complexe cubique CAT(0) n’a pas de structure évi-
dente ; j'expliquerai cependant dans le chapitre [2| son lien avec un autre
bord, le bord de Roller, qui a lui une structure combinatoire riche.

Rigidités. La plupart de mes travaux s’articulent autour de questions de rigi-
dité. Le probléme général est le suivant : si G est un groupe, et I' un sous-groupe
de G, quelles sont les propriétés de G que 'on peut retrouver a partir de I' 7 Une
variante peut également étre : si I' est un groupe agissant sur un espace métrique
X, quelles propriétés de X peut-on retrouver a partir de la structure algébrique
deI'?

Les exemples les plus importants et les plus frappants de tels phénoménes de
rigidité sont donnés par les groupes de Lie réels simples de rang supérieur, et leurs
réseaux. L’exemple typique de tel groupe de Lie est G = SL,(R) avec n > 3.
Un réseau d'un groupe localement compact G est un sous-groupe I' de G qui est
discret et tel que G/T" posséde une mesure de probabilité G-invariante ; 'exemple
typique de réseau est I' = SL,,(Z). En particulier si G/I" est compact on dit que I
est un réseau cocompact, ou uniforme.

Soient G et H des groupes localement compacts, et I' un réseau de GG. Disons
qu'une représentation p : I' — H est rigide si elle est en fait la restriction d’une
représentation (continue) p : G — H. Le premier exemple frappant de résultat
de rigidité est le théoréme de rigidité de Mostow : celui-ci affirme que si G et H
sont des groupes de Lie réels simples connexes non compacts, et G non localement
isomorphe & SLy(R) et si p : I' — H vérifie que p(I') est un réseau, alors p est
rigide. Ce théoréme a été démontré par Mostow |[Mos73| dans le cas ou I' et p(T)
sont cocompacts et étendu au cas général par Prasad [Pra79| et Margulis au cas
général. On peut également le démontrer pour des groupes algébriques sur des
corps locaux non-archimédiens. Margulis obtiendra en fait quelques temps aprés
un théoréme beaucoup plus fort, le théoréme de superrigidité (voir [Mar91| ou le
plus accessible livre [Zim84]) :

THEOREME 3. Soit G un groupe algébrique connexe semi-simple sur R de rang
réel au moins deux (par exemple G = SL,(R), avec n = 3), et soit I' un réseau
irréductible de G. Soit H un groupe algébrique connexe simple sur R, non compact,
et soit m: I' — H un morphisme tel que w(I") est Zariski-dense dans H. Alors m
s’étend en un morphisme G — H.

Encore une fois, ce théoréme s’étend a des corps locaux non-archimédiens.
Cette extension permet d’ailleurs de démontrer un théoréme de structure impor-
tant sur les réseaux dans les groupes de Lie réels simples de rang supérieur : ils sont
tous arithmétiques, c’est-a-dire grosso modo qu’ils s’obtiennent comme groupes de
matrices a coefficients entiers dans un groupe algébrique. Notons que des générali-
sations de ce théoréme ont été obtenues récemment par Bader et Furman (voir par
exemple [BaF14]) ; celles-ci ont été une source d’inspiration de nombreux travaux
présentés ici.
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Plusieurs résultats de ce mémoire peuvent étre compris comme des résultas de
rigidité. C’est le cas d’une partie du chapitre 1, notamment le paragraphe [1.4], dans
lequel nous démontrons que certaines représentations de réseaux hyperboliques
complexes dans des groupes de Lie de dimension infinie sont rigides (c’est 'article
[DuLP18|). Le quatriéme (et dernier) chapitre présente des résultats sur les groupes
agissant proprement et cocompactement sur un immeuble ;12. Ceux-ci satisfont
une dichotomie étonnante : ce sont ou bien des groupes arithmétiques, ou bien
ils n’admettent aucune représentation linéaire d’image infinie. On peut interpréter
comme un résultat de superrigidité (les représentations devraient s’étendre, mais
il n’y a rien a quoi les étendre, donc elles n’existent pas).

Applications bords. Les preuves des théorémes de rigidité de Mostow et
de Margulis se font toutes deux en deux étapes. L’outil principal est une bonne
notion de bord B pour le réseau I'. Si G = SL,,(R), ce bord sera simplement I’espace
des drapeaux complets de R™ (vu comme espace topologique pour le théoréme de
Mostow et comme espace mesuré pour le théoréme de Margulis . C’est un espace
G-homogeéne. L’idée principale est que cet espace peut étre attaché au réseau I' sans
aucune référence au groupe G. Suivant le cas, on utilisera différentes constructions.
Par exemple, si I' est un réseau cocompact et GG est de rang 1, on peut simplement
regarder le bord visuel ; il est alors muni d’une structure quasiconforme : c¢’est ce
qui est utile pour démontrer le théoréeme de Mostow dans ce cadre. Si G ou I' agit
proprement et cocompactement sur un espace symétrique X de type non compact
et de rang supérieur, on peut considérer le bord visuel de X, vu comme espace
topologique, avec de plus sa structure combinatoire d’immeuble sphérique.

Pour n’importe quel groupe I', Furstenberg [Fur73| a imaginé d’autres fagons
d’attacher un espace a I', qui vont essentiellement donner les mémes exemples pour
les groupes de Lie semisimples. Ce qu’on appelle bord de Furstenberg est construit
de maniére abstraite avec des caractérisations dynamiques; ce n’est pas celui qui
va m’intéresser ici. Une autre construction présente dans les textes de Furstenberg
est le bord de Poisson-Furstenberg, défini en généralisant le noyau de Poisson a
une marche aléatoire sur I'. Je décrirai un peu plus précisément ce bord dans le
chapitre [I]; c’est un espace mesuré muni d’une action de I' qui quasi-préserve la
mesure.

Revenons aux théorémes de rigidité. Le squelette (trés vague) des preuves est
le suivant : soit B un bord de T" (et de G), et B’ un bord de H. Supposons qu’on
ait une représentation p : I' — H. Sous des bonnes hypothéses (et avec la bonne
notion de bord), on peut espérer obtenir une application bord, c’est-a-dire une
application B — B’ qui est p-équivariante, et avec une régularité adaptée a la
notion de bord considérée (par exemple mesurable si on travaille avec le bord de
Poisson-Furstenberg). L’obtention d’une telle application bord est donc un point
clé dans toutes ces preuves de rigidité.
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Le premier chapitre de ce mémoire détaille plusieurs contextes dans lequel
j’al démontré avec mes co-auteurs l'existence d’applications bords, dans plusieurs
contextes. Le premier résultat est, pour un groupe agissant sur un espace CAT(0),
I’existence d’une application du bord de Poisson du groupe vers le bord visuel de
I'espace (c’est I'article [BaDL16b|). Comme expliqué ci-dessus, j’en donne une ap-
plication a la rigidité des représentations maximales dans des groupes de Lie de di-
mension infinie. Enfin, la derniére partie de ce chapitre (issu de I'article [BaDL17])
s'intéresse aux cas des groupes algébriques sur des corps valués. Ceux-ci agissent
sur des immeubles (non localement compacts), mais nous avons adopté un point
de vue plus directement algébrique. Ces résultats ont été utilisés récemment par
Bader et Furman pour démontrer des résultats de superrigidité dans ce cadre.

Le bord de Poisson-Furstenberg est défini par le comportement asymptotique
d’une marche aléatoire. L’existence d’applications bord est donc liée & des pro-
priétés de cette marche. En fait dans certains cas, si G agit sur un espace X, on
peut I'obtenir directement a partir de la convergence de la marche aléatoire vers
un point d’un bord de X (voir [KaM99| par exemple). Dans le deuxiéme chapitre,
qui résume larticle [FLM18], j’explique comment, a partir d’une application bord,
démontrer la convergence de la marche aléatoire vers un point du bord d’un com-
plexe cubique CAT(0). On en déduit ensuite plusieurs propriétés intéressantes un
peu plus fines de cette marche aléatoire.

IRS. Le troisiéme chapitre est un peu a part, puisqu’il n’a pas de lien direct
avec les questions de rigidité. Cependant, les techniques de preuves utilisées sont
assez proches de celles dont on a besoin pour comprendre les applications bord.
On va y étudier des /RS, une abbréviation anglophone pour sous-groupe aléatoire
inwvariant. Un IRS est une mesure de probabilité sur ’espace de Chabauty des sous-
groupes fermés d’un groupe localement compact GG qui est invariante par 'action
par conjugaison par G. Ce chapitre (qui résume les articles [BaDL16a] et [Duc+15])
contient deux résultats. Le premier concerne les IRS dans un groupe localement
compact G qui agit sur un espace CAT(0) X : on y démontre que certaines hypo-
théses de densité de 'action (pas de point fixe au bord ni de sous-espace invariant)
sont héritées par les IRS (non triviaux) de G. Le deuxiéme résultat s’intéresse a
des groupes G quelconques : nous démontrons que que, si un IRS est supporté sur
I’ensemble des sous-groupes moyennables de G, alors presque tout sous-groupe est
contenu dans un sous-groupe normal moyennable fixé de G.

Remerciements. Je remercie Marc Burger, Anders Karlsson et Frédéric Pau-
lin d’avoir accepté de rapporter sur ce texte; les suggestions de Frédéric Paulin
ont grandement amélioré ce mémoire. Merci également a Yves Benoist, Emmanuel
Breuillard, Indira Chatterji, et Yves Cornulier d’avoir accepté de faire partie de
mon jury, malgré des conditions difficiles.
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Chapitre 1

Bords et applications de Furstenberg

1.1. Notions de bords

1.1.1. Diverses notions de bord. Le but de cette section est de définir
et de donner des exemples de bords d’un groupe (discret, ou plus généralement
localement compact) G. Les idées présentées ici suivent l'article [BaF'14] de Bader
et Furman.

Soit G un groupe localement compact a base dénombrable de voisinages (et
en pratique ici le plus souvent dénombrable). Furstenberg a défini une notion de
bord associée a une marche aléatoire sur G, le bord de Poisson-Furstenberg (dont
je rappelle la définition au §1.1.2)). L’objet de cette section est de donner diverses
généralisations et définitions axiomatiques plus maniables pour manipuler ce bord
ou d’autres objets s’y rattachant. Un autre exemple fondamental sera celui d’'un
groupe de Lie semisimple réel ou p-adique GG, ou un de ses réseaux, agissant sur le
quotient G/P, ot P est un sous-groupe parabolique minimal.

Commencons par introduire la catégorie dans laquelle nous allons travailler
dans ce chapitre.

DEFINITION 1.1. Un G-espace de Lebesgue est un espace de probabilité stan-
dard (X, v), muni d’une action mesurable (i.e. 'application G' x X — X est mesu-
rable) de G qui préserve la classe de v, c’est-a-dire que g, est absolument continue
par rapport a v, pour tout g € G.

Les G-espaces de Lebesgue seront considérés «a mesure nulle présy : autrement
dit, on va identifier deux parties de X si elles different d’'un ensemble de mesure
nulle, et on va identifier deux fonctions sur X si elles coincident sur un ensemble
de mesure pleine.

Un G-morphisme entre deux G-espaces de Lebesgue (X, v) et (Y, ) est une
application 7 : X — Y qui est mesurable, G-équivariante, et telle que m,v = pu.

La premiére des définitions suivantes, bien qu’ayant été utilisée implicitement
par Furstenberg ou Margulis, est due & Zimmer, voir |[Zim77] ou le livre [Zim84).
La définition suivante est apparemment suffisante pour un groupe discret |[Pet] :

DEFINITION 1.2 (Moyennabilité au sens de Zimmer). Soit G un groupe discret
dénombrable, et B un G-espace de Lebesgue. L’action de G sur B est dite moyen-
nable au sens de Zimmer si, dés que G agit contintiment sur un espace compact
K, il existe une application mesurable G-équivariante B — Prob(K).

13



14 1. BORDS ET APPLICATIONS DE FURSTENBERG

De maniére équivalente, si G agit par isométries affines sur un convexe faible-*
compact C' du dual d’un espace de Banach, il existe une application G-équivariante
B — C'. La définition pour un groupe quelconque nécessite de définir des champs
d’espaces convexes au-dessus de B, voir [Zim84] pour plus de détails.

La deuxiéme condition que 'on va imposer est une condition d’ergodicité. Il
y a en fait plusieurs variantes possibles, que I’on peut utiliser suivant le contexte.
Rappelons qu’une action de G sur B est ergodique si tout ensemble G-invariant
de B est de mesure 0 ou 1. Cela revient a dire que toute application mesurable
G-invariante B — R est essentiellement constante (et on peut remplacer R par
n’importe quel borélien standard).

DEFINITION 1.3. Soit X un G-espace de Lebesgue. L’action de G sur X est
doublement ergodique si I'action diagonale de G sur ’espace mesuré produit X x X
est ergodique. Elle est isométriquement ergodique si, pour toute action continue
de GG par isométries sur un espace métrique M, toute application G-équivariante
mesurable f : X — M est essentiellement constante. Elle est doublement isomé-
triquement ergodique si 'action de G sur X x X est isométriquement ergodique.

Remarquons qu’une action doublement ergodique est ergodique : en effet, si
A < X est G-invariant, alors A x A est G-invariant, donc v(A4)?> = 0 ou 1. Une
action doublement ergodique est également isométriquement ergodique : en effet,
si f 1 X — M est mesurable G-équivariante, alors (x,y) — d(f(z), f(y)) est
mesurable et G-équivariante, donc essentiellement constante. Enfin, 'ergodicité
isométrique implique 'ergodicité : prendre pour M un espace métrique avec une
action triviale de G.

Si la mesure sur X est préservée, toutes ces propriétés sont équivalentes, et
reviennent a dire que l'action est faiblement mélangeante, mais en général ce n’est
pas le cas. On pourra consulter [GIW16| pour une mise au point sur les différentes
implications entre ces propriétés. Notons également que des notions légérement
plus faibles que lergodicité isométrique (ot l'on restreint la classe des espaces
métriques considérés) ont été introduites dans [BuM96| et [BuMO02].

DEFINITION 1.4. Un bord de G est un G-espace de Lebesgue (B, v) sur la-
quelle 'action est moyennable au sens de Zimmer, et doublement isométriquement
ergodique.

EXEMPLE 1.5. Pour n > 2, soient G = SL,(R) et P son sous-groupe des
matrices triangulaires supérieures. Alors I'espace homogéne GG/ P muni de la mesure
de Haar, est un bord de GG. En effet, le groupe P est résoluble, donc moyennable,
et 'action de G sur G/P est donc moyennable. Pour vérifier la double ergodicité
isométrique, commencons par donner une interprétation géométrique de 1’espace
produit G/P x G/P.

On peut voir G/P comme I'espace des drapeaux complets V; € Vo < --- < V4
de R". Le double produit G/P x G/P a une G-orbite ouverte et dense : il s’agit
des paires de drapeaux complets (V) et (W) telles que V; @ W,,_; = R™ pour tout
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i. Cette orbite est donc de mesure pleine, et elle s’identifie & G/A, ou A est le
groupe des matrices diagonales. Vu que l'action de G sur G/A est transitive, elle
est évidemment ergodique.

L’ergodicité isométrique s’obtient avec une utilisation d’un lemme de Mautner
(voir par exemple [Mar91} p. I1.3.2]). Soit M un espace métrique sur lequel G agit
contintiment par isométries. Supposons que I'on ait une application G-équivariante
de G/P x G/P dans M, autrement dit de G/A dans M. On peut la voir comme une
application G-équivariante de G dans M telle que A fixe un point xy. La bonne
version du lemme de Mautner est alors la suivante.

LEMME 1.6. Si G agit contindiment par isométries sur un espace métrique M,
alors tout point fixe par A est également fize par P.

DEMONSTRATION. Soit u € P, et soit x € M un point fixé par A. Alors il
existe une suite (a,)neny d’éléments de A tels que a,ua,! tend vers 1 dans G. On a
donc d(a,ua, 'z, x) — 0 par continuité de l'action. D’autre part, puisque a, fixe ,
on a d(ur,z) = d(ua;'z,a'z) = d(a,ua, 'z, z). Donc d(ux,z) = 0 et = est bien
fixé par P. O

On conclut la preuve de l'ergodicité isométrique en disant que xy est fixé par
P, mais aussi avec le méme argument par le groupe P~ des matrices triangulaires
inférieures, et donc par G qui est engendré par P et P~.

Les deux définitions suivantes sont dues & U. Bader et A. Furman, voir [BaF'14].
Rappelons que si X, Y, Z sont des espaces topologiques, et ¢ : X — Z, ¢ :Y — 7
sont continues alors le produit fibré est I'espace

X xzY ={(z,y) e X xY | q(z) = ¢'(y)}
muni de la topologie induite par la topologie produit.

DEFINITION 1.7. Un fibré métrique est la donnée de deux espaces boréliens
standards M et V, d’une application mesurable ¢ : M — V', et d’une fonction
borélienne d : M xy M — R, dont la restriction a chaque fibre (¢ x ¢)~!(v) est
une distance.

Une action relativement isométriqgue de G sur le fibré métrique ¢ : M — V est
la donnée d’actions mesurables de G sur M, V telles que q est équivariante et que,
pour tout g € G la restriction de g a (¢ x ¢)~!(v) est une isométrie de (¢ x ¢)~*(v)
dans (g x ¢)~*(gv).

DEFINITION 1.8. Soit (X, vx) et (Y,vy) deux G-espaces de Lebesgue et 7 :
X — Y un G-morphisme.

On dit que 7 est relativement isométriquement ergodique si pour toute action
relativement isométrique de G sur n’importe quel fibré métrique ¢ : M — V, §’il
existe des applications G-équivariantes f : X — M et g : Y — V telles que
qgo f = gom, alors il existe f; : Y — M telle que g = wo f;.
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Cette définition peut étre résumée dans le diagramme commutatif suivant :

X o m
l fi 4
T - q
Y

-V

EXEMPLE 1.9. Si G est SL,(R) et P est le sous-groupe des matrices triangu-
laires supérieures, alors la premiére projection G/P x G/P — G/P est relativement
isométriquement ergodique. Cela se démontre avec les mémes techniques que pour
I’exemple [1.5

Cette condition est plus forte que l'ergodicité isométrique (et donc que ler-
godicité tout court) : en effet, on retrouve lergodicité isométrique dans le cas
particulier ot V' est réduit a un point.

REMARQUE 1.10. Dans larticle [BaDL16b|, écrit avant [BaF14], nous avons
écrit des définitions similaires dans le formalisme des champs mesurables. Dans
[DuLP18, Lemma 4.12], nous avons esquissé I’équivalence entre ce formalisme et
celui décrit plus haut.

DEFINITION 1.11. Un bord fort est un G-espace (B, v) tel que

e l'action de G sur B est moyennable au sens de Zimmer, et
e 'action de G sur B x B est relativement isométriquement ergodique.

EXEMPLE 1.12. Si G est moyennable, alors 'action de G sur un point est
moyennable au sens de Zimmer, et elle vérifie bien stir toutes les conditions d’er-
godicité. Donc B = {*} est un bord fort pour G.

EXEMPLE 1.13. Si G = SL,(R), et si P est le sous-groupe des matrices trian-
gulaires supérieures, il découle des exemples et que G/P est un bord fort
de G.

Un des avantages de ’approche axiomatique des bords est qu’elle permet de
vérifier facilement des propriétés de stabilité, voir [BaF14) Proposition 2.2].

PROPOSITION 1.14. e Soit B un bord fort d’un groupe localement com-
pact G, et I' un réseau de G. Alors B est également un bord fort pour

r.
e Soient G1,...,G, des groupes localement compacts a bases dénombrables

de voisinages, et B; un bord fort de G;. Alors By x --- x B,, est un bord
fort pour Gy x --- x G,.

ExeMPLE 1.15. Si I' = SL,(Z), G = SL,(R) et P est le sous-groupe de G
formé par les matrices triangulaires supérieures, alors G/P (muni de la mesure de
Haar) est un bord de T'.
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On peut vouloir faire une variante de cette définition un peu moins symétrique.

DEFINITION 1.16. Soient B, et B_ deux G-espaces de Lebesgue. On dit que
le couple (B, , B_) est un bord couplé si

e les actions de GG sur B, et B_ sont moyennables au sens de Zimmer, et
e les deux projections B, x B_. — B, et B, x B_ — B_ sont relativement
isométriquement ergodiques.

1.1.2. Exemple : le bord de Poisson-Furstenberg. Le but de ce para-
graphe est de décrire une construction générale, pour n’importe quel groupe G,
d’un bord fort. Cette construction provient de I’étude des marches aléatoires sur
un groupe, sur laquelle je reviendrais dans le chapitre[2] Outre [BaF14], on pourra
également consulter [Fur02|, [Kai00] ou |Ersl10] pour plus d’informations sur le
sujet.

On fixe donc un groupe localement compact a base dénombrable G. Soit u
une mesure de probabilité sur G. Si G agit continliment sur un espace localement
compact X, et v une mesure de Borel sur X, rappelons que le produit de convo-
lution g+ v est défini par p = v(f) = §,, 5 f(gx)du(g)dv(z), pour toute fonction
f continue & support compact sur X. On dit que la mesure v est stationnaire si
sV = U.

Dans le cas particulier ot X = G (muni de la multiplication & gauche), on note
w = px -+ g On remarque que, si Ag est une mesure de Haar (a gauche)
sur GG, alors pour n’importe quelle mesure de probabilité ;1 on a pu* A\g = Ag, par
invariance de Aq.

DEFINITION 1.17. La mesure pu est admussible si

e tout g € GG s’écrit comme un produit g; .. . g,, ol les g; sont dans le support
de 4,

e il existe n tel que p*" est absolument continue par rapport a la mesure de
Haar.

Bien stir dans le cas ot G est discret cette deuxiéme condition est vide. Pour
p € Prob(G), on pose fi = ixp, o i : G — G est défini par i(g) = g~*. On dit que
W est symétrique si iyt = L.

Lorsqu’on a une mesure admissible sur G, on peut former le processus stochas-
tique suivant, appelé marche aléatoire sur GG. On choisit, pour tout n, un élément
gn de G suivant la loi y, de maniére indépendante. On forme alors le produit
Zn = g192 - - - gn, qui est donc une variable aléatoire a valeur dans GG. Notons que
Z, suit la loi p*". Par hypothése, cette marche aléatoire peut visiter n’importe
quel point de G.

D’un point de vue plus formel, considérons 'espace Q = G x GN*, que j’appe-
lerai espace des incréments, muni de 'actionde GG par multiplication & gauche sur
le premier facteur. On va étre amené & faire varier le point de départ de la marche
aléatoire. On va donc considérer, pour une mesure ¢ € Prob(G), la mesure produit
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Py = 6 x uN* sur Q. Lorsque § = &, on note Py = P. Notons que si § est une
mesure équivalente a ¢’ alors Py est équivalente a Py .

Soit ' = GY, vu comme l’espace des trajectoires, également muni de I’action
diagonale de G. On considére 'application Z : €2 — ) définie par

Z((wo,wl,wg, SN )) = (WO, Wow1, WoWiwa, . .. )

Elle est G-équivariante. Pour retrouver les notations ci-dessus, on peut définir,
pour w € ), g,(w) qui est la n-iéme coordonnée de w et Z,(w) qui est la n-iéme
coordonnée de Z(w).

Le décalage est I'application S : €' — € définie par

S (wy,wiy o) (W wy, o).

Il est conjugué par Z a lapplication T : Q@ — Q qui & (wp,wq,ws,...) associe
(wowl, Wo,Ws, ... )

On s’intéresse plus particuliérement au cas ot ¢ = ¢;, dans lequel on a noté
ci-dessus Ps, = P. On voudrait former le quotient de 'espace (2,P) par T. Cela
pose probléme, pour deux raisons : la premiére est qu’il n'y a pas de structure
mesurable sur I’ensemble quotient. La deuxiéme est que ’on veut une action de GG
sur cet espace, mais GG ne quasi-préserve pas la mesure P. C’est pourquoi on est
amené a faire la définition suivante.

DEFINITION 1.18. Soit 6 € Prob(G) une mesure de probabilité sur G équiva-
lente & la mesure de Haar. Le bord de Poisson-Furstenberg de G (relativement a
) est Uespace B = By = Q /T des composantes ergodiques de T sur (2, Py). Soit
7w :Q — Q) T Papplication quotient. On munit B de la mesure v = vy = 7,P.

Une fagon pratique de comprendre cette définition est de dire que l’espace
L*(B) est égal a Pespace L*(£2,Py)T des fonctions T-invariantes sur Q. En parti-
culier ’espace B ne dépend pas du choix de la mesure 6 dans la classe de la mesure
de Haar. Comme Py est quasi-invariante par GG, et que 'action de G' commute avec
T, on obtient une action de GG sur B, qui préserve la classe de v.

Le théoréme suivant est di a Bader et Furman |[BaF14], qui s’inspirent d’une

preuve antérieure de Kaimanovich donnant un résultat légérement plus faible
[Kai03].

THEOREME 1.19. Soient p € Prob(G) admissible et symétrique, et B le bord
de Poisson associé. Alors (B,v) est un G-bord fort.

Plus généralement, supposons u seulement admissible. Soit B, le bord de Pois-
son de G relativement a o et B_ le bord de Poisson de G relativement a fi. Alors
(B, B_) est un bord couplé.

COROLLAIRE 1.20. Tout groupe localement compact a base dénombrable de
voisinages admet un bord fort.
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1.2. Application vers le bord d’un espace CAT(0)

Soient G un groupe localement compact & base dénombrable de voisinages, et
B un bord fort de G. Le but de ce paragraphe est d’expliquer le résultat principal
de |[BaDL16b|. On définira la dimension télescopique dans le ci-dessous ;
notons pour l'instant que les variétés riemanniennes CAT(0) (de dimension finie)
ou les complexes polygonaux de dimension finie sont de dimension télescopique
finie.

THEOREME 1.21. Soit X un espace métrique complet CAT(0) de dimension té-
lescopique finie, et supposons que G agisse contindment par isométries sur X, sans

plat invariant dans X. Alors il existe une application mesurable G-équivariante
B — 0,X.

Notons que les plats peuvent éventuellement avoir dimension 0.
Ce théoreme généralise deux résultats importants. Le premier est dii & Karlsson
et Margulis [KaM99].

THEOREME 1.22. Supposons que G est un groupe qui agit proprement et co-
compactement sur un espace métrique CAT(0) X. Soit p € Prob(G) une mesure
admissible, et (Z,)nen la marche aléatoire associée. Alors pour tout x € X, la suite
(Znx)nen converge presque sirement vers un point du bord 0 X .

Ce théoréme est en fait plus général : il permet d’obtenir la convergence de
la marche aléatoire vers un point du bord d,X sous la condition que la dérive
lim,, @ est positive. Cette condition est automatique sous les hypotheses ci-
tées mais est difficile & vérifier en général. Notons que dans le cas ou X est I'espace
symétrique SL,,(R)/SO,,(R), ce résultat permet de retrouver le théoréme d’Osele-
dets et ainsi de définir les exposants de Lyapunov de la marche aléatoire. Cette
réduction est expliquée dans [KaM99| ou |Kai87|; on pourra se référer a [BeQQ16]
pour les résultats classiques sur les marches aléatoires dans les groupes linéaires.

Un autre résultat similaire au notre, et dont nos preuves vont s’inspirer, concerne
les groupes moyennables. Pour ceux-ci, rappelons que I’'on peut prendre pour bord
fort 'action de G sur un point. Une application G-équivariante vers 0., X sera alors
simplement un point fixe dans le bord. C’est exactement ce qu’obtiennent Caprace
et Lytchak [CaL10|, qui généralisent un théoréme d’Adams et Ballmann [AdB9S].

THEOREME 1.23. Soit X un espace métrique complet CAT(0) de dimension
télescopique finie, et soit G un groupe moyennable qui agit contindment par iso-
métries sur X. Alors il existe un plat invariant dans X ou un point fire dans
O X.

1.2.1. Espaces CAT(0) et dimension télescopique. Soit X un espace
CAT(0) complet. Une utilisation fondamentale de I'inégalité CAT(0) est le lemme
du point fize de Bruhat-Tits. Celui-ci démontre le théoréme dans le cas par-
ticulier ot G est fini ou compact.
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Rappelons que le bord visuel 0, X d’un espace CAT(0) X est défini comme
I’ensemble des classes d’équivalence de rayon géodésique de X. Pour tout choix
d’une origine o € X, il existe un unique rayon géodésique partant de o dans la
classe de £ € 0, X. On munit d,X de la topologie de la convergence simple de ces
rayons géodésiques. Cette topologie ne dépend pas du choix de o, voir [BrH9Y|.
Dans ce qui suit, on appelle plat de dimension n € N d’un espace CAT(0) X une
partie de X isométrique a R".

PROPOSITION 1.24. Si X est un espace CAT(0) complet, et G un groupe agis-
sant sur X par isométries, avec une orbite bornée, alors G fixe un point de X.

La preuve consiste a associer un centre a toute partie bornée K < X. Ce centre
est défini comme 'unique zg tel que K < B(xg,r), ou r = inf{R | K < B(xg, R)};
la preuve de la proposition consiste a démontrer 1’existence et 'unicité de x.

I est souvent plus facile de travailler avec des espaces CAT(0) complets et
localement compacts : en effet, dans ce cas, le bord visuel est un espace compact.
Meéme si le théoréme n’était déja pas connu dans ce cadre, il va étre impor-
tant pour nous de ne pas supposer ’espace X localement compact, en vue des
applications notamment aux espaces X (p, ) décrits dans le §1.3| Par contre, on
va voir que l'on peut, dans une certaine mesure, remplacer la compacité par une
hypotheése de dimension finie.

Dans [Kle99|, Kleiner introduit la dimension géométrique d'un espace CAT(0)
X. On peut par exemple la définir comme la dimension topologique maximale
d’une partie compacte de X. Dans [Cal.10|, Caprace et Lytchak définissent une
autre notion de dimension, la dimension télescopique, inférieure a la dimension
géométrique en général. Pour n’importe quel ultrafiltre w sur N et toute suite de
réels strictement positifs (A, )nen tendant vers 0, et également un choix d’une suite
(Zn)neny d’éléments de X, on peut former le cone asymptotique de (X, w, A\, z,) :
on considére tout d’abord I’ensemble X des suites (y;)ien d’éléments de X véri-
fiant que sup d(z;,y;) < +o0. On munit X de la pseudo-distance d,,((v;), (z:)) =
lim \;d(y;, z;). Le cone asymptotique X, est alors I'espace métrique quotient asso-

w

cié. Le cone asymptotique d'un espace CAT(0) est encore un espace CAT(0).

DEFINITION 1.25. La dimension télescopique de X est la dimension géomé-
trique maximale d’un cone asymptotique de X.

On peut donner une définition plus concréte en terme d’inégalité de Jung, voir
|Cal10, Theorem 1.3].

EXEMPLES 1.26. Soit X un espace CAT(0).

(1) Si X est borné, alors il est de dimension télescopique 0.

(2) Si X est hyperbolique au sens de Gromov et non borné, alors il est de
dimension télescopique 1. En effet, ses cones asymptotiques sont des arbres
réels non réduits a un point, donc de dimension 1.
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(3) Si X est de dimension géométrique finie n, alors il est de dimension té-
lescopique au plus n. En particulier, les espaces CAT(0) qui s’obtiennent
par recollement de polyédres euclidiens de dimension bornée sont de di-
mension télescopique finie.

(4) Les espaces symétriques de type non compact (possiblement de dimension
infinie, voir ont une dimension télescopique égale & leur rang.

(5) Les immeubles affines (au sens de Kleiner-Leeb par exemple, voir [KLI7|
ou [Par00]) ont également une dimension télescopique égale a leur rang.

1.2.2. Idées de preuve. La preuve du théoréme [1.21] se fait en deux temps.
La premiére partie est due a B. Duchesne |[Ducl3| : il s’agit d’une version équi-
variante du théoréme On conserve les notations et hypothéses du théoréme
211

On note F,; I'ensemble des plats de X de dimension d. Pour garder la légéreté
des notations, je ne me préoccuperai pas ici des questions de mesurabilité des
diverses applications (qui sont traitées en détail dans [BaDL16b|, en utilisant le
formalisme des champs d’espaces métriques).

THEOREME 1.27 (|Ducl3|). Soit (B,v) un G-espace moyennable et ergodique.
Alors il existe une application mesurable G-équivariante B — 0, X ou il existe
d = 0 et une application mesurable G-équivariante B — Fy.

L’objectif va donc étre d’exclure le deuxiéme cas, ou de montrer qu’il implique
le premier. On est donc amené a étudier les applications B — F,;. Vu les propriétés
d’ergodicité de B, il est naturel de regarder 'application B x B — Fy x Fy. 1l
faut donc comprendre la position relative de deux plats dans X. On dit déja que
deux plats F, F’ sont paralléles si la fonction x +— d(x, F') est constante sur F” et
x — d(z, F') est constante sur F'. On note alors F' || F".

PROPOSITION 1.28. [l existe quatre parties boréliennes R, R,, Ry, Rs de F3
avec Fj = R U R, U Ry, U Ry telles que

(1) pour tout (F,F') € Ry, F est paralléle a F',

(2) il existe une application mesurable Isom(X)-équivariante R, — X,

(3) il existe une application mesurablelsom (X )-équivariante Ry, — 0, X, et

(4) il existe une application mesurable Isom(X)-équivariante qui o (F, F') €
R, associe une sphére S < 0, F de dimension < d — 1.

L’idée de la preuve est assez simple : on regarde la fonction convexe f qui a
x associe d(z, F'), et on essaie de la minimiser sur F. Si f est constante, F' et
F’ sont paralleles. Si le lieu des minima de f est borné, f définit un point de
F. Si f n’atteint pas son minimum, on peut essayer de faire converger une suite
minimisante vers un point de 0, X ; le lieu des points ainsi obtenu permet de définir
soit un point, soit une sous-sphére de dy F'.
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Pour finir la preuve, on va utiliser plusieurs fibrés isométriques. Encore une
fois, il est un peu pénible de justifier correctement les questions de mesurabilité et
je me référe a [BaDL16b| pour cela.

PROPOSITION 1.29. (1) Soient d = 0. Notons
OFa={(F,&) | FeFqgetfeciF}.

Alors la premiéere projection 0Fy — Fy peut étre munie d’une structure
de fibré isométrique muni d’une action isométrique de Isom(X).

(2) Soit d < d. Notons Sgu lensemble des couples (F,S) ou F € Fy et
S < 0xF est une sphére de dimension d'. Alors la premiére projection
Saa — Faq peut étre munie d’une structure de fibré isométrique muni
d’une action isométrique de Isom(X).

(3) Soit d = 0 et ]-"CU = {(F,F') | F || F'}. Alors la premiére projection
}"(‘il — Fy peut étre munie d’une structure de fibré isométrique muni d’une
action isométrique de Isom(X).

DEMONSTRATION. Dans chaque cas, il s’agit de trouver une métrique naturelle
(donc invariante). Dans le premier cas, on voit que si F' est un plat, alors 0, F
admet une métrique naturelle : la métrique angulaire. Elle est bien invariante par
le groupe des isométries. Dans le deuxiéme cas, on prend simplement la distance
de Hausdorff associée. Pour le troisiéme fibré, si F’, F” sont paralléles & F', alors
F’ et F” sont paralléles et la distance entre F” et F” est d(z, F’) pour n’importe
quel x € F. O

DEMONSTRATION DU THEOREME [L.2T]. Soient X et G comme dans I’énoncé.
On peut tout d’abord se réduire au cas ot il n’y a pas de convexe fermé propre de
X invariant par GG, puis au cas ott X ne s’écrit pas X x F' ou F' est un plat.

Soit B un bord fort de GG. Supposons qu’il n’existe pas d’application mesurable
B — 0, X. D’aprés le théoréme [I.27] il existe donc une application mesurable
G-équivariante B — JF,; pour un certain d > 0, que 'on va noter b — Ej. Notons
que si d = 0 alors l'ergodicité isométrique implique que G admet un point fixe.

On obtient donc une application mesurable B x B — F; x F,;. Les quatre
conditions de la proposition sont mesurables et la double ergodicité permet
de supposer qu’une seule d’entre elles est vérifiée. Il faut donc traiter chaque cas
séparément ; traitons les deux premiers par exemple (pour les autres cas, on utilise
des idées similaires, voir [BaDL16b| pour les détails.) Dans le premier cas, les plats
Ey et Ey sont paralléles, pour presque tout b et &'. Dans ce cas, pour presque tout
b, la réunion des plats paralléles a Ej, est G-invariante. Mais ce n’est possible que
si d =0, et alors G a un point fixe.

Pour le deuxiéme cas, on va utiliser 'ergodicité isométrique relative. En effet,
on obtient un diagramme commutatif
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B x B——= 0F,

o

B- Fa

©

et on peut donc trouver ¢’ comme ci-dessus. En regardant la deuxiéme coordonnée
de ', on obtient une application B — 05, X avec les propriétés voulues. 0J

1.2.3. Quelques questions.

(1)

Dans [KaM99|, Karlsson et Margulis obtiennent une application bord en
démontrant directement la convergence de la marche aléatoire vers un
point du bord. Ici, nous avons obtenu ’application bord par des moyens
abstraits. Peut-on en déduire la convergence de la marche aléatoire vers un
point du bord ? Dans des cas concrets, cela semble faisable. Par exemple
lorsque X est hyperbolique, c’est la stratégie de Maher et Tiozzo [MaT18|.
C’est aussi ce que j’ai fait avec T. Fernos et F. Mathéus dans [FLM1§|
pour des complexes cubiques (voir le chapitre . Cela devrait étre relati-
vement facile également lorsque X est un immeuble affine (éventuellement
exotique, voir chapitre [, ou non localement compact, voire de groupe de
Weyl non discret) ou un espace symétrique du type X (p,o0). Un cas qui
semble intéressant, et abordable, a étudier serait celui des espaces CAT(0)
admettant une isométrie de rang 1.

Une autre question est celle de I'unicité de 'application bord, ou plus
généralement de la structure de ’ensemble des applications bord. C’est
notamment utile pour démontrer des résultats de rigidités des commen-
surateurs, voir par exemple [BuM96|. Par exemple, si X est un complexe
cubique CAT(0) irréductible, on démontre dans [FLM18| que 'application
bord est unique.

Si X est un espace symétrique de type non compact, typiquement
cette application ne sera pas unique : en effet, dans ce cas 0, X admet une
structure naturelle d’immeuble sphérique. L’image d’un élément b € B par
I'application bord sera alors un point d’un simplexe donné (toujours du
méme type par ergodicité) ; si ce simplexe n’est pas réduit & un point, on
peut toujours choisir un autre point du simplexe et changer I’application
bord en conséquence. Cependant, il y a effectivement unicité de ’applica-
tion de B vers I'ensemble des simplexes d'un type fixé (lorsqu’elle existe),
et finalement on voit que ’ensemble des applications bord s’identifie &
un simplexe (fermé). Notons au passage que le point du simplexe choisi
définit indirectement le spectre de Lyapunov de la marche aléatoire : c’est
donc en soi une quantité intéressante.
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Encore une fois le cas des espaces CAT(0) de rang 1 semble particu-
lierement intéressant : dans ce cas, je pense que ’application devrait étre
unique sous des hypothéses minimales.

(3) Plus généralement, on peut se poser la question de 'unicité de la mesure
stationnaire sur le bord. Supposons que (B,v) est le bord de Poisson-
Furstenberg associé & une marche aléatoire symétrique de loi p sur G,
et notons ¢ : B — 0, X l'application bord. Alors ¢, est une mesure
stationnaire sur d,, X (notons déja qu’on en déduit qu’une telle mesure
existe, méme si le bord n’est pas compact!). Plus généralement, grace a
une application standard du théoréme de convergence des martingales, les
mesures stationnaires correspondent aux applications mesurables équiva-
riantes ¢ : B — Prob(d,X). L’unicité de la mesure stationnaire est donc
un résultat plus fort que 'unicité de 'application bord. Elle se vérifie en-
core une fois pour les complexes cubiques CAT(0), ou pour les espaces
symétriques de type non compact [BeQ16], si I'on considére I’ensemble
des simplexes d’un type fixé au lieu du bord complet.

1.3. Groupes O(p, )

Gromov, dans |Gro93, §6], promeut 'étude des espaces symétriques de dimen-
sion infinie. Il suggére qu’une forme du théoréme de superrigidité de Margulis
pourrait étre vérifice dans ce cadre. C’est ce qu’a partiellement démontré B. Du-
chesne dans [Ducl5| et dans [Ducl3] (ce deuxiéme article nous ayant d’ailleurs
servi d’inspiration pour [BaDL16b|). Plusieurs travaux ont mis en évidence des re-
présentations intéressantes vers les groupes d’isométries de certains de ces espaces,
voir par exemple [DeP12/; MoP14].

Je vais présenter ici les groupes et espaces dont il est question, puis un résultat
que nous avons obtenu dans [DulLP18§|, qui donne une description plus précise des
applications bords possibles. Notre objectif dans [DuLP18| était de déduire des
résultats de rigidité pour les représentations maximales, que je décrirai plus en

détail dans le chapitre

1.3.1. Espaces Xk(p,o0). Dans cette section, on note K = R ou C. Soient
p et q tels que p < ¢ < +00. Soit H un espace de Hilbert sur K, de dimension
hilbertienne p + ¢ (et séparable). On choisit une base hilbertienne (e;);<p+, de H.
On note L(#H) lalgebre de Banach des opérateurs bornés sur H et GL(H) < L(H)
le groupe de ceux qui sont inversibles.

On note @ la forme quadratique définie dans la base hilbertienne (e;);<p+, par

ptq

p—1
Q(w)icpra) = X, |zl = D il
i=0 i=p
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Le groupe G' = Ox(p, q) est le sous-groupe de GL(#H) qui préserve ). Si K = C
on peut également utiliser la notation plus standard U(p, ¢). Il contient un sous-
groupe K isomorphe a Og(p) x Ox(q) (stabilisateur du sous-espace donné par les p
premiers vecteurs et de son orthogonal). Si ¢ < +00, ¢’est un sous-groupe compact
maximal de G'; si ¢ = +00 ce n’est plus le cas, mais il faut le voir comme un
sous-groupe borné maximal de G.

Par analogie avec le cas de la dimension finie, on définit ensuite dans le cas
général I'espace symétrique Xk(p, ¢). Topologiquement, celui-ci s’identifie au quo-
tient G/K, et il est donc muni d’une action (transitive) de G. On peut également
le voir comme ’ensemble des sous-espaces vectoriels V' de H, de dimension p, tels
que Qv est définie positive. On note également Xk (p,q) = X(H, Q).

On peut munir Xk(p,q) d’une structure de variété modelée sur un espace de
Hilbert. Il est naturellement muni d’une métrique riemannienne compléte Ok (p, q)-
invariante, qui est & courbure sectionnelle partout négative ou nulle. C’est donc un
espace CAT(0), dont le groupe des isométries est POk(p, ¢) = Ox(p, q)/{N1d, || =
1}. De plus, son rang, ainsi que sa dimension télescopique, sont exactement égaux
a p. Ces faits (et bien d’autres) sont démontrés dans [Ducl3).

1.3.2. Notions de densités. Pour énoncer notre résultat, nous aurons besoin
de définir ce qu’est un sous-groupe Zariski-dense de G. La définition est un peu
moins commode qu’en dimension finie. En fait il y a plusieurs définitions possibles,
suivant ce qu’on décide d’appeler «polynéme». Une premiére définition est due a
Harris et Kaup [HaK77]. Nous avons choisi une définition un peu plus restrictive,
d’ou I'ajout de I'adjectif «standard» dans la définition suivante.

DEFINITION 1.30. Un coefficient matriciel est une application linéaire continue
f: L(H) — K telle qu’il existe deux points x,y € H tels que f(L) = (Lz,y) pour
tout L € L(H). Une application P : L(H) — K est dite polynomiale homogéne
standard de degré d s'il existe une base hilbertienne (e,),en de H et des scalaires
(Ai)ienzd, (1)) jenze tels que pour tout M € L(H), le scalaire P(M) puisse s’écrire
comme une série absolument convergente

P(M) = Y X P(M)

ieN2d

ou P(M) = [[4Zi{(Mes,,, e, ypour i € N*.

Une application est dite polynomiale standard si c¢’est une somme finie de po-
lynémes standards homogénes.

Un sous-groupe de GL(H) est un sous-groupe algébrique standard si c’est un
groupe qui s’obtient comme ensemble de zéros d’une famille de polynémes standard
de degrés uniformément bornés.

DEFINITION 1.31. Un sous-groupe de Og(p, ) est dit Zariski-dense s'il n’est
pas contenu dans un sous-groupe algébrique standard propre de Ok (p, o).
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EXEMPLES 1.32. (1) Pour z,y € H, le coeflicient matriciel M — (Mz,y)
est un polynome standard homogene.

(2) Le groupe Ok(p,0) est lui-méme un groupe algébrique standard. En ef-
fet, soit H = V @ W une décomposition telle que @, est définie posi-
tive, et Qw est définie négative. Soit I, ,, la transformation auto-adjointe
Idy ®(—Idw), et soit (e;)eny une base hilbertienne adaptée a la décom-
position V @ W. Soit g € GL(H). Alors on voit que g € Oxk(p, ) si et
seulement si (I, nge;, gej) = (I, €, €;) pour tout ¢, j € N. En écrivant

Ipmgei, gej) = Z<9€z‘, Lpwer)Xgej, ex) = 2 ex{gei, ex)Xgej, ex)

keN keN

avec ¢, = 1 si k < pet —1si k > p, on voit que Og(p, ) est en effet un
groupe algébrique standard.

(3) Le stabilisateur d’un sous-espace vectoriel fermé de H est un sous-groupe
algébrique standard.

REMARQUE 1.33. La topologie de Zariski que 'on pourrait définir grace aux
applications polynomiales ne se comporte pas bien. Par exemple, il n’est pas vrai
qu’une intersection quelconque de groups algébriques est encore un groupe algeé-
brique (le probléme vient de la condition que les degrés des polyndmes doivent étre
bornés).

On peut avoir également envie d’introduire d’autres notions de densités. Par
exemple, une notion plus agréable & manipuler (mais moins facile & vérifier) est la
densité géométrique, implicitement utilisée dans [CaMO09a].

DEFINITION 1.34. Soit G' un groupe agissant sur un espace CAT(0) X. On dit
que action est géométriquement dense si G ne fixe pas de point de d, X et ne
préserve pas de partie convexe fermée strictement incluse dans X.

Dans [DuLP18|, nous avons utilisé une notion plus faible de densité géomé-
trique, que j’appelle donc densité géométrique faible ici pour éviter les confusions.

DEFINITION 1.35. Soit G un sous-groupe de Og(p, o). Alors G est faiblement
géométriquement dense si G ne fixe pas de point de 0o, Xk (p, 20) et ne préserve pas
de sous-espace totalement géodésique de Xk(p, o0).

I1 est facile de voir que les stabilisateurs de points a I'infini ou de sous-espaces
totalement géodésiques de Xk (p, 00) sont des sous-groupes algébriques de Ok (p, ).
On obtient donc immédiatement le résultat suivant.

PROPOSITION 1.36. Soit G un sous-groupe de Og(p,0). Si l'action de G sur
Xk (p,0) est géométriquement dense, ou si G est Zariski-dense dans Og(p, ),
alors G est faiblement géométriquement dense.
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1.3.3. Bords et espaces transverses. Comme en dimension finie, le bord
visuel 0o, Xk (p,0) a une structure d’immeuble sphérique (voir encore [Ducl3)).
Voici sa structure combinatoire. Les simplexes de dimension r sont en bijection
avec les drapeaux (V; & -+ & V,), ou les V; sont des sous-espaces vectoriels
totalement isotropes (pour ) de H. En particulier, les sommets correspondent
aux sous-espaces vectoriels totalement isotropes; le simplexe correspondant au
drapeau (V] < --- < V,.) contient alors les sommets Vy,..., V.

Tout sommet a un type, qui est la dimension (entre 1 et p) du sous-espace
vectoriel qui lui correspond. Plus généralement, le type d’un simplexe est I’ensemble
des types de ses sommets.

DEFINITION 1.37. Deux sommets de 0, Xk (p, ), correspondant & des sous-
espaces vectoriels isotropes V' et W, sont dits opposés si Q1w est non-dégénérée ;
autrement dit, si V. n W+ = 0.

REMARQUE 1.38. On peut vérifier que deux sommets sont opposés si et seule-
ment s'ils peuvent étre reliés par une géodésique (bi-infinie) dans Xx(p, o0).

Enfin, & un sommet (ou plus généralement un simplexe) € € 0, X, on peut asso-
cier un nouvel espace symétrique, appelé espace transverse. Cette construction est
I'exact analogue de la construction des arbres-cloisons dans les immeubles affines
(voir chapitre . Prenons donc un sommet de d,, X, correspondant a un espace
isotrope V. Puisque V est isotrope, on a V < V4, et Qv+ est une forme quadra-
tique dégénérée de noyau exactement égal a V. Ainsi, () définit une nouvelle forme
(encore notée Q) sur V*+/V. L’espace transverse au sommet ¢ est alors simplement
I'espace symétrique X (V+/V, Q). 1l s’identifie donc a I'ensemble des sous-espaces
vectoriels de V+/V oul Q est définie positive.

1.3.4. Application bord.

DEFINITION 1.39. Soit p < ¢ < 4. On note Zx(p, q) 'ensemble des sous-
espaces totalement isotropes de KP*¢ (ou H si ¢ = o) de dimension k. Si K = C,

le bord de Shilov de Xk (p, q) est Z,(p, q).
Nous démontrons dans [DuLP18| le théoréme suivant.

THEOREME 1.40. Soit T' un sous-groupe Zariski dense de Ok (p, ), et B un
bord fort de I'. Alors il existe une application mesurable I'-équivariante B —

Ip(p7 OO)

Je crois que les mémes techniques permettent de démontrer qu’il existe en fait
une application vers l'espace des simplexes maximaux de 0y, Xk (p, 0).

REMARQUE 1.41. Si p = 1 ou 2, on peut méme supprimer I'’hypothése de
densité de Zariski. Pour cela, on démontre dans un premier temps que I’hypothése
de densité de Zariski peut étre remplacée par la densité géométrique faible. Mais si
I’action n’est pas faiblement géométriquement dense, alors ou bien elle a un point
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fixe au bord (et donc une application bord triviale), ou bien elle a un sous-espace
totalement géodésique invariant. On peut alors se restreindre a un sous-espace
minimal, sur lequel ’action est alors faiblement géométriquement dense.

IDEES DE DEMONSTRATION DU THEOREME [LL40l D’aprés le théoreme [1.21
il existe une application bord B — 0, Xk(p, ). Par ergodicité, son image est
contenue dans I’ensemble des simplexes d’un type donné, et & un tel simplexe on
peut toujours associer son sommet de type maximal. Donc on a démontré qu’il
existe un k < d et une application mesurable I'-équivariante B — Zy(p, ), que
I’on va noter b — V;, : V}, est donc un sous-espace vectoriel totalement isotrope de
‘H de dimension k.

Pour démontrer le théoréme [I.40)} il faut donc arriver a augmenter la dimension
k. On arrive tout d’abord facilement & démontrer que pour presque tous b, V', les
espaces V; et Vi sont opposés, en utilisant I’hypothése de Zariski densité.

On applique alors les idées de la preuve du théoréme [1.21] aux espaces trans-
verses X, = X (V;H/V4, Q). De la méme maniére, en utilisant Uergodicité isomé-
trique relative, on obtient alors ou bien une application bord b — wuy ol up € 0y X5,
ou bien une application qui a b associe un plat F, de X,. Dans le premier cas,
on a gagné : en effet, les points du bord de X, correspondent & des sous-espaces
totalement isotropes de V;* = H qui contiennent V;. Dans le deuxiéme cas, on
utilise le concept suivant (& comparer avec la définition .

DEFINITION 1.42. Supposons que Vi, V5 € 7, sont des sommets opposés. La
perspectivité entre X; = X(ViH/V1,Q) et Xo = X(V5/V3, Q) est I'application
ov,,v, définie par

(W) = (W + Vi) n Vi) + Ve

(ot W e X; est vu comme un sous-espace vectoriel de V;5/Vi, ce qui fait que
W + V; a un sens comme sous-espace vectoriel de H).

LEMME 1.43. L’application oy, v, est une isométrie, de bijection réciproque
OVy, Vi -

Revenons a la preuve du théoréme|[1.40] En utilisant encore une fois I’ergodicité
isométrique relative, dans l'esprit de [BaDL16b|, on démontre que, si le théoréme
n’est pas vérifié, alors pour presque tous les b,0', on a oy, v, (F;) = Fy. En ma-
nipulant les relations algébriques induites entre les sous-espaces correspondant a
Fy et a F/, on vérifie que I' stabilise un sous-espace vectoriel fermé d'un produit
extérieur de H, ce qui contredit la Zariski-densité.

O

1.3.5. Questions.

(1) La réciproque de la proposition est-elle valable 7 Pour un espace sy-
métrique de dimension finie, il est assez facile de voir que la densité géo-
métrique implique la densité de Zariski : ¢’est |[CaM09a, Proposition 2.8].
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L’implication «faiblement géométriquement dense» implique «géométri-
quement dense» est également vraie, mais plus difficile : voir [KL0O6| ou
[Qui05]. Je ne sais pas si ces implications subsistent en dimension infinie.

Meéme si cette réciproque n’est pas vraie, ou trop difficile, on peut
quand méme espérer démontrer le théoréeme sous une hypothése de
densité géométrique faible. Pour l'instant, nous sommes arrivés a le dé-
montrer dans le cas p = 1 ou 2 uniquement.

(2) Le raisonnement conduisant a la preuve desemble en fait plus général.
En effet, le coeur de la preuve s’applique sans difficulté pour n’importe quel
espace symétrique (de rang fini) ou immeuble affine, localement compact
ou non. On trouve ainsi une famille de plats a linfini, invariante par
perspectivité et par l'action de I'. Peut-on en déduire l'existence d’une
application bord vers 'espace des simplexes maximaux de 0, X 7

Pour des espaces symétriques de dimension finie, le résultat est déja
connu : c’est la simplicité du spectre de Lyapunov d’une marche aléatoire
(voir par exemple [BeQ16]). Mais déja pour un sous-groupe de SL,(Q,) il
est faux sous I'hypothése seule de Zariski-densité (par exemple, SL,(Z,)
est Zariski-dense, mais fixe un point de I'immeuble). Y a-t-il une bonne
condition qui entraine la simplicité du spectre de Lyapunov dans ce cadre ?
Est-ce que par exemple la densité géométrique (faible) suffirait ?

1.4. Représentations maximales dans U(p, o)

Apreés avoir étudié les applications bords dans X (p, ), nous avons dans ’ar-
ticle [DuL.P18] utilisé celles-ci pour en déduire des propriétés de rigidités pour des
représentations maximales.

Les réseaux I' de SU(1,n) ne sont pas toujours superrigides, puisque le groupe
de Lie ambiant est de rang 1. Ils peuvent d’ailleurs avoir une variété de représenta-
tions trés riches. Par exemple, lorsque n = 1, ' est un groupe de surface (ou plus
précisément de 2-orbifold si I a de la torsion), les représentations I' — SU(1, 1) qui
sont d’images discrétes et injectives fournissent alors une structure hyperbolique
sur la surface; on retrouve ainsi un point de vue sur ’espace de Teichmiiller.

Pour généraliser ceci en dimension supérieure, on est amené a considérer des
classes de représentations p : I' — SU(1,n) un peu plus spécifiques. Le minimum
que l'on va exiger soit que p soit fidéle et injective; on veut de plus regarder un
ensemble de représentations qui soit stable par petites déformations. Il y a plusieurs
constructions possibles de telles classes de représentations, voir par exemple |[Poz]
pour un état de l'art.

Dans ce chapitre, je vais m’intéresser a une de ces classes de représentations,
définie a 'aide d’un invariant cohomologique : il s’agit des représentations maxi-
males, a valeur dans un groupe de Lie simple de type hermitien. En dimension finie,
ces représentations sont maintenant bien comprises : voir en particulier [Bul09);
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BulW10|; Poz15; KoM17|. Le but de ce chapitre, qui résume la deuxiéme partie
de [DuLP18|, est de généraliser certains de ces résultats a la dimension infinie.

1.4.1. Définition des représentations maximales.

Cohomologie bornée. Commencons tout d’abord par une définition rapide de
la cohomologie bornée d’un groupe; on pourra consulter [Mon01] pour plus d’in-
formations.

DEFINITION 1.44. Soit G un groupe. Le complexe des cochaines homogenes
bornées est

CHG, R)E = {f :G" > R ¢ f est G-invariant, sup 1f(g0,---,9n)] < oo}

(905---sgn)eGT1

avec un opérateur de cobord

n+1
df(gOa R 7gn+1) = Z(_l)lf(gm s 7.@1’7 s 7gn+1)'
=0

La cohomologie bornée Hy (G) de G est la cohomologie de ce complexe.

Un des avantages de la cohomologie bornée est que 1’on peut définir une semi-
norme, la norme de Gromov, sur H}(G) :

K]l :=inf sup |f (g0, 9n)|
[f]:N (go,...,gnEGn+1
Si G est un groupe topologique, on peut également se restreindre aux cochaines
continues : on obtient alors la cohomologie continue bornée H2 (G).

Groupes de Lie de type hermitien. Soit G un groupe de Lie réel simple, ou un
Ox(p, ) pour K = R ou C. Soit X son espace symétrique associé. Rappelons
qu'une structure complexe sur Xq est la donnée d’un isomorphisme de fibré vecto-
riel J : TM — TM qui munit chaque espace tangent d’'une structure de C-espace
vectoriel, compatible avec la métrique riemannienne ; cette définition est toujours
valable en dimension infinie.

DEFINITION 1.45. L’espace symétrique X est hermitien s’il admet une struc-
ture complexe G-invariante. Le groupe G est alors dit de type hermitien.

Si X est hermitien, on peut alors définir sa forme de Kdhler w par w(X,Y) =
g(X,JY). C’est une 2-forme alternée.

On pourra se reporter a [HelO1| pour la classification des groupes de Lie de
type hermitien (en dimension finie). Pour les groupes Ok(p, o), on peut facilement
démontrer que pour tout p, Oc¢(p, ) est de type hermitien, tandis que pour K = R
seul Og(2,00) lest.

Soit G un groupe de Lie réel simple de type hermitien. Pour z,y, 2z € Xg, on
note A(z,y,z) une surface dans X dont le bord est formé par les géodésiques
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reliant x a y, x & z et y & 2. Choississons z € Xg. On peut alors définir un cocycle
sur G par la formule

1
0(90;91792):—J w .
T JA(gow,g12,92)

(La forme w est toujours fermée, donc cette intégrale ne dépend pas du choix
de la surface A(gox, g1, g2)).

Par exemple si G = SLy(R), w est la forme d’aire et on calcule simplement
laire du triangle géodésique A(goz, g1, go). Cette aire est toujours majorée par
7, donc C(go, g1, g2) est toujours borné en valeur absolue par 1.

Ce cocycle définit une classe de cohomologie continue bornée sur G, que 1'on
appelle la classe de Kdihler bornée de G. Elle ne dépend pas du choix du point =z,
et on la note k%. Il découle d’un théoréme de Burger et Monod [BuM99] que, pour
n’importe quel groupe de Lie réel simple, H% (G) = Rkl si G est de type hermitien,
et 0 sinon. Si G = SLy(R) la majoration ci-dessus démontre que |x%| < 1. On a
en fait en général kY| = rang(G), voir [DoT87| pour le cas de la dimension finie
(dont le cas général se déduit facilement).

Représentations mazximales. Soit I' un réseau de SU(1,n). L’injection de I'
dans G, notée 7, induit une application restriction i* : H%(SU(1,n)) — HZ(T).
En utilisant la probabilité sur G/I", Burger et lozzi [Bul09, §2.7.2| définissent un
adjoint & gauche de ¢* : c’est 'application transfert

Ty : HZ(I') — HZ,(SU(1,n)) .

Vu la discussion ci-dessus, pour tout ¢ € HZ(T'), la classe T;*(c) est un multiple
de HgU(Ln).

DEFINITION 1.46. Soient G un groupe de Lie de type hermitien, ou O¢(p, o)
ou Ogr(2,0), et p: I' - G un morphisme de groupe. L’invariant de Toledo de la
représentation p est le nombre i, tel que

bo_ . b
Ty p kg = LpRsu(1,n)
La représentation est dite mazimale si i, = rang(G).

L’emploi du mot «maximal» est justifié par le fait que les opérateurs 7" ainsi
que p* sont de norme au plus 1, si bien qu’'on a toujours |i,| < rang(G) (c’est [’in-
égalité de Milnor-Wood généralisée). On pourra se référer a [BulW10] ou [KoM17]
pour plus d’informations sur la structure des représentations maximales en dimen-
sion finie.

1.4.2. Représentations maximales en dimension infinie. Soient tou-
jours I' un réseau de SU(1,n) (pour n > 1), et p e N*.
Le théoréme principal que nous avons obtenu dans [DulLP18| est le suivant.

THEOREME 1.47. Il n’existe pas de représentation maximale Zariski-dense dans

Oc(p, OO)
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On peut se demander ce qui se passe pour les représentations dans le groupe
de type hermitien Og(2,0). Prenons par exemple la surface ¥ homéomorphe a
un tore privé d'un point, et soit I' = m;(X). Le groupe I' est donc un réseau de

SU(1, 1).

THEOREME 1.48. Soit I' = m(X) comme ci-dessus. Alors il existe des repré-
sentations mazximales Zariski-denses de " dans Og(2, o0).

La différence entre Oc(p, ) et Or(2,00) est que le second est de type tube
tandis que le premier ne 'est pas. C’est ce qui crée de la rigidité, tout comme en
dimension finie.

Sip =1ou 2, on peut en utilisant la remarque renforcer la conclusion :

THEOREME 1.49. Si p : ' = Oc(p, ) est une représentation mazximale avec
p < 2, alors p est a valeur dans un conjugué de Oc(p, np) (pour linclusion standard

de O¢(p,np) dans Oc(p, ©)).

L’idée de la preuve du théoréeme[1.47|est la suivante. Supposons que l’on ait une
représentation maximale Zariski-dense. On utilise 'application bord vers Z,(p, o)
fournie par le théoréme |1.40, Notons-la ¢ : B — Z,(p, ). On utilise ensuite le
cocycle de Bergmann, étudié par Clerc dans [Cle07| en dimension finie (ou il est
appelé indice de Maslov) : c’est un cocycle B¢ : Z,(p,0)* — R, borné en valeur
absolue par p. Le travail de Clerc s’étend sans difficulté en dimension infinie,
simplement en observant que trois points génériques de Z,(p, o0) sont contenus
dans le bord d’un sous-espace de dimension finie. De plus, il découle également
de ces travaux que si Sg(z,y, z) est maximal alors z,y, z sont dans le bord d'un
espace symétrique isométrique & X¢(p, p).

Dans notre cas, le bord de T' n’est autre que Z;(1,n). On utilise alors une
variante de la «formule utile» en cohomologie bornée [Bul09, Proposition 2.38|,
qui permet de transférer le cocycle de Bergmann via p :

PROPOSITION 1.50. Soit p : I' — Oc(p, ) une représentation mazimale, et
soit ¢ : Iy(1,n) — Z,(p,0) une application bord. Alors pour tous les x,y,z €
Z:(1,n) deuz o deux distincts, on a (G un cobord prés) :

BSU(l,n) (I7 Y, Z) = J;‘\SU(l | BOC(p,OO) (@(937)7 @(gy), gp(gz))d,u(g)

(0w p est la mesure de probabilité SU(1,n)-invariante sur I'\ SU(1,n) ).

La suite de la preuve suit exactement [BulW10| dans le cas oin = 1, et [Poz15|
dans le cas n > 1. Appelons chaine dans 0, Xc(p,q) (p < ¢ < +0) le bord d'un
espace symétrique isométrique & Xc(p,p) (si p = ¢, il n’y a donc qu’'une seule
chaine). On a vu que f¢ est maximal uniquement pour des points au bord d’une
chaine, qui est alors unique. On peut alors en déduire que ¢ doit envoyer une chaine
de X¢(1,n) sur une chaine de X¢(p, ). Si n = 1, le bord 0X¢(1,1) tout entier
est une chaine, donc I'image de ¢ est essentiellement contenue dans le bord d'une
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chaine, qui est donc I'-invariante : c¢’est une contradiction avec la Zariski-densité.
Sin > 1, les chaines de X¢(1,n) définissent une géométrie d’incidence (deux points
sont dans une unique chaine), et on peut démontrer que n chaines permettent de
retrouver tout 0, Xc(1,n). On en déduit que I'image de ¢ est contenue dans le
bord de n chaines. Ces n chaines sont alors contenues dans un sous-espace de type
Xc(p,np) qui est -invariant.

REMARQUE 1.51. On a obtenu en fait bien plus qu’une contradiction avec
la densité de Zariski, puisqu’on sait précisément dans quel sous-groupe se trouve
I'image. Le probléme est qu’en général on a besoin de la densité de Zariski pour
obtenir I'application bord. Si on parvient & démontrer I'existence de I'application
bord sans hypothése, on aura une version du théoréme sans I’hypothése p < 2.

1.5. Groupes algébriques sur des corps valués

Le but de ce paragraphe est d’exposer les résultats de [BaDL17).

Notre motivation était de fournir les outils nécessaires a la généralisation du
théoréme de superrigidité de Margulis lorsque le but est un groupe algébrique sur
un corps qui n’est pas forcément local. Cette généralisation a été obtenue par Bader
et Furman dans [BaF18a].

THEOREME 1.52. Soit I' un réseau irréductible dans un groupe algébrique H =
H(?¢) semisimple connexe de rang supérieur sur un corps local £. Soit k un corps
valué complet. Soit G le groupe des k-points d’un groupe algébrique G défini sur k,
conneze, adjoint et k-simple. Soit p : I' — G un morphisme d’image Zariski-dense
et non bornée.

Alors p s’étend en un morphisme continu p: H — G.

(Le morphisme p est alors essentiellement algébrique, voir [BaF18al, Corollary
8.1] pour un énoncé précis.).

Bader et Furman démontrent plusieurs versions plus générales de ce théoréme :
lorsque I' est un réseau irréductible dans un produit d’au moins deux groupes
localement compacts [BaF18c|, dans un groupe localement compact S engendré par
des groupes abéliens T; tels que T; commute a T;, 1, sous des conditions d’ergodicité
[BaF18b]. Ils démontrent également un théoréme de superrigidité des cocycles a la
Zimmer |BaF13].

Le but de ce chapitre est d’expliquer comment généraliser le résultat a des
corps qui ne sont pas locaux a priori. Pour cela, on va démontrer encore une fois
I’existence d’une application bord :

THEOREME 1.53. Awvec les notations du théoréme soit (B,v) un bord
de T'. Alors il existe un k-sous-groupe L & G et une application p—équivariante
B — G/L(k).
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Une telle application est appelée représentation algébrique dans |[BaF18a] et les
autres articles ci-dessus. C’est I'ingrédient essentiel pour démarrer leur preuve du
théoréme de superrigidité. On réutilisera cette notion dans le chapitre [4]

Notons que la signification du «non-borné» dans le théoréme n’est pas
évidente. Si G = SL,,, un sous-groupe de G(k) est borné si tous ses coeflicients
matriciels sont uniformément bornés (par rapport a la valeur absolue sur k, bien
str). Plus généralement, soit V une k-variété algébrique. Une partie de V (k) est
dite bornée si son image par n’importe quelle fonction réguliere V(k) — k est
bornée.

On pourrait démontrer ce théoréme en utilisant I'immeuble affine sur lequel G
agit, avec le théoreme [I.21] (en tenant compte de la difficulté que 'immeuble n’est
pas complet en général). Nous avons cependant choisi une autre approche, qui va
donner des résultats plus forts : on va généraliser des résultats de Furstenberg et
Zimmer sur la dynamique des actions sur des espaces de mesures.

1.5.1. Cadre et énoncé des résultats.

1.5.1.1. Corps non-locaur. Commencons par un tour d’horizon des corps consi-
dérés. Soit k£ un corps. Rappelons qu’une valeur absolue sur k est une fonction
|| : k — R* vérifiant, pour tous les z,y € k,

o |yl = |x] - [y]
o [z +y| < lz[+ ]yl
e |z| = 0 si et seulement si x = 0.

La valeur absolue est dite ultramétrique si 'inégalité triangulaire peut étre
renforcée en |z + y| < max(|z|, |y|).

Un corps muni d'une valeur absolue est appelé corps valué. Les exemples les
plus connus sont bien stir R ou C (et leur sous-corps). En général, la valeur ab-
solue définit une métrique, et donc une topologie, sur k. La complétion de k pour
cette métrique est toujours un corps, et dans toute la suite de ce chapitre on va
travailler uniquement avec des corps complets. Si k£ est complet et £ # R ou C,
alors d’apreés le théoréeme d’Ostrowski-Gelfand-Mazur, la valeur absolue peut étre
prise ultramétrique. Vu que tous les résultats présentés ici sont bien connus pour
R ou C, on ne perd rien & supposer k ultramétrique.

Dans la suite, on va supposer que k est un corps valué complet, et de plus qu’il
est séparable (au sens topologique : il existe une suite dense). Cette hypotheése
est nécessaire pour utiliser des résultats de théorie de la mesure. Notons qu’elle
disparait dans le théoréme [1.52] simplement parce que I est de type fini.

REMARQUE 1.54. Si k est un corps valué complet séparable, alors il en est de
méme du complété de sa cloture algébrique.
EXEMPLES 1.55. Les corps suivants sont des corps valués complets séparables :

(1) les corps locaux, par exemple Q, ou F,((?))
(2) le corps C,, complétion de la cloture algébrique de Q,
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(3) le corps de séries de Hahn
K(t") = {Z a,t" | a; € K;Supp((az)zer) est bien ordonné },

zel

ou K est un corps dénombrable et I' un sous-groupe discret de R.

Il y a des exemples «naturels» de corps valués qui ne sont pas séparables. Citons
par exemple les corps de Robinson, utiles en analyse non-standard, ou le complété
sphérique 2, de C, (un espace métrique est dit sphériqguement complet si toute
suite décroissant de boules posséde une intersection). Pour plus d’informations sur
la théorie générale des corps valués, on pourra consulter [EP05| par exemple.

QUESTION. Soit k un corps topologique. Supposons k polonais. Peut-on munir
k d’une valeur absolue compatible avec sa topologie ?

1.5.1.2. Actions lisses.

DEFINITION 1.56. Soit S un groupe polonais, agissant contintiment sur un es-
pace polonais X. L’action de S sur X est dite lisse si ’espace topologique quotient
X /S est un espace de Kolmogoroff (c’est-a-dire Tj) : pour tout couple de points,
il existe un ouvert qui contient 'un mais pas 'autre.

D’aprés |Eff65], cette condition est équivalente & ce que pour tout z € X,
I'application orbitale S/ Stabg(x) — X est un homéomorphisme.

L’intérét de cette définition est que si p est une mesure ergodique sur X, et
que l'action est lisse, alors u est supportée sur une orbite de X.

La lissité de 'action sur X est entrainée par la condition que les orbites soient
localement fermées (ouvertes dans leur adhérence). C’est en fait équivalent si S
est localement compact, voir [Eff65].

On reprend maintenant notre cadre d’étude : G est le groupe des k-points
d’un groupe algébrique sur un corps valué complet k. La proposition suivante est
implicitement démontrée dans [BeZ76|, voir également |GaGM14].

PROPOSITION 1.57. Si V' est une variété algébrique définie sur k, munie d’une
action k-algébrique de G, alors l'action de G sur V est lisse.

Pour faire court, une variété algébrique définie sur k£ et munie d’une action
k-algébrique de G sera appelée une k-G-variété.

On sait que tout sous-groupe compact d’un groupe algébrique réel est lui-méme
algébrique. Ce n’est cependant pas le cas en général, et ¢’est pourquoi on a besoin
de la définition suivante.

DEFINITION 1.58. Un sous groupe L de G est dit presque algébrique s’il existe
un sous-groupe k-algébrique H de G tel que H(k) est un sous-groupe distingué et
cocompact de L.

Une action de G sur un espace polonais X est dite presque algébrique si elle
est lisse et si les stabilisateurs sont des sous-groupes presque algébriques de G.
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Si V' est un espace polonais, alors Prob(V) (comme inclus dans le dual des
fonctions continues bornées, muni de la topologie faible-* ) est également un espace
polonais.

Notre théoréme principal dans [BaDL17| est :

THEOREME 1.59. Considérons une action presque algébrique de G sur un es-
pace polonais V. Alors l'action de G sur Prob(V) est une action presque algébrique.

Ce théoréme est di a Zimmer dans le cas ou k est local et de caractéristique
nulle. Le cas local de caractéristique positive ne semble déja pas connu.

On démontre en fait un résultat un peu plus fort, qui nous permet de généraliser
au cas non-local un résultat de Shalom [Sha99).

THEOREME 1.60. Supposons que pour tout k-sous-groupe algébrique distingué
strict H de G, le quotient G(k)/H(k) n’est pas compact. Alors toute mesure finie
G-invariante sur une k-G-variété est supportée sur l’ensemble des points fizes de

G.

Si k est local, on déduit facilement de ce théoréme le théoréme de densité de
Borel : tout réseau de G est Zariski-dense dans G. En effet, si I" est un réseau dans
G, et H son adhérence de Zariski, alors G/H a une mesure invariante. D’aprés le
théoreme [1.60}, G a donc des points fixes sur G/H, donc H = G.

1.5.2. Applications bord. Expliquons maintenant comment démontrer le
théoréme a partir du théoréme[1.59] Encore une fois, pour utiliser I'ergodicité
isométrique, il va nous falloir exhiber un espace métrique. Pour cela, nous allons
utiliser ’espace des normes et des seminormes. On suppose k ultramétrique. On
fixe dans ce paragraphe un k-espace vectoriel V' de dimension finie d.

DEFINITION 1.61. Une seminorme (ultramétrique) sur V' est une application
n:V — R* telle que, pour tous les a,be V et X € k,

e 7(a +b) < max(n(a),n(b))
o n(Aa) = |A| n(a).
C’est une norme si de plus n(a) =0 < a = 0.

On note U I'ensemble des normes sur V, et S = S(V) I'ensemble des semi-
normes non nulles sur V', quotientés par homothétie (la relation n ~ An pour
A > 0). Le groupe PGL(V) agit sur U et sur S. Un sous-groupe de PGL(V) est
borné si et seulement s’il stabilise un élément de &/. On munit S et U de la topologie
(quotient de) la topologie de la convergence simple.

DEFINITION 1.62. La distance de Goldman-Iwahori, notée d.,, sur U est donnée
par
/ !/
ECATE

()’ (v)
Il est clair que PGL(V') agit par isométries sur (U, d,).

do(n,n') = sup
v#£0,0"#0
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REMARQUE 1.63. Dans le cas ot k est un corps local, on reconnait une construc-
tion classique de I'immeuble de Bruhat-Tits de PGL(V'). La distance d,, correspond
alors a une distance sur cet immeuble qui se restreint & chaque appartement en
une norme infinie. L’espace S a alors été étudié par A. Werner [Wer(04], c’est une
compactification de cet immeuble.

Dans le cas général, U contient strictement I'immeuble, sauf si k est sphéri-
quement complet, voir [Par00|. (Notons quun corps polonais et sphériquement
complet est en fait toujours un corps local).

Si n est une seminorme, on définit son noyau comme ker(n) = {z : n(z) = 0}.
C’est un sous-espace vectoriel de V. Pour k < d, soit S¥ = S '’ensemble des n € S
dont le noyau a dimension k. Ainsi on a une stratification

S=UuS'"U--uUS?

D’autre part, ’ensemble des fonctions V' — R™, quotienté par homothéties, est
un espace compact (pour la convergence simple). Vu que les conditions définissant
une seminorme sont fermées, on voit que S est compact. De plus, on peut démontrer
quun sous-groupe de GL(V) est borné si et seulement s’il fixe un point de U
[BaDL17, Theorem 4.8] (c’est une application de 1’équivalence des normes sur des
espaces vectoriels de dimension finie).

DEMONSTRATION DU THEOREME [1.53l Soit p : I' — H une représentation
d’image non-bornée. On fixe une représentation irréductible H — PGL,; définie
sur k; on sait donc que les sous-groupes bornés de H sont exactement ceux qui
fixent un point de U .

On a donc une action de I' sur S = S(k¢). Par compacité de S, on en déduit une
application p-équivariante 7 : B — Prob(.S). Par ergodicité, il existe un unique i
tel que 771(S") est de mesure 1. Si ¢ = 0, alors 7 est essentiellement & valeurs dans
U, qui est muni d’une action isométrique de I'. Par ergodicité isométrique, 7 est
donc essentiellement constante et p est donc bornée, ce qui contredit I’hypotheése.

Sinon, on utilise 'application (mesurable et équivariante) qui & une norme
associe son noyau pour obtenir une application équivariante de B vers la grasman-
nienne G; des i-plans dans k¢. Celle-ci est une k — H-variété algébrique. D’aprés le
théoréme [1.59 (avec la Proposition [I.57)), I'action de H sur Prob(G;) est presque
algébrique. Donc m,v est supportée sur une H-orbite, qui est homéomorphe a un
H/L avec L presque algébrique (et non réduit & un point puisque la représentation
H — PGLy est irréducible). Si L est algébrique, on obtient le résultat directe-
ment. Sinon, il faut travailler un peu plus : on utilise pour cela une variante un
peu plus forte du théoréme pour obtenir le résultat (voir [BaDL17| pour les
détails). O






Chapitre 2

Marches aléatoires sur des complexes cubiques

Soit G un groupe discret dénombrable.

Reprenons les notations introduites dans la partie On fixe donc une
mesure admissible p sur G, et on considére la marche aléatoire associée 7, =
9192 - - - g, sur G. Une question générale est : si G agit sur un espace X et z € X,
que dire du comportement de la suite (Z,2)en ? Une premiére étape serait de se
demander si elle converge vers un point dans une bonne compactification de X. On
connait de nombreux résultats dans ce sens : citons [Kai00| pour beaucoup de cas de
courbure négative, [KaM99| pour les espaces CAT(0) avec dérive positive, [MaT18§|
pour les actions non-élémentaires sur les espaces hyperboliques (pas forcément
propres !)

Dans ce chapitre, je m’intéresserai au cas o X est un complexe cubique
CAT(0). On note drX son bord de Roller (voir pour la définition).

Mon objectif est d’expliquer les résultats obtenus dans Uarticle [FLM18|, dont
le résultat principal est le suivant.

THEOREME 2.1. Supposons que G agisse sur un compleze cubique CAT(0) de
dimension finie X, de maniére essentielle et non-élémentaire. Alors Z,o converge
presque strement vers un point du bord drX .

Les hypotheéses sur 'action sont expliquées dans le §2.1| ci-dessous ; elles sont
la pour assurer que 'action n’est pas trop dégénérée. Notons qu’en utilisant les
résultats décrits dans le §2.1.2 on peut également obtenir la convergence vers un
point du bord visuel 0, X si le complexe est irréductible (c’est-a-dire qu’il ne s’écrit
pas comme un produit, voir le §2.1.1.1J).

Nous démontrons également dans [FLMI18| des théorémes plus précis sur la
marche aléatoire. Par exemple, la mesure limite est 1'unique mesure stationnaire,
et la dérive de la marche aléatoire est positive (sous une hypothése de moment).

Nous avons également mis en évidence des propriétés dynamiques de 1’action.
On dit qu'une géodésique ¢ est contractante s’il existe C' tel que la projection de
toute boule disjointe de ¢ sur ¢ a un diametre < C'. Si g € G agit sur X, on dit que
c’est une isométrie contractante si c’est une isométrie hyperbolique, dont un axe
de translation est une géodésique contractante. Le résultat principal de Caprace
et Sageev [CaS11, Theorem A] affirme que si G agit de maniére non-élémentaire
sur un complexe cubique irréductible de dimension finie alors il a une isométrie
contractante.

39
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THEOREME 2.2 ([FLM18, Theorem 11.7]). Soit X un complexe cubique CAT(0)
irréductible de dimension finie. Considérons une action essentielle et non-élémentaire
de G sur X. Alors presque sirement

1
lim —[{k < n| Z est contractant}| = 1.
n—+w N

Si X n’est plus irréductible, X peut s’écrire comme un produit de facteurs
irréductibles X; x --- x X,,. Chaque facteur posseéde des isométries contractantes.
On dit que g € G est une isométrie réguliere si g agit sur X; comme une isométrie
contractante.

Un corollaire frappant de notre résultat est le suivant.

COROLLAIRE 2.3. Soit X un complexe cubique CAT(0) de dimension finie
muni d’une action essentielle et non-élémentaire de G. Alors G posséde des élé-
ments réquliers.

Ce théoreme était connu de Caprace et Sageev seulement lorsque G est discret
cocompact dans X. Une autre preuve a été trouvée récemment par A. Genevois

|Genl7].

2.1. Les complexes cubiques et leurs bords

Dans tout ce chapitre, X désigne un complexe cubique CAT(0) de dimension
finie, avec un nombre au plus dénombrable de cubes.

Commencons par rappeler quelques notions basiques sur les complexes cubiques
CAT(0) (voir par exemple [Sagl4| pour plus d’informations). Dans chaque cube,
le parallelélisme définit une relation d’équivalence sur I'ensemble des arétes; on
a donc une relation d’équivalence par cube. Un hyperplan du complexe X est
une classe d’équivalence pour la cloture transitive de I’ensemble de ces relations
d’équivalence. Le résultat fondamental est qu'un complexe cubique est CAT(0) si
et seulement si chaque hyperplan h divise le complexe en exactement deux sous-
espaces, appelés demi-espaces, dont h est appelé le bord. 1l s’ensuit que chaque
sommet z € X est déterminé par ’ensemble U, des demi-espaces qui le contiennent.

Si h est un demi-espace, on note h son bord (c’est donc un hyperplan), et
h* le demi-espace opposé. On note H(X), ou plus simplement H s’il n’y a pas
ambiguité, I’ensemble des demi-espaces de X. La structure combinatoire de X
(et donc sa géométrie) est entiérement déterminée par l'ensemble H (muni de la
relation d’inclusion et de I'involution h — h*).

DEFINITION 2.4. Deux demi-espaces h et k sont transverses si les quatre in-
tersections h N k, h n k*, h* n k et h* n k* sont non vides.

Cette définition est inchangée lorsqu’on remplace h par h*; on peut donc éga-
lement parler d’hyperplans transverses. La dimension de X est le nombre maximal
d’hyperplans deux & deux transverses de X.
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2.1.1. Actions sur des complexes cubiques. On note Aut(X) le groupe
des isométries de X qui préservent la structure cubique de X (c’est bien souvent
le groupe des isométries de X, voir |[Brel7]).

2.1.1.1. Produits. Soient X; et X5 deux complexes cubiques CAT(0). Leur pro-
duit X = X; x Xy est encore un complexe cubique CAT(0), et on a H(X) =
H(X1) U H(X2). De plus, un hyperplan de H(X;) est transverse (dans X) a tout
hyperplan de H(X3). Réciproquement, une telle décomposition de H(X) induit
sur X une structure de produit.

DEFINITION 2.5. Un complexe cubique est dit irréductible s’il ne peut pas
s’écrire comme un produit de deux complexes cubiques (non réduits & un point).

En utilisant la description combinatoire ci-dessus, on obtient facilement la pro-
position suivante.

PROPOSITION 2.6. Voir [CaS11), Proposition 2.6/ Soit X un compleze cubique
CAT(0) de dimension finie. Alors il existe une décomposition canonique

X=X x---xX,

ot les X; sont irréductibles. En particulier, tout automorphisme de X préserve (a
permutation prés) chacun des facteurs X; ; on a donc Aut(Xy) x - - x Aut(X,) qui
se plonge comme un sous-groupe d’indice fini de Aut(X).

2.1.1.2. Actions élémentaires et esentielles. Puisque 'espace X est CAT(0), on
peut définir son bord visuel 0, X .

DEFINITION 2.7. Une action de G sur X est élémentaire si G a une orbite finie
dans X U d,X. Elle est dite non-élémentaire sinon.

DEFINITION 2.8. Une action d’un groupe I' sur un complexe cubique CAT(0)
X est dite essentielle si, pour tout demi-espace h, il existe un v € X tel que 'uvnh
contient des points a distance arbitrairement grande de I’hyperplan h.

Il est trés facile de fabriquer des actions qui ne sont pas essentielles : on peut
partir d’'une action de I' sur X, et considérer le complexe X’ obtenu & partir de
X en rajoutant une aréte a chaque sommet. La proposition suivante (due encore a
Caprace et Sageev |[CaS11, Proposition 3.5]) permet souvent de se ramener a une
action essentielle.

PROPOSITION 2.9. Soit I' un groupe avec une action sur un complexe cubique
de dimension finie X. Supposons que I' n’a pas de point fixe dans X ou dans le
bord visuel 0, X . Alors il existe un sous-complexe convexe Y de X qui est non
borné, I'-invariant, et sur lequel ['action de I' est essentielle.

2.1.2. Bords de complexes cubiques. En tant qu’espace CAT(0), X a un
bord visuel, noté 0, X. Notons que X n’est pas supposé localement fini, si bien
que la topologie usuelle sur d, X n’est pas compacte a priori. Il est souvent plus
pratique de travailler avec le bord de Roller. Rappelons sa définition.
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Puisqu'un sommet de X est uniquement déterminé par les demi-espaces qui le
contiennent, on a un plongement ¢ de ’ensemble des sommets de X (que je vais
noter X (0)) dans 2*. On munit 2" de la topologie de la convergence simple ; c’est
donc un espace compact.

DEFINITION 2.10. Le compactifié de Roller de X est I'adhérence X de (X))
dans 2%. Le bord de Roller de X est 0rX = X \¢(X©).

Un point v € X est donc une partie de H. Pour conserver le paralléle avec
les points de X, on note U, I'ensemble des demi-espaces de v (donc formellement
U, =v). Si h € Uy, on dira que h contient v (plutdt que I'inverse).

Notons que le compactifié de Roller est toujours un espace compact, mais le
bord de Roller ne I'est pas si X n’est pas propre (et dans ce cas X n’est pas une
compactification de X @ puisque X(© n’est pas ouvert dans X).

REMARQUE 2.11. Il existe une application G-équivariante X — X U 0,X
(voir [FLM18, Corollary 6.3], qui utilise essentiellement le théoréme [1.23)). Par
conséquent, si 'action de G n’a pas d’orbite finie dans X, elle n’en a pas non plus
dans X U 0 X.

Dans |[NS13|, Nevo et Sageev identifient le bord de Poisson d’un groupe agissant
proprement et cocompactement sur X. Ils sont conduits a introduire la condition
suivante.

DEFINITION 2.12. Un point v € X est non-terminant si pour tout h € U, il
existe k e U, avec k < h.

Le bord de Poisson d'un groupe G s’identifie alors a ’espace dg X muni d’une
mesure portée par les points non-terminants.

Lorsque I’action n’est plus cocompacte, nous nous sommes rendus compte qu’il
était plus naturel d’introduire une condition plus forte.

DEFINITION 2.13. Deux demi-espaces h et k sont fortement séparés s’il n’existe
pas de demi-espace transverse a la fois a h et k.

Si X est irréductible, un point § € dr X est régulier si pour tous hy, hy € Ug il
existe un demi-espace k < hy N hy qui est fortement séparé a la fois de hy et de hs.

Un définition équivalente est donnée par le lemme suivant (voir |[Ferl8| Propo-
sition 7.4]).

LEMME 2.14. Supposons X irréductible. Un point & € OrX est régulier si et
seulement s’il existe une chaine hy > hy © --- D h, D ... de demi-espaces deux a
deux fortement séparés.

Les résultats de Caprace et Sageev (voir par exemple |[CaS1l, Proposition
5.1]) fournissent de nombreux hyperplans fortement séparés, et en particulier per-
mettent de démontrer qu'un complexe irréductible admet toujours des points ré-
guliers.
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On note 0,.X l'ensemble des points réguliers de dg X, si X est irréductible. Si
X n’est pas irréductible, on écrit X = X; x --- x X, avec les X; irréductibles, et
on définit ’ensemble des points réguliers 0, X par 0,X = 0, X7 x -+ x 0, X,,.

L’avantage des points réguliers est que l'on peut toujours définir une bande
entre un point régulier et un autre point du bord, au sens suivant.

LEMME 2.15. Supposons X irréductible. Soient o€ 0,X et f € X avec 8 # .
Alors il existe un sommet x € X qui appartient a tous les demi-espaces contenant
a la fois o et 3. L’ensemble de ces sommets s’appelle la bande entre « et 3, notée

S(ev, B).

La condition de régularité d’un point du bord est une notion trés naturelle.
Cependant, pour pouvoir mieux comparer la convergence vers un point de Roller
ou vers un point du bord visuel, nous avons également été amenés a introduire
une variante plus forte. La distance entre deux demi-espaces est définie comme la
distance minimale entre deux points de ces demi-espaces.

DEFINITION 2.16. Supposons que X soit irréductible. Soit a € drX. On dit
que « est écrasant (squeezing en anglais) s’il existe r > 0 et x € X tels qu’il
existe un nombre infini de paires de demi-espaces h < k, avec d(h, k) < r, tels que
aehnketxeh®nk*

Un point £ € d, X est écrasant s’il existe x € X et r > 0, et un nombre infini
de paires de demi-espaces h C k, avec d(h, k) < r, tels que x € h* N k* et le rayon
géodésique de x a & rencontre h et k.

Si on raisonne en terme de chaine descendante, o € 0g X est écrasant s’il existe
une chaine descendante (h,),en+ de demi-espaces fortement séparés contenant a,
telle que d(hap, hont1) < 7 pour tout n € N*.

On utilise le méme terme pour les deux sortes de points pour la raison suivante
[FLM18, Lemma 6.10].

PROPOSITION 2.17. I existe un homéomorphisme Aut(X)-équivariant entre le

sous-espace des points écrasants de OrX et le sous-espace des points écrasants de
O X.

Cette bijection est construite de la maniére suivante : si a € 0gX est écrasant,
on démontre que ﬂheUa Oxh est réduit & un point £&. On démontre alors que ce
point est écrasant, et de plus, que toute suite (z,)neny convergeant vers ¢ dans
0 X converge également vers a dans 0rX. Le résultat s’ensuit.

Aprés avoir écrit [FLM18|, nous nous sommes apergus que certains arguments
pouvaient étre simplifiés en utilisant le graphe de contact €X de X. Celui-ci est
défini comme suit : ses sommets sont les hyperplans de X, et deux hyperplans
sont reliés par une aréte s’ils s’intersectent ou contiennent deux points a distance
1 dans X. Hagen [Hagl4| démontre que le graphe de contact est hyperbolique (en
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fait isométrique a un quasi-arbre). On peut alors démontrer que le bord de Gro-
mov 0,4 X de € X est également homéomorphe de maniére Aut(X) équivariante
avec I’ensemble 0,X des points réguliers. Dans un article en cours d’écriture, nous
utiliserons ce fait pour démontrer également un théoréme central limite pour les
marches aléatoires sur Aut(X).

2.2. Marches aléatoires

Revenons au cadre du théoréme On considére un groupe G agissant sur
X, de maniére essentielle et non-élémentaire. On va regarder une marche aléatoire
(Zp)nen sur G de loi p admissible. On s’intéresse au comportement asymptotique
de Z,0, ou 0 € X est une origine arbitraire.

La preuve du théoréme [2.1] se déroule en plusieurs étapes. La premiére étape
de la preuve est d’analyser les applications bord vers le bord de Roller de X. Ce
travail a été effectué précédemment par T. Fernos dans [Fer18|.

THEOREME 2.18. Soit B un bord fort du groupe G. Alors il existe une unique
application mesurable G-équivariante ¢ : B — drX. De plus l'image essentielle de
cette application est contenue dans [’ensemble des points écrasant de OgX.

En analysant la preuve, nous nous sommes apergus qu’on peut I'adapter pour
démontrer I'unicité de I'application (mesurable, G-équivariante) B — Prob(X).
On obtient donc le résultat suivant [FLM18, Corollary 7.3].

THEOREME 2.19. Il existe une unique mesure stationnaire v sur X . L’ensemble
des points écrasant de OrX est de v-mesure pleine.

D’apres le théoreme de convergence des martingales, on sait que la suite des
Zy(w)sv converge (faible-*) vers d4(,), pour presque tout w € €. II reste a en
déduire la convergence de Z,0 vers ¢(w).

Notons que 'action de G sur chaque facteur irréductible de X est encore essen-
tielle et non-élémentaire : ceci permet de se ramener au cas ou X est irréductible.

La convergence se démontre alors grace au résultat suivant.

PROPOSITION 2.20 ([FLM18, Lemma 8.6]). Supposons que X soit irréductible,
et soient X\ € Prob(X), g, € Aut(X) et b € 0,X tels que g,\ converge (faible-*)
vers Oy.

Alors pour tout o € X, g,0 converge vers b.

La preuve de cette proposition est inspirée d’'un argument de Kaimanovich
[Kai00, Lemma 2.2], en utilisant les bandes du lemme [2.15] L’idée est d’extraire
une sous-suite de (Z,)nen telle que Z,0 converge dans X vers un point &. On
démontre ensuite que toute valeur d’adhérence de (Z,)qen est concentrée sur un
petit ensemble autour de &, et on en déduit que b = &.

En utilisant la proposition [2.17], on obtient le résultat suivant.
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COROLLAIRE 2.21. Supposons que X soit irréductible. Alors (Z,0)nen converge
vers un point écrasant du bord visuel 0n X .

Si X n’est pas irréductible, la convergence vers un point du bord visuel ne
s’obtient pas automatiquement & partir de celle vers un point du bord de Roller.
Cependant, elle reste vraie, sous une hypothése de premier moment fini : cela
découle de la positivité de la dérive ci-dessous, avec le théoréme de Karlsson-
Margulis [KaM99]|. Je ne sais pas si ce résultat est toujours vrai sans hypothése de
moment.

L’unicité de la mesure stationnaire, et le fait qu’elle est supportée sur les points
réguliers, nous permet en effet d’appliquer sans difficulté la stratégie exposée dans
[BeQ16| pour les groupes linéaires pour démontrer la positivité de la dérive. Rap-
pelons que celle-ci est définie comme

1
A =lim —d(Z,0,0)
n

(Cette limite est bien définie et ne dépend pas de o, ni (presque strement) du
tirage de la suite (Z,).).

THEOREME 2.22 (|[FLM18, Theorem 9.3]). Soient G — Aut(X) une action
essentielle et non-élémentaire, et € Prob(G) une mesure admissible vérifiant que
§d(o, go)du(g) < +0. Alors lim 2d(Z,0,0) > 0.

L’idée de la preuve est d’approximer d(Z,o0,0) par une horofonction h¢(Z,0),
ou £ € 0,X est fixé. Ceci est possible précisément parce que la marche aléatoire
converge vers un point régulier (qui n’est presque siirement pas £). L’intérét des
horofonctions est qu’elles satisfont des relations de cocycles, ce qui permet d’utiliser
des résultats connus sur les cocycles (notamment le lemme d’Atkinson |Atk76], voir
aussi Kesten [Kes75|).

2.2.1. Questions.

(1) Que se passe-t-il en dimension infinie ? Dans ce cas, les outils fournis par
[CaS11] s’effondrent. Mais il n’est pas exclu que le théoréme reste
vrai, peut-étre avec quelques hypothéses supplémentaires. Cela donnerait
une piste pour pouvoir généraliser les résultats de [ChFI16| en dimension
infinie (question d’Y. Cornulier).

(2) 11 y a beaucoup de résultats sur les marches aléatoires sur les arbres, ou
plus généralement les groupes hyperboliques, dont on peut espérer une
généralisation aux complexes cubiques (sans doute en mettant des hypo-
theéses supplémentaires). Dans un article en cours d’écriture (encore avec
T. Fernos et F. Mathéus), nous démontrons un théoréme central limite
pour les actions sur les complexes cubiques CAT(0). On peut se poser bien
d’autres questions. Par exemple, peut-on identifier la frontiére de Martin
d’un complexe cubique CAT(0)? Peut-on démontrer un théoréme local
limite 7 Des estimées de grandes déviation? Ce sont des questions qui
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semblent difficiles en général, mais peut-étre accessibles sur des exemples
simples.

Il existe des exemples d’actions élémentaires qui peuvent étre intéressants.
Par exemple, déja pour un arbre, Cartrwight, Kaimanovich et Woess
[CarKW94| étudient les marches aléatoires sur le stabilisateur d’un point
a l'infini d’un arbre. Peut-on faire une étude comparable sur un groupe
fixant un point du bord d’un complexe cubique CAT(0) ?

Peut-on généraliser les techniques et les résultats dans d’autres cadres?
Par exemple, les espaces CAT(0) ayant une isométrie de rang 1 semblent
un bon début. Avec A. Genevois, nous avons commencé a réfléchir & un
équivalent pour les groupes acylindriquement hyperboliques ; la difficulté
est alors de dégager la bonne notion de bord.



Chapitre 3

IRS

Dans ce chapitre, je vais expliquer les résultats de [BaDL16a| et [Duc+15|.

3.1. Sous-groupes aléatoires invariants

Soit G un groupe localement compact o-compact. Notons Sub(G) 1’ensemble
des sous-groupes fermés de G. On munit Sub(G) de la topologie de Chabauty : pour
un compact K € G et un ouvert U € G, définissons les sous-ensembles de Sub(G)
suivants :

OF ={HeSub(G); HNK # @} et Oy = {H € Sub(G); HnU = &}.

La topologie de Chabauty est la plus petite topologie sur Sub(G) telle que tous les
O et Oy sont ouverts.

La notion d’IRS, définie ci-dessous, a été explicitée pour la premiére fois dans
[AbGV14] (méme si elle apparaissait déja implicitement dans des travaux anté-
rieurs, voir [AbGV 14| pour un panorama). Elle a depuis fait 'objet de nombreuses
investigations, et a notamment donné une application spectaculaire a la géométrie
des variétés localement symétriques [Abe+17| (voir [Gell8b| ou |Gell8a] pour un
panorama).

DEFINITION 3.1. Un sous-groupe aléatoire invariant (en abrégé IRS, a cause de
I'anglais Invariant Random Subgroup), est une mesure de probabilité sur Sub(G)
qui est invariante par conjugaison.

Par exemple, un sous-groupe distingué N de G définit un IRS (prendre la
mesure de Dirac en N). Un sous-groupe d’indice fini H de G fournit également un
IRS : prendre la mesure de probabilité uniforme sur les conjugués de H.

On peut construire d’autres exemples de la maniére suivante : soit (X, ) un
espace probabilisé, muni d’une action de G qui préserve la mesure de probabilité.
On a alors une application (mesurable) S : X — Sub(G) donnée par  — Stabg(z).
La mesure S, est alors un IRS sur G. On peut démontrer que tous les IRS peuvent
s’obtenir de cette maniére, voir [AbGV14| pour le cas discret et [Abe+17| pour le
cas général.

3.2. Groupes agissant sur des espaces CAT(0)

Soit maintenant X un espace CAT(0) muni d’une action de G. Que peut-on
dire des IRS de G? Dans le cas ou G est un groupe de Lie réel simple (au sens
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des groupes abstraits), le théoréme de densité de Borel affirme que les réseaux de
G sont Zariski-denses dans G (et G n’a pas de sous-groupe distingué¢). Peut-on
généraliser ce fait aux IRS?

Dans [CaM09b| et [CaM09a], Caprace et Monod donnent de nombreuses infor-
mations sur la structure des groupes agissant sur des espaces CAT(0). Ils prouvent
en particulier une généralisation du théoréme de densité de Borel dans un cadre
plus géométrique. Rappelons que nous avons défini la notion d’action géométri-
quement dense dans la définition [1.34]

Supposons que 'action de G sur X soit géométriquement dense. D’aprés [CaMO09b],
sous des hypothéses raisonnables, 'action d’un sous-groupe distingué N de G, ainsi
que de tout réseau I' de G, est également géométriquement dense. Il est naturel de
généraliser ces résultats aux IRS, et c’est ce que nous avons obtenu dans |[Duc+15].

THEOREME 3.2. Soit X un espace CAT(0) de dimension télescopique finie, ir-
réductible et non isométrique a R, muni d’une action d’un groupe G par isométries
qui est fidéle, continue, géométriquement dense. Soit u un IRS de G. Alors l’action
restreinte a p-presque tout sous-groupe fermé H de G est géométriquement dense.

Ces deux théorémes généralisent des résultats de Caprace et Monod : dans
|[CaMO09a), Theorem 2.4, ceux-ci démontrent le résultat analogue pour les réseaux,
tandis que dans [CaM09b, Theorem 1.10], ils démontrent (sous les mémes hypo-
théses) qu’'un sous-groupe distingué de G est également géométriquement dense.

Nous obtenons également une version réductible.

THEOREME 3.3. Soient G, ...,G,, des groupes localement compacts a base dé-
nombrable d’ouverts, Xi,..., X, des espaces CAT(0) irréductibles de dimension
telescopique fini non isométriques a R. Supposons que pour tout 1 < i < n, le
groupe G; soit muni d’une action fidéle, continue, géométriquement dense par iso-
métries sur X;. Soit p un IRS de G = G1 x --- x G,. Supposons également que
la projection de p sur Sub(G;) soit non triviale pour tout i. Alors l'action de p-
presque tout H € Sub(G) sur X est géométriquement dense.

La preuve utilise des techniques assez proches de celles décrites dans le para-
graphe Par exemple, un cas trés facile est celui o H a preque stirement un
unique point fixe sur 0, X (ou plus généralement définit de maniére canonique un
point du bord) : dans ce cas, on obtient une application p-presque partout défi-
nie Sub(G) — 0, X, et donc une mesure de probabilité invariante sur d,, X. Cela
contredit la minimalité de G, si X est irréductible et # R, d’aprés le théoréeme de
Caprace-Lytchak (Théoreme[1.23] voir [CaL10]). Dans le cas général, ¢’est bien str
plus difficile ; I'idée est d’arriver a montrer qu’il n’y a pas de familles de convexes
de X indexés par un espace muni d’'une mesure de probabilité G-invariante.
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3.3. IRS moyennables

Dans larticle [AbGV 14|, Abert, Glasner et Virag mettent en évidence I'impor-
tance des IRS dont le support est formé uniquement de sous-groupes moyennables
de G.

Notons Suby,ey (G) le sous-espace de Sub(G) formé par les sous-groupes fer-
més moyennables de G. C’est une partie borélienne de G, voir 'appendice de
[BaDL16a]. Notons au passage qu’il n’est pas clair que Suby,ey,(G) soit fermé
dans Sub(G), voir |[CaM14]. Rappelons par ailleurs qu’il existe un unique sous-
groupe distingué moyennable maximal de G (voir par exemple |[Zim84|, Proposition
4.1.12]). On le notera Rad,,(G).

DEFINITION 3.4. Un IRS p sur G est moyennable si p1(Submey (G)) = 1.

Dans [AbGV14], les auteurs utilisent le théoréme suivant : si G est un groupe
linéaire, tout IRS moyennable est supporté sur Sub(Rad,,(G)). On peut se poser
la question pour un groupe quelconque. Cette question apparait également dans
[BiT17| et dans [Tucl2l §7].

C’est ce que nous avons démontré dans [BaDL16a].

THEOREME 3.5. Tout IRS moyennable de G donne mesure 1 & Sub(Rad,,(G)).

Ceci permet de généraliser [AbGV14, Theorem 5| aux groupes qui ne sont pas
linéaires.

Il a aussi la conséquence suivante, démontrée dans |[Tucl2| (voir |[Kecl0] pour
la définition d’une action faiblement contenue dans une autre)

COROLLAIRE 3.6. Soit I un groupe dénombrable de radical moyennable trivial.
SiT & (X, ) est une action qui préserve une mesure de probabilité, et si cette
action est faiblement contenue dans le décalage de Bernoulli T' & [0,1], alors
laction de I' sur X est essentiellement libre.

Le théoréeme est également & mettre en relation avec une percée récente
spectaculaire dans le domaine des algébres d’opérateurs. Soit I' un groupe dé-
nombrable. On note C*(I") la C*-algébre réduite de I' : c’est 1'algébre engendrée
par les opérateurs A\, : f — f(g~') sur B(¢*(T")). Une question naturelle est de
comprendre les idéaux fermés de cette algébre, et en particulier de savoir si cette
algébre est simple : on dit alors que le groupe I' est C*-simple. 1l est assez facile de
voir que la présence d’un radical moyennable est une obstruction a cette simplicité.
La réciproque a cette question était complétement ouverte jusqu’a il y a peu (voir
|[dIHar07| par exemple).

D’autre part, la C*-simplicité de I" entraine une autre propriété, la propriété
de trace unique. Rappelons qu’une trace sur une C*—algébre A est une application
linéaire 7 : A — C, positive, vérifiant 7(ab) = 7(ba) et 7(1) = 1. Un groupe a la
propriété de trace unique si et seulement si la seule trace sur C*(I") est 'application
a — {ady, d1). La encore, il n’était pas clair si cette propriété entraine la simplicité
de la C*-algébre réduite de I'.
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Les réponses a ces questions ont été obtenues tout récemment : dans [LeB17],
Le Boudec donne un exemple de groupe qui n’est pas C*-simple mais qui a un
radical moyennable trivial. D’autre part, Breuillard, Kalantar, Kennedy et Ozawa
démontrent dans [Bre+17| que la propriété de la trace unique est équivalente a la
trivialité du radical moyennable.

Le lien avec les IRS est donné par l'article de Tucker-Drob [Tucl2| : auteur y
démontre que la propriété de la trace unique implique que tout IRS moyennable
sur I" est trivial. En combinant ce résultat avec le résultat de |[Bre+17] mentionné
ci-dessus, on obtient donc une autre preuve du théoréme [3.5) pour les groupes
dénombrables.

Idée de preuve. L’idée de la preuve du théoreme [3.5] est assez simple. On com-
mence par se ramener au cas ou 'IRS est «générateury, grace au lemme suivant.

LEMME 3.7. Soit u un IRS sur G. Alors il existe un unique N <tG minimal tel
que p-presque tout H € Sub(G) est inclus dans N. Si N = G, on dira que I'IRS
est générateur.

Si p1 est moyennable, il s’agit donc de montrer que N est contenu dans Rad,, (G),
autrement dit, que N est moyennable. En remplagant G par N, on va donc supposer
que p est générateur, et montrer que GG est moyennable.

Il faut tout d’abord utiliser la bonne définition de la moyennabilité d’un groupe,
que je vais rappeler maintenant. Un G-convexe compact affine est un sous-espace
G-invariant convexe, faible-* fermé du dual d’un espace de Banach sur lequel G
agit par isométries. On dit alors qu'un groupe G est moyennable si toute action
de G sur un G-convexe compact affine a un point fixe.

Soit p un IRS moyennable sur G. Soit C' un G-convexe compact affine, inclus
dans le dual d’un espace de Banach E. Par le lemme de Zorn, on peut supposer
que C' ne contient pas de partie convexe G-invariante. Il s’agit de démontrer que
G a un point fixe. On sait que p-presque tout H admet un point fixe sur C.
Commencons par supposer qu’il existe un unique point fixe zg € C. Alors le
résultat est immeédiat : en effet, {zydu(H) est un point de C' (par convexité) qui
est G-invariant.

En général, on ne peut pas espérer que H ait un unique point fixe : le lieu
des points fixes de H forme un convexe fermé non vide Cy < C. Pour pouvoir
appliquer le raisonnement précédent, il est donc naturel de changer d’espace : on
va considérer I’ensemble C(C') des convexes faible-* fermeés de C.

LEMME 3.8. [l existe un espace vectoriel topologique localement convexe & tel
que C(C') soit un conveze faible-* fermé de £*. De plus C est un point extrémal de
C(C).

DEMONSTRATION. Voici la construction de £. On peut supposer que C' est
inclus dans la boule unité Ef de £*. On définit £ comme [ [, ¥ R, avec la topologie

produit. L’injection de C(C') dans & est l'application qui & un convexe C' < C
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associe la fonction b € Ef — max b(x). C’est bien une injection grace au théoréme
xe
de Hahn-Banach. Pour le reste du lemme, voir [BaDL16a, Lemma 2.1]. U

Nous pouvons maintenant finir la preuve du théoréme D’aprés la discussion
ci-dessus, on a une application H — Cg de Sub(G) dans C(C'). On a donc une me-
sure v € Prob(C(C')) qui est G-invariante. Soit Cj son barycentre : Cy = { Cydv(H)
(cette intégrale a lieu dans l’espace vectoriel topologique £). Le convexe Cy est G-
invariant puisque v l'est. Par convexité de C(C), on a Cy < C, donc par minimalité
de l'action, Cy = C'. Mais comme C' est un point extrémal de C(C), il s’ensuit que
pour p-presque tout H on a Cy = C. Cela signifie que p-presque tout H agit
trivialement sur C'. Mais comme I'IRS p est supposé générateur, on en déduit que
G agit également trivialement sur C, et donc en particulier avec un point fixe.
Donc G est moyennable.






Chapitre 4

Immeubles Z;

Dans ce chapitre, j’expose les résultats de [BaCL19|. Le théoréme principal (voir
les théoremes et est que certains réseaux cocompacts dans un immeuble
affine n’admettent aucune représentation linéaire infinie.

Ce résultat peut (et doit) encore étre vu comme une généralisation du théoréme
de super-rigidité de Margulis. On a toujours un groupe I', analogue d’un réseau,
et on se raméne rapidement a étudier les représentations non-bornées Zariski-
denses dans des groupes semisimples. Mais cette fois, comme il n’y a pas de groupe
ambiant auquel étendre la représentation, I’analogue sera simplement qu’une telle
représentation n’existe pas.

Il s’agit donc d’un point de vue un peu différent de celui adopté dans le chapitre
: on change le groupe au départ plutoét qu’a l'arrivée. S’il y a bien str des
idées communes, les difficultés techniques que nous avons dues résoudre sont assez
différentes.

4.1. Plans projectifs et projectivités

DEFINITION 4.1. Un plan projectif est la donnée de deux ensembles P et L,
appelés respectivement points et droites, et d’une relation d’incidence entre les
deux, tels que

(1) deux points distincts sont incidents & une unique droite,
(2) deux droites distinctes sont incidentes & un unique point.

On utilisera librement le vocabulaire qui vient de l'intuition habituelle (un
point appartient & une droite, deux droites s’intersectent, etc.)

Les exemples les plus importants sont bien str les plans projectifs P?(K) sur
un corps (commutatif ou non) K. On les appelle desarguésiens, et pappiens si K
est commutatif (ceci vient du fait que le plan projectif correspondant satisfait
respectivement le théoréme de Desargues et celui de Pappus). On peut aussi faire
des constructions exceptionnelles avec des algébres octonioniques ; ils satisfont alors
une condition appelée Moufang qui peut étre vue comme un affaiblissement du
théoréme de Desargues. Il y a cependant bien d’autres plans projectifs!

Le graphe d’incidence d'un plan projectif est le graphe dont les sommets sont
les éléments de Pu L, et deux sommets sont reliés par une aréte s’ils sont incidents.

53
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Soit u € P (resp. u € L). On note Res(u) 1’ensemble des droites (resp. points)
incidents a u. L’ordre d'un plan projectif est le cardinal de Res(u) (il ne dépend
pas du choix de u).

DEFINITION 4.2. Soient u € P, v € L (resp. u € L,v € P) non incidents. La
perspectivité [u,v] est 'application Res(u) — Res(v) définie par [u,v](z) =z nv
(resp. [u,v](z) = (2v).)

La perspectivité [ug, us, ... u,] est la composition [, u,_1] o - o [ug,uq], si
toute ces perspectivités sont bien définies.
Une projectivité est une perspectivité de la forme [ug, ug, ..., Up, uq].

L’ensemble des projectivités forme donc un groupe, qui agit naturellement sur
Res(u1). On voit facilement qu’il ne dépend pas du choix de u;, & isomorphisme
prés (et de plus les actions sur Res(u;) et Res(ug) sont conjuguées). On le note I1
(ou II(P, L) s’il y a besoin de préciser le plan projectif).

Pour un plan projectif pappien, le groupe II est isomorphe a PGLy(K) (avec
son action naturelle sur la droite projective). Une idée générale est que plus le
plan projectif est exotique, plus le groupe II sera gros. Par exemple si (P, L) est
fini mais n’est pas desarguésien alors II contient le groupe alterné sur Res(u). On
pourra consulter le livre [P1S81] pour plus de théorémes de ce type.

4.2. Immeubles affines

4.2.1. Immeubles de Bruhat-Tits et immeubles exotiques.

DEFINITION 4.3. Un immeuble ﬁg est un complexe triangulaire simplement
connexe dont les links en n’importe quels sommets sont des graphes d’incidences
de plans projectifs.

L’ordre d’un tel immeuble est 'ordre du link d’un sommet.

L’ordre d’un immeuble ne dépend pas du sommet choisi; on le supposera tou-
jours fini par la suite. En particulier, tous les immeubles considérés dans ce chapitre
seront supposés localement finis.

Les immeubles 112 sont surtout intéressants pour les groupes qui agissent dessus.
On note Aut(X) les automorphismes de X (comme complexe simplicial). Voici
quelques exemples de groupes qui agissent cocompactement sur des immeubles /Tg
localement finis.

EXEMPLES 4.4. (1) Sik est un corps (commutatif) local, PGL3(k) agit sur
un immeuble A,, dont Pensemble des sommets est PGL3(k)/ PGL3(0), o
O est 'anneau des entiers de k.
(2) Si k est une algebre a division centrale de dimension finie sur un corps
local, PGL3(k) agit également sur un immeuble A, transitivement sur les
sommets.
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(3) Les premiers autres exemples cocompacts sont diis & Tits et Ronan [Ron84],
[Tit13, Cours de 1984-84]. Ce sont des groupes qui agissent simplement
transitivement sur les chambres de I'immeuble. Deux d’entre eux sont des
réseaux dans un corps local, et deux ne le sont pas.

(4) Dans |Car+93|, les auteurs classent les groupes agissant simplement tran-
sitivement sur les sommets d’un immeuble ;12 exotique. Lorsque ¢ = 2 ou
3, ils donnent une liste compléte, dont une partie importante ne sont pas
des réseaux dans un PGL3(k).

(5) Essert [Ess13| donne des constructions de groupes agissant simplement
transitivement sur les arétes d’'un immeuble, par exemple

qui n’est pas non plus un sous-groupe d'un PGL3(k).

(6) Les constructions d’Essert ont été analysées et généralisées par S. Witzel
[Wit17]; N. Radu |[Rad19] démontre que, lorsque ¢ tend vers l'infini, la
proportion d’immeubles exotiques, parmi ceux ayant un groupe simple-
ment transitif sur les arétes, tend vers 1.

J’ai utilisé le terme «exotique» dans les exemples ci-dessus. Précisons sa signi-
fication.

DEFINITION 4.5. Un immeuble ﬁg est dit de Bruhat-Tits s’il provient d’une
action de PGL3(k) comme dans les deux premiers exemples ci-dessus, ou bien d'un
plan octonionique. Il est dit exotique sinon.

Dans larticle [BaCL19], nous avons démontré le théoréme suivant.

THEOREME 4.6. Soient X un immeuble Ay, T un sous-groupe discret de Aut(X)
agissant cocompactement sur X. Si X est exotique, alors toute représentation
' — GL4(F) (pour d =1 et F' un corps commutatif) est d’image finie.

Si X est 'immeuble associé¢ a PGL3(k), on sait que Aut(X) est un produit
semi-direct de PGL3(k) par Aut(k). Si k est de caractéristique positive, Aut(k)
est infini, bien que compact. On peut donc a priori trouver des réseaux dont la
projection sur Aut(k) est infinie. Plus généralement, si G est un groupe algébrique
connexe k-simple défini sur k, alors Aut(G(k)) (le groupe des automorphismes du
groupe abstrait G(k)) agit sur I'immeuble associé a G(k).

Une variante de la preuve du théoréme permet de démontrer :

THEOREME 4.7. Soit G un groupe algébrique k-simple de k-rang > 2 sur un
corps local k, et T un réseau dans Aut(G(k)). Si I' a une projection infinie dans
Out(G(k)), alors toute représentation I' — GL4(F') (pour d = 1 et F un corps
commutatif) est d’image finie.

L’existence de réseaux avec une projection infinie dans Out(G(k)) est a I'heure
actuelle une question ouverte, posée par Y. Cornulier dans |Cor14).
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4.2.2. Bord a l’infini. Soit X un immeuble A, localement fini. On note q
son ordre. Rappelons que 0,X peut étre défini comme ’ensemble des rayons géo-
désiques, quotienté par la relation «étre a distance de Hausdorff finie». L’espace
05X peut étre muni d’une distance (la métrique de Tits) qui en fait le graphe d’in-
cidence d’un plan projectif (P, £). On peut caractériser la régularité de 'immeuble
X en fonction de ce plan projectif (voir le livre [Wei09)]).

THEOREME 4.8. Le plan projectif (P, L) a la propriété de Moufang si et seule-
ment st X est un immeuble de Bruhat-Tits.

Siu € PuL, on peut munir ’ensemble des rayons tendant vers u d’une pseudo-
métrique : dy(p, p') = infep d(p(t), p'())-

LEMME 4.9. L’espace métrique quotient obtenu est alors un arbre (g + 1)-
régulier, que l’on note T,. Le bord 0,,T, s’identifie canoniquement a Res(u).

(Pour des preuves ou plus d’informations sur les arbres T, je renvois également
au livre [Wei09], et en particulier son chapitre 11.)

Dans le cas de I'immeuble associé & PGL3(k), le sommet u correspond a une
droite ou un plan de k3, disons un plan P < k? pour fixer les idées. L’arbre T), est
alors 'arbre de Bruhat-Tits associé & PGL(P). Son bord est I’ensemble des droites
de P; il s’identifie bien & Res(u).

Siu e P et ve L ne sont pas incidents, alors on peut trouver des géodésiques
dans X qui relient u a v. Dans ce cas toutes ces géodésiques sont paralleles; la dis-
tance entre deux géodésiques est donc bien définie et on obtient un espace métrique
que je vais noter 7,,,. On démontre [Wei09, Proposition 11.16] que 7, est encore
un arbre (g + 1)-régulier et que les applications naturelles T, , — T, et Tp,, — T,
sont des isométries. De plus la composition de ces isométries T,, — T),, — T, in-
duit au bord la perspectivité [u, v] : Res(u) — Res(v), et on notera donc également
[u,v] Visométrie T,, — T, obtenue. En composant ces perspectivités, on obtient
donc le lemme suivant.

LEMME 4.10. L’action du groupe des projectivités II(P, L) sur Res(u) s’étend
en une action sur 0,T,.

En combinant un ancien résultat de Schleirmacher [Sch70| avec des résultats
récents de Caprace et Stulemeijer [CaS15|, nous démontrons :

THEOREME 4.11. Soit P [’adhérence de II(P, L) dans Aut(T,). St P a un sous-
groupe ouvert ayant une représentation continue fidéle dans un GL,(k), ot k est
un corps local, alors X est un immeuble de Bruhat-Tits.

L’objectif va donc étre, a partir d’une représentation linéaire de I' d’image
infinie, de fabriquer une représentation injective de P.



4.3. FLOTS SUR L’IMMEUBLE 57

4.3. Flots sur ’immeuble

L’outil principal pour la preuve du théoréme [4.6] est I'introduction d’un flot as-
socié a I'immeuble, appelé le flot singulier. L’idée est d’imiter le flot du groupe Sy =
p" 0 O
0 p» 0] : neZyp sur PGL3(Q,)/I" quand I' est un réseau de PGL3(Q,).
0 0 1
Pour cela, reprenons les notations ci-dessus et fixons u € P, v € L tels que u
n’est pas incident a v. On a défini ci-dessus un arbre 7T,,,. Il est simplicialement
isomorphe & l'arbre (¢ + 1)-régulier que l'on va noter 7j,;;. On note Y le sous-
complexe de X obtenu comme réunion de toutes les géodésiques entre u et v. Il
ne dépend pas (& isomorphisme simplicial prés) de u et v, et il est isométrique a
R x Tq+1.

DEFINITION 4.12. Le flot singulier W sur X est I’espace des plongements
simpliciaux T — X, muni de la topologie de la convergence simple.

I1 est muni d’une action de I" (par post composition), et d’une action de Aut(Y)
(par précomposition).

Le groupe Aut(Y) contient un sous-groupe S isomorphe a Z (action de trans-
lation des géodésiques), mais contient aussi le groupe complet d’automorphismes
d’un arbre. Celui-ci est trop gros pour notre but. Pour revenir au cas classique ot
I' est un réseau dans G = PGL;3(Q,), il faudrait arriver a se limiter a une seule
orbite.

C’est ce qu’on va faire grace aux définitions qui vont suivre. Pour commencer,
nous allons supposer a partir de maintenant que I' préserve le type (donc agit bien
par automorphismes sur (P, L)). Ce n’est pas une hypothése restrictive dans la
mesure ot Aut(X) a un sous-groupe d’indice fini qui préserve le type.

Remarquons tout d’abord qu'un ¢ € W définit deux sommets u e P et v e L
(quitte a échanger P et L) définis comme les limites dans 0, X de ¢(t,z) quand ¢
tend vers —oo et 400 respectivement (ces limites ne dépendant pas de = € T}, 1).
On note alors u = ¢* et v = ¢~. De plus, pour = € T4y fixé, {¢(t,x) | t € R} est
une géodésique de X qui définit un point de T, ,. Ainsi ¢ définit une application
(qui est un isomorphisme simplicial) f : T,+1 — T, que l'on va noter m,(¢). On
définit de méme 7_(¢) : Tj11 — T

DEFINITION 4.13. Soit ¢, ¢ € W. On note ¢ ~, ¢/ (resp. ¢ ~_ @) si i (¢) =
7 (¢/) (resp. 7_(6) = 7 (&),

On définit également les relations d’équivalence orbitale ~g et ~r comme suit :
¢ ~g ¢ s'il existe s € S tel que ¢(t,z) = ¢/(t+s,x) pour tout (t,z) € T, et ¢ ~p ¢’
s'il existe v € T tel que yo(t, ) = ¢'(t, z) pour tout ¢,z € Y.

Finalement, on note ~ la relation d’équivalence engendrée par ~,, ~_ et les
relations ~g et ~r. N

L’espace W est 'adhérence d’une classe d’équivalence (pour ~) d’'un ¢ € W.
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Par construction, I’espace W est muni d’une action de I' et d’une action de S
(et ces deux actions commutent). Par contre, le groupe Aut(Y), qui agissait sur
W, n’agit plus sur WW. Cependant, nous allons voir que le groupe des perspectivités
II(P, L), qui est naturellement un sous-groupe de Aut(Y), agit encore sur W.

En effet, soit ¢, ¢’ € W tels que ¢ ~, ¢'. Notons v = ¢ = ¢'T, u = ¢~ et
v = ¢'~. On a donc par hypothése 7 (¢) = 7 (¢') : Typ1 — T,. Mais alors on
en déduit que m_(¢’) est en fait égal a la composition [v,u'] o 7, (¢'). De méme
7_(¢) = [v,u] o my(¢). Par conséquent [u,v,u'] om_(¢p) = m_(¢') (rappelons que
la perspectivité [u,v] peut étre vue comme un isomorphisme 7, — T,, et que
[u,v,u'] = [u,v] o [v,u].)

Partant de ¢g, notons ug = ¢y et vg = ¢§. Pour tout v € £ non adjacent a
up, il est facile de trouver ¢, € W tel que ¢f = v et ¢ ~_ ¢y ; en particulier on
a alors ¢1 € W et m_(¢1) = [u,v]. Répétant cet argument, on trouve, pour toute
suite de sommets ug, uy, U, . . . Uy, Ug tels que la perspectivité [uy, us, . . . Up, U]
est bien définie, un nouveau ¢ € W tel que ¢~ = gy, ¢ = vy, et 7_(¢) =
[y, ug, . .. Up, up] 0m_(¢hg). On en déduit que ¢ = [uq, ug, . .. Up, up| - Gg € W, ce qui
montre bien quun élément du groupe II(P, L) préserve la classe de ¢y.

Pour conclure ce paragraphe, revenons au cas ou X est 'immeuble de G =
PGL3(Q,), et Sy est comme ci-dessus. Alors le groupe des projectivités II(P, L) est
isomorphe & PGLy(Q,), et le normalisateur de Sy dans G est également isomorphe
a PGL2(Q,). Le stabilisateur (dans G) d'un élément de W est trivial. Son orbite
est donc (comme G-ensemble) isomorphe & G; elle est munie d’'une action de G
(par multiplication a gauche), d’une action de Sy (par multiplication & droite) et
d’une action de Ng(Sp) (par multiplication a droite également) ; ces trois actions
commutent deux a deux. On peut effectivement vérifier que ’espace VW défini ci-
dessus est exactement la G-orbite de ¢ : il faut pour cela interpréter les relations
~, et ~_ comme des relations d’équivalences orbitales pour des sous-groupes
unipotents. Notons que dans ce cas la relation ~r est redondante.

Une fois défini le flot W, on définit une mesure sur cet espace qui soit a la fois I'-
invariante et S-invariante. La construction devient assez technique et je me référe
a [BaCL19| pour cela. Le théoréme final est le suivant; ce sera l'outil principal
pour démontrer le théoréme (4.6

THEOREME 4.14. [l existe une mesure de probabilité \ sur W/S, quasi-invariante
par T et par P, telle quel Uaction de T' sur W/S est ergodique.

Pour la preuve de I'ergodicité, on se place plutot sur W/T', qui porte une mesure
de probabilité S-invariante ; la preuve s’inspire de I’argument de Hopf pour le flot
géodésique en courbure négative.
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4.4. Preuve de la non-linéarité

Voici maintenant comment déduire du théoréme [4.14] la non-linéarité d’un ré-
seau dans un immeuble exotique. La majeure partie de la preuve est valide dans
un immeuble exotique ou de Bruhat-Tits de maniére indifférente ; c’est le théoréme
qui permettra de conclure & la non-linéarité.

La stratégie de preuve suit essentiellement la preuve du théoréme de superrigi-
dité de Margulis (et d’ailleurs, dans le cas ot I' est un réseau de PGL3(Q,), c’est
le début d’une preuve possible).

Fixons un immeuble 112 quelconque (localement fini) X et I' un sous-groupe
de Aut(X) qui agit proprement cocompactement sur X. Comme I" agit cocompac-
tement il est de type fini. De plus, il a la propriété (T) [Pan98|. On veut étudier
les représentations I' — GL,,(K), ou K est un corps quelconque. Vu que T" est de
type fini, on peut supposer que K est également de type fini, donc est un corps
global, que 'on peut localiser. C’est la premiére étape de la preuve du théoréme
suivant, essentiellement di a Breuillard et Gelander |[BrG07|, qui s’inspirent de la
preuve de alternative de Tits [Tit72].

THEOREME 4.15. Soit I' un groupe de type fini. Les conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) 1l existe un corps K, un entier n > 0 et un morphisme I' — GL,(K) dont
['tmage n’est pas virtuellement résoluble

(ii) 1l existe un corps local k, un groupe algébrique G défini sur k et k-simple, et
un morphisme I' — G(k) d’image Zariski-dense et non bornée.

A partir de maintenant, on va donc supposer qu’il existe une représentation
p: I' - G(k) Zariski-dense et non bornée dans un groupe algébrique simple sur
un corps local k.

Soit (Y, ) un I'-espace de Lebesgue ergodique. Rappelons la définition suivante,
vue dans la partie (et due & Bader-Furman).

Rappelons que si H est un sous-groupe algébrique de G défini sur k, alors le
quotient G/H est naturellement muni d’une structure de variété algébrique définie
sur k. L’ensemble de ses k-points est noté (G/H)(k) (et (G/H)(k) ne s’identifient
en général pas au quotient G(k)/H(k).)

DEFINITION 4.16. Une représentation algébrique de (Y, ) est une application
p-équivariante de Y vers (G/H)(k), ot H est un sous-groupe algébrique de G.

D’apreés le théoréme [1.53] on sait que si Y est moyennable alors il existe une
représentation algébrique non-triviale de Y.

L’ensemble des représentations algébriques est partiellement ordonné de la ma-
niére suivant : soit p: Y — G/H(k), p' : Y — (G/H’)(k). On écrit p < p’ si H est
un sous-groupe de H' et p’ s’obtient en composant p avec le morphisme naturel
G/H — G/H'. En combinant la noetherianité de G avec 'ergodicité de Y, on
obtient (voir par exemple [BaF18c, Theorem 4.3 et 4.7]) le résultat suivant.
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PROPOSITION 4.17. Il emiste un sous-groupe algébrique H de G, unique a
conjugaison pres, qui est minimal parmi les sous-groupes admettant une repré-
sentation algébrique Y — (G/H)(k). De plus, il existe un morphisme Autp(Y) —
Ng(H) (ou G = G(k) et H=H(k)).

Le sous-groupe H (ou le quotient G/H) est appelé un portail de I'espace Y.

Voici finalement la fin de la preuve du théoréme [4.6] Soit I' un groupe agissant
proprement et cocompactement sur un immeuble X de type JZQ. Supposons que ' a
une représentation linéaire d’image infinie. D’aprés le théoréme[4.15], on obtient une
représentation Zariski-dense et non bornée dans un G(k), k local et G k-simple.

Considérons le flot singulier W, ou plutot le I'-espace de Lebesgue W/S fourni
par le théoréme . Il est facile de trouver une application mesurable de W/S
vers I'ensemble A des chambres de I'immeuble sphérique a I'infini dX. Or Iaction
de I" sur A est moyennable |[Lécl0al. Par conséquent, l'action de I' sur W/S est
également moyennable.

On peut donc utiliser le théoréme pour trouver une représentation algé-
brique non triviale de W/S, ce qui nous vend un morphisme de Autr(WW/S) vers
un sous-groupe de GL,(k), pour un n assez grand.

Or, le groupe P agit sur W, en commutant a la fois & l'action de S et a celle
de I'. Par conséquent, on obtient une représentation de P dans GL, (k). Il n’est
pas tres difficile de vérifier les conditions du théoréme 4.11] et on en déduit donc
que X est un immeuble de Bruhat-Tits.

4.5. Questions et travaux en cours

(1) Soit I" un réseau cocompact dans un immeuble /~12 exotique. On sait que I
n’a pas de représentation linéaires d’images infinies. Que se passe-t-il pour
les représentations d’image finie 7 Autrement dit, quels sont les quotients
finis de I'?

En fait, aprés quelques expérimentations informatiques (avec I'aide
également de S. Witzel), nous conjecturons le résultat suivant.

CONJECTURE. Soit I' un réseau cocompact dans un immeuble /zfg exo-
tique. Alors I' est virtuellement simple.

Une premiére étape pour démontrer cette conjecture serait le théoréme
suivant.

THEOREME 4.18. Soit I' un réseau cocompact dans un immeuble ﬁg
exotique. Alors tout sous-groupe distingué de I' est d’indice fini.

Ce théoréme a été annoncé par T. Steger et Y. Shalom, mais aucune
preuve écrite n’est disponible. Avec U. Bader, P.-E. Caprace et A. Furman,
nous avons commencé a réécrire la preuve du théoréme (fortement inspirée
par la preuve analogue de Margulis pour les réseaux de rang supérieur).
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Nous espérons également généraliser ce résultat a une classification
des IRS de I' : tout IRS de I' devrait étre supporté sur les sous-groupes
d’indices finis, voire peut-étre démontrer la rigidité des caractéres, dans
lesprit de [Pet14].

Pour démontrer la conjecture ci-dessus, la deuxiéme étape serait donc
de compter les quotients finis de I'. Il semble qu’il faille de nouvelles idées
pour y arriver.

Peut-on simplifier la définition du flot singulier 7 Ce sont des questions
d’apparence technique, mais qui sont je pense assez importantes. Par
exemple, je ne sais déja pas si les classes d’équivalences pour ~ sont fer-
mées ou pas, ou de maniére assez proche, si le groupe des projectivités est
fermé ou pas dans Aut(7,). Si 'immeuble est de Bruhat-Tits, ce groupe
est fermé; il est probable que ce ne soit pas le cas dans tous les autres
cas (comparer a [Sal+95, §66]). Je ne sais pas non plus a quel point il
est important de saturer la relation d’équivalence par l'action de I' : par
exemple, si I' < PGL3(Q,), il n’y a rien besoin de rajouter. Cette satu-
ration joue un role important dans la preuve du théoreme |4.7] : si elle est
facultative, on en déduirait des informations intéressantes sur les réseaux
de Aut(G(K)).

Quelles sont les propriétés ergodiques du flot singulier ? Est-il mélangeant
(cela pourrait étre utile pour démontrer la rigidité des caractéres par
exemple) ? Quelle est son entropie topologique ? Cette derniére question
pourrait encore faire apparaitre une différence entre les immeubles de
Bruhat-Tits et les immeubles exotiques : je pense que l'entropie devrait
étre plus grande si 'immeuble est exotique.

Que se passe-t-il pour les autres types d’immeubles ? Comme il n’existe
pas d’immeubles exotiques de rang > 3, il reste a s’intéresser aux autres
immeubles de rang 2 (EQ et ég) La construction d’une mesure ergodique
sur le flot singulier devrait se généraliser sans trop de difficultés. La diffi-
culté est que je ne connais pas d’équivalent du théoréme de Schleirmacher
dans ce cadre.
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