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Résumé

La conception des ouvrages économiques a suscité de nombreux progrès dans les do-
maines de la modélisation et de l’optimisation, permettant l’analyse de structures de plus
en plus complexes. Cependant, les conceptions optimisées sans considérer les incertitudes
des paramètres, peuvent ne pas respecter certains critères de fiabilité. Pour assurer le bon
fonctionnement de la structure, il est important de prendre en consideration l’incertitude
dès la phase de conception. Il existe plusieurs théories dans la littérature pour traiter les
incertitudes. La théorie de la fiabilité des structures consiste à définir la probabilité de
défaillance d’une structure par la probabilité que les conditions de bon fonctionnement
ne soient pas respectées. On appelle cette étude l’analyse de la fiabilité. L’intégration de
l’analyse de fiabilité dans les problèmes d’optimisation constitue une nouvelle discipline
introduisant des critères de fiabilité dans la recherche de la configuration optimale des
structures, c’est le domaine de l’optimisation fiabiliste (RBDO). Cette méthodologie de
RBDO vise donc à considérer la propagation des incertitudes dans les performances mé-
caniques en s’appuyant sur une modélisation probabiliste des fluctuations des paramètres
d’entrée.

Dans ce cadre, ce travail de thèse porte sur l’analyse robuste et l’optimisation fiabiliste
des problèmes mécaniques complexes. Il est important de tenir compte des paramètres in-
certains du système pour assurer une conception robuste. L’objectif de la méthode RBDO
est de concevoir une structure afin d’établir un bon compromis entre le coût et l’assu-
rance de fiabilité. Par conséquent, plusieurs méthodes, telles que la méthode hybride et
la méthode optimum safety factor, ont été développées pour atteindre cet objectif. Pour
remédier à la complexité des problèmes mécaniques complexes comportant des paramètres
incertains, des méthodologies spécifiques à cette problématique, tel que les méthodes de
méta-modèlisation, ont été développées afin de bâtir un modèle de substitution mécanique,
qui satisfait en même temps l’efficacité et la précision du modèle.

Mots clés : Systéme mécanique complexe ; Incertitude ; Optimisation fiabiliste ;
Méta-modèlisation.
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Abstract

The design of economic system leads to many advances in the fields of modeling and op-
timization, allowing the analysis of structures more and more complex. However, optimized
designs can suffer from uncertain parameters that may not meet certain reliability criteria.
To ensure the proper functioning of the structure, it is important to consider uncertainty
from the design stage. There are several theories in the literature for dealing with uncer-
tainties. The theory of structural reliability consists in defining the probability of failure of
a structure by the probability that the conditions of good operation are not respected. This
study is called the reliability analysis. The integration of reliability analysis in optimization
problems is a new discipline introducing reliability criteria in the search for the optimal
configuration of structures, this is the domain of reliability optimization (RBDO). This
RBDO methodology aims to consider the propagation of uncertainties in the mechanical
performance by relying on a probabilistic modeling of input parameter fluctuations.

In this context, this thesis focuses on a robust analysis and a reliability optimization of
complex mechanical problems. It is important to consider the uncertain parameters of the
system to ensure a robust design. The objective of the RBDO method is to design a struc-
ture in order to establish a good compromise between the cost and the reliability assurance.
As a result, several methods, such as the hybrid method and the optimum safety factor
method, have been developed to achieve this goal. To address the complexity of complex
mechanical problems with uncertain parameters, methodologies specific to this issue, such
as meta-modeling methods, have been developed to build a mechanical substitution model,
which at the same time satisfies the efficiency and the precision of the model.

Keywords : Complex mechanical system ; Uncertainty ; Reliability based design
optimization ; Meta-modelization.
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Introduction générale

Un modéle mathématique est une représentation partielle voire abstraite des lois de
la nature. Depuis l’utilisation de ces modéles, les formalistes ont largement évolués. Le
progrés réalisé aussi par les outils numériques et informatiques durant les quarante derniéres
années a permis aux scientifiques d’améliorer considérablement leur compréhension du
monde. Le développement au niveau informatique a conduit les ingénieurs à traiter des
problémes de plus en plus pointus dans des nombreux domaines tels que l’aéronautique, le
biomédical, la production d’énergie ou encore l’automobile. L’essor des outils informatiques
a mis en place de nombreuses techniques qui permettent de trouver des solutions aux
modéles mathématiques représentant la réalité. Malgré leur sophistication, ces modéles
ne peuvent pas reproduire la réalité. En effet, dans la plupart de temps, un modéle fait
intervenir un certain nombre de grandeurs qu’il faut ajuster. Néamoins, il est diffucile de
calibrer ces paramétres. Certains facteurs évoluent dans le temps. Leur valeurs exactes
sont inconnues au moment de la conception. De nombreux paramétres sont donc ajustés
de façon à rapprocher les prédictions théoriques des mesures physiques.

La prise en compte des incertitudes est devue un enjeu majeur en ingénierie. La nature
incertaine des phénomènes mis en jeu sur les systèmes mécaniques tel que les variabilités
des propriétés des matériaux, les imprécisions géométriques,etc a un impact significatif
sur les performances du système. Aussi, il est indispensable d’intégrer cette variabilité
dans le processus de conception afin de travailler sur des modélisations réalistes. Dans
la démarche probabiliste, une modélisation stochastique est construite dans laquelle les
données incertaines sont représentées par des variables aléatoires. L’étude des incertitudes
dans l’analyse des systèmes est un domaine complexe qui englobe les étapes suivantes :
l’identification et la modélisation des sources d’incertitudes, la propagation des incertitudes
et le post-traitement pour mesurer l’influence de ces incertitudes sur le comportement du
système. Parmi les techniques numériques utilisées pour prendre en compte ces incertitudes,
on cite la simulation de Monte Carlo, qui est considérée comme référence dans ce travail.
En revanche, la méthode du Chaos polynômial généralisé, qui est efficace et moins coûteuse
en calcul est appliquée aussi sur des exemples mécaniques.

De plus, lors de la conception d’un produit, les constructeurs doivent optimiser ses per-
formances. L’optimisation intervient de façon primordiale dans l’augmentation des perfor-
mances. Cependant, les conceptions optimisées sans prise en considération de l’incertitude
sur les paramétres peuvent ne pas respecter certains critères de fiabilité. Celle ci consiste à
définir la probabilité de défaillance d’une structure par la probabilité que les conditions de
bon fonctionnement ne soient pas respectées. Ainsi, l’optimisation fiabiliste constitue une
nouvelle discipline qui introduit des critères de fiabilité dans la recherche de la configura-
tion optimale. Elle a pour but de définir le meilleur compromis entre la réduction du coût
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et l’assurance de la fiabilité, en intégrant les incertitudes dans les variables du système.

Le problème d’optimisation, en utilisant les approches classiques de la RBDO, néces-
site un temps de calcul important. En effet, ces approches sont réalisées dans deux espaces
séparés : l’espace physique et l’espace normalisé. Pour pallier à cet inconvenient, une mé-
thode efficace appelée méthode hybride est proposée par Kharmanda (Kharmanda et
El Hami 2016). Cette méthode est basée sur la résolution simultanée des problèmes d’op-
timisation et de fiabilité, dans un seul espace, appelé espace hybride de conception. Elle
permet de minimiser le temps de calcul par rapport à la méthode classique, mais le pro-
blème d’optimisation est toujours plus complexe que l’optimisation déterministe. Pour cela,
Kharmanda (Kharmanda et El Hami 2017) a proposé une méthode basée sur la solution
semi-numérique, appelé Optimum Safety Factor (OSF). Cette méthode consiste à calculer
des coefficients de sécurité déterminés à partir d’une analyse de sensibilité de la fonction
d’état limite par rapport à chaque variable d’optimisation.

D’autre part, il est indispensable d’intégrer les méthodes de méta-modélisation dans
l’ingénierie moderne puisqu’elles réduisent le coût de calcul des problèmes complexes. Ces
méthodes consistent à construire des approximations, c’est-à-dire des modèles de substitu-
tion (surogate models), développées à partir d’une série de simulations utilisant les modèles
réels. L’idée provient de l’ajustement d’un modèle de substitution à une série d’expériences
physiques conçues. Puisque les méta-modèles sont des approximations des modèles de si-
mulation réels, une source supplémentaire d’erreur est introduite et le but est de garder
cette erreur en un niveau acceptable pour le problème traité.

Les méthodes liées aux modèles de substitution et à leurs applications ont été large-
ment étudiées et développées au fil des années. L’utilisation des approximations lors des
études d’optimisation, appelée optimisation de la conception basée sur le méta-modèle,
s’est révélée efficace dans de nombreux cas. Cependant, le sujet est toujours un domaine
de recherche actif.

L’objectif principal de ces travaux de thèse vise à prendre en compte les incertitudes
sur les paramètres d’entrée, essentiellement sur les propriétés mécaniques des matériaux en
utilisant les approches probabilistes de propagation d’incertitudes ensuite de déterminer la
meilleure méthodologie à suivre pour l’optimisation fiabiliste des problèmes mécaniques et
finalement à remédier à la complexité de ces problèmes par l’utilisation des méthodes de
méta-modèlisation. Pour cela, ce manuscrit est composé de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, un état d’art mené autour des approches robustes permettant
la quantification des incertitudes. L’analyse des avantages et des inconvénients de chacune
des méthodes relevées dans la littérature a permis d’orienter notre choix vers l’approche
probabiliste en particulier vers la méthode basée sur le concept du chaos polynomial géné-
ralisé. A la fin de ce chapitre, on rappelle les notions fondamentales de la fiabilité pour les
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intégrer dans l’optimisation fiabiliste dans le chapitre 3.

Le deuxiéme chapitre est consacré à la présentation de la technique référentielle de
Monte Carlo et la théorie du chaos polynomial généralisé qui sont des approches évoquées
dans le chapitre 1 et qui sont choisises pour traiter la problématique de la thèse. la descrip-
tion détaillée des formalismes mathématiques et des schémas numériques d’implantation
est présentée. A la fin de ce chapitre, deux applications avec la prise en compte des in-
certitudes liées aux paramètres matériaux sont traitées. L’étude numérique est réalisée en
utilisant un code developpé couplant MATLAB et ANSYS.

Dans le troisième chapitre, les différentes méthodes d’optimisation fiabiliste sont pré-
sentées. La mise en oeuvre de l’optimisation déterministe de conception (DDO) est facile
à implémenter. Cette méthode garantit une conception optimale.Cependant, il est impos-
sible contrôler le niveau de fiabilité du système. Pour remèdier à ce probléme, les méthodes
RBDO telles que la méthode hybride et la méthode OSF sont appliquées. En comparant
avec la méthode DDO, méthodes RBDO respecte un niveau de fiabilité cible. En utilisant
la méthode hybride, l’algorithme peut converger vers un point optimal dans la région de
défaillance et le résultat est ensuite rejeté. Une nouvelle méthode appelée Robust Hybrid
Method (RHM) est donc appliquée. A la fin de ce chapitre, les différentes approches de
RBDO (HM, OSF et RHM) sont testées sur plusieurs exemples de problèmes mécaniques.
Les résultats montrent bien que les nouvelles conceptions présentent bien de meilleures
performances. De plus, le temps de calcul de la RHM est moins coûteux que les autres
approches de la RBDO.

Dans le quatrième chapitre, la construction des modèles de substitution est présentée.
Elle nécessite des évaluations, du modèle réel, réalisées en un nombre limité de points de
l’espace de conception. Une fois le modéle est construit, l’approximation peut fournir une
réponse en un point quelconque de cet espace de conception en un temps très réduit. Par
conséquent, l’objectif de ce chapitre est de construire un modèle mathématique qui assure
une bonne représentativité du modèle réel obtenu par le simulateur. Afin de valider ce
travail, un exemple d’application est traité par diffiérentes méthodes de méta-modélisation.
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Chapitre 1. Quantification des incertitudes et de la fiabilité des problèmes mécaniques

1.1 Introduction

Au cours des dernières décennies, les matériaux intelligents ont été l’un des sujets les
plus importants en science des matériaux et en technologie. Ces matériaux, en raison de
leurs propriétés uniques, ont attiré l’attention des industriels et des scientifiques vers des
applications innovantes dans divers domaines. Les alliages à mémoire de forme (AMF)
sont une classe de matériaux intelligents qui sont capables de subir une déformation ré-
cupérable par l’intermédiaire des charges thermomécaniques. Les caractéristiques les plus
marquantes du comportement AMF sont certainement la pseudoélasticité (PE) et l’effet de
mémoire de forme (EMF). Ces deux comportements ont lieu à cause d’une transformation
entre les phases solides d’austénite et de martensite. Ces propriétés atypiques permettent
l’utilisation des AMF dans diverses applications, y compris l’aérospatiale, les domaines
biomédicaux, automobiles et robotiques. Parmi les alliages à mémoire de forme les plus
connus, on peut citer ceux formés à base de Nickel-Titane (NiTi) ou de Cuivre-Aluminium
(CuAl) ou Cuivre-Zinc (CuZn).

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux alliages à mémoire de forme en présentant les dif-
férents domaines d’utilisation de ce type de matériau. On s’intéresse aussi à leur compor-
tement thermomécanique. On fait ensuite une revue des différentes sources d’incertitudes.
On détaille ainsi la théorie de la fiabilité, les méthodes d’optimisation et d’optimisation
fiabiliste.

1.2 Aperçu des alliages à mémoire de forme

En raison des capacités inhabituelles des alliages à mémoire de forme, La communauté
scientifique a concentré ses efforts sur la recherche à propos de ce type de matériau (Lagou-
das et al. 2012 ; Xiao 2014 ; Auricchio et al. 2014 ; Saleeb et al. 2015 ; Machado et al.
2015 ; Chatziathanasiou et al. 2016 ; Cisse, Zaki et Zineb 2016). En 1932, Ölander a
fait la première découverte d’effet de mémoire de forme sur l’alliage or-cadmium (Au-Cd).
Ce type d’alliage n’a pas été utilisé comme un actionneur et donc n’a pas été survivre. En
1938, cet effet a été observé sur un alliage de cuivre-zinc. Ensuite en 1963, l’effet mémoire a
été prouvé sur un alliage Nickel-Titane. On peut classer les alliages à mémoire de forme en
différentes familles suivant différents critéres tels que la similitude de la transformation de
phase, le matériau utilisé, les types d’applications, la performances, etc. Les trois grandes
catégories des AMF les plus étudiées sont les alliages à base de Ni-Ti, les alliages à base de
Cu, et les alliages à base de Fe. Les AMF basés sur le cuivre sont caractérisés par une trés
bonne conductivité thermique et électrique. Cependant, ils se transforment difficilement,
surtout pour des points de transition à basses températures où ils sont fragiles par la forte
anisotropie élastique des grains. Les alliages à base de Fe appelés aussi alliages à mémoire
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de forme ferromagnétique sont capables de changer leur forme sous l’influence des champs
magnétiques.

Quoi que les alliages à base de fer et à base de cuivre soient moins chers, les alliages
à base de NiTi sont considérés comme les AMF les plus utilisés dans des diverses appli-
cations industrielles à cause de leur stabilité et de leur praticabilité (Saadat et al. 2002 ;
Machado et Savi 2003 ; Hartl et Lagoudas 2007).

Les alliages à base de NiTi sont ceux qui présentent les meilleures performances (7 à
8 % de déformation réversible (contre 4 % pour les aciers et les alliages en cuivre) et une
bonne tenue à la corrosion. En plus de l’effet mémoire de forme, ces alliages présentent
un comportement superélastique appelé anisi pseudoélasticité. Ces deux propriétés sont à
l’origine d’applications industrielles intéressantes.

Les caractéristiques inhabituelles des alliages à mémoire de forme ont attiré l’attention
sur les applications innovantes des AMF en ingénierie tels que les arcs orthodontiques, les
stents endovasculaires, les disjoncteurs intelligents, les muscles robotisés, les actionneurs de
morphing de forme, etc. (Williams et Elahinia 2008 ; Auricchio, Reali et Tardugno
2010 ; Gu et al. 2015).

1.2.1 Transformation martensitique

La transformation martensitique (TM) est une transformation de phase solide-solide
d’une phase austénitique stable à haute température et à faible contrainte à une phase
martensitique métastable à basse température et à forte contrainte (Otsuka et Wayman
1999). L’austénite a généralement une structure cubique parfaite et elle a donc la plus haute
symétrie de cristallographie, comme indiqué sur la figure 1.1. La structure cristalline de la
martensite est tétragonale, orthorhombique ou une structure cristalline monoclinique et par
conséquent une symétrie faible (Arghavani et al. 2010). La transformation martensitique
est définie comme étant une transformation qui entraîne une déformation homogène du
réseau, constituée principalement par un cisaillement.

La figure 1.1 montre un diagramme de phase avec des variables de température et de
contrôle de contrainte, dans lequel la TM se produit par différents chemins de chargement
thermomécaniques. En refroidissant à une contrainte nulle (trajet 1), l’austénite se trans-
forme en la martensite multi-variante. Ce trajet est appelée transformation directe (A →
M ). En chauffagant, la martensite multi-variante se transforme en austénite, Celle ci est
appelée transformation inverse (M → A).

La transformation directe est caractérisée par la température de démarrage de la mar-
tensite et à la température de fin de la martensite tandis que la transformation inverse est
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Figure 1.1 – Les structures cristallines et les transformations de phase de l’austénite,
mono-variante et multi-variante martensites.

initiée par la température de départ de l’austénite et est terminée par la température de
fin de l’austénite. Si une charge mécanique est appliquée à la martensite multi variante
et à faible température (trajet 2), la martensite se défléchie en réorientant la structure
martensitique dans une direction en fonction de la contrainte appliquée. La réorientation
de la martensite entraîne une déformation macroscopique.

En refroidissant le matériau avec une contrainte appliquée constante, l’austénite se
transforme directement en martensite à mono variant, ce qui produit une déformation
macroscopique. Ce chemin est représenté sur la figure 1.1 (trajet 3). Lorsqu’on applique une
contrainte mécanique suffisamment élevée, l’austénite se transforme en martensite mono
variante (trajet 4). En libérant la charge, la martensite mono variante va se transformer
en austénite.

1.2.2 Effet mémoire de forme simple sens

L’effet de mémoire de forme (EMF) est la propriété la plus connue des AMF. Cet
effet est caractérisé par un recouvrement de forme sous l’influence de chauffage après une
déformation en phase martensitique. Ce phénomène est illustré dans le diagramme de
contrainte-déformation-température, tel qu’il est illustré à la figure 1.2.
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Figure 1.2 – Schéma de l’effet de mémoire de forme pour un AMF NiTi typique.

Dans le cas de l’utilisation de l’effet mémoire de forme, le matériau est initialement
austénite possèdant une forme donnée. Il est refroidi à une température inférieure àMf pour
devenir totalement martensitique. Il faut noter que la forme macroscopique est inchangée.

Dans cet état martensitique, une contrainte externe est appliquée et l’échantillon prend
une autre forme. Cette contrainte a entrainé donc une déformation élastique et une ré-
orientation des plaquettes de la martensite. Il suffit alors de réchauffer le matériau au-delà
de Af , pour que la transformation inverse se produise et que l’échantillon retrouve sa
forme initiale. L’alliage fournit alors soit un déplacement, soit un travail ou les deux à
la fois. On observe l’effet mémoire de forme lorsque l’alliage est soumis à un chargement
thermomécanique qui correspond aux trajets (a)+(b)+(c).

– Trajet (a) : transformation martensitique complète, mais sans déformation macro-
scopique. Plusieurs variantes sont activées, elles génèrent des déformations microsco-
piques qui se compensent afin de donner une déformation macroscopique nulle.

– Trajet (b) : On a une réorientation des variantes sous l’augmentation des contraintes
qui créent une déformation résiduelle à la décharge. On est donc en présence d’un
état martensitique déformé par rapport à l’état austénitique initial.

– Trajet (c) : Ce chemin permet de visualiser l’effet mémoire simple sens, associé à
la transformation martensitique inverse. Cette transformation provoque donc une
déformation inverse de celle créée par les contraintes et l’alliage revient donc à son
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état initial.

1.2.3 Effet mémoire de forme double sens

Des cycles thermomécaniques sont répétés un certain nombre de fois. Ce phénomène
est appelé donc phenoméne de conditionnement. On obtient un échantillon conditionné
lorsqu’il se déforme spontanément au refroidissement et revient à sa forme initiale au
chauffage au-dessus de Af . Le comportement qu’on a décrit ne nécessite aucune contrainte
extérieure. C’est l’effet mémoire double sens. L’effet mémoire double sens est observé dans
les alliages présentant une transformation martensitique thermoélastique (Figure 1.3).

(a) (b)

Figure 1.3 – (a) Chargement thermique permettant d’obtenir l’effet mémoire de forme
double sens, (b) Effet mémoire de forme double sens : sans contraintes externes appliquées.

1.2.4 Pseudoélasticité

La pseudoélasticité (PE), on l’appelle aussi superélasticité, est l’aptitude de déformer un
alliage à mémoire de forme de plusieurs pourcentages à partir d’un état initial austénitique,
à une température légèrement supérieure à Af . On applique une contrainte supérieure à
une contrainte critique σc. Pour retrouver la forme initiale, il suffit de relâcher la contrainte.
Au niveau de la courbe contrainte-déformation, un plateau de déformation associé à un
module beaucoup plus faible que le module élastique de l’austénite est observé (Figure 1.4).
L’effet pseudoélastique est utilisé pour plusieurs applications en Ni-Ti tel que les lunettes,
les fils pour le textile, les prothèses dentaires. . .
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Figure 1.4 – Schéma de la pseudoélasticité pour un AMF NiTi polycristallin.

1.3 Application des alliages à mémoire de forme (AMF)

Depuis les années 1960, les AMF ont attiré l’attention des scientifiques du monde entier.
Beaucoup de structures formés par AMF ont été conçus pour diverses applications. Parmi
ces applications, on peut citer :

1.3.1 Applications aérospatiales

Dans le domaine aerospatial, La première et la plus connue application de AMF était
le couplage de tubes hydrauliques pour les avions de combat F-14 dans les années 1970.
Cette application industrielle est apparue avec l’utilisation de manchons en alliage NiTi afin
de raccorder des tuyauteries hydrauliques sur des chasseurs. Pour surmonter la difficulté
d’assembler deux tubes en titane par soudage, la société Raychem propose un manchon
serrant, en utilisant l’effet mémoire de forme. Le diamètre intérieur du manchon en AMF
est initialement en phase austénitique est inférieur au diamètre du tube à raccorder. Ensuite
le manchon est expansé en phase martensitique pour que son diamètre devienne supérieur à
celui du tube à raccorder. Après assemblage des tubes, on chauffe le manchon pour assurer
le serrage (Figure 1.5).

Les caractéristiques uniques de AMF ont été exploités dans d’autres applications aé-
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Figure 1.5 – Accouplement de tube en titane.

rospatiales, qui sont la plupart du temps soumis à des fortes charges dynamiques et des
contraintes géométriques d’espace (Jani et al. 2014). Ces applications incluent des action-
neurs (Giacomel 1998 ; Hartl et Lagoudas 2007), des mécanismes de libération ou de
déploiement (Huett et Willey 2000 ; Cleveland 2008), des amortisseurs de vibrations
et des manipulateurs (Birman 1997 ; Prahlad et Chopra 2001).

1.3.2 Applications biomédicales

La mémoire de forme et les caractéristiques pseudoélastiques font de l’alliage NiTi le
matériau le plus utilisé pour les applications biomédicales, tels que les fils orthodontiques
(Auricchio 2001 ; Lagoudas 2008), les filtres (Poletti et al. 1998), les stents (Dotter
et al. 1983 ; Vinograd et al. 1994), l’espaceur intervertébral (Duerig 1997, les agrafes
orthopédiques (Laster et al. 2001) et les instruments chirurgicaux (Sanders, Sanders
et More 1994). Selon les différentes utilisations, ils sont classés en quatre familles : les
applications orthodontiques, cardiovasculaires, orthopédiques et chirurgicales. Depuis les
années 1970, les arcs orthodontiques en NiTi ont été utilisés avec succès dans divers ap-
plications. Ils ont été montrés leur efficacité par rapport à d’autres matériaux alternatifs.
Une autre application dentaire la plus courante est l’utilisation de forets NiTi pour la
chirurgie du canal radiculaire (Cheung et Darvell 2007 ; Lagoudas 2008). L’avantage
principale de ces forets est qu’ils supportent les rotations cycliques élevées avec de grandes
déformations et flexions.
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Figure 1.6 – Utilisation des AMF pour les applications biomécaniques.

L’application cardiovasculaire la plus connue est l’endoprothèse en NiTi (Yanagihara
et al. 1997 ; Pelton et al. 2008). Ce dispositif permet de soutenir la circonférence interne
des passages tubulaires dans le corps tels que les vaisseaux sanguins. En comparant les
stents gonflés par des ballons conventionnels et formés en acier inoxydable, le stent en
NiTi assure la dilatation de l’artère bloquée. Celui ci est inséré à basse température. Par
la suite, la température du corps humain assure son échauffement. Le sent s’ouvre afin de
permettre une circulation sanguine. Ce composant biomédicale utilise donc l’effet mémoire
simple sens.

Pour les applications orthopédiques, les appareils en AMF sont principalement utilisés
pour les affaiblis, les fracturés ou les blessés. Ces applications fournissent un renforcement
local à la vertèbre (Duerig 1997). Les agrafes orthopédiques sont utilisées pour fournir
une force de compression à l’interface des os séparés (Krone et al. 2005), et les plaques à
mémoire de forme pour maintenir ensemble des articulations fracturées. (Tawfik, Ro et
Mei 2002). En plus, plusieurs instruments chirurgicaux à base de AMF ont été introduits
dans la chirurgie mini-invasive. Ces instruments sont insérés en premier temps à travers
de petites ouvertures et aprés ils sont étendus à une taille désirée (Lim et al. 1996 ; Song
2010) (Figure 1.6 ).
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1.3.3 Applications automobiles

Dans l’industrie automobile moderne, les AMF ont été largement utilisés pour des
applications allant des actionneurs et des capteurs aux amortisseurs de vibrations et aux
utilisations d’absorption d’impact. La technologie "drive-by-wire" offre une opportunité
pour les actionneurs en AMF pour être une alternative aux actionneurs électromagnétiques
conventionnels dans les applications automobiles.

La simplicité mécanique et la compacité des actionneurs formés en AMF réduisent consi-
dérablement l’échelle, le poids et le coût des composants automobiles comme démontré par
(Neugebauer et al. 2010). Général Motors a affirmé que sa Chevrolet 2014 Corvette est
devenu le premier véhicule à incorporer des actionneurs en AMF pour actionner l’ouverture
de trappe qui libère de l’air à partir du coffre pour faciliter la fermeture du couvercle du
coffre (Jani et al. 2014).

Les AMF peuvent également être utilisés comme des capteurs ou des actionneurs. Un
ressort en AMF agit comme un capteur qui surveille la température et actionne une vanne
à une température spécifique pour ajuster le débit d’huile (Bhattacharyya et al. 1995).
Le comportement pseudo-élastique fournit un système efficace pour dissiper la vibration
et l’impact. Parmis l’avantage de ces propriétés, l’ AMF est utilisé dans les applications
d’isolation des vibrations et d’absorption des chocs (Barnes et al. 2006).

1.3.4 Applications robotiques

Avec les tendances croissantes à la miniaturisation du système robotique, les AMF ont
été exploités comme des micro-actionneurs et des muscles artificiels dans une gamme variée
de systèmes robotiques commerciaux. Kheirikhah et al.(2010) (Kheirikhah, Rabiee et
Edalat 2010) a récemment présenté une revue des applications de AMF dans les dif-
férentes branches de la robotique, telles que les robots sauteurs, les robots de fleurs, les
robots de poissons, les robots marcheur.

L’idéologie de ces recherches est d’utiliser des actionneurs en AMF pour concevoir et
développer des systèmes robotiques légers, puissants et compacts. Un nouveau système
d’actionnement biomécanique pour les applications de la main robotique prothétique et
portable a été présenté par Bundhoo et al. (2009) (Bundhoo et al. 2009). Ce systéme est
basé sur la combinaison de câbles tendeurs conformes et de fils en AMF unidirectionnels
pour la flexion ou l’extension requise des articulations des doigts.

Ali et Takahata (2010) (Ali et Takahata 2010) ont également développé des micro
préhenseurs passifs qui peuvent être actionnés sans fil avec un champ magnétique. En plus
de cela, plusieurs autres applications en AMF sont dans les robots marcheur (Nishida,
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Tanaka etWang 2006 ; Berry etGarcia 2008), et des robots volants (Furst, Bunget
et Seelecke 2012 ; Colorado et al. 2012).

1.4 Propagation des incertitudes

La modélisation robuste d’un système mécanique consiste à développer un modèle dé-
crivant la façon la plus proche possible du comportement physique réel du système en
tenant compte de différents types d’incertitudes paramétriques inhérentes au processus de
fabrication et de modélisation du système. L’un des objectifs de la modélisation robuste
est le dimensionnement. Celui ci consiste à déterminer un jeu de paramètres pour lequel le
système mécanique reste peu sensible aux différentes variations ou fluctuations qui peuvent
affecter certains paramètres. La prise en compte des incertitudes paramétriques est incon-
tournable pour une bonne prédiction des propriétés finales. La propagation d’incertitudes
comprend classiquement trois étapes :

– Identification du modèle mécanique, des variables incertaines en entrée et des quan-
tités d’intérêt en sortie.

– Quantification des incertitudes en entrée : détermination des lois de probabilité des
variables d’entrée.

– Propagation des incertitudes à travers le modèle en déterminant la loi, ou des carac-
téristiques, de la variable aléatoire de sortie.

Figure 1.7 illustre les étapes que comprend l’analyse d’incertitudes.

Figure 1.7 – Propagation de l’incertitude et de l’analyse de sensibilité dans le modèle
mécanique.
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1.4.1 Sources d’incertitudes

Les incertitudes envisagées lors du processus de fabrication d’un systéme mécanique
sont de différentes natures. On peut trouver la dispersion des propriétés de matériaux, les
variations géométriques liées aux tolérances de fabrication, l’imprécision sur les conditions
aux limites et le chargement. D’autre part, on peut avoir des erreurs liées aux problèmes
numériques tel que une discrétisation appropriée, une finesse de maillage et des modèles
du matériau utilisés tel que la loi de comportement. La connaissance des incertitudes et
l’utilisation d’outils de simulation performants permettent un dimensionnement rigoureux
d’un systéme mécanique.

1.4.1.1 Incertitudes de modélisation

Un modèle mathématique est une simplification d’un système réel. En effet, pour
construire un modèle, nous nous basons sur des hypothèses simplificatrices plus ou moins
réalistes. De même, ces simplifications peuvent amener à négliger certains phénomènes
physiques importants dans le comportement du système à modéliser. Aussi, dans le cas de
la méthode des éléments finis, des incertitudes sont directement liées au niveau du raffi-
nement du maillage ou de manière plus générale, au niveau du raffinement du schéma de
discrétisation employé.

1.4.1.2 Incertitudes sur les paramètres d’entrée

En pratique, les paramètres d’entrée (géométrie, loi de comportement, chargement) d’un
modèle sont supposés parfaitement connus et maîtrisés. Or, l’estimation de ces paramètres
est souvent complexe et difficile et par conséquent imprécise : les paramètres sont donc
incertains. La figure 1.8 montre les deux types des incertitudes.

1.4.2 Méthodes de propagation des incertitudes

Dans la figure 1.9, nous présentons les différentes méthodes permettant la modélisation
et la propagation des incertitudes dans un problème mécanique. L’approche déterministe,
l’approche possibiliste et l’approche probabiliste sont les plus développées en littérature.
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Figure 1.8 – Les deux sources d’incertitude.

Figure 1.9 – Méthodes de quantification des incertitudes

1.4.2.1 Approche possibiliste

La méthode des intervalles et la méthode basée sur le formalisme de la logique floue
sont deux types de méthodes importantes dans les approches possibilistes. Les principaux
concepts de ces méthodes sont présentés dans cette section.

Méthode des intervalles L’idée principale de la méthode des intervalles est que les pa-
ramètres incertains sont modélisés par des intervalles fermés dont les bornes correspondent
aux valeurs minimales et maximales des paramètres (Moore 1966). La méthode est ainsi
basée sur l’arithmétique des intervalles ce qui permet de traiter le problème non-linéaire
d’incertitudes par des formalismes mathématiques conviviaux.
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L’avantage principal de cette approche est qu’aucune information n’est nécessaire sur
la nature de la dispersion, seule la connaissance des valeurs extrémales suffit. Au contraire,
l’information sur les variables n’est alors que partiellement représentée. Par conséquent, il
n’est plus possible de dire dans quel ensemble une variable a le plus de chance de se trouver
(Dessombz 2000).

Méthodes à base de la logique floue Ces méthodes ont été introduites en 1965 (Za-
deh 1965). Elles sont basées sur la notion d’ensembles flous pour représenter et manipuler
des données incertaines sans aucune information probabiliste ou statistique. L’utilisation de
la logique floue est plus particulièrement appropriée à l’analyse des systèmes dans lesquels
les paramètres incertains proviennent des imprécisions d’entrées plutôt que du caractère
aléatoire (Guang-Yuan et Jin-Ping 1990). Le formalisme flou permet de manipuler des
informations vagues, imprécises ou décrites de manière linguistique. L’incertitude est dé-
crite par des fonctions de forme appelée fonctions d’appartenance. L’avantage principal de
cette modélisation est de ne pas nécessiter des informations statistiques ou probabilistes.
La détermination de la fonction d’appartenance reste par contre une difficulté considérable.
En effet, elle dépend des données expérimentales dont dispose l’utilisateur ce qui rapproche
sa détermination d’une démarche statistique.

1.4.2.2 Approche probabiliste

Cette approche est basée sur la caractérisation probabiliste des incertitudes qui sont
modélisées par des variables aléatoires. Par la suite, la sortie d’un système est analysée
de manière probabiliste et statistique. Il existe trois méthodes les plus développées dans
la littérature, à savoir : la méthode de Monte Carlo, la méthode des perturbations et la
méthode du chaos polynomial. Les principes sur lesquels sont basées les méthodes de Monte
Carlo et du chaos polynomial sont présentés ci dessous.

Méthode de Monte Carlo (MC) La méthode de Monte Carlo a été présentée à par-
tir des années 1930. Cette méthode est un outil mathématique très général et facile à
utiliser avec un système déterministe qui a des paramètres incertains modélisés par des va-
riables aléatoires. Fishman (Fishman 1973) et Spanos et al. (Spanos et Kontsos 2008)
donne un aperçu de cette approche. Cette méthode fournit des résolutions successives
d’un système déterministe incorporant des variables aléatoires. Cette méthode est utilisée
lorsque le problème à traiter est complexe. Il génère des échantillons aléatoires pour tous
les paramètres incertains et selon leurs distributions de probabilité (Guerine et al. 2015 ;
Bruyere et al. 2007). Pour chaque échantillon, un ensemble de paramètres est obtenu et
un calcul déterministe est effectué selon un modèle numérique ou analytique. Pour finir,
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une caractérisation statistique et probabiliste des résultats (moments statistiques, lois de
probabilité) est effectuée .

L’avantage principal de cette technique est sa facilité de mise en œuvre. Quels que soient
la taille et la complexité d’un système, les résultats d’une telle méthode sont précis. Ce-
pendant, cela est souvent coûteux car une précision raisonnable nécessite un grand nombre
d’échantillons. Le coût de calcul est alors prohibitif (Sudret 2007). Dans ce travail, le
Monte Carlo est considéré comme une méthode de référence pour valider l’efficacité de la
méthode du chaos polynomial généralisé.

Chaos polynomial Le chaos polynomial formalise une séparation entre les composantes
stochastiques et déterministes d’une fonction aléatoire. C’est un outil mathématique puis-
sant développé par Wiener dans le cadre de sa théorie sur le chaos homogène, et qui est
de plus en plus utilisé dans les sciences et techniques. Cette méthode est basée sur le fait
que tout champ de variables stochastiques X(ξ) peut être exprimé par un développement
en série de polynômes d’Hermite (Wiener 1938). La partie déterministe de ces varibles
est modélisée par des coefficients x̄,j appelés modes stochastiques, pondérant les fonctions
polynômiales d’Hermite d’ordre j, φj.

X(ξ) =
∞∑
j=0
x̄jφj(ξ) (1.1)

La famille des polynômes d’Hermite φj forme une base orthogonale qui permet une
convergence optimale au sens des moindres carrés du développement pour des processus
Gaussien (Cameron etMartin 1947). Un schéma dit d’Askey a été défini pour généraliser
ces développements en chaos à des processus non-Gaussien pour asseoir une correspondance
entre des familles de polynômes orthogonaux et des lois de probabilité (Askey et Wilson
1985). La notion de développement en polynômes de chaos généralisé est alors définie
et une convergence exponentielle est généralisée au cas de lois de probabilité arbitraires
(Xiu et Karniadakis 2002). Les premières applications du chaos polynomial remontent
aux années 1960. Ghanem et Spanos ont combiné le développement de Wiener-Hermite
avec la méthode des éléments finis pour modéliser et propager les incertitudes dans des
structures mécaniques (Ghanem et Spanos 1991). L’application du chaos polynomial
a été développée dans différents domaines, par exemple dans la fiabilité des structures
mécaniques (Sudret 2007 ; Crestaux, Le Maı^tre et Martinez 2009).

Approche intrusive Dans l’utilisation du chaos polynomial, les modes stochastiques
x̄j doivent être calculés. Il existe deux approches pour effectuer ce calcul : intrusive et non
intrusive. La première utilise des techniques de projection de Galerkin pour exprimer le
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modèle incertain dans la base du chaos polynomial sous forme d’un système d’équations
couplées et déterministes gardant les mêmes propriétés de linéarité que celles du système
original (Ghanem et Spanos 1991 ; Babuska, Tempone et Zouraris 2004). Le calcul
des coefficients stochastiques passe alors par l’adaptation d’un algorithme de calcul cor-
respondant à la nature du système d’équations résultant. Néanmoins, l’intrusivité de la
méthode dans le modèle incertain lors de sa projection peut rendre l’utilisation de l’ap-
proche intrusive délicate. De plus, l’approche intrusive est très coûteuse lorsque le nombre
de paramètres incertains est grand. La difficulté est accentuée dans le cas des problèmes non
linéaires. Tous ces inconvénients posent un problème difficile de l’implémentation de cette
méthode (Xiu et Karniadakis 2003). Par conséquent, des approches dites non intrusives
ont été proposées.

Approche non intrusive Cette approche est une alternative très intéressante. Elle
permet le calcul des modes stochastiques sans aucune modification du système initial. En
effet, dans l’utilisation de l’approche non-intrusive, l’estimation des modes stochastiques a
seulement besoin de certaines mesures en des points particuliers. Deux types de méthodes
peuvent être distinguées à savoir les méthodes de projection spectrale non-intrusive (NISP)
et les méthodes de régression. Dans la première famille, les méthodes de projection spectrale
non-intrusive désignées par NISP procèdent par la projection de la fonction aléatoire dans la
base du chaos. Le calcul des modes stochastiques est alors ramené à des calculs numériques
d’intégrales. Des variantes de la méthode NISP sont définies par rapport aux techniques
utilisées pour calculer les intégrales (Crestaux, Le Maı^tre et Martinez 2009).

La méthode de collocation de Gauss est une puissante technique de collocation pro-
babiliste pour calculer des modes stochastiques (Babuška, Nobile et Tempone 2007).
Les points d’intégration sont définis comme les racines des polynômes orthogonaux utili-
sés. Pour des systèmes complexes qui ont un grand nombre de paramètres incertains, le
nombre de points de collocation devient alors rapidement important. Par conséquent, des
approches de collocation à grilles creuses ont été définies et utilisées (Xiu et Karniadakis
2002 ; Crestaux, Le Maı^tre et Martinez 2009).

1.5 Fiabilité des structures

Satisfaire les exigences de fiabilité est nécessaire afin d’assurer un degré de sécurité
suffisant au niveau de la conception. Une telle exigence peut être soit calibrée sur un niveau
de sécurité obtenu à partir d’une analyse déterministe conventionnelle, soit dérivée de
l’optimisation dans une analyse décisionnelle, soit par une analyse de fiabilité prévisionnelle.
La seconde approche repose sur le principe que les pratiques de conception conventionnelles
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conduisent à des dimensionnements optimaux vis-à-vis de l’économie et de la sécurité. La
dernière approche repose sur le vieillissement physique du comportement de chaque partie
du dispositif et des modèles de probabilité mathématiques. Ces modèles sont établis par
retour d’expérience aussi par la réalisation d’essais visant à modéliser le comportement en
fiabilité. Les résultats des calculs obtenus permettent d’estimer le taux de défaillances de
systèmes mécaniques.

Selon AFNOR, la fiabilité est l’aptitude d’un dispositif à accomplir une fonction requise
dans des conditions données, pendant une durée donnée. Le terme de fiabilité est utilisé
donc comme une caractéristique désignant une probabilité de succès ou un pourcentage
de succès. L’approche fiabiliste permet d’introduire une mesure quantitative du risque de
défaillance, au moyen d’une démarche probabiliste par la modélisation des incertitudes et
des aléas. En effet, le problème de la fiabilité des structures est basé sur deux aspects
fondamentaux :

– une connaissance physique des phénomènes mécaniques et des différents mécanismes
de défaillance.

– une connaissance statique des paramètres du modèle mécanique.

Avant de présenter les méthodes de fiabilité, on introduit les principes de base de la
fiabilité appliquée aux problèmes de mécanique des structures. Citons par example la notion
de scénario de défaillance, le domaines de sûreté et de défaillance, l’état limite, et l’indice
de fiabilité.

1.5.1 Variables de conception

X = {xi}i=1..n est un vecteur des variables de conception xi qui rassemble les variables
aléatoires d’entrée dans un calcul de fiabilité. Chaque variable est caractérisée par une
densité de probabilité Pi(xi). Dans ce qui suit, on va supposer que la densité de probabilité
des variables de conception xi est une loi normal caractérisé par une valeur moyenne mi et
d’un écart type σi.

1.5.2 Fonction de performance

Dans l’analyse de la sécurité d’un élément de structure, il est indisponsable de fixer un
critère de défaillance à l’aide d’une fonction dite de performance ou d’état limite, notée
G(X). On définit le domaine de sûreté S et le domaine de défaillance R comme suit (voir
figure 1.10) :

– le domaine de défaillance (R).
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– le domaine de sécurité (S).

Figure 1.10 – Domaines de sûreté et de défaillance dans le cas de deux variables de
conception

Le choix du mode de défaillance permet la mise en équation de la surface d’état limite.
G(X) = 0 définit la surface d’état limite. Cette surface se trouve à la frontière entre l’espace
de sécurité S et l’espace de défaillance R.

G(X) = R(X)− S(X) = 0 (1.2)

Lorsque G(X) > 0, la structure est dans l’espace de sécurité et lorsque G(X) < 0,
elle est dans l’espace de défaillance. L’équation G(X) = 0 (ensemble de réalisations des
xi correspondant à une marge nulle) définit donc une surface appelée surface d’état limite
(Aoues et Chateauneuf 2010).

1.5.3 Indice de fiabilité

Le niveau de fiabilité est estimé par un indice noté β. Il permet d’obtenir une approxi-
mation de la probabilité de défaillance Pf . Dans les algorithmes d’évaluation de l’indice
de fiabilité, la fonction G(X) joue un rôle capital, d’où l’importance qu’elle ait de bonnes
propriétés de régularité (continuité, dérivabilité). Il est également possible qu’on soit amené
à effectuer un changement de variables, auquel cas l’expression mathématique de la fonc-
tion d’état limite devra être reformulée dans le nouvel espace. Il existe dans la littérature
plusieurs types d’indices de fiabilité parmi lesquels nous citons (Kharmanda, Olhoff et
El-Hami 2004 ; Kharmanda et Olhoff 2007) :
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– Indice de fiabilité de Cornell
– Indice de fiabilité de Hasofer-Lind

Indice de fiabilité de Cornell L’indice de fiabilité de Cornell est obtenu à partir de la
valeur moyenne µG et de l’écart type σG de la fonction de performance :

βc = µG
σG

(1.3)

L’idée exprimée par cette définition est que la distance de la valeur moyenne à la
surface de rupture qui est exprimée en nombre d’écarts types donne une bonne mesure de
la fiabilité.

Dans le cas où la fonction d’état limite G(X) est linéaire, alors µG et σG peuvent être
calculés à partir des caractéristiques des variables de base.

Si G(X) n’est pas linéaire, on l’approche en utilisant un développement de Taylor au
premier ordre au point moyen. Cette évaluation ne nécessite que la connaissance des deux
premiers moments des variables aléatoires.

Indice de fiabilité de Hasofer-Lind Afin de ne pas pallier la non invariance de βc,
Hasofer et Lind ont proposé de passer de l’espace des varibles physiques vers l’espace des
variables gaussiens statistiquement indépendantes de moyennes nulles et d’écarts types
unitaires en effectuant un changement de variables :

xi → ui  mui = 0, σui = 1,∀i. (1.4)

Dans le cas des variables gaussiennes indépendantes, la transformation de l’espace phy-
sique vers l’espace normé s’écrit :

ui = xi −mi

σi
,∀i. (1.5)

Cette transformation conserve la linéarité de l’état limite. L’indice de fiabilité βhl n’est
que la distance minimale de l’origine de l’espace normé à la fonction d’état limite (Yaich
et al. 2017).
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1.5.4 Défaillance en mécanique

Pour une structure, l’évenement indésirable est la défaillance ou bien le non respect des
critères d’acceptabilité tels que la rupture ou l’état limite. On note Pf la probabilité de
défaillance qui est la probabilité associée à l’environnement {G(X) ≤ 0} soit :

Pf = Prob{G(X) ≤ 0} (1.6)

La fiabilité ϕ est définie par :

ϕ = 1− Pf (1.7)

On utilise l’indice de fiabilité β tel que :

β = φ−1(1− Pf ) = −φ−1(Pf ) (1.8)

Où φ−1 est la fonction inverse de la loi normale centrée réduite.

La probabilité de défaillance n’est que l’intégration de la densité conjointe de probabilité
sur le domaine de défaillance

Pf =
∫
R
fX(x)

k∏
i=1

dxi (1.9)

Le calcul de cette intégrale est difficile puisque la densité conjointe est rarement connue
et la fonction de performance est généralement implicite. Dans la littérature, diverses mé-
thodes de résolution ont été développées pour pallier ces difficultés. On peut distinguer deux
familles de méthodes : les méthodes de simulations et celles basées sur l’approximation de
l’indice de fiabilité.

1.5.4.1 Méthodes de simulations

Les méthodes de simulations sont basées sur le calcul de la fonction de performance pour
un échantillon représentatif. Plusieurs travaux sont réalisés sur ces méthodes car elles sont
robustes et elles restent la référence sur le résultat en probabilité de défaillance. Cependant,
ces méthodes sont les plus coûteuses en temps du calcul.
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Figure 1.11 – Simulations de Monte Carlo pour la probabilité de défaillance

– Les simulations Monte Carlo (figure 1.11) sont largement utilisées pour estimer la
fiabilité dans le domaine de calcul de structures. Le principe de cette méthode est
décrit dans la section précedente. La probabilité de défaillance est le nombre de
simulations défaillantes sur le nombre total de simulation. Plus le nombre de tirages
aléatoires est grand plus l’estimation de la probabilité de défaillance est meilleure.

– La méthode des simulations d’importance est une amélioration de la méthode de
Monte Carlo. Cette technique consiste à réduire le nombre de simulations par leurs
concentrations dans les zones les plus informatives. Ainsi, on peut considérer que les
tirages situés autour du point de défaillance le plus probable P ∗ (figure 1.12).

Figure 1.12 – Simulations d’importance pour la probabilité de défaillance

1.5.4.2 Méthode d’approximation FORM/SORM

Les méthodes les plus utilisés pour le calcul de la fiabilité sont les méthodes du premier
et du deuxiéme ordre FORM/SORM (First Order Reliability Method / Second Order
Reliability Method). Ces méthodes sont très efficaces pour la détermination de la probabi-
lité de défaillance. FORM et SORM se résument en trois étapes (Kharmanda, Olhoff
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et El-Hami 2004) :

1. Transformation T des variables xi de l’espace physique vers l’espace normé : cette
étape consiste à transformer le vecteur des variables aléatoires X = {xi} en un
vecteur de variables aléatoires unitaires de moyenne nulle et de variance unitaire :

ui = T (xi)→ H(ui) = G(T−1(ui)) (1.10)

Figure 1.13 illustre la transformation de l’espace physique à l’espace normée d’une
variable aléatoire.

Figure 1.13 – De l’espace physique vers l’espace normé.

2. Recherche du point de conception : cette étape consiste à déterminer le point de
conception ou bien le point de défaillance le plus probable P ∗, (MPFP : Most Pro-
bable Failure Point). C’est le point le plus proche de l’origine où la fonction de
performance est inférieure ou égale à zéro. Ainsi, le problème de détermination du
point de conception s’écrit sous la forme :

min

√∑
u2
i

sous : H(x, u) 6 0
(1.11)

3. Approximation de la probabilité de défaillance :
La méthode FORM consiste à remplacer l’état limite G dans l’espace normé par
un hyperplan tangent au point de conception. L’approximation de la probabilité de
défaillance est donnée donc par l’expression :

Pf = φ(−β) (1.12)

Avec β est l’indice de fiabilité et φ(.) est la loi de distribution normale centrée réduite.
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La méthode SORM consiste à remplacer l’état limite G par une hypersurface qua-
dratique tangente qui posséde les même courbures de la surface réelle au point de
conception. L’approximation de la probabilité de défaillance est donnée donc par
l’expression (Breitung 1984) :

Pf = φ(−β)(
n−1∏
i=1

1√
1 + βκi

) (1.13)

Avec κi sont les courbatures principales de la fonction G.

(a) (b)

Figure 1.14 – (a) Approximation FORM , (b) Approximation SORM .

1.5.5 Couplage mécano-fiabiliste

Le couplage mécano-fiabiliste a été abordé dans plusieurs travaux de recherche afin
d’assurer une conception optimale et fiable. Dans (Yaich et al. 2017), l’optimisation fia-
biliste des structures soumises à des vibrations aléatoires est presentée et dans (Dammak
et al. 2017b), la méthode de facteurs de sécurité optimaux avec le chaos polynomial généra-
lisé a été appliquée aux systémes vibro-acoustiques en présence d’incertitudes. Le couplage
mécano-fiabiliste nécessite une coopération entre différents acteurs : le mécanicien, le fia-
biliste, le probabiliste et le statisticien (figure 1.15).

l’etude mécano-fiabiliste consiste à combiner des méthodes de calcul des structures
comme la méthode des éléments finis avec des algorithmes de fiabilité et d’optimisation ce
qui permet d’assurer une conception optimale.

Les principales étapes du processus d’analyse de fiabilité sont les suivantes :
– établir un objectif de fiabilité ou un modèle décisionnel ;

Fatma ABID 26



Chapitre 1. Quantification des incertitudes et de la fiabilité des problèmes mécaniques

– identifier les modes de défaillance les plus importants pour la structure ou les opéra-
tions envisagées.

– formuler un critère de défaillance en termes de la fonction d’état limite pour chaque
mode de défaillance.

– identifier les variables et les paramètres aléatoires dominants des fonctions d’états
limites et spécifier leur distribution probabiliste.

– calculer la fiabilité vis-à-vis de la défaillance pour chaque mode de défaillance de la
structure ou de l’opération considérée.

– évaluer si la fiabilité estimée est suffisante et apporter les modifications nécessaires
si besoin.

Figure 1.15 – Schéma du principe du couplage mécano-fiabiliste

1.6 Conclusion

Une synthèse bibliographique des alliages à mémoire de forme a été présentée dans ce
chapitre. D’une part, le comportement de ce matériau tel que la superélasticité, l’effet mé-
moire de forme simple et de double sens a été défini. D’autre part, les différents domaines
d’application ont été cités. Dans la deuxiéme partie, les différentes approches permettant
une modélisation d’incertitudes ont été présentées. Le choix de la technique appropriée
dépend essentiellement de la nature de ces incertitudes et aussi de la quantité d’informa-
tions disponibles. Différentes techniques ont été proposées. Certaines de ces techniques ne
peuvent pas être appliquées directement vu le temps de calcul énorme qu’elles nécessitent,
d’autres alternatives permettent de contourner ce type de problème tel que le chaos poly-
nomial généralisé. Cette méthode offre un intérêt indéniable puisque elle peut être associée
aux problèmes de modélisation et de prédiction avec un coût très modeste. La méthode
du chaos polynomial généralisé est détaillée dans le chapitre 2 et elle est comparée à la
méthode de Monte Carlo (MC). Dans la troisiéme partie, nous avons rappelé les notions
fondamentales de la fiabilité ainsi que le couplage mécano fiabiliste. D’aprés cette partie,
Il semble clair que la fiabilité est indispensable dans l’optimisation de la conception des
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problèmes mécaniques. Cette notion est présentée dans le chapitre 3.

Fatma ABID 28



Chapitre 2

Approche robuste basée sur le chaos
polynomial généralisé des systèmes

mécaniques

Sommaire
2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.2 Méthode de Monte Carlo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2.3 Chaos polynômial généralisé (CPG) . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.3.1 Généralités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.3.2 Calcul pratique du développement en polynômes du chaos polynômial

généralisé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
2.4 Etude d’un actionneur en alliage à mémoire de forme en présence

d’incertitude . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.4.1 Description du micro actionneur en AMF . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.4.2 Analyse numérique de l’actionneur en AMF . . . . . . . . . . . . . 38
2.4.3 Résultats déterministes et discussion . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
2.4.4 Analyse probabiliste proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.4.5 Distribution de probabilité optimale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

2.5 Etude d’une prothèse de hanche en présence d’incertitude . . . 48
2.5.1 Modèle et matériaux utilisés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.5.2 Conditions aux limites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.5.3 Résultats déterministes de la prothèse de hanche . . . . . . . . . . . 52
2.5.4 Analyse probabiliste proposée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

2.6 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

29



Chapitre 2. Approche robuste basée sur le chaos polynomial généralisé des systèmes
mécaniques

2.1 Introduction

La modélisation robuste d’un systéme mécanique consiste à développer un modéle dé-
crivant de façon la plus proche possible du comportement physique réel du systéme en
tenant compte des incertitudes paramétriques inhérentes de processus de fabrication et de
modélisation du systéme. Différentes techniques existent pour modéliser la propagation de
l’incertitude. Ces méthodes sont classées en trois catégories : les méthodes déterministes,
les méthodes possibilistes et les méthodes de perturbation. La simulation de Monte Carlo
est considérée comme une méthode de référence pour le calcul des systèmes dont les para-
mètres sont incertains. Son inconvénient majeur est la très grande quantité de calcul qui
complique son utilisation. La méthode de perturbation est basée sur un développement
en série de Taylor de la réponse autour de sa moyenne. Le problème principal de cette
méthode provient des conditions qui assurent la convergence de ces séries. Les variables
doivent avoir une faible dispersion. La méthode adoptée pour prendre en compte l’incer-
titude est la méthode du chaos polynomial généralisé. L’idée fondamentale de la méthode
du chaos polynomial inventée par Norbert Winer en 1938 (Wiener 1938) est d’établir une
séparation entre les composantes stochastiques de la fonction aléatoire et ses composantes
déterministes. L’approche de CPG s’avère capable de prendre en compte un nombre assez
important de paramètres incertains dans le calcul du systéme mécanique. Dans ce chapitre,
on présente les approches probabilistes permettant la quantification et la propagation des
incertitudes dans des systèmes mécaniques. Le premier objectif est de présenter le for-
malisme mathématique du chaos polynomial. On revient également au début du chapitre
sur la méthode de référence de Monte Carlo. Enfin, on présente différentes applications
mécaniques afin de montrer l’éfficacité de la méthode du chaos polynômial généralisé.

2.2 Méthode de Monte Carlo

Comme il est mentionnée dans le premier chapitre, la méthode de Monte Carlo (MC)
est un outil mathématique qui peut être appliquée dans différents domaines de la science de
l’ingénieur. C’est une approche probabiliste permettant la modélisation des paramètres in-
certains dans des systèmes compliqués. L’algorithme fondamental de la méthode de Monte
Carlo se résumé en cinq étapes.

– Etape 1 : Identification probabiliste des paramètres incertains dans le modèle.
– Etape 2 : Génération aléatoire de réalisations et identification des lois probabilistes.
– Etape 3 : Propagation de l’incertitude et détermination des sorties correspondantes.
– Etape 4 : Estimation de la loi de distribution de sortie correspondantes aux échan-
tillons.

– Etape 5 : Analyse de la convergence de la distribution de la sortie du modèle.
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SoitM une fonction mathématique qui modélise un système quelconque etX = (X1, X2, .., Xr)
un vecteur aléatoire de paramètres incertains. La réponse Y est alors la réponse aléatoire
du modèle suivant :

Y = M(X) (2.1)

Dans le cas général, la technique de Monte Carlo est utilisée pour estimer la loi de
distribution de la sortie dont les caractéristiques statistiques sont données par la valeur
moyenne µY et l’écart type σY . Ces deux caractéristiques sont calculées à l’aide d’un
ensemble de N simulations comme suit :

µ̂Y = 1
N

N∑
j=1

M(X(j))

σ̂2
Y = 1

N−1

N∑
j=1

(M(Xj)− µ̂Y )2
(2.2)

La simplicité de la technique de Monte Carlo permet son exploitation pour les systèmes
complexes. Cependant, son inconvénient majeur réside dans le fait qu’elle necéssite un
grand nombre de tirages pour avoir une précision raisonnable. Par la suite, le coût de
calcul est très prohibitif (Dammak et al. 2017a ; Guerine et al. 2016).

2.3 Chaos polynômial généralisé (CPG)

2.3.1 Généralités

Plusieurs approches sont utilisées pour étudier la propagation des incertitudes dans les
systèmes mécaniques. Parmi ces approches, on trouve la théorie du chaos polynômial (PC).
Cette théorie est une représentation spectrale basée sur la projection de grandeurs aléatoires
dans un espace probabilisé. Cette méthode est basée sur la théorie du chaos homogène de
Wiener selon lequel un processus stochastique du second ordre peut être exprimé en série
de polynômes, fonctions orthogonales de variables aléatoires indépendantes gaussiennes
(Ghanem et Spanos 1991 ; Nechak, Berger et Aubry 2010 ; Nechak, Berger et
Aubry 2011 ; Guerine et al. 2016).

Le chaos polynômial est donc un ensemble de fonctions polynômiales de l’ensemble
infini {ξi} de variables aléatoires. Dans la pratique, l’expansion du chaos polynomial est
tronquée à un nombre fini de termes :
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X (ξ) =
Np∑
j=0

x̄jφj (ξ) (2.3)

Avec x̄j est la composante déterministe, le nombre de termesNp+1 dépend généralement
du nombre de paramètres incertains r et de l’ordre du chaos polynomial généralisé p, avec
ξ = (ξ1, ξ2, ..., ξr). Le nombre de termes Np + 1 s’écrit en fonction de r et de p et il est
défini par :

Np + 1 = (p+ r)!
p!r! (2.4)

{φj} regroupe les fonctions polynômiales orthogonales par rapport à la mesure gaus-
sienne de probabilité. La famille φj est une base orthogonale qui vérifie la condition d’or-
thogonalité suivante :

〈φi, φj〉 = 〈φi, φi〉 δij , δij =
{

0 si i 6= j

1 si i = j
(2.5)

avec δij est le symbole de Kronecker. Le produit scalaire 〈φi, φi〉 est exprimé comme
suit :

〈φi, φi〉 =
∫
φiφiW (ξ) dξ (2.6)

L’intégration qui est définit dans l’expression (eq.2.6) est effectuée sur un domaine
déterminé par le support probabiliste du vecteur aléatoire ξ ∈ R, où W (ξ) est la fonction
densité de probabilité de ξ décrite par :

W (ξ) =
r∏
l=1

exp (−ξ2
l /2)√

2π
(2.7)

L’équation (2.3) montre une séparation entre le caractère déterministe et le caractère
stochastique d’une variable aléatoire X(ξ) : Le caractère déterministe est modélisé par
les coefficients stochastiques x̄j appelés aussi coefficient modaux. Ils représentent les co-
ordonnées de la variable aléatoire X(ξ) dans sa base orthogonale des fonctions φj(ξ). Le
caractère stochastique de la variable X(ξ) est concentré dans la base orthogonale. Le mode
x̄0 est la valeur moyenne de la variable aléatoire X(ξ) tandis que les modes d’ordres supé-
rieurs donnent la mesure de la variabilité de X(ξ) autour de sa valeur moyenne. On peut
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déterminer la variance de X en utilisant l’équation suivante :

σ2
X =

Np∑
j=1

x̄j〈φj, φj〉 (2.8)

Les fonctions aléatoires sont décrites par le développement de Wiener-Hermite. Par
contre, dans le cas des fonctions non-gaussiennes, la précision de la convergence présentent
des insuffisances. Dans ce contexte, une correspondance optimale, établie par par Xiu et
Karniadakis (Xiu et Karniadakis 2003), généralise la notion du chaos polynômial au
cas non-gaussien. Cette généralisation conduit à la notion du chaos polynômial généralisé
(CPG), appelé aussi le développement de Wiener-Askey en raison de la correspondance
globale définie par le schéma d’Askey (Askey et Wilson 1985) qui est présenté dans le
tableau 2.1.

Variable aléatoire ξ Wiener-Askey PC φ(ξ) Support
Gaussienne Hermite ]−∞,+∞[
Uniforme Legendre [a, b]
Gamma Laguerre [0,+∞[
Beta Jacobi [a, b]

Table 2.1 – Correspondance entre le type de la base du chaos polynômial et le type de
distribution

2.3.2 Calcul pratique du développement en polynômes du chaos
polynômial généralisé

Le chaos polynômial généralisé permet la quantification des incertitudes dans le systéme
mécanique en se basant sur 3 étapes (Nechak, Berger et Aubry 2011) :

– Le choix de la base polynômiale appropriée au problème :
Le chaos polynomial généralisé permet la représentation d’une fonction aléatoire par
un développement en série de polynômes orthogonaux en liaison avec la loi de proba-
bilité la régissant (Schéma d’Askey) qui n’est pas en général connue. Générallement,
un test avec la méthode de Monte Carlo doit d’abord être réalisé pour estimer la loi
de distribution de la fonction aléatoire.

– Le choix de l’ordre de troncation Np :
Le choix de l’ordre du chaos p est nécessaire afin de guarantir la précision de l’ap-
proximation obtenue avec chaos polynômial généralisé. En pratique, cet ordre est
fixé par une étude de convergence qui évalue la qualité de la représentation avec
l’augmentation de l’ordre.
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– Le calcul des coefficients stochastiques :
Le calcul d’incertitude en utilisant le chaos polynômial généralisé nécessite la déter-
mination de Np + 1 modes stochastiques. Deux schémas d’implémentation peuvent
être utilisés : l’approche intrusive et l’approche non-intrusive. Dans l’approche intru-
sive, des techniques de projection de Galerkin sont utilisés afin d’exprimer le modèle
incertain sous forme d’un système d’équations couplées et déterministes en gardant
les mêmes propriétés de linéarité du système original (Ghanem et Spanos 1991).
Le calcul des modes stochastiques nécessite donc le passage par l’adaptation d’un
algorithme de calcul correspondant à la nature du système d’équations résultant.
L’avantage de cette approche est la nécessité d’un seul calcul pour la détermina-
tion des coefficients stochastiques. Cepandant, dans le cas des systèmes non linéaires
et des systémes dont le nombre de paramètres incertains est grand, cette approche
devient très côuteuse au sens de calcul.
Les inconvénients de l’approche non intrusive rendent la deuxiéme approche très
intéressante. Cette derniére ne nécessite aucune modification du modèle incertain
initial pour le calcul des coefficients stochastiques. L’approche non intrusive se ré-
sume à projeter directement la solution stochastique sur la base du chaos polynômial
généralisé.

Dans la suite, l’approche non-intrusive est utilisée.

2.3.2.1 Approche non-intrusive

L’avantage principal de l’approche non-intrusive est le fait qu’elle ne nécessite que
quelques calculs de solutions déterministes en un nombre fini de points du domaine de
variation probabiliste. Deux techniques sont utilisées pour le calcul des coefficients sto-
chastiques à savoir la méthode de projection spectrale non-intrusive (NISP) et la méthode
de régression.

Technique de projection spectrale non-intrusive (NISP) Pour la méthode NISP,
une fois la solution est exprimée dans la base du chaos polynômial généralisé , elle y
est projetée ce qui permet de déterminer directement les coefficients stochastiques par
l’équation (eq.2.9) :

−
X i,j(x) = < Xi(x, ξ), φj(ξ) >

< φj(ξ), φj(ξ) >
= 1
< φj

2 >

∫
Xi(x, ξ).φj(ξ).W (ξ)dξ, j = 0, .., Np (2.9)

Le coefficient
−
X i,j(x) mesure la corrélation entre la fonction Xi(x, ξ) et le polynôme
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φ(ξ). Le dénominateur dans l’équation (eq.2.9) est défini par des produits internes entre des
polynômes identiques. Le calcul du numérateur dans l’expression (eq.2.9) passe par le calcul
d’intégrales multidimensionnelles le long du support probabiliste du vecteur aléatoire ξ.
Différentes méthodes sont utilisées pour approximer ces intégrales telles que les techniques
numériques de Monte Carlo, la méthode de Simpson ou les méthodes de collocation de
Gauss(Nechak, Berger et Aubry 2010). L’approximation de l’intégrale (eq.2.9) est
donnée par :

−
X i,j(x) = 1

< φ2
j >

Q∑
k=1

Xi(x, ξk).φj(ξk).W (ξk), j = 0, .., Np (2.10)

Les points ξ(k) sont les points d’intégration de Gauss appelés aussi points de collocations
et qui sont donnés par les racines du polynôme φj de degré p tandis que les W (ξ(k))
représentent les poids d’intégration de Gauss.

La technique de régression La méthode de régression consiste à calculer les modes
stochastiques de façon à minimiser, au sens des moindres carrés, l’écart ε entre la solution
du modèle stochastique et son approximation(Blatman et Sudret 2008).

ε =
Q∑
k=1

Xi(x, ξ(k))−
P∑
j=0

−
X i,j(x) ψj(ξ(k))

 (2.11)

La méthode de régression requiert un nombre Q de simulations supérieur au nombre
de coefficients modaux à calculer, d’où Np + 1 < Q . Cette condition est nécessaire pour
que la solution du problème des moindres carrés correspondant soit admissible. Q définit
le nombre de simulations correspondant à un jeu de valeurs ξ(k).

En désignant Xi = (Xi(x, ξ(1)), ..., Xi(x, ξ(q))) le vecteur des simulations correspondant
au jeu

{
ξ(q)

}
,
−
X i,j =

−
X i,0, ...,

−
X i,Np)T le vecteur des coefficients modaux et Z la matrice

d’éléments zq,l = ψj(ξ(q)) telle que la matrice (UTU) est non singulière. La solution optimale
du problème classique des moindres carrés est donc exprimée comme suit :

−
X i,j = (ZTZ)−1

ZTXi (2.12)
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2.3.2.2 Critères de choix de l’ordre optimal de troncation

Un critère peut être utilisé pour choisir l’ordre optimal de troncation et qui est lié
au nombre de calculs directs Q < N (nombre de points de collocation de Gauss), avec
Q = (p+ 1)r et N est le nombre d’échantillons utilisés avec Monte Carlo.

2.4 Etude d’un actionneur en alliage à mémoire de
forme en présence d’incertitude

De nombreux chercheurs ont mené des études approfondies sur la micro-technologie.
Cette technique peut être utilisée pour développer de nombreux systèmes de hautes per-
formance et de petite taille dans divers domaines tels que la communication, l’automobile,
l’aérospatial, le génie civil et le domaine médical (Frotscher et al. 2011 ; Kohl et al.
2000 ; Nisar et al. 2008 ; Jodway et Hülsmann 2006 ; Song, Ma et Li 2006 ; Jani,
Leary et Subic 2014 ; Hong et al. 2015 ; Bil, Massey et Abdullah 2013 ; Kheiri-
khah, Rabiee et Edalat 2010 ; Petrini et Migliavacca 2011 ; Sun et al. 2012 ; Kohl
2004). Les matériaux intelligents tels que les matériaux piézoélectriques et les alliages à mé-
moire de forme (AMF) ont été utilisés dans la conception des micro systèmes (Huang et al.
2004 ; Hoxhold et Büttgenbach 2008 ; Paik, Hawkes et Wood 2010 ; Bellouard
2008 ; Kuila et Stamm 2011 ; Konig et al. 2010).

Le comportement de ces matériaux permet la conversion de l’énergie mécanique en
énergie thermique et électrique pour les capteurs et inversement pour les actionneurs. Cer-
tains micro systèmes nécessitent un actionneur attrayant pour les applications sensibles.
Les actionneurs en AMF semblent être les plus utilisés pour une telle application. En fait,
ce matériau présente une grande déformation qui peut être converti en déplacement. Pour
cette raison, l’actionneur en alliage à mémoire de forme a été utilisé pour l’application de
micro pompe (2.1). Un tel actionneur convertit l’apport d’énergie thermique ou électrique
en énergie mécanique. L’actionneur utilisé dans notre étude est constitué de deux mem-
branes en NiT i (Benard et al. 1997 ; Benard et al. 1998 ; Merzouki, Duval et Zineb
2012).

Ces deux membranes fonctionnent d’une manière antagoniste. En effet, le chauffage
d’une membrane permet le déplacement de la micro pompe dans un sens et le chauffage
de l’autre membrane permet le déplacement dans l’autre direction. Pendant le chauffage
de n’importe quel diaphragme, l’autre est refroidi. Il est bien connu que l’étude numérique
de tel actionneur en alliage à mémoire de forme sans prendre en compte les incertitudes
de différents paramètres a grandement attiré l’attention des chercheurs. Cependant, les
paramètres du système peuvent souffrir d’un manque de précision. En conséquence, il
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existe de nombreuses sources d’incertitude, telles que les caractéristiques du matériau, que
nous devons introduire dans nos travaux afin d’assurer la fiabilité des résultats (Dammak
et al. 2017a).

2.4.1 Description du micro actionneur en AMF

L’actionneur adopté en cette étude a été analysé par la méthode des éléments finis
dans (Merzouki, Duval et Zineb 2012) comme indiqué dans la figure 2.1. Il considère
deux membranes formés en NiT i à l’état martensitique à la température ambiante. Ils
ont initialement une forme plate et sont liés ensemble par une couronne dans le contour
extérieur et par une entretoise intermédiaire en silicium.

(a) Micro pompe initiale (b) Après le chauffage de la membrane
supérieure en NiT i

(c) Après le chauffage de la membrane
inférieure en NiT i

Figure 2.1 – Croquis de la section transversale de l’actionneur NiTi : e est l’épaisseur de
la membrane, Dm est le diamètre de la membrane, Ds est le diamètre de l’espaceur, Ls est
la longueur de l’espaceur (Merzouki, Duval et Zineb 2012).

Cet assemblage induit un champ de contrainte de flexion sur les membranes condui-
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sant à une martensite orientée et à un état de déformation récupérable par un chargement
thermique induisant une transformation martensitique inverse. Lorsque la membrane supé-
rieure est chauffée, elle devient austénitique et récupère la déformation, ainsi l’actionneur
se déplace vers le bas, entraînant une déviation supplémentaire dans l’autre membrane.
Le refroidissement lui permet de revenir à un état martensitique. Lorsque la membrane
inférieure est chauffée, elle devient austénitique et provoque la déformation, de sorte que
l’actionneur se déplace dans l’autre sens.

Le principe de l’actionneur est montré dans la figure 2.1. Dans cette étude, le chauffage
de l’actionneur en AMF est proposé en appliquant un courant électrique. Le refroidissement
se produit dans des conditions de convection libre dans l’air.

2.4.2 Analyse numérique de l’actionneur en AMF

Les paramètres géométriques de la micro pompe sont illustrés dans la figure 2.1(a). Sa
forme est caractérisée par une épaisseur de 0,01mm et un diamètre de 3mm. L’espaceur
intermédiaire entre les deux membranes est 1,5mm de long et 0,5mm de diamètre.

Figure 2.2 – Deux membranes de modèle 3D de la micro pompe.

Tout d’abord, Les membranes sont présentées dans un modèle 3D et sont maillées à
l’aide de l’élément coque (Figure2.2). Chaque élément a trois nœuds avec six degrés de
liberté à chaque nœud : trois translations dans les axes nodaux et trois rotations pour les
trois directions. Les propriétés des matériaux considérés dans la simulation présentée sont
donnés dans le tableau 2.2 qui correspond au NiT i alliage. Les paramètres du matériau
sont respectivement : le module de Young E, le coefficient de Poisson ν, le paramètre
de durcissement h, la limite d’élasticité R, le paramètre d’échelle de température β, la
température de référence Mf et la contrainte de transformation maximale εL. Le modèle
élement fini est introduit dans logiciel ANSYS en utilisant les propriétés du matériau
données dans le tableau 2.2.
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Table 2.2 – Paramètres du matériau de la structure (Bisegna et al. 2014)

E(MPa) ν h(MPa) R(MPa) β(MPaK−1) Mf (K) εL

53000 0.36 1000 50 2.1 223 0.04

Le trajet de chargement appliqué sur les deux membranes est illustré à la figure 2.3. La
première étape (AB) correspond au processus d’orientation des variantes de la martensite
dans les deux membranes en NiT i. La deuxième étape (BC) correspond au chargement
thermique des membranes au-dessus de la température finale de l’austénite Af . Lorsque la
première membrane est librement refroidie, la seconde est chauffée comme présentée à la
figure 2.3.

Figure 2.3 – Chargement thermique pour les deux membranes en NiT i.

Les étapes 1− 2 et 2− 3 correspondent au chauffage et au refroidissement de la mem-
brane supérieure. Les étapes 3−4 et 4−5 correspondent au chauffage et au refroidissement
de la membrane inférieure où la membrane supérieure est refroidie. Dans cette étude, la
température ambiante et le niveau de chauffage étaient fixés à 293 K et 473 K respective-
ment.

2.4.3 Résultats déterministes et discussion

Figure 2.4(a) montre le déplacement de l’actionneur au cours des différentes étapes.
Figure 2.4(b) donne le déplacement en fonction de la température appliquée pendant le
chauffage de la membrane supérieure.
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(a) Déplacement pendant les étapes : 0-5 (b) Déplacement en fonction de la température.

Figure 2.4 – Déplacement de l’actionneur.

Le déplacement augmente avec la température de chauffage. Il semble que l’actionneur
commence à se déplacer à la température 324,5 K. On peut observer que lorsque la tempé-
rature de chauffage atteint 378,5 K, le déplacement sature en une valeur asymptotique en
continuant d’augmenter légèrement. En fait, cela correspond à la transformation inverse
complète de la martensite en austénite.

La modélisation de la micro-pompe enNiT i est réalisée en supposant que les paramètres
du matériau sont constants mais dans la réalité, ce n’est pas le cas. Pour être plus proche
de l’effet des paramètres du matériau sur la réponse de l’actionneur, ceux-ci seront utilisés
comme paramètres incertains. Dans la section suivante, une analyse détaillée de la prise
en compte de l’incertitude dans les paramètres du matériau est réalisée. L’objectif est
de trouver la distribution de probabilité optimale afin de modéliser la propagation de
l’incertitude à travers la micro pompe.

2.4.4 Analyse probabiliste proposée

Dans cette section, la variabilité des paramètres incertains dans le cas de micro pompe
est présentée. La méthode du chaos polynomial généralisée (CPG) est implémentée et in-
tégrée dans la simulation par éléments finis. Le moyenne et l’écart type du déplacement ont
été calculés. Ensuite, les résultats de CPG sont comparés à ceux obtenus avec la méthode
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de Monte Carlo (MC) (1500 simulations). Les distributions de probabilité uniforme et nor-
male sont traitées afin de décrire les paramètres aléatoires. L’objectif de cette section est
de déterminer la distribution de probabilité la plus appropriée pour cette application. En
réalité, aucune étude ne confirme la validité d’une distribution de probabilité clairement
définie pour l’étude de ce cas. Notre jugement est basé sur les résultats de la simulation de
Monte Carlo qui sont pris comme référence.

2.4.4.1 Distribution uniforme de l’incertitude

Dans cette partie, une distribution de probabilité uniforme est utilisée pour introduire
la dispersion des paramètres du matériau. Les paramètres sont choisis pour suivre une
distribution uniforme autour de leurs valeurs nominales de 10%. Le tableau 2.3 donne une
idée sur les différents paramètres incertains choisis dans cet exemple.

Table 2.3 – Characteristiques des paramétres du matériau uncertains

E(MPa) ν h(MPa) R(MPa) β(MPaK−1)
[47700; 58300] [0.324; 0.396] [900; 1100] [45; 55] [1.89; 2.31]

Pour étudier ce système mécanique, la méthode de Monte Carlo consiste à créer dans un
premier temps une grille des valeurs incertaines des paramètres, puis à calculer la quantité
d’intérêt du système pour chaque valeur de la grille. Dans cette partie, la quantité d’intérêt
est analysée pour 1500 simulations. Figure 2.5 présente la distribution des variables d’entrée
(E, ν, h, R, β) dans le cas d’une distribution uniforme. Les polynômes de Legendre sont
utilisés pour les incertitudes uniformes.

Ces polynômes sont écrits en utilisant la relation de récurrence comme suit :


(n+ 1)PLn+1(x) = (2n+ 1)xPLn(x)− nPLn−1(x)
PL0(x) = 1
PL1(x) = x

(2.13)
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(a) E (b) ν

(c) h (d) R

(e) β

Figure 2.5 – Distribution de probabilité uniforme des paramètres du matériau.

La validité de la méthodologie proposée et l’influence de l’ordre p du chaos polynôme
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généralisé sont étudiés. Pour atteindre cet objectif, le déplacement de la micro-pompe sera
présentée en faisant varier la valeur de p.

Figure 2.6 – Valeur moyenne de déplacement de la micro-pompe pour une distribution
uniforme.

Figure 2.7 – Écart type de déplacement de la micro-pompe pour une distribution uni-
forme.
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Les figures 2.6 et 2.7 montrent que dans le cas de p = 1, les courbes obtenues par la
méthode CPG et celles obtenues par MC présentent une différence. En fait, il n’ya pas
assez de termes de chaos pour présenter convenablement les résultats du système. Comme
p augmente, les résultats obtenus par CPG semblent être meilleurs. En conséquence, pour
p = 3, le déplacement de la micro-pompe sont proches des simulations de MC.

2.4.4.2 Distribution normale de l’incertitude

Dans cette section, une loi de probabilité normale est utilisée pour introduire la dis-
persion des paramètres de matériau. Le module de Young E, le coefficient de Poisson
ν, le paramètre de durcissement h, la limite d’élasticité R et le paramètre d’échelle de
température β sont supposés être des variables aléatoires et sont définis comme suit :



E = E0 + σE ξ

ν = ν0 + σν ξ

h = h0 + σh ξ

R = R0 + σR ξ

β = β0 + σβ ξ

(2.14)

Où E0, ν0, h0, R0 et β0 sont les valeurs moyennes et σE, σν , σh, σR et σβ sont les
écarts-types associés.

Dans ce cas, les polynômes Hermite sont les mieux utilisés pour traiter les incertitudes
normales. Les polynômes d’Hermite sont présentés en utilisant la relation de récurrence
comme suit :


PH0(x) = 1

PHn(x) = x.PHn−1(x)− dPHn−1(x)
dx

(2.15)

La figure 2.8 présente la distribution des variables d’entrée (E, ν, h, R,β) dans le cas
d’une distribution normale. Cette figure montre la distribution normale des paramètres
mentionnés pour un écart type égal respectivement à 5% et 10%. La valeur moyenne et
l’écart type de déplacement de la micro pompe sont calculés par la méthode du chaos
polynomial généralisé.
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(a) E (b) ν

(c) h (d) R

(e) β

Figure 2.8 – Distribution de probabilité normale des paramètres du matériau :(gris) écart
type (sd)= 5%, (bleu) écart type (sd)=10% .
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Figure 2.9 – Valeur moyenne de déplacement de la micro pompe pour une distribution
normale

.

Figure 2.10 – Écart type de déplacement de la micro pompe pour une distribution nor-
male.

Les résultats obtenus dans cette section sont également comparés à la méthode de
Monte Carlo pour 1500 simulations. Dans la section précédente, l’ordre p du CPG est fixé
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à p = 3. Dans cette partie, la sensibilité de l’écart type (sd) de la réponse du système
de la distribution normale est étudiée. Pour atteindre cet objectif, la valeur moyenne et
l’écart type de déplacement est déterminé en faisant varier l’écart type de 5% à 10%. Les
résultats obtenus sont comparés aux simulations de MC. D’aprés les figures 2.9 et 2.10,
la valeur moyenne et l’écart type (sd) de déplacement de la micro-pompe semblent fournir
une bonne précision par rapport aux simulations de la méthode MC pour un écart type
sd = 5%. Lorsque nous augmentons cette valeur à sd = 10%, l’erreur augmente.

2.4.5 Distribution de probabilité optimale

Le choix d’une distribution de probabilité optimale est nécessaire dans la modélisation
de la propagation de l’incertitude dans un système. En général, si la plage de variation des
paramètres incertains est non bornée et que la moyenne et l’écart type de ces paramètres
sont connus, une loi normale doit être choisie. Dans le cas où la plage de variation est
bornée, la distribution uniforme doit être utilisée (Beyaoui et al. 2016).

Figure 2.11 – Valeur moyenne de déplacement de la micro-pompe pour une distribution
uniforme et normale

Fatma ABID 47



Chapitre 2. Approche robuste basée sur le chaos polynomial généralisé des systèmes
mécaniques

Figure 2.12 – Écart type de déplacement de la micro-pompe pour une distribution uni-
forme et normale.

Dans ce chapitre, l’actionneur est étudié avec des distributions uniformes et normales.
L’ordre du chaos polynomial est fixé à (p = 3). Les figures 2.11 et 2.12 montrent que les
résultats obtenus par des distributions uniformes sont bien plus proche de ceux donnés
par la méthode de Monte Carlo. En conséquence, la distribution uniforme est plus efficace
pour modéliser l’incertitudes sur les paramètres du matériau pour un micro actionneur en
AMF.

2.5 Etude d’une prothèse de hanche en présence d’in-
certitude

La prédiction du comportement mécanique d’un os est un processus complexe qui a
beaucoup retenu l’attention des chercheurs dans le domaine de la biomécanique. Les pro-
priétés de l’os changent d’un endroit à un autre. On distingue deux types principaux de
tissu osseux. La partie interne est un os spongieux caractérisé par une porosité supérieure,
une vascularisation plus élevée et une capacité à absorber de l’énergie avant la fracture. Ce
type d’os s’appelle os spongieux. L’os de la partie externe est caractérisé par un os compact.
C’est ce qu’on appelle l’os cortical (Kharmanda 2015). La composition et la structure
de l’os affectent ces paramètres du matériau. En effet, la composition dépend de la nu-
trition, des maladies et des propriétés mécaniques. Kopperdahl et Kevery (Kopperdahl
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et Keaveny 1998) ont présenté une étude expérimentale sur des spécimens bovins et hu-
mains. Les expériences montrent que le module de Young est lié à la densité osseuse. Dans
(Keyak, Lee et Skinner 1994), les auteurs étudient la relation entre les caractéristiques
mécaniques et la densité de cendres de l’os spongieux. Kharmanda (Kharmanda 2015) a
étudié la fiabilité d’une prothèse de hanche présentant de nouvelles propriétés de matériau.
Kharmanda et al. (Kharmanda 2016) intègrent également l’optimisation multi-objectifs
dans une conception améliorée de prothèse de hanche sans ciment. Il est à noter que l’étude
numérique d’un tel système biomécanique sans prendre en compte les incertitudes de dif-
férents paramètres a fait l’objet des nombreux publications. Néanmoins, les paramètres du
matériau peuvent souffrir d’un manque de précision en raison de la mesure expérimentale
de ces paramètres. Par conséquence, cette partie propose une méthodologie pour prendre
en compte l’incertitude dans un matériau osseux pour un système de prothèse de hanche.

Figure 2.13 – Prothèse de hanche en 3D.

2.5.1 Modèle et matériaux utilisés

Le système biomécanique considéré consiste en une prothèse de hanche sans ciment.
Pour simplifier, un modèle 2D est considéré pendant le processus d’incertitude. Une illus-
tration de la tige étudiée est illustrée à la Figure 2.14. La simulation numérique de la réponse
de la prothèse de hanche est réalisée à l’aide du logiciel commercial ANSYS. Concernant la
discrétisation de ce système, 220, 699 et 557 éléments ont été adoptés respectivement pour
la structure spongieuse, corticale et métallique. Le nombre d’éléments pris en compte dans
cette analyse est de 1476 éléments (8 nœuds / PLANE 82) et le nombre total de nœuds
est de 4825 nœuds.
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Figure 2.14 – Tige solide 2D avec les différentes couches.

Table 2.4 – Paramètres du matériau pour la prothèse de hanche

Paramètres E(MPa) ν σy(MPa)
Ti-6Al-4V alloy 110000 0.3 825

Cortical 17000 0.3 132
Cancellous (Trabercular) 761 0.3 10.53

D’aprés le tableau 2.4, l’os cortical est un matériau homogène et isotrope caractérisé par
un module de Young E = 17GPa, un coefficient de Poisson ν = 0, 3 et une contrainte de
rendement expérimentale σy = 132MPa. Pour la couche d’os spongieux, elle est supposée
être un matériau homogène et isotrope avec un module de Young E = 761MPa, un coef-
ficient de Poisson ν = 0, 3 et une contrainte de rendement expérimentale σy = 10, 53MPa

(Kharmanda 2016). L’alliage de titane est considéré comme le meilleur matériau bio
compatible. En conséquence, le matériau de la tige femorale est en alliage Ti− 6Al − 4V .
Les caractéristiques du matériau de cette tige sont respectivement le module de Young
E = 110GPa, le coefficient de Poisson ν = 0, 3 et la contrainte de rendement expérimental
est σy = 825MPa. De la figure 2.15(a), nous pouvons distinguer les différentes parties qui
forment la prothèse de hanche. La couche A1 présente la partie tige, A2 contient les couches
spongieuses et A3 contient les couches corticales .
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(a) (b)

Figure 2.15 – (a) Prothèse de hanche 2D utilisant le logiciel ANSYS (b) Modèle de
maillage.

2.5.2 Conditions aux limites

Dans cette étude, trois conditions de charges quotidiennes sont supposées et corres-
pondent respectivement à la position d’une jambe (L1), au mouvement d’abduction (L2)
et à l’adduction (L3), comme indiqué sur la Figure 2.16. Les conditions aux limites à l’ex-
trémité distale n’ont aucun effet sur les contraintes dans la région proximale. La fixation
est faite sur l’os cortical afin d’éviter le mouvement du corps rigide (Kharmanda 2016).

Figure 2.16 – Conditions aux limites de la prothèse de hanche.
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2.5.3 Résultats déterministes de la prothèse de hanche

Dans cette partie, le système de prothèse de hanche est réalisé sans tenir compte des
incertitudes. Selon (Kharmanda 2016), le troisième cas de chargement (L3) est le plus
critique. La figure 2.17 montre la distribution de la contrainte de von mises pour le cas
d’adduction. La contrainte de von mises maximale est située dans la région inférieure droite
de la couche corticale. Le tableau 2.5 montre les valeurs de contrainte de l’os de la tige
étudié pour le cas de chargement (L3). Pour l’os spongieux, la contrainte maximale est
σ2
max = 5.63. Pour l’os cortical, il s’agit de σ1

max = 15.59 et pour la partie métallique, σMmax
= 11.28. Les résultats obtenus sont conformes à Kharmanda (Kharmanda 2016).

Figure 2.17 – Résultats de la simulation déterministe

Table 2.5 – Paramètres de sortie de la simulation tige-os

Paramètres de sortie (MPa) L3

σ1
max 15.59
σ2
max 5.63
σMmax 11.28

2.5.4 Analyse probabiliste proposée

Dans cette section, la variabilité des paramètres incertains dans le cas de la prothèse de
hanche est présentée. La méthode du chaos polynomial généralisé (CPG) est implémentée
et intégrée à la simulation par la méthode des éléments finis. L’objectif de cette partie est
d’étudier la robustesse de ce système qui fonctionne en présence des incertitudes liées aux
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caractéristiques des matériaux. La distribution de probabilité uniforme est utilisée dans
ce cas. Les paramètres sont choisis pour suivre une distribution uniforme autour de leurs
valeurs nominales ±10%. Le tableau 2.6 donne une idée des différents paramètres incertains
choisis. Traiter la méthode de Monte Carlo pour étudier cette prothèse de hanche consiste
à créer dans un premier temps une grille de valeur à partir des paramètres incertains, puis à
calculer la quantité d’intérêt du système pour chaque valeur de la grille. Dans cette partie,
la quantité d’intérêt est analysée pour 200 simulations.

Table 2.6 – Caractéristiques des paramètres du matériau incertains

Paramètre Ecortical(MPa) Ecancellous(MPa)
Valeur U[15300 ;18700] U[684.9 ;837.1]

Dans cette partie, la validité de la méthode proposée et l’influence de l’ordre p du chaos
polynomial généralisé sont étudiées. Pour atteindre cet objectif, le contrainte de von mises
de la prothèse de hanche sera mise en évidence en faisant varier la valeur de p.

Les figures 2.18 (a), (b), (c) et (d) présentent l’évolution de l’amplitude de la contrainte
de von mises en fonction des deux paramètres incertains par les deux méthodes stochas-
tiques MC et CPG. En considérant le troisième cas de chargement quotidien, on peut
noter une influence significative du module de Young des couches corticales et spongieuses
sur les paramètres de sortie. Lorsque on augmente la valeur du module de Young de l’os
cortical, la valeur maximale des contraintes de von mises augmente. En conséquence, on a
une influence positive. Cependant, lorsque on augmente le module de Young de l’os spon-
gieux, la contrainte maximale de la couche spongieuse diminue. on a donc une influence
négative.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 2.18 – Amplitude de la contrainte de von mises pour p = 1 en fonction des
paramètres du matériau : Ecortical et Ecancellous.

Il est intéressant de noter une différence entre les courbes obtenues par la méthode
de Monte Carlo et les simulations du chaos polynomial généralisé pour une faible valeur
de p. Ce résultat est plausible car il n’ya pas assez de termes de CPG pour présenter
correctement la réponse incertaine de ce système biomécanique. Le résultat obtenu est
évalué par (Dammak et al. 2017a). En augmentant l’ordre p du polynôme à 3, les courbes
sont similaires à celles de référence obtenues par la méthodeMC. Pour les deux paramètres
incertains, nous trouvons qu’un ordre p = 1 est insuffisant pour donner une réponse CPG
qui suit celle obtenue par l’approche MC, comme indiqué dans la figure 2.19.
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(a) (b)

Figure 2.19 – Distribution de la probabilité du contrainte de von mises pour p = 1 : (a)
σ1, (b) σ2

La figure 2.20 présente la valeur de le contrainte de von mises en fonction de l’ordre p
pour les deux paramètres incertains avec une variation de ±10%. On note une convergence
des valeurs des paramètres de sortie pour un ordre p = 3.

(a) (b)

Figure 2.20 – Moyenne de contrainte mise en place : (a) σ1, (b) σ2.

Le tableau 2.7 montre les caractéristiques principales de chaque technique. Il est à noter
que la technique MC est très puissante pour résoudre la complexité des systèmes avec des
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paramètres aléatoires. Dans cette étude, 200 échantillons des deux variables d’entrée sont
calculés. Selon les résultats de la table 2.7, cette méthode nécessite un temps de calcul élevé
pour obtenir une précision raisonnable des résultats. La méthode du chaos polynomial
généralisé (CPG) peut être considérée comme la meilleure technique pour prendre en
compte les incertitudes. Cette méthode est plus efficace que la méthode de Monte Carlo.

Table 2.7 – Résumé des résultats de MC et de CPG

- Monte Carlo CPG (r=2, p=3)
Nombre de simulations 200

Moyenne de contrainte σ1 15.5904 15.5903
Moyenne de contrainteσ2 5.6295 5.6294

Ecart type de contrainte σ1 0.068 0.068
Ecart type de contrainte σ2 0.024 0.024

Temps MC(s) 663.45
Temps CPG(s) 2.63

2.6 Conclusion

La méthode de chaos polynomial est une alternative à la méthode de Monte Carlo, no-
tamment pour le traitement des problèmes de propagation d’incertitudes dans les modèles
mécaniques. Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de chaos polynomial gé-
néralisé pour la détermination des quantités d’intérêt dans le cas des systémes mécaniques
formés en alliage à mémoire de forme et des systémes biomécaniques. Cette méthode est ba-
sée sur la projection des quantités d’intérêts dans une base stochastique particulière. Après
avoir défini la notion de propagation d’incertitudes, plusieurs approches ont été introduites
pour représenter cette propagation. L’étude bibliographique nous a conduit à choisir l’ap-
proche du chaos polynomial généralisé non intrusive. Cette méthode présente l’avantage
de prendre en compte les incertitudes sans aucune modification du système initial. On
est ensuite intéressé au développement mathématique de l’approche du chaos polynomial
généralisé (CPG). Le CPG est formulé pour l’analyse de la propagation des incertitudes
pour le calcul des quantités d’intérêt, où la variabilité porte sur les paramétres du maté-
riau. Ces paramètres sont modélisés par des variables aléatoires normales et uniformes. La
mise en oeuvre de la méthode et sa comparaison avec les résultats de référence obtenus
par les simulations Monte Carlo montrent l’efficacité et la bonne précision de cette mé-
thode, aussi bien pour le calcul des quantités d’intérêt linéaire que celles qui sont fortement
non linéaires. Dans ces exemples d’applications, le coût de CPG proposé est minimal par
rapport à celui des simulations de Monte Carlo. Lors de la conception d’un systéme, les
comcepteurs doivent optimiser ces performances. Cependant, la conception optimisée sans
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tenir en compte de l’incertitude sur les paramétres peut ne pas respecter certains critéres
de fiabilité. Ainsi, l’optimisation fiabiliste est une nouvelle discipline qui consiste à trouver
le compromis entre un côut minimum et une fiabilité cible. L’objectif du chapitre 3 est
de déterminer la meilleur méthodologie à suivre pour l’optimisation fiabiliste des systémes
mécaniques comportant des paramétres incertains.
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Chapitre 3. Optimisation fiabiliste des systémes mécaniques

3.1 Introduction

La détermination de la conception optimale d’un systéme mécanique est l’une des pré-
occupations majeurs pour l’ingénieur. Cette conception doit guarantir plusieurs critéres tel
que la durabilité et la fiabilité. L’objectif de l’optimisation est donc de trouver le meilleur
dimensionnement qui permet de réduire le côut et de satisfaire les performances. Génera-
lement, l’optimisation est modélisée mathématiquement par un probléme de minimisation
d’une fonction objective sous des fonctions d’état limite. Cette problématique est résolue
à l’aide des algorithmes itératifs.

A partir d’une conception initiale comportant des variables de conception, l’optimisa-
tion permet la détermination d’une conception optimale qui vérifie les critéres de perfor-
mance. L’optimisation des systémes sans prise en compte des incertitudes peut conduire
à un grand risque de défaillance de la conception c’est à dire le non respect de la fiabilité
espérée. Afin de concevoir des structures fiables et économiques à la fois, plusieurs mé-
thodes d’optimisation fiabiliste ont été développées. Ces méthodes ont été appliquées dans
plusieurs domaines : le mécatronique (Makhloufi, Aoues et El Hami 2016), le vibro-
acoustique (Dammak et al. 2017b), l’aérodynamique (El Maani et al. 2018 ; El Maani
2016), la biomécanique (Kharmanda et El Hami 2016 ; Kharmanda et El Hami 2017)
et le génie civil (Kusano et al. 2014).

Dans ce chapitre, nous présentons la méthodologie de l’optimisation déterministe. Par la
suite, nous développons les différentes méthodes de l’optimisation fiabiliste. Une extension
de ces méthodes dans le cas des systémes formés en alliage à mémoire de forme est proposé
ensuite.

3.2 Optimisation des structures

L’idée de la conception optimale des structures en mécanique est l’une des préoccupa-
tions majeures pour l’ingénieur. Cette idée n’est possible que depuis quelques décennies et
ceci grâce à l’avénement de l’ordinateur. Basée sur une conception initiale caractérisée par
un certain nombre de paramétres appelées variables de conception, l’optimisation vise à
trouver la meilleure conception au regard des critères liés à la performance de la structure.
la solution trouvée est qualifiée de conception optimale.

D’aprés la littérature, les techniques d’optimisation peuvent être divisées en trois grandes
catégories selon la nature des variables de conception :

– Optimisation de la conception : elle permet d’améliorer le modèle structural dont la
topologie et la forme sont fixes. Les variables de conception sont donc les dimensions
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Figure 3.1 – Problémes d’optimisation de structure.

transversales d’une structure telle que par exemple la section, l’épaisseur . . .
– Optimisation de forme : elle permet de modifier la géométrie de la structure avec une
topologie fixée. Les variables de conception sont donc des paramètres représentant
les frontières du domaine.

– Optimisation de la topologie : permet de contrôler, en plus de la géométrie, la topo-
logie de la pièce. Elle est appelée aussi optimisation de forme généralisée. elle permet
de changer fondamentalement la structure d’une piéce mécanique.

3.2.1 Formulation du problème d’optimisation

L’optimisation de la conception consiste à trouver les paramètres intervenant dans la
conception, qui minimisent une fonction objective en vérifiant des contraintes de perfor-
mance mécaniques, géométriques et physiques. Le problème d’optimisation est défini par :

min
x

: f(x)

tq :

 gk (x) ≤ 0, k = 1, .., K
hj (x) = 0, j = 1, .., L

(3.1)

Avec x représente le vecteur des variables d’optimisation, f(x) est la fonction objective,
gk et hj représentent respectivement les contraintes d’inégalité et les contraintes d’égalité.
Généralement, les algorithmes d’optimisation convergent vers un minimum local. En effet,
le résultat peut être un minimum global, mais ce n’est pas toujours le cas. Un minimum
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local représente le point où la valeur de la fonction est inférieure à celle des points voisins.
Cependant, un minimum global est le point où la valeur de la fonction est inférieure à tous
les autres points. Figure 3.2 présente une fonction à une variable avec un minimum global
et des minimums locaux.

Figure 3.2 – Minimum local et minimum global.

Un système mécanique implique un grand nombre de variables de conception pour
décrire la structure et peut contenir plusieurs modes de défaillance conduisant à une grande
complexité dans la formulation de la conception optimale. Il est donc nécessaire d’introduire
l’analyse de fiabilité pour pouvoir équilibrer la sûreté du système et son coût. Afin d’illustrer
la différence entre l’optimisation déterministe et fiabiliste, on précise dans ce qui suit le
principe de chaque approche.

3.2.2 Optimisation de conception déterministe (DDO)

Le problème d’optimisation de l’équation (3.1) ne tient pas en compte de l’incertitude
des variables de conception. L’utilisation de l’approche d’optimisation déterministe (DDO)
permet donc d’assigner des facteurs de sécurité dans les fonctions de contraintes du pro-
blème d’optimisation dans le but d’augmenter la sûreté de sa conception et de compenser
la présence des incertitudes dans les variables de conception. Le choix de ces facteurs de
sécurité est basé sur l’expérience, par des essais représentatifs ou bien par une calibration
issue d’un schéma probabiliste. En effet, l’expérience du concepteur joue un rôle primor-
dial afin de choisir les coefficients de sécurité. Le problème d’optimisation déterministe est
illustré dans la figure 3.3. Ce probléme contient trois étapes :

1. Description de la géométrie de la structure par un modèle géométrique à l’aide d’un
logiciel CAO.
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2. Analyse du modèle à l’aide d’un logiciel des éléments finis.
3. Optimisation de la structure en minimisant une fonction objective sous des contraintes

données.

Figure 3.3 – Processus d’optimisation de conception déterministe.

Bien que l’optimisation structurale déterministe offre une conception optimale, des
difficultés au niveau de la conception sont cependant rencontrées lors de l’introduction
des incertitudes car les solutions optimales peuvent conduire à une baisse du niveau de la
fiabilité (Grandhi et Wang 1998). Pour cela, l’optimisation fiabiliste est nécessaire pour
obtenir des conceptions optimales et fiables à la fois.

3.2.3 Exemple d’une poutre en flexion

La figure 3.4 présente l’exemple d’une poutre en flexion soumise à une force concentrée
F . Le tableau 3.1 présente les propriétés mécaniques de la poutre.

Figure 3.4 – Shéma de la poutre en flexion.

La poutre est en acier de forme rectangulaire et de longueur L = 1000mm. Elle repose
sur deux supports : un appui simple du côté droit et un appui double du côté gauche. Cette
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Table 3.1 – Propriétés mécaniques de la poutre.

Module de Young (MPa) Coefficient de poisson Limite élastique (MPa)
210e3 0.3 235

poutre est sollicitée par une force concentrée F = 2000N située au premier quart de la
poutre.

L’objectif de ce problème d’optimisation est de minimiser le volume de la poutre sans
dépasser la contrainte admissible. Les variables de conception sont la largeur W et la
hauteur H. Pour tenir en compte les incertitudes, un coefficient de sécurité est appliqué
sur la limite élastique de la poutre. La contrainte maximale dans la poutre ne doit pas
dépasser 150MPa et les variables de conception doivent être comprises entre 10mm ≤
W ; H ≤ 50mm. Le problème d’optimisation est défini par l’équation suivante :

min
W,H

V = W × H × L

s.t. σadm ≤ 150MPa

10mm ≤ W ≤ 50mm
10mm ≤ H ≤ 50mm

(3.2)

Le tableau 3.2 présente les résultats du problème d’optimisation de l’équation (eq.3.2).
D’aprés ce tableau, le volume de la poutre est réduit et la contrainte maximale est égale à
150MPa. Les figures 3.5 (a) et 3.5 (b) montrent respectivement l’évolution de la fonction
objective et de la contrainte d’optimisation en fonction du nombre d’itérations.

Table 3.2 – Résultats de l’optimisation déterministe pour la poutre en flexion.

Point initial Point optimal
H (mm) 20 38.73
W (mm) 20 10
V (mm3) 4e5 3.87e5

σ (MPa) 281.25 150

3.3 Optimisation fiabiliste (RBDO)

Géneralement, l’utilisation des coefficients de sécurité dans l’optimisation ne garantit
pas un optimum avec un niveau de fiabilité approprié. Cela méne à un manque de robustesse
de la solution optimale. L’optimisation fiabiliste s’appuie donc sur l’analyse de la défaillance
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(a) (b)

Figure 3.5 – (a) Evolution de la fonction objective, (b) Evolution de la contrainte d’op-
timisation.

à chaque itération, dans le but de déterminer les rôles des incertitudes sur le système et
de concevoir des structures économiques et fiables à la fois. Les méthodes d’optimisation
fiabilistes ont été appliquées dans plusieurs domaines tels que le génie civile (Kusano et
al. 2014) , le mécatronique (Makhloufi, Aoues et El Hami 2016), le vibro-acoustique
(Dammak et al. 2017b), l’aérodynamique (El Maani et al. 2018 ; El Maani 2016)et le
biomécanique (Kharmanda et El Hami 2016 ; Kharmanda et El Hami 2017).

Dans le processus de l’optimisation fiabiliste (Figure3.6), on a deux boucles imbriquées :
une boucle d’optimisation de la fonction objective sous des contraintes physiques, géomé-
triques, fonctionnelles,.., et une boucle de fiabilité par une procédure d’optimisation pour
un état limite donné.

Figure 3.6 – Processus séquentiel de l’optimisation fiabiliste de conception.

Un problèmeRBDO est considéré comme un problème d’optimisation sous des contraintes
déterministes et probabilistes. La formulation de base de la RBDO s’écrit sous la forme
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suivante :

min
x

: f(x)

tq :

Pr[Gi(x, y) ≤ 0] ≤ P T
i , i = 1, ..,m

gk(x) ≤ 0, k = m+ 1, ..,M
(3.3)

Avec x est le vecteur des variables déterministes, y est le vecteur des variables aléa-
toires, f est la fonction objective, Pr[.] est l’opérateur de probabilité, Gi est la fonction de
performance, P T

i est le niveau de fiabilité cible, gk est la contrainte déterministe, m est le
nombre de fonctions de performance et M est le nombre total de contraintes.

3.3.1 Classification de l’optimisation fiabiliste

Les méthodes d’optimisation fiabiliste peuvent être classées en trois catégories princi-
pales :

Méthodes mono-niveauMLA (Mono-level Approches) Ces méthodes évitent l’éva-
luation itérative des limitations fiabilistes, dans le but d’accélérer la convergence vers l’op-
timum en formulant le problème en une seule boucle. Ces méthodes s’appuient sur l’ap-
proximation des moments statistiques de la réponse, transformant les contraintes fiabilistes
en des fonctions purement déterministes. L’analyse de fiabilité est effectuée par l’approche
basée sur les conditions d’optimalité KKT (Karush-Kuhn-Tucker), l’approche de la me-
sure de performance SLA (Single Loop Approach), ou L’approche AMA (Approximate
Moments Approach).

Méthodes à deux-niveaux DLA (Double-level Approaches) Ces méthodes em-
ploient deux boucles imbriquées, la boucle extérieure a pour objectif de chercher les pa-
ramètres optimaux et la boucle intérieure permet l’analyse de fiabilité de la configuration
choisie. L’avantage des approches à deux niveaux réside dans la simplicité d’implémenta-
tion dans les procédures d’optimisation des structures. L’analyse de fiabilité est effectuée
par l’approche de l’indice de fiabilité RIA (Reliability Index Approach) ou l’approche de
la mesure de performance PMA (Performance Measure Approach).

Méthodes séquentielles découplées SDA (Sequential Decoupled Approaches)
Les approches séquentielles découplées visent à transformer le problème en plusieurs cycles
d’optimisation déterministe résolus séquentiellement. Le lien entre les exigences de fiabilité
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et d’optimisation déterministe est assuré par des approximations ou par des analyses de
fiabilité exécutées séparément. En général, la conception est améliorée de cycle en cycle
jusqu’à la satisfaction des critères de convergence. L’analyse de fiabilité est effectuée par
la méthode SFA (Safety Factor Approach), la méthode SORA (Sequential Optimization
and Reliability Assessement) ou la méthode SPA (Sequential Approximate Programming).
Figure 3.7 montre une classification des différentes approches de la RBDO réalisées dans
des différents travaux de recherche. Cette classification est réalisée par (Aoues et Cha-
teauneuf 2010).

Figure 3.7 – Classification des différentes méthodes de la RBDO.

Dans les applications pratiques, le couplage entre les procédures d’optimisation et l’ana-
lyse de fiabilité conduit à une faible stabilité de la convergence et à des temps de calcul
très élevés. Il existe donc une motivation afin de développer des techniques efficaces pour
réduire le temps de calcul. Dans le but d’améliorer la performance numérique, Kharmanda
et al. ont développé une méthode untitulée la méthode hybride (Kharmanda, Moha-
med et Lemaire 2002 ; Kharmanda, Mohamed et Lemaire 2001 ; Kharmanda et al.
2009). Celle ci consiste à résoudre le problème d’optimisation et de fiabilité simultané-
ment. La solution est réalisée dans un espace hybride de conception (HSD) contenant les
variables déterministes et aléatoires. La méthode hybride satisfait un niveau de fiabilité
donné et réduit le temps de calcul. Cependant, le problème d’ptimisation fiabiliste devient
plus complexe que celui déterministe. Une autre méthode untitulée facteurs de sécurité
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optimal (OSF ) a été élaborée (Kharmanda et al. 2008 ; Kharmanda et al. 2014). La
solution optimale est obtenue en tenant compte du point de conception et des facteurs de
sécurité calculés à partir de la dérivée de la fonction de contrainte. Cette méthode permet
de réduire le temps de calcul par rapport à la méthode hybride. Une méthode hybride
robuste (RHM) est ensuite proposée (Yaich et al. 2017).

3.3.2 Approche classique

L’optimisation fiabiliste classique consiste à effectuer une analyse de la fiabilité. La
solution obtenue est utilisée dans le but de minimiser la fonction objective sous contraintes y
compris la contrainte de fiabilité. la procédure de cette optimisation est effectuée dans deux
espaces : l’espace physique et l’espace normé (Lemaire,Chateauneuf etMitteau 2005 ;
Frangopol et Hendawi 1994 ; Barakat, Malkawi et Ra’ed 1999). La résolution de
ce probléme se fait en utilisant n’importe quel algorithme en programmation non linéaire
tel que la méthode SQP .

Figure 3.8 – Algorithme de l’approche classique de l’optimisation fiabiliste.

L’approche classique de RBDO est réalisée par l’intégration de deux problèmes (Aoues
et Chateauneuf 2010) :

1. Problème d’optimisation
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Ce problème consiste à minimiser une fonction objective f(x) sous des contraintes
déterministes gk(x) ainsi les exigences de fiabilité. Il peut être défini par :

min
x

: f(x)

tq :

 gk(x) ≤ 0, k = 1, .., K
β(x, u) ≥ βt

(3.4)

Avec β(x, u) est l’indice de fiabilité et βt est l’indice de fiabilité cible.

1. Problème de fiabilité
L’indice de fiabilité β est calculé par la résolution de la minimisation de la fonction
d’état limite H(x, u) dans l’espace normalisé :

min

√∑
u2
i

tq : H(x, u) ≤ 0
(3.5)

Avec
√∑

u2
i est la distance dans l’espace aléatoire normalisé. Figure 3.8 présente l’al-

gorithme de l’approche classique. Cette approche demande un grand nombre de calcul
numérique dans les deux espaces. Dans cette approche, la convergence est atteinte au bout
d’un grand nombre d’itérations entre les procédures d’optimisation et de fiabilité. Pour
éviter cet inconvénient, une approche appelé méthode hybride (HM) basée sur la solution
simultanée d’optimisation et de fiabilité a été élaboré (Kharmanda et al. 2008).

3.3.3 Méthode hybride (HM)

L’approche hybride consiste à minimiser une nouvelle forme de la fonction objective
F (x, y) sous les contraintes d’état limite et les contraintes déterministes, ainsi que les
contraintes de fiabilité. Le problème de la méthode hybride s’écrit sous la forme :

min
x,y

: F (x, y) = f(x)× dβ(x, y)

tq :


G(x, y) ≤ 0
gk(x) ≤ 0, k = 1, .., K
dβ(x, y) ≥ βt

(3.6)

dβ(x, y) présente la distance, dans l’espace hybride, entre le point optimal et le point
de conception. La minimisation de la fonction F (x, y) est effectuée dans l’espace hybride
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de conception (HDS) des variables déterministes x et des variables aléatoires y.

Figure 3.9 – Espace hybride de conception (HDS).

Un exemple de HDS est donné dans la figure 3.9. Pour une distribution normale des
variables aléatoires, dβ sont représentés par des ellipses. On peut voir deux points impor-
tants : la solution optimale P ∗x et la solution de fiabilité P ∗y qui est basé sur l’intersection
de la courbe d’état limite G(x, y) = 0 et l’indice de fiabilité cible dβ = βt.

Dans la littérature, la méthode hybride a efficacement réduit le temps de calcul par rap-
port à l’approche classique. Figure 3.10 présente l’algorithme d’optimisation de la méthode
hybride. La première étape consiste à entrer les valeurs initiales des variables aléatoires y0
et des variable déterministe x0. La deuxième étape consiste à évaluer la fonction objective
F (x). Ensuite, les contraintes d’optimisation ainsi que l’indice de fiabilité sont évaluées. Le
programme s’arrête s’il y a convergence et toutes les conditions d’optimisation sont vérifiés.
Sinon, il mettre à jour les vecteurs x et y et il répète les opérations à partir de la deuxième
étape.

3.3.4 Facteur de sécurité optimal (Optimum safety factor OSF)

Dans l’approche d’optimisation déterminité (DDO), le choix du coefficient de sécurité
est basé sur l’expérience de l’ingénieur et la solution obtenue ne peut pas satisfaire le niveau
de fiabilité approprié requis. Cependant, lors de la conception d’un nouveau type de sys-
tème, nous avons besoin habituellement d’un certain contexte expérimental pour proposer
des facteurs de sécurité appropriés. Cependant, avec l’approche OSF , la détermination des
facteurs de sécurité devrait être indépendante de l’expérience en ingénierie.

Bien que la méthode hybride conduit à améliorer le niveau de fiabilité, l’approche
OSF conduit à minimiser le temps de calcul. Elle consiste à utiliser l’analyse de sensibilité
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Figure 3.10 – Algorithme de la méthode hybride.

combinée à l’analyse de fiabilité afin d’éliminer les inconvénients de la méthodeDDO et des
méthodes RBDO (Kharmanda etOlhoff 2003 ;Kharmanda,Mohamed et Lemaire
2003 ; Kharmanda, Olhoff et El-Hami 2004 ; Kharmanda et Olhoff 2007).

L’algorithme de la méthode OSF (Figure 3.11) est composé de trois principales étapes :

i- Détermination du point de conception

Nous minimisons ici la fonction objective soumise à la fonction d’état limite G(y) et les
contraintes déterministes. La solution résultante est conçue par le point de défaillance le
plus probable (MPFP ).

ii- Calcul des facteurs de sécurité

En fait, le point de conception y∗i est lié au point optimal x∗i comme il est montré dans
l’equation (3.7).

y∗i = Sifx
∗
i , i = 1, .., n (3.7)

Pour une distribution normale de la variable aléatoire yi, nous considérons la transfor-
mation dans l’espace normalisé de l’espace physique tel que :
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Figure 3.11 – Algorithme de la méthode OSF .

ui = yi − xi
σi

, i = 1, .., n (3.8)

Les facteurs de sécurité peuvent être donc déterminés comme montré dans l’équation
3.9 :

Sif = 1 + γiu
∗
i , i = 1, .., n (3.9)

γi est le coefficient reliant la valeur moyenne et l’écart type tel que γi = σi

mi
.

Selon Kharmanda (Kharmanda et Olhoff 2003), la valeur optimale du vecteur nor-
malisé u∗i peut être déterminée à partir des dérivées de la fonction d’état limite au niveau
du point de conception comme suit :

u∗i = ±βt
√√√√√ | ∂G

∂yi
|∑n

j=1 | ∂G∂yj
|
, i = 1, .., n (3.10)
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Avec le signe ± dépend du signe du dérivé :

∂G

∂yi
> 0→ u∗i > 0, i = 1, .., n et ∂G

∂yi
< 0→ u∗i < 0, i = 1, .., n (3.11)

iii- Calcul de la solution optimale

Dans la dernière étape, pour déterminer la conception optimale, nous incluons les va-
leurs de facteurs de sécurité calculées dans la valeur de variables de conception.

3.3.5 Méthode hybride robuste (RHM)

L’inconvénient le plus important de la méthode hybride classique est le temps de calcul
élevé. En plus de ça, elle n’est pas toujours stable et peut converger vers une solution
irréalisable. D’une autre façon, la solution optimale obtenue P ∗x peut être située dans la
région de défaillance G(x∗) > 0 tandis que la distance entre le point optimal P ∗x et le point
de conception P ∗y donne un niveau de fiabilité acceptable, comme montré dans la figure
3.12(a).

(a) (b)

Figure 3.12 – (a) Problème rencontré de la méthode hybride classique présentée dans le
HDS, (b) RHM dans le HDS (Yaich et al. 2017).

Une nouvelle méthode appelée méthode hybride robuste est donc développée afin de
résoudre ce problème. Elle consiste à ajouter une autre contrainte, pour forcer l’algorithme
d’optimisation à trouver la solution optimale dans la zone de sécurité. En effet, dans le
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HDS, afin de garantir la fiabilité des systèmes sous incertitudes, la valeur de la fonction ob-
jective à la solution optimale devrait être supérieure à cette valeur au point de conception.
La méthode hybride robuste peut alors être définie par :

min
x,y

: F (x, y) = f(x)× dβ(x, y)

tq :



G(x, y) ≤ 0
gk(x) ≤ 0, k = 1, .., K
dβ(x, y) ≥ βt

f(x) ≥ f(y)

(3.12)

Figure 3.13 – Algorithme de la méthode hybride robuste (Yaich et al. 2017).

Figure3.12(b) présente un exemple de la méthode RHM dans l’espace hybride de
conception. f1(x) et f2(x) sont deux niveaux de fonction objectives qui se croisent res-
pectivement avec le point optimal P ∗x et le point de conception P ∗y .

La méthode proposée, dont son algorithme est présenté dans la figure 3.13, ne permet
pas seulement de forcer l’algorithme d’optimisation dans l’espace de conception hybride,
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mais elle a également réduit le temps de calcul par rapport à la méthode hybride classique
d’une façon efficace.

3.4 Méthode OSF combinée avec le chaos polynomial
généralisé appliquée à un implant dentaire en pré-
sence d’incertitudes

3.4.1 Introduction

Les prothèses orthodontiques sont utilisées pour remplacer les dents, les reconstruire
ou dans le cas de fractures. Un implant dentaire est généralement composé de deux par-
ties : une racine artificielle (en titane, par exemple), qui est fixée dans l’os et sort de la
gencive et sert à soutenir une dent prothétique. Proos et al. (PROOS et al. 2001) ont
probablement été les premiers à utiliser des techniques d’optimisation dans la conception
de restaurations dentaires. Plus récemment, Couegnat et al. (Couegnat et al. 2006) ont
étudié l’optimisation de la forme de la préparation de la cavité. Le but de cette étude
était d’utiliser la technologie d’optimisation de forme pour concevoir des formes alterna-
tives pour les implants dentaires afin d’optimiser la répartition de contrainte le long de
l’interface os-implant. Hedia (Hedia 2011) a optimisé les implants dentaires en utilisant
le concept de matériaux calibrés fonctionnellement. L’objectif de ces nouvelles conceptions
optimisées est de réduire la concentration de contrainte pour maintenir l’ostéointégration
des implants dentaires.

Dans cette section, une étude de l’implant dentaire est combinée à une analyse probabi-
liste afin de prendre en compte les incertitudes de différents paramètres, considérés comme
des variables aléatoires. Dans la premiére partie, une étude déterministe est mise en place.
Puis, une optimisation fiabiliste utilisant le chaos polynomial généralisé est adressée afin
d’obtenir une conception robuste et optimale du système.

3.4.2 Analyse déterministe de l’implant dentaire en 2D

La figure 3.14 (a) montre un modèle géométrique simplifié de l’implant dentaire étudié.
Nous considérons deux variables d’optimisation r et a qui représentent respectivement le
rayon de courbure au niveau de la partie pointue de l’implant et le rayon de l’implant.
Le matériau de l’implant est un alliage de titane. Les dimensions et les propriétés du sys-
tème sont mentionnées dans le tableau 3.3. La simulation numérique de l’implant dentaire
est réalisée à l’aide du logiciel ANSYS. Concernant la discrétisation de la structure, 2323
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éléments sont adoptés pour la structure. Les conditions aux limites adoptées sont respec-
tivement les forces Fx et Fy appliquées dans la partie supérieure de l’implant dentaire,
comme indiqué dans la figure 3.14(b). Tous les nœuds de la bordure de la structure sont
fixes.

Au point initial, les valeurs initiales des variables d’optimisation sont : r = 2, 1 mm
et a = 1, 83 mm, ce qui donne une valeur initiale du volume structurel égale à Vinitiale =
55, 68mm3. La valeur maximale correspondante de la contrainte de von mises est égale
à σmax = 179, 54 MPa. Pour le problème d’optimisation, l’objectif est de minimiser le
volume V de l’implant dentaire soumis à la contrainte probabiliste liée à la condition
de contrainte admissible. Nous considérons que les points de conception sont associés au
rayon de courbure et au rayon de l’implant. Pour réaliser l’optimisation de conception
déterministe, un facteur de sécurité Sf = 1.25 est proposé sur la condition de contrainte
requise.

(a) (b)

Figure 3.14 – (a) modèle géométrique de l’implant dentaire, (b) conditions aux limites
appliqués à l’implant dentaire.

Le modèle mathématique du DDO est donné par :

min
x
V (x, ξ)

tel que : σmax(x, ξ) ≤
σw
Sf

(3.13)

où σmax est la valeur maximale des contraintes de von mises et σw est la contrainte
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Table 3.3 – Dimensions et propriétés du système

Description Paramètres Valeur
Rayon de courbure r 2.1 mm
Rayon de l’implant a 1,83 mm
Module de Young E 193 000 MPa

Coefficient de Poisson ν 0.31
Force axiale Fx 30 N

Force transversale Fy 30 N

admissible, qui est égale à 185 MPa. Pour effectuer l’optimisation de la conception basée
sur la fiabilité par la méthode OSF , la première étape consiste à obtenir le point de
conception. La formulation du problème d’optimisation est donnée comme suit :

min
y
V (y, ξ)

tel que : σmax(y, ξ) ≤ σw = 185MPa
(3.14)

La prochaine étape consiste à calculer les facteurs de sécurité et enfin à déterminer la
solution optimale en divisant la valeur du point de conception par le facteur de sécurité
calculé. La section suivante détaille l’algorithme de la méthode OSF combinée avec le
chaos polynomial généralisé. Dans cet exemple, les paramètres mentionées dans le tableau
3.4 sont choisis pour être aléatoires et pour suivre une distribution uniforme autour de
leurs valeurs nominales ±1 %.

Table 3.4 – Caractéristiques des paramètres incertains

Paramètres E(MPA) ν

Valeurs U[191070,194930] U [0.3069,0.3131]

3.4.2.1 Facteur de sécurité optimal (OSF) en utilisant le chaos polynomial
généralisé

Comme nous avons déja montré, dans le cas de la méthode de facteur de sécurité op-
timal (OSF ), la détermination des facteurs de sécurité est indépendante de l’expérience
de l’ingénieur. Ainsi, l’approche OSF est la meilleure méthode pour traiter ce problème
puisqu’elle réduit également le temps de calcul (Kharmanda, Olhoff et El-Hami 2004 ;
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Kharmanda et Olhoff 2007). L’algorithme du facteur de sécurité optimal (OSF ) uti-
lisant la méthode du chaos polynomial généralisé (CPG) peut être mis en œuvre en trois
étapes.

a : Détermination du point de conception : Cette étape consiste à résoudre le problème
d’optimisation en minimisant la fonction objective soumise à la fonction d’état limite,
aux contraintes déterministe et probabiliste calculées à l’aide du méta-modèle CPG in-
troduisant les paramètres d’incertitude. La solution résultante est conçue par le point de
conception, y∗i , également appelé le point de défaillance le plus probable.

b : calcul des facteurs de sécurité.

c : calcul de la solution optimale : Dans cette dernière étape, nous déterminons la
conception optimale en incluant les facteurs de sécurité calculés dans les valeurs des va-
riables de conception.

Le problème d’optimisation est résolu par la programmation quadratique séquentielle
(SQP ) en utilisant le logiciel MATLAB. L’approche proposée est décrite dans l’organi-
gramme de la figure3.15.

Figure 3.15 – Algorithme de la fonction OSF en utilisant le méta modèle CPG.
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3.4.2.2 Méthode OSF couplée avec le chaos polynomial généralisé (CPG)

Afin d’obtenir la meilleure conception de la structure, nous introduisons l’approche
RBDO associée à la simulation par éléments finis de l’exemple de l’implant dentaire.

Les résultats de la méthode DDO sont présentés dans le tableau 3.5. Il est nécessaire
de mentionner que la solution optimale répond à la contrainte requise de la contrainte de
von mises, mais que le niveau de fiabilité trouvé est égale à β = 1.18 qui est inférieur au
niveau de fiabilité cible βt = 3.

Table 3.5 – Résultats de DDO en utilisant CPG

Valeurs Point de Point
initiales conception y∗i optimal x∗i

Variables de
conception

r (mm) 2.1 2.13 2.12
a (mm) 1,83 1,8 1,8

Fonction objective V (mm3) 55,68 55,19 55,19
Contrainte σmax (MPa) 179.54 175.60 177.18

d’optimisation
Indice de fiabilité β - - 1.18

La figure 3.16 montre l’évolution de la fonction objective en fonction des itérations.

Figure 3.16 – Courbe itérative du volume de l’optimisation de l’implant dentaire par la
méthode DDO.

C’est pour cette raison que la méthode, OSF couplé avec le CPG est utilisée pour
assurer la robustesse et la fiabilité de notre système. Le tableau 3.6 présente les résultats
de cette approche.
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Table 3.6 – Résultats de OSF en utilisant CPG

Valeurs Point de conception OSF Point optimal
initiales y∗i Sf x∗i

Variables de
conception

r (mm) 2.13 2.13 0.84 2.52
a (mm) 1,8 1,8 1,04 1,72

Fonction objective V (mm3) 55,19 55,19 53,75
Contrainte σmax (MPa) 175.60 175.60 169.91

d’optimisation
Indice de fiabilité β - - - 3

Il est remarquable qu’avec l’approche OSF , le coût de calcul est faible comparé à
d’autres méthodes RBDO telles que l’approche hybride (Yaich et al. 2017). De plus, la
méthode OSF ne nécessite pas de temps de calcul supplémentaire par rapport à la méthode
DDO. Le tableau 3.7 montre une comparaison optimale entre DDO et la méthode OSF
à l’aide du méta-modèle CPG.

Table 3.7 – Comparaison du point optimal entre DDO et OSF .

DDO OSF
Volume (mm3) 55.19 53.75

Contrainte maximale (MPa) 177.18 169.91
Niveau de fiabilité 1.18 3

CPU (s) 3490.20 2055.76

A partir du tableau 3.7, nous pouvons observer que :

– Dans l’optimisation déterministe utilisant le modèle CPG, la contrainte maximale
de von mise en place est 177.18 MPa, ce qui satisfait à la condition de contrainte
(inférieure à σmax/Sf ) et le volume structurel est 55.19mm3 mais le niveau de fiabilité
est faible (β = 1.18) qui ne garantit pas la cible de fiabilité requise.

– Dans l’optimisation fiabiliste (le facteur de sécurité optimal (OSF ) utilisant le modèle
CPG), la contrainte maximale de von mises est 169.91 MPa qui satisfait à la condition
de contrainte et le volume structurel est 53.75 mm3.

Dans l’exemple précédent, une étude est éffectuée avec le chaos polynomial généralisé
dans la procédure d’optimsation. Dans la section suivante, la méthode RHM sera validée
sur un exemple d’un treillis en alliage à mémoire de forme.
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3.5 Optimisation fiabiliste basée sur la méthode RHM
d’un treillis en alliage à mémoire de forme

La figure 3.17 montre un schéma d’un treillis en alliage à mémoire de forme. Nous
supposons que la structure est modélisée par 10 éléments de barre soumis uniquement à
des forces axiales (Pachikara 2014).

Figure 3.17 – Schéma d’un treillis en alliage à mémoire de forme (Pachikara 2014)

Les paramètres géométriques utilisés sont présentés dans le tableau 3.8. Des simulations
numériques de la réponse de l’alliage à mémoire de forme sont effectuées à l’aide du logiciel
commercial ANSYS.

Table 3.8 – Paramètres géométriques de la structure

Constante L(m) P(N) di,1i = {1..10}(m) di,2i = {1..10}(m)
Signification Longueur des barre Force axiale Première dimension Deuxième dimension

Valeur 9.144 4.45× 105 0.0567 0.0567

En ce qui concerne la discrétisation de la structure, des éléments du type "Beam 188"
sont utilisés. Les valeurs des paramètres de matériel utilisés dans ce modèle sont données
dans le tableau 3.9. Ces paramètres sont tirés de la littérature et sont respectivement :
le module de Young′s E, le coefficient de Poisson′s ν, le paramètre de durcissement h, la
température de référence T0, la limite élastique R, le paramètre d’échelle de température
β et la déformation de transformation maximale εL.

Table 3.9 – Paramètres du matériau de la structure

Constante E (MPa) ν h (MPa) T0(K) R (MPa) β(MPaK−1) εL

Valeur 51700 0.3 1000 248 140 5.6 0.1

Le chargement appliqué est représenté sur les figures 3.18. Initialement, le matériau est
dans son état martensitique à une température initiale (étape 0). La structure est ensuite
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chargée (étape 1). Le chauffage de la structure au-dessus de la température de finition
austénitique induit la transformation de phase inverse et la structure en alliage à mémoire
de forme se contracte pour revenir à son état austénitique (étape 2). De plus, le refroidis-
sement en dessous de la température d’arrivée martensitique provoque la transformation
de l’austénite en martensite et la structure revient en arrière (étape 3). Le cycle complet
(étapes : 0-1, 1-2 et 2-3) est appelé effet de mémoire de forme (SME).

(a) Chargement mécanique (Force
axiale P)

(b) Chargement thermique

Figure 3.18 – Chargements appliqués à la structure.

Pour le problème d’optimisation, la fonction objective consiste à minimiser le poids
total w soumise aux contraintes probabilistes liées aux contraintes mécaniques σj pour les
barres diagonales avec j = {7..10}.

w =
10∑
i=1

ρ× Ai × Li

s.t : |σj| ≤ σyield j = {7..10}
(3.15)

Où ρ est la densité du matériau, Li est la longueur du i-ème élément et Ai est la section
de le ième élément. Ai peut être écrit comme le produit des deux dimensions de la section
di,1 et di,2 avec i = {1..10}. Les variables de conception sont respectivement les première et
deuxième dimensions d = dj,k avec j = {7, ..., 10} et k = {1, 2} des barres diagonales. Les
variables de conception mentionnées précédemment sont normalement distribuées. On peut
remarquer que md = mdj,k sont respectivement les valeurs moyennes des barres diagonales
avec j = {7, ..., 10} et k = {1, 2}. Les variables de conception sont reconsidérées comme
des variables probabilistes aléatoires dont les distributions probabilistes sont listées dans
le tableau 3.10.
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Table 3.10 – Caractéristiques des variables aléatoires

Variables Valeur moyenne (m) Type de distribution
di,1i = {1..10} 0.0567 Normal
di,2i = {1..10} 0.0567 Normal

3.5.1 Procédures de l’optimisation de conception déterministe et
de l’optimisation fiabiliste

Dans cette partie, nous notons x = xj,k le vecteur des variables de conception dé-
terministes d = dj,k présenté par sa moyenne x = mdj,k et y = dj,k est le vecteur des
variables aléatoires. Nous pouvons également définir les points de départ comme suit :
x0 = xj0,k = dj0,k, le point de conception y∗ = y∗j,k = d∗jy,k et les points optimaux
x∗ = x∗j,k = d∗jx,k avec j = {7, .., 10} et k = {1, 2}. L’approche DDO considère un fac-
teur de sécurité global Sf appliqué aux contraintes et basé sur l’expérience d’ingénieur.
Par conséquent, la conception optimale de la structure ne doit pas dépasser les valeurs
maximales autorisées. Le problème d’optimisation peut être écrit comme suit :

min
x

w(x)

subject to : |σj|j={7,..,10} ≤
σyield
Sf

= 400 MPa
(3.16)

Pour le problème DDO, nous ne pouvons pas contrôler le niveau de fiabilité requis en
raison de l’absence de contrainte de fiabilité. Ainsi, il est nécessaire d’utiliser des méthodes
RBDO. À partir de la méthode hybride (HM) définie dans l’équation (3.6), la fonction
objective devient un produit du poids de la structure et de la distance dans l’espace hybride,
comme indiqué dans l’équation (3.17) :

min
x,y

F (x, y) = w(x)× dβ(x, y)

s.t :

 |σj|j={7,..,10} ≤ σyield = 500 MPa

dβ(x, y) ≥ βtarget

(3.17)

Outre des contraintes de barres diagonales, la distance d beta dans l’espace hybride doit
être supérieure ou égale à l’indice de fiabilité cible betacible = 3. Pour éviter l’inconvénient
de la méthode hybride classique dans le cas d’un matériau non linéaire, une méthode
hybride robuste (RHM) est ensuite appliquée. Le problème d’optimisation (RHM) est
défini ainsi :
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min
x,y

F (x, y) = w(x)× dβ(x, y)

s.t :


|σj| j={7,..,10} ≤ σyield

dβ(x, y) ≥ βtarget

w(x) ≥ w(y)

(3.18)

Pour obtenir la solution optimale avec la méthode OSF , nous devons calculer le point
de conception, puis déterminer la solution optimale, à savoir la division des points de
conception par les facteurs de sécurité calculés. Le problème d’optimisation de la méthode
OSF est alors :

min
y

w(y)

subject to : |σj|j={7,..,10} ≤ σyield
(3.19)

3.5.2 Résultats de l’optimisation de conception déterministe et
de l’optimisation fiabiliste

L’objectif de cette section est de discuter les résultats des différentes approches étudiées
précédemment. Nous étudions d’abord la méthode DDO. Nous nous intéresserons ensuite
à la comparaison des différentes méthodes RBDO. Le tableau 3.11 montre les résultats
de la méthode DDO. La solution optimale répond aux contraintes des barres diagonales
mentionnées précédemment. Cependant, le niveau de fiabilité est inférieur au niveau de
fiabilité cible βcible.

Après l’optimisation de la structure, le poids résultant de la structure est égal à wDDO =
1512.2 et à l’indice de fiabilité de la solution optimale βDDO = 2.55 < βcible (soit 15 % de la
cible). De cette façon, le niveau de fiabilité ne peut pas être contrôlé. En fait, le concepteur
doit modifier manuellement les paramètres de structure pour obtenir l’indice de fiabilité
cible requis. Pour éviter cet obstacle, la méthode HM est utilisée. Cette méthode est
montrée dans le tableau 3.12.

Il est clair que le point optimal se situe dans le domaine de la défaillance (σ10 ≥
500 MPa), tandis que la distance entre le point de conception et le point optimal donne
une fiabilité acceptable. Pour cette raison, la méthode RHM est nécessaire afin d’obtenir
la meilleure conception du treillis en respectant le niveau de fiabilité cible. Le tableau
3.13 montre les résultats du RHM . Nous pouvons constater que le niveau de fiabilité est
satisfait et que la solution optimale se situe dans le domaine de la sécurité. Cette méthode
permet également de minimiser le coût de calcul. En fait, le temps de calcul de la méthode
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Table 3.11 – Résultats de l’optimisation de conception déterministe.

Valeur initiale x0 Point de conception y∗ Solution optimale x∗
d7,1 0.05 0.0263 0.0287
d7,2 0.05 0.0263 0.025
d8,1 0.05 0.025 0.025

Variables d8,2 0.05 0.025 0.025
de conception d9,1 0.03 0.0439 0.0574

d9,2 0.03 0.0439 0.0439
d10,1 0.03 0.025 0.0251
d10,2 0.03 0.025 0.025

Fonction objective w 1704.8 1460.4 1512.2
σ7 57.0085 64.3132 57.3138

Contraintes σ8 149.8332 495.1656 147.8543
d’optimisation σ9 -2.0785 -9.2829 -2.0917

σ10 725.8643 500.7626 261.8870
Niveau de fiabilité β 2.55

proposée est d’environ 4 heures, alors que le temps de la méthode hybride classique est
d’environ 5 heures sans une solution réalisable. De plus, on peut observer que la méthode
RHM est plus fiable que la méthode DDO. En utilisant cette méthode, nous pouvons
satisfaire le niveau de fiabilité requis.

Table 3.13 – Résultat de la méthode hybride robuste

Valeur initial y0 Valeur initial x0 Point de conception y∗ Solution optimale x∗
d7,1 0.04 0.04 0.0256 0.0257
d7,2 0.04 0.04 0.0337 0.0264
d8,1 0.04 0.04 0.0269 0.0267

Variables d8,2 0.04 0.04 0.0269 0.0257
de conception d9,1 0.04 0.04 0.0421 0.0438

d9,2 0.04 0.04 0.0494 0.0558
d10,1 0.04 0.04 0.0326 0.0316
d10,2 0.04 0.04 0.0309 0.0317

Fonction objective w 1671.5 1671.5 1527.5 1538.9
σ7 68.8935 68.8935 61.2436 68.9451

Contraintes σ8 222.9470 222.9470 401.9332 484.8243
d’optimisation σ9 -3.4374 -3.4374 -7.2528 -8.7304

σ10 412.7684 412.7684 470.4056 399.3062
Niveau de fiabilité β 3.31

Les résultats de la méthode du facteur de sécurité optimal (OSF ) sont présentés dans le
tableau 3.14. On voit clairement que la solution optimale répond aux différentes contraintes.
En fait, la méthode OSF satisfait le niveau de fiabilité requis mais elle donne un poids
structurel bien supérieur au poids obtenu par la méthode DDO de 2,41 %. Avec la méthode
OSF , nous obtenons un compromis optimal entre le poids de la structure et les contraintes
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Table 3.12 – Hybrid method results

Valeur initiale y0 Valeur initiale x0 Point de conception y∗ Solution optimalex∗
d7,1 0.05 0.05 0.0301 0.0303
d7,2 0.05 0.05 0.0356 0.0301
d8,1 0.05 0.05 0.034 0.0303

Variables d8,2 0.05 0.05 0.0356 0.0301
de conception d9,1 0.05 0.05 0.0333 0.0362

d9,2 0.05 0.05 0.0358 0.0365
d10,1 0.05 0.05 0.0329 0.0305
d10,2 0.05 0.05 0.0324 0.0301

Fonction objective w 1971.7 1971.7 1516.3 1476.6
σ7 57.3138 57.3138 76.0085 67.4165

Contraintes σ8 147.8543 147.8543 311.6122 369.7436
d’optimisation σ9 -2.0917 -2.0917 -4.9115 -6.4204

σ10 261.8870 261.8870 539.3570 576.3510
Niveau de fiabilité β 3.16

de fiabilité. Comparée à la méthode RHM, la valeur de la fonction objective du point
optimal obtenue par la méthode proposée est inférieure à celle établie par la méthode
OSF .

Table 3.14 – Résultats de la méthode de facteurs de sureté

Valeur initiale x0 Point de conception y∗ OSF Sf Solution optimale x∗
d7,1 0.05 0.0263 1.0077 0.0261
d7,2 0.05 0.0263 1.0079 0.0261
d8,1 0.05 0.025 1.0094 0.0248

Variables d8,2 0.05 0.025 1.0095 0.0248
de conception d9,1 0.03 0.0439 0.8271 0.0531

d9,2 0.03 0.0439 0.8269 0.0531
d10,1 0.03 0.025 0.8766 0.0285
d10,2 0.03 0.025 0.0876 0.0285

Fonction objective w 1704.8 1460.4 1548.7
σ7 57.0085 64.3123 64.7381

Contraintes σ8 149.8832 495.1656 498.140
d’optimisation σ9 -2.0785 -9.2829 -9.4348

σ10 725.8643 500.7626 344.2413
Niveau de fiabilité β 3

On peut conclure que la méthode hybride robuste (RHM) fournit les meilleurs résultats
par rapport aux autres méthodes, résolvant le problème d’optimisation fiabiliste d’une
structure en alliage à mémoire de forme. La méthode proposée pallie le manque de niveau
de fiabilité de la méthode d’optimisation de la conception déterministe (DDO) et évite que
les points optimaux tombent dans la région de défaillance comme dans le cas de la méthode
hybride (HM). De plus, la valeur de la fonction objective du point optimal obtenue par
RHM est inférieure à celle calculée par la méthode du facteur de sécurité optimal (OSF ).
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3.6 Conclusion

L’objectif de l’optimisation fiabiliste est de trouver le meilleur compromis entre l’assu-
rance de la fiabilité et la réduction du coût. Ce chapitre présente l’étude de l’optimisation
fiabiliste pour des problèmes mécaniques. Dans la première partie, les différentes méthodes
de l’optimisation fiabiliste sont rappelées. On a montré que la méthode DDO peut garan-
tir une conception optimale. Cependant, elle ne peut pas contrôler le niveau de fiabilité.
Les méthodes RBDO telles que la méthode hybride et la méthode OSF ont été alors ap-
pliquées. En comparant avec la méthode DDO, le modèle RBDO respecte un niveau de
fiabilité cible. Avec la méthode hybride, l’algorithme peut converger vers un point optimal
dans la région de défaillance, le résultat est ensuite rejeté. Une nouvelle méthode appelée
Robust Hybrid Method (RHM) a été donc présenté. Dans une deuxième partie, nous avons
appliqué les différentes approches de RBDO sur des exemples de problèmes mécaniques.
On a considéré une application biomédicale qui tient en compte la présence d’incertitudes.
L’approche proposée consiste à coupler le chaos polynômial généralisé avec la méthode
OSF afin d’assurer la robustesse du système. Un autre exemple qui valorise la méthode
RHM est étudié. Il s’agit de l’optimisation fiabiliste d’un treillis en alliage à mémoire de
forme. Les résultats montrent bien que les nouvelles conceptions présentent des meilleurs
performances que les modèles initaux. De plus, le temps de calcul de la RHM est moins
coûteux que celui des autres approches de la RBDO. Il est clair que lors de l’utilisation
des codes de simulations côuteux, il devient peu pratique d’effectuer des nombreuses simu-
lations pour la quantification d’incertitudes ou pour l’optimisation fiabiliste. Une meilleure
alternative consiste à utiliser des approximations du modéle original appelé métamodéle
qui est présent dans le chapitre 4.
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4.1 Introduction

La simulation par éléments finis (FES) est une technique très puissante qui peut être
appliquée pour obtenir une solution approximative de la réponse du système mécanique.
Dans certains cas, la prévision du comportement d’un système est particulièrement dif-
ficile en raison de la variabilité induite par l’incertitude. Le défi consiste à améliorer les
performances des simulations numériques du système mécanique. La prise en compte de
ces incertitudes dans l’analyse des systèmes est un domaine complexe qui comprend les
étapes suivantes : identification et modélisation des sources d’incertitude, propagation de
l’incertitude et post-traitement pour mesurer l’influence de ces incertitudes sur le com-
portement du système. Récemment, la modélisation probabiliste de problèmes mécaniques
a retenu l’attention de certains chercheurs. Ces derniers sont à la recherche de modèles
plus robustes tenant compte de la nature aléatoire de certains paramètres : propriétés des
matériaux, irrégularités géométriques, conditions limites et initiales et chargement.

La précision numérique et le contrôle d’erreur ont été utilisés dans des simulations
pour des réponses dynamiques de structures. Parmi ces méthodes probabilistes, la plus
fréquemment utilisée est l’approche statistique ou la technique d’échantillonnage, comme
Monte carlo. Dans cette méthode, un grand nombre d’échantillons de variables d’entrée est
requis pour une précision raisonnable. Le problème est alors résolu pour chaque réalisation.
Cette technique est largement utilisée car elle est la plus facile à mettre en œuvre et très
robuste. Toutefois, le nombre de réalisations devrait être suffisant, c’est-à-dire que des FES
déterministes de 105 ou de 106 doivent être exécutées afin d’obtenir des résultats précis.

En règle générale, lorsqu’on utilise des codes de simulation coûteux en calcul dans des
problèmes d’ingénierie complexes, il devient peu pratique d’effectuer un grand nombre
de simulations pour la quantification de l’incertitude ou l’optimisation de la conception.
Une meilleure alternative consiste à utiliser des approximations des modèles originaux,
souvent appelées méta-modèles (ou modèles de substitution). Ces méta-modèles visent
à construire des modèles mathématiques afin de définir la relation entre les entrées et
les sorties de systèmes spécifiques. Les modèles de substitution ont été principalement
développés pour approximer les simulations déterministes. Les développements récents ont
exploré leur utilisation dans l’analyse probabiliste et l’optimisation de la conception. Les
méthodes de méta-modélisation les plus populaires sont la méthodologie de surface de
réponse polynomiale (PRS), le krigeage, la fonction de base radiale (RBF ) (Simpson et
al. 2001 ; Hussain, Barton et Joshi 2002 ; Hou et al. 2014) et les machines à vecteurs
de support (SVM) (Girosi 1998 ; Kroetz, Tessari et Beck 2017).

L’objectif de ce chapitre consiste à étudier l’applicabilité et la précision de diverses
techniques de modélisation de substitution pour la quantification de l’incertitude de sys-
tèmes mécaniques. La méthodologie (PRS), la méthode de krigeage et l’approche RBF
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sont examinées. Dans la méthode probabiliste proposée basée sur le modéle de sustitution,
des FES déterministes sont effectuées pour obtenir les quantités d’intérêt (réponses), puis
différentes approximations du modèle original sont utilisées pour représenter la relation
entre les paramètres d’entrée et les réponses, et enfin, la simulation de Monte Carlo est
appliqué.

4.2 Description des approches de modélisation de sub-
stitution

Les techniques de métamodèles sont récemment utilisées dans les analyses des ingé-
nieurs. Les modèles de substitution sont construits à partir d’un ensemble de données de
variables de conception d’entrée xi = (x1, x2, ..., xk)T et de leurs réponses correspondantes
yi = f(xi) où κ est le nombre de variables de conception, i = 1, ..., n et n est le nombre de
points de formation utilisés pour construire le métamodèle. La mise en place d’un modèle de
substitution est un processus multiple. L’organigramme de ce processus est présenté dans
la figure 4.1. L’approche de modélisation de substitution applique d’abord la conception
d’expériences (DOE) telle que l’échantillonnage latin d’hypercube (LHS) pour répéter
l’échantillonnage dans l’espace de conception (McKay, Beckman et Conover 2000),
puis elle choisit un type de métamodèle pour représenter les données d’échantillonnage.
Ainsi, le code d’analyse original peut être remplacé par le modèle de substitution pendant
le processus d’incertitude.

Figure 4.1 – Algorithme de modèles de substitution.
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L’algorithme du processus d’élaboration d’un modèle de substitution est composé des
étapes suivants :

1. Une méthologie d’échantillonnage qui permet d’obtenir un ensemble de points xi de
l’espace de conception en utilisant la méthode des plans d’expérience.

2. Une procédure d’évaluation des réponses exactes yi de la fonction considérée aux
points obtenus soit par la procédure d’enrichissement ou par la stratégie de tirages.
Cette étape utilise le modèle mécanique considéré et construit la base d’apprentissage
Ea composée de couples des points de l’espace de conception et de réponses (xi, yi).

3. Une procédure de construction du métamodèle. Cette derniére nécessite l’emploi de
méthodologies spécifiques au modèle de substitution utilisé.

4. La validation du métamodèle par la minimation de l’erreur entre le modèle exact et
le modèle de substitution en quelques points.

5. Si la convergence n’est pas assurée, Une procédure d’enrichissement doit être utilisée
pour ajouter des nouveaux sites dans la base d’apprentissage.

4.3 Méthodes d’échantillonnage de l’espace de concep-
tion

Pour construire un métamodéle, un ensemble de variables de conception et les valeurs
de réponses correspondantes sont nécessaires. La théorie du plan d’expérience (Design
of experiment DOE) est utilisée pour déterminer l’endroit où les points de conception
doivent être placés dans l’espace de conception dans le but d’avoir une meilleure information
possible d’une taille d’échantillon limitée. Le plan d’expérience classique est utilisé comme
une base lors de la construction des métamodéles polynomiaux. Pour des métamodéles plus
complexes, des autres plans d’expérience sont préférées.

4.3.1 Plans d’expérience standards

La théorie des plans d’expérience provient de la planification des expériences physiques.
L’idée principale de cette théorie est de recueillir plus d’informations à partir d’un nombre
limité d’expérience afin d’identifier l’influence de la réponse provoquée par le changement
des variables. Parmi les théories du plan d’expérience qu’on peut citer :

– Les plans factoriels complets lκ : où l’espace de conception est rempli à l’aide d’une
grille régulière. Ces plans permettent d’offrir un bon remplissage pour des faibles
niveaux (l= 2 ou 3) avec κ est le nombre de variables dans l’espace de conception.
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– Les plans factoriels fractionnaires : consistent à réduire le nombre de simulation en
prenant des sous ensembles des plans factoriels complets.

– Les plans composites (CDD) : Sa construction consiste à ajouter des nouveaux points
au plan factoriel complet ou fractionnaire. Cette théorie améliore donc les propriétés
des plans factoriels à 2 niveaux.

– Les plans de Box-Behnken (BBD) : Pour ce plan, chaque paramètre ne peut prendre
que 3 niveaux. Les tirages obtenues correspondent aux milieux des arêtes et au point
central de l’hypercube formé par l’espace de conception.

La figure 4.2 présente des exemples des plans d’expérience.

(a) (b) (c)

Figure 4.2 – a : Plan factoriel complet, b : Plan composite centré pour 3 paramètres et 2
niveaux, c : Plan de Box-Behnken pour 3 paramètres.

4.3.2 Méthodes de remplissage de l’espace de conception

Comme on l’a montré précédemment, la théorie des plans d’expérience standard tend
à mettre les points d’échantillonage à la frontière de l’espace de conception et ne met que
quelques points à l’intérieur. Pour qu’un plan d’expérience soit approprié pour le cas des
métamodèles complexes, il faut viser à étendre les points de conception dans l’espace de
conception complet.

L’idée est donc de trouver un compromis entre le remplissage de l’espace, le nombre
de sites fournis par la méthode et l’uniformité de ces sites. La méthode Hypercube Latin
(LHS) est énormément utilisée, pour par exemple la construction des modèles de substi-
tution de type krigeage. La LHS consiste à diviser, chacun des axes des κ variables, en
n intervalles de même longueur, de probabilité égale et sans chevauchement. On obtient
une matrice, S, de plan d’échantillonnage de dimension n× κ, où les n lignes décrivent les
paramètres correspondants à chacune des variables de conception les κ colonnes présentent
les niveaux de chaque variable, comme il est indiqué dans la figure 4.3.
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Pour générer une meilleur remplissage de l’espace de conception, le LHS peut être pris
comme un plan de départ et les valeurs de chaque colonne dans la matrice de dimension
n× κ sont permutées afin d’optimiser certains critères. Une approche consiste à minimiser
l’écart, qui représente la mesure de la non-uniformité des points de conception sur un
domaine expérimental. Une autre méthode consiste à maximiser la distance minimale entre
deux points quelconques à l’aide d’un algorithme d’optimisation.

Figure 4.3 – Échantillonnage en hypercube latin pour 2 variables à 5 niveaux.

4.4 Construction des métamodèles

Aujourd’hui, les métamodèles sont largement utilisées en ingénierie. Ces technique sont
utilisés pour décrire une relation fonctionnelle entre les variables de conception et les ré-
ponses correspondantes. Dans la littérature, Le nombre de métamodèles est assez impor-
tant. Cependant, ils sont classés en deux catégories :

– Les métamodèles paramétriques qui nécessitent de choisir des paramètres internes
de manière manuelle par un choix plus ou moins empirique ou de manière automa-
tique en utilisant une méthodologie destinée à les fixer. Pour certains métamodèles
paramétriques, le choix précis de ces paramètres est indispensable. Ces techniques né-
cessitent des outils adaptés tels que, un algorithme d’optimisation. Parmi les modèles
paramétriques, on peut trouver les fonctions de base radiales (RBF ), les régression
à vecteur de support (SV R) et les modèles de type krigeage.

– Les métamodèles non-paramétriques ne requièrent aucune détermination de para-
mètres internes. Ce type de modèles est le premier utilisé avec la régression linéaire,
quadratique et polynomiale...
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4.4.1 Régression polynômiale

Les modèles à régression polynomiale s’inscrivent dans une démarche de modélisa-
tion par surface de réponse (Response Surface Methodology (RSM))(Box et Draper
1987 ; Myers, Montgomery et Anderson-Cook 1995). Dans un contexte statistique
et mathématique, le RSM est décrit par un ensemble de méthodes permettant de déve-
lopper, d’améliorer et d’optimiser les processus et les produits (Myers, Montgomery et
Anderson-Cook 1995). Les modèles sont développés à l’aide de la régression polynomiale.
Cela consiste à adapter un modèle y = ŷ(x, βr) + ε à un ensemble de données constitué de
n variables de conception xi et de leurs réponses correspondantes yi où ε représente l’erreur
aléatoire normale avec un moyenne nul et une variance σ2. L’approximation du prédicteur
de surface de réponse quadratique (QRS), ŷ(x, βr), peut être exprimée comme suit :

ŷ(x, βr) = βr0 +
κ∑
i=1

βri xi +
κ−1∑
i=1

κ∑
i<j=2

βrijxixj +
κ∑
i=1

βriix
2
ii (4.1)

Le QRS est formé en utilisant LHS. Ils contiennent les coefficients ρ = (κ+1)(κ+2)/2.
Ainsi, au moins p échantillonnages sont nécessaires pour construire l’approximation (QRS).
Le modèle de régression peut être écrit sous forme de matrice :

y = Fβr + ε (4.2)

avec y = [y1, ..., yn]T est un vecteur des n réponses, βr = [βr0 , βr1 , ..., βrkk]T est un vecteur
des ρ coefficients de régression et ε = [ε1, ..., εn]T est le vecteur des n erreurs aléatoires.

F =


1 x11 . . . x1k x11x12 x2

11 . . . x2
1n

1 x21 . . . x2k x21x22 x2
21 . . . x2

2n
... ... . . . ... ... ... . . . ...
1 xn1 . . . xnk xn(k−1)xnk x2

n1 . . . x2
nn

 =


fT (x1)
fT (x2)

...
fT (xn)

 (4.3)

F représente la matrice de modèle de dimensions n × ρ constituée de paramètres va-
riables développés à la forme du modèle. Dans cette matrice, chaque ligne correspond à
un seul point de conception et chaque colonne à un seul coefficient de régression. Les
estimateurs de b par les moindres carrés peuvent être exprimés comme suit :

ŷ = Fb (4.4)
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avec :

b = (F TF )(−1)F Ty (4.5)

4.4.2 Moindres carrés mobiles (MLS)

La méthode des moindres carrés mobiles est devenue populaire grâce à son utilisation
pour construire des fonctions de forme dans le cadre des méthodes sans maillage dans le but
de résoudre des problèmes d’équations aux dérivées partielles. La description mathématique
de MLS peut être formulée comme (Lancaster et Salkauskas 1986) :

ŷ =
ρ∑
i=1

fi(x)bi(x) (4.6)

où f est un vecteur des fonctions de base pour le métamodèle, b représente un vecteur
des coefficients et ρ est le nombre de coefficients qui dépend de l’ordre d’approximation. La
différence entre cette méthode et la régression polynomiale classique réside dans le fait que
les coefficients de bi sont dépendants du point x. Leur détermination nécessitent l’utilisation
d’une méthode de type moindres carrés pondérés. On cherche alors les coefficients bi qui
minimisent l’erreur pondérée entre la réponse de la base du modèle y(x) et sa valeur
approchée ŷ tel que :

min
n∑
i=1

ωiε
2
i = min

n∑
i=1

ω(‖xi − x‖)[fT (xi − x)b− yi]2 (4.7)

où x est l’entrée de la conception i et n est le nombre de modèle d’ajustement. Le poid ωi
diminue dans une zone fixe autour du point, appelé le domaine d’influence de xi, s’annule à
l’extérieur de cette région et prend sa valeur maximale au point xi. Les fonctions de poids
jouent un rôle important en régissant les modalités des coefficients bi(x) qui dépendent
de l’emplacement du point étudié x. La solution de la minimisation de l’erreur peut être
exprimée comme suit :

b = (XTWX)−1XTWy (4.8)

où :
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y =


y1
...
yn

X(x) =


fT (x1 − x)

...
fT (xn − x)

W (x) =


ω(‖x1 − x‖) . . . 0

... . . . ...
0 . . . ω(‖xn − x‖)

 (4.9)

La méthode des moindres carrés mobiles est utilisée pour les études stochastiques,
l’optimisation fiabiliste et l’approximation locale de la fonction objective.

4.4.3 Les fonctions à base radiale (RFB)

Les fonctions de base radiale consistent à construire une approximation sous la forme
d’une combinaison linéaire de fonctions radiales (Hardy 1971 ;Duchon 1977 ; Shahriari
2007).

Les fonctions à base radiale sont exprimées en fonction de la distance radiale, r =
‖x− xi‖, à partir d’un point de donnée xi comme :

φ(x, xi) = φ(‖x− xi‖) = φ(r) (4.10)

Où r est la distance euclidienne des points x et xi. la méthode RBF peut prendre de
nombreuses formes mais elle est toujours symétrique radialement. Parmi les fonctions de
base φ(r) classiques utilisées, on trouve :

– Splines linéaires : φ(r) = r

– Splines cubiques : φ(r) = r3

– Splines en plaque mince : φ(r) = rκln(r), κ = 2ρ+ 1 avec ρ ∈ N
– Gaussienne : φ(r) = exp(− r2

c
)

– Mutli-quadratiques : φ(r) =
√
r2 + c2

– Multi quadratiques inverses : φ(r) = 1√
r2+c2

Où c > 0 est un paramètre de forme qui contrôle le lissage de la fonction. Afin de rappro-
cher les réponses complexes y, le modèle de substitution RBF consiste en une combinaison
linéaire de la fonction de base suivante :

ŷ =
n∑
i=1

ωiφ(‖x− xi‖) (4.11)

L’équation ci-dessus peut être écrite sous forme de matrice comme suit :
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ŷ = Φω (4.12)

Où ŷ = [ŷ1, .., ŷn]T est le vecteur de n réponses, w = [ω1, .., ωn]T est le vecteur des
coefficients de pondération inconnus et Φ est n× n matrice d’interpolation symétrique :

Φ =


φ(‖x1 − x1‖) . . . φ(‖x1 − xn‖)

... . . . ...
φ(‖xn − x1‖) . . . φ(‖xn − xn‖)

 (4.13)

Les estimateurs par les moindres carrés des poids ω peuvent être analytiquement
comme :

ω = (ΦTΦ)−1ΦTy (4.14)

4.4.4 Méthode de Krigeage

De manière générale, la méthode de krigeage est très appliquée aujourd’hui en raison
de sa robustesse et de la qualité de l’approximation qu’elle peut fournir. De plus, cette
méthode fournit une estimation de l’erreur des moindres carrés du processus qu’il estime.
Le cadre moderne du krigeage (également appelé modélisation gaussienne de processus)
repose sur le fait que la fonction de substitution est supposée être la réalisation d’un
processus gaussien noté y(x). Ainsi, la réponse y(x) peut être exprimée comme suit :

y(x) = f(x) + Z(x) (4.15)

Où f(x) est généralement donné comme une combinaison linéaire de fonctions polyno-
miales de base :

f(x) = βr0 +
n∑
i=1

βri fi(x) (4.16)

et Z(x) est un processus stochastique (fonction aléatoire) avec une moyenne nulle, une
variance σ2 et une covariance non nulle donnée par :

Cov(Z(x)− Z(x́)) = σ2R(x, x́) (4.17)
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R(x, x́) représente la fonction de corrélation entre les points d’échantillonnage estimés x
et x́ dans l’espace de conception. Cette fonction contrôle la fluidité du modèle de Krigeage
résultant. D’aprés (CRAIG et ROUX 2002), les fonctions exponentielle et guaussienne
sont couramment utilisées pour décrire la fonction de corrélation :

R(x, x́) = exp(−
κ∑
i=1

θi|xi, x́i|) (4.18)

R(x, x́) = exp(−
κ∑
i=1

θi|xi, x́i|2) (4.19)

avec θ = [θ1, .., θκ]T est le vecteur de paramètres inconnus de la fonction de corrélation.
L’estimateur de krigeage en un point donné x est par définition une variable aléatoire
gaussienne obtenue par une combinaison linéaire des observations et qui est non biaisé
avec une variance minimale (Forrester et Keane 2009) :

ŷ = fT (x)βr + rT (x)R−1(y − F Tβr) (4.20)

Où f = [1, f1(x), .., fn(x)]T est un vecteur correspondant à une ligne de la matrice
modéle des fonctions de régression F pour x, βr est le vecteur du coefficient de régression
estimé, r = [R(x, x1), .., R(x, xn)]T représente le vecteur de fonctions de corrélation entre
le point inconnu et les n points d’observation, R est la n × n matrice de fonctions de
corrélation pour l’échantillon ajusté, y est un vecteur des réponses observées qui correspond
à l’ensemble des entrées et F est la matrice du modèle. Le terme (y − F Tβr) représente
le vecteur de résidus de l’ensemble des entrés lorsque le terme stochastique du modèle est
négligé.

Afin de pouvoir construire le modèle de substitution de krigeage, nous devons tout
d’abord déterminer les paramètres de corrélation du vecteur θ, les coefficients de régression
du vecteur βr et la variance du modèle stochastique σ2. La méthode, actuellement la
plus utilisée pour déterminer tous ces paramètres, est basée sur le cadre statistique du
krigeage et en particulier sur les processus gaussiens. En effet, elle propose de déterminer
ces paramètres en maximisant la fonction de vraisemblance (Kitanidis 1983 ; Mardia et
Marshall 1984) :

L(βr, σ2, θ) = 1
n
√

2πσ2
√
|R(θ)|

exp[−(y − F Tβr)TR−1(θ)(y − F Tβr)
2σ2 ] (4.21)

En pratique, on applique le logarithme népérien à l’expression de la vraisemblance et
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on obtient :

L(n) = −n2 ln(2π)− n

2 ln(σ2)− 1
2 ln(|R(θ)|)− (y − F Tβr)TR−1(θ)(y − F Tβr)

2σ2 (4.22)

La probabilité est maximale lorsque ses dérivées concernant βr et σ2 tendent vers zéro,
donnant ainsi :

βr = (F TR−1F )−1F TR−1y (4.23)

avec :

σ̂2 = (y − F Tβr)TR−1(θ)(y − F Tβr)
n

(4.24)

Les valeurs optimales de βr sont déterminées en résolvant le problème non linéaire de
la maximisation de la fonction de vraisemblance :

max
θ

: L(θ) = −1
2[nln(σ̂2 + ln(|R|)]

tq : θi > 0, i = 1, .., κ
(4.25)

Ainsi, en résolvant ce problème d’optimisation, les estimateurs β̂r et σ̂2 peuvent être
calculés, puis le modèle ŷ(x) est complètement défini par l’equation (4.20).

4.5 Validation du métamodèle

Une fois le modèle de substitution est obtenu, il est nécessaire d’évaluer sa qualité. La
précision du métamodèle dépend de son type, ainsi que de la qualité et de la quantité des
données à partir desquelles il est construit. Plusieurs méthodes et mesures peuvent être
utilisées pour tester la précision d’un modèle de substitution et le comparer à d’autres.
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4.5.1 Mesures d’erreur

Une maniére d’évaluer la précision du métamodèle consiste à étudier les résidus autre-
ment dit la différence entre la valeur prédite à partir du métamodèle ŷi et la valeur simulée
yi. Les petits résidus montrent que le modèle présente l’ensemble de données avec plus de
précision que si les résidus sont plus grands, ce que signifie que plus l’erreur est petite, plus
la précision est grande.

4.5.1.1 MAE, RME, RMSE

Les indicateurs les plus courants de l’erreur du métamodèle sont l’erreur absolue maxi-
male (MAE), l’erreur moyenne relative (RME) et l’erreur moyenne quadratique (RMSE).
Les deux critères (RME) et (RMSE) servent à mesurer l’écart entre la la fonction réelle et
son approchée en un ensemble de n points d’échantillonnage. Ces mesures sont exprimées
comme suit :

RME = 1
n

n∑
i=1

yi − ŷi
yi

(4.26)

RMSE =
√√√√ 1
n

n∑
i=1

(yi − ŷi)2 (4.27)

L’erreur maximum absolue (MAE) est une mesure de précision locale. Cette mesure
indique s’il existe une erreur importante dans une zone de l’espace de conception.

MAE = max|yi − ŷi|, i = 1, 2, ..., n (4.28)

Plus ces mesures d’erreur sont faibles, plus le modèle de substitution est précis.

4.5.1.2 Coefficient de corrélation linéaire R2

Le coeffecient de corrélation linéaire (R2) est une mesure de la capacité du métamodèle
à saisir la variabilité dans l’ensemble de données. Ce coefficient traduit une dépendance
linéaire entre deux variables en n points d’échantillonnge.
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R2 = 1−
∑n
i=1(yi − ŷi)2∑n
i=1(yi − ȳi)2 =

∑n
i=1(ȳi − ŷi)2∑n
i=1(yi − ȳi)2 (4.29)

où n est le nombre de points de conception et yi, ŷi et ȳi représentent la réponse réelle,
prédite et moyenne respectivement. Au sens de ce critère, plus la valeur R2 est élevée, plus
le modèle réduit est précis.

4.5.2 Validation croisée

La validation croisée (CV ) est un autre moyen d’évaluer la qualité d’un modèle de sub-
stitution et de le comparer à d’autres modèles (Meckesheimer et al. 2002). Dans CV ,
les échantillons de données sont divisés en points d’entraînement, utilisés pour construire
le modèle et en points de test, utilisés pour évaluer ses performances. L’erreur de générali-
sation, c’est à dire, l’erreur de prédiction lorsque l’errueur est décrite par le (MSE), peut
être représentée par :

MSECV = 1
n

n∑
i=1

(yi − ŷ(−i)
i )2 (4.30)

Où yi représente la réponse à xi à partir des données d’échantillon et ŷ(−i)
i est la prédic-

tion à xi à l’aide du modèle de substitution construit à partir de tous les points d’échan-
tillonnage, à l’exception de (xi, yi) (Forrester et Keane 2009).

4.6 Analyse d’incertitudes basée sur des modèles de
substitution pour la micro pompe

Dans la méthode proposée, la FES déterministe est utilisée pour obtenir la fonction
de réponse aux points de formation générés à l’aide de l’échantillonnage latin d’hypercube
(LHS), le métamodèle est utilisé pour illustrer la relation entre les entrées (points de
conception) et les sorties (réponses). Ensuite, une analyse d’incertitude est réalisée à l’aide
d’un MCS basé sur un modèle de substitution. Dans cette section, la faisabilité de la
méthodologie proposée pour l’analyse de l’incertitude basée sur un modèle de substitution
est appliquée à un modèle de micro-pompe en alliage à mémoire de forme.
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4.6.1 Simulation déterministe par la méthode éléments finis

Le modèle déterministe consiste en une micro pompe analysée par la méthode des
éléments finis dans (Merzouki, Duval et Zineb 2012) comme indiqué dans la figure 4.4.
Il considère deux membranes formées en NiT i à l’état martensitique et à la température
ambiante.

(a) Modèle de la micro pompe (b) Discrétisation par éléments
finis du micro pompe

Figure 4.4 – Micro pompe en alliage à mémoire de forme.

Les propriétés des matériaux considérés dans la simulation présentée sont données dans
le tableau 4.1 correspondant à NiT i alliage. Les paramètres matériels sont respectivement :
le module de Young E, le coefficient de Poisson ν, le paramètre de durcissement h, la limite
d’élasticité R, le paramètre d’échelle de température βs, la température de référence Mf

et la contrainte de transformation maximale εL. Le modèle élément fini est introduit dans
le logiciel ANSYS, puis sa réponse est analysée.

Table 4.1 – Paramètres matériels de la structure (Bisegna et al. 2014)

E(MPa) ν h(MPa) R(MPa) βs(MPaK−1) Mf (K) εL

53000 0.36 1000 50 2.1 223 0.04
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4.6.2 Analyse d’incertitude proposée basée sur un modèle de
substitution

Pour cette application, les paramètres matériels de la micro pompe sont considérés
comme des variables incertaines. Les caractéristiques probabilistes des variables aléatoires
sont représentés dans le tableau 4.2.

Table 4.2 – Caractéristiques des variables aléatoires

Variables Valeurs moyennes Co-variance Distributions
E(MPa) 53000 0.1 Normale

ν 0.36 0.1 Normale
h(MPa) 1000 0.1 Normale
Mf (K) 223 0.1 Normale
R(MPa) 50 0.1 Normale

Le déplacement est approximé à l’aide des métamodèles QRS, RBF et Krigeage comme
il est indiqué dans les figures 4.5(a), (b) et (c). Ici, les fonctions inverses multi qudratiques
sont choisies comme les fonction Kernel pour construire le métamodèle RBF . Les modèles
de krigeage sont construits à l’aide du code Design and Analysis of Computer Experiments
(DACE).
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(a) Déplacement avec QRS (b) Déplacement avec RBF

(c) Déplacement avec Krigeage

Figure 4.5 – Déplacement avec les métamodèles : QRS, RBF et Krigeage

Une fonction polynomiale de second ordre de tendance globale et une fonction de cor-
rélation exponentielle sont adoptées. Les estimateurs sont construits à travers 50 points
d’échantillonnage hypercube latins (LHS). 50 points d’échantillonnage supplémentaires
sont générés afin de valider la précision des modèles de substitution. Les FES sont effec-
tuées à plusieurs reprises en prenant les données d’entraînement comme des entrées. Les 50
exécutions de FES en utilisant des points LHS sont implémentées en interfonctionnement
entre MATLAB et ANSYS.
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(a) Validation croisée avec QRS (b) Validation croisée avec RBF

(c) Validation croisée avec Krigeage

Figure 4.6 – Validation croisée des métamodèles.

Après avoir généré les données d’échantillonnage, le modèle de substitution peut être
interprété. Il est utilisé pour approximer la relation entre la sortie (le déplacement) et les
entrées (E , ν, h, Mf , R).

La précision des trois types de métamodèles a été définie par leurs MAE, RME et
RMSE. Les résultats de l’analyse d’erreur des modèles de substitution sont présentés
dans le tableau 4.3. Un résultat plus intuitif est montré par la validation croisée (CV ) dans
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les figures 4.6(a), (b) et (c).

Table 4.3 – Mesures d’erreur des métamodèles

Métamodèles MAE RME RMSE

QRS 7.192e−5 30.797 2.308e−4

RBF 4.295e−12 2.101e−6 1.773e−11

Krigeage 9.335e−5 35.027 2.864e−4

Les résultats montrent que le prédicteur QRS ne fournit pas une approximation du
modèle d’origine avec une grande précision. Comme le modèle RBF est extrêmement lié
au choix de la fonction Kernel (Figure.4.7), nous pouvons conclure que la méthode de
Krigeage fournit une meilleure approximation que les autres estimateurs. En conséquence,
les modèles de Krigeage sont utilisés dans la simulation de Monte Carlo pour l’analyse des
incertitudes.

Figure 4.7 – Variation du choix de la fonction Kernel.

Ainsi, un ensemble d’échantillonnage avec le nombre de N = 1500 pour les variables
aléatoires, présenté dans le tableau 4.2 est généré, leMCS est effectué à l’aide des modèles
de Krigeage. La valeur moyenne et l’écart type de sont présentés respectivement dans les
figures 4.8 (a) et (b).
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(a) Valeur moyenne du déplacement de la micro
pompe.

(b) Ecart type du déplacement de la micro
pompe.

Figure 4.8 – Valeur moyenne et ecart type du déplacement de la micro pompe.

Il convient de noter que le temps de calcul FES déterministes pour un échantillonnage
est d’environ 4 min. Donc, si l’analyse des incertitudes est réalisée à l’aide de simulations de
Monte Carlo sur la base de FES, le temps de calcul sera d’environ 4×1500 min. Le MCS

basé sur les modèles de Krigeage réduit considérablement le coût du calcul (environ 28s).
En d’autres termes, la méthode proposé d’utiliser MCS basé sur le modèle de substitution
est plus efficace que la méthode classique en utilisant les FES déterministes.

4.7 Conclusion

Les méthodes de modélisation de substitution sont devenues indispensables dans l’in-
génierie moderne, car elles réduisent le coût de calcul des problèmes liés aux incertitudes.
Dans ce chapitre, la méthode d’analyse de l’incertitude basée sur des modèles de substitu-
tion est appliquée sur une micro pompe formée en alliage à mémoire de forme. L’approche
proposée consiste à combiner la simulation par éléments finis (FES), les techniques de
métamodélisation et la simulation de Monte Carlo (MCS). Pour approximer la relation
entre la réponse (sortie) et les variables de conception (entrées), des modèles QRS, RBF
et krigeage sont utilisés afin de construire l’approximation. Selon les résultats des mesures
d’erreur et de la validation croisée (CV ), il a été démontré que les modèles de substitu-
tion du krigeage sont plus précis et mieux adaptés à ce systéme mécanique. Les résultats
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montrent également que la méthode proposée est beaucoup plus simple et rapide à mettre
en œuvre pour résoudre des problèmes complexes que la simulation de type Monte Carlo
traditionnelle avec la méthode des éléments finis.
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Conclusions et perspectives

le développement des outils numériques permettant la quantification et la propagation
d’incertitudes des systèmes mécaniques et l’introduction de la fiabilité mécanique dans
l’optimisation pour assurer la robustesse de la conception sont les objectifs principales
de cette thèse. Ce travail a été réalisé en collaboration avec le laboratoire de mécanique
de Normandie (LMN) de l’INSA de Rouen et le laboratoire de recherche de mécanique,
modélisation et production (LA2MP) de l’Ecole Nationale d’Ingénieurs de Sfax en tant que
thèse en cotutelle internationale.

La démarche qu’on a adoptée dans le but de mener à bien ce travail a commencé par
une étude bibliographique sur les alliages à mémoire de forme en enumérant les familles de
ces matériaux et en citant les différentes applications industriels. On a intéressé aussi au
comportement thermomécanique de ce type de matériaux intelligents. On a passé ainsi à
présenter les différentes sources d’incertitudes qui interviennent dans la modélisation d’un
systéme mécanique et on a cité les approches qui permettent la prise en compte de ces
incertitudes.Puis, on a détaillé la théorie de la fiabilité et le couplage mécano fiabiliste. La
synthèse de l’étude bibliographique a été présentée au premier chapitre.

Le deuxiéme chapitre a été consacré à la présentation de la théorie du chaos polyno-
mial et en particulier le chaos polynomial généralisé non-intrusif ainsi qu’à la description
détaillée des formalismes mathématiques et des schémas numériques d’implantation. On a
revenu aussi brièvement au début du chapitre sur la méthode de référence de Monte Carlo.
La simulation de Monte Carlo est couramment utilisée. L’un des principaux avantages de
cette technique est qu’elle peut s’appliquer à tous les systèmes linéaires ou non linéaires.
Néamoins, la simulation de Monte Carlo pose de sérieux problèmes puisqu’elle nécessite
beaucoup de tirages pour assurer une précision raisonnable. C’est pour cette raison qu’on a
choisi le chaos polynômial généralisé pour traiter les incertitudes dans les exemples méca-
niques. L’étude numérique a été réalisé en utilisant un code developpé couplant MATLAB
et ANSYS vue que la modélisation d’alliage à mémoire de forme est implicite.

L’objectif du troisiéme chapitre, était de développer une approche efficace qui nous
permet d’obtenir la meilleure conception des systèmes mécaniques et en méme temps de
garantir un niveau de fiabilité cible. Pour atteindre ce but, les méthodes RBDO telles
que la méthode hybride et la méthode OSF ont été appliquées pour avoir un niveau de
fiabilité donné en le comparant avec la méthode DDO. Une nouvelle méthode appelée
Robust Hybrid Method (RHM) a été appliquée afin de forcer la procédure d’optimisation
à avoir une solution dans la zone de sureté. Les résultats montrent bien que les nouvelles
conceptions présentent bien des meilleurs performances que les modèles initaux.
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Conclusions et perspectives

Le quatriéme chapitre consiste à construire des métamodèles du système mécanique
original. Cette approximation fournit une réponse en un point quelconque de l’espace de
conception en un temps très réduit par rapport à celui d’une simulation en élements finis.
Notre objectif était donc de construire une approximation qui assure une bonne représen-
tativité du modèle réel obtenu par élement fini, c’est-à-dire une analyse valide du problème
réel. Afin de valider le travail, un exemple d’application mécanique est traité par des dif-
férents méthodes de méta-modélisation. D’après les résultats des mesures d’erreur et de la
validation croisée (CV), on a montré que les modèles de Krigeage sont les plus précis et
adaptés dans les systèmes mécaniques. Les résultats ont montré également que la méthode
proposée est beaucoup plus rapide à mettre en oeuvre et plus facile pour des problèmes
compliqués.

Des perspectives sont envisageables à la suite de ce travail :
– Integration des techniques de méta-modélisation dans la procédure d’optimisation
fiabiliste pour minimiser le temps de calcul.

– Passer à l’optimisation multi-objectif de conception pour traiter des problèmes mé-
caniques complexes qui présentent plusieurs fonctions objectif.
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Annexe A
Méthode de programmation

quadratique séquentielle (SQP)

La méthode de programmation quadratique séquentielle (SQP) est l’une des méthodes
les plus utilisées de l’optimisation non-linéaire pour résoudre un tel problème. Elle est très
robuste et très efficace. Historiquement, cet algorithme peut être vu comme une extension
de la méthode de Newton permettant d’intégrer des contraintes. Un tel problème peut être
écrit sous la forme suivante :

min
x

f(x)

s.t. gk(x) ≤ 0 , k = 1, .., K (A.1)
hj(x) = 0 , j = 1, .., J

où f est la fonction objectif, h = (h1(x), ..., hJ(x))t est le vecteur des contraintes d’éga-
lités et g = (g1(x), ..., gK(x))t est celui des contraintes d’inégalités.
Il est courant d’introduire SQP comme une telle extension avant d’expliciter les principales
différences avec la formulation actuelle. Considérons en premier que le problème à résoudre
ne comporte que des contraintes d’égalité :

min
x

f(x)

s.t. hk(x) = 0 , k = 1, .., K (A.2)

La méthode SQP est basée sur la création d’une suite de vecteur convergeant vers la
solution :

xit+1 = xit+αd(it) (A.3)

A chaque étape it, le problème initial est alors approché par un problème quadratique.
Cette approximation doit être construite de façon à produire une suite qui converge rapi-
dement vers la solution du problème. Dans le cadre sans contrainte, la méthode de Newton
satisfait ces critères. C’est donc tout naturellement que cette méthode est adaptée. Consi-
dérons pour cela le lagrangien L du problème (eq.A.1) :

L(x, λ) = f(x) + λth(x) (A.4)

où λ est le vecteur des multiplicateurs de Lagrange et h est le K-vecteur dont la
composante k contient la fonction hk(x). Notons également A(x) la matrice jacobienne de
ce vecteur des contraintes h. L’application des conditions Karush-Kuhn-Tucker (KKT) du
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problème (eq.A.1) à ce lagrangien donne un système F :

F(x, λ) =
(
∇f(x) + A(x)tλ

h(x)

)
= 0 (A.5)

Sous certaines hyphothèses liées à l’indépendance des contraintes, le couple (x∗, λ∗)
solution du problème initial vérifie également l’équation (eq.A.5). Le principe fondamental
de la méthode SQP consiste à résoudre ce système par la méthode de Newton. Le jacobien
du système est donné par :[

W A(x)t
A(x) 0

]
(A.6)

où W = ∇2
xxL(x, λ) est le hessien du lagrangien. La direction de descente dit introduite

dans l’équation (eq.A.3) est donnée par :

dit =
(
ditx
ditλ

)
= −

[
W it A (xit)t

A (xit) 0

]−1

F (xit, λit) (A.7)

Sous certaines conditions, l’itération de ce procédé fournit un algorithme convergent et
performant. Cette première approche est souvent appelée méthode de Newton-Lagrange. La
méthode SQP est une variante de ce schéma. Elle est basée sur une interprétation alterna-
tive du système (eq.A.7). A l’itération (xit, λit)t, on introduit le sous-problème quadratique
de la forme suivante :

min
p

ptW itp +∇f
(
xit
)t
p

s.t. A
(
xit
)
p + h

(
xit
)

= 0 , k = 1, .., K (A.8)

Les conditions d’optimalité permettent de mettre en correspondance les solutions (p∗, µ∗)
de ce problème quadratique avec les solutions du système linéaire (eq.A.7). Ces conditions
impliquent en effet les équations ditx = p∗ et λit+1 = µ∗. Autrement dit, à chaque itération,
la direction de descente et les nouvelles valeurs des multiplicateurs de Lagrange peuvent
être obtenues en résolvant le système quadratique (eq.A.8). De nombreuses méthodes numé-
riques permettent en effet de résoudre efficacité de tels problèmes quadratiques. Lorsque
des contraintes d’inégalités doivent également être prises en compte, le sous-problème à
résoudre devient alors :

min
p

ptW itp +∇f
(
xit
)t
p

s.t. Ak
(
xit
)
p + gk

(
xit
)
≥ 0 , k = 1, .., K (A.9)

Aj
(
xit
)
p + hj

(
xit
)

= 0 , j = 1, .., J

où Ak et Aj sont les matrices jacobiennes des vecteurs gk et hj respectivement.
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Comme pour la méthode de Newton, l’algorithme SQP peut diverger si le point initial n’est
suffisament proche de l’optimum. Ce schéma est donc souvent qualifié de ’local’. Comme
pour les algorithmes n’intégrant pas les contraintes, il est possible de renforcer les propriétés
de convergence de la méthode en le couplant à une étape de calcul du pas ou de région de
confiance. De plus, à l’instar des méthodes de quasi-Newton, il est possible de remplacer
l’évaluation couteuse du hessien par le calcul d’une matrice approchée.
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Résumé — Ce travail de thèse porte sur l’analyse robuste et l’optimisation fiabi-
liste des problèmes mécaniques complexes en particuler ceux formés en alliage à mémoire
de forme en tenant en compte des incertitudes des paramètres d’entrée. Il est important
de tenir compte de la dispersion des lois des paramètres incertains du système pour assu-
rer une conception robuste. Le but de l’optimisation fiabiliste (RBDO) consiste à trouver
un compromis entre un coût minimum et une fiabilité accrue. Par conséquent, plusieurs
méthodes, telles que la méthode hybride et la méthode optimum safety factor, ont été
développées pour atteindre cet objectif. Pour remédier à la complexité des problèmes mé-
caniques complexes comportant des paramètres incertains, des méthodologies spécifiques à
cette problématique, tel que des méthodes de méta-modèlisation, ont été développées afin
de bâtir un modèle de substitution mécanique, qui satisfait en même temps l’efficacité et
la précision du modèle.

Mots clés : Systéme mécanique complexe ; Incertitude ; Optimisation fiabi-
liste ; Méta-modèlisation ; Alliage à mémoire de forme.

Abstract — This thesis focuses on robust analysis and reliability optimization of com-
plex mechanical problems,in particular those formed of shape memory alloy taking into
account uncertainties of the input parameters. It is important to take into account the
dispersion of the laws of the uncertain parameters of the system to ensure a robust design.
The goal of reliability based design optimization (RBDO) is to find a compromise between
minimum cost and increased reliability. As a result, several methods, such as the hybrid
method and the optimum safety factor method, have been developed to achieve this goal.
To overcome the complexity of complex mechanical problems with uncertain parameters,
methodologies specific to this problem, via meta-modeling methods, have been developed
to build a mechanical substitution model, which at the same time satisfies the efficiency
and the precision of the model.

Keywords : Complex mechanical system ; Uncertainty ; Reliability based de-
sign optimization ; Meta-modelization ; Shape memory alloy.
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