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Résumé

L’objectif de ces travaux de thèse est de proposer des approches bayésiennes “phy-
siquement informées” pour l’estimation de directions d’arrivée de sources acoustiques
sous-marines dans un milieu océanique fluctuant. Dans un premier temps nous verrons
donc comment décrire ces fluctuations comme perturbation locale de la célérité du milieu
pour ensuite décrire leur impact sur la propagation d’une onde et la mesure de celle-ci.
Ce faisant nous pourrons décrire la dégradation subie par le signal, motivant la création
d’un modèle statistique pour décrire cette perturbation.

Après un état de l’art sur les méthodes d’estimation des directions d’arrivées (DOA),
tout d’abord en milieu constant, puis en milieu incertain, nous définirons une modélisation
de ces fluctuations sous forme d’un bruit de phase structuré selon une distribution
gaussienne multivariée. Nous verrons que ce choix nous rapproche du modèle théorique
de structure défini dans le premier chapitre. Cette modélisation nous permet alors de
proposer la méthode paSAMP, algorithme d’Approximate Message Passing, inspirée des
méthodes de reconstruction de phase et se révélant plus robuste au bruit additif, ainsi
qu’au bruit de phase structuré, que les méthodes d’estimation des DOA classiques.

Dans un deuxième temps, nous proposerons de réviser notre modélisation statistique
et de considérer un bruit de phase distribuée selon une loi de Von Mises multivariée.
Cette distribution permet une modélisation plus fidèle des bruits de phase. Considérant
ce nouveau modèle, nous dériverons deux nouvelles méthodes : VitAMin et VistaBEM,
respectivement extensions de paSAMP et paVBEM, déjà présent dans la littérature
et reposant sur une autre approximation variationnelle bayésienne. Les premiers résul-
tats, réalisés sur des données synthétiques considérant un modèle plus simple de Von
Mises unidimensionnel, s’avèrent prometteurs quant à la bonne intégration des modèles
considérés et ainsi à leur robustesse au bruit de phase distribué selon ce modèle.
Pour finir nous verrons que par le traitement de données réelles, il nous est possible

d’extraire les mêmes grandeurs caractéristiques que celles décrites par le modèle théorique,
mais également d’identifier certaines ondes internes spécifiques. Ceci à des fins de
caractérisation rapide des fluctuations du milieu par méthode passive ou encore pour
une initialisation informée des algorithmes proposés.

Mots clés : approches bayésiennes, propagation en milieu fluctuant, algorithme de
reconstruction de phase, ondes internes.
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Liste des acronymes

ALMA Acoustic Laboratory for Marine Application
AMP Approximate Message Passing
BE Banc d’Essai
BP Belief Propagation
CBF Classical Beam-Forming
COMET COvariance Matching Estimation Techinque
DOA Direction Of Arrival ou directions d’arrivée
EM Expectation Maximization ou Espérance Maximisation
ESPRIT Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques
GAMP Generalized Approximate Message Passing
GLM Generalized Linear Model
IQML Iterative Quadratic Maximum Likelihood
MAP Maximum a posteriori
MCF Mutual Coherence Function ou Fonction de cohérence mutuelle
ML Maximum Likelihood ou maximum de vrasemblance
MODE Method Of Direction Estimation
MUSIC MUltiple SIgnal Classification
MVDR Minimum Variance Distortionless Response
OMP Orthogonal Matching Pursuit
pa - ∗ Préfixe pour les méthodes Phase Aware
pr - ∗ Préfixe pour les méthodes de Phase Retrieval
RADAR RAdio Detection And Ranging
r-BP relaxed Belief Propagation
SAGE Space-Alternating Generalized EM
SAMP Swept Approximate Message Passing
SBL Sparse Bayesian Learning
SNR Signal to Noise Ratio ou rapport signal à bruit
VAMP Vector Approximate Message Passing
VBEM Variationnal Bayesian Expectation Maximization
VistaBEM Von mISes variaTionnAl Bayesian Expectation Maximization
VitAMin Von mIses swepT Approximate Message passINg
WRPM Wave Propagation in Random Media
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Notations

Relations d’ordre
x ∝ y proportionnalité entre x et y
x , y définition de x par y
x = O(y) x est de l’ordre de y
x ∼ y équivalence entre x et y

Vecteurs et matrices
x scalaire
x vecteur
X matrice
x̂ estimation du vecteur x
X̂ estimation de la matrice X
xT transposée dex
XT transposée de X
x∗ conjuguée de x
X∗ conjuguée de X
xH hermitien de x (transposée conjuguée)
XH hermitien de X (transposée conjuguée)
X−1 inverse de X
X+ pseudo-inverse de Moore-Penrose de X [96]

si X ∈ RM×N est de rang plein,
X+ = XT

(
XXT

)−1
si N > M

X+ =
(
XTX

)−1
XT si M > N

‖x‖p (pseudo-)norme `p de x :(∑M
i=1 |xi|p

) 1
p si 0 < p <∞(∑M

i=1
|xi|
|xi|

)
∀xi 6= 0 si p = 0

tr(X) trace de la matrice X
IN matrice identité de dimensions N ×N
X�Y produit de Schur-Hadamard de X et Y
X∅Y inverse du produit de Schur-Hadamard de X et Y
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Probabilités et statistiques
E[X] espérance de X
var[X] variance de X
N (µ, σ2) distribution gaussienne de moyenne µ de variance σ2

CN (µ, σ2) distribution circulaire-gaussienne de moyenne µ
et de variance σ2

δa(x) distribution de Dirac décentrée δa(x) = δ(x− a)

Ensembles
N Ensemble des entiers positifs
R Ensemble des nombres réels
C Ensemble des nombres complexes

Opérateurs
F(.) opérateur de transformée de Fourier
∇. opérateur laplacien
<(.) partie réelle

A noter : dans le présent document, et notamment le chapitre 5, certaines notations
identiques sont utilisées pour désigner des objets différents. Ce choix délibéré est motivé
par la nécessité de ne pas noyer le lecteur sous des notations se rapportant à des
quantités de même nature (e.g., moyenne a posteriori d’un bruit de phase, estimée selon
une approximation de champ moyen ou de Bethe). Il est appuyé par le contexte qui
permet de lever toute ambiguïté.
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1. Introduction

Cette thèse a pour objet l’estimation de la position de P sources à partir de mesures
prises sur une antenne deM capteurs. Lorsque l’on se limite à l’estimation de la directions
des sources par rapport à une direction de référence, ce problème est communément connu
sous le nom d’“estimation de directions d’arrivée” (DOA pour directions-of-arrival en
anglais) dans la littérature. Il est au coeur de nombreux domaines d’applications (radar,
télécommunications...). Dans cette thèse, nous nous concentrons sur son application dans
le domaine de l’acoustique sous-marine.
Communément, le modèle d’observation considéré dans le problème d’estimation de

DOA s’écrit comme

y =
P∑
p=1

d(θp) xp + n, (1.1)

où y ∈ CM est le vecteur constitué de la mesure de l’antenne, d(θp) ∈ CM (resp. xp ∈ C)
est le vecteur dit de pointage explicitant la forme et la direction d’arrivée θp de la p-ième
onde incidente (resp. son amplitude complexe). Ce modèle repose sur un certain nombre
d’hypothèses : i) les ondes incidentes sont de même pulsation ω, ii) elles évoluent à vitesse
constante dans le milieu de propagation, et selon le modèle d’onde plane classiquement
considéré, iii) la (ou les) source(s) se trouve(nt) très éloignée(s) de l’antenne réceptrice.
En acoustique sous-marine, l’ hypothèse ii) peut être non-respectée : les mouvements
des masses d’eau (les ondes internes, conséquences de divers forçages tels que les ondes
gravitationnelles (marées, force de Coriolis)) altèrent la vitesse de propagation des ondes,
menant à une déviation substantielle du modèle idéal.

Contributions de la thèse Un premier objectif de la thèse est de comprendre ces
processus et leurs impacts sur le signal mesuré, afin de proposer un modèle d’observation
alternatif prenant en compte ces perturbations. Ce travail est présenté dans le chapitre
2. En sus du travail bibliographique relatif à cette tâche, nous avons réalisé une étude
numérique de l’impact des ondes internes sur la solution de l’équation des ondes (en
terme de déviation par rapport à la solution idéale). Une des observations de cette étude
est que les perturbations liées aux ondes internes se traduisent notamment par une
variation de la phase du signal observé. Plus spécifiquement, le modèle standard (1.1)
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peut être corrigé en première approximation comme suit :

y = P
P∑
p=1

d(θp) xp + n, (1.2)

où P = diag(eiψ1 , . . . , eiψM ) avec ψm bruit de phase corrompant le signal mesuré au
capteur m.

Un deuxième objectif de la thèse est la conception de procédures numériques permettant
d’estimer précisément les directions d’arrivée à partir des données mesurées en présence
de bruit de phase. L’approche que nous avons considérée repose sur une prise en compte
du modèle (1.2) et d’hypothèses probabilistes sur les bruits de phase {ψm}m∈{1,...,M}
inspirées de l’étude menée dans le chapitre 2. Pour mener à bien cette approche, nous
avons proposé le recours à des approximations variationelles bayésiennes. Ce travail est
présenté dans le chapitre 5.

Les algorithmes proposés supposent la connaissance a priori de paramètres physiques
permettant d’informer au mieux le modèle de bruit de phase considéré. Un dernier
travail a donc été de s’intéresser à l’extraction de paramètres physiques pertinents. Nous
nous sommes pour cela penchés sur des données acquises en milieu océanique, issues de
campagnes en mer menées par la DGA. C’est l’objet du chapitre 6.

Organisation du manuscrit Outre le chapitre présent d’introduction, la thèse est
organisée autour de 6 chapitres. Les trois premiers peuvent être vus comme des états de
l’art de trois domaines différents de la littérature :

— Le chapitre 2 fait le point sur les connaissances que nous avons de la propagation
acoustique en milieu océanique (fluctuant) et de l’impact des fluctuations sur les
statistiques des signaux acoustiques mesurés. Cette étude, appuyée par l’adaptation
et l’implémentation d’un simulateur simple, motive le modèle de bruit de phase
considéré par la suite.

— Le chapitre 3 introduit les approximations variationnelles bayésiennes sur lesquelles
s’appuient nos contributions algorithmiques. Deux approximations sont en parti-
culier présentées : l’approximation de champ moyen et l’approximation de Bethe.
Ces approximations bien connues de la littérature ont récemment suscité l’intérêt
pour leur performance dans le problème d’acquisition compressée et plus largement
celui de la reconstruction parcimonieuse.

— Le chapitre 4 dresse un panorama des principales techniques d’estimation de DOA
avant de s’intéresser à celui, plus restreint, des procédures prenant en compte des
incertitudes sur le milieu de propagation. A ce dernier groupe, nous proposons
d’intégrer les algorithmes de reconstruction de phase, qui, privés de l’information
de phases sur les mesures, peuvent être vus comme des procédures d’estimation
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robustes aux bruits de phase.
Les deux chapitres suivants réunissent nos principales contributions :
— Le chapitre 5 propose trois nouvelles procédures algorithmiques permettant de

prendre en compte le modèle de bruit de phase informé présenté dans les cha-
pitres précédents. Ces procédures reposent sur des approximations variationnelles
bayésiennes, de champ moyen et de Bethe. Deux distributions de probabilité sont
envisagées pour modéliser les bruits de phase : une distribution gaussienne multiva-
riée et une distribution de Von Mises multivariée. Les dérivations mathématiques
de ces nouvelles procédures sont presentées en annexes de la thèse, de même que
des résultats expérimentaux supplémentaires.

— Le chapitre 6 s’intéresse au traitement de données acquises en milieu océanique.
On propose ainsi une procédure simple permettant d’extraire de ces données
les paramètres physiques nécessaires à l’initialisation des modèles probabilistes
considérés comme a priori dans les algorithmes proposés.

Enfin, le chapitre 7 synthétise les contributions de cette thèse et ouvre sur quelques
axes de recherche qu’il semble pertinent d’explorer dans le cadre de travaux futurs.
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2. Propagation acoustique en milieu
océanique fluctuant
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Les océans sont le théâtre de nombreux phénomènes physiques aléatoires pouvant
altérer sa nature et la façon dont l’onde acoustique se propage dans celui-ci. Parmi
ces phénomènes, les ondes internes, conséquences de divers forçages tels que les ondes
gravitationnelles (marées, force de Coriolis) en présence d’un milieu stratifié, rendent le
milieu de propagation fortement instable. Le caractère aléatoire ainsi qu’une mauvaise
connaissance de l’origine de ces phénomènes peuvent mettre en échec les traitements
classiques utilisés pour l’estimation de directions d’arrivée ou la correction de gain
d’antenne [104].

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la caractérisation des ondes internes en nous
appuyant sur les travaux de Garrett et Munk [87][51] sur les ondes internes linéaires
(section 2.1) puis à l’étude de leur impact statistique sur la mesure du signal acoustique
au travers des travaux de Dashen et al. [25] et Colosi [20] (sous-sections 2.3.1 et 2.3.2). Sur
la base de ces études, nous proposons une première ébauche de simulateur de propagation
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

acoustique en milieu océanique fluctuant (section 2.2) et introduisons le modèle de bruit
de phase sur lequel nous élaborerons ensuite nos algorithmes d’estimation de directions
d’arrivée (sous-section 2.3.3).

2.1. Généralités

La présence d’ondes internes induit des fluctuations aléatoires dans le milieu de
propagation. En ce sens, nous parlerons de champ perturbé quand celui-ci sera soumis
à la présence d’ondes internes. Cette présence peut être modélisée et prise en compte
dans les équations de propagation classiques. Plus précisément, après avoir présenté ces
équations, nous introduirons les ondes internes comme variations locales de la célérité dans
un milieu supposé homogène et stationnaire. Ensuite, nous détaillerons la modélisation
spectrale des ondes internes considérant le modèle de Garrett-Munk [51] et tâcherons de
prendre en compte ce phénomène au travers d’une méthode explicitée dans les travaux
de Colosi [21].

2.1.1. Propagation d’onde acoustique en milieu non perturbé

Considérant les équations d’ondes d’un champ de pression en absence de source, tout
point du champ de pression p aux coordonnées cylindriques (r, φ, z) à l’instant t est
solution de l’équation différentielle,

∇2p(r, φ, z, t)− 1
c2(r, φ, z)

∂2p(r, φ, z, t)
∂t2

= 0 (2.1)

avec c le champ de célérité dépendant de la température, de la salinité et de la densité
du milieu 1. En l’absence de fluctuations, la célérité du milieu à entropie s constante est
donnée par la relation,

c−2(r, φ, z) =
(
∂ρ

∂p
(r, φ, z)

)
s=const

(2.2)

avec ρ la densité du milieu.
Du passage de (2.1) dans le domaine de Fourier résulte l’équation de Helmholtz

homogène : on obtient pour une onde de pulsation ω[
∇2 + k2(r, φ, z)

]
p(r, φ, z, ω) = 0 (2.3)

où ∇2 est l’opérateur laplacien et k(r, φ, z) , ω/c(r, φ, z) le nombre d’onde moyen au

1. On suppose ici un milieu stationnaire donc indépendant du temps.
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point de coordonnées (r, φ, z). Pour une distance r > 0, le laplacien peut s’écrire

∇2 = 1
r

∂

∂r
r
∂

∂r
+ 1
r2

∂2

∂φ2 + ∂2

∂z2 . (2.4)

En combinant (2.3) et (2.4), on peut exprimer l’équation de Helmholtz en trois dimensions
pour un champ de pression dans un milieu de densité constante :

1
r

∂

∂r

(
r
∂p(r, φ, z, ω)

∂r

)
+ 1
r2
∂2p(r, φ, z, ω)

∂φ2 + ∂2p(r, φ, z, ω)
∂z2 + k2(r, φ, z)p(r, φ, z, ω) = 0

(2.5)
Sous hypothèse d’indépendance au paramètre φ, le champ de pression s’écrit en deux
dimensions selon l’équation de Helmholtz standard :

∂2p(r, z, ω)
∂r2 + 1

r

∂p(r, z, ω)
∂r

+ ∂2p(r, z, ω)
∂z2 + k2(r, z)p(r, z, ω) = 0. (2.6)

Pour résoudre cette équation aux dérivées partielles et décrire la propagation d’onde,
plusieurs méthodes ont été proposée dans la littérature, e.g., l’approche par rayons [67],
par équations paraboliques [120], par modes normaux [95], par éléments finis [112],[95]
ou par intégration du nombre d’onde [11]. Chacune de ces techniques se distingue par
l’approximation faite sur la nature des sources acoustiques considérées (haute/basse
fréquence), sur le milieu de propagation (propagation champ proche/champ lointain,
profondeur du canal) ou sur la méthode de discrétisation des équations de propagation
(éléments finis, différences finies). Dans les travaux rapportés dans ce manuscrit, nous
nous sommes intéressés aux deux premières approches, également les plus répandues
dans la communauté acoustique sous-marine, pour deux raisons :

— L’approche par rayons propose un formalisme qui, grâce aux travaux sur la pro-
pagation en milieu fluctuant de Dashen et al. [25], permet une formulation de
la propagation dite path integral [47] permettant de décrire les statistiques de
perturbation de l’onde acoustique que nous utiliserons par la suite comme a priori
sur le modèle génératif des mesures de l’onde par une antenne (voir section 2.3.2).
De plus, c’est sur la base du calcul de certaines grandeurs caractéristiques du signal
perturbé issues de ce formalisme que repose la discrimination des fluctuations du
milieu selon trois différents “régimes”. Nous utiliserons ces “régimes” pour délimiter
nos hypothèses de travail.

— L’approche par équations paraboliques constitue une approche de résolution peu
limitative quant à la nature des sources ou du milieu de propagation. On la
sollicitera pour expliciter une méthode de simulation de propagation en milieu
fluctuant suffisamment générique pour intéresser des signaux couvrant un large
spectre fréquentiel (voir section 2.3.1).
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

2.1.2. Les ondes internes

Le phénomène des ondes internes, sur lequel nous nous focalisons dans ces travaux,
est la conséquence d’interactions entre des ondes issues de forçages comme la marée
ou la force de Coriolis dans un milieu stratifié [87]. Ces phénomènes ondulatoires sont
présents dans un milieu fluctuant à différentes échelles spatiales et fréquentielles selon
différents processus. Les travaux [13] permettent de situer ces ondes internes comme
des phénomènes ayant une période d’ondulation comprise entre 103 et 105 secondes
(voir figure 2.2). Ces phénomènes de déplacements peuvent être discriminés en deux
catégories :

Les ondes internes non-linéaires surviennent lors de certaines interactions entre un
milieu fortement stratifié, une forte variation de la bathymétrie et /ou d’importants
courants. De nombreux paquets d’ondes d’amplitudes importantes aussi appelés “solitons”
apparaissent alors, générant des ondes pouvant être visibles à l’oeil nu et, dans des cas
plus rares mais aussi plus impressionnants, la création de “vagues scélérates”. Ces paquets
d’ondes sont impossibles à décrire avec une modélisation linéaire. On fait donc appel à
des modèles non linéaires comme les équations de Korteweg-de Vries [1] pour décrire
l’apparition et la propagation de ces solitons.

Les ondes internes linéaires peuvent être décrites par une équation différentielle linéaire
classique. Elles sont caractérisées par un champ de déplacement vertical ζ, générant un
champ de perturbation de la célérité δc. De tels déplacements évoluent à des fréquences
comprises entre fc la fréquence de Coriolis, résultant de la rotation de la Terre, et N(z)
la fréquence de flottabilité de la particule de fluide dans la colonne d’eau, ou fréquence de
Brunt-Vaïsala. Dans ce spectre basse fréquence, allant d’un cycle par jour à une dizaine
de cycles par heure, il est possible d’identifier les différents phénomènes de forçage comme
effectué dans les travaux de Munk [87] (voir figure 2.2). Par la suite, les travaux de
Garrett et Munk [51] et la récente correction apportée par Levine [73] ont permis la mise
en équation de la densité spectrale de puissance du déplacement vertical, aussi appelée
spectre de Garrett-Munk (voir équation (2.9)). Ce spectre peut être également obtenu
par observation directe du champ de déplacement vertical comme effectué dans [22],
nous reviendrons plus en détails sur ces travaux dans les sections suivantes. Notons qu’à
de pareilles fréquences, d’autres phénomènes susceptibles de déplacer des masses d’eau
et de modifier la célérité locale du milieu peuvent apparaitre, tels que des tourbillons ou
des fronts thermiques (voir figure 2.1).
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Figure 2.1. – Classification des processus ondulatoires dans l’océan selon leur échelle
spatiale et fréquentielle (source : Applied turbulence modelling in marine
waters, Hans Buchard, 2002 )

Les ondes internes linéaires constituent des phénomènes aléatoires courants en com-
paraison aux ondes internes non-linéaires. Dans cette thèse, nous nous limiterons donc
à leur étude afin de prendre en compte l’impact statistique de celles-ci sur un signal
acoustique mesuré.
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

Figure 2.2. – Première tentative de classification spectrale des ondes internes (source :
Walter H. Munk , Origin and Generation of Waves, First Conference on
Coastal Engineering, 1950 )

2.1.3. Modélisation spatiale du champ de perturbations

Considérons le champ de célérité comme la somme d’un profil moyen cp et d’un terme
de perturbation locale δc. Si nous modélisons ce champ dans un repère cartésien de
coordonnées (x, y, z), nous pouvons écrire

c(x, y, z, t) = cp(z) + δc(x, y, z, t). (2.7)

La perturbation δc(x, y, z, t) est induite par le déplacement vertical des masses d’eau
suivant l’équation suivante [20] :

δc(x, y, z, t) =
(
∂c

∂z

)
pot

ζ(x, y, z, t) ≈ c(x, y, z, t)µ
g
N(z)2ζ(x, y, z, t) (2.8)

où (∂c/∂z)pot est le gradient de célérité potentielle que l’on peut approcher par une
composée de l’accélération gravitationnelle g, d’une fonction dépendant des fréquences
de flottabilité des particules d’eau notée N(z) (nous y revenons un peu plus loin), d’une
constante adimensionnelle µ = 24.5 et de la célérité du milieu c(x, y, z, t). Il nous faut
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alors modéliser les statistiques du champ de déplacement vertical ζ(x, y, z, t).
D’après [51], le champ de déplacement vertical peut être représenté dans le domaine

de Fourier par une somme de J modes Fζ(ω) =
∑J
j=1 Fζ(j, ω) où

Fζ(j, ω) = 2B2E

πM

N0
N(z)

fc
ω3

(
ω2 − f2

c

)1/2 1
(j2 + j2

∗)
(2.9)

avec j∗ = 3 et E = 6.3 × 10−5 deux constantes sans dimension, fc est la fréquence
de Coriolis, B est la limite basse de la couche thermocline (i.e. la couche de mélange
entre eaux de surfaces et eaux profondes), N0 la fréquence de flottabilité en surface et
M =

∑∞
j=1

(
j2 + j2

∗
)−1 ≈ 1

2j
−2
∗ (πj∗ − 1) une constante de normalisation.

Avec un nombre suffisant de modes pour décrire le phénomène, nous obtenons un
spectre du déplacement vertical induit par les ondes internes, aussi appelé spectre de
Garrett-Munk.

Une variable importante ici est la fonction N(z), fonction des fréquences de flottabilité
des particules d’eau. Une définition commune consiste à considérer que cette fonction suit
un “profil de Garrett-Munk”, i.e. selon une décroissance exponentielle avec la profondeur

N(z) = N0 exp (z/B). (2.10)

On choisit alors de réécrire le spectre en fonction des nombres d’onde horizontaux
kr =

(
k2
x + k2

y

)1/2
et verticaux kz des modes. Pour cela on utilise la relation de dispersion

[39]

ω2 = N(z)2 k2
r

k2
r + k2

z

+ f2
c

k2
z

k2
r + k2

z

≈
(
N0B

jπ

)2
k2
r + f2

c . (2.11)

Posant kj , (fc/N0) (πj/B), appliquant le changement de variable et après une étape
de normalisation assurant la conservation d’énergie du champ de déplacement vertical
[21], on obtient une nouvelle formulation du spectre :

Fζ (j, kx, ky) = B2E

π2M

N2
0

N(z)
1

(j2 + j2
∗)

kj
√
k2
x + k2

y(
k2
x + k2

y + k2
j

)2 . (2.12)

Ce spectre décrit les fluctuations des ondes internes en trois dimensions, la propagation
horizontale étant pilotée par les nombres d’ondes kx et ky proportionnellement au “profil
de Garrett-Munk”. Afin de correspondre à la géométrie de notre problème, nous considé-
rons uniquement une propagation en deux dimensions (x, z) soumises aux fluctuations
spatiales. Alors en intégrant le spectre sur les nombres d’ondes ky, nous obtenons le
spectre 2D du déplacement vertical
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

Fζ (j, kx) =
∫ ∞
−∞

dkyFζ (j, kx, ky) = I (j, kx)
j2 + j2

∗

B2E

π2M

N0
N(z) (2.13)

avec

I (j, kx) = kj
k2
x + k2

j

+ 1
2

k2
x(

k2
x + k2

j

)3/2 ln


√
k2
x + k2

j + kj√
k2
x + k2

j − kj

 . (2.14)

Nous obtenons ainsi une représentation spectrale des fluctuations du milieu de propa-
gation. Afin de synthétiser un champ aléatoirement perturbé, il convient donc d’effectuer
plusieurs opérations :

— introduire une perturbation aléatoire du spectre de la forme eiϕ(j,kx) avec ϕ (j, kx)
suivant une loi uniforme entre 0 et 2π afin d’induire un retard entre les différentes
composantes modales,

— effectuer la transformée de Fourier inverse afin d’obtenir le champ de déplacement
vertical selon (x, z).

En introduisant un facteur de normalisation

ξ(z) = 1
N0B

∫ z

−h
N
(
z′
)
dz′, (2.15)

on peut finalement décrire le champ “gelé”, à un instant t fixé donc variant uniquement
dans l’espace, défini dans [21]

ζ(x, z) =

<

2B
π

(
E

M

)1/2( N0
N(z)

)1/2
(∆kx)1/2∑

j

sin(jπξ(z))
(j2 + j2

∗)
1/2

∑
kx

(I (j, kx))1/2 eiϕ(j,kx)eikxx


(2.16)

avec ∆kx le pas de nombre d’onde utilisé pour modéliser les fluctuations. L’équation
(2.16) décrit alors un milieu de propagation dans le plan (x, z) soumis à des fluctuations
de type ondes internes suivant le spectre de Garrett-Munk.

Une fois ce champ de déplacement vertical généré, il suffit d’utiliser (2.8) pour obtenir
le champ de perturbation de célérité. Pour finir, l’équation (2.7) permet de générer un
champ de célérité fluctuant en tout point correspondant au plan (x, z) utilisé par la
suite dans les équations de propagation et dans le simulateur proposé et présenté dans la
section suivante.

2.2. Simulation des fluctuations spatiales

Dans un souci de contrôle et visualisation des perturbations du milieu, difficiles à
obtenir avec des données réelles exceptées celles reproduites en cuve [107], nous proposons
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2.2. Simulation des fluctuations spatiales

d’utiliser une méthode simple de propagation dans un milieu stationnaire 2. Cette méthode
exploitant l’algorithme de Split-Step Fourier Algorithm présenté dans les travaux de
Jensen [63] a été porté à notre connaissance au travers des travaux effectués à l’Institut
franco-allemand de recherche pour la défense de Saint-Louis 3 [38] en acoustique aérienne
en milieu perturbé. Le choix a été fait d’adapter ces méthodes à la propagation acoustique
sous marine.

2.2.1. Génération des fluctuations

A l’image du Random Fluctuations Generator [49], nous proposons de générer un
champ de fluctuations suivant les statistiques et une tendance décrites dans les travaux
de Garrett et Munk [51]. Pour générer ce champ de perturbations fluctuant spatialement,
nous nous appuyons sur les équations (2.7) à (2.16) permettant, comme décrit dans [21],
de générer une “tranche” de champ de déplacement vertical ζ(x, z).
Ainsi, en fixant profondeur et distance de propagation, nous obtenons une grille

du champ de célérité (avec l’équation 2.8) dans un nouveau repère aux coordonnées
cylindriques (r, z). L’idée est alors d’effectuer une propagation rapide d’une onde plane
dans ce champ de fluctuations simulé. Pour ce faire, nous utiliserons les équations
paraboliques, dont la formulation va nous permettre une propagation en fonction de la
distance (indépendamment du temps).

2.2.2. Propagation par multiple phase screen

Les équations paraboliques ont été introduites en acoustique sous-marine dans les
années 1970 par Hardin et Tappert [119]. Elles sont très largement utilisées pour la
résolution des équations de propagation en fonction de la distance à la source r. La
solution à l’équation (2.6) s’écrit sous la forme d’une onde cylindrique

p(r, z) = ψ(r, z)H(1)
0 (k0r) (2.17)

composée d’un mode normal H(1)
0 (k0r), faisant appel à une fonction de Hankel du

premier type à l’ordre 0, et d’une enveloppe ψ(r, z) (fonction variant peu en r).
Une première approximation va être de remplacer cette fonction de Hankel par sa

forme asymptotique

H
(1)
0 (k0r) '

√
2

πk0r
ei(k0r−π4 ). (2.18)

En remplaçant cette solution dans l’équation d’Helmholtz (2.3) et en considérant le cas
d’une propagation en champ lointain, k0r � 1, la distance de propagation est très grande

2. Rappelons que nous considérons un milieu perturbé spatialement mais temporellement stable.
3. Nous remercions en particulier S. Cheinet et L. Ehrhardt pour les échanges fructueux sur le sujet.
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

devant la longueur d’onde propagée, on obtient l’équation de propagation simplifiée d’une
onde elliptique

∂2ψ

∂r2 + 2ik0
∂ψ

∂r
+ ∂2ψ

∂z2 + k2
0

(
n2 − 1

)
ψ = 0. (2.19)

Une dernière approximation est l’approximation paraxiale, supposant de faibles variations
du champ de pression

∂2ψ

∂r2 � 2ik0
∂ψ

∂r
. (2.20)

On obtient alors l’équation parabolique standard telle qu’introduite par Hardin et Tappert
[119] :

2ik0
∂ψ(r, z)
∂r

+ ∂2ψ(r, z)
∂z2 + k2

0

(
n2 − 1

)
ψ(r, z) = 0. (2.21)

Nous allons ensuite propager une onde plane dans la direction r, on procède à une
transformée de Fourier en z du champ ψ. Par propriété de la transformée de Fourier que
l’on retrouve aisément en intégrant par parties,

∫ ∞
−∞

∂2ψ(r, z)
∂z2 e−ikzzdz = −k2

zψ (r, kz) (2.22)

avec kz le nombre d’onde vertical, nous allons pouvoir appliquer le “Split-Step Fourier
Algorithm” [63] : on injecte cette dernière solution dans l’équation parabolique et on
factorise par ψ :

∂ψ(r, kz)
∂r

+ k2
0
(
n2 − 1

)
− k2

z

2ik0
ψ(r, kz) = 0. (2.23)

On obtient une équation différentielle du premier ordre avec, pour solution, une
fonction de r et kz

ψ (r, kz) = ψ (r0, kz) e−
k2
0(n2−1)−k2

z
2ik0

(r−r0)
, (2.24)

et, en effectuant la transformée de Fourier inverse :

ψ(r, z) = e
ik0
2 (n2−1)(r−r0)

∫ ∞
−∞

ψ (r0, kz) e−
i(r−r0)

2k0
k2
zeikzzdkz. (2.25)

Notant ∆r = r − r0 et F (resp. F−1) la transformée de Fourier (resp. inverse) dans le
domaine en z, on peut alors écrire la forme compacte de l’algorithme de propagation

ψ(r, z) = e
ik0
2 [n2(r0,z)−1]∆rF−1

{
e−

i∆r
2k0

k2
zF {ψ (r0, z)}

}
. (2.26)

Nous obtenons ainsi la formulation mathématique de la propagation d’onde dans un mi-
lieu où l’indice de réfraction n(r, z) fluctue spatialement en raison d’un champ de célérité
perturbé, décrit par les équations (2.7) et (2.16) (grâce à la relation n(r, z) = c0/c(r, z)).
Nous proposons alors une implémentation MATLAB pour simuler une propagation

32



2.2. Simulation des fluctuations spatiales

d’onde acoustique physiquement cohérente avec le phénomène induit par la présence
d’onde plane dans le milieu de propagation.
Du fait de l’utilisation de la transformée de Fourier inverse, le champ généré par cet

algorithme est ici continu aux extrémités du guide. Cette condition aux bords n’est pas
réaliste et nécessite d’être améliorée pour pouvoir observer des effets de surface et de
fond cohérents avec la propagation réelle. Toutefois, elle est suffisante pour donner une
idée de la déformation induite par les ondes internes.

Ci-dessous nous montrons le résultat de simulation d’une onde de fréquence 500 Hz 4

dans un milieu soumis à des ondes internes suivant un profil de Garrett-Munk classique,
le tout dans un milieu reproduisant les conditions de la campagne ALMA 2017 (voir
chapitre 6). La figure 2.3 représente la perturbation du champ de célérité (en mètres par
seconde) due aux mouvements verticaux induits par des ondes internes.
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Figure 2.3. – Champ de perturbation de la célérité (en m/s) généré pour un bassin de
200 m de profondeur et 600 m de longueur, soumis à une perturbation
suivant le spectre de Garrett-Munk

On constate sur cette figure que la perturbation est maximale à une profondeur de 80
mètres ainsi que la présence de fluctuations spatiales du milieu de propagation. Une fois
propagée une onde plane de fréquence 500 Hz dans ce milieu perturbé, on peut visualiser
le retard de phase afin de constater les déformations du front d’onde après correction
du profil de célérité. En particulier, pour des distances de propagation de 0, 300 et 600
mètres, nous observons les déformations suivantes reproduites sur la figure 2.4.
On constate bien une perte de cohérence spatiale au fur et à mesure que l’onde

se propage dans le milieu de propagation conformément au modèle théorique, où la
cohérence décroit avec l’augmentation de la distance de propagation R (voir les équations
(2.27) et (2.28)).

Bien que ne modélisant pas les effets d’interactions surface/fond, cette simulation nous
permet d’observer les effets de la présence d’ondes internes dans le milieu de propagation

4. On choisit volontairement une fréquence basse pour des raisons d’observabilité.
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Figure 2.4. – Retards de phase (en radians) observés sur une onde de fréquence 500 Hz
pour des distances de propagation de 0, 300 et 600 mètres.

sans que ces observations ne soient influencées par d’autres phénomènes. Il s’agit là de
motiver le besoin de prendre en compte un modèle de perturbation pour effectuer une
localisation de source robuste à ce phénomène. En effet, on observe bien sur la figure 2.4
qu’en fonction de la taille de l’antenne et de la position de la colonne d’eau, le front perçu
n’est pas soumis à un retard de moyenne nulle. Il sera ainsi difficile de compenser cette
déviation sans tenir compte des statistiques de fluctuations du milieu de propagation.

2.3. Impact des fluctuations spatiales sur un signal haute
fréquence

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, la prise en compte des phénomènes
physiques (ondes internes) et leur effet sur le milieu de propagation (champ de déplacement
vertical) est délicate et nécessite des dérivations mathématiques poussées. Dans cette
section, nous cherchons un modèle simple expliquant les déformations attendues sur les
signaux mesurés.
A cet égard, nous nous sommes intéressés aux travaux initiés par Dashen et al. [25]

ainsi qu’à ceux plus récents de Colosi [20] caractérisant l’impact des fluctuations du milieu
de propagation sur la mesure d’un signal acoustique. Plus particulièrement, la “théorie
simplifiée” présentée dans [25] propose une quantification de cet impact et introduit
une classification en trois régimes, différentiables dans un espace Λ− Φ, respectivement
paramètre de diffraction et paramètre de force de fluctuations mesurées.
Nous irons ensuite plus en détails sur les caractéristiques des régimes dits “saturés”

et notamment sur l’information que transporte la “pollution” du signal sur la nature
des fluctuations du milieu de propagation. Nous reviendrons plus particulièrement sur
une grandeur statistique caractérisant les régimes saturés appelée rayon de cohérence.
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2.3. Impact des fluctuations spatiales sur un signal haute fréquence

Cette longueur de corrélation du signal est fonction des grandeurs de fluctuations et
contient donc une information sur la taille des fluctuations du milieu. Nous proposerons
dans la suite d’intégrer cette information sous la forme d’un a-priori statistique que nous
pourrons ensuite implémenter dans nos algorithmes d’estimation des directions d’arrivée.

2.3.1. Régimes de saturation et diagramme Λ− Φ

Les travaux de Dashen, Flatté et co-auteurs [25] ont pour objectif de décrire les
fluctuations du milieu de propagation et leur impact en termes de statistiques sur un
signal propagé. Leur étude est basée sur une approche par rayons, valide et limitée
aux signaux haute-fréquence. Cette approche est particulièrement bien adaptée à la
description du phénomène de déviation locale du rayon et du retard impactant le signal
acoustique traversant un milieu perturbé. Ces calculs peuvent ensuite être étendus
sur la totalité de la distance de propagation et une approche asymptotique de cette
extension permet alors d’obtenir les statistiques de déviation des rayons. Considérant
des perturbations dues à la présence d’ondes internes [25], la déviation verticale

〈
Z2〉

d’un rayon propagé à une distance de propagation R s’exprime alors comme

〈
Z2
〉
' R3 〈γ(z)2〉Lr

3L2
z

, (2.27)

et la déviation horizontale
〈
X2〉

〈
X2
〉
' R

〈
γ(z)2

〉
Lr (2.28)

avec 〈γ(z)2〉 variance du champ de perturbation normalisé γ(r, z, t) , δc(r, z, t)/c0, Lz
et Lr les longueurs de cohérences verticales et horizontales des ondes internes. On peut
désormais exprimer la longueur de cohérence dans la direction du rayon propagé en
fonction du spectre de Garrett-Munk (voir équation (2.9)) :

Lp(z, θ) = 1
〈γ2(z)〉

∞∑
j=1

∫ N

ωL

2N0B

πj

Fζ(j, ω)(
ω2 − ω2

L

)1/2dω (2.29)

avec la fréquence limite ω2
L = f2

c +N(z)2 tan2 θ, θ étant la direction du rayon considéré.
On utilisera par la suite pour 〈γ2(z)〉 une forme canonique ne dépendant que de la
profondeur z : 〈

γ2(z)
〉

= γ2
0
N3(z)
N3

0
(2.30)

avec γ2
0 ' 6.26 × 10−8 et N0 = 3 cph la fréquence de flottabilité des eaux de surface

(obtenue expérimentalement). La grandeur Lp permet alors d’évaluer localement la
cohérence d’un rayon lors de sa propagation. Elle est en effet utilisée dans [25] pour
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

définir les grandeurs relatives aux fluctuations Λ et Φ :

Φ2 = q2
0

∫
Γ
ds
〈
γ2(z)

〉
Lp(θ, z)

Λ = q2
0

Φ2

∫
Γ
ds
〈
γ2(z)

〉
Lp(θ, z)

{
m2}R2

f (s)
2π

(2.31)

avec q0 = ω/c0,
{
m2} la moyenne quadratique des amplitudes spectrales du spectre

de Garrett-Munk et Rf (s) le rayon de Fresnel à un point s du trajet Γ. Nous pouvons
interpréter physiquement Φ comme l’intensité de la dispersion du rayon, augmentant
avec la fréquence, la distance de propagation ainsi que l’amplitude des ondes internes.
Ce dernier influence également le paramètre de diffraction Λ, dépendant de la moyenne
des rayons de Fresnel sur le trajet et de l’amplitude spectrale des ondes internes. Alors
en étudiant les différents comportements de diffraction d’un rayon au regard de ces deux
paramètres, il est possible de discriminer trois régimes de fluctuations dans le plan Λ−Φ
(voir figure 2.5).

Figure 2.5. – Diagramme Λ − Φ pour la discrimination des régimes de saturation
(source : John A. Colosi, Sound propagation through the stochastic ocean,
Cambridge University Press, 2016 )

Ces trois régimes de fluctuations peuvent se décrire aisément par le prisme de l’optique
géométrique :

— Le régime non saturé (unsaturated regime) : les variations du milieu de
propagation sont trop faibles pour causer un phénomène de diffraction. Le rayon
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2.3. Impact des fluctuations spatiales sur un signal haute fréquence

émis reste donc cohérent tout le long du trajet.
— Le régime partiellement saturé (partially saturated regime) : les variations

sont suffisantes pour que l’on observe un phénomène de diffraction. Toutefois la
dispersion de ces micro-multi-trajets reste inférieure au rayon de cohérence du
trajet principal. Nous sommes donc en présence d’une structure de cohérence des
rayons. On peut visualiser ce régime (figure 2.6) comme si chaque multi-trajet
traversait la même zone d’inhomogénéités.

— Le régime totalement saturé (totally saturated regime) : l’intensité des
fluctuations provoque la dispersion des multi-trajets hors du rayon de cohérence,
on a alors perte d’une information commune sur la perturbation du milieu de
propagation.

Figure 2.6. – Schémas des différents régimes de saturation en présence d’inhomogénéi-
tés dans le milieu de propagation (source : Gaultier Real, An ultrasonic
testbench for reproducing the degradation of sonar performance in a fluc-
tuating ocean, manuscrit de thèse, 2015 )

Dans le cadre de ces travaux de thèse, nous portons une attention particulière sur
les régimes saturés, notamment le régime partiellement saturé. En effet, l’information
présente dans la structure de cohérence des multi-trajets constitue un intérêt double
pour l’estimation des directions d’arrivée :

— La structure de corrélation du régime saturé peut être modélisée en tant qu’a priori
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

probabiliste, ajoutant une information sur les fluctuations du milieu au problème
d’estimation des directions d’arrivée.

— En considérant cette information dans un algorithme d’estimation, il est alors
possible de relier la structure de perturbation avec les fluctuations du milieu et
ainsi procéder à une évaluation des fluctuations du milieu de propagation par
acoustique passive.

Dans la suite, nous nous intéressons donc à la modélisation de la structure de la
perturbation suivant les régimes saturés en nous basant sur les travaux de Dashen et al.
[25].

2.3.2. Modélisation des régimes saturés et fonction de cohérence mutuelle

La plupart des travaux menés sur la caractérisation des régimes saturés visent à
calculer empiriquement les statistiques du champ acoustique perturbé par la présence
d’ondes internes. Ici nous nous arrêterons sur le modèle issu du formalisme de Path
integral theory. Ce formalisme, basé sur le principe des intégrales de Feynmann [79],
permet de décrire le champ acoustique en un point comme l’intégrale de tous les trajets
possibles entre la source acoustique et ce point, permettant alors de modéliser la présence
d’un trajet principal et la présence des micro-multi-trajets évoluant autour de ce dernier.
Utilisant ce formalisme pour la résolution des équations paraboliques, les travaux de

Flatté et Esswein [40] ont permis d’exprimer les moments d’ordre 2 du champ acoustique
reçu par deux capteurs espacés d’une distance ∆. Cette méthode nous permet d’obtenir
l’expression de Γ(∆) fonction de cohérence mutuelle (MCF pour Mutual Coherence
Function), ou corrélation normalisée dépendant de l’espacement intercapteur ∆, dont le
module peut être approximé par une structure gaussienne [47][46] :

|Γ(∆)| ' exp
(
−D(∆)

2

)
. (2.32)

On constate ici que la structure de corrélation décrivant les régimes saturés est unique-
ment une fonction d’une structure de phase D(∆). Ce résultat est dû à l’utilisation d’une
approximation haute fréquence, négligeant les effets des inhomogénéités sur l’amplitude.
En passant par une approximation quadratique de cette fonction, D(∆) s’écrit :

D(∆) = ∆2v2
δ , (2.33)

avec vδ un taux de phase dont l’expression varie selon la séparation δ (spatiale, temporelle
ou fréquentielle) étudiée. Nous nous intéresserons ici uniquement aux cohérences spatiales
des signaux. Considérant un milieu stationnaire, on obtient les deux expressions suivantes :

vz = Φ
L̂z
, vy = Φ

L̂r
(2.34)

38



2.3. Impact des fluctuations spatiales sur un signal haute fréquence

où L̂z et L̂r sont respectivement les longueurs de cohérence effectives verticale et horizon-
tale des ondes internes. Par la suite nous désignerons par “rayon de cohérence” vertical
Rc l’écart-type de cette structure gaussienne, à savoir Rc = 1/vz. Cet écart-type peut
être directement mesuré par une étude des statistiques du signal observé. On peut alors
l’exploiter de deux façons :

— en le considérant comme référence afin de juger de la bonne modélisation de la
perturbation du signal. On pourra en particulier l’utiliser pour valider le choix
d’un a priori gaussien multivarié ou celui de Von Mises multivarié.

— en calculant la corrélation normalisée du signal mesuré, on peut récupérer les gran-
deurs relatives aux fluctuations du milieu de propagation. Par exemple l’estimation
des longueurs de cohérence verticales et les grandeurs Λ et Φ nous permet une
évaluation des fluctuations par acoustique passive.
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Figure 2.7. – Fonction de cohérence mutuelle en fonction de la distance intercapteur
normalisée s = ∆/λ.

2.3.3. Proposition de modèle de bruit de phase

En considérant le cas du régime partiellement saturé (Λ < 1), les travaux de [25][20]
permettent de décrire la perturbation par le prisme de l’optique géométrique : la corréla-
tion entre deux mesures complexes du champ de pression par deux capteurs espacés de ∆
peut être décrite par un terme de bruit phase pour seule représentation des perturbations
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2. Propagation acoustique en milieu océanique fluctuant

du milieu de propagation.
On peut alors écrire le champ acoustique mesuré par le capteur m comme

ym = eiψm ỹm (2.35)

où ỹm serait le champ reçu si le milieu ne présentait aucune fluctuation et ψm représente
le bruit de phase résultant des fluctuations. Considérant dans une première approximation
que seule ψm est aléatoire, nous pouvons écrire le coefficient de corrélation Γml entre
deux capteurs m et l comme 5

Γml = E[(ym − E[ym])∗(yl − E[yl])]√
E[(ym − E[ym])∗(ym − E[ym])]

√
E[(yl − E[yl])∗(yl − E[yl])]

, (2.36)

= ỹ∗mỹl
|ỹm| |ỹl|

(2.37)

×
E
[(
eiψm − E

[
eiψm

])∗ (
eiψl − E

[
eiψl

])]
√
E
[
(eiψm − E [eiψm ])∗ (eiψm − E [eiψm ])

]√
E
[
(eiψl − E [eiψl ])∗ (eiψl − E [eiψl ])

]
]

(2.38)

Une confrontation entre (2.32) et (2.38) nous permettra de valider ou non le choix de
la distribution appliquée sur le bruit de phase. Nous nous intéresserons par la suite à
deux d’entres elles.

2.4. Conclusions

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la caractérisation des fluctuations
océaniques et leurs impacts à la fois sur la propagation d’une onde acoustique et sur les
pressions acoustiques mesurées in fine par une antenne.

Notre étude nous a ainsi menés à considérer le phénomène des ondes internes linéaires
comme principale composante des fluctuations océaniques. Leur modélisation sous la
forme d’un champ de déplacement vertical rend possible leur prise en compte dans les
équations de propagation acoustique, ainsi que leur caractérisation fréquentielle via le
spectre de Garrett-Munk. Ces dérivations mathématiques sont à la base de la proposition
d’un simulateur, inspiré et adapté des travaux [38].

Bien que ne modélisant pas les effets d’interactions surface/fond, ce premier simulateur
permet d’appréhender les retards de phase attendus sur un signal acoustique traversant
un milieu de propagation fluctuant. Forts de ces observations et nous appuyant sur les
travaux [25] et [20], nous proposons alors de modéliser les déformations du signal induites
par les fluctuations par un bruit de phase aléatoire, dont la structure de corrélation

5. Par souci de simplicité, variable aléatoire et réalisation sont représentées sous la même notation.
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2.4. Conclusions

pourra être reliée à un modèle théorique de corrélation du champ acoustique reçu faisant
appel à des grandeurs physiques quantifiant les fluctuations.
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Ce chapitre rappelle brièvement les principes fondamentaux des approximations varia-
tionnelles bayésiennes au coeur de nos contributions algorithmiques (cf. chapitre 5). Nous
les présentons ici d’un point de vue général, à savoir sans considération d’un modèle
probabiliste particulier, exceptée pour la section 3.4 qui s’intéresse à une application de
ces méthodes au problème de décomposition parcimonieuse. Toutes les approximations
variationnelles bayésiennes ne sont pas abordées ; nous focalisons notre propos sur les
deux approximations sur lesquelles reposent nos contributions : l’approximation de
champ moyen (section 3.2) et l’approximation de Bethe (section 3.3). Nous renvoyons
cependant le lecteur intéressé à l’article [130] dressant un aperçu plus complet de ces
approximations.

3.1. Généralités

La conception d’estimateurs bayésiens nécessite le calcul de lois a posteriori. Ces lois
ont rarement des formes analytiques simples, et leur calcul s’avère rapidement fastidieux.
Classiquement, on a recours aux méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov,
méthodes d’échantillonnage générant des échantillons tendant asymptotiquement vers
des réalisations de la loi cible. Mais ces approches présentent elles-mêmes l’inconvénient
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3. Approximations variationnelles bayésiennes

d’être coûteuses en temps de calcul et de ne pas proposer d’expression explicite des
lois a posteriori auxquelles elles s’intéressent. Les méthodes variationnelles bayésiennes
constituent alors une alternative appréciable dans le sens où, à défaut de calculer
explicitement les distributions désirées, elles proposent de calculer des approximations
de celles-ci sous des formes permettant un calcul moins fastidieux.

Formellement, notant u , [u1, . . . uI ]T la variable (de dimension I) de dépendance des
observations y, ces méthodes se proposent de calculer une approximation q(u)? de la loi
a posteriori p(u|y) comme la solution d’un problème d’optimisation

q(u)? = arg min
q∈Q

∫
u
q(u) log q(u)

p(u|y)du, (3.1)

où Q représente un ensemble de contraintes sur l’espace des densités de probabilité.
Une approximation variationnelle bayésienne sera donc définie comme la distribution
minimisant la divergence de Kullback-Leibler avec la distribution a posteriori p(u|y)
et satisfaisant les contraintes Q. Selon cet ensemble Q, la minimisation (3.1) donne
lieu à des approximations différentes. De façon triviale, si Q englobe l’ensemble des
distributions de probabilité, la résolution résultera en un calcul exact de la distribution a
posteriori p(u|y). Dans ces travaux de thèse, nous nous intéressons à deux approximations
particulières : l’approximation dite de champ moyen et l’approximation de Bethe. Ces
deux approximations sont bien connues de la littérature et présentent l’intérêt d’être
calculables par des procédures efficaces.

3.2. Approximation de champ moyen

L’approximation de champ moyen fait l’hypothèse d’une indépendance a posteriori de
tous les éléments de u :

QMF =
{
q

∣∣∣∣q(u) =
I∏
i=1

qi(ui)
}
. (3.2)

Algorithme VBEM La minimisation (3.1) sous la contrainte (3.2) peut être effectuée
par un algorithme de descente par coordonnée, i.e. en minimisant successivement la
divergence de Kullback-Leibler par rapport à un seul facteur, par exemple qi(ui). Cette
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3.2. Approximation de champ moyen

procédure se traduit par les équations de mise à jour suivantes :

q
(k+1)
1 (u1) ∝ exp

(
〈log p(u,y)〉∏

j 6=1 q
(k)
j (uj)

)
,

...

q
(k+1)
i (ui) ∝ exp

〈log p(u,y)〉 ∏
j>i

q(k)(uj)∏
j<i

q
(k+1)
j

(uj)

 , (3.3)

...

q
(k+1)
I (uI) ∝ exp

(
〈log p(u,y)〉∏

j 6=I q
(k+1)
j (uj)

)
,

où

〈log p(u,y)〉qi(ui) ,
∫
ui

qi(ui) log p(u,y)dui, (3.4)

et k est l’indice d’itération courant. Notons que nous avons supposé ici que les facteurs
{qi(ui)}i sont mis à jour à chaque itération, l’un après l’autre, dans un ordre croissant
de leur indice. Cependant, l’extension à d’autres ordres de mise à jour est immédiate.

Convergence La procédure décrite en (3.3) est habituellement appelée algorithme
Variational Bayesian Expectation-Maximization (VBEM) dans la littérature [48]. L’al-
gorithme VBEM est assuré de converger vers un point-selle ou un maximum (local ou
global) du problème (3.1) sous la contrainte (3.2).

Liens avec l’algorithme EM L’appellation “VBEM” provient de la relation étroite de
la procédure ci-dessus avec le célèbre algorithme EM [27] 1. La relation entre les deux
algorithmes peut être vue en imposant une contrainte supplémentaire à certains facteurs :

qi(ui) = δ(ui − ûi), (3.5)

où δ(·) représente la distribution de Dirac. Minimiser la divergence de Kullback-Leibler
par rapport au facteur qi(ui) sous la contrainte (3.5) revient à optimiser la valeur de ûi.
Ainsi, pour les facteurs qi(ui) soumis à (3.5), l’équation de mise à jour (3.3) peut être
réécrite comme

û
(k+1)
i = arg max

ui

〈log p(u,y)〉 ∏
j>i

q
(k)
j

(uj)∏
j<i

q
(k+1)
j

(uj)

 . (3.6)

1. Nous revenons plus en détails sur l’algorithme EM dans le chapitre suivant consacré à l’état de
l’art en estimation de directions d’arrivée.
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Supposons maintenant que u 6=i désigne le vecteur composé des uj pour j 6= i. Si un seul
élément de la partition {ui}Ii=1, disons uj , n’est pas soumis à (3.5), on peut montrer
[89] que les équations de mise à jour (3.3)-(3.6) définissent un algorithme EM visant la
résolution du problème

û 6=j = arg max
u6=j

log p(u 6=j |y), (3.7)

où uj est considéré comme une variable cachée. L’étape E correspond alors à l’estimation
de q(uj) selon (3.3), i.e. p(uj |y,u6=j) dans ce cas particulier, alors que l’étape M évalue
l’équation (3.6) pour tout i 6= j, i.e. maximise l’espérance Euj [log p(u,y)] par rapport aux
paramètres û 6=j . Le cas général où plusieurs ui ne sont pas soumis à (3.5) (par opposition
au cas présenté ci-dessus où tous les ui sauf un sont soumis à (3.5)) ne correspond plus à
un algorithme EM car l’étape E ne se réduit plus à l’estimation d’une seule probabilité a
posteriori mais approche une probabilité jointe au moyen d’une approximation de champ
moyen.

3.3. Approximation de Bethe

L’approximation de Bethe exploite l’hypothèse que la distribution jointe p(u,y) admet
une factorisation reposant sur une partition en E régions des variables d’intérêt {ui}Ii=1,
soit

p(u,y) = 1
Z

E∏
ε=1

fε(uε), (3.8)

où Z est une constante de normalisation et les facteurs fε(uε) dépendent des uε, sous-
ensembles de {ui}Ii=1 et des observations y que l’on omet de noter par souci de simplicité.
Sous cette hypothèse, l’approximation de Bethe propose de définir l’espace des contraintes
QBethe comme

QBethe =
{
q

∣∣∣∣q(u) =
∏E
ε=1 qε(uε)∏I

i=1 qi(ui)(di−1)

}
, (3.9)

où di est le degré de la variable ui (i.e., le nombre de facteurs fε dépendant de la variable
ui). L’approximation de Bethe est exacte sous certaines conditions que l’on verra par la
suite.

La minimisation (3.1) sous la contrainte (3.9) peut être résolue par des outils classiques
d’optimisation. En pratique, elle est souvent effectuée par un outil heuristique bien connu
de la littérature, l’algorithme par propagation de croyance (belief propagation).
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u1

u3

u4

u5f1

f3

f4

f5

u2f2

m3→1(u1)

n1→3(u1)

Figure 3.1. – Exemple de graphe factoriel pour la distribution de probabilité jointe
p(u,y) = 1

Z f1(u1)f2(u2)f3(u1, u2, u3)f4(u3, u4)f5(u3, u5).

Algorithme par propagation de croyance Cet algorithme repose sur des “messages”
transmis d’un noeud à un autre noeud d’un “graphe factoriel”. Commençons par introduire
ces deux notions.

Un graphe factoriel [129] est un graphe bipartite exprimant la structure de factorisation
de la probabilité jointe (3.8). Il possède un noeud variable (que l’on représente par un
cercle) pour chaque variable ui, un nœud facteur (que l’on représente par un carré)
pour chaque fonction fε et une arête reliant le noeud facteur ε au noeud variable i si
et seulement si fε dépend de ui. Par exemple, le graphe factoriel correspondant à la
distribution jointe

p(u,y) = 1
Z
f1(u1)f2(u2)f3(u1, u2, u3)f4(u3, u4)f5(u3, u5) (3.10)

est représenté sur la figure 3.1.
Deux types de “messages” circulent sur un graphe factoriel. On note mε→i(ui) le

message d’un noeud facteur ε vers un noeud variable i et ni→ε(ui) le message d’un noeud
variable i vers un noeud facteur ε. Tous deux sont définis comme des fonctions des
réalisations possibles 2 de ui et sont calculés sur la base des règles itératives suivantes 3 :

ni→ε(ui) ,
∏

ν∈V(i)\ε
mν→i(ui) (3.11)

mε→i(ui) ,
∑

uε\ui

fε(uε)
∏

j∈V(ε)\i
nj→ε(uj) (3.12)

où V(i)\ε représente l’ensemble des noeuds voisins du noeud i privés du noeud ε et∑
uε\ui la somme sur l’ensemble des réalisations que peut prendre uε privé de ui. Les

messages sont initialisés à mε→i(ui) = ni→ε(ui) = 1, pour tous les noeuds facteurs ε, les
noeuds variables i et les réalisations ui. Si les messages n’ont pas vraiment de consistence
physique, on peut néanmoins tenter une intuition. Ainsi, le message mε→i(ui) peut
être interprété comme une information du nœud facteur ε au noeud variable i sur les

2. Par souci de simplicité, nous utiliserons la même notation pour variable aléatoire et réalisation.
3. L’ordonnancement des règles itératives sera discuté plus loin dans ce chapitre.
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3. Approximations variationnelles bayésiennes

probabilités relatives des différentes réalisations de ui selon la fonction fε. Le message
ni→ε(ui) du noeud variable i vers le noeud facteur fε peut à son tour être interprété
comme une information sur les probabilités relatives des différentes réalisations de ui,
basée cette fois sur toutes les informations dont le noeud i dispose, excepté fε.

Convergence La mise à jour des messages (3.11)-(3.12) est réalisée de façon séquentielle,
jusqu’à obtention d’un potentiel point fixe. Si le graphe factoriel étudié est sans cycle
(i.e., il a la structure d’un arbre, comme celui de la figure 3.1), un point fixe est atteint en
un nombre fini de mises à jour. En revanche, lorsqu’il présente des cycles, la convergence
vers un point fixe n’est pas garantie par la théorie. En pratique, on pourra tout de même
espérer l’atteindre en jouant sur deux paramètres : l’ordre dans lequel les messages seront
mis à jour selon (3.11)-(3.12), et l’ajout d’une opération de “damping” (amortissement).
Le damping repose sur le calcul d’une combinaison convexe des messages estimés.

Formellement, soit λ ∈ (0, 1] et m(k)
ε→i(ui) le message transmis du noeud ε au noeud i à

l’itération k, le damping ajuste cette estimée comme

m
(k)
ε→i(ui) = λm

(k−1)
ε→i (ui) + (1− λ)m(k)

ε→i(ui). (3.13)

Le facteur d’amortissement λ représente le poids accordé aux estimées obtenues dans
les itérations précédentes au regard de l’estimation courante. On note ainsi que pour
λ = 0, on retrouve la propagation de croyance standard. En pratique, λ est souvent (cf.
e.g., [19]) choisi proche de 1. Le damping est très couramment combiné à la propagation
de croyance afin de diminuer l’effet de la propagation cyclique de l’information. En
équilibrant le poids du nouveau calcul effectué à chaque itération et le poids des calculs
effectués dans les itérations précédentes, on observe de fait une augmentation des chances
de convergence.

Solution du problème (3.1) sous contrainte (3.9) Les points fixes de l’algorithme
par propagation de croyance correspondent aux points stationnaires du problème de
minimisation (3.1) sous la contrainte d’approximation de Bethe (3.9) [129]. Ainsi, à
convergence de l’algorithme (s’il converge), on peut calculer une approximation des
distributions marginales a posteriori qi(ui)? en fonction des estimées courantes des
messages selon

qi(ui)? ∝
∏

ε∈V(i)
mε→i(ui). (3.14)

où V(i) est l’ensemble des noeuds voisins de i.
L’approximation qi(ui) est une estimation exacte de la marginale a posteriori p(ui|y)

lorsque le graphe factoriel est sans cycle. Dans ce cas, l’algorithme par propagation de
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croyance est bien connu de la littérature, notamment à travers ses particularisations à des
cas gaussiens. Ainsi, si le graphe est une chaîne de Markov, il donnera lieu à l’algorithme
de Kalman [65] dans le cas de variables continues gaussiennes, ou à l’algorithme BCJR
[2] (pour Bahl, Cocke, Jelinek et Raviv, ses inventeurs) dans le cas de variables discrètes.
En revanche, lorsque le graphe factoriel présente des cycles, il n’existe aucune garantie
de la qualité de l’approximation obtenue. Seuls des résultats empiriques pourront alors
permettre une validation de l’approche.

Cas des variables continues Si les variables {ui}Ii=1 sont continues, la mise à jour des
messages (3.11)-(3.12) peut rendre l’implémentation complexe. Lorsque les messages
s’écrivent naturellement sous une forme paramétrée 4, ce sont leurs paramètres qui sont
estimés et “circulent” au travers du graphe factoriel. Mais dans le cas général, on doit
“forcer” la paramétrisation. L’opération ne dégrade pas les propriétés de convergence
de l’algorithme sur un graphe factoriel sans cycle (i.e., on obtiendra un point fixe en
un nombre fini de mises à jour), en revanche l’estimée (3.14) devient à son tour une
approximation (et non un calcul exact) de la marginale a posteriori p(ui|y).

3.4. Particularisation au problème de décomposition
parcimonieuse

Les approximations variationnelles bayésiennes ont notamment été considérées pour la
recherche de décompositions parcimonieuses. Classiquement, le problème peut se poser
de la façon suivante :

x? = arg min
x

‖y−Dx‖22 + λ‖x‖0 (3.15)

où D est une matrice dite de mesure, de dimension M ×N avec M < N , ‖x‖0 est la
pseudo-norme `0 quantifiant la parcimonie de x – i.e., comptant le nombre de coefficients
non-nuls de x – et λ est ici un paramètre de régularisation, établissant le compromis entre
l’erreur d’attache aux données ‖y−Dx‖22 et le taux de parcimonie de x. D’un point de vue
bayésien, le problème (3.15) peut être reformulé sous la forme d’un problème d’estimation
au sens du maximum a posteriori (MAP) ou du minimum d’erreur quadratique moyenne
(MMSE pour minimum mean square error) :

x?MAP = arg max
x

log p(x|y) (3.16)

x?MMSE = arg min
x̃

∫
x
‖x− x̃‖22 p(x|y)dx. (3.17)

4. C’est le cas si toutes les variables {ui}Ii=1 sont gaussiennes par exemple.
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Dans les deux cas, l’accès à une estimée de la distribution a posteriori p(x|y) est
indispensable.

De nombreuses contributions se sont intéressées à l’estimation bayésienne dans le cadre
des décompositions parcimonieuses. Elles se distinguent principalement par le modèle
posé a priori sur x, le problème d’estimation considéré (MAP ou MMSE) et le type
d’outils statistiques qu’elles appliquent pour le résoudre (cf. e.g., [36] pour une brève
vue d’ensemble). Celles reposant sur des approximations variationnelles bayésiennes
exploitent pour la plupart un modèle Bernoulli-gaussien sur les variables d’intérêt x et
un modèle gaussien sur les observations 5, soit

p(y|x) = N (Dx, σ2IM ), (3.18)

et x = χ� s avec � produit terme-à-terme entre χ variable gaussienne et s variable de
Bernoulli (de réalisations dans {0, 1}N ) :

p(χ) =
N∏
i=1

p(χi) où p(χi) = N (µx, σ2
x), (3.19)

p(s) =
N∏
i=1

p(si) où p(si) = Ber(ρ). (3.20)

Notons qu’il découle de (3.19)-(3.20) que p(x) =
∏N
i=1 p(xi) avec

p(xi) = ρN (µx, σ2
x) + (1− ρ)δ0. (3.21)

C’est ce modèle que nous allons considérer dans la suite de ce chapitre pour exposer
la particularisation des deux approximations introduites dans les sections précédentes
au cas de la recherche d’une décomposition parcimonieuse. Notons que, par simplicité,
nous supposerons dans la suite les variables à réalisations dans R mais l’extension au
cas complexe est immédiate.

3.4.1. Approximation de champ moyen

L’approximation de champ moyen peut être appliquée au problème de décompositions
parcimonieuses de différentes manières 6 (cf. par exemple [61] et [36]). Celle ayant
donné de bons résultats au regard d’autres algorithmes de la littérature considère la

5. Notons qu’il a été prouvé dans [118, 60] que le problème d’estimation MAP exploitant ce modèle
avec µx = 0 partage des connections avec le problème (3.15).

6. L’approximation de champ moyen suppose l’indépendance des facteurs variables a posteriori mais
rien n’empêche de considérer des sous-ensembles de plusieurs variables. Dans la littérature, cette acception
élargie se trouve parfois désignée sous le vocable d’approximation de champ moyen “structurée”.
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factorisation :

q(χ, s) =
N∏
i

q(χi, si). (3.22)

Particularisées à ce cas et pour µx = 0, les équations de mise à jour du VBEM (3.3)
s’écrivent 7 : ∀i ∈ {1, . . . , N},

q(χi, si) ∝ exp

∑
s6=i

∫
χ6=i

∏
j 6=i

q(χi, si) log p(χ, s,y)dχ6=i

 , (3.23)

où χ6=i (resp. s6=i) désigne le vecteur composé des χj (resp. sj) pour j 6= i. La dérivation
du calcul de marginalisation après explicitation de la distribution p(χ, s,y) donne de
façon immédiate :

q(χi, si) = q(χi|si) q(si), (3.24)

avec

q(χi|si) = N (m(si),Σ(si)), (3.25)

q(si) ∝
√

Σ(si) exp
(

1
2
|m(si)|2

Σ(si)

)
p(si) (3.26)

et

Σ(si) = σ2
xσ

2

σ2 + siσ2
xdTi di

, (3.27)

m(si) = si
σ2
x

σ2 + siσ2
xdTi di

〈ri〉Tdi, (3.28)

〈ri〉 = y−
∑
j 6=i

q(sj = 1) m(sj = 1) dj . (3.29)

Les équations (3.24)-(3.29) ont donné naissance à l’algorithme SoBaP (pour soft
bayesian pursuit algorithm) [36]. En pratique, la procédure itère la mise à jour des
quantités (3.26), (3.83) et (3.28) jusqu’à atteindre un certain critère d’arrêt, par exemple
un nombre d’itérations donné ou un seuil minimal posé sur la diminution attendue de la
divergence de Kullback-Leibler entre l’estimée courante q(χ, s) et la distribution vraie
p(χ, s|y).
Notons enfin que pour aider à la vitesse de convergence de l’algorithme, une étape

d’estimation de la variance de bruit σ2 est souvent adjointe à la procédure, selon une

7. Ici encore, nous abandonnons les indices d’itérations pour la simplicité de notation.
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étape M d’un algorithme EM, i.e.,

σ2 = arg max
σ2

{∑
s

∫
χ

∏
i

q(χi, si) log p(χ, s,y|σ2) dχ
}
, (3.30)

= 1
M

〈
‖y−

∑
i

siχidi‖2
〉
∏
i
q(χi,si)

(3.31)

= 1
M

( yTy− 2
∑
i

q(si = 1)m(si = 1)yTdi

+
∑
i

∑
j 6=i

q(si = 1)q(sj = 1)m(si = 1)m(sj = 1)dTi dj

+
∑
i

q(si = 1)(Σ(si = 1) + |m(si = 1)|2)dTi di). (3.32)

Dans [36], les auteurs considèrent, au lieu des problèmes (3.16)-(3.17), le problème
d’estimation MAP marginalisé

s?i = arg max
si

p(si|y), (3.33)

où

p(si|y) =
∫
χ

∑
s6=i

p(χ, s|y) '
∫
χ

∑
s6=i

∏
j

q(χj , sj) ' q(si). (3.34)

On voit alors que l’approximation de champ moyen permet de simplifier la résolution de
(3.33), puisqu’une simple opération de seuillage peut ensuite être appliquée : s?i = 1 si
q(si) > T et s?i = 0 sinon, avec T idéalement fixé à 0.5. Une estimation de x? peut alors
être réalisée par estimation MAP étant donné le support s?, soit

x? = arg max
x

log p(x|y, s?). (3.35)

La solution de ce dernier problème s’exprime comme

x?s? = (DT
s?Ds? + Ω)−1DT

s?y (3.36)

et x?i = 0 si s?i = 0, (3.37)

où Ω est une matrice diagonale dont le i-ème élément est σ2

σ2
x
et x?s? (resp. Ds?) représente

x? (resp. D) restreint au support s?. Lorsque σ2
x → +∞, on obtient simplement

x?s? = D+
s?y (3.38)

et x?i = 0 si s?i = 0, (3.39)
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3.4. Particularisation au problème de décomposition parcimonieuse

x1
f1

xN

fM

x2

xi

fε

m1→1(x1)

nN→M(xN)

...
...

...
...

p(x1)

p(x2)

p(xi)

p(xN)

Figure 3.2. – Graphe factoriel attaché au problème de décomposition parcimonieuse.

où D+
s? est la pseudo-inverse de Ds? .

3.4.2. Approximation de Bethe

Le modèle (3.18)-(3.20) implique une factorisation de la distribution jointe comme

p(y,x) = p(y|x)p(x) (3.40)

=
M∏
ε=1

p(yε|x)
N∏
i=1

p(xi), (3.41)

où

p(yε|x) ∝ exp
(
− 1

2σ2 |yε −
∑
i

dεixi|2
)
, fε(x) (3.42)

avec yε ε-ième élément de y, dεi élément de D situé à la ε-ième ligne et i-ième colonne,
et p(xi) = ρN (µx, σ2

x) + (1− ρ)δ0. Classiquement, le problème de décomposition parci-
monieuse fait appel à des matrices de mesure denses, le graphe factoriel associé à (3.41)
est donc entièrement connecté – et présente a fortiori des cycles – comme l’illustre la
figure 3.2. Ce premier constat nous amène à l’observation que nous ne pourrons espérer
qu’une approximation de la distribution a posteriori p(x|y).
Les noeuds facteurs correspondant aux a priori p(xi) mis à part (leur cas est assez

simple à gérer puisqu’ils sont chacun attachés à un seul noeud variable), deux types de
messages vont nous intéresser : les messages notés mε→i(xi), qui vont des noeuds facteurs
ε vers les noeuds variables i sont dits “entrants” ; les messages notés ni→ε(xi) qui vont
des noeuds variables i vers les noeuds facteurs ε sont dits “sortants”. Ils sont indiqués
sur la figure 3.2. Le graphe étant entièrement connecté, une transposition immédiate des
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3. Approximations variationnelles bayésiennes

récurrences (3.11)-(3.12) donne :

ni→ε(xi) =
∏
ν 6=ε

mν→i(xi) (3.43)

mε→i(xi) =
∑
x\xi

fε(x)
∏
j 6=i

nj→ε(xj) (3.44)

Rexaled belief propagation Comme le modèle (3.18)-(3.20) considéré ne permet pas
une expression “naturellement” paramétrée des messages, une première approximation
consiste à la “forcer”. Ainsi, l’algorithme par propagation de croyance relachée (relaxed
belief propagation, notée rBP dans la suite de ce manuscrit) [101] considère une mise
à jour des moments d’ordre 1 et 2 des messages, que l’on peut interpréter comme une
“gaussianisation” des messages. Par souci d’homogénéisation, nous adoptons les notations
proposées dans [78], qui facilitent l’interprétation et l’écriture des récurrences. Ainsi,
nous posons

ni→ε(xi) ∝ e
− 1

2vi→ε
x2
i+

ai→ε
2vi→ε

xi (3.45)

mε→i(xi) ∝ e−
Aε→i

2 x2
i+Bε→ixi , (3.46)

de paramètres ai→ε, vi→ε, Aε→i et Bε→i. En particularisant les règles (3.43)-(3.44),
contraintes par (3.45)-(3.46), au modèle (3.18)-(3.20), on obtient la mise à jour suivante
des paramètres [68] :

Aε→i = d2
εi

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjvj→ε

(3.47)

Bε→i =
dεi(yε −

∑
j 6=i dεjaj→ε)

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjvj→ε

(3.48)

pour les paramètres attachés à la mise à jour des messages entrants mε→i(xi), et

ai→ε = g1

(∑
ν 6=εBν→i∑
ν 6=εAν→i

,
1∑

ν 6=εAν→i

)
(3.49)

vi→ε = g2

(∑
ν 6=εBν→i∑
ν 6=εAν→i

,
1∑

ν 6=εAν→i

)
(3.50)
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3.4. Particularisation au problème de décomposition parcimonieuse

pour les paramètres attachés à la mise à jour des messages sortants ni→ε(xi) avec

g1(a, v) ,
∫
xi

1√
2πv

e−
1
2v (xi−a)2

p(xi)dxi, (3.51)

g2(a, v) ,
∫
x2
i

1√
2πv

e−
1
2v (xi−a)2

p(xi)dxi − g2
1(a, v), (3.52)

= v
∂g1
∂a

(a, v). (3.53)

Particularisées au modèle Bernoulli-gaussien (3.21), ces deux fonctions s’écrivent

g1(a, v) = ρ

√
2πγ
Zx

exp
(
− |µx − a|

2

2(σ2
x + v)

)
α, (3.54)

g2(a, v) = ρ

√
2πγ
Zx

exp
(
− |µx − a|

2

2(σ2
x + v)

)
(γ + |α|2)− g1(a, v)2, (3.55)

avec

Zx = ρ
√

2πγ exp
(
− |µx − a|

2

2(σ2
x + v)

)
+ (1− ρ) exp

(
−|a|

2

2v

)
, (3.56)

α = aσ2
x + µxv

v + σ2
x

, γ = vσ2
x

v + σ2
x

. (3.57)

Classiquement, deux ordres de mise à jour des messages sont considérés pour rBP : la
première approche consiste à mettre à jour l’ensemble des paramètres ai→ε, vi→ε d’une
part, et Aε→i et Bε→i d’autre part, en parallèle, la seconde repose sur une mise à jour
séquentielle aléatoire, où l’on prend un seul indice i et l’on met à jour tous les messages
qui lui correspondent.

A convergence de l’algorithme (s’il converge), l’approximation des distributions margi-
nales a posteriori qi(ui)? est alors donnée par

qi(xi)? = N (ai, vi) (3.58)

avec

ai = g1

(∑
ν Bν→i∑
ν Aν→i

,
1∑

ν Aν→i

)
, (3.59)

vi = g2

(∑
ν Bν→i∑
ν Aν→i

,
1∑

ν Aν→i

)
. (3.60)

De par la gaussiannisation (3.58), le résultat des problèmes d’estimation MAP (3.16)
et MMSE (3.17) est alors immédiat : on obtient ∀i ∈ {1, . . . , N}

(x?MAP)i = (x?MMSE)i = ai. (3.61)
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3. Approximations variationnelles bayésiennes

(Swept) approximate message passing La paramétrisation “forcée” des messages
peut être vue comme une première relaxation de la procédure d’optimisation initiale de
propagation de croyance. Cependant, la forte connectivité du graphe factoriel (cf. Fig.
3.2) implique la transmission de 2MN messages à chaque iteration. Pour des problèmes
de grandes dimensions, la procédure peut vite s’avérer lourde en temps de calculs.
L’approche par “propagation de message approchée” (approximate message passing [31],
notée AMP dans la suite du manuscrit) et, par extension, l’approche par propagation de
message approchée “balayée” (swept approximate message passing [78], notée SwAMP
dans la suite du manuscrit) proposent d’aller plus loin encore dans la simplification des
messages transmis au travers du graphe. Nous la détaillons ci-après.

Partons d’une hypothèse de mise à jour des messages en parallèle (i.e., l’ensemble des
messages entrants, puis l’ensemble des messages sortants).

A l’itération courante k, on a

a
(k+1)
i→ε = g1

(∑
ν 6=εB

(k)
ν→i∑

ν 6=εA
(k)
ν→i

,
1∑

ν 6=εA
(k)
ν→i

)
(3.62)

v
(k+1)
i→ε = g2

(∑
ν 6=εB

(k)
ν→i∑

ν 6=εA
(k)
ν→i

,
1∑

ν 6=εA
(k)
ν→i

)
(3.63)

A
(k+1)
ε→i = d2

εi

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j→ε

(3.64)

B
(k+1)
ε→i =

dεi(yε −
∑
j 6=i dεja

(k+1)
j→ε )

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j→ε

. (3.65)

Pour la suite des calculs, nous définissons également

a
(k+1)
i = g1

(∑
ν B

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

,
1∑

ν A
(k)
ν→i

)
, (3.66)

v
(k+1)
i = g2

(∑
ν B

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

,
1∑

ν A
(k)
ν→i

)
, (3.67)

les estimées courantes des paramètres des marginales (3.58).
Supposant que les éléments de la matrice D sont d’amplitude O(1

√
N), pour N grand

on peut poser 1∑
ν 6=ε A

(k)
ν→i
∼ 1∑

ν
A

(k)
ν→i

. Il vient alors

a
(k+1)
i→ε ∼ g1

(∑
ν 6=εB

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

,
1∑

ν A
(k)
ν→i

)
, (3.68)
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3.4. Particularisation au problème de décomposition parcimonieuse

puis, par développement de Taylor-Young à l’ordre 1 au point
(∑

ν
B

(k)
ν→i∑

ν
A

(k)
ν→i

, 1∑
ν
A

(k)
ν→i

)
,

a
(k+1)
i→ε ∼ g1

(∑
ν 6=εB

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

,
1∑

ν A
(k)
ν→i

)
(3.69)

∼ a(k+1)
i −

(
B

(k)
ε→i∑

ν A
(k)
ν→i

)
∂g1
∂a

(∑
ν B

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

,
1∑

ν A
(k)
ν→i

)
+ o

(
B

(k)
ε→i∑

ν A
(k)
ν→i

)
(3.70)

∼ a(k+1)
i −B(k)

ε→i g2

(∑
ν B

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

,
1∑

ν A
(k)
ν→i

)
+ o

(
B

(k)
ε→i∑

ν A
(k)
ν→i

)
(3.71)

∼ a(k+1)
i −B(k)

ε→i v
(k+1)
i + o

(
B

(k)
ε→i∑

ν A
(k)
ν→i

)
. (3.72)

Au même ordre d’approximation, on a immédiatement que

v
(k+1)
i→ε ∼ g2

(∑
ν 6=εB

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

,
1∑

ν A
(k)
ν→i

)
, (3.73)

∼ v(k+1)
i + o

(
B

(k)
ε→i∑

ν A
(k)
ν→i

)
. (3.74)

Ces approximations impactent les estimées de A(k+1)
ε→i et B(k+1)

ε→i : à l’ordre o(d2
εi), on

obtient

A
(k+1)
ε→i = d2

εi

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j→ε

(3.75)

∼ d2
εi

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j

(3.76)

∼ d2
εi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k+1)
j

(
1 + d2

εiv
(k+1)
i

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k+1)
j

+ o(d2
εi)
)

(3.77)

∼ d2
εi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k+1)
j

+ o(d2
εi), (3.78)
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3. Approximations variationnelles bayésiennes

B
(k+1)
ε→i =

dεi(yε −
∑
j 6=i dεja

(k+1)
j→ε )

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j→ε

(3.79)

= dεi

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j→ε

(yε −
∑
j

dεja
(k+1)
j→ε + dεia

(k+1)
i→ε ) (3.80)

= dεi

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j→ε

(yε −
∑
j

dεja
(k+1)
j→ε ) + d2

εi

σ2 +
∑
j 6=i d

2
εjv

(k+1)
j→ε

a
(k+1)
i→ε

∼ dεi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k+1)
j

(yε −
∑
j

dεja
(k+1)
j→ε )

+ d2
εi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k+1)
j

(a(k+1)
i −B(k)

ε→i v
(k+1)
i ) + o(d2

εi) (3.81)

∼ dεi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k+1)
j

(yε −
∑
j

dεja
(k+1)
j→ε ) + d2

εi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k+1)
j

a
(k+1)
i + o(d2

εi).

(3.82)

Les algorithmes AMP [31] et SwAMP [78] diffèrent principalement de par l’ordon-
nancement des mises à jour ci-dessus. Pour bien les décrire, on procède d’abord à la
définition de nouvelles variables. On pose

Σ(k+1)
i ,

1∑
ν A

(k)
ν→i
∼
[∑

ν

d2
νi

σ2 +
∑
j d

2
νjv

(k)
j

]−1
, (3.83)

R
(k+1)
i ,

∑
ν B

(k)
ν→i∑

ν A
(k)
ν→i

(3.84)

∼ Σ(k)
i

[∑
ν

dνi

σ2 +
∑
j d

2
νjv

(k)
j

(yν −
∑
j

dνja
(k)
j→ν) +

∑
ν

d2
νi

σ2 +
∑
j d

2
νjv

(k)
j

a
(k)
i

]
(3.85)

∼ Σ(k)
i

[∑
ν

dνi

σ2 +
∑
j d

2
νjv

(k)
j

(yν −
∑
j

dνja
(k)
j→ν) + (Σ(k)

i )−1a
(k)
i

]
(3.86)

∼ a(k)
i + Σ(k)

i

[∑
ν

dνi

σ2 +
∑
j d

2
νjv

(k)
j

(yν −
∑
j

dνja
(k)
j→ν)

]
. (3.87)

Les estimées courantes des paramètres des marginales (3.66)-(3.67) s’écrivent alors

a
(k+1)
i = g1

(
R

(k+1)
i ,Σ(k+1)

i

)
, (3.88)

v
(k+1)
i = g2

(
R

(k+1)
i ,Σ(k+1)

i

)
, (3.89)
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et permettent à leur tour de définir

V (k+1)
ε ,

∑
i

d2
εiv

(k+1)
i (3.90)

ω(k+1)
ε ,

∑
i

dεia
(k+1)
i→ε (3.91)

∼
∑
i

dεi(a(k+1)
i −B(k)

ε→i v
(k+1)
i ) (3.92)

∼
∑
i

dεia
(k+1)
i −

∑
i

dεiv
(k+1)
i

(
dεi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k)
j

(yε −
∑
j

dεja
(k)
j→ε) + d2

εi

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k)
j

a
(k)
i

)

∼
∑
i

dεia
(k+1)
i −

(yε −
∑
j dεja

(k)
j→ε)

σ2 +
∑
j d

2
εjv

(k)
j

∑
i

d2
εiv

(k+1)
i + o(d2

εi) (3.93)

∼
∑
i

dεia
(k+1)
i − (yε − ω(k)

ε )
σ2 + V

(k)
ε

V (k+1)
ε + o(d2

εi), (3.94)

où l’on a fait apparaître les dernières notations introduites.
L’algorithme AMP procède par mise à jour parallèle des quantités (3.83)-(3.94). Plus

exactement, une itération élémentaire d’AMP est constituée de la mise à jour de l’ensemble
des {R(k+1)

i ,Σ(k+1)
i }i puis des {a(k+1)

i , v
(k+1)
i }i et ensuite des {ω(k+1)

ε , V
(k+1)
ε }ε. En cela,

AMP conserve la “philosophie” de l’approche rBP.
Dans [5, 30], des résultats théoriques ont été dérivés pour quantifier les performances

d’AMP dans le cas où les éléments de la matrice D sont indépendamment et identiquement
distribués (i.i.d.) ou i.i.d. par bloc. De fait, AMP présente une bonne convergence pour des
matrices i.i.d. de moyenne nulle. En revanche, dès lors que l’on s’éloigne de ces scénarios
simples, ses performances théoriques chutent drastiquement. Pour des matrices i.i.d.
ayant une petite moyenne positive par exemple, l’algorithme peut diverger rapidement,
entraînant de mauvais résultats de reconstruction [14]. Dans [14], les auteurs incriminent
la structure d’AMP : la mise à jour en parallèle des quantités (3.83)-(3.94) ne permettrait
pas la généralisation de l’algorithme à des cas plus complexes.

Pour remédier à ce problème de convergence, plusieurs stratégies peuvent être envisa-
gées. Une première stratégie est de recourir à une opération de damping comme celle
évoquée précédemment dans le cas général (3.13), que l’on appliquerait cette fois-ci sur
les paramètres, et notamment sur (3.88), sur lequel repose le résultat final à convergence
(3.61). Cette option est notamment envisagée dans [70]. En pratique néanmoins, comme
nous l’avons mentionné précédemment, le facteur d’amortissement doit être en général
choisi très élevé, ceci implique un coût prohibitif en termes de nombre d’itérations jusqu’à
la convergence. En outre, la manière de déterminer un facteur d’amortissement optimal
pour assurer la convergence reste très empirique.

L’algorithme SwAMP [78] se propose comme stratégie alternative. L’idée générale est
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3. Approximations variationnelles bayésiennes

de réaliser quelques unes des mises à jour (3.83)-(3.94) séquentiellement afin d’éviter
autant que possible une divergence de la procédure itérative. L’approche est empirique
et revendiquée comme telle par les auteurs : aucun résultat théorique n’étaye leur
contribution, en revanche, les expériences menées montrent des propriétés de convergence
intéressantes. L’observation clé dans la dérivation de SwAMP est que l’équation (3.94)
fait apparaître naturellement différents indices de temps : tandis que les quantités a(k+1)

i

et v(k+1)
i sont les “nouveaux estimés”, la fraction (yε−ω(k)

ε )
σ2+V (k)

ε

repose sur les estimées à

l’itération précédente. Cela implique que si
∑
i dεia

(k+1)
i et V (k+1)

ε doivent être recalculés
au fur et à mesure que les quantités dépendant de l’indice i sont mises à jour, le terme
(yε−ω(k)

ε )
σ2+V (k)

ε

ne doit pas l’être. La procédure résultante est résumée dans le pseudo-code 1

ci-contre avec gε(ω, V ) = (yε−ω)
σ2+V .

Pseudo-code 1 Algorithme GSwAMP
Entrées : y, D, σ2, kmax
Initialisation : {a(0)

i , v
(0)
i }i∈{1,...,N}, {ω

(0;N+1)
ε , V

(0;N+1)
ε }ε∈{1,...,M}, k = 0

1: while k < kmax do
2: for ε = 1 . . .M do
3: V

(k+1;1)
ε =

∑
i d

2
εiv

(k)
i

4: ω
(k+1;1)
ε =

∑
i dεia

(t)
i − V

(k+1;1)
ε gε

(
ω

(k;N+1)
ε , V

(k;N+1)
ε

)
5: end for
6: p = permute([1, 2, . . . N ])
7: for j = 1 . . . N do
8: i = pj

9: Σ(k+1)
i =

[∑
ε d

2
εi

(
− ∂gε

∂ω (ω(k+1;j)
ε , V

(k+1;j)
ε )

)]−1

10: R
(k+1)
i = a

(k)
i + Σ(k+1)

i

[∑
ε dεi gε(ω

(k+1;1)
ε , V

(k+1;1)
ε )

]
11: a

(k+1)
i = g1

(
R

(k+1)
i ,Σ(k+1)

i

)
12: v

(k+1)
i = g2

(
R

(k+1)
i ,Σ(k+1)

i

)
13: for ε = 1 . . .M do
14: V

(k+1;j+1)
ε = V

(k+1;j)
ε + d2

εi

(
v

(k+1)
i − v(k)

i

)
15: ω

(k+1;j+1)
ε = ω

(k+1;j)
ε + dεi

(
a

(k+1)
i − a(k)

i

)
−gε

(
ω

(k+1;1)
ε , V

(k+1;1)
ε

)
.
(
V

(k+1;j+1)
ε − V (k+1;j)

ε
)

16: end for
17: end for
18: k = k + 1
19: end while

Sorties : {a(kmax)
i }i
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3.4. Particularisation au problème de décomposition parcimonieuse

Generalized (swept) approximate message passing Au delà du modèle d’observation
gaussien (3.42), les procédures (Sw)AMP ont été étendues au modèle linéaire généralisé
(GLM pour generalized linear model [29]). Ce modèle suppose les trois éléments suivants :

— la distribution de probabilité p(yε|x) appartient à la famille exponentielle,
— il existe un prédicteur linéaire, ici

zε ,
∑
i

dεixi,

— et une fonction dite “de lien” que nous noterons hε, ∀ε ∈ {1, . . . ,M}, tels que

E[yε|x] = hε(zε).

Considérant un tel modèle, les expressions des mises à jour restent sensiblement les
mêmes, nonobstant deux modifications :

— le terme (yε−ω(k)
ε )

σ2+V (k)
ε

dans (3.87) et (3.94) est remplacé par gε(ω(k)
ε , V

(k)
ε ), fonction

dépendant de p(yε|x) selon

gε(ω, V ) ,
∫
zε

(
zε − ω
V

)
e−

1
V
|zε−ω|2 p(yε|x) dzε, (3.95)

résultant en

R
(k+1)
i = a

(k)
i + Σ(k)

i

[∑
ν

dνi gε(ω(k)
ε , V (k)

ε )
]
, (3.96)

ω(k+1)
ε =

∑
i

dεia
(k+1)
i − gε(ω(k)

ε , V (k)
ε )V (k+1)

ε , (3.97)

— le terme 1
σ2+

∑
j
d2
νjv

(k)
j

dans (3.83) est remplacé par −∂gε
∂ω (ω(k)

ε , V
(k)
ε ), résultant en

Σ(k+1)
i =

[∑
ν

d2
νi

(
− ∂gε
∂ω

(ω(k)
ε , V (k)

ε )
)]−1

. (3.98)

Ces extensions ont notamment donné naissance aux algorithmes GAMP (pour gene-
ralized AMP [102]) et GSwAMP (pour generalized SwAMP [78]) dont nous donnons le
pseudo-code ci-dessus. Nous verrons des particularisations de ces approches dans les
deux chapitres suivants.

Vector approximate message passing Notons enfin que pour pallier au problème de
convergence d’AMP, une alternative a été proposée à SwAMP : l’algorithme VAMP (pour
vector approximate message passing [103]). Si le constat à la base de la dérivation des
deux approches est le même (la parallélisation des mises à jour des messages conduit à des
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3. Approximations variationnelles bayésiennes

problèmes de convergence), VAMP propose de conserver certains liens de dépendances
entre les variables en considérant des noeuds variables vectoriels plutôt que scalaires.
Confrontée à des données simulées, l’approche s’avère efficace [103]. A l’image de GAMP
et GSwAMP, elle a été étendue récemment aux modèles linéaires généralisés [115].

3.5. Conclusions

S’intéressant à l’estimation de distribution a posteriori, les algorithmes variationnels
bayésiens présentent une bonne alternative aux algorithmes d’échantillonnage, offrant un
bon compromis entre complexité calculatoire et approximation maîtrisée. En particulier,
les approximations de champ moyen et de Bethe constituent des approches éprouvées et
bien connues de la littérature. Si l’algorithme VBEM, procédure itérative permettant le
calcul de l’approximation de champ moyen, présente des garanties de convergence, il n’en
est pas de même pour les approches par propagation de message s’attachant à résoudre
l’approximation de Bethe. Dérivé dans le contexte particulier de l’acquisition compressée,
l’algorithme SwAMP qui a retenu notre attention présente néanmoins des résultats
empiriques prometteurs. Il semble en effet plus robuste à l’utilisation de matrices plus
complexes que seulement i.i.d. au contraire de l’antérieur AMP, et présente, comme lui,
des facilités de généralisation à des modèles d’observation autres que linéaires.

VBEM et SwAMP offrent des pistes intéressantes au regard de notre problème d’esti-
mation de directions d’arrivée en milieu fluctuant. Nous souhaitons en effet un cadre
probabiliste permettant d’intégrer facilement les statistiques des fluctuations du milieu
ainsi qu’une procédure présentant de bonnes propriétés de convergence en présence de
matrices fortement corrélées (les dictionnaires de directions d’arrivée le sont malheureuse-
ment). Dans le chapitre 5, nous proposons ainsi de nous pencher sur des particularisations
de ces deux approches.
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Commun à une large communauté en traitement du signal (acoustique sous-marine
et aérienne, RADAR, télécommunications, biomédical...), le problème d’estimation de
directions d’arrivée (DOA pour direction-of-arrival) jouit d’une littérature conséquente
d’algorithmes exploitant différentes approximations sur la nature du signal mesuré ou
du bruit polluant la mesure. Ce chapitre résume les principales contributions dans ce
domaine.
Guidés par notre objectif, nous avons divisé notre étude bibliographique en deux

grandes sections.
La section 4.1 fait le point sur les approches supposant un milieu de propagation connu

et stable. En préambule, nous rappelons le modèle d’observation exploité classiquement
avant de dresser une liste (non-exhaustive) des principaux algorithmes du domaine.
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4. Estimation de directions d’arrivée : un état de l’art

La section 4.2 s’attache à recenser les procédures se proposant de résoudre le problème
d’estimation de DOA dans des contextes de milieux de propagation entachés d’incertitudes.
Nous verrons que plusieurs modèles d’observation peuvent être considérés, chacun posant
des hypothèses sur les éventuelles perturbations subies par le milieu de propagation.
Nous terminerons ce chapitre en mentionnant les approches de reconstruction de phase
comme procédures envisageables dans certains cas de fluctuations.

4.1. Estimation de directions d’arrivée en milieu non fluctuant

Les algorithmes présentés ici permettent l’estimation des directions d’arrivée à partir
de la mesure passive effectuée par une antenne de capteurs mesurant les variations
de pression générées par la propagation d’une onde depuis sa source jusqu’à l’antenne
réceptrice. Avant de procéder à l’inversion acoustique de mesure et par conséquent
l’estimation des directions d’arrivée, il convient de définir le modèle génératif à partir
duquel nous allons effectuer cette inversion.

4.1.1. Modèle d’observation

Le modèle d’onde plane est le plus généralement considéré dans le problème d’estimation
de directions d’arrivée à partir d’une antenne, i.e., d’un réseau de capteurs. C’est celui
que nous retiendrons et détaillerons dans ce manuscrit 1.

Onde plane L’onde plane est une solution à l’équation de propagation (2.1) sous
hypothèse de source lointaine. Elle s’écrit :

p(r, t) = A exp
[
iω

(
t−

(
k

ω

)T
r

)]
(4.1)

où r est un vecteur de coordonnées spatiales et k est appelé vecteur d’onde, orienté dans
la direction de propagation de l’onde et de norme égale au nombre d’onde désigné par k
précédemment. Ainsi, dans un repère cartésien (x, y),

k = −ω
c

[
cos(θ)
sin(θ)

]
(4.2)

où θ est l’angle d’incidence de l’onde, c la célérité (ici constante) et ω la pulsation de
l’onde propagée.

1. Notons cependant que la plupart des méthodes présentées peuvent être généralisées à d’autres
modèles d’ondes (par exemple sphériques).
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4.1. Estimation de directions d’arrivée en milieu non fluctuant

Signal reçu sur une antenne Considérons maintenant une antenne de M capteurs et
supposons P ondes planes se propageant selon l’équation (2.1). On peut écrire le signal
temporel reçu au m-ième capteur de coordonnées spatiales rm comme

p(rm, t) =
P∑
p=1

Ap exp
[
iω

(
t−

(
kp
ω

)T
rm

)]
+ εm(t) (4.3)

où kp est le vecteur d’onde attaché à la p-ième onde incidente et εm(t) un bruit additif.
Appliquant une transformée de Fourier à ce signal mesuré, le retard

(
kp
ω

)T
rm devient le

déphasage exp(−ikTp rm) et le signal reçu sur l’antenne est décrit par le vecteur

y(ω) ,


F(p(r1, t))

...
F(p(rM , t))

 =
P∑
p=1

d(θp) xp(ω) + n(ω), (4.4)

où F représente l’opérateur de transformée de Fourier, d(θp) contient le déphasage
attaché à la p-ième onde incidente évalué en chaque capteur, i.e.,

d(θp) =


e−ik

T
p r1

...
e−ik

T
p rM

 , (4.5)

tandis xp(ω) contient son amplitude complexe 2.
Dans la littérature, d(θp) est appelé vecteur de “pointage” (steering vector). Si l’antenne

considérée est linéaire uniforme et échantillonnant régulièrement l’axe Oy de ses M
capteurs, on peut poser rm = (0, (m− 1)∆) et

d(θp) =


1
...

ei
ω
c

(M−1)∆ sin θp

 , (4.6)

où l’on a utilisé l’expression (4.2).
Le bruit additif n est classiquement considéré comme blanc gaussien dans la littérature.

L’hypothèse sous-jacente est qu’il est le résultat d’une infinité de phénomènes aléatoires
produisant un signal non-informatif dans nos mesures. Appliquant le théorème central
limite, la distribution de ce bruit, somme de nombreux phénomènes aléatoires, est une
distribution normale avec une moyenne considérée nulle. Il est supposé complexe, de

2. Rappelons ici que le retard
(
kp
ω

)T
rm ne peut être estimé que “relativement” à un capteur de

référence, les amplitudes seront donc complexes car contenant la différence au retard “absolu”.
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4. Estimation de directions d’arrivée : un état de l’art

sorte que ses composantes sont distribuées selon une loi circulaire gaussienne de moyenne
nulle et de variance σ2.

Modèle exploité Le problème d’estimation de DOA s’attache à estimer le nombre P
et les angles θp des ondes incidentes. En l’absence d’a priori, la plupart des approches de
la littérature propose des procédures de recherche dans un dictionnaire d’angles (plus ou
moins) finement discrétisé. Notant N ≥ P la dimension de ce dictionnaire, on pose

D ,
[

d(θ1) · · · d(θN )
]
. (4.7)

Dans la majorité des approches d’estimation de DOA, la discrétisation des angles θp
dans D est fixée et connue 3, c’est pourquoi nous omettons de noter explicitement sa
dépendance. Cependant, il ne faudra pas l’oublier, notamment lorsque nous présenterons
les méthodes paramétriques.

Cette notation en tête, l’équation (4.4) s’écrit alors sous la forme matricielle

y(ω) = Dx(ω) + n(ω) (4.8)

où x(ω) , [x1(ω), . . . , xN (ω)]T contient des éléments nuls ou très faibles pour les direc-
tions ne correspondant à aucune onde incidente.

Partant du modèle (4.8), de nombreuses méthodes d’estimation des directions d’arrivée
reposent sur un calcul empirique de la covariance des signaux y(ω) et x(ω). Considérant
que les signaux et le bruit sont indépendants, stationnaires et suivent des processus aléa-
toires de moyenne nulle, on peut définir les matrices de covariance Rx , E

[
x(ω)x(ω)H

]
et Rn , E

[
n(ω)n(ω)H

]
avec .H l’opérateur hermitien. Alors la matrice de corrélation

associée à la mesure y s’écrit :

Ry , E
[
y(ω)y(ω)H

]
= DRxDH + Rn. (4.9)

Si les composantes du bruit n sont distribuées selon une loi gaussienne centrée et de
variance σ2, on a Rn = σ2IM , où IM est la matrice identité de dimension M ×M .

Définissons ensuite le rapport signal à bruit (ou SNR pour Signal to Noise Ratio),
quantifiant la qualité de mesure du signal par rapport au bruit additif de moyenne nulle
de variance σ2. Notant h(ω) = Dx(ω) le signal dit “utile”, i.e., se rapportant au champ
acoustique généré uniquement par les ondes incidentes, le rapport signal à bruit se défini
par :

SNR ,
E
[
h(ω)Hh(ω)

]
σ2 (4.10)

3. ET l’on suppose en outre que les directions d’arrivée {θp}p “vraies” sont contenues dans le
dictionnaire de recherche.

66



4.1. Estimation de directions d’arrivée en milieu non fluctuant

Dans la suite de cette section, nous présentons différentes méthodes de la littérature
exploitant ce modèle d’observation pour estimer les directions d’arrivée de P ondes
incidentes.

4.1.2. Formation de voies

Les méthodes de formation de voies effectuent une estimation des directions d’arrivée
en estimant le filtrage spatial optimal du signal de manière à maximiser la puissance du
signal pour les directions correspondant aux directions d’arrivée des sources. Dans la
suite, par souci de simplicité et de clarté, nous omettrons la dépendance en ω dans nos
notations, considérant des sources monochromatiques de pulsation connue.

Formation de voies classique La formation de voies (beamforming) classique [64]
consiste à définir un filtre spatial, opérateur de combinaison linéaire, des signaux mesurés
y pour obtenir une estimation {x̂p}p des amplitudes complexes des signaux sources.
Formellement, le problème d’estimation s’écrit sous forme de minimisation de l’erreur
quadratique, ∀p ∈ {1, . . . , N}

x̂p = arg min
xp

‖y− d(θp)xp‖22, (4.11)

et présente la solution analytique

x̂p = d(θp)H

d(θp)Hd(θp)
y. (4.12)

Si les vecteurs de pointage sont normalisés (i.e., d(θp)Hd(θp) = 1), on a plus simplement

x̂p = d(θp)Hy. (4.13)

Classiquement, on définit alors le filtre wBF(θp) , d(θp). Et le spectre de puissance à
partir de cette opération de filtrage spatial est, pour chaque direction d’observation θp :

PBF(θp) = E
[
x̂px̂

∗
p

]
= wBF(θp)HR̂ywBF(θp) (4.14)

où .∗ représente le conjugué complexe et R̂y est l’estimation empirique de la matrice
de covariance de y à partir de T mesures de l’antenne (appelées snapshots dans la
littérature). Notant

{
yt
}
t=1...T ces mesures, on a

R̂y = 1
T

T∑
t=1

ytyHt . (4.15)

Pour une antenne linéaire uniforme, cette puissance permet d’observer un faisceau (beam
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pattern) composé d’un lobe principal et de lobes secondaires. L’épaisseur de ce premier
vient limiter la résolution spatiale de la solution et les lobes secondaires peuvent être
interprétés comme des maxima locaux et par conséquent des directions d’arrivée multiples
et ainsi induire en erreur l’estimation.

Formation de voies par MVDR Pour répondre à cette limitation en résolution spatiale
de la formation de voies classique, la formation de voies par MVDR [16] (pour Minimum
Variance Distortionless Response) propose un nouveau problème d’estimation sous
contrainte de minimisation de la distorsion entre le filtre w(θp) et le vecteur de pointage
d(θp)

wMVDR(θp) = arg min
w(θp)

w(θp)HR̂yw(θp) soumis à w(θp)Hd(θp) = 1. (4.16)

La solution à ce problème d’estimation s’écrit

wMVDR(θp) =
R̂−1

y d(θp)
d(θp)HR̂−1

y d(θp)
(4.17)

Les résultats liés à ces travaux montrent une amélioration de la résolution spatiale de
la solution, toutefois, ces performances se dégradent avec le rapport signal à bruit. De
plus, ces algorithmes de formation de voies s’appuient sur une hypothèse de stationnarité
des mesures yt pour l’estimation empirique de la matrice de covariance R̂y, et, de fait, en
cas de perte de cohérence, on observe également une baisse des performances [124][110].

4.1.3. Approches basées sous-espace

Parmi les autres méthodes proposées pour lever la limite de résolution de la formation
de voies classiques, certaines exploitent les structures propres des signaux et les propriétés
supposées sur ces dernières. En rappelant qu’en tant que matrice de corrélation, Ry

est une matrice hermitienne et symétrique, elle admet donc une base orthonormée de
vecteurs propres, on peut alors discriminer les sous-espaces propres relatifs aux signaux
et au bruit additif. Posons Λx et Λn les matrices diagonales des valeurs propres associées
aux sous-espaces propres Ux et Un, attachés respectivement au signal utile et au bruit.
Soit la décomposition en éléments propres de l’équation (4.9) :

Ry = UxΛxUx
H + UnΛnUn

H (4.18)

les vecteurs propres associés au signal utile sont alors ceux associés aux P plus grandes
valeurs propres et ceux du bruit les M − P valeurs propres les moins importantes. Ces
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sous-espaces propres ont les propriétés relatives à la matrice D :

sp (Ux) = sp(D), sp (Un) ⊥ sp(D). (4.19)

Le sous-espace propre associé au signal utile est donc colinéaire au sous-espace défini
par la matrice de vecteurs de pointage tandis que le sous-espace associé au bruit est
orthogonal à celui-ci.

Algorithme MUSIC L’algorithme MUSIC (pour MUltiple SIgnal Classification [113])
exploite cette propriété d’orthogonalité. Un vecteur de pointage dans la direction θp

vérifie alors :
d(θp)HUn = 0. (4.20)

Supposant une matrice de mesure bien conditionnée, le spectre de puissance estimé par
l’algorithme MUSIC est de la forme :

PMUSIC(θp) = 1
d(θp)HÛnÛH

n d(θp)
(4.21)

où Ûn est la matrice des vecteurs propres associés au bruit, estimés à partir de la matrice
R̂y. En présence d’un SNR important et de signaux sources non-corrélés, MUSIC estime
les directions d’arrivée avec une meilleure résolution que les techniques de formation de
voies classiques. Cependant cette technique repose sur l’hypothèse d’orthogonalité des
sous-espaces propres, rapidement mise en échec en cas de signaux corrélés, de matrice de
mesure mal conditionnée ou de mauvais rapport signal à bruit. De plus, étant donné que
l’algorithme effectue une décomposition en sous-espaces propres, il nécessite d’importants
calculs et une capacité de stockage relativement importante.

Algorithme ESPRIT C’est pour palier à ce conséquent besoin en calculs que la méthode
ESPRIT (pour Estimation of Signal Parameters via Rotational Invariance Techniques) a
été proposée [94]. Exploitant la propriété d’invariance par rotation de deux sous-antennes,
l’idée est de diviser l’antenne en deux sous-antennes, les mesures de ces deux sous-
antennes auront alors théoriquement les mêmes propriétés en terme de valeurs propres
et sous-espaces propres associés. Rappelons que les vecteurs propres associés au signal
utile et la matrice de vecteurs de pointage évoluent dans le même sous-espace (équation
(4.19)), on peut donc écrire l’équation de passage suivante :

Ux = DΦ (4.22)
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avec Φ une transformation linéaire. Alors les deux sous-antennes ont des espaces propres
suivants :

Ux1 = D1Φ, Ux2 = D2Φ (4.23)

et on peut définir une matrice de passage de Ux1 à Ux2 :

Ux2 = Ux1Ψ. (4.24)

La matrice Ψ a pour valeurs propres l’ensemble {ei
ω
c

∆ sin(θp)}Pp=1 correspondant aux
déphasages des P ondes incidentes entre les deux sous-antennes (distantes de ∆, écart
entre deux capteurs consécutifs). Une estimation par moindres carrés permet d’obtenir
l’estimée Ψ̂ et ainsi de retrouver les directions d’arrivée des P ondes incidentes. Cette
division en sous-antennes permet d’alléger le calcul de matrice de covariance et des sous-
espaces propres associés, notamment en présence d’une antenne composée d’un nombre
de capteurs importants. Toutefois, la double estimation des sous-antennes peut s’avérer
lourde si des calculs intermédiaires ne sont pas effectués [57]. Ces méthodes peuvent
être mises en échec en cas de signaux corrélés, la séparation des sous-espaces signaux
s’avérant alors plus complexe. En effet, le rang de la matrice de covariance Rx n’est alors
plus égal au nombre de signaux sources et l’hypothèse selon laquelle les vecteurs propres
liés aux signaux sont dans le même sous-espace que le repère des directions d’arrivée ne
tient plus. Pour résoudre ce problème ont été proposées des opérations de moyennage de
la matrice de covariance par méthode “forward-backward” [108] ou par lissage spatial
[116] pour filtrer les pics de corrélation non-diagonaux dans la matrice de covariance.

4.1.4. Approches paramétriques

Les méthodes présentées jusqu’ici n’exploitant pas la composante aléatoire des signaux
perçus, celles-ci sont mises en échec en présence de signaux corrélés ou de mauvais
rapports signal à bruit. Ces mauvaises performances sont dues au fait que, n’exploitant
pas les statistiques sur le bruit additif, ces méthodes sont très sensibles à l’échantillon de
mesure considéré. En intégrant les statistiques au problème d’estimation, nous reposons
moins sur l’exploitation d’hypothèses sur la structure des signaux ou de l’antenne, ceci
permettant de bons résultats en présence de signaux corrélés ou dans le cas de rapports
signal à bruit faibles.
Selon le modèle d’observation (4.8) et sans autre a priori que la considération d’un

bruit additif blanc gaussien n ∼ CN
(
0, σ2I

)
, le problème revient donc à une estimation

du maximum de vraisemblance entre la mesure et le signal reconstruit par l’estimation
et la mesure réelle. Puisque le signal x est considéré comme déterministe et inconnu, la
mesure y suit une distribution normale y ∼ CN

(
Dx, σ2I

)
. Si on considère T mesures
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indépendantes, le problème s’écrit :

(x̂1,ML, . . . , x̂T,ML, σ̂
2
ML) = arg max

x1,...,xT ,σ2
`(y1, . . . ,yT ; x1, . . . ,xT , σ2), (4.25)

= arg max
x1,...,xT ,σ2

T∏
t=1

p(yt|xt, σ2), (4.26)

= arg max
x1,...,xT ,σ2

T∏
t=1

1
M
√

2πσ2
exp

(
− 1

2σ2 ‖yt −Dxt‖22
)
. (4.27)

On utilise généralement la log-vraisemblance, permettant d’obtenir la même solution
tout en étant plus aisément dérivable :

(x̂1,ML, . . . , x̂T,ML, σ̂
2
ML) = arg max

x1,...,xT ,σ2
L(y1, . . . ,yT ; x1, . . . ,xT , σ2), (4.28)

= arg max
x1,...,xT ,σ2

ln
(

T∏
t=1

p(yt|xt, σ2)
)
, (4.29)

= arg max
x1,...,xT ,σ2

T∑
t=1

ln
(
p(yt|xt, σ2)

)
, (4.30)

= arg max
x1,...,xT ,σ2

−MT

2 ln(σ2)− 1
2σ2

T∑
t=1
‖yt −Dxt‖22. (4.31)

L’estimation des deux variables x̂ et σ̂2 peut se faire séparément. On commence par
x̂t,ML, ∀t = {1, . . . , T} :

x̂t,ML = (DHD)−1DHyt, (4.32)

où l’on reconnaît l’équivalence avec l’estimée au sens des moindres carrés 4. Puis, on
estime σ̂2

ML :

σ̂2
ML = 1

MT

T∑
t=1
‖yt −Dx̂t,ML‖22, (4.33)

= 1
M

tr
((

IM −D
(
DHD

)−1DH
)

R̂y

)
, (4.34)

où IM est la matrice identité de dimension M ×M .
Suivant le même raisonnement, la méthode peut s’étendre à la discrétisation du

dictionnaire de directions d’arrivée D (cf. définition (4.7)). Ainsi, si θ , [θ1, . . . θN ]T , on

4. On suppose N ≤M .
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peut réécrire le problème initial (4.28) en intégrant θ comme paramètre d’estimation :

(x̂1,ML, . . . , x̂T,ML, σ̂
2
ML, θ̂ML) = arg max

x,σ2,θ
L(y1, . . . ,yT ; x1, . . . ,xT , σ2,θ), (4.35)

et un estimateur au sens du maximum de vraisemblance de θ s’obtient alors en combinant
(4.32) et (4.34) dans (4.35), soit :

θ̂ML = arg max
θ

−MT

2 ln(σ̂2
ML)− 1

2σ̂2
ML

T∑
t=1
‖yt −Dx̂t,ML‖22, (4.36)

= arg min
θ

tr
(
D
(
DHD

)−1DHR̂y
)
. (4.37)

La fonction de coût à minimiser ici n’est pas linéaire. La littérature propose alors
plusieurs méthodes pour maximiser la vraisemblance de manière itérative. Par exemple,
l’algorithme de projections alternées estime un paramètre à la fois en maximisant une
fonction appelée vraisemblance concentrée, calculée en fixant tous les autres paramètres
[132]. Une autre méthode itérative proposée dans [97] initialise la matrice de covariance
du bruit pour ensuite alterner l’estimation des vecteurs x et θ. Fixer certains paramètres
pour ensuite les ré-estimer dans une méthode itérative peut cependant s’avérer source
d’instabilités, conduisant à des problèmes de convergence des algorithmes. Les méthodes
que nous présentons dans la suite de cette section visent à simplifier et stabiliser ce
calcul.

Algorithme Espérance-Maximisation (EM) L’algorithme EM [27] est une méthode
itérative permettant de résoudre des problèmes d’estimation au sens du maximum de
vraisembance impliquant des variables cachées. L’algorithme alterne entre deux étapes.
Dans l’étape E (pour espérance ou expectation), une borne inférieure sur la fonction
objectif que l’on cherche à maximiser est calculée en utilisant la valeur courante des
paramètres d’intérêt en compte et en marginalisant sur les variables cachées. La valeur
des paramètres est ensuite mise à jour en maximisant la borne inférieur (constituant
l’étape M pour maximisation).
Dans le cas de l’estimation de DOA, le choix peut être fait de considérer x comme

variable cachée et d’estimer les paramètres β , (θ, σ2). La fonction de vraisemblance
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qui nous intéresse peut donc s’écrire comme

β̂ML = arg max
β

L(y1, . . . ,yT ;β), (4.38)

= arg max
β

T∑
t=1

ln (p(yt|β)) , (4.39)

= arg max
β

T∑
t=1

ln
(∫

x
p(yt,x|β)dx

)
, (4.40)

= arg max
β

T∑
t=1

ln
(

Ex

[
p(yt|x,β)

])
. (4.41)

L’inégalité de Jensen (la fonction ln est concave) nous fournit la borne inférieure à
maximiser. Ainsi, à l’itération k, on aura

— étape E : calcul de l’espérance

Q
(
β;β(k)

)
= Ex|β(k)

[
T∑
t=1

ln p (yt|x,β)
]

(4.42)

— étape M : maximisation de l’espérance

β(k+1) = arg max
β

Q
(
β,β(k)

)
(4.43)

Ainsi, pour des problèmes où la log-vraisemblance est une fonction concave sur tout
l’espace des paramètres β, la convergence de l’algorithme vers une solution est garantie,
quelle que soit l’initialisation choisie [127]. L’intérêt ici réside dans l’utilisation du vecteur
augmenté β permettant de s’affranchir d’un calcul de dérivées partielles selon chaque
paramètre. Toutefois l’algorithme EM souffre d’une lenteur de convergence, ceci dû au
fait qu’on maximise sur une espérance. Pour pallier à ce problème, l’algorithme SAGE
[42] propose de diviser ce vecteur augmenté et d’appliquer les étapes E et M sur des
sous-vecteurs. Pour certains types de découpage du vecteur de paramètres, l’estimation
est alors accélérée par rapport à l’algorithme EM classique.

Algorithme IQML La méthode IQML [74] (pour Iterative Quadratic Maximum Likeli-
hood) exploite la géométrie de l’antenne linéaire uniforme. En définissant le polynôme
dont les racines sont l’ensemble {zp , ei

ω
c

∆ sin(θp)}Pp=1, i.e., tel que pour z ∈ C, il existe
un ensemble de P coefficients {bp}Pp=1

b(z) = zP + b1z
P−1 + · · ·+ bP =

P∏
p=1

(
z − ei

ω
c

∆ sin(θp)
)

(4.44)
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alors on peut construire une matrice de Toeplitz BH :

BH =


bP bP−1 · · · 1 · · · 0

. . . . . . . . . 0
0 bP bP−1 · · · 1

 (4.45)

telle que BHD = 0, i.e., orthogonale à la matrice de vecteurs de pointage. Exploitant
cette représentation polynomiale, le problème d’estimation des angles θ peut se reformuler
comme l’estimation des coefficients b , [b1, . . . , bP ]T telle que

b̂ = arg min
b

tr
(

B
(
BHB

)−1
BHR̂y

)
(4.46)

où l’on reconnait une forme similaire à (4.37) et où l’on est alors confronté au même
problème d’optimisation.
L’algorithme IQML est un algorithme itératif qui à chaque itération k propose une

estimation en deux étapes :
— calculer Q(k) = B(k)HB(k)

— estimer b̂(k+1) = arg minb tr
(
BQ(k)BHR̂y

)
Cette méthode est très dépendante de la géométrie de l’antenne au travers de la condition
d’orthogonalité BHD = 0, de plus elle est sensible à la présence de minima locaux qui
peuvent ne pas être nécessairement des solutions au problème d’estimation des directions
d’arrivée.

Estimation par ajustement des sous-espaces Exploitant les performances de l’esti-
mation paramétrique, la méthode de subspace fitting ou d’ajustement des sous-espaces
propose de l’appliquer au sein d’une méthode basée sur les propriétés des sous-espaces
attachés au signal utile et au bruit tels qu’exploités dans l’algorithme ESPRIT. Rappelant
l’hypothèse (4.22), l’approche propose de s’intéresser au problème

(θ̂SSF, Φ̂SSF) = arg min
θ,Φ

‖Ûx −DΦ‖2, (4.47)

où Ûx est la matrice des vecteurs propres associés au signal utile, calculés à partir de
la matrice R̂y. En remplaçant Φ par la solution au sens des moindres carrés pour θ
fixé, i.e., Φ̂SSF = D+Ûx (où .+ représente la pseudo-inverse de Moore-Penrose [96]) et
introduisant P , DD+, on obtient pour θ̂SSF la solution au sens des moindres carrés
pondérés par la matrice W des θ :

θ̂SSF = arg min
θ

tr
(
P⊥ÛxWÛH

x

)
(4.48)
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avec P⊥ = I−P. Choisissant la matrice de poids optimale à ce problème d’estimation
Wopt = Λ̃2Λ̂−1

x avec Λ̃ = Λ̂x − σ2I où Λ̂x est la matrice diagonale des valeurs propres
attachées au signal utiles estimées à partir de la matrice R̂y, la solution proposée par
l’algorithme MODE (ou Method Of Direction Estimation) est donc :

θ̂MODE = arg min
θ

tr
(
P⊥ÛxΛ̂−1

x ÛH
x

)
(4.49)

Cette formulation s’avère particulièrement efficace quand le nombre de capteurs est très
grand devant le nombre de directions à estimer. Une implémentation itérative de MODE
a également été proposée pour optimiser les calculs de minimisation de la trace (4.49) [74],
offrant de meilleures performances que IQML. Toutefois de mauvaises performances sont
toujours observées en cas de signaux corrélés (en présence par exemple de multitrajets).

Algorithme de covariance matching Considérons ici l’équation (4.9) avec toujours un
a priori blanc gaussien sur le bruit additif, alors en vectorisant les colonnes de Ry on
peut proposer la décomposition suivante :

ry , vec (Ry) = Υµ+ Σσ2 = [ΥΣ]
[
µ

σ2

]
, Φα (4.50)

où Υµ correspond au terme relatif à la matrice de covariance vectorisée du signal et
Σσ2 relatif au bruit. Dans la majorité des cas d’estimation des DOA, cette dernière
matrice représente une transformation non-linéaire des θ. En estimant r̂y = vec

(
R̂y
)
,

l’ajustement des mesures au modèle génératif, et donc par conséquent l’estimation des
directions d’arrivée, se fait par estimation au sens des moindres carrés pondérés suivant
le critère

(r̂y − ry)HŴ−1(r̂y − ry) =
∥∥∥Ŵ− 1

2 r̂y − Ŵ− 1
2 Φα

∥∥∥2
(4.51)

où la matrice de poids Ŵ = R̂T
y � R̂y est une estimation de la covariance de (r̂y − ry).

Alors en minimisant cette nouvelle fonction de coût, on obtient d’abord le vecteur des
paramètres :

α̂ =
[
ΦHŴ−1Φ

]−1
ΦHŴ−1r̂y (4.52)

et pour finir l’estimation des directions d’arrivée :

θ̂ = arg min
θ

r̂Hy Ŵ− 1
2 (I−PΦ) Ŵ− 1

2 r̂y (4.53)

avec la matrice de projection PΦ = Ŵ− 1
2 Φ

[
ΦHŴ−1Φ

]−1
ΦHŴ− 1

2 . Appliquant ces
différentes étapes de calcul, les algorithmes de classe COMET (pour COvariance Matching
Estimation Techniques [92]) permettent une estimation considérant les statistiques d’ordre
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2 liées au modèle tout en proposant un coût calculatoire moins élevé que les méthodes
par maximisation de vraisemblance plus classiques. Cependant, reposant sur l’estimation
empirique de matrices de covariances, ces méthodes sont mises en échec en cas de mauvais
échantillons, comme dans des cas de mauvais SNR et dans des mesures impliquant peu
d’observations.

4.1.5. Approches parcimonieuses

Nous l’avons vu dans les précédentes sections, la prise en compte d’informations
supplémentaires sur la nature du signal mesuré ou sur les statistiques du bruit augmente
les performances d’estimation en résolution aussi bien qu’en terme de robustesse au
bruit additif. Ici nous proposons donc de supposer à l’instar des travaux [50][122][76]
que le nombre de signaux sources est en général faible (ce qui n’est pas applicable en
télécommunications). On dit qu’il est “parcimonieux” ou admet une “représentation
parcimonieuse”. Formellement, l’a priori parcimonieux sur le nombre de sources peut
être intégré au problème d’estimation de directions d’arrivée par l’ajout d’un terme de
régularisation introduisant la pseudo-norme `0. Plusieurs formulations de ce problème
peuvent être rencontrées dans la littérature. La plus commune, considérant un dictionnaire
de directions d’arrivée D très résolu (de dimensions M ×N avec M < N) s’écrit :

x̂ = arg min
x

‖y−Dx‖22 + η‖x‖0 (4.54)

où ‖x‖0 est la pseudo-norme `0, “comptant” le nombre de composantes non nulles de x
et η est un multiplicateur de Lagrange. Les méthodes proposées par la suite proposent
de résoudre l’équation (4.54) selon différentes approches, permettant une estimation
hyper-résolue des directions d’arrivée.

Algorithmes basés sur une relaxation convexe Les travaux [122] mettent en avant la
complexité combinatoire d’une estimation minimisant la norme `0 et proposent d’utiliser
la norme `1 comme relaxation convexe de la norme `0 :

x̂ = arg min
x

‖y−Dx‖22 + η‖x‖1 (4.55)

Alors la résolution de ce nouveau problème peut être effectuée en utilisant des méthodes
de régression classiques comme par exemple le Basis Pursuit [17] ou encore le Least
Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO) [121].

Notons que ces approches ont fait l’objet d’une contribution spécifique baptisée
Compressive Beamforming [128].
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Méthodes par seuillage Ces méthodes reposent sur un débruitage des signaux en
s’appuyant sur des seuillages successifs afin de reconstituer le vecteur x. On peut
distinguer ici deux méthodes, la première méthode dite de Hard Thresholding [10]
résolvant le problème de minimisation selon la norme `0 ainsi que la méthode dite de Soft
Thresholding [26] basée sur l’utilisation de la version relaxée du problème d’estimation
(i.e., l’équation (4.55)).

Méthodes de type pursuit Les méthodes de type pursuit visent à estimer x̂ par une
succession de calculs itératifs dits “gloutons”, i.e., par une succession de décisions locales
sur le “support” de la représentation parcimonieuse (ici les directions d’arrivée des ondes
incidentes).

Très populaire, l’algorithme OMP (pour Orthogonal Matching Pursuit [123]) est dérivé
de l’algorithme MP (pour Matching Pursuit [77]) introduit à l’origine pour l’estimation
temps-fréquence. Il consiste à trouver la colonne de la matrice D (i.e., le vecteur
de pointage) la plus corrélée avec le signal reçu y. La contribution de cette colonne
est soustraite au signal y et le résidu est à nouveau confronté à la matrice D afin
d’en déterminer la seconde colonne la plus corrélée. Cette opération se répète jusqu’à
l’obtention d’un résidu trop faible pour être considéré comme représentatif du signal. On
obtient alors P vecteurs de D correspondant aux directions d’arrivée des sources.

Egalement très utilisée, la méthode OLS (pour Orthogonal Least Square) propose une
méthode itérative afin de déterminer les P composantes maximisant la projection de D
sur le signal par moindres carrés [18].
Ces deux algorithmes résolvent le problème de recherche de décomposition parcimo-

nieuse, composante par composante, i.e., direction d’arrivée par direction d’arrivée. Afin
de palier à cette relative complexité (qu’ils ont cependant linéaire), d’autres méthodes
ont pu être proposées comme les algorithmes Stagewise OMP [32], Subspace Pursuit [24]
ou encore Compressive Sampling Matching Pursuit (CoSaMP) [90], qui sélectionnent
plusieurs colonnes du dictionnaire simultanément.

Algorithmes bayésiens D’autres méthodes proposent de considérer le problème d’esti-
mation de directions d’arrivée en utilisant la loi de Bayes et reformulant le problème
d’estimation des composantes de x comme un problème d’inférence sur sa distribution 5.
Les méthodes issues de cette nouvelle formulation diffèrent principalement selon les outils
statistiques utilisés pour résoudre ce problème d’inférence ou encore l’a priori considéré
pour modéliser la distribution de x. Pour prendre en compte la parcimonie, plusieurs
distributions peuvent en effet être envisagées. Toutes ont en commun d’être à queues
lourdes et de présenter un pic localisé en zéro pour représenter une grande probabilité

5. Nous reviendrons plus en détail sur le formalisme bayésien pour l’estimation des directions d’arrivée
dans le chapitre suivant.
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d’être nul pour une composante de x. On peut ainsi citer la distribution de Cauchy [91],
de Laplace [55], de Student [43] ou encore de Jeffrey [44].
Parmi ces nombreuses distributions, le modèle Bernoulli-gaussien, qui modélise les

composantes de x comme le produit d’une variable gaussienne par une variable de
Bernoulli, retient particulièrement l’attention : les travaux [118] montrent en effet qu’un
problème d’estimation par moindres carrés avec contrainte de minimisation de la norme
`0 est équivalent à la formulation bayésienne d’un problème de maximisation a posteriori
avec un a priori Bernoulli-gaussien sur le vecteur x. Avec une telle modélisation, on
considère que les composantes de x sont majoritairement nulles, excepté un faible nombre
de composantes d’amplitudes gaussiennes. L’exploitation de cet a priori a fait l’objet de
nombreuses contributions (cf. e.g., [131, 3, 61, 118, 70]). Chacune propose une procédure
différente, recourant ou non à un outil probabiliste. La section 3.4 du chapitre précédent
fait un rapide point sur celles basées sur des approximations variationnelles bayésiennes.

4.2. Estimation de directions d’arrivée en milieu fluctuant

Les algorithmes présentés jusqu’ici sont conçus pour résoudre un problème d’estimation
de directions d’arrivée dans le cas d’un modèle linéaire classique, à savoir que les seules
perturbations prises en compte sont la présence d’un bruit additif et/ou de sources
corrélées. Lors de perturbations non prises en compte dans un modèle, l’estimation est
effectuée dans un contexte de model mismatch ou mauvais choix de modèle. Dans [82], les
auteurs s’intéressent à la dégradation des performances des algorithmes d’estimation de
DOA dans ce contexte. De la même manière, les travaux présentés dans [23] démontrent
la dégradation des performances en présence de signaux non-cohérents non pris en compte
dans le modèle génératif. Ainsi, selon la perturbation considérée, différentes modélisations
et méthodes peuvent être proposées afin d’estimer correctement les directions d’arrivée.

Dans cette section, nous présentons certains algorithmes prenant en compte un bruit
non-additif dans le modèle génératif des données, aussi bien sous forme de bruit multipli-
catif qu’en décomposant le modèle linéaire pour y faire figurer un terme de perturbation.
Parmi les modélisations de l’incertitude considérées nous retiendrons trois modèles d’inté-
rêt. Le premier consiste à considérer la matrice de mesure D juste mais une perturbation
du signal mesuré sous forme d’une matrice de bruit multiplicatif G sur chacun des termes
de D. Une seconde proposition consiste à considérer une décomposition sous forme
additive de chaque terme de la matrice D, donc supposant que la matrice de mesure
admet une décomposition en somme des termes d’incertitude sur D et de la matrice
“vraie”. Enfin, une dernière modélisation, particularisation de la première, consiste à
considérer une perturbation de phase sur les capteurs de l’antenne, entrainant une perte
d’information sur celle-ci. Ainsi le modèle de perturbation se présente sous la forme de
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bruit de phase multiplicatif sur y représenté par une matrice diagonale P. Ce modèle
est similaire à celui (explicitement ou implicitement) considéré dans les méthodes de
reconstruction de phase (ou phase retrieval). Bien que manquant de généralité quant
à la prise en compte de l’incertitude sur le modèle de mesure, nous verrons qu’il peut
servir de base pour l’élaboration d’un modèle plus fin.
Exception parmi les différentes contributions que nous avons pu relever, les travaux

[72] proposent d’intégrer les incertitudes relatives au milieu de propagation sous forme
d’a priori que l’on cherchera ensuite à marginaliser. Nous les traitons à part, en tête de
notre état de l’art.

4.2.1. Modélisation par marginalisation de loi de probabilité

Dans [72], les auteurs développent une approche bayésienne considérant la fonction de
Green (que l’on peut définir comme la réponse impulsionnelle du milieu de propagation
vu comme système linéaire et que l’on peut identifier au vecteur de pointage d(θ)) comme
un vecteur aléatoire dont la densité de probabilité prend en compte l’incertitude de
l’environnement. Cette variable aléatoire est considérée comme cachée, et marginalisée
dans le processus d’estimation des directions d’arrivée, selon

p(θ|y) ∝
∫
p(y|d, θ) p(d|θ) dd p(θ). (4.56)

Ainsi, le vecteur de pointage est supposé dépendre de l’angle θ selon une relation
probabiliste et non déterministe.
La méthode propose ensuite une procédure de type matched field (que l’on pourrait

traduire par “appariement de champs” [12]) pour résoudre le problème. Cette approche
consiste à re-simuler le milieu de propagation en présence de sources actives jusqu’à
maximiser la vraisemblance entre les signaux simulés à partir d’un modèle et le signal
mesuré et ainsi estimer la position de la source et/ou certains paramètres physiques. La
figure 4.1 illustre l’approche.
Aidée de la marginalisation, l’estimation est plus robuste aux variations des para-

mètres physiques ainsi qu’à l’erreur de modèle, à laquelle les méthodes de matched field
processing sont particulièrement sensibles. Le cadre bayésien permet en outre de fournir
des prédictions des performances de localisation. Toutefois la méthode est très lourde
en temps de calculs de par la nécessité d’effectuer une simulation de propagation par
itération (voir figure 4.1), en fonction du milieu et des géométries de problème considérées.
Les moyens nécessaires peuvent être prohibitifs selon l’application qui est faite de la
méthode.
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Figure 4.1. – Schéma de fonction de l’approche bayésienne appliquée au Matched Field
Processing (adapté de [72])

4.2.2. Modélisation par bruit multiplicatif

Algorithme de Paulraj-Kailath Une des premières méthodes proposées pour l’estima-
tion des directions d’arrivée en présence d’incertitudes a été celle proposée par Paulraj
et Kailath [93]. Cette méthode vise à améliorer la méthode MUSIC (cf. section 4.1.3)
en présence de signaux non-cohérents en ré-exprimant le calcul de covariance et en
considérant la présence d’un bruit multiplicatif sur la mesure. Ainsi soit une matrice de
mesure bruitée telle que

y = (G�D)x + n (4.57)

avec � le produit de Schur-Hadamard et G une matrice de perturbation telle que
les éléments Gik sont complexes, supposés indépendants et identiquement distribués.
Considérant (4.57), la matrice de covariance du signal perturbé Ry−pert s’écrit :

Ry−pert = E
[
yyH

]
=
(
DRxDH

)
�B + σ2IM (4.58)

où les composantes de B sont les bij = E
[
[G]ik [G]∗jk

]
(on suppose ici une perte de

cohérence isotrope, c’est-à-dire que la perturbation est identique pour tous les fronts
d’onde, indépendamment de leur DOA). En normalisant cette matrice de manière à ce
que IM �B = IM , on peut écrire

Ry−pert = Ry �B
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où Ry est défini en (4.9).
La méthode de Paulraj et Kailath propose d’utiliser cette matrice de covariance

perturbée dans le problème d’estimation de MUSIC (cf. section 4.1.3). Remplaçons alors
la matrice R̂y par :

R̂y = R̂y−pert∅B (4.59)

avec ∅ l’inverse du produit de Schur-Hadamard (équivalent à une division terme à
terme). En “débruitant” le signal, on retrouve les structures orthogonales des sous-
espaces propres nécessaires au bon fonctionnement de MUSIC. Le principal inconvénient
de cette approche est l’exigence d’une connaissance exacte de la matrice B : en pratique,
cette condition peut être irréaliste. Avec une connaissance imprécise de la matrice B,
de graves problèmes peuvent survenir, en particulier lorsque certains éléments de cette
matrice sont proches de zéro [54].

Algorithme de matrix fitting Pour répondre aux limitations de l’algorithme de Paulraj
et Kailath, les travaux [54] proposent une méthode dite de matrix fitting (ajustement de
matrice) pour résoudre le problème d’estimation des DOA en l’absence de connaissance
de B. Le problème est exprimé comme la recherche des paramètres du modèle minimisant
l’erreur avec la mesure selon

β̂ = arg min
β

tr
(
(R̂y−pert �B−Ry)2

)
(4.60)

où β est le vecteur des paramètres du modèle, contenant les M − 1 termes indépendants
de la matrice B ainsi que des N directions d’arrivée θ.
Les auteurs de [54] proposent le recours à un algorithme génétique pour résoudre le

problème, qui est en soi très coûteux en temps de calcul. Ainsi, si l’approche est de fait
très générique et permet une grande représentativité des perturbations, son exigence
calculatoire peut la rendre prohibitive.

Algorithme de covariance matching Des travaux similaires [111] proposent également
d’exploiter un modèle de bruit multiplicatif terme-à-terme sur la matrice D mais cette fois
dans une approche de covariance matching (cf. section 4.1.4). La matrice de covariance
des signaux mesurés en présence de perturbations est définie comme

Ry−pert = E[yyH ] (4.61)

= E
[( N∑

p=1
(gp � d(θp))xp + n

)( N∑
p=1

(gp � d(θp))xp + n
)H]

, (4.62)

où gp est le vecteur de perturbation de coefficients complexes attachés spécifiquement à la
direction d’arrivée θp. En supposant que les sources sont non corrélées, E [xpx∗l ] = σ2

pδl(p),
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avec σ2
p la variance de la p-ième source et δl(p) une distribution de Dirac (égale à 1 pour

p = l, nulle partout ailleurs), les calculs se poursuivent de la façon suivante :

Ry−pert =
N∑
p=1

σ2
pBp �Hp + σ2I (4.63)

avec Hp , d(θp)d(θp)H et Bp , E[gpgHp ]. Notons que ∀p ∈ {1, . . . , N}, Bp est de la
forme :

Bp =


1 bp(1) . . . bp(M − 1)

b∗p(1) 1 . . . bp(M − 2)
· · · · · · · · · · · ·

b∗p(M − 1) b∗p(M − 2) · · · 1

 . (4.64)

A la différence des deux approches précédentes, aucune hypothèse d’isotropie n’est posée :
chaque direction d’arrivée peut être perturbée différemment. En posant β , [θ,b,σ]T

avec b = [b1(1), . . . , b1(M − 1), . . . , bP (1), . . . , bN (M − 1)]T et σ =
[
σ2

1, . . . , σ
2
N , σ

2]T , le
problème d’estimation des directions d’arrivée se résume donc à

β̂ = arg min
β

‖ vec(R̂y−pert)−W(θ,b)σ‖2 (4.65)

avec W(θ,b) , [vec(B1 �D1), . . . , vec(BP �DP ), vec(I)].
Avec cette nouvelle formulation, la résolution successive des variables de β permet

de retrouver les directions d’arrivée des sources en présence d’un bruit multiplicatif
inconnu. Toutefois, les calculs reposent sur l’a-priori non-cohérent des sources, hypothèse
rapidement mise en échec en cas de multitrajets, phénomène fréquent en propagation
acoustique. De plus cette méthode repose encore sur l’estimation empirique de la matrice
mesure, les performances sont donc fortement dépendantes des échantillons considérés
dès lors qu’on ne formule pas d’a-priori sur les perturbations impactant la mesure.

4.2.3. Modélisation par bruit additif

Parallèlement au modèle de bruit multiplicatif, d’autres contributions (cf. e.g., [59,
88]) se sont intéressées à une modélisation des perturbations sous forme de bruit additif
sur la matrice de mesure, soit

y = (Do + De) x + n = Dox + ζ (4.66)

où Do est la matrice de mesure connue, De est une perturbation inconnue de cette
matrice et ζ est défini comme ζ = Dex + n.

Moyennant un ajustement des a-priori posés sur le terme de bruit additif, le problème
d’estimation de directions d’arrivée se formule ensuite de la même façon que classiquement
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et on pourra avoir recours a priori à beaucoup des algorithmes présentés dans la section
4.1. Les contributions [59] et [88] font par exemple le choix d’exploiter un a-priori
parcimonieux sur x. Les approches diffèrent par les algorithmes considérés : algorithme
basé sur une relaxation convexe pour [59] et procédure bayésienne pour [88].
Intuitivement, le modèle (4.66) présente ainsi l’intérêt d’exprimer assez simplement

les incertitudes sur le milieu de propagation et l’avantage de permettre l’utilisation
d’algorithmes classiques de la littérature. Il peut néanmoins être questionné quant à son
utilité dans notre cas : les études menées dans [25, 20] justifiant plutôt le modèle de
bruit multiplicatif (cf. section 2.3.3).

4.2.4. Algorithmes de reconstruction de phase

Si le modèle de bruit multiplicatif semble pertinent au regard des études statistiques
réalisées sur les perturbations du milieu océanique, il est par ailleurs très lourd et difficile
à interpréter et informer physiquement. Comme nous l’avons mentionné dans la section
2.3.3, un simple bruit de phase devrait déjà nous permettre de prendre en compte les
fluctuations du milieu à travers certaines de ses grandeurs physiques. Dans le cas le plus
pessimiste, les perturbations du milieu sont telles qu’elles engendrent des bruits de phase
distribués selon une loi uniforme ; les déphasages observés sont alors inexploitables. C’est
le scénario envisagé dans le problème dit de reconstruction de phase.

Ici, les observations sont supposées être générées selon le modèle

y = |Dx + n|, (4.67)

et l’on cherche à retrouver x à partir de y. Ce problème a fait l’objet de nombreuses
contributions et a été observé dans de nombreux cas applicatifs. On peut ainsi citer
l’imagerie diffractive [126], la cristallographie [58] ou encore l’imagerie optique dans des
milieux diffusifs [66]. Il s’agit d’un problème d’optimisation non convexe notoirement
difficile à résoudre. Plusieurs méthodes ont pu être développées pour y répondre. Pour
notre propos, nous les catégorisons en deux classes :

— les approches déterministes,
— les approches bayésiennes.

Notations Les algorithmes de reconstruction de phase ayant été développés indépen-
damment du problème d’estimation de directions d’arrivée en milieu perturbé, nous
adopterons pour les présenter l’écriture simplifiée suivante :

— les vecteurs de pointage d(θp) seront simplement notés dp,
— les éléments de la matrice D de dimension M ×N seront appelés {dmn}m,n.

Nous maintiendrons ensuite cette écriture pour tout le reste du manuscrit.
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4.2.4.1. Approches déterministes

Les approches déterministes peuvent être distinguées en deux familles.
La première repose sur l’utilisation de projections alternées de y sur l’image de D

et sur l’ensemble des vecteurs dont le module est égal à |Dx|. L’exploitation de ces
projections a donné par exemple les algorithmes de Gerchberg-Saxton [52] et sa version
relaxée proposée par Fienup [45]. Cependant, la seconde projection s’effectuant dans un
espace non-convexe, il n’y a pas de garantie de convergence de ces algorithmes, lacune
palliée par l’algorithme de projection dans un espace convexe (projections onto convex
set) [4] qui reformule le problème d’estimation dans un espace convexe, garantissant alors
une solution unique et une convergence des méthodes. Une autre méthode proposée par
Griffin et Lim [56] propose quant à elle d’estimer le signal x en minimisant la différence
entre les transformées de Fourier à court terme des mesures et de leurs estimées.

La seconde catégorie de méthodes repose sur l’approche du problème par des versions
dites “relaxés” pouvant être résolues par des procédures d’optimisation standard. Les
deux principales approches de ce type, PhaseLift [15] et PhaseCut [125], reposent plus
particulièrement sur la programmation semi-définie (ou semi-definite programming).

Ces algorithmes étant sensibles au conditionnement de la matrice D et au bruit additif,
de récentes méthodes ont proposé d’intégrer des informations a priori sur le modèle
génératif au problème d’estimation. Ainsi des méthodes améliorées de semi-definite
programming [62], de projections alternées [85] et d’algorithmes gloutons [117] ont été
mises en place en tenant compte d’un a priori parcimonieux sur le vecteur x. Plus
récemment, les travaux [109] permettent la résolution du problème de reconstruction de
phase en proposant une approximation de la fonction de coût du problème par une somme
de fonctions convexe et concave, permettant de partitionner le problème d’estimation.

4.2.4.2. Approches bayésiennes

Les approches bayésiennes proposent de contourner la non-linéarité du module par
l’introduction de variables cachées. Les procédures envisagées dans la littérature reposent
en outre sur des approximations variationnelles bayésiennes, nous renvoyons le lecteur
au chapitre 3 pour un bref exposé de ces outils.

Modèle d’observation Replaçant le modèle (4.67) dans un cadre bayésien, l’idée est
d’introduire de nouvelles variables modélisant les phases manquantes des observations.
Ainsi, chaque mesure en module ym pour m ∈ {1, . . . ,M} est exprimé comme

ym = eiψm
N∑
n=1

dmnxn + nm, (4.68)
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où ψm ∈ [0, 2π[ représente sa phase manquante conjuguée. Sous une formulation matri-
cielle, le modèle s’écrit simplement

y = PDx + n (4.69)

où P = diag
(
[eiψ1 , . . . , eiψM ]

)
est une matrice diagonale dont les éléments contiennent

les phases manquantes des observations.
Classiquement, le bruit n est considéré circulaire gaussien de moyenne nulle et de

variance σ2. On suppose de plus que les phases {ψm}m suivent une loi uniforme sur [0, 2π].
Sous ces hypothèses, l’absence de phases dans les observations est naturellement prise en
compte dans le modèle puisque la marginalisation sur ψm conduit à une distribution sur
ym qui ne dépend que des modules de ym et zm ,

∑N
n=1 dmnxn, plus spécifiquement

p(ym|x) =
∫
ψm

p(ym, ψm|x) dψm, (4.70)

∝ I0

(
2 |ym| |zm|

σ2

)
exp

(
−|ym|

2 + |zm|2

σ2

)
, (4.71)

où I0(.) est la fonction de Bessel modifiée de premier type à l’ordre 0 (cf. équation (4.85)
ci-après).

Dans ce contexte, le problème d’estimation (ici de directions d’arrivée) peut se poser
classiquement au sens du maximum a posteriori ou du minimum d’erreur quadratique
moyenne

x?MAP = arg max
x

log p(x|y) (4.72)

x?MMSE = arg min
x̃

∫
x
‖x− x̃‖22 p(x|y)dx. (4.73)

Dans les deux cas, une connaissance de la distribution a posteriori p(x|y) est néces-
saire. Les contributions se distinguent alors selon l’a-priori posé sur x, l’approximation
variationnelle considérée et la procédure d’optimisation mise en place pour la résoudre.

Approximation de champ moyen Dans [37], les auteurs considèrent une approximation
de champ moyen et implémentent un algorithme VBEM (cf. section 3.2). L’a priori sur
les inconnues x est supposé gaussien :

p(x) =
N∏
n=1

p (xn) avec p (xi) = CN (0, σ2
x) (4.74)

où σ2
x est la variance des composantes de x.

L’approximation de champ moyen suppose une indépendance a posteriori des variables.
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Dans [37], les auteurs traitent la factorisation suivante

p(x,ψ|y) ' q(x,ψ) = q(ψ) q(x) =
∏
m

q(ψm)
∏
n

q(xn). (4.75)

Particularisées à ce cas, les équations de mise à jour du VBEM (3.3) s’écrivent 6 :
∀n ∈ {1, . . . , N}, ∀m ∈ {1, . . . ,M},

q(ψm) ∝ exp

∫
ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫

x
q(x) log p(y,x,ψ) dψ 6=m dx

 , (4.76)

∝ p(ψm) exp

∫
ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫

x
q(x) log p(y|x,ψ) dψ 6=m dx

 , (4.77)

q(xn) ∝ exp

∫
ψ
q(ψ)

∫
x 6=n

∏
k 6=n

q(xk) log p(y,x,ψ) dψ dx6=n

 , (4.78)

∝ p(xn) exp

∫
ψ
q(ψ)

∫
x 6=n

∏
k 6=n

q(xk) log p(y|x,ψ) dψ dx6=n

 , (4.79)

où ψ 6=m (resp. x6=n) désigne le vecteur composé des ψl (resp. xk) pour l 6= m (resp.
k 6= n).
Soit, finalement,

q (ψm) = 1
2πI0

(
2
σ2 |y∗m 〈zm〉|

) exp
( 2
σ2<

(
y∗m 〈zm〉 eiψm

))
(4.80)

et
q (xn) = CN (mn,Γn) , (4.81)

avec les variables
Γn = σ2σ2

x

σ2 + σ2
xdHn dn

mn = σ2
x

σ2 + σ2
xdHn dn

〈rn〉H dn

〈rn〉 = y−
∑
k 6=n

mkdk

(4.82)

et

y =
[
yme

(i arg(y∗m〈zm〉))R0

( 2
σ2 |y

∗
m 〈zm〉|

)]
m={1...M}

(4.83)

〈zm〉 =
N∑
n=1

mndmn (4.84)

6. Ici encore, nous abandonnons les indices d’itérations pour la simplicité de notation.
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avec R0 , I1/I0 et Ik la fonction de Bessel modifiée de première espèce à l’ordre k :

Ik(x) = 1
π

∫ π

0
ex cosφ cos(kφ)dφ. (4.85)

Revenant au problème d’estimation 7 (4.72), l’estimation des composantes de x s’obtient
après convergence grâce au calcul de la moyenne a posteriori q(x) :

x̂n = arg max
xn

q (xn) = mn. (4.86)

Les équations (4.80)-(4.84) ont donné naissance à l’algorithme prVBEM (pour phase
retrieval VBEM ) [37]. Après tests sur données simulées, les auteurs montrent que
prVBEM s’avère plus performant que les algorithmes classiques n’intégrant pas d’a priori
probabiliste sur le modèle génératif tels que l’algorithme de PhaseCut ou Gerchberg-
Saxton, notamment en terme de robustesse au bruit additif.

Approximation de Bethe Comme nous l’avons vu au chapitre 3, un autre type d’ap-
proximation variationnelle bayésienne, l’approximation de Bethe, est assez couramment
envisagé et peut être efficacement implémenté. En particulier, dans le contexte de recons-
truction de phases, les approches d’AMP dites “généralisées” (cf. section 3.4.2 paragraphe
Generalized (swept) approximate message passing) ont fait l’objet de nombreuses
contributions de la littérature [114, 84, 100].
Le modèle (4.68) présenté dans le paragraphe Modèle d’observation satisfait en

effet tous les éléments constitutifs des modèles linéaires généralisés :
— la distribution de probabilité p(ym|x) appartient à la famille exponentielle, comme

l’exprime formellement l’équation (4.71),
— il existe un prédicteur linéaire, ici

zm ,
∑
n

dmnxn,

— et une fonction de lien hm, ∀m ∈ {1, . . . ,M}, tels que

E[ym|x] = hm(zm) = eiψmzm.

En outre, les approches proposées ont comme point commun de considérer un a-priori
Bernoulli-gaussien sur x, i.e.,

p(x) =
N∏
i=1

p(xi) avec p(xi) = ρ CN (0, σ2
x) + (1− ρ)δ0, (4.87)

7. Notons que la distribution a posteriori calculée selon l’approximation de champ moyen étant ici
gaussienne, on obtient la même solution sous le critère du minimum de l’erreur quadratique moyenne.
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où ρ est le paramètre de Bernoulli, que l’on peut identifier au taux de parcimonie et
définir comme ρ = K/N où K est le nombre de coefficients non nuls de x, soit ici, le
nombre de directions d’arrivée effectives.

Ainsi les procédures G(Sw)AMP s’obtiennent en particularisant la quantité

gm(ω, V ) =
∫
zm

(
zm − ω
V

)
e−

1
V
|zm−ω|2 p(ym|x) dzm, (4.88)

que l’on peut réécrire comme

gm(ω, V ) = 1
V

(∫
zm
zm p(zm|ym)dzm − ω

)
(4.89)

= 1
V

(E[zm|ym;ω, V ]− ω) , (4.90)

avec E[zm|ym;ω, V ] espérance mathématique de zm a posteriori où l’on suppose une
distribution a priori de zm telle que p(zm;ω, V ) ∝ e−

|zm−ω|2
V . Le terme ∂gout

∂ω (ω, V ) quant
à lui peut s’écrire :

∂gm
∂ω

(ω, V ) =
∫
p(ym|zm) ∂

∂ω

[
e−
|zm−ω|2

V

(
zm − ω
V

)]
dzm (4.91)

=
∫
zm
p(ym|zm)

[
e−
|zm−ω|2

V

∣∣∣∣zm − ωV

∣∣∣∣2 − e− |zm−ω|2V
1
V

]
dzm (4.92)

= 1
V 2

∫
zm
|zm − ω|2 p(zm|ym)dzm −

1
V

(4.93)

= 1
V 2 var[zm|ym;ω, V ]− 1

V
(4.94)

avec var[zm|ym;ω, V ] variance de zm a posteriori où l’on suppose une distribution a
priori de zm telle que p(zm;ω) ∝ e−

|zm−ω|2
V . Considérant le modèle (4.68), on obtient

ainsi pour E[zm|ym;ω, V ] et var[zm|ym;ω, V ] (cf. [114] pour un développement détaillé
des calculs) :

E[zm|ym;ω, V ] =
( |ym|

1 + σ2/V
R0

(2|ym||ω|
V + σ2

)
+ |ω|
V/σ2 + 1

)
ω

|ω|
(4.95)

var[zm|ym;ω, V ] = |ym|2

(1 + σ2/V )2 + |ω|2

(V/σ2 + 1)2 +
1 + 2|ym||ω|

V+σ2 R0(2|ym||ω|
V+σ2 )

1/σ2 + 1/V (4.96)

− |E[zm|ym;ω, V ]|2 (4.97)

avec R0 , I1/I0 ratio des fonctions de Bessel modifiées de première espèce d’ordre 1
et 0. En injectant ces résultats dans les équations (4.90) et (4.94), on obtient alors la
mise à jour itérative des variables Rn, ωm et Σn (cf. équations (3.96)-(3.98) section 3.4.2
paragraphe Generalized (swept) approximate message passing).
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Selon la stratégie de mise à jour des quantités choisie (cf. section 3.4.2), ces dérivations
ont donné lieu aux algorithmes prGAMP (pour phase retrieval generalized approximate
message passing [114]), prSAMP (pour phase retrieval swept approximate message
passing [100]) et prVAMP (pour phase retrieval vector approximate message passing [84])
respectivement extensions des algorithmes AMP, SwAMP et VAMP.
Si l’algorithme prGAMP a montré ses faiblesses face à l’approche prVBEM [37] en

terme de robustesse au bruit additif, prSAMP [99] présente de meilleures performances
d’estimation, notamment dans les cas de problèmes sous-déterminés. Son pseudo-code
correspond à la particularisation de l’algorithme 1 aux équations (4.90)-(4.97).

4.3. Conclusions

Ce chapitre sur l’état de l’art des méthodes d’estimation des directions d’arrivée
nous a permis d’observer que l’évolution et l’amélioration de ces méthodes passent par
l’exploitation d’a priori sur le signal ou sur les incertitudes du milieu de propagation mais
également d’une estimation sous contrainte autre que l’erreur classique de reconstruction
(minimisation de la distorsion, d’erreur de projection).

Les méthodes paramétriques d’estimation montrent quant à elles l’intérêt d’exploiter
l’information sur les statistiques des variables aléatoires considérées dans le modèle
génératif pour effectuer une estimation au sens du maximum de vraisemblance, plus
robuste au bruit additif et aux incertitudes sur le modèle.
Par la suite, nous avons pu voir l’intérêt d’exploiter un a priori parcimonieux sur

le vecteur x et les méthodes issues de cette approximation. En considérant un faible
nombre de sources dans le milieu, a priori compatible avec notre application en acoustique
sous-marine 8, il est possible d’estimer les composantes de x de manière robuste et ce
même dans des cas de problèmes sous-déterminés.

Ensuite nous avons vu les méthodes proposées pour prendre en compte les incertitudes
sur le modèle. En premier lieu les méthodes déterministes, proposant une réécriture du
modèle génératif afin de prendre en compte ces incertitudes et d’estimer empiriquement
les grandeurs statistiques de celles-ci pour réaliser leur estimation. Nous avons également
vu les méthodes bayésiennes d’estimation, qui, prenant en compte non pas les grandeurs
statistiques des incertitudes mais les densités de probabilité des variables aléatoires du
modèle, permettent une formulation bayésienne d’estimation de x, et ainsi une estimation
des directions d’arrivée robuste à l’incertitude, si tant est que ces incertitudes soient
modélisées correctement.

Pour finir, nous avons vu qu’en particularisant le modèle de perturbation au cas d’un
bruit de phase sur les mesures, nous obtenons un problème utilisé dans des problématiques

8. Nous entendons par là qu’il est plus fréquent de devoir retrouver un ou peu de signaux dans un
bruit de fond en acoustique sous marine que dans des problématiques d’imagerie.
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de phase retrieval. Après une rapide revue des méthodes déterministes pour résoudre
ce problème, nous avons pu voir différentes méthodes basées sur des approximations
variationnelles bayésiennes pour la recontruction de phase. Parmi ces méthodes, les
algorithmes prVBEM et prSAMP présentent un intérêt particulier du fait de leurs
performances au regard notamment de l’approche prGAMP, et de leur adaptabilité à un
modèle de bruit de phase plus complexe que celui employé ici, permettant alors d’intégrer
les informations sur la fluctuation dans le modèle a priori.
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Focalisant chacun sur un domaine différent de la littérature (propagation acoustique,
inférence bayésienne et traitement d’antenne), les chapitres précédents mettent en
évidence quelques points de convergence :

— le chapitre 2 souligne la pertinence d’un modèle probabiliste de bruit de phase
structuré pour la prise en compte des déformations du front d’onde incident (cf.
section 2.3.3),
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— le chapitre 3 dresse un portrait des algorithmes variationnels bayésiens les plus
populaires, plus spécifiquement ceux résolvant l’approximation de champ moyen et
l’approximation de Bethe,

— le chapitre 4 expose en particulier, dans sa dernière section, une utilisation de ces
approches pour le problème de reconstruction de phase que l’on peut voir comme
une première réponse au problème d’estimation de directions d’arrivée en milieu
océanique fluctuant.

Dans ce chapitre, nous présentons nos propositions algorithmiques au regard de cet
état de l’art. Adoptant le modèle de bruit de phase, deux distributions probabilistes sont
considérées : le modèle gaussien et le modèle de Von Mises [80][81]. Pour chacune, des
procédures bayésiennes sont développées, basées sur l’approximation de champ moyen et
l’approximation de Bethe.

Ainsi, le chapitre est découpé en quatre grandes sections : après une formalisation du
modèle d’observation et du problème d’estimation d’intérêt (section 5.1), les sections
5.2 et 5.3 traitent chacune d’un des deux modèles a priori considérés pour le bruit de
phase et des procédures algorithmiques mises en oeuvre pour les exploiter, tandis que la
section 5.4 propose un ensemble d’expériences numériques visant à comparer et évaluer
les algorithmes proposés.

5.1. Modèle d’observation, a priori parcimonieux et problème
d’estimation

La prise en compte du modèle de bruit de phase (2.35) adjoint au modèle linéaire
“classique” (4.8) considéré en estimation de DOA résulte naturellement dans un modèle
similaire à celui considéré en reconstruction de phase : ∀m ∈ {1, . . . ,M}, on modélise le
champ acoustique mesuré par le m-ième capteur comme

ym = eiψm
N∑
n=1

dmnxn + nm, (5.1)

où ψm ∈ [0, 2π[ représente cette fois, le bruit de phase perturbant la mesure. Sous une
formulation matricielle, le modèle s’écrit simplement

y = PDx + n (5.2)

où P = diag
(
[eiψ1 , . . . , eiψM ]

)
est une matrice diagonale dont les éléments contiennent

les phases manquantes des observations.
Tout comme en reconstruction de phase, le bruit n est considéré circulaire gaussien de

moyenne nulle et de variance σ2. Par ailleurs, en accord avec les conclusions de l’état
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de l’art en estimation de directions d’arrivée (cf. chapitre 4), un a priori parcimonieux
- plus précisément Bernoulli-gaussien - est posé sur le vecteur x : on le suppose ainsi
s’exprimant comme x = χ� s avec � produit terme-à-terme entre χ variable gaussienne
et s variable de Bernoulli (de réalisations dans {0, 1}N ) :

p(χ) =
N∏
i=1

p(χi) où p(χi) = N (µx, σ2
x), (5.3)

p(s) =
N∏
i=1

p(si) où p(si) = Ber(ρ). (5.4)

Rappelons qu’il en découle que p(x) =
∏N
i=1 p(xi) avec

p(xi) = ρN (µx, σ2
x) + (1− ρ)δ0. (5.5)

La différence majeure avec les algorithmes de reconstruction de phase exposés dans
le chapitre précédent tient dans les modèles a-priori posés sur la variable {ψm}m :
tandis qu’elles sont supposées suivre une loi uniforme sur [0, 2π] dans le problème de
reconstruction de phase, nous proposons ici de les considérer comme obéissant à des lois
informées par la physique de la propagation.

Enfin, plusieurs formulations du problème d’estimation de directions d’arrivée peuvent
là encore être considérées. Comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents, on peut
classiquement s’intéresser à la solution au sens du maximum a posteriori (MAP) ou du
minimum d’erreur quadratique moyenne (MMSE)

x?MAP = arg max
x

log p(x|y) (5.6)

x?MMSE = arg min
x̃

∫
x
‖x− x̃‖22 p(x|y)dx. (5.7)

Dans les deux cas, une connaissance de la distribution a posteriori p(x|y) est nécessaire.

5.2. Modèle gaussien

Dans un premier temps et dans la continuité des travaux [34] présentés ci-après, nous
nous sommes intéressés à un modèle de phase gaussien multivarié, i.e.,

p(ψ) = 1
(2π)M/2|Λψ|1/2

e−
1
2 (ψ−µψ)TΛ−1

ψ
(ψ−µψ) (5.8)

où µψ et Λψ sont respectivement les moyenne et matrice de covariance de la distribution,
et |.| représente le déterminant matriciel.
Ce modèle gaussien présente plusieurs intérêts :
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— suivant la structure de la matrice de covariance, des relations de dépendance entre
les bruits de phase perturbant les mesures de différents capteurs peuvent être prises
en compte,

— le modèle est simple et peut être facilement intégré dans les procédures algorith-
miques de la littérature.

Dans [34], les auteurs considèrent le cas particulier 1 d’une chaîne de Markov, i.e.,

p(ψ) =
M∏
m=2

p (ψm|ψm−1) p (ψ1) (5.9)

avec p (ψm|ψm−1) = N
(
ψm−1, σ

2
ψ

)
, ∀m ∈ {2, . . . ,M} et p (ψ1) = N

(
0, σ2

1
)
. Ré-exprimée

dans le modèle général (5.8), la chaîne de Markov correspond à une moyenne µψ nulle
et une matrice de covariance Λψ telle que

Λ−1
ψ =



1
σ2

1
+ 1

σ2
ψ
− 1
σ2
ψ

0 0

− 1
σ2
ψ

1
σ2
ψ

. . . 0

0 . . . . . . − 1
σ2
ψ

0 0 − 1
σ2
ψ

1
σ2
ψ


. (5.10)

Concrètement, ce modèle décrit le bruit de phase engendré par les fluctuations spatiales
du milieu de propagation tout au long de l’antenne selon une dépendance consécutive des
capteurs. L’intensité des fluctuations peut être liée à la valeur du paramètre σ2

ψ. C’est ce
modèle particulier que nous proposons également de considérer dans ce premier temps
de notre étude. Dans la suite de cette section, nous supposerons donc le modèle (5.8)
avec µψ = 0M .

5.2.1. Approximation de champ moyen : paVBEM, dans la littérature

La contribution [34] présente une procédure VBEM exploitant le modèle d’observation
(5.2) et les a priori (5.3)-(5.8). L’algorithme résultant, appelé paVBEM (pour phase
aware Variational Bayesian Expectation Maximisation), s’appuie sur des mises à jour
similaires à celles développées dans le cadre des décompositions parcimonieuses (cf.
section 3.4.1) et dans le cadre de la reconstruction de phase (cf. section 4.2.4.2).

Ainsi, l’approximation de champ moyen considérée s’énonce comme

p(χ, s,ψ|y) ' q(x,ψ) = q(ψ) q(χ, s) =
∏
m

q(ψm)
∏
n

q(χn, sn). (5.11)

1. Cependant sans perte de généralité, car l’algorithme proposé n’exploite pas la structure particulière
de Λψ.
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Particularisées à ce cas, les équations de mise à jour du VBEM (3.3) s’écrivent 2 :
∀n ∈ {1, . . . , N}, ∀m ∈ {1, . . . ,M},

q(ψm) ∝ exp

∫
ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫
χ

∑
s
q(χ, s) log p(y,χ, s,ψ) dχ dψ 6=m

 , (5.12)

∝ p(ψm) exp

∫
ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫
χ

∑
s
q(χ, s) log p(y|χ, s,ψ) dχ dψ 6=m

 ,
(5.13)

q(χn, sn) ∝ exp

∫
ψ
q(ψ)

∫
χ6=n

∑
s6=n

∏
k 6=n

q(χk, sk) log p(y,χ, s,ψ) dχ 6=n dψ

 , (5.14)

∝ p(χn)p(sn)exp

∫
ψ
q(ψ)

∫
χ6=n

∑
s6=n

∏
k 6=n

q(χk, sk) log p(y|χ, s,ψ)dχ6=ndψ


(5.15)

où ψ 6=m (resp. χ6=n et s6=n) désigne le vecteur composé des ψl (resp. χk et sk) pour
l 6= m (resp. k 6= n).
On obtient finalement (cf. rapport technique [35] pour le détail des calculs)
— pour la distribution a posteriori de ψ :

q (ψ) = N (mψ,Σψ) (5.16)

avec

Σ−1
ψ = Λ−1

ψ + Λ−1 (5.17)

mψ = ΣψΛ−1 [arg(y1〈z1〉∗), . . . , arg(yM 〈zM 〉∗)]T

où Λ−1 , diag
(

2
σ2 [|y1〈z1〉∗|, . . . , |yM 〈zM 〉∗|]T

)
, 〈zm〉 ,

∑
n q(sn = 1)mχ(sn =

1)dmn, avec {mχ(sn)}n et {q(sn)}n respectivement liés aux distributions a posteriori
des variables χ et s,

— pour la distribution a posteriori de x = χ� s :

∀n ∈ {1, . . . , N}, q(χn, sn) = q(χn|sn) q(sn), (5.18)

2. Ici encore, nous abandonnons les indices d’itérations pour la simplicité de notation.
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avec

q(χn|sn) = CN (mχ(sn),Σχ(sn)), (5.19)

q(sn) ∝
√

Σχ(sn) exp
(
|mχ(sn)|2

Σχ(sn)

)
p(sn) (5.20)

et

Σχ(sn) = σ2
xσ

2

σ2 + snσ2
xdHn dn

, (5.21)

mχ(sn) = sn
σ2
x

σ2 + snσ2
xdHn dn

〈rn〉Hdn, (5.22)

〈rn〉 = y−
∑
k 6=n

q(sk = 1) mχ(sk = 1) dk, (5.23)

y =
[
yme

−imψmR0

( 1
Σψm

)]
m={1...M}

, (5.24)

où mψm (respectivement Σψm) est le m-ième élément de mψ (respectivement de la
diagonale de Σψ).

En sus des mises à jour consécutives (5.16)-(5.24), une étape d’estimation de la variance
de bruit peut être ajoutée pour aider à la convergence de l’algorithme :

σ̂2 = arg max
σ2

∫
ψ

∫
χ

∑
s
q(ψ) q(χ, s) log p(y,χ, s,ψ) dχ dψ (5.25)

= 1
M

(
yHy− 2

∑
n

<
{
q(sn = 1) mχ(sn = 1) yHdn

}
+
∑
n

∑
k 6=n

q(sn = 1) mχ(sn = 1)∗ q(sk = 1) mχ(sk = 1) dHn dk

+
∑
n

q(sn = 1)
(

Σχ(sn = 1) +mχ(sn = 1)∗mχ(sn = 1)
)

dHn dn
)
. (5.26)

Revenant au problème (5.7), l’estimation des composantes de x s’obtient après conver-
gence selon l’expression

x̂n = q(sn = 1) mχ(sn = 1), ∀n = {1, . . . , N}. (5.27)

Confrontée à des données simulées, l’approche s’avère prometteuse : l’intégration
de la distribution a priori sur le bruit de phase permet une meilleure robustesse de
l’estimation en comparaison à d’autres algorithmes classiques handicapés par des a priori
non-informés.
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5.2.2. Approximation de Bethe : paSAMP

Dans la continuité de paVBEM, nous proposons une méthode basée sur l’approximation
variationnelle de Bethe prenant en compte un a priori gaussien sur le bruit de phase
généré par les fluctuations du milieu de propagation. Présenté sous la forme d’un graphe
factoriel, le modèle (5.2)-(5.8) est donné dans la figure 5.1. On y voit les dépendances entre
les bruits de phases qui sont problématiques pour une application directe des méthodes
AMP généralisées (cf. section 3.4.2 paragraphe Generalized (swept) approximate
message passing).

x1f1

xN
fM

x2

xi

fj

ψ1

ψj

ψM

p(ψ)

Figure 5.1. – Graphe factoriel du modèle génératif pour un cas de bruit de phase
multivarié

Pour contourner cet écueil, une première approximation consiste à calculer les margi-
nales p(ψm) des distributions a priori des ψm. Dans le cas gaussien, elles s’expriment
alors simplement comme ∀m ∈ {1, . . . ,M}

p(ψm) = N (µψm ,Λψm) (5.28)

avec µψm (respectivement Λψm) le m-ième élément du vecteur µψ(respectivement de la
diagonale de Λψ).
Au sein des méthodes AMP et comme nous l’avons exposé dans le chapitre 3, les

travaux [14] montrent que les algorithmes de propagation de messages “classiques” (cf.
section 3.4.2 paragraphe (Swept) approximate message passing), du fait de la mise
à jour en parallèle des variables, souffrent de problèmes de convergence pour des cas
de matrices de mesures s’éloignant de scénarios simples. Cette sensibilité à la matrice
de mesure nous suggère d’utiliser la méthode swept approximate message passing afin
d’avoir une meilleure garantie de convergence de l’algorithme 3.
C’est donc cette approche que nous choisissons d’implémenter pour traiter de l’ap-

proximation de Bethe dans le contexte particulier qui nous intéresse ici.

3. Notons que l’approche VAMP (cf. section 3.4.2 paragraphe Vector approximate message
passing) semble également prometteuse, nous n’avons malheureusement pas eu le temps de nous y
pencher plus en détail dans cette thèse.
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Particularisation de l’algorithme GSwAMP Dans la lignée de prSAMP (cf. sec-
tion 4.2.4.2 paragraphe Approximation de Bethe) et gardant en tête le pseudo-code
générique 1, la particularisation de l’algorithme GSwAMP s’obtient en calculant, pour le
modèle (5.2)-(5.8) les quantités

gm(ω, V ) =
∫
zm

(
zm − ω
V

)
e−

1
V
|zm−ω|2 p(ym|x) dzm, (5.29)

= 1
V

(E[zm|ym;ω, V ]− ω) , (5.30)

∂gm
∂ω

(ω, V ) =
∫
p(ym|zm) ∂

∂ω

[
e−
|zm−ω|2

V

(
zm − ω
V

)]
dzm, (5.31)

= 1
V 2 var[zm|ym;ω, V ]− 1

V
, (5.32)

avec E[zm|ym;ω, V ] (resp. var[zm|ym;ω, V ]) espérance mathématique (resp. variance) de
zm =

∑
n dmnxn a posteriori où l’on suppose une distribution a priori de zm telle que

p(zm;ω, V ) ∝ e−
|zm−ω|2

V .
On obtient ainsi

E[zm|ym;ω, V ] = V

σ2 + V
yme

−imψmR0

( 1
Σψm

)
+ ωσ2

σ2 + V
(5.33)

et

var[zm|ym;ω, V ] = 2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2 cos(arg(y∗mω) +mψm)R0

( 1
Σψm

)
+ σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 − |E[zm|ym;ω, V ]|2.
(5.34)

avec

mψm ,
− arg(y∗mω)

1 + V+σ2

2|ym||ω|Λψm

et Σψm ,
Λψm(V + σ2)

2|ym||ω|Λψm + V + σ2 . (5.35)

Les détails des calculs sont donnés en annexe A du manuscrit.

Estimation de la variance du bruit additif On ajoute également une étape optionnelle
d’estimation de la variance de bruit additif. D’une manière similaire à celle des travaux
de l’algorithme paVBEM [34], ce calcul nous permet d’être plus robuste au bruit additif,
plus particulièrement en cas de mauvaise modélisation a priori de celui-ci. Dans [34],
elle repose naturellement sur l’utilisation d’une approximation de champ-moyen. Ici, on
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choisit une façon simple de l’estimer :

σ̂2 = arg max
σ2

log p(y|z̃;σ2), (5.36)

où z̃ est l’estimée courante du vecteur composé des {zm}m, prédicteur linéaire attaché au
modèle linéaire généralisé considéré. Par la gaussiannisation des messages sous-tendant
l’algorithme SwAMP (cf. section 3.4.2 paragraphe Rexaled belief propagation), on a
z̃ , [E[z1|y1;ω, V ], . . . ,E[zM |yM ;ω, V ]]T avec ω et V paramètres ajustés selon l’itération
(cf. pseudo-code 2). On obtient finalement

σ̂2 = 1
M

(
yHy + z̃H z̃− 2<{yH z̃}

)
, (5.37)

avec

y ,
[
yme

−imψm
]
m={1...M}

. (5.38)

Utilisation du damping Après convergence (si l’algorithme converge), le résultat des es-
timations (5.6)-(5.7) est donné par l’espérance mathématique de la marginale a posteriori
des {xn}n, notée an (cf. équation (3.61)). Comme nous l’avons exposé dans le chapitre
3, parmi les stratégies proposées dans la littérature pour améliorer la convergence des
algorithmes AMP, l’utilisation d’un amortissement (ou damping, cf. équation (3.13)),
bien que ne disposant pas de motivations théoriques, s’avère efficace. Nous faisons ainsi
le choix d’appliquer un facteur noté λ sur les solutions an tel qu’à l’itération k :

a(k)
n = λa(k−1)

n + (1− λ)a(k)
n . (5.39)

Ainsi, pour un fort facteur de damping, l’estimation évoluera de manière plus stable,
mais avec possiblement un nombre d’itérations avant convergence plus important.

L’algorithme ainsi obtenu est baptisé paSAMP (pour phase-aware Swept Approximate
Message Passing). Ses itérations sont présentées de façon synthétique dans le pseudo-code
2.

Nous proposerons dans la section 5.4 d’évaluer une implémentation MATLAB de cet
algorithme. Nous regarderons plus particulièrement la robustesse de cette méthode au
bruit additif ainsi qu’au bruit multiplicatif. On peut toutefois émettre quelques critiques
en considérant la modélisation utilisée dans paSAMP.

Cet algorithme et de premiers résultats ont fait l’objet de publications aux conférences
Latent Variable Analysis and Signal Separation [6] et Gretsi [7].
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Pseudo-code 2 Algorithme paSAMP
Entrées : y, D, σ2, kmax, λ, {Λψm}m={1,...,M}

Initialisation : {a(0)
n , v

(0)
n }n∈{1,...,N}, {ω

(0;N+1)
m , V

(0;N+1)
m }m∈{1,...,M}, k = 0

1: while k < kmax do
2: for m = 1 . . .M do
3: V

(k+1;1)
m =

∑
n d

2
mnv

(k)
n

4: ω
(k+1;1)
m =

∑
n dmna

(t)
n − V (k+1;1)

m gm
(
ω

(k;N+1)
m , V

(k;N+1)
m

)
selon (5.30) et (5.33)

5: end for
6: p = permute([1, 2, . . . N ])
7: for j = 1 . . . N do
8: n = pj

9: Σ(k+1)
n =

[∑
m d

2
mn

(
− ∂gm

∂ω (ω(k+1;j)
m , V

(k+1;j)
m )

)]−1
selon (5.32) et (5.34)

10: R
(k+1)
n = a

(k)
n + Σ(k+1)

n

[∑
m dmn gm(ω(k+1;1)

m , V
(k+1;1)
m )

]
11: a

(k+1)
n = g1

(
R

(k+1)
n ,Σ(k+1)

n
)
selon (3.54)

12: v
(k+1)
n = g2

(
R

(k+1)
n ,Σ(k+1)

n
)
selon (3.55)

13: for ε = 1 . . .M do
14: V

(k+1;j+1)
ε = V

(k+1;j)
m + d2

mn

(
v

(k+1)
n − v(k)

n
)

15: ω
(k+1;j+1)
m = ω

(k+1;j)
m + dmn

(
a

(k+1)
n − a(k)

n
)

−gm
(
ω

(k+1;1)
m , V

(k+1;1)
m

)
.
(
V

(k+1;j+1)
m −V (k+1;j)

m
)
selon (5.30) et (5.33)

16: end for
17: Optionel : mise à jour de σ2 selon (5.37) et (5.38)
18: end for
19: Optionel : a(k+1)

n = λa
(k)
n + (1− λ)a(k+1)

n (damping)
20: k = k + 1
21: end while

Sorties : {a(kmax)
n }n

5.2.3. Analyse critique des méthodes paVBEM et paSAMP

Au vu des approximations considérées, aussi bien sur la modélisation des fluctuations
dans le modèle génératif que dans les algorithmes paVBEM et paSAMP, nous pouvons
anticiper les limitations des performances de ces méthodes :

— Telles quelles, les approches G(Sw)AMP sont critiquables au regard du modèle
(5.2)-(5.8), car le modèle multidimensionnel ne peut être incorporé et exploité
directement. Le choix de la marginalisation est le plus intuitif, mais il doit être
vu comme une approximation d’ordre 1 et conduit à une perte de l’information
a priori de corrélation entre les bruits de phase ψm. Cependant, les méthodes
AMP et notamment SwAMP ont prouvé leur intérêt dans le problème d’acquisition
comprimée et plus largement de reconstruction parcimonieuse. Elles surpassent en
particulier les performances de VBEM dans de nombreux cas pratiques [71].
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— De son côté, si l’approximation de champ-moyen exploite bien le modèle multidi-
mensionnel, elle impose en revanche une indépendance a posteriori des bruits de
phase ψm.

Ces faiblesses structurelles seront à garder en tête lors de l’analyse expérimentale de
paVBEM et paSAMP.

Par ailleurs, indépendamment des outils algorithmiques mis en oeuvre, la considération
d’un a priori gaussien pour modéliser un bruit de phase est également questionnable : il est
en effet intrinsèquement inadapté à la description d’une variable aléatoire à réalisations
sur [0, 2π[. Dans le deuxième temps de cette thèse, nous nous sommes donc intéressés
aux statistiques directionnelles.

5.3. Modèle de Von Mises

Actant de l’inadéquation du modèle gaussien pour la modélisation de phase, la re-
cherche d’un nouveau modèle conduit naturellement aux statistiques directionnelles [80].
Parmi celles-ci, la plus connue est probablement la distribution de Von Mises, définie
indépendamment pour chaque variable ψm, ∀m ∈ {1, . . . ,M} selon

p(ψm) = 1
2πI0(κm) exp(κm cos(ψm − µψm)) (5.40)

où κm ∈ R et µψm ∈]−π, π] sont les paramètres de la distribution, et I0 est la fonction de
Bessel modifiée du premier type d’ordre 0. Cette distribution a fait l’objet de nombreuses
contributions dans la littérature, cf. par exemple [53]. Dans la pratique, elle est bien
adaptée aux situations où l’on veut prendre en compte des informations a priori (comme
la moyenne par le paramètre µψm ou la variance par κm) sur les phases indépendamment
les unes des autres. Il est par ailleurs intéressant de noter qu’il existe un lien entre la loi
gaussienne et la loi de Von Mises que nous exploiterons à plusieurs reprises dans nos
dérivations algorithmiques : pour de grandes valeurs de κm, la contribution du terme
cos(ψm − µψm) s’amenuise et un développement limité à l’ordre 1 peut être proposé :

exp(κm cos(ψm − µψm)) ∼ exp
(
κm

(
1− (ψm − µψm)2

2

))
(5.41)

∼ eκm exp
(
− κm

2 (ψm − µψm)2
)
. (5.42)

Par identification des paramètres et réécriture des facteurs de normalisation, on obtient

1
2πI0(1/a) exp

(1
a

cos(x− y)
)
' 1√

2πa
exp

(
− 1

2a(x− y)2
)

(5.43)

pour de faibles a, paramètre homogène à une variance dans la loi gaussienne.
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L’extension de la loi de Von Mises (5.40) au cas multivarié n’est pas simple et peut
prendre différentes formes [81]. Dans nos travaux, nous considérons que ψ est distribué
selon

p(ψ) ∝ exp
(
κT c(ψ,µψ)− s(ψ,µ)TΛ−1

ψ s(ψ,µψ)− c(ψ,µψ)TΛ−1
ψ c(ψ,µψ)

)
(5.44)

avec

c(ψ,µψ) , [cos (ψ1 − µψ1) , . . . , cos (ψM − µψM )]T , (5.45)

s(ψ,µψ) , [sin (ψ1 − µψ1) , . . . , sin (ψM − µψM )]T , (5.46)

où κ, Λψ et µψ sont les paramètres de la distribution. La matrice Λ−1
ψ est symétrique à

valeurs réelles et nulles sur sa diagonale. Elle peut être assimilée à une matrice de précision,
représentant les dépendances entre les bruits de phases. Sans perte de généralité 4, nous
supposerons dans la suite que µψ = [0, . . . , 0]T , 0M . Cette extension multivariée de
la distribution de Von Mises a été suggérée dans la conclusion de [81], mais, à notre
connaissance, ne semble pas avoir été étudiée ou utilisée de manière approfondie.
Ce modèle est intéressant de par son lien avec la distance de Mahalanobis : posant

Ψ , [eiψ1 , . . . , eiψM ]T , les travaux [33] ont en effet mis en évidence que

||Ψ− 1M ||2ΓΨ ∝ − log(p(ψ)) (5.47)

avec (
Γ−1

Ψ

)
ik

=
{

(Λ−1
ψ )ik pour k 6= i

1
2κi −

∑
l 6=i(Λ−1

ψ )il pour k = i
(5.48)

Cette relation est doublement intéressante : d’une part elle laisse entrevoir une identifica-
tion facilitée des paramètres de la distribution de Von Mises avec les paramètres physiques
de fluctuation, d’autre part elle semble un bon point de départ pour le développement
d’un algorithme d’échantillonnage propre à générer des bruits de phase selon (5.44). Ces
deux tâches n’ont malheureusement pas pu être traitées dans le temps consacré à cette
thèse.
Dans la suite, nous noterons MVM(ψ;µψ,κ,Λ−1

ψ ) la distribution de Von Mises
multivariée (5.44) de paramètres µψ, κ, Λ−1

ψ .

5.3.1. Approximation de champ moyen : VistaBEM

A l’instar des calculs permettant d’obtenir la méthode paVBEM [34] présentée dans
la section 5.2.1, nous proposons ici de reconsidérer les étapes de calcul de la procédure

4. Supposer µψ 6= [0, . . . , 0]T revient à considérer le modèle d’observation y = MHPMDx + n avec
M = diag([eiµψ1 , . . . , eiµψM ]).
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VBEM (cf. section 3.2) afin d’y intégrer le nouvel a priori de Von Mises multivarié (5.44).
L’approximation de champ moyen considérée est la même que pour paVBEM :

p(χ, s,ψ|y) ' q(x,ψ) = q(ψ) q(χ, s) =
∏
m

q(ψm)
∏
n

q(χn, sn). (5.49)

résultant en une même écriture des équations de mises à jour (B.3)-(B.5).
Particularisées à la distribution de Von Mises multivariée (5.44), on obtient finalement
— pour la distribution a posteriori de ψ :

q(ψm) = 1
2πI0(Aψm) exp (Aψm cos(ψm −mψm)) ∀m ∈ {1, . . . ,M} (5.50)

avec

Aψm = |α1e
−i arg(y∗m〈zm〉) + (κm − α3)− α2e

iπ/2| (5.51)

mψm = arg(α1e
−i arg(y∗m〈zm〉) + (κm − α3)− α2e

iπ/2), (5.52)

κm, m-ième élément de κ, 〈zm〉 ,
∑
n q(sn = 1)mχ(sn = 1)dmn avec {mχ(sn)}n et

{q(sn)}n respectivement liés aux distributions a posteriori des variables χ et s, et

α1 ,
2
σ2 |ym||〈zm〉| (5.53)

α2 , 2
∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )mk sin(mψk)R0(Aψk), α3 , 2

∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )mk cos(mψk)R0(Aψk).

— pour la distribution a posteriori de x = χ� s :

∀n ∈ {1, . . . , N}, q(χn, sn) = q(χn|sn) q(sn), (5.54)

avec

q(χn|sn) = CN (mχ(sn),Σχ(sn)), (5.55)

q(sn) ∝
√

Σχ(sn) exp
(
|mχ(sn)|2

Σχ(sn)

)
p(sn) (5.56)
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et

Σχ(sn) = σ2
xσ

2

σ2 + snσ2
xdHn dn

, (5.57)

mχ(sn) = sn
σ2
x

σ2 + snσ2
xdHn dn

〈rn〉Hdn, (5.58)

〈rn〉 = y−
∑
k 6=n

q(sk = 1) mχ(sk = 1) dk, (5.59)

y =
[
yme

−imψmR0(Aψm)
]
m={1...M}

. (5.60)

De la même manière que paVBEM, l’estimation des composantes de x s’obtient après
convergence selon l’expression

x̂n = q(sn = 1) mχ(sn = 1), ∀n = {1, . . . , N}. (5.61)

Comme attendu, il est intéressant de remarquer que l’algorithme VistaBEM “casse”
a posteriori les dépendances entre les bruits de phase ψ (cf. équation (5.50)) : pour
chaque ψm, la distribution a posteriori est une Von Mises unidimensionnelle (cf. équation
(5.40)).

Le détail des dérivations mathématiques menant aux mises à jour (5.50)-(5.60) est
inséré en annexe B. A l’instar de paVBEM, une étape d’estimation de la variance de bruit
peut être ajoutée pour aider à la convergence de l’algorithme, selon la même expression
(5.26).

L’algorithme ainsi obtenu est baptisé VistaBEM (pour Von mISes variaTionnAl
Bayesian Expectation Maximization). Ses itérations sont présentées de façon synthétique
dans le pseudo-code 3.

5.3.2. Approximation de Bethe : VitAMin

Le modèle de Von Mises multivarié (5.44) présente le même inconvénient aux yeux
des méthodes G(Sw)AMP que le modèle gaussien multivarié (5.8) : les dépendances a
priori entre les bruits de phase ψm sont un frein à une identification immédiate avec un
modèle linéaire généralisé.

De même que pour le modèle gaussien, une première approximation de la distribution
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Pseudo-code 3 Algorithme VistaBEM
Entrées : y, D, σ2, Λ−1

ψ , κ, ρ, kmax
Initialisation : {q(0)(sn),m(0)

χ (sn)}sn∈{0,1},n∈{1,...,N}, {m
(0)
ψm
, A

(0)
ψm
}m∈{1,...,M}, k = 0

1: while k < kmax do
2: for m = 1 . . .M do
3: 〈zm〉(k+1) =

∑
n q

(k)(sn = 1)m(k)
χ (sn = 1)dmn

4: α
(k+1)
1 = 2

σ2 |ym||〈zm〉(k+1)|
5: α

(k+1)
2 = 2

∑
l 6=m(Λ−1

ψ )ml sin(m(j)
ψl

)R0(A(j)
ψl

)
avec j = k + 1 si l < m et j = k si l > m

6: α
(k+1)
3 = 2

∑
l 6=m(Λ−1

ψ )ml cos(m(j)
ψl

)R0(A(j)
ψl

)
avec j = k + 1 si l < m et j = k si l > m

7: A
(k+1)
ψm

= |α(k+1)
1 e−i arg(y∗m〈zm〉(k+1)) + (κm − α(k+1)

3 )− α2e
iπ/2|

8: m
(k+1)
ψm

= arg(α(k+1)
1 e−i arg(y∗m〈zm〉(k+1)) + (κm − α(k+1)

3 )− α2e
iπ/2)

9: end for
10: y(k+1) =

[
yme

−im(k+1)
ψm R0(A(k+1)

ψm
)
]
m={1...M}

11: for n = 1 . . . N do
12: 〈rn〉(k+1) = y(k+1) −

∑
l 6=n q

(j)(sl = 1) m(j)
χ (sl = 1) dl

avec j = k + 1 si l < n et j = k si l > n

13: Optionel : si mise à jour de σ2, Σ(k+1)
χ (sn) = σ2

xσ
2

σ2+snσ2
xdHn dn pour sn ∈ {0, 1}

14: m
(k+1)
χ (sn) = sn

Σ(k+1)
χ (sn)
σ2 (〈rn〉(k+1))Hdn pour sn ∈ {0, 1}

15: q(k+1)(sn) ∝
√

Σ(k+1)
χ (sn) exp

(
|m(k+1)

χ (sn)|2

Σ(k+1)
χ (sn)

)
p(sn) pour sn ∈ {0, 1}

16: end for
17: Optionel : mise à jour de σ2 selon (5.26).
18: k = k + 1
19: end while

Sorties : {q(kmax)(sn = 1),m(kmax)
χ (sn = 1)}n∈{1,...,N}

a priori (5.44) peut être envisagée sous la forme d’une marginalisation :

p(ψm)

=
∫
ψ 6=m

p(ψ)dψ 6=m, (5.62)

=
∫
ψ 6=m

MVM(ψ; 0M ,κ,Λψ)dψ 6=m, (5.63)

∝ exp
(
κm cos(ψm)

)∫
ψ 6=m

exp
(∑
l 6=m

κl cos(ψl) (5.64)

−
∑
k,l 6=m

(Λ−1
ψ )kl sin(ψl) sin(ψk)−

∑
k,l 6=m

(Λ−1
ψ )kl cos(ψl) cos(ψk)

)

exp
(
− 2 sin(ψm)

∑
l 6=m

(Λ−1
ψ )ml sin(ψl)− 2 cos(ψm)

∑
l 6=m

(Λ−1
ψ )ml cos(ψl)

)
dψ 6=m.
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Par identification, on a

p(ψm) ∝ exp
(
κm cos(ψm)

)∫
ψ 6=m

MVM(ψ 6=m; 0M−1,κ 6=m,Λψ 6=m)

exp
(
− 2

∑
l 6=m

(Λ−1
ψ )ml cos(ψm − ψl)

)
dψ 6=m. (5.65)

Aller au delà de cette équivalence nécessite malheureusement des approximations supplé-
mentaires. Une première peut être de considérer de petites différences d’angle ψm − ψl
et de recourir à un développement limité :

p(ψm) ∼∝ exp
(
κm cos(ψm)

)∫
ψ 6=m

MVM(ψ 6=m; 0M−1,κ 6=m,Λψ 6=m)

exp
(
− 2

∑
l 6=m

(Λ−1
ψ )ml

)
dψ 6=m. (5.66)

On obtient finalement que la marginale a priori de ψm peut être approchée par une
distribution de Von Mises mono-dimensionnelle (5.40) :

p(ψm) ∼∝ exp
(
κm cos(ψm)

)
. (5.67)

Cette approximation est très grossière et mériterait là-encore d’être approfondie. Elle
présente toutefois l’avantage de pouvoir être immédiatement exploitée par l’algorithme
paSAMP moyennant l’équivalence (5.43), dont les conditions sont déjà requises pour
élaborer les dérivations mathématiques de la procédure (cf. annexe A). La combinaison
du prior (5.67) et de la procédure paSAMP est baptisée VitAMin dans la suite du
manuscrit.
De premiers résultats sur données synthétiques montrant les performances de l’algo-

rithme VitAMin ont été présentés à l’Underwater Acoustics Conference and Exhibition
[9].

5.3.3. Analyse critique des méthodes VistaBEM et VitAMin

Les même faiblesses comparatives que celle relevées entre les algorithmes paSAMP
et paVBEM peuvent également être mentionnées ici : VistaBEM fait le pari d’une
approximation forte sur les distributions a posteriori des bruits de phase, tandis que
VitAMin s’appuie sur une approximation forte de la distribution a priori de ces bruits
de phase. Si cette dernière stratégie semble bien hasardeuse au vu de notre objectif, il
est bon encore de rappeler que VitAMin peut faire valoir de meilleures performances
sur l’estimation des coefficients x. Il est ainsi difficile d’anticiper le comportement des
algorithmes au regard de simulations numériques.
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5.4. Évaluation des performances des méthodes proposées

Cette section se propose d’évaluer les performances des méthodes élaborées sur des
données synthétiques. Elle est structurée en trois grandes parties. La première décrit
les différentes configurations d’expériences considérées, les métriques utilisées ainsi que
les critères d’arrêt proposés pour évaluer les algorithmes. La seconde présente une
comparaison des méthodes dites phase-aware (paVBEM et paSAMP), tandis que la
dernière s’intéresse plus particulièrement aux méthodes VistaBEM et VitAMin.

5.4.1. Plan d’expériences

Pour évaluer les performances de nos algorithmes, nous avons fait le choix de les
confronter à des données générées selon les modèles probabilistes exploités par les
algorithmes. Ce choix nous permet de bien contrôler tous les paramètres en jeux et ainsi
de juger de la bonne intégration des modèles considérés dans les différentes procédures.
Deux modèles probabilistes sont envisagés pour le bruit de phase. Nous proposons

donc deux jeux de simulations pour nos algorithmes :
— Le modèle gaussien multivarié exploité dans paVBEM et paSAMP sera testé via le

modèle de Markov (5.9)-(5.10).
— Le modèle de Von Mises multivarié exploité dans VistaBEM et VitAMin sera testé

via une version 1D de cette distribution (cf. équation (5.40)).
Ce dernier jeu de simulations est insatisfaisant dans la mesure où les interactions

entre les bruits de phase ne peuvent pas être modélisées. Le travail de dérivation et
d’implémentation d’un échantillonneur permettant de générer des réalisations issues
d’une distribution de Von Mises multivariée reste à faire. Néanmoins, nous verrons que la
considération d’une distribution de Von Mises unidimensionnelle permet déjà une étude
de performance intéressante des algorithmes.

Dans toutes les configurations d’expériences considérées, on supposera que les angles
d’arrivée desK ondes incidentes peuvent s’écrire comme θk = −π

2 +αk π50 avec αk ∈ [1, 50],
∀k ∈ {1, . . . ,K}. Le dictionnaire D est défini selon le modèle d’onde plane (4.6) dans
l’ensemble des angles {θk = −π

2 + α π
50}α∈{1,...,50} et avec ∆/λ = 1/4 avec ∆ distance

inter-capteur et λ longueur d’onde.

5.4.2. Métriques de performances

Pour juger de la performance de nos approches, nous proposons deux métriques : la
corrélation normalisée et l’indice de Jaccard.

La corrélation normalisée La corrélation normalisée nous permettra d’évaluer la qualité
de reconstruction du support x, aussi bien la position des directions d’arrivée telles

107



5. Nouvelles approches bayésiennes pour l’estimation de directions d’arrivée en milieu
fluctuant

qu’indexées dans le dictionnaire que l’amplitude des xi estimés. Le calcul de cette quantité
se fait après convergence de l’algorithme vers une solution x̂, la corrélation normalisée
s’exprime donc :

Corrnorm = |xH x̂|
‖x‖‖x̂‖ (5.68)

Largement utilisée comme métrique de performances pour les algorithmes de reconstruc-
tion de phase, la corrélation normalisée restera néanmoins sensible aux résidus sur les
composantes supposées non-nulles de x̂ et sur les amplitudes estimées.

L’indice de Jaccard La seconde métrique utilisée est une métrique de détection, il
s’agit de l’indice de Jaccard (ou Jaccard Index [28]). Initialement considéré pour des
ensembles binaires, le calcul repose sur trois grandeurs. Appliquant une détection des
pics sur le support estimé de x̂ on définit alors :
— M10 : l’ensemble des pics de détection dans x̂ absents dans x, ou fausses détections.
— M01 : l’ensemble des pics de détection dans x absents dans x̂, ou détections

manquées.
— M11 : l’ensemble des pics de détection dans x̂ présents dans x, ou bonnes détections.
L’indice de Jaccard se calcule de manière suivante :

JI = M11
M10 +M01 +M11

(5.69)

On obtient alors un indice relatif à la statistique de détection correcte de chaque
algorithme. Bien qu’on perde l’information sur la qualité de reconstruction de l’amplitude
de x, on y trouve une métrique plus adaptée pour les problématiques de détection et
d’estimation de directions d’arrivée. Nous sommes néanmoins dépendants de la qualité de
détection des pics d’amplitude du support reconstruit, ainsi pour un nombre de sources
important, cette métrique n’est plus représentative de la qualité de reconstruction du
vecteur x.

5.4.3. Critères d’arrêt

Le critère d’arrêt des algorithmes afin d’évaluer les performances de reconstruction de
x est ici une valeur de corrélation normalisée fixée empiriquement à εconv = 1− 10−15.
Ainsi à l’itération k si

|(x̂(k))H x̂(k−1)|
‖x̂(k)‖‖x̂(k−1)‖

> εconv (5.70)

- avec x̂(k) , [x̂(k)
1 , . . . , x̂

(k)
M ]T et x̂(k)

n = q(k)(sn = 1) m(k)
χ (sn = 1) pour les algorithmes

VBEM et x̂(k)
n = a

(k)
n pour les algorithmes de propagation de croyance - on considère

alors que l’algorithme exécuté a convergé vers la solution x̂(k). On fait le choix d’utiliser
ce critère au lieu d’un nombre de d’itération fixé, dépendant de la manière dont les
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algorithmes sont implémentés et de leur stabilité. Cependant, si ce critère de convergence
n’est pas atteint, on fixe un nombre d’itération maximal à kmax = 800 itérations, là aussi
fixé empiriquement au vu des temps de calcul par itération.

5.4.4. Évaluation des performances de paSAMP

Considérant le modèle gaussien (5.9)-(5.10), nous proposons d’évaluer la robustesse
de nos approches au regard de trois paramètres :

— la variance du bruit additif σ2, modélisant l’énergie du signal perçu par l’antenne
qui n’est pas un signal d’intérêt. Les performances des algorithmes d’inversion
tendent à se dégrader avec une diminution du rapport signal à bruit.

— la variance de transition σ2
ψ du bruit de phase multiplicatif, l’augmentation de

cette dernière diminuera la cohérence spatiale, à terme, la distribution p(ψ) tendra
vers une loi uniforme.

— le nombre K de sources, et par extension le taux de parcimonie ρ. Une augmenta-
tion du nombre de sources vient augmenter la quantité d’information disponible
(diminuer le rapport signal à bruit) et faciliter l’estimation de x.

Le choix est fait de générer ces données, baptisées BE1 (pour banc d’essai 1), en
variant progressivement ces trois variables. Ainsi, le nombre de sources K augmente
progressivement jusqu’à avoir un vecteur x plein, les variances des bruits de phase et
des bruits additifs évolueront respectivement suivant les vecteurs σ2

ψ = 10[−2,...,0] et
σ2 = 10[−2,...,1]. L’intégralité des paramètres du modèle est résumée dans le tableau 5.1.

Nous commencerons donc par une évaluation des performances de l’algorithme paSAMP.
Nous chercherons alors vérifier deux hypothèses ayant motivé ces travaux. Première-
ment l’amélioration significative des performances de reconstruction de x en apportant
une information supplémentaire sur le bruit de phase, mais également de meilleures
performances que les méthodes basées sur l’approximation de Bethe. En effet, comme
montré dans [99] dans un contexte d’acquisition comprimée, les performances (en terme
de corrélation normalisée) des algorithmes de phase retrieval sont meilleures pour l’al-
gorithme prSAMP que l’algorithme prVBEM. On s’attend donc à des comportements
similaires dans un contexte phase-aware. Nous comparons ici l’algorithme paSAMP avec
trois autres méthodes de la littérature :

— paVBEM [34], comme expliqué précédemment, intègre le même modèle de bruit
mais repose sur une approximation de champ-moyen.

— prSAMP [99], intègre le modèle classique de phase-retrieval, i.e., une loi uniforme
sur le bruit de phase ψ, afin de constater l’apport d’un nouveau modèle.

— la formation de voie classique (notée CBF pour conventional beamforming), comme
référence des méthodes classiques, afin d’observer la dégradation des performances
de ces méthodes en présence d’un bruit structuré.
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paramètre grandeur associée valeur

paramètres dimensionnels

K nombre de sources [1, 2, ..., N ]
M nombre de capteurs 30 ou 100
N nombre de directions d’arrivée du dictionnaire 50
λ facteur d’amortissement 0.75
niter nombre d’itérations de Monte Carlo 200

paramètres du prior sur le bruit de phase P

σ0 variance de phase à δ = 0 10
σ2
ψ variance du bruit de phase 10[−2,...,0]

paramètres du bruit additif

σ2 variance du bruit additif 10[−3,...,1]

paramètres du prior sur x

µx moyenne des coefficients non-nuls de x 0
σ2
x variance des coefficients non-nuls de x 10
m

(0)
x initialisation de x 0.01 + i0.01

Table 5.1. – Paramètres de simulation pour les données de type BE1

Enfin, deux cas d’application sont considérés : le cas sous-déterminé (avec 30 capteurs
et un dictionnaire contenant 50 directions d’arrivée) et le cas sur-déterminé (avec 100
capteurs et un dictionnaire de 50 directions d’arrivée).

Les résultats de simulations selon la configuration BE1 sont les moyennes et variances
de la corrélation normalisée et de l’indice de Jaccard dans une configuration de bruit
multiplicatif fixée. Nous effectuons ces calculs sur 200 réalisations correspondant chacune
à une réalisation de vecteur x et d’un bruit additif afin de récupérer les statistiques
d’ordre 1 et 2 des performances des algorithmes. Les résultats sont discutés ci-après.

Cas sous-déterminé Les figures 5.2, 5.3 et 5.4 présentent les résultats obtenus pour le
cas M = 30 capteurs et N = 50 directions d’arrivée possibles.

On y observe d’abord une prédominance des algorithmes paSAMP et paVBEM, allant
dans le sens d’une bonne intégration des a priori probabilistes sur les bruits de phase :
prSAMP et CBF privés tous deux de l’information de bruit de phase présentent de très
mauvaises performances. De même, on peut acter de la tendance générale des algorithmes
à voir leurs performances se dégrader lorsque la variance du bruit additif σ2 augmente.
Par ailleurs, on constate que si paVBEM atteint une meilleure corrélation pour de

petites variances de transition (e.g., σ2
ψ = 10−3), il est dépassé par paSAMP dès lors que

cette variance augmente. Ceci s’explique par les hypothèses posées par les algorithmes.
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Ainsi, on peut comprendre que l’approximation d’indépendance a priori des bruits de
phase sur laquelle repose paSAMP le pénalise fortement en présence de bruit fortement
structuré (i.e., pour de petites variances de transition). En revanche, lorsque cette
variance augmente (e.g., σ2

ψ = 10−1), la structure en chaîne de Markov devient moins
informative et le modèle gaussien indépendant devient moins grossier. Dans ce contexte,
c’est la stratégie d’approximation de la distribution a posteriori des x qui devient
prépondérante, et il n’est pas étonnant alors de voir paSAMP réaliser de meilleures
performances que paVBEM, comme prSAMP vis à vis de prVBEM [99].

Cependant, ces observations sont à pondérer par l’écart-type mesuré sur les métriques :
pour le cas σϑ = 10−3 notamment, l’incertitude sur les performances est telle qu’il ne
nous est pas possible d’avoir une conclusion sûre à propos des meilleures performances
supposées de paVBEM, l’intervalle défini par l’écart type de corrélation normalisé étant
trop important pour être interprétable.
Notons enfin qu’un comportement similaire est observé quel que soit le nombre de

sources que nous avons considéré dans nos simulations.
L’indice de Jaccard (voir annexe C) présente des résultats similaires : les performances

de paSAMP, bien que parfois moins bonnes si l’on se réfère à la valeur moyenne, sont
néanmoins plus robustes au bruit multiplicatif et présentent moins d’incertitudes que
paVBEM. Cette métrique n’apporte cependant pas d’informations supplémentaires sur
la qualité de reconstruction de x et est fortement dépendante de la détection des pics
sur le support de ce vecteur, nous nous abstiendrons donc de présenter cette métrique
pour les évaluations suivantes.
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ψ = 10−3
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(b) K = 1 et σ2
ψ = 10−2
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(c) K = 1 et σ2
ψ = 10−1

Figure 5.2. – Évaluation des performances des algorithmes paSAMP (carrés bleus) et
paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algorithmes de beam-
forming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges noirs). Cas sous-
déterminé, une source sur jeu de données BE1.
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(a) K = 2 et σ2
ψ = 10−3
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(b) K = 2 et σ2
ψ = 10−2
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ψ = 10−1

Figure 5.3. – Évaluation des performances des algorithmes paSAMP (carrés bleus) et
paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algorithmes de beam-
forming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges noirs). Cas sous-
déterminé, deux sources sur jeu de données BE1.
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(a) K = 5 et σ2
ψ = 10−3
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(b) K = 5 et σ2
ψ = 10−2
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(c) K = 5 et σ2
ψ = 10−1

Figure 5.4. – Évaluation des performances des algorithmes paSAMP (carrés bleus) et
paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algorithmes de beam-
forming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges noirs). Cas sous-
déterminé, cinq sources sur jeu de données BE1.
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Cas sur-déterminé Les figures 5.5, 5.6 et 5.7 présentent les résultats obtenus pour le
cas M = 100 capteurs et N = 50 directions d’arrivée possibles.
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(a) K = 1 et σ2
ψ = 10−2
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(b) K = 1 et σ2
ψ = 10−1
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(c) K = 1 et σ2
ψ = 1

Figure 5.5. – Évaluation des performances des algorithmes paSAMP (carrés bleus) et
paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algorithmes de beam-
forming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges noirs). Cas sur-
déterminé, une source sur jeu de données BE1.
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(a) K = 2 et σ2
ψ = 10−2
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(b) K = 2 et σ2
ψ = 10−1

10 -3 10 -2 10 -1 100 101

 2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

C
or

ré
la

tio
n 

N
or

m
al

is
ée

CBF
prSAMP
paVBEM
paSAMP

(c) K = 2 et σ2
ψ = 1

Figure 5.6. – Évaluation des performances des algorithmes paSAMP (carrés bleus) et
paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algorithmes de beam-
forming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges noirs). Cas sur-
déterminé, deux sources sur jeu de données BE1.
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(a) K = 5 et σ2
ψ = 10−2

10 -3 10 -2 10 -1 100 101

 2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

C
or

ré
la

tio
n 

N
or

m
al

is
ée

CBF
prSAMP
paVBEM
paSAMP

(b) K = 5 et σ2
ψ = 10−1
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Figure 5.7. – Évaluation des performances des algorithmes paSAMP (carrés bleus) et
paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algorithmes de beam-
forming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges noirs). Cas sur-
déterminé, cinq sources sur jeu de données BE1.

117



5. Nouvelles approches bayésiennes pour l’estimation de directions d’arrivée en milieu
fluctuant

Dans le cas sur-déterminé, on peut observer que l’algorithme paVBEM a en moyenne
de meilleures performances que paSAMP. Cet écart de performances augmente avec le
nombre de sources à localiser, toutefois l’écart-type plus important de paVBEM ne nous
permet pas de tirer de conclusions fortes.

Interpréter ces comportements s’avère une tâche ardue. On peut avancer que paVBEM
tire davantage partie des mesures supplémentaires pour améliorer l’estimation de la
distribution a posteriori sur x, qu’il y trouve une compensation à l’approximation
d’indépendance posée a posteriori.

Il est à noter également que dans ce cas, le nombre de directions d’arrivée recherchées
peut impacter les performances : plus le nombre de sources est important, meilleurs
semblent les résultats. Ce comportement contre-intuitif est typique des problèmes de
reconstruction de phase. En fait, il est facile de voir que, lorsqu’aucune information
sur la phase n’est disponible (i.e., ψm suit une loi uniforme sur [0, 2π[), seul le module
de ym fournit des informations sur zm =

∑
n dmnxn. Dans ce cas, la situation la plus

défavorable se produit lorsque K = 1 puisque tous les éléments de D ont le même module
et que les observations ne fournissent donc aucune information sur les zm. Ici, le bruit de
phase est informé rendant possible l’estimation, mais elle est davantage aidée en présence
de plusieurs sources. Ce raisonnement vaut également pour le cas sous-déterminé mais
dans ce cas, l’estimation est handicapée par le manque d’observations, “cachant” cette
propriété.

paramètre grandeur associée valeur

paramètres dimensionnels

K nombre de sources [1, 2, ..., N ]
M nombre de capteurs 30 ou 100
N nombre de directions d’arrivée 50
λ facteur d’amortissement 0.75
niter nombre d’itérations de Monte Carlo 20

paramètres du prior sur le bruit de phase P

κm = κ, ∀m paramètre de précision de Von Mises 2× 10[0,...,2]

paramètres du bruit additif

σ2 variance du bruit additif 10[−3,...,1]

paramètres du prior sur x

µx moyenne des coefficients non-nuls de x 0
σx variance des coefficients non-nuls de x 10
mx initialisation de x 0.01 + i0.01

Table 5.2. – Paramètres de simulation pour les données de type BE2
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5.4.5. Évaluation des performances de VistaBEM et VitAMin

Nous nous attachons dans cette sous-section à évaluer les performances des algorithmes
VistaBEM et VitAMin. Pour ce faire, comme nous l’avons mentionné précédemment,
nous ne considérerons qu’une distribution de Von Mises unidimensionnelle (5.40).

De la même manière que pour le jeu de données BE1, nous faisons varier le nombre de
sources ainsi que la variance du bruit additif afin d’évaluer la robustesse de nos approches
au regard de ces deux paramètres courants. En outre, nous faisons varier le paramètre
κm de la distribution de Von Mises (5.67), que nous supposerons identique pour tous
les bruits de phase ψm, i.e., κm = κ, ∀m. L’identification (5.47) nous permet alors de
lier le paramètre κ avec la variance d’un bruit gaussien unidimensionnel avec, pour de
faibles variances de bruit, κ , 2/σ2

ψ. Ainsi, nous faisons varier κ pour obtenir l’équivalent
de variances σ2

ψ dans l’intervalle 10[−2,...,0]. Le set-up de simulation est résumé dans le
tableau 5.2. Nous le baptisons BE2.
De la même façon que pour les expériences menées sur paSAMP, deux cas sont

considérés : le cas sous-déterminé (30 capteurs et un dictionnaire de 50 directions
d’arrivée) et le cas sur-déterminé (100 capteurs et un dictionnaire de 50 directions
d’arrivée). Les algorithmes proposés VistaBEM et VitAMin sont comparés à des approches
non-informées, la formation de voies classique (CBF) et l’approche VBEM pour la
reconstruction de phase (prVBEM). Les résultats sont discutés ci-après.

Cas sous-déterminé Les figures 5.8, 5.9 et 5.10 illustrent les performances obtenues
pour VistaBEM et VitAMin dans le cas sous-déterminé. Sans dépendance entre les bruits
de phase, on s’attend à un bon comportement de VitAMin : aucune approximation
n’est alors nécessaire pour intégrer le prior dans la structure d’un GSwAMP. VitAMin
part donc a priori gagnant puisque reposant sur une approximation et une procédure
d’optimisation ayant montré leur supériorité dans la littérature.
C’est effectivement la première observation que l’on peut faire : dans toutes les

configurations que nous avons considérées pour le cas de Von Mises unidimensionnel,
VitAMin présente les meilleures performances. Il est suivi par VistaBEM dont le bon
comportement nous amène tout de même à conclure à une bonne intégration de l’a priori
de Von Mises, notamment au regard des approches non-informées CBF et prVBEM.

Par ailleurs, on peut constater que lorsqu’on diminue le paramètre κ, les performances
des algorithmes proposés diminuent également. L’interprétation sous forme de variance
de ce paramètre permet de comprendre ce comportement : lorsque κ diminue, la variance
“équivalente” σ2

ψ augmente, jusqu’à in fine tendre vers une loi uniforme. Privés d’infor-
mation, les algorithmes voient logiquement leurs performances chuter (ils tendent vers
les performances de prVBEM).
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(a) K = 1 et κ = 200
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(b) K = 1 et κ = 20
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(c) K = 1 et κ = 2

Figure 5.8. – Évaluation des performances de VistaBEM (cercles rouges) et VitAMin
(carrés bleus). Comparaison avec les algorithmes de beamforming classique
(triangles noirs) et prVBEM (losanges noirs). Cas sous-déterminé, une
source sur jeu de données BE2
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(a) K = 2 et κ = 200
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(b) K = 2 et κ = 20
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(c) K = 2 et κ = 2

Figure 5.9. – Évaluation des performances de VistaBEM (cercles rouges) et VitAMin
(carrés bleus). Comparaison avec les algorithmes de beamforming classique
(triangles noirs) et prVBEM (losanges noirs). Cas sous-déterminés, deux
sources sur jeu de données BE2
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(a) K = 5 et κ = 200
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(b) K = 5 et κ = 20
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(c) K = 5 et κ = 2

Figure 5.10. – Évaluation des performances de VistaBEM (cercles rouges) et VitAMin
(carrés bleus). Comparaison avec les algorithmes de beamforming clas-
sique (triangles noirs) et prVBEM (losanges noirs). Cas sous-déterminé,
cinq source sur jeu de données BE2
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Enfin, il est intéressant de noter que, à l’instar des expériences menées précédemment,
lorsque le nombre de sources augmente, les performances des algorithmes s’améliorent
légèrement. C’est d’autant plus visible dans le cas κ = 2, où les algorithmes tirent parti
des contributions des sources pour compenser la perte d’information sur les bruits de
phase : ainsi, pour κ = 2 et σ2 = 10−1, on lit une corrélation normalisée de 0.4 pour
VitAMin en présence d’une source, et de 0.5 en présence de cinq sources, tandis que
VistaBEM passe lui de 0.1 à 0.2 approximativement.

Cas sur-déterminé Les figures 5.11, 5.12 et 5.13 illustrent les performances obtenues
par les approches proposés dans le cas sur-déterminé. D’une façon générale, ces résultats
confortent les observations menées dans le cas sous-déterminé. On constate les mêmes
tendances, avec une prédominance de VitAMin au regard des autres méthodes et de fait,
les mêmes interprétations peuvent être conduites.
Nous noterons cependant que l’écart entre les deux algorithmes proposés semblent

dans le cas sur-déterminé se réduire. De même que dans l’expérience précédente, menée
dans le cas gaussien, VistaBEM semble tirer parti des mesures supplémentaires pour
compenser l’approximation d’indépendance a posteriori posée sur les variables d’intérêt.
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(a) K = 1 et κ = 200

10-3 10-2 10-1 100 101

2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

C
or

re
la

tio
n 

no
rm

al
is

ee

CBF
prVBEM
VistaBEM
VitAMin

(b) K = 1 κ = 20

10-3 10-2 10-1 100 101

2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

C
or

re
la

tio
n 

no
rm

al
is

ee

CBF
prVBEM
VistaBEM
VitAMin

(c) K = 1 et κ = 2

Figure 5.11. – Évaluation des performances de VistaBEM (cercles rouges) et VitAMin
(carrés bleus). Comparaison avec les algorithmes de beamforming clas-
sique (triangles noirs) et prVBEM (losanges noirs). Cas sur-déterminé,
une source sur jeu de données BE2
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(b) K = 2 et κ = 20
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Figure 5.12. – Évaluation des performances de VistaBEM (cercles rouges) et VitAMin
(carrés bleus). Comparaison avec les algorithmes de beamforming clas-
sique (triangles noirs) et prVBEM (losanges noirs). Cas sur-déterminés,
deux sources sur jeu de données BE2
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(a) K = 5 et κ = 200
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(b) K = 5 et κ = 20
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Figure 5.13. – Évaluation des performances de VistaBEM (cercles rouges) et VitAMin
(carrés bleus). Comparaison avec les algorithmes de beamforming clas-
sique (triangles noirs) et prVBEM (losanges noirs). Cas sur-déterminé,
cinq source sur jeu de données BE2
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5.5. Conclusion

5.5. Conclusion

Ce chapitre présente nos contributions algorithmiques au problème d’estimation de
directions d’arrivée dans des environnements fluctuants. Plus spécifiquement, le modèle de
bruit de phase est adopté, traité au travers de deux distributions probabilistes différentes
et exploité dans des procédures d’approximations variationnelles bayésiennes.

Nos dérivations mathématiques ont donné naissance à trois algorithmes :
— paSAMP, reposant sur une procédure de propagation de message et exploitant un

a priori gaussien sur les bruits de phase,
— VistaBEM, reposant sur un procédure VBEM et exploitant un a priori de Von

Mises,
— VitAMin, pendant de paSAMP, mais interprété selon le formalisme de la distribution

de Von Mises.
Si les expériences menées pour valider les algorithmes ont montré une bonne intégration

des a priori considérés et un bon comportement général au regard de ce que l’on pouvait
en attendre, elles demeurent néanmoins préliminaires. Il reste en effet à les valider
au regard de modèles plus complexes et notamment d’une distribution de Von Mises
multivariée pour laquelle le développement d’un échantillonneur est nécessaire, avant in
fine de les confronter à des données réelles.
Enfin, un champ important d’investigation reste ouvert sur la possibilité pour les

algorithmes par propagation de message de prendre en compte des distributions mul-
tivariées. La marginalisation que nous avons ici proposée a permis de montrer la force
de ces méthodes qui malgré cette approximation présentent des performances hono-
rables. Ces résultats prometteurs doivent encourager à approfondir davantage encore ces
approximations.
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En parallèle de nos recherches sur l’amélioration des traitements d’antenne dans des
milieux océaniques fluctuants, nous nous sommes penchés sur des données réelles, et
notamment celles acquises lors des campagnes ALMA (pour Acoustic Laboratory for
Marine Applications) portées par la Direction Générale de L’Armement (DGA). Ces
campagnes ont en effet pour objectif d’observer et de mettre en évidence les phénomènes
de fluctuations océaniques et leurs impacts sur la propagation d’une onde acoustique
par le biais d’un système d’émission/réception et de mesures in situ. Préalablement
à l’application des méthodes proposées précédemment, nous avons cherché à extraire
les grandeurs statistiques des fluctuations susceptibles d’êtres intégrées au problème
d’estimation ainsi qu’à observer les variations des ces grandeurs durant la campagne de
mesure.
Ce chapitre fait le point sur ces travaux ainsi que sur les perspectives qu’ils ouvrent

au regard de l’application effective des algorithmes à des données réelles. Nous nous
arrêtons plus particulièrement sur les traitements effectuées sur les données acquises en
2017 impliquant des phases d’émissions de signaux acoustique spécifiquement conçus
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pour la caractérisation de l’altération du signal acoustique en présence de fluctuations
du milieu de propagation.

Figure 6.1. – Sortie du modèle de prédiction MARC de courants de surface pour la
Corse, en rouge la zone d’expérimentation choisie dans le cadre de la
campagne ALMA 2017 1

6.1. Présentation de la campagne ALMA 2017

L’objectif des campagnes de mesure ALMA est d’acquérir des données visant à
l’identification et à la caractérisation de la variabilité du milieu de propagation. Cette
caractérisation se fait via deux moyens, par la mesure in situ de ces variations à l’aide
de sondes de type chaine de thermistance et par l’analyse de données acoustiques. La
présente étude s’intéresse en particulier à la campagne menée en 2017.

1. Données issues des simulations des modèles MARS3D, projet « Modélisation et Analyse pour
le Recherche Côtière » (MARC) https ://marc.ifremer.fr, Ifremer, University of Brest, CNRS, IRD,
Laboratoire d’Océanographie Physique et Spatiale (LOPS), IUEM, Brest, France
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6.1. Présentation de la campagne ALMA 2017

6.1.1. Lieu de la campagne

L’acquisition a été faite au large des côtes Nord Ouest de la Corse, dans le Golf de
Saint Florent. Cette zone géographique au sud de la mer Ligurienne présente un intérêt
notable pour l’étude de variabilités dans la colonne d’eau : la présence de nombreux
courants issus de la circulation géostrophique (i.e. induites par la rotation de la Terre)
et induits par les vents en font une importante zone de mélange de masses d’eau de
densités différentes. Plus particulièrement, c’est dans cette région que se rencontrent les
eaux atlantiques remontant du détroit de Gibraltar et les eaux méditerranéennes mises
en mouvement par le courant nord méditerranéen. Notons également la présence d’une
circulation cyclonique entre la côte Nord de la Corse et le golfe de Gêne. C’est cette
circulation entre masses d’eaux de différentes densités ainsi que la topographie du milieu
qui font de la zone de déploiement une zone propice à la génération d’ondes internes.

6.1.2. Présentation du système de mesure

Le matériel utilisé pour réaliser les mesures que nous étudierons sont divisibles en trois
catégories distinctes : le matériel destiné à l’émission, à la mesure passive et à la mesure
in situ du milieu.

Système d’émission Le modèle défini par la Simplified Theory [25] montre une forte
dépendance entre la perturbation subie par un signal et la longueur d’onde de celui-ci.
En effet, un signal de faible longueur d’onde sera plus sensible aux perturbations de
petite taille, à la fréquence spatiale plus élevée. A contrario, un signal de grande longueur
d’onde sera sensible aux fluctuations basse-fréquence. Il nous faut alors avoir une parfaite
connaissance du signal source pour en caractériser les déformations. Pour ce faire, la
campagne ALMA 2017 [105] offre le choix de deux sources actives large bande pour
effectuer une émission quasi-continue d’un signal connu.
La figure 6.2 présente le spectrogramme de la séquence émise par les sources actives.

Cette séquence est divisée en plusieurs signaux dans la bande 1 - 13 kHz :
— une impulsion de Ricker,
— un signal modulé en fréquence de type “Chirp”,
— sept signaux à fréquence constante,
— un signal multi-fréquentiel émis aux mêmes fréquences que les sept signaux précé-

dents,
— un bruit blanc.

Notons que dans un souci de discrimination des sources, les signaux émis par la seconde
source (S2) sont de 100 Hz supérieurs aux signaux de la première (S1). Pour ces deux
sources d’émission, les émetteurs sont placés à deux profondeurs différentes, soit de 170
mètres pour S1 et de 130 mètres puis 50 mètres pour S2 suite à une remontée du matériel.
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Figure 6.2. – Spectrogramme de la séquence émise par les sources large-bande S1 et S2

Nous précisons plus bas la position des sources dans la colonne d’eau, notamment vis à
vis du profil de célérité, et ce que cela implique au niveau des mesures.

Dans ces travaux, nous avons porté un intérêt particulier au signal multi-fréquentiel,
permettant d’observer la corruption du signal sur différentes fréquences soumis à une
même fluctuation à un instant donné.

Antenne acoustique L’antenne acoustique utilisée au cours de cette campagne est
composée de quatre sous-antennes linéaires uniformes (ULA pour Uniform Linear
Array) de 32 capteurs avec un espacement inter-capteur δz de quinze centimètres. Cette
configuration d’antenne va nous servir à mesurer la longueur de cohérence verticale de
l’onde acoustique reçue (cf. section 6.2). Ici l’antenne est immergée à une profondeur de
140 mètres, soit sous la profondeur de la thermocline (i.e. la couche de la colonne d’eau
ou le gradient de célérité est le plus important).

Mesure in-situ Afin d’observer les variations dans la colonne d’eau, deux mesures
sont utilisées. La première est une mesure de la célérité via une sonde CTD (pour
Conductivity Temperature Depth) déployée environ une fois par jour. Cette mesure
permet de situer la thermocline dans la colonne d’eau et d’observer le profil de célérité
pour avoir une estimation de la propagation globale dans le milieu. La figure 6.3 représente
le profil mesuré au 5 octobre 2017, on peut constater une forte stratification ainsi qu’une
thermocline située à une profondeur entre 50 et 100 mètres.
Toutefois la faible résolution temporelle des mesures de célérité ne nous permet pas

d’étudier avec précision les variations du milieu de propagation. C’est pour cette raison
que nous exploiterons principalement les mesures effectuées par la chaine de thermistance
déployée dans la zone de levé (section 6.2). Cette chaine de thermistance équipée de
24 capteurs nous permet d’effectuer une mesure des variations de température sur les
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ALMA 2017: Profil de célérité

Figure 6.3. – Profil de célérité mesuré le 5 octobre 2017 sur la zone d’expérimentation.

150 premiers mètres de la colonne d’eau, avec un échantillonnage effectué toutes les 3
secondes. Cette fréquence de mesure nous permet alors d’effectuer une observation plus
fine des fluctuations du milieu de propagation.

6.2. Mise en évidence et caractérisation des fluctuations du
milieu océanique

Cette section a pour but de présenter quelques résultats cherchant à mettre en évidence
l’observabilité des ondes internes à partir des mesures effectuées par l’antenne passive.
De précédents traitements sur les données issues de campagnes antérieures ont permis de
constater la présence de fluctuations du milieu au moyen du calcul de rayon de cohérence
[106] et ses effets en terme de dégradation du gain d’antenne. Les travaux effectués ici
ont pour objectif d’effectuer une identification du type d’ondes internes auxquelles le
milieu de propagation est soumis et d’observer quelle est l’influence des variations du
milieu de propagation sur la cohérence du signal mesuré.
Le système déployé lors de la campagne ALMA va nous permettre d’effectuer une
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double évaluation de la présence de fluctuations dans le milieu de propagation. Dans
un premier temps, nous utiliserons les mesures effectuées par la chaine de thermistance.
Nous commencerons par une analyse spectrale du champ de célérité calculé à partir de
ces mesures de température, ce champ de célérité pouvant par la suite être comparé à
des simulations. Une conversion de la température en champ de déplacement vertical
est possible moyennant certaines hypothèses sur la nature des phénomènes régissant
le déplacement vertical d’un milieu fluctuant. Après détails des calculs permettant
cette conversion, nous verrons qu’il nous est possible de retrouver le spectre type de
déplacement vertical en présence d’ondes internes, le spectre de Garrett-Munk.

Une fois ce spectre de référence calculé, il convient de le comparer avec des statistiques
du signal mesuré par l’antenne passive. Les travaux de Dashen et al. [25] nous permettent
de retenir la longueur de cohérence comme grandeur sensible aux fluctuations du milieu
de propagation. Nous proposons d’effectuer l’analyse spectrale des variations de cette
grandeur afin de visualiser l’impact des ondes internes.
Enfin, nous verrons qu’il est possible de lever certaines limitations de résolution fré-

quentielle en utilisant des méthodes de représentation parcimonieuse pour une estimation
précise des composantes diurnes et semi-diurnes.

6.2.1. Dynamique des fluctuations

Afin d’observer les dynamiques de fluctuation du milieu de propagation, nous considé-
rons ici les mesures effectuées par les sondes de la chaine de thermistance. En exploitant
les variations de température et considérant qu’elles sont directement dues à des fluc-
tuations de masses d’eau de densités différentes, nous espérons observer directement la
présence d’ondes internes. Les premières observations issues du modèle de prédiction
MARC (Modélisation et Analyse pour la Recherche Côtière, cf. figure ??) font état
de la présence d’une gyre anticyclonique dans le golfe de Saint-Florent, ce phénomène
périodique engendre donc des mélanges susceptibles d’induire des variations de densité.
Un autre phénomène dominant observable sera l’effet des marées semi-diurnes. Nous
pouvons également nous attendre à d’autres phénomènes induits par la bathymétrie de
type “canyon” de la zone d’étude.

Traitement des données de la chaine de thermistance Dans un premier temps nous
observons la variabilité du milieu pendant l’intégralité de la campagne. Afin d’avoir
une grandeur directement liée à la propagation du signal dans le milieu, nous faisons le
choix de considérer la célérité estimée à partir des mesures de la chaine de thermistance.
Nous procédons alors à une conversion de la mesure de la température en célérité, en
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Figure 6.4. – Observation de la célérité extraite des mesures effectuées par la chaine de
thermistance pour l’intégralité de la campagne ALMA 2017

considérant une salinité moyenne de 39 psu intégrée dans un modèle de Medwin [83] :

c = 1449.2 + 4.6T − 0.055T 2 + 0.00029T 3 + (1.34− 0.010T )(S − 35) + 0.016D (6.1)

où S est la salinité dans le milieu (ici fixée à 39 psu), D la profondeur en mètres (ici les
profondeurs d’immersion des capteurs) et T la température mesurée par la chaine de
thermistance. Une fois le modèle de Medwin appliqué, nous disposons d’une estimation
de la célérité avec une meilleure résolution temporelle que les mesures effectuées par la
sonde CTD. On visualise ses variations temporelles sur la figure 6.4. Pendant toute la
durée de la campagne, nous conservons une stratification similaire à celle observée sur le
profil de célérité, cependant nous sommes en présence d’importants mouvements de la
thermocline pouvant aller jusqu’à 20 mètres de déplacement (selon la position dans la
colonne d’eau), témoignant de la présence de mélanges dans la zone où la mesure est
effectuée. Pour mieux les visualiser, nous calculons l’écart-type des variations de célérité
autour d’un profil moyen (cf. figure 6.5). On constate que les plus grandes variations
de célérité ont lieu autour de l’interface entre la thermocline et les eaux de surface : le
fort gradient de température implique des gradients de densité importants, c’est à cette
interface que surviennent les mélanges.
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Figure 6.5. – Observation de l’écart-type des variations de célérité extraite de la mesure
de thermistance.

Bien que ne disposant pas de mesures effectuées par un courantomètre à effet Doppler
(ADCP, pour Acoustic Current Doppler Profiler), nous conservons le même raisonnement
que celui effectué dans [51], à savoir une analyse spectrale de nos mesures afin d’en
identifier des composantes relatives à des phénomènes d’ondes internes. La mesure étant
continue du 5 au 11 octobre 2017 à une période d’échantillonnage de 3 secondes, on peut
effectuer le calcul de sa densité spectrale de puissance. La figure 6.6 présente les résultats
obtenus par traitement du capteur le plus profond de la chaine de thermistance afin
d’éviter les phénomènes locaux de mélange. On constate la présence d’ondes internes
diurnes et semi-diurnes importantes avec un pic de présence aux fréquences correspondant
aux composantes semi-diurnes M2, S2, N2. La faible résolution en fréquence ne nous
permet pas d’identifier avec précision les ondes diurnes avec cette méthode.
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Figure 6.6. – Densité spectrale de puissance de la célérité calculée à partir des mesures
de température du capteur 24 de la chaine de thermistance (i.e. le plus
profond). Comparaison avec les fréquences connues de marée diurne (O1),
semi-diurnes (M2, N2, S2) et leurs multiples ainsi qu’avec les fréquences
limites théoriques des ondes internes : la fréquence de Coriolis et la
fréquence de Brunt-Vaisala.

Reconstruction du spectre de Garrett-Munk à partir des mesures de température
Dans ce paragraphe nous montrons qu’il est possible, moyennant certaines approximations
sur la nature des variations de températures, d’extraire le champ de déplacement vertical
des mesures de température effectuées par la chaine de thermistance. Pour ce faire,
nous nous basons sur les travaux de Lynch et al. [75]. Ces derniers considèrent que les
variations verticales de température sont principalement induites par les ondes internes
et le phénomène d’advection. Selon cette hypothèse, la mesure de température T se
décompose en trois termes, une température moyenne Tm, un terme d’advection Tc et
un terme d’ondes internes T ′ :

T = Tm + Tc + T ′. (6.2)

Posant Ti , T − Tc, le champ de température déduit de la composante d’advection et
considérant que les variations de température mesurées sont dominées par le déplacement
vertical des masses d’eau ξ(z, t), nous pouvons écrire ce champ sous la forme :

Ti(z, t) = Tm(z + ξ(z, t)), (6.3)

où z est la profondeur du capteur considéré. Cette relation, simple, est intéressante : à
la condition que le profil moyen de température soit monotone, une inversion directe
terme-à-terme est possible. Ainsi pour chaque profondeur de capteur, on peut estimer la
série temporelle correspondant au déplacement vertical des masses d’eau :

ξ(z, t) = T−1
m (Ti(z, t))− z. (6.4)
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Le problème que soulève cette nouvelle équation est l’identification du champ de tem-
pérature dû à l’advection. En effet, sans autre mesure in-situ permettant de discriminer
les variations de déplacement des masses d’eau induites par l’advection des autres, nous
ne pouvons reposer que sur l’observation, reportée dans les travaux de Lynch [75], que le
champ associé à l’advection correspond approximativement à la composante diurne du
champ de température. Selon cette approximation, revenant à considérer que le phéno-
mène thermique dominant est la chaleur du soleil suivant une composante diurne (la
campagne se déroulant aux alentours de l’équinoxe, l’approximation diurne est plausible),
filtrer les séries temporelles de température en utilisant un filtre passe-bas avec une
fréquence de coupure à 1 cycle par jour (cpd pour cycle per day) nous permet de séparer
la composante d’advection de la composante dûe aux ondes internes. Théoriquement, ce
filtrage n’affectera pas l’information portée par la présence d’ondes internes. En effet
le profil de Garrett-Munk et ses récentes propositions de modifications [73] montrent
que la limite basse d’existence des ondes internes est la fréquence de Coriolis, fréquence
résultant de la rotation de la terre à une fréquence Ω pour une latitude ϕ donnée :

fCoriolis = 2Ω sinϕ. (6.5)

Pendant toute la durée de la campagne ALMA, les systèmes sont déployés à une latitude
d’environ 42.4 degrés Nord, correspondant à une fréquence de 1.35 cpd. Ainsi filtrer les
composantes diurnes n’affectera pas l’information sur des ondes internes. Revenons à
la quantité ξ(z, t). Elle représente la série temporelle des estimations de déplacement
vertical pour un capteur de la chaine de thermistance à la profondeur z. La densité
spectrale de puissance de cette grandeur nous permet théoriquement de retrouver un
spectre de Garrett-Munk. Nous souhaitons que ce spectre nous serve de référence pour
l’identification des ondes internes à partir des mesures de l’antenne acoustique. En
conséquence, nous visons un capteur avoisinant la profondeur d’immersion de l’antenne
passive (110 m) : la figure 6.7 montre la densité spectrale de puissance du déplacement
vertical pour le capteur 16, estimé à une profondeur d’immersion de 107,6 mètres.
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Figure 6.7. – Densité spectrale de puissance du déplacement vertical estimé à partir
des températures mesurées par le capteur 16 de la chaine de thermistance.
Superposition avec la droite de référence de pente ω−2.

On constate sur ce spectre la présence de nombreux pics d’énergie, notamment aux
fréquences semi-diurnes et aux multiples de celles-ci. Nous remarquons également un
maximum global aux environs de 10 cpd ; et, au-delà de cette fréquence, une décroissance
en ω−2, typique des profils de Garrett-Munk et déjà notée dans d’autres expérimentations
[22]. Ces observations allant dans le sens du spectre de Garrett-Munk, nous l’adoptons
comme référence pour l’identification d’ondes internes à partir d’autres mesures. Mainte-
nant que nous avons défini une référence à partir de mesures in-situ, nous allons chercher
à retrouver ces composantes dans les variations de paramètres relatifs au signal mesuré
par l’antenne acoustique passive. Pour cela, nous prendrons en compte la longueur de
cohérence telle que définie dans [25].

6.2.2. Estimation de la longueur de cohérence de l’onde mesurée

Défini dans le modèle théorique simplifié dans [25], le rayon de cohérence, que nous
noterons Rc dans la suite, est une quantité extraite du calcul de corrélation normalisée en
fonction de l’espacement inter-capteur. En discrétisant la fonction de cohérence mutuelle,
la formule s’écrit :

|Γmn| = exp
(
−1

2
((m− n)∆)2

R2
c

)
(6.6)
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où ∆ est l’espacement inter-capteur de l’antenne (ici 15 cm) et (m,n) les indices des
capteurs considérés. Empiriquement, nous pouvons évaluer cette quantité à partir des
mesures effectuées lors de phases d’émission en continu des sources actives S1 et S2.
Nous nous intéressons à une phase se déroulant du 9 au 11 octobre 2017 pour une durée
d’enregistrement continu d’environ 31 heures et 30 minutes. Pour chaque détection de la
séquence multi-tonale émise par S1 ou S2, nous notons Ym et Yn les signaux complexes
reçus par les capteurs m et n respectivement. Leur corrélation normalisée peut alors
s’estimer selon ∣∣∣Γ̂mn∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
〈

YnYm
|Yn| |Ym|

〉
Ns

∣∣∣∣∣ (6.7)

où Ns est le nombre de snapshots. Considérant l’égalité entre |Γmn| et
∣∣∣Γ̂mn∣∣∣, on peut

proposer une identification du rayon de cohérence Rc comme la distance pour laquelle∣∣∣Γ̂mn∣∣∣ est égale à exp(−0.5). La figure 6.8 présente le résultat de cette estimation pour les
signaux à 1 kHz, 2 kHz et 5 kHz. On observe sur ces résultats des similarités au niveau
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Figure 6.8. – Evolution temporelle de l’estimation du rayon de cohérence (en mètres)
pour la durée de la phase étudiée. Les fréquences considérées sont respec-
tivement 1 kHz (a), 2 kHz (b) et 5 kHz (c).

des tendances de variation du rayon de cohérence, avec toutefois une perte de cohérence
globale avec la fréquence du signal. Cette perte peut être visualisée plus précisément en
regardant également la fonction de cohérence mutuelle moyenne pour l’intégralité de
la phase 5 figure 6.9. Sur cette figure, on observe bien la dégradation de la cohérence
avec l’augmentation de la fréquence. En effet, les hautes fréquences sont plus sensibles
aux phénomènes de petites tailles avec des vitesses de déplacement plus élevées comme
des gyres dues au mélange ou des interactions avec le fond et la surface. Le rayon de
cohérence est donc d’une façon générale diminué par la présence en plus grand nombre
de perturbations de fréquences spatiales et temporelles plus élevées. Par la suite nous
allons chercher à savoir si la dynamique des variations du rayon de cohérence permet
l’observabilité des fluctuations du milieu de propagation.
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Figure 6.9. – Fonction de cohérence mutuelle moyennée pour l’intégralité de la phase 5
pour 1 kHz (bleu), 2 kHz (rouge) et 5 kHz (noir).

6.2.3. Influences des paramètres physiques sur le signal mesuré

La densité spectrale de puissance du rayon de cohérence Rc estimé dans la section
précédente est présentée dans la figure 6.10. On y observe une forte variabilité basse-
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Figure 6.10. – Transformée de Fourier des variations du Rayon de cohérence pour la
durée de la phase étudiée. Les fréquences considérées sont respectivement
1 kHz (a), 2 kHz (b) et 5 kHz (c).

fréquence, avec des composantes semi-diurnes et d’autres de périodes plus longues. Nous
notons également la présence de pics à certains multiples de la marée et une décroissance
générale de l’amplitude pour les fréquences plus élevées. Superposons alors le spectre du
rayon de cohérence pour la fréquence 5 kHz avec le spectre de référence (fig. 6.7) afin
d’en observer les similarités.

La figure 6.11 qui en résulte nous permet d’observer l’influence directe des variations
du milieu de propagation sur les variations du rayon de cohérence. En effet les spectres
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Figure 6.11. – Comparaison du spectre des variations du rayon de cohérence pour le
signal de fréquence 5 kHz et du spectre de Garrett-Munk reconstruit.
Superposition avec deux droites de pente ω−2

partagent des tendances très similaires. On identifie notamment clairement le maximum
global commun à 11 cpd mais également des maximas locaux à 3.18 et 5.2 cpd. Après
calculs, ces pics semblent être le résultat de l’interaction entre les multiples de l’onde
semi-diurne de marée et la fréquence de Coriolis : le maximum global correspond à
5×M2 + fCoriolis = 11.01 cpd, l’onde approximativement localisée à 5.2 cpd peut être
identifiée à 2×M2 + fCoriolis = 5.21 cpd, et le pic à 3.18 cpd à N2 + fCoriolis = 3.24 cpd,
même si la faible résolution de la densité spectrale de puissance du rayon de cohérence
ne nous permet pas de les identifier avec certitude. Des interactions similaires entres
ondes de Coriolis et ondes diurnes ont pu être observées dans de précédents travaux [86].
En annexe D nous proposons d’utiliser la méthode de représentation parcimonieuse

Orthogonal Matching Pursuit pour l’estimation de composantes spectrales. Là où l’ana-
lyse spectrale directe est limitée par la durée des séquence étudiées, les méthodes de
représentation parcimonieuse nous permettent d’estimer des composantes dans un cas
sous-déterminé. Les composantes basses-fréquences étant les plus énergétiques du spectre
de Garrett-Munk, on s’attend donc à une meilleure estimation de celles-ci contrairement
à une“simple” analyse spectrale.

Ces résultats sont préliminaires. Afin de certifier de l’identifiabilité du spectre complet
des ondes internes, il nous faudrait répéter ces calculs sur plusieurs jours de mesures
et identifier clairement la pente de décroissance d’énergie en ω−2 comme correspondant
bien à celle d’un spectre de Garrett-Munk.

6.3. Discussion sur l’applicabilité des méthodes proposées

Notre contribution ici est l’étude des variations du rayon de cohérence à l’aide d’outils
d’analyse spectrale. Ces traitements, publiés et présentés lors de la conférence UACE [8],
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montrent la possibilité d’identifier certaines composantes basses-fréquences du spectre
de Garrett-Munk. Les composantes de marée, fortement énergétiques et facilement
identifiables car largement observées dans la littérature, sont particulièrement visibles
sur le spectre de Garrett-Munk ainsi que sur le spectre des variations du rayon de
cohérence. Les composantes hautes-fréquences des variations du rayon de cohérence
sont quant à elles plus difficiles à rattacher au phénomène d’ondes internes car, malgré
une décroissance en ω−2 observée figure 6.11, d’autres phénomènes semblent influencer
les variations du rayon de cohérence. De plus les données actuelles sur lesquelles ont
étés effectués ces traitements ne nous permettent pas de conclure sur l’identifiabilité
sure des ondes internes, notamment sur le paquet haute-fréquence avec décroissance des
amplitudes spectrales en ω−2. En effet, en plus de n’avoir un résultat que sur une phase
de plusieurs heures, la figure 2.1 nous rappelle également que les composantes hautes-
fréquences mesurées dans notre spectre peuvent également être dues à des turbulences
aux interfaces (décrites par un spectre de Kolmogorov) et non à des ondes internes
(décrites par un spectre de Garrett-Munk). Des études similaires sur des mesures plus
longues et/ou employant des capteurs pour la mesure in situ quantifiant directement
le champ de déplacement des masses d’eau (tel qu’un profiler acoustique doppler ou
ADCP) pourraient toutefois permettre de lever ces incertitudes sur l’identifiabilité des
ondes internes par acoustique passive.

Cette étude permet d’une part d’identifier les phénomènes océaniques impliqués dans
les modifications de la cohérence du signal, d’autre part d’estimer le rayon de cohérence
des signaux mesurés pouvant, à terme, nous permettre d’avoir un a priori “informé” des
altérations du signal afin d’effectuer une estimation des directions d’arrivée sur données
réelles.
A cette fin, il reste encore à relier le rayon de cohérence extrait de cette étude avec

les paramètres des distributions a priori considérées dans les méthodes algorithmiques
proposées. Dans la section 2.3.3, nous avons mis en évidence une identification possible
via le calcul de la corrélation entre deux capteurs. Dans le temps imparti pour cette thèse,
il ne nous a malheureusement pas été possible de dériver cette identification pour les deux
distributions considérées (gaussienne et de Von Mises). Ce point reste donc à creuser.
Cependant la configuration de la campagne traitée, bien qu’adaptée à l’observation des
variabilités du milieu de propagation, semble peu propice à des travaux de localisation de
sources. En effet, la présence de sous-antennes verticales nous permettra de déterminer
la profondeur des sources S1 et S2, cependant celles-ci seront fortement rapprochées
de par leur distance à l’antenne. Pour de meilleurs résultats, l’utilisation d’antennes
horizontales pour une localisation et discrimination azimutales est plus adaptée.
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Ce chapitre dresse le bilan des travaux menés et en propose quelques perspectives.

7.1. Conclusion

Ces travaux de thèse ont pu mettre en lumière l’importance de la prise en compte
du phénomène de déformation du front d’onde dû aux ondes internes, la possibilité de
modéliser cette déformation sous la forme d’un bruit de phase informé et son exploitation
dans des algorithmes variationnels bayésiens.

Le chapitre 2, avec une synthèse des travaux [87] ainsi que [25] et [20], nous a montré
qu’il est possible de modéliser ce phénomène de fluctuations du milieu de propagation
via un spectre de fluctuations, mais également de prédire à partir de cette donnée
l’intensité des déformations du front d’onde propagé dans ce milieu. L’intérêt de formuler
mathématiquement ce phénomène de fluctuation est double. D’une part il est alors
possible de relier les grandeurs de fluctuations du milieu avec les “degrés” de corruption
du signal, de l’autre il nous permet de mettre en place une simulation simple, nous
permettant d’observer l’impact de cette déformation sur une onde plane afin de motiver
le besoin d’une modélisation appropriée de cette déformation pour, à terme, obtenir des
traitements robustes à ce phénomène.

Le chapitre 3 a permis d’expliciter les méthodes variationnelles bayésiennes, et notam-
ment celles basées sur les approximations de champ moyen et de Bethe. Ces méthodes
populaires notamment en traitement de l’information et en physique statistique, ont
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connu un succès récent pour leur performance dans la résolution du problème d’acquisi-
tion compressée (cf. e.g., [69]). Elles souffrent cependant souvent d’une méconnaissance
théorique et d’une utilisation hasardeuse. Nous espérons avoir proposé ici une exposition
claire et intuitive de ces méthodes.

Le chapitre 4 avait pour objectif, au travers d’un état de l’art des méthodes d’estimation
des directions d’arrivée, de montrer l’importance d’exploiter les informations disponibles
sur la nature du signal et/ou de la perturbation subie par le signal. Une approximation
particulièrement puissante que nous avons exploitée est la parcimonie considérée sur
le nombre de directions d’arrivée, permettant une estimation hautement résolue des
DOA et plus robuste au bruit additif. Nous avons aussi pu constater l’importance de
modéliser les incertitudes liées au modèle au travers de méthodes d’estimation en milieu
incertain. A cet égard, les méthodes s’attachant à la reconstruction de phase ouvrent des
perspectives prometteuses qu’il nous a semblé intéressant de poursuivre.
Les deux chapitres suivants portent nos contributions : contributions algorithmiques

pour le chapitre 5 et traitements préliminaires de données réelles au chapitre 6.
Dans le chapitre 5, nous avons en particulier cherché à proposer des méthodes permettant
d’exploiter le modèle de bruit de phase informé mis en évidence dans le premier chapitre
et esquissé dans le chapitre 4 à travers les méthodes de reconstruction de phase. Les
procédures élaborées reposent sur des approximations variationnelles bayésiennes et
considèrent deux modèles probabilistes de bruit de phase : le modèle gaussien multivarié
et le modèle de Von Mises multivarié. En vue de leur évaluation empirique, nous avons
proposé des jeux de données synthétiques et les y avons confrontées.
Par ailleurs, les paramètres des modèles probabilistes exploités doivent être physiquement
informés. A cet égard, le chapitre 6 a montré la possibilité d’extraire les quantités relatives
au modèle théorique directement à partir de statistiques extraites de la mesure passive
du signal acoustique mais également d’observer s’il est possible de relier ces quantités au
phénomène physique. Ces résultats préliminaires montrent qu’il est possible d’identifier
certaines composantes basses fréquences comme la marée mais également d’observer
une décroissance de l’énergie spectrale caractéristique au modèle de Garrett-Munk [51].
Toutefois ces résultats ne nous permettent pas d’affirmer avec certitude qu’il est possible
d’identifier un spectre de Garrett-Munk à partir des statistiques du signal.

7.2. Perspectives

Ces travaux nous ont permis de dégager plusieurs perspectives pour continuer sur cette
thématique de localisation de sources en milieux fluctuants. Nous les avons structurées
en quatre grands axes de recherche, qui pourront être considérés à plus ou moins long
terme.
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7.2.1. Modélisation

Si l’intuition permet de motiver le recours aux modèles probabilistes proposés, gaussien
et Von Mises multivarié, pour modéliser les bruits de phase dûs aux fluctuations du
milieu océanique, il ne nous a pas encore été possible de valider ces modèles au vu
des études statistiques portant sur les champs acoustiques propagés dans un tel milieu
et notamment d’identifier les paramètres des modèles aux paramètres physiques et
notamment le rayon de cohérence (cf. section 2.3.3). Cette étude est accessible dans
le cas du modèle gaussien 1, en revanche, elle nécessite plus de réflexion dans le cas de
distribution de Von Mises multivarié. A cet égard, et comme nous l’avons mentionné
dans la section 5.3, nous espérons pouvoir exploiter le lien existant avec la distance de
Mahalanobis (5.47).
Par ailleurs, le modèle de bruit de phase est construit via une approximation haute-

fréquence, il est particulièrement bien adapté au régime partiellement saturé (cf. chapitre
2) mais peut s’avérer limité pour d’autres régimes de fluctuation. Les travaux [104] ont
notamment montré également la présence d’un phénomène d’atténuation variable dû
à la présence d’onde internes. Il serait donc intéressant dans un deuxième temps de
considérer un bruit multiplicatif complexe permettant de prendre en compte les variations
d’amplitude en plus de la perturbation de phase, permettant alors d’être plus robuste à
ce phénomène.

7.2.2. Algorithmes et échantillonneurs

Durant le temps imparti dans cette thèse, il ne nous a pas été possible de réaliser un
échantillonneur de la distribution de Von Mises multivariée. L’évaluation des algorithmes
VistaBEM et VitAMin reste donc encore à mener de façon plus approfondie.

Par ailleurs, si les algorithmes paSAMP et VitAMin n’ont pas à rougir de leur
performance en comparaison de leurs homologues basés VBEM, leur faiblesse intrinsèque
doit être levée : approcher les distributions multivariées par des marginales nous a certes
permis d’exploiter et de particulariser l’approche GSwAMP de façon immédiate, mais elle
n’est pas satisfaisante puisqu’elle se prive de l’information de corrélation entre capteurs,
objet de cette thèse. Aller au delà de cette première approximation nécessite néanmoins
une étude plus poussée. Une piste de recherche serait de combiner une approximation
de champ moyen posée sur les bruits de phase et une approximation de Bethe sur le
modèle linéaire porteur de la parcimonie. Ce faisant, on devrait pouvoir prendre le
“meilleur des deux mondes” et espérer obtenir de bonnes performances à la fois dans la
modélisation des bruits de phase et dans l’estimation des directions d’arrivée. Cependant
la formalisation de cette combinaison n’est pas immédiate et se fera dans un temps plus
long.

1. C’est un travail en cours et nous espérons converger assez rapidement à ce sujet.
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7.2.3. Validation

Esquissé dans le chapitre 2, un simulateur de données physiquement cohérent plus
complet peut être étudié. Il serait possible par exemple de considérer les interactions
surface/fond et les variabilités de la bathymétrie, ce afin d’obtenir un programme plus
complet permettant un contrôle complet des conditions sur le milieu de propagation afin
d’observer l’impact de chacun des paramètres physiques du milieu sur les déformations
observables sur le signal. Ce problème doit faire l’objet d’un stage de fin d’étude co-
encadré avec la DGA et le SHOM. Il est en particulier envisagé le recours au logiciel
BELLHOP [98] qui permet de calculer la trajectoire, la perte d’énergie et le temps de
trajet de rayons pour un profil de célérité donné et une topographie de fond marin donnés.
Dans ce stage, nous chercherons notamment à reproduire les acquisitions de la campagne
ALMA menée par la DGA en 2017 [41] en introduisant un aléa sur la célérité moyenne
mesurée par les capteurs lors de la campagne. Une comparaison entre données in-situ et
données simulées permettra de valider cette première approche.
En sus des données issues de ce simulateur, il reste par ailleurs à confronter nos

algorithmes à des données réelles.

7.2.4. Prise en compte d’autres phénomènes de fluctuations

Au vue de la possibilité de calculer le rayon de cohérence à partir du spectre de
Garrett-Munk, une perspective intéressante est de considérer un modèle similaire pour
d’autres phénomènes physiques ondulatoires tels que les tourbillons et gyres océaniques.
Phénomènes à plus hautes fréquences (voir figure 2.1) indépendants des ondes internes,
il serait néanmoins possible d’intégrer le spectre de Kolmogorov associé à ces turbulences
au calcul de rayon de cohérence afin d’obtenir les a priori adaptés pour effectuer une
estimation des directions d’arrivée robuste aux tourbillons et aux gyres. On pourrait par
exemple exprimer le champ de perturbations induit par la présence de ces phénomènes de
plus petite échelle spatiale et ainsi retrouver une expression liant le spectre de Kolmogorov
avec un rayon de cohérence associé, nous permettant alors de conserver le même modèle
génératif et les mêmes méthodes d’estimation.
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Rappelons que nous considérons le modèle d’observation (5.2) sous les hypothèses a
priori (5.3)-(5.4) et (5.8).
Exploitant une approximation de Bethe via une procédure GSwAMP (section 3.4.2

paragraphe Generalized (swept) approximate message passing), il s’agit de par-
ticulariser les quantités

E[zm|ym;ω, V ] ,
∫
zm
zmp(zm|ym) dzm (A.1)

var[zm|ym;ω, V ] ,
∫
zm
z2
mp(zm|ym) dzm − E[zm|ym;ω, V ]2 (A.2)

avec

p(zm|ym) = 1
p(ym)p(ym, zm) (A.3)

= 1
p(ym)

∫
ψm

p(ym, zm, ψm)dψm, (A.4)

= 1
p(ym)

∫
ψm

p(ym|zm, ψm)p(zm)p(ψm)dψm, (A.5)

où p(ψm) est définie dans (5.28) et p(zm) est supposé gaussien complexe de moyenne ω
et de variance V .
Pour développer ces quantités, il s’agit donc d’abord d’exprimer la marginale p(ym).
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A. Calcul de la marginale p(ym)

Par définition :

p(ym) (A.6)

=
∫
ψm

∫
zm
p(ym, zm, ψm)dzmdψm (A.7)

=
∫
ψm

∫
zm
p(ym|zm, ψm)p(zm)p(ψm)dzmdψm (A.8)

=
∫
ψm

∫
zm
CN (ym; zmeiψm , σ2)CN (zm;ω, V )N (ψm; 0,Λψm)dzmdψm (A.9)

=
∫
ψm
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)∫
zm
CN

(
zm; V yme

−iψm + σ2ω

σ2 + V
,
σ2V

V + σ2

)
dzmdψm (A.10)

=
∫
ψm
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm . (A.11)

Développons CN (yme−iψm ;ω, V + σ2) :

CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)= 1√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
(A.12)

exp
(2|ym||ω|
V + σ2 cos(ψm + arg(y∗mω))

)
(A.13)

Par l’approximation (5.43), on obtient alors pour des petites valeurs de V+σ2

2|ym||ω| :

CN (yme−iψm ;ω, V + σ2) = 1√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
(A.14)

2πI0

(2|ym||ω|
V + σ2

)
N
(
ψm;− arg(y∗mω), V + σ2

2|ym||ω|

)
(A.15)
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Réinjectant cette dernière expression dans (A.11), on a

p(ym) =
∫
ψm
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm , (A.16)

= 1√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
2πI0

(2|ym||ω|
V + σ2

)
(A.17)∫

ψm
N
(
ψm;− arg(y∗mω), V + σ2

2|ym||ω|

)
N (ψm; 0,Λψm)dψm , (A.18)

=
2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
∫
ψm
N
(
ψm; − arg(y∗mω)

1 + V+σ2

2|ym||ω|Λψm

,
Λψm(V + σ2)

2|ym||ω|Λψm + V + σ2

)
dψm , (A.19)

Soit finalement

p(ym) =
2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
1√

2π
(

Λψm + V+σ2

2|ym||ω|

) exp
(
− (arg(y∗mω))2

Λψm + V+σ2

|ym||ω|

) (A.20)

B. Calcul de E[zm|ym; ω, V ]

Par définition :

E[zm|ym;ω, V ] ,
∫
zm
zmp(zm|ym) dzm (A.21)

= 1
p(ym)

∫
zm

∫
ψm

zmp(ym|zm, ψm)p(zm)p(ψm)dψmdzm. (A.22)
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En nous inspirant des lignes (A.8)-(A.10), on obtient de la même façon :

E[zm|ym;ω, V ] (A.23)

= 1
p(ym)

∫
ψm
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)∫

zm
zmCN

(
zm; V yme

−iψm + σ2ω

σ2 + V
,
σ2V

V + σ2

)
dzmdψm (A.24)

= 1
p(ym)

∫
ψm

V yme
−iψm + σ2ω

σ2 + V
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm

= 1
p(ym)

∫
ψm

V yme
−iψm

σ2 + V
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm+ σ2ω

σ2 + V
. (A.25)

Puis, en nous inspirant des lignes (A.16)-(A.19), on a :

E[zm|ym;ω, V ] = 1
p(ym)

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
∫
ψm

V yme
−iψm

σ2 + V
N
(
ψm; − arg(y∗mω)

1 + V+σ2

2|ym||ω|Λψm

,
Λψm(V + σ2)

2|ym||ω|Λψm + V + σ2

)
dψm

+ σ2ω

σ2 + V
. (A.26)

On pose

mψm ,
− arg(y∗mω)

1 + V+σ2

2|ym||ω|Λψm

et Σψm ,
Λψm(V + σ2)

2|ym||ω|Λψm + V + σ2 (A.27)
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Alors, recourant à l’approximation (5.43), on obtient finalement, pour de petits Σψm :

E[zm|ym;ω, V ] (A.28)

= 1
p(ym)

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
∫
ψm

V yme
−iψm

σ2 + V

1
2πI0(1/Σψm) exp( 1

Σψm

cos(ψm −mψm))dψm + σ2ω

σ2 + V
, (A.29)

= 1
p(ym)

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
V ym
σ2 + V

1
2πI0(1/Σψm)

∫
ψm

e−iψm exp( 1
Σψm

cos(ψm −mψm))dψm + σ2ω

σ2 + V
, (A.30)

= 1
p(ym)

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
V yme

−imψm

σ2 + V

1
2πI0(1/Σψm)

∫
ψm

e−iψm exp( 1
Σψm

cos(ψm))dψm + σ2ω

σ2 + V
, (A.31)

soit finalement :

E[zm|ym;ω, V ] (A.32)

= 1
p(ym)

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
V yme

−imψm

σ2 + V
R0

( 1
Σψm

)
+ σ2ω

σ2 + V
. (A.33)

Injecter (A.20) dans (A.33) donne le résultat :

E[zm|ym;ω, V ] = V

σ2 + V
yme

−imψmR0

( 1
Σψm

)
+ σ2ω

σ2 + V
(A.34)

avec mψm et Σψm définis en (A.27).
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C. Calcul de var[zm|ym; ω, V ]

Par définition :

var[zm|ym;ω, V ] (A.35)

,
∫
zm
z2
mp(zm|ym) dzm − |E[zm|ym;ω, V ]|2 (A.36)

= 1
p(ym)

∫
zm

∫
ψm

z2
mp(ym|zm, ψm)p(zm)p(ψm)dψmdzm − |E[zm|ym;ω, V ]|2. (A.37)

En nous inspirant des lignes (A.8)-(A.10), on obtient de la même façon :

var[zm|ym;ω, V ] (A.38)

= 1
p(ym)

∫
zm

∫
ψm

z2
mp(ym|zm, ψm)p(zm)p(ψm)dψmdzm − |E[zm|ym;ω, V ]|2, (A.39)

= 1
p(ym)

∫
ψm
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)∫

zm
z2
mCN

(
zm; V yme

−iψm + σ2ω

σ2 + V
,
σ2V

V + σ2

)
dzmdψm − |E[zm|ym;ω, V ]|2, (A.40)

= 1
p(ym)

∫
ψm

[
σ2V

V + σ2 +
∣∣∣∣V yme−iψm + σ2ω

V + σ2

∣∣∣∣2]CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm

− |E[zm|ym;ω, V ]|2, (A.41)

= σ2V

V + σ2 + 1
p(ym)

∫
ψm

∣∣∣∣V yme−iψm + σ2ω

V + σ2

∣∣∣∣2CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm ,

− |E[zm|ym;ω, V ]|2, (A.42)

= σ2V

V + σ2 + 1
p(ym)

∫
ψm

[ |V ym|2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2 cos(ψm + arg(y∗mω))

]
CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm − |E[zm|ym;ω, V ]|2, (A.43)

= σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 1
p(ym)

2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2

∫
ψm

cos(ψm + arg(y∗mω))

CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm − |E[zm|ym;ω, V ]|2. (A.44)
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Puis, en nous inspirant des lignes (A.16)-(A.19), on a :

var[zm|ym;ω, V ] (A.45)

= σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 1
p(ym)

2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2

∫
ψm

cos(ψm + arg(y∗mω))

CN (yme−iψm ;ω, V + σ2)N (ψm; 0,Λψm)dψm − |E[zm|ym;ω, V ]|2,

= σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 1
p(ym)

2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
∫
ψm

cos(ψm + arg(y∗mω))N
(
ψm;mψm ,Σψm

)
dψm

− |E[zm|ym;ω, V ]|2, (A.46)

avec mψm et Σψm définis en (A.27).
Alors, recourant à l’approximation (5.43), on obtient finalement, pour de petits Σψm :

var[zm|ym;ω, V ] (A.47)

= σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 1
p(ym)

2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
∫
ψm

cos(ψm + arg(y∗mω)) 1
2πI0(1/Σψm) exp( 1

Σψm

cos(ψm −mψm))dψm − |E[zm|ym;ω, V ]|2,

(A.48)

= σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 1
p(ym)

2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

) 1
2πI0(1/Σψm)∫

ψm
cos(ψm + arg(y∗mω) +mψm) exp( 1

Σψm

cos(ψm))dψm − |E[zm|ym;ω, V ]|2, (A.49)

= σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 1
p(ym)

2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

) 1
2πI0(1/Σψm)

cos(arg(y∗mω) +mψm)
∫
ψm

cos(ψm) exp( 1
Σψm

cos(ψm))dψm − |E[zm|ym;ω, V ]|2. (A.50)
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Soit finalement

var[zm|ym;ω, V ] (A.51)

= σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 + 1
p(ym)

2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2

2πI0

(
2|ym||ω|
V+σ2

)
√
π(V + σ2)

exp
(
− |ym|

2 + |ω|2

V + σ2

)
N
(
− arg(y∗mω); 0,Λψm + V + σ2

2|ym||ω|

)
cos(arg(y∗mω) +mψm)R0

( 1
Σψm

)
− |E[zm|ym;ω, V ]|2. (A.52)

Injecter (A.20) dans (A.33) donne le résultat :

var[zm|ym;ω, V ] = 2V σ2|ym||ω|
(σ2 + V )2 cos(arg(y∗mω) +mψm)R0

( 1
Σψm

)
+ σ2V

V + σ2 + |V ym|
2 + |σ2ω|2

(σ2 + V )2 − |E[zm|ym;ω, V ]|2.
(A.53)

avec mψm et Σψm définis en (A.27).
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Rappelons que nous considérons le modèle d’observation (5.2) sous les hypothèses a
priori (5.3)-(5.4) et (5.44).

L’approximation de champ moyen pose l’indépendance a posteriori des variables χ, s
et ψ. On considère en particulier la factorisation suivante :

p(χ, s,ψ|y) ' q(x,ψ) = q(ψ) q(χ, s) =
∏
m

q(ψm)
∏
n

q(χn, sn). (B.1)

Selon ce modèle, les équations de mise à jour (3.3) se particularisent comme 1 :
∀n ∈ {1, . . . , N}, ∀m ∈ {1, . . . ,M},

q(ψm) ∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫
χ

∑
s
q(χ, s) log p(y,χ, s,ψ) dχ dψ 6=m

)
, (B.2)

∝ p(ψm) exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫
χ

∑
s
q(χ, s) log p(y|χ, s,ψ)dχdψ 6=m

)
, (B.3)

q(χn, sn) ∝ exp
(∫

ψ
q(ψ)

∫
χ6=n

∑
s6=n

∏
k 6=n

q(χk, sk) log p(y,χ, s,ψ) dχ 6=n dψ
)
, (B.4)

∝ p(χn)p(sn)exp
(∫

ψ
q(ψ)

∫
χ6=n

∑
s 6=n

∏
k 6=n

q(χk, sk)log p(y|χ, s,ψ)dχ6=ndψ
)

(B.5)

où ψ 6=m (resp. χ6=n et s6=n) désigne le vecteur composé des ψl (resp. χk et sk) pour
l 6= m (resp. k 6= n).
Pour aller plus loin dans la dérivation des mises à jour des distributions q(ψm) et

1. Ici encore, nous abandonnons les indices d’itérations pour la simplicité de notation.
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q(χn, sn), il convient d’abord de rappeler que

log p(y|χ, s,ψ) =
∑
m

log p(ym|χ, s, ψm), (B.6)

∝
∑
m

− 1
σ2

(
y∗mym + z∗mzm − 2 <(y∗mzmeiψm)

)
, (B.7)

∝
∑
m

− 1
σ2

(
y∗mym +

∑
n

∑
k

snskχ
∗
nχkd

∗
mndmk

− e−iψmym
∑
n

snχ
∗
nd
∗
mn − eiψmy∗m

∑
n

snχndmn

)
. (B.8)

On obtient ainsi :

q(ψm) ∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫
χ

∑
s
q(χ, s) log p(y,χ, s,ψ) dψ 6=m dχ

)
,

∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
∫
χ

∑
s
q(χ, s)

[
log p(y|χ, s,ψ) + log p(ψ)

]
dψ 6=m dχ

)
,

∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl) log p(ψ) dψ 6=m +
∫
χ

∑
s
q(χ, s) log p(y|χ, s,ψ) dχ

)
,

∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl) log p(ψ) dψ 6=m
)

exp
(∫

χ

∑
s
q(χ, s) log p(y|χ, s,ψ) dχ

)
,

∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl) log p(ψ) dψ 6=m
)

exp
( 2
σ2<(y∗m〈zm〉eiψm)

)
, (B.9)

q(χn, sn) ∝ p(χn) p(sn)

exp
(
− 1
σ2

(
snχn

∑
k 6=n
〈skχ∗k〉dHk dn + snχ

∗
n

∑
k 6=n
〈skχk〉dHn dk + snχ

∗
nχn dHn dn

− 2
∑
m

〈<(y∗msnχndmneiψm)〉
))

,

∝ p(χn) p(sn) (B.10)

exp
(
− 1
σ2

(
2sn<(χn

∑
k 6=n
〈skχ∗k〉dHk dn)+snχ∗nχndHn dn − 2

∑
m

〈<(y∗msnχndmneiψm)〉
))

,

où on introduit les notations

〈snχn〉 ,
∫
χn

∑
sn

snχn q(χn, sn) dχn = q(sn = 1) mχ(sn = 1), (B.11)

〈zm〉 ,
∑
n

〈snχn〉dmn =
∑
n

q(sn = 1) mχ(sn = 1) dmn. (B.12)
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A. Distribution a posteriori des bruits de phase ψ

Particularisé au modèle de Von Mises multivarié, on obtient :

q(ψm)

∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl) log p(ψ) dψ 6=m
)

exp
( 2
σ2<(y∗m〈zm〉eiψm)

)
,

∝ exp
(∫

ψ 6=m

∏
l 6=m

q(ψl)
[
κm cos(ψm)− 2 sin(ψm)

∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km sin(ψk)

− 2 cos(ψm)
∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km cos(ψk)

]
dψ 6=m

)
exp

( 2
σ2<(y∗m〈zm〉eiψm)

)
,

∝ exp
(
κm cos(ψm)− 2 sin(ψm)

∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km

∫
ψk

sin(ψk)q(ψk) dψk

− 2 cos(ψm)
∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km

∫
ψk

cos(ψk)q(ψk) dψk
)

exp
( 2
σ2<(y∗m〈zm〉eiψm)

)
,

∝ exp
(
κm cos(ψm)− 2 sin(ψm)

∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km sin(mψk)I1(Aψk)

I0(Aψk)

− 2 cos(ψm)
∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km cos(mψk)I1(Aψk)

I0(Aψk)

)
exp

( 2
σ2<(y∗m〈zm〉eiψm)

)
,

∝ exp
(

cos(ψm)
(
κm − 2

∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km cos(mψk)I1(Aψk)

I0(Aψk)

)

− 2 cos(ψm − π/2)
∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )km sin(mψk)I1(Aψk)

I0(Aψk)

)
exp

( 2
σ2 |ym||〈zm〉| cos(ψm + arg(y∗m〈zm〉)))

)
,

∝ exp
(

(κm − α3) cos(ψm)− α2 cos(ψm − π/2) + α1 cos(ψm + arg(y∗m〈zm〉)))
)
,

(B.13)

où

α1= 2
σ2 |ym||〈zm〉|, α2=2

∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )kmsin(mψk)I1(Aψk)

I0(Aψk) , α3=2
∑
k 6=m

(Λ−1
ψ )kmcos(mψk)I1(Aψk)

I0(Aψk) .

(B.14)

Finalement, on déduit

q(ψm) ∝ exp
(
eiψm

2 [α1e
i arg(y∗m〈zm〉) + (κm − α3)− α2e

−iπ/2] (B.15)

+ e−iψm

2 [α1e
−i arg(y∗m〈zm〉) + (κm − α3)− α2e

iπ/2]
)
,
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B. Dérivation de l’algorithme VistaBEM

de sorte que

q(ψm) = 1
2πI0(Aψm) exp

(
Aψm cos(ψm −mψm)

)

avec

Aψm = |α1e
−i arg(y∗m〈zm〉) + (κm − α3)− α2e

iπ/2| (B.16)

mψm = arg(α1e
−i arg(y∗m〈zm〉) + (κm − α3)− α2e

iπ/2) (B.17)

B. Distribution a posteriori des coefficients x

Les ψm’s suivent donc une distribution a posteriori de Von Mises (mono-dimensionnelle).
Ceci nous aide à développer l’équation (B.10) où

〈<(y∗msnχndmneiψm)〉 =
∫
ψm

q(ψm)<(y∗msnχndmneiψm) dψm,

= 1
2πI0(Aψm)

∫
ψm

exp
(
Aψm cos(ψm −mψm)

)
<(y∗msnχndmneiψm) dψm,

= 1
2πI0(Aψm)

∫
ψm

exp
(
Aψm cos(ψm −mψm)

)
|y∗msnχndmn| cos(ψm + arg(y∗msnχndmn)) dψm,

= 1
2πI0(Aψm) |y

∗
msnχndmn|

∫
ψm

exp
(
Aψm cos(ψm)

)
cos(ψm + arg(y∗msnχndmn) +mψm) dψm,

= 1
2πI0(Aψm) |y

∗
msnχndmn|[

cos(arg(y∗msnχndmn) +mψm)
∫
ψm

exp
(
Aψm cos(ψm)

)
cos(ψm) dψm

− sin(arg(y∗msnχndmn) +mψm)
∫
ψm

exp
(
Aψm cos(ψm)

)
sin(ψm) dψm

]
,

= 1
2πI0(Aψm) |y

∗
msnχndmn| cos(arg(y∗msnχndmn) +mψm)∫

ψm
exp

( 1
Σψm

cos(ψm)
)

cos(ψm) dψm,

= I1(Aψm)
I0(Aψm) <(y∗msnχndmneimψm ). (B.18)
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Insérant cette expression dans (B.10) on obtient

q(χn, sn)

∝ p(χn) p(sn)

exp
(
− 1
σ2

(
2sn<(χn

∑
k 6=n
〈skχ∗k〉dHk dn) + snχ

∗
nχndHn dn − 2

∑
n

I1(Aψm)
I0(Aψm)<(y∗msnχndmneimψm )

))
,

∝ p(χn) p(sn)

exp
(
− 1
σ2 snχ

∗
nχn d∗ndn + 2

σ2 sn<
(
χn
∑
n

(
y∗mdmne

imψm
I1(Aψm)
I0(Aψm) −

∑
k 6=n
〈skχ∗k〉 d∗nkdmn

)))
,

∝ p(sn)

exp
(
− χ∗nχn

( 1
σ2
x

+ 1
σ2 snd

H
n dn

)
+ 2
σ2 sn<

(
χn
∑
n

(
y∗mdmne

imψm
I1(Aψm)
I0(Aψm) −

∑
k 6=n
〈skχ∗k〉 d∗nkdmn

)))
.

Par identification avec les paramètres d’une loi gaussienne, on obtient finalement

∀n ∈ {1, . . . , N}, q(χn, sn) = q(χn|sn) q(sn), (B.19)

avec

q(χn|sn) = CN (mχ(sn),Σχ(sn)), (B.20)

q(sn) ∝
√

Σχ(sn) exp
(
|mχ(sn)|2

Σχ(sn)

)
p(sn) (B.21)

et

Σχ(sn) = σ2
xσ

2

σ2 + snσ2
xdHn dn

, (B.22)

mχ(sn) = sn
σ2
x

σ2 + snσ2
xdHn dn

〈rn〉Hdn, (B.23)

〈rn〉 = y−
∑
k 6=n

q(sk = 1) mχ(sk = 1) dk, (B.24)

y =
[
yme

−imψmR0(Aψm)
]
m={1...M}

(B.25)

avec R0 = I1/I0.
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Figure C.1. – Evaluation des performances des algorithmes phase aware : paSAMP
(carrés bleus) et paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algo-
rithmes de beamforming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges
noirs). Cas une source sur jeu de données BE1.
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Figure C.2. – Evaluation des performances des algorithmes phase aware : paSAMP
(carrés bleus) et paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algo-
rithmes de beamforming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges
noirs). Cas deux sources sur jeu de données BE1.
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Figure C.3. – Evaluation des performances des algorithmes phase aware : paSAMP
(carrés bleus) et paVBEM (cercles rouges). Comparaison avec les algo-
rithmes de beamforming classique (triangles noirs) et prSAMP (losanges
noirs). Cas cinq sources sur jeu de données BE1.

166



D. Application de l’algorithme d’OMP pour
l’identification d’ondes internes
basses-fréquences

Le profil de Garett-Munk montre que les composantes basses-fréquences sont les plus
énergétiques du spectre des ondes internes. En supposant que le spectre de célérité
suive la même tendance, nous allons chercher une meilleure manière d’identifier les
ondes internes basses-fréquences. Le problème soulevé ici est un problème de taille des
données. En effet, pour retrouver des composantes spectrales de l’ordre du diurne et
semi-diurne, il est nécessaire d’avoir une quinzaine de jours d’enregistrement. Ici nous
proposons d’appliquer une méthode issue de l’acquisition comprimée pour pallier à ce
manque de mesures. Ces méthodes, moyennant un a priori parcimonieux sur le nombre de
composantes non nulles, permettent une reconstruction dans un système sous-déterminé.
Parmi les différentes méthodes à notre disposition, nous proposons d’utiliser l’algo-

rithme d’Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [122]. Cet algorithme est bien connu dans
la littérature des méthodes d’acquisition comprimée pour son bon compromis complexité
calculatoire/performances.

La figure D.1 présente le résultat de reconstruction du spectre des variations de célérité
via OMP (avec ici une contrainte de limitation à 20 composantes non nulles sur le
spectre estimé). On y observe une estimation des composantes dominantes 1 : à savoir
les composantes principales diurnes et semi-diurnes ainsi qu’une composante visiblement
résultant d’une interaction entre la marée semi-diurne et la fréquence de Coriolis.

Afin de déterminer si une identifiabilité des ondes internes est possible au regard des
variations du rayon de cohérence avec cette méthode, nous effectuons la même estimation
avec la série temporelle des rayons de cohérence calculés pour le signal de 5kHz. Avec
les mêmes critères sur le nombre de composantes spectrales non nulles, l’utilisation de
l’algorithme OMP nous permet d’estimer le spectre donné en figure D.2.

1. Par dominante, nous entendons ici les composantes dont l’amplitude est le plus importante.
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Figure D.1. – Spectre reconstruit par l’algorithme OMP du signal de mesure de célérité
pour 24 h de mesures. On observe ici la présence des composantes diurnes
(O1) et semi diurnes (M2,S2 ou N2) ainsi qu’une composante d’interaction
entre la marée semi-diurne et la fréquence de Coriolis.
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Figure D.2. – Spectre des variations du rayon de cohérence reconstruit au moyen de
l’algorithme OMP. Comparaison aux ondes des marées diurnes et semi-
diurnes principales.

On retrouve alors certaines composantes communes dont la composante diurne, mais
également la composante d’interaction entre l’onde de Coriolis et une composante semi-
diurne. Cependant, ce traitement est pour le moment trop dépendant des paramètres liés
à l’utilisation d’OMP pour juger de la fiabilité de la méthode. Elle permet néanmoins de
mettre en avant la présence d’une variation diurne du rayon de cohérence qui n’a pas pu
être observée à partir des traitements précédents du fait des approximations utilisées
pour convertir le champ de température en célérité.
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Titre :  Traitement correctif des effets de décohérence acoustique induits par les fluctuations du 
milieu de propagation. 

Mots clés :  Estimation des directions d’arrivée, propagation en milieu fluctuant, approches 

bayésiennes, ondes internes, reconstruction de phase. 

Résumé : L’objectif de ces travaux de thèse est de proposer des approches bayésiennes “physiquement informées” 

pour l’estimation de directions d’arrivée de sources acoustiques sous-marines dans un milieu océanique fluctuant. Dans 
un premier temps nous verrons donc comment décrire ces fluctuations comme perturbation locale de la célérité du milieu 
pour ensuite décrire leur impact sur la propagation d’une onde et la mesure de celle-ci. Ce faisant nous pourrons décrire 
la dégradation subie par le signal, motivant la création d’un modèle statistique pour décrire cette perturbation. 

 Après un état de l’art sur les méthodes d’estimation des directions d’arrivées (DOA), tout d’abord en milieu constant, puis 
en milieu incertain, nous définirons une modélisation de ces fluctuations sous forme d’un bruit de phase structuré selon 
une distribution gaussienne multivariée. Nous verrons que ce choix nous rapproche du modèle théorique de structure 
défini dans le premier chapitre. Cette modélisation nous permet alors de proposer la méthode paSAMP, algorithme 
d’Approximate Message Passing, inspirée des méthodes de reconstruction de phase et se révélant plus robuste au bruit 
additif, ainsi qu’au bruit de phase structuré, que les méthodes d’estimation des DOA classiques. 

 Dans un deuxième temps, nous proposerons de réviser notre modélisation statistique et de considérer un bruit de phase 
distribuée selon une loi de Von Mises multivariée. Cette distribution permet une modélisation plus fidèle des bruits de 
phase. Considérant ce nouveau modèle, nous dériverons deux nouvelles méthodes : VitAMin et VistaBEM, 
respectivement extensions de paSAMP et paVBEM, déjà présent dans la littérature et reposant sur une autre 
approximation variationnelle bayésienne. Les premiers résultats, réalisés sur des données synthétiques considérant un 
modèle plus simple de Von Mises unidimensionnel, s’avèrent prometteurs quant à la bonne intégration des modèles 
considérés et ainsi à leur robustesse au bruit de phase distribué selon ce modèle.  

Pour finir nous verrons que par le traitement de données réelles, il nous est possible d’extraire les mêmes grandeurs 
caractéristiques que celles décrites par le modèle théorique, mais également d’identifier certaines ondes internes 
spécifiques. Ceci à des fins de caractérisation rapide des fluctuations du milieu par méthode passive ou encore pour une 
initialisation informée des algorithmes proposés. 

 

Title : Variationnal bayesian methods for DOA estimation in a fluctuating medium. 

Keywords : DOA estimation, Wave Propagation in Random Media, Bayesian Approaches, Internal 
Waves, Phase Retrieval 

Abstract : The purpose of these works is to propose new "physically informed" bayesian algorithms for DOA estimation 

in presence of random fluctuations due to the presence of internal waves in the propagation medium. First we will see 
how to describe these fluctuations as a local perturbation of the celerity of the medium and then the impact of such waves 
on a propagated signal. In doing so, we are able to observe the corruption of this signal and to propose a statistical model 
of this perturbation. 

 After a state of the art of DOA estimation techniques in both constant an uncertain media, we will propose a modelization 
of the fluctuations as a multiplicative phase noise following a multivariate gaussian distribution. Very close to the 
theoretical model, this distribution allows us to develop the paSAMP algorithm, an Approximate Message Passing 
technique inspired form phase retrieval litterature which integrates this multiplicative phase noise model. In order to get 
closer to the theoretical model, we propose to upgrade the phase noise prior using a multivariate Von Mises prior, 
allowing us to propose new bayesian methods for DOA estimation such as the VitAMin and the VistaBEM algorithms as 
extensions of resp. the paSAMP and the paVBEM algorithms. The first results on synthetic measurement considering a 
univariate Von Mises phase noise seems are promising regarding the robustness of these algorithms to this new noise 
model.  

To conclude, we will see with the processing of real data from the ALMA campaign that it is possible to retrieve quantities 
from the theoretical model through signal statistics. Moreover, these quantities allow us to identify known phenomenon in 
the propagation medium with only passive measurement. Such knowledge can then be use for tomography or as "smart 
initialization" of the different algorithms. 
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