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Chapitre 1

Introduction

Cette premiére partie est consacrée & la formulation des questions abordées au cours de cette
these, et de leur contextualisation vis-a-vis des enjeux contemporains en biologie structurale compu-
tationnelle ainsi qu’a une présentation des méthodes classiquement employées et de leurs contraintes.
La dynamique moléculaire (DM), et notamment la simulation de trajectoires dites de DM, vise a
étudier la fonction d’une protéine au regard de son comportement dynamique : il s agit aujourd’hui
de Dapproche la plus couramment employée en biologie et en bio-médecine. A ce titre, de nombreux
efforts ont été mis en oeuvre afin de développer des outils de simulation sophistiqués (AMBER,
GROMACS, CHARMM, NAMD), lesquels s’appuient sur les progrés de Uinformatique (HPC clus-
ters, GPU). Aujourd’hui, les équipes de bio-informatique sont ainsi en mesure de générer une trés
grande quantité de données. En revanche, les outils visant a exploiter ces données (RMSD, RMSF,
MSM, clustering) et & en extraire des informations pertinentes sur le plan biologique présentent

certaines limites.

1.1 Protéines : structure, dynamique et fonction

1.1.1 Structure des protéines

Les protéines (du grec proteion, qui signifie "tout premier") sont des macromolécules pré-
sentes chez tous les étres vivants. Intervenant dans de nombreux processus tels que la production
d’énergie, le transfert de différentes molécules a travers la membrane des cellules (transport), la
modulation de Pactivité d’autres protéines (régulation), la capture de signaux extérieurs et le
controle de leur transmission dans la cellule (signalisation), ou encore d’autres fonctions biochi-
miques comme la catalyse des réactions chimiques (enzymes). Les protéines peuvent étre localisées

a lintérieur de la cellule, & I’extérieur ou dans la membrane plasmique.

La structure des protéines est décrite sur quatre niveaux : on parle des structures primaire,
secondaire, tertiaire et quaternaire. Tout d’abord, une protéine est constituée d’une séquence
d’acides aminés, reliés entre eux par des liaisons peptidiqgues dans un ordre précis. Chaque acide
aminé comporte un groupement d’atomes constant formant la chaine principale, et une partie
variable appelée chaine latérale ou résidu, déterminant la nature de ’acide aminé. Cette partie
variable est liée & la chaine principale au niveau de 'atome de carbone-a (C,) de cette derniére

par des liaisons covalentes. La nature des protéines est déterminée avant tout par leur séquence

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

d’acides aminés, laquelle constitue leur structure primaire : il s’agit d’une lecture "sans relief"
de la protéine. Néanmoins, les acides aminés ayant des propriétés chimiques trés diverses, leur

disposition le long de la chaine polypeptidique détermine I'arrangement spatial de la protéine.

Les atomes de C, des acides aminés présentent une asymétrie en ce sens qu’ils possédent
les deux groupements amine (N-H) et carboxyle (C-O) permettant la liaison a latome N et a
I'atome C de la liaison peptidique respectivement. Si la liaison peptidique en elle-méme demeure
rigide (on parle de plan peptidique), elle peut néanmoins faire I'objet de rotations au niveau
de ses liaisons avec les atomes de C,, décrites par les angles dihédres ® et ¥ correspondant
respectivement aux liaisons N-C, et C-C,, (voir Fig. , ou bien de torsions au niveau du
plan peptidique (angle w). La structure secondaire décrit ces arrangements locaux lesquels résultent
d’un repliement local de la protéine di a des interactions stériques et électrostatiques, stabilisées
par des liaisons hydrogéne, grace aux interactions faibles de type wvan der Waals(voir Chapitre 1
§1.3.1). On distingue plusieurs motifs structuraux caractéristiques observés en biologie : les hélices

«, les brins S, les coudes v, etc.

FI1GURE 1.1 — Structure secondaire d’une liaison peptidique déterminée par ses trois angles ¢, ¥
et w. A : angles dihédres @ et U et angle w; B : différentes configurations possibles d’une chaine
peptidique.

La structure tertiaire décrit alors les repliements de la protéine toute entiére que celle-ci peut
adopter dans ’espace : on parle de conformations spatiales. Celles-ci correspondent & leur état
natif qui détermine leur activité biologique. La structure tertiaire d’une protéine peut contenir

plusieurs motifs structuraux secondaires comme des bundles ou des domaines coiled-coil.

La structure quaternaire décrit enfin I'assemblage de différentes sous-unités protéiques d’une
méme protéine ou de plusieurs protéines. La Fig. ci-aprés résume les différents niveaux de

structures.

1.1.2 Flexibilité protéique et état fonctionnel

Les protéines présentent une grande variété de mouvements internes, dont les temps caracté-
ristiques vont de la fs (1 fs = 1071% s) & la s. Les vibrations de hautes fréquences correspondent &

des déformations au niveau de la longueur des liaisons (stretching) ou bien au niveau des angles de
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structure primaire structure secondaire structure tertiaire structure quaternaire

k.
5.4A C‘J
o

O ==I-=

FIGURE 1.2 — Structure des protéines : primaire (lecture des acides aminés), secondaire (repliements
locaux), tertiaire (repliements globaux) et quaternaire (complexe protéique).

liaisons (bending). Les rotations du squelette peptidique et des chaines latérales autour des angles
dihédres cités précédemment, se produisent en des temps caractéristiques de 1'ordre de 1078 fs.
Les mouvements de plus grande amplitude se réalisent quant a eux en des temps plus longs. Les
combinaisons de ces mouvements & différentes échelles de temps sont & l'origine de la trés grande
flexibilité conformationnelle des protéines. Comme nous ’avons évoqué précédemment, ces re-
pliements sont dis a des forces d’interactions tout-atome, lesquelles peuvent étre décrites via un

potentiel d’interaction (voir Chapitre 1 §1.3.1).

Par ailleurs, la fixation d’un ligand sur une protéine peut également induire une transition
globale de celle-ci d’'une conformation & une autre, modifiant ainsi son affinité envers différents
partenaires. Dans le cas d'une enzyme, ’adaptation des chaines latérales met en évidence un
site actif (ou site d’interaction) sur lequel un substrat viendra se fixer [24]. L’é¢tude de la ri-
chesse conformationnelle des protéines flexibles demeure donc un moyen d’approcher de nombreux
problémes biologiques, d’expliquer divers phénoménes physiopathologiques, et d’en proposer des

solutions sur le plan pharmacologique .

1.2 Exemples de problémes en biologie structurale

Nous évoquons ici plusieurs types de problémes biologiques en lien étroit avec la flexibilité des
protéines et par conséquent, avec I’espace conformationnel engendré par les objets en jeu. Chacune

de ces problématiques sera illustrée a I’aide d’une protéine précise.

1.2.1 Prédiction d’états enzymatiques : exemple de VKORC1

La prédiction d’états enzymatiques d’une protéine jouant un réle dans 'apparition d’une pa-
thologie peut s’avérer cruciale dans la conception des médicaments . En effet, la détermination
de conformations actives d’une telle protéine permet d’isoler une cible thérapeutique précise et de

développer la molécule appropriée qui permettra d’inhiber le site actif au sein de la protéine.

Identifiée par Bell et Matschiner en 1970 [11], la protéine VKORC1 (Vitamin K epOuide
Reductase Complex subunit 1) a été mise en évidence par administration du coumaphéne, une
molécule anticoagulante développée en 1943. 11 a fallu attendre 2004 pour que la protéine VKORCI,

initialement considérée comme un complexe multi-protéique, soit identifiée comme une protéine
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de 163 acides aminés, située dans la membrane du réticulum endoplasmique (RE) 46].

La protéine VKORCI1 effectue le recyclage de la vitamine K, laquelle intervient dans de nom-
breux phénoménes biologiques tels que la métabolisation osseuse, les processus cancéreux, la ré-
ponse inflammatoire, le stress oxidatif, ’activité exocrine du pancréas, ou encore la coagulation
sanguine . La protéine VKORCI1 fait ainsi 'objet de nombreuses études visant a développer des
inhibiteurs anti-vitamine K (les AVKs), lesquels constituent alors des anticoagulants, notamment
utilisés chez les patients présentant une pathologie cardio-vasculaire. La lutte contre les rongeurs
constitue une autre application des AVKs : la mort de ces derniers survenant en effet trés rapi-
dement aprés ’administration d’un anti-coagulant en raison de leur trés faible volume sanguin et
d’une fréquence cardiaque élevée.

De maniére simplifiée, la transformation biochimique de la vitamine K par la protéine VKORC1
s’effectue en deux étapes : tout d’abord d’une forme époxyde a une forme quinone, puis de la forme
quinone & une forme hydroquinone . Un mécanisme de réduction de la vitamine K proposé dans
[31] suggére une suite de transformations chimiques impliquant les quatre résidus de cystéine (C)
de VKORC1 (C43, C51, C132 et C135), induisant alors une réorganisation conformationnelle et
permettant la transition d’un état inactif & un état actif, c’est-a-dire capable de transformer la
vitamine K. La prédiction de tels états se heurte néanmoins & 1’absence de données expérimentales
quant & la structure de VKORCI. Plusieurs modéles théoriques 3D ont été proposés, avec des
divergences notamment sur le nombre d’hélices trans-membranaires (TM), au nombre de trois
ou quatre . En nous basant sur [20], nous considérerons le modele de VKORC1 constitué de
4 hélices TMs (voir Fig. . Ce modéle, constitué également d’une petite hélice HH, présente
une boucle luminale (L) reliant TM1 et TM2, ainsi que deux extrémités N- et C- terminales (trés
mobiles et négligées par la suite) et dont le site actif se situe au niveau des résidus C132 et C135.

En résumé, une bonne compréhension de la protéine quant a sa dynamique au niveau atomique
permettra de prédire différents états enzymatiques, dont la connaissance constituera un atout clé
pour la conception d’anticoagulants consistant & inhiber le site d’interaction de la vitamine K au
sein de la protéine VKORCI.

A

Endoplasmic
Reticulum lumen

Cytoplasm 1

FIGURE 1.3 — A : modéle a 4 hélices de VKORC1 ; B : visualisation PyMol d’une structure 3D de
VKORCI prédite in silico |20].
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1.2.2 Diversité conformationnelle d’un récepteur a activité tyrosine ki-
nase (RTK) : exemple de KIT

Les récepteurs a activité tyrosine-kinase (RTKS) constituent une famille de récepteurs mem-
branaires ayant la faculté de controler la transmission de messages dans la cellule & partir d’un
signal extérieur ﬂg] Les RTKSs sont composés d'un domaine extra-cellulaire (ECD) contenant plu-
sieurs domaines (de type immunoglobuline, Ig) reliés par un domaine transmembranaire (TMD)
au domaine cytoplasmique (CD) lequel comprend le domaine a activité kinase (KD). De maniére
simplifiée, suite a la fixation d’un ligand spécifique, on assiste & la dimérisation du récepteur,
laquelle induit I'activation du domaine KD en une cascade de signalisations s’effectuant par des
réactions de phosphorylation a partir de I’ATP . Les ligands interagissant avec les récepteurs
tyrosine-kinase agissent comme des régulateurs de la physiologie des cellules, notamment quant
a leur croissance, leurs divisions, etc. On comprend ainsi I'importance de ces récepteurs quant a
la régulation du développement d’une tumeur cancéreuse, auquel cas une fois encore, il s’agira de
considérer un inhibiteur bloquant ces récepteurs afin de maitriser la maladie .

Parmi ces récepteurs compte le récepteur KIT, dont la dérégulation est & ’origine de différents
cancers et de maladies qui consistent en la prolifération anormale de certaines cellules .
KIT est composé de 5 sous-domaines d’interaction Ig, et son domaine cytoplasmique comprend
une région juxtamembranaire (JMR) ainsi que le domaine & activité kinase. Ce dernier présente
deux extrémités N-lobe et C-terminale, liées entre elles par le domaine & insertion kinase, KID,

pour lequel les données expérimentales manquent et dont la structure demeure inconnue (voir

Fig. ﬂg'

I 4 llular d 1S
o8 L extracellular domain ) I@@L coccect loooooeee
¥ pald  Ld essseed wooecces)
| D4 — :
membrane ‘—.'TMD *%' I_" ‘

N-lob
ooe cytoplasmic domain
C-lobe
C-term ’

D5 TMDJMR N-lobe  KID C-lobe

FIGURE 1.4 — Architecture et structure 3D du récepteur KIT. A : organisation de KIT sous
forme monomeérique (gauche) et dimérique (droite) en fonction de son interaction avec le ligand
SCF; B : domaines structuraux de KIT et leurs structures 3D caractérisées par rayons X; C :
domaine cytoplasmique de KIT dans I’état inactif. Les sous-domaines manquants, le domaine KID,
Pextrémité C-terminale et la région JMR sont représentés en pointillés. Les résidus tyrosine (Y)
de KID, JMR et C-terminale ainsi que les protéines qui reconnaissent spécifiquement les sites de
phosphotyrosine sont également représentés @



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

A ce titre, les travaux de modélisation (de novo et ab initio) ont permis de retenir un modeéle
3D du domaine KID et de C-terminale, de sorte qu'un modéle du domaine cytoplasmique complet
dans lequel KID est associé au domaine KD a pu étre construit. Les simulations de dynamique
moléculaire de ce modéle ont alors été analysées a l'aide des outils classiques (RMSD, RMSF,
ACP, modes normaux, corrélations croisées) |35, mais 'importante variabilité conformationnelle

observée nécessite une analyse plus poussée.

Remarque 1. Nous allons dans ce qui suit considérer différents sous-domaines de la molécule
KIT complete : en effet, les domaines JMR et C-terminale montrant une importante flexibilité,
il peut étre bon de ne pas les inclure dans les objets étudiés. Nous résumons au sein du tableau

sutvant les différents domaines considérés associés aux résidus de C, correspondants.

JMR KD KID C-terminal
Résidus | 1-34 | 35-142, 223-369 | 143-222 370-400

TABLEAU 1.1 — Différents sous-domaines de KIT considérés et résidus de C, correspondants.

On parlera ainsi d’une trajectoire de KIT+KID pour désigner la protéine compléte formée par
la réunion de ces 4 sous-domaines, puis d’une trajectoire de KID seul, de KD+KID, et de KD

seul pour désigner les sous-domaines décrits par le tableau précédent.

Remarque 2. La numérotation précédente ne correspond pas a celle des atomes dans la lecture
de la séquence protéique, mais simplement & ’ordre d’apparition des résidus de Cy, au sein de cette

derniére.

1.2.3 Canaux ioniques : exemple du récepteur NMDA

Certaines protéines membranaires peuvent effectuer le transport d’ions (Nat, C1—, Ca?*, K+)
par I'ouverture d’un canal ionique controlé par les stimulus externes appliqués & une cellule dite
excitable. Ces canaux sont de la plus haute importance en biologie, et interviennent dans de
nombreux phénomeénes, tels que la signalisation intra-cellulaire, la communication entre cellules,
la contraction musculaire, etc. A ce titre, les cellules excitables et les canaux ioniques formés au
niveau de leur membrane ont fait I’objet de nombreuses études visant & construire des modéles

structuraux ainsi qu’a simuler des trajectoires dans le but d’observer la formation des canaux [52].

Les neurones comptent parmi ces cellules excitables, et constituent I'unité de base du systéme
nerveux. Les récepteurs NMDA (N-Methyl-D-Aspartate) en sont des protéines membranaires par-
ticipant a la communication synaptique entre ces neurones, et jouant un réle de tout premier
plan dans les mécanismes de potentialisation a long terme (LTP), et de dépression a long terme
(LTD), c’est-a-dire de renforcement ou de réduction de la transmission synaptique, régissant les
phénomeénes d’apprentissage et de mémoire [67]. A ce titre, un dysfonctionnement des récepteurs
NMDA a été constaté dans le cas de maladies neuro-dégénératives telles que les maladies d’Alz-
heimer, Parkinson, Huntington ou encore dans la prolifération de tumeurs cancéreuses |82 |2} |26]
45]. En particulier, les phénomeénes de neurotoxicité se traduisent par une activité trop importante
et continue des récepteurs NMDA [59].

Les récepteurs NMDA sont des tétraméres constitués de deux chaines obligatoires GluN1 et de

deux chaines GlulN2 définissant les caractéristiques du canal. L’activation des récepteurs NMDA,
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FI1GURE 1.5 — Récepteur NMDA. A : représentation de 'activation du récepteur par la fixation de
ses ligands agonistes (Glu et Gly/D-serine) ; B : passage de cations a travers le canal ; C : structure
3D d’un récepteur NMDA.

et donc 'ouverture du canal repose sur leur interaction avec deux partenaires : le glutamate et la
glycine, la D-sérine pouvant se substituer & cette derniére (voir Fig. [1.5)) .

Si le fonctionnement des récepteurs NMDA a été abordé sous 1’angle de la dynamique molécu-
laire, par le biais notamment de simulations du récepteur avec et sans ligands, diverses questions
restent en suspens . En effet, nous ne savons pas si le mécanisme d’ouverture du canal ionique
a pu étre observé dans son intégralité ou bien si seule une ouverture partielle a pu étre constatée,
et la question d’un éventuel phénoméne de périodicité concernant 1’oscillation du récepteur entre
deux états équilibrés demeure sans explications. Par ailleurs, de méme que pour VKORCI1 et pour
KIT, les traitements des maladies en lien avec une activité déficiente ou excessive de ces récepteurs
reposent sur un mécanisme d’inhibition, qui se traduit ici par le blocage du canal. Pour ces raisons,

une étude approfondie des caractéristiques conformationnelles des récepteurs NMDA est requise.

1.3 Modélisation physique et simulation de la dynamique
moléculaire

Comme nous venons de le voir & travers les exemples précédents, ’exploration de l'espace
conformationnel d’une protéine peut se révéler capitale & maints égards. Cependant le comporte-
ment dynamique des protéines est trés difficile & observer expérimentalement, voire impossible. De
ce fait, le recours a la simulation numérique constitue une approche trés rependue en biophysique.
La dynamique moléculaire, et notamment la simulation de trajectoires dites de DM demeure donc
un moyen de tout premier plan pour observer cette variabilité conformationnelle et améliorer notre
compréhension du fonctionnement des objets simulés .

Pour ce faire, la communauté des bio-informaticiens aborde généralement la question en deux
étapes. Dans un premier temps, on procéde & la simulation des trajectoires de DM afin d’acquérir
un maximum de données, lesquelles correspondent & des suites de conformations adoptées par la
protéine, évoluant dans son environnement naturel. Puis, dans un second temps, on cherche & ex-

ploiter ces données simulées & I’aide de divers outils et méthodes afin d’en extraire des informations
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FIGURE 1.6 — A : modélisation d’une liaison covalente entre deux atomes A et B par un ressort
de raideur k, et de longueur a I’équilibre ro |8]; B : représentation schématique des interactions
covalentes (bond stretching, angle bending et bond dihedral torsion) et non-convalentes (van der
Waals et electrostatic)|81].

pertinentes sur le plan biologique. Nous décrivons ici les étapes de productions des trajectoires;

les méthodes d’analyses seront quant a elles décrites plus loin (Chapitre 1 §1.4.2).

1.3.1 Modéle statique d’une protéine et champs de forces

Une premiére étape consiste & modéliser la structure d’une protéine dans son état statique. De
tels modéles peuvent étre envisagés directement par des méthodes expérimentales (cristallographie
ou RMN), ou bien par homologie avec une protéine similaire & celle que 'on étudie, et dont la
structure est déja connue. A cet égard, des bases de données décrivant de nombreuses protéines via
certaines caractéristiques (séquence des acides aminés, coordonnées des atomes dans l'espace, etc.)
sont disponibles dans la PDB (Protein Data Bank). Néanmoins, certaines protéines ne présentent
aucune homologie avec des structures 3D déja caractérisées expérimentalement. Des méthodes ab
initio (ou de novo) ont donc été développées pour pallier ce manque de données et générer leurs

structures.

La structure d’une protéine pourra étre représentée par un modéle mécanique dans lequel les
liaisons chimiques entre atomes sont traduites par des ressorts (voir Fig. A). On distingue
deux types d’interactions entre atomes, correspondant aux liaisons covalentes d’une part (i.e. avec
partage d’électrons), et aux liaisons non-covalentes d’autre part (i.e. sans partage d’électrons). Les
premiéres interviennent au niveau de ’énergie potentielle de la protéine par des effets d’étirements
de liaisons (bond stretching), de fléchissement de l'angle de deux liaisons dans un méme plan
(angle bending), ou de torsion, c’est-a-dire de rotation d’une liaison autour de son axe (bond
torsion). Les interactions non-covalentes comprennent quant a elles les effets de "courte distance"
(van der Waals) et de "longue distance" (loi de Coulomb électrostatique)(voir Fig. B). Ces
interactions non-covalentes présentent une énergie associée relativement faible. En revanche, étant
trés nombreuses au sein des protéines, la résultante de toutes les forces engendrées induit une

énergie non-négligeable, assurant le maintien de la structure 3D des protéines.
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De maniére simplifiée, le potentiel d’'une molécule peut s’écrire de la facon suivante :
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avec Ky constante des forces de liaisons, ry distance interatomique a 1’équilibre, 6y angle a 1’équi-
libre, V,, constante de torsion associée a n (ordre de la série de Fourier), ® angle dihédre, ¢; charge
de l'atome i, € constante diélectrique, r;; distance entre les atomes ¢ et j, A;; profondeur du puits

de potentiel approché (minimum de 1’énergie), r;; distance interatomique au minimum d’énergie.

1.3.2 Simulation de la dynamique moléculaire

Rappelons qu’une protéine présente une plasticité conformationnelle & la source de ses proprié-
tés fonctionnelles comme par exemple la possibilité de s’associer a d’autres molécules (protéines,
ADN, ARN, petites molécules). Or, les structures 3D ou modélisées in silico représentent un état
statique d’une molécule, correspondant & une conformation moyenne (soit la plus forte probabilité
d’observer chaque atome & un positionnement donné). Il est donc indispensable d’avoir accés a la

dynamique conformationnelle & travers des méthodes de simulation de la dynamique moléculaire.

La premiére simulation de DM a été réalisée dans le but d’étudier des collisions élastiques entre
des sphéres solides par Alder et Wainwright en 1957 [4]. En 1964, Rahman publie des travaux
visant & simuler l'argon liquide et l'eau, et utilise pour ce faire un potentiel continu (Lennard-
Jones) tenant compte des nuages électroniques des atomes et de leurs comportements attractifs et
répulsifs |66]. La premiére simulation de DM d’une dizaine de picosecondes (1 ps = 10712 s) d’une
protéine (d’environ 500 atomes) dans le vide a été effectuée par A. McCammon [53|. Depuis, les
progrés technologiques et informatiques ont abouti & une croissance trés significative de la taille
des molécules étudiées et de la durée des simulations. Outre ces avantages, les simulations de DM
actuelles prennent également en considération ’environnement de la molécule d’intérét : molécules
d’eau, ions, membrane lipidique, éventuel partenaire réactionnel (protéine, acide nucléique, petite
molécule, etc.). Ainsi, des simulations de DM de ces systémes complets et sophistiqués contenant
plusieurs centaines de milliers (voire millions) d’atomes, sur des durées de plusieurs centaines de
nanosecondes (1 ns = 1072 s) ou de plusieurs microsecondes (1 ps = 107° s), sont actuellement
classiques. De plus, des simulations de I'ordre de la milliseconde (1 ms = 1072 s) ont pu étre
réalisées par D. Shaw sur Anton, supercalculateur congu pour exécuter des simulations de DM
assez longues permettant ’accés a des échelles de temps permettant d’observer des transitions
conformationnelles pour des protéines de grande taille [70]. Ces trajectoires de DM sont générées
a l'aide de logiciels tels que AMBER (Assisted Model Building with Energy Refinement [17]),
CHARMM (Chemistry at Harvard Macromolecular Mechanics [15]), NAMD (Nanoscale Molecular
Dynamics [63]), et GROMACS (Groningen Machine for Chemical Simulations [75]).

Nous résumons succinctement dans ce qui suit les différents aspects théoriques et pratiques
conduisant & la simulation des trajectoires de DM en nous basant sur |7} [21} [1], et en prenant

I'exemple de VKORCI : ces étapes sont néanmoins similaires pour toutes les protéines envisagées.
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FIGURE 1.7 — Préparation de I’environnement des protéines pour la simulation de DM. Gauche :
KIT entourée de molécules d’eau et d’ions négatifs; Droite : VKORCI insérée dans la membrane
du reticulum endoplasmique, entourée de molécules d’eau et d’ions négatifs.

Préparation de ’environnement

On considére dans un premier temps une boite de simulation avec des conditions de continuité
aux limites, et contenant I’environnement de la protéine. Pour les protéines transmembranaires,
un premier point consiste 4 modéliser la membrane. Par exemple, pour la protéine VKORCI,
il s’agit de modéliser la membrane du reticulum endoplasmique laquelle se compose d’une bi-
couche lipidique (voir Fig. . Cette étape peut-étre réalisée grace & MemBuilder (Membrane
builder ) A la suite de quoi, on incorpore dans la boite les molécules d’eau qui engloberont la
membrane : on parle de solvatation. On procéde ensuite & la minimisation de I’énergie potentielle
du systéme composé de cette membrane et de son environnement aqueux, via un algorithme de type
descente de gradient : cela permet de réajuster la structure 3D du systéme et ainsi d’opter pour
une expérience plus proche de la réalité biologique. En pratique, ceci s’effectue par la réalisation
de courtes simulations de DM du systéme en question. Enfin, on termine la préparation du milieu

par des étapes de thermalisation et d’équilibration de pression.

Insertion de la protéine dans son milieu

On peut alors procéder a I'insertion de la protéine dans son milieu. Dans le cas de KIT il s’agit
de molécules d’eau et d’ions négatifs pour contrebalancer la charge positive de la protéine. Il en
est de méme pour VKORCI, & ceci prés que la membrane du reticulum endoplasmique s’ajoute
a la constitution du milieu. On procéde & nouveau aux manipulations précédentes pour calibrer
le nouveau systéme : minimisation de I’énergie du systéme {eau+protéine+ions (+membrane)}
via une descente de gradient (a ’aide d’un nouveau potentiel), thermalisation et équilibration de

pression.

Les simulations précédentes ne permettent pas de visiter le paysage conformationnel, mais
simplement d’atteindre un minimum local d’énergie potentielle en un minimum d’itérations, et
n’ont été ainsi produites que dans le but de compléter le modéle statique de la protéine par la

bonne intégration de cette derniére dans son environnement.
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Production de la trajectoire de simulation

Nous pouvons désormais envisager de simuler le systéme sur des plages temporelles plus longues,
cette fois-ci dans 'optique d’observer la variabilité conformationnelle de la protéine. On fournit
au logiciel un état initial du systéme d’une part (positions et vitesses), et un champs de force
d’autre part : dans notre cas, nous utilisons le champs de force tout-atome CHARMM22 [51] avec
le modéle d’eau TIP3P [38]. Si ¢ (resp. p) décrit la position (resp. le moment) du systéme total
(i.e pour tous les atomes de la protéine et de son environnement), le coeur de la simulation est

I'intégration des équations de Newton, c’est-a-dire des équations hamiltoniennes suivantes :

¢ = VyH(q,p)

p = —VgH(q,p)
associées au hamitonien H (voir Chapitre 2 §2.1.2 ) Plus précisément, la production d’une
trajectoire de DM est obtenue a l’aide d’un intégrateur symplectique : par défaut, nous considérons
ici 'intégrateur Leap-Frog [33] de GROMACS) selon un pas de temps typique de (At)gm, = 21s.

Pour tout atome a de masse m, du systéme total :
pa(t + %(At)mm) = pa(t - %(At)sim) + (At)simFa(t)

Pa(t+3 (Ab)sim)

Gt + (At)sim) = qa(t) + (At)sim p
ol Fy,(t) désigne la résultante des forces conservatives appliquées a ’atome a a 'instant ¢. L’utilisa-
teur fixe un nombre de pas a simuler Ny, —1, de sorte a générer un total de Ng;,,, conformations ob-
servées (comprenant la conformation initiale), pour une durée d’observation T = (Ngjm — 1) (At)sim -
La durée d’observation T choisie résulte d’'un compromis entre les ordres de grandeurs d’appari-
tion des phénoménes étudiés pour un systéme précis, et les ressources & disposition en termes de

capacité de calcul.

Remarque 3. Dans notre cas, nous avons eu recours o différents calculateurs : CINES, IDRIS,
GENCI, FUSION ou encore TopDyn.

Remarque 4. Le logiciel GROMACS dispose d’autres intégrateurs (Verlet-Stoermer (79[, Runge-
Kutta [16], Beeman [10], intégrateurs avec contraintes, etc), notamment de type Langevin invo-
quant des thermostats, lesquels traduisent ’interaction du systéme simulé avec son environnement.
En revanche, si ce type de simulation n’est pas adapté au systeme global, lequel encode déja le sys-
teme protéique et son environnement, il ne l’est pas non plus dans le cas ot l'on souhaiterait
simuler la protéine seule. En effet, une telle simulation nécessiterait de connaitre [’énergie libre
dont le calcul est difficile d’accés (voir Chapitre 2 §2.1.3 (2.6)).

Trajectoire de DM résultante

La mise en mouvement des atomes du systéme & partir de son état initial conduisent donc a
I’observation d’une suite de Ny, états du systéme total. Classiquement, ceux-ci sont représentées
par une matrice X € Mg, , N, (R) 00 diot = 3 X Nor, avec nyor, désignant le nombre d’atomes du

systéme total, protéine et environnement confondus.

Bien souvent, 'utilisateur décide en amont de la simulation de ne conserver qu’un certain
nombre de conformations, correspondant & un échantillonage temporel régulier de la matrice pré-

cédente. C’est alors qu’il choisit un pas d’échantillonnage At, fournissant cette fois-ci N < Ngm
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Systéme total (protéine+environnement) | Protéine | Systéme d’intérét
VKORC1 58273 2599 143
KIT avec KID 69089 6358 400
NMDA avec ligands 897188 51513 3278

TABLEAU 1.2 — Nombre d’atomes des différents systémes biologiques considérés.

conformations. On note alors X = (z;)i1<i<ny € Ma,, ~(R) la matrice résultante. En pratique,
le pas At est choisi de sorte a ce que l'on ait toujours exactement que T = (Ngim — 1)(At)sim =

(N — 1)At (i.e. aucune partie entiére n’intervient).

D’autre part, on ne s’intéresse souvent en pratique qu’aux conformations de la protéine en elle-
méme, et ce faisant, on ne procédera qu’au stockage des lignes de la matrice X correspondant aux
atomes choisis. Plus encore, pour alléger la dimension du probléme et gagner en temps de calcul,
il sera souvent commode de suivre ’évolution temporelle de la protéine par 'unique considération
des atomes de C, qu’elle comporte : en premiére approximation, ces résidus suffisent & rendre
compte du positionnement de I’ensemble des résidus, diminuant ainsi de prés de 20 fois le nombre
d’atomes considérés. Dans toute la suite, on désignera ainsi par n le nombre d’atomes du systéme
d’intéret, lesquels seront notés A = {aq, ..., a,}. La dimension de lespace ambiant correspondant
sera notée d = 3n, et la trajectoire sera ainsi sauvegardée au sein d’une matrice a nouveau notée
X € Mg n(R). A titre d’exemples, le Tableau 1.2 résume la situation pour les systémes biologiques

évoqués précédemment.

Enfin, comme nous allons le voir, cette trajectoire pourra faire 'objet de différents traitements,
tels que le recalage en rotation et en translation (recalage rigide), mais également la projection
sur un sous-espace de dimension inférieure a d. La matrice X sera ainsi comprise comme résultant
des étapes de production schématisées par la Fig.

1.4 Traitement des trajectoires de simulation de DM

1.4.1 Pré-traitements avant analyse

Signalons ici deux pré-traitements a appliquer éventuellement & la trajectoire obtenue en sor-
tie de simulation avant de la soumettre a toute méthode d’analyse : le recalage en rotation et
translation (recalage rigide) et TACP (Analyse en Composantes Principales).

Recalage en rotation et translation (recalage rigide)

Lorsqu’une trajectoire a été simulée, on veut pouvoir comparer les différentes conformations de

Al

la protéine entre elles. De sorte & ce que cette comparaison ne soit pas "bruitée" par des effets de

translations et de rotations, il est bon de choisir une conformation de référence sur laquelle toute
la trajectoire sera recalée : nous exploitons pour cela une méthode basée sur la SVD (Singular
Value Decomposition) décrite dans |6].

Notons 2 = (2¢f),c 4 la conformation de référence choisie (rappel : A désigne ici I’ensemble

des atomes d’intérét uniquement), et @ = (x,)qc4 une conformation a recaler sur 2", Le probléme
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Trajectoire simulée
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FIGURE 1.8 — Conformation initiale d’une protéine en 3D (représentée par un point de R?), mise
en mouvement correspondant & une trajectoire simulée, et espace résultant avec projection.

revient & chercher la rotation ©* € SO3(R) et la translation 7* € R? vérifiant :

(0%, 7") = argmin J(O,71) 2 Z Mal|Oq + 7 — mfléfuz
(©,7)€503(R) xR3 =

ol m, représente la masse de I’atome a. Les détails de cette optimisation sont décrits dans I’Annexe
A2.1.

Analyse en composantes principales

Une fois le recalage effectué, on souhaite désormais effectuer une ACP (Analyse en Composantes
Principales). 1l s’agit de déterminer, par le calcul des vecteurs et valeurs propres de la matrice de
covariance d’une trajectoire de simulation de DM, les directions privilégiées par le mouvement des
atomes de la protéine, lesquelles seront les plus explicatives de la variabilité du systéme. On pourra
alors projeter la trajectoire dans la base des k premiers vecteurs propres (par ordre décroissant
des valeurs propres correspondantes). En plus de réduire la dimension des données, opérer cette
ACP en dimension 2 ou 3 constitue un mode de compression des données offrant une visualisation

commode & l'utilisateur. Nous décrivons plus précisément la méthode dans I’Annexe A.2.2 [37].

Remarque 5. Pour comparer deux répliques ou plus, c’est-a-dire des trajectoires partant d’une
méme conformation initiale mais avec des vélocités différentes, il faudra considérer une conforma-
tion de référence sur laquelle toutes les trajectoires que nous souhaitons comparer soient recalées.
Quant a la projection, on pourra au choisir des axes arbitraires sur lesquels toutes les trajectoires
seront projetées, ou bien effectuer une ACP sur l'une des trajectoire et projeter toutes les autres
sur les azes de cette derniére.
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1.4.2 Outils d’analyse

Une fois la trajectoire simulée, échantillonnée, recalée et éventuellement projetée a la guise
de l'utilisateur, celui-ci procéde maintenant a son exploitation dans le but d’étudier la variabilité

conformationnelle de la protéine. Nous résumons ici quelques méthodes parmi les plus utilisées.

Root Mean Square Fluctuation/Deviation (RMSF/RMSD)

L’approche la plus répandue et constituant un protocole standard dans l’analyse des trajectoires
est emploi des métriques de RMSF (Root Mean Square Fluctuation of atomic positions) et RMSD
(Root Mean Square Deviation of atomic positions)[44], qui se proposent d’étudier respectivement
la fluctuation du systéme au niveau de chaque atome par rapport & une position moyennée dans
le temps de I'atome en question, et la déviation du systéme a chaque instant vis-a-vis d’une
conformation de référence (souvent la conformation initiale ou la conformation moyenne). En
notant n le nombre total d’atomes du systéme d’intérét, (a;)1<i<, ses atomes, et N le nombre
total de conformations observées au pas At, on a les définitions suivantes, pour tout (i,k) €
[1,n] x [1,N] :

RMSF(3) =/ % 0 o, (kA1) — (1) 2

RMSD(kAL) =/2 S0 [, (k) — 74, (0)]?

Ol (ra,) = & SO0, 74, (KAL) et oit les deux quantités sont calculées en angstrom (1 A = 10710 m).
On pourra donc dans un premier temps calculer la RMSF de sorte a identifier les régions de la
protéine explicatives de la diversité conformationnelle, mais aussi rejeter celles qui font "exploser"
la RMSF et qui correspondent & des régions de trés forte variabilité. En second lieu, la RMSD
permettra de visualiser le niveau d’équilibration de la protéine : le bio-informaticien prendra ainsi
appui sur le profil de RMSD afin d’en déduire ce qui lui apparaitra comme étant un potentiel état
d’équilibre.

Ci-dessous sont représentés les tracés de ces deux quantités pour cing répliques de 100 ns de
la protéine VKORCI1. Aprés recalage par rapport a leur méme conformation initiale, la RMSF
a été calculée a partir des 163 résidus de C,, et incite & ne conserver que les résidus 9 a 151 :

les extrémités N- et C- terminales sont rejetées. La RMSD a ensuite été calculée pour ces résidus
restants (voir Fig. [1.9)[19].
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FIGURE 1.9 — Gauche : RMSF calculée sur cing répliques de 100 ns de VKORCI1 (résidus 1-163), et
recalées par rapport & t = 0 ns; Droite : RMSD calculée sur cing répliques de 100 ns de VKORC1
(résidus 9-151), et recalées par rapport a ¢t = 0 ns [19].

Algorithmes de clustering

Une autre approche, également trés employée, consiste & appliquer un algorithme de clustering
aux trajectoires simulées. De trés nombreux algorithmes ont ainsi été plébiscités et employés pour
I’analyse des trajectoires de DM, et ont notamment fait I'objet de diverses études comparatives vis-
a-vis de leurs performances 78]. Nous faisons le choix de présenter ici trés briévement deux
d’entre eux : I'algorithme de Jarvis-Patrick, car inclus dans GROMACS, et le clustering spectral,

car constituant un premier pas vers une modélisation markovienne sur laquelle nous reviendrons.

L’algorithme de Jarvis-Patrick est trés couramment utilisé et consiste a regrouper des
conformations dans une méme classe si leurs listes respectives de plus proches voisins se recoupent
suffisamment : nous résumons ici trés briévement son fonctionnement. Cette méthode étant d’es-
sence purement géométrique, il est dans un premier temps indispensable de choisir la métrique
appropriée : dans notre cas, la norme euclidienne sur R? est un choix naturel. Deux paramétres
doivent ensuite étre fixés : K et K,,,, correspondant respectivement au nombre de plus proches
voisins & considérer pour chaque conformation, et au nombre minimum de conformations que les
listes des plus proches voisins de deux structures doivent posséder en commun afin d’étre regrou-
pées dans la méme classe. Dans un premier temps, on établit les listes des K plus proches voisins
de chaque conformation, puis chaque couple de conformations est affecté & la méme classe dans les
deux cas suivants : si I'un appartient & la liste des K plus proches voisins de 1'autre, ou bien s’ils
possédent K i, plus proches voisins en commun. En appliquant ’algorithme plusieurs fois avec
des valeurs croissantes de K, on partira de classes trés fines pour se diriger vers un clustering plus

grossier, ce qui permet d’obtenir une hiérarchie.

Le clustering spectral constitue une autre méthode de classification qui a également été abon-
damment employée en dynamique moléculaire . La classification des données s’opére de la
fagon suivante . Elle consiste en premier lieu & considérer les données comme un graphe
de R? et a résumer leurs proximités a l'aide d’une matrice de similarité W, avec par exemple,
w;; = exp(—||z; — x;||*/2¢€), ot € > 0. On définit ensuite la matrice des degrés notée D = diag(d;)
définie par d; = Zj\]:l w;j, puis le laplacien de graphe L = D — W (matrice symétrique définie po-
sitive). En présence de clusters, on comprend que cette matrice, quitte a réordonner ses colonnes,

sera "proche" d’une matrice diagonale par blocs L = (L, ..., L,). Or, chacun de ces blocs pourra
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étre repéré par un vecteur propre de L prenant la forme d’une indicatrice 1z, et associé & une
valeur propre proche de 0. Le clustering spectral revient alors & identifier les plus petites valeurs
propres du laplacien de graphe, les vecteurs propres associés indiquant les clusters. Par ailleurs,
de méme que dans le cas de ’ACP, on peut montrer que :

Amin(L) =  min T
(L) qERN:Hq”Z:l{q q}

Par conséquent, la recherche de la plus petite valeur propre peut étre vue sous l'angle de la

minimisation du colt inter-classes suivant :

1 N N
_ T _ 2
Clg)=q Lg= 522(%*%’) Wi

i=1 j=1

Markov State Models (MSM)

Enfin, 'étude du paysage conformationnel peut également se faire via une modélisation de la
trajectoire par une chaine de Markov, ce qui permet d’ajouter une notion de dynamique absente
des méthodes de clustering décrites précédemment. On peut alors considérer les données comme
un graphe plongé dans X, dont les états seront construits a partir d’une partition de X, et dont
les arétes seront pondérées par des probabilités de transition. L’espace conformationnel visité
Xy sera ainsi compris comme la réalisation d’une chaine de Markov sur ce graphe : on parle de
MSM (Markov State Models). Ce type de méthode a été largement employé dans le domaine de
la dynamique moléculaire afin d’identifier et caractériser des états stables avec un point de vue

statistique : nous nous référons dans ce qui suit a |75} |61}, |71} |65].

En résumé, cette approche propose dans un premier temps de partitionner ’espace en des zones
disjointes, les macro-états, qui sont donc des sous-ensembles de R?, lesquels peuvent s’obtenir par
exemple par le calcul des RMSD de toutes les structures deux a deux. Sur le plan physique,
on distingue en effet les micro-états, décrivant des conditions thermodynamiques spécifiques (en
terme de température, pression, volume) qu’un systéme peut adopter avec une certaine probabilité,
des macro-états, correspondant a la donnée d’une densité de probabilité sur les micro-états. A la
suite de quoi, pour une trajectoire notée X = (2;)1<;<n vivant dans R?, on affecte chacune des
conformations a I'un des macro-états. On définit alors une chaine de Markov sur les macro-états
de la fagon suivante a 'aide d’une matrice de comptage et d’'une matrice de transition. Pour tout

couple de macro-états A et B :

Cap=#{i€[l,N]/z; € Aet x;41 € B)}

Ca.B
P(4,B) = #{i € [1,N]/z; € A}

Dans le cas ou certaines zones de ’espace seraient insuffisamment échantillonnées pour avoir
une bonne estimation de la probabilité de transition, on pourra avoir recours & une procédure
d’adaptative sampling : il s’agira de relancer de courtes simulations de DM partant de ces zones
afin d’obtenir plus d’information quant au comportement de la trajectoire lorsqu’elle s’y trouve,
et ainsi d’affiner le modéle. On pourra également réduire le nombre de macro-états en effectuant

une ACP sur la matrice P.
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Le modéle ainsi construit (différents tests de validations existent) permet de quantifier des
zones de 'espace empruntées par la trajectoire et de les pondérer entre elles, et permet ainsi a
P'utilisateur d’avoir une vue dynamique de l’espace conformationnel et d’isoler des macro-états

interprétés alors comme des bassins conformationnels.

1.5 Limites des méthodes actuelles

1.5.1 Information dynamique

Les simulations de DM telles qu’elles ont été générées ici constituent des trajectoires ayant un
sens physique, en ce que chaque systéme biologique a été simulé dans des conditions proches de la
réalité et que chaque trajectoire posséde un sens concret et qu’elle peut étre interprétée comme
un enchainement de conformations que la protéine aurait pu adopter dans la réalité. De ce fait,
les trajectoires considérées ici méritent d’étre étudiées en elles-mémes, plutét que d’étre percgues
comme un simple moyen d’accéder au paysage conformationnel visité. Par conséquent, le présent
travail s’oriente naturellement vers le parti pris d’une exploitation de I'information dynamique que

recéle chacune des trajectoires simulées.

A cet égard, de nombreuses méthodes d’analyse des trajectoires de simulations de DM ignorent
cet aspect. L’ACP observe les données comme un nuage de points en oubliant tout aspect dyna-
mique. Les méthodes de clustering considérent également les données sous cet angle : si une
dynamique artificielle peut néanmoins étre recréée sur les données via une matrice de transition,
elle n’exploite pas pour autant le lien existant d’une itération faisant évoluer le processus de z;
& x;11. L’analyse par les modes normaux (NMA [5]), basée sur un modéle mécanique de ressorts
(voir Chapitre 1 §1.3.1) permettant d’exhiber différents modes d’oscillations d’une protéine, oublie

de méme la dynamique de la trajectoire initiale.

De maniére générale, et sans méme évoquer l'efficacité de ces méthodes, nous constatons sim-
plement qu’elles ignorent I'information dynamique, potentiellement trés riche, que contiennent les
simulations de trajectoires de DM, pour n’en garder que les conformations visitées sans se souve-
nir de leur ordre, et sans s’intéresser & la nature de leur dépendance, ne les exploitant ainsi que

partiellement.

Remarque 6. Un autre point de vue consiste a employer les simulations de DM dans le but
principal d’étudier le paysage conformationnel relatif a un systéme biologique donné. Pour ce
faire, diverses méthodes existantes consistent non pas & étudier des trajectoires physiques en elles-
mémes, mais & mimer un générateur d’états d’équilibre, se servant de la simulation de trajectoires
de DM simplement comme moyen, quitte & ce que celles-ci s’éloignent éventuellement d’une réalité

observable.

1.5.2 Détection d’artefacts

La RMSD opére en quelque sorte une lecture de la trajectoire dans le temps au regard d’une
métrique sur l'espace ambiant, ne niant ainsi pas complétement ’aspect dynamique des trajec-
toires. Cependant, la RMSD fait 'objet d’un autre écueil : si elle semble certes indiquer une plage
de temps pendant laquelle le systéme a atteint un équilibre local, il est trés difficile de juger de

la pertinence de cet équilibre au regard du reste du paysage conformationnel. Tout d’abord, le
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calcul des distances de RMSD masque les phénoménes angulaires en jeu. Par exemple, un systéme
vivant & la surface d’une sphére dans R? fournira une valeur de RMSD constante, malgré ses dé-
placements : une stabilisation de RMSD ne prouve donc en rien qu'un équilibre soit atteint. Par
ailleurs, ce que 'utilisateur interpréte comme un équilibre peut trés bien correspondre a un phé-
nomeéne trés localisé au niveau d’une zone transitoire, et n’ayant ainsi rien a voir avec un équilibre
plus global qu’il serait bon de retenir. Des vérifications sont possibles, mais demeurent longues et
délicates, et consistent & étudier les conformations identifiées sur le plan structural afin de juger

de leur pertinence du point de vue des interactions possibles avec des partenaires chimiques.

Les différents algorithmes de clustering évoqués, en plus de considérer les données comme
un simple nuage de points, suggérent également de fauz clusters a l'utilisateur. Imaginons en
effet appliquer un algorithme de ce type a la simulation d’un mouvement brownien dans le plan.
L’algorithme va alors détecter des accumulations, et définir des clusters qu’il interprétera comme
étant des maximums locaux de la densité de probabilité, ¢’est-a-dire des minimas locaux de I’énergie
libre du systéme, et donc des conformations stables. Or, puisqu’il s’agit d’'un mouvement brownien,
il n’existe en réalité aucun maximum local de la densité de probabilité. Nous comprenons donc
que toute méthode de classification uniquement basée sur des critéres géométriques, ou bien dont
les critéres dynamiques découlant de I’estimation locale de ’énergie ou de la densité de probabilité

sera source de ces méme problémes.

Cela pose également la question du prolongement des trajectoires, qui compte tenu de la
lourdeur des simulations sur le plan informatique, est loin d’étre anodine. En effet, il est impossible
de savoir si la simulation mérite d’étre poursuivie alors méme que nous ne sommes pas en mesure

de juger de la pertinence des bassins identifiés par RMSD ou clustering.

1.5.3 Problémes de modélisation

A Tacquisition des données, un premier réflexe consiste a chercher un modéle adéquat duquel

la trajectoire serait issue.

Comme nous le verrons, un certain nombre d’approximations concernant la dynamique du sys-
téme global constitué de la protéine et de son environnement permettent d’aboutir a une équation
de Langevin suramortie qui décrit I’évolution de la protéine seule dans le temps, par I'intermédiaire
d’une fonction d’énergie libre (voir Chapitre 2 §2.1.3 ) Il est ainsi commun de rencontrer la
modélisation de la trajectoire d’une protéine par un processus stochastique X; € R? solution d’une
équation différentielle stochastique (EDS)|57)40|. De maniére générale, il s’agit d’un processus régi
par I’équation suivante, faisant intervenir un terme de dérive i : R¢ — R? et un terme de diffusion
o :RT— My(R) :

dX; = p(Xy)dt + o(X+)dB;

ol B; est un mouvement brownien d-dimensionnel. Bien que ce dernier cadre soit plus large que
celui d’une équation de Langevin suramortie, la réalité physique que I’on mime par la simulation
de trajectoires de DM est potentiellement bien plus complexe qu’un simple modéle comme celui-ci.
Nous verrons en particulier qu’une telle modélisation dépend de I’échelle de temps adoptée avec

laquelle on considére la trajectoire.

Comme nous 'avons vu précédemment, les MSM visent également & modéliser la trajectoire

par une chaine de Markov. D’une part, ce type de modéle ne se préte que trés mal aux trajectoires
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de dynamique moléculaire car ’aspect statistique qu’il présente suppose l'observation de retours
récurrents au sein de certains puits de potentiel. Or, il semblerait que ces temps de récurrence
soient trop grands (plusieurs ps) pour étre observés en pratique lors des simulations de DM. Si
les simulations gros grains (GG [42|) permettent de créer des trajectoires plus longues, celles-ci
perdent en revanche en précision. A ce titre, le recours a 1’adaptative sampling permet au processus
de repartir des zones peu visitées pour de courtes simulations. Cependant, les nouvelles acquisitions
de données constituent des étapes assez lourdes puisqu’elles obligent & repasser par la simulation de
données par la dynamique moléculaire. D’autre part, la validation d’un modéle de Markov suppose
que le passage & la limite sur la chaine discréte corresponde bien au processus continu sous-jacent
dont les données constituent un échantillon, or comme nous pourrons le voir ultérieurement cela

n’a de sens que sous certaines conditions.

1.6 Plan de la thése

Nous nous concentrerons dans un premier temps sur le probléme de modélisation des trajec-
toires (Chapitre 2). Aprés avoir présenté le cadre conceptuel dans lequel notre travail se situe,
nous verrons qu’il peut étre naturel de comprendre les trajectoires & partir des équations de type
Langevin dites suramorties. A la suite de quoi nous verrons dans quelle mesure il est possible
de se rattacher & cette modélisation & partir d’une exploitation pragmatique des données. Nous
présenterons ainsi un travail effectué sur les variations quadratiques des trajectoires permettant
d’exhiber la distinction de deux régimes EDS/EDO (équation différentielle ordinaire) délimités par
un pas d’échantillonnage pivot, et soumettant ainsi & condition toute éventuelle modélisation par
un processus stochastique : nous en déduirons néanmoins une premiére approche permettant d’es-
timer le coefficient de diffusion d’un processus observé en régime EDS. Nous reviendrons ensuite
sur la modélisation par chaine de Markov, en montrant que si celle-ci n’est pertinente que sous
certaines conditions vérifiées par le processus sous-jacent, il est néanmoins possible de construire
une méthode de re-simulation rapide des trajectoires (visitant les mémes états) a laide d’un tel

modéle.

Nous proposons alors la construction d’un nouveau critére permettant la quantification des
puits (Chapitre 3). Ce critére, s, sans dimension et invariant par changements d’échelles de temps
et d’espace, permet en outre de juger de la pertinence relative des puits les uns par rapport aux
autres, mais également de maniére absolue & ’aide d’ordres de grandeurs. De cette fagon, nous
enrichissons une approche de type RMSD ou clustering en ce sens que ce critére permettra de
contourner d’éventuels artefacts. Nous présenterons alors la construction d’un nouvel algorithme
de segmentation des trajectoires de simulations de DM basée sur ce critére. Cette nouvelle méthode
emploie I'information dynamique des trajectoires en faisant intervenir un coefficient de diffusion
estimé tel qu’il peut étre envisagé conformément au Chapitre 2, ainsi qu’en proposant des lectures
successives de la trajectoire partant de diverses conformations initiales. Nous appliquerons cet
algorithme & VKORC1 et a KIT en considérant divers sous-domaines de cette derniére molécule
(Chapitre 4).

Nous montrerons comment, & ’aide des informations déduites de I'application de 'algorithme
de k-segmentation & une trajectoire de simulation de DM, celle-ci peut étre décrite par un modéle
de trois puits (Chapitre 5). Nous exploiterons alors cette fagon de procéder pour définir une

méthode d’estimation des parameétres dynamiques (dérive et diffusion) d’une trajectoire observée
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et modélisée par une EDS, et qui contourne les méthodes d’estimations basées sur la connaissance
de I’énergie du sous-systéme consistué de la protéine, au profit 14 encore d’une exploitation du
contenu dynamique de la trajectoire étudiée. Nous comparerons alors, pour VKORC1 et KIT, les
résultats issus d’une estimation de la dérive via la dynamique telle que nous I’envisageons, a ceux

que ’on obtient par le calcul du gradient d’une énergie estimée.

Enfin, dans une derniére partie (Chapitre 6), nous présenterons nos conclusions vis-a-vis des

méthodes développées, ainsi que des perspectives d’approfondissement.



Chapitre 2

Modélisation stochastique de la
simulation de la dynamique
moléculaire

Nous abordons dans ce chapitre la question de la modélisation en dynamique moléculaire. Tout
d’abord, nous présentons le cadre formel permettant d’appréhender la dynamique moléculaire &
travers la notion d’espace conformationnel et les équations de Newton. Nous verrons alors qu’il
découle de ce point de vue une modélisation des trajectoires par des EDS de Langevin. A la suite
de quot, par l’étude des variations quadratiques associées & une trajectoire de DM donnée, nous
montrons que celle-ci peut-étre comprise comme issue d’une EDS seulement pour des pas d’échan-
tillonnage supérieurs & une valeur pivot; pour des pas situés en dessous de cette valeur, on pourra
considérer la trajectoire comme issue d’une EDO. En second lieu, nous reviendrons sur une forme
de modélisation par chaine de Markov sur les conformations observées. Nous verrons que si une
telle modélisation n’a de sens que lorsque le processus sous-jacent répond a une équation de Lan-
gevin, il est néanmoins possible de [’exploiter afin de construire une méthode de re-simulation,
fournissant de nouvelles trajectoires visitant les mémes données observées, mais dans un ordre dif-
férent. Enfin, nous verrons dans quelle mesure il est finalement raisonnable ou non de considérer

les trajectoires observées comme issues d’équations de type Langevin.

2.1 Contexte mathématique autour des dynamiques molécu-
laires

Nous présentons dans ce qui suit une maniére d’aborder la dynamique moléculaire sous un angle
plus mathématique. Nous formalisons dans un premier temps la notion d’espace conformationnel
avant de préciser le point de vue hamiltonien régissant la dynamique des systémes intégraux
considérés. Enfin, nous nous pencherons sur la dynamique du sous-systéme constitué de la protéine

seule, laquelle reléve des dynamiques de Langevin, et nécessite de définir la notion d’énergie libre.

27
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2.1.1 Espaces conformationnels

Au coeur des représentations, les entités élémentaires sont des atomes a, codés mathéma-
tiquement par leur position r, dans I’espace ambiant tridimensionnel R3, ou bien dans un tore
tridimensionnel noté Ty (obtenu en considérant les coordonnées modulo les longueurs selon les trois
axes d'une boite de simulation rectangulaire). Une protéine constituée de n, atomes décrite par
Pensemble AP = {af, ...,a}, }, sera ainsi codée par un ny-uplet & = (74 )acar = (rqr)1<i<n, € X,
avec X = R3™ ou 'H‘g” et vit donc dans un espace de dimension dx = 3n, : X est ainsi I’espace
conformationnel associé a la protéine. De maniére similaire, une conformation d’un environnement
de n. atomes notés A° = {af, ..., a;, } sera décrite par un point y = (r4)acac = (Tas)i1<i<n, € Y 0l
Y = R37e ou T4e, vivant donc dans un espace de dimension dy = 3n,. Au final, une conformation

g = (z,y) du systéme intégral vit dans l'espace conformationnel produit suivant :
Q=Xx)Y (2.1)

de dimension dyot = dx + dy = 3(np + ne). On peut désormais décrire la physique du systéme
grace & cet espace, et notamment définir le potentiel d’interaction noté V : Q@ — R, défini entre
tous les atomes a de 'ensemble A" = AP U A¢ de chaque conformation ¢ = (74)qec atot du systéme
total. En revanche, les questions les plus intéressantes relatives aux propriétés conformationnelles
de la protéine relévent de l'espace réduit X dans lequel la physique n’est cependant pas exprimée
(elle est cependant facilement exprimable dans Q).

Remarque 7. Dans toute la suite, et pour plus de commodité, la position v, € R3 ou Ty de

latome a d’une conformation q € Q sera désormais notée q,, de sorte que ¢ = (¢a)aecAtot -

2.1.2 Espace des phases et dynamique hamiltonienne

Afin d’aborder les questions de dynamique, il est naturel pour la mécanique newtonienne qui
sera considérée ici, d’introduire pour chaque atome a € A*' du systéme, sa masse m,, sa vitesse
Va, SON moment p, = Myv,, et la résultante F, des forces conservatives qui lui sont appliquées.
On notera alors p = (pg)acator la famille des moments vivant dans 'espace P = R (dp = dyot),
et £ lespace des phases défini par le produit :

ELQxP

Cet espace des phases permet d’exprimer aisément la dynamique du systéme selon la mécanique
newtonienne par 'introduction du hamiltonien, noté H : £ — R, et correspondant & la somme de

I’énergie potentielle V' et de I’énergie cinétique :

A 1pal®
H(p,q) 2 V(g)+ > (2:2)

2m
acA @

L’équation fondamentale de la dynamique mggj, = F, £ —V,.V, fournissant un systéme de
deux équations différentielles du premier ordre portant sur les variations de vitesse et de position,

peut étre mise en lien avec le hamiltonien précédent en remarquant que pour tout a € A :

anH(p,q) = anV:—pa

vpaH(p7Q) = %:(ja
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L’expression hamiltonienne de ’équation fondamentale de la dynamique prend donc la forme

compacte suivante sur £ :
(2.3)
q = VPH(p, Q)

Lorsque 'on considére Q comme un systéme isolé, la dynamique hamiltonienne correspond
aux trajectoires physiques du systéme sur lesquelles le hamiltonien H est conservé puisque H =
(VpH,p) +(V¢H, q) = 0.

2.1.3 Dynamiques stochastiques

Dynamique de Langevin

Du point de vue de la dynamique moléculaire, les dynamiques stochastiques considérées trouvent
leur source dans les travaux d’Einstein et de Langevin sur la théorie de la diffusion moléculaire
[58] et du mouvement brownien. Le point de vue moderne est celui des équations différentielles
stochastiques (EDS) dont le prototype est fourni, pour A, 8 > 0, par le systéme suivant :

dp, = —VgVdt—\Kpdt+\/2X/BdB, (2.4)
dg, = Kpdt '

ou q € Q est I'état du systéme a l'instant donné, p € P est le vecteur des moments, K =
diag((I3/mq)aca) la matrice diagonale par blocs avec I3 la matrice identité sur R3, et B; un
mouvement brownien d-dimensionnel. Le facteur AKp; est un facteur d’amortissement ou de
dissipation (controlé par la valeur de ) et \/mdBt un terme d’excitation qui s’interpréte

comme une force aléatoire (agissant sur la dérivée du moment) ou encore une agitation thermique.

Cette dynamique de Langevin est associée au hamiltonien précédent, lequel se réécrit en fonc-
tion de K de la facon suivante :
p Kp
2

H(p,q) =V(q) +

Cela permet alors d’interpréter (2.4) comme une perturbation de la dynamique hamiltonienne

(2.3) :
{dpt = =V H(q,p)dt + (= AV, H(qe, p)dt + \/2)\/B dBy)
dg; = vptH(qt7pt>dt

dont la mesure invariante sur ’espace des phases &£ s’écrit :

dpg(q,p) o< exp(—BH (g, p))dqdp

ou B = 1/kpb, avec 0 la température du systéme, et kp la constante de Boltzmann : on retrouve

ainsi une distribution de Maxwell-Boltzmann & la température 6.

Lorsque 8 = +oo (i.e. température nulle), I'absence d’excitation entraine une décroissance du
hamiltonien (on a alors % = —\p{ K?p; < 0) et une convergence vers un minimum local ¢* de V.
Lorsque A = 87! = 0, la dynamique déterministe correspond & la version hamiltonienne classique
des équations de Newton pour le systéme g dans le potentiel V', et pour laquelle le hamiltonien
est conservé durant la trajectoire. Les dynamiques de Langevin, indexées par (A, §), peuvent donc
étre interprétées comme une famille de perturbations stochastiques de la dynamique déterministe

hamiltonienne.
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Dynamique de Langevin suramortie

Lorsque la durée d’observation est trés grande devant le temps caractéristique 1/\ de 'amortis-
sement, le changement de variable ¢ +— At s’impose et invite & considérer ¢;' = g et By = VAW, /A

ou W est un mouvement brownien standard. On obtient alors le nouveau systéme :

dp) = M=V Vdt — AKp)dt + \/2/B dW,)
dg} = MKp)dt

Lorsque A — +o00, ce systéme converge et la dynamique répond alors a une équation de

Langevin dite suramortie :
dgi® = =V Vdt 4 \/2/B dW; . (2.5)

Ceci peut se dériver formellement en remarquant que :
t
% =@ +/ AKp)ds
0
t s
—q +/ AKe Y Ks <p3 + )\/ MKV Vdr 4+ \/2/B dWr)) ds
0 0

2 A t 2
= %\ + (g — o Kt)pTO +/ (g — o) K(tfr)) (—VQTAVdr + /20 dWr)
0

—0 lorsque A—o0

—>IdQ lorsque A—oc0

ot Ig, correspond & la matrice identité sur R?e et ou la troisiéme égalité vient de I’application

du théoréme de Fubini.

Par construction I’équation de Langevin suramortie admet comme probabilité d’équilibre la
marginale vg de pg sur q :

1
dvsla) = e VD dg

ot Zg = [ e~V (@dq est une constante de normalisation. Cela se vérifie directement en considérant
le générateur infinitésimal £ de 'EDS (2.5)). Pour f € C?(Q,R) :

Lf=—(Vf,VV)+ B LAf

Si f =e 8V, alors f vérifie 'équation de Fokker-Planck :
Lf2div(fVV)+B7IAf=0

puisque f7IAf = 37 Ldiv(Vf) et B7IVf = —fVV.

Energie libre

Dans les dérivations précédentes, la dynamique est définie sur le systéme intégral, caractérisé
par sa conformation ¢ € Q et son moment p € P. La mesure d’équilibre vg porte alors sur la
distribution du systéme intégral ¢ = (z,y) qui englobe la conformation de la protéine = € X et
celle de I’environnement y € ) , et non directement sur z. En particulier on ne peut pas parler
de lénergie potentielle Vy (x) de la conformation = de la méme fagon que cela peut étre défini pour

le systéme ¢, puisqu’il faut tenir compte des interactions avec les environnements possibles y € ).
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Pour pouvoir parler d’une énergie potentielle sur X, il faut dans un premier temps considérer
la mesure d’équilibre vg sur Q, puis définir ’énergie d'une conformation x par rapport a la densité

de probabilité de la loi marginale de vg sur X. Plus précisément, en introduisant la projection :

& Q - X
g=(zy) — =

on définit la marginale yg( = ¢vg de vg sur X, puis Uy : X — R solution (définie & une constante

additive prés) de ’équation :

1 dv¥
Uy 2 -3 1og(d—j) + Cte (2.6)
et qui vérifie donc :
—ﬁUX
x_ €777
dvg = Zg') T

La fonction UE‘ est habituellement appelée énergie libre et nous noterons ici qu’elle est un
objet complexe, qui dépend de la distribution v (elle a donc un sens statistique) et du parameétre

5. Notons par ailleurs que son calcul passe par un processus d’intégration puisque l'on a :
e=BUs (@) = / e V@Y dy + Cte (2.7)
y

Remarque 8. On pourra se reporter & [43] pour une présentation des techniques actuelles de
calcul de l’énergie libre dans le cas présenté ici et dans celui plus général ou & : @ — R™ code un
certain nombre de variables structurant la dynamique, souvent appelées coordonnées de réactions
(voir Chapitre 2 §2.3.1).

Un exemple trés simple permet d’illustrer les liens entre le potentiel V' et ’énergie libre Ué\( ,

celui ou le potentiel V' s’écrit sous la forme :

ly — ¢(@)?

V(x7y)::‘/X($)AF 202($)

avec V¥ : X - R, (: X = Yeto: X — Ry. A toute conformation z est associé un environ-
nement optimal y = ((z) tel que les potentiels V et V¥ coincident. Par ailleurs, 1’éloignement
de l'environnement y par rapport & sa valeur optimale induit un écart quadratique entre les deux
potentiels V et V. Enfin le terme o?(x) agit sur la singularité de 'optimum. Nous avons ainsi
pour tout x € X que :
V¥ () = inf V(z,y) = V(z,((x))
yey

Dans ce cas, la loi conditionnelle vg(dy|x) de y sachant = sous vg correspond & une gaussienne
de moyenne ((z) et de variance o(x). Un calcul direct partant de donne :
Te

Ug (x) =V*(x) - 28

log(a?(x)) + Cte(B)

Ceci nous montre que lorsque 37! — 0 (température nulle), on a que U = V¥ + Cte : c’est-
a-dire que UZ correspond, a une constante additive prés, au minimum du potentiel V & x fixé.
Cependant, & 37! > 0 fixé (température non-nulle), le terme n. log(c?(z))/28 vient déformer le
profil de ’énergie libre & température nulle par un terme qui dépend de fagon croissante de la va-

riance de la loi conditionnelle v (dy|z). Plus la variance o (z) est élevée, plus la loi conditionnelle
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de y sachant x est "é¢talée" autour de 'optimum (i.e. plus il existe d’environnements compatibles
avec la conformation x), et plus 'énergie libre décroit. Le terme n. log(c?(x))/2 peut ainsi s’in-
terpréter comme un terme d’entropie de la loi conditionnelle venant contrebalancer la valeur de
V¥ dans le calcul de I’énergie libre.

Etats métastables et équilibres locaux

Dans "approximation donnée par la dynamique de Langevin suramortie, nous avons donc que :
dgy = =V, Vdt ++/2/8dW,

Dans ce cas, le comportement du systéme & basse température est lié a la dynamique de circu-
lation, dans le paysage d’énergie décrit par le potentiel V', entre des états métastables au voisinage
de minimums locaux de V. La dynamique s’équilibre localement au niveau de ces minimums avant
d’en sortir & proximité de points selles, et ce au bout d’un temps dépendant de la barriére d’énergie

qui sépare deux états métastables communicants.

Comme nous 'avons vu, le comportement de = est plutot lié a 'énergie libre Ug , indirectement
liée au potentiel V' via la loi conditionnelle vz(dy|z). Ce lien dynamique peut se comprendre dans le
cas ou la dynamique sur y s’équilibre beaucoup plus rapidement que celle de z. En effet, considérons

la dynamique précédente qui s’écrit :

dﬂft = —thV(xt, yt)dt + \/ Q/B thX
dyy = =V, V(g y)dt +/2/BdWY

Essayons alors de remplacer la loi de y; par la loi conditionnelle vg(dy:|x:) de y; sachant x;
sous vg, et correspondant & un équilibre local & x; fixé. Intégrons alors, dans ’équation sur x,
le gradient V.,V (xt,y:) par rapport a y; selon cette loi conditionnelle. Ceci donne la nouvelle

équation :

dry = — (/y Vx,,V(xt,yt)V,B(dytmt)> dt +/2/8 W

et puisque 1) donne VUEC(I}) = fy V. V (e, y¢)vg(dye|ze), on tire une nouvelle équation pour
x; qui ne dépend que de I’énergie libre :

dzy = =V, Ug dt + /2/BdW;* (2.8)

C’est une nouvelle dynamique de Langevin suramortie dans laquelle le potentiel V' a été rem-
placé par l’énergie libre (qui n’intervient que par son gradient, et demeure donc insensible au
choix d’une constante additive). L’analyse sur les états métastables doit étre alors transposée du

potentiel V' & I’énergie libre U, [f .

Les états métastables s’organisent de fagon hiérarchique et font classiquement apparaitre plu-
sieurs ordres de grandeurs caractéristiques en fonction de I'importance des barriéres de potentiel
a franchir (voir Fig. et [22])
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structural
fluctuations

Conformational coordinate

FIGURE 2.1 — Représentation d’une trajectoire de simulation de DM dans le repére de ses coordon-
nées de réactions mettant en évidence des bassins conformationnels et minimums d’énergie libre
[22].

L’espace conformationnel X correspondant peut finalement étre interprété du point de vue
physique comme le paysage énergétique pouvant étre balayé par la protéine, lequel est décrit par
la mesure d’équilibre Vg . La définition d’une conformation stable se traduit ainsi par un phénoméne
d’équilibration du systéme au niveau d’un minium local de ’énergie libre de la protéine. Puis, si
o € X est une conformation stable, on peut alors définir un bassin conformationnel centré en xg

comme étant un voisinage de ce minimum local d’énergie libre U BX .

2.2 Modélisation par une EDS

A partir d’une trajectoire de simulation de DM, une premiére étape dans la modélisation
consiste & retrouver une notion de température, laquelle correspond intuitivement aux variations
quadratiques du processus. Nous rappelons ici la définition de cette notion, ainsi que quelques
propriétés. Nous montrons en particulier comment celles-ci peuvent étre employées afin d’estimer
le coefficient de diffusion D d’un processus & partir d’une trajectoire observée. Espérant raison-
nablement pouvoir faire correspondre les données observées & une dynamique stochastique, on se
propose d’étudier dans un premier temps le profil des variations quadratiques associées & une EDS,

puis dans un second temps de comparer la situation vis-a-vis des données.

On se place dans le cas d’un processus X = (X;);>0 solution d’une EDS. Plus formellement,
nous considérons que nous disposons d’un espace de probabilité filtré (Q, F, (F;)i>0,P), sur le-
quel on dispose d'un (F;)-mouvement brownien standard B = (By);>o a valeurs dans R On

considérera que X est solution de 'EDS :

ot f : R = R? et 0 : R? — My(R) sont deux fonctions bornées globalement lipschitziennes.

Pour simplifier, on considérera souvent le cas ou :

o=ocl; avec c>0 (1bis)
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Rappelons également que ’on considére en pratique un échantillonnage de ce processus continu,
observé au pas de temps At, pour un total de N conformations observées de sorte a définir la
matrice de My v (R) notée X = (2;)1<i<n, avec z; € R4, telle que pour tout i € [1, N] :

€Tr; = X(i—l)At (210)

2.2.1 Variation quadratique

Version continue

Définition 1. (Variation quadratique) Soit X = (X;);>0 un processus a valeurs dans R%. On
dit que X admet une variation quadratique s’il existe un processus stochastique (X) = ({(X)i)i>0
tel que pour tout t > 0 et pour toute suite de subdivisions (t, ...,t’;(n)) de Uintervalle [0,t], ou

(kn)n est une suite strictement croissante de N dans N*, et dont le pas A, = sup |t} — 17|
0<i<k(n)—1
tend vers 0 lorsque n — oo, on ait la convergence en probabilité suivante :

k(n)—1
(X)¢ = lim Z; X e, e — Xl (2.11)

ot a A b =min(a,b). L’appellation variation quadratique associée au processus X désigne alors le
processus (X).

Remarque 9. On peut notamment montrer que toute martingale continue bornée admet une

variation quadratique aussi appelée crochet de la martingale [15, |27].

Proposition 1. (Crochet comme variation quadratique) Soit X = (X;);>0 un processus
valeurs dans R? vérifiant (2.9). Alors, X admet une variation quadratique (X) vérifiant :

t
(= [ o) s
En particulier, on a dans le cas o = ol que :

(X); =Dt ou D =do* (2.12)

Version discréte

Nous montrons ici comment les coefficients de diffusions D peuvent étre estimés a ’aide d’une

version discréte des variations quadratiques appliquées & des trajectoires de simulation de DM.

Définition 2. (Variation quadratique - version discréte) Soit X = (z;)1<i<n construite
selon (2.10). Pour un entier i < N, on appelle variation quadratique associée ¢ X jusqu’a i, et on

note (X); la quantité suivante :

i—1
(X)i =D llwrsr — el
k=1

L’écriture (2.12)) nous invite alors a estimer le coefficient de diffusion de la fagon suivante :

Définition 3. (Coefficient de diffusion - version discréte) Soit X = (x;)1<i<n construite
selon (2.10). On appelle coefficient de diffusion discret la quantité :

D= %<X>N
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3-Wells trajectory

5s Quadratic variations for 3-wells trajectory
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FIGURE 2.2 — Gauche : Trajectoire issue du modéle des trois puits, 7' = 100 ns, At =4 ps, § = 0.5

nm?ns~!; Droite : Tracé de (At),, — (X™),,/T}, pour la trajectoire issue des 3 puits.

N N—-1
ot (X)n = >y lorgr — 2.

Remarque 10. En plus de ne pas garantir une estimation satisfaisante du coefficient de diffusion
du fait d’un pas d’observation At potentiellement trop grossier, le calcul de D, reposant sur la
Proposition [1, suppose la validité d’un modele d’EDS associé aux données, qui plus est valable
l’échelle de temps considérée. Nous verrons dans ce qui suit que cela n’est pas évident, et nécessite
quelques précautions.

2.2.2 Variations quadratiques d’une EDS

Nous considérons le phénoméne de convergence de la variation quadratique vers le coefficient
de diffusion comme caractéristique d’'une EDS, et souhaitons comparer ce profil avec celui
observé sur des données. Pour observer cette convergence, considérons X = (x;)1<;<n construite
selon (2.10). On définit pour m € N* la matrice échantillonnée au pas A, = [N/m] notée X™,
et dont le pas temporel correspondant est noté (At),, = |T,,/m|, avec T,,, = |[N/m|m x At. On
calcule alors la quantité suivante pour différentes valeurs de m :

m—1
(XM= ) llafly — 2|l
k=1

Considérons une EDS simulée sur le paysage des trois puits tiré de (voir Annexe A.1.1)
avec les valeurs 7 = 100 ns, = 0.5 nm?-ns™!, At = 4 ps, pour un total de N = 25000 points. La
Fig. présente alors le tracé de (X™),,/T,, pour différentes valeurs de (At),,.

Lorsque (At),, — 0, on retrouve le phénomeéne de convergence vers le coefficient de diffusion
attendu correspondant au processus continu, & savoir D = 2df = 2 nm?ns~!. Lorsque (At),,
croit : on quitte le comportement brownien, et la décroissance traduit les effets de la dérive qui
apparaissent. En effet, la trajectoire étant désormais contrainte par les puits, la taille des sauts

quadratiques n’est plus linéaire en (At),,, mais converge vers une valeur constante. Par conséquent,
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lorsque (At),, — 00, le calcul des variations quadratiques consiste & sommer un nombre décroissant
de sauts, ce qui, combiné a la taille constante de ces derniers, fait bien décroitre les variations

quadratiques.

2.2.3 Variations quadratiques d’une trajectoire de simulation de la dy-
namique moléculaire

Nous nous proposons alors d’effectuer le précédent calcul de variations quadratiques & partir

des données de simulation de DM dont nous disposons.

Remarque 11. Comme nous le verrons plus tard (Chapitre 3), lalgorithme de segmentation
des trajectoires de simulations de DM que nous présenterons utilisera les différents coefficients de

diffusion D estimés ici, en guise d’input.

Application 8 VKORC1

Deux répliques d’une durée T' = 100 ps ont été simulées avec des vitesses initiales différentes au
pas (At)sim = 2 fs, et échantillonnées au pas At = 20 fs pour un total de N = 5000 conformations
observées. Pour la conformation initiale a été choisie la derniére conformation de la Trajectoire 1
de VKORC1 (1 ps échantillonnée toutes les 5 ps, voir Annexe §A.1.2), par rapport a laquelle les
données ont été recalées. Pour ces deux répliques, seuls les atomes de C,, 9 & 151 ont été conservés :
on a ici n = 143, et d = 429.

Apreés calcul d'une ACP en deux dimensions effectuée a partir de la Trajectoire 1, nous projetons

les deux répliques sur ces mémes axes, puis nous en calculons les variations quadratiques associées

(voir Fig. [2.3)).

VKOR 100 ps repli ( ing step 20 fs) 1400 Coeff D, replicas study for VKOR

—&— 1st replica
> —&— 2nd replica
1200 e —e—average |
1000 - ;/
4

800 -

Estimated D

600 -

. . . . . . 0 .
-4 13 12 11 -10 9 -8 -7 i 10° 10* 1073 1072 107!
@an,

FIGURE 2.3 — Gauche : répliques de VKORC1 (C,, 9-151) de 100 ps/20 fs, recalées par rapport a
leur conformation initiale, et projetées sur les axes de '’ACP 2D de la trajectoire longue (Trajectoire
1). Bleu : réplique 1 ; Rouge : réplique 2. Droite : Estimation du coefficient de diffusion D : (At),, —
(X™) /Ty & partir de la variation quadratique.

Nous remarquons alors que 1’on retrouve le méme phénomeéne de décroissance lorsque (At),,, —
oo. En revanche, au lieu d’observer la convergence vers le coefficient de diffusion, on constate plu-
tot la présence d’un optimum, que nous noterons (At)*, en-dega duquel on constate un régime de

décroissance des variations quadratiques. Pour (At),, > (At)*, par analogie avec le phénoméne
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observé sur les trois puits, nous pouvons supposer la présence d’'un terme de dérive, et donc suppo-
ser que la trajectoire puisse étre décrite par une EDS faisant intervenir un terme de gradient, ainsi
qu’un bruit 1ié & la température. Nous comprenons alors que le calcul des variations quadratiques
pour le pas (At)* correspond a la plus fine estimation accessible du coefficient de diffusion & partir
de ces données : en deca, le régime EDS n’est plus valable. Ici, on identifie alors un pas temporel

pivot (At)Ikorer = 1 ps, auquel correspond une diffusion estimée Dykorci = 1000 nm?-ns~1.

Que se passe-t-il alors pour (At),, < (At)*? On considérera que pour cette plage temporelle,
la trajectoire puisse étre décrite par une fonction déterministe de classe C'. En effet, rappelons
que les données globales sont générées de maniére déterministe via l'intégration des équations
hamiltoniennes, et que par conséquent il est vraisemblable que la dynamique restreinte au sys-
téme d’intérét corresponde, pour des pas de temps trés faibles, & une fonction lisse. D’autre part,
I’hypothése est cohérente du fait que pour toute fonction f € C'([0,7],R), en subdivisant [0, 7]
avec un pas T/m olt m est un entier positif on obtient facilement de par la majoration donnée par

Cauchy-Schwarz :

(P — F(E)? < ( /

m
Vi

si bien que lorsque m — oo :

1= 17

T () — fE) < m (f'(t)%dt — 0

k=0
Simulons alors une nouvelle réplique, cette fois-ci d’une durée de 10 ps mais échantillonnée

toutes les 2 fs. Si la trajectoire peut d’un point de vue macroscopique présenter un caractére
diffusif (voir Fig. gauche), on constate en revanche ’émergence d’un comportement plus lisse
au fur et & mesure que 'observateur adopte un point de vue microscopique (voir Fig. droite) :
a une telle échelle, il semble en effet qu'une notion de tangente émerge, nous invitant a interpréter

le processus comme 'approximation d’une fonction lisse.

En résumé, s’intéresser aux variations quadratiques nous a permis de montrer qu’il était pos-
sible de considérer la trajectoire observée avec différents points de vues selon le pas de temps
d’échantillonnage choisi (At),,. On pourra voir la trajectoire comme étant la solution d’une EDS,
ou bien celle d’'une EDO déterministe, selon que le pas d’échantillonnage utilisé soit supérieur ou

inférieur a la valeur (At)*.

Application a KIT avec KID

Trois répliques de T = 100 ps ont été simulées avec des vitesses initiales différentes au pas
(At)sim = 2 fs, et échantillonnées au pas At = 20 fs pour un total de N = 5000 conformations
observées. Toutes trois ont pour conformation initiale la derniére conformation de la Trajectoire
KIT+KID (2 ps pour la protéine KIT intégrale avec le domaine KID, voir Annexe §A.1.2), par
rapport a laquelle elles ont été recalées. Pour ces trois répliques, seuls les atomes de C, ont été

conservés : on a ici n = 400, et d = 1200.

Apres calcul d’une ACP en deux dimensions effectuée a partir de la Trajectoire KIT+KID (2
ps échantillonnée toutes les 10 ps), nous projetons les trois répliques sur ces mémes axes, puis nous

en calculons les variations quadratiques associées (voir Fig. [2.5)).
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FIGURE 2.4 — ACP en dimension 2 d’une trajectoire de VKORC1 (T' = 10 ps et At = 2 fs)
recalée par rapport a sa conformation initiale. Aspects aléatoire (gauche) et C! (droite) perceptibles
suivant le pas temporel d’observation.
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FIGURE 2.5 — Gauche : répliques de KIT avec KID (atomes C,, 100 ps / 20 fs) recalées par rapport
a leur conformation initiale, et projetées sur les axes de '’ACP 2D de la trajectoire longue. Bleu :
réplique 1; Rouge : réplique 2; Vert : réplique 3; Droite : Estimation du coefficient de diffusion
D : (At)y — (X™),, /T, & partir de la variation quadratique.

On identifie alors un pas temporel pivot (At)gyr,xp = 1 ps, auquel correspond une diffusion

estimée Dkrryxmp = 900 nm?2-ns— .

Application a KID seul

On effectue les mémes calculs, mais cette fois-ci appliqués au domaine KID seul. Pour ce faire,
on restreint les trois répliques précédentes aux résidus 143 a 222 (on a alors n = 80 et d = 240),
puis on effectue de méme les opérations de recalage par rapport a la conformation initiale, d’ACP

et de calcul des variations quadratiques. Nous obtenons alors les résultats suivants (voir Fig. [2.6]).
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FIGURE 2.6 — Répliques de KID seul (C,, 100 ps/20 fs) recalées par rapport a leur conformation
initiale, et projetées sur les axes de ’ACP 2D de la trajectoire longue. Bleu : réplique 1; Rouge : ré-
plique 2; Vert : réplique 3. Droite : Estimation du coefficient de diffusion D : (At),, — (X™) /T,
a partir de la variation quadratique.

On identifie alors un pas temporel pivot (At)jp = 1 ps, auquel correspond une diffusion

estimée Dgip = 1000 nm?-ns—!.

Application & KD avec KID

On effectue les mémes calculs, mais cette fois-ci appliqués au domaine KD (i.e. KIT sans le
domaine JMR) avec KID. Pour ce faire, on restreint les trois répliques de KIT avec KID aux
résidus 35 & 369 (on a alors n = 335 et d = 1005), puis on effectue de méme les opérations de
recalage par rapport a la conformation initiale, d’ACP sur les axes de la trajectoire KD-+KID
longue, et de calcul des variations quadratiques. Nous obtenons alors les résultats suivants (voir

Fig. .

KD+KID Ca-replicas of 100 ps/20 fs projected on lond traj 2D-PCA axis Quadratic variations for KD+KID replicas
T T T T T T T T T h : :

700
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FIGURE 2.7 — Répliques de KD avec KID (C,,, 100 ps/20 fs) recalées par rapport a leur confor-
mation initiale, et projetées sur les axes de PACP 2D de la trajectoire longue. Bleu : ré-
plique 1; Rouge : réplique 2; Vert : réplique 3. Droite : Estimation du coefficient de diffusion
D : (At)y — (X™) /T & partir de la variation quadratique

On identifie alors un pas temporel pivot (At)jp. ki = 1 ps, auquel correspond une diffusion
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estimée DKD+KID = 750 nm?-ns—!.

Application 4 KD seul

On effectue enfin les mémes calculs, mais cette fois-ci appliqués au domaine KD seul. Pour ce
faire, on restreint les trois répliques de KIT avec KID aux résidus 35 a 142 puis 223 a 369 (on a
alors n = 255 et d = 765), puis on effectue de méme les opérations de recalage par rapport a la
conformation initiale, d’ACP sur les axes de la trajectoire KD longue, et de calcul des variations
quadratiques. Nous obtenons alors les résultats suivants (voir Fig. .

KD only Ca-replicas of 100 ps/20 fs projected on lond traj 2D-PCA axis Quadratic variations for KD only replicas
=205 [ T T T T T T T T

1000

b 900 F

215k 800

| 700
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-2251
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o . . .
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FIGURE 2.8 — Répliques de KD (C,,, 100 ps/20 fs) recalées par rapport a leur conformation initiale,
et projetées sur les axes de ’ACP 2D de la trajectoire longue. Bleu : réplique 1; Rouge : réplique
2; Vert : réplique 3. Droite : Estimation du coefficient de diffusion D : (At),, — (X™) /T &
partir de la variation quadratique.

On identifie alors un pas temporel pivot (At)%p = 1 ps, auquel correspond une diffusion estimée
Dkp = 900 nm?-ns~ 1.
Résumé

Le tableau suivant présente les valeurs identifiées des coefficients de diffusion et des pas de

temps pivot pour les différentes molécules étudiées.

D (nmZmns~1) [ (At)* (ps)
VKORCI (Traj. 1) 1000 1
VKORCI (Traj. 2) 1000 1
KIT+KID 900 1
KID 1000 1
KD-+KID 750 1
KD 900 1

TABLEAU 2.1 — Valeurs de D et (At)* pour VKORC1, KIT+KID, KID, KD+KID et KD.
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2.3 Modélisation par chaine de Markov

Rappelons que si les modéles markoviens, comme les MSM, offrent un point de vue statistique
a l’étude, celui-ci ne se justifie pleinement que lorsqu’un nombre suffisant de retours au sein des
puits est observé. Cela n’est possible qu’a des échelles de temps nettement supérieures aux durées
des trajectoires simulées (de l'ordre de la ms, voire de la s). A cet obstacle prés, ce type d’approche
permettrait néanmoins d’envisager divers tests statistiques destinés & quantifier la profondeur des

puits, ou encore a caractériser le passage d’un puits & un autre, et a ce titre, mérite notre attention.

Nous allons dans un premier temps définir une dynamique artificielle sur les données, via la
construction d’une chaine de Markov homogéne ; un résultat de convergence nous permettra, dans
certains cas, de considérer la chaine ainsi construite comme la discrétisation du phénomeéne continu
sous-jacent. Cela nous permettra alors d’envisager une méthode de re-simulation du processus
observé par la chaine discréte : nous verrons qu'un certain nombre de réglages seront nécessaires
de maniére & créer une nouvelle trajectoire en cohérence avec I’observation. Cette derniére revisitera
les états observés mais dans un ordre différent, et on l'interprétera comme une nouvelle réalisation

du processus que nous aurions pu observer.

2.3.1 Construction du modéle

Chaine de Markov

Soit X = (z;)1<i<n construite selon (2.10), pour laquelle on note Xn = {z1,...,xn} l'espace
conformationnel visité. Pour toutes conformations z,y € Xy, on peut définir WX~ pour un € > 0

par :

o2
W) & o - )
€

De cette fagon, I’espace conformationnel visité Xy peut étre considéré comme un graphe plongé
dans X = R?, et pondéré par WX~ . On peut alors définir la matrice de transition associée a € > 0,

dont chaque ligne constitue une loi de probabilité discréte sur le graphe. On a pour tous z,y € Xy :
W (z,y)

PY(x,y) £
ZZEXN WEXN (ZE, Z)

On considére enfin le processus X, a temps discret sur N, et & espace discret sur X régi par

cette matrice de transition. Pour tout £ € N, on a ainsi que :
PIX (k) = y[ XY (k= 1) = 2] = P[X) (1) = y|X (0) = 2] = P} (2, )
Remarque 12. La question du choix de € sera traitée au paragraphe 2.3.2.
Remarque 13. Le choir de la fonction décroissante dans la construction de WXN n’influera pas
sur la procédure de re-simulation, car a € petit, seul le développement de Taylor nous importe.
Constatons que 'on peut, & partir des données, construire toute une famille de chaines de
Markov & partir des (PY).~¢. En particulier, nous avons le :

Lemme 1. Soit (z;)1<i<n dans RY, et soit PN construite comme précédemment. Alors, pour tout
couple x,y € Xy :
Py — 6
€ (x7y) 0 Yy
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Démonstration. En effet, on a pour tout y # z, on a PN (z,y)/PN(z,z) = e~ llo—yll*/2e 0, ce

qui donne immeédiatement le résultat. U

Ce lemme nous montre en particulier que lorsque € — 0, la chaine de Markov se fige, mais que

dés lors que € devient > 0, on engendre une dynamique sur les données.

Variables lentes

De maniére & simplifier le suivi du processus, nous proposons de le considérer non plus comme
a valeur dans I’espace R?, mais de le voir & travers les valeurs qu’une fonction ¢ : X — R renvoie.
Dans le cas d’un espace conformationnel visité X, on considérera simplement la restriction de ¢
a cet espace. On se propose alors, & partir de la chaine de Markov construite précédemment, de
considérer le nouveau processus, toujours a temps et espace discrets, cette fois-ci de N dans R : le
processus (¢(XY(k)))ren-

En se basant sur le lemme précédent, il est légitime pour un e fixé de caractériser le com-
portement de la chaine Xiv construite, en comparant la variation de la chaine, partant d’une
conformation de départ z, en une unité de temps 1, a la valeur de e. Finalement, on s’intéresse

pour tout z € X'y a la quantité :
(Be)(w) = T (Bufa(XY ()] - a(a))

Or, nous avons que :

E.lgXY (1) = > PN(z,p)a(y) = (PYq)(x)
YyEXN

Par conséquent :

(Bea)(w) = <

(LX) (V)] ~ g(@) = - (P - Da(x)

Dans le cas ol le processus (XY (k))gen fait l'objet de captures successives dans différents
puits d’une durée significative a ’échelle de la durée totale d’observation, on cherchera une fonc-
tion ¢ permettant de rendre compte de cette équilibration en temps long : on parlera alors de
variable lente, ou encore de coordonnée de réaction. Cette variable sera ainsi telle qu’elle encodera
le comportement du processus sous-jacent.

L’identification de variables lentes constitue donc un moyen efficace pour résumer la dynamique
d’un systéme a travers un nombre restreint de variables, lesquelles rendent compte des phénoménes
d’équilibration du processus, mais permettent également de réduire la dimension d’un probléme
|56l [23]. Ces variables correspondent & des fonctions propres du générateur infinitésimal associé
au processus continu, formant ainsi une diffusion map qui offre une représentation du processus
en basse dimension. Dans un cas discret, elles peuvent étre approximées & partir des données
empiriques par le calcul des vecteurs propres associés au laplacien de la chaine de Markov construite

comme précédemment.

Remarque 14. Dans toute la suite, nous considérerons les quantités discrétes comme des restric-

tions des quantités continues & l’espace conformationnel visité Xn. En effet, une étude approfondie,
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sortant du cadre de ce manuscrit, a ét€ menée concernant la convergence des différents objets évo-
qués lorsque N — oo [49]. Nous nous contentons ici de résumer les versions discréte et continue

de chacun d’entre eux au sein du tableau suivant :

Discret | Continu
Espace Xn X
Similarite | WY We
Noyau pY P

TABLEAU 2.2 — Correspondance continu-discret

Soit donc P : X2 — [0, 1] la matrice de transition associée a la chaine de Markov irréductible
et réversible construite sur les données empiriques et p son unique mesure invariante. Pour f, g :
X — R, on définit le produit scalaire (f,g), = > . c f(z)g(z)u(z). En considérant le laplacien
de la chaine L £ PY —1, et utilisant la réversibilité de la chaine (u(z)PYN (x,y) = u(y)PN (y,z)),
on montre que :

(LS Pu=y 3 w@PN @ y)(f() - f)? 2 0. (213)
z,yeX

Les valeurs propres de L sont donc positives, et donc celles de PV comprises dans l'intervalle
[—1, 1]. Nous voyons que la valeur propre 1 de P¥ est associée a la fonction constante. La recherche
de variables lentes revient donc & l'identification des fonctions propres f € (R1)* minimisant le
"cout" , c’est-a-dire des fonctions propres associées aux plus petites valeurs propres non-

nulles de L, i.e. aux valeurs propres de PY les plus proches de 1 par valeurs négatives.

En effet, soit f € (R1)* une fonction propre de PY de valeur propre A € [—1,1[. Nous
caractérisons la "lenteur" de la variable f & travers la variance de son estimateur empirique fN =
+ Yo<ken f(Xi) (on sait par ailleurs que E,[fx] = 0). On s’intéresse ainsi a la quantité :

1

Var[fn] = Nz Z E.lf (Xe) f(X0)]
0<k,I<N
Par stationnarité, on a que :
. 1 2 1 1 _
Varlfn] = GIfI5 + 3z MZKNEH[f(Xo)f(Xl_k)] = S IFI5+ 5z @O f)

En posant Sy = g 4+2)chen %(Py)k, on a que :

Var(f) = 3-(Sw /. D)

Mais alors, on peut écrire que :

Snf= <1+2 > NN_kAk)f

0<k<N
A
- AN 1
N (1+21>\>f+0( /N)

En supposant alors que (f, f), = 1 (i.e.Var[f] = E,[f?] = 1), on a que :

5 (14X
Var[fn] el d1ag<1_)\>
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Ayant alors que <% — 400, nous comprenons que plus la valeur propre A de f est proche

1—u
u—1-
de 1, plus la variance de l'estimateur associé est grande (équilibration lente). On retrouve par la
que les variables lentes correspondent & des fonctions propres dont les valeurs propres sont proches

de 1.

Processus sous-jacent

Si I’étude du générateur infinitésimal du processus sous-jacent constitue un point clé dans
I'identification des variables lentes, nous nous y intéressons ici non pas dans le cadre des objectifs
de Coifman et al. cités précédemment, mais dans le but de caractériser le processus sous-jacent a
la chaine de Markov discréte introduite. Le passage du discret au continu correspond aux passages

a la limite suivants :
{ N — (espace continu)

e—0 (temps continu)

Si le premier passage a la limite a été évoqué précédemment, reste a étudier la quantité suivante :

Oq(x,t) — lim [Pe -1
ot e—0 €

lq(z)
On a alors la :

Proposition 2. Supposons que la loi sous-jacente s’écrive sous la forme suivante (distribution de

m):ZleeXp<_Uéx>)

ot 0 > 0 est un parameétre de température. Alors, la dynamique créée a partir des données fournit

Mazwell-Boltzmann) :

que pour tout x € X :

lim [Pe -1

e—0 €

la(z) = (Loq) ()

ot Ly est Uopérateur de Fokker-Planck rétrograde (backward) défini par :

~ Ag(z) 1
= 200 (Ve(a), VU @)

(Lvq) ()

et dont la loi stationnaire est donnée, pour tout x € X, par :

uoc<x)=219exP(_2U<;>>

Démonstration. Voir Annexe §A.3.1 O

On constate donc qu’en supposant que les données soient issues d’une distribution de type
Maxwell-Boltzmann, on parvient quasiment & retrouver la loi sous-jacente & la limite, a un facteur

de température prés.

2.3.2 Meéthode de re-simulation

La constatation précédente nous invite a envisager une procédure de re-simulation du proces-
sus sous-jacent par la chaine de Markov discréte sur les données observées : nous avons en effet

dans I'idée que pour N grand, la Proposition [2| garantisse, & un facteur de température prés, la
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reconstruction de la bonne loi stationnaire. En mettant en place une telle méthode, nous serions en

mesure en générer rapidement d’autres trajectoires dans le méme paysage conformationnel local.

Nous venons de voir que la loi limite construite a partir des données s’approchait de la loi
stationnaire sous-jacente, et ce par I'intermédiaire d’un opérateur de Fokker-Planck correspondant
a une dynamique bien précise. En effet, le générateur infinitésimal du processus limite s’écrit :

_ Aqg(z)

(‘COOQ)(:U) - 2 -

(Vg(z), VU (z))

S

et correspond a ’EDS suivante :
1
dX>* = —§VU(Xt°°)dt +dbB;

Nous comprenons donc que la procédure de re-simulation ne sera pertinente que pour des
données issues d’une EDS de ce type, c’est-a-dire, des équations de Langevin suramorties évoquées
précédemment (voir Chapitre 2 §2.1.3). En partant d’une telle équation, nous serons ainsi certains

que 'opérateur limite aura une réalité physique, ainsi que les variables lentes qui en découleront.

Définition-Proposition 1. (dynamique de Langevin) Soit X; la conformation dans laquelle
se trouwve la protéine a Uinstant t. On dit que la dynamique de ce systéme est de Langevin si l'on

a

dX, = —VU(X,)dt +V/20dB,

Par ailleurs, la mesure d’équilibre associée est la distribution de Mazwell-Boltzmann suivante :

() = - exp ( U(j))

Démonstration. Déja vu (voir Chapitre 2 §2.1.3). O

Par conséquent, lorsque la dynamique est de type Langevin, nous pouvons espérer construire
une re-simulation cohérente avec la dynamique sous-jacente des données observées. L’EDS limite

construite est la suivante :

1
dX° = —§VU(Xf°)dt +dbB;
Et on remarque qu’en faisant le changement de variable ¢ < ¢/6 :
dX° = —VU(X®)dt +vV6dB,

L’opérateur rétrograde est alors le suivant :

(£-ca)() = §8a(w) ~ (Va(z), VU (2))
=0(Looq)(z)

On retrouve ainsi, tant dans ’expression des EDS que des générateurs infinitésimaux, le pro-

bléme de température évoqué précédemment.
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Correspondance discret-continu

Notons (X )ren la chaine de Markov construite & partir de la matrice PY. Nous cherchons a
préciser le pas de temps physique auquel correspond un pas € de la chaine de Markov qui simule la
dynamique créée a partir des données en prenant en compte le changement de variable temporel.
D’une part on a que :

E[¢(X)Xg = 2] —q(z) = (P} — 1)d(x)
[(Pe = Dgl(=)

e(Looq)(x)

Q

Q

D’autre part, il existe un pas de temps At tel que :

E[q(X)Xg = 2] - q(a) = E[¢(X3)|X5° = ] — ()

~ At(Loog)(x)
~ Atf(Looq)(2)

Par identification, nous en déduisons que :

e~ OAL

Par conséquent, un pas de temps € de la chaine discréte correspond a un pas de temps At = €/6
de la dynamique de (X{°)y>o. Pour tout k € N :

N _ voo
Xie = Xpx s

Par ailleurs, nous pouvons a l'aide de ce pas temporel déterminer le nombre d’itérations né-
cessaires a la re-simulation d’une plage temporelle de la bonne durée : en effet, si le processus est
observé pendant un intervalle de temps [0, 7], alors le nombre d’itérations K de la re-simulation
discréte par la chaine (XI)ien correspondant & un intervalle de temps équivalent devra vérifier
la relation :

0

KS=T je K=T-2
0 €

Nous allons illustrer ce probléme de température a 1’aide du modéle des trois puits. On simule
alors un échantillon de N observations en partant d’un point o € R? choisi dans le domaine
contenant les puits et d’un pas temporel de simulation (At)gy, selon la récurrence suivante. Pour
tout ¢ :

Tip1 = T — VU () (A)sim +v/ 20(At)gim X 14

o n; est tirée suivant A (Ogz,I5). On obtient donc une matrice d’observations X, & partir de
laquelle on édifie, pour une valeur ¢, une matrice de transition PY, & laquelle on fait correspondre
une marche discréte de re-simulation XN,

D’une part, le nombre K d’itérations a effectuer pour re-simuler une durée d’observation T'
doit étre tel que K = T0/e : ainsi on re-simule bien la bonne durée d’observation. D’autre part,
chaque pas de la marche ainsi créée correspondant a un temps physique (At)yesim = €/6, on veillera
A construire au préalable la matrice PY avec un paramétre ¢ = 0(At)gm : de cette facon on aura

bien (At)resim = (At)sim, et donc Péchantillonnage temporel sera le méme (N = K).



2.3. MODELISATION PAR CHAINE DE MARKOV 47

Voici I'algorithme correspondant :

Algorithm 1 Re-simulation : les trois puits

Entrée Fonction d’énergie U,
- Choix des paramétres ¢ et 0
- Choix de T', N et calcul de At =T/N
- Choix de zg et construction de X
- Calcul de € = 0At
- Construction de W2~ et PV
- Détermination de K
- Choix d'un X}’ et simulation de la chaine X

Sortie Tracé des observations X et de la trajectoire re-simulée X~

Voici une illustration de ce que fournit I'algorithme pour les paramétres suivants : § = 0.5
nm?ns~!, T = 500 ns, N = 5000, At = 0.1 ns, ¢ = 0.05, et K = 5000.

2(%hsenration5 issues des 3 puits avec #=0.5 25 Resimulation avec #=0.5
2 2
1.5 1.5
1 1
. 0.5 . 0.5
= >
-0.5 -0.5
-1 -1
-1.5 -1.5
2 2
2.5 2.5
2 1 0 1 2 2 1 0 1 2
x (nm) x (nm)

1.

3

FIGURE 2.9 — Gauche : observations sur issues du paysage des trois puits & # = 0.5 nm?-ns~
Droite : resimulation a la méme température.

Si le processus resimulé semble bien étre de méme nature que les observations, nous constatons
néanmoins que le paysage visité est restreint. En effet, la division de la température par un facteur
2 se traduit par 'incapacité du processus & quitter un premier bassin d’énergie, alors qu’il en existe
d’autres : il est donc indispensable de corriger ce facteur de température sans quoi une partie du
paysage est inaccessible.

Re-simulation corrigée

Pour prendre en compte le phénomeéne de "refroidissement" constaté précédemment, nous
souhaitons alors construire difféeremment la matrice de transition P, de sorte que 'on ait cette

fois-ci a la limite :

lim [Pe _ I}q(m) = Aq(r) — %(VQ(:E),VU(I»

e—0 € 2
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c’est-a-dire la méme formule que précédemment, mais avec une température multipliée par un

facteur 2. Ceci est possible & I'aide du résultat suivant :

Proposition 3. (dynamique corrigée) Soit o > 0. Soit la fonction d’adjacence suivante :

. _ We(zy)
Yo,y € X, W (z,y) = (de(x))*(de(y))>

avec :

) = g [ Wl i)y

Soit le noyau de transition :

(2, y)

Yo,y € X, P\ (z,y) =
i (x)

avec :

4 (z) = / W (2, y)uly)dy
yeX

Alors, on a finalement que :

. (P Aglz) 1-a
tim [ Jg(a) = 202 120y, VU (@)
En particulier, pour « = 1/2 :
(1/2)
P =1  Ag(z) 1
tim [ gy = 21D L (9(a), YU @)
Démonstration. Voir Annexe A.3.2. O

En construisant la matrice de transition avec un parameétre o = 1/2, nous avons donc l'opéra-

teur rétrograde :
1 A 1
(P g)(x) = 24 _ L (9q(a), vU@))

Cette équation correspond a la dynamique :

SS)

i
26

Et avec le changement temporel ¢ « ¢/26, on retombe bien sur 1’équation que nous souhaitions

dx>® = 2 yu(x® a1 dB,

représenter :
dX>) = —vu (x> dt +v20dB,

et dont 'opérateur rétrograde associé est :
(£ 9) (@) = 62q(2) — (Va(x), VU (@)
= 20(£2q)(a)

Nous allons donc pouvoir re-simuler la dynamique cible a ’aide d’une chaine discréte créée

1 1
(2), dont nous notons (Xiv’(2))keN la chaine de Markov

R . . .. N,
a partir d’'une matrice de transition P.
associée. D’une part on a que :

N, (% N,($) .
E[qxN N xE = 2] - q0)

(@Y — Dl
(P — I)gl(,)
(L2 q)(2:)

%

Q
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D’autre part, il existe un pas de temps At tel que :

N3y g NG ‘ o0, (1)1 | go0r(h
E[g(XY )X = 2] — (i) ~ B[g(X3 )X = 2] — gla)
~ AHLE g) ()
~ 20AHLE) g) ()

Par identification, nous en déduisons cette fois-ci que :
€ ~ 2BAt

Dans ce cas, un pas de temps € de la chaine discréte correspond a un pas de temps At = ¢/260 de
~ oo (L
la dynamique de (X:O’(2))t20. Pour tout k € N :

N3 _ good)

ke kX o5

De méme que précédemment, on veillera & ce que d’une part la re-simulation corresponde bien
a la durée d’observation T en définissant un nombre d’itérations K par :

To

K=2—

€
D’autre part, on s’assurera que lorsqu’on simule les observations avec un pas de temps fixé
(At)sim, alors le pas de temps e la chaine discréte corresponde & un temps physique (At)resim =
(At)sim, ce qui est obtenu en construisant initialement la matrice de transition avec un e défini

par :

€ = 20At

L’algorithme est alors quasiment le méme que précédemment, mais en construisant cette fois-
ci les quantités corrigées. Signalons que pour rendre convaincante la comparaison avec la re-
simulation précédente, nous sommes partis des mémes observations (les deux algorithmes ont été

appliqués au méme jeu d’observations).

Algorithm 2 Re-simulation corrigée : les trois puits

Entrée Fonction d’énergie U,
- Choix des paramétres ¢ et 6
- Calcul de Zg et tracé de la densité de probabilité f
- Choix de T', N
- Calculs de At =T/N et e = 20At
- Choix de x( et construction de X, Wi\"(%) et Piv’(%)
- Choix de xév’(%), détermination de K et construction de XN:(2)

Sortie Tracé des observations X et de la trajectoire re-simulée X~ (z)

Voici ce que 'on obtient avec # = 0.5 nm?-ns~!, T = 500 ns, N = 5000, At = 0.1 ns, e = 0.1,
et K = 5000 :
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2?h5&r\'ati0l‘l5 issues des 3 puits avec #=0.5 5 Resimulation corrigee avec a=1/2

FIGURE 2.10 — Gauche : observations issus du paysages des trois puits 4 # = 0.5 nm?-ns~!. Droite :
resimulation corrigée avec o = 1/2.

La correction du noyau de transition permet bien de rétablir la température sous-jacente : la

re-simulation est pertinente.

2.4 Bilan : Langevin ou non Langevin ?

La validité de "approximation par un modéle de Langevin suramorti semble supportée par un
certain nombre de développements théoriques dont certains ont été abordés au Chapitre 2 §2.1.
Cependant, lorsque nous étudions non plus des trajectoires théoriques, mais des trajectoires obte-
nues en production par simulation de la dynamique moléculaire sur des macromolécules complexes
comme celles qui nous intéressent, il est légitime de s’interroger sur 'adéquation des modéles avec
les données. Si nous avons vu que 'approximation des trajectoires par une EDS était largement
supportée par notre étude sur la variation quadratique pour des trajectoires simulées aprés projec-
tion, la plupart des développements théoriques sont plus spécifiques et ne s’appuient pas seulement

sur un modéle d’EDS pour une dérive quelconque du type :
dXt = ‘LL(Xt)dt + Vv QHdBt

mais plus précisément pour une dérive pu(z) = —VU(z) associée & un potentiel U que I'on peut
assimiler a I’énergie libre (qui dépend de la température 6 mais nous ne ferons pas apparaitre ici

cette dépendance) i.e :

dX, = —VU(X,)dt + V20dB,

pour @ = kgT. Dans ce dernier cas, la densité py de la mesure invariante est donnée par py(x)

exp(—U(x)/0) si bien que la donnée de la mesure invariante permet de retrouver la dérive par :
VU (z) = 0V log(pe) (x)

Il s’agit d’un résultat bien spécifique des dynamiques de Langevin suramorties. Pour une dérive
plus générale, le lien entre la densité de la mesure invariante (en supposant qu’elle existe) et la

dérive p n’est plus univoque du fait que 'application u — p n’est pas injective.
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Pour s’en convaincre facilement, il suffit de considérer le cas des diffusions sur R? et de consi-

dérer pour o : R — R C! bornée :
pio(2) = =VU(z) + (U (2))V* U (2)

ot pour VU(x) = (u1,uz) € R?, VXU(z) = (—ug,u1) désigne la rotation du vecteur VU (z) dans
le sens direct, si bien que (VU (z), V*U(z)) = 0.

On vérifie que si L}, désigne I'adjoint du générateur infinitésimal donné ici par :
Lig 2 —div(gua) + 0Ag = L — div(ga(U)VTU)

on a :
Lipe =0

et donc py reste la densité de la mesure invariante.

En effet, nous avons que L pg = Lopg —div(pea(U)V+) avec Lops = 0 puisque py est la densité
d’équilibre de la dynamique de Langevin pour o« = 0. De plus :
div(pea(U)V*) = (Vpg + pec (U)VU, VU + ppa(U) div(VEU)

——
0

= (=1/0 +a'(U))ps (VU,V'U) =0
~—_——

=0

On a donc montré que toutes les dynamiques associées & la famille de champs de dérives
(b ) Ot méme mesure invariante. Il n’est donc pas possible a priori de s’appuyer seulement sur
la mesure invariante pour retrouver la dérive. C’est pourquoi ’approche proposée par Coifman
et al. [56, 23] ne saurait étre appliquée aveuglément dans le cas de trajectoires de dynamiques
quelconques. A ce stade, nous pouvons donc au mieux modéliser le processus sous-jacent & nos
données par un régime d’EDS sans précision sur la nature du terme de dérive u, et ce pour des
pas de temps At > (At)*.
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Chapitre 3

Algorithme de k-segmentation

Ce chapitre est dédié a la présentation d’une nouvelle méthode de segmentation des trajectoires
de dynamique moléculaire, palliant certains défauts des outils actuels (RMSD, RMSF, clustering),
et notamment la détection d’artefacts. Nous présenterons dans un premier temps la définition d’une
nouvelle quantité notée k et appelée nombre de tours, qui vise a quantifier la profondeur des puits
de maniére absolue. Par la suite, nous présenterons un algorithme permettant une segmentation
automatique des trajectoires de DM basée sur cette quantité, et nous le testerons sur des exemples

de bases, que seront le mouvement brownien et le modeéle des trois puits.

3.1 Quantification des puits et critére du nombre de tours «

Nous construisons dans cette section le critére du nombre de tours x a partir de analyse
de I’évolution en fonction du temps ¢ du rayon de la plus petite boule contenant la trajectoire
jusqu’a l'instant ¢. Nous mettons ensuite en évidence quelques propriétés remarquables de k,
concernant notamment son comportement pour une trajectoire brownienne. Nous proposerons
alors la caractérisation d’un puits par sa valeur de k, laquelle nécessite de définir les instants
d’accés et de sortie d’un puits. Enfin, nous présenterons le cas d’une trajectoire discréte, et les

quantités associées par analogie avec le cas continu.

Dans ce chapitre, nous modéliserons le signal a traiter comme la solution X = (X;);>0 d’une
EDS. Plus formellement, nous considérons un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>o0,P), sur
lequel on dispose d’un (F;)-mouvement brownien standard B = (B;);>0 & valeurs dans R%. On

considérera que X est solution de 'EDS :

ott yr: RT — R? et o : R = My(R) sont deux fonctions bornées globalement lipschitziennes.

3.1.1 Rayon maximum

N

Soit donc X = (X;)i>0 le processus a valeurs dans R? décrivant I’évolution d’un systéme
d’intérét telle que la trajectoire conformationnelle d’une protéine. La premiére caractéristique
permettant de détecter I'existence d’un équilibre local sur un segment temporel [s, ] est donnée

par le suivi de la dynamique radiale | X, — X;|| & partir d’une configuration de référence. Nous

93
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Brownian trajectory

3-Wells trajectory 15

10

y (nm})
y (nm})

x (nm) x (nm)

F1GURE 3.1 — Gauche : trajectoire issue du modéle de trois puits, T = 100ps, At = 4fs, 0 =
0.5nm?-ns~!; Droite : trajectoire brownienne, T' = 100 ps, At = 4fs; Croix rouges : conformations
initiales.

suggérons alors de suivre I’évolution du rayon mazimum associé au processus, défini de la fagon

suivante :

Définition 4. (Rayon maximum) Soit X = (X;);>0 vérifiant (3.1). Pour tous 0 < s < ¢, on

appelle rayon mazimum de X au temps t partant de s, noté Rmax(s,t), la variable aléatoire :

Rmax(sat) é Slggi(t{”XU - XSH} .

En guise d’exemple, étudions le profil de ce rayon maximum & l'aide de deux trajectoires
(observées a un pas assez fin de sorte a ce qu’elles puissent étre considérées comme continues) :
une EDS établie sur le paysage des trois puits (voir Annexe A.1.1), et une trajectoire brownienne

dans R? (voir Fig. .
dX; = —VU.(Xy)dt + odB; (trois puits)

dX; =dB; (mouvement brownien)

ou la fonction U, est tirée de , (Bt)¢>0 désigne un mouvement brownien bi-dimensionnel, et

o =20, avec § = 0.5 nm?-ns~! correspondant & la température du processus.

Au regard de la Fig. 3:2] nous comprenons qu’en présence de puits, cette variable présentera
plusieurs paliers de saturation traduisant le piégeage local du processus au sein d’un puits : le rayon
maximum cesse de croitre, et la durée du palier correspond approximativement & une réalisation
du temps de sortie du puits. A l'inverse, si le paysage énergétique ne présente aucun relief, comme
c’est le cas en présence d’'un mouvement brownien, alors ce rayon maximum n’aura de cesse de
croitre, en présentant des paliers d’'une durée de plus en plus grande. Formellement, pour un
mouvement brownien bi-dimensionnel (B;);>o et r > 0, en notant 7, = inf{t > 0 : | B|| > r},
on a que 7. est une fonction croissante de r & w € Q fixé. En effet, pour r < 7/, on a que
{t>0:||Bef]] >r} C{t>0:|B| >}, donc 7, < 7,v. Plus précisément, on a que 7, 3 00
(p-s).
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Maximum radius against time for 3-well trajectory
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FIGURE 3.2 — Haut : profil de ¢ — Ruax(0,t) dans le cas issu des trois puits; Bas : profil de
t — Rax(0,t) dans le cas brownien.

3.1.2 Définition du critére &

Jusqu’ici, juger de l'existence et de la pertinence d’équilibres locaux a la seule lecture de
I’évolution de Ry,.x est difficile. En effet, bien que la considération de R,.x enrichisse I'approche
par RMSD en ce sens qu’il est désormais possible de faire varier le point de départ, ces deux outils
a eux-seuls présentent le méme inconvénient, a savoir que constater une stagnation de Ry,.x ou de
la RMSD ne suffit pas & conclure quant a I’observation d’'un phénomeéne de stabilité significatif. Il

nous faut compléter la définition du rayon maximum afin d’obtenir un critére plus précis.

L’idée principale consiste alors & quantifier la profondeur d’un puits par le quotient de la dis-
tance parcourue par le processus pendant la durée de visite du puits s%l était un mouvement
brownien (c’est-a-dire par pure diffusion, avec u = 0), par le rayon maximum introduit précédem-
ment, i.e. la distance maximum effectivement parcourue pendant ce méme temps par le processus

contraint par le paysage énergétique (c’est-a-dire en tenant compte des effets de dérive).

Définition 5. (Critére x) Soit X = (X;)i>0 vérifiant (3.1).
1. Pour 0 < s <'t, on note £(s,t) la variable aléatoire relative & la trajectoire X prise entre

les instants s et t définie par :

s X —(X)s

, T
K(s ) Rmaxz(sat)

(3.2)

ot (X)y £ [ lo(X)||I3gdr pour u > 0 est le crochet du processus X (ici pour A =
(Aij)i<ij<d € Ma(R), [|A]|% s = Do A3 désigne le carré de la norme de Hilbert-Schmidt).

2. Dans le cas ot o =o0ly, on a :
D(t—s)

k(s t) & m

(3.3)

fou D £ og2d est le coefficient constant de diffusion du processus.
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Remarque 15. Dans la suite, nous nous placerons le plus souvent dans le cas[3 qui inclut le cas
d’une diffusion de Langevin suramortie. En effet, ce dernier cas correspond d’une part au cadre
conceptuel le plus naturel (voir Chapitre 2 §2.1.3), et d’autre part au seul cas utilisable en pratique
puisqu’il est peu réaliste de chercher a estimer le champ matriciel o. En revanche, nous avons bien

vu que l’estimation de D pouvait s’obtenir par le calcul de la variation quadratique de la trajectoire
(Xt)t>0 (voir Chapitre 2 §2.2.3).

A s > 0 fixé, une croissance linéaire de t — k(s,t) traduira donc le piégeage local au sein
d’un puits conséquence de la stagnation de Ryax (dénominateur) alors que le temps continue de
croitre linéairement (numérateur). A 'inverse, une chute brutale du nombre de tours indiquera
une sortie de puits, conséquence de I'augmentation de Ry .y faisant diminuer x aprés que cette
derniére quantité ait atteint un maximum local. Nous illustrons ces phénoménes a ’aide des deux

trajectoires évoquées précédemment (voir Fig. [3.3)).

« against time for 3-wells trajectory
T
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5 « against time for a Brownian motion
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FI1GURE 3.3 — Haut : profil de s pour la trajectoire issue des trois puits; Bas : profil de k pour la

trajectoire brownienne.

3.1.3 Propriétés de &

Nous mettons ici en évidence quelques propriétés de x, notamment son invariance par chan-
gement d’échelle (temps et espace) ainsi que quelques phénomeénes asymptotiques remarquables
dans le cas ot (Xy);>0 est un mouvement brownien (p = 0).

Invariance par changement d’échelle temps-espace

Proposition 4. (Invariance par changement d’échelle temps-espace) Soit X = (Xi)i>0 vérifiant
(3-1) et Y; le processus défini par : Yy = pXy/o, avec p,a > 0. Alors, en notant kx et Ky les
valeurs de k associées auxr processus X et'Y respectivement, on a que pour tous 0 < s <t :

Ky (s,t) = kx(s/a,t/a) p.s. (3.4)
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Démonstration. Par définition de Y on a (Y); = p2<X>t/a. Par ailleurs, en notant Ry max €t

Ry max les rayons maximums associés & X et Y respectivement, on a que :

R%ﬁmax(& t) = p2R§(,max(s/a7 t/a)
Par suite on a que :

(V)= (V)s _ P((X)t/a — (X)s/a)

RZY,max(S’ t) B szg(,max(s/a’ t/Oé)

Ky (s,t) = = kx(s/a,t/a) p.s.

O

Cette propriété rend robuste la quantification des puits par le critére s, lequel demeure donc
insensible aux changements d’échelles d’observation d’un processus. Par ailleurs, compte tenu des
manipulations que nous effectuons sur les données telles que ’ACP, cette propriété assure que le

critére k garde un sens aprés projection.

Comportements asymptotiques (cas brownien)

Comme nous allons le voir, les propriétés d’invariance de k(s,t) induisent un certain nombre
de conséquences concernant le comportement asymptotique de ¢ — k(s,t) lorsque ¢t — st ou
t — +oo.

Proposition 5 (Comportements asymptotiques pour un mouvement brownien). Soit B = (B;)>0
un mouvement brownien & valeurs dans R®. Alors on a les propositions suivantes.

1. Pour tous 0 < s <, k(s,t) Lot Kd, 00 kq est la loi indépendante de s et t et définie sur R
comme la loi de la variable :

d/ sup || By|?
0<t<1
2. Pour s >0 fizé, on a :

liminf x(s,t) =0 et limsup k(s,t) = +o0
t—rs+ t—s4

3. Pour s > 0 fixé, on a :

lim inf t) =0 et li t) =
im n K(s,t) e 1r_r>1_~s_gop/@(s, ) = +o0

Démonstration. 1. Soit a > 0. Considérons le changement d’échelle ¢ < ¢/« et le processus
associé B§°‘) = aBy /4, lequel reste un mouvement brownien. Nous avons alors que pour
tous 0 < s<t:

oi oi d(t — oi d(t — oi
w(s,t) 2 k(0,1 — 5) ' 4 32 — o E=8) b, (¢ — s)/a)
sup ||B{M|2  a sup B
O<u<t—s 0<r<(t—s)/a

Quitte a prendre « = t — s, on a que pour tous 0 < s < ¢, k(s,t) of k(0,1) & kg, qui

correspond 4 la loi de la variable d/ sup || B||?.
0<t<1
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2. Comme la propriété ne dépend que de Bgip — B pour h > 0, il suffit de la montrer

L

pour s = 0. En introduisant la filtration 7; £ o(B; | t > 0) et Fo+ = My=oFt, on a
par la loi du 0-1 de Blumenthal que Fy+ est triviale. Or, x*(0,0) £ lim sup;_,o4 k(0,1) et
#4(0,0) £ liminf, o+ #(0,¢) est Fo+ mesurable puisque #(0,%) € F; pour tout ¢ > 0. Par
suite, il existe deux constantes C,, C* € [0,400] telles que presque stirement, k,(0,0) =
C, et k*(0,0) = C*. Supposons que C, > 0. On a alors par convergence dominée que
lim; 04 P[x(0,1) < C,/2] = 0 puisque limy_,o+ 1.01<c,/2 = 0. Or, ceci est absurde car
d’aprés le point 1., on a P[k(0,t) < C./2] = Plkq < C,./2] > 0 pour tout ¢ > 0. De méme,
si C* < +o0, alors limy o+ P[k(0,t) > 2C*] = 0 ce qui contredit P[(0,t) > 2C*] = P[rq >
2C*] > 0 pour tout t > 0.

. La preuve peut se faire en utilisant la loi du 0-1 de Kolmogorov. En notant X,, £ (B; —

Bu)te[n,n+1]> on remarque que les X, sont i.i.d., que F;f £o(X; [l >n)=0(B;— B, |t >
n). Par suite, la tribu Ff, = N,,>0F, est triviale. Or, comme p.s. on a pour n > s

SUPs<ust 1Bu = Boll* _ (3.5)

t—+oo Supngugt ||BU - B7l||2

on déduit que k*(s,+00) £ limsup,_, . K(s,t) et k. (s, +00) = liminf, ;o k(s,t) sont
FE-mesurables. Comme la tribu est triviale, il existe D., D* € [0, +o0] telles que presque
strement, x*(s,+00) = D* et k.«(s,+00) = D,. On peut procéder alors comme pour
le point précédent. Supposons que D, > 0. Alors, par convergence dominée, on a que
limg 4o P[r(s,t) < D, /2] = 0 puisque lim; 1 o 1(5,1)<p. /2 = 0. Or, ceci est absurde car
d’aprés le point 1., on a P[k(s,t) < D, /2] = Plkq < D./2] > 0 pour tout ¢ > 0. On montre
de fagon similaire que D* = +00 ce qui donne le résultat.

O

Remarque 16. 1. Nous pouvons mettre en avant une certaine symétrie entre le comporte-

ment en 0 et en +00 en faisant un changement de temps h — e". En effet, si l'on définit
pour h € R le processus Yy, £ e "B.on, alors par calcul d’Ité, M), £ Y, + foh Y.du est
une martingale continue dont le crochet est 2h, et donc (@ un scaling par /2 pres) un
mouvement brownien B, sur R tel que By = V/2By. On déduit alors que :

dYy, = =Y,dh + V/2dB, (3.6)

est donc que Yy est un processus d’Orstein-Uhlenbeck ou encore une diffusion de Langevin
suramortie pour le potentiel harmonique U(x) = |z|?/2 de mesure invariante la loi N'(0,14).

C’est donc un processus stationnaire pour lequel on a :

dxt _ d (3.7)

k(0,t) <
1Bell2 Yiog(e) 22

et Uon voit apparaitre clairement pour le majorant de k(0,t) donné par ||Yieg(r) 2|2 une

symétrie entre t €]0,1] et t € [1,+00[, une fois passé a ’échelle logarithmique sur le temps.

. 1l est a noter ici que le comportement en temps long de t — k(s,t) n'est pas le plus pertinent

pour nos études, qui se feront toujours sur des intervalles de temps [0,T] avec T fini. De
fait, en utilisant la propriété d’invariance par renormalisation du temps, nous pouvons
renormaliser le temps d’observation [0,T] & [0,1]. Ainsi, c’est le comportement pour t au
voisinage de s qui demande une étude spécifigue que mous réalisons dans le paragraphe
sutvant.
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Comportement en st de x (cas brownien)

Le résultat précédent montre donc que pour une trajectoire brownienne, t — x(s,t) peut

prendre des valeurs arbitrairement grandes dans tout demi-voisinage [s, s + €[ & droite de s. Pour-
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FIGURE 3.4 — Trajectoire t — k(0,t) pour t € [0,1]. En abscisse le temps ¢ utilise une échelle
logarithmique qui permet d’illustrer le comportement au voisinage de 0. La courbe est obte-
nue en simulant le mouvement brownien sur [0, 1] comme une marche aléatoire de pas gaussien

N(0,1/v/N) pour N = 108.

tant, la détection de puits passera par la recherche, pour différentes valeurs de s, de maximums
(locaux) de t — k(s,t). L’existence d’une infinité de maximums locaux a droite de s prenant des
valeurs arbitrairement grandes semble étre en contradiction avec notre objectif. Cette contradic-
tion apparente peut étre levée par une étude plus approfondie du comportement de £(0,t) sur un
intervalle [0, 7.

La premiére remarque est que de par la propriété d’invariance , nous pouvons normaliser
le temps t — ' £ ¢/T et nous ramener au cas T = 1. La question centrale est alors 'é¢tude de la
variable aléatoire :

2 sup x(0,t) = sup dxt

_odxt (3.8)
t€]s0,1] t€lso,1] SWPyef0,4 || Bull®

K" (s0)

Le point clé est que si k*(sg) — +oo lorsque ¢ — 0T, la valeur de x*(sg) décroit trés vite avec sq.

Nous pouvons illustrer ce comportement par le résultat théorique suivant.

Proposition 6. Pour tout d > 1, tout o > 0 et tout € > 0, il existe A > 0 tel qu’avec probabilité
1 — « on ait pour tout t €]0,1] :

2
£(0,1) < Alog() (3.9)
et en particulier pour tout so €]0, 1] :
* 2 24
K" (s0) < Alog(;)d (3.10)
0

Démonstration. La preuve de ce résultat s’obtient facilement une fois remarqué que, pour tout

> —(n+1) —n < Xt < d><27("+1)
n > 0 et pour tout ¢ €]2 ,27"], on a k(0,t) < B oo < 218, o P

Par suite, comme

la propriété de scaling du mouvement brownien donne B;//s lof By, on déduit pour M, £

SUPyeja-n+1) o-n1{K(0, 1)} que :

P[M,, > z,] < P[Bln < (?)UT (3.11)

n
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Comme il existe ¢ > 0 tel que I'on ait P[||By|| < 7] < er? pour r > 0, on déduit que pour a assez
grand et z, = a(n + 1)%/4t¢ on a :

2d /2
n>0 n>0
On obtient alors le résultat en posant A = a/log(2)?/4t¢ et en remarquant pour tout t €
2=+ 971 on a (n + 1) <log(2/t)/log(2). O

Remarque 17. On peut par le méme procédé de preuve (découpage sur les intervalles |2",2"H1])

établir la proposition suivante :

Proposition 7. Pour tout d > 1, tout o > 0 et tout € > 0, il existe A > 0 tel que avec probabilité
1 — «a on ait pour tout t € [1,00]

k(0,1) < Alog(2t)ate (3.13)

Ce résultat est le pendant en +o0o du résultat en 0. En particulier, on voit que les valeurs de
k(0,t) doivent rester sous une enveloppe & croissance trés lente. Rappelons & nouveau cependant

que par la normalisation du temps, nous pouvons nous ramener & l’étude au comportement de K
dans t €]0,1].

Les estimées théoriques peuvent étre complétées par une étude empirique. Pour cela nous

reportons ci-dessous les histogrammes de k*(sg) pour trois valeurs de sy proches de 0.

2000 . . . . 1400 . . . . 1400

1200 1 1200+

1500 1000 1000
800 { 800

1000
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400 400

200 200+

500

0

0 2 4 12 0 2 4 6 8 10 12 o 2 10 12

FIGURE 3.5 — Histogramme de k*(sg), calculé a partir d’un n-échantillon de taille n = 10000, pour
les valeurs de sop = 10~ (gauche), sp = 1072 (milieu) et so = 1072 dans le cas d = 2.

Le fait dominant dans la Fig. [3.5] est que méme pour une valeur de sy trés proche de 0, par

exemple so = 1074, le sup de (0, ¢) sur lintervalle [so, 1] prend des valeurs en dessous de 10.

5,=10"
0.8

—1073
5,=10

s,=102
0.6 ()

0.4+

0.2+

FIGURE 3.6 — Fonction de répartition de k*(sg), calculée a partir d’'un n-échantillon de taille
n = 10000, pour les valeurs de so € {107%,1073,1072} (d = 2).

En particulier, le quantile empirique ¢, (0.99) au dernier centile sur notre n-échantillon donne :
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S0 107271073 ] 1072
3,(0.99) | 6.95 | 6.40 | 5.97

La retombée pratique de ce résultat est qu’il est trés peu probable, en ’absence de puits, i.e.
dans le cas d’un mouvement brownien, de trouver des valeurs de x(0,¢) > 10 pour des t € [sq, 1].
En revenant a la situation non-normalisée sur [0, 7], cela nous dit qu’une fois éliminée la portion
des t € [0, 5T, il est trés peu probable que le max de k(0,t) pour ¢ € [soT,T] dépasse la valeur 10.
La valeur sqg = 10~* donne pour une simulation typique de I’ordre de la pis la nécessité d’éliminer
de I'analyse une portion de l'ordre de 100ps, ce qui est trés largement en dessous des temps
caractéristiques de sortie des états d’équilibres qui sont susceptibles de nous intéresser.

3.1.4 Instant d’accés, instant de sortie et temps de sortie

On se propose ici de caractériser un puits par une valeur de k, ce qui nécessite donc de définir
les valeurs de s et t en conséquence. Plus précisément, on cherche le couple (s, t) qui sera en mesure
de maximiser la valeur de x caractérisant un puits. A cet égard, nous montrons dans ce qui suit
que la valeur de (s, t) est sensible au choix de s.

Tout d’abord, une facon de décrire un puits est de considérer une boule fermée de R? centrée

en g, et de rayon Ry, notée B(zg, Ro) = {z € R? : ||z — x¢]| < Ro}. On considére alors I’ensemble

(o]
S ={s0 >0: X, € B(xg,Rp)}, qui en tant qu’ouvert de R, peut s’écrire comme une union
dénombrable d’intervalles ouverts. Pour sg € S, on peut donc définir les instants :

s* =sup{s < so: || Xs — zo|| > Ro}
(3.14)
t* = inf{t > S0 - ||Xt — JSQH > Ro}

de sorte que pour tout u €]s*,¢*[ on a que X,, € l%(a:o, Ry). La donnée d’un sy € S permet ainsi de
définir une excursion au sein du puits, délimitée par son instant initial s* et son instant final t*.
Cette excursion peut étre courte ou longue, selon le choix de sg. Dans le premier cas, la trajectoire
reste proche du bord du puits pendant une courte durée avant d’en ressortir (la trajectoire ne
"tombe" pas au fond du puits). Dans le second cas, la trajectoire se dirige résolument vers le centre
zo du puits, et n’en sort qu’aprés une durée correspondant & une réalisation du temps de sortie
du puits (la trajectoire "tombe" au fond du puits). La Fig. illustre ces deux types d’excursions
possibles a I’aide d’une méme EDS simulée sur le paysage des trois puits, avec zg = (—1,0), Ry = 1
nm, 7' = 25 ns, et At = 0.2 ps. Dans le premier cas, on choisit sg tel que X5, = (—1,3/4) (gauche),
tandis que dans le second cas, on choisit sy correspondant a I'instant auquel le processus se trouve
le plus proche du centre xo du puits : s9 = argmin, || X¢ — xol| (droite).

Dans la suite, nous nous intéresserons plus spécifiquement aux excursions longues, lesquelles
visitent donc une grande partie du puits de par les nombreuses tentatives de sorties effectuées (a
basse température).

Remarque 18. Si nous avons ici défini un puits comme une 1égion de l’espace délimitée par une
boule, il est possible d’envisager une définition invoquant la notion d’énergie libre (voir Chapitre
2 §2.1.3). Plus précisément, et en reprenant les notations du chapitre précédent, on peut définir
des niveauz de puits délimités par des lignes de niveaur L, = {x € R? : UﬂX(x) = u}, pour un

niveau d’énergie u > 0. L’ensemble X, = {x € R® : Ug (z) < u} des conformations d’énergie libre
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Long excursion
T .

0.5} 05}
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FIGURE 3.7 — Excursions courte et longue sur une trajectoire issue du modéle de trois puits partant
de (—=2,—1) avec § = 0.5 nm?ns~!, T = 25 ns et At = 0.2 ps. Bleu : trajectoire totale; Point
noir : conformation X, la plus proche du centre z( ; Point vert : premiére conformation hors puits
en rétrogradant depuis X, ; Point rouge ; premiére conformation hors puits en progressant depuis
Xs,- Gauche : sg tel que X, = (—1,3/4); Droite : so = argmin,~ || X¢ — zol|-

inférieure & u peut alors s’écrire comme une réunion de parties connexes de R définissant les puits
(qui ne sont plus alors des boules) de niveau u. L’étude de l'organisation de ces ensembles connexes
vis-a-vis de l’inclusion en fonction du niveau u est au coeur des analyses du paysage d’énergie
libre (lorsque celle-ci est disponible) sous l’angle des fonctions de Morse et des diagrammes de
persistance [@/ Dans les situations d’usage dans notre travail, la taille des systémes considérés

ne permet pas a priori une accession directe o l’énergie libre.

Revenons a la caractérisation d’un puits par le critére . Dans 'idée qu’a ¢ fixé le choix de s,
et plus spécifiquement la proximité de la conformation X, vis-a-vis du centre du puits, influe sur
la maximisation de k(s,t), nous allons faire varier 'instant s et étudier son impact sur le profil
de t — k(s,t). Pour ce faire, nous considérons une famille de boules (B, (2o, Ro))a>0, ott chaque
boule est définie par B, (zo, Ro) = {z € R?: ||z — 20| £ Ra}, avec R, = aRy. Pour un sy € S, et
pour « > 0, on définit alors :

st =sup{s < sp: || Xs — zol| > Ra}

En reprenant 'EDS précédente simulée sur le modéle des trois puits et le puits de centre
2o = (—1,0) et de rayon Ry = 1 nm, la Fig. représente les différentes boules (B, (zo, Ro))a>0
pour € {0.15,0.25,0.5,0.75,1} (gauche) et les profils t — k(s%,t) correspondants (droite),
calculés, conformément & ce qui a été vu au Chapitre 3 §3.1.3, pour des ¢ € [s% + €,t* + ¢ de
sorte & bannir d’éventuelles valeurs trop extrémes de k(s,t) au voisinage de s*, et & observer le
comportement de k(s},t) pour des valeurs de ¢ légérement supérieures a t*. Dans les exemples qui

suivent, on a so = argmin, || X¢ — 2ol| et € = 2%(t* — s¥).
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3 wells, T=25ns, A t= Corresponding « profiles

. 30
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FIGURE 3.8 — Droite : tracé des boules fermées B, (g, Ro) et des Tgx correspondants; Gauche :

profils des o — k(s},t), pour t € [s} + €, t* +¢€l.
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FIGURE 3.9 — Gauche : profil de o — k(s%,t*); Centre : profil de & — Rpax(sh,t*)/Ro ; Droite :
profil de o — (t* — s%)/(t* — s¥).

On constate que la valeur de k(s%,t*) (Fig [3.9) gauche) croit lorsque o — 0, mais qu’elle
décroit au voisinage de zéro. En effet, malgré un rayon Ryax(s,t*) demeurant proche de Ry au
voisinage de 0 (Fig centre), nous voyons que lorsque la localisation autour de z¢ devient trop
sévere, la durée t* — s décroit fortement (Fig droite). En effet, plus « est proche de 0, plus
I'instant s}, est rapidement identifi¢ par la lecture arriére de la trajectoire depuis x,, ce qui induit
une perte de temps dans la lecture avant jusqu'a t*, impactant alors 'optimisation de k(s%,t*).
Dés lors qu’est atteinte, dans cette lecture a I’envers, la portion de la trajectoire correspondant a
la chute du processus au sein du puits, 'augmentation de o n’induit qu’une trés faible croissance
de la durée t* — s},. Ceci traduit la rapidité de la chute du processus, lequel se dirige résolument

vers le fond du puits.

Remarque 19. Nous reprenons ici la méme démarche a l’aide d’un nouveau processus, évoluant

toujours dans le paysage des trois puits, mais de température plus basse § = 0.2 nm?-ns~1 (contre
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6 = 0.5 nm?ns~! précédemment). Nous obtenons alors les résultats suivants :

3 wells, T=1000ns, A t=0.0002ns
T

y (nm}

-0.5

— Whole trajectory
® 5= closest point to center

® s =first point touching radius backward from Sy

@ t = first point touching radius forward from g

— Trajectory from s'tot’
-2 -1.5 -1 -0.5 0
X (nm)

FIGURE 3.10 — Trajectoire issue du modéle de trois puits partant de (—2,—1) avec § = 0.2
nm?ns™!, T = 1 ps et At = 0.2 ps. Bleu : trajectoire totale; Point noir : conformation X,
la plus proche du centre xp; Point vert : premiére conformation hors puits en rétrogradant de-
puis X, ; Point rouge; premiére conformation hors puits en progressant depuis X;,. Choix de
s0 = argmingsq || X; — xol|.

3 wells, T=1000ns, A t=0.0002ns Corresponding « profiles
——Whole trajectory [ a=1
17| ® wellcenter - 1 a=0.75
—a=1 Hx.""\\ 1001 a=0.5
a=0.75 ™ a=0.25
a=0.5 a=0.1
05 n=0.25 ]
1’\=0_1
E
E i<
- or ]
-0.5 1
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FIGURE 3.11 — Droite : tracé des boules fermées B, (zo, Ro) et des x4 correspondants; Gauche :
profils des o — k(s%,t), pour ¢ € [sf + €, t* + €.
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FIGURE 3.12 — Gauche : profil de a — k(s},t*); Centre : profil de o — Rpax(sk,t*)/ Ry ; Droite :
profil de o +— (t* — s%)/(t* — s%).

Les tracés suivants traduisent alors le fait qu’a basse température, le terme de diffusion devient
négligeable, de sorte que I’évolution du processus approche le comportement limite décrit par l’équa-
tion : dX; = p(Xy)dt (i.e. pour o = 0). D’une part, la chute du processus au sein du puits, qui
n’est alors plus freinée par les effets de diffusion, s’effectue beaucoup plus rapidement & [’échelle

*

de la durée totale de l’excursion t* — s* : en effet, méme pour un voisinage trés restreint autour du

centre du puits, la durée t* — s* représente plus de 99% de la durée totale t* — s* (voir Fig.

*

gauche). D’autre part, le temps t* — s’ augmente considérablement passant de 10 ns (§ = 0.5
nm?ns~t, Fig. droite) a plus de 80 ns (6 = 0.2 nm?ns™!, Fig. droite).

Nous pouvons alors définir les instants d’accés, de sortie et le temps de sortie de la fagon

suivante.

Définition 6. (Instant d’accés, instant de sortie et temps de sortie) Soit X = (X;)i>0
vérifiant (3.1)), B(zo, Ro) = {z € R : ||z — || < Ro} une boule fermée candidate pour représenter
un puits, so = argmin,s || Xy — zol, (s*,t*) définis par (B.14), et € = y(t* — s*), avec v €]0,1[.
On appelle instant d’accés au puits et instant de sortie du puits, et on note respectivement § et t

les variables définies par :

§=s%t ou &= argmax{k(s,t*)}
~ a>0
t = argmax {k(§,t)}

tE€[5+¢€,t*]

On définit alors le temps de sortie du puits par la variable :
T=i-3

Remarque 20. Les instants (s*,t*) et (3,1) different donc en ce sens que les premiers se réferent
a une notion géométrique de franchissement de frontiére, alors que les seconds correspondent & des
instants optimaux au sens d’une mazimisation locale de k. Sit* et t indiquent des conformations
a la fois proche dans l’espace et dans le temps, les instants s* et 5 renvoient quant & euxr des
conformations €éloignées dans lespace (d’une distance trés proche de Ry), mais trés proches dans

le temps (et d’autant plus proches que la température est basse).
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Définition 7. (Centre d’un puits) Soit X = (X;)i>0 vérifiant (3.1)), B(xo, Ro) = {x € R :
|z — x|l < Ro} une boule fermée candidate pour représenter un puits, et § l'instant d’accés au
puits. On définit le centre du puits par la conformation Xz.

Remarque 21. La conformation donnée par l'instant d’accés dans le puits, et celle donnée par

le centre géométrique du puits correspondent donc, au regard de k, G une seule et méme notion.

Le puits étudié est ainsi caractérisé par la valeur kg définie par :

.~ Dx(t-3)
Ko = K}(S, t) D —
Rmax (S, t)

Quitte & diviser kg au numérateur et au dénominateur par D, nous pouvons considérer I’écriture

suivante :

T
" (B0,
ou (At)g, correspond au temps nécessaire au processus pour parcourir une distance de Ry par
pure diffusion : D x (At)r, = R%. D’un certain point de vue, on compte alors le nombre de visites
du puits que le processus aura effectuées avant de le quitter pendant le temps de sortie f, ou encore
le nombre de tentatives de sorties infructueuses pendant ce temps : d’ou 'appellation nombre de

tours (en anglais, laps number).

A ce stade, le critére x constitue une variable sans dimension permettant de quantifier la
profondeur des puits par I'atteinte de maximums locaux de (s, t). Cette quantification est absolue
et permet, par la considération d’ordres de grandeurs, de juger de la profondeur des puits, de rejeter
les artefacts et de comparer les puits entre eux.

Remarque 22. Comme nous le verrons plus tard (Chapitre 5 §5.1), la notion de nombre de
tours pourra étre directement mise en correspondance avec la notion de hauteur d’un puits via la

représentation équivalente de tout processus dans le paysage des trois puits.

3.1.5 Discrétisation

En pratique, I’étude d’une trajectoire de simulation de DM de durée T' correspond a 1’observa-
tion d'une unique réalisation du processus X = (X¢)¢cjo,7) & valeurs dans R (c’est-a-dire que 'on
travaille & w € Q fixé), laquelle est de surcroit sujette & un échantillonnage selon un pas de temps
régulier At, duquel résulte un total de N conformations observées. I’objet étudié sera donc une
matrice de My v (R) notée X = (2;)1<i<n, avec z; € R?, telle que pour tout i € [1, N] :

T; = X(ifl)At (315)

Remarque 23. Ce que nous considérons formellement comme le processus & temps continu X =
(Xt)ielo,r) correspond en réalité a une trajectoire discréte et déterministe, mais finement simulée
par GROMACS, avec un pas de simulation d’une valeur typique de (At)sim = 2 18, et un nombre de
pas & simuler Ngm —1 défini par Uutilisateur, engendrant un total de Ngiy, conformations observées
(comprenant la conformation initiale), pour une durée d’observation T = (Ngim — 1)(At)sim. Ce
dernier fize également un pas d’échantillonnage At, de sorte & récupérer en fin de simulation une
version échantillonnée de la trajectoire, fournissant cette fois-ci N conformations : c’est ce qui

correspond ici & la matrice X = (x;)1<i<n- En pratique, le pas At est choisi de sorte & ce que
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Uon ait toujours exactement que T = (Ngim — 1)(At)sim = (N — 1)At (i.e. aucune partie entiére

n’intervient).

Nous proposons alors dans ce qui suit de passer en revue les notions introduites précédemment

dans leurs équivalents discrets.

Définition 8. (Rayon maximum - version discréte) Soit X = (x;)1<i<n construite selon
(3.15). Pour i € [1,N] et j > i, on appelle rayon maximum de X en j partant de i, et on note
Riax(1,7) la quantité :
Rumax(i,j) = sup {[lzx — i}
keli,f]

Dans le cas continu, le nombre de tours fait intervenir un coefficient de diffusion aisément
défini par D = ¢2d. En pratique, la version discréte de s nécessite une estimation de D & partir
de la discrétisation observée, notée D (voir Chapitre 2 §2.2.3). Cette quantité sera dans ce suit

considérée comme une donnée.

Définition 9. (Nombre de tours - version discréte) Soit X = (x;)1<i<n construite selon
(3.15). Pour i € [1,N] et 7 > i, on appelle nombre de tours de X entre i et i, et on note k(i, j)

la quantité :
. ti—t;) xD
(iyj) = 2=t XD 5). .
Rmax (Za.j)
ou ty = (k — 1)At.

Remarque 24. Notons que le pas d’échantillonnage At n’influe pas sur le calcul du mombre de

tours discret.

Remarque 25. On gardera a l'esprit que le calcul des nombres de tours en dimension k < d
nécessite le calcul des variations quadratiques pour ’estimation du coefficient de diffusion & partir

d’une projection en k dimensions par ACP de la trajectoire initiale.

Définissons alors les instants d’entrée et de sortie d’un puits par analogie avec le cas continu.
De méme que précédemment, on définit d’abord ig = argmin,||z; — zo||. On définit ensuite i* et
7" par:

i* = sup{i <o : [|z; — 2ol = Ro}
(3.16)

J* =inf{j >io : [lz; — zol = Ro}
de sorte que pour tout k € [i*,5*] on ait que zp € B(xg, Ro). La Fig. |3.13| illustre cette idée a
laide de EDS précédente (voir Fig.[3.7)) sur le paysage des trois puits, avec zo = (—1,0) et Ry =1
nm, cette fois-ci dans une version sous-échantillonnée (T' = 25 ns observées toutes les At = 6 ps).

De méme que précédemment, on considére pour tout o > 0, 'instant :

iy, = sup{i <ig : [|x; — zo|| > Ra}

La Fig. représente les différentes boules (B, (xo, Ro))a>0 pour a € {0.1,0.25,0.5,0.75,1}
(gauche) et les profils t — k(if, j) correspondants (droite), calculés pour des j € [i¥, + €, 5* + €],
avec € = 2%AL(j* —i*).

Nous retrouvons alors le comportement des courbes de la Fig. [3.9] Définissons alors les quantités

précédentes dans leurs équivalents discrets :
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3 wells, T=25ns, A t=0.006ns
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FIGURE 3.13 — Trajectoire issue du modeéle des trois puits partant de (—2,—1) avec § = 0.5
nm?ns™!, T = 25 ns et At = 6 ps. Bleu : trajectoire totale; Point noir : conformation x;, la plus
proche du centre z(; Point vert : premiére conformation hors puits en rétrogradant depuis x;, ;

Point rouge ; premiére conformation hors puits en progressant depuis z;,,.
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FIGURE 3.14 — Droite : tracé des boules fermées B(x¢, Ry) et des ;- correspondants; Gauche :
profils des o — (i}, t), pour t € [i, +€,7" +¢€].
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FIGURE 3.15 — Gauche : profil de a — £(i%,5*); Centre : profil de & — Ryax (i, 7*)/Ro ; Droite :
profil de o — (j* — %) /(5* — i*).

e}

Définition 10. (Instant d’accés, instant de sortie et temps de sortie - version discréte)
Soit X = (2;)1<i<n construite selon (3.15), B(zo, Ro) = {x € R? : ||z — 20| < Ro} une boule
fermée candidate pour représenter un puits, so = argmings || Xy — xol|, (¢%,5%) définis par ,
et e = YAL(j* —i*) avec v €]0,1[. On appelle instant d’acces au puits et instant de sortie du puits,
et on note respectivement i et j les quantités définies par :

1=1f ou &= argmax{k(is,j*)}
a>0
J = argmax {£(2,j)}
JEli+e,j*]

On définit également le temps de sortie du puits par la quantité :

T=(7—1)At
Définition 11. (Centre d’un puits - version discréte) Soit X = (z;)1<;<n construite selon
(3.15), B(wg, Ry) = {x € RY : ||z — 0| < Ro} une boule fermée candidate pour représenter un

puits, et © linstant d’accés au puits. On définit le centre du puits par la conformation x;.

Remarque 26. Nous résumons la correspondance continu-discret par le tableau suivant :

Continu Discret
Observations X =X)z0 | X=(zi)1<i<n
Rayon maximum Rinax(s,t) Rinax (%, )
Coefficient de diffusion D =o02d D
Nombre de tours K(s,t) k(%,7)
Instants d’accés/sortie (8,t) (7,))
Temps de sortie T T
Centre Xs 7

TABLEAU 3.1 — Correspondance continu-discret
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3.2 Algorithme de k-segmentation

Nous désirons alors construire un algorithme de segmentation des trajectoires de simulation de
DM, basé sur le critére du nombre de tours k et baptisé algorithme de k-segmentation, dont le but
est de fournir en sortie les différents puits identifiés, ainsi que certaines caractéristiques associées

a chacun d’entre eux (centre, rayon, instant d’acceés, instant de sortie, temps de sortie).

3.2.1 Matrice du nombre de tours

Définition 12. (Matrice du nombre de tours) Soit X = (z;)1<;<n construite selon (3.15).
On appelle matrice du nombre de tours associée ¢ X, et on note k = (k;j)i; la matrice de My (R)

définie par :

V(Za]) € [[lﬂN]]QaF‘-/ij = 0 sinon

{n(z‘,j) si j>i

Pour une trajectoire de 100 ns observée au pas At = 4 ps (N = 25000 conformations) sur le

1

paysage des 3 puits & la température # = 0.5 nm?ns~! en dimension d = 2, nous obtenons la

matrice de nombre de tours suivante :

3 wells, T=100ns, A t=0.004ns Lap number matrix

90

80

70

y {nm}
Starting Time (ns)

20 40 60 80 100
End time (ns)

F1GURE 3.16 — Gauche : trajectoire simulée sur le paysage des trois puits avec T' = 100 ns et At = 4
ps. Droite : matrice du nombre de tours associée. Ordonnées : temps initiaux (ns). Abscisses : temps
finaux (ns).

Nous souhaitons identifier les différents puits a partir d’une lecture automatique de cette ma-
trice. Il s’agit alors principalement d’identifier les instants d’accés et de sortie des puits, c’est-a-dire

identifier des indices 7 et J.

D’une part, nous avons vu qu’il était nécessaire, & un instant de sortie j fixé, d’effectuer une
optimisation sur I'instant d’accés 7. Nous proposons alors de lire la matrice par bandes horizontales.
Chaque bande permettra ainsi d’étudier une gamme de conformations de départ, définie par une
conformation initiale [ € [1, N] (i.e. une ligne de la matrice ) et une hauteur h € [1, N]. Ces

B

bandes, notées x”, correspondent donc & des sous-matrices de k de My, nv—_i,+1(R) (les bandes ne
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lisent pas le triangle nul de la matrice du nombre de tours) définies pour tout (i,5) € [1,h] x
[1,N —ly+ 1] par :

Hg = Ri+lg—1,j+1lp—1
Pour [y et h fixés, il s’agit donc de calculer les profils de nombre de tours correspondant aux
portions de trajectoires Zy € Mg n—i,+1—k(R) données par les colonnes Iy + k & N de X, pour
k € [0,h — 1]. La lecture de la matrice x se fera par I'incrémentation de lg, induisant une lecture

verticale et ascendante de s par les bandes horizontales 5.

D’autre part, nous avons vu que pour un instant d’accés ¢ fixé, une optimisation globale sur tous
les j > i était maladroite. Nous proposons alors, afin de traduire 'optimisation locale que nous
souhaitons effectuer, de parcourir chaque bande par la progression d’une fenétre de hauteur h et de
largeur w, notée x¥'. Chaque fenétre est définie par une conformation de départ co € [1, N —lg+1]
B

)

(i.e. une colonne de k) permettant de lire les w conformations faisant suite a ¢q et correspondant

& une sous-matrice de k” de My, ,,(R) définie pour tout (i, ;) € [1,h] x [1,w] par :

F _ B
Rij = Fij+ig—1

La lecture d’une bande se fera ainsi par 'incrémentation de ¢, induisant une lecture horizontale
et de gauche a droite de la bande k? par les fenétres x. On prendra soin d’engendrer & chaque
étape une zone de chevauchement de sorte a lier les fenétres les unes aux autres (voir Chapitre 3
§3.2.2, Critére no. 3)

3.2.2 Description de ’algorithme

Commencons par le parcours d’une bande x? de conformation initiale Iy et de hauteur k. On
commence par calculer tous les rayons maximums de cette bande & savoir la matrice RZ,  de
M, N—1,+1(R) telle que pour tout (4, ) € [1,h] x [1,N =1y +1] :

eriax,ij = Rupax(i+1lo—1,j +1o — 1)

Pour une fenétre donnée ¥, de conformation initiale cq et de largeur w, on calcule le maximum
du nombre de tours sur celle-ci, que l’on note %", qui fournit provisoirement un instant d’accés,
et que I'on repére par ses indices au sein de la fenétre notés (ip, jr) de sorte que & = I*izf; - On

désire alors soumettre ce maximum & différents critéres afin de savoir s’il correspond & une sortie

de puits.

Remarque 27. On veillera a considérer les indices suivants selon que l’on souhaite repérer i

dans le contexte de la fenétre k¥, de la bande k7, ou de la matrice k.

Fenétre x¥ Bande kB Matrice k
) 72 B =1 i=ip+1ly—1
J Jr jB=jr+c—1|j=jp+lh—-1

TABLEAU 3.2 — Repérage du maximum & dans la fenétre x, la bande 2, ot de la matrice x

Remarque 28. Les indices 7 et j calculés ici ne correspondent pas stricto sensu aux notions de

temps d’acces et de temps de sortie telles qu’elles ont été définies au Chapitre 8 §3.1.4, lesquelles
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reposent sur la connaissance a priori des centres et rayons de chaque puits. Cette méthode cherche

a approcher cette définition théorique des indices d’une maniére plus pratique et algorithmique.

Critére no. 1 : On souhaite rejeter des puits dont le temps de sortie T est trop court. Ces
cas correspondent a des maximums du nombre de tours détectés aprés un trés petit nombre de
pas partant de la conformation initiale. Pour comprendre ce phénoméne, il est bon de revenir au
processus continu, et d’étudier son comportement au voisinage de zéro par changement d’échelle,

lequel se rapproche du mouvement brownien. Plus précisément, on a la :
Proposition 8. (Comportement au voisinage de 0) Soit X = (Xy)i>0 vérifiant (B.1) et tel que
Xo = Bg = Opa. Pour a > 0, en notant X th/ et B(a) th/a, on a que :

(a) (a) ||,u||oo
su < —
S {HX B} < NG

0t [|pt]| oo = sup{[|u[|}-
Rd

Démonstration. Le processus Xt(a) est régi par I’équation suivante :

dx{ = X /aydt +dB}*

1
ﬁﬂ(

(@)

Mais alors, puisque X~ = B(()a) = Oga, NOUS avons que :

X@ = g 4 /

lells
Ja '

d’ou le résultat en prenant le sup sur ¢ € [0,1]. O

Puis :
X — B{¥|| <

Par conséquent, le comportement d’un tel processus (X;);>o au voisinage de zéro (o — o0)
correspond & celui d’'un mouvement brownien. Mais alors, rappelons-nous que dans ce cas, la loi

de £(s,t) est indépendante du choix de s et ¢, et correspond & la loi de la variable d/ sup ||B:|*.
0<t<1

Il n’est alors pas impossible d’observer des réalisations du processus X fournissant des valeurs

importantes de k(s,t) au voisinage de zéro.

En revenant a la version discréte, malgré le travail & w € € fixé, 'occurrence de points trés
brillants sur la diagonale de la matrice x dans le cas d’un mouvement brownien illustre cette
possibilité de réalisations extrémes du nombre de tours (voir Fig. [3.19)). Pour écarter ce probléme
et éviter la fausse détection, on définit une variable N, correspondant au nombre minimum
de conformations que I'on souhaite observer au sein d’un puits, et que ’on confronte au nombre
d’observations du puits déterminé. On définit une variable booléenne de rejet By correspondant a
ce critére.

(Jp+co—1)—ip < Npm —B1 =1

Critére no. 2 : On souhaite par ailleurs rejeter tout puits dont le maximum du nombre de

tours serait trop faible (rappelons en effet que le nombre de tours fournit des ordres de grandeurs



3.2. ALGORITHME DE k-SEGMENTATION 73

absolus auxquels il est raisonnable de comparer les quantités calculées). On considére alors un
seuil Kmin, en dega duquel le nombre de tours sera pergu comme non-significatif, et le puits rejeté.
En définissant de méme une variable booléenne Bs :

F@Fgl‘{min:B2:]-

Critére no. 3 : Nous voulons ici rejeter tout maximum qui serait trop proche du bord a droite
de la fenétre. En effet, cherchant a distinguer les phénoménes d’excursions des véritables sorties
de puits, nous souhaitons disposer d’un nombre de pas post-maximum suffisamment élevé de sorte
a ce que I’éventuel retour du processus au sein du puits aprés son excursion soit visible. En cas de
rejet, le chevauchement des fenétres sera calibré de sorte a ce que ce maximum soit tout de méme
pris en compte dans la fenétre suivante. En notant K ce nombre de pas (nous le définirons plus
précisément ultérieurement), le critére prend la forme suivante :

JF+K>h=Bz=1

Critére no. 4 : Nous souhaitons étre en mesure de distinguer une réelle sortie de puits d’une
simple excursion. On se propose pour ce faire de procéder a un suivi temporel non plus des
rayons maximum j — Runax(4,j), mais des simples rayons j — R(7,j) = ||z; — «;|| partant de la
conformation de départ choisie, dont on étudiera les fluctuations, et que ’on stocke au sein d’une
matrice RP € My, ny_1,+1(R), telle que Rf; = R(i, 7). En effet, on souhaite détecter dans une zone
post-maximum tout éventuel retour du rayon en de¢a d’une certaine fraction v €]0,1[ du rayon
atteint en sortie de puits. Le critére prend la forme suivante :

K

> 1{R(ip.jp + k) <7 X Rmax(ip.jB)} >0 =By =1
k=1

Critére no. 5 : Enfin, nous désirons rejeter tout puits correspondant & une zone transitoire
ou contenant une zone transitoire importante. En pratique, ces puits sont caractérisés par un
rayon maximum important : en effet, la zone transitoire correspond & un comportement erratique
du processus, lequel induit un élargissement du rayon maximum. En définissant ainsi un rayon

maximum tolérable p > 0, le critére s’écrit :

Rmax(iBij) >p = B;=1

Remarque 29. Le Critére no. 4 était initialement congu & partir d’une étude du nombre de
tours post-maximum, et plus précisément du nombre de chutes du nombre de tours. En effet, une
simple excursion au bord du puits, ou légérement en dehors, avant d’y plonger & nouveau, se
traduit par une unique chute du nombre de tours, c’est-a-dire par une augmentation ponctuelle
et brutale du rayon mazimum. En revanche, une véritable sortie de puits se traduira par une
succession d’augmentations du rayon mazimum, et donc une chute "en cascade” du nombre de
tours. En effet, d’un point de vue probabiliste, la sortie de puits correspond & un événement rare :
conditionnellement o sa réalisation, il est fort probable que la trajectoire s’éloigne résolument du

puits aprés en étre sortie, ce qui crée ce phénomeéene de chutes successives du nombre de tours
(Fig. 1.

En revanche, dans des cas moins nets que celui-ci, la simple lecture du profil du nombre de

tours ne permet pas de savoir si le processus est revenu dans le puits (excursion terminée) apres
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3 wells, T=100ns, A t=0.004ns Corresponding « drops
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FIGURE 3.17 — Gauche : sortie réelle (vert) et excursion (rouge) du puits (1,0) d’une trajectoire
simulée sur le paysage des trois puits avec 7' = 100 ns et At = 4 ps. Droite : profils de &
correspondant a la sortie réelle (chutes multiples, vert) et a 'excursion (chute simple, rouge).

une chute simple du nombre de tours, ou bien s’il poursuit un mouvement erratique a l’extérieur du
puits. Le suivi du rayon au détriment de celui du nombre de tours permet de lever cette imprécision.

Remarque 30. Le Critére no. 4 ne permet pas a Ualgorithme d’adopter un point de vue multi-
échelle. En effet, le passage au sein d’un méme "grand" puits, d’un premier sous-puits & un second
sous-puits pourra éventuellement étre percu comme une sortie de puits si le processus ne revient
pas assez tot dans le sous-puits initial. L’algorithme va donc distinguer deuz puits différents, alors
que ceuz-ci pourraient étre volontiers regroupés en un seul et méme puits.

Revenons au parcours de la bande. Aprés la lecture d’une fenétre, on souhaite prendre une
décision quant au maximum local étudié, laquelle se traduit par une variable B & valeurs dans
{=1,0,1} et exprimant respectivement le rejet du puits (B = —1), une visite du puits toujours en

cours (B = 0), ou bien 'acceptation du puits (B = 1). Trois cas se présentent :

1. Si Bs = 1 (zone transitoire), alors la plage de conformations de départ devra étre incrémen-
tée en actualisant [y de sorte & se rapprocher du futur puits. On affecte alors a la variable
B la valeur B = —1 et on sort de la bande.

2. Si Bs = 0, mais que 'un des B; = 1 pour 1 < ¢ < 4, alors le maximum de la fenétre n’est
pas satisfaisant et on doit passer a la fenétre suivante en incrémentant cq < co+w — K + 1.
Si cela est possible, on poursuit la lecture de la bande. Sinon, c’est que la bande a été
parcourue en entier sans succeés : en pratique ce phénomeéne se produit en fin de trajectoire,
et traduit une exploration de puits toujours en cours (bien souvent c’est le critére By qui

empéche Pacceptation du puits, et qui montre que la visite n’est pas terminée), dont on
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stocke les caractéristiques. On affecte alors & la variable B la valeur B = 0.

3. Enfin, si aucun des critéres de rejet n’a été enclenché, nous sommes en présence d’un puits,
dont on stocke les caractéristiques, et on sort de la bande. On affecte alors a la variable B

la valeur B = 1.

Dans tous les cas, une fois ’étude de la bande terminée, les indices d’accés et de sortie sont

stockés dans leur contexte global, ¢’est-a-dire non plus (ig, jr), mais (7, )

Dans un deuxiéme temps, on gére alors le parcours de la matrice. Suite au parcours d’une

bande, deux cas se présentent :

1. Si la lecture de la bande a été interrompue par la détection d’une zone transitoire, alors on
incrémente [y < lp + h — 1, et on parcourt la bande suivante. Si celle-ci sort du cadre de la

matrice, 'algorithme s’arréte.

2. Sinon, c’est que le parcours de la bande a vu émerger un puits, que 'on a stocké. Si B = 0,
un puits est en cours de détection et nous sommes arrivés a la fin de la trajectoire par les
derniéres plages de conformations de départ possibles, et I'algorithme s’arréte. Si B = 1,
un puits a été détecté et on incrémente ly < lp +7— 1 (la nouvelle bande débute a l'instant
de sortie du puits précédent). Si lp + h — 1 < N, on poursuit I'algorithme, sinon celui-ci

s’arréte.

Outre des sorties graphiques, l'algorithme fournit principalement en sortie une structure W au
sein de laquelle seront stockés les puits, ainsi que différents attributs d’intérét : nombre de tours,

indice d’accés (i.e. indice de centre), indice de sortie, durée et rayon.

Remarque 31. La lecture du triangle inférieur gauche de la matrice du nombre de tours induit
une complexité de calcul de N x h. La version de l’algorithme décrite ici stocke en mémoire les
rayons calculés pour la colonne a parcourir de taille h x (N —lg+1) (une version améliorée existe,
permettant de stocker uniquement les rayons sur la taille d’une fenétre de taille h x w).

3.2.3 Calibration des paramétres

Nous proposons ici une premiére approche pour automatiser la calibration des paramétres. Une
visualisation de la trajectoire projetée en dimension 2 par ACP permet de définir les paramétres

de distances. On fixe ainsi p, nécessaire au Critére no. 5.

Rappelons ensuite que les Critéres no. 3 et no. 4 dépendent de K, que nous avons précédemment
défini comme étant le nombre de pas post-maximum suffisant & observer un retour du processus
dans le puits. Ce paramétre est donc étroitement lié & la diffusion du processus : en notant R le
rayon moyen des puits observés sur la projection en dimension 2 par ACP, et § le nombre de pas

nécessaire au parcours d’une distance de R, on a :
2

R
6_E<D><At)

ou E désigne la fonction partie entiére. Le calcul de cette quantité permet alors de définir les

paramétres suivants :

— h = quelques ¢ : de cette facon, on s’assure d’avoir une plage de conformations de départ

assez grande pour couvrir un puits, et donc d’inclure un point d’accés bien centré.
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— K = quelques ¢ : on couvre alors un nombre de points suffisant post-maximum pour observer
le retour d’une excursion. Cette valeur correspondra également a la zone de chevauchement
des fenétres. De cette fagon, un maximum rejeté car trop proche du bord sera considéré par
la fenétre suivante.

— w = quelques K : assez grand pour détecter une sortie de puits.

On définit ensuite Kmin €t Nmin, qui avec R et p sont les seuls paramétres définis manuellement

par 'utilisateur.

3.2.4 Pseudo-code

Algorithm 3 Explore strip

Entrée X, At, D, Iy, w, 7, Kmin, &, Nmin, p
(1) Initialisation : Construction des matrices R?, RuaxZ, KB de Mpu N—iy+1(R) et ini-
tialisation de la fenétre ¢y + 1

(2) Recherche d’un maximum local :

o Construction de £ € M, ,,(R)

o &« max{xf; | (i,5) € [1,h] x [1,w]}

o (ip,jr) argmax{/if;- (i,5) € [1,h] x [1,w]}
(3) Tests de validation :
Si (Jp+co—1)—ip < Npin, alors By =1

[¢]

Si ¥ < Kmin, alors By =1

Sijr+ K > h,alors Bs =1

Si S5 1{R(ip,jp + k) <7 X Rumax(in,j5)} > 0, alors By = 1
o Si Rmax(iB,jB) > p, alors Bs =1

(4) Décision finale :
o Si By =1, alors B = —1 (partie transitoire détectée et sortie de l’algorithme)
0SiBs;=0etB,=1pouruni<1<4 alorscy+co+w—-—K+1

oSic+w>N-—1Iy+1, alors B = 0 (puits en cours de détection et sortie de
Ualgorithme)

[e]

[¢]

[¢]

o Sinon, retour & (2)
0 SiV1<i<5B;=0,alors B=1 (puits détecté et sortie de l’algorithme)

Sortie Matrices RB, RmaxB , kB et structure S contenant les valeurs de : B (statut de détec-
tion), & (nombre de tours), 7 (indice d’accés et centre), j (indice de sortie), Rmax(i5,5)

(rayon du puits), T = (7 — j)At (temps de sortie).

L’algorithme de segmentation final peut donc se résumer par le pseudo-code suivant, et l'illus-

tration qui suit :
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Algorithm 4 k-segmentation

Entrée X, At, D

(1) Initialisation : Choix des paramétres R, Amin, Nmin €t a, calcul de K, w, h et initiali-
sationacg=1,nr=1let nw=1

(2) Parcours d’une bande :
[RBa RmaxBu K;B7 S] = eXplOfe_Strip(X, Atv D7 l07 W, Y, Kmin, K7 Nmirn p)

(3) Stockage :
o Si B = —1 (partie transitoire détectée), alors T'(nt) <+ S, nt < nr+1letly < lp+h—1
o Silgp+h—1< N, alors retour a (2)
o Sinon, sortie de 'algorithme
o Sinon (puits détecté ou en cours de détection), W(nw) < S, nw  nw+ 1 et lg « j+1
o Silp+h—1< N, alors retour a (2)

o Sinon, sortie de 'algorithme

Sortie Structures T et W.

Acces time_  Acces time Acces time
towell's Exit towells Exit towell's
center time center time center
No exit yet
- - ® accepted maximum of K
inside sliding window
We” 1 We” 2 We” 3 ® rejected maximum of K
inside sliding window
§ Transient segment
. .
L ]
sliding
window
[ ]
* L ]
sliding ° .
strip of [*] [e 9 L o o . ®
.

FI1GURE 3.18 — Illustration du fonctionnement de I’algorithme.
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3.3 Premiers exemples

3.3.1 Mouvement brownien

Nous appliquons ici 'algorithme & la trajectoire brownienne évoquée précédemment, d’une

durée de 100 ns au pas de temps At = 4 ps a l'aide des paramétres suivants :

p (nm) | R (nm) | &min | NVmin ) h | K| w
2 1 10 40 500 | 56 | 46 | 3K

TABLEAU 3.3 — Paramétres pour I’étude du mouvement brownien.

Lap number matrix Brownian motion as a transient segment
0 12 e
10
80
a8
. 70
1]
= 6
E 60 _
E 4
= 50 £
g - 2
£ 40
3 0
U 30
-2
20
-4
10
-6
A . .
0 20 40 60 80 100 =] 15
End time (ns) % {nm)

FIGURE 3.19 — Gauche : Matrice du nombre de tours pour la trajectoire brownienne. Droite :
k-segmentation effectuée sur la trajectoire brownienne. Magenta : segment transitoire.

Nous voyons alors que l'algorithme ne tombe pas dans le piége consistant a considérer la
moindre accumulation comme un maximum de la densité de probabilité : la trajectoire entiére est

considérée comme un segment transitoire.

3.3.2 Modéle de trois puits

Nous appliquons ici ’algorithme & une trajectoire issue du modéle de trois puits, d’une durée
de 100 ns au pas de temps At = 4 ps, d’une température # = 0.5 nm?ns~'. Voici le résultat

produit par 'algorithme & 'aide des paramétres suivants :
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P (nm) R (nm) Kmin Nmin 0 h K w
2 1 15 40 125 | 46 | 30 | 2K

TABLEAU 3.4 — Paramétres pour 1’étude d’un modéle de trois puits.

Well no.1: x=55,r=1 Well no.2: x=45,r=1 Well no.3: x=42,r=1

FI1GURE 3.20 — k-segmentation effectuée sur la trajectoire issue du modéle de trois puits. Magenta :
partie transitoire ; Rouge : puits; Jaune : conformations de départ suivant le point d’accés; Vert :
segment avant sortie du puits; Noir : segment aprés sortie du puits.

Lap number matrix

Starting Time (ns)

0 20 40 60 80 100
End time (ns)

FIGURE 3.21 — k-segmentation de la trajectoire issue des trois puits représentée sur sa matrice du
nombre de tours (segments rouges [, 7]). Ordonnées : instant d’accés (ns); Abscisses : instant de
sortie (ns).



80 CHAPITRE 3. ALGORITHME DE k-SEGMENTATION

25 Trajectory coordinates x (red) and y (blue)
- 1] T T 1 1

Indexes 104

FIGURE 3.22 — k-segmentation de la trajectoire issue des trois puits représentée sur le profil de
ses coordonnées. Ordonnées : valeurs des coordonnées (nm) ; Abscisses : indices des conformations
(frames de la trajectoire). Rouge : x ; Bleu : y. Pointillés verts : instants d’accés 7 ; Pointillés rouges :
instants de sortie j; Magenta : zones transitoires.

On constate ici que Ialgorithme parvient a juger convenablement de la profondeur des puits :
si les deux puits centrés en (1,0) et (—1,0) sont identifiés comme des puits, celui centré en (0,5/3),
dont nous savons qu’il est d’une importance significativement moindre que celles des deux autres

puits, est per¢u comme une partie transitoire.

3.4 Influences des paramétres

3.4.1 Exemples sur le modéle de trois puits

En guise de premiers exemples, mais également pour mieux comprendre les rouages de 1’algo-
rithme, nous nous proposons ici de faire varier certains paramétres de sorte & évaluer leur impact

vis-a-vis des résultats obtenus.

Conformément aux légendes précédentes, pour chacun des tracés suivants, on représentera les
parties transitoires (magenta), les zones de puits (rouge), les plages de conformations de départ
(jaune), les instants précédant les sorties de puits (vert), ceux suivant les sorties de puits (noir) et

les centres de puits (croix noires).

Influence de p

On considére trois cas différents. Les deux premiers cas sont étudiés sur une seule et méme
trajectoire simulée sur les trois puits avec ¢ = 0.1, § = 0.5 nm?ns~!, d = 2, T = 100 ns, At = 4 ps
et N = 25000. Pour le second cas, seule la température change : # = 0.6 nm?-ns~!. Les paramétres

de I’algorithme sont les suivants :
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p (nm) | R (nm) | Amin | Numin 0 h | K| w
Casl | pp=15 1 10 40 125 | 56 | 46 | 3K
Cas2 | pp=3 1 10 40 125 | 56 | 46 | 3K
Cas 3 p3 =1 1 10 40 105 | 56 | 46 | 3K

TABLEAU 3.5 — Paramétres pour ’étude de l'influence de p.

Dans le premier cas (voir Fig. p1 = 1.5 nm), on constate la détection d’une zone tran-
sitoire : I’élection, dans cette gamme de conformations de départ, d’un centre de puits induirait
en effet la détection d’un puits trop grand, de rayon > 1.5 nm. L’algorithme préfére considérer
la gamme suivante en incrémentant la conformation de départ (lo = lp + h — 1), ce qui permet a
la nouvelle gamme de considérer des points plus proches du nouveau puits, voire dans notre cas
qui en font partie. Si une partie transitoire demeure (voir cadrant Well no. 4), une identification
raisonnable du centre du puits est possible, permettant ainsi un nombre de tours plus élevé, et un

rayon acceptable.

A contrario, dans le second cas (voir Fig. p2 = 3 nm), Palgorithme étant plus tolérant sur
la taille des puits, il va tout de méme élire en tant que centre la conformation la "moins pire" de
la gamme, i.e. la plus proche possible du puits tout en restant dans la gamme. Rejetée dans le cas
précédent pour cause d’un rayon trop grand, cette fois-ci, ce centre offre aux yeux de l'algorithme
un puits raisonnable du point du vue du rayon, lequel atteint ici 2 nm. Néanmoins, constatons
évidemment que le centre choisi est précisément décentré vis-a-vis du puits réel, ce qui induit
inévitablement une moins bonne saturation du nombre de tours, lequel n’atteint que la valeur 4
dans ce cas, contre 13 précédemment. Pour la trajectoire précédente, nous montrons que le rejet
d’un rayon trop grand peut avoir lieu lorsque la gamme de points de départ est trop éloignée
du futur puits. Mais il se peut aussi que ce rejet ait lieu méme si la gamme de points recouvre
déja le puits : bien souvent, 'algorithme doit en fait gérer des excursions de puits. Distinguant
I'excursion de la réelle sortie, I’algorithme évite I’artefact, mais cela engendre un rayon cumulé
trop important. L’algorithme va alors incrémenter la plage de départ, jusqu’a ce que les excursions
génantes puissent étre dépassées : outre la possibilité de se rapprocher d’un puits imminent comme
c’était le cas pour le premier cas, 'incrémentation de la gamme de départ permet donc également

d’oter du puits des points qui seraient trop extrémes.

A cet égard, le dernier exemple (voir Fig.[3.25] p3 = 1 nm), simulé sur une trajectoire différente,
est tout a fait parlant. La trajectoire présentant une forte excursion sur la droite du premier puits,
la géne de ’algorithme est palpable, et celui-ci détecte le puits, dés lors qu’il est en mesure de se

délester de cette excursion.
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Well no. 1, =91, r=1

CHAPITRE 3. ALGORITHME DE k-SEGMENTATION

Well no. 2, x =40, r=1 Well no. 3, x =19, r=1

Transient segment no. 1

Well no. 4, =13, r=1

FIGURE 3.23 — Résultat pour p; = 1.5 nm.

Well no. 1: x=91,r=1 Well no. 2: x=40,r=1

FIGURE 3.24 — Résultat pour py = 3 nm.
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Transient segment no. 1 Transient segment no. 2 Transient segment no. 3 Transient segment no. 4

FIGURE 3.25 — Résultat pour ps = 1 nm.

Influence de Kpin

On considére ici deux cas étudiés sur la méme trajectoire simulée sur les trois puits, avec
comme paramétres : ¢ = 0.1, § = 0.5 nm?ns~!, d =2, T = 100 ns, At = 4 ps et N = 25000. Les

paramétres de 'algorithme sont les suivants :

p (nm) | R (nm) Kmin Nuin 0 h | K| w
Cas 1 2 1 Kmin,1 = 40 125 | 56 | 46 | 3K
Cas 2 2 1 Fmine = 10 | 40 125 | 56 | 46 | 3K

TABLEAU 3.6 — Paramétres pour I'étude de I'influence de xpyin.

Dans le premier cas (voir Fig. Kmin,1 = D), 'algorithme étudiera des maximums locaux du
nombre de tours & partir de la valeur 5. Pourvu que les autres critéres de rejets ne s’enclenchent pas,
I’algorithme peut éventuellement fournir en sortie des puits dont le nombre de tours caractéristique
est assez faible : c’est le cas du puits supérieur du paysage des trois puits, identifié ici avec une
valeur du nombre de tours de 12, donc faible, et dont nous savons par ailleurs qu’il s’agit 1a d’un

puits bien plus insignifiant que les deux autres.
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Well no. 1: k=55,r=1 Well no. 2: x=59,r=1

FIGURE 3.26 — Résultat pour kmin ;1 = 5.

A Pinverse, lorsque ’on augmente la valeur de £, dans le second cas (voir Fig. Kmin,2 =
10), lalgorithme devient plus sévére, et refuse ainsi de considérer le puits supérieur du paysage :
il identifie & la place des zones transitoires.

Well no. 1: k=55, r=1 Well no. 1: k=59, r=1 Transient segment no. 1

Transient segment no. 2

-

FIGURE 3.27 — Résultat pour kmi o = 10.

En effet, alors qu’une bande est parcourue partant d’'une gamme de conformations de départ,

la haute valeur de ki, o refusant les maximums < 10 qui se présentent, I’algorithme est contraint
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Well no. 1: k=102, r=1

“":{r ~~ I
-

05

-0.5 1

FIGURE 3.28 — Résultat pour K; = 125.

d’aller chercher des maximums locaux satisfaisants "plus loin" dans la trajectoire. Ce faisant, le
rayon du puits finalement identifié devient trop grand, et le critére de rejet via p s’enclenche : une
zone transitoire est détectée. Remarquons par ailleurs que le dernier puits est identifié avec une
moins bonne valeur du nombre de tours que dans le cas précédent (16 au lieu de 54). En effet, dans
le premier cas, la sortie du puits supérieur étant identifiée, la gamme de conformations suivante
recouvre mieux le futur puits : le centre défini est plus raisonnable, et la valeur du nombre de tours
augmente. Dans le second cas, la sortie du puits supérieur n’est pas identifiée. Par conséquent,
la gamme de conformations de départ est incrémentée jusqu’a ce qu'un de ses points les "moins
éloignés" du futur puits permette d’éviter le rejet selon p. Cette dite gamme recouvre alors moins

bien le futur puits, le centre est mal choisi, et le nombre de tours sature mal.

Influence de K

On considére ici deux cas étudiés sur la méme trajectoire simulée sur les trois puits, avec
comme paramétres : ¢ = 0.1, § = 0.5 nm?ns~!, d =2, T = 100 ns, At = 4 ps et N = 25000. Les

paramétres de I'algorithme sont les suivants :

p (nm) | R (nm) | Kmin | Nmin 1) h K w
Cas 1 2 1 15 40 125 | 56 Ki=6=125 3K,
Cas 2 2 1 15 40 125 | 50 | Ko = K; —30=95 | 3K

TABLEAU 3.7 — Paramétres pour ’étude de I'influence de K.

Dans le premier cas, I'algorithme dispose toujours d’une marge suffisante post-maximum pour
étudier le retour du processus dans le puits, méme si le maximum se trouve trés proche de la zone
limite (voir Fig. K7 = 125). Ainsi, il distingue bien ’excursion, visible & partir de 0.5 ns
post-maximum, des réelles sorties de puits.

Dans le second cas, I'algorithme va en revanche prendre pour argent comptant de simples
excursions (voir Fig. et Ky = 95). En effet, en gardant le méme 0 mais en réduisant
K, nous réduisons la zone d’étude du rayon post-maximum du nombre de tours a 0.38 ns. Par
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Well no. 1: k=30, r=1 Well no. 2: k=94, r=1

w_.{:"\m\‘

FIGURE 3.29 — Résultat pour Ky = 95.

conséquent, l'algorithme n’a pas assez de temps pour constater un retour du rayon & une valeur

"normale", et on détecte un faux puits.

Influence de h

On considére ici deux cas étudiés sur la méme trajectoire simulée sur les trois puits, avec
comme paramétres : ¢ = 0.1, § = 0.5 nm?ns™!, d =2, T = 100 ns, At =4 ps et N = 25000. Les
parameétres de 'algorithme sont les suivants :

p (nm) | R (nm) | Kmin | Nmin 0 h K| w
Cas'1 2 1 15 40 125 | hy =56 =625 | 40 | 3K
Cas 2 2 1 15 40 125 ho = 100 46 | 3K

TABLEAU 3.8 — Paramétres pour I'étude de I'influence de h.

Dans le premier cas (voir Fig. hi = 625), la gamme de points de départ (jaune) est assez
large pour qu’un centre de puits puisse étre trouvé. Quand elle ne 'est pas, et que l’algorithme
doit poursuivre trop loin dans la lecture de la trajectoire jusqu’a trouver un maximum, alors rejeté
par p, un faible nombre d’incrémentation de la bande est suffisant pour qu'un centre raisonnable
puisse étre identifié : c’est le cas ici, avec un seul segment transitoire, et un centre choisi dés la
bande suivante. Notons néanmoins que le point choisi n’est pas centré au mieux. Pour assurer
lidentification d’un point bien centré (et donc d’une meilleure saturation du nombre de tours), il

sera ainsi recommandé de choisir une valeur de h assez grande.

Dans le second cas (voir Fig. he = 100), les étapes transitoires se multiplient car la bande
est trop étroite, et on n’envisage pas assez de points de départ. Quand on y parvient enfin, le choix
est tout de méme plus restreint, et on obtient une moins bonne saturation du nombre de tours
pour le dernier puits (16 contre 33).
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35 T T T T T T
30 F B
2 25 b
20 + B
15 1 1 1 1 1 1
14.2 14.4 14.6 14.8 15 15.2 15.4 15.6
£ Time (ns)
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FIGURE 3.30 — K5 = 95. Haut : profil de k au voisinage de j; Bas : profils de R (rouge) et Rmax

(bleu) au voisinage de J.

Well no. 1: k=56, r=1 Well no. 2: k=19, r=1

FIGURE 3.31 — Résultat pour h; = 625.
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Well no. 1: k=56, r=1 Well no. 2: k=19, r=1 Transient segment no. 1 Transient segment no. 2

FIGURE 3.32 — Résultat pour hy = 100.

3.4.2 Bilan

En pratique, 'utilisateur sera souvent confronté de maniére récurrente & certains enjeux. Bien
souvent, la segmentation lui paraitra trop fine, ou trop grossiére, ne rendant ainsi pas bien compte
de la segmentation qu’il souhaiterait obtenir s’il s’en tenait & une lecture de la matrice du nombre
de tours. Concrétement, 'utilisateur souhaitera ainsi réunir, ou diviser des puits. Pour ce faire,
il pourra jouer sur p (voir Critére no. 5) ou sur kmin (voir Critére no. 2) de sorte & rendre
I’algorithme plus ou moins sévére quant au rayon maximum et au nombre de tours minimum
tolérables respectivement pour définir un puits. De maniére similaire, il pourra agir quant a la
détection de fausses excursions en faisant varier K (voir Critére no. 3) mais aussi v (voir Critére
no. 4).



Chapitre 4

Application de la k-segmentation a
VKORCI1 et KIT

Nous présentons dans ce chapitre les résultats obtenus par Uapplication de [’algorithme de k-
segmentation aux trajectoires de simulations de DM pour VKORC1 et KIT (voir Chapitre 1 §1.2).

4.1 Application 8 VKORC1

Nous présentons ici les résultats que fournit la k-segmentation appliquée a deux répliques de
VKORCI1 (méme conformation initiale, mais vitesses initiales différentes) recalées par rapport a
leur conformation initiale. Toutes deux ont été simulées au pas (At)sim = 2 fs, et observées au pas
At =5 ps, pendant une durée totale de T =1 ps. On s’intéresse en fin de simulation aux résidus
9 a 151 de C,, de sorte a disposer d’une matrice X = (X;)1<;<n € Mg n(R) avec d = 3 x 143 et
N = 200000 conformations observées. Par ailleurs, ’étude des variations quadratiques associées

fournissent un coefficient de diffusion estimé en dimension 2 de Dyvkorci = 1000 nm?-ns~?

(voir
Chapitre 2 §2.2.3). Dans toute la suite, nous nommerons Trajectoire 1 et Trajectoire 2 ces deux
trajectoires. La Fig. représente ces deux trajectoires sous leurs formes projetées suite & une

ACP de dimension 2.

Avant toute chose, remarquons qu’aucune de ces deux trajectoires ne semble visiter plusieurs
fois les mémes zones de l’espace : a cette échelle de temps, le processus visite toujours de nou-
velles régions. Par ailleurs, comme le montre la Fig. bien que les conformations initiales soient
identiques pour ces deux trajectoires, la simple considération de vitesses initiales différentes in-
duit la visite de régions trés différentes de ’espace. L’accumulation des trajectoires superposées
traduit en réalité leurs évolutions dans des espaces orthogonaux & ceux sur lesquels s’effectuent

les projections.

89
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VKORC1 Trajectory 1 (2d-PCA) VKORC1 Trajectory 2 (2d-PCA)

40

y {nm}
y {(nm}

3010

-30

I
-30 -20 -10 0 10

x (nm) % (nm)

FIGURE 4.1 — Gauche : Trajectoire 1; Droite : Trajectoire 2. Toutes deux sont recalées et projetées
en dimension 2 par ACP. Bleu — Jaune : Suivi temporel.

Trajectory 2 on Trajectory 1 Trajectory 1 on Trajectory 2

T
30+
20

15k
20

10+

101

0
10r
151

201
201

251

-40 -30 -20 -10 1] 10 20

FIGURE 4.2 — Gauche : Trajectoire 2 (bleu — jaune) projetée par ACP sur la Trajectoire 1 (rouge) ;
Droite : Trajectoire 1 (bleu — jaune) projetée par ACP sur la Trajectoire 2 (rouge).

4.1.1 Trajectoire 1 (1 ps/5 ps)

p (nm) | R (nm) | Kmin | Nmin | 0 h | K| w
25 10 50 40 20 | 206 | 5 | BK

TABLEAU 4.1 — Paramétres pour la k-segmentation de la Trajectoire 1.
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Well no.1: k=392,r=21 Well no.2: xk=373,r=19 Well no.3: x=1181,r=13

-10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30

Well no.4: x=460,r=11 Well no.5: k=3419,r=11

-10 0 10 20 30 -10 0 10 20 30

FIGURE 4.3 — k-segmentation effectuée sur la Trajectoire 1. Pour chaque puits sont indiqués le
nombre de tours associé k = k(%,]) et le rayon correspondant r = Ruax(i,7) (nm). Magenta :
segments transitoires; Rouge : zones de puits; Jaune : plages de conformations de départ ; Vert :
instants précédant les sorties de puits; Noir : instants suivant les sorties de puits; Croix noires :
centres des puits.

Lap number matrix

1000 3000
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800 - ] 2500
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R | 1000
200 R
500
100 R
0 0

0 200 400 600 800 1000
End time (ns)

FIGURE 4.4 — k-segmentation de la Trajectoire 1 représentée sur sa matrice du nombre de tours
(segments rouges [z, j]). Ordonnées : instant d’accés (ns); Abscisses : instant de sortie (ns).
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Trajectory 1 start-fitted coordinates x y z
T m T T T

WWW p oy \ )

il
‘fﬂ “{llw il

‘10 ]
| |
] L
20 1
{ " H
: : !
=30 1
i ] [
1 | | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Indexes %102

FIGURE 4.5 — k-segmentation de la Trajectoire 1 représentée sur le profil de ses coordonnées en
dimension 3 (ACP). Ordonnées : valeurs des coordonnées (nm) ; Abscisses : indices des conforma-
tions (frames de la trajectoire). Rouge : x; Bleu : y; Vert : z. Pointillés verts : instants d’accés 7;
Pointillés rouges : instants de sortie J.

Remarquons immédiatement que la k-segmentation fait émerger des nombres de tours trés
nettement supérieurs aux valeurs observées jusqu’alors : cette situation réelle est significativement
différente de celle des trois puits. Plus précisément, la segmentation met ici en évidence le dernier
puits trouvé, lequel permet d’atteindre un nombre de tours de «(7,7) = 3419, pour un rayon
Rimax(Z,7) = 11 nm et un temps de sortie T = 447 ns. En guise de premiére confirmation de la
stabilité de ce puits, nous proposons de simuler une réplique de 120 ns observée toutes les 1 ns,
partant de la conformation correspondant au centre du puits, mais avec des vitesses différentes.
Nous recalons cette réplique par rapport a la conformation initiale de la Trajectoire 1, et nous la
projetons sur les axes de I’ACP en deux dimensions de cette derniére (voir Fig. .

Well no.5: k=3419,r=11 5 Restart from last well and Trajectory 1 (2d-PCA)

20 - whole trajectory

. segment in well
——segment before exit

segment after exit

possible starting points

——transient segment 1 0F

center

20
15+ 15k

10

y (nm)

-10 -10F

-15 -15 1

-20 -20 0

25 b

-20 -10 0 10 20 30 -2‘0 -1‘0 6 1‘0 2‘0 3‘0
x (nm)

_25 1

FIGURE 4.6 — Gauche : Dernier puits de la Trajectoire 1 : x(7,7) = 3419, Rpax(7,7) = 11 nm,
T = 447 ns. Droite : Projection de la réplique effectuée & partir du dernier puits de la Trajectoire
1 sur les axes d’ACP de la Trajectoire 1. Rouge : Trajectoire 1; Bleu — Jaune : Suivi temporel
de la réplique.

On observe alors que la réplique reste globalement dans le puits identifié. Si ’on compare cette

situation avec celle des Trajectoire 1 et 2, lesquelles constituent également des répliques mais qui
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se dirigent immédiatement aprés leur départ vers des mondes trés différents, on comprend que le

phénomeéne observé est remarquable.

4.1.2 Trajectoire 2 (1 ps/5 ps)

p (nm) | R (nm) | Kmin | Nmin | 0 h K w
18 10 50 40 20 | 400 | 106 | 10K

TABLEAU 4.2 — Paramétres pour la xk-segmentation de la Trajectoire 2.

Transient segment 30WeII no.l: k=368,r=16 30 Transient segment

20
10

0
-10
-20
30Well no.2: k=330,r=17 Transient segment 30Well no.3: k=474,r=16
20 20
10 10

0 0
-10 -10
-20 -20

20
10
0
-10
-20

FIGURE 4.7 — k-segmentation effectuée sur la Trajectoire 2. Pour chaque puits sont indiqués le
nombre de tours associé k = k(7,]) et le rayon correspondant r = Ryax(?,7) (nm). Magenta :
segments transitoires; Rouge : zones de puits; Jaune : plages de conformations de départ; Vert :
instants précédant les sorties de puits; Noir : instants suivant les sorties de puits; Croix noires :
centres des puits.
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Lap number matrix
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FIGURE 4.8 — x-segmentation de la Trajectoire 2 représentée sur sa matrice du nombre de tours
(segments rouges [z, j]). Ordonnées : instant d’accés (ns); Abscisses : instant de sortie (ns).

Trajectory 2 start-fitted coordinates xy z
T
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FIGURE 4.9 — k-segmentation de la Trajectoire 2 représentée sur le profil de ses coordonnées en
dimension 3 (ACP). Ordonnées : valeurs des coordonnées (nm) ; Abscisses : indices des conforma-
tions (frames de la trajectoire). Rouge : x; Bleu : y; Vert : z. Pointillés verts : instants d’accés 7;
Pointillés rouges : instants de sortie 7; Magenta : zones transitoires.

La x-segmentation met & nouveau en évidence le dernier puits trouvé, lequel permet d’atteindre
un nombre de tours de k(%, ) = 4745, pour un rayon Rpmax(?,7) = 11 nm et un temps de sortie
T = 558 ns. Nous simulons alors une réplique de 80 ns observée toutes les 1 ns, partant de la
conformation correspondant au centre du puits, mais avec des vitesses différentes. Nous recalons
cette réplique par rapport a la conformation initiale de la Trajectoire 2, et nous la projetons sur

les axes de ’ACP en deux dimensions de cette derniére (voir Fig. [4.10).
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Restart from last well and Trajectory 2 (2d-PCA)
T T T T

Well no.4: k=4745,r=11
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——segment in well
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FIGURE 4.10 — Droite : Dernier puits de la Trajectoire 2 : x(7,]) = 4745, Rmax(7,7) = 11 nm,
T = 558 ns. Gauche : Projection de la réplique effectuée a partir du dernier puits de la Trajectoire
2 sur les axes de ’ACP de la Trajectoire 2. Rouge : Trajectoire 2 ; Bleu — Jaune : Suivi temporel
de la réplique.

Nous faisons alors deux constats. Tout d’abord, bien que la réalisation du temps de sortie du
dernier puits observé sur la Trajectoire 2 soit trés grand, laissant ainsi & penser que la réplique
y resterait confinée, celle-ci en sort immédiatement aprés quelques ns seulement. En considérant
B(zg, Ry) = {x € R4 : ||z—x¢|| < Ro} une boule fermée pouvant représenter ce puits, ce phénoméne
peut s’expliquer par la variance de la variable aléatoire 79 = tiiltf; {|| Xt —x0|| > Ro}, ol to représente
I'instant de départ de la réplique. En effet, en supposant que cette variable aléatoire suive une
loi exponentielle de paramétre A > 0 (hypothése raisonnable & basse température), on a que

Var(ro) = 1/A? et donc un écart type du méme ordre que I'espérance + = E(7).

Outre le phénomeéne de sortie "prématurée”, nous constatons que le processus semble rebrousser
chemin, en ce sens qu’il se dirige vers la zone de I'espace conformationnel visitée en amont du
dernier puits. Malgré les nombres de tours apparents plus faibles dans cette zone qu’en fin de
trajectoire, nous comprenons que la variance du temps de sortie influe de maniére importante
sur les valeurs de k obtenues en sortie de segmentation, pouvant potentiellement faire varier ces
derniéres de plusieurs ordres de grandeurs pour un méme puits. En effet, sous 'hypothése d’un
temps de sortie suivant une loi exponentielle de paramétre A > 0, représentons I'histogramme du
quotient de deux lois X; et X5 suivant une telle loi. La loi quotient résultante, indépendante de
A, fournit le tracé de la Fig.

Cette figure nous montre ainsi que deux réalisations indépendantes du temps de sortie expo-
nentielle d’'un méme puits sont & comprendre & un facteur multiplicatif prés. Plus précisément, la
loi de ce rapport correspond & une loi de type Pareto de densité f(x) = 1/(1 + x)? pour = > 0
et de fonction de répartition F(z) =1 —1/(1 + ). En effet, si R = U/V ou U et V sont deux
variables aléatoires indépendantes de loi géométrique de paramétre 1, le changement de variable
(u,v) — (r = u/v,v) donne la densité f(r,v) = ve~ "+ pour la loi du couple (R,V) et par
intégration en V la densité f(r) = 1/(1 + r)? pour la variable R. Par suite, comme le rapport R
de deux réalisations indépendantes d’un temps de sortie est compris avec probabilité 1 — « entre

les quantiles d’ordre o/2 et 1 — /2 on a :
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60 = =
50 = =
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0 I 1 |_L—,— i | (| I T—
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60 70 80 90
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FIGURE 4.11 — Histogramme du quotient de deux lois exponentielles de paramétre 1 calculé a
partir de p = 1000 réalisations de la variable U = log(u1)/log(us), avec up,us suivant une loi
uniforme sur [0, 1].

IP>((]o¢/2 <R< Q1—a/2) =l-a

avec ¢, = 1/(1— a) — 1. Pour donner un ordre d’idée, on a pour o = 0.05, on a que P(1/39 < R <
39) = 0.95 ce qui confirme que la valeur de k estimée sur une réalisation doit étre comprise a un

ordre de grandeur prés.

Au regard de cette remarque, il est impossible d’affirmer que la différence entre les nombres de
tours observés pour les deux derniers puits de la Trajectoires 2, a savoir k3 = 474, et Ky = 4745,

soit significative, ni que ces deux puits soient totalement dissociables.

Pour résumer, la sortie du dernier puits en un temps trés court aprés le lancement de la réplique
ne discrédite pas son importance, mais peut s’expliquer par la variance de la loi du temps de sortie.
D’autre part, le non-retour dans ce puits et la visite du puits précédent n’induisent pas non plus
le rejet du dernier puits, du fait que les valeurs de k sont & considérer & des ordres de grandeurs
prés. Enfin, il est avant tout prometteur de constater que le processus ne quitte pas ce dernier
puits pour visiter des zones totalement différentes de ’espace, mais reste dans des zones déja
visitées. Ceci nous invite & penser qu’a partir de la ps, la protéine VKORC1 est potentiellement
en mesure d’avoir visité une grande partie de son espace conformationnel envisageable, et que des
phénomeénes de retours émergent. Il se pourrait alors qu’en simulant un nombre assez grand de
trajectoires de VKORC1 d’une durée T > 1 ps, des méthodes relevant des MSM soient légitimes.

4.2 Application a KIT

De méme que précédemment, nous distinguons différents sous-domaines de la molécule KIT

compléte.

4.2.1 Trajectoire de KIT avec KID (2 ps/10 ps)

On commence par appliquer Palgorithme de k-segmentation a la trajectoire du systéme KIT
complet, d’une durée de T' = 2 s, simulée toutes les 2 fs et observée au pas At = 10 ps. On isole

les n = 400 atomes de C, de sorte & disposer d’une matrice X = (X;)1<i<ny € My n(R), avec
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d = 3 x 400 avec N = 200000 conformations observées. Pour ce systéme, on a en dimension 2
que Dkir ko = 900 nm?-ns~! (voir Chapitre 2 §2.2.3). Dans toute la suite, cette trajectoire sera
nommeée Trajectoire KIT+KID.

KID+KIT Trajectory (2d-PCA)

a0+

20 -

-20

40 F

FIGURE 4.12 — Trajectoire KIT+KID recalée et projetée en dimension 2 par ACP. Bleu — Jaune :
Suivi temporel.

p (nm) | R (nm) | Kmin | Nmin | 9 h | K| w
40 30 250 25 100 | 500 | 46 | 3K

TABLEAU 4.3 — Paramétres pour la k-segmentation de la Trajectoire KIT+KID.
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Well no.1: x=376,r=38 Well no.2: x=401,r=27 Well no.3: k=393,r=32
40 40 40

20 20 20

0 0 0

-50 0 50 -50 0 50 -50 0 50

Well no.4: xk=435,r=31 Well no.5: k=643,r=14
40 40

20 20

0 0

-50 0 50 -50 0 50

FIGURE 4.13 — k-segmentation effectuée sur la Trajectoire KIT+KID. Pour chaque puits sont
indiqués le nombre de tours associé k = k(%,]) et le rayon correspondant r = Ry,ax(7,7) (nm).
Magenta : segments transitoires; Rouge : zones de puits; Jaune : plages de conformations de
départ ; Vert : instants précédant les sorties de puits; Noir : instants suivant les sorties de puits;
Croix noires : centres des puits.

Lap number matrix

2000
1800 I 7 700
1600 - -
600
— 1400 + i
wn
£ 500
o 1200} g
E
= 1000 - B 400
j=))
c
£ 800 1
8 300
Y 600k 1
200
400 | g
200 | | 100
0 0

0 500 1000 1500 2000
End time (ns)

FIGURE 4.14 — k-segmentation de la Trajectoire KIT+KID représentée sur sa matrice du nombre
de tours (segments rouges [7,j]). Ordonnées : instant d’accés (ns); Abscisses : instant de sortie

(ns).
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0 KIT+KID trajectory start-fitted coordinates x y z
T T T T i T

L |
0 2 4 6 8 10 12
Indexes %10%

-
~
—
o
=
(=]

FIGURE 4.15 — k-segmentation de la Trajectoire KIT+KID représentée sur le profil de ses coor-
données en dimension 3 (ACP). Ordonnées : valeurs des coordonnées (nm) ; Abscisses : indices des
conformations (frames de la trajectoire). Rouge : x; Bleu : y; Vert : z. Pointillés verts : instants
d’accés 7; Pointillés rouges : instants de sortie 7; Magenta : zones transitoires.

La k-segmentation met en avant le dernier puits de nombre de tours xk = 643, de rayon Ry . =
14 nm et de temps de sortie T = 130 ns.

4.2.2 Trajectoire de KID seul (2 ps/10 ps)

On applique la k-segmentation & une trajectoire du domaine KID seul, qui correspond & la
restriction de la trajectoire précédente aux atomes correspondant a KID, c’est-a-dire aux résidus
143 & 222 pour un total de n = 80 atomes de C,. Cette trajectoire est ainsi d’une durée de T' = 2 ps
observée toutes les At = 10 ps de sorte que I'on dispose d’une matrice X = (X;)1<i<n € Mg n(R),
avec d = 3 x 80 et NV = 200000 conformations observées. Pour ce systéme, on a en dimension 2

-1

que Dkip = 1000 nm?ns~! (voir Chapitre 2 §2.2.3). Dans toute la suite, cette trajectoire sera

nommée Trajectoire KID.

KID Trajectory (2d-PCA)

301

201

10

-10

-20 1

.30 . . . . . . .
-40 -30 -20 -10 0 10 20 30

FI1GURE 4.16 — Trajectoire KID recalée et projetée en dimension 2 par ACP. Bleu — Jaune : Suivi
temporel.
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p (nm) | R (nm) | Kmin | Nmin | 0 h K w
20 18 800 25 33 | 16000 | 1500 | 5000

TABLEAU 4.4 — Paramétres pour la k-segmentation de la Trajectoire KID.

Well no.1: xk=1167,r=10 Well no.2: x=2576,r=15 Well no.3: x=2658,r=12

-30 -30

-40 -20 0 20 -40 -20 0 20 -40 -20 0 20

Transient segment Well no.4: x=1531,r=15 Well no.5: k=1361,r=8

30
20
10

-10

-20

-30 -30

-40 -20 0 20 -40 -20 0 20 -40 -20 0 20

100
-30
-30
FIGURE

4.17 — r-segmentation effectuée sur la Trajectoire KID. Pour chaque puits sont indiqués

le nombre de tours associé k = k(Z,]) et le rayon correspondant r = Ryax(Z,7) (nm). Magenta :
segments transitoires; Rouge : zones de puits; Jaune : plages de conformations de départ ; Vert :

instants

précédant les sorties de puits; Noir : instants suivant les sorties de puits; Croix noires :

centres des puits.
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Lap number matrix

2000

1800 |

1600 -

1400 |

1200 -

1000 |

Starting Time (ns}
[=1] o
o [=3
o (=]

i
[=3
=]

]
=1
=1

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
End time (ns)

FIGURE 4.18 — k-segmentation de la Trajectoire KID représentée sur sa matrice du nombre de
tours (segments rouges [[7, 7]). Ordonnées : instant d’accés (ns) ; Abscisses : instant de sortie (ns).

KID trajectory start-fitted coordinates x y z
T T T T T T

40 - T T T

! "IH, b b il i

Indexes ~«10%

FIGURE 4.19 — k-segmentation de la Trajectoire KID représentée sur le profil de ses coordonnées
en dimension 3 (ACP). Ordonnées : valeurs des coordonnées (nm) ; Abscisses : indices des confor-
mations (frames de la trajectoire). Rouge : x; Bleu : y; Vert : z. Pointillés verts : instants d’accés
7; Pointillés rouges : instants de sortie J.

La x-segmentation met dans un premier temps en évidence le troisiéme puits avec une valeur
du nombre de tours de k3 = 3059. Nous observons également une transition globale trés nette vers
les z < 0 (voir Fig. courbe rouge).

4.2.3 Trajectoire de KD avec KID (2 ps/10 ps)

On applique la k-segmentation a une trajectoire du domaine KD (c’est-a-dire de KIT sans le
domaine JMR) avec KID, qui correspond a la restriction de la trajectoire de KIT+KID aux résidus
35 4 369 pour un total de n = 335 atomes de C,,. Cette trajectoire est ainsi d’une durée de T' = 2 pis
observée toutes les At = 10 ps de sorte que I'on dispose d’une matrice X = (X;)1<i<n € Mg n(R),
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avec d = 3 x 335 et N = 200000 conformations observées. Pour ce systéme, on a en dimension 2
que Dkp . kip = 750 nm?-ns~! (voir Chapitre 2 §2.2.3). Dans toute la suite, cette trajectoire sera
nommeée Trajectoire KD+KID.

KD+KID Trajectory PCA 2D

30r

10 ]

-10 F

-30

-40

-850+

-60

FI1GURE 4.20 — Trajectoire KD+KID recalée et projetée en dimension 2 par ACP. Bleu — Jaune :
Suivi temporel.

p (nm) | R (nm) | Kmin | Nmin | 0 h | K| w
35 20 250 25 54 | 270 | 40 | 3K

TABLEAU 4.5 — Paramétres pour la x-segmentation de la Trajectoire KD+KID.
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o Transient segment 4g\lell no.1l: xk=315,r=35 4g\n‘ell no.2: xk=389,r=34

-40 20 0 20 40 -40 -20 0 20 40 -40 20 0 20 40

o Transient segment 4g\lell no.3: k=262,r=35 4g\n‘ell no.4: k=245,r=26

-40 20 0 20 40 -40 -20 0 20 40 -40 20 0 20 40

FIGURE 4.21 — k-segmentation effectuée sur la Trajectoire KD+KID. Pour chaque puits sont
indiqués le nombre de tours associé k = k(i,]) et le rayon correspondant r = Rpyax(7,7) (nm).
Magenta : segments transitoires; Rouge : zones de puits; Jaune : plages de conformations de
départ ; Vert : instants précédant les sorties de puits; Noir : instants suivant les sorties de puits;
Croix noires : centres des puits.

Lap number matrix

2000
1800 - g 500
1600 - -
—~ 1400 - 1 400
wn
£
g 1200 - g
F 1000} 1 300
j=))
c
£ 800 1
g 200
600 | g
400 | g 100
200 | g
0 0

0 500 1000 1500 2000
End time (ns)

FIGURE 4.22 — k-segmentation de la Trajectoire KD+KID représentée sur sa matrice du nombre
de tours (segments rouges [7,j]). Ordonnées : instant d’accés (ns); Abscisses : instant de sortie

(ns).
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KD+ KID trajectory start fitted coordinates x y z

60

40

ﬁf A0 mw ‘\\ ,,Wi N

40 J .W‘W”"*‘M

-60

o

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Indexes x10*

FI1GURE 4.23 — k-segmentation de la Trajectoire KD-+KID représentée sur le profil de ses coordon-
nées en dimension 3 (ACP). Ordonnées : valeurs des coordonnées (nm); Abscisses : indices des
conformations (frames de la trajectoire). Rouge : x; Bleu : y; Vert : z. Pointillés verts : instants
d’accés 7; Pointillés rouges : instants de sortie j.

4.2.4 Trajectoire de KD seul (2 ps/10 ps)

On applique la k-segmentation & une trajectoire du domaine KD seul, qui correspond a la
restriction de la trajectoire de KIT+KID aux résidus 35 a 142 puis 223 & 369 pour un total de
n = 255 atomes de C,. Cette trajectoire est ainsi d’une durée de T' = 2 ps observée toutes les
At = 10 ps de sorte que I'on dispose d’une matrice X = (X;)1<i<ny € Mg n(R), avec d = 3 x 255
et N = 200000 conformations observées. Pour ce systéme, on a en dimension 2 que Dgp = 900
nm?ns~! (voir Chapitre 2 §2.2.3). Dans toute la suite, cette trajectoire sera nommée Trajectoire

KD.

2 KD only Trajectory PCA 2D

151

10t - AN

-10 F

-15 +

-15 -10 5 0 5 10 15 20

FIGURE 4.24 — Trajectoire KD recalée et projetée en dimension 2 par ACP. Bleu — Jaune : Suivi
temporel.
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p (nm) [ R (nm) | Kmin | Nmin | 0 h K| w
25 15 2000 40 25 | 10000 | 50 | 3K

TABLEAU 4.6 — Paramétres pour la k-segmentation de la Trajectoire KD

Well no.1: xk=3007,r=16 Well no.2: x=2071,r=18 Well no.3: k=633,r=20

-10 0 10 20 -10 0 10 20 -10 0 10 20

FIGURE 4.25 — k-segmentation effectuée sur la Trajectoire KD. Pour chaque puits sont indiqués
le nombre de tours associé¢ k = k(7,]) et le rayon correspondant r = Ryax(?,]) (nm). Magenta :
segments transitoires; Rouge : zones de puits; Jaune : plages de conformations de départ; Vert :
instants précédant les sorties de puits; Noir : instants suivant les sorties de puits; Croix noires :
centres des puits.

Lap number matrix

2000 3000
1800 .
2500
1600 .
—~. 1400 i
g 2000
o 1200 .
E
= 1000 . 1500
[o)]
=
£ 800 |
8
&4 1000

600

400
500

200

0 500 1000 1500 2000
End time (ns)

FIGURE 4.26 — k-segmentation de la Trajectoire KD représentée sur sa matrice du nombre de tours
(segments rouges [z, j]). Ordonnées : instant d’accés (ns); Abscisses : instant de sortie (ns).



106 CHAPITRE 4. APPLICATION DE LA x-SEGMENTATION A VKORCI1 ET KIT

KD trajectory start-fitted coordinates xy z
: - .

25— T T T T T T

i
20

1
i
1
15 i
1
i
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FIGURE 4.27 — k-segmentation de la Trajectoire KD représentée sur le profil de ses coordonnées
en dimension 3 (ACP). Ordonnées : valeurs des coordonnées (nm) ; Abscisses : indices des confor-
mations (frames de la trajectoire). Rouge : x; Bleu : y; Vert : z. Pointillés verts : instants d’accés
7; Pointillés rouges : instants de sortie J.

4.3 Bilan

Nous voyons a travers ces exemples la faculté de la k-segmentation & offrir une analyse trés fine
mettant en évidence de nombreux phénoménes de stabilisations locales, lesquels demeureraient
invisibles si I'on appliquait un algorithme de clustering classique. Dans des cas complexes, la x-
segmentation constitue donc un outil exploratoire permettant d’isoler certaines portions d’une

trajectoire qui paraissent dignes d’intérét.

On peut alors envisager de compléter I’étude par une visualisation (par exemple sous VMD ou
PyMol) de certaines conformations, ou de certains segments tout entiers comme des zones transi-
toires. En effet, I’algorithme de k-segmentation est & considérer pour une gamme de parameétres,
et non pour un unique jeu de paramétres qui serait optimal. A cet égard, il est indispensable de
prendre en compte les enjeux biologiques propres a chaque systéme étudié, et d’affiner ou non la

segmentation en conséquence.



Chapitre 5

Equivalent trois puits et estimation
de parameétres dynamiques

Nous proposons au cours de ce chapitre un moyen de représenter toute trajectoire de simula-
tion de DM par son équivalent dans le paysage des trois puits. Nous pourrons nous servir de cette
représentation dans le but d’édifier une méthode d’estimation des termes de dérive et de diffusion
du processus sous-jacent en régime EDS. Nous appliquerons ensuite ces estimateurs aux trajec-
toires de simulations de DM dont nous disposons, et comparerons les résultats obtenus concernant
Uestimation de la dérive par rapport a une estimation basée sur le calcul du gradient de l’énergie

estimeée.

5.1 Modélisation de la simulation de DM par un modéle de
trois puits

Nous proposons dans cette partie une approche consistant & modéliser tout processus par
un modéle de trois puits. Cette modélisation s’effectue par la considération des trois paramétres
suivants : la température 6, le paramétre d’échelle spatiale p, et le paramétre d’échelle temporelle
a. On considére donc la famille de processus (Yt(e’p’a))e’p’ae]g*, vérifiant :

(0,0,0) _ 5-(0)
Y;‘r - pXt/oz
ol Xt(g) correspond quant & lui au processus canonique de température 8 sur le paysage des trois

puits. Il vérifie donc :
dx\” = VU, (X,)dt +v20dB,

La dynamique d’un tel processus est alors régie par ’EDS suivante :

o Yy 2
Ay, #re) = —pVUC<t)dt +/202-dB,
« p «@

Nous cherchons alors & calibrer ces paramétres de sorte a ce qu’ils correspondent a la réa-
lité observée sur les données. En nous basant sur une k-segmentation effectuée sur des données

X = (2;)1<i<n, nous pouvons élire un puits de référence, dont on notera ici T le temps de sortie,

107
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Ry le rayon et kg le nombre de tours. Par ailleurs, cette segmentation aura été effectuée a l'aide
d’un coefficient de diffusion Dy = 2dfy identifié par une étude des variations quadratiques asso-
ciées au aux données. On cherche alors & identifier le triplet (feq, paq, Cteq), tel que les quantités
associées (Tsq, Deq, Rsq) coincident avec le triplet (T, Do, Ro) observé sur les données, c’est-a-dire

a résoudre le systéme :

Téq =Ty
D¢q = Dy
Reqg = Ryo

ou, de maniére équivalente, le systéme suivant :

Req = Ko
Déq = DO
Reqg = Ro

Considérons désormais ce nouveau systéme. Par construction nous avons que Rsq = psqRap et
Dgq = 296qdp§q /eq, avec R3p = 1, rayon caractéristique sur le paysage des trois puits canonique.

On identifie alors les paramétres de calibration ainsi :

Keq(feq) = Ko
Peq = RO (51)
Qeq = QGéqdpgq/DO

Pour résoudre la premiére équation, on se propose d’effectuer une série de simulations dans le
but d’estimer les temps de sortie d’'un méme puits pour différentes températures, et d’identifier
celle qui permet d’atteindre le nombre de tours xg. Ayant constaté précédemment que le calcul du
nombre de tours était invariant par changements d’échelles de temps et d’espace (voir Chapitre 3
§3.1.3), nous pouvons ainsi, pour trouver la température équivalente ¢4, nous contenter de simuler
le processus canonique X (?) pour diverses températures. Nous cherchons alors, partant du point
zo = (1,0), & trouver la température fsq permettant de retrouver le nombre de tours observé sur
les données. Pour une température 6 donnée, et en posant D = 260d, le temps passé dans le bassin
considéré s’écrit :

V(D) = Eo[18(20,1)]
Ol Tg(z,,1) st la variable aléatoire correspondant au temps de sortie du puits centré en xq et de

rayon Rap = 1. Et on cherche donc D¢, de sorte que :
Déqw(Déq) = Ko

Dans le but d’identifier la valeur recherchée, nous nous proposons alors d’implémenter un tracé
de la courbe D —— D(D). Pour chaque valeur de D, on souhaite simuler en partant du fond d’un
puits, de maniére a estimer la quantité (D). Quel pas (At)sim doit-on utiliser ? 11 faudra simuler
a une échelle de temps suffisamment fine de sorte que d’éventuelles sorties de puits ne soient pas
masquées par une simulation trop grossiére (la qualité de l'estimation du temps de sortie en serait
altérée). On choisira un ¢ tel que 06 < Rgp = 1, de sorte a définir :

62
(At)sim - 5

Nous devons ensuite choisir un nombre de points & simuler qui permette d’observer la sortie

du puits : on choisira une valeur trés élevée notée Ny, permettant 'observation des sorties de
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puits. On arrétera la simulation dés lors que le processus se sera éloigné d’une distance strictement
supérieure & R3p = 1 du centre du puits, ou bien que le nombre maximal d’itérations sera atteint :
dans ce dernier cas, si le processus n’est toujours pas sorti du puits, on ignorera la réalisation
effectuée et on incrémentera un compteur de saturation Ng,; pour détecter la possibilité d’une

censure.

On effectuera, toujours pour chaque température d’un ensemble choisi noté ©, un nombre Ny,
de ces simulations, afin de disposer d’un grand nombre de réalisations du temps de sortie, que I'on
moyennera : en effet, rappelons que dans le cas d’un temps de sortie suivant une loi exponentielle
de paramétre A > 0, celle-ci présente une variance 1/\2. Il ne restera alors qu’a multiplier ce temps

moyen par le quotient D/R2, = D de sorte a obtenir le nombre de tours.

Nous parvenons a l'algorithme suivant :

Algorithm 5 Temps de sortie et nombre de tours

Entrée R3P, (S, Zo, O = <9p)p, Nmax, Nexp

Boucle externe Pour chaque température 6 € ©
Initialisation D < 2d0, (At)sim = /D, k <+ 1, 0 < Ngat
Boucle interne (Simulation) Tant que k < Neyp :

01+ 0,z x

o tant que (|| — zo|| < Req) €t (1 < Nmax)
0 74+ & — VU (2)(At)gim + /20(At)sim X n avec n ~ N (Ogz, I5).
o1+ i+1

o Si ||z — zo|| > Rap, alors :
o Yg(D) < i x (At)sim
ok« k+1

o Sinon Ngu ¢ Ngat + 1

Calcul du temps de sortie et du nombre de tours
o $(D) A= Y358 vn(D) et w(D) < Di(D)/R3,

Sortie Tracé des nombres de tours D — &(D)

Nous reportons Fig. les estimations fournies par l’algorithme pour © = {0.2+ %k x0.01: 0 <
k <30}, Nexp = 100, Nppax = 5 X 10% et 6 = 0.1. Par ailleurs, on reporte une interpolation (courbe
rouge en pointillés) de nos estimées du temps de sortie moyen en fonction de la température par

une régression aux moindres carrés de la forme :

log(Eg[TB(z,,1)]) > log(¢(D) = a +b/0 (5.2)

ie. Y(D) ~ exp(a + b/0) ou encore D@(D) ~ D exp(a + 4bd/D).
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¥(D) en fonction de D=26 d Dy(D) en fonction de D=2¢ d

10° 10°
interpolation interpolation
= valeur estimée = valeur estimée
10*
104F
i b
2 4
‘g 10° §
o ]
& S 10°F
v ¢
Q
£ 10%} €
v o
[ <
102 L
101k
100 L L L L L L 101 L L L L L L
0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

0 0

FIGURE 5.1 — Gauche : tracé de 8 — 1 (6) (temps de sortie en fonction de la température) ; Droite :
tracé de 8 — 2d0y(0) (nombre de tours en fonction de la température) ; Pour les valeurs choisies
des paramétres, aucune censure n’a été observée (Nguy = 0).

Gréce a ces traces, il est aisé de résoudre I’équation Di)(D) = kg, pour un kg calculé sur les
données observées. Il suffit en effet de confronter la valeur de kg que I’on souhaite retrouver, avec
Iinterpolation de la Fig. @ de sorte & trouver la température équivalente 0sq, & laquelle on sait

associer la diffusion Dsq = 204qd.

Remarque 32. Le caractére exponentiel a basse température de la dépendance du nombre de tours
en fonction de 1/6 nous montre que le nombre de tours correspond, dans le paysage des trois puits,

a une notion de profondeur de puits liée au choix de la température.

Remarque 33. Nous aurions pu également résoudre [’équation invoquant le temps de sortie plutot

que le nombre de tours, auquel cas nous aurions dd identifier la température telle que Tsq = To/teq.

Nous sommes alors en mesure de terminer la résolution du systéme , et pouvons disposer
des trois parameétres (faq, peq, Ceq)- Ainsi, pour créer un modéle de trois puits équivalent a une
trajectoire quelconque de durée T et observée au pas At, il suffit de simuler le processus canonique
(X (0ea)), pendant une durée Teq = T/aeq au pas (At)sq = At/aeq, puis de normaliser la trajectoire

par psq : de cette fagon, on simule bien le processus équivalent Y (Geaspeascrea)

5.2 Meéthode d’estimation de dérive et diffusion

Nous proposons dans cette section de mettre au point des estimateurs de dérive et de diffusion
d’un processus sous-jacent a partir d’un jeu de données observé. Si cela est envisageable dans le
cas d’un régime EDS, nous montrerons en revanche que la situation est plus délicate dans un cas
concret, et qu'un recours a une modélisation par le modéle des trois puits permet de solutionner

le probléme.
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5.2.1 Cas du régime EDS

Nous choisissons donc de nous placer dans le cas d’un processus & valeurs dans R? solution de
IEDS :

ot x = p(r) € R et x> o(z) = 1/20(z) sont C! bornées et Lipschitz, avec () > 0 représentant
une température locale, et B; un mouvement brownien d-dimensionnel.

Pour z € X et h > 0 on a que :

E[(Xn — Xo)/h | Xo = a] = () + o(1)
E[| X — Xol|?/h | Xo = 2] = do(x)? + o(1) = D(z) + o(1)

ott D(z) = o(x)%d = 26(x)d est le coefficient de diffusion local du processus.

Dans le cas d’observations discrétes (ce qui sera le cas des trajectoires de simulation de DM),
comme nous n’avons que peu d’information sur p, nous nous tournons vers une approche non-
paramétrique par noyau de type Nadaraya-Watson [54}|80] comme introduite dans |74] dans le cas
1D. LI’idée, pour estimation de la dérive p(x), est d’utiliser le fait que le processus est autonome
puis d’approximer espérance E[(X}; — Xo)/h | Xo = z] au voisinage d’un point x par une
moyenne locale pondérée par un noyau des accroissements (X(j1yar — X;ja¢)/At pour X;a; dans
un voisinage de xz. On procéde de méme pour lestimation de D(z) en calculant des moyennes
locales pondérées au voisinage de « de || X(j11)ar — Xjae|?/At.

On considére un noyau gaussien, et une trajectoire x; = X;a; pour 0 < ¢ < N — 1 échan-
tillonnant la trajectoire sur [0,7] en N points (on a alors At = T/(N — 1). En reprenant alors
les notations du Chapitre 2 §2.3.1, on définit, pour € > 0, la matrice d’adjacence et la matrice de

probabilité par :

Wi, j] = exp(—|lw; — | /2€)
PN[i j] = Wi, 3]/ Sy Wi K]
On aboutit aux estimateurs suivants pour x; 2 Xins:
i) = 35505 PN ) — ) /A
D(w:) = 3235 PV i, flllajar — 2502/ At

Dans la suite, pour illustrer le comportement en fonction de At des estimations, on consi-
dérera la possibilité d’'un sous-échantillonage en m < N points. Par conséquent, on se propose
d’introduire comme parameétre le nombre de points m, et de considérer des matrices réguliérement
échantillonnées notées X™ (voir Chapitre 2 §2.2.2). On précise alors la définition des estimateurs

de la fagon suivante. Pour tout z; :

fim (i) = 375 PPi, (241 — 35)/ Dt
(5.4)
Do (i) = Y05 P |1 — 512/ Aty

avec At,, =T/(m —1).
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Remarque 34. Les estimateurs ne dépendent pas du temps. On considérera en effet que seule la

conformation courante détermine la dérive ainsi que la température.

La formulation (5.4]) est un cas particulier, en les données, de la formule générale définissant
les estimations en tout point x :

~ m—1 K (z—x;
i (1) = 75 ot (w1 — )/ At
(5.5)

PN m—1 K (z—x;
Dpn(w) = X753 st s g — )P/ At

ott Ke(y) = exp(—|ly[|*/2e).
Dans les formules précédentes, nous voyons que nos estimateurs dépendent de deux paramétres :
le nombre m de données choisies, et le paramétre e localisant I’estimation. De maniére & quantifier

I'influence de ces deux paramétres sur la qualité de I'estimation, on se propose de définir les écarts
types empiriques sur les données associés aux estimateurs :

RMSD;(m, €) = (55 20y lm (zr) — () [7)?

RMSD p(m, €) = (; S5ty [Dm(ax) = D(ax) )/

Etudions le profil de ces écarts types a I'aide d’un exemple simulé sur le paysage des trois puits,
avec T = 100 ns, At = 0.02 ns et § = 0.5 nm%.ns~! (voir Fig. |5.2)).

Modele 3 puits, T=100 ns, A t =10 ps

0.8

0.6

0.4

0.2

y (nm)
o

-02r

04k

-0.6 F

-0.81

FIGURE 5.2 — Simulation d’une trajectoire issue d’un modéle de trois puits avec # = 0.4 nm?-ns~!,
T =100 ns, At = 10 ps. Ici la trajectoire reste dans un seul des deux puits principaux sur la durée
de la simulation.

On calcule alors les estimées et les écarts types associés pour différentes valeurs de m et .
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RMSD (e)
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FIGURE 5.3 — Ecarts types empiriques associés a I'estimateur fi,,, (gauche) et a l'estimateur 6,,
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(droite) en fonction de /€ et pour diverses valeurs de m.

Pour la dérive, on met en évidence 'existence d’une valeur optimale de €* qui minimise ’écart

type & m fixé dans un compromis classique entre le biais (qui augmente avec €) et la variance

(qui diminue avec €). On peut constater que le choix de cette valeur influe assez largement sur

la précision du résultat. Sans grande surprise non plus, la précision du résultat augmente avec

m. Quant & la diffusion, comme pour le cas de pu, la précision augmente avec la valeur de m.

Cependant, la température de notre modéle ne dépendant pas de x, la précision augmente ici

toujours avec € puisque 6 n’est pas locale.

Procédons alors au calcul des estimées avec les paramétres trouvés précédemment. On prendra
pour la dérive (m,,, \/€,) = (5 x 103,7.9 x 1072) et pour la température (mg, /€g) = (5 x 103, 10).
On commence par P'estimation de la dérive en les données (voir Fig. [5.4).

Dérives locales estimées

0.5

N W/ /
\ i‘ \ v‘:\ L,!\,I y/// v’

FIGURE 5.4 — Droite :

sur une grille réguliére.

y (nm)

Dérives réelles
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o b}
SN\

S & K
R S Y
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/

v"‘ V’ :///’

A/ J p
Tt
/ p s

/ Py o

e el

X (nm)

1.2

fim () pour m = 5 x 10® au voisinage du centre du puits (aprés sous-
échantillonnage tous les 5 points pour plus de visibilité) ; Gauche : p(z) calculé dans la méme zone

On retrouve tout a fait ’allure générale de la dérive au sein du puits visité avec toutefois des
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erreurs légérement visibles sur la direction du gradient en bord de puits. Considérons maintenant
lestimée de la température 6, (x) £ D,,(x)/2d :

i Température réelle (bleue) et estimée (rouge)

0.4

0.35
0.3 1
20325}

0.2r

0.15

0 2000 4000 6000 8000 10000
index i

FIGURE 5.5 — Bleu : 6(x;) (vraie valeur); Rouge : 0,,(z;) pour m = 5 x 10%. Les fluctuations
de ,,,(;) en fonction de i ne sont pratiquement pas visibles (327" (B (i) — (6m))2/m)/? =
2.8 x 1076 ou (6,,) = Z;’;Bl O (z;)/m) du fait d’une grande valeur de V€ = 10 par rapport a la
taille du puits.

Ce premier exemple permet de montrer que méme lorsque m est grand, il reste pour la valeur
0, une erreur relativement importante quelque soit le choix de la valeur de €. Il en est de méme,

bien que cela soit moins visible ici, dans I’estimation de p.

Pour comprendre ce phénoméne, nous considérons ici le cas particuliérement explicite d’un

processus d’Ornstein-Uhlenbeck dans R? satisfaisant a I’EDS pour un choix de a,6 > 0 :
dX,L = —CLXtdt =+ V 20 dXt (56)

Une solution explicite est donnée par : X5, = e~ "Xy + V20 foh e~ oh=5) W, pour laquelle on a
E[X}, — X0 | Xo] = (e —1)Xg et E[ || X5 — Xo||? | Xo] = (e~ — 1)2||X0||2+%i(1 —e~2%") Dans
ce cas, la mesure invariante est y ~ N(0,6/a) si bien que l'on a E,,[ | X), — Xo[|? | = 224(1 —e~h)

et donc :

E,[|lXn — Xol2/h) = D(1 = Sh+O(k?)) (5.7)

ou D = 20d est le coefficient de diffusion. En particulier, on remarque ainsi une sous-estimation de

D pour h > 0, phénoméne que nous retrouvons dans notre situation sur le modéle des trois puits.
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At

FIGURE 5.6 — Affichage de (6,,) = LS O (2;) en fonction de At,, = T/m pour m =
1250, 2500, 5000, 10000.

On peut donc essayer de gagner un ordre dans l'estimation en considérant les deux nouveaux
estimateurs (déja introduits dans [74]) :

(5.8)

La comparaison des estimateurs d’ordre 1 et d’ordre 2 est évaluée & la Fig. On constate un

effet marqué sur 'estimation de la température locale avec une réduction d’un ordre de grandeur

de erreur d’estimation pour les grandes valeurs de e. En particulier, on trouve (5} =3.96 x 1071

nm2-ns~! pour At = 0.01 ns & comparer & § = 3.80 x 10~ nm?

ns~! obtenu pour 'estimateur
direct d’ordre 1 (on rappelle que # = 0.4 nm?-ns~1!). Elle ne semble pas trés sensible dans le cas

de Destimation de u sans toutefois dégrader les performances.

10* T T 100
s 15t OFrder
2nd order

1st order
2nd order

=z =
A 22
3 10° 2
= =
o o
10! : . 1073 ! |
1072 10! 10° 10? 1072 107 10° 10t

Ve Ve

F1GURE 5.7 — Comparaison des performances entre les estimations au premier et au second ordre
pour lestimation de p (gauche) et pour estimation de 6 (droite).
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Remarque 35. Dans le but de gagner en précision, l’emploi des estimateurs d’ordre 2 constitue

donc une alternative & l'augmentation du nombre de points considérés.

5.2.2 Cas réel : application & VKORC1 et KIT

Dans un cas réel, une étude des variations quadratiques peut comme nous ’avons vu permettre
de modéliser la trajectoire par une EDS (voir Chapitre 2 §2.2.3) et d’obtenir un coefficient de
diffusion estimé. Par ailleurs, I’algorithme de k-segmentation permet l'identification d’un puits
de référence, et des quantités associées kg et Ry dont la connaissance est indispensable a la
modélisation par un modéle de trois puits. Dans le but d’appliquer cette méthode aux trajectoires
de VKORC1, KIT+KID, KID seul, KD+KID, et KD seul, voici donc les valeurs dont nous aurons
besoin ici :

Dy (nm?ns~ 1) | ko | Ro (nm)
VKORCI1 (Traj. 1) 1000 3419 11
VKORCI (Traj. 2) 1000 1745 11
KIT+KID 900 643 14
KID 1000 2658 12
KD-+KID 750 389 34
KD 900 3007 16

TABLEAU 5.1 — Valeurs de Dy, k¢ et Ry pour VKORCI1, KIT+KID, KID, KD+KID et KD.

En revanche, disposer d’'un pas de temps d’observation assez faible est crucial dans le but
d’appliquer les estimateurs définis précédemment : en effet, ’écriture d’une discrétisation suppose
que le pas de temps soit assez faible de sorte a ce que p(x;) suffise & expliquer l'itération vers
ziy1. Or, la validité d’un régime EDS, indispensable & ’application de nos estimateurs, exige
de ne pas descendre en decga de la valeur pivot (At)*, lequel n’est potentiellement pas assez fin
pour permettre une bonne estimation. Pour lever cette incertitude, on se propose de comparer la
distance R* parcourue par le processus observé pendant un temps (At)* correspondant au pas de
temps limite permettant une modélisation par EDS, au rayon moyen des puits observés sur une

projection en dimension 2 par ACP, i.e R. Pour chaque systéme d’intérét, cela revient a s’assurer

R* %2 /D x (At)* < R

Nous avons alors les valeurs suivantes :

que :

R* (nm) | R (nm)
VKORC1 1 10
KIT+KID 0.94 30
KID 1 18
KD+KID 0.86 20
KD 0.94 15

TABLEAU 5.2 — Comparaison de R* et R pour VKORC1, KIT+KID, KID, KD+KID et KD.

On peut alors raisonnablement envisager d’écrire une discrétisation de 'EDS pour les systémes
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ci-dessus. Il n’en demeure pas moins que I'identification des paramétres optimaux (m, €) soit im-
possible a effectuer. En effet, ceux-ci étant issus du calcul des écarts types empiriques associés
aux estimateurs, il est indispensable de connaitre les véritables valeurs de p et 6 en tout point de

I’espace conformationnel visité.

Pour contourner cet obstacle, I'idée consiste a créer un équivalent de la trajectoire étudiée dans
le paysage des trois puits. En effet, dans ce dernier cadre, les termes de dérives et de diffusion
réels sont connus, les écarts types empiriques calculables, et donc I’identification des paramétres
optimaux rendue possible. En estimant alors la dérive et la diffusion pour ces paramétres pour
un pas de temps équivalent & (A¢)*, nous serions capables en nous basant sur la qualité de cette
estimation dans le paysage des trois puits, de savoir si le pas de temps pivot serait suffisamment fin
pour calculer directement ces estimées pour la trajectoire réelle, et si tel était le cas, de connaitre

la fiabilité de ’estimation.

Avant de passer aux applications, nous revenons ici sur un dernier point. Dans I’exemple que
nous avons considéré pour le modéle des trois puits, la température équivalente est assez élevée de
lordre de 0.5 nm?-ns~! pour laquelle la mesure d’équilibre vg,, est relativement peu creusée au
voisinage du centre du puits. Ce ne sera plus le cas pour les modéles équivalents sur des trajectoires
réelles pour lesquelles nous trouverons des températures deux fois plus petites créant des écarts
de densité beaucoup plus importants entre le centre du puits et les bords. Or, si err(z) est 'erreur
d’estimation (pour la dérive ou la température) en x, I'ergodicité locale du processus nous donne

I’approximation :
1 - 2 2
—E err(r;)” = [ err(w)“ve,, (dz)
m
k=1

ce qui quantifie la représentation différentielle des différents points d’un puits dans la prise en

compte de Perreur. A basse température, 'accumulation des points au voisinage du fond du puits

ameéne & privilégier un voisinage restreint autour du puits dans le calcul de I'erreur et un choix de

€ petit provoquant des erreurs importantes d’estimation en bord de puits (mais qui ne sont trés

peu prise en compte dans lerreur quadratique totale). Pour pallier ce défaut, nous introduisons
, . dvg. . N . .

une pondération w(r) = — =L (x) (calculable sur le modéle des trois puits) pour laquelle on a

Voeq
I’approximation :

z:w(aci)err(mi)2 o~ /err(m)%/(%‘ef (dx)

1
m
k=1

ce qui permet de tempérer la température apparente pour la pondération sur les erreurs sur une

valeur de référence que nous fixerons dans la suite & 6,.5 = 1.
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Application 8 VKORC1

Appliquons cette méthode & la Trajectoire 1 de VKORCI, avec kg = 3419, Dy = 1000 nm?-ns~!
et Ry = 11 nm. Nous calculons les écarts types empiriques associés aux estimateurs du premier
ordre sur I’équivalent trois puits correspondant. Puis, pour m = 200000, nous calculons alors les

écarts types associés aux estimateurs du second ordre.

RMSD, (&) RMSDg(¢)
— m=50000 W] ————— ——
—— m=100000
3001 — m=200000 1604

1404 ———

2501 m=25000

w w -

9? P: 120 —— m=50000
2 500 2 —— m=100000
-4 < 100 —— m=200000

o —
60 \

10! 107! 10° 10t
VE

150 4

100 A

FIGURE 5.8 — Ecarts types empiriques associés & I'estimateur /i (gauche) et a 'estimateur 0 (droite)
en fonction de4/e pour ’équivalent trois puits de la Trajectoire 1.
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F1GURE 5.9 — Comparaison des performances entre les estimations au premier et au second ordre
avec m = 200000, pour 'estimation de p (gauche) et de 6 (droite) sur I’équivalent trois puits de
la Trajectoire 1.
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FIGURE 5.10 — Comparaison de l'estimation de p (second ordre) avec p réel pour 'équivalent trois
puits de la Trajectoire 1, sur une grille localisée au voisinage du deuxiéme puits.
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FIGURE 5.11 — Estimation de la dérive avec les paramétres optimaux (my,/¢,) = (10°,1) pour
la Trajectoire 1 (pour plus de lisibilité, la représentation est sous-échantillonnée (1/15)).
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Remarque 36. La trajectoire que nous utilisons ici n'est pas observée au pas (At)yxor = 1 ps
mais au pas At =5 ps. Nous constatons néanmoins d’une part que la discrétisation est toujours
raisonnable du fait que vVDvior X At = 2.23 nm < Rvkorci = 10 nm, et d’autre part nous
supposons que le pas d’échantillonnage n’influe guére sur les paramétres optimauz. Il en sera de

méme pour les trajectoires suivantes.

Appliquons cette méthode & la Trajectoire 2 de VKORCI, avec kg = 4745, Dy = 1000 nm?-ns~!
et Ry = 11 nm. Nous calculons les écarts types empiriques associés aux estimateurs du premier
ordre sur l’équivalent trois puits correspondant. Puis, pour m = 200000, nous calculons alors les

écarts types associés aux estimateurs du second ordre :

RMSD,(g) RMSDy(g)
3501 — m=50000 -
—— m=100000 1801
—— m=200000

300 A

1401 T =

— . — m=25000 T
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* 2001 %100 —0 __ —— m=200000
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10! 107! 10° 10t
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150 1

FIGURE 5.12 — Ecarts types empiriques associés a l'estimateur i (gauche) et a l’estimateur 0
(droite) en fonction dey/e pour I’équivalent trois puits de la Trajectoire 2.
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F1GURE 5.13 — Comparaison des performances entre les estimations au premier et au second ordre
pour l'estimation de p (gauche) de 6 (droite), avec m = 200000, sur I’équivalent trois puits de la
Trajectoire 2.
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FIGURE 5.14 — Comparaison de l'estimation de u (second ordre) avec p réel pour 'équivalent trois
puits de la Trajectoire 2, sur une grille localisée au voisinage du deuxiéme puits.
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FIGURE 5.15 — Estimation de la dérive avec les paramétres optimaux (m,,, \/€,) = (10°,1.2) pour
la Trajectoire 2 (pour plus de lisibilité, la représentation est sous-échantillonnée (1/15)).
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Application a KIT4+KID

Construisons alors un équivalent de la trajectoire KIT+KID de 2 ps. Avec les notations précé-

dentes, nous avons xg = 643, Dy = 900 nm?-ns~! et Ry = 14 nm. Nous calculons les écarts types

empiriques associés aux estimateurs du premier ordre sur I’équivalent trois puits correspondant.

Puis, pour m = 200000, nous calculons alors les écarts types associés aux estimateurs du second

ordre :
RMSD,(¢)
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FIGURE 5.16 — Ecarts types empiriques associés a l'estimateur [ (gauche) et a l'estimateur 0
(droite) en fonction de+/e pour 'équivalent trois puits de la Trajectoire KIT+KID.
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F1GURE 5.17 — Comparaison des performances entre les estimations au premier et au second ordre
pour lestimation de u (gauche) et de € (droite), avec m = 200000 sur I’équivalent trois puits de

la Trajectoire KIT+KID.
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FIGURE 5.18 — Comparaison de ’estimation de p (second ordre, a gauche) avec p réel sur une grille
localisée au voisinage du deuxiéme puits pour I’équivalent trois puits de la Trajectoire KIT+KID.
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FIGURE 5.19 — Estimation de la dérive avec les paramétres optimaux (my,/¢,) = (10°,2) pour
la Trajectoire KIT+KID (pour plus de lisibilité, la représentation est sous-échantillonnée sur 5000
points.
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Application a KID

Appliquons cette méme méthode 4 KID seul avec kg = 2658, Dy = 1000 nm?ns~! et Ry = 12
nm. Nous calculons les écarts types empiriques associés aux estimateurs du premier ordre sur
I’équivalent trois puits correspondant. Pour m = 200000, nous calculons alors les écarts types

associés aux estimateurs du second ordre :

RMSD,,(¢) RMSDg(¢)
325 4 — m=25000 204 000000
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FIGURE 5.20 — Ecarts types empiriques associés a l'estimateur ji (gauche) et a lestimateur 6
(droite) en fonction de+/e pour I’équivalent trois puits de la Trajectoire KID.
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F1GURE 5.21 — Comparaison des performances entre les estimations au premier et au second ordre :
pour U'estimation de p (gauche) et pour l'estimation de 8 (droite), avec m = 200000 sur I’équivalent
trois puits de la Trajectoire KID.
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FIGURE 5.22 — Comparaison de lestimation de u (second ordre) avec p réel pour 'équivalent trois
puits de la Trajectoire KID, sur une grille localisée au voisinage du deuxiéme puits.
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FIGURE 5.23 — Estimation de la dérive avec les paramétres optimaux (m,,, \/€,) = (10°,1.4) pour
la Trajectoire KID (pour plus de lisibilité, la représentation est sous-échantillonnée (1/15)).
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Application a KD+KID

Appliquons cette méme méthode & KD+KID avec kg = 2658, Dy = 1000 nm?ns~! et Ry = 34

nm. Nous calculons les écarts types empiriques associés aux estimateurs du premier ordre sur

I’équivalent trois puits correspondant. Pour m

associés aux estimateurs du second ordre :
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200000, nous calculons alors les écarts types

FIGURE 5.24 — Ecarts types empiriques associés a 'estimateur /i (gauche) et a l’estimateur 0
(droite) en fonction de+/e pour I'équivalent trois puits de la Trajectoire KD+KID.
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F1GURE 5.25 — Comparaison des performances entre les estimations au premier et au second ordre :
pour U'estimation de p (gauche) et pour l'estimation de 8 (droite), avec m = 200000 sur I’équivalent
trois puits de la Trajectoire KD+KID.
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FIGURE 5.26 — Comparaison de U'estimation de p (second ordre) avec p réel pour I'équivalent trois

puits de la Trajectoire KD+KID, sur une grille localisée au voisinage du deuxiéme puits.
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FIGURE 5.27 — Estimation de la dérive avec les paramétres optimaux (m,, ,/€,) =

(105, 4.5) pour
la Trajectoire KD+KID (pour plus de lisibilité, la représentation est sous-échantillonnée (1/15)).
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Application a KD seul

Appliquons cette méme méthode a KD seul kg = 2658, Dy = 1000 nm?ns~! et Ry = 18
nm. Nous calculons les écarts types empiriques associés aux estimateurs du premier ordre sur
I’équivalent trois puits correspondant. Puis, pour m = 200000, nous calculons les écarts types

associés aux estimateurs du second ordre :
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FIGURE 5.28 — Ecarts types empiriques associés a l'estimateur ji (gauche) et a lestimateur 6
(droite) en fonction de+/e pour I'équivalent trois puits de la Trajectoire KD.
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F1GURE 5.29 — Comparaison des performances entre les estimations au premier et au second ordre :
pour U'estimation de p (gauche) et pour l'estimation de 8 (droite), avec m = 200000 sur I’équivalent
trois puits de la Trajectoire KD.
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FIGURE 5.30 — Comparaison de l'estimation de u (second ordre) avec p réel pour 'équivalent trois
puits de la Trajectoire KD, sur une grille localisée au voisinage du deuxiéme puits.
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FIGURE 5.31 — Estimation de la dérive avec les paramétres optimaux (m,,, \/€,) = (10°,1.6) pour
la Trajectoire KD (pour plus de lisibilité, la représentation est sous-échantillonnée (1/15)).
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5.3 Comparaison avec le gradient de ’énergie estimée

Nous souhaitons confronter ici les résultats précédemment obtenus de ’estimation du terme de
dérive p(z) dans le cadre d’une modélisation par EDS, avec le gradient d’une fonction d’énergie

estimée & partir des données.

5.3.1 Principe

Rappelons que la trajectoire étudiée est notée X = (z;)1<i<n, avec x; € R%. En s’inspirant de la
notion de similarité telle qu’elle a été décrite précédemment (voir Chapitre 2 §2.3.1), on commence

par définir I'estimateur empirique de la densité, défini sur tout I’espace conformationnel X par :

1 N
2 = g7 L esw(-lle ~ail/20)

Supposons alors que cette densité de probabilité soit reliée a une fonction d’énergie notée
U selon une distribution de Maxwell-Boltzmann : 7 « exp(—8U), avec § = 1/kgf ou 6 est la

température du systéme et kp la constante de Boltzmann. On a ainsi que :

- —% log(#) + Cte (5.9)

5.3.2 Application aux données de DM

Pour une trajectoire de simulation de DM donnée, nous proposons alors de calculer les valeurs
de —VU en les x;, et de les comparer aux valeurs de fi(x;) calculées précédemment. Dans ce
qui suit, nous présentons pour chaque systéme étudié le paysage d’énergie estimé selon (5.9)), le

gradient correspondant calculé sur une fenétre du plan, et les ji calculés sur cette méme fenétre.

Application 8 VKORC1

/ 1\
4//

FIGURE 5.32 — Résultats pour la Trajectoire 1 de VKORCI : lignes de niveaux de I'énergie estimée
U (gauche) et comparaison du gradient de 1'énergie estimée —vU (centre) avec la dérive estimée
fi sur la restriction du plan a une fenétre localisée au niveau du dernier puits (voir Fig. |4.3] -, Well
no. 1, k = 3419).
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FIGURE 5.33 — Résultats pour la Trajectoire 2 de VKORCTI : lignes de niveaux de I'énergie estimée
U (gauche) et comparaison du gradient de I’énergie estimée —VU (centre) avec la dérive estimée
fi sur la restriction du plan a une fenétre localisée au niveau du dernier puits (voir Fig. Well
no. 4, k = 4745).

Application a KIT avec KID
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FIGURE 5.34 — Résultats pour la Trajectoire KIT+KID : lignes de niveaux de 'énergie estimée U
(gauche) et comparaison du gradient de I’énergie estimée —VU (centre) avec la dérive estimée fi
sur la restriction du plan & une fenétre localisée au niveau du premier puits (voir Fig. [4.13] Well
no. 1, kK = 376).
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Application 4 KID seul

14

FIGURE 5.35 — Résultats pour la Trajectoire KID : lignes de niveaux de I’énergie estimée U (haut,
gauche) et comparaison du gradient de I’énergie estimée —VU (haut, droite) avec la dérive estimée

i (bas) sur la restriction du plan & une fenétre localisée au niveau du troisiéme puits (voir Fig.
Well no. 3, k = 2658).

Application a KD avec KID
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FIGURE 5.36 — Résultats pour la Trajectoire KD-+KID : lignes de niveaux de I’énergie estimée U
(gauche) et comparaison du gradient de I’énergie estimée —VU (centre) avec la dérive estimée fi
sur la restriction du plan a une fenétre localisée au niveau du second puits (voir Fig. Well
no. 2, k = 389).
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Application a KD seul
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FIGURE 5.37 — Résultats pour la Trajectoire KD : lignes de niveaux de I’énergie estimée U (gauche)
et comparaison du gradient de I’énergie estimée —VU (centre) avec la dérive estimée ji sur la
restriction du plan & une fenétre localisée au niveau du premier puits (voir Fig. 4.25] Well no. 1,
K = 3007).

5.3.3 Bilan

On constate alors la trés forte adéquation entre d’une part le gradient de I’énergie estimée -vU
et d’autre part la dérive estimée fi. Cela nous invite a penser que l'on pourrait écrire y = —VU,
autrement dit, que les trajectoires observées pourraient raisonnablement étre modélisées par des
équation de type Langevin suramorties, faisant ainsi correspondre le terme d’énergie U & une
notion d’énergie libre. Il s’agit d’un constat remarquable en ce sens qu’en général, & partir d’une

trajectoire quelconque, il se peut tout a fait que ces deux quantités différent (voir Chapitre 2 §2.4).

On constate par ailleurs que 'on retrouve raisonnablement les équilibres locaux mis en évidence
par la k-segmentation au chapitre précédent. En effet, les centres des puits mis en évidence par
la segmentation comme des conformations a 'origine d’une maximisation locale de k en sortie de
puits, correspondent aux minimums locaux de I'énergie estimée empiriquement. A ce stade, les
trois approches évoquées (k-segmentation, estimation de la dérive, et calcul de 1’énergie estimée)
constituent trois points de vues complémentaires permettant d’acquérir des informations sur la

trajectoire quant a la nature de sa dynamique et aux équilibrations locales qu’elle présente.
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Chapitre 6

Conclusions et perspectives

6.1 Conclusions

6.1.1 Modéle de Langevin

Nous avons abordé dans un premier temps la question de la modélisation des trajectoires de
simulations de DM. L’étude du cadre conceptuel de notre travail nous a naturellement mené,
moyennant quelques hypothéses, a la considération d’un modéle de Langevin suramorti, cas parti-
culier d’'une modélisation stochastique, dont le terme de dérive s’exprime comme le gradient d’un
potentiel d’énergie libre (Chapitre 2 §2.1). En cherchant & retrouver les traces de ce comportement
a partir des données en elles-mémes, et plus précisément via le calcul de la variation quadratique
associée a chaque trajectoire de simulation de DM, nous avons mis en évidence l’existence d’'un
pas d’échantillonnage pivot (At)* au dela duquel nous pouvions considérer les données comme
étant des observations discrétes d’'une EDS (Chapitre 2 §2.2).

En nous penchant sur la considération d’un modéle markovien sur nos données, nous avons vu
que celui-ci ne pouvait avoir de sens que si le processus sous-jacent répondait & une équation de
type Langevin en ce sens qu’a la limite, la chaine de markov construite sur les données reproduisait,
a un facteur de température prés, le générateur infinitésimal d’une équation de Langevin (Chapitre
2 §2.3) : c’est dans ce cas bien précis qu'une méthode de re-simulation des trajectoires observées

& pu étre envisagée.

Finalement, bien qu'une modélisation par une équation de Langevin apparaisse comme un
cadre naturel pour notre étude, il est indispensable de passer par une étude de la nature du terme
de dérive p afin de prétendre & un tel modéle. C’est ainsi que, par le truchement d’un modéle
équivalent des trajectoires de simulation de DM au sein du paysage des trois puits, nous avons
pu établir une méthode d’estimation des paramétres de dérive et de diffusion dans le cadre d’un
modéle d’EDS (Chapitre 5 §5.2), puis comparer d’une part le terme de dérive estimé [i partant
d’un modéle général d’EDS, avec d’autre part le gradient de I’énergie estimée vU a partir d’'un
estimateur empirique de la densité (Chapitre 5 §5.3). La forte adéquation entre les profils observés,
qui rappelons-le ne peut étre anodine du fait que ces deux quantités ne coincident pas dans tous

les cas, constitue un premier pas vers la confirmation d’'un modéle de Langevin.
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6.1.2 Algorithme de x-segmentation

Nous avons construit un nouveau critére permettant de quantifier la stabilité des puits, le
nombre de tours k (Chapitre 3 §3.1). Sans dimension et invariante par changements d’échelles de
temps et d’espace, cette quantité effectue le quotient de la distance parcourue par le processus
alors modélisé par une EDS entre des instants s et ¢ dans le cas d’une pure diffusion (sans dérive),
par le rayon maximum effectivement parcouru par la trajectoire (avec dérive) entre ces mémes
instants. Outre des propriétés asymptotiques remarquables, cette variable met & disposition des
ordres de grandeurs qui permettent non seulement de comparer les puits entre eux, mais également

de juger de leur pertinence d’une maniére absolue.

La construction d’un algorithme de segmentation des trajectoires de simulation de DM permet
alors, & partir de la lecture automatique d’une matrice du nombre de tours régulée par différents
critéres de rejets, d’exhiber différents puits et d’en fournir certaines caractéristiques (valeur de k
associée, rayon, frames de début et de fin, temps de sortie)(Chapitre 3 §3.2).

L’application de cet algorithme aux données réelles de VKORC1 et KIT offre ainsi une lec-
ture des trajectoires beaucoup plus fournie que ne le permettraient les méthodes classiques, en
prenant en compte de surcroit I'information dynamique que contiennent les trajectoires (Chapitre
4). En effet, en plus d’enrichir considérablement le niveau de compréhension des phénomeénes de
stabilisations locales par rapport & une approche de type RMSD, cette méthode évite 1’écueil des

algorithmes de clustering, consistant a faire émerger de faux puits.

Qui plus est, on constate que par de simples considérations dynamiques, la segmentation par-
vient & retrouver des centres de puits qui correspondent a des minimums locaux de 1’énergie
estimée empiriquement. La k-segmentation enrichit néanmoins considérablement cette approche
en ce sens qu’elle ne repose pas sur ’hypothése d’un systéme a ’équilibre et qu’elle tient compte

de la dynamique qui régit les données.

6.2 Perspectives

6.2.1 Aspect multi-échelle

Un développement complémentaire consisterait & offrir a l'utilisateur de la x-segmentation
un point de vue multi-échelle. Plus précisément, les puits exhibés par la segmentation peuvent
eux-mémes faire I’'objet d’une nouvelle segmentation invoquant de nouveaux paramétres : de cette
fagon, 'utilisateur aura une lecture hiérarchique des différents sous-puits de chaque puits. En effet,
la réalité des puits est en pratique certainement trés éloignée d’un puits "lisse" comme on pourrait
se le figurer. Cet aspect multi-échelle est palpable au réglage des paramétres de 1'algorithme. Bien
souvent, il faut considérer des plages de conformations initiales assez grandes pour observer une
sortie de puits : il faut laisser au processus le temps de sortir des différents sous-puits présents.
Par ailleurs, nous voyons que différentes valeurs de K (taille de la zone post-maximum local de
k & étudier pour détecter une éventuelle fausse sortie) peuvent faire apparaitre des sous-puits
d’un méme puits. Il serait ainsi bon de permettre a I'utilisateur, aprés une premiére segmentation
effectuée, de sélectionner certains segments qui lui apparaitront comme dignes d’intérét, et que
ceux-ci fassent ’'objet d’une segmentation, et éventuellement d’'une ACP locale avant d’appliquer

I’algorithme.
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Cependant, la légitimité d’une telle approche doit étre questionnée au regard du caractére
potentiellement trés local de la validité d’un régime EDS sur nos données.

6.2.2 Re-simulation non-paramétrique

Comme nous 'avons vu précédemment (Chapitre 2 §2.3), la re-simulation rapide de trajectoires
créées a partir des données observées et visitant ces derniéres dans un ordre différent, ne peut étre
cohérente que dans le cas d'un processus sous-jacent de type Langevin. Cette derniére condition
représente ainsi un obstacle a une méthode générale qui pourrait s’avérer trés utile afin d’effectuer
des tests statistiques, en mimant de nouvelles acquisitions de données, comblant ainsi le faible
nombre de réalisations du processus sous-jacent dont nous disposons. Dans le but de se délester
des paramétres dynamiques de dérive et de diffusion inhérents au modéle d’EDS, il serait bon de
prolonger cet aspect de re-simulation en se basant sur des méthodes de local bootstrap [62], qui

permettent de considérer de nouvelles trajectoires par des procédures de rééchantillonnage.

6.2.3 Interface graphique

Un point crucial est que I’algorithme de k-segmentation ne saurait prendre toute sa valeur que
par la confrontation de ses sorties avec une visualisation concréte des entités biologiques étudiées.
En effet, 'utilisateur doit étre en mesure d’effectuer des aller-retours, avec facilité et rapidité, entre
des frames exhibées par la segmentation afin de rester au plus proche des problématiques liées
a la biologie. Il pourra par exemple visualiser de maniére statique les différentes conformations
correspondant aux centres des puits exhibés, mais aussi disposer de vidéos de la trajectoire pour
les plages de temps correspondant a des segments transitoires. Il est en effet indispensable de ne
pas perdre de vue la réalité biologique des problémes étudiés, et de pouvoir donner un sens concret
aux résultats de la k-segmentation, laquelle demeure un outil exploratoire permettant d’extraire
de l'information & partir des trajectoires de simulation de DM, et de revenir aux problématiques

initiales qui relévent de la biologie, avec un point de vue enrichi par la méthode.

6.2.4 Application a NMDA et a d’autres molécules

L’exemple du récepteur NMDA présenté au Chapitre 1 §1.2.3 n’a pas pu faire 'objet d’un
traitement par les méthodes développées, en revanche, il est a prévoir qu'une analyse par ces
nouvelles approches des données de ce récepteur, ainsi que d’autres molécules, soit en mesure

d’apporter un éclairage nouveau sur les enjeux biologiques étudiés.
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Annexe A

Annexes

A.1 Données simulées

Nous faisons dans cette bréve section 'inventaire des données qui ont été traitées au cours de

ce travail.

A.1.1 Le modéle des trois puits

Nous considérons dans ce travail un modeéle jouet tiré de [55], que nous désignons par modéle
des trois puits. On se place dans un paysage énergétique défini dans le plan par une fonction
d’énergie notée U : R? — R, et qui fait distinctement apparaitre trois puits énergétiques : deux
puits prononcés en (—1,0) et (1,0), ainsi qu'un troisiéme bien moins prononcé en (0,5/3) (Voir
Fig. . Le paysage énergétique étant plat a I’extérieur de ces bassins, on décide d’ajouter un
terme quadratique & la fonction de maniére & contraindre le processus & se réorienter vers les puits

lorsqu’il s’en éloigne. Pour tout (z,y) € R? :

Ud(z,y) = 3¢ [eW1/3)° _ e=W=5/3°) _ 560 [¢=(==1)" 4 o=(@+D°) 4 (32 4 42)

ot ¢ > 0. On définit une densité de probabilité f(z) = Zie exp(fUcT(‘r)), ou f est un paramétre
de température fixé arbitrairement, et Zy la constante de normalisation permettant d’obtenir une

densité.
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3 wells energy landscape

3 wells energy landscape

2 1 0 1 2

FIGURE A.1 — Energie des 3 puits pour ¢ = 0.1

A.1.2 Macromolécules biologiques et données de simulation de leur DM

Pour VKORCI, ont été traitées deux trajectoires de 1 ps échantillonnées toutes les 5 ps,
correspondant & une version hyperflerible de la protéine. Ces deux trajectoires sont nommeées
Trajectoire 1 et Trajectoire 2.

Pour KIT, a été traitée une trajectoire de 2 ps échantillonnée toutes les 10 ps générée pour la
protéine intégrale, KIT avec le domaine KID : on la nomme Trajectoire KIT+KID. Les diverses
trajectoires concernant des sous-systémes de la protéine intégrale sont obtenus par des restric-
tions de la Trajectoire KIT+KID aux résidus correspondant. Ces trajectoires seront nommeées :
Trajectoire KID, Trajectoire KD et Trajectoire KD-+KID.

Trajectoires de DM des protéines simulées
VKORC1 2x1nps /5 ps
KIT  KID I x2nps /10 ps
KID 1x2mnus /10 ps
KD 1x2ps /10 ps
KD+KID 1x2mnus /10 ps

TABLEAU A.1 — Trajectoires simulées de VKORC1, KIT+KIT et KID seul

A.2 Pré-traitements d’une trajectoire de DM avant analyse

A.2.1 Recalage en translation et rotation (recalage rigide)

Soit & = (#4)aca une conformation a recaler sur 2. En écrivant V,.J (©,7) = 0 on obtient :
ZaeA Ma(Ozq + 7 — $réf) =0 et donc :

T=—0 T+ (A1)

ouz s ﬁ ZaeA Mele € R® avec M £ ZaEA mg est le barycentre de la conformation x. En

substituant 7 par son expression (A.1]) en point critique on peut écrire J comme une fonction de



A.2. PRE-TRAITEMENTS D’UNE TRAJECTOIRE DE DM AVANT ANALYSE 145

O:

A réf T ref)||2

J(©) £ inf J(0,7) =} ma||®(za — ) — (" — )|
a€A
= mal|O(za = T)|P + Y malla* — 2|
a€A acA
-2 Z ma(O(z4 — T), 22 — 27é)
acA

=0, g ca ma (@ 7 (20 —T)T)
En posant S £ 37, ma (25 — 2¥) (2, — )T € M3(R), le probleme revient a calculer :

©" = argmax {(©,S5)}.
©€50;5(R)

Or, on peut écrire (SVD) que S = UAVT, avec U et V matrices unitaires de M3(R), et
A = diag(\1, A2, \3), avec A; > 0. En notant alors (u;); et (v;); les bases orthonormées décrites
par U et V respectivement, (w;); celle induite par I’action de la rotation © sur la base (v;); (i-e.

on pose w; = Ov;) et (e;); la base canonique de R?, on a que :

(0,8) = (©,UANVT) = (UTOV,A)

3 3 3
= <Z UiTwi7Z)\j€j€JT> = Z Aj(ui, e) (ws, €5)
i=1 =1

4,5=1

3 3
E Ui, €5) )2 E wz,ej (Cauchy-Schwarz)
i—1 i=1

IA
mmw

=1 =1
3
<N
j=1

ou l'on remarque que ce dernier maximum est atteint lorsque U7©OV = I3. Au final, on a donc
que :

o =vTUu

T% = —O*T + gréf

Pour recaler la trajectoire toute entiére sur 2™, on devra ainsi calculer le couple (©*, 7*) pour
toute conformation z de la trajectoire & recaler, et effectuer les opérations suivantes pour chacun
des atomes a € A :

Tg — OFxy + 77

A.2.2 Analyse en Composantes Principales (ACP)

Pour une trajectoire X € My y(R), on commence par centrer la matrice en posant X=X-X
ott X est une moyenne de X effectuée sur chaque ligne (i.e. sur chaque composante de R?). L’idée
consiste alors & identifier un premier vecteur uj € R? tel que la variance du nuage de points projeté
sur celui-ci XTUI soit maximale. Pour u € R, cette variance s’écrit :

()NCTu);()NCTu) _ qu(A?(Tu ST
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ot C = XXT/N € My(R) est la matrice de covariance de X. On cherche alors :

u} = argmax{u’ Cu}
u€Rd

La matrice C' étant symétrique réelle définie-positive, elle est diagonalisable dans une base

orthonormeée, que nous résumons au sein d’une matrice unitaire P de sorte que pour v € R? :
wI'Cu=u' PTDPu=v"Dv

otlv=PucRlet D= diag(Ak)1<k<d. Par conséquent :

d
ul'Cu = Z v}
k=1
< Amax(C) X ||UH2

ol Amax(C) = 1211??,1{)%}' Mais alors, P étant unitaire, on a que |[v||> = ||Pul|> = |Ju|* En

maximisant sous la contrainte |lu||? = 1, on voit donc que :

max {uTCu} = Amax(C)

u€R:||u)2=1

Ce maximum étant atteint pour uj correspondant au vecteur propre normalisé associé a la plus

grande valeur propre de C :

wiT Cuf = Amax (O)[|uf | = Anax(C)

La recherche d’un second axe de projection correspond au calcul de :

uy = argmax  {ulCu}
u€Vect(u}) Puit

En maximisant & nouveau sous la contrainte ||ul|> = 1, on voit que le maximum recherché
correspond & la seconde plus grande valeur propre de C, et qu’il est atteint pour le vecteur propre
normalisé qui lui est associé, lequel est déja décrit dans la méme matrice P que précédemment.
Ainsi, en procédant de maniére itérative, on définit une base optimale de R? maximisant la variance
des données et constituée des vecteurs propres normalisés (uj)1<k<q de C. Quitte & les réordonner
au sein de la matrice P suivant l'ordre décroissant des valeurs propres, une ACP de dimension
dy < d consiste alors a ne retenir que ces dy premiers vecteurs, et donc a projeter les données
sur le sous-espace @z"zl Vect(u}). Pour ce faire, on calcule les coefficients de projection I' et les

données projetées )Niproj de la facon suivante :

I =PrxX
Xproj = X + PT

puis on conserve les dy premiére lignes de I' et de Xo;.
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A.3 Preuves

A.3.1 Proposition 2 §2.3.1

Soit z € X. Calculons :

_ yex Welz y)ny)laly) — a(@)ldy
Pug(x) — qlx) = / o P lato) — oty = 2

_ Jhex (=155 + Wlg(w + ) — q(2))dh
Jnex exp(= 155 )@ + h)dh

En multipliant en haut et en bas par (1/27¢)%/2, on fait apparaitre la loiy/e x N(Oga, I4). Pour
v ~ N(0Oga,14), on peut alors écrire que :

E [ﬂ(ib Ve [a(z +v/ev) — Q(fv)]]

Pal) - a(x) = S

Par ailleurs, on a que :

pa+vey) = @) +Ve(Vu(x),7) + Ry

€E—>

ou R . = O(~%€). Et donc :
e—

B (o +vEn)| =, B ute) +VETu(o)2) + 042
= ) v  EIUTila), )] +ok/)
€E— N——

=0
= w(z) +E[R, ]

€E—

Mais alors, il existe M > 0, tel que :

Et donc :

De sorte que : E[R, ] = of/€). D’ou :

e—0
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D’autre part, nous avons que :

(@ +vVen)la(z +vev) — a(@)]
=, (i) +et, Do)+ o4/2) ) (Vely. Tata)) + 5y )07) +of)

e—0

= V(@) (, Va(a)) + Splw) (Hy(2)7,7) + ey, V@) (7, Va(a)) + ofe)

d

d d
= Ven(@) Y dia(e); + u (@)D dijq(x %vﬁezzau q(x))vi7; + ole)

Jj=1 =1 j=1 =1 j=1

Par conséquent, en montrant de méme que E[o(e)] = o(€), nous avons que :
€e—

d
E|ute +venla(e +vE) - q@)@ = Veu(x) Y 9ya(x) Bl

d
Z Z 9ija(w) Bl

5,;.,‘
+€ZZ e () E[yiv;]

=1 j=1 :5"”
+ o(e)

D’ou :

—0 2

~ %u( 2)Aq(z) + e(Vq(x), Vu(x))

w(z +vey)q(x +V/ey) — Q(x)]] = (@) Aq(x) + e(Vg(@), Viu(x)) + ofe)

On obtient que :

P.q(z) — q(x) ~ six)Aq(x) + e(Vg(2), Vu(z))

=0 ()
Et donc :
Peg(w) —qx)  Aqlz) | Va(@), Vi())
€ e—=0 2 p(x)
En remarquant finalement que Vu(z) = —pu(x) VU(;(QE), on aboutit & la formule désirée :
P.g(z) —q(x Aq(z 1
o) o) | Do) 1o o
€ e—0 2 0

Cherchons maintenant a déterminer I’équation de Fokker-Planck progressive (forward) corres-
pondante, agissant cette-fois ci sur les mesures. L'opérateur en question, noté L; est défini de

maniére unique par :
| (@i = [ g
reX reX

Calculons :

_ Aq(x) 1 N
| @@z = [ 28w [ @), U@
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Le premier terme peut s’écrire :

| Sdutyis = [ dv(Va(o)ta)da
rzeX

reX
— [ aiv(u@) Vet~ [ (Tuta), Vao)do
zeX zeX
=0

_ / (Viu(), Va(a))de

a zeX
= / Ap(z)g(x)dx  par symétrie du produit scalaire
TEX

Pour le second terme, on a que :

/ (Va(), VU (@) () dee = / (Va (), ul) VU (2))de
reEX

TEX

- / div(q(2)u(2) VU (z)) - / g(@)div(u(2) VU (2))
reX x

ex

Au total, on a donc que :

[ o252+ Gt v |ar = [ @i

Et par unicité, on a donc que :

(Lo (a) = 220 4 Laie(u(ae) VU (@)

Or, pour g = p°°, on a que :

Ap ()
2

= %div(v,uoo) = ;(— div(u”VU(m))) = —ldiv(/f’oVU(x))

Et donc :
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A.3.2 Proposition 3 §2.3.2

Calculons :

P@g(z) - g(z) = /

P () u(y)aly)dy — q(z) / P (2, y)u(y)dy
yeX

yeXx

= /EX P (a,y)p(y)lg(y) — q(x)]dy

e WE @) laly) — o))y
S W (@, ) ) dy
 yex %u(y)[qw) —q(x)]dy

o We(z,y)
fygx (dE(I)dE(Z;))a 1(y)dy

r— 2
yerexn(— 15510 G B a(y) — a(@))dy

= o=yl )
Jyex 0= 555w o= W

_ Jrea o155 G (e + b) — g(a)]dh

[I7]]2 (z+h)
Jnex exp(=155) (df(erh))a dh

Or, pour tout x € X, on a que :

de(z) = W /yeX exp (— ”x;GyH2>u(y)dy

1 172
=Elu(z + vVev)]
~ ()

e—0

avec v ~ N (Oga, I;). Et donc :

e o) @+ hla(e + h) — g(2))dh

P{q(x) — q(x)
=0 fheX exp(f%);ﬂ*a(xth)dh

En faisant intervenir comme précédemment une loi v ~ N (Oga, I4), on a que :

B {ﬂla@ T Vela(e + ver) — q(a:)}]

(@) g(z) — _
Pq(@) —qla) =

E {ul‘“(af + \ﬁv)]

De méme que précédemment, on a d’une part que :

B[~ + vE)| =, 1) 4vE X B[ (Vi (o)) o

=0

Et d’autre part, nous avons :

p' = (@ 4+ Vey)lgle + Vey) — q(x)]
= Ver' (@) (Va(@),7) + 117" (@) 5 (Hy(@)r,7) + (Vi = (@), 7)(Va(2),7) + ofe)
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De sorte que :

E _ul_a(x +Vey)[g(w + Vey) — q(x)]-

e—0

~, 1 @) 5 0q(@) + (Va7 (2), Vg ()

Puis, en remarquant que Vp'~=*(z) = =152 ~*(2)VU (), on a :

E[11=o (@ 1 venlae + ver) — a(@)]

% (z)§Agq(z) + e(Vp=*(z), Vg(z))

. [le"(l‘ R \ﬁ’y)} >0 pro(z)
() - (VU ), V()
Et finalement : . Pe(a) g Ag(z) 1-a
151(1) [ - ]q(x) =5 "3 (Vq(x), VU (x))
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