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Chapitre 1

Introduction

Le but de cette thése est de comprendre, au moins sur quelques exemples, quels
peuvent étre les effets typiquement non linéaires rencontrés lorsque des oscillations
donnent lieu a une caustique. La premiere partie de ce chapitre introductif rappelle
les résultats antérieurs dans I’étude d’oscillations pres d’une caustique (cas linéaire
et cas non linéaire), et la seconde présente les résultats de ce travail.

1.1 Contexte

L’article fondateur de I’étude d’oscillations par la méthode de 'optique géométrique
est di & Lax ([Lax57]) : soit L(y,d,) un opérateur différentiel matriciel, ot y =
(t,z) € R On consideére le probleme de Cauchy

(1.1.1) { Ly, 0y)u =0,

u—g = f(@)e?@/E,

oll € est un parametre tendant vers zéro : physiquement, € peut représenter une
longueur d’onde (dont la valeur est petite devant les autres grandeurs physiques,
ce qui justifie une étude asymptotique avec ¢ — 0), la constante de Planck (en
analyse semi-classique), une viscosité, etc. La méthode de Lax consiste a chercher,
tout d’abord formellement, une solution de (1.1.1) sous forme d’un développement
asymptotique

(1.1.2) u(t,x) ~ e (ug(t, @) + eun(tx) + ),
puis a justifier, par des arguments de stabilité, ces calculs formels.

Cette approche, également appelée méthode, ou développement BKW, fut initia-
lement introduite pour des problemes de mécanique quantique par Brillouin, Kra-
mers et Wentzel, puis par Jeffreys pour d’autres problemes. En 1885, Poincaré a
prouvé qu’en général, la série ainsi construite diverge. La signification de (1.1.2) est

9



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

en fait celle d’'une somme asymptotique :

N
(1.1.3) VN >0, uf(t,x) — eV E2)/e Zakuk(t,x) = o(e™),
k=0

dans un sens & préciser (dans L? ou L* par exemple). On peut lire & ce sujet les
exposés introductifs de Keller ([Kel78]) ou Rauch ([Rau95]). La phase 1) est solution
de I’équation eikonale :

114 {det L(y, dy) =0,

¢\t=0 =
Ainsi, pour I'équation des ondes, on trouve

D) = |V,

et pour ’équation de Schrodinger,
1 2
Or + 5 |Vl = 0.

L’équation eikonale est résolue, localement en temps en général, par la méthode de
Hamilton-Jacobi. A priori, la phase 1 n’est pas définie globalement en temps : la
méthode de Hamilton-Jacobi consiste a travailler sur les bicaractéristiques, qui sont
les courbes intégrales du hamiltonien L(¢,x,T,&) issues de la variété caractéristique
{L(t,z,7,&) = 0}. L’'image des bicaractéristiques par la projection sur l'espace des
configurations (’espace (¢, x)) forme la famille des rayons : lorsque les rayons forment
une enveloppe, la méthode de Hamilton-Jacobi échoue. Précisément, ’enveloppe des
rayons constitue le lieu singulier appelé caustique. D’apres ce qui précede, la caus-
tique est I’ensemble des points ot la projection de la variété lagrangienne (engendrée
par les bicaractéristiques) sur l'espace de configuration est singuliere.

Exemples :
1. Des rayons arrivant paralleles sur une parabole, suivant son axe, se rencontrent
au foyer de cette courbe : c’est le principe utilisé pour les antennes paraboliques
(figure 1.1).

2. Considérons le probleme de Cauchy

Uu =0,
(1.1.5) {

u|t:0 = 0, atU|t:0 = f(gj)ei‘p(x)/e,

on 0 =02 —-A, f e DR, p € C°(R") avec ¢, # 0 sur suppa. Grace a la
transformée de Fourier, on a u® = u5 —u®, ou

—

o dyd§
Gt ) = / / pil@—) xtel+ow)/o) L Y) dyds
£(60) 2ile] (2
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N

Fia. 1.1 — Focalisation des rayons.

Les points critiques des phases apparaissant dans les intégrales sont non dégénérés
en dehors de

/ /

©'(y) D ©'(y) .

Ci:{(t,x);x:yqit ,—<y:Ft = 0 pour un certain y € R" 5.
l¢’'(y)|” Dy I’ (y)|

Les ensembles C et C_ constituent alors la caustique. On voit sur cet exemple que
les asymptotiques données par la méthode de la phase stationnaire appliquée sur la
lagrangienne perdent leur validité au niveau de la caustique.

1.1.1 Le cas linéaire

Dans le cas d’une équation linéaire, on sait complétement décrire les phénomenes
qui se produisent au niveau de la caustique. Le premier résultat permettant d’obtenir
de facon uniforme une description de la solution hors de la caustique et pres de
celle-ci est dit & Ludwig ([Lud66]). Dans 'exemple de I’équation des ondes ci-dessus,
la caustique apparait comme lieu des points critiques dégénérés de la phase : un
analogue du lemme de Morse (voir [CFU57]) permet de factoriser une phase ¢ comme
suit.

Soit ¢(z, #) une phase possédant un point critique pour 3 = 3;,

0

dégénéré : pgg(x, B;) = 0. Si pgg(x, F;) # 0, alors pour ¢ analytique, il existe des
fonctions &(z, B), 0(x) et p(x) telles qu’on ait la factorisation

(1.1.6) o(z,B) =0+ p — %53.

Dans la formule de la phase stationnaire “usuelle”, on applique les formules de
Taylor et Parseval. Pour des phases de la forme (1.1.6), il n’est donc pas étonnant
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. Lo T 4 .
de rencontrer la transformée de Fourier (inverse) de la fonction e™*3 . Cette fonction,

3y
(1.1.7) Ai(x) = /6”35@{32—5 (fonction d’Airy, voir [H6r94], tome I),
s

fut introduite par Airy ([Air38]) pour décrire les phénomenes de caustique (I'intensité
lumineuse est maximale sur 'enveloppe des rayons), notamment dans le cas des arc-
en-ciel.

Dans [Lud66], 'auteur étudie ’équation de Helmholtz

(1.1.8) Au+ k*u =0,
ou k est un grand parametre (k ~ 1/¢). En cherchant u comme superposition d’ondes
planes
(1.1.9) u(x) = / e*e@0) 2 (z, B)dp,
R

et en factorisant la phase comme en (1.1.6), on se ramene a

(1.1.10) u(z) = eike/eik(pf—%g(:c,f)dﬁ-

Les premiers termes du développement asymptotique d’une telle intégrale font na-
turellement apparaitre la fonction d’Airy et sa dérivée :

(1.1.11) Uapp(z) = €0 <k_1/3go(x)Ai(k‘2/3p) + ik_2/3Ai’((k2/3p)) .

Réciproquement, on vérifie qu’une fonction du type (1.1.11) est une solution asymp-
totique de (1.1.8). La région éclairée (hyperbolique) correspond & p > 0, la région
d’ombre (elliptique) & p < 0. La caustique, ot I'intensité lumineuse est maximale,
correspond a p = 0 (figure 1.2).

Cette description est bien uniforme : pour p > 0, le développement asympto-
tique de la fonction d’Airy permet de retrouver les termes oscillants (de taille 1) du
développement BKW, et pour p < 0, le développement asymptotique (décroissance
exponentielle) annule l'intensité lumineuse. La transition ombre-lumiére dans ce cas
a donc lieu dans une couche limite de taille k=23 et est précisément décrite par la
fonction d’Airy.

Pour une dégénérescence plus générale de la phase, Duistermaat ([Dui74]) a
montré 'intérét des intégrales oscillantes, en utilisant également un formalisme plus
géométrique, qui permet de décrire 'influence d’une caustique en termes d’indices
de Maslov. Rappelons simplement la méthode générale, que nous utiliserons dans la
seconde partie de cette thése (équations de Schrodinger).
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Lumiere <

p>0

transition

Fia. 1.2 — Caustique : description de Ludwig

On cherche une solution asymptotique a ’équation Pu = 0 sur la variété X de
RP, c’est-a-dire

(1.1.12) P(z, Dy, e)u(z, ) = O(e™),

ou € tend vers zéro et u est de la forme

u(x,e) ~ @)/ Z " HFay(x).

n=0

L’opérateur P est de la forme

m
P(z,D,,¢) = Z Pp_j(z, D)e ™,
=0

ol P,,_; est un opérateur différentiel régulier d’ordre au plus m — j. Le terme
de plus basse puissance de e conduit a 1’équation eikonale f (x,d¢(x)) = 0, ou

m
flx, &) = ZP,?,L,j(;c,g), PT%_]. étant le symbole principal d’ordre m — j de Pp,—;.
=0

Cette équation est résolue géométriquement par la méthode de Hamilton-Jacobi,
comme nous ’avons déja signalé. Pour obtenir des solutions globales de 1’équation
asymptotique (1.1.12), on introduit

1

I(z,e) = W

/ ew(x’a)/ea(aﬂ, a,e)da,
Rk



14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

e}

avec a(x,a,e) ~ Z " Ha,(x,a), et on cherche u sous cette forme. Cette approche

permet alors de g_énéraliser les résultats de Ludwig a un cadre géométrique plus
général, ainsi qu’a d’autres types d’équations.

1.1.2 Des résultats dans un cadre non linéaire

Dans [HK87], les auteurs appliquent formellement 'ansatz de Ludwig pour des
lois de conservation. Il ressort de cette approche que selon I’échelle entre I’amplitude
et la longueur d’onde de la solution, il convient de distinguer d’une part la nature de
la propagation, et d’autre part, la nature de 'influence de la caustique. La nature de
la propagation (linéaire ou non linéaire) est celle qui est déterminée par la méthode
BKW. Le point de vue de Hunter et Keller consiste ensuite & affirmer que certes
I’amplitude de la solution augmente pres de la caustique, mais que si la région dans
laquelle I'influence de la caustique se fait sentir est trop petite, alors la solution tra-
versera la caustique comme dans le cas linéaire. Ainsi, en qualifiant I'influence de la
caustique de linéaire, les auteurs veulent dire que les effets non linéaires cumulés au
voisinage de la caustique sont négligeables. Au contraire, si les effets non linéaires
agissent sur un voisinage trop grand, alors on dit que la caustique a une influence
non linéaire. Nous verrons dans la seconde partie de cette thése que pour une foca-
lisation radiale dans le cas d’équations de Schrodinger, ces distinctions apparaissent
naturellement.

L’étude des phénomenes de caustique pour des équations non linéaires a également
donné lieu a plusieurs travaux de Joly, Métivier et Rauch ([JMR91], [JMR95a],
[JMRI5b], [JMRI6b], [IMR96a], voir aussi [JMR96¢c] et [JMRI7]| pour une présentation
générale). Rappelons quelques-uns de ces résultats dans le cas d’une équation parti-
culiere, que nous rencontrerons dans la premiere partie de ce travail :

Ouf + a|duf|P L0 =0, (t,z) € I x R",

||
E = [
(1.1.13) Ufy—g = U () + €Uo (% - )
x
=t (2 7).
Les fonctions U;(x,0) sont périodiques en 6. Supposons par exemple uy = 0 et

Uy = 0pUp. On a alors

t
uE(t’x) NO U_ <t,$, + |l‘|> ,
e

E—>

et V := 0pU_ est solution de

n—1

(1.1.14) (0 — 0,)V — +alVIP'V =0,
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Il apparait une notion d’indice critique, lié a U'intégrabilité de I’équation (1.1.14) :

g p—1(r—-1)

= 5 )

Nous ne supposons plus nécessairement vy = 0 et Uy = 9gUp. Sia < 0et g > 1,
on peut construire des solutions explosant en temps fini. Si @ > 0, dans le cas sur-
critique (8 > 1), les oscillations sont absorbées & la caustique ([JMR95b]). Dans
le cas sous-critique (8 < 1), 'optique géométrique reste valide dans une famille
d’espaces de Lebesgue, qui ne contient pas a priori L*°. On constate donc sur cette
équation qu’apparaissent des phénomenes vraiment non linéaires dus a la caustique.

Restent tout de méme quelques questions en suspens :

— que se passe-t-il si I’équation n’est pas dissipative ? Nous donnerons une réponse
partielle a cette question dans la seconde partie de ce travail, en étudiant des
équations de Schrodinger non linéaires conservatives ;

— une question plus générale consiste a se demander quelle validité on peut accor-
der a I’équation de transport (1.1.14) : dans le cas précédent, elle reste valide
dans le cas sous-critique, mais perd sa signification dans le cas sur-critique.
Cette question sera également abordée (dans notre cadre de travail) dans la
seconde partie de cette these;

— enfin, on n’obtient dans aucun cas une description dans L : précisément, la
premiere partie de ce travail fournit une famille d’exemples pour lesquels on
connait un développement asymptotique dans L.

notons

1.2 Présentation des résultats

1.2.1 Etude d’une famille d’équations des ondes

La premiere partie de ce travail traite également des équations que nous venons
de mentionner, dans le cas de solutions radiales en dimension trois, pour des indices
p sous-critiques : nous obtenons une description dans L°°, qui met en évidence des
phénomenes nouveaux, non décelables dans d’autres espaces de Lebesgue. Notons
que les résultats qui suivent sont valables pour d’autres non-linéarités, notamment
la non-linéarité plus réguliere

F(0uf) = a(0puf)P~1opuc.

On suppose plus précisément 1 < p < 2. Par changement d’inconnue, on se
ramene a un systeéme singulier, de la forme

{ (O — 0 )vE = — 1 Plos 4o [P (0S4 02),

(1'2'1) € 1-pj|, e e p—1/,.¢€ e

(O + 0p)vS = —r PP + o [P (v 4+ 0d).

La fonction r +— r1~P étant localement intégrable, on obtient des estimations L>
pour v et v, par la méthode des caractéristiques. Il apparait a ce niveau qu’il faut
modifier le développement usuel de 'optique géométrique : on retrouve bien comme
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premiere approximation le profil habituel, mais des termes nouveaux apparaissent,
qui viennent s’intercaler entre les termes de taille 1 et de taille €. Le premier de ces
termes a une taille P71, et se concentre sur le cone {t > r} (plus précisément, ce
terme est de taille € en dehors du cone, ce qui lui 6te son caractere nouveau dans
cette région) : on peut donc interpréter ces termes nouveaux comme étant issus de
la traversée de la caustique.

En revenant a la fonction initiale u®, on souhaite étudier le comportement de ses
dérivées : Jyuf, par exemple, est de taille 1 en dehors de r = 0, alors que pres de
r =0, elle est de taille e~!. La fonction correspondante, pour le premier profil, est
également de taille 1 en dehors de la caustique, et constitue une bonne approximation
de la solution exacte. Par contre, & la caustique, le premier profil est singulier, en
r17P. Ainsi, 'optique géométrique n’est pas valide dans L™, dans une couche limite
autour de la caustique. Dans les espaces de Lebesgue considérés dans [JMRIT], ce
phénomene n’apparait pas, en raison des effets de moyenne.

Si on prend en compte les termes intermédiaires (dont le premier est de taille
eP~! en dehors de la caustique), cette singularité disparait, et le résultat constitue
une approximation valide pres de la caustique.

On obtient donc une description uniforme de la solution dans L°°, en mettant
en évidence des termes intermédiaires nouveaux, typiquement non linéaires.

Théoréeme 1 On suppose 1 < p < 2. Pour des fonctions vy et U; suffisamment
rgulires, radiales, le problme (1.1.13) possde une unique solution radiale localement
en temps, borne ainsi que son gradient. Comme dans le cas linéaire, on a

atu5:O< ! >
r+e

Hors de la caustique, Oyu® possde, lorsque € — 0, un dveloppement asymptotique de
la forme :

(1.2.2) O = of + 2Pt + 2PFE 4O (5) ,
.

o og(t,r) =Ho (t,r, TTH, %), Ho étant une fonction indépendante de ¢, périodique

en ses deuz derniéres variables et 55 = O(eP~DC=P) /1), Prés de la caustique, il n’y

1
a plus lieu de distinguer of, o] et of : dans une couche limite de taille er=1, ils sont
tous singuliers (en v17P) et de méme ordre de grandeur. Par contre, la somme de
ces trois termes constitue une bonne approrimation de Oyuf :

(1.2.3) Ot — (0f + &> Pof +e27P55) = O(eP7?),
ce qui est bien négligeable devant e~1.
On a plus précisément les propriétés suivantes :

— loin de la caustique {r = 0}, le terme o est celui de 'optique géométrique et
approche bien dyuf. Pres de la caustique, par contre, d;u® est un O(1/¢), alors

que oj est singulier, en r1=P. Ainsi, dans une couche limite de taille e7-1, il
faut changer la description de la solution exacte ;
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— le terme of n’est pas prévu par l'optique géométrique et possede la propriété
de concentration évoquée précédemment : c’est un O(eP~1) uniforme hors de
tout voisinage du cone {¢ > r}, mais de taille 1 (et non identiquement nul)
a l'intérieur du cone (figure 1.3). Ce correcteur est nul avant la caustique, et

t 0% de taille 1

g 7

ot de taille eP~!

FiG. 1.3 — Comportement de of.

nait des oscillations du premier profil & la traversée de {r = 0}. Le phénomeéne
surprenant est qu’il est propagé “loin de la caustique” ;

— ce premier correcteur possede en outre le méme caractere singulier que le
premier profil le long de la caustique. Nous verrons qu’a l'intérieur d’une couche
limite, il n’y a plus lieu de distinguer ces deux termes : ils sont tous deux
singuliers, de méme taille ;

— le terme o7 est plus petit que le premier correcteur loin de la caustique : c’est
un O(¢=P)®=1) /) 1l contient éventuellement d’autres termes non prévus par
I'optique géométrique, issus comme le premier correcteur des oscillations du
premier profil a la traversée de la caustique;

— les termes non prévus par 'optique (qui viennent s’insérer entre les termes de
taille € et e! loin de la caustique) compensent la singularités du premier profil
pres de la caustique : associés au premier profil, ils approchent uniformément
Opus.

On a un résultat similaire pour la dérivée selon r de u :

Théoreme 2 La fonction 0,.u®, définie localement en temps, admet un développement
asymptotique dans L de la forme :

e __ € 2—p ¢ 2—p~e
Opu = pg+e~ Ppl +e p1+0<7r+83_p>.

La encore, loin de la caustique, pg est le terme prévu par loptique géométrique, mats
a un comportement différent prés de {r = 0}.
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Comme pour le résultat précédent, le terme pj n’est pas prévu par l'optique et
possede la propriété de concentration sur le cone d’onde.

Remarque : pour d’autres non-linarits, on peut calculer les termes suivants du
dveloppement. Ainsi, dans le cas o F(t,7,0;u) = ar?~P(0ru)?, toujours avec 1 <
p<2,ona:
o =05+ Y PPop 4+ 0e/r),
1<k<[1/(2—p)]

Opu® = pg + Z e"C2P) s L O(e/r).
1<k<[1/(2-p)]

Le premier terme correspond encore celui de 'optique gomtrique loin de {r = 0},
mais n’est plus une bonne approximation de la solution exacte dans une couche
limite, pres de la caustique. On a plus précisément les propriétés suivantes :

. c(k+1)(2—p)
— pour 1 <k < [1/(2 —p)], Opu® — Z aj(pr)a;? =0 <T> ;
0<j<k

— les termes (0f)r>1 ne sont pas prévus par 'optique géométrique. Ils possedent
en outre la propriété de concentration évoquée précédemment ;

— le premier profil est singulier le long de la caustique, mais si on lui associe le
premier correcteur (qui pres de la caustique n’est pas plus petit que le premier
profil), alors on obtient une approximation uniforme de la solution exacte ;

. (2—p) < c(k+1)(2—p)
— pour 1 <k < [1/(2 - p)], Oru® — Z el P pi =0 —
0<j<k
— les termes (pf)r>1 ne sont pas prévus par l'optique et possedent la méme
propriété de concentration que les oy.

1.2.2 Etude d’une famille d’équations de Schrodinger

La deuxieme partie de ce travail concerne des équations conservatives : il s’agit
d’équations de Schrodinger non linéaires dont les données initiales oscillent de sorte
qu’il y ait focalisation en un point. Dans la plupart des cas, on sait que la solu-
tion existe globalement (on donne des contre-exemples quand 'existence n’est pas
globale), et en particulier franchit la caustique : comment se passe cette traversée ?
Dans un premier temps, on considere le cas monodimensionnel, plus simple techni-
quement, puis on généralise ces résultats au cas multidimensionnel. On consideére le
probleme de Cauchy

1
ieduf 4+ =2 Auf = Ae®[uf|Puf, (t,x) € RM™,
(1.2.4) 2

Up—o =€ 2 f(),

ou f est réguliere. Pour étudier la solution u®, 'utilisation d’intégrales lagrangiennes
(introduite dans [Dui74] pour le cas linéaire) se révele efficace : pour une équation



1.2. PRESENTATION DES RESULTATS 19

linéaire (A = 0), on représente la solution u® sous forme d’une intégrale oscillante

1 t—1¢2 | - T d
(1.2.5) ut(t,x) = /2 /elggf +Z§a6(§)ﬁ.

Dans le cas d’une optique géométrique linéaire (cas rencontré pour a > 1), on
généralise cette écriture (comme dans [JMRI7]) en

1 ct—142 | cx€ d£
1.2.6 et x) = Tl T o (46—
( ) u ( 71.) €n/2 /6 a&‘( 75) (27’(’)”
Dire que 'optique géométrique linéaire est valide se traduit par le fait que le symbole
a. converge vers un symbole a solution de I’équation de transport dra = 0.
Pour un régime d’optique géométrique non linéaire, I’équation de transport limite
a laquelle on s’attend devient

A

(1.2.7) ioa(t, &) = W\alﬁa(t,§).

Notre approche consiste dans ce cas & changer de fonction inconnue, de sorte de
nous ramener & une équation de transport plus simple (la premiere). Définissons a.
par

a:(t,§) = e"a(t, ¢),

ol g est solution de

S PYRPN T
(1.2.8) é%g(t 5) |1 |nﬁ/2|f( £)|a

9jt=0 = 0.

Alors (1.2.7) devient simplement d;a = 0. Avec la convention g = 0 si @ > 1,
I’écriture suivante généralise la premiere :

1 1 ~
(1.2.9) ua(t,x)zenﬂ/e i 2T 4ig(16) 5 <(t, 5)

2m)"

La fonction g apparaissant dans ’expression précédente est construite de sorte
que le comportement du symbole modifié a.(t,) soit relativement simple, & savoir

ac(t,§) — ao(§),

e—0

au moins pour ¢t < 1. On s’attend donc a ce que 'expression suivante constitue une
bonne approximation de la solution exacte u® pour ¢t < 1 :

1 jt=lea wé d§
iP5 5+ Fig(8.€)
t,r) = s /e 2 ap(§) @ )n

Notons qu’en dehors de la caustique (pour ¢ # 1), la formule de la phase stationnaire
appliquée a ug,, permet de retrouver le premier terme du développement BKW.

app(
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On montre que selon les valeurs des parametres « et 3, on peut avoir une optique
géométrique linéaire ou non linéaire en dehors de la caustique, et une influence
linéaire ou non linéaire de la caustique :

a>nf/2 a=nf/2
a>1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation linéaire propagation linéaire
a=1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation non linéaire | propagation non linéaire

Ces distinctions vont dans le méme sens que larticle [HK87]. Dans le cas d’une
propagation linéaire (o > 1), la fonction g apparaissant dans (1.2.9) est choisie
nulle. Si @ > n(3/2 alors on vérifie que comme dans le cas linéaire, le symbole
ac(t, &) converge vers un symbole indépendant du temps, continu a la caustique. En
revanche, si &« = n3/2, alors la caustique a un effet non linéaire : le symbole a.(t, &)
converge vers un symbole indépendant du temps avant la caustique, et vers un autre
symbole indépendant du temps apres la caustique. Le lien entre ces deux symboles
est assuré par 'opérateur de diffusion pour I’équation de Schrodinger non linéaire

(1.2.10) i) + %qu = Np[2/map.

Dans le cas d’une propagation non linéaire (o« = 1) et d’une caustique linéaire
(8 < 2/n), la fonction g est choisie de sorte que le symbole a.(t,£) converge vers un
symbole indépendant du temps, continu a la caustique. Dans le cas ou propagation
et caustique sont non linéaires (o« = 1, 3 = 2/n), on obtient un résultat moins précis,
mais qui permet de justifier le tableau précédent. Ce cas est en effet plus délicat :
ainsi, on ne sait par exemple pas définir un opérateur de diffusion pour I’équation

(1.2.11) 10 + %Alb = [Py,

méme dans le cas de la dimension un. Faute d’étudier la solution u®, on étudie les
deux premieres itérées du schéma de Picard permettant de construire la solution
exacte :

1
1e040° + §€2Av€ =0,

1
(1.2.12) iedyu® + §€2Au€ = e |2,
L2
Vg = Ujy—g = €% f(2),

Cette étude se fait par la théorie linéaire de la diffusion ([DG97]). On montre
que pour une fonction g convenable, le symbole a.(t,£) converge vers un symbole
indépendant du temps avant la caustique, et vers un autre symbole indépendant du
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temps apres la caustique. Le lien entre ces deux symboles est assuré par 'opérateur
de diffusion pour I'’équation de Schrodinger linéaire

(1.2.13) 0y + %Aw = V(t, ),

ou V est un potentiel longue portée, selon la terminologie de [DG97]. La représentation
sous forme d’intégrale lagrangienne permet donc, dans les cas de figures envisagés,
d’obtenir une description uniforme de la solution exacte u®. Dans tous les cas, cette
approximation est valide dans L2. En dimension un, on montre que dans les trois
premiers cas, elle I'est également dans L3°.

Théoréme 3 Soit n = 1. Notons ¥ = H' N F(H'), ou F désigne la transformée
de Fourier. La donnée initiale du symbole a. converge :

(1.2.14) i.(0,6) — Q%f(_g) . ag(€) dans ¥,

e—0

Pourt <1, ona

(1.2.15) ac(t,€) E—O>a0(§) dans ¥,
et pourt > 1,
(1.2.16) a:(t,€) —O>Ca0(§) dans %,

o l'opérateur ¢ est défini par
— ¢ =1 dans le cas d’une caustique linéaire (o > (3/2).
~ ¢ = FoSoF ! pour une optique géométrique linéaire (o > 1) et une caustique
non linéaire (8 = 2a), S désignant l'opérateur de diffusion non linéaire. En
fait, la convergence (1.2.16) a lieu dans un sens plus faible (dans L?) si 2 <
B < LI
Dans le cas du systéme (B = 2a = 2), les convergences ci-dessus (1.2.15) et (1.2.16)
ont lieu dans L?, et ¢ = .7-"o§o.7—"71, ou S est Dopérateur de diffusion linéaire modifié.

Remarques :

— la traversée de la caustique est soit celle du cas linéaire (¢ = I), soit donnée
par un opérateur de diffusion. La phase g que nous avons introduite permet de
“redresser” le symbole usuel a. de sorte que les relations (1.2.15) et (1.2.16)
restent vraies;

— dans la plupart des cas, la description ainsi obtenue a lieu dans ¥, ce qui, en
dimension un, nous donne des informations dans L : ainsi, dans le cas d’une

£

caustique linéaire, la fonction ug,, constitue une bonne approximation de la

solution exacte u® dans L™ et ce, de fagon uniforme.
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Théoreme 4 Soit n > 2 et supposons 3 < %. La donnée initiale du symbole a.
converge :

27\ "2
(1.2.17) a=(0,6) — <7> f(=8) =:ao(€) dans L.
Pourt <1, ona
(1.2.18) Gz (t,§) —>ao(§) dans LE,
et pourt > 1,
(1.2.19) Gz (t,6) — Cao(§) dans LE,

ou l'opérateur ( est défini par

- ¢ =1 dans le cas d’une caustique linéaire (o > nf/2).

-~ (= FoSoF ! pour une propagation linéaire (o > 1) et une caustique non
linéaire (nf = 2a), avec B > %4_2, ou S désigne lopérateur de diffusion non
linéaire.

-(¢(=Fo S o F~! dans le cas du systéme (nf = 2a = 2), ou S est Uopérateur
de diffusion linéaire modifié .

Remarque : dans plusieurs cas, nous obtiendrons une description plus précise, a
savoir dans ¥ au lieu de L2.
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2.1 Introduction

On étudie ici des exemples d’effet de caustique dans le cadre de solutions haute
fréquence d’équations hyperboliques semilinéaires. Dans [JMR95b], [JMRI6b], on
analyse le phénomene de caustique dans L? ou LP. On obtient ici une description as-
sez précise (dans L) de la solution. Le premier résultat est que de la traversée de la
caustique naissent un ou plusieurs termes non prévus par I'optique géométrique. En
particulier, on ne peut plus espérer un développement de type optique géométrique
en puissances entieres de la longueur d’onde apres la caustique. Par ailleurs, le pre-
mier profil est singulier le long de la caustique, alors que la solution exacte est
réguliere : il n’y a pas “recollement” comme dans le cas linéaire.

On sait (voir par exemple [H6r94], ou [Kel58] pour une approche plus intrinseque)
donner un développement asymptotique des solutions oscillantes de I’équation des
ondes dans le vide loin des caustiques par la méthode de la phase stationnaire; au
niveau de la caustique, la formule de phase stationnaire doit étre modifiée. Dans
[Lud66], Ludwig propose un ansatz permettant d’obtenir un développement asymp-
totique uniforme valable a la traversée d’une caustique réguliére strictement convexe,
dans le cadre d’équations linéaires, & ’'aide des fonctions d’Airy.

Le cas non linéaire est abordé dans [HK87] pour des lois de conservation. Les
auteurs testent I'ansatz de Ludwig dans ce cadre d’étude : une couche de taille
de lordre d’une puissance (positive) de la longueur d’onde assure la transition au
voisinage de la caustique, et pourvu que les ondes considérées soient d’amplitude
assez faible, la théorie linéaire s’applique dans cette couche. Ces calculs reposent en
grande partie sur des considérations d’échelles entre amplitude et longueur d’onde.
On montre ici que pour une onde d’amplitude 1, la solution exacte et le premier
profil ont des comportements totalement différents au voisinage de la caustique. De
plus, il y a apparition d’un nouveau terme, non prévu par 'optique géométrique non
linéaire, propagé “loin” de la caustique. Ce premier correcteur possede en outre une
propriété de concentration a I'intérieur du cone d’onde. Pres de la caustique, ce terme
n’est pas plus petit que le premier profil, et contribue a compenser la singularité de
celui-ci.

Dans [JMR95b], les auteurs étudient les phénomenes de caustique en optique
géométrique non linéaire. Rappelons rapidement le contexte : on considere une
équation des ondes semilinéaire dans R!*? de la forme :

Ou® + F (t,z, Vi zu®) =0,

o 0 := 9? — A, et F(t,x,v) est réguliere en ses arguments. On associe & cette
équation les données de Cauchy :

Ul = h(z) + ello(z, p0(2) /), Opujy_g = Ur(z, po(T)/e),

ou les profils Uy(x,8) et Uy (z,0) sont périodiques en 6, et la phase initiale @y est
réguliere. On a alors une description de la forme :

u®(t, x) -~ u(t,z) + ey (t,z, o4 (t,x)/e) + eU_(t,z,0_(t,z)/c),
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ol 4 sont les deux solutions de ’équation eikonale :

(0:9)* = [V, @m0 = o
Dans le cas d’une non-linéarité de la forme F = F(Ou), F' impaire et h = 0,
Uy = Oply impaire en 0, et po(x) = |x|, on n’a pas de terme U et :

W (1) ~ Ut (1 7)f6),

VY = OgU_ vérifiant :
d—1
20y — 0p)V — TV +FV)=0, r:=|z|.

Dans le cas ou F(y) = aly/P~ 'y, p > 1, apparait alors une notion d’indice critique :

Bi=(d-1)(p-1)/2

Si a < 0, on rencontre un phénomene d’explosion. Si a > 0, il faut faire intervenir
I'indice critique 3. Le cas 8 > 1 est dit “sur-critique” (dissipatif puisque a > 0).
Dans [JMR95b], on étudie ce cas : il y a absorption des oscillations a la traversée
de la caustique. Le cas sous-critique § < 1 est abordé dans [JMRI6b] : 'optique
géométrique est valide dans LPT1.

On s’intéresse ici a des équations en dimension trois d’espace, du type :
Ou® + F (t,r,0u) = 0.

Enoncons le rsultat dans le cas F(t,r,y) = aly/P~ly, ol a est une constante quel-
conque et 1 < p < 2. L’indice critique, en dimension trois, vaut p — 1 : nous sommes
donc dans le cas sous-critique, les oscillations traversent la caustique. L’intérét de
cet exemple est qu’il permet d’avoir une description assez explicite du comportement
de la solution dans L°°. Nous verrons au paragraphe 2.2.2 qu’on a le méme type de
résultat pour :

— F(t,r,y) = aly)P~ 1y, ot a est encore quelconque, 1 < p < 2 et

() = V1+y?;

— F(t,r,y) =ar™ Py", a € R, 1 < p < 2 et n entier supérieur ou égal a 2.

Considrons donc le problme de Cauchy :

Ouf + a|owus P~ tous = 0
(2.1.1) U\st:o = ef5(r)+h(r)
atuftzo = fle(r)

Les donnes de Cauchy sont supposes de la forme :
r
£ =F (rn2),

les F; (j = 0,1) étant 2m-périodiques en leur derniere variable. On supposera les
fonctions h et F} paires.



26 CHAPITRE 2. COMPORTEMENTS PRECISES PRES D'UNE CAUSTIQUE

Théoreme 1 Pour des fonctions h et F; suffisamment rqulires, le problme (2.1.1)
possde une unique solution radiale localement en temps, borne ainsi que son gradient.
De plus, Oyu® possde, lorsque € — 0, un dveloppement asymptotique de la forme :

€
2.1.2 a € 5 2—p ¢ 2—p~e O
( ) ut = og+ e Pol + e Po] + )

o og(t,r) =Ho (t,r, TTH, %), Ho étant une fonction indépendante de ¢, périodique
en ses deux derniéres variables. o] = O(e®=DC=P) /1) est singulier prés de la caus-

tique. Pour e €]0,1] fizé, Opu® est régulier jusqu’a la caustique et se comporte comme
dans le cas linéaire :
1
atue =0 < > 5
r+e

1
alors que of est singulier, en r1=P : dans une couche de taille e»-1, il faut changer la
description de l'optique géométrique. Les singularités de of, o et 0] se compensent,
il faut donc regrouper ces termes dans la couche limite. Le terme of possde en outre
une proprit de concentration sur le cone d’onde : c’est un o(1) hors du céone.

On a plus précisément les propriétés suivantes :
— loin de la caustique {r = 0}, le terme o est celui de l'optique géométrique et
approche bien 9,u®. Prés de la caustique, par contre, d;u® est un O(1/¢), alors
1

que oj est singulier, en r1=P. Ainsi, dans une couche limite de taille e7-1, il
faut changer la description de la solution exacte ;

— le terme of n’est pas prévu par 'optique géométrique et possede la propriété
de concentration évoquée précédemment : c’est un O(eP~1) uniforme hors de
tout voisinage du cone {t > r}, mais de taille 1 (et non identiquement nul) &
I'intérieur du cone. Ce correcteur est nul avant la caustique, et nait des oscil-
lations du premier profil & la traversée de {r = 0}. Le phénomeéne surprenant
est qu’il est propagé “loin de la caustique” ;

— ce premier correcteur posséde en outre le méme caractére singulier que le
premier profil le long de la caustique. Nous verrons qu’a 'intérieur d’une couche
limite, il n’y a plus lieu de distinguer ces deux termes : ils sont tous deux
singuliers, de méme taille ;

— le terme of est plus petit que le premier correcteur loin de la caustique : c’est
un O(¢2=P)P=1) /r) 1l contient éventuellement d’autres termes non prévus par
I'optique géométrique, issus comme le premier correcteur des oscillations du
premier profil a la traversée de la caustique;

— les termes non prévus par 'optique (qui viennent s’insérer entre les termes de
taille € et e! loin de la caustique) compensent la singularités du premier profil
pres de la caustique : associés au premier profil, ils approchent uniformément
(9tu5.

On a un résultat similaire pour la dérivée selon r de u :

Théoreme 2 La fonction 0,.u®, définie localement en temps, admet un développement
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asymptotique dans L de la forme :
e _ € 2—p ¢ 2—p~e €
Ou® =py+ePpl+e p1+0<7r+83_p>.

La encore, loin de la caustique, pg est le terme prévu par l'optique géométrique, mats
a un comportement différent prés de {r = 0}.

Comme pour le résultat précédent, le terme pj n’est pas prévu par l'optique et
possede la propriété de concentration sur le cone d’onde.

Remarque : pour d’autres non-linarits, on peut calculer les termes suivants du
dveloppement. Ainsi, dans le cas o F(t,r,y) = ar? Py?, toujours avec 1 < p < 2, on
a:

o’ = oj + Z P26t 4+ O(e/r),
1<k<[1/(2—p)]

ouf=pi+ Y. P+ 0@e)r).
1<k<[1/(2-p)]

Le premier terme correspond encore celui de l'optique gomtrique loin de {r = 0},
mais n’est plus une bonne approximation de la solution exacte dans une couche
limite, pres de la caustique. On a plus précisément les propriétés suivantes :

. g(k+1)(2—p)
— pour 1 <k < [1/(2 —p)], Ou® — Z 6J(27p)0§ =0 (T) ;
0<j<k

— les termes (0f)k>1 ne sont pas prévus par I'optique géométrique. Ils possedent
en outre la propriété de concentration évoquée précédemment ;

— le premier profil est singulier le long de la caustique, mais si on lui associe le
premier correcteur (qui pres de la caustique n’est pas plus petit que le premier
profil), alors on obtient une approximation uniforme de la solution exacte ;

(k+1)(2—p)
- €
— pour 1 <k < [1/(2 —p)], Oruf — Z aj(pr)pi =0 (T) ;
0<j<k
— les termes (pf)r>1 ne sont pas prévus par l'optique et possedent la méme
propriété de concentration que les oy.

Dans un premier temps, on précise I’équation en u a laquelle on s’intéresse, puis
on la réduit & un systéme du premier ordre en dimension 1 d’espace. Aprés avoir
vérifié les résultats d’existence et d’unicité attendus pour ce systéme, on examine
le développement asymptotique de la solution exacte, pour finalement traduire ces
résultats en terme de la fonction initiale w.
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2.2 Présentation du probleme

2.2.1 Mise en place et réductions

En dimension 3 d’espace, on s’intéresse aux solutions du probléme de Cauchy :

Ou® + F(t,r,0u®) = 0
Wiy = ef5(r)+h(r)
atuft:() = ff(r)

Les données initiales sont de la forme :
r
5 =F(r7),

les Fj (j = 0,1) étant 27-périodiques et régulieres en leur dernieére variable. On
supposera les fonctions h et F}; paires. On suppose enfin que la fonction h est de
classe C? et s’annule en 0. Nous prciserons plus loin quel type de non-linarit notre
rsultat va pouvoir s’appliquer.

On examine les solutions radiales (oscillantes) du probleme :

t r—t
us(t,z) =U*® <t,r,r+ ,T )
€ €

U?® est 2m-périodique en ses deux dernieres variables, car les données initiales sont
2m-périodiques en leur derniere variable. On peut aussi considérer w comme une
fonction paire de 7.

Convention : si ' est une fonction de quatre arguments, 27-périodique en les
deux derniers, notés 61 et 6, on pose :

tor—t
Fa <t77’.7/’n—&“’_ 770 >:f6(t77")_

e

De méme, en ce qui concerne les données initiales, on notera, pour F*¢ fonction de
deux variables, 27-périodique en la deuxiéme,

F* (r, g) = fe(r).

Notation : on écrit T = R/27Z.

En étudiant u° := ru®, on constate que u vérifie une équation en dimension 1
d’espace assez simple :

(8152 - 83) u® 4+ rE(t,r,0u’/r) = 0.

En effet, en dimension 3 d’espace pour une fonction radiale, on a la relation :

A<9>_13_2@

r)  ror?
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On peut considérer u® comme une fonction impaire de r, ou étudier le probleme
sur [0, 7] x R (T & préciser) avec pour condition au bord #j,—g = 0. On se ramene
a un systéeme du premier ordre en posant :

v% = (0p + 0p)u’.

On obtient :
(O — Or)v°. = —rF (t,r, (v +v9)/2r)
(O + 0 vy = —rF (t,r,(v2 +v9)/2r), (t,7) € [0,T] x R%
(2.2.1) (v +09)(,0) = 0
Ue—‘tzo = p°(r)
vi—\t:O = ¢(r)

avec p*(r) = P(r, 2), ¢°(r) = Q°(r, 2) et

PE(r,0) = Py(r,0)+ePi(r,0),
Qa(ra 9) = QO(T’ 9) + €Q1(T‘, 9),

Py(r,0) = rFi(r,0)+rogFy(r,0) +rh'(r) + h(r)
Pi(r,0) = Fy(r,0)+r0.Fy(r,0)

Qo(r,0) = rFy(r,0) —rdgFo(r,0) —rh'(r) — h(r)
Ql(T, 6) = —Pl(T, 6)

2.2.2 Notations et hypotheses

Les fonctions apparaissant au second membre sont —rF (¢, r, (v— + v4.)/2r). No-
tons alors :

(2.2.2) G(t,r,y) == —rF(t,r,y/2r).

Il est plus pratique d’noncer les hypothses sur la non-linarit en termes de G.

Hypothse (NL) La fonction G est de classe C! de R} x RY x R sur R, et il existe
1<p<2,k>p—1,1>K >p—1,C >0 tels que :

k
223 Gl Gl <c (1+ 25 )
k
Y
(2.2.4) 0,G(t, 7, y)| < C (1 + %) )
C /
(2.2.5) 0,G(t,,y) = 0,G (.19 < = ly =",

On suppose finalement que la fonction G se comporte en r' P prs de r =0 :

(2.2.6) (t,r,y) — rP71G(t, r,y) est de classe C sur Ry x Ry x R,
(2.2.7) lim PGt y) = Gt y) Z 0.
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Remarque : c’est ce comportement qui donne naissance au premier correcteur et
au phnomne de concentration. Nous allons voir dans les exemples qui suivent que
ceci n’est pas nécessairement di a la présence d’une singularité dans ’équation des
ondes a laquelle on s’intéresse initialement.

Exemples : p est choisi comme dans ’hypotheése (NL), 1 < p < 2.

Exemple 2.2.1 : en introduction, nous avons pris F(¢,7,y) = a|y[P~'y. La fonction
G vaut alors G(t,r,y) = r'7Pb|y[P~ly et vrifie 'hypothse (NL) avec k = k' = p — 1.
La singularité en P dans le systéme du premier ordre est directement liée & la
non-linéarité.

Exemple 2.2.2 : de méme, avec F(t,r,y) = a{y)?"'y, o (y) = (1 + y*)1/2,

trouve G(t,r,y) = r'Pb{y)P~ 1y, qui vrifie 'hypothse (NL) avec k = k' = p — 1.

on

Exemple 2.2.3 : cas d’'une quation avec singularit : F(t,r,y) = ar™ Py", o n est
un entier suprieur ou gal 2. Alors G(t,r,y) = r'Pby™ vrifie (NL) avec k = n — 1,
K =1.Sin > 3, C dans 2.2.5 n’est plus une constante, mais un polynéme en y.
Nous prendrons en fait y toujours borné, donc ceci ne pose pas probleme.

La dpendance en ¢ de la non-linarit tant choisie de sorte qu’elle n’ait aucune
influence sur les calculs, nous supposerons que G ne dpend que de r et y.

Examinons les conditions initiales des solutions exactes v= et v : p® et ¢°. Nous
avons supposé les fonctions h et Fj paires (pour trouver une solution radiale), et par
définition,

Pe(r,0) = Py(r,0) + ePi(r,0), Q°(r,0) = Qo(r,0) + Q1(r,0),

Py(r,0) rFi(r,0) + rogFy(r,0) + rh/(r) + h(r)

Py(r,0) = Fy(r,0)+ ro.Fy(r,0)

Qo(r,0) = rFi(r,0) —rdgFy(r,0) — rh'(r) — h(r)
0) = —P(r,0)

donc P#(0,0) = P%(0,—0). D’apres les hypotheses, on a aussi :
PO(Oa 9) = QO(Oa 9) = 0.

Il sera commode pour la suite d’introduire les opérateurs suivants :
L= ([0, T] x R, x T?)  — L>([0,T7] x Ry x T)
M,

J ;o (%)1/de9]~ j=12

Plus généralement, pour n € Z et j = 1,2, on note
L ([0,T] x R x T?)  — L™ ([0,T] x R%. x T)

f — (27r)_1/Tf(t,r,ﬂl,Hg)e_medej

M;
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2.3 Définitions et résultats

La majeure partie de I’étude va porter sur les fonctions intermédiaires vy et v_.
On commence donc par étudier les premiers termes du développement asymptotique
de ces fonctions.

On définit dans cette section le premier profil et le premier correcteur. On énonce
ensuite les résultats qui justifient ces définitions, puis on interpréte les propriétés de
ce développement asymptotique en termes du gradient de la solution exacte, Vy ,u.

2.3.1 Définitions

Le premier profil est défini par :

(815 — ar)‘/(),,(t,T, 91) = MQG(’I“, ‘/07, + ‘/07+)(t,’l“, 91)
(3t +8T)VO,+(t,r, (92) MlG(T, Vo7_ + V()7+)(t,7°, 92)
(2.3.1) VO,*(t’O’Q) + V(J,Jr(tao’_e) =0
V07_|t:0 PO (7“, (91)

‘/07+|t=(] = QO (7", 02)

Ici chaque fonction ne dépend que d’une seule variable rapide :
‘/b,— - VO,—(tﬂE 91)7 ‘/0,-1- = ‘/(),-i-(tara 02)

On remarque que les fonctions Vp — et Vj 4 sont définies indépendamment de ¢ : seuls
leurs arguments dépendront de €. C’est le terme prévu par 'optique géométrique.

La définition naturelle du premier correcteur consiste ensuite a linéariser I’équation
et a prendre comme terme source la partie écartée dans la définition du premier pro-
fil :

(Or — Op)vi _(t, ) =(vi _ + v 1)9yG(r,v5 — + v 1 )(t,7)
t —t
+ €p72(]' - MZ)G(Ta ‘/b,— + %,-i—) <t7707 Tt ’ ! c )
2.3.2
(23.2) (O + O )vi 1 (t,r) =(v] — + 07 4)0yG(r,v5 — + vy 1 )(¢,7)
t r—t
+eP (I = My)G(r, Vo + Voy) <t,r, —Tj S >

Nous verrons plus loin pourquoi la puissance p — 2 est la bonne pour le € du terme
source ; ceci nous permet d’avoir un correcteur de taille 1 (dans le cone de lumiere).
La raison pour laquelle nous avons défini le premier correcteur avec des petites lettres
(c’est-a-dire sans introduire les variables rapides) est qu’il dépend des variables ra-
pides de fagon non uniquement périodique. Ces variables décrivent également 1’am-
plitude du premier correcteur. Pour les calculs que nous faisons ici, nous avons besoin
de connaitre assez précisément les oscillations du premier profil uniquement.

Nous allons vérifier que ce terme apparait dans le développement asymptotique
de la solution exacte, multiplié par €27P. En particulier, il vient s’intercaler entre les
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termes €Y et €' de 'optique géométrique. Il est naturel de lui associer des conditions
initiales nulles.

(00 = 0 )0i () = (vf— + 1 1)0yG(r,v5— + 05,1 )(t7)

t r—t
+ ep_Q(I - M2)G(T? Vv(],* + VvOHr) (t,’l“, %, L A >

(O + O )vi 4 (t,7) = (vi - + 01 )0y G(r,vG - + v 4 )(t,7)
(2.3.3)

t r—t
+€p72(1 — Ml)G(V“, ‘/07_ + V0,+) <t,7“, —Ti— s r E )

(vf,— +v74)(t0) =0

13 _
vy =0 =0

£
Vg 4pt=0 =0

2.3.2 Hypotheses et énoncés des résultats
Les fonctions intermédiaires

NB : on ne s’étonnera pas qu’il y ait des hypotheses sur P; et non sur ()1, étant
donné la relation @1 = —P;.

Cy(I) désignera dans toute la suite I'espace des fonctions continues et bornées sur

1.

Proposition 2.3.2.1 Supposons les fonctions Py, Qo et Py bornées. Alors il existe
Ty > 0 tel que le systéme (2.2.1) posséde une unique solution

(v°,0%) € L ([0,T1] x R%)?,

uniformément en ¢ €]0, 1].

Proposition 2.3.2.2 Supposons les fonctions Py et Qo bornées. Alors il existe Ty >
0 tel que le systéme (2.3.1) posséde une unique solution

(Vo,—, Vot) € L= ([0, T5] x R% x T)?.

Dans la suite, on notera 7' = min (77, T»).
Remarque : pour le probleme (2.3.1), 'uniformité en € est évidente puisque ce
systeme ne fait pas apparaitre de dépendance en e.

Pour le calcul du développement asymptotique et le retour a u, on a besoin
d’hypotheses de régularité plus fortes pour les données initiales :
(H1) : les données initiales sont C*°. En outre, Py, Qo, P1 € C? (']1‘, W2’°°(R)).
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Remarque : on n’a pas vraiment besoin de la régularité C°°, mais les calculs sont
plus simples dans ce cas. Par ailleurs, cette hypothese est automatiquement vérifiée
si h = 0, et si les fonctions Fy et F; sont dans la classe de Schwartz.

Proposition 2.3.2.3 Supposons U’hypothése (H1) vérifiée. Notons ro,— et g4 les
fonctions définies par :

& — € 13 . 123 — € &
To,- =V-"Y,—5 To+ = Uy ~ Vo4

Alors r§ _, r§ . = O(27P) dans L>=([0,T] x R,) pour € €]0,1].
0, 0,+

Remarque : on obtient en particulier un équivalent dans L° de la solution exacte
lorsque £ — 0.

Proposition 2.3.2.4 Supposons l’hypothése (H1) vérifiée. Alors le probleme (C)
posséde une unique solution (v _,v5 ) € Cy([0,T] x R%), uniformément en e €
10,1].

Proposition 2.3.2.5 Notons C le cone {T >t > r > 0}. Hors de C, les fonctions
vf _ et vi sont en O(eP~1) (uniformément sur tout compact). A Uintérieur de C,
par contre, le premier correcteur est de taille 1 et non identiquement nul (figure 2.1).

t
v,,V, detalle 1
T
C
. p-1
v, ,V, detalle €
0 r

Fi1Gc. 2.1 — Proposition 2.3.2.5
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Proposition 2.3.2.6 Supposons l'hypothese (H1) vérifie. Soient r{ _ et 1{ les
fonctions définies par :

T S P & ST g T
Alorsri _, r{ = O(£P) dans L>=([0,T] x R%) pour € €]0,1], o
B = min (1, (K +1)(2 - p))
et k' est la constante de I’hypothse (NL).
Remarque : dans les exemples 2.2.1 et 2.2.2, la fonction G n’est pas “tres” réguliere
en sa variable y. En effet, la premieére dérivée est holdérienne, mais pas lipschit-
zienne. Dans 'exemple 2.2.3, la fonction G est trés réguliere en y (polynomiale) :

comme annoncé dans l'introduction, on peut alors calculer les termes suivants du
développement, en puissance de £27P.

Retour a la fonction u

Les résultats sur (v_,v;) permettent de mieux connaitre le comportement du
gradient de u. Notons donc o€ := Qyuf et p° := J,uf. Alors :

£ 1 £ £ £ ﬂa
o (t,r):Z(v,—l—er)(t,r), p° =0, -

Mais u®(t,0) = 0, donc

us(t,r) :/ Opus (t, s)ds = %/ (v2 — v )(t, s)ds,
0 0

et

d’ou finalement :

Notons, pour ¢ =0, 1,

1 1

1
OF L), o= [ s0E — o) (Ers)as.

€
g; = —
¢ 2r

Proposition 2.3.2.7 Supposons ’hypothése (H1) vérifiée.
2—p
€

= s ==0(22).
:

e __ €& __ 2-p_c¢ e e _2-p E—0 €(k+1)(27p)
0 —0pg—& 701, p —Pp—€ "P1= I

Pres de la caustique, bien stir, cette estimation n’a rien d’intéressant. Les solution
exacte et premier profil ont en fait des comportements différents : nous préciserons
cette analyse dans la derniere section.



2.4, PROBLEMES D’EXISTENCE ET D’UNICITE 35

2.4 Problemes d’existence et d’unicité

2.4.1 La méthode des caractéristiques

Dans toute la suite, nous écrirons les équations aux dérivées partielles sous forme
intégrale, grace a la méthode des caractéristiques (voir par exemple [CH62]). Les
opérateurs différentiels en jeu sont 0; — 0, et 0; + 0., dont les caractéristiques pa-
ramétrées par s sont définies respectivement par :

(rt)

(r+t,0) r

Fia. 2.2 — Caractéristique pour 9y — 0,.

(rt)

( r-t,0) r

F1a. 2.3 — Caractéristique pour 9; + 0, avec r > t.

Nous pouvons alors écrire les équations définissant la solution exacte (v ,v7) et
le premier profil (Vo —, Vo, +) sous forme intégrale :

r+t
(2.4.1) vE(t,r) =p°(r+1)+ / G(s,vZ +v)(r+t—s,s)ds.
T
Pour r > ¢ :

(2.4.2) v (t,r) =q¢(r—t)+ / G(s,v5 +v)(t — 17+ s, 5)ds,
r—t
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: (rt)

t-r

(t-r,0) r

Fi1G. 2.4 — Caractéristique pour 0; + 0,, avec r < t.

et pour r < t, d’apres la condition au bord :
(2.4.3) v (t,r) = /Or G(s,v2 +v)(t — 7+ s,8)ds —p°(t — 1)
- /Otr G(s,v% +v)(t —r — s,5)ds.
Pour le premier profil :
rt

Vo,—(t,1,601) = Po(r +t,01) + /r M>G(s,Vo— + Vo 4) (r+t—s,s,61)ds.
Pour r >t :

Vour (t,7,02) = Qolr — 1,0,) + / MiG(s, Vo, + Voy) (=1 + 5,5,05) ds,
et pourr <t:

Vo+(t,r,02) = / MG(s,Vo— +Vo4)(t—7+s,s,02)ds — Py (t — r,02)
0

t—r
— MyG(s,Vo— + Vo 4) (t —1 — 5,5, —62)ds.
0

2.4.2 Unicité dans L

L’unicité de solutions pour les problemes (2.2.1) et (2.3.1) repose sur le lemme
de Gronwall.

Pour ce qui est du ou des termes suivants dans notre développement, on a affaire
a une équation linéaire pour laquelle on a clairement unicité.
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2.4.3 Existence de solutions pour les équations non linéaires

Traitons le cas de I’équation (2.2.1), celui de (2.3.1) étant parfaitement semblable.
Dans chaque cas, on montre qu’au moins localement en temps, il existe des solutions
bornées. La démarche consiste a écrire I’équation sous forme intégrale par la méthode
des caractéristiques, puis a en construire la solution par schéma de Picard.

On se convainc facilement que le lemme suivant posseéde un analogue correspon-
dant au cas de vy et qu’ils permettent de conclure, grace a I’écriture des systemes
sous forme intégrale :

Lemme 2.4.3.1 Soit p une fonction bornée sur R% . On définit la suite de fonctions
(un) par :

uo - 07
(2.4.4) { i (b7) = p(t_i_r)+frr+tG(s,un)(r+t—s,s)ds.

Alors il existe T > 0 tel que la suite (u,) converge dans L*([0,T] x R%) vers u
vérifiant, pour tout (t,r) € [0,T] x R* :

r+t
u(t,r) =p(t+r)+ / G(s,u)(r +t—s,s)ds.

Démonstration : on a tout d’abord les majorations suivantes :

r+t
(8,7 < [Plloc + / 1G5, wn) (7 + £ — 5, 5)ds

r+t |un|k
< HpHoo+C/ <1+ sp_1> [un|(r +t = s, 5)ds,
A

d’apres ’hypothese (NL). Ainsi,

Tt [y p8
Hun+1||oo < Hp”oo +C 1+ 1 HunHOOdS
r

r—+t
< pllos + CTunlloo + €l / RN
r

1

_— T2-p
2—p

< [Iplloe + CT Jtnlloo + Clunll &

Définissons [ par :

1
(2.4.5) I = |Ipllee + CTI + cz’fHQ—TH

- P
Il est clair que pour T' = 0, cette équation posseéde une unique solution ! = ||p|~o, et
par le théoreme des fonctions implicites, (2.4.5) possede une unique solution I(T),
pour T petit, vérifiant en outre, I > ||p||oo-
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On a alors, pour tout n, ||u,|lec <.

L’étape finale consiste a vérifier que la série de terme général |[uy,1—1up||c converge :

r+t
[un+1 — up|(t,r) < / ‘G(s,un) — G(s,un_l)‘(r +t—s,s)ds

On applique I'inégalité des accroissements finis en utilisant la relation (2.2.5) :

r+t 2 k'
1 — tnl(6,7) < Cllttn — tin1]loe / <1+< ) )ds,

sp—1

et finalement :

, T2 P
st — tnlloo < Cllttn — Un—1||oo <T+ (20)* 5 _p) )

Donc pour T > 0 assez petit, la série de terme général |[u, 1 — upl|co converge, ce
qui donne le résultat souhaité. O

Ce résultat nous donne donc les propositions 2.3.2.1 et 2.3.2.2, puisque les données
initiales sont bornées indépendamment de € €]0, 1.

2.4.4 Résolution des équations linéaires

Lemme 2.4.4.1 Notons, pour I un intervalle inclus dans [0,T], E(I) := Cy(I xR%)
On considére, dans £([0,T)]), le probléme :

LO)x = r'"PAz+1b
(2.4.6) x|+ T2jp=0 = 0
Lit=0 = Y
ou & = (x1,22), A est une matrice 2 x 2 a coefficients dans £([0,T]), y € L>(R?),
L est l'opérateur des ondes :

([ &-0 0
L(a)_< 0 at+ar>7

y € L®(R%) et L7 € £([0,T)) (on définit L1 en intégrant le long des ca-
ractéristiques issues de {t = 0}).

Alors (2.4.6) posséde une unique solution x dans E([0,T]), qui vérifie en outre,
pour des constantes c et C' universelles, et en notant || Al = [|Allgqo0,17)

lelleqory < € (lyllz= + IL"blleo.m)) exp (T A7)

Démonstration : comme dans la plupart des calculs fait ici, on privilégie une
écriture sous forme intégrale. (2.4.6) se met sous la forme :

=L P Az) + LT 4y,
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ou la premiere composante de y; vaut y1(r + t) et la seconde yo(r — t)H(r — t) —
y1(t—7)H(t—7). Il est alors facile de vérifier le lemme, puisque la fonction o + x!=P
est localement intégrable. O

Ce résultat va nous permettre de justifier le développement asymptotique et la
proposition 2.3.2.4 quant a ’existence du premier correcteur : c’est le terme source
intégré le long des caractéristiques qui impose la taille des solutions.

2.4.5 Régularité du premier profil

Le premier profil apparait comme terme source dans la définition du premier
correcteur : ce dernier nait des oscillations du premier profil a la traversée de la
caustique. Pour le vérifier, nous aurons besoin de connaitre plus précisément le pre-
mier profil. Le résultat principal de cette section est la

Proposition 2.4.5.1 Supposons U'hypothése (H1) vérifice. Alors 0Vy,— et 0:Vp +
sont bornées.

Démonstration : d’apres la relation
r+t
Vo,—(t,r,01) = Po(t +1,01) + / MyG(s,Vo— + Vo) (r+t—s,s,01)ds,
T

on vérifie que Vj _ est dérivable en ¢ : V _ et V 4 sont obtenues par itrations de Pi-
card. Chaque itre est drivable en temps, et la suite des drives converge uniformment,
vers O;Vp,— et 0;Vp 4. A la limite, on trouve :

at‘/o,—(ta T, 01) = 87’P0(t +, 91) + MQG(T + t7 ‘/0,— + ‘/0,4‘)(07 T+ t? 01)

r+t
+/ M (0,G(s,Vo— + Vo 4+)0(Vo,— + Vo4)) (r +t —s,5,61)ds.

On le méme type de relation pour d;Vy + : la condition au bord n’apporte pas de
probleme. Le terme source vaut :

Qo(r —t,02)H(r —t) — Po(t — 7, —02)H(t — 1),

ou H est la fonction de Heavyside. D’apres la relation Py(0,6) = Qo(0,0) =0 et la
régularité de Py et (Qg, on peut dériver ce terme sans probleme. Le terme intégral

est de la forme : .
/ +H(t—r) / ,
(r—t)H (r—t) 0

et ne pose pas de probléme non plus. Par hypothése sur GG et puisque le premier
profil est borné,

1
9yG(s, Vo + Vo) = O <ﬁ + 1> :
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Le seul terme délicat est donc MaG(r + ¢, Vo — + Vo 4+)(0,7 + t,61), lorsque 7 + ¢
devient petit. Mais

G(T +1, ‘/07, + Vb,Jr)(OaT + t,91592) = G(T + taPO(t +, 91) + Qo(t +, 92)) >

et Py(r,0),Qo(r,0) = O(r), donc ce terme reste partout borné. Il est alors clair que
la dérivée en temps du premier profil est bornée. O

On vérifie qu’on a également la :

Proposition 2.4.5.2 Sous U’hypothése (H1), 0p, Vo,— et Op, Vo sont bornées. De
plus, O Vo.— et Op, Vo, sont k'-héldériennes (resp. lipschitziennes si k' = 1) en 6;.
O:Vo,+ et Op, Voo, possédent la méme régularité en 0.

Démonstration : le caractere borné se démontre comme pour le cas des dérivées
en temps. La régularité supplémentaire en les variables rapides se montre facilement
a chaque étape du schéma de Picard :

OVt (¢, r,01) = Po(tr, 61)

r+t
+/ M2 (8t(V0’f, + VOIer)(?yG(s, VVOIT, + ‘/OIjJr)) (’I“ +t— S, S, 91)d8.
Par récurrence, on a:

0: Vo _(t,7,01) — OV _(t,m,01)] < Col6 — AL
OV (8,7,02) — OV (8,1,05)] < Cylfo — 05,

et quitte a prendre une subdivision de [0, 7] en intervalles de longueur suffisamment
petite, on montre que les constantes C, sont bornées indépendamment de v € N.[J

2.5 Justification de asymptotique

2.5.1 Cas du premier profil

Nous allons montrer la proposition 2.3.2.3. Nous avons noté r5 _ = v= — v _ et
75,4+ = v — v%0,+. En soustrayant les équations (2.2.1) et (2.3.1), il vient :

(at - aT)T87—(t7 74) - G(?", vE + Ui—)(t7 74) - MQG(Ta ‘/b,— + %,-i—) (ta
(at + aT)T8,+(t7 74) = G(?“, vZ + Ui)(t7 74) - MlG(Ta Vo, + VOH—) (tv

)
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Ceci s’écrit encore :

( (O — Or)ro,—(t,r) =G (r,vZ + v )(t, 1) — G(r,v5 - + v 4 )(t,7)

t r—t
+ (I — MQ)G(T, Vo7_ + V0,+) (t, r, %, ! )

9
(O + 0r)r5,4. (8, 7) =G(r,vZ +03)(E, 1) = G(rv5 -+ v5,4) (L, 7)

t r—t
(2.5.1) (1= M)G(r, Vo + Vos) <t, r, % — >

£ ) —
rov_ + T07+‘T:0 _O

7"8,— |t:0 :gpi (T)

B by =245 (7)

La formule de Taylor avec reste intégrale donne :
1
(2.5.2) G(r,b) — G(r,a) = (b—a) / 0yG(r,a + (b — a))dz,
0

donc la premiere partie de chaque second membre, G(r,vZ +v%) — G(r, vG,— + 5, +)s
vaut :

1
(2.5.3) (ra_ + 7“87+)/ 0,G (7‘, v+l 4 2(vS + 0] — 1)8,_ — v87+)) dx.
0

Apres avoir intégré le long des caractéristiques, on a un systéme de la forme :

{ e = LS5 ,) +YE
e = Lyl .ro.) T Y5
Pour avoir la proposition (2.3.2.3), il suffit de montrer :

1. au moins pour des temps petits, opérateur L¢ = (L5, L5) est contractant de
L>([0,T] x R%) dans lui-méme ;

2. les termes Y7 et Y5 sont des O(g27P).

Commencons par le premier point : d’apreés ’hypothese (2.2.4),

k
oGl <c (14 25).

Les fonctions v<,vS, v5 _ et vg . étant uniformément bornées, on en déduit que le
terme (2.5.3) est un O ((1 + rlfp)”raf + 7§+ lso ) » donc apres intégration le long des
caractéristiques :

T2-P
L] <C (T + > :
2—p
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et au moins pour des temps petits, L est contractant : le cas du premier point est
résolu. Le second point est plus délicat. On va traiter le cas de Y7. A un terme epq
pres (qui nous donne mieux que le résultat final), on a :

r+t t 2s—r —t
V= [0 MG Vo 4 Vo) (e s DL EE T
T € €

LRI r+t
_ Z / ein( s—r—t)/EMgmG(s, Vo,— + Vo,4) (r +t—s,s, > ds,
nez* " <

Pour n € Z*, écrivons aussi :

e, r4t
(2.5.4) / eQmS/EMg,nG(s, Vo,— + Vo,4) <7“ +t—s,s, 6 > ds =
s

r+t . 2ins/e t
= / c SpilMZnG(S’VVO,* +‘/0,+) <T+t_5,85%> ds
r

sp—1

La motivation de cette écriture repose sur le fait que la fonction G est singuliére
pres de r = 0, et se comporte comme 717 : on a donc “sorti” la singularité. En fait,
on n’a pas besoin de faire cette manceuvre “loin” du cone d’onde, pour r —¢ > 1
par exemple : par vitesse finie de propagation, la singularité n’agit plus dans cette
région. Notons donc :

(2.5.5) Vi={(tr)e[0,T] xR ; r—t <1}

Posons, pour n entier non nul et (¢,7) € V :

‘ do
(256) ¥Pn,2 (t’ T 91) = / TpileimeG(r’ V'O,* + ‘/O,Jr)(t’ T, 61, 9)%
T

Pour (¢,7) hors de V, la singularité en r n’apparait plus, et nous verrons qu’essen-
tiellement dans cette région il n’y a pas grand-chose a dire.

Remarque : pour la fonction F(y) = |y[P~'y évoquée dans I'introduction et reprise
dans 'exemple 2.2.1, ceci est simplement :

—in - do
pnat.ri00) = [ o+ Vo (Vo + Vo) (07 01,0)5
T

= szn (H/Oy_ + ‘/0’_’_‘])—1(‘/’07_ + ‘/0,4-)) (t,?"', 01)7
et c’est essentiellement I'expression qu’il faut avoir en téte dans le cas général.

L’asymptotique repose sur le
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Lemme 2.5.1.1 Soient n € Z* et ¢ une fonction continue, bornée Ry — R dont
la dérivée soit localement intégrable. Soient b > a > 0. Notons, pour 0 < e <1,

b
gb _/ Slfpemns/sso(s)ds‘
a

1l existe alors C > 0 telle que :

C b
(257 toal <0 (2ol + [ 161).

St de plus a > 0,

Ce b
2.5.8 Ll<—(2 oo 1.
(25,9 1541 < roay (2elle= + [ 11)

o0
Si au contraire a =0 et b > 0, en notant l,, = / s17Pe2S s o a :
0

(2.5.9) Ty ~, e27P1,0(0).
Démonstration : ce lemme se montre par intégration par parties successives. On
“définit” ¢, par :

¢/ (S) _ slfpe%ns/si

n,e

Une intégration par parties permet de constater que f0+°° z!17Pe?®dy converge. On
prend alors la primitive de qﬁ’nﬁ nulle en 400 :

¢n7€(5) _ / xlfpe2inz/€dx.

“+00

Par changement de variable, on constate qu’il existe C' indépendant de n € Z* tel
que :

C

[n[>=7

g2P,

|Pne(s)] <

On calcule I? , par intégration par parties :

ab—/%e 8)ds = dne(s

/qbns

On a alors directement la premiere partie du lemme, concernant le cas général.

Dans le cas ou a > 0, on utilise une estimation plus précise de ¢,, .. Un calcul de
¢n,e par intégration par parties successives permet de constater que cette fonction
possede un développement asymptotique complet lorsque € — 0. En particulier, on
a la relation :
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il existe C' > 0 tel que pour tout x > 0 on ait

+oo )
/ s17Peis s
X

On a alors facilement la deuxiéme partie.

< CzglP.

Dans le cas o a = 0 et b > 0, on choisit plutot la primitive de qﬁ;m qui s’annule en
0:

s s/e .
¢n,€(5) _ / xl—peQZnJ:/adx _ 82—1)/ xl—peZandx.
0 0

On a alors la relation, pour tout s > 0 :

o
P20, c(s) — slTPe2ns g = [,
’ e—0 0
La derniere partie du lemme s’obtient par application du théoreme de convergence

dominée. N O

Remarque : la fonction z — / s'7Pei¥ds apparaissant dans ce lemme est équivalent

dans le cadre non linéaire envisagé ici des fonctions d’Airy, rencontrées dans le cas
linéaire dans [Lud66].

Nous souhaitons appliquer le lemme 2.5.1.1 a la quantité :
T+t o2ins/e
(2.5.10) / Tgpn,g(r +t—s,s,01)ds,
S
T

ou 0, = TT‘H Cette quantité restant constante le long des caractéristiques pour
0y — Oy, nous garderons cette forme condensée. Il s’agit donc d’obtenir un controle

de ¢, 2 et de ses dérivées en t et r.
La premiere étape consiste a vérifier que ¢, o est bornée : ceci découle de I’hy-
pothese (2.2.3) et du caractére borné du premier profil (proposition 2.3.2.2).

Dans l'intégration par parties, nous avons besoin de dériver ¢, o par rapport a
s. Il faut donc controler (0, — 0¢)pn2 :

4 do
Ouona = [ 17OV + Va0, Gl Vo + Vo) (676,005
T

D’apres la proposition 2.4.5.1, ceci est borné. Passons donc au cas de 0,52 :

. db
Orna = [ 177100, (Vo + Vo, 1)0,6(r Vo + Vo) (67,61, 05
T

A do
_|_/ e—znear (Tp_lG(r, Vo— + VbHr)) (t, 7,01, 9)%
T

D’apres 'hypothese (2.2.6), la derniere ligne est bornée. Pour le premier terme, nous
utilisons le :
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Lemme 2.5.1.2 Prés de {r =0}, 0,(Vo.— + Vo.+) = O(r'=P). Loin de la caustique,
ce terme est borné.

Démonstration : par dfinition,
(O — 0)Vo.- = MyG(r, Vo + Vi)

Puisque le premier profil est borné, ceci est un O(r!~P) pres de la caustique, et borné
pour r > 1. De mme, (0; + 0,)Vp + = M1G(r,Vo,— + Vo,+), et la proposition 2.4.5.1
permet de conclure. O

D’apres ’hypothese (NL), on en déduit que rp*18r<pn72 est continue, donc Vo, o
est localement intégrable le long des caractéristiques.

Conclusion : on peut appliquer le lemme 2.5.1.1 : chaque terme de la série est un
g2 p
O———|.
|n|>~7
Se pose alors le probleme de la convergence de la série ainsi obtenue : le terme
tout intégré est un
g27p
0 (s lenllx ).
D’apres ’hypothese (NL) et la proposition 2.4.5.2,
1
loalie =0 (ot ).
donc le terme tout intégré est un :
2—p
€ 1
O ——— ——+—-| .
[n|*7P |n[F

Or 2—p+k'+1 > 2, donc la série converge uniformément, et la somme est un O(277).
Pour le terme intégral, le calcul est plus délicat : essentiellement, le gradient de ¢,

Lo . 1 (.
ne décroit pas en W’ mais en W Chaque terme de la série correspondante
est donc un :
g2-p 1
O\ 7w )
[n[*=? |n|
Par hypothese, nous avons “seulement” : 2 — p + k' > 1, ce qui ne donne pas

directement un résultat de convergence uniforme. On a effectivement 2 —p+ k' =1
pour les exemples 2.2.1 et 2.2.2; pour l'exemple 2.2.3, 2 — p + k' > 1, donc la
convergence est immédiate. Le cas critique ¥’ = p—1 ne pose en fait pas de probléeme :
nous pouvons améliorer I'asymptotique (2.5.9), ce qui suffira pour conclure.

Nos conditions d’étude sont les suivantes : k' = p — 1, puisque pour ¥ > p — 1,

nous avons suffisamment d’arguments pour conclure. ¢(s) = p,(s), avec :

1 , C
o = — < .
||SDTLHL O <n2> ’ |30n(8)| = (S|’I’L|)p71
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Reprenons les notations du lemme 2.5.1.1. Nous pouvons supposer n > 0 :

b
I; = /0 & ()on (s)ds,

n2->r

s ] £2-p s/e ]
an,e(s) — / xlfpe2mz/€dx — / 1P 2 g
0 0

Si b= o(1) lorsque € — 0, il suffit d’écrire le développement limité de ¢,, autour de
s = 0 dans l'intégrale. Nous supposerons donc b > ¢ > 0, ¢ indépendant de €. En
intégrant par parties, nous avons trouvé :

(2.5.11) It — ¥ Plipn(0) = (Pne(b) — dno(+00)) on(b)

b
- /0 (Gne(5) — bme(+00)) ¢ (s)ds.

Comme souligné précédemment, le premier terme ne pose pas de probleme : la

majoration
+o0 .
/ stTPet s
€T

[6ne0) — dnelroa) <0 (2)(5)7

n

(2.5.12) < CxlP

implique :

Notons alors :

b
JE(b) = /0 (¢n,e(5) - ¢n,e(+00)) QD;L(S)dS.

Ecrivons J,(b) = f06 + f;, ou J est de la forme € (o > 0). La premiere intégrale se
majore par :

eN2-P [0, eN2-P [0 ds C (o
= <C(=Z < 2 @2-p)(1+a)
C <n) /0 lorn,(s)|ds < C <n> /0 5

(ns)p~1 = n

La seconde se majore par :

€ ’ 1—p|, e [* 2—2p
Cn2*p s |g0n(s)|d5§CE 8as ds.

g

On constate que la valeur p = 3/2 joue le rdle de valeur critique : il faut alors
distinguer trois cas. Les caractéristiques le long desquelles portent les intégrations
étant de longueur inférieure ou égale a T', il faut retenir de ce calcul la majoration :

C
il existe 3 > 0 tel que |If — €2 Pl,p,(0)] < —e27PHP,
n

Par ailleurs, on a évidemment :

C

15 <
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donc pour tout § € [0, 1],

o £2-p+B\ 170 1 \?¢

Pour ¢ suffisamment proche de 1, on obtient une majoration de la forme :

) €2fp+a/

e _ 2-p

[y — e Plapn(0) < C plta’

avec o/, a” > 0. Ceci améliore donc la derniere partie du lemme 2.5.1.1. En par-

ticulier, le terme Y¥ est un O(e27P), et le premier reste est un O(¢27P) dans V.
O

Hors de V, il est clair qu’on peut faire 'intégration par parties “habituelle”, pour
trouver que le premier reste est un O(g). Ainsi, le voisinage du bord du cone d’onde
{r —t = 0} assure la transition de la taille du premier reste.

On peut calculer explicitement les nombres [,, :

Lemme 2.5.1.3 Les coefficients [, définis pour n € Z* par l, = fooo sl=pe?ins s

vérifient :
1

L(p-1)

l, = 7|2n|P~2 et5 (p—1)sgn(n)

2.5.2 Comportement du premier correcteur

Le terme £P~2 est le bon pour que le premier correcteur soit de taille 1 : comme
pour I'tude du premier reste, d’apres la proposition 2.4.4.1, il suffit de vrifier que le
terme source dans la dfinition du correcteur, une fois intgr le long des caractristiques,
est de taille 1. I1 s’agit justement, au terme =2 prs, du terme source pour le premier
reste. On applique donc le lemme 2.5.1.1 aux fonctions ¢y, j(¢n,1 est obtenue comme
¢n2(x,0,0), en échangeant les variables rapides), en y incorporant les améliorations
apportées dans la justification de 'asymptotique. La premire partie du lemme nous
assure que le premier correcteur est un O(1) (c’est la proposition 2.3.2.4), la seconde
partie nous dit qu’il est un O(eP~1), uniformment sur tout compact de C¢, o

C=A{(rt) e RL x[0,T]; t >r}.

La troisime partie du lemme va nous assurer que ce terme a bien lieu d’apparaitre
ainsi. Avec les notations employes pour I'tude du premier reste, il faut vrifier qu’a
priori, ¢p j(2,0,0) # 0 . Ceci est di a ’hypothese (2.2.7) :

(2.5.13) @nj(2,0,0) = M; .G (x, Vo + Vo)(x,0,6).

Malgr la condition au bord (dans laquelle on impose 67 = —63), les coeflicients de
Fourier de G(z, Vo, — +Vp 4+ )(x,0, 61, 02) en I'une ou 'autre des deux variables rapides
n’ont, en gnral, aucune raison d’tre tous identiquement nuls.
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Exemple 5.2.1 : la fonction
f(91,92) — ei091 4+ 6i92 _ e2i91+92 _ 62i¢92+91

vérifie f(0, —0) = 0, mais ses coefficients de Fourier ne sont pas tous nuls. De plus,
(My — M3)f(61,62) # 0.

Dans Iécriture du systéme sous forme intégrale, le terme source pour v{ | vaut,
b
pour r <t:

t—r
G = —eP 2 Z eme/ sLPe2MS/E NG P TLG (s, Voo 4 Vo )(t — 7 — s,5,0)ds
nez* 0

T
427 Z e~ind / s1PeBS/EN PTG (s, Voo + Voo )(t — 7 + s, 5,0)ds.
nez* 0
Nous faisons les calculs pour € quelconque. Il s’agit ensuite de donner a 6 la valeur
(r—t)/e pour compléter les calculs (les limites deviennent des équivalences). D’apres
la derniére partie du lemme 2.5.1.1, on a, avec les notations du lemme, pour tout
entier n non nul :

t—r
eP—2 / s1P2MS/E N PTG (s, Voo 4 Vo )(t — 7 — s, 5,0)ds
0

— 1, Mo G(t — 1, Vo, + Vo4 )(t —1,0,6),

e—0

sit>r, et

s
€p2/ 517p622”s/€M1,n5p71G(5, Vo,— + Vo)t —7+s,s,0)ds
0

— L, My Gt — 1, Vo, + Vo4 )(t —1,0,6),

e—0

sit>r>0.On adonc, pour t > r > 0, et d’apres le lemme 2.5.1.3 :

i ; (—em@anQ,nK(t —7,0,0) +e ", My, K(t—1,0, 0))
g—>
nez*

= e (LMK (t—7,0,60) — 1My K (t —17,0,6))
nez*

ot on a noté K(z,0,0;,62) = G(x, Vo - + Vo +)(2,0,61,62).
Remarque : on peut penser que la condition au bord implique la nullité des limites
ci-dessus. En effet, la condition implique :

G(ta ‘/b,— + ‘/(),'i‘)(t? 07 07 _0) = 0.

Mais on ne demande pas :

G(t7 ‘/0,— + ‘/(),-i‘)(t? 07 017 02) = O,
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si bien qu’a priori on n’a aucune raison d’avoir Ml,né(t, Vo,— + Vo,4)(t,0,0) =0 ou
Ms,,G(t, Vo,— + Vo 4+)(t,0,8) = 0 (cf contre-exemple précédent). Plus précisément,
en revenant a l’écriture intégrale du systeme définissant le premier profil, on peut

vérifier :

My ,G(t, Vo,— + Vo+)(t,0,0) =0 Vt,0 et Vn € Z*
= Py, Qo indépendants de 6,

ce qui ne présente aucun intérét ici.

2.5.3 Asymptotique précisée

Rappel : on veut montrer que dans L, on a :
(2.5.14) A T R CO R

ott # = min (1, (k' +1)(2 — p)).

Remarque : on a bien un exposant strictement suprieur 2 — p pour la taille du
reste. Par contre, cet exposant peut étre strictement inférieur a 1 : des termes
supplémentaires peuvent éventuellement s’insérer entre le premier correcteur et le
terme de taille €' dans le développement asymptotique de la solution exacte. Dans
le cas de 'exemple 2.2.3, comme annoncé en introduction, selon la valeur de p, on
peut vérifier explicitement qu’il faut prendre en compte d’autres termes non prévus
par 'optique géométrique. Le cas de 'exemple 2.2.1 ou 2.2.2 est moins explicite, du
fait du manque de régularité de la non-linéarité.

En soustrayant 1’quation dfinissant la solution exacte les quations donnant le
premier profil et le premier correcteur, on trouve :

(O =0r)ri_ = G(rvZ +v5) = G(rv5 - +v54)
—?7P(vf _ +0f )9, G (r,v5 -+ v51)
= G(r,v° +v5) =G (r,v5_ + v, + 62_”(1)3_ + 05 ,))
~Glrh 4 v5) — 2P 00,00+ v5)
+G (r, 05—+ v5 4+ 7P -+ 05 L)) -
Dans cette dernire criture, la premire ligne, grce la formule de Taylor avec reste
intgral, permet de mettre r{ _ + r{ , en facteur d’un terme dont 'intgrale le long

des caractristiques reste born. Les deux dernires lignes tiennent donc lieu de terme
source, et contrlent la taille de r{ _ et r{ .

Le lemme suivant permet de conclure :

Lemme 2.5.3.1 I existe C' > 0 telle que pour tous r > 0 et y,yo € R,

C /
(2.5.15) |G(r,y) — G(r,y0) — (y — y0)0yG(r,y0)| < FHJ — yo[MH1
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Il suffit ensuite de prendre yo = v§ _ + v§ . et y = v _ +v5, + 52_1’(037 + i 4)
pour affirmer que le terme source est un O (6(k/+1)(27p)7“17p).

Démonstration : on sait qu'il existe 6 € [0, 1] tel que

G(r,y) — G(r,y0) = (y — 40)9yG (1,90 + 0(y — yo0)) ,

donc il suffit de savoir que pour tous y,yg € R,
C k/
(25.16) 18,G(r.) — 8,6(r.0)| < 1y~ w0l

Mais ceci est donné par ’hypothese (2.2.5). O

En intgrant le long des caractristiques, cette partie du terme source est donc un
O <5(k/+1)(2*p)>. Par ailleurs, le terme source contient également les termes ep5 et

£qi, qui sont évidemment des O(e) : la proposition 2.4.4.1 permet alors d’affirmer
que r{, et r{, sont des O(¢) + O(eW+DE=P)) d’ont la valeur de 3 et le résultat. O

2.6 Retour a la fonction u

2.6.1 Estimations pres de la caustique

Rappel des notations : la solution u a laquelle on s’intéresse au bout du compte est
liée aux fonctions v_ et vy par les formules :
ut = ru
ve = (O + 0p)uf

v = (6 — 0.)iF

£

Pour estimer Vu®, on utilise donc les relations

Opu’ 1
Ouf = m—— Z(Ui +v7),
ut o,ut Ut
87/[[5 = 87’ <7> = r — ﬁ

Hors de la caustique {r = 0}, les estimations sur v® et v5 déja vues suffisent. La
condition au bord v= +vi|r:0 = 0 permet de penser que le terme 1/r est compensé :
c’est en effet le cas, pour la solution exacte.

Le lemme suivant se montre comme le lemme 2.4.5.1 :

Lemme 2.6.1.1 Supposons (H1) vérifie. Alors les dérivées en t de v= et v sont
des O(1/e).

Remarque : le terme 1/¢ provient de la dérivation en les variables rapides.
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D’apres la relation (0y — 0,)ve = (0¢ + 0, )v7., ceci implique :

B, (v5 + %) = O G) .

D’apres la condition au bord (v: + v%)(¢,0) = 0, on a finalement :
£ 13 r
(05 +v5)(t,r) = O <E> .

Par contre, ce calcul ne se reproduit pas pour le premier profil, essentiellement pour
la méme raison invoquée pour justifier 'apparition du premier correcteur. En effet,
on a cette fois :

r+t r—t
5 .

Or(vg -+ 4)(t, 1) = 9 (vg - —v5 4 )+ (Ma—My)G(r, Vo, +Vo 1) <t,7°, —

Comme nous 'avons déja signalé, la condition au bord pour le premier profil n’im-
plique pas, en général, 'annulation en r = 0 de :

t r—t
Tp_l(MQ — Ml)G(T, Vo7_ + VO7+) (t,?“, i, " e’:‘ ) .

L’exemple 5.2.1 permet de s’en convaincre. On a ainsi “seulement” :

T 9
(05, +5.)(Er) =0 (Z+1777).
L « . . . .
Pour r > €p-1, on retrouve la méme estimation que pour la solution exacte, mais a

1
priori, pour r < e»-1 la solution exacte et le premier profil ont des comportements
différents : le premier profil est singulier le long de la caustique, alors que la solution
exacte ne l'est pas.

2.6.2 Estimations de Vu loin de la caustique

Cas de 0:u
. Opu® 1
Comme écrit plus haut, o = = 2—(2}5 +v% ). Il est alors naturel de poser,
r r
pour 5 = 0,1,
1

On a alors évidemment :

2—p B

€ _ €

ocf—o5=0— o —0f—e*Pef =0 —
0 ) 0 1 r )

r

avec 3 = min (1, (k' + 1)(2 — p)). Ceci nous donne la premiere partie de la proposi-
tion 2.3.2.7.
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Cas de 9,u

On a vu dans la partie 2.3 la relation :

1 1" 1t
o= oot ) - W/o (w5 — o5)(t, 5)ds = 5/0 50, (v — %) (¢, 7s)ds.

Comme précédemment, notons, pour j = 0,1,

1 1 7 1 !
Eam (0f —f ) — — S ) (L 8)ds = — O.(v5  —vE )t rs)ds.
P 274(”]7— UJ7+) QTQ/O (v%_ J,+)( ,8)ds 2/0 8 T(UL— ]H—)( ,78)ds

On a tout de suite :

2-p g
f—%:0<i—>,f—%—¥pﬁ=0<i>
T

r

Ceci achéve la démonstration de la proposition 2.3.2.7.

2.6.3 Comportement de J;u pres de la caustique

Comme nous 'avons remarqué au début de cette section, la description de dyu®
doit étre modifiée pres de la caustique. Nous allons montrer que si on regroupe le
premier profil et les termes apparus a la traversée de la caustique, alors on obtient
une approximation uniforme de J;u®. Ces termes supplémentaires sont le premier
correcteur, et éventuellement d’autres fonctions : ils sont singuliers le long de la
caustique, viennent s’insérer entre les termes de ’optique a l'intérieur du cone d’onde,
et “disparaissent” loin du cone d’onde.

Le manque de régularité de la non-linéarité semble étre un obstacle pour déterminer
tous ces termes. Nous allons contourner cet obstacle, en regroupant en une seule
fonction toutes les contributions des termes non prévus par 'optique. Définissons le
correcteur généralisé :

(2.6.1)
(

1
(00— 00T, =, +T00) [ OGO 05 4y 4T )y

t —1
+ 6”‘2([ — My)G(r, Vo,— + Vo4) <t,7", %, r >

e

1
(O + 0,7, =(F5_ +7%.,) /0 0,G(r, v + v, +ye2 P +%4))(t,r)dy

t r—t
L O ORI (YRS Sy

0+, =0enr=0

0

154 —
U=1jt=0 =

0

191 —
L Y3 je=0 =
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On a ici affaire a une équation non linéaire : la construction d’une solution se fait par
schéma de Picard, comme dans la section 2.4 ; le terme source est le méme que pour
le premier correcteur, donc son analyse a déja été faite. L’unicité est une conséquence
du lemme de Gronwall. Alors :

R TV SRR U T O(¥=P)) : ce correcteur généralisé contient le
premier correcteur déja étudié;

— le premier correcteur et le correcteur généralisé ayant le méme terme source,
ils sont tous deux des O(gP~1) hors du cone d’onde (et méme des O(e) loin du
cone) ;

—vE -5 — 52*”'63_, Ve — V54— 8271)’634_ = O(e) : on a bien pris en compte
tous les termes non prévus par 'optique;

— pres de r = 0, cette estimation est améliorée en :

vE —v§_ — 2P, oS —vf , — 2P = O(reM 7).
On a donc “recollé” les termes pres de la caustique.
Le premier point se montre comme pour les calculs de restes : vf _ —v§ _ et vf | —0f |
vérifient les hypotheses du lemme 2.4.4.1, avec un terme source qui, intégré le long
des caractéristiques, est un O(ak/@*p)). Pour les deux derniers points, il est commode
de poser :

~ 2—p ~ 2
(2.6.2) Vg, = Vo +ePU] _, V5 =gy +eT P

(Or — Or )05 — G (rv5_ +75,)
(0 +0,)05, = G(r,v5_+75,), (t,r)€[0,T] x RY
(2.6.3) (%,— +05,4)(t,0) = 0
Vo= = Po(r)
vio\t—o = q5(r)

On retrouve la méme définition que pour v® et v (systeme (2.2.1)) : seules les

conditions initiales sont modifiées. En particulier, on a le méme type d’estimation
pres de la caustique :

(2.6.4) (v6,— +05,4)(t,r) = O (C> :
b b E
Notons alors Fa, = — 178’7 et FgﬂL =5 — '687+. Ce reste vérifie :
(0= 00T = (T +T.4) fy 0C (1T + y(vs = T0) dy
(O + ar)?gﬁr = 778,7 + 778,+) fo 9yG (T’ 58,i +y(vg - 567i)) dy
(265) { T +Toqp = 0
?8,u|t:0 = Epi (T)

Tg,v\tzo = 6(]‘% (T)
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ou on a noté ay = a— + ay. Les fonctions v, 05,05 _ et U5, étant bornées uni-
formément en € €]0, 1], ce reste généralisé est un O(e) uniforme. Pour l'estimation
pres de la caustique, on peut s’y prendre comme dans le cas de la solution exacte :
on estime 0 (75 _, 7 1), puis on utilise la relation

Or(T5,— +75.4) = (5, — 75 4)-
Pour le premier point, examinons le cas de Fa_ :
(0r = 0n)75 - = G(r,T5 _ + 75,4 + 06, +06.4) — G(r, 05, +05,4)-
Formellement, la dérivée en temps du second membre vaut :
Oy (76,2 +15,2)0y G (r, 76+ + U5 1) — 05 1.0y G(r, 05 1) =
= O, +0yG(r, 75 1+ + U5, 1) + O 1 (0yG(r, 75 1 + U5 2) — 9y G (r, 05 1)) -

La derniére ligne est un O(1/¢) x O(e*') (en ne tenant pas compte de la singularité
prés de r = 0). En reprenant le schéma de Picard comme dans la proposition 2.4.5.1,
on obtient :

(75— To,4) = O(F 7).

)

On en déduit alors : (75 _ +75 ) (t,7) = O(ref'=1).

Pour revenir a la fonction 0;u, notons :

~€& :&/877 + 1787“”
0g = —"——7—.
2r
Alors :
~ e

On a donc précisé le comportement de dyu® de fagon uniforme.

2.6.4 Comportement de 0,u pres de la caustique

Pour obtenir des estimations pour r petit, il est plus commode d’avoir en téte la
formule :

1 1
O (tr) = (1) = & / 50, (v — o5 )(t, rs)ds.
0
D’apres la définition de v= et v5, on a :
(2.6.7) Op(vE —v3)(t,r) = O(vE + v )(t,r) — 2G(r,vE + 05 ) (L, 7).

Le premier terme est un O(1/¢) uniforme d’apres le lemme 2.6.1.1. Pour estimer le
second, souvenons-nous de la relation :

(5 +05)(t,r) =0 <Ti€> .
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Ainsi, le dernier terme de (2.6.7) est un :

o (i , k+1Jr .
r+e r+e/’

En particulier, on a uniformément :

1 1
Or(v: —v3)(t,r) =0 <—> , et donc d,u® = O <—> .
€ €
Comme dans le cas de la dérivée en temps, le premier profil étant singulier le long de
la caustique, le terme pf ne suffit pas a décrire p° de maniere uniforme. Par contre,
en notant

1 1
(2.6.8) L) = / 50, (% _ — T, )(t,rs)ds,
0
Oon a encore .
g

Remarque : comportement de d7u’.

Pour 'exemple 2.2.2, la non-linéarité est de classe C™ : la singularité en =P ap-
parailt lors de la réduction a un systéme du premier ordre et dans I’écriture de la
fonction G, il y a compétition entre la singularité a ’origine et la non-linéarité. Dans
I’étude de vy, v_ et de leurs dérivées en temps, la non-linéarité I’emporte. Par contre,
si on dérive encore une fois en temps, la singularité 'emporte, ce qui fait que 02u®
ne se comporte plus comme dans le cas linéaire : ce terme est singulier en r = 0.

Dérivons par exemple deux fois la relation (2.4.1) :

O2ve = p(r+t)+0.Gr+t,0° +¢)(r+1t)
(2.6.10)  +20,(p° + ¢°)0yG(r + t,p° + ¢°)(r + t)

+ /TH ((9?(1), +v4)0,G(s,v4) + (&g(Ui))Q@jG(s, vi)) (r+t—s,s)ds.

Or le terme OZG est tres singulier : méme si on suppose que 0y (v: +v5 ) se comporte
comme dans le cas linéaire (ce qui n’est sans doute pas le cas), a savoir

c e 1 r

(2.6.11) (0" +05) =0 (E . TH)’

O?v°. et OFve. ne peuvent étre des O(1/¢?) uniformes comme dans le cas linéaire. En
effet, en supposant que la relation (2.6.11) soit vraie et que les dérivées secondes 9Fve
et 07v5 soient des O(1/e?), alors tous les termes de (2.6.10) sont des O(1/e?), sauf
éventuellement le dernier. Mais la singularité de (95 G est telle que pour la compenser,
on perd “trop” de puissances de ¢, et ce dernier terme n’est pas un O(1/e%). Donc
02v° ne peut avoir un comportement aussi régulier que dans le cas linéaire.
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Episode 1 : le cas monodimensionnel

3.1 Introduction

Nous considérons une famille d’équations de Schrédinger non linéaires, dont les
données initiales oscillent de sorte qu’il y ait formation d’'une caustique. Nous mon-
trons que selon la “force” de la non-linéarité, on peut parler, pour le régime de
loptique géométrique, de propagation linéaire ou non linéaire et, de facon assez
indépendante, de traversée linéaire ou non linéaire de la caustique. Dans le cas d’'une
traversée non linéaire de la caustique, nous mettons en évidence une couche limite
dans laquelle la caustique a effectivement une influence non linéaire : nous montrons
plus précisément que dans ce cas, la traversée de cette couche limite est décrite par
des opérateurs de scattering.

Lorsque la caustique a effectivement une influence non linéaire, nous décrivons ici
le lien entre 'optique géométrique avant, et apres la caustique, grace a la théorie de la
diffusion : ce résultat est a rapprocher de celui de [BG97a] (voir aussi [BGI7b]). Les
auteurs montrent que pour des concentrations en un point dans I’équation des ondes
critique en dimension trois, 'influence de la non-linéarité est négligeable loin du point
de concentration, et le recollement entre les deux régimes d’optique géométrique est
décrit par 'opérateur de diffusion. Dans notre cas, le phénomene de caustique est
da a des oscillations, mais la description reste tres semblable.

La méthode de I'optique géométrique permet de décrire les solutions de problemes
de Cauchy de la forme

L(g,0)u® = F(e,t,x,u),
3.1.1
(3.1.1) iy = (x, wog(x)> 7

ol € est un parametre tendant vers zéro. On cherche une solution sous la forme

(3.1.2) W (t,x) ~ ePu <t,x, SD(M)).

e—0 £

La phase ¢ est déterminée par I’équation eikonale : lorsque se forme une caustique,
la description de I'optique géométrique doit étre modifiée. La question se pose alors
de savoir comment se comporte la solution u® pres de la caustique, et éventuellement
au-dela. La réponse est bien connue dans le cas d’une équation linéaire : [Lud66],
[Dui74] montrent qu’une description en termes d’intégrales lagrangiennes permet de
suivre le comportement de u® de facon uniforme. Dans le cas non linéaire, seules
quelques informations sont disponibles : dans [HK87], un calcul formel sur des lois
de conservations suggere la nécessité de caractériser, en termes de comportement

linéaire ou non linéaire, d’une part la propagation en dehors de la caustique, d’autre
part la traversée de la caustique. Dans [JMR95b], [J]MR96a], [JMRI6b] et [JMRIT7],
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les auteurs abordent le cas d’équations dissipatives, et il apparait une notion d’indice
critique. Dans le cas sous-critique, la caustique a la méme influence que dans le cas
linéaire (au premier ordre) : le symbole de l'intégrale lagrangienne est continu, et le
comportement de la solution u® est décrit par I'indice de Maslov ([Dui74]). Dans le
cas sur-critique par contre, on constate un effet non linéaire, puisque les oscillations
sont absorbées & la traversée de la caustique ([JMR95b], [JMR96a]).

Nous nous intéressons au cas d’équations conservatives : nous mettons ici aussi
en évidence une notion d’indice critique pour l'influence de la caustique. Dans le cas
sous-critique, la traversée de la caustique est encore linéaire. Dans le cas critique, la
traversée de la caustique est décrite par la théorie de la diffusion. Considérons, en
dimension 1 d’espace, I’équation de Schrodinger semi-classique

1
3.1.3 i0u° + —£0%u° = \uf|Pus,
2 X

ou A € R*, § > 0 et ¢ €]0,1] est un parametre tendant vers zéro. L’optique
géométrique permet de décrire des solutions d’amplitude € par une relation du

type
t
u(t,x) ~ elu (t,m, ol ,x)> )
e—0 £

Sip > 0, d’apres la relation (3.1.3), on s’attend a ce que le terme non linéaire soit
négligeable en dehors de la caustique, et si p = 0, la propagation est non linéaire. Le
cas p < 0 est exclu pour I’étude des solutions en temps O(1). En considérant non
pas u®, mais e Pu®, on se ramene a 1’équation

(3.1.4) iedyu® + %52(9% © = e Pus,

ol on suppose donca=1+8p > 1, 8 > 0 et A € R*. Nous imposons une géométrie
simple pour la caustique. Dans le cas d’un pli, plusieurs phases apparaissent ; pour
2

;e ey - . . . .
une donnée initiale du type e "2, ce cas est exclu, car il y a focalisation en un point.
En effet, les rayons sont définis par le hamiltonien classique

1
p(t,CU,T, 5) =7+ 552,

pour lequel les bicaractéristiques sont les courbes intégrales du systéme

i = 1,
To= ¢,
i =0
13 0.
Avec comme phase initiale ¢o(z) = —22/2, les rayons sont donc les droites

x=Es+x0=1x0(1l —1),
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et se rencontrent en (¢,z) = (1,0) (figure 3.1)

point.

Nous donc allons étudier les familles d’équations (conservatives)

(NLS?)

F1G. 3.1 — Focalisation des rayons.

{

Wi, = o f()
|t=0 ,

ou f est réguliere, A est réel, a > 1 et 8 > 0.

e + 2e22uf = e |uf|Pus,

. EPISODE 1

: il y a focalisation des rayons en ce

Pour deviner quels peuvent étre les indices critiques, étudions 1’équation libre :

(5%)

{

iedu’ + 1e?92u°

Uy = e f(x).

On connait explicitement la solution de cette équation

u(t, x)

—im/4 (wmy)? o y2
= [ & E T f )y,

On peut appliquer la formule de la phase stationnaire en dehors de la caustique,
avec la phase

Sit # 1, elle possede un unique point critique, ¥,

o(y) =

2t

(z —y)*

v
-

_Z
1-t°

qui est non dégénéré. On
vérifie ainsi qu’en dehors de t = 1, u® est de taille 1, et au moment de la focalisation,
ent=1,

u (l,z) =

2
Ly
e tatiae

\V2Te

zy

[ sty =

e

2
Ty gz
—z4+z

e )
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fdésignant la transformée de Fourier de f. Dans le cas non linéaire, loin de t = 1,
I'équation de transport de l'optique géométrique est donnée par les termes en el.
Dans le cas de I’équation libre, le terme £ |uf|Pu® est évidemment de taille £* : on
s’attend ainsi & avoir une optique linéaire si a > 1, non linéaire si o = 1.

A la caustique, les termes edyu° et £202uf sont de taille /2, et e¥|uf|Puf de
taille e*=#/2-1/2_ Supposons que dans le cas non linéaire, u¢ se comporte de la méme
facon : dire que I'influence de la caustique est linéaire signifiera qu’au moment de la
focalisation, le terme non linéaire est négligeable devant les termes linéaires. Ceci se
traduit par la condition 5

o> 5
De méme, l'influence de la caustique sera non linéaire si

De toute évidence, le cas a < [3/2 demande & étre traité de maniere différente : dans
ce cas, ’équation du symbole sur la lagrangienne perd son sens, nous n’aborderons
pas ce point ici.

Nous allons voir par la suite que ces indices critiques sont effectivement ceux
qu’on retrouve dans le cas de ’équation non linéaire (NLS®) :

a> (/2 a=[3/2
a>1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation linéaire propagation linéaire
a=1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation non linéaire | propagation non linéaire

Notons que tous les cas de figure peuvent effectivement se présenter : le caractére
linéaire ou non linéaire de la propagation d’une part, et celui de la caustique d’autre
part, sont assez indépendants.

Pour décrire précisément le comportement de la solution u®, ’écriture sous forme
d’intégrale lagrangienne se révele efficace. Dans [Dui74], on introduit cette notion
dans le cadre d’équations linéaires pour avoir une représentation uniforme de la
solution en dehors de la caustique, et pres de la caustique. Dans le cas d’équations
non linéaires, cette approche a été utilisée dans [JMR96a], [JMRI6b], [JMR97]. Dans
notre cas, elle s’écrit

1 t—1e2
(315) ue(t,x) = — efzfg +1
NG

Pour un régime d’optique géométrique linéaire, I’équation de transport limite pour
le symbole a. est simplement dia = 0.

Dans le cas d'une optique géométrique non linéaire, ’équation de transport se
complique un peu (ce point est abordé au paragraphe 3.3) :

A
m\a’%(t7§)-

dg

%.

g

€ as(ta 5)

(3.1.6) idpa(t, &) =
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Notre approche va consister a changer d’inconnue, de sorte de retrouver la premiere
équation de transport. Introduisons a. définie par

as(t,€) = " Vac(t,¢),
ou ¢ est solution de

A
dy(t,€) = W’f(—@\ﬁ’

Gjt=0 = 0.

(3.1.7)

Alors (3.1.6) devient simplement d;a = 0. Avec la convention ¢ = 0 si a > 1,
I’écriture suivante est assez générale :

dg

1 ct—1¢2 ) cx€ | -
1. Sta) = = [ iReHE 0 (1 )%
(3 8) U ( "I) \/g /6 2 a’E( 75) 2t

On a ainsi étendu I'écriture du cas linéaire au cas non linéaire. Notons des maintenant
que dans le cas d’une optique et d’une caustique non linéaires (v = 1 et § = 2),
nous étudierons non la solution de 1’équation non linéaire, mais le systeme :

1
ie0pv® + 5528§v€ =0,
1
(3.1.9) iedyu® + 5823§u5 = e\|[o°|?us,
.12
Ujjmg = Up—g = € "= [f(2).
On peut maintenant énoncer le résultat principal.

Théoreme 3 La donnée initiale du symbole a. converge :
(3.1.10) 0<(0,€) — V2re 1 (=€) =t ag(€) dans L.
£—

Pourt <1, ona

(3.1.11) de(t,§)—0>a0(§) dans Lg,
£—

et pourt > 1,

(3.1.12) e (t,§) —> Cao(§) dans LE,
£e—

Uopérateur ¢ étant défini par
- ¢ =1 dans le cas d’une caustique linéaire (o > [3/2);
~ (= FoSoF ! dans le cas d’une optique linéaire (o > 1) et d'une caus-
tique non linéaire (B = 2a), F désignant la transformation de Fourier et S
Uopérateur de scattering non linéaire ;
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~ (=FoSoF ! dans le cas du systéme (B =2a=2), S étant Uopérateur de
scattering linéaire modifié.

Remarques :

— ceci permet de constater que la traversée de la caustique est soit semblable a
celle du cas linéaire (( = I), soit donnée par un opérateur de scattering. La
phase g que nous avons introduite permet en fait de “redresser” le symbole
usuel a. de sorte qu’on ait les relations (3.1.11) et (3.1.12);

— dans tous les cas sauf celui du systeme, nous obtiendrons une description
plus précise de I'approximation du symbole a. annoncée dans le théoréme.
Nous montrerons qu’elle peut étre valide dans H' N F(H'), ce qui permet, en
dimension 1, de déduire des informations dans L°.

Notre étude s’organise comme suit. Dans un premier temps, nous examinons les
problemes d’existence de ces équations de Schrédinger non linéaires. Nous présentons
ensuite de fagon heuristique les outils que nous utiliserons (intégrales oscillantes),
ainsi que quelques résultats essentiels pour la suite. Enfin, les quatre dernieres parties
sont consacrées a 1’étude des différents cas que nous venons de distinguer.

3.2 Existence de solutions

Pour nous ramener a des équations de Schrodinger plus familieres (pour lesquelles
Popérateur différentiel ne dépend pas de ¢), introduisons le changement d’échelle,
unitaire sur L2,

(3.2.1) W (t, 1) = %ng (% g) .

Le probleme de Cauchy (N LS?) devient, en termes de la nouvelle fonction v, :

1
1041 + 53;31/}5 = )\6%5/2\%151/15,

(3.2.2) o

Veli——1/c = Vee 7 f(ex).
On constate que si a > (3/2, alors le second membre apparait comme une petite per-
turbation du premier (lorsque € tend vers zéro). Si par contre o = (3/2, le probleme
parait “vraiment” non linéaire. Cette distinction est la méme que celle faite en in-
troduction pour mesurer 'influence, linéaire ou non linéaire, de la caustique. Une
autre fagon de retrouver ces distinctions consiste a introduire un autre changement
d’échelle, qui fait disparaitre toutes les puissances de ¢ dans ’équation (NLS®) :
définissons . par

t x
2. e+ —a/fB v )
(3 3) u(,x)—e Pe <€a_€>
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La fonction . est solution du probleme de Cauchy

, 1
i0pe + =020 = Mpe|® e,
(3.2.4) 2

.2
Gelimo = /P f(e).

En particulier, on a
H90€|t=0HL2 = /P2 £l 2
et
100 pefi=oll 2 < €O 2 fll 2 + P2 £ .

Si a > (3/2, alors les données initiales pour ¢, tendent vers zéro, et si « = (3/2, ces
données sont de taille 1.

3.2.1 Cas d’une caustique linéaire

Dans ce cas, le signe de A n’intervient pas de maniere fondamentale quant a
I’existence globale en temps de la solution u®. Rappelons quelques notations propre
a l’équation de Schrodinger sans échelle (e = 1).

Notons Up(t) le groupe unitaire associé a ’équation de Schrodinger :

(3.2.5) Up(t) = e'2%.

La formulation intégrale de I’équation

1
0 + 5050 = M|y,
w|t:0 =¥,

(3.2.6)

qui en général est équivalente ([Kat87]), s’écrit :

t
(3.2.7) 0{t) = Ualte — X [ Uit = o)l v(s)ds.
0
Définition 3.2.1.1 Un couple (g,7) est admissible si 2 <r < oo et
1_1.2
2 1 q

Pour I intervalle et (qo, 7o) admissible, définissons les espaces

XL(I)={v; v € CI,H), et

(3.2.8) 1 B
P € L?OC(I, W) pour tout couple (g, ) adm1581ble},

et

(3.2.9) X} o) = CU,HY N LE, (I, Whro),
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Proposition 3.2.1.1 ([Gin95], propositions 5.5 et 5.6)
On suppose A € R* et p > 0. Si ||@||g1 est suffisamment petit, alors le probléme de
Cauchy (3.2.6) a une solution unique dans X}, (R). La solution est en fait dans

p,loc
L*(HY N X} (R), les normes L? et d’énergie sont conservées :
d 2
(32.10) Lz = o
d ZD) 2
(3211 & (10001 + 2w ) —o

Remarque : en fait, I’hypothese de petitesse n’est indispensable que dans le cas ou
A < 0 et p> 4. Dans les autres cas, on a un résultat d’existence globale dans H'
sans hypothese de taille sur la donnée initiale.

Nous pouvons maintenant appliquer ce résultat au probleme de Cauchy (NLS®) :

Proposition 3.2.1.2 Supposons f € H' N F(H') et a > 3/2. Il existe eg > 0 tel
que pour 0 < e < gg, le probleme de Cauchy (NLS®) posséde une unique solution
globale u® € H'.

Démonstration : montrons que le probleme (3.2.4) posséde une unique solution
globale pour ¢ suffisamment petit. On a

[ @eti—oll 2 = €PN £l

et

10aeiimol| 2 < €/P712 | f |2 + €/ PHV2|| )] 1.

Ainsi, puisque /3 > 1/2,
H%u:oHHl 6_)_607

donc d’aprés la proposition 3.2.1.1, pour ¢ suffisamment petit, le probleme de Cauchy
(3.2.4) posséde une unique solution globale H!. Il en est alors de méme pour le
probleme (NLS®). O

3.2.2 Cas d’une caustique non linéaire

Nous supposons maintenant ov = (3/2, si bien que le probleme (NLS€) s’écrit

ieduf + 1220 = Ae®|ufPous,
(3.2.12)

Uy = € 'F f(a).
Contrairement au cas précédent, on ne peut plus se permettre de négliger le signe de

A. Le cas A > 0 est dit “défocalisant”, et le cas A < 0, focalisant” (voir par exemple
[CW92], [Caz93], [Gin95], [Gin97]). Pour une puissance p < 4 dans le probleme
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(3.2.6), ce signe n’intervient pas encore pour I’étude dans L? : notons, pour I un
intervalle,

X(I)={¢; Y€ (CNL®)I,L*), et

3.2.13
( ) ¢ € Li(I,L") pour tout couple (g,7) admissible},

et, pour (qo,7p) admissible,

(3.2.14) X, (I) = (CNL®)(I,L*) N LY (I, L),
(3.2.15) Xrgtoe(I) = (COLE)(I,L*) N LE (I,L7).

On peut alors énoncer un résultat d’existence globale dans L? :

Proposition 3.2.2.1 ([Gin95], propositions 4.2 et 5.2)

On suppose p < 4 et o € L?. Alors le probléme de Cauchy (3.2.6) a une solution
unique dans X, oc(R). La solution est en fait dans L= (R, L?) et satisfait |{p(t)] 2 =
ll¢ll 2 pour tout t € R. De plus, le probléme est localement bien posé dans L* : pour
—oo< T <0< TH < +o0, si

0. — ¢ dans L?,
e—0

alors

sup |l¢he(t) = P(t)[| L2 — 0.
te(T1,T5) e—0

Par contre, on n’a pas de résultat d’existence globale dans le cas focalisant (A < 0),

pour une puissance p > 4. Dans (NLS®), prenons « =2, f =4 et A= —1:

1
ia@tue + 5823:% £ = —52‘u€‘4u€’
(3.2.16)

2
R
=g = €7 [ ().

Nous allons voir que pour ce probleme de Cauchy, il peut y avoir explosion a l'ap-
proche de la caustique. Cet exemple s’inspire de [Wei86] et [CW89]. Considérons des
données initiales particulieres :

Lemme 3.2.2.1 ] eziste une solution dans S(R), non triviale, de l’équation
1
_§f// + f _ f5-

Dans ce cas trés précis, on peut calculer explicitement la solution (cette derniere
étant unique a translation et signe pres, d’apres [BL83]) :

31/4

1/ch (2:6\/5)

(3.2.17) flz) =
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On vérifie que pour cette donnée f, la solution de (3.2.16) est

1 262t g2
wite) = 1—t6228(1_t)f<1it>'

En particulier, pour tout couple (g, r) admissible,
st ey = (=) 4| f |-,

cette relation donnant une description de ’explosion de la solution au niveau de la
caustique : il n’y a pas existence de la solution jusqu'a ¢t = 1, et ce phénomeéne n’est
pas di aux oscillations (prendre € = 1).

Introduisons I'espace
(3.2.18) YSi=H'NnFHY={yveH ; vpe L?},

muni de la norme

[¥lls = [¥lle + 10291l L2 + ]l 2

L’introduction de cet espace est motivée par le générateur infinitésimal de Galilée

(3.2.19) | J(t) =z +itd,,

qui commute avec 'opérateur id; + %3%, et vérifie en outre

(3.2.20) J(t) = Ug(t)xUo(=t) = Up(t — ) J () Up(t' —1t).
On a également la relation

(3.2.21) J(t) = it M (£)0, M(~t),

2
pour tout t € R*, ou M (t) = e'2t.
Un des avantages de 'opérateur de Galilée est qu’il permet d’obtenir des esti-
mations de décroissance en temps :

Lemme 3.2.2.2 (inégalité de Gagliardo-Nirenberg)
Soit I un intervalle de R. 1l existe une constante C telle que pour tout u dont les
normes H)} et [J(s)ullpz sont bornés pour s € I, et tout s € I,

(3.2.22) u(s)|lze < Clluls)||6 1 0uls)]}s

(3.2.23) u(s) |22 < Cls| =2 uls) (|62 1T (s)ul| 14
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La premiere inégalité est I'inégalité usuelle. La seconde s’en déduit par conjugaison
par M.

Notons, pour [ intervalle de R,

Y.L (I):={¢ € C(I,%) ; pour tout compact K de I et tout

3.2.24
( ) couple (¢,r) admissible, ¥, 0,4, J(t)y € LYK, L)}

On définit de méme

Y!I(I):={¢ € C(I,%) ; pour tout couple (q,r) admissible,

(3.2.25) W, 8y, J(t) € LI(I,LL)},

et, pour tout couple (go,79) admissible,

Y (I) ={y € C(I,%) ;

(3.2.26) )
¥, 0p1p, J(t) € L=(I,L7) N LO(1, L)}

Le résultat principal est alors :

Proposition 3.2.2.2 ([Gin97], proposition 3.5)

Supposons p >4 et A >0, ou 0 < p < 4. Le probléme de Cauchy (3.2.6) avec donnée
initiale ¢ € 3 est globalement bien posé dans Yl(ljc(]R) Les normes L? et d’énergie
des solutions sont conservées :

(3.2.27) Hz/z( )32 =0,

d 4
(32.28) 4 (10001 + 2w ) —o
L’évolution de la norme L* de J(t)y est décrite par la loi pseudo-conforme :

d 2 +2 2A +2
3229 5 (VOUE+ 5RO ) = 2256 - v
Cette proposition ne donne malheureusement pas d’estimations globales, en particu-
lier sur la norme L? de J(t) : on n’a donc pas, a priori, la décroissance maximale en
temps. Dans certains cas cependant, cette décroissance optimale peut étre obtenue :

Proposition 3.2.2.3 ([Gin95], proposition 11.2)

1+V17

On suppose A > 0 et p > po(1) = — . Soit p € ¥ et ¢ € Y} (R) la solution de
(3.2.6). Alors ¢ € YL(R).

Comme au paragraphe précédent, nous pouvons déduire de ces résultats, I’exis-
tence de solutions pour le probleme (NLS®) :
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Proposition 3.2.2.4 Supposons f € X2, a >0, et A\ > 0 si « > 2. Alors le probleme
de Cauchy (3.2.12) posséde une unique solution globale u® € Y, (R).

loc
Démonstration : reprenons le changement d’échelle (3.2.1).

e Ly (=l e
u(t7x)_\/gw6< c 7€>'

La fonction ). est solution du probleme de Cauchy

) 1 o
Zaﬂ/}a + §8§¢5 = ‘we’z e,

(3.2.30) o,
we\t:—l/e - \/Ee_w%f(gx).
On a alors :
1
(3.2.31) ‘ " (—;> T
L2
(3.2.32) Ot (—é) H <e|F| 2+ llzfllze
L2

(3.2.33) HJ <—§> e (—é)“m =[£I -

D’apres la proposition 3.2.2.2, le probléme (3.2.30) possede une unique solution
globale . € Y}! (R), donc il en est de méme pour u°. O

3.3 Optique géométrique et intégrale lagrangienne
Notations : nous définissons la transformée de Fourier par

Fo(€) =v(&) = /emgv(m)dm.
En notant d¢ := %, la formule d’inversion de Fourier s’écrit :

Flu(x) = /emgv({)d’g.

3.3.1 La méthode BKW

Appliquons cette méthode a I’équation que nous considérons :
1
iedu® + ~e202uf = Ae®|uf|Pus,
(3.3.1) 2 ,
Uj—g = ™' f(x),
ou A est un réel et «, 8 sont des réels strictement positifs. On cherche a approcher

uf par une fonction de la forme e“?(t%)/2y (¢, x). La démarche consiste & remplacer
dans (3.3.1) u® par cette expression et annuler les plus petites puissances de € :
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— le terme en &9 :

1
(3.3.2) Orp + 5(aggap)Q = 0.

C’est ’équation eikonale, a laquelle nous associons la donnée de Cauchy :

(3.3.3) Pli=0 = —%2.
— le terme en €' :
1 Osia>1
(3.3.4) Opug + Oppdyug + §u08§4p =

—iX|uo|Pug si a =1
C’est I’équation de transport du premier profil, qui a pour donnée de Cauchy :
(3.3.5) Uoji=o = [ ().

Les termes restant sont donc : 626“"/56%%, et,sia>1, )\60‘|u0|5u0.

On dira que l'optique géométrique est linéaire si I’équation de transport (3.3.4)
est linéaire (cas a > 1), et non linéaire dans le cas contraire (o = 1).

On dira de méme que 'approximation de 'optique géométrique est valable si le
reste (différence entre solution exacte et solution approchée) est négligeable devant
la solution exacte (ou approchée, c’est équivalent).

L’équation eikonale peut étre intégrée explicitement, en dérivant en x et en uti-

lisant la méthode des caractéristiques. Pour ¢t < 1, on trouve :
(3.3.6) (ta) =~
.3. r)=———.
LA ST

De la méme facon, dans le cas linéaire, on peut intégrer I’équation de transport pour
t<1:

(3.3.7) uo(t, z) = \/%f (1:).

Notons que dans ce cas, uge'?/¢ est précisément ’asymptotique donnée par le théoréme
de la phase stationnaire appliqué a la solution de I’équation libre (A = 0).
3.3.2 Intégrale lagrangienne : définition

Dans le prolongement du cas linéaire ([Lud66], [Dui74]) et comme dans [JMR96a),
[JMRI6b], [JMRI7], pour le cas non linéaire, on souhaite décrire la solution de (3.3.1)
a l'aide d’intégrales lagrangiennes :

(3.3.8) uE(t,x) = %/eig;ggﬂfae(vﬁ,&)d&-
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Cette écriture est unique, comme permet de le constater la relation

(3.3.9) ac(t, &) = %e e € (t, g) .

Il est facile de vérifier l'efficacité de cette écriture dans le cas de I’équation libre.
Considérons le probleme de Cauchy

1
ol + —e20%ug = 0,
(3.3.10) 0T g o
Upji=o = "

Si la donnée initiale est dans l’espace de Schwartz S(R), la transformée de Fourier
permet de trouver la solution (cf [Rau91l] par exemple) :

.%' —z—§2+z €
(3.3.11) o(t, =7 / = he(€)de.

On trouve ainsi une expression tres semblable & (3.3.8). La phase n’est apparemment
pas la méme : la raison en est que la phase apparalssant dans (3.3.8) prend en

compte l'oscillation de la donnée initiale e~ i3 f(x), de sorte que le symbole a.
joue effectivement le réle d’amplitude sur la lagrangienne. Nous allons voir que la
donnée initiale a-(0,&) converge en effet vers une fonction non oscillante. Dans le
cas d’une optique géométrique linéaire, nous vérifierons également que le symbole
a. n’a aucune oscillation.

3.3.3 Propagation du symbole

Commencons par montrer que la donnée initiale du symbole a une limite lorsque
¢ tend vers zéro :

1 - ~ x 2
(3.3.12) a:(0,&) = ﬁeﬂ%guf < ’E) \/_/ it x)dx.

D’apres le théoréme de la phase stationnaire (cf [H6r94]), pour tout £ € R,
(3.3.13) a=(0,¢) — V2re T f(—€) =: ag(€).
E—

Dans la suite, nous aurons besoin d’information en termes de £ de cette convergence,
a savoir :

Lemme 3.3.3.1 Supposons f € ¥. Alors a(0,.) — ag(.) dans X.

e—0

Démonstration : d’apres la relation (3.3.12), on a

a:(0,&) = %/ezugﬁf x)dx = \/_/ ﬂ* —§)dx.
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Par ailleurs,

(3.3.14) ac(0,€)

Ainsi, on obtient ’écriture

(0,6 — _ € i —iyg fisg_ F(u)d
ary OO -wO = /e ( 1) Fw)dy

D’apres la formule de Plancherel, on a alors la convergence L? :

(3:3.16) Joc(0.) = a0l = | (7% 1) fw

2
Ly

2
Or [e7'% — 1| = 2|sin 6%2|, donc d’apres le théoreme de convergence dominée,
lac(0,.)—ao(.)||z2 — 0 deés que f € L?. Les convergences dans les espaces de Sobolev
homogene et L? & poids se traitent de facon analogue. On a ainsi convergence de
as(0,.) vers ag dans X dés que f € X. O

Remarque : cas linéaire. Dans le cas de I’équation de Schrodinger libre (second
membre nul), nous avons vu que le symbole a. ne dépend pas du temps. On a alors
évidemment

(3.3.17) as(t, &) - ap(§) dans L2 (R; X).
E—

On dira que l'optique géométrique linéaire est valable dans ¥ (uniformément en
temps) lorsque la relation (3.3.17) est vérifiée. On peut vérifier qu’en dehors de la
caustique, cette définition est équivalente a celle donnée au paragraphe 3.3.1. En
effet, 'extérieur de la caustique correspond a la région ou 'unique point critique de
la phase de l'intégrale lagrangienne x§ — %{2, n’est pas dégénéré : en appliquant
la formule de la phase stationnaire a I’expression

1 t_1g0, - xf
o —it g2 442
() = %/6 T e,
on retrouve le premier terme du développement BKW. Ainsi, le symbole lagrangien
donne une description plus efficace du comportement de la solution, dans la mesure
ou cette description reste valable au moment de la traversée de la caustique (cf
[Dui74]). En particulier, en appliquant la formule de la phase stationnaire pour
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t > 1, on trouve une approximation qui differe de celle pour ¢ < 1 d’un déphasage
de —Z:
2

1 €T LT x2
(¢ ~ —1g et 2e(t=1)
ulm(vx)s_)o t—1f<1—t>e €

La propagation du symbole est bien str donnée par I’équation (3.3.1), qui s’écrit
aussi, en termes de a. :

(3.3.18) i01ac(t,€) = Ne™Y/ 2 T el e (t’ g) '

Cette relation nous permettra de vérifier que dans le cas d’une caustique linéaire,
I'influence de la focalisation est partout négligeable, et que dans le cas d’une caus-
tique linéaire, cette influence ne s’exerce que sur un petit voisinage (une couche
limite) de la caustique.

Dans le cas d’une caustique non linéaire (8 = 2«), il sera commode de travailler
dans les variables éclatées T = % et X = Z. Ces variables sont naturelles dans
notre contexte, car elles transforment I'opérateur de Schrédinger semi-classique que
nous considérons en l'opérateur usuel (¢ = 1). De plus, nous verrons que dans le
cas d’une caustique non linéaire, la variable T est bien celle qui permet de mesurer
I'influence de la focalisation, grace aux opérateurs d’ondes. Nous considérons donc
le changement d’échelle (3.2.1),

Slha) = g (LD E
u(tax)_\/gwtf( c 7€>7

on lui associe I’équation sans échelle, dont la donnée initiale dépend de ¢ :
. 1, 8
(3319) ’Lat’lbg + §8m¢6 = )\WJ&‘ ¢5.

La relation (3.3.9) devient, en terme de ) :

(3.3.20) ac(t,§) = e'= ', (t - 1,5) =F (e"%%a (t — 1)) (6)-

3

On a donc

(3.3.21) ac(t,€) :.7:<U0 <1j> Ve (t;1>> ©).

On retrouve donc une expression proche de Uy(—T)y(T), qui est expression que
I’on rencontre dans la théorie de la diffusion : la suite du travail consiste a vérifier
que dans le cas d’une caustique non linéaire, la traversée est effectivement décrite a
I’aide d’opérateurs d’ondes.
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3.3.4 Solution approchée : cas de la propagation linéaire

Nous avons vu que dans le cas précis de ’équation libre, la solution peut étre
décrite de maniere uniforme a l’aide de 'intégrale oscillante

Uit ) = \if / FEHE g ().

€

Dans le cas d’une propagation linéaire, on s’attend donc a ce que cette intégrale
donne une bonne description de la solution exacte, au moins avant la caustique.
Notons donc

(3.3.22) U (t, ) 1= %/

La fonction ug,, est solution de I'équation libre, et est aussi réguliere que f . En

particulier, la régularit¢ du symbole ag nous permet de déduire, pour wug,,, des
informations dans L :

t 1§2+_§

= ap(§)dé.

Lemme 3.3.4.1 Soit s > 1/2 et f € H*(R). Il existe une constante Cs > 0 ne
dépendant pas de f, ni de g, telle que

‘% [erEentneg

Démonstration : on a
o [ EEE pgas — 2 (RE0) (2)

() )

On a par ailleurs la relation classique (qui revient & appliquer la formule de Parseval
a l'intégrale que nous considérons)

C
(3.3.25) [To(O)¥]l oo < WWHLI

Cs

3.3.23 < — 5.
(33.23) o STl

(3.3.24)

Ainsi,

H\/_/ t251§2+,1‘€ de ’1/2 H _1fHL1

G

la derniére majoration résultant du fait qu'en dimension n, F(H®) C L' pour
s>n/2. O

Pres de la caustique, cette majoration n’est plus intéressante, et on n’obtient pas
mieux que

(3326) ||u2pp( )||L°° \/—HfHLl \/—HfH]: H#)
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3.3.5 Cas de 'optique géométrique non linéaire

Dans le cas d’une propagation linéaire (« > 1), on a, d’apres la relation (3.3.18),

|Orac(t, iz < €™ |[juf)u (1)

et Ol T 1%

Si on montre que comme dans le cas linéaire, u® est de taille 1 en dehors de la
caustique, on pourra en déduire que la dérivée en temps du symbole converge vers
0 et que 'optique linéaire est valide. Par contre, si & = 1, 0;a. n’a aucune raison de
tendre vers 0. Un calcul formel va nous montrer qu’il faut effectivement s’attendre
a des modifications.

Dans ’écriture (3.3.8), oublions la dépendance en ¢ (!) du symbole a.. La formule
de la phase stationnaire donne alors

1 ;T 1—t)+ii T
3.3.27 ut(t,x) ~ . S 2(t-Dqg(t,— ).
( ) ( )€—>0\/27T|1—t| t—1
On a donc, toujours formellement :
1 T sgn(1—t) i 2o x
uf|Pus (b, ) ~ e 4 =01 |a’a | t, —— ).
=0 lor(1— )] t—1

Si maintenant nous calculons la transformée de Fourier au point &/ du second
membre, on trouve

ze . 2
;ﬂei%g"(l”/e_z_ﬁﬂmMWa t,i dzx.
27(1 —t)| 2 t—1

En appliquant a nouveau la formule de la phase stationnaire, il vient

@

| Puz (tﬁ) L e 'Rt ).
g ) e—0 ’27‘(’(1—15)‘5

Ce passage & la limite formel dans I’équation (3.3.18) donne donc comme équation
de transport limite :
. A 3
(3.3.28) i0ia(t,§) = —————lal”a(t, §),
|27(1 —t)|2

avec pour donnée de Cauchy aj,—g = ao(§) = ome™"% f(—£). En multipliant 'équation
(3.3.28) par @, on constate que le module de a est constant. En écrivant a = age’9(:4),
I’équation sur g s’écrit :

A
drg(t, &) = — —o)|P,
(3.329) k9 (t, ) |1_t|§!f( 3l

9jt=0 = 0.
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Pour obtenir comme équation de transport limite la relation d.a = 0, il semble alors
naturel de définir un symbole modifié a. par

(3.3.30) W (t ) = %/ez'tgglguz"fﬂ‘g(t,&)ae(t,§)d§.

Comme annoncé dans l'introduction, cette formule généralise la formule (3.3.8) au
cas de 'optique non linéaire. En effet, elle permet de conserver une description assez
simple du symbole a., a savoir la méme que pour le symbole a. dans le cas d’'une
propagation linéaire.

En particulier, cette approche rejoint celle de [Gre98|, qui simplifiait les calculs
de la méthode BKW en faisant dépendre la phase de €. Dans notre cas, nous avons
remplacé I’écriture usuelle du type

u(t,z) = % / ¢ a(t, ©)de

par une écriture du type
W (t3) = % / DL o
Ainsi, 'ancienne phase vaut
B(t,2.6) = =528 + g,

et la phase modifiée
Pe(t,z,§) = ———€ +al +eg(t, ).

3.3.6 Solution approchée : cas de la propagation non linéaire

D’apres les deux paragraphes précédents, il parait naturel, dans le cas d’une
propagation non linéaire, de prendre pour solution approchée

1 Lt— .z .
(3.3.31) Uopp(t:7) 1= 2 / o R 0.0 0 (€)dE.

Notons qu’avec la convention g = 0 dans le cas d’une propagation linéaire (conven-
tion déja prise en introduction), cette écriture est parfaitement cohérente avec la
relation (3.3.22), puisqu’elle la prolonge. Contrairement au cas de la propagation
linéaire, si a = 1, alors la fonction ug,, n’est plus solution de I'équation libre, mais
vérifie :

t

O+ %823%5 _ —\/E/atg(t,f)ei ;1g2+z§+ig(t,£)a0(§)d§

app x Tapp
L[ g (-6
_ it e2 i g (t,€)
—)\8\/5/6 2 |1—t|ﬁ/2a0(§)d§



3.3. OPTIQUE GEOMETRIQUE ET INTEGRALE LAGRANGIENNE 77

€

En effet, on a construit u%, dans 'attente d’obtenir une solution approchée de

app
1
(3.3.32) ieBuf + 55265 € = Aeluf|Pus.
On doit donc avoir
1 _it=lg2, 3E ’f(_g)‘ﬁ
(3.3‘33) |u2pp|6u2pp(t?x) 5:0 % / et 54 +Zg(t,§)ma0(£)d£,

au moins en dehors de la caustique. Cette relation découle de la méthode de la phase
stationnaire : pour ¢ # 1, la phase

8(t,2,€) =~ 528 + at

posséde un unique point critique en &,

qui est non dégénéré. On a alors

i%(sgn(l-t)—1) = 2 ) N
Uy () ~ “—e’%(t—l)ﬂg(t’t—_l)f o
app\*» 0 |1—t|1/2 1—¢ )

donc

6 5 e 6i%(sgn(lft)fl) T
Uy (t, T)] Uapp(ﬂx)a:om —

. 22 . T
el 2 (1) -Hg(t, t—1 ) ‘f‘ﬁf (
1

;)

En appliquant la formule de la phase stationnaire au terme de source pour u, n

£
app’ o

obtient le méme équivalent, ce qui justifie (3.3.33), et permet de penser que Ugpps

avant la caustique, est effectivement une solution approchée de (3.3.32). Dans la
suite, nous aurons besoin d’informations plus précises quant a la relation (3.3.33) :
notons Af(t,x) la différence des deux termes,

Ae(ta 1’) = ’ufzpplﬁuipp(ta 1’)
(3.3.34) 1
Ve

Lemme 3.3.6.1 Supposons 0 < <2 et f € X. Soit Cy > 0. Alors

_itle2yizty fF=91°
o5 i +ig(,€) ”1 (_ tV)J/Q ap(§)dg.

(3.3.35) 1A £20,1-coes22) =20
et
(3.3.36) HAEHLl(l-i-COE,Z;L%) 0 0.
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Démonstration : nous allons montrer la premiere relation, la seconde étant tres
semblable. Comme suggéré par le calcul précédent, nous allons comparer chacun des
deux termes a

ei%(sgn(l—t)—l)

w2 s
—ezm+lg(t7m)|f|ﬁf T
|1 — ¢|(B+1)/2 1—1¢

Notons donc

ei%(sgn(l—t)—l) L2 ) © T
€ - ZQs(t—l)+Zg(t’t—l) -
(3.3.37) ui(t,x) : T2 e f )"

Remarque : ce terme n’est autre que le premier terme donné par le développement
BKW. La encore, on vérifie que I’écriture sous forme d’intégrale lagrangienne a du
sens uniformément (c’est-a-dire, y compris a la traversée de la caustique), et lorsque
I’'on peut appliquer la méthode de la phase stationnaire, cette derniere permet de
retrouver les résultats de la méthode BKW.

Notons I. = (0,1 — Cpe) et montrons que

— 0.

3 B
H|u2pp| ug (t’-) - |u§| ui(t, )‘ LY(Is;L2) e—0

app

L’autre limite est en fait un peu plus facile & montrer. Notons

A (t, @) = [ugy,| g, (8 @) — |uf|Pus (¢, 2).
On a alors évidemment

|32, < @ (It + Wi @) i) = w5 )] 2

L

Puisque f € L>, on a
C

u§ (t :oo < .

D’apres le lemme 3.3.4.1, on a aussi

8 C
IOl < 7= |

eig(t")ao(.)HH1 :

Puisqu’on a supposé [ < 2, '"équation (3.3.29) définissant g s’intégre pour tout ¢
en :

(3.3.38) 9(t,€) = | /(=0 (sgn(1 =1 =972~ 1)

A
1—3/2

Ceci permet de vérifier que pour f € ¥ (ce qui implique |f|°f’ € L?), on a bien
€9t )aq(.) € Hg1 On a ainsi

(3.3.39) H&e(t, .)‘

C
L2 < m Hqupp(t) - ui(t)HL2 )
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ce qui raméne notre étude & celle de la derniere norme dans L2.
Notons donc

F(t,y) = f(y)esv)
et

AS(t,x) = ul,, (t,z) —ui(t, ).

app(

Lemme 3.3.6.2 Soit o(t,&) une fonction localement bornée en temps a valeurs dans

L2. Si
€ _ _}_ 144—§2+1x5

alors il existe une fonction h € C(R), avec h(0) = 0, telle que

it 7 z €
HE _ o Y2e(1-p = .
H (t,2) —e 2w(1—t)a<t’t—1> 2 h<1—t>

Démonstration du lemme 3.3.6.2 : d’apres la définition de H, on a

He(t,2) = o't L 7 [ e aga

= ¢ I t>—/e e <t§ )dfa

donc d’apres la formule de Parseval,

He(t,z) =e i tu/ 1_t / Y et ff@y a(t,y)dy
— 6 25(1 t)
VIi—t \1-t

+e 2s<1 D) D) / iy _ )e = Lo(t,y)dy,

le dernier terme s’écrivant également

2

~inty ((iﬁy2_1) *1> ).
‘ o= \\¢ Foo) i

D’apres le théoreme de Plancherel, on a finalement

22

i 7 T
HE(t _ o Y2e(1-p t ‘
H (tz) e 277(1—t)0<’t—1> 12

= )7,

avec
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Les propriétés h € C(R) et h(0) = 0 résultent alors du théoréme de convergence
dominée. O

Prenons o0 = F' : d’apres le lemme précédent, on a

€ 2 _ €
jaie et =n ().

avec h(z) 70. D’apres la relation (3.3.39), on a alors
zZ—

3] 22 < “a —1t)6/2h (1 - t) '

Le lemme 3.3.6.1 résulte alors de I'intégrabilité locale de t +—

h(z) —0:

z—0

1=Coe 1 € L | €
/0 (1—t)6/2h<1—t> dt_/cogwh <§) ds
Cove 1
O S [ O
Coe S Sﬁ/ C()\/g S 86/

La premiere intégrale se majore par

1 577 et de la relation

(-1

Cov/e
sup h(z)/ %SCg(l_ﬁ/Z)/Q sup h(z),

ZE[O,l/C()] Coe S / ZE[O,C()]
et la seconde par
C sup h(2).
z€(0,/2/Ch]
Ces deux termes tendant vers zéro, ceci acheve la preuve du lemme 3.3.6.1. O

3.4 Propagation linéaire et caustique linéaire

D’apres la présentation heuristique de I'influence de la caustique faite en intro-
duction, on s’attend a avoir les distinctions suivantes :

a> (/2 a=/[(/2
a>1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation linéaire propagation linéaire
a=1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation non linéaire | propagation non linéaire

Par propagation linéaire (resp. non linéaire), on entend que 'optique géométrique
linéaire (resp. non linéaire) est valable en dehors de la caustique. En qualifiant la
caustique de linéaire, on veut dire qu’au premier ordre, I'influence de la caustique



3.4. PROPAGATION LINEAIRE ET CAUSTIQUE LINEAIRE 81

est nulle : I'optique reste valable y compris au moment de la traversée de la caus-
tique. Par contre, en qualifiant la caustique de non linéaire, on met 1’accent sur une
influence de la caustique, qui ne s’exerce qu’au voisinage de celle-ci.

Commencons par montrer que dans le cas ou @ > max(1, 3/2), 'optique géométrique
linéaire est partout valable.

La démarche dans ce cas rejoint le vocabulaire employé ci-dessus : on montre
que 'optique géométrique est valable en dehors d’une couche limite autour de la
caustique (propagation linéaire), puis que la caustique n’a aucune influence (au
premier ordre) dans cette couche limite (caustique linéaire).

Pour cela, nous comparons la solution exacte u® (qui existe globalement dans H'
d’apres le paragraphe 3.2.1) et la solution approchée définie par (3.3.22),

1 _it=le2  wE
upr(t,l“) - % /e et ap(§)dé,
oll ag est défini au paragraphe 3.3 par ag(&) = v2me "4 f(—¢). D’apreés les résultats
du paragraphe 3.3,
a:(0,.) a0 dans 3,

E—>

donc en particulier [|u®(0,.) — ug,,(0,.)[[z2 = o(1).

3.4.1 Propagation avant la caustique

£
app*

(3.4.1) we(t,x) = %/e“%lﬁ””f (ac(t, ) — ag(€)) d&.

Notons w® = u® — u, D’apres les définitions des symboles lagrangiens, on a

Nous allons montrer qu’avant la caustique,

llac(t, &) — ao(§)|ls; STOO.

£

En retranchant a I'équation vérifiée par la solution exacte, celle vérifiée par ug,,,,

on a :
(3.4.2) iedyw® + %523:311)5 = \e|uf | uc.
En multipliant par w®, en intégrant en espace et en prenant la partie imaginaire du
résultat, il vient :
(3.4.3) edy||wfl|Fs < Ce®|l 1w Puf| 2wl 2
d’ou on déduit
edyllw| Lz < Ce|| Ju|Puf| 2
(3.4.4) < O |luf | Lo 0 2

< Ce[[uf 7,
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par conservation de la norme L?. On a donc :

(3.4.5) Oullws e < Ce* (Jlugppll e + wf N7z )
On veut montrer que 'optique géométrique linéaire est valable dans L? en dehors
de toute couche limite de taille €.

Proposition 3.4.1.1 On suppose f € ¥, a > 1 et a > /2. Si o > [3/2, alors pour
toute constante Cy, loptique géométrique linéaire est valable avant la couche limite
de taille Cye : si on note t. =1 — Cye,

(3.4.6) sup lac(t,.) — ao(.)llz —0.
te[0,te] e=0

Si a = /2, alors Uoptique géométrique est valable en dehors d’une couche limite
plus large :

(3.4.7) sit <1 est tel que 1 c —>00, alors sup |las(s,.) —ao(.)||s —0>0.
£e— e—s

s€[0,t]

Remarque : dans ’énoncé précédent, nous avons supposé a > [3/2 et non o > (3/2,
car la démonstration qui suit nous servira également dans le cas d’une propagation
linéaire (o > 1) et d’une caustique non linéaire (o = [3/2).

Démonstration : pour estimer la norme L de w® dans les inégalités d’énergie,
nous pouvons estimer sa norme dans H?. Cet espace, muni de la norme

[wllgy = llwllze + [[edzwl| 2,
1>

est introduit dans [Gue93]. On peut également consulter [Rau95]. Son usage est
motivé par le fait qu’en présence d’oscillations de taille €, les dérivées ne sont plus
bornées indépendamment de e, mais les e-dérivées le sont.

Nous utiliserons, plutdt que I'opérateur €0,, 'opérateur

(3.4.8) JE(t) = g it — 1)0y,

qui est 'analogue de 'opérateur de Galilée pour notre cadre d’étude. Il permet d’ob-
tenir des estimations L plus fines que celles obtenues grace a £9,. Ces opérateurs
sont réellement ceux dont nous avons besoin pour montrer la proposition. En effet,
si

1 t_140, -x€
v (tx) = —= [ e ST b (¢, €)dE,
\/E/

alors l'opérateur J¢(t) agit sur v comme la dérivation en £ sur le symbole b, :

(3.4.9) JE() (¢, z) = % / 1% I b (¢, 6)d €

e
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D’apres la relation (3.4.1), on a alors

la=(t) = aolly =llac(t) — aoll 2 +10¢ (ac(t) — ao)l 2 +IE(ac(t) — ao)ll 2
= N @Ollg+ 1T Ow @Ol 2+ Nedew @) 2 -

L’opérateur J¢ vérifie des propriétés semblables a celles de J :

Lemme 3.4.1.1 L’opérateur J° vérifie :
— la relation de commutation

1
(3.4.10) JE(t),ie0; + 55283 =0;

. 22
~ si on note M¢(t) = €'2G=1 | alors J¢(t) s’écrit

(3.4.11) JE() = i(t — 1) ME (1) M (2 — 1)

— linégalité de Gagliardo-Nirenberg modifiée :

TS

1
—— Jlw(t :
—lw(o)] v

~ pour toute fonction F € C1(C,C) vérifiant la condition d’invariance de jauge

(3.4.12) lw()| g~ < C

3G € CY(R,,R), F(z) = 2G'(|2]?),
(3.4.13) JE(t)F(w) = 9, F(w)J (t)w — 0z F (w)Je(t)w.

La vérification de ce lemme est immédiate. Nous souhaitons obtenir une estimation
de la norme L? de J°(t)w®(t), afin de contréler la norme uniforme du reste w*.
D’apres la relation de commutation (3.4.10), on a

(3.4.14) 10y JE(t)w (t) + %528§J€(t)w€(t) = N JE(t)F(u®),

ol F(z) = z|2|?. En multipliant cette équation par J¢(¢)we(t), puis en prenant la
partie imaginaire du résultat intégré en espace, il vient :

(3.4.15) O |75 (0w (1)l 2 < C*H[[JE() F (u) (1) ] 2 -
D’apres le lemme 3.4.1.1 (F vérifie la condition d’invariance de jauge), ceci entraine

O [|T° (0w 2 < CHju ()] 7o 177 (8)u (1)l 2

(3.4.16) o
< Ce (Jugpp (T + I Ol ) 175 (8] 2



84 CHAPITRE 3. TRAVERSEE DE CAUSTIQUE POUR NLS. EPISODE 1

La premiere étape de notre démarche consiste a estimer ug,,, dans L7°, ce qui se

fait par le lemme 3.3.4.1 : puisque ag € H', il existe une constante C; telle que

Cy

E e
(3.4.17) IOl < T

app

La seconde étape consiste a travailler en supposant que le reste w® vérifie la méme
inégalité, puis a vérifier que cette condition est réalisée en dehors de la couche limite
définie dans la proposition 3.4.1.1. Tant que

Ch
3.4.18 sup ||lw®(s)||pe < —————,
( ) OSSI;H (s)llzee < T2

on peut simplifier les inégalités (3.4.5) et (3.4.16) pour avoir :

6a—l
(3 -
(3.4.19) Orlw® ()] 2 < Co g
ca-
(3.4.20) O || J°(t)we|| 2 < Cm (HJs(t)uippHp + HJe(t)weHB) :

En intégrant la relation (3.4.19), on trouve alors :

t
1
a—1
(3.4.21) Jof ()12 < [0 (0) ]2 + Ce /O TR

Or nous avons vérifié que ||w(0)|z2 = o(1). On a par ailleurs, pour ¢ < 1,

( 1 .
=3/ si g <2,
t 1 ]
/0 mdsg —ll’l(l—t) 81622,
1 _ .
ﬁ/2—1(1_t)1 B2 si g > 2.

Dans le cas o > (3/2 et 1 —t > Cpe, on a alors

(3.4.22) (1)1 < o(1).

Dans le cas o« = [3/2, si — 0, on obtient encore cette relation. Estimons a

1—te0

présent la norme L? de J(t)w®(t). On vérifie que puisque f (donc ag) appartient
a H', la norme L? de J¢ (t)ug,y(t) est constante et indépendante de e, d’apres la
relation (3.4.9).
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Par ailleurs, la relation

1 &2 L@
FO(0) = 5= [ 0g(ax(0.6) —anl€))ae
permet d’affirmer, grace au lemme 3.3.3.1, que

20 (0) 2 — .

E—
En appliquant le lemme de Gronwall & la relation (3.4.20) et en raisonnant comme
pour ||w®| 72, on trouve que sous les hypotheses de la proposition 3.4.1.1, et tant que
la condition (3.4.18) est vérifiée,

(3.4.23) | J=(t)ws (t)]| ;2 = o(1).

D’apres la relation (3.4.12), on en déduit, sous ces mémes hypotheses,

(3424 o (@) <
Ainsi, la relation (3.4.18) est toujours vérifiée sous les hypotheéses de la proposi-
tion 3.4.1.1 (pourvu que ¢ soit suffisamment petit), donc il en est de méme pour les
relations (3.4.22) et (3.4.23). D’apres la relation (3.4.1), on a ainsi montré que dans
les conditions de la proposition,

lac(t,) = a0}l — 0.

La derniere estimation dont nous avons besoin pour prouver la proposition est celle
de la norme de a.(t,.) — ag(.) dans F(H?'). D’apres les définitions, on a

(3.4.25) 1€ (a=(t,€) = ao(©) Iz = lleaw® ()]l s -

Quitte a procéder par régularisation, dérivons la relation (3.4.2) par rapport a x et
intégrons le résultat multiplié par d,we : la partie imaginaire du résultat donne

Orlledow® (1)l 2 <Ce* | uf (1) 0 (1) 2

(3.4.26) e . )
<O ()| e (1e0x0S,,()llzz + ll€daw® (1)]|22)

app

On vérifie immédiatement que [|ed,ug,,(t)||r2 = cste = O(1), et on conclut par

exemple grace au lemme de Gronwall qu’avant la caustique,
(3.4.27) He@mwe(t)HL% =o(1).

Ceci acheve la preuve de la proposition 3.4.1.1. O
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3.4.2 Traversée de la caustique

Il s’agit maintenant de “recoller” la solution a la traversée de la caustique. Nous
allons plus précisément montrer que ’optique linéaire reste valable dans une couche
limite autour de la caustique.

Reprenons le changement d’échelle

) = gy, (L2LE
u(tax)_\/gw€< c ,6>.

Lemme 3.4.2.1 Supposons o > (3/2. Alors la suite 1. est bornée dans L>°(R; H').

Démonstration : . est solution du probléme de Cauchy
. 1 _
i0e + 5070e = A2y

g2
we\t:—l/e = SDE(CC) = \/Ee_w?f(ex).
Par conservation de 1’énergie,

4\

d .
& (10001 + 55 a0l ) =o.

A Vinstant t = —1/e, on a
102(~1/2)ll 2 = O(1) 5 [[4=(1)I7F2, = O(72),

donc Dénergie E.(t) := |0, (t)||7 2 + 54—Ji‘250‘*5/2|]w5(t)|]€232 reste bornée. Si A > 0,
on en déduit alors que 9. est bornée dans L (R;; H'), donc par injection de Sobo-

lev, dans L>®(R; x Ry).

Si par contre A < 0, on montre que 1, reste encore bornée dans H'. D’apres les
inégalités de Gagliardo-Nirenberg,

- (1252, < 10 ()5 -l (8) 12

< C||0pe ()75 b (8) | 25772,

(3.4.28)

On a alors, par conservation de la norme L2,

4| \|e—B/2
o Bl = Bu-1/2) + LE w0l

< Co + Cre® 2|9, (1) |21,

(3.4.29)

Si f < 4, on en déduit immédiatement que ||01:(t)| 2 reste bornée, et on conclut
alors comme dans le cas A > 0.
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Si B > 4, il faut travailler un peu plus : de l'inégalité précédente, on déduit qu’il
existe des constantes a et b telles que

(3.4.30) 1000 (8) 22 < @+ b= OB ()1 5"
et cette inégalité est de la forme
(3.4.31) y(t) < a+ be®Pl2yt)P4,

Si les deux courbes z = y et z = a + be®B/2yP/* se coupent et si y(0) est dans la
composante connexe de l'origine de la région (3.4.31), y(¢) (qui est continue en t)
reste dans cette composante connexe pour tout ¢. La condition d’intersection est que

2 = a + be® P20/ .
Z e
=Y -
a+b€a—ﬁ/2y6/4 //
a //
Yo Yy

FIG. 3.2 — Estimations de y satisfaisant y < a + be®#/2¢8/4,

Yo > a+ beo‘_ﬁ/ngM, ol yo est I'abscisse du point de contact de la tangente issue
de Porigine & la courbe z = a + be®#/2yB/4 donnée par byg/4 = % (figure 3.2).
Cette condition devient

B4 (BY 77 [, g\ A
o< 5 (1) T ) T

qui pour ¢ suffisamment proche de 0 est toujours vérifiée. On a alors plus précisément

y(t)5a5_4,

ce qui acheve la preuve du lemme. O
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La formule de Taylor appliquée au symbole a. donne, pour 1 —e <t <1+4¢:

t
ag(t,f) = as(l - 5,5) + 825(15(5’5)(15'

1—¢
En particulier,

t
lac(t) — aoll > < llae(1 — &) — o2 + / 10vac(s)) o ds.
1—¢

D’apres la proposition 3.4.1.1, le premier terme du membre de droite tend vers 0, et
d’apres la relation (3.3.18), le second se majore par

cenr | _ | 1welPyets)

ds
L2

t—1

éCea_W/ e o= ()] 2 ds

cha—ﬁ/Q <g + 1)
e
<Ceg*B/2,

De méme, on a une estimation pour le moment de d;a, :

o, (Ivel"v.) (“5)

|€8rac(t,€)|| 2 = Ce@ P21

L2

-1

< Ce* PR |1 (| Outi (t ) .
9 1.2

On a donc :
1+e 1+e s—1
[ leas, )z s < oz [ o, ( ) s
1—¢ 1—¢ € L2

< Ce* P2,
Nous pouvons donc énoncer un résultat intermédiaire :

Lemme 3.4.2.2 Supposons « > [3/2. Alors dans la région 1 —e <t < 1+4¢, la
caustique a, dans l'ensemble, une influence linéaire dans F(H?') (cété symbole) :

— 0.

3.4.32 Ha
( ) tQe LY (1—e,1+4e;F(HY)) e—0

Remarques :

— d’apres ce lemme, la caustique a éventuellement un effet non linéaire, mais
dans une région trop petite pour que cet effet puisse étre percu. Cette propriété
rejoint I'idée de [HKS87], ou les auteurs qualifient de non linéaire une caustique
dont les effets non linéaires cumulés sont finalement négligeables.
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— on peut en fait étendre le résultat de ce lemme a une région plus grande. En
effet, si @ > 3/2, il existe v > 0 tel que a > (/2 + 7 : en répétant les calculs
précédents, on peut montrer que le lemme 3.4.2.2 reste vrai pour [t—1| < e!77,
qui est une région “grande” devant |t — 1| < e.

Nous avons donc montré que I'optique linéaire est toujours valide dans F(H")
a la traversée de la zone |t — 1] < e. Nous allons vérifier que cette validité subsiste
dans un sens plus fort, a savoir que les symboles restent proches dans . Pour ceci,
nous pouvons répéter le calcul ci-dessus en remplacant les normes F(H') par des
normes dans ¥ : d’apres la proposition 3.4.1.1, on est ramené a estimer ||0pa(s)]|y-

Toujours d’apres les relations (3.3.18) et (3.3.20), on a une majoration de la
forme
t—1

5

t
(3.4.33) /1 |0sac(s)]|s, ds < Caaﬁ”/ 92 (5)| 70 11U (—8)e (5)]|5; ds.

—€ -1

Il nous reste a montrer, d’apres la relation (3.2.20), que J(¢)1)-(t) reste borné dans
L?. Mais d’apres la loi pseudo-conforme (3.2.29),

4)\604_6/2 6/2

2Xe4™
(\\J(tmué + Wﬂuwawrﬁzﬁg) = g (4= DOl

a
dt

D’apres la relation ||J%(t)us(t)|| 2 = ||J (£22) o (L2) || ;> et la proposition 3.4.1.1,

4Ae>—P/2
I7(=1le + =55 IW=(=DIE = 0).

En effet, on a montré
1751 = )w (1 = &)l 2 = [[T5(1 = &) (u” = ugp,) (1 =€) . = o(1),

et on a évidemment ||J5(1 — e)ug,, (1 — 5)HL2 =0(1).
Par ailleurs, ||1):(—1)||;s+2 est borné puisque 9. est bornée dans H!. Ainsi, pour

t € [~1,1], J(t)t. reste borné dans L. On a donc montré la

Proposition 3.4.2.1 Pour a > max(1, 3/2), la traversée de la caustique est linéaire
dans % :

sup  |lac(t,.) —ao(.)[|lg — 0.
1—e<t<l+e e—0

D’apres la proposition 3.4.1.1, ceci suffit pour affirmer que 'optique linéaire reste
valide entre les instants t =0 et t =1+ €.
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3.4.3 Propagation apres la caustique

On peut reprendre les calculs faits a la premiere étape : la solution approchée
ug,,, est la méme, le seul changement étant la donnée de Cauchy pour le reste. Mais
d’apres la seconde étape, cette donnée de Cauchy est petite, donc on peut répéter
les calculs de la premiere étape. Le seul point a vérifier est donc la petitesse de w®
a linstant, par exemple, t =1 4 €.

Or d’apres Iétape précédente, ||a-(14¢)—ap||s tend vers 0. On peut donc répéter
les calculs de la premiere étape pour montrer que 'optique géométrique linéaire est
valide apres la caustique. On a donc montré la proposition suivante :

Proposition 3.4.3.1 On suppose o > max(1,3/2). Alors, en termes de symbole,
Poptique géométrique linéaire reste valide, localement uniformément en temps, dans
DI

(3.4.34) ac(t,€) — ap(§) dans L7 (R, Y).

Remarques :
— d’apres le lemme 3.3.4.1, ceci nous permet de déduire qu’en termes de solution
exacte u®, 'optique linéaire est valide dans L* en dehors de la caustique.

— a la caustique, ug,, constitue également une bonne approximation de la solu-

tion exacte dans L°°. En effet,

1
upr(l’x) = %QO <§> )

donc ug,, est de taille e~ Y2 et par ailleurs,

‘ua(law) - upr(law)’ = ’wa(tax)’

< %H%u,.) —ao() I

(3.4.35) < %Hag(l,.) = ao()ll 7y

< o(1)

ra
Ainsi, ug,, est une approximation uniforme de la solution exacte u® dans L.
3.5 Propagation linéaire et caustique non linéaire
Nous traitons ici le cas de I'équation (3.2.12) :
{ ieduf + 1202 = Ae®|ufPous,
2

wi_y = e ' f(a),
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avec f € 3. L’exposant a est supposé strictement supérieur a 1, et la constante
A est positive si @ > 2 (cf contre-exemple du paragraphe 3.2.2). D’aprés le para-
graphe 3.2.2, il y a alors existence globale de la solution u* dans Yﬁc(R) Le résultat
dans ce cas est que 'optique géométrique linéaire est valable en dehors d’une couche
limite, la transition étant décrite par I'opérateur de scattering non linéaire.

3.5.1 Propagation avant la caustique
Reprenons 'écriture usuelle de la solution sous forme d’intégrale lagrangienne

1 ct—1 42 | cx€
u(t,x) = —= [ e e ST a (¢, £)dg.
f/

€

D’apres la proposition 3.4.1.1, 'optique géométrique linéaire est valide dans 3 avant

la traversée de la caustique : si ¢ < 1 est tel que 1=, — 0, alors

—leso

Hag(t7 ) — ao(.)”E —0.

e—0

La théorie de la diffusion va nous donner des résultats plus précis. Rappelons quelques
résultats sur les opérateurs d’ondes. Si ¢ est une solution de

00t + 30 = F(p),

elle vérifie la relation
t
(3.5.1) ¥(t) = Uo(t — to)¥(to) — 1/ Uo(t — s)F (¢(s)) ds.
to

Une solution 9y de I’équation libre vérifie simplement

(3.5.2) Yo(t) = Uo(t — t1)vo(t1)-

Pour définir les opérateurs d’ondes, on souhaite comparer les évolutions de v et de
1o, avec Yo(t) = Up(t)+. L'équation intégrale a résoudre pour définir 'opérateur
d’onde W, s’écrit donc, pour ¢y grand :

(353) 500 = Voo +i [ Ualt = 9)F (0(5)) ds.

On suppose F(z) = Mz[Pz, avec A > 0. On a alors la proposition suivante :
Proposition 3.5.1.1 ([CW92], proposition 4.6, [Gin95], proposition 10.6)
On suppose p > 2. Alors pour tout . € X, il existe T < oo tel que

1. pour tout tg € I, ou I = [T, 0], I’équation (3.5.3) a une unique solution dans
Y;} (I). La solution est en fait dans Y'(I).

2. La solution v est fortement continue de (14 ,to) € ¥ x I dans Y'(I).
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En adaptant de facon évidente, les mémes résultats sont vrais pour un état asymp-
totique en —oo, Pp_ € X.

On vérifie alors que 'opérateur ainsi construit est effectivement un opérateur d’onde
sur ¥ : la fonction que 1’on souhaite comparer a ¢ étant Uy(—t)1(t), notons

P(t) = Uo(—t)9(t).

Proposition 3.5.1.2 ([Gin95], proposition 10.7)
On suppose p > 2. Soit I un intervalle, tg € I, ¥4 € X, et Y € Y;}H(I) solution de

(3.5.3). Alors 1 € C(I,%). En particulier, si I = [T, cc[, la limite suivante eziste :
Jm () = ¢4

comme limite forte dans . Si tg = oo, alors {EJF = y. On a le méme résultat en

remplacant ¥4 par Y_ € 3, et +00 par —oo.

Remarque : dans les énoncés ci-dessus, on ne fait pas d’hypotheses sur le signe de
A. En effet, pour le probleme local pres de +00, la décroissance optimale donnée par
lopérateur de Galilée suffit pour trouver 7' fini dans les propositions précédentes.
Par contre, T" peut étre grand : pour prolonger la solution sur un intervalle plus
grand (éventuellement R tout entier), 'hypotheése de signe apparait.

Notons ¢_ := Flag. A 1_, les propositions 3.5.1.1 et 3.5.1.2 (avec ty = —o0)
associent 1) définie sur | — oo, —T] solution de

. 1 o
100+ 505 = A"y,
unique, telle que

(3.5.4) [V = Uo(=t)¥(t)[[z — 0.

t——o00

Reprenons le changement d’échelle (3.2.1) :

Spa) = g (2L
u(t7x)_\/5w6< c 7€>'

La fonction 1. vérifie 'équation de Schrédinger sans échelle (3.3.19),
) 1
104 + 53337/)5 = )‘|¢€|2a¢€a

c’est-a-dire la méme que 9. 1l s’agit alors de montrer que la fonction 1. converge vers
1 dans L*°(R; X). Par définition de ¢)_, d’apres la relation (3.3.21) et le lemme 3.3.3.1

(to - _00)7
Uy <1> e <—1> —_ dans X.
£ g ) e—=0
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D’apres la seconde partie de la proposition 3.5.1.1 et puisque —1 o ona alors

€e

(3.5.5) sup [[Uo(=1)(¢ = ve) ()l — 0.
t<—T £—

D’apres la relation (3.3.21), on a aussi

it =7 (00 (*=) v () ©
(3.5.6) =F (Uo (?) (¥ — ) (t — 1)) ©)
+f<Uo <1;t>w <t;1>> (©).

On en déduit, grace aux relations (3.5.5) et (3.5.4), que si % — —o0, alors

e—0

llac(t,.) — ao(.)|lz — 0.

e—0
On retrouve ainsi le résultat donné par la proposition 3.4.1.1. La relation (3.5.5)
donne donc un résultat plus précis que celui de la proposition 3.4.1.1 : elle permet
de se débarrasser, pour la fonction %, de la dépendance en e, ce qui constitue une
approximation intéressante. Malheureusement, ce résultat n’est pas forcément facile
a interpréter : il rameéne simplement notre étude a celle de I’équation de Schrédinger
sans parametre, ce qui ne leve pas toutes les indéterminations. La théorie de la
diffusion peut tout de méme nous permettre de comprendre un peu mieux la traversée
de la caustique.

3.5.2 Traversée de la caustique

Comme annoncé précédemment, la traversée de la caustique dans le cas o =
(/2 prend en compte des effets non linéaires, mesurés par I'opérateur de diffusion.
Rappelons donc quelques résultats a ce sujet.

Existence de 'opérateur de diffusion dans X

D’apres la proposition 3.5.1.2, il existe un opérateur

X =3,
W+Z
Yt o,

tel que si ¢ est solution du probleme de Cauchy (3.2.6) avec donnée initiale ¢ =
W44, alors

10o(=t)¢(t) =¥ llz, — 0.

t—-+o00

On définit de méme V'opérateur W_ : ¢y — . La question qui se pose alors est
celle de la complétude asymptotique : a ¢ € 3, W_ associe ¢. Peut-on trouver ¢



94 CHAPITRE 3. TRAVERSEE DE CAUSTIQUE POUR NLS. EPISODE 1

Wy Uo(t) by
g /¥ ¥(1)

Fi1G. 3.3 — Existence de 'opérateur de diffusion.

telle que ¢ = Wi, 7 Dans ce cas, on note S = W;lW, Popérateur de diffusion
permettant de relier les instants —oo et +oo (figure 3.3). Pour montrer la complétude
asymptotique dans 3, on a besoin des estimations optimales pour la décroissance en
temps de la solution (t). Il n’est donc pas étonnant de retrouver les hypotheses de
la proposition 3.2.2.3 :

Proposition 3.5.2.1 ([HT87])
1+/17

e Pour tout ¢y € 3 (resp. — € 3), il existe un unique ¢ € ¥ tel que

On suppose A >0 et p > po(1l) =

I = Uo(=0)(Olls,— 0 (resp. [~ Uo(~0)(D)ls,— _0),

ot (t) est la solution de (3.2.6).
e Pour tout ¢ € X, il existe un unique couple (VY ,1_) € X2 tel que la solution de
(3.2.6) vérifie

[+ = Uo(=t)¥(t)[[z — 0.

t—=o0

o Les opérateurs d’onde Wi : YL — ¢ sont des homéomorphismes de 3 sur lui-
méme.

Corollaire 3.5.2.1 Sous les hypotheses de la proposition 3.5.2.1, l'opérateur de dif-
fusion S = W;lW, 2P — Py est un homéomorphisme de 3 sur lui-méme.

Dans [CW92], [Gin95], on montre que pour 2 < p < oo, 'opérateur de diffusion
existe sur un voisinage de 'origine dans Y. Ainsi, pour une donnée en —oo de faible
énergie, on obtient un résultat plus fort que dans la proposition précédente :
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Proposition 3.5.2.2 ([CW92], corollaire 4.3)
On suppose p > 2. Alors lopérateur de diffusion est défini d’un voisinage de 0 dans
> sur un voisinage de 0 dans 2.

Remarque : a faible énergie, on n’a pas besoin de faire d’hypothese de signe sur A,

car dans ces conditions, 1’énergie

4
E(t) = 001172 + me( 7r2,
qui est conservée, est toujours positive, ce qui exclut les phénomenes d’explosion.

Description dans Y de la traversée de la caustique

Dans le cas ou 2a > H%E, on a la complétude asymptotique dans ¥ (proposi-
tion 3.5.2.1), ce qui permet de décrire assez précisément la solution exacte u® apres
la caustique.

D’apres la proposition 3.5.2.1, il existe ¢y € 3 tel que

I+ = Do)l —_0.

D’apres le caractere bien posé dans Yl})C(R) de I’équation de Schrédinger (proposi-
tion 3.2.2.2), la relation (3.5.5) et la proposition 3.5.2.1, on a alors :

(3.5.7) sup 1Uo(=1) ((t) = ¥ ()]s — 0.

e—0

Ceci permet en particulier de décrire la focalisation a l'instant ¢ = 1. Comme dans
le cas de I’équation des ondes étudié dans [BG97a], on a mis en évidence un profil de
concentration, v, qui permet de décrire la focalisation par le changement d’échelle

7, (4, 1) —7 (t_l ?)

Le méme raisonnement que dans le paragraphe 3.5.1 permet d’aboutir a la pro-
position suivante :

Proposition 3.5.2.3 On suppose A > 0, 2o = 3 > H'T‘/ﬁ Alors pour les symboles,
DUoptique géométrique linéaire est valable dans % avant et aprés la caustique, et la
transition est décrite par l'opérateur de diffusion S :

- sit <1, alors

(3.5.8) lac(t, ) = ao()lls — 0 ;
- sit > 1, alors

(3.5.9) lac(t,.) = FoSoF  as()|y —
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De plus, pour tout § > 0, les convergences ci-dessus sont uniformes pourt <1 —4
(premier cas) et pour t > 1+ 9 (deuxieme cas).

Les relations (3.5.6) et (3.5.7) permettent en outre de constater que l'influence (non
linéaire) de la caustique ne s’exerce pas dans la région %5 ;)O. On a ainsi mis
en évidence une couche limite, d’épaisseur €, au voisinage de ¢ = 1, en dehors de
laquelle I'influence de la caustique est négligeable. On peut donc dire que 'influence
de la caustique est non linéaire a 'intérieur de cette couche limite : dans les variables
éclatées % et Z, la traversée de cette couche limite correspond a passer des instants

—00 & 00, ce qui rend naturelle la présence de 'opérateur de diffusion S (figure 3.4).

|
|
optique linéaire i t—1>¢

optique linéaire T 1—-t>c¢
|
|
|

F1c. 3.4 — Propagation linéaire, caustique non linéaire.

Remarques :

— puisque S o Flag = ¢4 € ¥, le lemme 3.3.4.1 permet de déduire de cette
proposition, une description dans L* de la solution exacte u®. L’optique
géométrique linéaire est ainsi valide dans L° en dehors de tout voisinage de
la caustique, et la transition est décrite par I'opérateur de diffusion.

— contrairement au cas ou la caustique a une influence linéaire, on peut dire
que dans le cas présent, les effets non linéaires au voisinage de la caustique
se manifestent dans une région trop grande pour qu’on puisse négliger leur
accumulation.

Existence de 'opérateur de diffusion dans L?

Supposons A > 0. Dans les résultats rappelés ci-dessus, il apparait un intervalle
pour la puissance p dans lequel on sait qu’il existe des opérateurs d’ondes, mais on
ne sait pas montrer qu’il y a complétude asymptotique. Ainsi, pour p €]2,po(1)],
seuls W_ et W, sont connus. D’apres la proposition 3.5.2.2, si ¢/ (donc f) est petit
dans Y, cette indétermination est levée, et les résultats du paragraphe précédent
sont toujours valables (on peut méme, dans ce cas, se débarrasser de I’hypothese de
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signe sur \). Dans le cas d’une donnée de taille quelconque, on peut tout de méme
relier ¢_ et ¢, mais dans un sens plus faible que précédemment :

Proposition 3.5.2.4 ([Gin95], proposition 11.4)
On suppose p > 2 et A > 0. Soit ¢ € ¥ et 1 € YL (R) la solution du probléme de
Cauchy (3.2.6). Alors il existe 1y € H' satisfaisant

(3.5.10) Up(—t)(t) — ox fortement dans L? et faiblement dans H'.

t—=o0

Nous appliquerons ces résultats comme suit : & ¥_ € 3, U'opérateur d’onde W_
associe ¢ € X. Il existe alors 14 € H! telle que

1Uo(=1)3(#) = W[l 2 2 O-

On a donc en quelque sorte un opérateur de diffusion de ¥ dans H', pour lequel les
convergences ont lieu dans L2.

Gréace & cette proposition et au caractére bien posé localement dans L? du
probleme (3.2.6), on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 3.5.2.2 On suppose 2 < p < 4. Soient ¢ (resp. p:) dans ¥ et 1) (resp.
Vo) € YL (R) la solution associée. Si les données initiales convergent dans ¥,

||S0 - @8”2 —)0,
e—0
alors la suite 1. converge vers v dans L?, uniformément en temps :

sup [16(t) — - (t)]| 2 — 0.
teR E—

Remarque : dans I’énoncé ci-dessus, on peut supposer p < 4, car le cas p > 4 est
bien mieux connu (complétude asymptotique).

Démonstration : soit 6 > 0. D’aprés la proposition 3.5.2.4, il existe ¢(J) tel que
pour ty > t1 > t(9) (ou ty < t; < —t(9)),

(3.5.11) [¥(t2) = ¥(t1)l|z2 <06
et
(3.5.12) |9e(t2) — e (1)l 2 <0,

I'uniformité en e résultant du fait que seule la norme de ¢ dans ¥ intervient dans
les constantes apparaissant dans la preuve de la proposition 3.5.2.4. La proposi-
tion 3.2.2.1 permet d’affirmer que

(3.5.13) sup  [|ep(t) — = (t)|| 2 — 0.
te[—t(8),4(5)] &0
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Soit [ta] > t(4). On a évidemment, pour tout ¢y,

[1h(t2) — Pe(ta)ll 2 <I[P(ta) — ¥(t1)llp2 + 1v(t1) — Ye(tr)l 2+

+ ‘|¢€(t1) - ¢€(t2)HL2-
Prenons alors t; = t(d) sity > 0 et t1 = —t(d) si to < 0. D’apres les relations (3.5.11)
et (3.5.12), les premier et dernier termes du membre de droite sont majorés par 4.

Le terme restant est plus petit que & des que € est suffisamment petit, grace a la
relation (3.5.13), ce qui prouve le corollaire. O

(3.5.14)

Description dans L? de la traversée de la caustique

SiA>0et2<2a< H'T‘/ﬁ, on obtient toujours une description uniforme de la
solution exacte, mais dans un sens plus faible, & savoir L?. D’aprés la relation (3.5.5)
et le corollaire 3.5.2.2, la relation (3.5.7) devient

(8.5.15) sup [|4(t) — Y (t)]| ;2 — 0.
teR £—

En raisonnant comme dans le cas de X, on a la proposition suivante :

Proposition 3.5.2.5 On suppose 4 > 2a = 3 > 2. Alors pour les symboles, l’op-

tique géométrique linéaire est valable dans L? avant et aprés la caustique, et la tran-

sition est décrite par Uopérateur de diffusion S donné par la proposition 3.5.2.4 :
- sit<1, alors

(3.5.16) lac(t,.) —ao()llz2 — 0
- sit>1, alors
(3.5.17) lac(t, ) = F oS0 F ag()]| o — 0.
e—0

De plus, pour tout § > 0, les convergences ci-dessus sont uniformes pourt <1 —4§
(premier cas) et pourt > 1+ 6 (deuzieme cas).

Comme dans le cas plus favorable ou on a une description dans >, l'influence de
la caustique s’exerce dans une couche limite de taille £ (figure 3.4). Par contre,
d’apres la proposition 3.5.2.4, on n’a pas mieux que S o Flag = ¢y € H' (si on
avait ¢, € X, on aurait complétude asymptotique dans ¥), donc en particulier,
on n’a pas F oS o Flag € H® pour un s > 1/2, ce qui interdit I'application du
lemme 3.3.4.1. Ainsi, dans le cas 2a = 3 €]2,po(1)], on ne sait a priori pas décrire
la solution exacte u® dans L apres la caustique.

3.6 Propagation non linéaire et caustique linéaire

D’apres notre classification du paragraphe 3.4, ce cas est obtenu lorsque a@ = 1 et
B < 2. Nous allons adopter la méme démarche qu’au paragraphe 3.4 : elle consiste a
montrer que 'optique géométrique non linéaire est valide en dehors de la caustique,
et que les effets non linéaires cumulés de la caustique sont négligeables.
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3.6.1 Propagation avant la caustique

Notons encore

€ ._ 2 € _ €
W= U~ Ugy,,

D’apres le paragraphe 3.3.6, le reste w® est solution du probléeme de Cauchy

1
iedw® + 582(9%11}5 =c <]u5]6u8 — ]uzpplﬁuzpp> + eAs(t,x),

(3.6.1)
wft:O =0,

avec

— B
A% (t, ) = |ugy,|"ug,,(t, =)

1 _4i=t 2+Z‘L5+@' t, |f(_£)|ﬁ
v R €245 4ig( £)mao(§)d§.

En procédant comme dans le cas linéaire, on trouve les inégalités d’énergie :

Oulw |2 <C (w1 + gl Foc ) ol + 1A% g2,

(3.6.2)
Oulle0rut 2 <C () Foe + gl 2o ) Ie0t? 2 + 1022 2.

Comme dans le paragraphe 3.3.6, nous supposerons 0 < § < 2 et f € ¥. Dans
la preuve du lemme 3.3.6.1, nous avons vu qu’il existe une constante C7 telle que

C

€ S
(3.6.3) 45 (D1 < i

app

Pour intégrer les inégalités d’énergies (3.6.2), on proceéde par le méme argument
qu’en 3.4.1. Tant que

Cy
3.6.4 sup ||[w®(s)||pe < ——,
(3.6.4) OSSI;H (s)llze= < T2

on peut appliquer le lemme de Gronwall dans la premiére partie de (3.6.2). En effet,
soit Cy : pour t < 1 — Cje,

(3.6.5) Orllw® (2 < C(L =) 2|l (8|2 + 1A% ()] 2-

La fonction t +— |1—t|~8/2 étant localement intégrable (8 < 2), le lemme de Gronwall
permet d’affirmer, avec le lemme 3.3.6.1,

(3.6.6) Jf ()] = o(1).

Pour poursuivre les calculs, nous pouvons utiliser une version plus forte du lemme 3.3.6.1 :
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Lemme 3.6.1.1 Supposons 0 < <2 et f € X. Soit Cy > 0. Alors

(3.6.7) 1A L1 (0,1—coeir2) 0 et AN L1 (14 0pe,2:12) s
De méme,
(3.6.8) 1602 A% 10,1~ coes2) 0 e 1602 A% L1 (14 coe 2522 v

Ce lemme se montre de la méme fagon que le lemme 3.3.6.1 : ainsi, d’apres la
relation (3.4.13), on a

Il suffit alors d’appliquer le lemme 3.3.6.2, avec non plus ¢ = F, mais 0 = 0yF
(pour le premier cas, d’apres la relation (3.4.9)), qui est toujours une fonction dans
L$° (L?) pour f € ¥, puis pour o = yF (deuxieme cas). O

loc

JEOA(L, .)(

22 = C (e @7 + @17 ) 17200 = )] -

On a alors, en appliquant 'opérateur J¢ a I’équation vérifiée par le reste w®, et
en utilisant la relation (3.4.13),

Oull = (1w gz < © ()2 + il ) 175 (8 2 + 175 () A7 12

En procédant comme ci-dessus, on déduit du lemme 3.6.1.1 que tant que (3.6.4) est
vraie, et pour t <1 — Cje,
[[J5(£)w[| 2 = o(1).

D’apres l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (3.4.12), ceci entraine que la relation
(3.6.4) est toujours vérifiée pour t <1 — Cpe et ¢ suffisamment petit.

La deuxieéme partie de (3.6.2) entraine finalement, grace au lemme 3.6.1.1 et au
lemme de Gronwall,

(3.6.9) lledz w12 = o(1).
Nous avons donc montré le résultat suivant :

Proposition 3.6.1.1 On suppose 0 < B < 2 et f € ¥. L'optique géométrique non
linéaire est valide avant la caustique : pour toute constante Cy > 0,

sup_ [|ac(t,.) — ao(.)[[s = o(1).
0<t<1—-Cope

3.6.2 Traversée de la caustique
Nous allons montrer comme dans la partie 3.4 que le comportement du symbole
lagrangien est linéaire dans une couche limite de taille . D’apres le lemme 3.4.2.2,

(3.6.10) H&sae

— 0.
L'(1—e,14&;F(H!)) e—0




3.6. PROPAGATION NON LINEAIRE ET CAUSTIQUE LINEAIRE 101

En particulier, a.(t, ) reste borné dans F(H') pour 1 —e <t <1 +e¢.
Montrons qu’on a le méme résultat dans ¥ : il reste a vérifier

— 0.

3.6.11 Ha
( ) tQe L1(1—6,1+5§H1) e—0

D’apres le paragraphe précédent, la fonction J¢(¢)u®(t) reste borné dans L2 pour 0 <
t < 1—e:J°(t)ug,,(t) reste borné de fagon évidente, et J=(t)w*®(t) reste petit d’apres
la proposition 3.6.1.1. On peut alors reprendre la preuve de la proposition 3.4.2.1
pour conclure de méme que

— 0.

Hataa
Ll(1—e,14¢;H!) e—0

On a finalement montré que a.(t,§) reste borné dans ¥ pour t € (1 —¢,1 + ¢). Or,
par construction de a.,

(3.6.12) ac(t,€) = ac(t, €)e 99,

donc ' '
e = e 9D 9a, — i0rge 9,

Notons I, = (1 —€,1 4 ¢). Puisque ¥ C L, et

14
/ 11 —t|7%2dt = o(1),
1

—&

on en déduit que

— 0.

3.6.13 Ha G
( ) el L (1w =0

La traversée de la caustique se passe donc de fagon linéaire, et 'introduction de la
phase g ne parait pas cruciale dans l'intervalle I..

Remarques :
— 1a encore, on ne montre pas que la caustique a une influence non linéaire par-
tout négligeable, mais que cette influence est dans I’ensemble sans conséquence.
— comme au paragraphe 3.4.2, on peut montrer le résultat précédent dans une
couche limite plus large, du type |t — 1| <&'=, avec v > 0 et 1 > 3/2 + 7.

3.6.3 Propagation apres la caustique

Apres la traversée de la caustique, on peut montrer comme précédemment que
loptique géométrique non linéaire est valide : comme au paragraphe 3.4, il suffit de
reproduire la preuve faite pour la propagation avant la caustique.

Nous avons donc montré que dans le cas v =1, 2 > 3 > 0, la propagation était
non linéaire, et la traversée de la caustique, linéaire, ce que résume la proposition
suivante :
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Proposition 3.6.3.1 Considérons le probléme de Cauchy

1
1e0u’ + —823§u5 = E\ua\ﬁua,
(3.6.14) 2

5 _ fi’é—Q
u\t:O =e€ € f(‘r)a

avec 0 < B <2 et f € X. Avec la représentation
1 e gt
(3.6.15) uf(t,z) = 7 / emi'E EHTHIO G (1 6)de,

le symbole modifié¢ a. converge vers un symbole indépendant du temps :

(3.6.16) as(t,€) " aop(§) dans LT5.(X).

loc

£

app Cconstitue une approximation de la

Remarque : en particulier, la fonction u
solution exacte u®, uniformément dans L°°.

3.7 Propagation et caustique non linéaires

Nous abordons maintenant le cas a =1 et =2 :

1
e’ + —6282 ¢ = )\6|u€|2u€,
(3.7.1) 2

2
Uji—o = ™% f(x).

Nous avons vu au paragraphe 3.2.1 que pour ¢ suffisamment petit, (3.7.1) possede
une unique solution globale dans H'. L’équation sans échelle qui lui est associée est :

1
iOphe + 5851,&5 = Atbe| 2t

(3.7.2) 2
we\t:fl/e - \/Eeiie%f(gx)'

La puissance de la non-linéarité considérée ici est critique en ce qui concerne la
théorie de la diffusion : on ne peut plus comparer une trajectoire associée a (3.7.2)
a une trajectoire de I’évolution libre. Dans [Str74], [Str81], [Bar84], [Gin95] (pro-
position 10.11), on montre qu'il n’existe pas d’opérateurs d’onde : si ¥, € L? et
W(t) — Uo(t) Y+ e 0 dans L?, alors ¢ = 1, = 0. Il faut alors prendre en compte

I'interaction longue portée a 'aide d’un opérateur d’évolution libre modifié.

3.7.1 Les résultats en scattering non linéaire longue portée

Dans [0za91], 'auteur aborde précisément I’équation sans échelle a laquelle nous
nous intéressons, et montre que 'effet longue portée peut étre pris en compte grace
a l'introduction d’un déphasage.
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Soit H™*® 'espace de Sobolev a poids défini par
H™ = €85 [$llms = II{2)*(1 = 8*)"?¢ 12 < 00}, m,s €R.

On considere I'équation
1
(3.7.3) 0 + 5000 = AP,

A étant un réel non nul quelconque. Pour ¢_ € L?, on définit la phase S~ par

(3.7.4) 57 (ta) = o[- (D) 1og e
7. @)= oo og |t|.
Le résultat qui nous intéresse est alors le suivant :

Proposition 3.7.1.1 ([Oza91]) 1l existe 61 et dy tels que l'on ait :

1. Pour toute ¢_ € H*? avec ||¢_|lso < 01, (3.7.8) a une unique solution 1 €
C(R; L?) N L (R; L) telle que pour tout o vérifiant 1/2 < a < 1, on a,
lorsque t — —o0,

[9(t) — exp(iS™ (¢))Uo ()¢ 2 = O(Jt[ ™),

t 1/4
([ 1ot) = explis= 010w ) - = 0(11™),

2. Pour toute ¢_ € H>3 N HY? avec H(Z,Hoo < 02, (3.7.3) a une unique solution
Y€ C(R; HYO)YN LE (R; W) telle que pour tout o vérifiant 1/2 < o < 1,

loc
[4(t) — exp(iS™(£))Uo(t)d—[l1,0 = Ot ™),

t 1/4
([ 1ot) = explis= @0 Io- ) = 0011,

Remarques :
— les hypotheses sont beaucoup plus restrictives que dans le cas courte portée :
on demande plus de régularité, ainsi qu'une condition de petitesse sur ¢_ dans
LOO .
— on n’a pas ici de notion de complétude asymptotique.

3.7.2 Le cas du systéme

Alors que les éléments de théorie du scattering non linéaire longue portée ne
nous permettront pas de décrire la traversée de la caustique, les calculs sur les deux
premieres itérées du schéma de Picard permettant de construire la solution non
linéaire peuvent étre menés a terme. Considérons donc le systeme

1
ie0v° + 55289%@5 =0,
(3.7.5) iedpus + %eQﬁiue = e’

Ufj—g = Ujj—g = e % f(x).
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Le role de A étant négligeable dans ce cas, nous travaillerons avec A = 1. Nous
supposerons également que la fonction f est dans l'espace de Schwartz S(R). La
premiere équation peut s’intégrer explicitement :

ol

e
\V2met

Conservons le changement d’échelle

my o Ly (=l e
u(t7x)_\/5w6< c 7€>'

a2 2
E=v)® sy

T T f(y)dy.

k]

(3.7.6) vE(t,x) =

Le terme £|v°|? tient lieu de potentiel pour I’équation linéaire vérifiée par u®. Notons
alors
e €12 15 t—1u
(37.7) Pt e) = el Plea) = @7 (= ).
t—1 T
Lemme 3.7.2.1 NotonsT = et X = —.
€

2
14eT ¢ X 4
i e

ﬁ‘/e s Tf(&)dﬁ‘-

(3.7.8) [v°(t,z)| =

Démonstration : d’apres ci-dessus et avec le changement de variable du lemme,
on a

. 1 O
[v(t,x)] = m e? <0eT) "% f(y)dy

. 2
1 —ﬁ(%ﬂx)
S S— d
V2me|l + €T / Fw)dy

. 2
S S /e—f <y_£> dy‘
V2me|l + T T

i (1 + €T jpmyy s 00teD)
e 1+eT 2 (6): Te e T

X
T

—

ot f(—7)(€)=e"

f (£), donc le lemme découle de la formule de Parseval. [

Approximation du potentiel

Par changement d’échelles, I’équation sur u® devient :

(3.7.9) Ot — LR = QU
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avec, d’apres la démonstration du lemme 3.7.2.1,

9 2
c _ 1 _1+isT T%"'yX
Notons
5 2
1 —z‘(%wX)
QT X) e f(y)dy
(3.7.10) o /

2

ﬂ|><

LS

I ‘/ o

Le potentiel (). converge vers () : le lemme suivant précise en quel sens cette conver-

gence a lieu.

Lemme 3.7.2.2 Pour f € S, il existe des constantes Cy et Cy telles que
(3.7.11) J03(Q = QT )z < Cus(T) ", m=0,1.

Démonstration : rappelons les expressions des potentiels ) et Q..

QT X) = ei<Ty2+yX)f( )dy 2
i ‘/ et o]
Qe(T,X)—m / e 1+¢6T<T52+yX) f(y)dy2
- | e jie)ae

La premiere expression de chacun des potentiels permet de montrer que pour T
borné, en intégrant par parties,

(@ = Qe)(T, )| = OCe).

De la seconde expression, on déduit, encore par intégration par parties,

€
- e T,' 00_0_5
1@ - QT i < O

la combinaison de ces deux relations achevant la preuve du lemme pour n = 0. La
preuve pour n = 1 est analogue. O
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Nous allons faire les calculs avec le potentiel (), puis vérifier que cette approximation
donne une bonne description pour .. Considérons donc ’équation

(3.7.12) i0r + %a@ = Q.

Pour envisager, comme on 'attend, une description de la traversée de la caustique a
I’aide de la théorie du scattering, nous avons besoin d’estimations sur la décroissance
du potentiel Q). Pour ’analyse des équations de Schrodinger avec potentiel dépendant
du temps, nous utiliserons les résultats de [DG97]. On a évidemment

7. < =
(3:7.13) QT X)| < 5.
cette estimation étant uniforme en X. En particulier, Q) ¢ L%F(Lg(o) en général. Donc
le potentiel @ n’est pas dans la classe des potentiels courte portée (cf [DGIT7]) :
on ne peut alors pas comparer la dynamique libre (potentiel nul) et la dynamique
engendrée par ). Comme dans le cas non linéaire abordé dans [Oza91], il faut alors
modifier la dynamique a laquelle on compare ’évolution de 1. Dans [DG97], on
montre que cette adaptation est réalisable si le potentiel se comporte comme un
symbole en (X,T). Nous sommes dans un cadre encore plus favorable :

Lemme 3.7.2.3 Pour tout couple d’entiers (n,m) € N2, il existe une constante
Ch,m telle que pour tout X € R,

(3.7.14) |7 0% Q(T, X)| < Crpy(T) 1777

Démonstration : lorsque T est astreint a rester borné, cette estimation est claire
d’apres la premiere écriture de @ dans (3.7.10). Lorsque T' tend vers linfini, on
préfere la seconde expression de (). Notons

X
T

G(T, X) = / o5 iEF f(6)dc.

1
On a alors Q = —|G|?, et pour tout entier n > 0,
T

f " _'ﬁ_'gé A _
KRG(T,X) = | | —imz | e T T f(§)dg = O(T[™"),
le O étant uniforme en X. En remarquant la relation

0 ik _ €0 _iex

oT T 0¢ ’

on obtient de méme des estimations pour les dérivées en T. On a donc, pour tout
couple (n,m) € N2,
o oxG(T, X) = O(|T|™"™™),

et le lemme s’en déduit facilement. O
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Lien optique géométrique-scattering longue portée

On peut alors définir des opérateurs d’ondes modifiés en “redressant” la dyna-
mique libre a I’aide d’une phase ¢ solution de ’équation ([DG97], théoréme 3.5.1)

(3.7.15) &w@%)z—%ﬁ—%%ﬂ—%¢)

Nous allons voir qu’une autre approche suggere également l'introduction d’un
déphasage pour décrire la solution u®. En effet, ’équation de transport pour le
premier profil, dans la méthode BKW, devient dans ce cas

L@;uo + uy = —i]v€]2u0.

1—t 2(1— 1)

Cette équation s’integre pour t < 1 en

1 X . e
(3717) ug(t,x) = — tf (1 — t> e (t,a:)’

ol le déphasage ¢° est la solution de

X

ohg" + dug® = —|v°?,

(3.7.18) L—t
9|€t=0 =0.

Pour ¢ < 1, la formule de la phase stationnaire donne
1 T
g
t ~J
(ta) ~, 1_tf<1_t> |

ge(tv 1‘) :0 g(tv 1‘),

£

et on a

ou g est la solution de
T 1 z \?
5t9+m3x9:—mf< > )
Gjt=0 = 0.

(3.7.19)

Avec le changement de variables (¢,y) = <t, %), on trouve :

(3.7.20) mam:f< $>2mu—w

1—t
En termes de symbole lagrangien, ceci équivaut au systéeme
, 1
i0a = 1—_tf(—§)2@(t7§),
a’|t=0 =V 27(67@'7‘—/4.]0(_5)7

(3.7.21)

que 'on integre en

(3.7.22) at, &) = me—z‘nﬂf(_g)eﬂ'f(fgy In(1—t)
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Intégrale lagrangienne modifiée

Nous allons voir que ces deux approches (scattering et développement BKW)
sont réellement tres voisines, en modifiant la description usuelle en terme d’intégrale
lagrangienne. Remplacons ’écriture (3.3.8) par

t—

(3.7.23) ut(t,x) = %/eiaﬁ( El’g)ﬂ%gde(taf)df-

Les résultats de [DGI7] et [Yaf80], [Yaf95], [Yaf97], suggerent de définir ¢ comme
étant une solution exacte ou approchée de I’équation eikonale (3.7.15). Comme dans
[Yaf80], [Yaf95], [Yaf97], choisissons plutét une solution approchée : l'idée sous-
jacente consiste a dire qu’apres suffisamment d’itérations dans la construction de
la solution exacte, le résultat ainsi obtenu est une solution approchée qui permet de
se ramener au cas courte portée.

La premiére approximation s’écrit
Lo
(3.7.24) —O0r¢p1 = 55 ,
que 'on integre en

1
(3.7.25) $1(T, &) = —§T§2.
La seconde étape donne :
(3.7.26) —0r¢s = Q(T, —0¢1).

Pour recoller avec 'optique géométrique, on souhaite que la valeur a ¢ = 0 du
symbole modifié a. soit la méme que celle du symbole initial a. : on impose donc
comme condition de Cauchy pour ¢o,

$ojr=—1/c = 0.

On peut alors intégrer la relation (3.7.26) en :

T

(3.7.27) $2(T,§) = — Q(s, s€)ds.

—1/e

On retrouve alors la construction de Dollard (cf [DG97] par exemple). Nous allons
voir que cette approximation suffit pour décrire la solution uniformément : posons

(b(T? g) = ¢GPP(T7 g) = ¢1 (T7 6) + ¢2(T7 E)

T

.
2 —1/e

(3.7.28)
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Remarque : cette phase ¢ dépend manifestement de €. Par commodité pour la
suite, nous ne soulignons pas cette dépendance ici.

Etudions alors, pour t < 1, la phase apparaissant dans l'intégrale modifiée

(3.7.23) :
_ _ (t=1)/e
¢<t 1,§> =t 152—/t 7 Qs s6)ds

£ £
1t—1 I
== 52——/ Q<§,§>d5.
2 ¢ eJ_1 e ¢
D’apres la forme du potentiel @ (relation (3.7.10)), on a
1 a2 e
(3.7.29) 1o (S S’5> / ¢=%: ~i€ (1) d
€ e € Is|

D’apres les relations

/eiaé—ixff(x)dx _ f(—f) _ / <ei5§ _ 1) e_ing(x)d.%'

2

2
— Lircor.

e—0 |S|

et

2
e 2s —1‘ =2

. €
sin —x
4s

cette limite est uniforme en £ et en toute suite J. tendant vers 0 telle que €/|s| < 6.
On a ainsi, lorsque € — 0,

(3.7.30) ¢ (t ; 1,5) =

le 0 étant uniforme en & et sur toute région ot 1 —¢ > . La relation (3.7.22) suggere
alors qu’a la limite € — 0, le symbole modifié @ ne dépend plus de t : ceci revient a
vérifier que 'optique géométrique est valide.

L’équation vérifiée par u® devient, en termes de a.,

) @(E’t%)eiﬂ

(3.7.31) —1—2\/—/ ML i (t,€)d e =

= o) [t o
On en déduit

10edie (t, Iz = g H (Q (t ; 1, f) -Q (t ; 1, (t — 1)D>> us(t, )

[F(=&) In(1 — 1) +o(1),

LG (1, €)d e+

LQ.

x
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D’apres la formule de Taylor,

Q(t;17§>_Q<t;1’(t_1)D> _

t—1

:/01an (T,(t—l)D—i—s(g —(t—l)D))ds (ZE-¢-1p).

Or

donc,

)

(3.7.32)  [|0eac(t, )|z < C sup
¢ s€[0,1]

t—1
a5< e 7X7DX>

(3.7.33) as(t,x, &) = 0,Q (¢, t€ + s(x — t§)) .

‘J(t;1>¢e

1.2

L£(L%) %

ou on a noté

Le lemme suivant permet d’estimer I’action de 'opérateur as(t,z, D) :

Lemme 3.7.2.4 Il existe une constante C' telle que pour tout s € [0,1], on ait

C
(3734) ||a8(t’x’D)H£(L2) S W

Démonstration : pour tous indices n et m, on a
0y 0" as(t,x,§) = s"(1 — s)mtm(?;(*”*mQ(t, t& + s(x — tf)).
D’apres le lemme 3.7.2.3, on a donc
07207 as(t,,€)| < Cpms™(1 = 8)™ () 7> < Cpm(t) 2.

On a donc un symbole en (z,§), dépendant des parametres s et ¢, dans la classe
5870 (cf [Hor94]). D’apres le théoreme de Calderdn-Vaillancourt ([CV72], [Hwa87],
[Hor94]), il existe un ensemble fini I de N? tel qu’on ait

(3.7.35) las(t,z, D)2y < C Z sup |3§3?a5(t,x,§)‘.

(n,m)el

Le lemme se déduit alors facilement. O

J<t_1>1/1a
€

Grace a ce lemme, on obtient finalement :

9
(1—1t)?

(3.7.36) |Orac(t, )”Lg <C

LQ.

x
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On montre alors que ||J(T)v| 2 reste borné pour de “bons” T
Notons U(t, s) le propagateur associé au hamiltonien

(3.7.37) H(t) = —%8§ +Q(t, @),
qui vérifie
%U(t, s) = HWU(t, 9),
(3.7.38) Z‘d%U(t, s) = ~Ul(t,s)H(s),
U(t,t)=1.

En particulier, le potentiel Q étant réel, le propagateur U est unitaire sur L?.

Lemme 3.7.2.5 Soit t; € R. Alors

(3.7.39) Ulto, t)J (U (t,t0)) = Uto, )t8,Q(t, z)U (¢, to).

7 ¢
Démonstration : il suffit d’utiliser la définition du propagateur U (relation (3.7.38)).
d
U0, )J(OU(t to) = Ulto,t) (iH (t)J(t) + 0z — iJ (1) H (1)) U(t, o)
= U (to, 1) (00 + [H(1), JO) Ult, o).
D’apres les définitions de J(t) et H(t), on a
1
[H(t), J(1)] = =5 [0z, 2] + it[Q, O]
= —0, — it0,Q(t, x),

ce qui donne le résultat annoncé. ]

D’apres la relation
U(to, t1)J (t1)U(t1,t0)¢(to) =J (to)(to)

+/t01 disU(to,s)J(s)U(s,to)w(to)ds

appliquée a i, avec tg = —— et t; = , on déduit du lemme précédent :
€

9
t—1 1 (t=1/e ¢
() ezl D)ol L5
€ L2 € L2 J-1/e (s)

(t=1)/e
coy [
—1/e <S>

IIn(1—1¢)|sit <1,

<C+
- t—1

| sit>1.
€

1
In—-+|In
€
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Pour t < 1, on a donc

(3.7.40) 1Bsae(t, )z < Cw| In(1 - 1),
et pourt > 1
(3.7.41) I9kae(t, )|z < cﬁ <| In(t — 1)+ In é) .

Soit alors § €]0, 1] : pour ¢ < ¢, la formule de Taylor avec reste intégral s’écrit

t
ac(t,€) = a.(0,€) —i—/o Orac(s,&)ds

t
= a.(0,¢) —i—/o Oras(s

D’apres le lemme 3.3.3.1, on a alors

Jac(t.) = a0l < lac0.) = aoClsz + | [ 9l s

t
+ [ lorts, )l zds
0

d
§o(1)+06/0 ﬁ“n(l—sﬂd&

2
L&

En intégrant par parties, on trouve
1 1 |
/ =Ygl
Yyy=0 y
Pour tout ¢, €]0, 1] tel que

In 6, o

(3.7.42) € R

le symbole modifié tend alors vers un symbole constant :
a:(t,€) —6a0(§) dans L>°(0,1 — 6; L?).
£—

On a donc en quelque sorte redressé le symbole lagrangien usuel en un symbole @, en
dehors d’une couche limite (définie par (3.7.42)), dont la largeur est grande devant
e. En particulier, il semble que l'influence (non linéaire) de la caustique s’exerce sur
un voisinage plus grand que dans le cas étudié au paragraphe 3.5, ot on avait mis
en évidence une couche limite de taille €.

Nous pouvons préciser la taille de la couche limite donnée par (3.7.42). En cher-
chant un développement asymptotique en +oco de la fonction réciproque de

1,1

fix— —In—,
T x
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Iny
y—too Y’
évidence est de taille €1n %

on trouve f~!(y) donc la couche limite que nous venons de mettre en

Conclusion : en dehors d’une couche limite de taille aln%, le symbole modifié
converge vers un symbole indépendant du temps, c’est-a-dire pour d. > €ln %,

(3.7.43) a:(t,€) joao(f) dans L>=(0,1 — 6; L?).

Scattering modifié

L’étape suivante consiste a vérifier que la phase ¢ que nous avons construite
permet de définir des opérateurs d’ondes modifiés.

Proposition 3.7.2.1 Dans L?(R), les limites

(3.7.44) s = lim e DY (¢, 0),
(3.7.45) s— lim U(0,t)eD)

existent et sont unitaires.
Démonstration : soit ¢ € D((x)). Appliquons la méthode de Cook :

d

(3746) (7 DU(L,0)p) = e P) (—ig(t, D) — iH (1) U 2, 0)

= ie D) (Q(1,tD) = Q(t,x)) U(t,0)¢p

D’apres le lemme 3.7.2.5,

% (U(0,t)(tD — 2)U(t,0)) = =U(0,t)(t0.Q)U(t,0)
= O((t)™!) dans L2

En intégrant cette relation entre les instants 0 et ¢, on trouve, dans L2 :
(3.7.47) (tD — 2)U(t,0)(z) "t = O(In(t)).
D’apres la formule de Taylor,
1
(3.7.48) Q. 1D) — Q(t, z) = / 0,0 (1,3 + s(tD — 2)) ds(tD — z),
0
donc d’apres ci-dessus,

(3.7.49) 1(Q(t,tD) = Q(t,2)) U(t,0)¢| 12 < Clnt(t)2||(x)pl| 2.
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Le second membre étant intégrable, cette estimation implique l'intégrabilité de

d i
L (o=ietD) (4.0 )
g <€ (t,0)¢)
¢’est-a-dire existence d’une limite forte pour e~ @®&D) U (t,0) lorsque
t — +o00.
De la méme fagon,

d . , @-
2 (U(o, t)ez(b(t,D)) =iU(0,t) (Q(t,z) — Q(t,tD)) e'¢®:D)
% (7P (D — )t tP)) = —em D)1, Q(t, 1)),

et la méme méthode donne l'existence de la seconde limite apparaissant dans la
proposition. ]

Il reste a vérifier que I'approximation faite au paragraphe 3.7.2 est valable.

Continuité des opérateurs d’ondes modifiés

Notons ¢, la phase associée au potentiel (). dans notre construction :

t

(3.7.50) be(t,€) = —%t&Q - Q-(s, s€)ds.

—1/e

Notons enfin H,(t) le hamiltonien associé au potentiel Q., et U.(t,s) son propaga-
teur.

Proposition 3.7.2.2 (continuité des opérateurs d’ondes modifiés)
1l existe une constante C telle que

d . .
—i¢p(t,D) =g (t,D) <
H—dt <e U(t,0) — e Ua(t,O)) ol <

(3.7.51) : L2
n(t) 1

Démonstration : pour ¢ € 3, notons
Ac(t) = (7P (,0) - e DT (1,0) ) .
D’apres les définitions des phases et des hamiltoniens, on trouve, comme dans la

preuve de 'existence d’opérateurs d’ondes modifiés :

d

@Ae (t) :ieiw(t’D) (Q(t’ tD) - Q(t’ x))U(t’ O)QD

—ie7 = tDN(Q,(t,tD) — Q.(t, 2))U-(t,0)¢.
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D’apres la formule de Taylor (relation (3.7.48)), et les estimations uniformes en
espace pour les potentiels, on peut faire les calculs en considérant

%Ag(t) —=ie D)9 Q.(tD — )U(t,0)p

—ie <GPy Q.. (tD — 2)U.(t,0).

Ecrivons alors

4
dt

(3.7.52) +ie” 90D (9,Q — 8,Qz).(tD — 2)U (t,0)p
+ie” D)y Q..(tD — x)(U(t,0) — U-(t,0))ep.

AL(t) =i (e_w(t’D) - e—i%(tvD)) 8,Q.(tD — 2)U (t,0)¢

Estimons la premiere ligne :

<

(efid’(t’D)—efid)f(t’D))amQ.(tD —z)U(t, O)gp‘
<lem ) — 7190 1 ||0,Q.(ED — 2)U (£, 0) g 2

<l6e(t) — belt, Yo <§?H<$>SDHL2

)
ds ln<t
<ce [, G < Gyl

<Ce <ln<t> + h%) %H@MHLQ.

De la méme facon, on a, pour la seconde ligne :

L2

<

He—i¢g(t7D) (0:Q — 0:Q.).(tD — z)U (¢, 0)30‘ L2

SH&BQ - 3sz||Lg° H(tD - x)U(t’ O)SDHL2
<Ce(t)”? In(t)[[ ()@l 12

Pour terminer le calcul, nous aurons besoin du

Lemme 3.7.2.6 [l existe une constante C' telle que :
(3.7.53) [(U = Ue)(t,0)|l£(z2) < Celn(t).

Démonstration du lemme 3.7.2.6 : pour ¢ € L2, notons (t) = U(t,0)p et
e (t) = Us(t,0)p. On a alors

00 + 302 = Qu,
Z.6157/)5-: + %8§¢5 = Q€¢€-
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La différence de ces deux relations donne :
1
Z‘8It(¢ - we) + §3§(¢ - we) = Q(l/} - 7/}6) + (Q - Qa)we-

En multipliant par v — 1. et en prenant la partie imaginaire du résultat intégré en
espace, il vient :

Ol = Yell> < 1Q = Qellzoe[|vbe| 2,

soit encore

O||(U(t,0) = Ue(t,0)¢l 2 < |Q — Qellze~ Il 2
< Ce(t) el 2

On prouve alors le lemme en intégrant cette relation entre les instants 0 et ¢. U
On termine les calculs en écrivant

UJ(t)(U = Ue)p =UJ(t)Up — U J(t)Ucp — (U — Ue) J () Uetp.
D’apres les calculs déja faits, le dernier terme se majore par
Celn{t)|[(x)e| >
En calculant la dérivée en temps de UJ(t)Up — U.J(t)U.p, on montre de méme
[TO)U = Uo)epllz < Celn(t)[[(z)¢ll 2

On en déduit finalement

e 9,Qu.(tD — 2)(U(1,0) ~ Uu(t, 0))| , < Co(ty 2 it} | (@)l
ce qui acheve la preuve de la proposition 3.7.2.2. O

On a alors

(e—iqﬁ(uD)U(t’ 0)_e—i¢g(t,D)U€(t7O))(p _ <e—i¢(0,D) _ e—wg(o,D)) o

t
d —i¢p(s —ie(s
+ [ 4 (P50 = P (5,0)) s,

donc en particulier, on a, uniformément en ¢,

3751 | (ePUE,0) - DU 0)) o < e 1néu<x><pup.
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Traversée de la caustique

Pour décrire la traversée de la caustique, nous utilisons le symbole modifié a. :

ot = 7 (00 (1)) @

€

_F <ei¢’(tslvD)U€ <20> we(0)>

e

—F <ei¢(tsl’D)U€ <t —11- t) ew’(lﬁﬂ)) F a2 —t,£).

9 9

D’apres ce qui précede, le fait de considérer la phase ¢ ou ¢. ne modifie cette
description que de fagon négligeable. Nous avons déja vu que pour ¢ > 1,

a:(2 —1,¢) 6—>_)0a0(§) dans Lg,

et ag € 2. D’apres le paragraphe précédent, et puisque 1'opérateur

ol <t—1 H)ew(%m
€

)

9 9

est unitaire sur L%, on déduit que pour ¢t > 1 en dehors de la couche limite déja
invoquée,

Qe (t.€) — FSF ag(€) dans L,

ol S est 'opérateur de scattering associé aux opérateurs d’ondes modifiés. On a
donc montré la proposition suivante :

Proposition 3.7.2.3 Soient v° et u® les solutions du probléme de Cauchy (3.7.5).
En écrivant u® sous la forme

t—1

u(t,x) = %/eid’( e ’5)“%&5(1575)6157

avec
T

6.8 =T~ [ Qls.s)ds.

—1/e
on vérifie que 'optique géométrique est valable avant el apres la caustique, la tran-
sition étant assurée par l'opérateur de scattering linéaire modifié S :
— pourt <1, a.(t,§) —6a0(§) dans L?;
E—

— pour t > 1, a.(t,€) —6.7-"0 So F~Llag(€) dans Lg.
E—

Conclusion : on constate sur I’étude du systeme que le comportement de u® est non
linéaire a la fois en dehors de la caustique (introduction d’une nouvelle phase ¢), et
au moment de sa traversée (opérateur de scattering). Les indices critiques devinés en
introduction sont donc les bons, pour distinguer le caractere linéaire ou non linéaire,
du régime d’optique géométrique d’une part, de la traversée de la caustique d’autre
part.
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Episode 2 : le cas multidimensionnel
Et les indices se multipliérent...

4.1 Introduction

Dans I’épisode précédent, le fait de considérer des équations monodimensionnelles
ne parait pas crucial, au moins pour les raisonnements heuristiques. En revanche, il
est évident que les calculs ont tres souvent reposé sur I'inclusion

(4.1.1) H'(R) C L*(R),

si bien que ’on peut se demander si oui ou non les calculs peuvent s’étendre aux cas
de dimensions supérieures, pour une focalisation radiale. Nous allons voir que les dif-
ficultés dans cette généralisation sont effectivement d’ordre uniquement technique,
avec toutefois les mémes restrictions que celles rencontrées dans I’étude générale des
équations de Schrodinger non linéaires (ainsi, des bornes supérieures apparaissent
pour la puissance [ de la non-linéarité, dans les questions d’existence). Essentielle-
ment, en dimension n > 2, on ne peut plus estimer la non-linéarité aussi facilement
que dans le cas monodimensionnel, puisque I’on n’a plus d’estimations dans L*°. Les
inégalités de Strichartz permettent de passer outre cette difficulté de calcul, dans
certains cas tout du moins. Considérons donc, pour n > 2, le probléeme de Cauchy

et + L2 Aut = Aeuf P, (t,z) e Ry x R™
(NLS®), 2

Uy = e "% f (),

ou f est réguliere, A est réel, « > 1, > 0 et € €]0, 1] est un parametre tendant vers
zéro. Comme dans le cas monodimensionnel, les oscillations que nous considérons
sont telles que tous les rayons se rencontrent en un point : il y a focalisation au point
(t,z) = (1,0). Nous nous attendons également a distinguer des régimes linéaires
ou non linéaires pour ce qui y est de la propagation d’'une part, de I'influence de
la caustique d’autre part. La encore, ’étude de I’équation de Schrédinger va nous
guider efficacement :

is@tu5+%52Au5 = 0,
(5°)

Uy—o = e "% f(a).

On connait explicitement la solution de cette équation :

1 e—y)? Ly
u® t, ) = —————= et zet Y du.
On peut appliquer la formule de la phase stationnaire en dehors de la caustique,
avec la phase
oly) = E=YS D
2t 2
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Sit # 1, elle possede un unique point critique, y. = 125, qui est non dégénéré. On
vérifie ainsi qu’en dehors de t = 1, u® est de taille 1, et au moment de la focalisation,
ent =1, uf est de taille e~"/2.

Supposons que dans le cas non linéaire, u® se comporte de la méme fagon :
I'influence de la caustique sera la méme que dans le cas linéaire si

o> né
2
De méme, l'influence de la caustique sera non linéaire si
a=n—.
2
Nous n’aborderons pas le cas a < ng Nous allons voir par la suite que ces in-
dices critiques sont effectivement ceux qu’on retrouve dans le cas de I’équation non

linéaire :
a>nf/2 a=nf/2
a>1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation linéaire propagation linéaire
a=1 Caustique linéaire, Caustique non linéaire,
propagation non linéaire | propagation non linéaire

Pour décrire précisément le comportement de la solution u®, conservons I’écriture
sous forme d’intégrale oscillante :

1 51,2
(412) ue(t,m) = m /62t2£1£2+l_6§a5(t7§)d§,
ou nous avons noté d§ = de .
(2m)"

Pour couvrir le cas d’une propagation non linéaire, nous adopterons a nouveau
une écriture légerement différente, de la forme

1 _jt=le2 mE ~
m/ el a ST (1, 6)ae.

La fonction g sera nulle dans le cas d’une optique géométrique linéaire (o > 1), et
dans le cas d’une propagation non linéaire (a = 1), elle sera solution de

A
Oig(t,§) = WU(—@W,

(4.1.3) u(t,x) =

(4.1.4)
gjt=0 = 0.

Dans le cas d’une optique et d’une caustique non linéaires (o« = 1 et 3 = %), nous
étudierons non pas la solution de I’équation non linéaire, mais le systeme :

1
is@tve + §€2A’U€ = 0,
1
(4.1.5) iedu’ + 552Au5 = Aot |2/,

2
Ujmo = Ui = e V% f(2).
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On peut maintenant énoncer un résultat semblable a celui de la dimension 1.

4
Théoréme 4 Supposons f € S(R"), A >0 et f < — (B quelconque sin = 2).
n p—

La donnée initiale du symbole a. converge :

2\ "/
(1.1.6) .00.6) — (—) F(—€) = aol€) dans L2,
Pourt <1, on a
(4.1.7) e (t,§) —>ao(§) dans L,
et pour t > 1,
(4.1.8) e (t,§) —> Cao(§) dans LE,

Uopérateur ¢ étant défini par
— ¢ =1 dans le cas d’une caustique linéaire (o > nf3/2);
- (=FoSoF ! dans le cas d'une optique linéaire (o > 1) et d’une caustique
non linéaire (n3 = 2a), si 3 > %H, F désignant la transformation de Fourier
et S Uopérateur de scattering non linéaire ;
- (= FoSoF! dans le cas du systeme (nf = 2a = 2), S étant lopérateur de
scattering linéaire modifié.

Remarque : dans plusieurs cas, nous obtiendrons une description plus précise de
I’approximation du symbole a. décrite dans le théoreme. Nous montrerons qu’elle
peut étre valide dans H'NF(H'), mais contrairement au cas de la dimension 1, ceci
ne permet pas de déduire des informations dans L°.

4.2 Existence de solutions

Comme dans le cas monodimensionnel, la focalisation peut éventuellement étre
un obstacle a l'existence globale de solutions et ce, uniquement dans le cas d’une
caustique non linéaire.

4.2.1 Cas d’une caustique linéaire

Dans le cas a > nf3/2, le signe de A importe peu, comme permet de le constater
le changement d’échelle

(4.2.1) W (t,x) = e /B, (f f) .

g e
La fonction . est solution du probleme de Cauchy
. 1
10 pe + §A<P6 = A’@a’6¢57

22

P 1C))

(4.2.2)
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En particulier, on a
H‘pe\t:OHLQ = ga/ﬁ_n/QHfHLQ
et

102 pefi=ol| 2 < &P f || g2 + /PR V f o

Si a > n3/2, alors les données initiales pour ¢, tendent vers zéro. Introduisons des
maintenant quelques notations usuelles dans 1’étude des équations de Schrédinger
non linéaires. Le groupe unitaire Uy(t) associé a I’équation de Schrodinger est

(4.2.3) Uo(t) = €'z,

Dans tout ce qui suit, nous supposerons n > 2. Nous rencontrerons fréquemment
. ; c c . . ;

des relations du type p < —% ou p < %5, avec ¢ > 0 : nous conviendrons que dans

le cas n = 2, ceci signifie p < +o0.

Définition 4.2.1.1 Un couple (q,r) est admissible si 2 < r < =15 et

2z5(r)5n<%—%>.

Pour I intervalle et (go,7p) admissible, définissons les espaces

(4 9 4) Xloc {7/) ¢ € C(I H )a

o Y e L] (I, WL pour tout couple (g,7) admissible},
et
(4.2.5) X 10e) =CI,HY)Y N L (I, WHT0).

L’équation sans échelle qui correspond a notre probleme est :
, 1
0+ 300 = XylPp,

Y=o = to.

Proposition 4.2.1.1 ([Gin95], propositions 5.5 et 5.6)
On suppose A € R* et 0 < p < =25, Si |[volln est suffisamment petit, alors le
probléeme de Cauchy (4.2.6) a une solution unique dans X

Py
ploc(R)' La solution est
en fait dans L (H') N X} (R), les normes L* et d’énergie sont conservées :

(4.2.7) ||1/)( )72 =0,

(4.2.6)

d 9 79\ +2
(12:8) u <uvxw<t>uL2 2wl ) =0

Remarque : 'hypothese de petitesse de la donnée initiale n’est indispensable que
siA<O0etp>4/n.

Nous en déduisons immédiatement le résultat suivant pour u®
Proposition 4.2.1.2 Supposons f € H' N F(HY), a > nB/2 et 3 < ﬁ. 1l existe
go > 0 tel que pour 0 < e < &g, le probléme de Cauchy (NLS®),, posséde une unique
solution globale u® € H'.
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4.2.2 Cas d’une caustique non linéaire

Nous supposons maintenant o = n3/2, si bien que le probleme (NLS€) s’écrit

ie@tu5+%52Au5 = \e®|uf|P muf,
(4.2.9)

Uh—o = e % f(a).
Notons, pour I un intervalle,

X(I)={v; v € (CNL®)I,L*), et

(4.2.10) o
¢ € Li(I, L") pour tout couple (g,7) adrms&ble},

et, pour (qo,7p) admissible,

(4.2.11) X,,(I) = (C' N L®)(I,L*) N LO(I, L"),
(4.2.12) Xyot0e(I) = (C O LI, L) N LE (I, L),

On peut alors énoncer un résultat d’existence globale dans L? :

Proposition 4.2.2.1 ([Gin95], propositions 4.2 et 5.2)

On suppose p < 4/n et o € L%. Alors le probléme de Cauchy (4.2.6) a une solution
unique dans X, oc(R). La solution est en fait dans L= (R, L?) et satisfait ||{p(t)| 12 =
ll¢ll 2 pour tout t € R. De plus, le probléme est localement bien posé dans L* : pour
—oco< T <0< TH < +o0, si

0. — ¢ dans L?,
e—0

alors

sup [[¢e(t) — ¢ (t)[| 2 — 0.
tG[Tl ,TQ] e—0

Par contre, on n’a pas de résultat d’existence globale dans le cas focalisant (A < 0),

pour une puissance p > 4/n. Dans (NLS?), prenons o« =2, f =4/net A= —1:

1
ieduf + =2 Auf = —2|uf| Ve,
(4.2.13) 2

€ _ fiﬁ
Uy =€ "2 f(z).

Nous allons voir que pour ce probleme de Cauchy, il peut y avoir explosion a l'ap-
proche de la caustique. Considérons des données initiales particulieres :

Lemme 4.2.2.1 [l existe une solution dans H'(R™), non triviale, de I’équation

—SAFEF=IfIER
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Pour démontrer ce lemme, on peut procéder par minimisation de la fonctionnelle
énergie sous la contrainte ||g||r« = 1 avec ¢ = 2 + 2, dans l'espace des fonctions
H' radiales. Essentiellement, en dimension n > 2, cette symétrie radiale permet
d’avoir des estimations de décroissance, et donc de controler la localisation d’une
suite bornée de fonctions de H' radiales, ce qui donne la compacité d’une suite
minimisante (voir par exemple [Str77al).

On vérifie que pour cette donnée f, la solution de (4.2.13) est

9e2t—x

1 i 2 x
uE(t,CU) = W@ 22(1-1) f (1 _t> .

En particulier, pour tout couple (g, r) admissible,

lu® (t, lzg = (=62 fl1r,

cette relation donnant une description de ’explosion de la solution au niveau de la
caustique : il n’y a pas existence de la solution jusqu'a t = 1, et ce phénomeéne n’est
pas di aux oscillations (prendre € = 1).

Introduisons a nouveau 'espace
(4.2.14) Yi=H'NnFHY={pecH; v L?},

ainsi que le générateur infinitésimal de Galilée

(4.2.15) | J(t) =2 +itV,.|

L’opérateur J commute avec 'opérateur id; + %A, et vérifie en outre
(4.2.16) J(t) = Ug(t)xUo(=t) = Up(t — ") J () Up(t' —1t).
On a également la relation

(4.2.17) J(t) = it M(£) Vo M(—t),

2

pour tout t € R*, ott M (t) = €27,

Lemme 4.2.2.2 (inégalité de Gagliardo-Nirenberg)
Soient I un intervalle de R et r € [2, %] 1l existe une constante C, telle que pour
tout w dont les normes Hy et ||J(s)ull 2 sont bornés pour s € I, et tout s € I,

1-96(r I(r
(4.2.18) lu(s)llzz < Collu(s)]52° | Vau(s)]5S,

—5(r —o(r i(r
(4.2.19) lu(s)lzr < Crls| 72O uls) (|55 1T (s)u )05
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Pour I intervalle de R, notons & nouveau

(4.2.20) Y.L (I):={¢ € C(I,%) ; pour tout compact K de I et tout
- couple (g,r) admissible, ¥, d,, J(t)y € LYK, L])}.
On définit de méme
YHI) :={¢ € C(I,%) ; pour tout couple (q,r) admissible,
¥, 0uth, J(t)h € L(I, Ly, )},

et, pour tout couple (go,79) admissible,

(4.2.21)

YD) :={¢ € C(1,3) ;

(4.2.22) )
¥, 0u1p, J () € L=(1, L7) N L1, L)}

Le résultat principal est alors :

Proposition 4.2.2.2 ([Gin97], proposition 3.5)
Supposons % <p< ﬁ et A >0, ou 0 < p<4/n. Le probléme de Cauchy (4.2.6)

avec donnée initiale p € X est globalement bien posé dans Y;! (R). Les normes L*

loc
et d’énergie des solutions sont conservées :

d
(4.2.23) a\lib(t)\lrﬁ =0,

d

4.2.24 —
(4.2.24) o

4\
(V=00 + 25w ) =o

L’évolution de la norme L? de J(t)y est décrite par la loi pseudo-conforme :

a22) G (00l + 25RO ) = 25 ol

Cette proposition ne donne malheureusement pas d’estimations globales, en particu-
lier sur la norme L? de J(¢)1 : on n’a donc pas, a priori, la décroissance maximale en
temps. Dans certains cas cependant, cette décroissance optimale peut étre obtenue :

Proposition 4.2.2.3 ([Gin95], proposition 11.2)
On suppose A > 0 et po(n) < p < ﬁ, po(n) étant défini par

2-n+vn2412n+4
= ™ .
Soit p € X et € VL (R) la solution de (4.2.6). Alors ¢ € YL(R).

(4.2.26) po(n) :

Comme au paragraphe précédent, nous pouvons déduire de ces résultats, ’exis-
tence de solutions pour le probleme (NLS¢) :

Proposition 4.2.2.4 Supposons f € £, 0 < a < 2% et A\ > 0 si a > 2/n. Alors

n—27
le probléme de Cauchy (4.2.9) posséde une unique solution globale u® € Y;! (R).

loc
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4.3 Intégrales oscillantes

Comme annoncé en introduction, ’écriture de la solution u® & l'aide d’une
intégrale oscillante devient, en dimension n :

1 T
(43.1) w(t1) = = / TR EHE (1 6)ae.

Le symbole a. est essentiellement la transformée de Fourier de u® :

(4.3.2) au(t€) = —_eiTHER (t, §> .
en/2

€

En procédant comme dans le cas monodimensionnel, on a encore convergence de
la donnée initiale du symbole : notons

(433) ao(€) = (2m)" 2 f(=6).
Lemme 4.3.0.3 Supposons f € ¥. Alors a:(0,.) —>0a0(.) dans X.
E—

La propagation du symbole est décrite par la relation :

(4.3.4) i0pae(t, &) = Aea*"/zflei%glu’f]ﬁua <t, §> .
€
Il sera utile de travailler a ’aide des variables éclatées T = % et X = % : introdui-

sons le changement d’échelle, unitaire sur L2,

(4.3.5) W (tx) = Eﬂ%% <t -1 f) .

9 9

On a alors

(43.6)  au(t,€) = FED, (%5) _F (Uo (1 - t) e (t - 1)) (©),

et comme précédemment, la fonction 1. vérifie une équation de Schrodinger sans
échelle dans le cas d’une caustique non linéaire (2a = nf3).

4.3.1 Solution approchée : cas de la propagation linéaire

Dans le cas de I’équation libre, on a
Qg (t7 5) = a6(07 5) :6 ao (é.)a

d’apres le lemme 4.3.0.3. Comme dans le cas de la dimension 1, il est donc naturel,
dans le cas d’une propagation linéaire (o > 1), de comparer la solution exacte u® a
la solution approchée

1 =1 ;2-€
(437) upr(t’x) = M/e t25 &2+ € ao(g)dg
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Nous aurons besoin d’estimer cette solution approchée dans des espaces de Lebesgue :
contrairement au cas monodimensionnel, on n’a plus d’inclusion de H' dans L*°,
ce qui nous interdit a priori d’estimer ug,, dans L° pour f € X. Par contre, nous
pouvons estimer ug,,, dans les espaces de Lebesgue dans lesquels s’injecte H L.

Lemme 4.3.1.1 Soit f € S(R). Pour tout r € [2, 2%, il existe une constante C,
telle que

(4.3.8) AR

1 izt ;2-€
en/2 /e = f(&)

<
o N W

Démonstration : nous avons déja vu dans le cas monodimensionnel que I’écriture
ci-dessus peut étre remplacée par

(4.3.9) 6:/2 /eit251£2+izs'§f(f)d‘f e Uo < - 1> Flf <§> .

Par interpolation entre I’action du groupe unitaire Uy L? — L? et L' — L*>, on a
de facon classique

(4.3.10) 1@l < —iy 19l -

ﬂP

On a ainsi

(4.3.11)

1 o142, xE C
i & _
s / e f(&)d‘&HU <o V¥

Par ailleurs,

<p<2

2n
4.3.12 FHY C LP
( ) (HY) , pour ———

En effet, d’apres 'inégalité de Holder,

[1sv= [@r@rise
< (Jurm)" ([

Avec pg =2, la premiére intégrale converge si pqg’ > n, c’est-a- dire si = <p< 2
La condition =5 < ¢’ < 2 équivaut a la condition 2 < r < = donc ceci acheve
la preuve du lemme O

Corollaire 4.3.1.1 Soit f € H'(R"). Pour tout couple (q,7) admissible et tout
t<1, ona

1

=1 ;2-€ Cr
oz / e f(g)de

< 7 1w
Laogrny 11 —t1/4

(4.3.13)
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A la focalisation, on retrouve 'estimation du cas de 'introduction :

Lemme 4.3.1.2 Soit f € S(R). Pour tout r € [2, 2%, il existe une constante C,
telle que

1

_4i=1 ;2-€ Cr
i [T g <

= 28(r) HfH]:(Hl)

(4.3.14)

Ly

4.3.2 Solution approchée : cas de la propagation non linéaire

Nous supposons dans ce paragraphe a = 1. Reprenons le calcul formel fait dans
le cas monodimensionnel, qui nous avait conduit a introduire une phase g, nous
ramenant essentiellement a conduire les calculs de la méme fagon que dans le cas
d’une propagation linéaire. Pour

1 s m
en/2 /ezt251§2+lfa(t’£)d£’

ut(t,x) =
la formule de la phase stationnaire donne, en dehors de t = 1,

1 Z'—IQ x
u(tyx) ~ —————e 20-Dqg(t,— |,
=0 (2im(1 — t))"/? t—1

et

— n/2
e (6,8) ~ T =B g,
e ) =0 2n(1 — ¢)|"P/2 ’

On s’attend donc, a la limite, & trouver pour le symbole a I’équation de transport

. A
(4.3.15) i0a(t, &) = WMBQ@,&

avec pour donnée de Cauchy
ajt=0(§) = ao ().

Ceci implique la constance du module de a (égal a celui de ag), et nous suggere
d’introduire une phase g solution de

Dug(t,€) = ——2—|F(-€)P°,
(4.3.16) 11—tz

9it=0 = 0.

Dans le cas d’une caustique linéaire ("76 < 1), I'équation (4.3.16) s’inteégre pour tout
temps en

(4.3.17) g(t, &) = |f(=&))

—— (sgn(l -t - 1) .
p— n_
2
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Il est alors naturel de préférer a 'écriture (4.3.1), la formulation

1
(4.3.18) uf (t, ) = 6m/e i) (¢, €)d .

Nous nous sommes en quelque sorte ramené au cas précédent (o > 1) dans la
mesure ou pour montrer que l'optique géométrique non linéaire est valide, il nous
suffit maintenant de montrer que le symbole modifié a. (¢, §) converge vers le symbole
indépendant du temps ag(§).

Ceci revient exactement a montrer que u:, constitue une bonne approximation

app
de la solution exacte u®, ou ug,, est défini par

1 g wE
(4.3.19) app(t x) = P /e—z%@-m?&-i—zg(t,é)ao(g)d‘g_

Comme dans le cas monodimensionnel, 'équation vérifiée par ug,, peut paraitre un
peu lointaine de celle vérifiée par u®

1 n x
i€Dytugy, + §€2Au2pp =<' /&gg (t,&)e 71752“ EaC Sag(&)dg

n —itl 1,02 Zz{ i f 8
o 2/6 16242 pig(t.6) |’1£Tn)6‘/2 o(€)de.

La formule de la phase stationnaire nous indique que le terme e|uapp|6 U (t, ) est
équivalent, lorsque ¢ tend vers zéro, au membre de droite de I’équation précédente.
Comme dans le cas monodimensionnel, appelons A¢ la différence des deux expres-

sions :
Aa(t?x) = |uapp|ﬁ app(t?x)

(4.3.20) B et it igee L6
€ /2/ = S ||1£t|n)ﬂl/2 ap(§)d¢.

On souhaite alors énoncer un résultat analogue au lemme 3.3.6.1 du cas monodi-
mensionnel. Nous allons recourir a des hypotheses beaucoup plus forte que dans le
premier cas : dans les calculs tels que nous allons les mener, ceci semble indispen-
sable, en raison de ’absence d’estimations dans L°°. Notons & nouveau

(4.3.21) F(t,€) := 968 £ (g).
(H1) La transformée de Fourier inverse de F' en sa seconde variable est localement

5+2
bornée a valeurs dans ’espace de Lebesgue LA8+1 :
4.3.22 F L F(t L (Lo
(.. ) £y (ay)e loc .

Remarque : puisque —2 < gﬁ < 2, cette hypothese est vérifiée si F' € LS (HY).

loc
Pour f € 3, il est facile de vérifier que cela revient a faire en outre ’hypothése
|fIPV f € L?. Ainsi, toute fonction f dans la classe de Schwartz vérifie ’hypothese

(H1).
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Lemme 4.3.2.1 Supposons 0 < § < %, f € X et Uhypothése (H1) vérifiée. Alors

(4.3.23) 1A L 0,1-222) 73 0
et
(4.3.24) 1A L1 (14e 2:22) —o 0.

Démonstration : par la symétrie par rapport a ¢ = 1, les relations (4.3.23) et
(4.3.24) sont semblables. Nous montrons la premiere, la vérification de la seconde
étant parfaitement analogue.

Comme dans la preuve du lemme 3.3.6.1, introduisons, pour ¢t < 1, la fonction

intermédiaire
2
€ o iy +i9(t7%) £
(4.3.25) ui(t,x) == i t|”/26 (-1 1) f <1 — t) ’
qui apparait par application de la formule de la phase stationnaire a ug,,. Comme
dans le cas monodimensionnel, nous ne faisons le calcul que sur la partie ]ugpplﬁ Ugpp—

|u§ & uf, car le calcul sur I'autre partie est tres semblable et plus facile. Notons encore

A% (t,x) = Jugyy|Pugy, (t @) — [u| "ui (t, @)

et

Af(t, m) = ug,,(t,z) — ui(t, z).

Nous utiliserons I’analogue du lemme 3.3.6.2 du cas monodimensionnel :

Lemme 4.3.2.2 Soit r € [2, %[ Soit o(t,§) une fonction telle que sa transformée
de Fourier en sa seconde wvariable soit localement bornée en temps a valeurs dans
L. Si

1 - z
frﬁﬂﬂ:gw2/€#f€H§J@§W§

i7x2 7 n/2 X
HE(t — e 2200—%) | t—
oltz) = e <2W(1—t)> U( ’t—1>’

il existe une fonction h, € C(R), avec h,(0) =0, telle que

alors en notant

1 €
4.3.2 He(t,.) — H(t,)||;» = h .
(4.3.26) 1) = H )l = m—erte (75
Remarque : comme nous 'avons déja remarqué 'hypothese sur o est vérifiée des
que o est localement bornée & valeurs dans H'.

Démonstration du lemme 4.3.2.2 : comme dans le lemme 3.3.6.2, la formule de
Parseval implique

2

o . n/2 . C
(4.3‘27) He(t,x) — 6*1‘25(14) <ﬁ> /612(1t)y2611_ft‘7~'10(t,y)dy.
(1 —
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Notons
isey? -1
hy(z) == H(e 2% — 1) F a(t,y)H L.
Ly
On a alors immédiatement la relation (4.3.26). Par hypothese, F~'o € L"'. Le lemme
4.3.2.2 découle alors du théoreme de convergence dominée. O

Revenons maintenant a la preuve du lemme 4.3.2.1. La technique pour achever
la démonstration est classique en ce qui concerne les équations de Schrédinger non
linéaires : elle repose sur l'utilisation de I'inégalité de Holder en espace et en temps,
avec des espaces de Lebesgue suggérés par les inégalités de Strichartz (que nous
rappellerons plus loin). Soit donc (g, ) un couple admissible (nous prendrons en fait
(q,7) = (00,2)). D’apres I'inégalité de Holder, en espace puis en temps,

A g g
HAE L4 (0,:L1)) <cC (HUZPPHL’“(O,t;LS) + HuiHL’“(O,t;LS)> HAi“qu (0,t;L71)?
avec
1 1 g
s
(4.3.28) 11 g
AP

Choisissons maintenant (g,7) = (00, 2) et 11 = +2 : ce choix est permis puisqu’alors
on a, d’aprés (4.3.28), s = 2(f + 2), qui est strictement inférieur a 'indice critique

20 (car B < 2/n < 2/(n — 2)). Choisissons maintenant

n—2
B+2
=0+2 k==——.
@ =0 71
On a alors
Lo sts), 1> as)
— s), — s),
Q1 k
donc d’apres le lemme 4.3.1.1,
B
(4.3.29) | weppll oz <6

et uj vérifie de facon évidente la méme estimation. D’apres le lemme 4.3.2.2, on a
également

t 1 €
1>
033 18l =€ [ Gt (755)
En particulier, avec t =1 — ¢, on a
. S| €
(4.3.31) 1AT] Lar (0,1 —eszpny < € j () <;) ds.

Puisque ¢16(r1) < 1, on peut procéder comme dans le cas monodimensionnel : en

coupant l'intégrale en fe\/g + f\l/g, on montre que cette quantité tend vers zéro avec
E. U
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4.4 Propagation et caustique linéaires

Nous supposons dans ce paragraphe o > max(1,n3/2). Dans le cas monodimen-
sionnel, nous avons souvent utilisé, pour estimer les termes non linéaires, ’'inclusion
H'(R) ¢ L*®°(R). Evidemment, cette approche demande & étre modifiée dans le cas
n > 2. Pour estimer les termes non linéaires, nous aurons recours a l'inégalité de
Holder (comme dans le paragraphe précédent) et aux inégalités de Strichartz (voir
par exemple [Str77b], [GV85], [Kat87], [Yaj87], [Caz93], [Gin95], [Gin97]) :
Proposition 4.4.0.1 (inégalités de Strichartz)

1. Pour tout couple admissible (q,r), il existe C, tel que
(4.4.1) 1ol o gy < Corllullze.

2. Pour tous couples admissibles (q1,71) et (q2,72), et tout intervalle I de R, il
existe Cy, ,, tel que

/ Up(t — s)F(s)ds
In{s<t}

Les constantes C.., r, sont indépendantes de I.

(4.4.2) <,

L91(I;Lm1)

1,72 HFHLqé (R;Lré) .

Pour travailler dans notre cadre d’étude, nous aurons besoin d’adapter ces inégalités
aux échelles considérées. Pour une équation de la forme

1
iedyu® + §€2Au€ =f,

uTt:O = Uo,
la formulation intégrale s’écrit
t
4. u (t,z) = t)ug — 1 t—s s)ds,

4.4.3 < U* et | U* F(s)d

0
avec
(4.4.4) US(t) = e'22,

Par changement de variable, on obtient donc les inégalités de Strichartz :
1. Pour tout couple admissible (g, r), il existe C, tel que

1
(4.4.5) e U @)ull par;pry < Crllull2-

2. Pour tous couples admissibles (g1,71) et (g2, 72), et tout intervalle I de R, il existe
Cy, ro tel que

1,1

(4.4.6)  enm <Crim |IF]

L91(I;L71)

L%(R;L"2)

/ Us(t — s)F(s)ds
In{s<t}

Les constantes ne dépendent ni de €, ni de 1.
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4.4.1 Propagation avant la caustique

Le résultat principal de ce paragraphe est essentiellement le méme que dans le cas
monodimensionnel : nous montrons qu’avant une couche limite de taille €, optique
géométrique linéaire reste valide dans Y. La méthode est tres semblable elle aussi,
et repose sur l'utilisation de l'opérateur de Galilée J. Notons dés maintenant

(4.4.7) JE(t) = g it — 1)V,

Cet opérateur tient toujours lieu de dérivation en £ pour les symboles lagrangiens :
si

1 _4i=1 ;2-€
v (t,x) = en/2 /6 = be(t,€)d¢,

alors

JE() v (t,x) =

/) _jt=lg2 @
/2 /e = STV (8, §)dE.
On a de méme :

Lemme 4.4.1.1 L’opérateur J¢ vérifie :
— la relation de commutation

(4.4.8) [JE(t), ic0; + %gﬂ] —0;

g2
~ si on note M(t) = €'2(=0 | alors J¢(t) s’écrit

(4.4.9) JE(t) =it = )M (t)V M (2 —t) ;
— linégalité de Gagliardo-Nirenberg modifiée : pour tout r € [2, %[, il existe C,
tel que
Cr S(r 1-46(r
(4.4.10) lwo@llzr < 1= @w) 3wl

— pour toute fonction f € CY(C,C) vérifiant la condition d’invariance de jauge
3G € CY(R4,R), F(z) = 2G'(|2]?),
on a
(4.4.11) JE () F (1) = 0. F(w)J* (B — 0 F(w) ¥ (Do,
Comme dans le cas monodimensionnel, on a :

Proposition 4.4.1.1 On suppose f € X, a > nf3/2 et %4_2 < B < =45 (donc
a>1). Sia>nf/2, alors pour toute constante Cy, loptique géométrique linéaire
est valable avant la couche limite de taille Cye : si on note t. = 1 — Cye,

(4.4.12) sup |lac(t,.) — ao(.)||lz — 0.
te0,e] =0



4.4. PROPAGATION ET CAUSTIQUE LINEAIRES 135

Si o = nf/2, alors Uoptique géométrique est valable en dehors d’une couche limite
plus large :

(4.4.13) sit <1 est tel que 1 < " —>00, alors sup |las(s,.) —ao(.)||x, — 0.
£e— .

s€[0,t] e—0

Remarque : dans I'énoncé ci-dessus, il apparait une restriction un peu inattendue
4 . C . s

(8> n—+2) Nous verrons plus loin que cette restriction n’est apparemment que tech-

nique, et que nous pouvons nous en passer, quitte & avoir une description dans L?

seulement, et plus dans X.

Démonstration : la démarche est celle que nous avons déja employée. Elle consiste
a montrer que le reste vérifie (avec de la marge) les mémes estimations que la solution
approchée dans les régions apparaissant dans I’énoncé. Notons a nouveau w* le reste

(4.4.14) we(t,z) = u(t,7) — ugy,(t, v),

ou ug,, est la solution approchée définie par (4.3.7). Le reste vérifie

1
iedpwf 4+ =2 Aw® = \e|uf| uf,
(4.4.15) 2
wh_o = o(1) dans X.

D’apres le lemme 4.3.1.1, pour tout s € [2 %[, il existe Cs > 0 tel que la solution

‘n
approchée vérifie

< _ G
L = (1= 1))

(4.4.16) | ugpp(D)]

Pour ¢ et ty suffisamment petits, le reste w® vérifie ces estimations pour ¢ € [0, tg].
Montrons que pour ¢ suffisamment petit, w® vérifie ces estimations sur les intervalles
de temps apparaissant dans la proposition. En fait, nous n’aurons besoin de cette
estimation que pour une seule valeur de s, qui sera déterminée plus loin. Tant que

C
e s

procédons comme dans le cas monodimensionnel. D’apres la formulation intégrale
de I’équation vérifiée par le reste, on a, pour (ga,72) couple admissible et tg < 1 :

< Joomig

HMEHLQQ (0,t0;L72 L92(0,t0;L72)

(4.4.18)

t
+ Ce*! /Ue(t—s)\ue\ﬁue(s)ds
0

L92(0,to;L72)
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D’apres les inégalités de Strichartz (4.4.5) et (4.4.6), on en déduit : pour tout couple
admissible (g,7), il existe des constantes telles que

_ 1
<Cg

wft:OHLQ + Ce? H\ua\ﬁue

Hwa Hqu (0,t0;L72) L4 (0,t0; L")

_1
(4.4.19) <Ce =

€ 0 e B,
w|t:OHL2 +C€ H|uapp| uapp‘

qu (OvtO;LTI)

4 Ce? H\we\ﬁwe

L9 (0,t0;L7")

otonanoté p=a—1— % — q%. Nous allons montrer que le terme en w® du second

membre peut étre absorbé par le premier membre (pour £ petit et ¢ty comme dans
I’énoncé de la proposition), de sorte que w® vérifie les mémes estimations que si
on remplace u® par ug,, dans I'équation vérifiée par le reste. D’apres I'inégalité de
Holder, on a (exactement comme au paragraphe précédent) :

B B
14200 (il iy g iy < Wl kit [0l s 10
avec
1 1
Pty
1
(4.4.21) L0 g
¢ @ k

Le terme en w® vérifie évidemment la méme inégalité. Nous souhaitons dans un
premier temps choisir des indices tels que la condition (4.4.21) soit vérifiée avec :

— les couples (q,r) et (¢q1,71) sont admissibles

- 0< 1 <d(s) <1
Prenons r =y et 6(s) < 1. Ceci est possible, car avec §(s) = 1 et » = rq, la premiere
partie de (4.4.21) devient 5

n
s =5(3-1):

et cette expression est bien strictement inférieure a 1 pour 8 < ﬁ. Toujours avec
0(s) =1 et r =, la seconde partie de (4.4.21) donne

2 1 n n 2
ko 2 B
qui est bien dans I'intervalle ]0, 2] pour niw <pB< ﬁ. Par continuité, les conditions

recherchées sont encore vérifiées pour §(s) proche de 1 et §(s) < 1. Fixons alors un
indice s ainsi construit : ces conditions étant purement algébriques, nous pouvons
choisir ce s pour la condition (4.4.17). Prenons alors r = 71 = r5. Dans ce cas, le
terme non linéaire en w se majore par :
SO
L7 (0,to; L") (1— to)ﬁ(é(S)—;)

anf)2 c B(8(s)—4) .
= (?m) lw HLq(Ovto;U) :

ef H|w’3|ﬁw5

W[l Lax (0,to; L)
(4.4.22)
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Le facteur du terme ||w®||r¢(0,4y;2r) tend vers zéro avec e dans la région considérée,
donc ce terme peut étre absorbé par le premier membre : pour € suffisamment proche
de zéro, le reste vérifie

1
<Cea

[ [P wio ,

(4.4.23)

1—1o Huipp||LQ((],tO;Lr) :

>ﬁ(5(8)i)

En injectant cette inégalité dans la relation (4.4.19) avec maintenant ro = 2 (donc
g2 = o0), on a

a—1-1 B
HweHLOO(QtO;L?) SCwamOHLQ +0e" HuzppHLk(Ls) ’uzppHLq(Lr)
11
£ a 1. ‘
(4.4.24) ETEPRECE=Y <€ =0l e

T BOE-1)
te <1—t0> HUGPPHLQ(LT) .

Par ailleurs, nous avons déja utilisé la relation

a—l—gza—ng—i—B(é(s)—%).

£

Finalement, puisque Ugpp

est solution de I’équation de Schrodinger libre, on a

T

2
lte) =U%(0) (7 £@).
et d’apres l'inégalité de Strichartz (4.4.5),

(4.4.25) e |l ey < OIS e,

Ainsi, on a montré que dans la région considérée (avant la caustique), et tant que la
relation (4.4.17) est vraie,

(4.4.26) lwe (#) 22 = o(1).

En appliquant l'opérateur J¢ a I’équation vérifiée par le reste w®, on peut répéter
les calculs ci-dessus pour montrer qu’on a dans les mémes conditions

(4.4.27) 172 (£)ws (8)]| 2 = o(1).

D’apres I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg (4.4.10), on a alors

(4.4.28) e () < G_CWOQ),
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et la relation (4.4.17) est toujours vraie dans la région apparaissant dans 1’énoncé
de la proposition 4.4.1.1.

Pour finalement montrer que eV ,w® reste petit, on procede encore & la maniere
du cas monodimensionnel : prenons le gradient de la relation (4.4.15). La relation
(4.4.18) devient alors

(4.4.29)

|Vt | s g1y < [| U7 DTy

O.to; L2 L92(0,t0;L72)

t
+ Ce*t / US(t — s)|uf|PeVus(s)ds
0

L92(0,t0;L72)
On montre alors comme dans I'estimation de w® dans L? qu’avant la caustique,
|eVaw|,» = o1).

Comme dans le cas monodimensionnel, ceci acheve la preuve de la proposi-
tion 4.4.1.1. U

Dans le cas 8 < niwv on peut encore montrer que la propagation reste linéaire,
mais dans un sens beaucoup plus faible. L’idée consiste a utiliser des estimations dans
L®° sur la solution approchée, ce qui exige plus de régularité que la seule hypothese
f € X, des que 'on se place en dimension strictement supérieure a 1. En reprenant

les calculs faits pour le cas monodimensionnel, il vient immédiatement

C

(4.4.30) Hufzpp(t)HLoo < e !

2
Nous supposerons donc dans la suite du paragraphe 4.4.1
(4.4.31) fexnF(LhY.

Remarque : cette hypothese est vérifiée si f € H*(R™) pour un s > n/2.

Il s’agit ensuite, grace a ces estimations dans L°, de tirer avantage de I'invariance
de jauge de la non-linéarité pour prouver la validité de 'optique géométrique linéaire
grace au lemme de Gronwall. Afin d’englober le cas 8 < ni”, nous supposerons dans
la suite § < 1. Réécrivons I’équation vérifiée par le reste :

1
(4.4.32) ie0yw® + §€2Aw€ = \e®|uf| .
Factorisons la non-linéarité comme suit :

BoE — B B B B
w1 = ) (0" = wgy) + (1017 = Jui ) i, + P

= ’u€’6w€ + (’u€’6 - ’ufzpp’B) uipp + ’ufzpp‘ﬁuipp'
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En multipliant I'équation (4.4.32) par w®, puis en prenant la partie imaginaire du
résultat intégré en espace, le terme ]uelﬁws disparait, et il reste :

ol (1)l 2 <C|| (1P iy l?) )

+ O g i 1)

L2

L2’

Pour nous débarasser du terme u®, fixons (¢,x) € R x R" et distinguons deux cas :
17 cas : Juf|(t,z) < |uapp|(t,x).
Dans ce cas, on a évidemment

(101 = [zl < 2 7.

2¢ cas : [uf|(t, ) > |ugy,|(t, ).

Dans ce cas, par concavité de la fonction z — (on a supposé g < 1),

10717 = [z 7| < 7] = o Pt

app app ‘ ‘ ‘ uapp

Il existe donc une constante C' indépendante de (¢, z) telle que

017 = fugp )| < Clugpl™ max (Jusgl, ) < Cluy '™ (il + 071),

et on n’a plus besoin de connaitre une estimation sur le terme u® dans 'inégalité

d’énergie :
Byllw ()2 < Ce* Huapp H oo lw* ()] 2 + C* ' Huapp )Hioo Hufzpp(t)HB
e~ 1 . e~ 1

Le lemme de Gronwall permet alors de conclure :

Proposition 4.4.1.2 On suppose f € YN F(LY), 3 <1, 3 < ﬁ, a > 1 et
a > nfB3/2. Alors Uoptique géométrique linéaire est valide dans L? avant la caustique :
- st a > nf/2, pour t < 1 — Cpe, pour tout Cy > 0;
~ si o =nB3/2, pour =t — to0.

4.4.2 Traversée de la caustique

Montrons que dans le cas a > n/3/2, les effets non linéaires cumulés de la caus-
tique sont négligeables au premier ordre. Comme dans le cas monodimensionnel,
nous allons voir que le symbole a. tend a ne plus varier dans une couche limite de
taille € autour de t = 1. L’équation de transport pour a. s’écrit :

iBpac(t,€) = A\e@ IO F <U0< >|we|%e< 1)) (€.
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/ " Uy <ﬁ) e epe (Q ) dt
” £ 5

to—1

/1__1 Uo(s) - |Pe(s, ) ds

Soient alors 1 —e <t; <ty <1+¢:
to

Brac(t,.)dt

t1

_ |)\|€aflfnﬁ/2

L2 L2

_ ’)\lgoz—nﬁ/Z

t

L2
to—1

= |\|e@P/2 Uo(t — )0 P (s, .)ds

t1—1
1>

L2
pour tout ¢ € R. Fixons maintenant ¢t; = 1 — ¢ et notons I. = (1 —¢,1+4¢). D’apres
les inégalités de Strichartz,

< Cgafnﬁ/Q
L2 B

3ta5 (t)dt
Ie

t
/_ olt = 8)[1he|P1pe (s, ) ds

< Cre™ 2 | g Py

L9 (—1,1;L"")
< Crﬁa_nﬁ/Q ||71Z)€H§k(_171;Ls) ||71Z)€HL‘11 (-1,1;L™)>

ou (g,r) est un couple admissible et

1 1 8
;7 —_ R
(4.4.33) oo
L_1 + b + 0
¢ @ k7
avec 0 < 0 < 1. Prenons alors r r1 = s = [+ 2 (qui est bien un nombre

strictement inférieur & % pour < =5), ¢ = q1 = 5([312 et k = oo. D’apres
I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg et ’étude du probléeme de Cauchy pour v, il existe
C = C(|lfllz) > 0 tel que

~—

[9ell oo (—1,1508+2) < C,
et
el ar (<1,152m1) < C.

Proposition 4.4.2.1 Supposons o > nf3/2, < %. Alors la traversée de la caus-
tique est linéaire, dans L? :

1+e
(4434) / H(?tag(t)dtHLz 5—)0 0.
1 —

—€

D’apres la proposition 4.4.1.2, on en déduit :

Corollaire 4.4.2.1 Supposons o > max(1,n3/2), f < niﬂ et f € SNF(LY). Alors
Uoptique géométrique linéaire est valide dans L? jusqu’a la sortie de la couche limite

de taille € autour de la caustique :

(4.4.35) sup |lac(t) — aol| 2 — 0.
0<t<lte £—=0



4.4. PROPAGATION ET CAUSTIQUE LINEAIRES 141

On a de méme, d’apres ’étude avant la caustique :

Lemme 4.4.2.1 Supposons a > max(1,nf3/2), nim < pB < ﬁ et f € X. Alors
pour

(q1,71) = (00,2) ou (ﬁ,ﬁ*-?) :

e, Ve et J(t)be sont bornés dans LI (—1,1; L™ ).

Démonstration : d’apres la proposition 4.4.1.1, avec par exemple Cy = 1, la fa-
mille (¢-(—1))g.<; est bornée dans ¥. D’apres la conservation de I'énergie et la loi
pseudo-conforme, on en déduit comme dans le cas monodimensionnel que ¥, V1.
et J(t)1. sont bornés dans L>°(—1,1; L?).

L’écriture intégrale du probléeme de Cauchy pour 1. devient :

t
Ve (t) = Up(t + 1) (—1) — ire®"8/2 / 1 Up(t — 8)|1e|¥e(s)ds.

On a donc, en répétant les calculs faits ci-dessus, pour (q1,71) = <5(ﬁ—2+2), 8+ 2),

el o 1) < € lel=Dll g + C 2 [ellB s [l 150y -

En dérivant I’équation intégrale vérifiée par 1. et en appliquant l'opérateur J(t), on
a exactement les mémes estimations en remplacant successivement |||, (_11.1m)
par || Vatel o (—1,1;0m1) €6 1T OWell o (—1,1,0m)-

D’apres I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg et la premiere partie du lemme, le
terme ||1/)€H§oo(71 1.1+2) S€ majore indépendamment de e, et puisque a > n(3/2,
pour ¢ suffisamment petit, le dernier terme du second membre est absorbé par le
premier membre. 0

On en déduit alors comme pour la proposition 4.4.2.1 :

Proposition 4.4.2.2 Supposons o > max(1,n3/2), nim < B < ﬁ et f € 2.
Alors Uoptique géométrique linéaire est valide dans ¥ jusqu’a la sortie de la couche

limite de taille € autour de la caustique :

(4.4.36) sup  [|a=(t) — aolly;, — 0.
0<t<l+te e—0

4.4.3 Propagation au-dela de la caustique

Apres la traversée de la caustique, on peut reprendre les calculs faits avant la
couche limite :

Proposition 4.4.3.1 Supposons « > max(1,n3/2), nim < B < ﬁ et f € 2.

Alors Uoptique géométrique linéaire est valide dans X, localement uniformément en
temps :

(4.4.37) a:(t) — ap dans L35 (X).

E—
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Proposition 4.4.3.2 Supposons a > max(1,n3/2), § < %4_2, g < ﬁ et f €
Y N F(LY). Alors optique géométrique linéaire est valide dans L2, localement uni-

formément en temps :

(4.4.38) a:(t) — ag dans L5S.(L?).

e—0

4.5 Propagation linéaire et caustique non linéaire

Dans cette section, on suppose « =n3/2 > 1et < ﬁ.

4.5.1 Propagation avant la caustique

D’apres la section précédente, I'optique géométrique linéaire est valide avant la
couche limite d’épaisseur ¢

- dansE,siﬂ>ni+2;

— dans L2, si 3 < ni” et f€XNF(LY).
Comme dans le cas monodimensionnel, la premiere convergence se retrouve par
Iexistence d’opérateurs d’ondes pour I’équation de Schrédinger non linéaire.

Pour définir les opérateurs d’ondes, on souhaite comparer les évolutions de v et
de g, avec Yy (t) = Up(t)1p+. L’équation intégrale a résoudre pour définir 'opérateur
d’onde W, s’écrit donc, pour ¢y grand :

(45.1) 500 = Voo +1 [ iale = 9)F (0(5)) s

On suppose F(z) = \|z|Pz, avec A > 0si p > 4/n. On a alors la proposition suivante :

Proposition 4.5.1.1 ([CW92], proposition 4.6, [Gin95], proposition 10.6)
Soit n > 2. On suppose ni“ <p< ﬁ. Alors pour tout ¢y € X, il existe T < oo
tel que

1. pour tout to € I, ou I = [T, 00|, I’équation (4.5.1) a une unique solution dans
Y;}(I). La solution est en fait dans Y(I).

2. La solution v est fortement continue de (4 ,to) € ¥ x I dans Y'(I).
En adaptant de facon évidente, les mémes résultats sont vrais pour un état asymp-

totique en —oo, Pp_ € X.

On vérifie alors que 'opérateur ainsi construit est effectivement un opérateur d’onde
sur ¥ : la fonction que 1’on souhaite comparer a ¢ étant Uy(—t)1(t), notons

p(t) = Up(—t)3(t).

Proposition 4.5.1.2 ([Gin95], proposition 10.7)

On suppose %JFQ <p< ﬁ. Soit I un intervalle, tg € I, Y4 € X, et ¢ € Yp1+1(I)
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solution de (4.5.1). Alors ¥ € C(I,X). En particulier, si I = [T,o00[, la limite
sutvante ewiste :

lim (1) = ¥y

t—-+o00

comme limite forte dans . Si tg = oo, alors 1;+ = 4. On a le méme résultat en
remplagant ¥4 par ¥_ € 3, et +00 par —oo.

Notons alors a nouveau

Vo = Flag.
Nous supposerons désormais 3 > ni”. A 1_, les propositions 4.5.1.1 et 4.5.1.2
associent 1) définie sur | — oo, =T, solution de

00 + 500 = Ny,

unique, telle que

19— = Uo(=t)y (8|, — 0.

e—0

Comme dans le cas monodimensionnel, la continuité des opérateurs d’ondes implique

(452) sup. [|Uo(—1)(tr — ) (D), — 0,
t<-T e—

ce qui permet de retrouver le résultat de propagation linéaire rappelé ci-dessus.

4.5.2 Traversée de la caustique et propagation au-dela

Comme dans le cas monodimensionnel, on s’attend a ce que la traversée de la
couche limite mise en évidence autour de la caustique soit décrite par des opérateurs
de diffusion. Contrairement au cas monodimensionnel par contre, les éléments de
théorie pour I'équation de Schriodinger non linéaire sont insuffisants pour traiter
tous les indices souhaités, y compris dans L? : nous devrons supposer 3 > po(n), et
éventuellement 3 > ni—FZ (pour des données petites, ou pour une description moins
précise). En particulier, dés que n > 3, on ne sait pas décrire la traversée comme

dans le cas monodimensionnel jusqu’a > 2/n.

Proposition 4.5.2.1 ([HT87], [CW92])
On suppose A > 0, po(n) < p < ﬁ et seulement po(n) < p < ﬁ sin > 3.
e Pour tout ¢4 € ¥ (resp. y— € ¥), il existe un unique ¢ € ¥ tel que

I+ = o=ty @)z, =2 0 (resp- - = Vo(=t)¥p(®)ll=, = 0)

ot (t) est la solution de (4.2.6).
e Pour tout ¢ € %, il existe un unique couple (V1 ,_) € X2 tel que la solution de
(3.2.6) vérifie

4 = Un(=0)(t) s, —2. 0.

e Les opérateurs d’onde Wy : L +— @ sont des homéomorphismes de ¥ sur lui-
meéme.
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Corollaire 4.5.2.1 Sous les hypothéses de la proposition 4.5.2.1, opérateur de dif-
fusion S = WJ:1W_ s — Py est un homéomorphisme de X sur lui-méme.

Dans [CW92], [Gin95], on montre que pour =5 < p < m, Popérateur de diffusion
existe sur un voisinage de ’origine dans X.. A1n51 pour un état asymptotique en —oo

de faible énergie, on obtient un résultat plus fort que dans la proposition précédente :

Proposition 4 5.2.2 ([CWQQ/ corollaire 4.3)
On suppose —= < p < ——. Alors l'opérateur de diffusion est défini d’un voisinage
de 0 dans X sur un vozsmage de 0 dans .

Remarque : dans [CW92], on montre que si A < 0 et p < +2, on peut construire
des données initiales ¢ ne possédant pas d’état asymptotique ¥4 dans ¥ (ni méme

dans L?).
Comme dans le cas monodimensionnel, supposons A > 0. On a alors
(4.5.3) sup || Uo(=t) (¢ — =) ()]l — 0,
teR e—0

— si po(n )<ﬁ<ioup0( )<ﬁ<ﬁsin23;
- s1n—+2<ﬁ< 5 et || fl|s petit.
Dans ce cas, on peut decrlre la traversée de la caustique, et la propagation au-dela

est & nouveau linéaire :

oy _ 4
Proposition 4.5.2.3 Supposons A\ > 0, f € ¥, a = nf3/2 et po(n) < 8 < —=5
(po(n) < B < ﬁ st m > 3). Alors la propagation est linéaire en dehors de la

caustique, et la traversée est décrite par l'opérateur de diffusion non linéaire :
- sit<1, alors

(4.5.4) llas(t,.) — ao()|ls ETOO ;
- sit>1, alors
(4.5.5) |ac(t,.) = FoSoF tag()|y, —0.
e—0

De plus, pour tout § > 0, les convergences ci-dessus sont uniformes pourt <1 —4§
(premier cas) et pour t > 1+ 9 (deuxieme cas).

Proposition 4 5.2.4 Supposons f € ¥ de norme suffisamment petite, « = n3/2 et
n+2 < B < =5. Alors la propagation est linéaire en dehors de la caustique, et la
traversée est decmte par Uopérateur de diffusion non linéaire :

- sit<1, alors

(4.5.6) lac(t,.) = ao()lls — 0 ;
- sit>1, alors
(4.5.7) |ac(t,.) = FoSoF tag()|y, —0.
e—0

De plus, pour tout § > 0, les convergences ci-dessus sont uniformes pourt <1 —§
(premier cas) et pourt > 1+ 6 (deuzieme cas).
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4.5.3 Description dans L*(R")

Comme dans le cas monodimensionnel, le manque d’information quant a la
complétude asymptotique nous prive de résultats attendus : on ne sait pas, a priori,
s’il existe un opérateur de diffusion pour des non-linéarités du type |z|Pz pour
2/n < p < po(n). Par contre, si les opérateurs d’ondes existent sur 3, on peut
encore définir un opérateur de diffusion dans un sens plus faible :

Proposition 4.5.3.1 ([Gin95], proposition 11.4)
On suppose % <p< ﬁ et A\ > 0. Soit ¢ € X et h € VL (R) la solution du probléme
de Cauchy (4.2.6). Alors il existe 4+ € H' satisfaisant

(4.5.8) Uo(—=t)ap(t) — o+ fortement dans L* et faiblement dans H'.

t—=o0

Grace A cette proposition et au caractére bien posé localement dans L? du probleme (4.2.6),
on déduit comme dans le cas monodimensionnel :

Corollaire 4.5.3.1 On suppose 2/n < p < 4/n. Soient ¢ (resp. pe) dans ¥ et ¢
(resp. V) € ;L (R) la solution associée. Si les données initiales convergent dans 3,

||S0 - @8”2 —)0,
e—0

alors la suite 1. converge vers 1 dans L?, uniformément en temps :
sup [|1(t) — ¥e(t)| 2 — 0.
teR e—0

On a alors comme dans le cas monodimensionnel, une version plus faible de la
relation (4.5.3) : si les opérateurs d’ondes existent (proposition 4.5.1.2), on a, pour
un certain 7" > 0,

(45.9) sup. [|Uo(~1)(tr — ) (D), —0,
t<-T e—

donc d’apres la proposition 4.2.2.2,

(4.5.10) sup [[Uo(=t)( = ¢=) (1) |5, — 0-
teR_ e

D’apres le corollaire 4.5.3.1, on a encore

(4.5.11) sup [[Uo (=) (¢ = 4e) ()l 12 —— 0-
teR e

A 1_ € 3, la proposition 4.5.1.1 associe ¢ € X et 1 solution globale de 1’équation
de Schrodinger non linéaire. Comme dans le cas monodimensionnel, si on note Sy _
la fonction ¢4 associée a 1) par la proposition 4.5.3.1, on a

(4.5.12) Uo (-é) Ve <1> — Stp_ dans L*(R™).

g ) e—=0

On a donc montré le résultat suivant :
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Proposition 4.5.3.2 On suppose A > 0 et 4/n > 2a = 3 > ni”. Alors pour
les symboles, loptique géométrique linéaire est valable dans L? avant et aprés la
caustique, et la transition est décrite par lopérateur de diffusion S donné par la
proposition 4.5.3.1 :

- sit <1, alors
(4.5.13) llas(t,.) — ao(.)|| 2 ;)O :
- sit>1, alors

(4.5.14) lac(t, ) = F oS0 F ag( )| o — 0.
e—0

De plus, pour tout § > 0, les convergences ci-dessus sont uniformes pourt <1 —§
(premier cas) et pour t > 1+ 9 (deuxieme cas).

Remarque : dans le cas n = 2, ceci permet de montrer que les indices critiques
mis en évidence en introduction sont les bons, et de décrire les comportements non
linéaires par un opérateur de diffusion. Dans le cas n > 3, il subsiste un intervalle
d’indices pour lequel on ne sait pas décrire la traversée de la caustique : cet intervalle
(% < B < niﬁ) correspond exactement a la zone d’incertitude rencontrée dans
I’étude de I’équation de Schrodinger non linéaire.

4.6 Propagation non linéaire et caustique linéaire

- o 2 . 5 . . oy
Nous supposons ici @ =1 et 3 < . Nous allons voir que I'optique géométrique
non linéaire est valide en dehors de la caustique, et que la traversée de la couche
limite dans laquelle la caustique a éventuellement un effet non linéaire s’effectue
comme dans le cas linéaire.

4.6.1 Propagation avant la caustique

Notons encore w® le reste défini par

e __ ,,€ 3
W= U — Uy,

avec
1

en/2

1 t=140 Tl
Uopp(t:7) = <75 / e T 0y Qe

ou le déphasage g est défini par (4.3.16), et est déterminé par (4.3.17). Avec les
notations du paragraphe 4.3.2, le reste vérifie

u(t,x) =

/ eI G, (¢, €)d,

1
ipuF + e Aw = Ae (107170 = fugp sy ) + 2% (1),

(4.6.1)
W = o(1) dans X.
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Comme précédemment, nous allons voir que 'optique géométrique non linéaire est
valide avant une (toute) couche limite de taille £ autour de t = 1. Comme dans le
cas monodimensionnel, cette propriété va résulter du lemme de Gronwall. Toute-
fois, le manque de régularité de la non-linéarité z — |z|%z (8 < 2/n) et I'absence
d’estimations L nous obligent & renforcer les hypotheses sur la donnée initiale f,
pour avoir une description dans L? (et pas mieux a priori). Cette approche consiste
essentiellement & reprendre le calcul fait dans le cas d’une propagation linéaire, pour
8 < 1. Comme dans la seconde partie du paragraphe 4.4.1, nous avons besoins
d’estimations L*° de la solution approchée,

C

(4.6.2) [uapp ()] Lo < S

que I'on obtient par le théoréme de Parseval si F(e“ag) € L' : supposons donc
(4.6.3) elfOF £(¢) e F7Y(LY).

Notons que cette hypothése est vérifiée si el ©1 f(&) € H*(R™) pour un certain
s >n/2, et en particulier pour toute fonction f gaussienne.

Il s’agit & nouveau d’estimer la norme L? du reste grace aux estimations dans
L° de la solution approchée, en évitant de garder des termes en u®. Dans le para-
graphe 4.4.1, notre estimation d’énergie revient a écrire :
|B

| Uapp CHuappHLOO rnaX(HwEHL2 Huapp||L2)'

(4.6.4) H|u€|ﬁu€ -

app‘ 1.2

Toutefois, une telle estimation ne nous permettrait pas de conclure ici, essentielle-
ment parce qu’'un terme en |uapp| Ug,p e donne pas quelque chose de petit apres
application du lemme de Gronwall. Il s’agit simplement de reprendre la factorisation
des termes non linéaires :

’u€’6u€ [(‘ app‘ﬁ> u® + ‘uipp‘ﬁ (u5 - U‘pr)] Ljuei<jug ool
+ [<| - app|ﬁ> Ugpp + [U° |ﬁ (u - uapp)] Ljue > Jug,,, |
[(‘ app‘6> u + ‘upr‘Bwa} 1|UE\§|u3pp‘

+ [<|u€|ﬁ - | app|ﬁ> Ugpp + |u |ﬁw€} 1|u5|>\u opl’

Bug
_’ app’ app

En multipliant par w¢ ’équation vérifiée par w®, puis en prenant la partie imaginaire
du résultat intégré en espace, les termes ]uflpplﬁ w® et |u|Pw® disparaissent, et il reste :

oullw* (B)l2 < C | (10717 = il ) 0" L e <,

(465) + C H <‘u8‘6 - ‘uzpp‘ﬁ> app1|u5|>‘uapp‘
+ CIAY ()] 2 -

L2
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Fixons maintenant (¢,z) € R x R" : si |u®| < |ug,,|, on a, par concavité,

10517 = | 1071 < Cip 0] = [l 1071 < Cop[07] = [t il

et si |u®| > |ug,,|, on a directement
1071 = gy | ] < C [0 = |
On peut donc simplifier 'estimation (4.6.5) en :
Ol ()12 < Clugpp (Ol 0" ()| 2 + C 1A= 2

app
(4.6.6) _ _
[w* (@)llz2 + CA*@)]| 2 -

< C
T (1—t)nh2
Puisque < 2/n, la fonction t — |1 —t|~"8/2 est localement intégrable. Par ailleurs,

si 'hypothese (H1) (paragraphe 4.3.2) est vérifiée (c’est le cas si f est dans la classe
de Schwartz), on a d’apres le lemme 4.3.2.1,

HAe(t) ||L1(O,1—5;L2) ;]) 0.

D’apres le lemme de Gronwall, on a alors le résultat suivant :

Proposition 4.6.1.1 On suppose o =1 et f < 2/n. Prenons f € 3 telle que

— Uhypothése (H1) soit vérifiée ;

— el £(e) e F-L(LY).
Alors Uoptique géométrique non linéaire est valide dans L? avant la couche limite
de taille € :

(4.6.7) sup fac(t,) — ao(.)| = —0.
0<t<l—e e—0
4.6.2 Traversée de la caustique et propagation au-dela

Nous pouvons directement utiliser les premiers résultats du paragraphe 4.4.2, ou
nous avons seulement supposé o > n3/2. D’apres la proposition 4.4.2.1,

1+e
| oot —o.
1—¢ e—0
On a par ailleurs a.(t,€) = €9:9a,(t, €), donc

10cac ()] 2 < [0cac (D) 2 + llac(t)Drg ()] 12 -
Puisque nous avons supposé e”f(g)‘ﬁf@) € F~Y(LY), on a en particulier f € L™ et
une majoration du type (d’apres (4.3.16))

C

194 ()] 22 < 10rac Ol 2 + 77— m57-
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D’apres l'intégrabilité locale de t — |1 — ¢|~"/2 et la proposition 4.4.2.1,

1+e
/ |Buiie (£)dt] 12 — 0.
1 e—0

—€

Au-dela de la couche limite de taille €, on peut reprendre les calculs effectués avant,
pour obtenir le résultat suivant :

Proposition 4.6.2.1 On suppose a« =1 et f < 2/n. Prenons f € ¥ telle que

— Uhypothése (H1) soit vérifiée ;

— el OF () e F-1(LY).
Alors Uoptique géométrique non linéaire est valide dans L?, localement uniformément
en temps :

(4.6.8) a. — ag dans LS. (L?).

e—0

4.7 Propagation et caustique non linéaires

Dans le cas de diffusion longue portée (8 < 2/n), tres peu de résultats sont
disponibles pour ’équation de Schrédinger non linéaire : [0za91] aborde le cas mo-
nodimensionnel, comme nous l'avons déja vu, et en dimensions supérieures, on a
quelques résultats préliminaires également ([GO93] pour I’équation de Schrédinger
en dimension n = 2 et n = 3, [GO93] et [GVI8] pour I’équation de Hartree). En parti-
culier, les arguments heuristiques de [GO93] conduisent & introduire une dynamique
modifiée qui généralise de fagon naturelle celle introduite par [Oza91]. De méme que
dans le cas monodimensionnel, nous avons pu mener un parallele entre d’une part
les résultats de scattering pour ’équation non linéaire ([Oza91]), et d’autre part,
les résultats obtenus sur le systeme, il est facile de voir que les calculs faits sur le
systeme en dimension 1 se généralisent au cas multidimensionnel, de sorte qu’on
retrouve le méme type de dynamique modifiée que dans [GO93]. Le fait de travailler
sur le systeme nous permet d’éviter les problemes techniques, et en particulier ne
nécessite pas de restriction quant a la dimension d’espace ou la taille des données.

Une difficulté technique apparait tout de méme, liée a la régularité de la non-
linéarité. En effet, dans le cas monodimensionnel, le potentiel est aussi régulier que
la solution libre v®, puisqu’il s’agit de son module au carré ; en dimension supérieure,
la puissance considérée du module n’est jamais un entier pair (2/n), si bien qu’en
général, on ne peut pas dériver le potentiel. Cet écueil est évité si ce potentiel est
une gaussienne, cas apparaissant pour f gaussienne. Ainsi, dans ce cas particulier
au moins, on peut répéter sans probléme les calculs du cas monodimensionnel.
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152 ANNEXE A. LEMME DE GRONWALL

A.1 Lemme de Gronwall

Juste histoire de ne pas se faire mal a la téte :

Lemme A.1.0.1 5% pour 0 <t <ty, on a

(A.L1) f1(t) < a(t)f(t) + b(t),

avec a,b des fonctions positives, localement intégrables, et f une fonction positive
dérivable, alors en notant

on a, pour 0 <t < tg,

(A.1.2) F(t) < £(0)e® + /t b(s)eA=AE) gs,
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