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Résumé

Les travaux de cette thése portent sur la caractérisation des matériaux hyperélastiques,
isotropes et incompressibles par la méthode de I'algorithme génétique. Cette méthode per-
met d’optimiser les parameétres des modéles d’énergie hyperélastiques afin de décrire le
comportement des matériaux caoutchouteux en grande déformation et en grand déplace-
ment. Cette méthode d’optimisation est implémentée en mode interactif dans le logiciel
de calcul Matlab. Elle est constituée de quatre grands opérateurs: la sélection, le croise-
ment, la mutation et 1’élitisme. La mise sur pied de cet algorithme dans ’optimisation des
parameétres rhéologiques est la premiére contribution originale de ce travail de thése. Afin
d’étudier la pertinence de ’algorithme, des comparaisons sont réalisées avec les méthodes
existantes: la méthode des moindres carré, la méthode de Beda-Chevalier, la méthode de
Leventberg-Marquardt, la méthode de <pattern search algorithm>>. Ces comparaisons
ont couronné l'algorithme génétique de succes. La deuxieéme originalité de ce travail est la
construction d’une nouvelle densité d’énergie hyperélastique isotrope, incompressible et
phénoménologique. L’étude de la pertinence du modéle proposé, s’est accompagnée des
comparaisons avec les modéles existants (Ogden, Beda (2007), Boyce et Arruda, Ngues-
song et al, Gornet et al. et Pucci-Saccomandi.) sur la capacité a reproduire les données
expérimentales disponibles dans la littérature (Treloar). Il ressort que le modéle proposé
est le mieux adapté a reproduire la courbe expérimentale en traction simple, traction
équibiaxiale et en cisaillement pur avec le méme jeu de paramétre.

Mots Clés: matériaux hyperélastiques; densité d’énergie ; algorithme génétique.
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Abstract

In This work, we characterized hyperelastic isotropic and incompressible materials
using genetic algorithm. This method has allowed us to optimize the parameters of the
hyperelastic models of energy to describe the behavior of rubbery materials in great de-
formation and great displacement. This method of optimization is implemented in the
interactive mode in the Matlab software. It is composed of four large operators: selection,
crossing-over, mutation, and elitism. The setting-up of this algorithm in the optimiza-
tion of the rheological parameters is the first original contribution of this work. To study
the relevance of the algorithm, comparisons were carried out with the following methods:
least squares method, Beda-Chevalier method, Leventberg-Marquardt method, pattern
search algorithm method. The second originality of this work is the construction of a new
hyperelastic energy density that is isotropic, incompressible and phenomenological. The
study of the relevance of the model proposed is accompanied by the comparisons with the
models existing (Ogden, Beda (2007), Boyce and Arruda, Nguessong et al, Gornet et al,
and Pucci-Saccomandi) on their capacity to reproduce the experimental data available in
the literature. At the exit of this comparison, it arises that the model suggested is best
adapted to reproduce the experimental curve of Treloar in simple tension, biaxial tension
and pure shear with the same set of parameters.

Keywords: hyperelastic material ; Strain energy ; genetic algorithm.
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Introduction générale

Dans ce présent travail nous considérons uniquement les caoutchoucs susceptibles
d’étre vulcanisés et pas des caoutchoucs thermoplastiques. Pour éviter tout risque de
confusion, le terme < caoutchouc> est réservé aux produits formulés et le terme < élas-
tomeéres>> est réservé aux polymeéres utilisés dans les formulations [I]. Cependant, de
nos jours, les élastomeéres sont fréquemment utilisés dans des applications industrielles,
notamment dans divers domaines de 'industrie: automobile, aéronautique (fabrication des
pneumatiques, des supports moteur, etc), batiments (gomme d’amortissement), médecine
(prothéses, implants), habillement (vétements, chaussures, casques, etc). Les élastoméres
ont des propriétés mécaniques qui en font des matériaux & part (matériaux hyperélas-
tiques). En particulier, ils ont une grande capacité de déformabilité de I'ordre de quelques
centaines de pourcent associée & un comportement élastique quasi-réversible. Leurs com-
portements varies selon le type de sollicitation.

Un intérét particulier est porté au comportement hyperélastique non-linéaire, isotrope et
incompressible de ces matériaux dans le cadre de réponses en grandes déformations et
grands déplacements. Le développement de la loi de comportement hyperélastique néces-
site la maitrise préalable de la densité d’énergie de déformation qui peut étre déterminée
par une approche moléculaire ou par une approche phénomeénologique. Les densités molé-
culaires sont construites a partir de I’analyse microscopique du réseau de chaines polymé-
riques. Les densités sont développées en intégrant des considérations physiques, traitées
soit par une distribution Gaussienne [2, 3], 4], soit par une distribution non-Gaussienne

[55 6], [7), (8, 9L 10} 111 2] [13]. Quant aux densités phénoménologiques, le matériau est consi-
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2 INTRODUCTION GENERALE

déré comme une boite noire dont on ignore le fonctionnement & 1’échelle microscopique
et dont on essaye de reproduire le comportement & 1’échelle macroscopique. Les densi-
tés phénoménologiques sont obtenues de deux maniéres différentes: la premiére maniére
consiste a déterminer une expression mathématique sous forme de séries polynémiales ou
puissances (écrites en fonction des valeurs propres ou des invariants du tenseur de dé-
formation) reproduisant au mieux les données expérimentales [14], 15, 16} [17, 18, 19]; la
deuxiéme maniére consiste a déterminer directement une forme analytique reproduisant
les observations expérimentales des dérivées de la densité d’énergie par rapport aux deux
premiers invariants principaux du tenseur de déformation [20, 21, 22] 23] 24].

Compte tenu du nombre élevé de modéles développés dans la littérature [25] 26], 27,
28, 29, 30], il n’est pas toujours facile de sélectionner pour un ingénieur le modéle appro-
prié correspondant & un matériau donné. De surcroit, malgré la trés grande diversité de
modeéles disponibles, il n’est pas simple, voire dans certains cas impossible, de choisir le
modele qui décrira le mieux le comportement du matériau pour une large gamme de sol-
licitations [31), B2, 33]. Pour remédier & cette situation, une optimisation des paramétres
matériau des modéles hyperélastiques est une solution envisageable, c¢’est dans ce sens
que plusieurs méthodes d’optimisation sont utilisées. Dans la littérature nous avons: la
méthode du gradient, la méthode de relaxation, la méthode de Newton [34] ; la méthode
de Levenberg-Marquardt [34] ; la méthode des moindres carré [34] ; la méthode étape par
étape [35] ; la méthode étape par étape combinée a la méthode des moindres carré [36] ; la
méthode < pattern search algorithme>> [37] et plus récemment la méthode de 1'algorithme
génétique [38] [39]. En particulier, nous proposons et nous dévéloppons dans cette thése
la méthode de l'algorithme génétique pour calculer les parameétres matériau des modeles
hyperélastiques. Cette thése s’organise en trois chapitres.

Le premier chapitre est consacré a 1’état de I’art sur les matériaux caoutchouteux.
Dans un premier temps, 'origine, les différents comportements mécaniques (statique, dy-

namique, et endommageable) des caoutchoucs sont présentés. Dans un deuxiéme temps,
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INTRODUCTION GENERALE 3

les tenseurs de déformations et de contraintes sont étudiés dans le cadre de la mécanique
des milieux continus en grande déformation. L’étude de ces grandeurs permet de construire
la loi de comportement hyperélastique en tenant compte des propriétés d’élasticité, de non
dissipation d’énergie et de quasi incompressibilité. Par la suite, la loi de comportement
est appliquée aux cas de sollicitations simples comme: la traction uniaxiale, la traction
équibiaxiale, le cisaillement pur et le cisaillement simple. Les lois de comportement étant
intimement liées & la densité d’énergie de déformation, une revue des densités les plus
usuelles est effectuée. Enfin, en partant du constat qu’il existe un nombre élevé de densité
d’énergie hyperélastique dans la littérature, nous proposons des critéres de sélection de

ces densités. Plusieurs de ces critéres ont été reportés dans |40, [41] et sont listés ci-aprés:

Couvrir ’ensemble du domaine de déformation ;

Prédire tous les modes de déformations et avec les mémes parameétres ;

Vérifier les conditions de stabilité thermodynamique ;

Vérifier les observations expérimentales de Rivlin-Saunders [19] et Treloar [42].

Le deuxiéeme chapitre est consacré a la présentation des algorithmes d’optimisation
des paramétres des modéles hyperélastiques, de la motivation portée sur le choix des al-
gorithmes génétiques et de la mise en ceuvre des algorithmes génétiques. Cette mise en
ceuvre se fait en décrivant et en implémentant les grandes parties de I’algorithme dans le
logiciel Matlab a savoir: la sélection, le croisement, la mutation et 1’élitisme. Il s’agit de la
premiére contribution originale de ce travail de thése qui a fait I’'objet d’une publication
d’un ouvrage dans la maison d’édition LAMBERT ACADEMIC PUBLISHING. Toujours
dans cette partie nous optimisons les paramétres du modéle de Ogden par la méthode
de I'algorithme génétique, Il s’agit de la deuxiéme contribution originale de ces travaux
de thése qui ont fait I'objet d’une publication d’un article dans une revue internationale
(Applied Rheology).

Le troisiéme chapitre traite de la caractérisation des matériaux hyperélastiques incom-

pressibles par la méthode de ’algorithme génétique. Dans ce chapitre nous effectuons une
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comparaison des méthodes d’optimisation basées sur leurs influences & optimiser les pa-
ramétres des modeéles hyperélastiques et une comparaison des modéles hyperélastiques en
utilisant I'algorithme génétique pour 'optimisation de leurs paramétres. Par la suite, cette
comparaison nous ameéne a classer les modeéles capables de caractériser le comportement
des matériaux caoutchouteux en grande déformation et ceux capable d’étudier le com-
, . T s .
portement en moyenne déformation. Enfin, nous proposons un nouveau modéle d’énergie
phénoménologique des matériaux hyperélastiques incompressibles et isotropes. Il s’agit de

la troisiéme orginalité de cette these.
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Chapitre 1

REVUE DE LA LITTERATURE

Introduction

Le mot élastomeére est constitué du préfixe <élasto>> qui rappelle les grandes défor-
mations élastiques possibles et du suffixe <mére>> qui évoque la nature des polymeres
et la constitution macro moléculaire [34]. Ainsi, le caoutchouc, encore appelé élastomeére,
appartient a la famille des polymeéres. Leur possibilité de subir de grandes déformations
et leur capacité a amortir les vibrations les destinent & de nombreuses applications, par
exemple: dans le transport automobile, aérien et ferroviaire (systémes d’amortissement),
le domaine biomédical (prothése, implant mammaire) ou le génie civil (joint d’étanchéité,
gaines isolantes).

Ce chapitre est consacré a la présentation de la structure, des propriétés physicochi-
miques et les différents types de comportement que revét le caoutchouc. Il est structuré
en six sections.

La section [1.1| présente les types de caoutchouc qu’on rencontre dans la littérature: le
caoutchouc naturel et le caoutchouc synthétique. La section est basée sur la présenta-
tion des différents comportements des élastomeéres: le comportement statique, le comporte-
ment endommageable et le comportement dynamique. A la section nous rappellons les

fondamentaux de la mécanique des milieux continus appliquée aux grandes déformations
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6 REVUE DE LA LITTERATURE

[43, 144, [45]. Ces rappels portent sur 1’étude des tenseurs de déformation et de contrainte,
ainsi que sur les propriétés d’isotropie et d’incompressibilité des élastomeéres. La section
présente les lois de comportement des matériaux hyperélastiques incompressibles et
isotropes pour les solicitations suivantes: traction uniaxiale, traction équibiaxiale, cisaille-
ment pur et simple. La section [[.5] est consacrée a la présentation des différents modéles
d’énergie utilisées dans la caractérisation des matériaux hyperélastiques incompressibles
et isotropes. Pour en finir nous consacrons la section [1.6] & la présentation des essais

expérimentaux: les essais de Treloar [4] et de Nunes et Moreira [46].

1.1 Le caoutchouc

Le mot <caoutchouc> est né de I'union de deux mots indiens <cao> et <tchu>
qui ensemble signifient <bois qui pleure>> [I]. Le terme caoutchouc est tout a fait gé-
nérique et englobe un grand nombre de familles, de propriétés et d’applications dédiées.
Deux éléments particuliers le caractérisent: le role de la formulation qui permet ’adéqua-
tion des propriétés ou la fonction envisagée et la vulcanisation.

Les techniques de mise en forme (moulage, injection, extrusion, etc.) sont pour cer-
taines semblables a celles des autres polyméres, avec cependant des spécificités comme la
confection pour les pneumatiques ou le trempé pour les gants en latex. D’un point de vue
économique, on distingue deux grands domaines: le pneumatique et le caoutchouc indus-
triel. Ce dernier recouvre par ordre décroissant d’importance: ’automobile, les transports
hors automobile, les équipements industriels, le médical, le batiment, les demi-produits,
les rubans adhésifs, les loisirs. Le caoutchouc est constitué de longues chaines moléculaires
reliées entre elles par des enchevétrements de noeuds.

La présence des chaines carbonées dans la structuration chimique de ces matériaux
provoque un comportement hautement non-linéaire [47, 48], 49]. Dans le langage courant,

le terme caoutchouc recouvre a la fois le caoutchouc naturel et le caoutchouc synthétique.
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1.1 Le caoutchouc 7

1.1.1 Le caoutchouc naturel

Le caoutchouc naturel NR (Natural Rubber), est un matériau d’origine végétale, pro-
venant de 'hévéaculture. Par sa structure et ses propriétés, il se distingue du caoutchouc
synthétique SR (Synthetic Rubber) qui lui est produit a partir de dérivés du pétrole. Le
caoutchouc est récolté par saigné de 'arbre hévéa :

— Sous forme liquide, c’est le latex qui est une émulsion de 35 & 40% en masse de
caoutchouc dans 'eau et stable en milieu basique. Ce latex de caoutchouc est soit
concentré et conservé sous forme liquide, soit transformé en feuille par coagulation ;

— Sous forme solide en le laissant coaguler dans les godets ou ’on réceptionne le latex.
En 2015, la production de caoutchouc naturel a été de 12,2 millions de tonnes (Mt)

[1]. Elle devrait atteindre 15 Mt en 2020, celle du caoutchouc synthétique quant a elle
est de 14,5 Mt actuellement [I]. A titre d’exemple, la Figure présente un morceau de

caoutchouc naturel avant la vulcanisation.

FIGURE 1.1 — Caoutchouc naturel [50]

Les premiéres méthodes de stabilisation du caoutchouc étaient opérées par enfu-
mage, par ¢bullition ou en le mélangeant avec des végétaux composés d’acides et de
sels organiques. A ce jour, le caoutchouc est obtenu a partir de I’évaporation ou de la
coagulation en utilisant des acides (acide acétique, acide formique). Sa conservation a

I’état liquide est assurée par de 'ammoniaque. Le caoutchouc naturel est un polymeére
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linéaire dénommé <cis-1,4-polyisopréne>>>, de formule brute (C5Hg),, et de formule semi-
développée illustrée par la Figure [I.2] C’est un hydrocarbure insaturé de par les doubles
liaisons carbone-carbone et formé de longues chaines macromoléculaires enchevétrées. Les
enchevétrements permettent le retour a I’état initial aprés étirement. Pendant I'extension,
les chaines macromoléculaires sont étirées, et s’orientent dans le sens de la traction (Figure

et forment des zones cristallines.

-CH,- C=CH - CH, -
CH; n

FIGURE 1.2 — Formule semi-développée du cis-1,4-polyisopréne.

_ Liens
réticulds

FI1GURE 1.3 — Chaines moléculaires réticulées d’'un polymeére a-En 'absence de contrainte,
et b-Durant une déformation élastique résultant de I'application d’une contrainte de trac-

tion [51].

A T'état brut, le caoutchouc n’est pas résistant au fluage sous contrainte. Pour amé-
liorer ses propriétés, il est vulcanisé c’est a dire malaxé avec du soufre puis chauffé. L’opé-

ration de vulcanisation permet d’améliorer la résistance thermique du caoutchouc.
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1.1 Le caoutchouc 9

1.1.2 Le caoutchouc synthétique

Les caoutchoucs synthétiques (ou artificiels) sont un type d’élastomeére, invariablement
polymeéres. Comme les matiéres plastiques, ils sont souvent issus d’un combustible fossile.
Un élastomere posséde une meilleure déformation élastique sous contrainte que la plupart
des matériaux et revient a sa forme initiale sans aucune déformation permanente. Son
premier usage est la fabrication de pneus (ot 1'on trouve aussi une certaine proportion de
caoutchouc réalisé avec du latex naturel, notamment dans les pneus de camions).

Les élastoméres synthétiques tels que les copolymeéres de styréne et de butadiéne
(SBR de I'anglais: Styrene-Butadiene Rubber) possédent des propriétés mécaniques spéci-
fiques intéressantes: élasticité, déformabilité, imperméabilité, bonne adhérence et capacité
a absorber les irrégularités du sol et a amortir les chocs [52]. Une différence essentielle
entre ces deux types de caoutchouc (naturel et synthétique) est 'hystérése, c’est-a-dire la
dissipation d’énergie lors d’'un choc mécanique. En effet, le caoutchouc synthétique déve-
loppe une hystérése forte, trés supérieure & celle du caoutchouc naturel, d’oil son intérét

pour la fabrication des pneus adhérents.

Bande de roulement et sa sculpture

Gomme de découplage

Armature de sommet :

Nappes ceintures nylon
Nappes ceintures acier £2

Nappe carcasse & -

Renfort Tringle

Accrochage
ala jante
en forme de
talon Gomme intérieure

d'étanchéité

FIGURE 1.4 — Schéma d'un pneu adhérent [IJ.

Les possibilités offertes par le choix du monomeére ou des comonomeéres, le mode de

synthése, la formulation (souvent complexe) et le type de vulcanisation (traditionnelle au
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soufre, au peroxyde organique, etc.) expliquent quun trés grand nombre de caoutchoucs
synthétiques sont réalisables ou disponibles sur le marché. Le type le plus important éco-
nomiquement est un copolymeére élastomeére: le styréne-butadiéne (SBR), qui est adapté
pour les pneus. La copolymérisation, par la grande variété de compositions possibles, per-
met d’obtenir un large éventail de propriétés. De plus, les caractéristiques du matériau
(la masse molaire et la pureté) peuvent varier en fonction du procédé de polymeérisation
choisi.

Les caoutchoucs synthétiques purs sont des matériaux organiques (issu de la chimie
organique) qui vieillissent mal et sont non recyclables. Pour cette raison, ils sont formulés
avec des additifs protecteurs (contre le dioxygéne, 1'ozone, la chaleur, les ultraviolets so-
laires, etc.) et souvent avec des charges renforgantes. Ils sont en général vulcanisés selon
des régles précises pour améliorer les propriétés mécaniques et supprimer le fluage apres

extrusion et au cours du temps [53].

1.2 Sollicitations mécaniques des élastomeéres

Nous traitons dans cette section les différents types de comportements rencon-
trés a 1’échelle macroscopique lorsque les élastomeéres sont soumis a des sollicitations mé-
caniques. Il s’agit du comportement du matériau en régime quasi statique avec des lois
élastiques non-linéaires, du comportement endommageable (effet Mullins, cristallisation,
fatigue), du comportement dynamique (viscoélasticité, effets Payne et de Fletcher-Gent)
et de 'amplification des déformations due a I’hétérogénéité des constituants des matériaux

caoutchouteux.

1.2.1 Comportement statique: élasticité des élastomeéres

Le comportement statique des élastomeéres non dissipatifs est communément mo-
délisé par une loi qui est qualifiée d’hyperélastique. La détermination de cette loi se fait

par le biais d’une énergie de déformation généralement notée W. Le caoutchouc naturel

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



1.2 Sollicitations mécaniques des élastoméres 11

réticulé contient des chaines macromoléculaires liées entre elles par des nceuds de réticu-
lations et qui forment un réseau tridimensionnel.

L’assemblage des chaines étant aléatoire et désordonné, une approche statistique
permet de décrire la position la plus probable de la chaine. L’énergie de déformation est
directement liée a la variation de ’entropie du réseau de chaines. Des éléments thermo-
dynamiques permettent de montrer que la réponse est composée des contributions de la
variation de ’énergie interne et de la variation de l'entropie [54]. La Figure permet
d’observer que la contribution de l’entropie est trés importante par rapport a celle de

I’énergie interne.

2]
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F1GURE 1.5 — Contribution de ’entropie et de l’énergie interne par rapport au travail
externe de effort total [54].

Le réseau tridimensionnel de 1’élastomére se déforme de fagon réversible et la force
moléculaire de rappel due & la diminution de 'entropie (c’est-a-dire la diminution du
nombre de conformations possibles) est a 'origine du retour a la forme initiale.

En état non déformé, l'orientation et la distribution des chaines macromoléculaires
sont désordonnées et aléatoires. Chacune est repliée sur elle-méme au repos. Sous sollici-
tation, le désordre des chaines décroit et on obtient un arrangement orienté. Une analyse

basée sur un calcul statistique permet de déterminer cette entropie (mesure du désordre)
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du réseau de chaines: on parle d’élasticité entropique. Les premiers développements de la
théorie statistique de 1'élasticité des caoutchoucs ont été menés par Meyer en 1935 [55],
Kuhn et Guth en 1942 [12], James et Guth en 1943 [56], Treloar en 1944 [4], Flory en
1944-1946 [57] et Ishiara et al. en 1951 [2]. Dans les années 1940, Mooney [16] propose un
modéle avec une approche phénoménologique. Cette approche est présentée par Treloar en
1975 [54] comme <ayant un objectif plus limité (que ’approche moléculaire) de décrire
les propriétés mécaniques du caoutchouc a l'aide d’'un cadre mathématique bien défini
sans se soucier des interprétations moléculaires>>. Dés lors, plusieurs modéles d’énergies

phénoménologiques ont été proposés 15, 17, 18|, 211, 23, 25l 6], 58, 59].

1.2.2 Comportement endommageable

Un comportement endommageable est par nature irréversible. L’effet Mullins, la cris-
tallisation sous contrainte et la fatigue entrent dans la catégorie des phénoménes irréver-
sibles généralement observés lors de la sollicitation des élastomeéres. Il est & noter que ces
effets ne seront pas étudier en profondeur dans cette thése ol on se limitera aux plages

de sollicitation correspondant & des déformations réversibles.

1. Effet Mullins

Ce phénoméne est le moins étudié et pourtant le premier auquel est confronté
I’expérimentateur. Il consiste en un adoucissement de la loi de comportement apres
une premiére sollicitation. Aprés cette premiére sollicitation, le matériau peut étre
considéré comme un matériau viscoélastique non-linéaire pour des déformations in-
férieures a la déformation maximale de la premiére sollicitation. C’est pour cette
raison que ce phénomeéne est peu étudié puisque les applications principales des ca-
outchoucs sollicitent le matériau sous des chargements cycliques. Le matériau est
alors trés vite adapté (on emploie en général le terme accommodation) a leffet Mul-

lins, en cinq ou six cycles, et seul le comportement stabilisé est utile pour évaluer la
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raideur ou les modes de vibration des piéces mécaniques en élastomére. Cet adoucis-
sement fut apparemment observé pour la premiére fois par Bouasse et Carriére [60]
et a été longuement étudié par Mullins [61) 62]. TI suggéra quelques interprétations
physiques de ce phénomeéne qui porte aujourd’hui son nom.

Ce phénomeéne est observable sur ’ensemble des élastomeéres, mais il est plus
prononcé dans les élastomeéres chargés que dans les caoutchoucs non-chargés. Pour
cette raison Bueche [63] [64] explique 'effet Mullins par un mécanisme d’endomma-
gement de liaisons entre chaines polymériques et charges. D’autres auteurs, comme
Harwood et al. [65], Govindjee et Simo [66], Miehe [67], Ogden [68] ou bien Johnson
et Beatty [69] proposent des modéles fondés ou non sur des interprétations phy-
siques. Une bonne description du phénoméne est donnée dans [69], ainsi que dans

[70] et résumée sur la Figure

WA, contrainte
}'H! E
: /|
A‘H
% | Il ;111’
171/
]l
temps ! Aoy d

FIGURE 1.6 — Effet Mullins [61].

Considérons un élastomére soumis a une histoire de déformation uniaxiale
quasi-statique telle que celle illustrée par le graphe de gauche de la figure [I.6] Le
matériau vierge de toute déformation est d’abord étiré jusqu’a une extension A;. Les
contraintes correspondantes suivent alors la courbe dénotée I sur le graphe de droite

de la Figure[L.6] La décharge a partir de I'extension \; se fait en suivant la courbe 1.
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Lorsqu'une deuxiéme charge de 0 a A\;; > A; est appliquée, les contraintes suivent a
nouveau le chemin I’ jusqu’a A = A\; puis suivent le chemin IT qui prolonge la courbe
I suivant le chemin I-II-IIT qui est la courbe de traction dite de premiére charge. La
deuxiéme décharge, a partir de I'extension A;; suit le parcours I1’, qui est différent
de I' et situé en dessous. En poursuivant le processus, la charge correspondante a
Iextension jusqu’a A7y suit les courbes II'-III et la décharge suit le chemin 111"
Les courbes I, I1' et 111’ peuvent étre considérées comme des courbes d’élasticité.
En effet, si le matériau n’est plus jamais soumis & une extension supérieure a ;g il
se comportera de maniére élastique et restera sur la courbe I71'. C’est pourquoi ce
type de matériau est dit pseudo-élastique.

Mullins [62] a démontré que les caoutchoucs recouvraient partiellement ou to-
talement leur comportement d’origine de fagon lente (plusieurs jours) a température
ambiante. Néanmoins, Bueche et Mullins [62, 63] observérent que le recouvrement
¢était grandement accéléré par la température et que 50% de la raideur était recou-
vrée aprés une heure. En fait, lors de chargements cycliques a déformation maximale
constante, un adoucissement continu dans le temps est observé. Cependant 90% de
I’adoucissement apparait pendant le premier cycle, puis 'adoucissement se stabilise

au bout de trois a quatre cycles.

2. Cristallisation
Lorsque un élastomeére est sollicité jusqu’a un certain niveau d’étirement, on
observe des répartitions sous forme cristalline: il s’agit d’édifices tridimensionnels
ordonnés pouvant occuper une portion significative du volume du matériau. Cette
phase cristalline coexiste avec une phase amorphe. Méme si le phénoméne de cris-
tallisation sous contraintes des élastomeéres est encore mal connu, certains travaux

apportent un éclairage sur ce phénomeéne |71, [72], [73].

3. Fatigue

L’endommagement sous chargement cyclique est un phénomeéne ayant lieu dans
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les élastomeéres chargés. La propagation de ce type d’endommagement influence sur
la durée de vie du matériau. L’endommagement par fatigue des élastoméres char-
gés lors d'un chargement cyclique regroupe des mécanismes de concentration de
contraintes, de cavitation, de coalescence (accumulation des particules de noirs de
carbone) et de propagation de fissures. Parmi les travaux menés sur la fatigue des

élastomeres chargés sous sollicitation cyclique, on peut citer : [74] [75] [76].

1.2.3 Comportement dynamique

Parmi les comportements observés lors des sollicitations dynamiques, on peut
mentionner le comportement viscoélastique, 1’effet Payne et ’effet Fletcher-Gent. Ces trois
types de comportement dynamique sont décrits dans les sections qui suivent. Mais, comme
nous considérons un régime quasi-statique dans cette thése, aucun de ces trois types de
comportement ne sera pris en compte dans les modéles hyperélastiques qui seront utilisés

dans ce travail.

1. Comportement viscoélastique

Les élastomeéres sont souvent utilisés dans le domaine antivibratoire pour leur
aptitude a dissiper de ’énergie. Ce processus se traduit par une augmentation de
la température sous chargement adiabatique. Ainsi, en chargement dynamique, les
élastomeéres ont un comportement élastique caractérisé par un module d’origine en-
tropique et un comportement visqueux plus ou moins visible caractérisé par une
viscosité. L’association de ces deux réponses donne un comportement viscoélastique
non-linéaire. Le partage entre la réponse élastique et visqueuse dépend étroitement
de la fréquence de sollicitation et de la température. L’association de la viscosité
et de I'élasticité se traduit par le phénomeéne de fluage sous déformation constante

[25], [77] et d’hystérésis sous déformation cyclique [78§].

2. Effet Payne

L’effet Payne, étudié dans le domaine vibratoire, est interprété comme le pro-

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



16

REVUE DE LA LITTERATURE

cessus de rupture du réseau de charges (c’est-a-dire le réseau de particules solides
introduites dans le caoutchouc lors de la vulcanisation) ou par des mécanismes de
frottement mis en jeu a linterface charge-matrice [79]. La Figure montre un
plateau caoutchoutique aux faibles déformations puis une diminution du module
dynamique E’ avec I'augmentation de la déformation [80]. Cette décroissance est
associée & un maximum du module de perte (Figure (b)) traduisant une dissi-

pation d’énergie d’autant plus grande que la décroissance de E’ est forte.

5

[0 0,20
ll‘lll|. (@ | 'E ®) .o
L] | E L
il . f = l. |
Plateau L o.16 b k s i
caoutchoutique . t l'
= 3t ] | 3 . .
& '. w0 i []
§ .l. l E 0,12 E‘ .. Maximum du
=2 L] I "] T module de perte
] " C o
w_, :
! 0,08 -
5 S IR [RPITAID Bt i il )
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Amplitude de déformation [.10° m] Amplitude de déformation [.10° m]

FIGURE 1.7 — Analyse de 'effet de Payne-évolution de propriétés mécaniques en fonction
du niveau de déformation pour un élastomére SBR renforcé en silice [81].

L’effet Payne s’amplifie lorsqu’on augmente le taux de particules dans la ma-
trice [82]. Kraus décrit ce phénomeéne en considérant un taux de rupture dans le
réseau de charge proportionnel au nombre de contact entre particules [83].

Effet Fletcher-Gent

Il s’agit d'un effet observé par Fletcher et Gent [84] sur I'influence de la fré-
quence de sollicitation sur la loi de comportement. Ces deux auteurs ont constaté
que la rigidité et la dissipation d’énergie du matériau augmentent avec la fréquence.

Cet effet a également été étudié par d’autres auteurs dont Bukamel [85].

1.2.4 L’amplification des déformations

Comme nous ’avons signalé plus haut, la présence de noirs de carbone peut provoquer

des amplifications de déformations par effet composite.
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Contrainte

L

Déformation

FIGURE 1.8 — Phénomeéne d’amplification de déformation [86]

La plupart de ces théories dérivent des travaux d’Einstein [87] sur les particules
en suspension dans un liquide. Elles considérent que les déformations macroscopiques
peuvent étre décomposées en déformation de la matrice et en déformations des charges
(voir figure[L.8)). Les charges (noirs de carbone) étant infiniment rigides devant la matrice
polymérique, 'extension des charges A (rapport de la longueur déformée sur la longueur
initiale) est considérée égale a 1. La loi de comportement de la matrice étant supposée
connue, trouver le comportement du matériau chargé revient a connaitre les déformations
réelles de la matrice (A,) en fonction des déformations macroscopiques A du matériau

chargé et du taux volumique de charge.

1.3 Meécanique des milieux continus en grandes défor-
mations

Nous introduisons dans cette partie les résultats essentiels du formalisme grandes
déformations. En mécanique des grandes transformations, il est important de distinguer
la configuration initiale et la configuration actuelle déformée. Les différentes mesures de
déformation et de contrainte seront précisées dans chacune de ces configurations. Nous

rappelons ensuite certaines propriétés qu'une loi de comportement doit nécessairement
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vérifier, telles que 1'objectivité et le cas échéant I'isotropie. Enfin, nous rappellerons I'in-
égalité de Clausius Duhem qui est & la base de 1’élaboration des modéles d’énergies avec

variables internes.

1.3.1 Description du mouvement

Soit un solide déformable S, évoluant dans un repére R. I’ensemble des particules
P constituant le solide déformable occupe, a chaque instant, un ensemble de positions dans
I'espace (voir figure [1.9)). C’est la configuration du systéme a 'instant t. Nous utiliserons

le méme repére pour la configuration initiale et la configuration déformée.

i)

FIGURE 1.9 — Configurations initiale (Cy) et déformée (C(t))

On note Cj la configuration initiale (ou le solide S occupe le volume ), et la
configuration actuelle a l'instant t (ou déformée), ou le solide S occupe le volume w. Le
vecteur position de la particule P a l'instant initial est noté X. On note 7 le vecteur
position de cette particule a l'instant t. Le mouvement du milieu continu est alors défini

par la donnée de la position Y.

X = (1.1)
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L’équation|1.1]définit la transformation faisant passer de la configuration de référence
C, a la configuration actuelle C'(t). Pour caractériser la déformation au voisinage de la
particule P, on introduit I’application linéaire tangente au mouvement, Considérons un
vecteur d—)(2 dans la configuration initiale, sa transformée dans la configuration actuelle

s’obtient par la relation [I.2]

. 81‘1 — — 8XZ -
diy = 8_deXj de mme dX, = a—xjde. (1.2)
On définit alors le tenseur gradient F tel que
— = v = ax’b
dl’l = Fde] avec Fij == 8_)(]»7 (13)
> =1 = 0X;
dX, = F;'dz; avec F;' = dz,’ (1.4)
Donc F = GradZ et F~' = GradX, (1.5)

F est une application linéaire tangente, permettant de caractériser les diverses transfor-
mations. Si on utilise le méme repére dans la configuration actuelle et la configuration de

référence, il sera bon d’introduire le vecteur déplacement c’est-a-dire

UX,t)=#X,t)— X. (1.6)

En combinant le tenseur gradient des déformations [1.5] et le vecteur déplacement
[1.6] on obtient le vecteur gradient de déplacement. La premiére possibilité est de définir

la configuration initiale (description lagrangienne)

GradU = GradZ — GradX = F — I, (1.7)

an 8xj’

et le gradient Zi-j sera F:};j =
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ou;

natement £y = b, + 200
finalement Fj; it o

(1.9)

ou d;; est le symbole de Kronecker. Le tenseur gradient peut également étre défini dans
la configuration déformée (description Eulérienne), par rapport aux coordonnées spatiales
Xi

GradU = Gradi — GradX =1 — F~', (1.10)

Ce qui donne l'inverse du tenseur gradient

oU;

Fiog, - U
J (9:172

(1.11)

1.3.2 Description des déformations

Pour caractériser les changements de forme entre les configurations Cy et C(t), il
faut déterminer les variations de longueur et les variations d’angle, ou encore les variations
de produit scalaire. On forme donc le produit scalaire de deux vecteurs matériels dz, di et
on examine sa variation en fonction des vecteurs initiaux dX et dY. Selon la configuration

choisie, plusieurs mesures de déformations sont possibles:

Description Lagrangienne.

En Configuration Lagrangienne (configuration C,), on introduit le tenseur de Cau-
chy Green droit C' = FTF symétrique et défini positif; qui caractérise les dilatations. Dans
le cas ou le milieu ne subit aucune transformation, C' = I. Le tenseur de déformation de

Green-Lagrange est

—_

E = %(c—n soit E==(FTF — 1), (1.12)

\)

E est un tenseur Lagrangien symétrique en remplacant F:l-j (equation ) on a alors

1
1]—2

oU. | 9U; , OUL U
al'j (9:101 8.75]- ail'l

( ). (1.13)
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Description Eulérienne.
Dans la configuration actuelle, on introduit le tenseur de Cauchy-Green gauche B =

FFT symétrique et défini positif. Ce tenseur des déformations associé est lié¢ a la différence

de produit scalaire et le tenseur d’Euler-Almansi

A= %(1—31). (1.14)

1.3.3 Vitesse de déformation

Pour caractériser les vitesses, on introduit le vecteur V' = dZ, dérivée par rapport

au temps du vecteur position Z(X,t). On a

di = FdX = Ldf, (1.15)
]? mesure la vitesse de déformation entre la configuration C, et C(t). L= ]3 F~1 est le
tenseur eulérien gradient des vitesses. En notation indicielle, on a
di = Lydz;. (1.16)
La relation entre L et F' s’obtient de la maniére suivante
(1.17)

ov; ov; Ox; .
Lij= 7= 5—a—+=FuF. .
J 8xj al‘k an kg

La décomposition de Len partie symétrique et antisymétrique permet de définir le tenseur

taux de déformation D, et le tenseur taux de rotation W

D=3(I+L"), L18)

w=31(I-L").

balebaidi.blaise @yahoo.com
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Le tenseur w correspond au rotationnel du champ des vitesses V', et décrit donc la vitesse

de rotation du solide, tandis que D décrit la vitesse de déformation. On peut écrire
d — — — —
%(dx.dy) = 2dz.D.dy. (1.19)

Ce qui montre que D mesure la vitesse de déformation dans la configuration C(t). La
vitesse de déformation dans la configuration initiale s’obtient par différentiation du produit

scalaire. On obtient ainsi
d

- (d7.dif) = 2dX .E.dY . (1.20)

Les vitesses de déformations sont ainsi mesurées par:

e [ entre la configuration Cy et C(t);
e E = FTdF dans la configuration Cj;

e D dans la configuration C(t).

1.3.4 Description des contraintes.

Les contraintes sont caractérisées par des efforts intérieurs a travers un élément
de surface relatif & une configuration donnée [88]. Suivant le choix de la configuration
pour la mesure de I'éffort et de la surface, on pourra avoir une description Eulérienne,

Lagrangienne ou mixte des contraintes.

1. Description Eulérienne.
Le tenseur des contraintes le plus naturel est le tenseur, qui est un tenseur
Eulérien. 11 est défini par:

t = oil, (1.21)

t est I'effort mesuré par unité de surface définie dans la configuration actuelle, s’appli-

quant sur I’élément de surface dS de normale extérieure 7. L’effort résultant agissant
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sur I’élément est noté d f Cet effort est

df = tdS donc df = oitdS. (1.22)

2. Description Lagrangienne.
Pour avoir un tenseur complétement défini en fonction des variables Lagran-
giennes, on transporte la force df agissant sur le volume actuel vers la configuration

initiale non déformée suivante

—

df, = Fdf. (1.23)

On a une force df, qui n’a aucune signification physique agissant sur la surface

initiale. Le tenseur de Piola Kirchhoff II est alors défini de la maniére suivante
df, = SNdS,, (1.24)

S n’a aucune signification physique mais il est symétrique, et purement Lagrangien.

On a la relation suivante entre le tenseur de Cauchy et le tenseur de Piola Kirchhoff

o==(FSF"). (1.25)

3. Description mixte.
On peut lier la force élémentaire d f de la configuration C(t) a I’élément d’aire

dS, de la configuration C, par la relation
df = TdS,. (1.26)

Il s’agit d’une description mixte. Le vecteur T représente le vecteur de contrainte de
Piola Kirchhoff ou de Boussinesq [89]. T mesure la force par unité de surface définie

dans la configuration de référence. Le vecteur T agit sur la configuration actuelle,
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contrairement aux vecteurs contraintes de Cauchy, il est fonction des positions X et
de la normale N & la frontiére du domaine. Le tenseur de contraintes associé est le

premier tenseur de Piola Kirchhoff P tel que
df = TdS, = PNdS,. (1.27)

Tout comme F', ce tenseur P n’est ni Lagrangien, ni Fulérien, On parle alors de

tenseur mixte. P est relié au tenseur de Cauchy par la relation suivante

Jo = PF' oJ = det(F). (1.28)

P n’est pas symétrique. Il aura dans le cas général 9 composantes indépendantes.

1.3.5 Hypothése des petites perturbations

L’hypothése des petites perturbations consiste a supposer que le déplacement U
est petit. On peut donc confondre C, et C(t); X et 7. On suppose que gradU est petit,
ce qui conduit a négliger les termes du second ordre dans le gradient des déplacements.

Les tenseurs de déformation E et A se réduisent & €.

1,0U, U,
_l’_

By=eu =4 =505, T ox,)
J 3

(1.29)

ei; Correspond a la partie linéaire de tenseur des déformations E et A. De méme, les
différents tenseurs des contraintes P, S ou o s’identifient en petites perturbations au

tenseur de Cauchy.

1.3.6 Thermodynamique des milieux continus

Sous I’hypothese de 'état local, la loi de comportement est construite de ma-

niére phénoménologique en partant de I'inégalité de Clausius-Duhem [86] que ’on obtient
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a partir du premier et second principe de la thermodynamique. En introduisant 1’énergie
libre spécifique de Helmholtz w, I'inégalité de Clausius-Duhem traduit la positivité de la
dissipation d’énergie. Le premier principe de la thermodynamique traduit la conservation
de I’énergie totale. Le second principe traduit 'inégalité fondamentale du bilan d’entro-
pie. En introduisant 1’énergie libre de Helmholtz, on obtient I’expression de 'inégalité de

Clausius-Duhem dans différentes configurations eulérienne, mixte et lagrangienne [90]

;

O, = —po(w' — ST) — w + P : F <0 en configuration mizte,

b0 = —po(th — ST) — M + S : E < 0 en configuration initiale, (1.30)

¢ = —po(th — ST) — q'@%dT + o0 : D < 0en configuration actuelle,
\

ou ¢, et ¢ représentent respectivement la dissipation énergétique en configuration initiale
et en configuration actuelle; ¢ est I’énergie libre spécifique de Helmoltz; Q et q repré-
sentent les vecteurs flux de chaleur ; T est la température absolue et S I’entropie. L’énergie

de déformation par unité de volume initial s’écrit:
W = poi. (1.31)

Les inégalités de Clausius-Duhem du systéme (1.30)) constituent un outil de construc-
tion des lois de comportement. Cette construction consiste a écrire I’énergie libre spécifique
en fonction des variables introduites pour représenter les phénomeénes observés. Ainsi, pour

construire une loi de comportement, on doit:

e Définir les variables d’état.
En effet 'axiome de 1’état local postule que 'état du matériau est entiérement défini
par la connaissance a un instant donné des valeurs des variables observables (tem-
pérature, déformations F, E ou B suivant la description privilégiée) et des variables
internes qui sont introduites pour décrire des phénomeénes complexes tels que la

dissipation et ’endommagement ;
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e Postuler I'existence d’une fonction d’énergie thermodynamique W qui
dépend des variables observables et des variables internes.
C’est de ce potentiel d’énergie que dérive la loi de comportement ;

e Postuler I’existence d’un pseudo potentiel de dissipation ¢ fonction des
variables de flux pour décrire I’évolution des variables associées aux pro-
cessus dissipatifs.

L’ensemble de ces hypothéses conduit a un systéme d’équations dont la résolution

donne I’écriture des lois de comportement.

1.4 Loi de comportement hyperelastique

Un matériau est dit élastique si le tenseur des contraintes de Cauchy a un instant
t dépend uniquement de 1’état de déformation a ce méme instant (hypothése de Cauchy).
Il est considéré comme hyperélastique si, en plus, on considére un état de grande dé-
formation. En particulier, nous rappelons qu’'un comportement hyperélastique est défini
en négligeant l'effet thermique et la dissipation interne de 1’énergie dans les inégalités
de Clausius-Duhem. Sur cette base, les lois de comportement des essais de traction uni-
axiale, équibiaxiale, de cisaillement pur et simple sont développées. Green [45] suppose
l'existence d’une fonction densité d’énergie W définie par I'expression de 1’équation [1.31]
Cette densité d’énergie est indispensable pour modéliser le comportement des matériaux
hyperélastiques. Dans le cas d’un matériau isotrope (c’est-a-dire possédant les mémes pro-
priétés dans toutes les directions), I’énergie peut de surcroit étre exprimée en fonction des

trois invariants principaux du tenseur de Cauchy-Green C
W =W(IL, I, I3), (1.32)

L= tr(C); I = %[(w(c))? —r(C2)]: Iy = det(C), (1.33)
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ou I; et 1 = 1,2, 3 représentent les invariants de C et de B. Soit S le second tenseur des

contraintes de Piola-Kirchhoff défini par I’équation ([1.34]) ci-dessous

oW
5_2%_2 < 0I; 0C"

1=

(1.34)

Les dérivations des invariants I; par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit C per-

mettent d’obtenir ’équation [1.35

oL . dl, oLy,
o=l 56 =h1-C 35 =DL0" (1.35)

En remplagant (1.35) dans I’équation ((1.34)), on obtient

oW oW, OW oW .,

En remplagant (1.36]) dans I’équation ((1.25)), on obtient

o= %[(g—lmf - Ilaa—IM:)B — g—[MQ/BQ + Jg‘g—lm:ﬂ. (1.37)
Si on considére le théoréme de Cayley-Hamilton [89]
B} - I1B*+ L,bB— 151 =0 et B*=1,B— LI + ;B (1.38)
En introduisant I’équation [1.38| dans [1.37] on obtient ’équation [T.39
o= %[(12?;?: + Ig,glg)f + ?ZB — [3(2—?2/3‘1]. (1.39)

1.4.1 Condition d’incompressibilité.

La déformation des matériaux caoutchouteux se fait & volume pratiquement

constant, ce qui traduit la conservation du volume au cours de la déformation. Cette
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propriété est prise en compte en considérant que le Jacobien J du tenseur gradient de

déformation F est égal a 1

J = det(F) = 1. (1.40)

Les déformations qui conservent le volume du solide n’étant pas entiérement libres, la
cinématique de telles déformations sont soumises & certaines restrictions. On parle de
liaisons internes. Pour tenir compte de ces liaisons, il faut ajouter a la forme générale de
la loi de comportement une contrainte a priori indéterminée sous la forme d’une pression

hydrostatique p jouant le réle d’un multiplicateur de Lagrange
o=~(F)— PI. (1.41)

L’aménagement des équations ((1.36)) et ((1.37)), en tenant compte de la formulation ((1.41])

et en supposant que W ne dépend que de [ et I, s’écrit

e en configuration de référence

oW oW, W
2 -0 - pot 1.42
or, T han T~ a1 rC (142)

e en configuration actuelle

ow oW, oW

Notons aussi que, lorsque I'énergie de déformation est exprimée en fonction des valeurs
propres du tenseur gradient de déformation F, les composantes du tenseur de Cauchy sont

déterminées par la relation suivante [91]

ow :
o = )\ia—)\i — P .aveci=1,2,3 (1.44)
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1.4.2 Application a différents cas de sollicitation

Dans cette partie, on va s’intéresser a différents types de sollicitations condui-
sant a des déformations homogénes. Cela signifie que le déplacement dépend des variables
spatiales de maniére affine, ce qui fournit des tenseurs de déformations et de contraintes
constants en espace. Les déformations homogénes sont intéressantes a étudier car elles cor-
respondent & des conditions classiques d’expérimentation. Elles permettent ainsi d’identi-
fier les parameétres matériaux en corrélant les calculs théoriques aux mesures expérimen-
tales. Elles permettent en outre d’exhiber des solutions analytiques qui sont utiles pour

valider des solutions numériques par éléments finis.

1. Traction uniaxiale.
La sollicitation en traction uniaxiale consiste a étirer suivant une direction une
face d’'une éprouvette de section carré comme lillustre la Figure [[.10} Les autres
facettes libres de I’éprouvette ne subissent pas d’effort extérieur et sont en état de

contraintes nulles.

X3

i X

(4 -_...:lr"

1/ \TI

FIGURE 1.10 — Sollicitation en traction uniaxiale.

Dans le repére lié a I’éprouvette et suivant la direction d’extension, les élongations
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principales dans ce mode de sollicitation s’écrivent
)\1 - )\,)\2 - )\3. (145)

En tenant compte de I'incompressibilité (Ay = A3 = \%), la matrice F' du tenseur

gradient de déformation s’écrit

A0 0
— 1
F 0 7 0]- (1.46)
1
0 0 =

On déduit le tenseur de Cauchy-Green gauche B a partir du tenseur gradient de

déformation de ’équation (|1.46]

A2 0 0 A0 0
_ 2 _
B=1o0 % ol=B"=1]0 ALQ 0 (1.47)
0 0 & 0 0 5

Les invariants définis a I’équation (1.33]) s’écrivent alors dans le cas de la traction
uniaxiale

2 1
11:A2+X;12:§+2)\;13:1. (1.48)

En remplagant les tenseurs B et B? de I’équation ((1.47)) et les invariants de 'équation
(1.48) dans I’équation ([1.43]), on obtient les trois composantes o1, 03 et o3 du tenseur

des contraintes de Cauchy qui est diagonal, dans ce cas

oW oW
=2\ —— 4+ 4\— —P 14
01 311 + @]2 9 ( 9)

2 OW 1 oW
2 4=+ N)— P 1.
vor T 2Ga VL (1.50)

09 = 03 =
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Compte tenu des conditions de chargement sur les faces libres d’effort, les compo-
santes 0y et o3 du tenseur o sont égales a zero, ce qui permet de déterminer P & partir
de la seconde égalité de 1'équation (1.50]). En remplacant p dans I'expression de oy,

on obtient la loi de comportement pour un cas de chargement uniaxial homogéene

oy =2 Ly W LW

Ag)(a—[1 + Xa_lz)‘ (1.51)

En compression uniaxiale, la forme analytique de la loi de comportement demeure

la méme que pour la traction uniaxiale (équation [1.51)).

2. Traction équibiaxiale
La traction équibiaxiale consiste a étirer un échantillon simultanément dans
deux directions, tandis que la troisiéme direction est libre. La sollicitation en traction

équibiaxiale est illustrée sur la Figure [I.11]

_______________

FIGURE 1.11 — Sollicitation en traction équibiaxiale.

En considérant la condition d’incompressibilité, le tenseur gradient des déformations

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise@yahoo.com



32 REVUE DE LA LITTERATURE

F s’écrit alors

F=10 X 0 ) (1.52)
0 0 M '

On en déduit le tenseur de Cauchy-Green gauche B

M0 0 MO0 0
B=1 0 A2 0 =B=10 \* 0 . (1.53)
0 0 A 2)\2 0 0 XA\

Les invariants définis par ’équation ([1.33]) s’écrivent alors dans le cas de la traction

biaxiale
Il:A12+)\22+;-12:)\12/\22+L+L-13:1 (1.54)
AZAg? M
En reportant les tenseurs B et B? de 'équation ((1.53)) et les invariants de ’équation
(1.54) dans I’équation ([1.43]), on obtient les trois composantes o1, 05 et o3 du tenseur

des contraintes de Cauchy

(

01 = 2[(27”; + (/\22 + )\172)\272)%])\12 - P,

09 = Q[gTV[l/ + ()\12 + )\172)\272)%])\22 - P, (155)

o5 =2[5F + (M7 + XD FEM TN TP - P

\

En faisant '’hypotheése classique de contrainte plane o3 = 0, on déduit le multiplica-

teur p de la troisiéme équation de ([1.55))

_ oW 2 2 ow -2y —2
P=2gm+ A"+ A0 g A (1.56)
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En reportant le p obtenu dans les deux premiéres équations de ([1.55)), on obtient

1
A2

AQQ)(a—W +A128—W). (1.57)

o1 = 2(M" = 5 %) (G + A" )i o = 20" - ol o1,

Dans le cas d’une traction équibiaxiale, ’étirement est le méme dans les deux di-
rections, c’est-a-dire que A\; = A . A partir de I'équation (1.57)), cette particularité
implique

1. 0W 2 OW

01 :(72:2()\12——

—_— —). 1.
)\14)(811 +)\1 8[2) ( 58)

3. Cisaillement pur.
Le cisaillement pur correspond & un essai de traction uniaxiale en déformation plane

comme illustré sur la Figure [1.12]

A
L3

1

Xy

. 13
E'Z]. ;r.‘.

FIGURE 1.12 — Sollicitation en cisaillement pur.

Les élongations principales dans ce mode de sollicitation s’écrivent

)\1 = )\, )\2 =1 et )\3 = )\71. (159)

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



34 REVUE DE LA LITTERATURE

Le tenseur gradient de déformation F s’écrit

A0 0
F=101 o |- (1.60)
00 A1

On déduit le tenseur de Cauchy-Green gauche B a partir du tenseur de déformation

de I’équation ({1.60)

M0 0 M0 0
B=lo1 ol=B=101 o |. (1.61)
0 0 X2 0 0 \*¢

Les trois invariants tels que définis a I’équation ((1.33)) pour ce mode de sollicitation
deviennent

1
L=L=14+X\+

=1 (1.62)

En remplagant les expressions des tenseurs B et B? de 1'équation ([1.61)) et des inva-
riants de I’équation ([1.62]) dans 1’équation ((1.43)), on obtient les trois composantes

du tenseur des contraintes de Cauchy en cisaillement

¢

o1 = 2025 +2(1+ X)) 9L — P,

oy =298 +2(L + 232 _ p (1.63)

|03 = 3 +2(1+ A2)8W P.

L’hypothése des contraintes planes nous permet d’écrire

ag_ojp_ia—ww(ui oW

—. 1.64
A2 01 )\2)812 (1.64)

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



1.4 Lot de comportement hyperelastique 35

En reportant I’équation (1.64]) dans les deux premiéres égalités de I’équation ((1.63)),

on obtient les composantes o1 et oy du tenseur de contrainte de Cauchy

o= WV O o= Ly AW 2O
o =2(A )\2)<611+a]2)’01_2(1 A2)((%JFA 812)' (1.65)

4. Cisaillement simple

L’essai de Cisaillement simple est illustré sur la Figure [I.13]

A
W

I X 1

. 1
2'7,1. ,'f.‘.

FIGURE 1.13 — Sollicitation en Cisaillement simple.

Le tenseur gradient de déformation pour ce mode de sollicitation s’écrit

1 v 0
F=1o01 of, (1.66)

0 01
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ou « représente 'angle de glissement. Le tenseur de Cauchy-Green gauche B est

déduit de I'expression de 1’équation (|1.66|)

1+9% 74 0 1+ +9% 72+9%) 0
B = Y 1 0|=8B= Y(2 + %) 1+~ 0] (1.67)
0 01 0 0 1

Contrairement aux trois cas de sollicitation traitées précédemment, on remarque que
les matrices F, B et B? ne sont plus diagonales. Les trois invariants du tenseur de

Cauchy-Green s’écrivent

=1, =3+~%1;=1. (1.68)

En remplagant les expressions des équations et dans I'équation ((1.43)), on

obtient les composantes du tenseur de contrainte de Cauchy en Cisaillement simple

p

o1 =201+ P+ (24995 - P

ow ow

o3 =2[5F + 2+ %L - P,

_ ow ow
\0'3 = 2[8_11 + 8_12]

Ainsi, contrairement aux trois cas traités précédemment, du fait que les déforma-
tions sont non diagonales, on voit apparaitre une contrainte de cisaillement o1, non
nulle. En utilisant une hypothése de contrainte plane (par rapport a la direction
perpendiculaire au plan de cisaillement), on déduit le multiplicateur de Lagrange p
de la troisiéme équation de : P = 2[‘37”1/ +(2+ 72)3%]. En reportant p dans

les deux premiéres équations de (|1.69)), on obtient facilement

ow ow ow 8W]

o1 Y 81.1702 v 81.27012 021 7{611 + al, ( )
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Finalement, comme on vient de le voir, au travers des divers exemples traités, la connais-
sance du comportement d’un matériau hyperélastique revient & connaitre la fonction den-
sité d’énergie W. La discussion sur la détermination de cette densité (comment 1'établir 7
comment la valider 7 comment discriminer les différentes densités entre elles ?) fait 'objet

de la fin de ce premier chapitre.

1.5 Densité d’énergie de déformation (W)

La mise en équations des relations contraintes-déformations pour différents modes
de déformation rencontrées expérimentalement est relativement simple. La difficulté réside
désormais dans la détermination de la forme de la fonction densité d’énergie de déforma-
tion W permettant d’évaluer au mieux les contraintes pour chaque mode rencontré. Ainsi,
des formes tres variées de la fonction W sont rencontrées dans la littérature. Certaines
ont été élaborées a partir des considérations phénoménologiques, cherchant a reproduire
d’un point de vue purement mathématique les données expérimentales sans chercher a
donner un sens physique aux constantes matérielles. Cette approche revient a considérer
le matériau comme une boite noire et a rechercher la fonction W reproduisant son com-
portement macroscopique. Ce type d’approche peut étre décomposé en deux sous-types.
Le premier consiste a trouver une forme mathématique générale (décomposition en séries
mathématiques en I et I ou en ); ) reproduisant au mieux les expériences. Le deuxiéme
consiste & rechercher directement les formes mathématiques des fonctions g—lmf et gTMQ/ a
partir d’expériences controlant plus ou moins indépendamment les invariants Iy et Is.

Une autre approche (moléculaire) dans la littérature consiste a établir un modéle

microscopique du réseau de chaines polymériques et de construire le modéle macrosco-

pique en intégrant des considérations physiques traitées de maniére statistique.
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1.5.1 Les modéles phénoménologiques.

1. Le modéle de Mooney (1940)
Ce modele, établi par Mooney [16], part du constat que le comportement du

caoutchouc est linéaire en cisaillement simple. Mooney écrit alors W sous la forme

WMo — Cl()(Il - 3) —|— C(n([g - 3), (171)

avec (g et Cy; les parameétres matériau. Ce modéle est bien adapté pour représen-
ter les essais de Treloar sur le caoutchouc naturel pour des déformations modérées

(inférieures a 300%).
2. Le modéle de Rivlin (1948)
Le modele de Rivlin consiste a généraliser l'écriture du modéle de Mooney
comme une série polynomiale en (I; — 3) et (I, — 3) [92]. L’avantage de ce modéle
est que 'on peut tronquer son écriture pour caractériser une sollicitation plus précise

WRi - EOO Cpq(Il - 3)1)([2 - B)q, (172)

p,q=0

Cpq désigne les parametres matériau écris sous une forme généralisée.

3. Le modéle de Isihara et al (1951)
Isihara reprend la théorie de distribution non gaussienne des chaines et utilise
la linéarisation de certaines équations [2]. Il construit ainsi un modéle de forme

similaire & la série de Rivlin ot W s’écrit

Wig = Cro(l1 = 3) + Cor(Iy — 3) + Coo (I — 3)%. (1.73)

Son modeéle est cependant développé en termes d’extensions principales et les para-
métres Cyy et Cg sont, en fait, liés entre eux. Ce modeéle se rapproche des modéles

phénoménologiques de Bidermann [14] et de Mooney-Rivlin [2]. Il permet de mieux
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reproduire les comportements en extension équibiaxiale mais, contrairement au mo-
deéle de Bidermann [14], il ne permet pas de prendre en compte le raidissement final

de la courbe de traction.

4. Le modéle de Gent et Thomas (1958)
Il permet de couvrir une zone de déformation un peu plus large, ce modéle mets
surtout en valeur les effets du second invariant [, [21]. La forme d’énergie proposée

par Gent et Thomas est

I
Wer = Ki(I — 3) + K2ln§2, (1.74)

K, et K, représentent les parameétres, Ce modéle ne s’avére cependant pas plus

performant que le modéle de Mooney [16] pour reproduire les essais de Treloar.

5. Le modéle de Bidermann (1958)
Bidermann néglige les termes croisés du modéle précédent et prend une forme

tronquée du modeéle de Mooney-Rivlin a l'ordre 3 en I; et a l'ordre 1 en I, [14]

C C
Wi = Cuo(lh = 3) + =2 (1 = 3)° + =2 (1 = 3)° + Cn (2 = 3). (1.75)

Ce modéle ne reproduit pas les courbes expérimentales de Treloar avec le méme jeu

de parameétre.

6. Le modéle de Hart-Smith (1966)

Hart-Smith constate, comme Rivlin et Saunders que gTV[lj est constant pour
des valeurs de I; inférieures & 12, mais que ce terme augmente ensuite de maniére
significative pour des valeurs de I supérieures a 12 [23]. Il propose alors le modéle
suivant

I
Wis = C / A AL 4 Kin 2. (1.76)

Ce modele est adapté pour un niveau important de déformation supérieur a 500%
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10.

Le modéle de Fung (1967)
Le modéle de Fung s’écrit sous la forme exponentielle en tenant compte seule-

ment du premier invariant [,

Wiy = C(ePB=3) 1), (1.77)

Ce modéle ne donne aucune information sur le raidissement final.

. Le modéle de Alexander (1968)

Le modéle de Alexander est un modéle adapté pour des déformations modérées

(550%) [93]

]2—3+’Y

Wpgy =C / I3 qL 4 Cyln + Cy(I, — 3). (1.78)

Le modéle de Veronda et Westmann (1970)
Veronda et Westmann proposent une nouvelle écriture d’'un modeéle d’énergie

en écrivant le premier terme de Mooney [16] sous une forme exponentielle [94]
WVW = 01(66([1_3) — 1) — CQ(IQ — 3) (179)

Ce modeéle ne reproduit pas avec le jeu de paramétre les courbes expérimentales de

Treloar.

Le modéle de Ogden (1972)

En 1972, Ogden introduit I'idée que W peut s’exprimer en termes de défor-
mations généralisées et introduit une forme mathématique en série de puissances
réelles, Il propose alors un modéle a 6 constantes pour reproduire les essais de Tre-

loar avec une bonne précision en traction uniaxiale, en extension équibiaxiale et en
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cisaillement pur [I§]

N
Woy =3 %(X{‘P FAS NS — 3). (1.80)

p=1 "7

Cependant, toutes les valeurs possibles de p, et «, ne sont pas possibles. Ainsi,
pour que W puisse assurer une réponse physique raisonnable, il convient de vérifier
qu’elle est définie positive pour toutes déformations non nulles. Ogden montre qu’il
est suffisant de considérer

fp X i > 0 pour p=1,2...N.

11. James et al. (1975)
Le modele de James et al. consiste a tronquer le modele généralisé de Mooney-
Rivlin généralisé a 3 termes comme une série polynomiale, mais cette fois-ci en

considérant les termes croisés (I1 — 3) et (I; — 3) [95]

Wjaeml = 010(11 — 3) +001<[2 — 3) +011(Il — 3)([2 — 3) —‘1_020(11 — 3)2 + Cgo([l — 3)3
(1.81)

Ce modeéle ne reproduit pas la courbe équibiaxiale de Treloar.

12. Takamizawa et Hayashi (1987)
Takamizawa et Hayashi, définissent un modéle en considérant une fonction
logarithmique définie dans 'intervalle |0; 1] comme une foncion inverse [96]. L’ex-
pression de cette fonction est la suivante

L -3
I, —3

Wry = —Cln(1 — ( )3). (1.82)

Ce modeéle ne reproduit reproduit pas le raidissement final.

13. Yeoh (1990)

Le modéle phénoménologique de Yeoh, appliqué a des élastomeéres chargés en

noir de carbone, est issu de la constatation expérimentale que gTMQ/ est négligeable
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[58]. Yeoh a alors fait ’hypothése simplificatrice (?97”2/ = 0 et a proposé une énergie
de déformation a 3 coefficients, ou le second invariant n’apparait pas. L’énergie de

déformation de Yeoh s’écrit alors

Wyetg90 = Cro(I1 — 3) + Coo(I1 — 3)% + Cyo (11 — 3)°. (1.83)

Ce modeéle ne reproduit reproduit pas le raidissement final.

14. Yeoh (1993)

15.

16.

En 1993, Yeoh propose une autre expression de modéle d’énergie phénoméno-
logique, dans cette nouvelle écriture, l'auteur ajoute a son modeéle de 1990 une autre

expression sous la forme exponentielle [97]. Ainsi, la nouvelle expression est alors

Wyeigos = Cro(l1 — 3) + Cao(Ih — 3)2 + Cag(I1 — 3)* + K(1 — e 5 ). (1.84)

Ce modéle ne reproduit reproduit pas le raidissement final.

Gent (1996)

En 1996 Gent a proposé une forme empirique d’énergie de déformation [22]

I -3
I, —3)

Wee = —g(zm —3)In(1 - ( (1.85)

ou FE et I, sont les deux parameétres matériau du modele. I, représente la valeur
maximale que peut atteindre I; — 3 donc la limite d’extensibilité du matériau. Ceci

est une représentation phénoménologique de la limité d’extensibilité des chaines

Yeoh et Fleming (1997)
En 1997, Yeoh et Fleming ajoute a l'expression de la fonction exponentielle

de Yeoh parue en 1993 I'expression de Gent précédemment citée [98]. Ainsi, cette
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énergie prend alors la forme suivante

_F —H(I-3) I —3
Weae = Hd(l—e 5 )= DI, —3)In(1 — (Im_S)). (1.86)

Ce modele ne reproduit reproduit pas le raidissement final.

17. Lambert-Diani et Rey (1999)
Lambert-Diani et Rey propose en 1999, un modéle d’énergie qui s’écrit cette
fois comme la somme d’une fonction intégrale sous une forme exponentielle et loga-

rithmique [30]. Avec ce modéle, I’énergie n’est pas nulle pour I, = 3

N

Wir = C/GCUP(Z

p=0

N
a,(I; — 3)P)dI; + / exp() by(Ink)?)dI. (1.87)
p=0

Le modeéle ne reproduit pas les données expérimentales du cisaillement pur.

18. Haupt et Sedlan (2001)
En 2001 Haupt et Sedlan proposent une nouvelle expression de modéle d’éner-
gie qui s’écrit encore comme serie de Mooney-Rivlin tronquée [99]. Ce modeéle d’éner-

gie s’écrit de la forme suivante
Whrs = Cio(11—3)+Co1(1a—3)+C11 (I1 —3) (I:—3)+Coa(Io—3)*+C30 (11 —3)* (1.88)

Le modéle ne reproduit pas les données expérimentales du cisaillement pur.

19. Pucci et Saccomandi (2002)
La densité d’énergie du modéle de Pucci-Saccomandi [100], provient de la com-
binaison du modéle de Gent et du second terme du modéle de Gent et thomas. Ce

modeéle adopte la forme suivante

I
Wps = Kin - g(fm —3)In(1 — (

L -3
Im—B))’

(1.89)
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ou i, I, et K sont les parameétres matériau du modéle. Le modéle ne reproduit pas
les données expérimentales de la traction équibiaxiale et du cisaillement pur.

20. Beda et Chevalier (2003)

T. Beda et Y. Chevalier proposent la formulation de I’énergie de déformation
qui est une combinaison du modéle d’ogden avec le second terme du modéle de
Gent-Thomas [35]. Cette énergie se présente sous la forme suivante

'[2 M [0 (0% «
Ce modeéle ne reproduit pas les courbes expérimentales avec le méme jeu de para-
meétre.
21. Beda (2005)

En 2005, T. Beda propose une nouvelle forme d’énergie qui tient compte des

puissances [101]. L’expression de cette densité d’énergie est donnée par
C C K

W Be2005 = El(ll —3)% 4 Cy(, — 3) + E‘?(Il — 34 7(12 -3 (1.91)
Dans cette expression, les conditions suivantes sont définies par I’auteur
0<axl
0<pB<l1
1<y
Ce modéle ne reproduit pas les courbes expérimentales avec le méme jeu de para-
metre.

22. Amin et al. (2006)

Le modéle de Amin et al. est une forme généralisée de Mooney-Rivlin, ce

modele est plus adapté dans la caractérisation des matériaux hyperelastiques en
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traction simple [25]. L’expression du modéle est la suivante

Wy = Cio(I1 — 3) + Civiyo(l = 3N + Clarsyo(l — 3)MT + Cou (I — 3), (1.92)

avec N > 0 et M > 0. Cny1y et Carqr) représentent les parameétres matériau du

modéle.

23. Beda (2007)
Encore appelé Gent-thomas généralisé, le modeéle de Beda (2007) généralise le
modéle de Gent-thomas en écrivant le terme en (I; — 3) sous la forme d’une serie de

Rivlin [20]. L’expression de ce modéle est la suivante

I
Weaoor = —3)P + Kzné. (1.93)

HMZ

Ce modele est adapté pour la caractérisation en traction simple et améliore la trac-

tion équibiaxiale et le cisaillement pur.

24. Nunes (2011)
En 2011 Nunes propose un modéle d’énergie en s’inspirant du modeéle de Moo-

neey, dans ce modéle 'auteur ajoute tout simplement le coefficient % et % [17]

»MO«

Wi = Ci(I — 3) + 02(12_3) (1.94)

Ce modéle ne reproduit pas les courbes expérimentales avec le méme jeu de para-

meétre.

25. Gornet et al. (2012)

En 2012 Gornet et al. propose un modéle en ajoutant au modeéle de Hart-Smith

un sécond terme —— [1()2] L’espression de leur modeéle est la suivante
2 1
Weap(I1, 1) = by / " (h=370T) 4 3h, / \/—I_2df2. (1.95)

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



46 REVUE DE LA LITTERATURE

Ce modéle ne reproduit pas les courbes expérimentales avec le méme jeu de para-

meétre.

26. Beda. (2014)
En 2014, Beda propose un modéle d’énergie qui consiste & généraliser le premier
terme du modéle de Harth-smith en utilisant la puissance « et en ajoutant le second

terme en logarithme de Gent-thomas [56]. L’expression de ce modéle est la suivante

o I
Wheao1a(11, Io) = 01/66(11_3) dl + C’glné. (1.96)

Ce modéle ne reproduit pas les courbes expérimentales avec le méme jeu de para-

meétre.

27. Hybrid Integral Approach (HIA) (2016)
En 2016, Nguessong et al. propose un modeéle d’énergie hybride qui combine a
la fois le modeéle moléculaire et le modeéle phénoménologique [103]. Dans ce modéle on
note comme particularité la présence de la fonction inverse de langevin. L’expression

de ce modéle est la suivante

o )\aﬁa - ﬂao BaSinhﬁao 77 h (g_l(u))il - C ? 12
e [Pt e () S e [‘( =) ]d“”“” (3)
(1.97)

Ce modele ne reproduit pas les courbes expérimentales avec le méme jeu de paramétre.

1.5.2 Les modéles moléculaires.

Nous présentons dans cette section les différents modeéles hyperélastiques fondées
sur des considérations physiques. Ces travaux partent des propriétés physiques générales
des polyméres et utilisent les méthodes statistiques afin de modéliser le comportement
moyen macroscopique de ces matériaux. Ils aboutissent néanmoins a des modéles macro-

scopiques différents selon les phénoménes microscopiques considérés comme prédominants.
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1. Le modéle néo-hookéen (1943)
C’est le modéle hyperélastique le plus simple. Il correspond au modéle de
Mooney-Rivlin & un seul terme, mais sa justification est plus moléculaire que phé-
noménologique. Le matériau est constitué d’un réseau de longues chaines flexibles

orientées aléatoirement et jointes chimiquement en certains points de jonction [52]
1
Wy = EnKT([l —3), (1.98)

ou n est le nombre de chaines par unité de volume, k est la constante de Boltzmann

et T la température absolue.

2. Le modéle 3-chaines (1943)

James et Guth [54] élaborent un modéle non-Gaussien. Ils supposent que les
chaines se déforment de maniére affine avec le milieu et que le tenseur F, gradient de
la transformation macroscopique, peut étre utilisé pour définir la déformation des
chaines. Ils font 'hypothése supplémentaire que la déformation du réseau de chaines
orientées aléatoirement peut se ramener & un réseau de chaines réparties suivant les
trois axes du repére de déformations principales. Ce modéle permet de reproduire
les essais de Treloar, en traction et en cisaillement pur, avec une bonne corrélation.

Le modéle construit ainsi est alors le suivant

B

A
Wa_cr =nKT | —— 7
3—Ch n B—FZTLSZ”hﬁ

Vi (1.99)

avec 3 = L7} <\/Aﬁ)
3. Le modeéle slip-link (1981)
Ball et al [104] développent en particulier le modéle slip-link. Selon ce modéle,
un lien relie deux chaines. Les chaines sont autorisées a glisser sur une certaine
longueur de part et d’autre de ce lien. La difficulté d’'un tel modéle réside dans la

complexité mathématique (statistique) permettant d’établir une énergie de défor-
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mation moyenne. Ainsi, le modéle d’énergie dévéloppé est le suivant

W= 1KTN, i)\erlKTNi QA L4 (1.100)
=3 c it g s 3 Tin il - .
2 i=1 2 = L1+ nA;* !
4. Le modéle de Flory et Erman (1982) ou modéle de jonctions contraintes
Flory et al. [105] développent un modéle ou les points de jonctions entre chaines

sont contraints de se déplacer dans un voisinage restreint du fait de la présence des

autres chaines. L’expression du modéle est la suivante
3
1
W, = 5KTMZ [Bi + D; — In(B; + 1) — In(D; + 1)], (1.101)
i=1

avec B; = K2\ — 1)(\* + k)72

et D; = \.’k™1B;.

5. Le modéle 8-chaines (1993)

Le modéle d’Arruda et Boyce (1993) est fondé sur une approche macromolé-
culaire [5]. Suivant la théorie de Kuhn et Grun (1942), le comportement statistique
d’une chaine est supposé non-gaussien. Le matériau est représenté par huit chaines
orientées dans les directions des diagonales d’un cube. L’énergie de déformation est

ainsi donnée par

(1.102)

WSfch = un |:>‘a6a - 6&0 + n (BaSinhﬁao>:| :

v Buosinhi,

avec A\, = 1—31

ot B, = L (j/—ﬁ) .
6. Le modéle tube étendu (1999)
La limitation du modéle tube aux déformations moyennes provient de la construc-
tion méme du modéle qui ne fait intervenir que les contraintes d’entrelacement au

détriment de I’élasticité des chaines, et en particulier de leur limite d’extensibilité
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[34]. Kaliske et Heinrich [106], conscients de ce probléme, reprennent leurs travaux
et remplacent leur approche Gaussienne par une approche non-Gaussienne. Ils in-
troduisent alors un parameétre d’inextensibilité ¢ des chaines. Ils aboutissent alors &

la forme de I’énergie suivante

G [+ - 3)
W= 1—62(I, — 3)

+In(1 — 6*(I; — 3))| . (1.103)

1.6 Les essais expérimentaux

Les données expérimentales utilisées dans cette these sont les essais de Treloar
et les essais de Nunes et de Moreira [46]. Treloar utilise une éprouvette de Caoutchouc
Naturel (Natural Rubber) de longueur utile égale a 10 mm, de largeur 3 mm et d’épaisseur
0,8 mm. Cette éprouvette est préétirée a 400% avant d’éffectuer les mesures a fin d’éliminer

leffet Mullins.

1.6.1 Les essais de Treloar

1. La traction simple[4]
La Figure représente ’évolution de la contrainte nominale o (force par

unité de surface non déformée) dans la direction d’extension en fonction de A.

8
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5t 4+
¢
= 3
= ,‘
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ot
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FIGURE 1.14 — Courbe expérimentale de Treloar : traction uniaxiale [34].
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2. La traction équibiaxiale
Pour ce type de déformation, Treloar utilise le souflage d’'une membrane cir-
culaire de 25 mm de diameétre. La Figure [1.I5] représente alors 'évolution de la

contrainte nominale o en fonction de \.

2.5 -

FIGURE 1.15 — Courbe expérimentale de Treloar: traction équibiaxiale [34].

3. Cisaillement Pur
L’expérience de Treloar est celle décrite par la Figure I1 utilise une éprou-

vette de 75 mm de largeur pour 5 mm de hauteur.

; d
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FIGURE 1.16 — Courbe expérimentale de Treloar: Cisaillement Pur [34].
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1.6.2 Les essais de Nunes et de Moreira

Ces données sont obtenues a partir des essais de cisaillement simple (glisse-
ment) sur des éprouvettes élaborées a base d’adhésif de silane (Flextec FT 101) [46].

L’expérience est celle décrite par la Figure [1.17]

15
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FIGURE 1.17 — Cisaillement simple [17].
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Conclusion

Ce premier chapitre a présenté aprés une bref bibliographie, les notions générales
de chimie et de physique des polymeéres, et plus particuliérement des élastoméres, qui se-
ront utilisées dans la suite du document.

La complexité des liaisons et des mécanismes intervenant lors de la déformation de
ces matériaux expliquent qu’il n’existe pas encore actuellement de modéle unique per-
mettant de simuler une piéce en élastoméres. L’hypothése d'un comportement de type
hyperélastique est généralement admise pour modéliser le comportement élastique non-
linéaire, et a permis de donner naissance a un nombre important de modéles différents
fondés sur des observations expérimentales ou sur la physique des chaines de macromolé-
cules.

Notons finalement que, pour un mécanicien, l'existence d’un modéle < universel>>
n’est pas un probléme en soi tant que 'on a une polydiversité des modéles dans la lit-
térature, mais l'optimisation des paramétres de ses modéles reste encore un probléme
mal connu a cause du nombre limité des méthodes d’optimisations ou encore de leur non

malitrise.
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Chapitre 2

METHODES D’OPTIMISATION DES
PARAMETRES DES ENERGIES

Introduction

L’utilisation des élastoméres dans diverses industries telles que: l'automobile,
I’aéronautique, l'aérospatiale, les transports, le batiment, les mines, les machines-outils,
la pétrochimie est soumise a de nombreux et sévéres cahiers des charges, spécifications,
normes, exigeant un large ensemble de propriétés, parmi lesquelles nous avons: le bon
comportement aux diverses températures; l'inertie vis-a-vis des fluides agressifs (huiles,
graisses, solvants, etc.) et des produits chimiques (acides, bases, sels, etc.) ; la résistance
a l'ozone et aux intempéries; les hautes propriétés mécaniques (rupture, déchirement,
abrasion, etc.) et la tenue au bon vieillissement dans les conditions de service envisagées.
Cependant la prédiction du comportement mécanique des élastoméres dans les logiciels
de calcul par éléments finis nécessite 1'utilisation des modéles de comportement fortement
non linéaires: les modéles hyperélastiques.

L’un des problémes auquel est confronté I'ingénieur mécanicien souhaitant effectuer
une simulation est I'obtention des valeurs des paramétres des modeéles hyperélastiques.

Pour cela, il est nécessaire d’identifier ces paramétres a partir des essais expérimentaux.
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Le présent chapitre s’organise de la maniére suivante: la secton est consacrée a la
problématique d’optimisation ; la section présentent les méthodes d’optimisation les
plus utilisées en grande déformation ; la section traite la mise en ceuvre des algoritmes
génétiques ; la section présente une comparaison des méthodes d’optimisation basée
sur: le temps de calcul, I’évaluation de la fonction objectve et la précision des résultats;
et enfin dans la section nous présentons les limites lées a 'utilisation des algorithmes

génétiques.

2.1 Problématique d’optimisation

La problématique de 'identification consiste a faire coincider une solution theo-
rique Opoder issue d’'un modéle aux données expérimentales de Treloar [4] en traction
simple représentées par le couple de point (Aeyp, Oesp). Pour quantifier le gap entre les
deux réponses, généralement on définit la fonction objective ¢ par:

N
¢ = Z(aexp()‘i) - Umodel()‘i))Qa (2.1)

i=1

avec 1 = 1,2, 3....N le nombre de points expérimentaux.

L’optimisation consiste alors a choisir les bons paramétres tels que ¢ = 0. Les
mesures expérimentales sont souvent entachées d’une erreur de mesure, tandis que les
valeurs théoriques sont sujettes a des hypothéses simplificatrices quelquefois importantes
(incompressibilité par exemple). Pour identifier les paramétres matériau, il suffit alors de

minimiser ¢.

2.2 Les méthodes d’optimisation

En mathématique les méthodes d’optimisation sont nombreuses. Ces méthodes

seront utilisées suivant certains critéeres tels que: la convergence, la vitesse de convergence,
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le temps de calcul. Le principe général de ces méthodes consiste a construire une suite de

points de 'espace des solutions convergentes vers un minimum de la fonction ¢.

2.2.1 La méthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés fut dévélopée par Legendre et Gauss [107].
Cette méthode prend en compte la forme particuliére de la fonction ¢. A partir de la
définition de la fonction ¢, cette méthode linéarise la fonction o,04e(Ai). Rapelons que
la fonction o,,04e €st la contrainte nominale, c’est & dire la force qu’il faut exercer sur
une section S pour produire une élongation A. Soit N le nombre de point de mesure
expérimentale dans I’espace de représentation (Aezp, Geap(Ai)), avec m < N ol m représente
le nombre de paramétre du modéle d’énergie considéré. On cherche alors la fonction F'(\) =
>y agdr(N) qui minimise 'équation 2.1} Ainsi la nouvelle forme de la fonction objective

devient alors

=S |0eap(Ae) — F(N)II*. (2.2)

Il revient maintenant de déterminer les m coefficients a, qui rendent ¢ minimale. Alors,

les ay sont tels que

O
— =0 2.3
avec 1 < 7 < m. Nous utilisons la méthode des moindres carrés décrite ci-dessus pour

retrouver les parameétres des modeéles de : Mooney, Ogden 3 termes, Boyce et Arruda et

HIA marqués dans le tableau.
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TABLE 2.1 — Valeurs des Paramétres optimisés par la méthode des moindres carrés.

Modéles Paramétres | Valeurs Unités
Mooney Cho 0.162 MPA
Cor 5.90x1073 | MPA
Ogden 1 -0.011 MPA
3 terms 4o 0.62995 MPA
143 0.00127 MPA
aq -2 /
Qg 1.3 /
(0% 5) /
Boyce 0 0.328 MPA
et Arruda | n 29.5 MPA
HIA 1 0.3874 MPA
n 28.5 MPA
K 0.001266 MPA
i 0.1 MPA
¢ 0.127 MPA
& 0.418 MPA

2.2.2 La méthode de Levenberg-Marquardt

Sur la base de la méthode de Newton, Marquardt a proposé une méthode, qui
prend le nom de Levenberg-Marquardt [I08]. Cette méthode est beaucoup utilisée dans les
problémes de moindres carré [I09) T10]. Le principe de cette méthode consiste a ajouter
au probléme de minimisation défini par 1'équation la contrainte ||0,| = R, et le

multiplicateur de Lagrange p. Ainsi la nouvelle fonction a optimiser devient

U(8u, 1) = 2 llocap(N) = fo = VAP + u(l8]1* = 57), (2.4)

R, représente un rayon arbitraire.
Considérons les données expérimentales de Treloar, representées par: (A;, 0esp(N;i)),
i:1,2,3 ..... N, avec 1 S )\z S )\i+1.

Posons A = A\, + 0\ et © — p+ 1. La nouvelle équation a optimiser est alors définie par

Umodel()\o + 5)\) - Umodel()\o) + VU??’Lodel()\) = f; + Vf_)g, (25)
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Omodel T€PTésente la contrainte nominale en traction uniaxiale du modele d’énergie consi-
déré.

¢ =S loepN) = fo = VI + pu(10]* = 63). (2.6)

L’algorithme consiste alors a ajuster u a chaque iteration, ¢ décroit entre deux itérations
successives. Le minimum de ¢ évalut les paramétres respectivement. Sous Matlab [111]

nous implémentons cet algorithme en respectant les étapes ci-dessous:

e supposons que "~V représente la valeur de p au cours de la précédente itération.

Initialement posons x(® = 1073,

u(r=1)

o lire p(u"V) et p(L——), avec v > 1.

o si @(Q) < o) sip = /g
(1)

o si p(—)> ¢ posons p() = p"=D.

=1

o si (=)= M, et p(u D) > o(u).

Nous utilisons la méthode de Levenberg-Marquardt décrite ci-dessus pour retrouver les
paramétres des modeles de : Mooney, Ogden 3 termes, Boyce et Arruda et HIA marqués

dans le tableau.
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TABLE 2.2 — Valeurs des Paramétres optimisés par la méthode Levenberg-Marquardt.

Modeéles Paramétres | Valeurs Unités
Mooney Cho 0.169 MPA
Coi 5.30x 1072 MPA
Ogden I 0.45262 MPA
3 terms 7 2.842x107° | MPA
i3 8.2746x 107 | MPA
o 1.71617 /
9 6.80992 /
Qs -1.98197 /
Boyce 0 0.314 MPA
et Arruda | n 28.4 MPA
HIA i 0.382 MPA
n 29 MPA
K 0.01266 MPA
n 0.1 MPA
¢ 0.127 MPA
19 0.419 MPA

Comme inconvénient avec la méthode de Levenberg-Marquardt, le choix des points
initiaux est arbitraire et cette méthode requiert une grande précision des données expéri-

mentales.

2.2.3 La méthode de Beda—Chevalier

La méthode de Beda—Chevalier est une méthode graphique qui évalue les pa-
ramétres des modéles étape par étape [35]. La procédure est la suivante: posons, pour

x € Vv, ¢on(x) la fonction equivalente de y(x) donnée par 1’équation ci-dessous

y(zr) = anon(x). (2.7)

La fonction ¢(x) peut étre polynomiale, exponentielle ou trigonométrique. En tracant y(x)
en fonction de ¢y (z), c’est-a-dire, (¢n(x), y(z)), nous obtenons une courbe linéaire. Ainsi,
en repétant cette méthode plusieurs fois, nous tragons la courbe (¢ (z),y(x)) en variant k
afin d’obtenir la portion linéaire pour certaines valeurs de x. La solution partielle ¢y (x) est

alors déterminée et les coefficients a; sont déterminés par la pente de la partie linéaire de

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



2.2 Les méthodes d’optimisation 59

la courbe. En repétant cette logique plusieurs fois, nous obtenons la formule de recurence

suivante
k—1

ye(r) = y(x) = > an_jén—;();

Jj=0

k=1,.N, (2.8)

Yo(z) = y(x). ot yx(z) est la fonction identifiée dans le sous domaine Vj. Nous utilisons la
méthode de Beda—Chevalier décrite ci-dessus pour retrouver les parameétres des modéles

de: Mooney, Ogden 3 termes, Boyce et Arruda et HIA marqués dans le tableau.

TABLE 2.3 — Valeurs des Paramétres optimisés par la méthode de Beda—Chevalier.

Modéles Parameétres | Valeurs Unités
Mooney Cho 0.181 MPA
Co1 0.0002102 | MPA
Ogden It 0.00127 MPA
3 terms [ho 0.597 MPA
143 -0.011 MPA
(03] 5 /
Qg 1.3 /
(6%} -2 /
Boyce L 0.294 MPA
et Arruda | n 26.4 MPA
HIA L 0.3074 MPA
n 25.5 MPA
K 0.001266 | MPA
n 0.09 MPA
¢ 0.0187 MPA
& 0.419 MPA

Comme limite, la méthode de Beda-Chevalier est fastidieuse pour les modéles d’énergie

contenant un nombre élévé des parameétres.

2.2.4 La méthode <Pattern Search Algorithm>>

La méthode <Pattern Search Algorithm>> est une méthode basée sur la dérivée
de la fonction objective. Cette méthode impose une parfaite maitrise de la matrice gene-
ratrice et elle permet de trouver un bon résultat, c’est-a-dire la solution qui a une pétite
erreur dans I’espace multidimensionel défini.

Cette méthode fut décrite dans les travaux de Davidson [I12] et encore par Wu et al.
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pour 'optimisation du modéle de Ogden a 4 termes [I13]. Pour illustrer I'application de
la méthode <Pattern Search Algorithm>> considérons le modéle de Mooney-Rivlin décrit
par I'équation[L.71]; \; représente les données expérimentales de Treloar pour i=1,2,3.....N,

avec 1 < \; < \;j;1. Dans ce cas la fonction objective se défini par I’équation ci-dessous
P = d(N). (2.9)

Pour k itérations, nous définissons Mt = N+ 51, ot \; est Iincrement. s’ représente
I'étape intermédiaire s,* = Ap®(\;), avec k = 1,2,3....N et A\ représente 'opérateur na-
placien. Avec le modéle de Money-Rivlin, nous implémentons cette méthode dans Matlab
[I11] en respectant la procédure ci-aprés.

a)Lire O (\;)

b) Déterminer 'étape sy

c) Lire py = pr(A) — pr(Ak + sk)

d)Si pr > 0, et A\gr1 = A\ + sk, évaluer les parameétres Cyg et Cp;. Nous utilisons la mé-
thode de < Pattern Search Algorithm>> décrite ci-dessus pour retrouver les paramétres
des modeéles de : Mooney, Ogden 3 termes, Boyce et Arruda et HIA marqués dans le

tableau.

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



2.2 Les méthodes d’optimisation 61

TABLE 2.4 — Valeurs des Paramétres optimisés par la méthode <Pattern Search
Algorithm>>.

Modéles Parameétres | Valeurs Unités
Mooney Cho 0.170 MPA
Cor 0.002351 MPA
Ogden 18] 0.37282 MPA
3 terms Lo 1.0209x107° | MPA
143 -8.2747x1072 | MPA
a 1.8464 i
s 7.29012 /
as ~2.09521 i
Boyce L 0.294 MPA
et Arruda | n 27.4 MPA
HIA i 0.38 MPA
n 28.5 MPA
K 0.01266 MPA
n 0.1 MPA
¢ 0.127 MPA
19 0.419 MPA

2.2.5 La méthode de l'algorithme génétique.

La méthode de l'algorithme génétique est de plus en plus utilisée dans les pro-
blémes d’optimisation ces derniéres années [34] 38, [I14]. Cette méthode fut proposée par
Holland [I15] et quelques années plus tard elle fut largement diffusée par Goldberg [116].
Basée sur la sélection naturelle et la génétique [117], l'algorithme génétique cherche le
maximum global de la fonction objective. Ces algorithmes font partie des algorithmes
évolutionnaires, c’est-a-dire des stratégies de calculs évolutifs qui doivent leur nom a leur
analogie avec la théorie de I’évolution développée par Charles Darwin en biologie.

Le principe est la survie et la reproduction des individus les mieux adaptés a leur
environnement qui ont pour conséquence, d’une part la transmission des caractéristiques
nécessaires a la survie, d’autre part la convergence évolutive des espéces. Ce principe serait
incomplet si nous n’incluions pas le principe de mutation des espéces, parfois bénéfique,
parfois néfaste, permettant de faire des sauts de performance en augmentant la diversité
génétique. Les algorithmes génétiques sont des méthodes de convergence itérative glo-

bale d'une population et non pas d’un seul individu. Le processus de convergence n’est
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alors plus déterministe mais probabiliste, a I'instar de I’évolution Darwinienne ; c’est une
méthode stochastique. L’introduction du hasard confére aux algorithmes génétiques des
propriétés d’exploration de I'espace de recherche ne faisant plus dépendre strictement la
solution d'un point de départ.

L’un des avantages de cette méthode est de pouvoir optimiser une fonction objective
quelconque sans exigence de continuité ou de dérivabilité de celle-ci, et elle est adaptée aux
fonctions a variables discrétes. Leurs champs d’applications sont donc bien plus vaste que
les méhodes classiques d’optimisation. Son inconvénient est son temps d’exécution souvent
plus élevé et son instabilité. L’algorithme peut étre décrit par cinq étapes s’appliquant

sur une population de P individus initialement générés aléatoirement [117]:

1. Evaluation des individus d’une population
Une population est I’ensemble des individus. La transmission des caractéris-
tiques des individus parents & leurs enfants se fait par l'intermédiaire de chromo-
somes, par analogie avec la reproduction sexuée. Ainsi, les algorithmes génétiques
opérent sur les génes contenus dans ces chromosomes. Les chromosomes sont la
représentation codée de l'individu qui, rappelons le, n’est pas nécessairement un

nombre. Nous pouvons ainsi distinguer deux espaces distincts, mais liés:

* Pespace phénotypique: c’est Iespace sur lequel s’éffectue 1'évaluation des perfor-
mances permettant la sélection.
* Pespace génotypique: c’est I'espace de représentation sur lequel s’éffectuent les

croisements et les mutations (la représentation).

La forme canonique du codage utilisée dans les algorithmes génétiques est
le codage informatique binaire. Chaque chromosome est une chaine de 0 et de 1 de
taille N choisi par l'utilisateur (le programmeur). Le codage binaire d’un nombre réel
passe par un entier: il y a discrétisation. L’intervalle de recherche est discrétisé en 2V
entiers compris entre 0 et 2 —1. Le codage s’éffectue ensuite en décomposant I'entier

en puissance de 2. Le chromosome s’écrit alors en classant les bits par puissance de
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2 décroissante (arbitrairement). Le i-éme géne valant 0 si le caractére est 0 ou 27! si

le caracteére est 1, cela peut se traduire mathématiquement par 1’équation ci-dessous

01001110 = 0x 27 +1x2°0 +0x2° +0x2* + 1x 2% + 1x2% 4 1x2' +-0x2° = 78. (2.10)

Le codage binaire offre donc le nombre maximal de schémas par bit et a été consi-
déré pendant longtemps comme le codage le plus performant pour les algorithmes
génétiques [118]. C’est pour cette raison que nous utilisons ce type de codage dans

ce travail.

2. Sélection des individus
On choisit les parameétres qui évaluent la fonction objective ¢, mais qui jusque-
la ne donne pas encore une erreur assez minimale. L’étape de sélection se fait au sens
probabiliste du terme. Les individus les plus performants ont une probabilité plus
grande d'étre sélectionnés. La maniére de sélectionner ces individus n’est cependant
pas unique. Nous donnons, ci-dessous, une liste des types de sélections possibles :
sélection par tirage uniforme, le tournoi, la troncation et le tirage a la roulette. Dans
la mise en ceuvre de notre algorithme nous utilisons la sélection par tirage uniforme
[34].
3. Croisement des individus sélectionnés
L’opérateur de croisement permet la création de nouveaux individus selon un
processus fort simple. Il permet donc ’échange d’information entre les chromosomes.
Tout d’abord, deux individus, qui forment alors un couple, sont tirés au sein de la
nouvelle population issue de la reproduction. Puis un site de croisement est tiré
aléatoirement. Enfin, selon une probabilité P. que le croisement s’effectue, les seg-
ments finaux des deux parents sont alors échangés autour de ce site. Cet opérateur
permet la création de deux nouveaux individus. Toutefois, un individu sélectionné
lors de la reproduction ne subit pas nécessairement l'action d’un croisement. Ce

dernier ne s’effectue qu’avec une certaine probabilité. Plus cette probabilité est élé-
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vée et plus la population subira de changement. Quoi qu’il en soit, il se peut que
I’action conjointe de la reproduction et du croisement soit insuffisante pour assurer
la réussite de I’algorithme génétique. Ainsi, dans le cas du codage binaire, certaines
informations (caractéres) peuvent disparaitre de la population. Le croisement en
codage binaire consiste & échanger des génes du i-éme chromosome d’un individu
X avec les mémes génes du i-éme chromosome d’un individu Y. Ces échanges de
génes peuvent se faire, comme en biologie, en un ou plusieurs points de croisement.
Toujours pour la mise en oeuvre de notre algorithme nous utilisons un croisement

uniforme représenté par:

individu v [0]1]ofef1]1]1]0] _> cofat 4 - (O[O O A ]
cnfant B : |‘| 1|1|ﬂ[1 1|1|EI|

masque: (0[1]ale]1]1]o]1]

mdnvadu 1 [1{1]1fel1{al1]1

FIGURE 2.1 — Croisement uniforme.

4. Mutation des individus
Le role de cet opérateur est de modifier aléatoirement, avec une certaine proba-
bilité, la valeur d’un composant de I'individu. Dans le cas du codage binaire, chaque
bit a; appartenant a 0; 1 est remplacé selon une probabilité p,, par son inverse. C’est
a dire remplacer le géne mutant par sa valeur complémentaire. Si le géne vaut 0, il

est remplacé par 1; s’il vaut 1 il est remplacé par 0.
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D1D01115=}'3|:::;: o(1(0f0@i1|1{0] =T

|

genc mutant

FIGURE 2.2 — Mutation d'un géne en codage binaire.

Nous venons de voir les grands principes des algorithmes génétiques. En pratique,
sa mise en oeuvre pose quelques difficultés de par la nature stochastique de 'algorithme
et offre des choix (codage, mode de sélection, etc.) qui ne sont pas sans conséquence sur

la convergence.

2.3 Mise en ceuvre de Palgorithme génétique.

Avant d’aller plus loin il nous faut définir quelques termes importants générale-
ment définis dans la programmation des algorithmes génétiques.
— une séquence: est une suite de chiffre appartenant a 'interval 0, 1.
— Un chromosome: est une suite de bits en codage binaire, appelée aussi chaine binaire
ou encore <chaine>> de genes.
— Environnement: C’est ’espace de recherche.

— Population: un ensemble de chromosomes ou de points de I’espace de recherche.

La fonction objective: est la fonction a (évaluer) optimiser.

Individu: solution possible du probléme.

— Reproduction: un enfant hérite des génes de ses parents.

— Sélection: C’est le choix effectué entre les individus de la population. Les meilleurs
individus & un instant donné sont réutilisés pour se rapprocher de la solution du pro-
bléme.

— Génotype: I'ensemble des génes représentés par un chromosome.
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— Phénotype: I'ensemble des valeurs observables prises par chaque gene.

— Génération: I'ensemble de la population & un moment donné du processus.

2.3.1 Motivation

Nous cherchons, a présent, & implémenter en mode interactif ’algorithme gé-
nétique sous Matlab [I11] pour résoudre notre probléme d’identification de paramétres
matériau. La diversité des méthodes d’optimisation présentées dans ce chapitre, la multi-
tude des lois de comportement exposées dans la section ainsi que les différents modes
de déformation possibles (section nous ont orientés vers un mode de programmation
offrant la possibilité de faire évoluer les types de données et les types de traitement de
ces données de maniére indépendante. Les sections suivantes ont donc pour but de décrire
les notions développées dans notre algorithme, en particulier les concepts de sélection,

croisement et mutation.

2.3.2 Meéthodologie

L’implémentation de notre algorithme dans Matlab tient compte des points suivants:

1. l'algorithme est stochastique itératif et opére sur des individus codés, a partir d’'une

population initiale.

2. Cette population évolue de la génération k a la génération k£ + 1 a l'aide de trois

opérateurs (Sélection, Croisement et Mutation).

3. Chaque individu est reproduit en fonction de son adaptation au probléme (fonction

objective).
4. On code les individus de maniére a les faire évoluer grace aux opérateurs.
5. On effectue des croisements sur les individus destinés a étre reproduits.

6. On effectue des mutations aléatoires.
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Pour implémenter ces différentes étapes de notre algorithme génétique définie précédem-

ment nous respectons l'organigramme ci-dessous:

Evaluation de la fonction

Riésultat atteint

FIGURE 2.3 — Organigramme.
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2.3.3 Application de I’algorithme génétique au modéle de Ogden

En hyperélasticité le modéle de Ogden est le modele d’énergie le plus utilisé par
les ingénieurs dans la caractérisation des matériaux caoutchouteux. Face aux exigences des
critéres mécaniques il est cependant compliqué d’optimiser les paramétres de ce modeéle.
C’est dans ce sens que nous optimisons dans cette section le modéle de Ogden par la
méthode de 'algorithme génétique. Ainsi, soit le modéle de Ogden défini par ’équation

(1.80)). Pour ce modéle, la loi de comportement en traction simple est définie par:

ow
= A\ 2.11
avec
M =Xy =N\g = 1 (2.12)
1 y N2 3 \/X .
On obtient
N
o= pp(A — AOr), (2.13)

p=1

De I'équation ([2.13]) on obtient la contrainte nominale suivante pour N = 4,

nominate = pa (A T =ATOBNFD) Ly (N2t N7 0502 g (Nes =t )~ (050s 1))y (Na T\ ~(O5eat )
(2.14)
Le but de 'optimsation & ce niveau est de déterminer les parameétres puq, fo, 3, fa, 1,

ag, az et ay de I'équation [2.14]

2.3.3.1 Procédure d’optimisation

Pour optimiser les paramétres du modeéle de Ogden & 4 termes et 8 parameétres,
nous utilisons la courbe expérimentale de Treloar [4] définie dans la section [1.6] L opti-
misation consiste alors a identifier les bons paramétres qui minimisent 1’écart entre les

données exprimentales de Treloar [4] et la contrainte nominale définie par I’équation m
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Cette fonction écart encore appelée fonction objective est définie par
N
(b Z Uezp Unominal()\i))zy (215)

=1

avec 1 = 1,2, 3....N le nombre de points expérimentaux.
Aprés avoir ressorti la fonction objective, on passe a I'utilisation des grands opérateurs de

I’algorithme génétique:

e Définition des parameétres initiaux.
Le nombre de bit de chaque chromosome est définie par: N = 512.
La population initiale est défini par M = 250.
Le nombre d’événement ayant lieu: My = M/2.
Le nombre de générations: gnration = 100.
Le taux de mutation: mutrate = 0, 8.
Le nombre de croisements ayant lieu pour les individus présents: nmuts = mutrate x
N x (M —1).
Conversion des 8 paramétres en langage machine (code binaire):

w1 = round(rand(M, N)); initial population ;

2

o = round(rand ; initial population;

s = round(rand

(
(

initial population;

gy = round(rand initial population ;

initial population ;

initial population ;

)
)
)
)
)
)
)

= E £ ® K
22222

a3 = round(rand initial population ;

);

(M, N));

( );

( );

ay = round(rand( )
( );

( );

(M, N));

(

ag = round(rand
(
(

oy = round(rand

N)

Apreés avoir généré nos différents parameétres en code binaire on obtient

; initial population ;

11011....... 100010....... 011111....... 101000....... 010011....... 110000....... T
L’étape suivante est I’évaluation de la fonction objective (equation [2.15]) et a la sélection

des bons parameétres.

Doctorat Ph.D balebaidi.blaise @yahoo.com



7TOMETHODES D’OPTIMISATION DES PARAMETRES DES ENERGIES

e Evaluation et Sélection.
Evaluation
L’évaluation consiste a calculer 1'équation [2.15] Suite a ce calcul on retient la valeur qui
correspond & la plus pétite valeur de ¢ (erreur minimale).
Sélection
Au cours de la sélection nous retenons les bons paramétres qui ont donné l'erreur

minimale ci-dessus. Cette étape est réprésentée par:

A la sortie de cette étape nous avons les individus qui ont mieux stabilisé ’erreur, mais
qui ne sont pas toujours meilleurs d’ou ’étape de croisement.

e Croisement.
L’opération croisement permet ’échange des informations génétiques entre les précédent
individus. Ce processus ce déroule en tenant compte de la probabilité nmuts définie plus
haut. Ainsi nous illustrons cette phase par les commandes suivantes:

1 =1:nmuts

pi(ceil (M2 xrand), 1 : cross(ic M2 +ic,1: cross(ic

K1

po(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic

(é
pa(M2 +ic, 1 : cross(ic
(

pa(ceil (M2 xrand), 1 : cross(ic M2 +ic,1: cross(ic

(ceil( ):1 (ic)
(ceil( ) (ic)
ps(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic)
(ceil( ) (ic)) = pa
(ceil( ) (ic)

) =
) = paf
) = ps(M2 +ic, 1 : cross(ic
) = pua
) = an(

(
aq(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic M2 +ic,1: cross(ic));

aq
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as(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic)) = as(M2 +ic, 1 : cross(ic));
as(ceil (M2 % rand), 1 : cross(ic)) = az(M2 +ic, 1 : cross(ic));
ay(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic)) = ay(M2 +ic, 1 : cross(ic)) ;

Pour mieux matérialiser cette situation de croisement nous considérons la population

Q.
oy (parent;) = 11001000
oy (parentsy) = 00000001 ;
ay'(engendr) = 00000001 ;
1" (engendr) = 11001000

De la population «aq, le male a;(parent;) rencontre la femmelle a4 (parents) pour pro-
créer deux nouveaux enfants qui constitueront une nouvelle population oy’ et a”. En
appliquant cette logique aux autres 7 parameétres nous obtenons une population qui
s’engagera dans le processus de mutation.

e Mutation.
Cette opération consiste a multiplier la chance d’obtenir les bons parameétres. Elle
consiste & modifier les génes de nouveaux individus en tenant compte la probabilité
de mutation mutrate. Cette étape se traduit par le code suivant
aq'(iz) = ceil(M * rand) ;
ay'(iy) = ceil (M x rand) ;
ar/(iz, 1y) = 1 — an' (i, iy) ;
00101100000001 = 00101000000001.
Dans cet exemple le géne 1 est remplacé par le géne 0.

e Elitisme.
L’élitisme est une opération qui consiste a conserver les meilleurs individus de la nouvelle
génération créée. En utilisant notre paramétre «;’, la mutation est implémentée par le
code: ay'(M2+1:end,:) =y,

Convergence
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e De générations en générations la fonction d’adaptation du meilleur chromosome et la
moyenne de I’ensemble de la population vont évoluer et tendre vers 'optimum (global).

e La convergence est 'augmentation progressive vers de I'uniformité.

e Un géne a convergé quand 95% de la population posséde la méme valeur du géne.

e La population a convergé quand tous les génes ont convergé.

@ | & Treloar Fy b
6 || —#— Algorithme Génétique 15
5 [
g M
=
o 3 A
| Bt
2 0 ,Y[
1 !
0 s 0 20 40 60 80 100
0 2 : y 8 Generations

FIGURE 2.4 — Optimisation du modéle de Ogden par I'algorithme génétique : a)-Traction
simple b)-Convergence de la fonction erreur.

Au cours de 'optimisation, la convergence de la fonction erreur ¢ permet d’obtenir les

parametres mentionés dans le tableau ci-dessous:

TABLE 2.5 — Paramétres du modéle de Ogden.

Modéles | Parameétres | Algorithme génétique | Unités
Ogden | 1y 0.238x10~% MPA
[ho 0.00127 MPA
143 0.597 MPA
I -0.024 MPA
(051 26 /
(6] 5 /
a3 1.3 /
oy -2 /
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2.4 Comparaison des méthodes d’optimisation

Dans cette section nous effectuons la comparaison des 5 méthodes précédemment

définies sur les critéres suivants: Le temps de calcul, le nombre d’iteration, le nombre d’éva-

luation de la fonction objective et la précision de la fonction objective. Pour ce faite nous

considerons les quatre modeéles déja présentés a la fin du premier chapitre: le modéle de

Mooney [16], le modeéle de Ogden [I§], le modéle de Boyce et Arruda [5] et le modéle de

Nguessong et al [103]. En respectant le principe de chacune des méthodes décrite dans la

section 2, nous établissons le tableau ci-dessous:

TABLE 2.6 — Critére de comparaison des méthodes d’optimisation

Modéles | Métho | temps (min) Genération N.e.f(¢) erreur finale
des TS|TE |CP | TS | TE | CP | TS | TE | CP TS TE CP
AG 4 2.7 2 40 | 40 | 40 2 2 1 0.42 0.08 0.002
Mooney | BC 9 |31 |28 / / S / / / /
PSA ) 24 | 1.7 | 40 | 40 | 40 | 2 2 2 0.51 0.06 0.004
LM 4 29 | 24] 60 | 60 | 60 | 1 1 1 0.53 0.073 | 0.0034
MC 3 25 26| 60 | 60 | 60 | 1 1 1 0.47 0.062 | 0.0026
Ogden AG 41 | 39 32 | 80 | 80 | 80 | 4 2 3 0.173 0.085 | 0.00381
3 termes | BC 44 | 42 43 |/ / / /o / / / /
PSA 93 | 88 73 | 100 | 100 | 100 | 2 2 1 0.0598 | 0.0038 | 0.00125
LM 40 | 35 28 | 150 | 100 | 100 | 1 1 1 0.129 0.0852 | 0.00254
MC 30 | 27 21 | 100 | 100 | 100 | 1 1 1 0.271 0.0845 | 0.0032
Boyce AG 14 | 12 16 | 150 | 150 | 150 | 5 3 2 10.00621 | 0.023 | 0.00941
Amda [BC |24 28 (21| / | /7 | /7 [/ [/ 7 7 717/
PSA 21 | 18 20 | 180 | 180 | 180 | 2 2 2 0.121 0.081 | 0.0098
LM 28 | 21 19 | 150 | 150 | 150 | 1 1 1 0.0154 0.039 | 0.0782
MC 28 | 23 22 | 150 | 150 | 150 | 1 1 1 0.703 0.959 | 0.0082
HIA GA 46 | 42 37 | 200 | 200 | 200 | 4 3 2 10.00621 | 0.0321 | 0.0872
BC |52 148 |42 | /| /| /) /)] / / / 1/
PSA 37 | 34 35 1200 | 200 | 200 | 2 2 2 0.0043 | 0.0021 | 0.011
LM 39 | 34 33 | 200 | 200 | 200 | 1 1 1 10.00738 | 0.00633 | 0.0837
MC 37 1 36.8 | 31 | 200 | 200 | 200 | 1 1 1 0.0020 | 0.0046 | 0.0030
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2.4.1 Le temps de calcul

Nous rappelons que nous avons utilisé une machine de marque DELL, de carac-
téristiques suivant: 4G de RAM et 1.8GHz x 3, systéme 64bits pour nos différents calculs.
Les calculs consistent & optimiser les parameétres des quatre modeles hyperélastiques men-
tionés sur les trois essais de Treloar décrits a la section [L6]

e Le modele de Mooney
En traction simple et en traction équibiaxiale, la méthode des moindres carré
optimise plus vite les paramétres du modéle de mooney que les quatres autres méthodes.
Par contre en cisaillement pur, la méthode PSA est plus rapide dans I'optimisation des
parameétres du modele de mooney. Nous illustrons cette interprétation par la Figure [2.5

ci-dessous.

temps(min)

1 2 3 4 5
AG BC PSA LM MC

FIGURE 2.5 — Temps de calcul des paramétres du modéle de Mooney.

e Le modeéle de Ogden
En traction simple, en traction équibiaxiale et en cisaillement pur, la méthode des
moindres carré optimise plus vite les parameétres du modele de Ogden a 3 termes que
les quatre autres méthodes. Nous illustrons cette interprétation par la Figure [2.6| ci-

dessous.
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100

temps(min)

1 2 3 4 5
AG BC PSA LM MC

FIGURE 2.6 — Temps de calcul des paramétres du modeéle de Ogden.

e Le modeéle de Boyce et Arruda
En traction simple, en traction équibiaxiale et en cisaillement pur, la méthode de 'al-
gorithme génétique optimise plus vite les paramétres du modeéle de de Boyce et Arruda
que les quatre autres méthodes. Nous illustrons cette interprétation par la Figure

ci-dessous.

temps(min)
- - N
[=] 3] o

0

1 2 3 4 5
AG BC PSA LM mMcC

FIGURE 2.7 — Temps de calcul des paramétres du modéle de Boyce Arruda.

e Le modele de Nguessong et al.
En traction simple la mthode PSA et la méthode des moindres carré optimisent
a la méme durée les paramétres du modéle de Nguessong et al. Par contre en traction
équibiaxiale, en utilisant la méthode PSA et la méthode de Levengberg-Marquardt
nous gagnons en temps de calcul. En cisaillement pur, c¢’est la méthode de Levengbert-
Marquardt qui reste la plus rapide dans 'optimisation des paramétres du modéle de

Nguessong et al. Nous illustrons cette interprétation par la Figure [2.8| ci-dessous.
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temps{min)

1 2 3 4 5
AG BC PSA LM MC

FIGURE 2.8 — Temps de calcul des parametres du modeéle de Nguessong et al.

2.4.2 Le nombre d’iteration

e Le mode¢le de Mooney

Dans I’évaluations des parameétres du modeéle de mooney, la méthode de levenberg-
Marquardt et la la méthode des moindres carré sont les méthodes les plus itératives.

Nous illustrons cette interprétation par la Figure [2.9 ci-dessous.

iteration

AG PSA Lm mc

FIGURE 2.9 — Nombre d’itérations dans le calcul des parametres du modéle de Mooney.

e Le modele de Ogden

Dans I’évaluation des paramétres du modele de Ogden, ’algorithme génétique

est la moins iterative. Nous illustrons cette interprétation par la Figure [2.10| ci-

dessous.
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150 TS |
I =
I cP

100

Iteration

50

1 2 3 4
AG PFPSA LM MC

FIGURE 2.10 — Nombre d’itérations dans le calcul des paramétres du modéle de Ogden.

e Le modele de Boyce et Arruda

Dans 'évaluation des paramétres du modéle de Boyce et Arruda, la méthode
PSA est la plus iterative. Nous illustrons cette interprétation par la Figure [2.11] ci-

dessous.

250

200

150

iteration

100

50

FIGURE 2.11 — Nombre d’itérations dans le calcul des parameétres du modeéle de Boyce et
Arruda.

e Le modeéle de Nguessong et al.

Dans l'évaluation des parameétres du modele de Nguessong et al, toutes les
quatre méthodes comptent le méme nombre d’itération. Nous illustrons cette inter-

prétation par la Figure [2.12] ci-dessous.
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B TS
20 e |
B cr

200+

150+

iteration

100

50

1 2 3 4
AG PSA LM MC

FIGURE 2.12 — Nombre d’itérations dans le calcul des paramétres du modéle de Nguessong
et al.

2.4.3 Le nombre d’évaluation de la fonction objective

e Le modele de Mooney
Dans I’évaluation des paramétres du modéle de mooney, la méthode de levenberg-
Marquardt et la méthode des moindres carré sont les méthodes les plus iteratives.

Nous illustrons cette interprétation par la Figure ci-dessous.

1 2 3 4
AG PSA LM MC

FIGURE 2.13 — Le nombre d’évaluation de la fonction objective avec le modéle de Mooney.

e Le modele de Ogden

Dans ’évaluation des paramétres du modeéle de Ogden, 'algorithme génétique est la

moins itérative. Nous illustrons cette interprétation par la Figure ci-dessous.
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1 2 3 4
AG PSA LM MC

FIGURE 2.14 — Le nombre d’évaluation de la fonction objective avec le modele de Ogden.

e Le modele de Boyce et Arruda
Dans I’évaluation des paramétres du modéle de Boyce et Arruda, la méthode PSA

est la plus itérative. Nous illustrons cette interprétation par la Figure ci-dessous.

1 2 3 4
AG PSA LM MC

FIGURE 2.15 — Le nombre d’évaluation de la fonction objective avec le modéle de Boyce
et Aruda.

e Le mode¢le de Nguessong et al.
Dans I'évaluation des parameétres du modele de Nguessong et al, toutes les quatre
méthodes compte le méme nombre d’itération. Nous illustrons cette interprétation

par la Figure [2.16] ci-dessous.
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1 2 3 4
AG PSA LM MC

FIGURE 2.16 — Le nombre d’évaluation de la fonction objective avec le modéle de Ngues-
song et al.

2.4.4 La précision de la fonction objective

e Le modele de Mooney
Dans I'évaluation des paramétres du modéle de mooney, la méthode de levenberg-
Marquardt et la la méthode des moindres carré sont des méthodes iteratives. Nous

illustrons cette interprétation par la Figure [2.17] ci-dessous.

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

erreur finale

0.2

0.1

4]

1 2 3 4
AG PSA LM MC

FIGURE 2.17 — Précision de la fonction objective dans le calcul des paramétres du modéle
de Mooney.

e Le modeéle de Ogden.
Dans I’évaluation des parameétres du modéle de Ogden, 'algorithme génétique est la

moins iterative. Nous illustrons cette interprétation par la Figure [2.1§ ci-dessous.
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0.35

0.3

0.25

0.2

0.15

erreur finale

0.1

0.05

1 2 3 4
AG PSA LM MC

FIGURE 2.18 — Précision de la fonction objective dans le calcul des parameétres du modéle
de Ogden.

e Le modeéle de Boyce et Arruda.
Dans I’évaluation des paramétres du modéle de Boyce et Arruda, la méthode PSA

est la plus iterative. Nous illustrons cette interprétation par la Figure ci-dessous.

erreur finale

1 2 3 4
AG PSA LM MC

FI1GURE 2.19 — Précision de la fonction objective dans le calcul des paramétres du modele
de Boyce et Aruda.

e Le mode¢le de Nguessong et al.
Dans I'évaluation des parameétres du modele de Nguessong et al, toutes les quatre
méthodes compte le méme nombre d’iteration. Nous illustrons cette interprétation

par la Figure [2.20] ci-dessous.
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FIGURE 2.20 — Précision de la fonction objective dans le calcul des parameétres du modéle
de Nguessong et al.

2.5 Limites des algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques ont, des limites qui influencent sur leurs performances. Parmi

ses limites nous avons :

e le temps de calcul: le temps de calcul est parfois long lors de 'exécution de I’algo-
rithme. Ce probléme s’explique par le fait que 'algorithme contient dans sa structure
I’étape de sélection, croisement, mutation et élitisme. De plus ils requiert de nom-
breuses itérations, ainsi que 'utilisation excessive de la fonction d’évaluation. Dans
ce sens d’autres métaheuristiques tels que: les essaims de particules peuvent étre plus
intéressantes.

e [Is sont complexes & utiliser: des parameétres comme la taille de la population ou
le taux de mutation sont parfois difficiles a déterminer. Il est également nécessaire
de savoir modéliser 'architecture génétique du probléme car le succés de ’évolution
en dépend et plusieurs essais sont nécessaires: ce qui limite encore l'efficacité de
I’algorithme.

e La fonction d’évaluation est critique, il est primordial de la définir avec soin pour
prendre en compte tous les paramétres du probléme. Sa complexité doit étre optimale
car elle est au cceur de I’algorithme.

e Les résultats sont incertains: malgré un nombre important de générations, il est im-
possible d’étre assuré que la solution obtenue est la meilleure. On est str de s’étre

approché de la solution optimale, sans la certitude de I'avoir atteinte. Il y a le risque
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des optimaux locaux qui est le résultat d’une convergence prématurée qui écarte les
autres solutions potentielles.
e Enfin, ces algorithmes nécessitent une grande allocation mémoire par ['utilisation

d’une grande population et de nombreuses variables lors du processus de génération.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes employées dans I'optimisation
des paramétres des modéles hyperélastiques (phénoménologique et moléculaire).
L’algorithme génétique que nous avons développé dans cette présente étude permet de
répondre aux exigences suivantes:

e Identifier les meilleurs paramétres positifs dans un intervalle contenant des potentiels
résultats.

e Optimiser les paramétres des modeéles hyperelastiques, méme les plus complexes (le
modéle de Ogden).

e Evaluer la foncton objective sans se soucier de sa dérivabilité.

e obtenir un point trés proche de la solution pouvant servir de point de départ pour une
méthode plus classique (moindres carrés, Levenberg-Marquardt, etc.) afin d’affiner la

solution.
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Chapitre 3

RESULTATS ET DISCUSSIONS

Introduction

Les ¢élastomeres, souvent appelés caoutchoucs dans le langage commun, sont lar-
gement utilisés dans I'industrie pour des applications anti-vibratoires, par exemple des
supports moteur et d’échappement dans ’automobile, de collage souple dans les applica-
tions navales, ou encore pour les pneumatiques, ’étancheitéé, etc. Ces applications tirent
profit du comportement mécanique particulier de ces matériaux, caractérisé principa-
lement par la capacité a supporter de trés grandes déformations réversibles (plusieurs
pourcentage). Le comportement élastique de tels matériaux fait appel, dans une cer-
taine mesure, & une théorie dans laquelle on est amené a trouver une nouvelle définition
des déformations et des lois de comportement qui tiennent compte des déformations.
Les propriétés élastiques de tels matériaux sont caractérisées par une fonction d’énergie
de déformation qui permet d’établir les relations contraintes-déformations.

La théorie de 'hyperélasticité est a la base de tous les modéles de comportement
pour les élastomeéres. Celle-ci bénéficie d’un cadre théorique rigoureux et a fait 'objet
d’un trés grand nombre d’études depuis 1940. A partir de ce cadre mathématique, il est
possible de définir de nombreux modéles prédisant la réponse élastique en grandes défor-

mations des élastomeéres. Ces modéles s’avérent efficaces et sont largement disponibles
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dans les logiciels de simulation. Toutefois, leurs utilisations par les ingénieurs dans la
phase de conception nécessite: la compréhension de leur formulation théorique ; le dé-
veloppement et l'exploitation des essais expérimentaux associés; la mise en ceuvre de
techniques d’identification des paramétres de ces modéles a partir des résultats d’essais ;
la connaissance des méthodes numériques dédiées et des difficultés qu’elles induisent.
Le présent chapitre aborde ces différents aspects. Dans la section [3.1] la Compa-
raison des méthodes d’optimisation sur les essais de Treloar est faite, dans la section
la comparaison des modéles hyperélastiques en utilisant ’algorithme génétique est pré-
sentée ; la courbe contrainte-déformation que les modéles hyperélastiques s’attachent
a reproduire est définie pour chaque modéle utilisé. Dans la section nous effec-
tuons un classement des modéles hyperélastiques sur leurs capacités a reproduire les
grandes déformations et les déformations modérées. Dans la section nous présen-

tons la construction d’'un nouveau modele d’énergie phénoménologique.

3.1 Comparaison des méthodes d’optimisation sur les
essais de Treloar

Dans cette partie, nous évaluons la capacité des méthodes retenues a optimiser les
modéles hyperélastiques afin de mieux reproduire les données expérimentales de Treloar.
A cet effet, nous retenons le modéle de Mooney, le modeéle de Ogden, le modéle de Boyce

et Arruda et le modéle de Nguessong et al. (HIA modéle).

3.1.1 Procédure

Pour effectuer notre comparaison nous respectons les étapes suivantes:

1. Choisir le modéle d’énergie.
Cette étape consiste a retenir le modeéle hyperélastique contenant les parameétres

non identifiés.
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2. Choisir la méthode d’optimisation.
ici, nous utilisons respectivement les cinq méthodes d’optimisation présentées dans

la section [2.2] avec leurs parameétres déterminés dans les tableaux et
3.1

e Le modéle de Mooney

1 o 25 = , , [ I——
f o Treloar 0 b o Treloar P € 0 Treloar 9
! U ; —+Me / ——MC &
= b 2] L a1 sl
5 ~ane B0 0 _ “ it x
< 0 g j <
g o & s 4 g ek y
g 4 A6 1] E.. - &
% i % 3 1l TTAC p
a m ¥,
: £ £
53 ; E £
¢ e cg tg
: Py 05
i 0.5
1 i (
T A 0 L ; .
f 3 49 4 E B 7 4 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
A A )

FIGURE 3.1 — Mooney

En traction simple (Figure ) les cinq méthodes d’optimisation permettent au mo-
dele de Mooney de couvrir partiellement la courbe expérimentale. Par contre en trac-
tion équibiaxiale (Figure [3.1p) et en Cisaillement pur (Figure [B.1k) c’est la méthode
de l'algorithme génétique qui permet au modéle de Mooney de mieux rapprocher les

courbes expérimentales.

e Le modeéle de Ogden.
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En traction simple (Figure ) les cinq méthodes d’optimisation permettent au mo-

dele de Ogden de couvrir la courbe expérimentale jusqu’a 750% de déformation, c’est

normal car les paramétres matériau sont identifiés en traction simple. Par contre en

traction équibiaxiale (Figure ) la méthode de Levenberg-Marquardt se sépare de

la courbe experimentale & partir de 750% de déformation et en Cisaillement pur (Fi-

gure ) la méthode Levenberg-Marquardt permet au modéle de Ogden de mieux

rapprocher la courbe expérimentale.

e Le modéle de Boyce et Arruda.
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a, , b 2 25

7 , ,
2 Thioar . o Treloar / ¢ o Treloar
6t ——Ne ] 25 —+—MC f, —+—MC +
=+-LM £ =+-LM ' 2t == LM :
5l ~+-Be . ] ;3 B ¢ .o ‘,-* | E‘ -+=BC
E i PSA ; E PSA | # ¥ 2 15l PSA
g4 i £ ! £ ~+- AG
: £ g
Ed E E
] g 0
C= o C:
0.5

FIGURE 3.3 — Boyce et Arruda

En traction simple (Figure [3.3h) les cing méthodes d’optimisation permettent au
modéle de Ogden de couvrir la courbe expérimentale jusqu’a 750% de déformation,
c’est une logique, car les paramétres matériau sont identifiés en traction simple. Par
contre en traction équibiaxiale (Figure [3.3p) la méthode de l'algorithme génétique
se raproche de la courbe experimentale jusqu’a 320% de déformation et en Cisaille-
ment pur (Figure 3.3¢) la méthode Beda-Chevalier et la méthode < pattern search
algorithme>> permettent au modéle de Boyce et Arruda de mieux se rapprocher de

la courbe expérimentale.

e Le modéle de Nguessong et al.
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FIGURE 3.4 — Nguessong et al

En traction simple (Figure ) la méthode de Beda-Chevalier reproduit & peine la
courbe expérimentale; 'algorithme génétique permet au modeéle de reproduire ’en-
semble du domaine de déformation tout en reproduisant le raidissement final. Par contre
en traction équibiaxiale (Figure ) la méthode de l'algorithme génétique et la mé-
thode de Levenberg-Marquardt permettent au modéle de Nguessong et al de mieux se
raprocher de la courbe experimentale jusqu’a 400% de déformation et en Cisaillement

pur (Figure ) toutes les cinqg méthodes permettent au modéle de Nguessong et al

de mieux se rapprocher de la courbe expérimentale.

3.2 Comparaison des modéles hyperélastiques

Pour comparer les modeéles hyperélastiques nous choisissons de les identifier sui-
vant les jeux de données expérimentales issus de la littérature. Ces données proviennent
des travaux de Treloar [4] trés utilisés dans la bibliographie [23, 119]. Ces travaux
concernent I’étude de deux types d’élastomeéres. Le premier est un caoutchouc a 8% de

sulfure vulcanisé pendant 3 heures et le second concerne un latex [4]. Seuls les résultats
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du caoutchouc seront utilisés. Celui-ci présente I'avantage d’étre fortement élastique
réversible sans présenter de cristallisation sous contrainte jusqu’a 400% d’extension. Il
est donc tres bien adapté pour étre modélisé par un modeéle hyperélastique. L’auteur
a effectué sur ce matériau des essais de traction simple (TS), de traction équibiaxiale
(EB) et de cisaillement pur (CP). Les courbes expérimentales obtenues sont reproduites
dans la section 1.6 du chapitre [1] de ce mémoire.

Nous utilisons maintenant notre algorithme (algorithme génétique) dévéloppé au
précédent chapitre pour identifier les parameétres des modeéles hyperélastiques retenus.
Le but de cette étude est de juger 'aptitude de ces modeéles a reproduire les essais
expérimentaux suivant différents modes de déformation. Cette étude permettra ensuite
d’établir un classement de ces modéles en fonction de leur domaine de validité et du

nombre de coefficients intervenant dans leur formulation.

3.2.1 Modéles hyperélastiques retenus

Dans cette section, sont choisis les modéles les plus classiques, mais aussi des
modeéles plus récents ayant démontré leur efficacité dans les logiciels a éléments finis.
A cet effet, nous présentons les différents modeéles hyperélastiques retenus, 1’écriture de
leurs différentes lois de comportement en traction simple et le nombre de parameétres
a optimiser. La loi de comporetement en traction simple permet d’évaluer la fonction

objective décrite par 1'équation 2.1} Ainsi nous avons :

1. Le modéle de Mooney
Défini par I’équation ((1.71]), sa loi de comportement(Contrainte de Cauchy) en
traction simple est

Onominale = 2()\ - ﬁ)(clo + T) (31)

Dans ce modele Cg et Cy; sont les deux paramétres a optimiser par ’algorithme
génétique.

2. Le modéle de Gent-Thomas
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Défini par I’équation (1.74)), sa loi de comportement (Contrainte de Cauchy) en
traction simple est

1
Onominale = 2<>\ - _)(Kl + K.

3 T o) (3:2)

Dans ce modéle K et K5 sont les deux parameétres a optimiser par 1’algorithme

génétique.

3. Le modeéle de Ogden
Donné par ’équation ([1.80)), sa loi de comportement (Contrainte de Cauchy) en

traction simple est

O nominale = Ml()\(al—l)_)\—(0.5a1+1))+#2()\(a2—1)_)\.—(0.5042—&-1))+M3()\(a3—1)_)\—(.5043-1—1))
(3.3)
Dans ce modeéle pq, po, p3, a1, as et ag sont les six paramétres a optimiser par

I’algorithme génétique.

4. Le modéle de Pucci et Saccomandi
Le modéle de Pucci et Saccomandi est défini par I'équation ((1.89), sa loi de com-

portement (Contrainte de Cauchy) en traction simple est

1..p0 I,—3 A
e = 200 — —) (= K 4
Onominale ( /\2)(2 I — 22 _% + 1+2)\3)a (3 )

u, I, et K, représentent les parameétres a optimiser par l'algorithme génétique.

5. Le modeéle de Beda (2007)
Défini par I’équation (1.93)), sa loi de comportement (Contrainte de Cauchy) en

traction simple est

1 2 2
Tnominate = 2(A— _)(010+CQO(>\2+X —3)+C3(N+ <=3+ K

2 3 ), (3.5)

1+ 23
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Cho, Cog, U39 et K représentent les paramétres a optimiser par 'algorithme géné-
tique.

6. Le modeéle de Gornet et al.

Donné par ’équation ([1.95)), sa loi de comportement (Contrainte de Cauchy) en
traction simple est

1 2 h
Onominale = 2()\ - ﬁ)(h1€$p<h3(>\2 + X - 3)2) + 2

), (3.6)
A/ (55 +2X)

hy, ho et hs représentent les parameétres a optimiser par 1’algorithme génétique.

7. Le modéle HIA

Le modeéle de Nguessong et al. est donné par I’équation ([1.97)), sa loi de compor-
tement (Contrainte de Cauchy) en traction simple est

/\2+2
Onominale = 2 | A — 1 n Vn_ e i
nominale — )\2 6 iz

—Qexp _ <§_C>2
; NG 2 €

Az +2)) )7
w, n, K, n, (et sont les différents parameétres matériau qui sont optimisés par
I’algorithme génétique.

(3.7)

8. Le modéle de Boyce et Arruda

Définie par 'équation (|1.102)), la loi de comportement en traction simple avec se
modeéle est donnée par

A242
1) _ym 7
Onominale = 3 - )\2

ﬁfl
A2+

2
A

3 | 69)

i et n sont les deux parameétres & optimiser par I'algorithme génétique
Doctorat Ph.D

balebaidi.blaise @yahoo.com



3.2 Comparaison des modéles hyperélastiques 93

3.2.2 Stratégie d’identification des paramétres

L’identification des parameétres est une étape trés importante dans la caractérisa-
tion des matériaux hyperélastiques. Les données de Treloar en traction uniaxiale (Figure
étant utilisées. Nous cherchons alors a savoir si un méme jeu de parameétres peut
reproduire les essais des deux autres essais de Treloar (Figure et Figure . Pour

cela, nous mettons en place une méthodologie batie sur la logique suivante:

1. Les paramétres sont identifiés sur les essais de Treloar en traction uniaxiale (Figure

1.14).

2. Si la courbe du modéle corréle mieux avec la courbe de la traction uniaxiale

(Figure [1.14)), les parameétres positifs sont conservés.

3. Si les deux autres modes de déformation (Figure et Figure [1.16) ne sont
pas bien reproduits, nous éliminons les parameétres conservés et nous reévaluons
encore la fonction objective jusqu’a l'obtention des bons paramétres qui reproduira

le mieux possible tous les trois modes de sollicitations.

La stratégie décrite ci-dessus permet ainsi d’identifier les modéles en déterminant
leur domaine de validité. Ainsi, en identifiant par la méthode de 'algorithme génétique
décrite ci-haut les parametres du modeéle de: Mooney ; Gent et Thomas; Ogden ; Pucci
et Saccomandi; Beda (2007); Gornet et al; Nguessong et al; Boyce et Arruda, nous

obtenons le tableau ci-dessous.
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TABLE 3.1 — Valeurs des Paramétres optimisés par ’algorithme génétique.

Modéles Paramétres | Valeurs Unités
Mooney Cho 0.1504 MPA
Cor 0.014746 MPA
Gent K, 0.15469 MPA
Thomas Ky 0.16039 MPA
Ogden 1 0.63 MPA
3 terms 75 1.2x1073 MPA
143 -0.01 MPA
ay 1.3 /
(6D) 5 /
(0% -2 /
Pucci I 0.2456 MPA
Saccomandi | I,, 80.8754 MPA
K 0.34039 MPA
Beda Cho 0.121 MPA
(2007) Coo 2.066x107° | MPA
Cso 7.67x107° MPA
K 0.26 MPA
Gornet hy 0.136 MPA
et al ho 0.585x1072 | MPA
hs 3.595x10~* | MPA
HIA I 0.3674 MPA
n 27 MPA
K 0.01066 MPA
n 0.11 MPA
¢ 0.120 MPA
& 0.399 MPA
Boyce 1 0.3224 MPA
et Arruda n 25.4 MPA

3.2.3 Comparaison des modéles hyperélastiques sur les critéres

théoriques

e Stabilité thermodynamique

La stabilité thermodynamique stipule que les paramétres matériau doivent étre
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positifs. Tous les paramétres présentés dans le tableau [3.1] sont positifs, & part les
paramétres du modéle de Ogden qui présente une exception en vérifiant la condition
wxa>0
e Prédiction des modes de déformation
Nous utilisons les données du tableau pour prédire les modes de déformation
des élastomeéres en traction simple, traction équibiaxiale et en cisaillement pur. Les

Figures [3.5] B.7, 3.8 B.9, B.10, B.11] et [3.12] décrivent les différents modes de

déformation.

e Le modéle de Beda (2007)
En utilsant les paramétres du modéle de Beda (2007) mentionés dans le ta-

bleau [3.1] on a la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.

a’ b 25 ¥ c 2
6l | ¢ Treloar ¢ ¢ Treloar & ¢ Treloar @
% =+=Beda (2007) 9! =*+=Beda (2007) 'y =+=DBeda (2007)
2 e AT
< < <
a a L/
g 4 g s
® = g
£3 g E
: : :
1
0 : ;
0 2 4 6 8 5 3 4 5
A A

FIGURE 3.5 — Prédiction du modeéle de Beda (2007): a)-Traction simple; b)-Traction
équibiaxiale et c¢)-Cisaillement pur

e Le modele de Ogden
En utilsant les paramétres du modéle de Ogden mentionés dans le tableau

on a la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.
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a T
6 ¢ Treloar 0_
=+=0gden
s
o
= 4
g
E 3
- 2
1
0
8

FIGURE 3.6 — Prédiction du modeéle de Ogden :

biaxiale et c¢)-Cisaillement pur

e Le modéle de Mooney

b 23 ¥ ¢ 2
¢ Treloar ¢ Treloar
2} | =*=0gden 15 =+=Qgden
g <
o o
g g
© O
e E
b © 05

a)-Traction simple; b)-Traction équi-

En utilsant les paramétres du modéle de Mooney mentionés dans le tableau [3.1

on a la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.

a ?
¢ Treloar | ¢
6
=+ Mooney 8
g? §
o
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Shominale
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2
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=)
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FIGURE 3.7 — Prédiction du modéle de Mooney: a)-Traction simple; b)-Traction équi-
biaxiale et c¢)-Cisaillement pur

e Le modeéle de Boyce-Arruda

En utilsant les paramétres du modeéle de Boyce-Arruda mentionés dans le ta-

bleau |3.1| on a la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.
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FIGURE 3.8 — Prédiction du modéle de Boyce-Aruda: a)-Traction simple; b)-Traction
équibiaxiale et c¢)-Cisaillement pur

e Le modéle de HIA

la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.

En utilsant les parameétres du modeéle HIA mentionés dans le tableau [3.1 on a
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HIA 3
<9 :’
P
£ 4 y 1
% (r‘) L
g
-E 3 ’e_)
v 2 v
v
1 o
0ty o
0 2 4 ] 8

25 & —
¢ Treloar
2 HIA
T ¢
€ 15 "
] Py
£ 1 A
. P
D: A
05|
4
H
o
i 2 3 & 5
A

c 2

w125

L4

o

£

s 4

£

E

g

€ 05
4
gy

& Treloar

HIA »

oi_{

FIGURE 3.9 — Prédiction du modéle de HIA: a)-Traction simple ; b)-Traction équibiaxiale
et ¢)-Cisaillement pur

e Le modéle de Gornet et al.

En utilsant les parameétres du modeéle de Gornet et al. mentionés dans le tableau

3.1 on a la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.
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FIGURE 3.10 — Prédiction du modéle de Gornet et al.: a)-Traction simple; b)-Traction
équibiaxiale et c¢)-Cisaillement pur

e Le modéle de Pucci et Saccomandi.

En utilsant les parameétres du modele de Pucci et Saccomandi. mentionés dans le

tableau [3.1] on a la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.

& 5 b 25 +— c 2
¢ Treloar ¢ Treloar ¢ ¢ Treloar
6| =+= pucci-Saccomandi 2 == Pucci-Saccomandi == Pucci-Saccomandi
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FIGURE 3.11 — Prédiction du modéle de Pucci-Saccomandi: a)-Traction simple; b)-
Traction équibiaxiale et c)-Cisaillement pur
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e Le modéle de Gent-Thomas.

En utilsant les parameétres du modeéle de Gent et Thomas. mentionés dans le tableau

on a la figure des déformations pour les trois sollicitations définies.

az b 25 — C 2
6 ¢ Treloar ¢ ¢ Treloar 'Y ¢ Treloar 4
=+ Gent-Thomas 3 9| =" Gent-Thomas | ¢ == Gent-Thomas| ¢
5 & = =
g § 8 g
g 4 ¢ | £ g
c ° 2
$ E
£ E £
c =] o
o & £

FIGURE 3.12 — Prédiction du modéle de Gent-Thomas: a)-Traction simple; b)-Traction
équibiaxiale et c¢)-Cisaillement pur

3.2.4 Comparaison des modéles hyperélastiques sur les Critéres

expérimentalement établis

1. Les observations de Rivlin-Saunders [19]

D’aprés Rivlin Saunders un modéle hyperélastique doit vérifier les observations

sulvantes:

gTMf indépendant de I; et de Is;

gTVZ indépendant de I; mais fonction décroissante de Is;

Ainsi, vérifions les conditions de Rivlin saunders avec les modeéles hyperélastiques

retenus.
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e Le modéle de Mooney

En dérivant le modéle de Mooney par rapport & l'invariant I; on a

— o (3.9)

D’aprés cette équation la premiére condition de Rivlin-Saunders est vérifiée.

D’une autre part,

Cette équation, donne une constante et par conséquence la deuxiéme condition
de Rivlin saunders n’est pas vérifiée.
e Le modéle de Gent et Thomas

En dérivant le modéle de Gent et Thomas par rapport a 'invariant I; on a

Wer
ol

- K. (3.11)

D’aprés cette équation la premiére condition de Rivlin saunders est vérifiée.
D’une autre part le modéle de Gent et Thomas par rapport a l'invariant I on

a‘7
K 1
oWar _ K 0 6039. (3.12)
812 Ig [2

L’équation ci-dessus permet de tracer la figure ci-dessous.

0 50 100

FIGURE 3.13 — Prédiction du modéle de Gent-Thomas : ag/%
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Cette Figure nous permet de conclure que la deuxiéme condition de Rivlin
Saunders est aussi vérifiée.

o Le modéle de Pucci et Saccomandi

aI/VPS'_NIm_3
o,  21,—-1,

(3.13)

D’aprés cette équation, la premiére condition de Rivlin Saunders n’est pas vé-

rifiée. Par ailleurs,
OoWps K  0.34039
oI, I, I

. (3.14)

L’équation ci-dessus permet de tracer la figure ci-dessous.

0.2

0.15

0.1

oWia I2

0.05

0 50 100
2

FIGURE 3.14 — Prédiction du modéle de Pucci et Saccomandi : mg/Tf;S

Cette Figure nous permet de conclure que la deuxiéme condition de Rivlin

saunders est vérifiée avec le modéle de Pucci et Saccomandi.
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e Le modéle de Beda (2007)

aVVBeda
ol

= Cyo+ Co(I1 —3) + Cso(1, — 3)2- (3.15)

D’aprés cette équation, la premiére condition de Rivlin Saunders n’est pas vé-

rifiée. Par ailleurs,
OWp. K  0.34039

o, I, I

. (3.16)

L’équation ci-dessus permet de tracer la figure ci-dessous.

0.2

0.15

0.1

awial,

0.05

0 50 100
2

FIGURE 3.15 — Prédiction du modéle de Beda (2007) : aaL]‘?

Cette Figure nous permet de conclure que la deuxiéme condition de Rivlin
saunders est vérifiée avec le modele de Beda (2007).

e Le modéle de Gornet et al.

aVVGornetetal

o, = hyexp(hs(I; — 3)?). (3.17)

D’aprés cette équation, la premiére condition de Rivlin Saunders n’est pas vé-

rifiée. Par ailleur,

aWGornetetal o h2 . 0.585 x 1072

— 3.18
o, VL 2 (3.18)
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L’équation ci-dessus permet de tracer la figure ci-dessous.

0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.16 — Prédiction du modéle de Gornet et al. : mg}fﬁ

Cette Figure nous permet de conclure que la deuxiéme condition de Rivlin
saunders est vérifiée avec le modéle de Gornet et al.

e Le modéle de Nguessong et al.

OWrra o) \/ﬁ _1 3
= | = . 1
oI, 5 L (3.19)

B

D’aprés cette équation, la premiére condition de Rivlin Saunders n’est pas vé-

rifiée. Par ailleurs,
OWyra K 0.01066

=_— = . 3.20
0l P P ( )

L’équation ci-dessus permet de tracer la figure ci-dessous.
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x10°

r’.)WE)I2
N W R e N

0 20 40 60 80 100

FIGURE 3.17 — Prédiction du modéle de Nguessong et al. : avg%

Cette Figure nous permet de conclure que la deuxiéme condition de Rivlin
saunders est vérifiée avec le modeéle de Beda Nguessong et al.
e Le modéle de Boyce et Arruda
En dérivant le modéle de Boyce et Arruda par rapport a I; nous obtenons
I’équation ci-apres
wA/n 3
Onominale = 3%‘6 ! % . (321)
3
L’équation ci-dessus mentionée ne vérifie pas la premiére condition de

Rivlin Saunders. De méme, le modéle de Boyce et Arruda ne vérifie pas aussi

la deuxiéme condition de Rivlin et Saunders, car elle n’est pas définie en I5.

2. W couvre le domaine complet

A partir des Figures [3.5] 3.7, 3-8, .9} .10} [3.11] et [3.12] tracées, nous consta-
tons que se ne sont que les Figures [3.5] [3.6] 3.8 B.9, [3.10] et qui reproduisent

I’ensemble du domaine de déformation, malgré des légéres déviation parfois observées.

Ses déviations s’expliquent par I'effet mullin. Cependant une particularité est faite sur
les Figures [3.8h, [3.9h et a cause de leur capacité a reproduire le redissement final.
Les Figures [3.6], [3.§ et [3.9 nous permettent aussi de remarquer que avec un méme jeu

de parameétres on reproduit tous les trois modes de sollicitation.
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3.3 Classement des modéles hyperélastiques

L’étude présentée dans la section [3.2) nous permet de classer les 8 modeéles retenus

de la littérature suivant leurs aptitudes a représenter le comportement hyperélastique

des élastomeéres étudié par Treloar [4].

Cependant, le classement des modéles est effectué en fonction de la largeur de leur

domaine de validité, de la déviation et du nombre de parameétre nécessaire.

3.3.1 Modéles utilisables pour les trés grandes déformations

Les figures [3.5] [3.6] 3.8, 3.9} et nous permettent de construire le tableau

suilvant:

TABLE 3.2 — Modéles utilisables pour les grandes déformations

Amag Déviation Nombre de paramétre

Modeéles TS| TE | CP | TS | TE CP
Ogden 7.8 4.6 | 5 | Non | Non | légére 6
Beda (2007) 7.8 45 | 5 | Non | forte | légére 4
Boyce et Arruda 78 45 | 5 | Non | Non | légere 2
HIA 78 4.6 | 5 | Non | Non | légére 6
Gornet et al 7.7 145 | 5 | Non | forte | légére 3
Pucci et Saccomandi | 7.8 | 4.5 | 5 | Non | forte | Non 3

3.3.2 Modéles utilisables pour les déformations modérées

Les figures et nous permettent de construire le tableau suivant:

TABLE 3.3 — Modéles utilisables pour les moyennes déformations

Amaz Déviation Nombre de paramétre
Modéles TS | TE | CP | TS TE CP
Mooney 4.5 | 2 4.5 | Forte | Forte | légére 2
Gent et Thomas | 4.5 | 2.5 | 4.5 | Forte | Forte | légére 2
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3.4 Construction d’un nouveau modéle hyperélastique

phénoménologique

3.4.1 Motivation

Afin d’améliorer les déviations observées avec le modele de Beda 2007 dans les
figures et d’une part et d’une autre part avec le modéle de Gornet et al., nous

proposons une nouvelle expression d'un modéle d’énergie phénoménologique.

3.4.2 Methodologie

La construction du nouveau modéle se fait en ajoutant a la série de Rivlin tronquée
un second terme en /5 provenant du modele de Gornet décrit par 1’équation [1.95 Ce
modeéle ne dépend que des deux invariants [; et I. De plus ce modéle contient cing

parameétres matériau dans son expression. Le modéle proposé a alors pour expression

Cao Cso Cso 1
W (I, L) = Cio(L1—3)——(L—3)*+—=([;—3)*+—(L—3)° SK/—dI 3.22
(11, I2) 10(1)2(1 )+3(1 )+5(1 )+ \/[—22,( )
Cho, Cag, Csg, Cso et K sont les paramétres matériau.
Dans ce modéle les termes en [; sont utilisés pour couvrir ’ensemble du domaine non
lineaire des courbes experimentales de Treloar en traction simple, traction équibiaxiale

et cisaillement pur. Le terme en I, permet de corriger le raidissement final.

3.4.3 Optimisation des paramétres matériau

En utilisant la méthode de l'algorithme génétique décrite dans le chapitre [2| nous

obtenons les résultats mentionés dans le tableau ci-apreés.
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TABLE 3.4 — Valeur des parameétres du modeéle proposé

Modé¢le | Paramétres (MPA) | essais de Treloar | essais de Moreira
Cho 0,158 0,00328
Ca 0, 0009066 0,0007066
C 7,67.107° 7,47.10~ %16
Cxo 5.07.107° 84.07.107°
K 0,0156 0, 2286

3.4.4 Validation du modéle hyperélastique proposé

En s’inspirant des travaux de comparaison des modéles hyperélastiques définis

dans la littérature [34, [103], nous validons notre nouveau modéle proposé par 'équation

3.22] sur les critéres suivants:

La couverture de ’ensemble du domaine de déformation

Nous étudions dans ce paragraphe, la capacité du nouveau modéle défini par ’équa-

tion [3.22] & prédire le comportement hyperelastique en traction simple, traction équi-

biaxiale et en cisaillement pur. L’étude est faite sur les essais de Treloar et de Moreira

définis dans la section 1.6.

e Les essais de Treloar [4].

En utilisant les parameétres du tableau [3.4] nous obtenons la Figure ci-aprés.

az7
9 Treloar
61 | =—modale Proposé
il
g
o
s 4
]
g
£3
-]
e
%72
1
0

(MPA)

“nominale

@ Treloar
=== Modéle Proposé

c 2
@ Treloar
== Modéle Proposé

_ 15

<

&

<

2

[

£

E

-]

cﬂ

0.5

FIGURE 3.18 — Prédiction du modéle Proposé: a)-Traction simple ; b)-Traction équibiaxiale

et ¢)-Cisaillement pur
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o Les essais de Nunes et Moreira [46].
En optimisant les paramétres du modeéle proposé sur la courbe de cisaillement simple,

nous obtenons la Figure ci-dessous.

1.5

© Moreira
—+— Modele Proposé

0,,(MPA)

0.5

FIGURE 3.19 — Prédiction du modéle Proposé: Cisaillement Simple

La Prédiction des différentes sollicitations mécanique

Sur la Figure|3.18] nous constatons que le modéle proposé reproduit les trois modes
de déformations avec le méme jeu de parameétres. De méme sur la Figure le modele
proposé reproduit bien les essais de Moreira pour le cisaillement simple. La nouvelle
densité d’énergie hyperélatique isotrope proposée dans ce chapitre présente des résultats
satisfaisants. Cependant, au niveau des sollicitations mécaniques, le modeéle proposé donne
une trés bonne correlation avec les essais de treloar en traction simple, traction équibiaxiale
et cisaillement pur (voir Figure . Cette observation nous permet de dire que notre
modele est approprié a la caractérisation des matériaux hyperélastiques (les matériaux de
Treloar). Cette affirmation tire plus son origine de l'optimisation des paramétres par la
I’algorithme génétique.

Le tableau[3.2lnous ameéne a noter des insuffisances avec les modeéles: de Ogden, Beda
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(2007), Boyce et Arruda, HIA, gornet et al. et Pucci et Saccomandi. Avec ces modéles on
note la reproduction des trois courbes de Treloar avec le méme jeu de parameétre comme
un phénomeéne impossible voire absent. Nous constatons que ses modéles ne peuvent que
reproduire les essais de traction simple de Treloar sans avoir une quelconque déviation.
La déclaration faite précédement n’est pas surprénante, car tous les paramétres matériau
sont optimisés en Traction simple.

Malgre ses irrégularités notatoires, les modéles de Boyce et Arruda, HIA et Pucci
et Saccomandi se sont démarqués par leur capacité a réproduire le raidissement final.
Le raidissement final permet d’étudier la contrainte des déformations affines des chaines

(modéles moléculaires).
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Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la caractérisation des matériaux hyperélastiques
incompressibles isotropes par la méthode de 'algorithme génétique. Cette étude a été
développée en considérant la méthode de I'algorithme génétique que nous avons mis sur
pied au chapitre 2 La premiére partie de ce chapitre a été consacrée a la Comparaison
des modéles hyperélastique. Dans ces modéles retenus nous avons utilisé six modéles phé-
noménologiques (Money, Gent et Thomas, Ogden, Pucci et Saccomandi, Beda (2007) et
Gornet et al), un modéle moléculaire (Boyce et Arruda) et un modeéle hybride (HIA). Les
résultats de cette étude comparative nous ont permis de classer les modéles utilisables en
grande déformation et les modeles utilisables en moyenne déformation.

La deuxiéme partie de ce chapitre a été consacrée a la construction et a la vali-
dation du modéle proposé. Ce modeéle s’est révélé trés performant pour plusieurs types
de sollicitations homogenes: traction uniaxiale, traction équibiaxiale, cisaillement pur et
cisaillement simple. Dans ces différentes situations, le modéle proposé fournit en effet
des résultats plus cohérent avec les mesures, si on raisonne en termes de prédiction des

déformations, que les modéles traditionnels retenus de la littérature.
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Conclusion générale et perspectives.

L’objectif de ce travail de recherche était d’apporter une contribution a la caractéri-
sation des matériaux hyperélastiques de type caoutchouc présentant des caractéristiques
isotropes et incompressibles. L’étude bibliographique (premier chapitre du mémoire) a
permis de rappeler les aspects constitutifs et les divers comportements liés aux maté-
riaux caoutchouteux, a savoir les comportements statiques, endommageable et dynamique.
Notre travail s’est focalisé sur le comportement statique. L’état de I'art a permis d’établir
quatre critéres d’appréciation des performances des matériaux hyperélastiques:

e couvrir ’ensemble du domaine de déformation ;

e prédire tous les modes de déformations avec les mémes paramétres matériau ;

e vérifier les conditions de stabilité thermodynamique ;

e vérifier les observations expérimentale de Rivlin-Saunders;

Une nouvelle méthode d’optimisation (les algorithmes génétiques) des paramétres maté-
riau des modéles hyperelastiques a été dévéloppée dans le deuxiéme chapitre. La mise en
ocuvre de cette méthode dans le logiciel Matlab a permis de prendre en considération les
points clés suivants:

e Les algorithmes génétiques ont permis d’obtenir les paramétres matériau positifs qui

obeissent aux critéres mécaniques définis par Jonhson.

e Les algorithmes génétiques optimisent simultanément un nombre élévé des para-

métres matériau. Exemple: le modéle de Ogden (6 paramétres) et le modele de
Nguessong et al. (6 paramétres).

e Les algorithmes génétiques minimisent mieux la fonction objective, cela s’explique
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par la présence des opérateurs : Sélection, Croisement, mutation et élitisme dans

leurs structures.

Un nouveau modeéle hyperélastique phénoménologique, vérifiant les critéres de valida-
tion d’un modeéle, a été proposé dans le troisiéme chapitre du mémoire. Ce modéle a été
construit en tronquant la série de Mooney-Rivlin, puis en ajoutant a cette troncature un
second terme en I, provenant du modeéle de gornet et al. Le modéle d’énergie proposé

présente les avantages suivants:

e Le modéle est adapté dans la caractérisation des matériaux élastomeéres en grande
déformation.

e Le modeéle donne une trés bonne correlation avec les trois courbes de Treloar.

e Le modéle par son écriture facile est une fonction dérivable et qui peut etre implé-

menté dans un logiciel élément fini.

Dans nos discussions, une étude comparative d’une part entre les prédictions des modéles
(phénoménologique et moléculaire) provenant de la littérature a démontré que le modéle
proposé reproduit mieux les données expérimentales de Treloar et de Moreira que les
autres modeéles retenus de la littérature. La conformité du modeéle proposé avec les critéres
d’appréciation exhibés au chapitre 1, ainsi que des comparaisons théorie-expérience, ont
) Y

permis d’établir la pertinence de ce modéle.

En termes de perspectives, dans la continuité de ces travaux, plusieurs directions peuvent

étre explorées:

e Application de l'algorithme génétique aux modéles visco-hyperélastiques : les déve-
loppements actuels autorisent des courbes dans un espace de dimension finie. Une
des variables peut donc étre le temps;

e Application de I'algorithme génétique au probléme d’identification inverse: il convient
pour cela de faire dialoguer notre application avec un logiciel éléments finis.

e Tester le modeéle hybride dans d’autres cas de chargements non-homogénes comme

un chargement en traction-torsion.
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e Traiter un cas numérique complexe avec le modéle proposé, impliquant par exemple

du contact et de I'impact.
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ANNEXE |

MATLAB Code of the Ogden model
% BINARY GA WRITTEN IN MATLAB BY BALE BAIDI BLAISE

close all;

clear all ;

cle

% Select GA parameters and define variables

N=2048 ; % number of bits in a chromosome

M=1000; % total number of chromosomes (population)—> choose an even number
M2=M/2;

last=10000 ; % number of generations (iterations)

mutrate—0.8 ; % mutation rate

nmuts=mutrate®*N*(M-1) ; % number of mutations in the population

% create initial population : M random chromosomes with N bits

w1 = round(rand(M % initial population
e = round(rand % initial population
ps = round(rand % initial population
(g = round(rand :% initial population
a1 = round(rand
% initial population

a3 = round(rand :% initial population

N))
M, N))
M, N))
M, N))
M, N)):% initial population
M, N))
M, N))
M, N))

—_ === = = = =

(

ay = round(rand
(
(

ay = round(rand % initial population
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chrom,, = p;
chrom, = ps;
chrom,, = us;
chromy, = 4;
chrom,, = aq;
chromg, = as;
chrom,, = as;
chrom,, = ay;
bits = 8,;

mincost = 10710;

% lo = minimum parameter value

% hi = maximum parameter value

fio = 0.1 % 10725;

pini = 0.36 % 1072%;

oo = 0.00121;

toni = 0.00136;

s = 0.421
pan; = 0.612;
faro = —0.032;
fani = —0.011;
Qo = 25.97;
a1p = 26.18;
oy, = 4.76;
Qop; = 9.18;
az, = 1.1;
asp; = 1.45
Qo = —2.5;
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Qup; = —1.2;
% bits = number of bits
% function f = gadecode(chrom,lo, hi, bits)

[M, N| = size(chrom,, );
[M, N| = size(chrom,,);

9

[M, N| = size(chrom,,

3

I

I

[M, N] = size(chrom,,

)
)
)
[M, N] = size(chrom,,);
)
)
)

[M, N| = size(chromyg,);

(
(
(
[M, N] = size(chrom,,
(
(
(

[M, N| = size(chromy,);

npar = N/bits;% number of wvariables

quant=(0.5.1%%*") . % quantization levels
quant=quant/sum(quant) ; % quantization levels normalized

chrom!, , bits, npar = M);% each column contains one variable

[t = reshape e

lioes = reshape(chrom/ each column contains one variable

1o Dits, mpar « M)';

U3t = reshape chrong,bits,npar x M)";% each column contains one variable

each column contains one wvariable

aie = reshape(chrom,, ,bits, npar * M)";% each column contains one variable

e = reshape(chrom,, , bits, npar * M)";% each column contains one variable

Q3o = reshape(chrom., | bits,npar x M):% each column contains one variable

a3’

( )%
( )%
( )%
jaet = reshape(chrom!,, bits, npar x M)';%
( )%
( )%
( )%
( )%

Qe = reshape(chrom,, , bits, npar * M)";% each column contains one variable

Pipar = ((P1ee * quant) * (fap; — Haio) + f1o);% conversion and unnormalize variables
Popar = ((fact * quant)  (fiop; — faio) + Haio);% conversion and unnormalize variables
Papar = ((Uset * quant) * (fisp; — Haio) + Hasio); % conversion and unnormalize variables
Papar = ((face * quant) s (frap; — faio) + Haio);%  conversion and unnormalize variables
Q1par = ((Qer * quant) * (cap; — aio) + 110);% conversion and unnormalize variables
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Qopar = ((Qaer * quant) x (aop; — Qo) + Qa1);% conversion and unnormalize variables
Qspar = ((Qger * quant) * (asp; — azio) + Q310);% conversion and unnormalize variables
Qapar = ((Quer * quant) * (up; — Qo) + Qi) % conversion and unnormalize variables
pay = reshape(ppar, npar, M)';% reassemble population
oy = reshape(piopar, npar, M)';% reassemble population
psy = reshape(pispar, npar, M)';% reassemble population
% reassemble population

aq ¢ = reshape(Qipqr, npar, M

% reassemble population

)
)
)
ey = reshape(fiapar, npar, M)% reassemble population
)
agy = reshape(agpq,, npar, M)';
)

(
(
(
(
(
(
ass = reshape(aspe, npar, M)";% reassemble population

ayy = reshape(Qupa,, npar, M);% reassemble population

=[1.0313902 1.1569507 1.2825112 1.4237669 1.6278027 1.9103138 2.2085202
24596412 3.0403588 3.5896862 4.013453 4.766816 5.363229 5.755605 6.147982
6.383408 6.603139 6.85426 7.026906 7.136771 7.262332 7.4349775
7.4663677 7.5919285|;

Y, =[0.0 0.1800643 0.24758843 0.3601286 0.42765275 0.5176849

0.63022506 0.6977492 0.90032154 1.0803858 1.28295811.6430868

2.0032156 2.363344 2.7684886 3.1061094 3.466238 3.8713827

4.231511 4.614148 4.9742765 5.334405 5.694534 6.4372993];

Matprcost = zeros(1, last);

Materenr = zeros(1,length(z));

for gen=1 :last

for h=1 :length(x)

Ycal = Hif(gen) ( h) *1f(gem =) — ]'/I( ) (. 5*041f(gen))+1)) + H2f(gen) * (x(h)(aw(gm)il) -

1/;L’(h) 05*a4f(gen) -1—1)

)

(

1/g;(h) (0.5%2f(gen))+1 ))+M3f (gen) (m(h)(ocsﬂgen)—l)_1/x(h)((0-5*a3f<gm>)+1))+M4f(gen)*(x(h)(amgen)—l)_
);
)

2.

I

cost = (}/cal 7"€f (h)
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end

end

% cost=costfunction(pop) ;

% ranks results and chromosomes
[cost,ind|=sort(cost, 'descend’) ;

minc(l)=min(cost); % minc contains min of population

meanc(1)=mean(cost) ;

pr = i ((1: M),:);% rearrange population according to cost
po = pa((1: M),:);% rearrange population according to cost
ps = ps((1: M),:);% rearrange population according to cost
pa = pa((1: M), :);% rearrange population according to cost

a; =ai((1: M),:);% rearrange population according to cost
as = as((1: M),:);% rearrange population according to cost
az = az((1: M),:);% rearrange population according to cost

ag=ay((1: M),:);% rearrange population according to cost

pis = pi(1: M2,:);% retain the top half as elite
:):% retain the top half as elite
;% retain the top half as elite

:);% retain the top half as elite

( )
( )
( )
ars = a1(1: M2,:);% retain the top half as elite
( :);% retain the top half as elite
( :);% retain the top half as elite
( :);% retain the top half as elite
fi1 = [ps; fuas);

Ha2 = [M2s; M23]3
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ps = [Kss; f13s];
My = [fas; flas);
a1 = [ags; g
g = [oras; Qrag;
a3 = [ass; assl;

0y = [0445; 0443];

if mincost<cost

gen=gen+1; % increments generation counter

cross=ceil((N-1)*rand(M2,1)) ;
% pairs chromosomes and performs crossover
for ic=1 :M2

1 (ceil (M2 x rand), 1 : cross

( ) (ic)) = pm(

pa(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic)) = po(M2 +ic, 1
ps(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic)) = us(M2 + ic, 1
pa(ceil (M2 x rand), 1 : cross(ic)) = pg(M2 +ic, 1
aq(ceil(M2 x rand), 1 : eross(ic)) = a; (M2 + ic, 1
ag(ceil(M2 % rand), 1 : cross(ic)) = as(M2 + ic, 1
as(ceil(M2 % rand), 1 : cross(ic)) = az(M2 + ic, 1
ay(ceil(M2 x rand), 1 : cross(ic)) = ay(M2 4+ ic, 1
end

Yomutate

foric =1 : nmuts
iz = ceil(M * rand);

iy = ceil(N * rand);

: cross(ic
L cross
: cross(ic
: cross(ic
: eross(ic)
: cross(ic)
: eross(ic)

)

. Cross

));

ic));
)
)

Y

Y

I

c

)

)

’c

(ic))
(ic))
(ic))
(ic))
(ic))
(i)
(i)
(ic))

I
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iz, iy) = 1 — (i, iy); po(iz, iy) = 1 — pa(iz, iy);
pslix, 1y) = 1 — ps(iz, 1y);
paliz,iy) =1 — pa(iz, 1y);

end
end
%oelitism
p1(M2 41 :end,:) = pys;
pa(M2+1:end,:) = pos;
ps(M2 41 :end,:) = pgs;
pa(M2 41 :end,:) = pys;
a1 (M2 +41:end,:) = ays;
ag(M2+1:end,:) = ays;
( )
( )

chrom,, = ps;
chromy, = pas;
chromy, = p3s;
chromy, = [ls;
chrom,, = aqg;
chrom,, = agg;
chromg, = asg;
chrom,, = aus;

bits = 8;
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[M, N| = size(chrom,, );

[M, N| = size(chrom,,);

(M, N] = size(chrom,,);

[M, N| = size(chrom,,);

[M, N| = size(chromy,);

[M, N| = size(chromy,);

[M, N| = size(chromy,);

[M, N| = size(chromy,);

npar = N/bits;% number of wvariables

quant = (0.5%%): % quantization levels

quant = quant/sum(quant);% quantization levels normalized

ct,, = reshape(chrom;, ,bits,npar x M);% each column contains one variable

Cly, = Teshape(chromLQ,bits,npar x M);% each column contains one variable

ct,, = reshape(chrom,,, bits,npar x M)";% each column contains one variable

ct,, = reshape(chrom;, ,bits,npar x M);% each column contains one variable

cto, = reshape(chrom,, ,bits,npar x M)";% each column contains one variable

cto, = reshape(chrom., , bits,npar x M)";% each column contains one variable

cto, = reshape(chrom., , bits, npar * M);% each column contains one variable
( )

cto, = reshape(chrom,,,

bits, npar x M)";%

* \M2hi
Ctys * quant) * (f3n;

Ctyy * quant) * (fan;

(
(
(
(
(
(
(

— [1io) + f110): %0
— U210 + Halo a%

— Usio) + 11310); %0

Cla, * quant) * (Qap; — Qo) + Q10);%

Clag * quant) * (asp; — azge) + Q30); %

) )

) )

) )
— M3lo) + 131070
Qihi — Qo) + Qo )5 %

) )

) )

) )

Clay * quant) s (Qup; — Qo) + Qgo); %

each column contains one variable

conversion and unnormalize variables
conversion and unnormalize variables
conversion and unnormalize variables
conversion and unnormalize variables
conversion and unnormalize variables
conversion and unnormalize variables
conversion and unnormalize variables

conversion and unnormalize variables
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fu, = reshape(par,,,,,npar, M)";% reassemble population

fuss = reshape(par,,,,npar, M);% reassemble population
fus, = reshape(par,,, ,npar, M)";% reassemble population

fus, = reshape(par,,,, npar, M);% reassemble population

)':%
)%
)%
)%
foy, = reshape(par,, ., npar, M)":% reassemble population
fan, = reshape(par,,,, npar, M)":% reassemble population
)% reassemble population
)%

(
(

fos. = reshape(par,,,, npar, M)';
( reassemble population

fas. = reshape(par,,,, npar, M)";
forgen =1 : last

forh =1 :length(x)

Vout = Dary, (gen)s(a(h) 0ess )0 1 fa () O350, G0 0) par,, (gene(a () s 0D
1/2(h)(05*paray, (gen))+1)y 1 par,,. (gen) x (z(h)Parass(gen)=1) 1 /q(h)((0-5%parag, (gen))+1)) 4

par,. (gen) * ((h)Porass 0em)=1) _ 1 /() (O55para,, (gen)+1)).

cost=(Year — Yrepn)%

% save cost at each generation
conv(gen)=cost(1);

if cost<mincost

%Print solution

disp(|'bestcost=" num2str(cost)|) ;
disp([’best solution’]);

disp(|num?2str(par,,,(gen))])

disp([num2str(par,,, (gen))]
disp([num2str

(

(

(

(

disp([num2str(par,,, (gen))]

(

(

disp([num2str(par,,, (gen))]
(

)
)
)
pary,, (gen)
)
)
)

( (

( (

( (
disp([num2str(par,,, (gen

( (

( (

disp([num2str(par.,, (gen))]
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disp([num2str(par,,,(gen))])
end
end

end
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