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NOMENCLATURE

Abréviations et sigles

CMO Composites à Matrice Organique

CMC Composites à Matrice Céramique

CIN Corrélation d’Images Numériques

ODM Onera Damage Model

EF Éléments Finis

UD unidirectionnels

TCS Théorie Classique des Stratifiés

EA Émission Acoustique

MEB Microscope Électronique à Balayage

VER Volume Élémentaire Représentatif

Conventions

x Variable scalaire
x tenseur d’ordre 2
X tenseur d’ordre 4
< x >+ Partie positive de x
|x| Valeur absolue de x
∆x Variation de x
ẋ Dérivée temporelle de la variable x
x0 Valeur initiale de la grandeur x
xeff Valeur effective de la grandeur x
xmin Valeur minimale de la variable x
xmax Valeur maximale de la variable x
x̄ Valeur moyenne de la variable x
xr Valeur à rupture de la grandeur x
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Notations

E Module
S Tenseur de souplesse
C Tenseur de rigidité
σ Tenseur des contraintes
ε Tenseur des déformations
εr Tenseur des déformations résiduelles

y Force motrice
εeq Déformation équivalente
ε
s/f
0 Seuil d’endommagement statique / de fatigue
d Variable d’endommagement matriciel
D Variable d’endommagement fibre
H(m) Tenseur d’effet des endommagements matriciels

N Nombre de cycles
R Rapport de charge

∆N Taille de saut de cycles
∆N

g Taille de saut de cycles globale
N e Nombre de cycles d’entraînement
N contrôle Nombre de cycles de contrôle
∆d Incrément d’endommagement maximal autorisé

Notation de Voigt : (ε1, ε2, ε3, ε4, ε5, ε6) = (ε11, ε22, ε33, 2ε23, 2ε13, 2ε12).

Les indices xx, yy, xy font écho au repère du stratifié et les indices numériques 11, 22, 12 au
repère du matériau à l’échelle locale (du pli ou du point).

Liste des modèles ODM existants développés par l’Onera

ODM-CMC Onera Damage Model pour les composites à matrice céramique [Hemon,
2013]

ODM-CMCf Onera Damage Model pour les composites à matrice céramique étendu en
fatigue [Hemon, 2013]

ODM-CMO Onera Damage Model pour les composites à matrice organique [Marcin,
2010, Elias, 2015, Hurmane et al., 2016]

ODM-CMOf Onera Damage Model pour les composites à matrice organique étendu à
la fatigue [Rakotoarisoa, 2013]

OḊM-CMO Onera Damage Model pour les composites à matrice organique avec un
formalisme incrémental [Angrand, 2016]

ODM-Ox/Ox Onera Damage Model pour les composites oxyde/oxyde [Ben Ramdane,
2014]
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INTRODUCTION GÉNÉRALE

Dans le contexte d’un trafic aérien en pleine expansion, qui génère aujourd’hui à lui seul 2%
à 3% des émissions de CO2 mondial, la maîtrise de l’empreinte environnementale des aéronefs
est un enjeu majeur auquel est confrontée l’industrie aéronautique. L’allègement des struc-
tures s’avère l’un des principaux leviers pour réduire les émissions des aéronefs, notamment
par le biais de structures en matériaux composites. Les pièces composites se révèlent, en effet,
bien plus légères que leurs équivalents en alliages métalliques et conservent de bonnes perfor-
mances mécaniques. Ces avancées technologiques permettent une réduction conséquente de la
consommation de carburant des avions, d’environ 20% pour les récents Airbus 350 et Boeing
787, composés à plus de 50% de matériaux composites.

Le groupe Safran s’inscrit également dans cette démarche d’allègement des structures aé-
ronautiques, au travers du développement et de l’introduction de matériaux composites dans
ses moteurs. L’exemple principal est l’utilisation de Composites à Matrice Organique (CMO)
tissés 3D pour les aubes de soufflantes du moteur LEAP. De plus, dans les parties chaudes
des moteurs, les Composites à Matrice Céramique (CMC) sont envisagés pour remplacer les
superalliages métalliques. Ces CMC tolèrent des températures de fonctionnement bien plus
élevées sans système de refroidissement additionnel, les gains de performances seraient donc
multiples et significatifs, grâce à la réduction de la masse du moteur et l’augmentation du
rendement des moteurs.

Parmi les CMC, sont distingués d’une part les CMC à fibres en carbure de silicium ou
en carbone et d’autre part les CMC oxyde/oxyde. Si les premiers sont plutôt destinés à des
applications à hautes températures (supérieures à 1200°C) et sous chargements mécaniques
élevés, les CMC oxyde/oxyde sont envisagés pour des pièces d’arrière-corps de moteurs civils
travaillant à températures intermédiaires de l’ordre de 800°C et pour des niveaux de sollicita-
tions moindres (figure 1).
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(a) (b)

FIGURE 1 – (a) Cône d’éjection en CMC oxyde/oxyde développé par Safran Ceramics et (b)
tuyère développée lors du projet CLEEN par Boeing.

Pour cette application, les composites oxyde/oxyde présentent l’avantage d’avoir des pro-
priétés mécaniques stables en température, d’être insensibles à l’environnement oxydant du
moteur et d’utiliser un procédé de fabrication à coût modéré.

La mise en circulation de ces pièces requiert néanmoins une maîtrise de la durée de vie
pour les différentes sollicitations qu’elles seront amenées à rencontrer. Au cours d’un vol, les
pièces sont confrontées à des chargements stationnaires (vol de croisière), transitoires (dé-
collage, atterrissage), des événements aléatoires (rafales de vent, ingestion d’oiseau), ainsi
que des sollicitations vibratoires et thermiques. De plus, la tendance actuelle est d’utiliser les
structures composites à des niveaux de chargement toujours plus élevés, pour des durées en
service souhaitées plus longues (hausse du nombre de cycles de vol). La prévision de la durée
de vie des pièces composites constitue donc un enjeu industriel majeur. Dans cette thèse, seuls
les phénomènes de fatigue dus à la répétition des chargements mécaniques seront étudiés (pas
d’effets d’environnement).

Dans l’industrie, la durée de vie de structures composites est actuellement estimée ma-
joritairement à l’aide de longues et coûteuses campagnes expérimentales. Dans l’optique de
pouvoir prévoir la durée de vie et de réduire le nombre d’essais, la simulation numérique s’im-
pose naturellement comme un outil complémentaire à ces campagnes d’essais.

Il est alors nécessaire d’étudier les mécanismes d’endommagement du matériau composite
sous les sollicitations de fatigue en service et de les prendre en compte dans des modèles repo-
sant sur des bases physiques. Les modèles de prévision de durée de vie se doivent également
de tenir compte des chargements de fatigue réels, c’est-à-dire multiaxiaux et potentiellement
aléatoires. Il existe dans la littérature des modèles pour les matériaux composites à matrice or-
ganique, qui permettent de prévoir la durée de vie sous chargements cycliques [Hochard and
Thollon, 2010, Rakotoarisoa, 2013, Caous, 2017] ou bien (quasi-)aléatoires [Angrand, 2016]
à l’aide d’un formalisme incrémental. En revanche, il n’existe, à notre connaissance, aucun
modèle de fatigue dédié aux composites oxyde/oxyde, dont les mécanismes spécifiques d’en-
dommagement en fatigue sont peu connus et peu traités dans la littérature.

De plus, dans l’optique d’être utilisés en bureaux d’études, les modèles doivent respecter
certaines contraintes, en termes de robustesse et de coût de calcul. Cette dernière exigence,
en particulier, représente un défi. En effet, les pièces ont habituellement des durées de vie de
l’ordre de plusieurs millions de cycles de chargement. Avec les moyens de calcul actuels, les
simulations de fatigue polycyclique sur des pièces de géométrie complexe sont alors inenvisa-
geables en bureaux d’études. Il est donc nécessaire de considérer des stratégies de calcul pour
traiter des structures représentatives de cas industriels. En l’absence de méthode de prévision
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de la durée de vie et des performances résiduelles pour les structures composites soumises à
des chargements de fatigue complexes, des facteurs de sécurité très importants sont appliqués
lors du dimensionnement pour garantir la sûreté et la tenue des pièces, ce qui constitue un
frein à leur optimisation et réduit d’autant le gain de masse final.

Cette problématique fait partie d’un Plan de Recherche Concertée (PRC-Mecacomp), piloté
par Safran et faisant intervenir le groupe Safran, la DGAC, l’Onera et de nombreux autres
laboratoires de recherche du CNRS. Il s’agit d’un projet d’une durée de cinq ans, faisant suite
au PRC-Composites, qui avait pour but de proposer des modèles pour pour la simulation du
comportement mécanique, de la durabilité et des procédés de fabrication de matériaux com-
posites, à matrice organique et céramique. Le PRC-Mecacomp est, quant à lui, divisé en trois
axes :

Axe A : Stratégie de modélisation multi-échelle des pièces composites afin de prendre en
compte l’hétérogénéité intrinsèque de ces matériaux ;

Axe B : Modélisation et validation du comportement des interfaces, des assemblages et des
liaisons mécaniques ;

Axe C : Méthodes de dimensionnement des pièces composites sous sollicitations complexes,
axe dans lequel s’inscrivent mes travaux de thèse.

C’est dans ce contexte que s’inscrit ce travail de thèse. Il consiste à développer une stratégie
de calcul efficace en fatigue (cyclique ou aléatoire) sur structures en matériaux composites, en
particulier pour les composites oxyde/oxyde, afin d’être en mesure de prévoir leur durée de vie
et leurs propriétés résiduelles.

La démarche proposée dans ce mémoire est décomposée en deux parties, l’une dédiée au
développement d’un modèle de fatigue à l’échelle du matériau et l’autre dédiée au passage à la
structure. Après un premier chapitre introductif, présentant les notions clés pour la statique
et la fatigue, la première partie, composée des chapitres II et III, présente la démarche mise
en place pour proposer un modèle de prévision de la durée de vie prenant en compte les spéci-
ficités des composites oxyde/oxyde. Dans la seconde partie, les chapitres IV et V se focalisent
sur la proposition d’une stratégie de calcul sur structure et son application sur des cas tests
représentatifs des problématiques industrielles.

Le chapitre I s’attache, dans un premier temps, à présenter le matériau étudié. L’objec-
tif est, en particulier, d’identifier ses mécanismes d’endommagement spécifiques sous charge-
ments statiques et de fatigue, en s’appuyant sur une étude bibliographique et sur des données
d’essais disponibles dans le PRC-Mecacomp. Dans un second temps, ce chapitre présente les
caractéristiques des chargements rencontrés (statique, fatigue et performances résiduelles),
ainsi que les notions importantes à la bonne compréhension de la suite de ce manuscrit. Il
s’agit, notamment, de s’intéresser aux paramètres influençant le comportement en fatigue du
composite étudié et aux outils classiques de prévision de la durée de vie utilisés en bureaux
d’études.

Le chapitre II débute par une analyse bibliographique des principaux modèles d’endom-
magement pour les matériaux composites subissant des chargements statiques et de fatigue.
L’idée est ensuite de proposer un modèle adapté aux composites oxyde/oxyde, tenant compte
des mécanismes d’endommagement et des différents paramètres influents mis en évidence
au chapitre I. Le modèle a vocation à prendre en compte les chargements statiques et de fa-
tigue, potentiellement tridimensionnels et aléatoires. La relation d’endommagement proposée
utilise donc un formalisme incrémental. L’idée étant par la suite de l’appliquer au calcul de
structures, on soulignera certains choix dans la formulation du modèle qui ont pour but de
faciliter son implémentation dans un code Éléments Finis (EF).
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Le chapitre III consiste à identifier les paramètres matériau du modèle et à le valider sur
différents cas tests. Dans un premier temps, la campagne expérimentale mise en place pour dé-
terminer le comportement du composite étudié est présentée. Une réflexion est ensuite menée
pour proposer un protocole d’identification dédié. Enfin, des simulations à l’échelle matériau
permettent d’identifier à proprement parler les paramètres du modèle à l’aide de comparai-
sons essais/calculs. Enfin, les capacités prédictives du modèle sous chargements statiques ou
de fatigue sont évaluées au travers de comparaisons essais/calculs.

L’objectif du chapitre IV est de proposer une stratégie de calcul, dédiée à la fatigue des
composites et compatible avec le modèle d’endommagement incrémental présenté au chapitre
II, afin d’être en mesure de prévoir la durée de vie de structures composites avec des temps de
calcul acceptables en bureaux d’études. Une rapide étude bibliographique nous permet d’éva-
luer les principales stratégies disponibles dans la littérature pour accélérer les simulations en
fatigue. L’idée est ensuite d’adapter la méthode la plus prometteuse –la méthode de sauts de
cycles– de façon à tirer profit des spécificités du modèle d’endommagement incrémental uti-
lisé. Une attention particulière est portée à l’implémentation de cette stratégie dans un code
de calcul de structures, notamment à son caractère non-intrusif et à sa simplicité d’utilisation.
Les performances de cette stratégie, en termes de précision et de gain de temps, sont évaluées,
à l’échelle matériau mais également à l’échelle de la structure, à la fois par rapport à une
simulation de référence n’utilisant aucune stratégie de calcul et par rapport à une méthode
classique de la littérature.

Enfin, le chapitre V a pour but d’évaluer le caractère prédictif de la stratégie numérique
mise en place sur des cas structuraux. Dans un premier temps, l’idée est de réaliser des essais
de fatigue supplémentaires sur éprouvettes trouées et de comparer les prévisions du modèle
aux résultats expérimentaux. Le but est de s’assurer que le modèle rend correctement compte
du comportement d’une structure présentant des gradients de contraintes. Dans un second
temps, un cas concret, représentant un arrière-corps étudié par Safran Ceramics, est considéré
dans l’optique de démontrer l’applicabilité de la stratégie de prévision de durée de vie proposée
sur des structures industrielles.
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CHAPITRE I

RAPPEL DES NOTIONS CLÉS

L’objet de ce premier chapitre est de présenter certains éléments de com-
préhension du manuscrit. Dans un premier temps, les matériaux com-
posites seront décrits, en mettant en avant les spécificités du matériau
d’étude. La seconde partie du chapitre est consacrée à la présentation des
notions clés de mécanique, se rapportant à des chargements statiques, de
fatigue, ou bien à l’étude des performances résiduelles du matériau.
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I.1. PRÉSENTATION DES MATÉRIAUX COMPOSITES

I.1 Présentation des matériaux composites

I.1.1 Généralités

Un matériau composite résulte de l’association de deux matériaux de nature différente. Il
est généralement constitué d’un renfort noyé dans une matrice. La matrice assure le main-
tien de l’assemblage et les transferts de charge entre les renforts, qui eux assurent la tenue
mécanique du composite. Le matériau composite a donc des propriétés spécifiques (proprié-
tés mécaniques rapportées à la masse volumique) supérieures à celles des constituants pris
séparément.

Les matériaux composites peuvent être classés selon la nature de leur matrice (organique,
céramique ou métallique) ou suivant la forme de leurs renforts (particules, fibres courtes ou
fibres longues). La nature des constituants sera notée de façon abrégée sous la forme : com-
posites renfort/matrice. La nature des constituants, leur proportion, ainsi que l’arrangement
des renforts et leur orientation permettent de moduler le comportement mécanique du com-
posite en fonction des caractéristiques souhaitées (rigidité, résistance à la rupture, résistance
à l’impact...). L’architecture du composite lui confère ses propriétés souhaitées, la nature des
composants étant imposée par les conditions environnementales d’utilisation.

Les renforts les plus utilisés dans les industries automobile, aéronautique et spatiale se
présentent sous forme de fibres continues. Ces dernières sont regroupées en torons de plu-
sieurs milliers de fibres chacun. Majoritairement, les renforts fibreux sont agencés sous forme
de nappes, aussi appelées plis. Il existe principalement trois types de plis :

— les unidirectionnels (UD), où les renforts sont alignés dans une direction principale pour
y obtenir des performances élevées ;

— les plis tissés 2D, dont les motifs les plus connus sont le sergé, le satin et le taffetas. On
parle de tissu équilibré quand les mèches de chaîne et de trame sont identiques (ou très
semblables) et que l’armure est symétrique ;

— les plis tissés 3D, plus résistants aux impacts.
Les pièces structurelles sont généralement réalisées par empilement de ces nappes impré-
gnées de résine, afin de créer un composite dit stratifié. Les orientations de ces plis peuvent
varier afin d’optimiser les propriétés du composite en fonction des charges auxquelles il sera
soumis. La figure I.1 illustre les armures classiquement utilisées.

FIGURE I.1 – Exemples d’armures : (a) unidirectionnelle (UD), (b) tissée 2D ou (c) tissée 3D.

Dans l’industrie aéronautique, les composites les plus utilisés sont constitués d’une matrice
organique epoxy renforcée par des fibres longues en carbone. Ils sont cependant restreints
à des applications à basse température (inférieure à 150°C). Pour des applications à haute
température, proches de l’environnement des moteurs, ces CMO se dégradent fortement et il
est nécessaire de se tourner vers des composites thermostructuraux.
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CHAPITRE I. RAPPEL DES NOTIONS CLÉS

I.1.2 Les composites à matrice céramique

Les céramiques s’imposent comme les constituants idéaux pour des applications soumises à
de fortes sollicitations thermomécaniques, puisqu’elles sont résistantes à la température. Des
CMC ont donc été développés dans l’optique d’obtenir des matériaux qui gardent de bonnes
propriétés mécaniques à haute température [Keller et al., 2005, Zawada et al., 2003, Ruggles-
Wrenn et al., 2006].

Il existe principalement trois types de renforts utilisés dans les CMC : les fibres de car-
bone, les fibres de carbure de silicium (SiC) et les fibres oxyde. Le choix de la nature de la
fibre est déterminé par l’application visée et en particulier par la température d’utilisation.
Les fibres oxyde sont stables en température jusqu’à environ 800°C (en particulier, leurs pro-
priétés d’élasticité) et conservent de bonnes propriétés jusqu’à 1100°C. Au delà, leur résistance
mécanique se trouve significativement diminuée (en particulier leur résistance au fluage) [Kel-
ler et al., 2005, Zok FW, 2001, Ruggles-Wrenn et al., 2006]. C’est pourquoi, pour des gammes
de températures supérieures, il convient de leur préférer des fibres carbone ou SiC. Les fibres
carbone, utilisées à très hautes températures, pour des applications militaires ou sur frein par
exemple, sont moins étudiées dans la littérature ; ainsi dans la suite de ce paragraphe, seuls
les composites SiC/SiC seront décrits plus en détail.

Les constituants des CMC, qu’ils soient oxydes ou non-oxydes (SiC/SiC), ont un compor-
tement quasi-fragile. La résistance de ces composites est améliorée par l’intermédiaire d’un
mécanisme permettant de dévier les fissures au niveau de l’interface fibre-matrice. Il existe
pour cela deux méthodes.

La première requiert la présence d’une interphase faible [Davis et al., 1993], possédant un
module faible, entre les fibres et la matrice qui ont des modules plus élevés (figure I.2a). Cette
méthode est privilégiée pour les CMC non-oxyde comme les SiC/SiC. L’interphase revêtant
les fibres joue également le rôle de barrière protectrice [Naslain, 1993], ce qui empêche ou
retarde l’oxydation des fibres dont l’effet est dévastateur sur leurs propriétés, notamment à
température intermédiaire (conditions d’utilisation à 800°C). Cette interphase étant générale-
ment déposée par couche gazeuse, le procédé de fabrication des SiC/SiC est donc relativement
onéreux [Jurf and Butner, 2000].

L’autre possibilité est d’utiliser une matrice de faible module grâce à laquelle la déviation
s’effectue directement au niveau de l’interface avec la fibre, de module plus élevé [Evans, 1990,
Bansal, 2005] (figure I.2b). Les composites oxyde/oxyde, insensibles par nature à l’oxydation,

FIGURE I.2 – Schéma représentant la déviation de fissure dans les composites à matrice cé-
ramique ; a) CMC à interphase faible, déviation de la fissure à l’interface fibre-interphase ou
à l’interface matrice-interphase ; b) CMC à matrice de faible module, déviation de la fissure à
l’interface fibre-matrice [Guel, 2018].

utilisent très majoritairement cette seconde option pour dévier les fissures matricielles autour
des fibres. Il faut alors abaisser le module d’Young et la ténacité de la matrice pour obtenir un
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comportement endommageable. Cependant les propriétés doivent rester suffisamment élevées
pour assurer la tenue structurelle et mécanique de la structure. Il s’agit alors de trouver le
bon équilibre lors de la fabrication. La figure I.3 présente la courbe délimitant les domaines
de rupture fragile et non-fragile des CMC.

FIGURE I.3 – Schéma représentant la propagation d’une fissure matricielle au niveau d’une
interface fibre-matrice en fonction des propriétés mécaniques des constituants ; (Ef : Module
d’Young de la fibre ; Em : Module d’Young de la matrice ; Γf ténacité de la fibre ; Γi ténacité
de l’interface fibre-matrice ; CFCC : Continuous Fiber-reinforced Ceramic Composite) [Zok FW,
2001].

La technique la plus courante pour abaisser les propriétés de la matrice est d’y insérer
de manière contrôlée des microporosités par frittage partiel. En effet, la porosité matricielle
doit être suffisamment fine et répartie de manière homogène afin de ne pas créer des sites
préférentiels à la formation de fissures. Le taux de porosité doit être compris entre 20% et
40 % pour optimiser la résistance mécanique [Ruggles-Wrenn et al., 2008b, Zok FW, 2001,
Keller et al., 2005]. La figure I.4 montre un exemple de matrice microporeuse utilisée dans les
composites oxyde/oxyde. La température de frittage est donc un paramètre assez sensible, qui

FIGURE I.4 – Images MEB montrant la microporosité de la matrice du composite Nex-
tel610/alumine fabriqué dans la thèse de Ben Ramdane [Ben Ramdane, 2014].

influe directement sur les propriétés mécaniques finales du composite [Yoshitaka et al., 1996].
Plus la température est élevée, plus le comportement résultant est fragile.

Ainsi les composites oxyde/oxyde peuvent utiliser des procédés bien moins onéreux que ceux
des CMC non-oxydes. Bien qu’ayant des propriétés mécaniques inférieures à ces derniers, les
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composites oxydes sont privilégiés pour des applications thermostructurales à températures
intermédiaires (<1000°C). Les oxydes les plus utilisés sont l’alumine, la mullite, la silice, la
zircone, ainsi que des mélanges alumine-silice, mullite-silice et mullite-alumine. Notons enfin
que la majorité des composites oxyde utilisent des renforts tissés [Keller et al., 2005, Zawada
et al., 2003, Simon and Danzer, 2006, Parlier et al., 2011].

I.2 Présentation du matériau composite oxyde/oxyde
de l’étude

I.2.1 Description

Le matériau étudié au cours de cette thèse est un composite oxyde/oxyde développé et fabri-
qué par Safran Ceramics, où les renforts et la matrice sont en alumine. Les torons sont consti-
tués de fibres longues Nextel 610 et la matrice est microporeuse pour augmenter la résistance
aux dommages. Pour des raisons de confidentialité, certaines informations sur le matériau
sont omises (taux de fibres dans les torons, taux de torons). Le taux de microporosité mesuré
est de l’ordre de 25% dans la matrice (figure I.5), sans macropores ni macro-défauts. Au sortir

FIGURE I.5 – Image MEB montrant la mi-
croporosité de la matrice du composite étu-
dié.

FIGURE I.6 – Image au microscope optique
de la tranche d’une éprouvette Image MEB
montrant la présence de fissures de retrait.

du procédé de fabrication, le matériau présente cependant des fissures de retrait thermique
au sein des poches de matrice (figure I.6), induites par le retrait différentiel entre les fibres et
la matrice au cours du frittage. Ces fissures sont également recensées dans de nombreux tra-
vaux sur les composites oxyde/oxyde [Zawada et al., 2003, Carelli et al., 2002, Di Salvo et al.,
2015, Guel, 2018, Broutelle, 2019]. D’après [Guel, 2018], ces fissures ont peu d’impact sur le
comportement mécanique, bien qu’aucune publication n’ait été trouvée dans la littérature sur
ce sujet, tant pour des chargements statique que de fatigue. Elles constituent néanmoins des
sites privilégiés pour l’initiation ou la propagation de fissures matricielles.

L’architecture du matériau étudié consiste en un stratifié de plis tissés 2D de satin de 8,
chacun d’une épaisseur de 0,35 mm. Ce tissage est moins sensible au délaminage que des plis
UD. Étant facilement déformable, il est de plus bien adapté au moulage de formes complexes.
Le volume de fibres dans le sens chaîne est identique à celui dans le sens trame, le pli est donc
supposé équilibré (i.e. mêmes propriétés dans le sens chaîne et dans le sens trame). Toutes
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les éprouvettes présentées par la suite sont constituées de 8 plis, pour une épaisseur totale
moyenne de 2,8 mm. L’empilement choisi consiste en une alternance de plis dans l’axe des
fibres –à 0° et à 90° ([0/90]2s). Des éprouvettes quasi-isotropes, d’empilements de 8 plis à 0°
et 45° seront également utilisées pour des essais de validation à Safran Ceramics. Le Volume
Élémentaire Représentatif (VER) géométrique, correspondant au plus petit volume de matière
permettant de reconstituer l’intégralité du matériau par répétition dans le plan (taille du motif
de tissage), est d’environ 7,3 mm × 7,3 mm.

Le comportement global du stratifié est déterminé à partir du comportement des plis, dans
le cadre de la théorie classique des stratifiés. Le composite peut donc être décrit à différentes
échelles :

— à l’échelle microscopique (échelle des constituants, ordre de grandeur de quelques µm),
les composants du matériau –les fibres et la matrice– sont distingués. Il s’agit du niveau
d’observation des premiers stades d’endommagement. Bien que très précises, les simula-
tions à cette échelle demandent trop de ressources pour réaliser des calculs de structure.

— à l’échelle mésoscopique (échelle du tissage, ordre de grandeur de quelques mm) , les
torons et la matrice sont distingués. Les torons, constitués de fibres et de matrice, sont
considérés homogènes. Dans les calculs multi-échelles, des simulations à cette échelle
sont réalisés pour déterminer les propriétés homogénéisées d’un VER, afin d’alimenter
un modèle macroscopique. Cependant, les calculs de structure eux-même restent encore
trop coûteux.

— à l’échelle macroscopique (échelle du pli tissé, ordre de grandeur de quelques mm), le ma-
tériau est considéré comme un empilement de différents torons entrelacés. Les plis tissés
sont alors considérés homogènes. L’attractivité de cette échelle réside en la possibilité
de réaliser des calculs de structure à coûts modérés, pour différentes stratifications sans
avoir à modifier les paramètres matériaux. Il s’agit de l’échelle de modélisation choisie
pour cette étude.

— à l’échelle super-macroscopique (échelle de la structure/du stratifié, ordre de grandeur su-
périeur au cm), le composite est représenté comme un matériau homogène, sans distinc-
tion des couches de l’empilement. Il convient donc de ré-identifier les propriétés matériau
pour chaque stratification étudiée. Les calculs de structure sont aisés mais manquent de
souplesse vis-à-vis des modifications des empilements des plis.

Ce composite, appelé dans la suite composite oxyde/oxyde pour des raisons de simplicité, est
considéré insensible à la température en dessous d’environ 800°C, c’est-à-dire que ses proprié-
tés d’élasticité ne sont pas modifiées par une évolution de la température (comme c’est le cas
pour un composite Nextel720/alumine [Ruggles-Wrenn and Braun, 2008]). Dans les conditions
d’utilisation visée (aux alentours de 700° - 800°C [Bouillon et al., 2019]), ce matériau possède
les mêmes caractéristiques qu’à l’ambiante, ce qui justifie le parti pris dans cette étude de se
focaliser sur une étude à l’ambiante. De plus, l’étude est restreinte à un environnement air,
puisque le matériau, déjà oxydé, est insensible à l’environnement dans les durées et condi-
tions d’utilisation d’un plug. L’endommagement est donc considéré comme la seule source de
non-linéarité du comportement observé.

I.2.2 Mécanismes d’endommagement

La complexité des matériaux composites amène à considérer que la dégradation de leurs
propriétés est due à plusieurs phénomènes physiques, aussi appelés mécanismes d’endomma-
gement. Concernant les composites oxyde/oxyde, la littérature regroupe un nombre restreint
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de publications faisant état des divers mécanismes d’endommagement [Kostopoulos et al.,
2003, Ben Ramdane, 2014, Guel, 2018].

Guel [Guel, 2018] et Ben Ramdane [Ben Ramdane, 2014] ont tous deux proposé des scé-
narios d’endommagement détaillés pour des composites Nextel610/alumine à renforts 2D en
satin de 8. La composition et l’architecture des matériaux sont identiques au composite
oxyde/oxyde de notre étude, les mécanismes d’endommagement mis en lumière sont donc vrai-
semblablement activés dans notre cas également. Au cours de sa campagne expérimentale,
Ben Ramdane observe les mécanismes d’endommagements suivants, par ordre d’apparition :
(i) fissuration matricielle et ouverture des fissures de retrait, (ii) propagation des fissures ma-
tricielles, (iii) décohésions torons/matrices (délaminage), (iv) décohésions intra-fil et (v) rup-
ture de fibres.

Il convient cependant de noter que les matériaux étudiés par ces deux auteurs ont des mi-
crostructures différentes du matériau étudié dans cette thèse. Or, la microstructure influe sur
les mécanismes d’endommagement mis en jeu. N. Guel a étudié trois nuances de composites
oxyde/oxyde et il conclut que la présence de macropores favorise l’amorçage du délaminage.
Aussi, le scénario d’endommagement proposé par Guel sur une nuance proche du matériau de
l’étude, basé sur des observations microstructurales, le comportement mécanique et l’activité
acoustique des essais, servira de scénario de référence.

Des essais in-situ au synchrotron lui ont permis d’observer finement les mécanismes d’en-
dommagement. Il utilise également le suivi acoustique d’essais de traction pour obtenir une
chronologie d’activation de chaque mécanisme, par classification et labellisation des signaux
d’émission acoustique [Guel, 2018]. La figure I.7 synthétise le scénario d’endommagement
envisagé pour un chargement en traction quasi-statique dans l’axe des fibres. Guel propose
également un scénario pour une sollicitation orientée à ±45° par rapport à l’axe des fibres
(figure I.8), représentative d’un chargement de cisaillement à l’échelle du pli. Pour de forts ni-
veaux de contraintes, les mécanismes critiques pour la tenue de ce matériau en traction sont
le délaminage (décohésions interplis) et la rupture de torons. Néanmoins, dans ces travaux,
les niveaux de contraintes considérés sont proches des niveaux réels relevés par l’industriel
sur la pièce et les phénomènes de délaminage sont négligés.

Le matériau oxyde/oxyde de cette étude étant néanmoins légèrement différent, il convient
donc de vérifier que les mécanismes d’endommagement observés par Guel sont effectivement
actifs dans notre cas. Un essai de traction incrémentale dans l’axe des fibres a donc été ef-
fectué dans cette thèse sur le matériau étudié, en collaboration avec N. Guel, en utilisant les
techniques de suivi acoustique mises en place au MATEIS. Les résultats obtenus sont proches
de ceux obtenus dans sa thèse, ce qui tend à valider le scénario d’endommagement proposé.

Il convient également de remarquer que les fissures matricielles engendrées par la solli-
citation mécanique sont orientées dans la direction des torons. L’orientation des dommages
dépend donc de la microstructure du matériau composite. Ceci est classiquement observé lors-
qu’il y a un fort contraste entre les propriétés des renforts et de la matrice. Ces observations,
menées par Guel et Ben Ramdane, ont également été faites sur le composite oxyde/oxyde de
notre étude (figure I.9) : les fissures matricielles observées au Microscope Électronique à Ba-
layage (MEB) dans les poches de matrices sont orientées (perpendiculaires ou parallèles) dans
la direction des torons de fibres et non dans la direction du chargement. Grâce à la micro-
porosité de leur matrice, les composites oxyde/oxyde s’endommagent donc de façon similaire
aux composites à matrice organique, tout en faisant abstraction de la viscosité de ces derniers.
Il convient de noter la rareté des fissures visibles, tant au MEB qu’au synchrotron, ce qui
indique que l’endommagement est très diffus et de petite taille (µm).

Concernant la fatigue des composites oxyde/oxyde, peu de travaux ont étudié finement les
mécanismes d’endommagement mis en jeu au cours d’essais de fatigue à température am-
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FIGURE I.7 – Scénario d’endommagement des composites oxyde/oxyde en traction dans l’axe
des fibres [Guel, 2018].

biante. La majorité des études sur les composites oxyde en fatigue se placent dans des condi-
tions haute température avec ou sans vapeur d’eau [Ruggles-Wrenn et al., 2008b, Ruggles-
Wrenn et al., 2006, Ruggles-Wrenn and Lanser, 2015, Mehrman and Ruggles-Wrenn, 2007].
Plusieurs d’entre elles montrent que, dans ce cas, le matériau s’endommage majoritairement
dans les premiers cycles (baisse de 5 à 10% de la raideur), puis qu’il se dégrade ensuite très len-
tement voire se stabilise [Ruggles-Wrenn et al., 2008b, Zawada et al., 2003], suggérant ainsi
que l’endommagement en fatigue est diffus, très progressif et vraisemblablement limité à des
fissures matricielles additionnelles. Lanser observe en outre que la zone d’endommagement
est plus étendue en fatigue qu’en statique, mais que le faciès de rupture est identique [Lanser
and Ruggles-Wrenn, 2015], ce qui mène à la conclusion que les endommagements, bien que
plus diffus en fatigue, sont similaires pour les deux types de sollicitations.

Pour vérifier cette hypothèse pour le composite oxyde/oxyde étudié dans cette thèse, des
observations post-mortem au MEB ont été réalisées sur une éprouvette orientée à 22,5° ayant
rompu en fatigue (figure I.10). Il est important de remarquer ici que les fissures matricielles,
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FIGURE I.8 – Scénario d’endommagement des composites oxyde/oxyde en traction à ±45° par
rapport à l’axe des fibres [Guel, 2018].

(a) CMC étudié par Ben Ramdane [Ben Ramdane, 2014,
Ben Ramdane et al., 2017] (b) CMC étudié dans cette thèse.

FIGURE I.9 – Observations post-mortem au MEB du composite sollicité en traction à rupture
dans la direction à 45° : endommagement orienté par la microstructure.

observées proche de la zone de rupture, sont bien plus nombreuses que celle observées après un
chargement statique (cf figure I.9b). La rupture en fatigue a alors lieu une fois que la matrice
est saturée de fissures. De plus, les fissures matricielles sont orientées par la microstructure,
le mécanisme d’endommagement mis en jeu semble donc identique à celui rencontré au cours
de chargements statiques. On peut noter également la présence de fissuration matricielle au
sein des torons de fibres. Il semble alors cohérent de supposer que les mécanismes d’endom-
magement mis en jeu au cours des chargements statiques et de fatigue sont similaires, comme
fait usuellement [Henry, 2013, Revest, 2011, Rakotoarisoa, 2013]. Les mécanismes d’endom-
magement des composites oxyde/oxyde en fatigue étant assez peu étudié dans la littérature, ce
point fera l’objet d’une vérification dans ce travail de thèse (chapitre III), qui s’annonce d’ores
et déjà complexe vu la taille des endommagements.
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FIGURE I.10 – Observations post-mortem au MEB dans le plan du tissage, après un chargement
de fatigue cyclique à rupture dans la direction à 22,5°.

I.3 Notions de mécanique

Afin de dimensionner au plus juste des pièces composites, les industriels cherchent à dé-
terminer leur tenue et leur durée de vie le plus précisément possible, la pièce pouvant être
soumise à différents types de chargements. On distingue les chargements quasi-statiques, ap-
pelés (abusivement) chargements statiques dans la suite de ce manuscrit, et les chargements
cycliques (ou répétés), appelés chargements de fatigue. La sollicitation peut être appliquée
dans l’axe des renforts (chaîne à 0° ou trame 90°) ou bien hors des axes des renforts.

Cette section a vocation à présenter les caractéristiques de chaque type de chargement et
les notions déterminantes pour la prévision de la durée de vie. Cette thèse se focalise sur
des chargements de traction, la pièce étudiée pour Safran travaillant principalement sous
ce type de sollicitation. Les compressions dépassent donc notre spectre d’étude et ne seront
pas abordées. Rappelons également que l’endommagement est la seule source de non-linéarité
dans le comportement du composite étudié, ce dernier étant stable d’un point de vue chimique
et thermomécanique jusqu’à environ 800°C.

I.3.1 Quantités clés statiques

Les chargements statiques peuvent être soit monotones à rupture (figure I.11a) soit incré-
mentaux, avec des décharges intermédiaires (figure I.11b).

(a) (b)

FIGURE I.11 – Types de chargements statiques rencontrés : (a) monotones et (b) incrémentaux
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La figure I.12 illustre l’allure du comportement du composite oxyde/oxyde soumis à un
essai de traction incrémentale dans l’axe des torons. La courbe de comportement est essentiel-

FIGURE I.12 – Exemple d’une courbe de comportement issue d’un essai de traction incrémentale
à 90°, sur laquelle les quantités statiques utilisées sont schématisées.

lement linéaire. Elle peut néanmoins être décomposée en trois phases : un domaine élastique,
où la réponse est linéaire (1), un domaine faiblement non-linéaire dans lequel le matériau
s’endommage (2) et une phase de rupture du composite (3) pouvant être annoncée par une
augmentation notable de la non-linéarité.

Ces essais permettent de déterminer les propriétés mécaniques (élasticité et endommage-
ment) du composite, par ordre d’apparition :

— Le module de Young E0 ou module élastique. Cette quantité se mesure dans le do-
maine linéaire (1) de la courbe contrainte/déformation. Elle correspond à la pente à l’ori-
gine. La question du nombre de points à prendre en compte pour calculer cette pente
peut se poser, notamment lorsque la non-linéarité n’est pas franche, comme dans notre
cas. Ainsi, il peut être difficile de le mesurer à cause du bruit de mesure et des faibles
déformations du matériau étudié. Lorsque l’essai est réalisé à 0° (resp. 90°) par rapport
à l’axe des fils de chaîne, le module calculé est E11 (resp. E22).

— Le coefficient de Poisson. Cette valeur caractérise la déformation du matériau perpen-
diculairement à la direction de l’effort appliqué. Dans un essai de traction selon x, il est
possible de déterminer le coefficient ν12 à l’aide des valeurs des déformations transverses
et longitudinales, mesurées à une contrainte donnée :

ν12 = −εyy
εxx

. (I.1)

Le coefficient de Poisson est une quantité intéressante pour déterminer le seuil d’endom-
magement. En effet, sa valeur diminue lorsque le composite s’endommage [Ladeveze and
Le Dantec, 1992], alors même que le module longitudinal, lui, peut ne pas subir de forte
variation [Talreja, 1986]. Cette quantité est néanmoins difficile à mesurer, puisqu’il est
nécessaire de connaître précisément les déformations longitudinales et transverses. Ces
dernières peuvent être déterminées par des jauges placées dans la direction transverse
ou bien par Corrélation d’Images Numériques (CIN). Pour les composites oxyde/oxyde, les
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déformations, notamment transverses, sont très faibles, possiblement de l’ordre du bruit
de mesure. Il faut donc considérer les mesures du coefficient de Poisson avec précaution.

— Le seuil d’endommagement. Il correspond à la déformation à partir de laquelle le
matériau s’endommage et dont les effets sont visibles sur la courbe de comportement
au niveau de la première non-linéarité. Pour les CMC, et dans notre cas les composites
oxyde/oxyde, ce seuil apparaît très tôt en déformation et l’inflexion associée sur la courbe
contrainte/déformation est relativement faible. Cette quantité peut donc être difficile à
mesurer précisément, d’autant plus que les déformations associées sont très faibles. Le
seuil d’endommagement peut également être détecté par suivi de l’émission acoustique
au cours de l’essai (il s’agit du moment où les premiers événements acoustiques sont
enregistrés). Le suivi de l’échauffement local du matériau, mesuré avec une caméra ther-
mique est également une méthode couramment utilisée pour les CMO, mais qui est très
difficile à mesurer pour les CMC de par leur très faible capacité à dissiper la chaleur.

— Évolution de l’endommagement par le suivi du module effectif. Au cours du char-
gement, dans le domaine non-linéaire (2), le module diminue progressivement. Le module
tangent Et peut être utilisé pour suivre l’évolution de l’endommagement. Il s’agit de la
pente de la courbe contrainte/déformation à chaque instant. Le suivi de l’endommage-
ment peut également être mené à l’aide du module sécant, défini comme Esec = σxx

εxx
,

calculable à chaque point et dont l’évolution est généralement moins bruitée.

— La déformation résiduelle. Dans le cas de chargements incrémentaux, les déforma-
tions résiduelles, aussi appelées déformations permanentes, correspondent aux déforma-
tions qui demeurent après décharge à contrainte nulle. Pour les composites oxyde/oxyde,
elles sont exclusivement dues à l’endommagement (irréversible) du matériau. Les défor-
mations résiduelles sont encore une fois difficiles à mesurer expérimentalement, de par
la faible déformation du matériau étudié dans les axes des renforts. En revanche, pour
des essais hors-axes, le matériau se déforme beaucoup plus. Les déformations résiduelles
sont bien plus importantes et facilement mesurables. Au cours d’un essai, les déforma-
tions résiduelles longitudinales peuvent être mesurées à l’aide d’un extensomètre ou bien
avec la CIN, qui est également l’instrumentation privilégiée pour déterminer les déforma-
tions transverses. Les déformations résiduelles transverses sont extrêmement faibles et
leurs valeurs sont de l’ordre du bruit de mesure, ce qui les rend difficilement exploitables.

— La contrainte et la déformation à rupture. Cela correspond aux coordonnées du point
de décrochage, pour lequel la contrainte est maximale avant une chute brutale de l’effort,
symbolisé avec une étoile sur le graphe I.12. Les CMC oxyde ont souvent des contraintes
à rupture d’environ 200-250 MPa et des déformations à rupture inférieures à 1% [Bansal,
2005].

I.3.2 Définition des notions clés de fatigue

La fatigue peut être décrite comme la dégradation progressive d’un matériau sous une sol-
licitation répétée de cycles de chargement, qui sont en réalité souvent irréguliers. Face à la
répétition des chargements, le matériau se dégrade et peut rompre, même pour des niveaux
de contraintes inférieures à la contrainte à rupture, voire à la limite d’élasticité. Les matériaux
composites ont longtemps été considérés insensibles à la fatigue. Pourtant, des endommage-
ments diffus (comme de la fissuration matricielle dans notre étude) peuvent être à l’origine
de dégradations préjudiciables pour la tenue des pièces composites. Un dimensionnement en
fatigue est donc devenu incontournable vis-à-vis des exigences de sécurité.

La durée de vie en fatigue est classiquement définie comme étant le nombre de cycle de
chargement (N ) que peut subir la pièce avant de perdre sa fonctionnalité. Cette perte de fonc-
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tionnalité peut être définie comme la rupture du matériau, une perte de raideur trop impor-
tante, ou bien la modification d’une fréquence propre... Dans ces travaux, elle est reliée à une
perte de raideur, c’est pourquoi on s’intéresse au suivi de l’endommagement au cours du char-
gement. Dans la suite, on appelle (abusivement) nombre de cycle à rupture (Nr) le nombre de
cycles subis avant que la pièce perde sa fonctionnalité. Il est alors nécessaire de comprendre
quels sont les facteurs influençant la durée de vie en fatigue du matériau. Cette partie vise à
en présenter les notions clés.

Une distinction est faite concernant le type chargement appliqué. D’abord, les notions et
méthodes classiques de fatigue sont présentées dans le cadre d’un chargement uniaxial (ap-
pliqué dans une direction). En particulier, la notion de cycle, caractéristique des chargements
de fatigue cyclique est définie. Les quantités clés de fatigue, reposant sur cette définition, re-
latives à la durée de vie ou aux performances résiduelles du matériau sont également présen-
tées. Ensuite, une seconde partie s’intéresse à l’extension de ces notions pour des chargements
structuraux et multiaxiaux (appliqués dans plusieurs directions). Notamment, il s’agit de dé-
terminer si la notion de cycle et les méthodes de prévision de la durée de vie présentées restent
valables et de montrer les difficultés rencontrées.

I.3.2.1 Sous chargement uniaxial

I.3.2.1.1 Notion de cycle et description d’un chargement de fatigue

Notion de cycle
Classiquement, un chargement de fatigue consiste en la répétition d’un cycle, ou séquence de
chargement, au cours du temps. La figure I.13 présente les caractéristiques d’un cycle sinusoï-
dal. Ces paramètres sont directement transférables à d’autres cycles simples, triangulaires ou
créneaux.

FIGURE I.13 – Types de sollicitations sinusoïdales de fatigue à amplitude constante et à
contrainte imposée

Ainsi, un cycle est décrit par plusieurs paramètres :

— la contrainte maximale appliquée σmax,

— la contrainte minimale appliquée σmin,
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— le rapport de charge, Rσ, la contrainte moyenne σ̄, et l’amplitude σa, découlant des para-
mètres précédents et définis par :

Rσ =
σmin

σmax (I.2)

σ̄ =
σmax + σmin

2
(I.3)

σa =
σmax − σmin

2
(I.4)

— la période T entre deux cycles consécutifs, représentant également la durée d’un cycle.

Tous ces paramètres sont présentés à partir de cycles de chargement pilotés en contrainte,
mais tous peuvent également être exprimés en déformation.

Il existe différents domaines de fatigue en fonction du rapport de chargeR appliqué (l’indice
σ – ou ε – est omis dans un souci de lisibilité) :

— Fatigue traction-traction pour 0 < R < 1, ou domaine de sollicitations ondulées de trac-
tion. Il s’agit de sollicitations à contraintes positives.

— Fatigue traction-compression où R < 0. Les contraintes sont alternées : la valeur mini-
male est négative alors que la valeur maximale est positive. Le cas R = −1 correspond à
des sollicitations purement alternées où la contrainte moyenne est nulle.

— Fatigue compression-compression où R > 1.

L’étude est ici limitée au domaine traction-traction, puisque la pièce envisagée est dimension-
née de manière à travailler dans cette plage de sollicitation. Les notions présentées par la
suite sont donc restreintes à ce domaine d’étude.

Notons ici que la notion de cycle est facilement décrite pour un chargement unixial mais
qu’il est bien plus difficile d’élargir cette notion à un chargement multiaxial, où les sollici-
tations dans les différentes directions ne sont pas nécessairement en phase. Par ailleurs, au
cours d’essais sur des éprouvettes droites ou haltères, le chargement n’est maîtrisé que dans
la zone utile, pour une consigne au niveau structural. Dès qu’il y a apparition d’un gradient de
contrainte au sein de la pièce (par exemple dans les congés de raccordement des éprouvettes
haltères ou autour d’un trou), le chargement n’est pas traduit identiquement en chaque point
de la structure [Duboquet, 2018], devient multiaxial ou peut perdre sa périodicité.

Description d’un chargement de fatigue
On distingue plusieurs familles de chargements de fatigue, illustrées sur la figure I.14, (basées
sur la classification établie dans [Jabbado, 2006]) :

— signal d’amplitude constante (simplement cyclique) de forme sinusoïdale ou tri-
angulaire. Il est souvent admis que la forme exacte des oscillations est sans effet sur la
durée de vie. Il s’agit des chargements les plus fréquents pour des essais de fatigue. Leurs
différents paramètres sont décrits au prochain paragraphe.

— signal à deux blocs de chargement d’amplitude constante. Le premier bloc consiste
en un signal d’amplitude constante contenant un nombre fixé de cycles. Le second bloc,
d’amplitude constante lui aussi, est maintenu jusqu’à rupture. Entre les deux blocs, l’am-
plitude et/ou la charge maximale diffère. Ce type de signal est généralement utilisé pour
étudier l’influence de l’historique du chargement sur la durée de vie et le cumul de l’en-
dommagement, en comparant des séquences grande amplitude – faible amplitude avec
les séquences inverses.
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FIGURE I.14 – Différents types de chargement de fatigue

— signal de blocs programmés. Le signal est constitué de plusieurs blocs d’amplitude
constante. La méthode la plus connue pour obtenir ce type de signal est la méthode des
blocs programmés [Gassner, 1973]. Cette méthode est utilisée pour transformer un char-
gement aléatoire en un chargement par blocs par une méthode de comptage de cycles [Po-
wer, 1977, Power, 1978, Downing and Socie, 1982] et en déterminer les effets sur la durée
de vie à l’aide notamment de la loi de Miner (cf. section I.3.2.1.5).

— signal aléatoire répété, où chaque cycle élémentaire est d’amplitude variable
(spectral). Il s’agit de signaux représentatifs d’un spectre de vol. L’exemple le plus com-
mun est le cycle décollage-vol-descente relevés sur des pièces aéronautiques. Ce type
de chargement, bien que représentatif des conditions de vol, est tout de même idéa-
lisé puisque des événements extérieurs (comme des chocs ou bien l’ingestion d’oiseaux)
peuvent perturber le signal, rompant ainsi sa répétabilité.

— signal d’amplitude variable (totalement aléatoire). Il s’agit des signaux réellement
relevés en service, qui comprennent donc des événements extérieurs. De plus, ce signal
est en général multiaxial.

Dans la suite de ce document, on appelle chargement complexe un chargement rentrant dans
les deux dernières familles.

Bien que seuls les chargements complexes soient représentatifs des sollicitations réelles, les
essais effectués en laboratoire restent très majoritairement des essais de fatigue cyclique d’am-
plitude constante, à un ou deux blocs de chargement. Ils peuvent être pilotés en contrainte (ou
force) imposée, comme c’est le cas généralement, ou bien en déformation imposée. Il convient
de noter que ce dernier mode d’asservissement nécessite un suivi précis de la déformation, et
donc que le matériau doit se déformer suffisamment pour s’affranchir des bruits de mesure.
Les essais pilotés en déformation sont ainsi rarement réalisés sur des CMC. On leur préfère
un pilotage en force imposée, représentatif des conditions réelles subies par les pièces.

Les quantités et notions présentées dans la suite de cette partie correspondent à des outils
d’analyse du comportement en fatigue. Elles sont néanmoins restreintes à des chargements cy-
cliques d’amplitude constante. Il s’agit de leur domaine de validité, puisque ces outils reposent
sur la notion de cycle de chargement (σmax, R). Notons que pour un chargement aléatoire ré-
pété, il est possible de définir un « cycle » équivalent, caractérisé par sa période, mais pour
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lequel il est impossible de définir un rapport de charge. Les notions classiques présentées par
la suite ne sont alors pas transposables à de tels chargements.

I.3.2.1.2 Influence de la contrainte maximale : courbe S-N

L’un des principaux outils pour déterminer la durée de la vie d’une pièce consiste à tra-
cer la courbe d’endurance S-N (Stress - Number of cycles), aussi appelée courbe de Wöhler.
Cette courbe décrit la relation entre la sollicitation appliquée et le nombre de cycles à rupture
(Nr), pour des chargements cycliques d’amplitude constante. Pour les matériaux composites, la
contrainte maximale correspond à la valeur la plus critique vis-à-vis de l’endommagement que
l’amplitude du chargement. Cette méthode est utilisée en bureaux d’études pour dimension-
ner des structures. Chaque point (σmax,Nr) de cette courbe correspond à un essai de fatigue à
amplitude constante. Seul le paramètre de la contrainte maximale appliquée ou l’amplitude
varient. Ainsi, avec un nombre suffisant d’essais, on peut tracer la courbe de Wöhler, dont
l’allure est donnée sur la figure I.15.

FIGURE I.15 – Courbe de Wöhler et les différents domaines de fatigue [Jabbado, 2006]

Cette courbe peut être décrite en fonction du chargement maximal σmax (ou bien de l’am-
plitude du chargement σa) à rapport de charge Rσ constant. Elle traduit donc l’influence de la
contrainte maximale sur la durée de vie : plus la contrainte augmente (chargement maximal
ou amplitude du chargement), plus la durée de vie est courte.

On distingue trois domaines de fatigue :

— Domaine de fatigue oligocyclique, dans lequel la rupture intervient après un faible nombre
de cycles (soit par exemple pour des durées de vie inférieures à 105 cycles). Il correspond
à des contraintes élevées.

— Domaine d’endurance limitée, où la rupture survient après un nombre limité de cycles
(105 à 107). Dans ce régime, le nombre de cycles Nr croît quand la contrainte maximale
σmax décroît.

— Domaine polycyclique, qui correspond aux contraintes les plus faibles (inférieures au
seuil d’endommagement statique, voire de fatigue).

Il convient cependant de noter qu’obtenir une telle courbe est très coûteux en temps et en
nombre d’éprouvettes. Son utilisation est de plus restreinte aux conditions d’essais testées.
Ainsi, elle dépend des données expérimentales. Dès qu’un paramètre varie (température, Rσ),
il faut réaliser de nouveaux essais et tracer une nouvelle courbe.
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Des modèles dits empiriques ont été développés pour obtenir une expression analytique de
la courbe S-N par ajustement avec des points expérimentaux. Ils ont pour but d’extrapoler la
relation contrainte appliquée - nombre de cycles à rupture au delà des essais réalisés. D’abord
utilisés pour les matériaux métalliques, ils ont été par la suite adaptés aux composites. Plu-
sieurs expressions analytiques ont été proposées pour représenter ces courbes. Shen en fait un
résumé quasiment exhaustif [Shen, 2012]. Trois modèles parmi les plus répandus sont décrits
ci-dessous.

Les modèles de type Wöhler sont des fonctions linéaires semi-logarithmiques dans le repère
S-log(N) et prévoient la durée de vie dans le domaine d’endurance limitée :

σa = σu −B. log(N) (I.5)

où σu est la contrainte ultime de traction (à Nr = 1). Le paramètre σa représente la contrainte
alternée (amplitude) et B est un coefficient matériau à identifier.

Le modèle de Basquin [Basquin, 1910] prévoit la durée de vie dans le domaine d’endurance
limitée de la courbe S-N à l’aide d’une relation linéaire dans un repère (logS-logN) :

log(Nr) = log(C)−m. log(σa) (I.6)

où σa est la demi-amplitude de la contrainte appliquée ; C et m sont les paramètres à identifier
par régression linéaire. L’une des limitations de l’équation de Basquin vient de l’absence d’une
asymptote horizontale, représentant la limite d’endurance, lorsque N →∞.

Enfin, Bastenaire [Bastenaire, 1972] décrit le domaine polycyclique à l’aide de l’équation :

Nr =
A

σa − σD
(I.7)

où σD est la limite d’endurance du matériau.
Les modèles de ce type sont souvent utilisés chez les industriels de par leur simplicité et

leur rapidité de calcul. Basés sur de vastes campagnes expérimentales, ils n’incluent aucun
biais de modélisation dans leurs résultats. Ce point positif est aussi un défaut puisque les
essais sont très coûteux (éprouvettes et temps). Ils sont souvent employés dans les phases de
pré-dimensionnement, lorsque les mécanismes d’endommagement du matériau ne sont pas
encore connus avec précision. Une marge de sécurité élevée est alors appliquée. En revanche,
ces approches sont non-prédictives (car basées sur des courbes expérimentales) et leur utili-
sation est restreinte aux configurations déjà testées (matériau et sollicitation). En particulier,
l’influence du rapport de charge sur la durée de vie n’est pas prise en compte. Enfin, il convient
de souligner que ces méthodes sont basées sur la notion de fatigue cyclique, et ne peuvent pas
être étendues à des chargements plus complexes.

I.3.2.1.3 Limite d’endurance ou limite de fatigue

Les chargements auxquels sont soumises des pièces sollicitées en fatigue sont souvent
faibles par rapport à la contrainte à rupture du matériau, parfois même plus faibles que le
seuil d’endommagement statique. Pourtant la pièce peut rompre à cause de la répétition des
cycles. On introduit donc la notion de limite de fatigue, définie comme la contrainte en des-
sous de laquelle la ruine du matériau ne sera jamais atteinte, même pour un nombre de cycles
infini.

Cette limite est généralement inférieure à la limite d’élasticité (ou seuil d’endommagement
statique) du matériau. Sur la courbe S-N, cette valeur est déterminée comme l’asymptote de
la courbe de Wöhler quand N tend vers l’infini, comme illustré dans le paragraphe suivant sur
la figure I.15.
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Cependant, cette limite peut ne pas exister, ou être mal définie, pour certains matériaux
[Bathias, 1999]. Concernant le matériau étudié dans cette thèse, présentant des fissures à
l’état initial, il convient de se demander si la notion même de limite de fatigue a un sens.
Dans ce cas, la notion de limite d’endurance à 10n cycles est introduite. Il s’agit cette fois de
déterminer la valeur de la contrainte en dessous de laquelle le matériau ne rompra pas pour
les 10n cycles appliqués. Cette puissance n est habituellement prise égale à 7 ou 8, puisque
dans le cadre du dimensionnement en fatigue, les structures sont souvent confrontées à un
grand nombre de cycles de l’ordre de 105 à 108 cycles.

Expérimentalement, la limite d’endurance est déterminée pour un nombre de cycles fixé.
On répète alors les essais de fatigue en abaissant la contrainte maximale appliquée, jusqu’à ob-
tenir un matériau qui reste sain pendant tout l’essai. Cette méthode dépend donc du choix du
nombre de cycles maximal. Pour les matériaux métalliques, on peut également citer d’autres
méthodes dites statistiques, qui nécessitent la connaissance de l’ordre de grandeur de la li-
mite recherchée : la méthode des probits, la méthode de l’escalier ou bien la méthode des
K-éprouvettes non rompues [Rabbe et al., 2000]. La majeure partie de ces méthodes néces-
site néanmoins un nombre important d’éprouvettes. Pour estimer rapidement la limite d’en-
durance, il existe une autre méthode dite de Locati [Bonnet et al., 2016, Rabbe et al., 2000].
L’essai consiste à soumettre la pièce à des paliers de chargement croissants jusqu’à défaillance
du matériau. L’écart entre chaque niveau de chargement, ainsi que le nombre de cycles appli-
qués à chaque niveau, sont constants. Pour déterminer la valeur recherchée, il est nécessaire
cependant de supposer que la courbe S-N correspond à un modèle de Basquin et d’en connaître
la pente. Une méthode dérivée est proposée dans le chapitre III pour déterminer le seuil d’en-
dommagement en fatigue. Enfin, il existe une nouvelle approche, très rapide, qui repose sur
la dissipation d’énergie sous forme de chaleur, sous l’influence de l’endommagement. Il s’agit
des méthodes d’auto-échauffement, déjà appliquées sur des métaux, puis transférées à cer-
tains CMO [Westphal, 2014, Peyrac et al., 2015, Gornet et al., 2018]. Cette méthode repose
sur une hausse de la température de l’éprouvette au cours de la sollicitation due aux endom-
magements. Toutefois, le composite oxyde/oxyde étudié s’échauffe peu et ne semble donc pas
un bon candidat pour utiliser cette méthode, qui n’a d’ailleurs pas encore été appliquée à un
CMC à notre connaissance.

I.3.2.1.4 Influence de la contrainte moyenne : Diagramme de Haigh

Un autre paramètre influant sur la durée de vie des pièces soumises à des chargements de
fatigue est la contrainte moyenne du chargement [Chaboche and Lesne, 1988]. Cette valeur
est souvent quantifiée à l’aide du rapport de charge R, puisque pour un chargement cyclique,
σ̄ = σmin+σmax

2 . Une modification du rapport de charge peut ainsi entraîner des variations de
durée de vie d’un ou plusieurs ordres de grandeur. Dans le cas de sollicitations de fatigue
traction/traction (0 < R < 1), plus la contrainte moyenne est élevée à contrainte maximale
fixée, plus la durée de vie du matériau augmente. Cette observation a été faite pour différents
matériaux ( [Chaboche and Lesne, 1988] pour les aciers A201 et A517, [Tao G, 2007] pour un
polymère epoxy ou bien, pour les CMO tissés 3D, [Angrand, 2016]).

Pour analyser l’effet de la contrainte moyenne sur la durée de vie, il est possible de tracer les
courbes S-N pour plusieurs rapports de charge ou bien de tracer un diagramme de Haigh (ou
de Goodman). Ces derniers font partie des outils souvent utilisés pour le dimensionnement en
fatigue des structures. Le diagramme de Haigh (aussi appelé diagramme CFL pour Constant
Fatigue Life) à Nr fixé, représente la variation de la contrainte alternée σa (demi-amplitude)
en fonction de la contrainte moyenne σ̄. Le diagramme de Goodman, équivalent, représente les
contraintes maximales et minimales en fonction de la contrainte moyenne. Pour un nombre de
cycles à rupture Nr fixé, ils sont construits par report des points expérimentaux des courbes
S-N à différents rapports de charge, comme l’illustre la figure I.16. Ces points permettent de
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tracer une enveloppe délimitant un domaine rompu (à l’extérieur) et un domaine non-rompu (à
l’intérieur de l’enveloppe). A chaque nombre de cycles à rupture Nr correspond une enveloppe
du diagramme de Haigh.

FIGURE I.16 – Relation entre les courbes de Wöhler et le diagramme de Haigh [Angrand, 2016].

Bien que construites à partir de points expérimentaux, les enveloppes du diagramme de
Haigh peuvent être décrites par des modèles simplifiés, linéaires ou non, comme la droite de
Goodman [Goodman, 1899], le modèle de Soderberg [Soderberg, 1930] ou le modèle de Gerber
[Gerber, 1874], comme l’illustre la figure I.17.

FIGURE I.17 – Représentation des modèles simplifiés prévoyant les enveloppes du diagramme
de Haigh et des équations associées, où σtu représente la contrainte ultime de traction, Re la li-
mite d’élasticité et (σa(Rσ=−1), 0) la contrainte à rupture pour un chargement symétrique alterné
(R = −1).

Des conditions de fonctionnement, déterminées par le couple (σa,σ̄), sont considérées accep-
tables pour une pièce si elles correspondent à un point compris en dessous de l’enveloppe du
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diagramme.
Rappelons une fois encore que ce sont des méthodes empiriques, initialement développés

pour les matériaux métalliques sous chargements uniaxiaux. Pour les matériaux composites,
anisotropes, ce type d’outil n’est pas prédictif, dans la mesure où un changement de l’orienta-
tion du chargement ou une modification de la stratification nécessitent une nouvelle campagne
expérimentale. Pour pallier cette limitation, il conviendrait alors de se diriger vers un modèle
intégrant les quantités physiques déterminantes pour la durée de vie du matériau ; pour les
composites oxyde/oxyde, il s’agit de l’endommagement.

Dans la littérature, les études sur les composites oxyde/oxyde portent principalement sur
l’influence de la température sur la durée de vie, au détriment de l’influence du rapport de
charge, bien que ce soit un paramètre à considérer dans ce matériau (cf. chapitre III).

I.3.2.1.5 Effet de cumul des dommages

La plupart des études menées sur la durée de vie en fatigue cyclique sont basées sur des es-
sais à amplitude constante, bien que ce type de chargement soit rarement observé sur pièces
en service. En effet, les essais sous conditions réelles (chargements aléatoires ou aléatoires
répétés) sont difficiles à étudier, puisque les phénomènes mis en jeu sont difficilement disso-
ciables. Ainsi les chargements sont souvent simplifiés en des chargements cycliques par blocs,
à l’aide de méthodes de comptage de cycles (cf. section II.1.2.2.1).

Prenons l’exemple d’un chargement à deux blocs, aux niveaux de contraintes maximales
respectifs σ1 et σ2, comme illustré sur la figure I.18. Nr,1 et Nr,2 représentent les nombres de
cycles à rupture pour des chargements cycliques à amplitude constante à la contrainte maxi-
male σ1 et σ2 respectivement. Il est crucial de savoir si l’ordre des séquences de chargement
influe sur la durée de vie du composite, et si oui, dans quelle mesure.

FIGURE I.18 – Représentation des chargements appliqués pour l’étude du cumul des dommages.
Séquences haut-bas (gauche) et bas-haut (droite).

La méthode la plus répandue pour étudier ce genre de sollicitations est la règle de Palmgren-
Miner [Miner, 1945] (équation I.8), selon laquelle l’ordre d’apparition des niveaux de charge-
ment n’a pas d’influence sur la durée de vie totale.

n1

Nr,1
+

n2

Nr,2
= 1 (I.8)

Cette règle considère comme variable d’endommagement la somme des fractions de vie (nombre
de cycles subis ni à un niveau de charge σi divisé par le nombre de cycles à rupture à ce même
niveau Nr,i). Le matériau est considéré rompu lorsque l’endommagement atteint la valeur 1.
Il s’agit d’une règle de cumul linéaire de l’endommagement (la durée de vie correspond à la
somme des durées de vie des deux chargements pris indépendamment). Ainsi, le niveau d’en-
dommagement cumulé devient indépendant de la séquence de chargement. Ceci correspond à
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une courbe unique de l’évolution de l’endommagement, indépendante de l’amplitude du char-
gement, si l’endommagement est tracé en fonction de la fraction de durée de vie ni

Nr,i
. Cette

règle est fréquemment utilisée dans l’industrie, car elle permet d’extrapoler simplement les
résultats d’essais de fatigue cyclique à amplitude constante et d’obtenir un premier ordre de
grandeur de la durée de vie de chargements plus complexes. Elle peut en effet être générali-
sée à plusieurs niveaux de chargement pour déterminer la durée de vie de chargements par
blocs, ces derniers étant possiblement reconstitués à partir de signaux aléatoires uniaxiaux
par une méthode de comptage de cycles (cf section II.1.2.2.1). Il convient néanmoins d’ajou-
ter que cette règle n’est applicable, pour un même matériau, que pour une configuration fixée
(géométrie, sollicitation,rapport de charge, ...). Toute modification de la configuration nécessite
de ré-identifier les paramètres Nr,i de la relation.

Lemaitre a formalisé mathématiquement les conditions pour obtenir un cumul linéaire
des dommages, lorsque l’on considère un modèle d’endommagement incrémental [Lemaitre
and Chaboche, 1985, Lemaitre, 1992]. La règle de Miner (équation (I.8)) n’est alors plus une
règle mais est une conséquence des propriétés du modèle. La relation de fatigue doit pouvoir
s’écrire comme une équation différentielle à variables séparables avec des conditions initiales
et finales constantes. Examinons les facteurs qui déterminent la linéarité du cumul des dom-
mages sur à un chargement à deux niveaux. La démonstration, donnée dans l’annexe A, est
menée sur la l’équation d’évolution suivante, écrite en déformation et à variables ε et d sépa-
rables :

ḋ = gd(d)gε(ε, ε̄)〈ε̇〉+. (I.9)

Quatre hypothèses majeures sont nécessaires à un cumul linéaire des dommages :
1. La relation d’endommagement est une équation différentielle à variables séparables.
2. L’endommagement débute dès le premier cycle (i.e. il n’y a pas de nombre de cycles seuil

à partir duquel l’endommagement débute).
3. Au cours du chargement de fatigue, l’endommagement varie entre 0 et dc, qui est un

paramètre identique quel que soit le chargement appliqué.
4. La quantité [Gε(ε

Max, ε̄) − Gε(εMin, ε̄)], Gε étant une primitive de gε, est constante pour
chaque cycle d’un même chargement. Cela se traduit localement par une amplitude de
chargement constante.

Une hypothèse supplémentaire, supposant que la valeur de l’endommagement varie peu sur
un cycle, est fréquemment effectuée en fatigue pour simplifier la résolution de l’équation (I.9)
et obtenir une relation d’endommagement formulée en nombre de cycles [Lemaitre, 1992].

Cependant, de nombreuses campagnes expérimentales ont été menées sur divers maté-
riaux, qui montrent que, dans la grande majorité des cas, la durée de vie est impactée par
la séquence de chargement. Pour les matériaux métalliques, l’effet de cumul obtenu est non-
linéaire, où des niveaux croissants (la contrainte de bas niveau appliquée en premier est suivie
de la contrainte de haut niveau) ont une durée de vie plus longue ( n1

Nr,1
+ n2

Nr,2
≤ 1) que des ni-

veaux décroissants ( n1
Nr,1

+ n2
Nr,2
≥ 1). Ces observations ont été faites, par exemple, sur l’acier

maraging 3000 CVM et l’acier SAE 4130 [Manson and Halford, 1981], sur acier inoxydable
316 [Chaboche and Kaczmarek, 1981] et sur acier 4340 [Chaboche and Lesne, 1988].

Pour les matériaux composites, Van Papaegem [Van Paepegem and Degrieck, 2002] résume
plusieurs études expérimentales et montre que le comportement vis-à-vis du cumul des dom-
mages dépend du matériau composite étudié. Par exemple, Revest [Revest, 2011] montre qu’un
chargement fort suivi d’un chargement faible est plus endommageant que la réciproque pour
un composite stratifié de plis UD épais carbone/epoxy, comme l’illustre la figure I.19a. En re-
vanche, Found et Quaresimin ont observé l’effet contraire sur des composites stratifiés de 8
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plis tissés en satin de 5 carbone/epoxy [Found and Quaresimin, 2002] (figure I.19b). La figure
I.19 trace la fraction de durée de vie restante du second bloc de chargement en fonction de la
fraction de vie initiale du premier bloc (diagramme de cumul des dommages) pour ces deux
matériaux. La droite correspond à un cumul linéaire régi par la règle de Miner. En revanche,
à notre connaissance, aucune étude n’a été menée spécifiquement sur le cumul des dommages
des composites oxyde/oxyde.

(a) (b)

FIGURE I.19 – Différents cumuls des dommages observables pour des matériaux composites
stratifiés carbone/epoxy (a) à plis épais fibres longues [Revest, 2011] et (b) de 8 plis tissés satin
de 5 [Found and Quaresimin, 2002].

D’un point de vue mathématique, il peut y avoir plusieurs sources de cumul non-linéaire
dans la formulation du modèle. Elles sont listées ci-dessous, en considérant toujours la relation
d’endommagement incrémentale de l’équation I.9 :

— La relation d’endommagement n’est pas à variables séparables [Chaboche, 1979, Le-
maitre and Chaboche, 1985, Lemaitre et al., 1992, Chaboche and Lesne, 1988].

— Présence d’un seuil en nombre de cycles : l’endommagement démarre après un certain
nombre N0

i de cycles, pour chaque niveau de chargement. Deux cas sont distingués en
fonction de l’amorçage de l’endommagement durant le premier ou le second palier.

• Si l’endommagement débute durant le premier niveau de chargement (N0
1 < N1)

Alors la règle de cumul obtenue est la suivante :

N1 −N0
1

Nr,1 −N0
1

+
N2

Nr,2 −N0
2

= 1 (I.10)

• Si l’endommagement débute lors du second niveau de chargement (N0
1 > N1), le

nombre de cycles à rupture est donné par :

N1

N0
1

+
N2

N0
2

=
Nr,2

N0
2

(I.11)

La règle de cumul obtenue est bilinéaire, dont le point anguleux correspond au cas N0
1 =

N1. La démonstration est faite dans [Desmorat and Lemaitre, 2001, Desmorat, 2000,
Lemaitre and Desmorat, 2005, Lemaitre, 1992]. La règle de Miner n’est alors valide que
pour les cas particuliers N0

1 = N0
2 = 0 et N0

1
Nr,1

=
N0

2
Nr,2

.
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— L’endommagement n’est pas nul au début de la fatigue (à la fin de la première montée en
charge) d = d0

i . La démonstration est donnée dans l’annexe A.
— La contrainte moyenne n’est pas mise à jour instantanément. Ce point fera l’objet d’une

étude détaillée dans la section II.5.

L’effet de cumul des dommages est un point essentiel à prendre en compte dans les modèles
de prévision de durée de vie, en particulier pour des chargements complexes. Il est cependant
nécessaire, pour chaque matériau étudié, de réaliser une campagne expérimentale dédiée, afin
de déterminer à quel effet de cumul des dommages il obéit. Notons qu’il est nécessaire de réali-
ser beaucoup d’essais pour étudier ce phénomène : les cas de chargement de niveaux croissants
et décroissants sont à étudier et plusieurs essais sont requis pour une même configuration afin
de s’affranchir de la variabilité expérimentale.

I.3.2.1.6 Performances résiduelles fatigue-statique

Les essais de performances résiduelles s’attachent à déterminer si le chargement de fatigue
a dégradé les propriétés statiques du matériau, en particulier son module et/ou sa contrainte à
rupture. La méthode usuelle pour déterminer les performances résiduelles d’une pièce consiste
à lui faire subir un certain nombre de cycles de fatigue à un niveau de chargement fixé, puis
de réaliser une traction monotone à rupture (figure I.20). La baisse sur la contrainte à rup-
ture obtenue par rapport à un essai quasi-statique monotone à rupture représente la perte de
performance résiduelle induite par la fatigue. La notion de cycle est reliée à la sollicitation
globale (et uniaxiale) au niveau de la structure. Il s’agit ici d’obtenir un niveau d’endommage-
ment après fatigue. Le chargement statique détermine ensuite à quel point il est critique pour
la survie de la structure.

FIGURE I.20 – Représentation d’un chargement statique à rupture (gauche) et de performance
résiduelle après fatigue (droite).

Cette information est très importante pour l’industriel. En effet, si le dimensionnement des
pièces est réalisé en fatigue, il faut s’assurer qu’après avoir subi N cycles de fatigue, la pièce
garde une raideur suffisante pour éviter les problématiques de flambement et pour ne pas
générer des reports de charges pouvant modifier le scénario d’endommagement. De plus, la
résistance résiduelle doit être supérieure aux contraintes pouvant être rencontrées au cours
d’événements exceptionnels (par exemple une rafale de vent ou une ingestion d’oiseau).

En réalisant cet essai fatigue-statique combiné pour un même niveau de chargement σmax

mais pour des nombres de cycles de fatigue différents, il est possible d’obtenir une courbe de
résistance résiduelle. La figure I.21 illustre la relation entre la courbe S-N et les performances
résiduelles pour deux niveaux de contrainte maximale appliquée différentes.
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FIGURE I.21 – Courbes de performances rési-
duelles et lien avec la courbe S-N.

FIGURE I.22 – Données expérimentales de la
résistance résiduelle d’un composite stratifié
d’UD Verre/Polyester soumis à de la fatigue à
R = 0.1 [Philippidis and Eliopoulos, 2010].

Ce type d’étude est classiquement réalisé sur les CMO (figure I.22). En revanche, à notre
connaissance, peu de publications traitent de ce point pour les composites oxyde/oxyde et de
façon parcellaire. En particulier, les études sont alors menées à haute température (à 1200°C),
contrairement à ce travail réalisé à température ambiante. Le composite Nextel720/Alumine
présente d’excellentes propriétés après fatigue : il n’y a pas de réduction de la résistance
en traction après 105 cycles de fatigue (domaine traction-traction ou traction-compression)
à 1200°C [Ruggles-Wrenn et al., 2006, Lanser and Ruggles-Wrenn, 2015]. Un résultat simi-
laire est donné pour un composite à fibres Nextel610 et une matrice d’aluminosilicate [Zawada
et al., 2003]. Cela suggère que les fibres n’ont pas été endommagées durant le chargement de
fatigue (la matrice microporeuse dévie encore les fissures). Les légères pertes de raideur ob-
servées après fatigue seraient donc liées à de la fissuration matricielle supplémentaire. Ces
tendances à haute température seront confrontées aux essais menés à température ambiante
dans ces travaux de thèse (cf. chapitre III).

I.3.2.1.7 Suivi de l’endommagement

Tous les outils présentés jusqu’ici reposent sur la rupture du composite, au travers du
nombre de cycles à rupture ou la contrainte maximale appliquée pour les différentes confi-
gurations testées. Cependant, d’autres indicateurs peuvent être utilisé pour définir la perte de
fonctionnalité d’une pièce.

Pour les matériaux composites, l’endommagement représente une quantité influant au pre-
mier ordre sur la durée de vie. La baisse de la raideur de la pièce, témoignant de la dégradation
progressive du matériau, peut alors devenir un critère décisif sur la nécessité de changer la
pièce. Les différents outils présentés (courbe S-N, diagramme de Haigh, cumul des dommages)
peuvent donc être redéfinis à l’aide d’un critère de rupture en perte de raideur, de module ou
d’endommagement maximal.

La méthode la plus classique pour suivre l’évolution de l’endommagement et l’état de dé-
gradation est de suivre l’évolution de la raideur apparente de l’éprouvette. Cette raideur est
caractérisée par un module de fatigue, introduit pour la première fois par Hwang [Hwang
and Han, 1986]. Il existe différentes méthodes d’estimation du module en fatigue, dont les
noms peuvent varier d’une étude à l’autre. Pour clarifier les notations utilisées, les principaux
modules sont rappelés dans la suite et illustrés sur la figure I.23.

— Le module d’Young E0, aussi appelé module initial ou élastique, correspond graphique-
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FIGURE I.23 – Définition des différents modules de fatigue

ment à la pente à l’origine de la courbe contrainte/déformation.
— Le module sécant Esec, déjà défini dans la section I.3.1, correspond à la pente de la droite

reliant l’origine et la contrainte maximale du cycle. Il se définit avec la contrainte et la
déformation maximale de chaque cycle.

Esec =
σmax

εmax (I.12)

— Le module effectif du cycleEeff, encore appelé module apparent ou module crête-crête, cor-
respond au module estimé à l’aide des déformations et contraintes extrémales de chaque
cycle. Contrairement au module sécant, il ne caractérise que la baisse de rigidité due à
l’endommagement et non due à la présence éventuelle de déformations résiduelles.

Eeff =
(σmax − σmin)

(εmax − εmin)
(I.13)

— Module tangent Et en charge ou en décharge : pente de la tangente à l’origine des charges
et décharges de chaque cycle de fatigue. Ils sont difficiles à évaluer, expérimentalement
et numériquement.

Et =
dσ
dε

∣∣∣∣
ε0

(I.14)

Il faut tout de même noter que le matériau étudié présente peu de déformations perma-
nentes dans l’axe des fibres [Guel, 2018], les différentes formulations du module donneront
alors des résultats assez semblables. En revanche, elles seront différentes lorsque le maté-
riau présente des déformations résiduelles notables, comme pour les composites oxyde/oxyde
sollicités hors des axes principaux [Guel, 2018] ou bien d’autres CMC (SiC/SiC fabriqués par
Infiltration par Voie Chimique (CVI) ou C/C) [Cady et al., 1995, Hemon, 2013].

Dans ces travaux, le module effectif est utilisé, notamment pour les comparaisons es-
sais/calculs.

I.3.2.1.8 Autres paramètres influents

Nous avons présenté les paramètres mécaniques influant sur la durée de vie du matériau.
Bien sûr, il convient de noter qu’une modification dans le procédé de fabrication, la nature des
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composants ou l’architecture (notamment la stratification) du composite a un effet de premier
ordre sur le comportement en fatigue.

Sur les CMO, d’autres paramètres se sont avérés influents sur la fatigue. Il convient donc
d’examiner leur effet sur les composites oxyde/oxyde.

La fréquence : Pour les CMO, une hausse de la fréquence a un effet néfaste sur la durée de
vie, notamment pour des sollicitations hors des axes principaux où le comportement est
dominé par la matrice : plus la fréquence augmente, plus la durée de vie du matériau
diminue [Pandita et al., 2001]. L’effet de la fréquence est lié à deux phénomènes : la
température et le couplage fatigue/fluage [Perreux and Thiébaud, 2003].
Pour les composites oxyde/oxyde, Mall et Ahn montrent qu’une hausse de la fréquence
(entre 1 et 900 Hz) à l’ambiante et sous air augmente la durée de vie [Mall and Ahn, 2008].
Cet effet est d’autant plus important que le chargement est faible. Pour le composite qu’ils
ont étudié, à savoir un composite Nextel720/Alumine, l’auto-échauffement entre 1 et 100
Hz reste faible ( 5°C). Cependant à 1200°C, la fréquence ne semble plus avoir d’impact
majeur sur la durée de vie [Ruggles-Wrenn et al., 2008a].
Dans notre étude, l’effet de la fréquence sur la durée de vie n’est donc pas considéré (les
essais de fatigue ont été réalisés à 5 ou 10 Hz).

La température : Les CMO voient la rigidité de leurs matrices chuter lorsque la tempéra-
ture s’approche ou dépasse leur température de transition vitreuse. Pour une même sol-
licitation, la durée de vie chute donc lorsque la température augmente.
Dans le cas du composite oxyde de cette étude, ce phénomène est bien moins marqué.
Les contraintes résiduelles sont dues au procédé de fabrication et conduisent à des fis-
sures de retrait (cf. section I.2). De plus, Di Salvo a observé que la résistance en fatigue
oligocyclique sous air de composites Nextel720/alumine augmente avec la température
(entre 20 et 1200°C) [Di Salvo et al., 2015]. Il note également que la zone de rupture, avec
une présence accrue d’arrachement des fibres, est plus étendue à haute température qu’à
l’ambiante. Cela laisse penser que les contraintes internes sont relâchées à haute tem-
pérature, améliorant les propriétés en fatigue des composites oxyde/oxyde. Les bonnes
propriétés en fatigue des composites oxyde/oxyde sont maintenues sur une grande plage
de température. Cependant, pour des températures supérieures, la résistance en fatigue
chute très rapidement à cause du frittage de la matrice [Keller et al., 2005].
Dans cette étude, le matériau est considéré insensible à la température sous les 800°C,
c’est pourquoi l’ensemble des essais a été effectué à l’ambiante.

L’humidité : Perreux et al. ont montré l’effet de l’humidité et de la composition de l’atmo-
sphère sur les CMO en immergeant des stratifiés verre/époxy dans l’eau pendant diffé-
rentes durées. L’humidité diminue la durée de vie à cause de la dégradation par vieillis-
sement [Perreux and Thiébaud, 2003].
Ruggles-Wrenn [Ruggles-Wrenn et al., 2006] montre qu’à 1200°C, la vapeur d’eau dé-
grade les performances de tenue à la fatigue des composites oxyde/oxyde, tant en terme
de durée de vie que de module. Aucune étude n’a cependant été trouvée sur ce sujet pour
des températures inférieures à 1000°C.
Le composite, étant résistant à l’oxydation par nature, est donc considéré insensible à
l’humidité dans la gamme de température considérée (<800°C).

Dans les conditions de fonctionnement envisagées pour le composite oxyde/oxyde étudié,
les paramètres décrits ne semblent pas avoir d’impact majeur sur la tenue en fatigue. Aussi,
ils ne seront pas pris en compte dans ces travaux, qui se focalisent sur des essais mécaniques
(effet du chargement appliqué) à température ambiante et sous air.
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I.3.2.2 Sous chargement multiaxial

L’ensemble des notions de fatigue expliquées jusqu’ici est fondé sur la définition d’un cycle
de chargement. Pour un chargement uniaxial cyclique, il est très aisé de définir un cycle (σmax,
R). Dès lors que le chargement se complexifie, la notion de cycle peut déjà s’avérer caduque.
Néanmoins, pour un chargement aléatoire répété, on peut définir un cycle élémentaire corres-
pondant au motif répété au cours du chargement. Cependant, les outils d’analyse présentés
jusqu’ici ne peuvent pas s’appliquer à de tels chargement, à cause de l’absence de définition,
entre autres, du rapport de charge.

Pour des chargements multiaxiaux, cette définition est bien moins évidente : comment
transférer ces notions sur des chargements 3D d’amplitude variable ? Dans le cas des ma-
tériaux composites, matériaux fortement anisotropes, la direction de la sollicitation est d’une
importance majeure sur l’évolution de l’endommagement. Ainsi le chargement est appelé mul-
tiaxial lorsque deux composantes du tenseur de contrainte sont non nulles. En considérant un
tel état local de contraintes, il est possible de définir différents types de chargements :

— des chargements cycliques de fréquence identique. Ils peuvent être en phase, proportion-
nels (figure I.24a), ou déphasés lorsque leurs extremums ne sont pas atteints en même
temps (figure I.24b). La notion de cycle, définie pour un signal uniaxial, est alors direc-
tement applicable. Il est possible de considérer un indicateur scalaire, rendant compte
de l’état multiaxial du chargement, comme la contrainte de Von Mises ou bien des forces
thermodynamique, dont l’évolution est cyclique (il est possible de définir une valeur maxi-
male et un rapport de charge).

— des chargements cycliques de fréquences différentes. Si le ratio des fréquences est un
nombre rationnel, alors il est possible de trouver un motif de plus longue durée, répété
périodiquement, qui définira un « cycle » équivalent (figure I.24c). Dans le cas contraire
(figure I.24d), la notion ne cycle n’existe pas. Sans notion de cycle, comment définir un
nombre de cycle à rupture ou plus simplement un rapport de charge?

— des chargements non périodiques, d’amplitude et de fréquence variables ou qui sont tout
simplement aléatoires. Dans ce cas, la notion de cycle n’a pas non plus de sens, puisque
le chargement ne se répète pas au cours du temps, même composante par composante.

Ainsi, les notions de cycle et de rapport de charge sont des notions initialement uniaxiales,
qui ne peuvent pas toujours s’appliquer à des chargements multiaxiaux.

La multiaxialité du chargement a plusieurs causes possibles. D’une part, la sollicitation
globale appliquée à la structure peut être multiaxiale (par exemple une éprouvette cruciforme
soumise à une traction biaxiale). D’autre part, une sollicitation globale uniaxiale peut en-
gendrer des états locaux de contraintes multiaxiales. Duboquet illustre, sur des éprouvettes
entaillées en composites stratifiés, la multiaxialité induite par une sollicitation globale uni-
axiale [Duboquet, 2018]. Le chargement local diffère de la sollicitation globale de par son
intensité (concentration ou gradient de contrainte possible, reports de charge au sein de la
structure), sa direction (le tenseur de contrainte est multiaxial) et sa consigne temporelle (si
le comportement est sensible aux effets de vitesse). Pour une structure, dans le cas général,
l’état local de contrainte est donc multiaxial, quelque soit la sollicitation structurale, et la
notion de cycle est a priori perdue au niveau local.

Pour déterminer la durée de vie de pièces composites, des modèles de comportement, basés
sur la mécanique de l’endommagement, sont souvent utilisés (cf section II.1.2). Les lois de fa-
tigue sont écrites au niveau local mais font parfois appel à des grandeurs structurales comme
le nombre de cycles ou le rapport de charge, dont le sens n’est pas valable à cette échelle. Dubo-
quet liste même dans ses travaux les conditions à remplir pour pouvoir utiliser la mécanique
de l’endommagement pour des problèmes de fatigue structurale [Duboquet, 2018].
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE I.24 – Sollicitations multiaxiales où les composantes s1 et s2 ont : (a) la même période
et sont en phase, (b) ont la même période et sont déphasées, (c) ont des périodes différentes, dont
le rapport donne un nombre rationnel (d) ont des périodes différentes et dont le rapport est un
nombre irrationnel

Dans ces travaux de thèse portant sur le calcul de structure, il convient donc de porter
attention à la validité des quantités manipulées (notamment de cycle et de rapport de charge)
et de les définir avec précaution.
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I.4 Conclusion
Ce chapitre a présenté le matériau oxyde/oxyde considéré ainsi que ses spécificités vis-à-vis

des chargements mécaniques. En particulier, il n’est pas sensible aux effets de la tempéra-
ture et de l’environnement dans les conditions d’application visées. L’endommagement peut
donc être considéré comme la seule source de non-linéarité de son comportement. Un scénario
d’endommagement, basé sur des travaux précédents menés sur des composites oxyde/oxyde en
quasi-statique, a également été proposé.

Les notions clés de statique et de fatigue ont été rappelées. Il convient d’insister sur le fait
que les méthodes d’analyse des essais de fatigue reposent majoritairement sur la notion de
cycle de fatigue. Or, il peut être difficile de définir un cycle de chargement au niveau local, en
particulier pour du calcul de structure où l’état local des contraintes est multiaxial.

En vue de prévoir la durée de vie de structures composites soumises à des chargements
réels, il est donc nécessaire de proposer un modèle de prévision de durée de vie ne nécessitant
pas la définition d’un cycle. Le chapitre suivant s’attache à présenter le modèle utilisé pour
répondre à cette problématique.
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CHAPITRE II

MISE EN PLACE D’UN MODÈLE
MATÉRIAU DE PRÉVISION DE

DURÉE DE VIE

L’objet de ce chapitre est de décrire le modèle matériau proposé dans
cette thèse. Un rapide état de l’art sur les différents modèles de prévi-
sion de durée de vie est mené afin de mettre en avant les spécificités du
modèle utilisé. Ce dernier permet de déterminer la durée et vie et/ou les
propriétés résiduelles des composites oxyde/oxyde sous des chargements
complexes de statique et de fatigue. Il s’agit d’un modèle d’endommage-
ment continu utilisant un formalisme incrémental. Ce chapitre décrit les
phénomènes physiques pris en compte dans ce modèle et passe en revue
l’ensemble des équations, en insistant sur les points spécifiques.
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Introduction

Dans le milieu industriel, le dimensionnement en fatigue des pièces composites repose ma-
joritairement sur des approches empiriques, dérivées des méthodes développées pour les ma-
tériaux métalliques. Une méthode fréquemment utilisée consiste à ne pas tolérer d’endomma-
gement en fatigue. Des outils simples, basées sur les concepts de fatigue présentés dans le
chapitre I (courbes S-N, diagrammes de Haigh, règle de Miner entre autres), sont alors utili-
sés pour vérifier que les contraintes générées par les sollicitations mécaniques sont inférieures
à la limite d’endurance du matériau en tout point de la structure. Ces méthodes nécessitent
des campagnes expérimentales importantes et coûteuses, qui dépendent à la fois des sollici-
tations imposées et de la géométrie de la pièce testée. Ces approches peuvent alors montrer
rapidement leurs limites dans une optique de pré-dimensionnement, lorsque la géométrie ou
l’empilement du composite stratifié ne sont pas encore fixés. Enfin, il s’agit d’outils, développés
initialement pour des matériaux métalliques, qui ne sont pas adaptés aux spécificités et aux
mécanismes d’endommagement des matériaux composites, pour lesquels l’endommagement
débute dès les premières sollicitations. Il convient donc plutôt de chercher à suivre l’évolution
de l’endommagement et des propriétés résiduelles du matériau au cours de la vie de la pièce
composite.

Pour décrire au mieux les phénomènes physiques, il semble donc plus intéressant de se
tourner vers des modèles d’endommagement progressif, permettant une approche locale, ba-
sée sur les mécanismes de dégradation du composite. Deux approches sont distinguées en
fonction des dimensions et de la morphologie des endommagements. S’ils sont de l’ordre de
grandeur du Volume Elémentaire Représentatif (VER), les modèles s’inscrivent généralement
dans le cadre de la Mécanique de la Rupture. Ces modèles permettent d’étudier l’initiation
et la propagation des délaminages, que l’on rencontre dans les composites oxyde/oxyde à des
hauts niveaux de contraintes. Au contraire, lorsqu’il s’agit de fissuration diffuse (de dimen-
sions inférieures), les approches privilégiées reposent sur la Mécanique de l’Endommagement
Continu [Thionnet et al., 2004]. A des niveaux de contraintes représentatifs des conditions
en service des pièces industrielles, le composite oxyde/oxyde étudié présente de la fissuration
matricielle dans le plan. Ces endommagements étant de petite dimension, l’approche privilé-
giée dans ces travaux de thèse s’inscrit dans le cadre de la Mécanique de l’Endommagement
Continu. Les modèles doivent être en mesure de décrire le comportement non-linéaire des ma-
tériaux composites, soumis à des chargements quasi-statiques et/ou de fatigue, afin de prévoir
l’apparition et l’évolution des dommages et de s’assurer qu’ils n’atteignent pas un niveau cri-
tique provoquant une perte de fonctionnalité de la structure (par exemple une perte de raideur
trop importante ou une perte d’intégrité due à la rupture de torons de fibres induite par les
reports de charges).

Des modèles d’endommagement ont été proposés aux différentes échelles des composites,
décrites au chapitre I. A l’échelle du stratifié, le matériau est considéré homogène, sans dis-
tinction entre les différents plis. Bien que les calculs à l’échelle de la structure soient aisés, il
n’est pas possible de prendre en considération l’effet de la séquence d’empilement sur la ré-
ponse du matériau. A l’inverse, les modèles à l’échelle mésoscopique représentent fidèlement
la structure et son anisotropie en distinguant les torons de fibres et la matrice dans chaque
pli. Ils sont néanmoins complexes à mettre en œuvre sur des structures de grande ampleur, de
part l’important coût de calcul requis. La prise en compte d’effet de l’empilement offre des pos-
sibilités en terme d’optimisation des structures. C’est pourquoi l’échelle intermédiaire du pli
tissé est privilégiée, puisque, tout en prenant en compte l’anisotropie du matériau induite par
la stratification, les temps de calcul restent raisonnables sur des structures représentatives
des problématiques industrielles.

Ces travaux de thèse s’attachent donc à proposer un modèle d’endommagement progressif,
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qui puisse déterminer le comportement, la tenue et la durée de vie de structures composites
soumises à des chargements complexes, représentatifs de sollicitations réelles, afin d’aider
au pré-dimensionnement de structures composites. Ce chapitre débute par une revue biblio-
graphique des principaux modèles d’endommagement existants –il s’agit souvent de modèles
initialement dédiés aux sollicitations statiques– et des possibilités pour les adapter au cal-
cul de tenue et de durée de vie. La connaissance de ces différentes approches nous permet
ensuite de proposer un modèle, décrivant le comportement des composites oxyde/oxyde sous
chargements statiques et de fatigue complexe. Enfin, les choix d’implémentation, guidés par
la rapidité d’exécution du calcul, seront présentés et discutés.
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II.1 État de l’art des modèles de prévision de durée
de vie

Cette section décrit différents modèles d’endommagement progressifs permettant de dé-
terminer la durée de vie d’un matériau composite. Elle se focalise sur les modèles à l’échelle
du pli, basés sur la mécanique de l’endommagement. Une première partie décrit les modèles
d’endommagement dédiés aux chargements statiques. Une seconde partie détaille ensuite les
modèles de prévision de durée de vie en fatigue. Le but étant de déterminer à la fois les perfor-
mances résiduelles et la durée de vie en fatigue, seuls les modèles unifiés de fatigue cohérents
avec les modèles statiques seront présentés. Au sein de ces modèles de fatigue, une distinc-
tion est faite entre les modèles en nombre de cycles dédiés aux chargements cycliques et les
modèles pour chargements complexes.

II.1.1 Modèles d’endommagement statiques

Les approches basées sur la mécanique de l’endommagement introduisent des variables
pour représenter l’état d’endommagement du matériau. Ce type de modèle considère le pli du
composite comme homogène et fait abstraction de l’architecture du composite. Dans la littéra-
ture des modèles dédiés aux matériaux composites soumis à des chargements quasi-statiques,
deux approches sont distinguées : les modèles à densité de fissures et les modèles d’endom-
magement à variables d’effet. Dans les premiers, les variables décrivent les endommagements
physiques (taille, densité et direction des fissures) ; dans les seconds, les variables décrivent
les effets de ces endommagements sur le comportement macroscopique du matériau.

II.1.1.1 Modèles à densité de fissures

Ces modèles mettent l’accent sur l’état physique du matériau et s’attachent à représenter
les endommagements observés expérimentalement. Ils permettent ainsi de décrire l’évolution
des densités de fissures ou des tailles des zones endommagées au cours du chargement. Les
mécanismes d’endommagement doivent donc être connus précisément.

Ce type d’approche a été étudié dans la littérature, pour plusieurs types de renforts, mais
en particulier pour les stratifiés de plis UD. En effet, les mécanismes d’endommagement des
stratifiés UD sous chargements quasi-statiques ont fait l’objet de nombreuses études et sont
connus avec précision. Cette microstructure induit une propagation fissures matricielles sur
toute la longueur des plis, parallèlement aux fibres, jusqu’au bord de l’éprouvette. Elles sont
alors facilement observables, par exemple par balayage au microscope optique sur la tranche
de l’éprouvette (figure II.1). Il est, par conséquent, possible de déduire la densité de fissures
associée, par comptage des fissures.

Plusieurs modèles, basés sur la mécanique de l’endommagement continu, s’attachent à
prévoir les densités de fissures et le taux de délaminage associé [Lubineau, 2002, Ladeveze
and Lubineau, 2002, Berthelot, 2003, Huchette, 2005, Laurin et al., 2013]. Leur implémenta-
tion dans un code EF est aisée, mais leur identification peut s’avérer complexe. Talreja, puis
Thionnet et Renard [Thionnet and Renard, 1993], considèrent une approche directionnelle
de l’endommagement. Leur modèle prend en compte les différents modes de chargement et
s’intéresse en particulier à la fissuration intra-laminaire. Ils décrivent ainsi l’état d’endomma-
gement par un vecteur caractérisant la densité et la direction du réseau de fissures.

Cette approche par densité de fissures est, de plus, moins utilisée pour les stratifiés de
plis tissés, les mécanismes d’endommagement des tissées étant plus complexes que ceux des
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FIGURE II.1 – Fissures transverses et microdélaminages observées par microscope optique sur
chant d’une éprouvette stratifiée CMO T700/M21 [Huchette, 2005].

stratifiés UD. Les endommagements observés sur le chant des éprouvettes tissés peuvent, en
effet, être différents de ceux à cœur, rendant l’identification du modèle plus difficile. Couegnat
[Couegnat, 2008] a néanmoins proposé un modèle dédié aux composites tissés 3D (constitué
d’un seul pli) basé sur les densités de fissures. Sa méthode repose sur un procédé multi-échelle :
il enrichit le comportement super-macroscopique du matériau avec des résultats obtenus par
calcul EF à l’échelle mésoscopique. Notons que, les méthodes de comptage de fissures sont
rarement appliquées aux CMC, les fissures matricielles étant très petites à la différence des
CMO. Cette approche est donc très peu utilisée pour les CMC.

II.1.1.2 Modèles à variables d’effet

Dans les modèles à variables d’effet, les variables d’endommagement ne traduisent pas di-
rectement l’état physique du matériau mais l’effet de l’endommagement sur le comportement
du pli (elles affectent la souplesse ou la rigidité effective du pli). Ce type de modèle est ai-
sément appliqué à un calcul de structure par EF, à l’aide de relations de comportement et
d’endommagement.

Le choix des variables d’endommagement est piloté par les mécanismes d’endommagement
observés, et leurs effets sur le comportement. Les endommagements des Composites à Ma-
trice Céramique thermostructuraux peuvent être, soit orientés par la microstructure –c’est le
cas des composites oxyde/oxyde– soit orientés par le chargement, comme pour les composites
SiC/SiC (figure II.2). Dans le premier cas, l’orientation de l’endommagement est connue et
fixe, des variables d’endommagement scalaires sont alors suffisantes pour bien décrire l’en-
dommagement [Chaboche and Maire, 2002]. Dans le second cas, il est nécessaire d’insérer
une information relative à la direction de l’endommagement (et du chargement) au sein des
variables d’endommagement, il convient alors d’utiliser des variables tensorielles.

II.1.1.2.1 Modèles à variables d’effet tensorielles

Lorsque l’endommagement n’est pas orienté par la microstructure mais par le chargement,
les variables d’endommagement doivent être tensorielles, d’ordre 2 ou 4 pour décrire correcte-
ment l’anisotropie du matériau [Chaboche, 1979, Maire and Chaboche, 1997].

Ainsi Talreja [Talreja, 1991] propose un modèle qui rend compte des endommagements
observés dans des CMC unidirectionnels, à savoir des fissures matricielles, des décohésions
fibre/matrice et des glissements à l’interface fibre/matrice. Ces dommages sont caractérisés
par une combinaison de variables tensorielles d’ordre 2.

Pour rendre compte de l’effet directionnel des fissures dans les CMC, une autre approche,
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FIGURE II.2 – Schéma représentatif de l’orientation des endommagements lorsqu’elle est pilotée
par la microsctructure (gauche) ou le chargement (à droite), pour des essais dans la direction
±45° [Ben Ramdane, 2014].

développée par Ladeveze [Ladeveze, 2002], consiste à décrire l’endommagement par des ten-
seurs d’ordre 4, qui ont la même symétrie que le tenseur de souplesse. Néanmoins, une diffi-
culté quant à l’identification des paramètres du modèle a rapidement été soulevé : le modèle
rendant compte à la fois du caractère unilatéral des dommages et leur anisotropie, réaliser
uniquement des essais uniaxiaux monotones à rupture se révèle insuffisant pour identifier
l’ensemble des paramètres [Gasser et al., 1996, Baranger, 2017].

Dans le cas des CMC SiC/SiC et C/SiC constitués de plis tissés 2D, Maire et Chaboche [Cha-
boche and Maire, 2002, Maire and Chaboche, 1997] ont une approche mixte : ils utilisent un
tenseur des effets d’ordre 4 pour rendre compte de l’effet de l’endommagement sur le compor-
tement du matériau et se limitent à une description de l’endommagement avec des variables
scalaires et un tenseur d’ordre 2.

II.1.1.2.2 Modèles à variables d’effet scalaires

De nombreux modèles à variables d’effet scalaires ont été développés pour les CMO à
l’échelle des plis, considérés orthotropes. De par le contraste de propriétés matériaux entre
les constituants, l’orientation des fissures est pilotée par la microstructure et l’endommage-
ment est décrit au travers de variables scalaires. L’ensemble des modèles présentés rendent
compte du caractère unilatéral des dommages.

Pour les stratifiés UD, citons en particulier le « méso-modèle d’endommagement pour stra-
tifiés » [Ladeveze and Le Dantec, 1992] et le modèle Onera Progressive Failure Model [Laurin
et al., 2007]. Les variables d’endommagement définissent des pertes de rigidité associées aux
mécanismes d’endommagement des stratifiés UD, c’est-à-dire la rupture de fibres longitudi-
nales (endommagement dans la direction longitudinale), la fissuration matricielle (endomma-
gement dans la direction transverse) et le délaminage entre les plis. Certains modèles se re-
streignent à une approche 2D en utilisant une hypothèse de contraintes planes [Maimi et al.,
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2007], ne prenant alors pas en compte les phénomènes 3D comme le délaminage.
Afin d’être applicable aux stratifiés de plis tissés, le méso-modèle a été adapté au cas des

tissés 2D équilibrés par le LMA-Marseille [Hochard et al., 2001], puis généralisé à tous les
tissés 2D, même déséquilibrés [Thollon and Hochard, 2009]. Cette dernière extension consi-
dère le comportement du pli tissé comme équivalent à celui d’un stratifié UD [0°/90°] dont
les épaisseurs de plis correspondent au ratio chaîne/trame (figure II.3), le modèle du pli UD
équivalent étant basé sur le méso-modèle du LMT-Cachan.

FIGURE II.3 – Généralisation du méso-modèle UD à des tissés 2D [Thollon and Hochard, 2009]

Les trois variables d’endommagement retranscrivent les pertes progressives des modules
longitudinal (d1), transverse (d2) et de cisaillement (d12). Le domaine d’application de ces mo-
dèles est restreint aux composites de faible épaisseur dans lesquels il n’y a pas de délaminage,
puisque l’hypothèse de contraintes planes est utilisée. De plus, la première rupture de pli en
mode fibre est considérée catastrophique, menant à la ruine du stratifié et de la structure.

Un modèle à variables d’effet a également été développé pour les composites tissés 3D : le
modèle Onera Damage Model pour les CMO (ODM-CMO) développé à l’Onera [Marcin, 2010].
Afin d’être en mesure de déterminer le comportement d’une structure jusqu’à sa ruine, des va-
riables scalaires d’endommagement matriciel plan et hors-plan (d1, d2 et d3) et de rupture des
torons (Df

1 et Df
2 ) ont été introduites. Elles sont gouvernées par des forces motrices différentes

des forces thermodynamiques dérivant du potentiel thermodynamique (le modèle ODM-CMO
est donc inscrit dans un cadre thermodynamique dit non standard). L’endommagement a un
effet sur les propriétés mécaniques du composite, en particulier augmentant certaines compo-
santes du tenseur des souplesses effectives. Afin de rendre compte de l’anisotropie du maté-
riau, cet effet est retranscrit à l’aide de tenseurs d’effet d’ordre 4. Il a également été étendu à
des sollicitations de fatigue par [Rakotoarisoa, 2013] pour les CMO (modèle ODM-CMOf, dont
une description plus détaillée sera réalisée dans la partie II.1.2.1 consacrée aux modèles de
prévision de durée de vie en fatigue).

Sur les composites stratifiés oxyde/oxyde, en majorité composés de plis tissés 2D, les fis-
sures dues à la charge mécanique sont peu visibles [Ben Ramdane, 2014]. Le recours au
MEB ou à la tomographie est nécessaire pour suivre l’évolution de la fissuration ( [Guel,
2018, Ben Ramdane et al., 2017]), ce qui complexifie significativement le déroulement des
essais et la procédure d’identification. Il est donc très difficile de mesurer une densité de fis-
sures. Cette remarque nous amène à privilégier des modèles à variables d’effet pour cette
étude. Ce type de modèle requiert, en effet, pour son identification des variables plus facile à
mesurer, comme la perte de module au cours de l’essai (cf. section I.3.2.1.7). De plus, les ob-
servations montrent que les fissures matricielles sont orientées dans la direction des torons :
l’endommagement est orienté par la microstructure. Ceci nous conduit à l’utilisation de mo-
dèles à variables d’effet scalaires puisque la direction des fissures est déjà connue. L’Onera a
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d’ailleurs adapté le modèle ODM-CMO aux composites oxyde/oxyde (modèle ODM-ox/ox) dans
les travaux de Ben Ramdane [Ben Ramdane, 2014].

II.1.2 Modèles d’estimation de la durée de vie en fatigue

Bien qu’il existe plusieurs approches possibles (le lecteur est invité à se référer à la revue
détaillée [Degrieck and Van Paepegem, 2001]), l’étude bibliographique est restreinte aux mo-
dèles d’endommagement progressif basés sur un modèle statique (section II.1.1). Cela permet,
en effet, d’assurer la continuité et la redistribution des contraintes entre les deux types de
chargements. De plus, cela permet de prévoir les performances résiduelles de la structure étu-
diée. Pour modéliser le comportement des composites en fatigue, les mécanismes d’endomma-
gement mis en jeu lors de chargements statiques et de fatigue sont classiquement supposés
les mêmes [Henry, 2013, Caous, 2017, Rakotoarisoa, 2013, Angrand, 2016, Thionnet et al.,
2002, Renard, 2010].

Dans cette revue bibliographique sur les modèles de prévision de durée de vie en fatigue, les
modèles seront classés en fonction des chargements qu’ils sont capables de prendre en compte.
Seront distingués dans un premier temps les modèles dits en nombre de cycles, où l’évolu-
tion de l’endommagement dépend du nombre de cycles. Les chargements pris en compte sont
alors nécessairement cycliques. Dans un second temps, des modèles permettant de prendre en
compte des chargements plus complexes sont présentés. On entend, dans toute la suite, par
chargement complexe, un chargement aléatoire répété ou totalement aléatoire, possiblement
multiaxial (cf. section I.3.2.1.1). Citons en particulier dans cette deuxième catégorie, les mo-
dèles dits incrémentaux ou temporels, qui s’affranchissent de la notion de cycle. Bien que nos
travaux se focalisent sur les matériaux composites, quelques méthodes dédiées aux matériaux
métalliques seront également mentionnées, notamment au sujet des modèles incrémentaux.

II.1.2.1 Modèles sous chargements cycliques : modèles en nombre de cycles

Les modèles en nombre de cycles permettent de déterminer le comportement en fatigue
sous sollicitations cycliques. Ces chargements peuvent être d’amplitude constante à un ou plu-
sieurs niveaux de chargement. Le comportement de la structure est déterminé après chaque
cycle, mais son évolution au cours d’un cycle ne peut pas être décrite.

On recense dans la littérature deux méthodes possibles pour étendre un modèle d’endom-
magement statique à des sollicitations de fatigue. La première consiste à faire dépendre les
paramètres statiques régissant la loi d’évolution de l’endommagement en fonction des para-
mètres du chargement de fatigue. La seconde méthode utilise deux relations différentes pour
décrire les évolutions de l’endommagement en statique et en fatigue.

II.1.2.1.1 Modèle en nombre de cycles à relation d’endommagement modi-
fiée en fatigue

Certains auteurs font dépendre les paramètres matériau de la loi d’évolution en fonction
du nombre de cycles et des paramètres du chargement [Thionnet, 1991, Revest, 2011, Du-
boquet, 2018, Carraro et al., 2017]. Par exemple, un modèle à densité de fissures pour les
stratifiés d’UD, soumis à des chargements statiques et de fatigue, a été proposé par Thion-
net en 2D [Thionnet et al., 2002], puis étendu en 3D par Revest [Revest, 2011]. Détaillons
ce modèle statique afin d’illustrer son extension à la fatigue. Une variable scalaire α, reliée
à une densité de fissure normalisée du pli, décrit l’état d’endommagement et quantifie le ni-
veau de fissuration atteint. Son évolution est conditionnée au respect du critère en énergie :
c(ε, α,m, r) = Ac(α,m, r) − A(ε, α,m, r) ≤ 0, où (m, r) sont des variables tenant compte de
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la géométrie des fissures et du fait que l’énergie nécessaire à la fissuration dépend du mode
de chargement. La variable Ac représente le seuil d’endommagement. La relation d’évolution
de l’endommagement dépend donc de ce seuil. Il est fonction de paramètres intrinsèques du
matériau (à identifier avec des données expérimentales) et du niveau d’endommagement α
(équation (II.1)).

Ac(α,m, r) = −b(m, r) exp

 ln
[
− ln

(
1− α

c(m,r)

)]
a(m, r)

 (II.1)

Lors du passage en fatigue, seule la fonction seuil est modifiée : sa forme est conservée mais ses
paramètres (a, b, c) dépendent alors également des caractéristiques du chargement de fatigue
(le nombre de cycles N , le rapport de charge local R, la fréquence f ).

Ac(α,m, r,N,R, f) = −b(m, r,N,R, f) exp

 ln
[
− ln

(
1− α

c(m,r,N,R,f)

)]
a(m, r,N,R, f)

 (II.2)

Lorsque N = 0, le seuil est le seuil statique, il existe donc un unique seuil critique, valable
en statique et en fatigue. L’évolution de l’endommagement est possible en fatigue car le seuil
critique décroît avec le nombre de cycles N . Les auteurs montrent également qu’il leur est
possible de prendre en compte l’influence de l’ordre d’apparition des niveaux de chargement
sur le cumul des dommages [Thionnet et al., 2002, Revest, 2011].

Toutefois ce modèle peut être complexe à identifier, notamment en ce qui concerne l’expres-
sion du seuil d’endommagement. Il est nécessaire de réaliser des essais sur différents empile-
ments [Revest, 2011], de déterminer les densités de fissures à plusieurs instants au cours du
chargement, pour ensuite trouver les paramètres par comparaison essais/calculs. En fatigue,
il y a en outre plusieurs seuils à identifier (pour différents nombre de cycles). Cela nécessite
donc une instrumentation dédiée, obligeant à stopper ou ralentir l’essai le temps de la prise
d’images.

L’approche développée par Revest est élégante avec une base énergétique forte, qui s’ap-
plique également à des cas de chargement 3D. Toutefois, en pratique, la principale difficulté
s’avère d’identifier les paramètres a, b et c pour toutes les multiaxialités locales, décrites par
les paramètres (, r, N , R, f ), rencontrées au cours du chargement 3D. Cela nécessite un très
grand nombre de données expérimentales, qui sont rarement disponibles pour les composites.
Ce modèle ne nous semble alors pas transférable dans les bureaux d’études, dans la mesure
où le coût et la durée de l’identification du modèle sont très élevés.

II.1.2.1.2 Modèle en nombre de cycles à deux relations d’endommagement

Cette famille de modèles contient majoritairement des modèles à variables d’effet. Des lois
de fatigue ont été proposées pour différentes architectures de composites. Les phénomènes
statiques et de fatigue sont découplés. Les paramètres qui régissent les équations d’évolution,
exprimées comme des taux d’incrément d’endommagement par cycle, sont différents. La ci-
nétique d’évolution de l’endommagement en fatigue est généralement plus lente que celle en
statique.

Pour les composites stratifiés UD, citons par exemple le modèle de fatigue développé au
LMA-Marseille [Payan and Hochard, 2002], qui étend le méso-modèle du LMT-Cachan. L’im-
pact des décohésions fibres-matrice et du délaminage est pris en compte à l’aide de deux va-
riables d’endommagement d′, pour la dégradation du module d’Young transverse, et d, pour la
dégradation du module de cisaillement. Lors de sollicitations cycliques, une contribution due
à la fatigue dfat est superposée à l’endommagement dû à des chargements monotones dmon :

d = dmon + dfat , d′ = d′mon + d′fat. (II.3)
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La même hypothèse de cumul des contributions est effectuée dans la thèse de Caous, pour le
calcul de structures éoliennes [Caous, 2017].

Les modèles présentés dans [Hochard et al., 2006, Hochard and Thollon, 2010] sont des
extensions des modèles statiques pour les stratifiés de plis tissés [Hochard et al., 2001, Thol-
lon and Hochard, 2009], présentés dans la section II.1.1.2. La relation d’endommagement en
fatigue, reportée dans l’équation (II.4) et formulée à l’aide des forces thermodynamiques Y ,
dépend à la fois du chargement maximal (comme dans [Payan and Hochard, 2002]) et de l’am-
plitude du chargement.

δdfat

δN
= c

〈(√
Ymax −

√
Ymin

)α
.
(√

Ymax

)β
− Y0f

〉
+

, (II.4)

avec Ymax(t) = sup
τ∈cycle(t)

(Y ) and Ymin(t) = min
τ∈cycle(t)

(Y ),

où Y0f correspond au seuil d’endommagement du matériau et les coefficients (c, α, β) sont des
paramètres matériau. Miot [Miot, 2009] a étendu ce modèle pour le rendre capable de prévoir
la rupture de structures composites (type plaque trouée) pour des chargements statiques et de
fatigue.

Le modèle d’endommagement ODM-CMO de l’Onera pour les CMO tissés 3D a été étendu
aux chargements de fatigue par Rakotoarisoa (modèle ODM-CMOf) [Rakotoarisoa, 2013]. Les
mécanismes d’endommagement en statique et en fatigue sont supposés similaires, différant
uniquement par leur relation d’évolution. La relation d’endommagement statique n’a pas été
modifiée. Pour chaque mécanisme d’endommagement k, l’endommagement est la somme de
deux contributions, l’une statique dont la relation d’évolution est donnée par l’équation (II.6),
l’autre de fatigue donnée par l’équation (II.7). Il convient de noter que la valeur de la sa-
turation de l’endommagement (dc) et les effets de l’endommagement sur la souplesse sont
considérés identiques pour des dommages dus à des chargements statiques ou de fatigue.

dtotal
k = dmon

k + dfat
k (II.5)

dmon
k = dc,k

(
1− exp

(
−

(
<
√
ymax
k −√y0,k >+
√
yc,k

)pk))
(II.6)

∂dfat
k

∂N
= (dfat

k − dtotal
k )γk

(
< (1−Ryk)βkymax

k − yfat
0,k >+

yfat
c,k

)δk
(II.7)

Cette loi d’évolution en fatigue, écrite en nombre de cycles, est également gouvernée par les
forces motrices. Elle fait appel à des grandeurs locales caractéristiques du chargement, en
particulier le rapport des forces motrices Ry qui rend compte de l’effet de rapport de charge
pour chaque mécanisme d’endommagement. Cette valeur est réactualisée après chaque bloc
de cycles, durant lequel elle est supposée constante. La loi est alors utilisable dans les cas
où le chargement local n’est pas stabilisé et peut se généraliser à des chargement cycliques
multiaxiaux. Ce modèle permet donc de réaliser des calculs sur des structures soumises à des
chargements cycliques.

Ces deux familles de modèles diffèrent dans leur prévision du comportement résiduel après
fatigue. La figure II.4 illustre les tendances prévues par les deux types de modèles. Dans les
modèles avec des lois d’endommagement distinctes en statique et en fatigue, l’évolution de
l’endommagement durant la traction monotone suivant le chargement de fatigue est détermi-
née par la loi statique, qui ne dépend que de la valeur de l’endommagement. Le comportement
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FIGURE II.4 – Différences entre les comportements prévus pendant une traction statique après
un chargement de fatigue entre un modèle à une loi d’endommagement en vert et à deux lois (de
type ODM-CMO) en rouge.

statique résiduel après un chargement de fatigue, ayant induit un certain niveau d’endomma-
gement sera donc quasi-identique, quelques soient les propriétés dudit chargement de fatigue
(σmax, R, N ), du moment que le niveau d’endommagement de fatigue est inférieur au niveau
d’endommagement maximal généré en statique (sur la figure II.4, la prévision de l’endomma-
gement durant l’essai statique après fatigue, en rouge, suit la même évolution que celle prévue
par un essai statique). A contrario, dans un modèle avec une unique loi d’évolution, les para-
mètres de la loi sont notablement différents si le niveau d’endommagement est atteint par
sollicitation statique ou en fatigue. Le comportement statique est alors affecté par la fatigue
(courbe verte sur la figure II.4). Le comportement résiduel est donc un point discriminant dans
le choix du modèle.

II.1.2.2 Modèles sous chargements complexes

Les différents modèles exposés jusqu’ici sont écrits en nombre de cycles et permettent de
traiter des problèmes de fatigue cyclique par bloc, chaque bloc étant défini par une charge
maximale et une contrainte moyenne. Cependant, pour prévoir précisément la durée de vie
de pièces composites, il est nécessaire de réaliser des simulations qui reproduisent les sol-
licitations réelles, souvent bien plus complexes, où la notion de cycle n’existe plus. Des ap-
proches complémentaires, qui s’affranchissent de cette notion, permettent de prévoir la durée
de vie sous chargements réels, au cours desquels la contrainte varie aléatoirement au cours
du temps. Deux stratégies peuvent être envisagées : soit utiliser des méthodes de comptage
de cycles afin de décomposer le chargement en plusieurs blocs de cycles élémentaires, soit dé-
velopper des modèles incrémentaux, donnant l’évolution des propriétés de façon continue au
cours du chargement.

II.1.2.2.1 Méthodes de comptage de cycles : méthode Rainflow

Afin de pouvoir traiter des chargements variables ou spectraux avec des méthodes en
nombre de cycles, des méthodes de comptage de cycles ont été développées dès les années
70 afin de transformer un signal temporel aléatoire en un signal par blocs de chargements
d’amplitudes constantes.

Il existe plusieurs méthodes de comptage de cycles, qui donnent des résultats similaires.
D’abord introduite par Endo et Matsuihui [Matsuishi and Endo, 1968], la méthode Rainflow
est la plus utilisée depuis les travaux de Dowling [Dowling, 1972]. Elle permet d’extraire les
cycles élémentaires contenus dans un chargement aléatoire. Différents algorithmes sont pré-
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sents dans la littérature [Downing and Socie, 1982, Amzallag et al., 1994, Pitoiset, 2001], qui
reposent sur le concept de boucle d’hystérèsis contrainte/déformation fermée, ou bien sur une
analogie avec une goutte d’eau chassée par le vent.

La décomposition du signal se déroule en quatre étapes, décrites dans [Amzallag et al.,
1994]. Le pseudo-algorithme de la figure II.5 présente le principe de cet algorithme. Les résul-
tats du comptage de cycles sont stockés dans une matrice Rainflow renseignant la moyenne,
l’amplitude et le nombre de chaque type de cycle élémentaire. La figure II.6 donne un exemple
d’application de la procédure Rainflow. Les cycles entiers détectés sont insérés dans la matrice
Rainflow (figure II.6d).

FIGURE II.5 – Pseudo-algorithme de la décomposition en cycles élémentaires par méthode Rain-
flow.

FIGURE II.6 – Exemple de décomposition en cycles à l’aide de la méthode Rainflow. (a) Charge-
ment. (b) Méthode de la goutte d’eau. (c) Détection des cycles. (d) Matrice Rainflow.

Les demi-cycles sont ensuite regroupés en un résidu. Pour que l’ensemble du chargement
soit traité, y compris le résidu, la procédure Rainflow est ensuite appliquée sur un signal
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composé de deux résidus successifs. Le résidu de ce second signal est identique à celui du
chargement aléatoire initial. Ainsi, l’ensemble de la séquence de chargement est décomposée
en cycles.

Pour en déduire un signal cyclique par blocs équivalent, plusieurs auteurs [Amzallag et al.,
1994, Khosrovaneh and Dowling, 1990, Dressler et al., 1997] ont proposé des méthodes de
reconstruction, bien qu’aucune ne soit devenue consensuelle. Il est à noter que si cette méthode
est très majoritairement utilisée pour des sollicitations unidirectionnelles, Pitoiset [Pitoiset,
2001] l’a adaptée à des chargements multiaxiaux, grâce au domaine fréquentiel.

Avec ce signal reconstruit, il est possible de calculer les contributions à l’endommagement
de chaque bloc et la durée de vie associée, à l’aide de règles de cumul des dommages (par
exemple, la règle de Miner). Cela permet également d’utiliser des modèles en cycles présentés
dans la section II.1.2.1, afin de déterminer l’évolution du comportement et la durée de vie d’un
matériau ou d’une pièce soumise à un chargement représentatif des conditions réelles.

L’absence de prise en compte de l’ordre des séquences de chargement sur le cumul des dom-
mages représente l’une des limitations principales de cette approche. Krosnovaneh et Dowling
considèrent néanmoins que la durée de vie devrait être similaire, pour différentes séquences
de chargement reconstruites, puisqu’elle ont la même matrice Rainflow [Khosrovaneh and
Dowling, 1990]. Aussi, Adam et al. ont étudié différents chargements par blocs, alternant les
chargements d’amplitudes croissantes (de type bas-haut) et décroissantes (de type haut-bas),
dans le domaine traction-traction et ont montré qu’une loi de cumul linéaire était satisfai-
sante [Adam et al., 1994].

II.1.2.2.2 Modèles d’endommagement incrémentaux

Les modèles incrémentaux, dits aussi temporels, sont des modèles d’endommagement pro-
gressif pour lesquels l’évolution des variables d’endommagement est continue au cours du
temps. Outre sa capacité à simuler des chargements complexes, l’approche incrémentale per-
met une extension naturelle aux sollicitations multiaxiales [Desmorat, 2006]. Ce paragraphe
présente certaines lois temporelles : les travaux de Lemaitre et Chaboche [Lemaitre and Cha-
boche, 1985] sur les métaux, ceux de Gornet et Ijaz [Gornet and Ijaz, 2011], qui sont les pre-
miers sur les matériaux composites et en particulier le modèle OḊM-CMO de Angrand et
al. [Desmorat et al., 2015, Angrand, 2016], qui ont adapté le modèle ODM-CMOf au forma-
lisme incrémental.

Remarquons dès à présent qu’il est possible de suivre finement (au cours de chaque cycle) le
comportement du matériau étudié, mais que cette précision à un coût. Cette méthode impose
des coûts de calcul plus importants qu’une approche en nombre de cycles, et nécessite un
traitement numérique spécifique.

II.1.2.2.2.1 Relations d’endommagement temporelles pour les métaux
Les lois incrémentales ont d’abord été introduites pour les matériaux métalliques. Dans

les travaux de Lemaitre, Chaboche et Desmorat [Lemaitre and Chaboche, 1985, Lemaitre
et al., 1992, Lemaitre and Desmorat, 2005], une relation d’endommagement unifiée temporelle
(équation (II.8)) est utilisée pour décrire l’évolution de l’endommagement d, sous sollicitations
de fatigue, monotone, ductile ou de fluage.

Ḋ =

(
Y

S

)s
ṗ (II.8)

Elle est gouvernée par la déformation plastique cumulée p (variable clé pour les matériaux
métalliques, gouvernés par la plasticité) et dépend de la valeur de la force thermodynamique
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associée : Y = −ρ ∂ψ∂D . Les paramètres matériau S et s, rendant compte respectivement de la
résistance à l’endommagement et de la triaxialité du chargement, sont à identifier.

Desmorat et al. [Desmorat et al., 2015] utilise la notion de contrainte moyenne évolutive σ̆
pour montrer que la relation d’endommagement cyclique de Chaboche (équation II.9) est une
conséquence de la formulation incrémentale (II.10) :

dD
dN

= G(σmax, σ̄, D) (II.9)

Ḋ =
∂G(σ, σ̆,D)

∂σ
〈σ̇〉+ (II.10)

où 〈.〉+ sont les crochets classiques de Macaulay, permettant de prendre la partie positive.
Cette équation, presque identique à la relation cyclique, permet de prendre en considération
des chargements complexes, où la contrainte moyenne σ̆ varie au cours du chargement. Remar-
quons que la relation cyclique peut être ré-obtenue par intégration de la l’équation temporelle
sur un cycle, en considérant la contrainte moyenne constante et égale à σ̄.

II.1.2.2.2.2 Lois d’endommagement temporelles pour les composites
Gornet et Ijaz [Gornet and Ijaz, 2011] ont développé un modèle d’endommagement capable

de simuler la progression du délaminage dans les composites stratifiés carbone/epoxy soumis à
des chargements de fatigue polycyclique. L’évolution de l’endommagement, pour chaque mode
de rupture, est considérée comme la somme des contributions monotone dmon et de fatigue dfat.
La relation de fatigue, basée sur des considérations énergétiques, est construite de la forme
suivante (équation II.11) :

ḋfat =

{
g
(
d, YYC

)
Ẏ (t)
YC

si Ẏ ≥ 0 et f ≥ 0

0 si Ẏ < 0 et f < 0
(II.11)

où f est une fonction définissant le seuil de délaminage en fatigue, g une fonction adimension-
née dépendant du taux de restitution d’énergie Y , de sa valeur critique YC et de l’endomma-
gement d.

Le modèle OḊM-CMO [Angrand, 2016] a pour but de proposer une alternative incrémen-
tale, complémentaire au modèle en cycle ODM-CMOf [Rakotoarisoa, 2013], dans le cadre du
dimensionnement de pièces en CMO tissé 3D. Des simplifications ont été apportées en pre-
mière approche : la viscosité a ainsi été négligée, tout comme la progressivité de la ferme-
ture des fissures en compression. La formulation des déformations résiduelles a également été
simplifiée. Enfin, la durée de vie est déterminée à l’aide d’un critère de rupture en endom-
magement maximal, contrairement au modèle ODM-CMOf qui utilise un critère de rupture
progressive de torons.
Dans le modèle OḊM-CMO, une seule variable d’endommagement est nécessaire par méca-
nisme d’endommagement. En effet, en utilisant des formalismes similaires pour les lois d’évo-
lution en statique et en fatigue, Angrand regroupe ces contributions au sein d’une unique
relation d’endommagement et somme leurs taux d’évolution :

ḋ = ḋmon + ḋfat. (II.12)

Par construction, ces deux contributions ne peuvent pas évoluer simultanément. En statique,
les formulations de ODM-CMOf et de OḊM-CMO sont strictement équivalentes, cependant
les extensions en fatigue différent. Pour rendre compte de l’effet de contrainte moyenne, en
remplacement du rapport des forces motrices, Angrand [Angrand, 2016] introduit au sein de
la loi d’évolution de l’endommagement une déformation élastique moyenne [Desmorat et al.,
2015]. Cette moyenne, tenant compte de tout l’historique du chargement, permet d’obtenir
naturellement un effet de séquence du chargement.
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L’objectif de cette thèse est de proposer des outils capables de prévoir le comportement en
fatigue de structures composites oxyde/oxyde soumises à des chargements complexes (mul-
tiaxiaux et/ou aléatoires répétés) représentatifs des conditions de vol. Le modèle doit donc
être en mesure de traiter de tels chargements, pour lesquels la notion de cycle n’est pas néces-
sairement valable. Les modèles incrémentaux s’appliquent naturellement à des chargements
multiaxiaux et permettent de prendre en compte des chargements aléatoires. Ils semblent
donc de bons candidats, car ils permettent de s’affranchir des biais induits par des approches
de comptage de cycles.
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II.2 Description générale du modèle proposé

Le modèle proposé dans cette étude (OḊM-Ox/Ox) est inspiré du modèle OḊM-CMO [An-
grand, 2016], développé conjointement à l’Onera et au LMT Cachan pour les CMO. Ce dernier
remplit la majorité des besoins formulés par l’industriel : un modèle d’endommagement à va-
riables d’effet utilisant une loi d’endommagement avec un formalisme incrémental, adapté
aux chargements de fatigue complexe. Dans ces travaux, le modèle est adapté aux spécificités
des composites oxyde/oxyde et une réelle réflexion a été menée afin d’augmenter ses perfor-
mances au sein d’un code de calcul de structure, l’industriel ayant besoin de l’appliquer sur
des pièces complètes. Les différences par rapport à OḊM-CMO ont alors pour but de faciliter
l’implémentation et l’utilisation du modèle pour un calcul de structure.

Le modèle est défini à l’échelle du pli tissé 2D, considéré comme orthotrope. Le passage
de l’échelle du pli à celle du stratifié peut être réalisé à l’aide de la Théorie Classique des
Stratifiés (TCS), basée sur la théorie des plaques de Kirchoff-Love [Berthelot, 2003]. Il s’agit
d’une méthode de changement d’échelle, qui permet d’estimer le comportement global du stra-
tifié à partir de la connaissance du comportement du pli élémentaire et de l’empilement. Le
changement peut être effectué dans un code EF à l’aide d’éléments coques multi-couches ou
en maillant chaque pli avec un élément solide.

Il s’agit d’un modèle d’endommagement, qui s’inscrit dans le cadre de la mécanique de
l’endommagement continu, utilisé pour décrire le comportement de composites soumis à des
chargements statiques et de fatigue. A ce titre, il doit être en accord avec les principes de
la thermodynamique pour garantir une description physique des phénomènes se produisant
dans le matériau sollicité. Des variables d’état, appelées variables d’endommagement, sont
alors utilisées pour retranscrire la dégradation des propriétés du matériau, sous l’effet des
différents types d’endommagement (en particulier de la fissuration matricielle). Les déforma-
tions résiduelles dues à l’endommagement, sont également prises en compte dans le modèle.
En revanche, les contraintes résiduelles suite au frittage partiel du matériau ne le sont pas
dans la version actuelle du modèle, dans un souci de simplicité. Enfin, un critère de rupture
des torons est inséré pour piloter la rupture du matériau.

Le modèle est ici écrit en déformation totale de façon à simplifier son implémentation dans
les codes de calcul de structure commerciaux, qui utilisent également la déformation totale
comme entrée des relations de comportement. La relation de comportement macroscopique
du pli, non-linéaire, est décrite par l’équation (II.13a). Elle dérive directement de l’énergie de
Helmoltz ψ(ε, dk, Dk) (équation II.14).

σ =Ceff : ε− C0 : εr (II.13a)

avec Ceff =
(
Seff
)−1

=
(
S0 + ∆S(m)

)−1
(II.13b)

et ∆S(m) =

3∑
k=1

dkH(m)
k (II.13c)

ρψ =
1

2
ε : Ceff : ε− ε : C0 : εr (II.14)

où σ est le tenseur de contrainte, Ceff le tenseur de raideur élastique effective, C0 le tenseur de
raideur élastique initial, ε le tenseur de déformation totale et εr le tenseur des déformations
résiduelles. Les dommages matriciels induisent une augmentation de la souplesse élastique
initiale S0 par les termes additionnels ∆S(m) (équation II.13c). Ce terme dépend des variables
d’endommagement dk et des tenseurs d’effets correspondants H(m)

k, décrits par la suite.
Pour chaque mode de dégradation, la relation d’évolution de l’endommagement comprend

trois éléments essentiels : un seuil (apparition des fissures), les effets de cet endommagement
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sur le comportement et l’équation déterminant sa cinétique d’évolution (vitesse de propaga-
tion). Ces trois éléments sont décrits dans la partie suivante.

Notons que le modèle peut être adapté simplement à d’autres types de composites, sous
réserve que l’endommagement y soit également orienté par la microstructure.

II.3 Endommagement de la matrice
Conformément au scénario d’endommagement du matériau et aux observations expérimen-

tales (voir chapitre I), les variables d’endommagement rendent compte des non-linéarités du
comportement, dues exclusivement aux mécanismes suivants (figure II.7) :

— Fissuration matricielle dans le plan dans la direction des torons de chaînes (resp. torons
de trames), dont la variable d’endommagement est notée d1 (resp. d2),

— Décohésions fibre-matrice ou délaminage (représentés par la variable d3),

En effet, les endommagements sont, rappelons-le, orientés par la microstructure et le matériau
est inerte et stable à température ambiante (il n’y a donc pas de viscosité).

FIGURE II.7 – Représentation des variables d’endommagement matriciel utilisées

La similitude des dommages matriciels observés pour des chargements statiques ou de fa-
tigue permet de faire l’hypothèse, également présente dans [Henry, 2013, Caous, 2017, Rako-
toarisoa, 2013, Angrand, 2016], que les mécanismes d’endommagement mis en jeu lors de ces
deux types de sollicitations sont similaires. La valeur à saturation des endommagements et
leurs effets sur le comportement global sont également supposés identiques. Comme dans [An-
grand, 2016], une seule variable d’endommagement est alors nécessaire par mécanisme de
dégradation, prenant en compte les deux contributions (statique et fatigue). Seule la relation
d’évolution varie, la fatigue dégradant beaucoup plus lentement les propriétés du matériau.

Les différentes équations du modèle seront exprimées en notation de Voigt, notation cohé-
rente avec l’implantation du modèle à la fois dans le code Matlab développé et dans les codes
EF commerciaux.

II.3.1 Seuil de l’endommagement, forces motrices et déforma-
tions équivalentes

Dans les modèles ODM [Maire and Chaboche, 1997, Marcin, 2010, Hemon, 2013, Rakotoa-
risoa et al., 2012, Rakotoarisoa, 2013, Ben Ramdane, 2014], dédiés aux matériaux dont l’en-
dommagement est orienté par la microstructure, les forces motrices associées aux variables
d’endommagement ne dérivent pas directement du potentiel d’énergie libre de Helmoltz, mais
sont définies dans un cadre dit non-standard de la thermodynamique, qui garantit l’admissibi-
lité thermodynamique. Cela permet une plus grande liberté dans l’écriture des forces motrices,
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pour reproduire au mieux les résultats d’essais. Il faut toutefois veiller à ce que la formula-
tion choisie respecte les principes de la thermodynamique, en particulier la positivité de la
dissipation via l’inégalité de Clausius-Duhem

(∑
k ḋkYk ≥ 0

)
. L’endommagement ne pouvant

que croître (ḋk ≥ 0), il faut que les forces thermodynamiques soient positives, ce qui est vé-
rifié grâce à la forme quadratique du potentiel. L’équation (II.15) est retenue pour les forces
motrices ydk associées aux variables d’endommagement matriciel dk, k ∈ [1, 3].

yd1 = 1
2

(
ε
d+

1
1 C0

11ε
d+

1
1 + a15ε

d+
1

5 C0
55ε

d+
1

5 + a16ε
d+

1
6 C0

66ε
d+

1
6

)
yd2 = 1

2

(
ε
d+

2
2 C0

22ε
d+

2
2 + a24ε

d+
2

4 C0
44ε

d+
2

4 + a26ε
d+

2
6 C0

66ε
d+

2
6

)
yd3 = 1

2

(
ε
d+

3
3 C0

33ε
d+

3
3 + a34ε

d+
3

4 C0
44ε

d+
2

4 + a35ε
d+

3
5 C0

55ε
d+

3
5

) (II.15)

Elles dépendent des composantes du tenseur de rigidité élastique C0 et des paramètres ma-
tériau aij , qui permettent de considérer des déformations seuils différentes pour la traction
et les deux cisaillements associés. Leur valeur est calculée automatiquement grâce aux seuils
d’endommagements en traction et en cisaillement pur, selon l’équation II.16 pour i = 1, 2, 3 et
j = 4, 5, 6.

aij =
1

4C0
jj

C0
ii

16

(
ε0s
i

ε0s
j

)2

− 1

 (II.16)

Les forces motrices sont également définies à partir des tenseurs de déformation positive εd
+
k

liés à chaque mécanisme d’endommagement. Le tenseur de déformation positive correspond
à la partie positive du tenseur de déformation εdk . Par rapport au tenseur de déformation
totale ε, toutes les composantes du tenseur εdk sont nulles, exceptées celles susceptibles de
créer de l’endommagement, représenté par la variable dk. La méthodologie appliquée a été
initialement proposée par Ju [Ju, 1989] puis utilisée par Rakotoarisoa [Rakotoarisoa, 2013] et
les différentes étapes sont reportées dans les équations (II.17) à (II.19) pour εd1 . Les autres
tenseurs de déformation positive εd2 et εd3 sont obtenus par permutation des indices.

λ+
d1

=
1

2

(
ε1 +

√
ε2

1 + ε2
5 + ε2

6

)
(II.17)

Ωd1 = (λ+
d1

)2 +
1

4

(
ε2

5 + ε2
6

)
(II.18)

ε
d+

1
1 =

(λ+
d1

)3

Ωd1

ε
d+

1
5 =

ε5(λ+
d1

)2

Ωd1

ε
d+

1
6 =

ε6(λ+
d1

)2

Ωd1

(II.19)

Pour des raisons pédagogiques auprès des bureaux d’études, les forces motrices sont re-
formulées selon l’équation (II.20) en termes de déformations équivalentes, homogènes à des
déformations, comme proposé dans [Angrand, 2016].

εeq,k =

√
2ydk
C0
kk

k = 1, 2, 3 (II.20)

Le couplage entre traction et cisaillement, induit par les parties positives des tenseurs de
déformations positives εd

+
k (cf. équation (II.19)), donne la forme de l’enveloppe du seuil d’en-

dommagement (critère quadratique), visible sur le graphe II.8. Ce seuil est dépassé lorsque
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εeq,k ≥ ε0s
k , ε0s

k étant le seuil d’endommagement statique du matériau. L’utilisation des défor-
mations positives se justifie dans le cadre de chargements combinés traction/cisaillement plan
ou compression/cisaillement plan. L’enveloppe du seuil d’endommagement en fatigue est sup-
posée avoir la même forme, mais avec des valeurs de seuils d’endommagement différentes en
fatigue (plus faibles).

FIGURE II.8 – Enveloppe du seuil d’endommagement d1 rendant compte du couplage entre
traction dans l’axe des chaînes et cisaillement plan.

Il est à noter que les forces motrices, tout comme les déformations équivalentes, dépendent
exclusivement des composantes du tenseur de déformation totale, indépendamment de l’en-
dommagement du système, ce qui représente une première différence par rapport au travail
de Angrand [Angrand, 2016], où elles sont exprimées en fonction des déformations élastiques.
Ce choix rend la formulation du modèle explicite et renforce ses performances au sein de codes
de calcul de structure.

II.3.2 Caractère unilatéral des dommages et définition des ten-
seurs d’effets

L’aspect unilatéral des dommages consiste à distinguer un état actif des fissures lorsqu’elles
sont ouvertes et un état passif quand elles sont fermées (elles n’ont alors pas d’effet sur la sou-
plesse du matériau). Cette distinction peut être superflue pour des considérations uniaxiales
dans le domaine de traction (0 < R < 1 en fatigue). Elle devient par contre indispensable sur
éprouvettes élémentaires et pour le calcul de structures, où le matériau peut être localement
en compression alors même que la sollicitation globale est de traction.

Un index de désactivation η
(m)
k est alors introduit pour déterminer l’état des dommages et

leur impact sur la souplesse. Les fissures sont considérées ouvertes (resp. fermées) lorsque l’in-
dex de désactivation η(m)

k = 1 (resp. η(m)
k = 0). Elles passent d’un état à l’autre instantanément.

Cela suppose l’absence de frottement entre les lèvres de fissures pendant leur refermeture.
D’autres travaux ont, au contraire, opté pour une refermeture progressive des fissures [Rako-
toarisoa, 2013, Marcin, 2010].

L’index de désactivation instantané est calculé par un opérateur d’Heaviside selon l’équa-
tion :

η
(m)
k =

{
1 si σηkk ≥ 0 avec ση = Ceff : ε
0 sinon . (II.21)
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(a) (b) (c)

FIGURE II.9 – Mise en évidence du saut de solution induit par la formulation de l’index de
désactivation : (a) Chargement de traction/compression biaxiale, (b) réponse avec un index
formulé en déformation et (c) réponse avec un index formulé en contrainte (comme dans le
modèle proposé).

Cette formulation est non-dissipative (et vérifie le second principe de la thermodynamique).
La démonstration est donnée en annexe de la thèse de Angrand [Angrand, 2016].

L’unilatéralité du dommage est imposée à l’aide de l’état de contrainte. Cela permet d’éviter
des sauts de solution pour des chargements bi-axiaux de traction/compression, obtenus en
considérant la déformation au lieu de la contrainte dans le calcul de l’index de désactivation
[Ben Ramdane, 2014] (figure II.9). La discontinuité est due à l’effet Poisson, qui, proche du
passage en compression, donne la déformation négative alors que la contrainte est encore
positive. Une attention particulière a donc été portée à vérifier l’absence de discontinuité au
cours de chargements complexes multiaxiaux contenant des passages d’un état fermé à un
état ouvert (ou inversement).

L’équation (II.21) montre que le calcul de l’index de désactivation fait intervenir Ceff, qui dé-
pend lui-même de l’état d’ouverture ou de fermeture des fissures. Son calcul ne peut donc pas
être explicite. L’idée est donc de procéder par itération (cf. pseudo-code figure II.10). D’abord,
un index de désactivation provisoire est considéré, il est calculé à partir de la contrainte élas-
tique à l’instant considéré. Ensuite, les indices de désactivation sont actualisés à l’aide des
tenseurs d’effets et de la souplesse effective calculés au préalable. Si l’index réactualisé est
différent de sa valeur provisoire, alors cette seconde valeur est forcément la bonne, puisque
l’index ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Il reste à recalculer, le cas échéant, les tenseurs
d’effets et de souplesse effective.
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procédure CALCUL DE ηk
η0
k → H

((
C0 : ε

)
kk

)
Calcul de H(m)

Calcul de Seff

Calcul de ηk(t)
ηk → ηk(t) // Actualisation
Si ηk(t) 6= η0

k alors
Calcul de H(m) avec ηk(t)
Calcul de Seff

Calcul de ηk(t)
ηk → ηk(t) // Modification

Fin Si
return ηk // Valeur finale puisque ηk = 0 ou 1

Fin procédure

FIGURE II.10 – Algorithme du calcul des index de désactivation des fissures.

Le tenseur des effets H(m)
k traduit les effets de l’endommagement dk sur la souplesse du

matériau. Il décrit l’orientation des fissures et les composantes du tenseur de souplesse affec-
tées par l’endommagement matriciel. Pour le mécanisme d’endommagement k = 1, il s’écrit
alors :

H(m)
1 = η

(m)
1 H(m)+

1 + (1− η(m)
1 )H(m)−

1 (II.22)

avec H(m)+

1 =



h+
11S0

11

0 (0)
0

0

hd1
55

+S0
55

(0) hd1
66

+S0
66



et H(m)−
1 =



0
0 (0)

0
0

hd1
55

+S0
55

(0) hd1
66

+S0
66


Les tenseurs H(m)

2 et H(m)
3 liés aux autres variables d’endommagement sont obtenus par

permutation des indices.

La distinction entre les tenseurs des effets actif H(m)+ et passif H(m)− permet de rendre compte
de l’aspect unilatéral des dommages. Lorsque les fissures se referment, le matériau retrouve sa
rigidité initiale dans les axes des renforts. Cependant, même si les fissures sont refermées en
compression (η(m) = 0), elles peuvent quand même influer sur l’anisotropie du matériau et no-
tamment en cisaillement (en considérant que la friction aux lèvres de fissures est négligeable).
Ce phénomène est illustré par la figure II.11 dans des cas de traction pure et de traction à 45°
(couplant traction et cisaillement), où la rigidité ne recouvre pas sa valeur initiale.

L’absence de termes hors-diagonaux revient à considérer que les fissures sont planes, c’est-
à-dire qu’elles n’ont pas d’effet dans la direction perpendiculaire à la direction de la fissure.
Le comportement transverse au chargement est alors considéré linéaire. Ce phénomène a été
observé pour certains CMC [Marcin, 2010], mais également pour le composite oxyde/oxyde de
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(a) (b)

FIGURE II.11 – Mise en évidence du caractère unilatéral des dommages sur des essais (a) de
traction dans la direction chaîne et (b) de traction à 45°.

cette étude. Notons toutefois que Rakotoarisoa [Rakotoarisoa, 2013] a relâché cette hypothèse
de contrainte de fissures planes afin de pouvoir rendre compte du comportement transverse
non-linéaire observé sur les composites tissés 3D à matrice organique.

Enfin, il convient de noter que ces tenseurs H(m) doivent être définis positifs pour assurer le
cadre thermodynamique du modèle (dissipation positive), condition qui est aisément vérifiée
par l’usage de tenseurs diagonaux (cf. équation II.22).

II.3.3 Relation d’évolution de l’endommagement matriciel

Cette partie constitue l’originalité majeure des modèles d’endommagement incrémentaux.
La relation d’évolution des variables d’endommagement est exprimée à l’aide d’un formalisme
incrémental, qui décrit l’état d’endommagement à tout instant. Basée sur le travail de thèse
de Angrand [Angrand, 2016], l’idée consiste à sommer les taux d’évolution temporels des deux
contributions (statique pour le premier terme et de fatigue pour le second) et s’écrit pour
chaque mécanisme d’endommagement k selon l’équation (II.23).

ḋk =(d∞,k − dk)

〈
εmax
eq,k − ε0s

k

Ssk

〉ssk
+

ε̇max
eq,k

+(d∞,k − dk)γk
〈
εeq,k − ε0f

app,k

Sfk

〉sfk
+

(
〈ε̇eq,k〉+ − ε̇

max
eq,k

)
(II.23)

avec ε0f
app,k =mkε̆eq,k + ε0f

k (II.24)

où d∞,k correspond à la saturation de l’endommagement, (Ssk, s
s
k) et (mk,S

f
k ,sfk ,γk) sont des

paramètres matériau, qui permettent de calibrer respectivement les cinétiques d’endommage-
ment statique et de fatigue. Les paramètres (ε0s

k ,ε0f
app,k) représentent respectivement le seuils

d’endommagement statique et le seuil d’endommagement apparent de fatigue, où < . >+ sont
les crochets de Macaulay. Le seuil apparent de fatigue dépend du seuil d’endommagement de
fatigue ε0f

k et de la déformation équivalente moyenne ε̆eq,k, qui permet de prendre en compte
l’influence de la contrainte moyenne sur la cinétique d’endommagement en fatigue. Le para-
mètre mk quantifie cet effet de la contrainte moyenne. Le seuil de fatigue ε0f

k , plus faible que
celui de statique, correspond à la limite de fatigue du matériau.
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Avec la formulation choisie, il faut noter que les deux contributions ne peuvent pas être
actives simultanément. En effet, l’évolution de la déformation équivalente maximale du mé-
canisme k, εmax

eq,k = maxτ (εeq,k(τ)), qui est la valeur maximale de la déformation équivalente
εeq,k sur tout l’historique du chargement, permet de passer automatiquement d’une évolution
statique à une évolution de fatigue. Afin d’illustrer le principe de la relation d’évolution, consi-
dérons un chargement simplifié, piloté en déformation, composé de trois cycles de chargement,
dont le troisième présente une sur-déformation (figure II.12.

FIGURE II.12 – Schéma simplifié de l’activation des contributions statique et de fatigue à l’en-
dommagement.

— Lorsque le chargement maximum augmente –tel que
(
ε̇max
eq,k > 0

)
– comme c’est le cas du-

rant la première charge sur la figure II.12, seule la première partie de l’équation (II.23)
est non nulle

(
ε̇max
eq,k = ε̇eq,k

)
. Ainsi, seule la contribution statique est activée et il y a

création d’endommagement dû à un chargement statique (appelé par la suite endomma-
gement statique et représenté en bleu sur la figure), depuis le seuil statique jusqu’au pic
de chargement, (c’est-à-dire tant que εmax

eq,k − ε0s
eq,k > 0).

— À la décharge, aucune des deux contributions n’est activée et aucun dommage n’est créé,
de par l’introduction des crochet de Maucauley autour des vitesses de déformation équi-
valente.

— Lorsque la déformation équivalente augmente à nouveau durant le deuxième cycle, mais
sans dépasser le précédent maximum

(
ε̇eq,k > 0, ε̇max

eq,k = 0
)

, la seconde partie de l’équa-
tion (II.23) s’active et il y a création d’endommagement dû à un chargement de fatigue
(appelé endommagement de fatigue et représenté en orange sur le graphe) dès lors que
le seuil de fatigue est dépassé.

— Lorsque la déformation équivalente εeq,k augmente et dépasse le précédent maximum
εmax
eq,k , on se retrouve dans un cas similaire à la première montée statique

(
ε̇max
eq,k = ε̇eq,k > 0

)
:

il y a création d’endommagement statique, comme illustré sur la seconde partie de la troi-
sième montée en charge. La déformation équivalente maximale, qui ne peut qu’augmen-
ter, joue alors le rôle d’un seuil d’endommagement statique actualisé.

64



CHAPITRE II. MISE EN PLACE D’UN MODÈLE MATÉRIAU DE PRÉVISION DE DURÉE DE VIE

Il convient de noter que l’endommagement de fatigue ne peut pas commencer dès le premier
cycle. De plus, dans toutes les situations, l’endommagement ne peut que croître (entre 0 et
d∞,k), conformément au second principe de la thermodynamique.

Cette formulation incrémentale permet naturellement au modèle de simuler tout type de
chargement, qu’il soit statique, cyclique ou spectral [Angrand, 2016, Desmorat et al., 2015]. De
plus, Angrand [Angrand, 2016] démontre que cette formulation est équivalente aux relations
d’endommagement utilisées dans ODM-CMO [Rakotoarisoa, 2013] dans le cas de chargements
statiques et dans le cas d’un chargement de fatigue pour R = 0 et R = 1.

D’un point de vue algorithmique, il convient de distinguer différents cas en fonction du type
de chargement subi pendant l’intervalle de temps considéré (défini par l’évolution des défor-
mations équivalentes et de leurs maximums). Si le chargement correspond à une décharge,
une charge statique ou une charge de fatigue, le calcul est relativement aisé : il faut intégrer
la partie correspondante de la relation d’évolution sur l’intervalle de temps considéré. Cepen-
dant, il arrive que les deux contributions statique et de fatigue soient successivement activées
au cours d’un même incrément. Cela signifie que le seuil statique apparent (ε0s

k ou εmax
eq,k ) est

contenu dans la plage de déformation équivalente parcourue pendant cet incrément. Dans ce
cas, il faut décomposer l’incrément en une partie de fatigue jusqu’à l’ancien maximum de dé-
formation équivalente, puis en une partie statique jusqu’à la fin de l’incrément. Il faut alors
faire usage d’une valeur intermédiaire de l’endommagement d∗k, à la fin de la partie fatigue.
Le pseudo-code suivant (figure II.13) explique comment la séparation des cas est réalisée.

procédure CALCUL DE dk (εeqmax(t), εeq(t), εeqmax(t−∆t), εeq(t−∆t))
dk(t) = dk(t−∆t) // Initialisation
∆εeq = εeq(t)− εeq(t−∆t)
∆εeq

max = εeq
max(t)− εeqmax(t−∆t)

Si ∆εeq > 0 alors // Charge
Si ∆εeq

max = ∆εeq alors
dk(t) // Contribution statique

else
Si ∆εeq

max = 0 alors
dk(t) // Contribution de fatigue pure

else
d∗k // Contribution de fatigue (valeur intermédiaire)
dk(t) // Contribution statique

Fin Si
Fin Si

Fin Si
return dk(t)

Fin procédure

FIGURE II.13 – Algorithmie de la relation d’endommagement matriciel.

Au sein de chaque appel à la relation d’endommagement, est évaluée soit la contribution
statique soit la contribution de fatigue. Pour chaque contribution, l’équation d’évolution s’in-
tègre analytiquement. En fatigue, cette intégration analytique se fait au prix d’une hypothèse
sur la déformation équivalente moyenne ε̆eq, présentée dans la section II.5, qui est supposée
constante sur l’intervalle de temps considéré.

Pour un chargement cyclique, le type de pilotage (en déformation ou en contrainte) déter-
mine l’effet de l’endommagement sur la réponse du matériau (figure II.14) et, par conséquent,
quelles contributions seront calculées. Au cours d’un chargement cyclique à déformation im-
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FIGURE II.14 – Schéma de principe de l’évolution des contraintes et des déformations en fonc-
tion du pilotage du chargement.

posée (a), la déformation équivalente maximale n’évolue plus après la première montée en
charge. L’endommagement dû à la statique prévu par le modèle n’évoluera donc plus. Toute
évolution de l’endommagement subséquente sera due exclusivement à la fatigue. En revanche,
au cours d’un chargement de fatigue cyclique à contrainte imposée (b), à cause de l’endomma-
gement, les déformations continuent d’évoluer. L’endommagement, au cours de chaque charge,
comprendra donc majoritairement une partie de fatigue, complétée par une petite contribution
statique. Remarquons qu’alors, la déformation équivalente moyenne augmente légèrement au
cours du chargement et ne peut donc jamais se stabiliser. Lors des simulations de fatigue po-
lycyclique, pour lesquelles chaque cycle est simulé en deux incréments (l’un pour la charge,
l’autre pour la décharge) pour limiter les coûts de calcul, il est nécessaire de réaliser à la fois
un calcul de fatigue et un calcul statique pendant l’incrément de charge.

Il est usuel en bureau d’études d’utiliser des variables d’endommagement qui évoluent
entre 0 et 1, où d = 0 correspond à un état sain et d = 1 à une matrice complètement en-
dommagée. Or, dans les équations présentées, les variables d’endommagement évoluent entre
0 et d∞,k ∈ R+. Dans l’optique de faciliter l’utilisation du modèle en milieu industriel, d’autres
variables d’endommagement, dBE , sont alors proposées, obtenues par un changement de va-
riable réalisé en post-traitement. Issues de la formulation de la souplesse effective dans un cas
unidirectionnel (équations II.13b et II.25a), elles évoluent entre 0 et d∞,k

1+d∞,k
(équations II.25b

et II.25a).

Eeff
k =

(
1−DBE

k

)
E0
k ⇐⇒ Eeff

k =
E0
k

1 + dk
en considérant h+

kk = 1 (II.25a)

DBE
k =

dk
1 + dk

(II.25b)
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II.4 Déformations résiduelles
Le modèle proposé rend également compte des déformations résiduelles observables après

décharge, au travers du tenseur εr. Elles sont dues exclusivement à l’endommagement matri-
ciel au sein du matériau. Les déformations résiduelles sont déterminées différemment dans
ODM-CMO [Rakotoarisoa, 2013] et OḊM-CMO [Angrand, 2016]. Les spécificités de chaque
formulation sont détaillées dans cette section.

II.4.1 Déformations résiduelles de ODM-CMO

Dans le modèle ODM-CMO, le tenseur de déformations résiduelles est calculé par l’équation
(II.26) :

ε̇r = S0 :

[(∑
k

χkḋkRk

)
: ε

]
, avec Rk = Ceff : H(m)

k : Ceff (II.26)

Cette formulation prend en compte l’état actif ou passif des fissures, au travers du tenseur des
effets H(m) dans l’expression du tenseur de forme Rk . Un paramètre matériau χk permet de
pondérer la relation entre l’endommagement dk et les déformations résiduelles. L’utilisation du
taux d’endommagement implique qu’elles augmentent seulement lorsque l’endommagement
croît (figure II.15). Ainsi, il n’y aura pas de création de déformations résiduelles au cours des
décharges. Remarquons que leurs valeurs dépendent du niveau de déformation appliqué.

FIGURE II.15 – Schéma de principe de l’évolution des déformations résiduelles.

Cette formulation fait intervenir à la fois Ceff et d, valeurs couplées représentant l’endom-
magement du matériau et qui évoluent en sens contraire. Afin de découpler ces phénomènes et
faciliter l’identification des paramètres du modèle, une possibilité serait de remplacer Ceff par
C0. De cette façon, seules les variables d’endommagement et la déformation varient. L’identi-
fication des paramètres χk devient cependant plus délicate car plus sensible.

D’un point de vue implémentation, les déformations résiduelles sont calculées à l’aide d’une
quadrature de Gauss par morceaux [Rakotoarisoa, 2013, Hemon, 2013], afin de limiter la dé-
pendance au nombre d’incréments observée au cours de l’intégration avec une formule d’Euler.
Néanmoins, une telle dépendance est encore visible avec une quadrature de Gauss-Legendre
d’ordre 3, notamment lorsque l’intervalle considéré contient un seuil d’endommagement. Dans
ce cas particulier, l’idée envisagée dans ces travaux pour augmenter la précision a d’abord été
de déterminer la déformation seuil εseuil à partir de laquelle l’endommagement augmente. Le
calcul est alors mené sur l’intervalle [εseuil, εt+dt]. Cette valeur seuil est déterminée avec une
méthode de Newton-Raphson, de façon à annuler la fonctionnelle ε0

eq,k− εeqdk(εseuil). Cette mé-
thode n’est toutefois pas concluante : elle rallonge le temps de calcul et ne rend pas la solution
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totalement indépendante du nombre d’incréments. Or pour l’application visée du modèle, le
temps de calcul est bien plus discriminant que la précision du calcul des déformations rési-
duelles, qui, rappelons-le, sont très faibles dans les axes des renforts pour ce matériau.

II.4.2 Déformations résiduelles de OḊM-CMO

Dans OḊM-CMO, la formulation des déformations résiduelles a été modifiée dans l’optique
d’améliorer le temps de calcul [Angrand, 2016]. Comme précédemment, les évolutions des
déformations résiduelles et de l’endommagement sont simultanées. Le taux d’évolution des
déformations résiduelles est, de plus, directement relié aux variables d’endommagement dk,
et est décrit par l’équation :

ε̇r =

3∑
k=1

[
χkerkdk ḋkRke∗k

]
(II.27)

avec e∗k =
ε

|maxi εki|
, i = [1, 3] et Rk = H(m)

k

où χk et rk sont deux paramètres matériaux, qui permettent de déterminer leur cinétique
d’évolution. Avec maintenant deux paramètres pour décrire l’évolution des déformations rési-
duelles, l’identification est légèrement plus complexe que dans la formulation précédente. Afin
d’intégrer analytiquement l’équation (II.27), la direction e∗ est considérée constante au cours
de l’incrément de temps. Cela permet d’intégrer l’équation de manière analytique et donc de ré-
duire de manière conséquente les temps de calcul, même sur des simulations quasi-statiques,
conformément au besoin initial de réduction des coûts de calcul en fatigue.

Cette formulation, développée pour les chargements 1D, permet en effet un calcul rapide
et exact des déformations résiduelles pour les chargements uniaxiaux, où seule la première
composante de ε est non nulle. La direction e∗ est alors constante, de valeur 1. En revanche,
au cours d’un chargement 3D, les autres composantes de e∗ varient (même si le chargement
est uniaxial), bien qu’elles soient considérées constantes au cours de l’intégration. Dans un
calcul de structure, cela induit une dépendance de la valeur des déformations résiduelles à la
taille de l’incrément.

Notons toutefois que cette seconde formulation des déformations résiduelles (équation II.27)
est indépendante de la valeur de la déformation et que seule sa direction a une importance.
Cela revient à supposer qu’à un niveau d’endommagement donné, les déformations résiduelles
sont identiques, que le matériau ait été sollicité en statique ou en fatigue, à haut ou à faible ni-
veau de chargement. C’est une hypothèse forte qui est à vérifier expérimentalement. La figure
II.16 illustre ce phénomène, qui représente une différence majeure avec ODM-CMO.

Pour ce modèle, le choix est fait de privilégier le temps de calcul, conformément aux at-
tentes de l’industriel. Ainsi, les déformations résiduelles utilisent la formulation de OḊM-
CMO (équation II.27), qui néglige l’influence du niveau de déformation sur les déformations
résiduelles. Remarquons que Payan [Payan, 2004] note une corrélation nette entre l’endom-
magement et les déformations résiduelles –prise en compte par les deux formulations– mais
pas entre la charge maximale et les déformations résiduelles. Par ailleurs, les déformations
résiduelles sont difficiles à mesurer dans les axes des renforts sur le matériau étudié, de part
sa faible déformabilité. L’étude n’a donc pas été poussée plus loin. Néanmoins, l’évolution des
déformations résiduelles est un sujet à étudier de manière approfondie dans le futur sur un
matériau plus propice tel que le CMO tissé 3D.
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FIGURE II.16 – Évolution de la valeur finale de la déformation résiduelle longitudinale après
des chargements de déformation maximale croissante, pour un niveau d’endommagement fixé.
L’arrêt des calculs est piloté par un critère en endommagement maximal.

Le choix du tenseur Rk, dans l’équation (II.27), permet de déterminer quelles sont les com-
posantes du chargement qui influent sur l’évolution des déformations résiduelles, et les éven-
tuels couplages entre elles. Par exemple, en fonction de la forme du tenseur Rk, une sollici-
tation longitudinale peut engendrer, ou non, des déformations résiduelles dans le sens trans-
verse. Il s’agit d’un point important puisque CMO et CMC exhibent des comportements dif-
férents. La forme du tenseur Rk influe donc sur les déformations résiduelles prévues par le
modèle.

Diverses possibilités ont donc été envisagées. Choisir Rk = H(m)
k, un tenseur diagonal connu

et fixe où seules les composantes relatives au mécanisme d’endommagement en jeu sont non
nulles (comme dans les travaux de Angrand [Angrand, 2016]) ne permet pas de créer de dé-
formation résiduelle transverse sous sollicitation longitudinale. L’évolution des déformations
résiduelles transverses est uniquement due aux déformations transverses induites par effet
Poisson. Les mêmes conclusions sont tirées lorsque le tenseur Rk = H(m)

k : C0, non-symétrique,
est utilisé. En revanche, en considérant Rk = C0 : H(m)

k ou bien les tenseurs symétriques
de type Rk = C0 : H(m)

k : C0 ou Rk = 1
2(H(m)

k : C0 + C0 : H(m)
k), des déformations résiduelles

transverses sont crées lorsque le matériau est sollicité dans le sens chaîne.
Les mesures expérimentales des déformations résiduelles transverses permet donc de sta-

tuer sur le choix du tenseur Rk. Les résultats d’essais, exposées dans le chapitre III, montrent
que peu de déformations résiduelles sont crées dans le sens transverse. Ainsi, le tenseur consi-
déré dans le modèle est donné par l’équation :

Rk = H(m)
k : C0. (II.28)

Par exemple dans la direction des chaînes, ce tenseur est de la forme :

R1 =



h+
11S0

11C0
11 h+

11S0
11C0

12 h+
11S0

11C0
13 0 0 0

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 hd1
55

+S0
55C0

66 0

0 0 0 0 0 hd1
66

+S0
66C0

66


(II.29)

Quelque soit la formulation du tenseur Rk, la positivité de la dissipation doit impérati-
vement être vérifiée. Cette démonstration est effectuée dans la thèse de Angrand [Angrand,
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2016] pour un tenseur diagonal. Plus généralement, la dissipation d’énergie est positive si la
matrice C0 : Rk est définie positive. L’ensemble des possibilités listées ci-dessus, et donc la
formulation retenue, vérifie cette condition.
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II.5 Effet de contrainte moyenne
La contrainte moyenne au cours d’un chargement est connue pour avoir un impact signi-

ficatif sur la durée de vie en fatigue, que ce soit pour les matériaux métalliques [Kamaya
and Kawakubo, 2015, Stephens et al., 2001, Ince, 2016], ou composites [Angrand, 2016, Flore
and Wegener, 2016, Mallick and Zhou, 2004, Zhang et al., 2016]. Il est donc primordial de
prendre l’effet de contrainte moyenne en compte au sein du modèle. Cependant, dans les com-
posites oxyde/oxyde, peu d’études montrent l’impact de la contrainte moyenne (ou du rapport
de charge) sur la durée de vie à température ambiante.

Dans le cas d’un chargement cyclique, la première idée pour rendre compte de cet effet est
d’intégrer la moyenne arithmétique du cycle, notée σ̄ et définie au chapitre I, au sein de la
relation d’endommagement. L’influence de la contrainte moyenne est alors reliée à celle du
rapport de charge et peut être déduite des diagrammes de Haigh. Toutefois, cette notion clas-
sique n’est pas applicable ici puisque le modèle incrémental proposé a vocation à s’appliquer à
tout type de chargements, y compris 3D et/ou aléatoires, pour lesquels il n’existe pas de notion
de cycle et donc de rapport de charge. Il n’est donc pas pertinent d’utiliser σ̄, ou tout autre
paramètre ne tenant pas compte de l’évolution potentiellement non-cyclique du chargement
local, pour rendre compte de l’effet de la contrainte moyenne sur la durée de vie du matériau.

Angrand et al. ont proposé une méthode originale pour prendre en compte cet effet dans une
relation incrémentale d’évolution de l’endommagement, au travers d’une quantité moyenne
qui évolue à chaque pas de temps en fonction du chargement appliqué [Desmorat et al., 2015,
Angrand, 2016]. Cette méthode, également valable pour des sollicitations complexes incluant
les chargements aléatoires, est introduite dans le modèle pour le calcul d’une déformation
équivalente moyenne évolutive, notée ε̆eq. Elle intervient dans la l’équation d’évolution de
l’endommagement en modifiant le seuil apparent d’endommagement de fatigue (et donc pas
conséquent la limite d’endurance apparente du matériau) :

ε0f
app,k = mkε̆eq,k + ε0f

k (II.30)

Le paramètre matériau mk quantifie cet effet de contrainte moyenne. Il peut être identifié avec
des essais de fatigue à différents rapports de charge. Cependant, la méthode d’identification
mise en œuvre ici est différente et sera décrite dans le chapitre III. La déformation équiva-
lente moyenne évolutive introduite a deux conséquences supplémentaires dans le modèle : elle
influence l’évolution de l’endommagement, y compris pendant des chargements aléatoires et
modifie le cumul des dommages (il s’agit de la cinquième source de cumul non-linéaire évoquée
dans la section I.3.2.1.5).

Il convient de noter que, le modèle étant écrit en déformation totale, cette moyenne rend
compte d’un effet de déformation moyenne et non pas d’un effet de contrainte moyenne (comme
décrit dans le travail de [Angrand, 2016], dans lequel la déformation équivalente est basée sur
la déformation élastique, reliée à la contrainte). Si pour les matériaux métalliques, il est com-
munément admis qu’on observe un effet de contrainte moyenne, aucune étude ne permet de
l’affirmer pour les matériaux composites (cf. section I.3.2.1.5). Appliquer la moyenne sur les
déformations totales équivalentes est un choix qui n’influence probablement pas la durée de
vie au premier ordre dans les matériaux composites. Par simplicité, cet effet de « déforma-
tion moyenne » restera tout de même appelé effet de contrainte moyenne. Ce choix est justifié
d’une part par le fait que les déformations résiduelles sont faibles pour le matériau considéré
et la facilité d’implémentation dans un code EF (calcul explicite) et d’autre part par la prise
en compte de la multiaxialité du chargement dans le calcul du seuil d’endommagement ap-
parent en fatigue. En effet, l’effet de contrainte moyenne est alors pris en compte à la fois en
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traction et en cisaillement (alors que pour les métaux cet effet est souvent négligeable en ci-
saillement [Davoli et al., 2003]). Les seuils d’endommagement de fatigue en cisaillement sont
alors directement calculés par le modèle. A l’inverse, Angrand, qui fait porter la moyenne sur
la déformation élastique, doit définir les seuils d’endommagement en fatigue en traction mais
également en cisaillement.

Cette section vise à présenter les caractéristiques auxquelles doit répondre la moyenne évo-
lutive pour rendre compte de l’effet de contrainte moyenne pour tout type de chargement. La
formulation de la moyenne évolutive proposée dans [Desmorat et al., 2015, Angrand, 2016] est
décrite. Ses avantages et limites seront explicités et deux autres méthodes seront proposées
pour calculer la moyenne. L’impact de chaque moyenne sur le cumul des dommages est étu-
dié. Nous notons dans ce qui suit, pour alléger les notations, z le chargement, z̆ la moyenne
évolutive du chargement au sens de [Desmorat et al., 2015, Angrand, 2016] et z̄ la moyenne
arithmétique (pour un chargement cyclique). Il suffit donc de substituer εeq à z pour l’appliquer
au modèle proposé.

II.5.1 Cahier des charges

Pour appliquer une moyenne à un chargement quelconque, Desmorat et al. proposent une
moyenne évolutive [Desmorat et al., 2015]. Elle requiert plusieurs caractéristiques, listées
ci-dessous :

— Indépendance vis-à-vis de la discrétisation en temps (et de la fréquence) : la moyenne ne
doit pas dépendre directement du temps.

— Indépendance vis-à-vis de la forme du chargement : la moyenne ne doit dépendre que des
pics du chargement. Ainsi, elle doit prendre des valeurs identiques aux extremums des
chargements triangulaire ou sinusoïdal.

— Convergence vers la moyenne arithmétique du chargement, dans le cas d’un chargement
cyclique :

z̆
t→∞−−−−−−−−−−−−→

chargement cyclique

1

T

∫
1 cycle

zdt = z̄ =
1

2

(
zmin + zmax

)
(II.31)

— Adaptable à des chargements aléatoires.

On peut ajouter à ce cahier des charges une condition concernant la rapidité de calcul de la
relation d’endommagement : la moyenne doit être constante –ou varier très peu– sur un cycle
pour pouvoir intégrer analytiquement la partie de fatigue de la relation d’endommagement.
Ainsi, suite à une forte variation du chargement, la moyenne doit alors rapidement converger
rapidement vers sa nouvelle valeur théorique (lorsqu’elle existe) pour ensuite se stabiliser
et pour ne pas fausser le calcul de l’endommagement. Plus la moyenne dépend d’un nombre
élevé de valeurs antérieures (appelé historique), plus la moyenne sera lente à atteindre cette
valeur théorique. Dans ce qui suit, on appelle inertie le temps nécessaire à la moyenne pour
converger, propriété liée à l’historique pris en compte dans le calcul de la moyenne.

II.5.2 Moyenne évolutive de Angrand

Desmorat et Angrand proposent l’utilisation d’une moyenne évolutive [Desmorat et al.,
2015, Angrand, 2016], inspirée des modèles de plasticité et notée z̆, qui répond à chaque point
du cahier des charges.
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Elle est définie par l’équation (II.32) :

z̆(t) =
I

zac
avec I =

∫ t

0
z|ż|dτ et zac =

∫ t

0
|ż|dτ. (II.32)

où zac est la valeur cumulée de la grandeur z au long du chargement. Elle fait office de temps
fictif pour calculer la moyenne. Cette moyenne considère tout l’historique des valeurs du char-
gement passé et est solution de l’équation différentielle (II.33) (voir annexe B pour la démons-
tration).

dz̆
dz

=
z − z̆
zac

(II.33)

De plus, sa valeur après un chargement monotone croissant partant de zéro est donné par
l’équation :

z̆ =
zmax

2
. (II.34)

Ainsi, pour un chargement cyclique avec R = 0 débutant après cette première montée en
charge jusqu’à la charge maximale, la moyenne possède d’ores et déjà la valeur souhaitée
(valeur arithmétique).

L’implémentation numérique de cette moyenne est peu coûteuse. En effet, la valeur est
obtenue de façon exacte grâce au schéma numérique suivant :

zac(n+1) = zac(n) +
∣∣z(n+1) − z(n)

∣∣
I(n+1) = I(n) + 1

2

(
z(n+1) + z(n)

) ∣∣z(n+1) − z(n)

∣∣
z̆(n+1) =

I(n+1)

zac
(n+1)

(II.35)

D’un pas sur l’autre, son calcul ne nécessite donc de sauvegarder que deux scalaires par mé-
canisme d’endommagement (Ik, zack ).

Pour des raisons de simplicité, le comportement de cette moyenne est présenté sur des
chargements triangulaires. Le lecteur est convié à se référer à [Desmorat et al., 2015, An-
grand, 2016] pour visualiser des exemples d’application sur des chargements aléatoires. Dans
tous les graphes qui suivent, les déformations équivalentes ont été normées par rapport à
leur valeur après la première montée en charge. La figure II.17 présente l’application de cette
moyenne à des chargements cycliques de rapport de charge R = 0 et R = 0.7 respectivement.
La moyenne évolutive est très performante pour des rapports de charge faible. En particu-
lier, elle est exacte dès la première montée en charge pour un chargement à R = 0 (figure
II.17a), conformément à l’équation (II.34). Plus généralement, elle converge très rapidement
vers la moyenne théorique (si elle existe) lorsqu’il y a peu de variations des valeurs minimales
et maximales du chargement. Cependant, plus le rapport de charge est important, plus la
moyenne est lente à atteindre la moyenne arithmétique (figure II.17b).

En outre, si des oscillations sont présentes au début du chargement, elles s’atténuent très
rapidement grâce au poids de l’historique. Enfin l’avantage majeur d’une telle formulation est
sa facilité à prendre en compte tout type de chargement, même complexe et multiaxial.

En revanche, l’effet de l’historique sur les valeurs de la moyenne se révèle problématique
pour des applications sur des chargements de fatigue complexe. La moyenne possède de fait
une trop grande inertie lors des chargements à plusieurs paliers, où il y a un fort effet de
l’historique (figure II.18), ce qui peut fausser complètement la valeur de l’endommagement et
son évolution. En effet, lorsque la moyenne est sous-estimée, le seuil de fatigue apparent est
également sous-estimé ce qui entraîne un surplus d’endommagement, d’après l’équation d’en-
dommagement (II.23). Inversement, lorsque la moyenne est sur-estimée, l’endommagement
est sous-estimé. La moyenne évolutive de Angrand est donc peu adaptée à des chargements
par blocs de niveaux sensiblement différents (de type décollage, vol, atterrissage).
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(a) (b)

FIGURE II.17 – Évolution de la moyenne évolutive z̆ (en rouge) pour des chargements cycliques
à déformation imposée pour des rapports de charge en déformation croissants (a) R = 0 et (b)
R = 0.7. La moyenne arithmétique (exacte) est représentée en noir.

(a) (b)

FIGURE II.18 – Évolution de la moyenne évolutive z̆ (en rouge) pour des chargements cycliques
à déformation imposée pour des séquences de chargement de type haut-bas (a) et bas-haut (b).
La moyenne arithmétique est représentée en noir.

II.5.3 Versions alternatives

Deux autres versions de moyenne évolutive, au sens où la valeur de la moyenne évolue au
cours du chargement, sont proposées. L’objectif est de réduire l’inertie de la moyenne évolutive
observée au paragraphe II.5.2 pour des chargements par blocs d’amplitudes différentes. Pour
cela, une définition « glissante » de la moyenne est ici utilisée : seule la partie la plus récente
de l’historique est prise en compte.

L’idée première a été de s’inspirer des moyennes glissantes, aussi appelées moyennes mo-
biles (utilisées en finance), dans lesquelles la valeur moyenne est calculée sur un intervalle de
temps fixé [Hansun, 2013]. Seuls les n derniers points sont considérés (n correspond à la taille
de la fenêtre glissante). Chaque valeur de z se voit associée un poids de plus en plus faible à
mesure que cette valeur est « ancienne ». L’inconvénient de telles méthodes est la dépendance
au pas de discrétisation du chargement au cours du temps. Elles nécessitent, de plus, de sau-
vegarder beaucoup de valeurs et ne sont donc pas appropriées pour un grand nombre de cycles.
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Les moyennes proposées dans la suite ont, a contrario, une formulation continue. Elles sont
solutions d’équations différentielles, proches de celle de la moyenne évolutive.

II.5.3.1 Moyenne exponentielle

Dans un premier temps, une moyenne z̆exp, appelée moyenne exponentielle, solution de
l’équation différentielle (II.36), est considérée.

dz̆exp

dz
=
z − z̆exp

p0
(II.36)

Cette équation diffère de l’équation (II.33) par le remplacement de zac par un paramètre p0,
qui correspond à la taille de la fenêtre temporelle de l’historique. Ainsi, seules les n dernières
valeurs permettant à zac d’atteindre le seuil p0 sont prises en compte.

Cette équation différentielle est résolue de façon exacte dans l’annexe B. La moyenne est
calculée de façon itérative, pour chaque pas de temps n, à l’aide du schéma numérique suivant :

z̆exp(n+1) =
(
z̆exp(n) − z(n) + sgn(∆z)p0

)
exp

(
−|∆z|

p0

)
+ z(n+1) − sgn(∆z)p0. (II.37)

La valeur au temps tn ne dépend alors que des valeurs du pas de temps précédent, ce qui est
optimal en terme de vitesse d’exécution.

Chaque point du cahier des charges (indépendance en temps, indépendance de la forme du
chargement, convergence vers la moyenne arithmétique z̄ = 1

2
zmin+zmax

2 pour des chargements
cycliques) est détaillé en annexe B. Reprenons ici les résultats principaux de ces démonstra-
tions.

Il apparaît que pour un chargement cyclique, les valeurs de la moyenne exponentielle z̆exp

tendent vers z̄. Cependant, les valeurs de la moyenne oscillent autour de cette valeur cible
(voir figure II.19a). L’amplitude de ces oscillations est bornée et connue analytiquement. Dans
le cas d’un chargement crête-crête (sans point de calcul intermédiaire), elle est donnée par :

Amp =
|∆z|

2
+ p0

e
(
− |∆z|

p0

)
− 1

e
(
− |∆z|

p0

)
+ 1

. (II.38)

L’amplitude des oscillations dépend donc à la fois de l’amplitude du chargement et du para-
mètre p0 choisi. Plus p0 est faible, plus les oscillations sont importantes mais plus la moyenne
converge rapidement vers z̄, et inversement, comme l’illustre la figure II.19. Lorsque le para-
mètre p0 est trop grand, la vitesse de convergence est tellement lente que la moyenne n’a pas
encore atteint la valeur arithmétique à la fin du premier palier (ici de 100 cycles). Il s’agit donc
de trouver le bon équilibre entre vitesse de convergence et taille des oscillations. Les figures
II.19c et II.19d présentent l’évolution de la moyenne exponentielle, pour différentes valeurs de
p0 sur les mêmes chargements à deux niveaux que précédemment.

Sur les valeurs testées, seule la valeur p0 = 0.0005 permet une convergence aussi rapide
qu’en utilisant la moyenne exacte. Cependant, pour cette valeur, l’amplitude des oscillations
augmente artificiellement la moyenne prise en compte dans le calcul de l’endommagement.

Une méthode d’identification robuste de ce paramètre p0, très influant sur les valeurs de la
moyenne, reste à mettre au point. C’est une limitation qu’il convient de dépasser pour pouvoir
appliquer une telle moyenne dans la relation d’endommagement. Précisons néanmoins que
pour chaque valeur de p0, il est possible de modifier les paramètres cinétiques pour obtenir les
évolutions de l’endommagement attendues.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE II.19 – Évolution de la moyenne exponentielle z̆exp pour différentes valeurs de p0 sur
des chargements cycliques à déformation imposée pour des rapports de charge en déformation
croissants (a) R=0 et (b) R=0.7). Les figures (c) et (d) représentent leur évolution sur des charge-
ments de type haut-bas et bas-haut. La moyenne arithmétique (exacte) est représentée en noir et
la moyenne évolutive en pointillés orange.

II.5.3.2 Moyenne mixte

L’idée suivante est de regrouper les deux formulations précédentes en une troisième moyenne,
appelée moyenne mixte z̆mixte.

Elle est solution de l’équation différentielle (II.39) :

dz̆mixte

dz
=

z − z̆mixte

min(zac, p0)
(II.39)

Ainsi la moyenne calculée aura la formulation de la moyenne exponentielle tant que
zac ≤ p0 et la moyenne exponentielle prendra le relai ensuite. Les avantages à la fois des
moyennes évolutive et exponentielle sont donc présents : la moyenne est exacte au cours de la
première montée en charge et elle peut également être très réactive lors des changements de
paliers puisque l’inertie est réglée par le paramètre p0. Bien sûr, comme les deux moyennes
évolutive et exponentielle remplissent l’intégralité des besoins listés au paragraphe II.5.1, la
moyenne mixte également.

La figure II.20 présente l’évolution de la moyenne mixte, pour différentes valeurs de p0

sur les mêmes chargements que précédemment. La taille des oscillations, dès que la moyenne
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE II.20 – Évolution de la moyenne mixte z̆mixte pour différentes valeurs de p0 sur des char-
gements cycliques à déformation imposée pour des rapports de charge en déformation croissants
(a) R=0 et (b) R=0.7). Les figures (c) et (d) représentent leurs évolutions sur des chargements
de type haut-bas et bas-haut. La moyenne arithmétique (exacte) est représentée en noir et la
moyenne évolutive en pointillés orange.

exponentielle reprend la main, reste identique à celle obtenue au paragraphe précédent. Il
convient également de remarquer que, sur un chargement cyclique à un niveau d’amplitude
constante, les évolutions de la moyenne, obtenues avec la moyenne évolutive et la moyenne
mixte, sont identiques, aux oscillations près. Le jeu de paramètres identifiés peut donc être
identique.

Encore une fois, le paramètre p0 est complexe à identifier. L’implémentation de cette moyenne
reste, néanmoins, simple à mettre en œuvre.

II.5.4 Effet du choix de la moyenne sur le cumul des dommages

Lorsque les dommages dus à des séquences de chargements cycliques de différentes ampli-
tudes peuvent s’additionner indépendamment de leur ordre d’apparition, le cumul des dom-
mages est dit linéaire. C’est la règle de Palmgreen-Miner, détaillée dans la section I.3.2.1.5.
En revanche, si l’historique de chargement importe, on parle de cumul non-linéaire.

La section I.3.2.1.5 présente les causes possibles entraînant un cumul non-linéaire des dom-
mages pour un modèle incrémental, rappelées ci-dessous :
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— La relation d’endommagement n’est pas à variables séparables.

— L’amplitude du chargement local varie.

— Présence d’un seuil en nombre de cycles : l’endommagement démarre après un certain
nombre N0

i de cycles, pour chaque niveau de chargement.

— L’endommagement n’est pas nul au début de la fatigue (à la fin de la première montée en
charge) d = d0

i .

— La contrainte moyenne n’est pas mise à jour instantanément.

Dans notre modèle, plusieurs sources de non-linéarité sont mises en jeu simultanément. D’une
part la relation d’endommagement (équation II.40) n’est pas à variables séparables, à cause
de la somme des deux contributions statique et de fatigue.

ḋk =(d∞,k − dk)

〈
εmax
eq,k − ε0s

k

Ssk

〉ssk
+

〈
ε̇max
eq,k

〉
+

+(d∞,k − dk)γk
〈
εeq,k −mkε̆eq,k − ε0f

k

Sfk

〉sfk
+

(
〈ε̇eq,k〉+ − ε̇

max
eq,k

)
(II.40)

D’autre part, dans les conditions d’usage, la charge maximale imposée en fatigue est supé-
rieure au seuil d’endommagement statique, vu que ce dernier est très faible pour les compo-
sites oxyde/oxyde. La contribution statique activée implique donc que l’endommagement ne
soit pas nul au début du chargement de fatigue (troisième source). Enfin, la déformation équi-
valente moyenne ε̆eq, introduite pour rendre compte de l’effet de contrainte moyenne, n’est
pas constante (le chargement étant souvent piloté en contrainte et pouvant être aléatoire) et
n’est pas mise à jour instantanément (cinquième source). Cette moyenne peut d’ailleurs être
mise en regard avec l’effet mémoire introduit par Chaboche [Chaboche et al., 1979] dans un
modèle de plasticité cyclique, rendant compte du cumul non-linéaire observé. Les sources de
non-linéarité proviennent donc de la relation à variables non-séparables et de la contrainte
moyenne non-instantanée introduite dans le modèle.

Dans ces conditions et dans l’optique de découpler les différentes causes du cumul non-
linéaire, une situation idéalisée est considérée pour étudier l’influence de la moyenne sur le
cumul des dommages :

— Les chargements considérés sont cycliques, uniaxiaux et pilotés en déformation (fatigue
pure), de façon à ce que la contribution statique ne soit pas activée. La déformation équi-
valente, sur laquelle est calculée la moyenne, est de fait également cyclique ;

— Le seuil d’endommagement statique est artificiellement rehaussé de façon à ne pas avoir
d’endommagement préalable à la fatigue. La charge maximale est ainsi comprise entre le
seuil d’endommagement de fatigue et celui de statique.

Ces conditions sont représentatives des sollicitations en fatigue polycyclique. Notons que dans
ces conditions, en choisissant le paramètre mk = 0, le cumul des dommages devient linéaire
(l’amplitude de la déformation équivalente est constante pour chaque cycle, condition n° 5 pour
obtenir un cumul linéaire). En revanche, si le chargement est imposé en contrainte, toutes
autres conditions identiques, le cumul ne peut plus être linéaire puisque l’amplitude de la
déformation équivalente augmente sur chaque cycle, sous l’effet de l’endommagement.

Dans toute la suite de cette section, on considère un chargement cyclique uniaxial à deux
niveaux de charge de durée N1 et N2 cycles respectivement (comme dans la section I.3.2.1.5).
Les prévisions du modèle en terme de cumul des dommages, pour les trois moyennes étudiées,
seront comparées à la règle de Palmgreen-Miner.
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Impact de la moyenne évolutive sur le cumul des dommages

Dans un premier temps, la moyenne évolutive est considérée. Sa valeur ne dépendant d’au-
cun paramètre, le rôle du paramètre m est également étudié.

Le cas m = 0, pour lequel il n’y a pas d’effet de contrainte moyenne dans le modèle, permet
d’illustrer, que sous le cas de chargement choisi, avec toutes les restrictions énoncées précé-
demment, le cumul est bien linéaire (figure II.21). La durée de vie (nombre de cycles à rupture)
est déterminée par un critère en endommagement maximal. Les abscisses et ordonnées repré-
sentent les portions de vie relatives de chaque palier. Les durées de vie obtenues (en rouge)
se superposent avec la droite noire en pointillés représentant la règle de Miner, le cumul est
donc bien linéaire. Pour montrer l’influence de l’endommagement initial, le cas où le seuil d’en-
dommagement statique est inférieur à la déformation maximale appliqué est ajouté (en bleu).
Lorsque les niveaux de chargements sont croissants, le cumul est fortement non-linéaire. En
effet, lors du changement de palier, la relation d’endommagement statique est à nouveau uti-
lisée pour atteindre le haut niveau de chargement, ce qui entraîne la rupture du matériau
bien plus tôt que prévu, voire au cours de la montée en charge. En revanche pour des niveaux
de chargements décroissants, le cumul reste quasi-linéaire et l’endommagement initial a peu
d’influence (le matériau rompt légèrement plus tôt que pour un cumul linéaire).

FIGURE II.21 – Courbes de cumul des dommages obtenues avec la moyenne évolutive sur des
chargements cyclique à déformation imposée, R=0 et m = 0. La droite noire en pointillés repré-
sente un cumul linéaire. Les triangles N (resp. H) correspondent à des niveaux de charge crois-
sants (resp. décroissants), de durées de vie plus courtes (resp. longues) que la simple somme des
durées de vie.

L’impact de l’endommagement initial est donc loin d’être négligeable, puisqu’en plus de
s’activer lors de la première montée en charge, il l’est également lors du changement de niveau
bas-haut. Le critère en endommagement maximal est donc directement vérifié (la cinétique
statique est bien plus rapide qu’en fatigue).

Dans un second temps, l’intérêt se porte plus particulièrement sur la forme du cumul des
dommages observée avec la moyenne évolutive et sur l’impact que peut avoir le paramètre m.
La figure II.22 montre les courbes de cumul obtenues avec m = 0, 94 et m = 0, 5, en utilisant
la moyenne évolutive.
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FIGURE II.22 – Courbes de cumul des dommages obtenues avec la moyenne évolutive sur des
chargements cyclique à déformation imposée et R=0. La droite noire en pointillés représente un
cumul linéaire. Les triangles N (resp. H) correspondent à des niveaux de charge croissants (resp.
décroissants), de durées de vie plus courtes (resp. longues) que la simple somme des durées de
vie. Le graphe à gauche représentent l’évolution de la moyenne équivalente.

Le cumul obtenu est non-linéaire, et ce d’autant plus que le paramètre m est élevé. En ef-
fet, plus m est élevé, plus la déformation équivalente influe sur le seuil apparent de fatigue et
la cinétique d’endommagement. Ce paramètre pourrait donc également être identifié à l’aide
d’une campagne expérimentale sur le cumul des dommages. Les niveaux croissants (bas-haut)
ont des durées de vie plus courtes que des niveaux décroissants (haut-bas), ce qui est l’inverse
de l’effet observé pour les matériaux métalliques. Ce comportement est dû à l’inertie de la dé-
formation équivalente moyenne : pour des niveaux de contrainte décroissants, la moyenne est
sur-estimée après le changement de palier. Le seuil de fatigue apparent est donc sur-estimé
et l’endommagement est sous-estimé. Par conséquent, la durée de vie est plus longue qu’avec
un cumul linéaire des dommages (domaine au dessus de la courbe en pointillé sur la figure
II.22). Inversement, pour des niveaux croissants, la moyenne est sous-estimée, l’endommage-
ment sur-estimé et la durée de vie plus courte (domaine en dessous de la courbe en pointillé).
La formulation de la moyenne évolutive, de par son inertie, impose la forme (non-linéaire) du
cumul des dommages.

Impact des moyennes alternatives sur le cumul des dommages

Les deux moyennes alternatives proposées réduisent l’inertie de la moyenne. Le cumul
des dommages devrait donc être plus linéaire. Pour étudier l’influence des moyennes et du
paramètre p0, le paramètre m est identique pour toutes les simulations et fixé à m = 0.94.

La figure II.23 présente les courbes obtenues avec la moyenne exponentielle pour différents
paramètres p0.
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FIGURE II.23 – Courbes de cumul des dommages obtenues avec la moyenne exponentielle. La
droite en tirets noirs représente un cumul linéaire. Les triangles N (resp. H) correspondent à des
niveaux de charge croissants (resp. décroissants), de durées de vie plus longues (resp. courtes)
que la simple somme des durées de vie.

Il convient d’abord de remarquer que l’effet de contrainte moyenne est inversé par rapport
à la moyenne évolutive : les niveaux croissants (bas-haut) ont des durées de vie plus longues
que des niveaux décroissants (haut-bas). Malgré une réduction de l’inertie (notamment sur le
second niveau de chargement, le cumul des dommages reste non-linéaire.

Toutefois, l’inertie de la moyenne exponentielle durant le premier palier ralentit la ciné-
tique d’endommagement et introduit un biais dans le calcul du cumul des dommages, qui peut
être à l’origine de l’inversion de l’effet de cumul. On observe de plus que la forme des courbes
de cumul est linéaire. La valeur du paramètre p0 joue, de plus, un rôle du premier ordre sur
l’écart à la linéarité. Plus p0 est faible et plus le cumul est linéaire. Cette observation était
attendue au vu de l’influence de ce paramètre sur l’inertie de la moyenne.

La figure II.24 présente les courbes obtenues avec la moyenne mixte pour différents para-
mètres p0. Afin d’exacerber les écarts à la linéarité, un second graphe est ajouté, pour lequel
l’axe des ordonnées correspond à l’écart au cumul linéaire n2

Nr2
− (1 − n1

Nr1
), et non à la frac-

tion de durée de vie du second niveau de chargement n2
Nr2

. L’absence d’inertie de la moyenne
mixte permet d’obtenir trouver un comportement quasi-linéaire (règle de Miner applicable).
L’écart à la linéarité, constant quel que soit la fraction de durée de vie du premier niveau de
chargement, dépend de la valeur de p0. Pour de faibles valeurs de p0, la moyenne est considé-
rée instantanée, les pré-requis pour obtenir un cumul linéaire remplis et, par conséquent, le
cumul obtenu est considéré linéaire.
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FIGURE II.24 – Courbes de cumul des dommages et d’écart au cumul linéaire obtenues avec la
moyenne mixte. La courbe en tirets noirs représente un cumul linéaire. Les triangles N (resp. H)
correspondent à des niveaux de charge croissants (resp. décroissants).

Lorsque l’une ou l’autre de ces moyennes sont utilisées, le paramètre p0 permet d’obtenir
un cumul non-linéaire plus ou moins prononcé.

Le paramètre p0 permet de raccourcir l’historique du chargement pris en compte et donc
de régler l’inertie de la moyenne exponentielle (et de la moyenne mixte) et de fait donc com-
portement vis-à-vis du cumul des dommages. D’un point de vue pratique, il convient de se
demander la nature de ce paramètre : dépend-il du chargement, auquel cas il est nécessaire
de l’identifier pour chaque nouveau chargement, ou bien est-ce un paramètre matériau, pour
lequel il faudrait définir un protocole d’identification? Dans ces travaux de thèse, on postule
qu’il s’agit d’un paramètre matériau, qui peut être identifié au travers d’essais de cumul (il
détermine l’écart à la linéarité, comme l’illustre la figure II.23). Toutefois, le nombre d’éprou-
vettes à disposition ne nous a pas permis de mener une telle campagne expérimentale, qui
requiert au minimum une vingtaine d’essais, et qui reste complexe à mettre en place quelque
soit le matériau étudié.

II.5.5 Conclusions

Il a été vu dans la section I.3.2.1.5 que les matériaux composites présentent un cumul non-
linéaire des dommages au cours de chargements à plusieurs blocs. Les trois formulations de la
moyenne étudiées induisent une réponse différente du point du vue du cumul des dommages.
En utilisant la moyenne évolutive, le cumul est fortement non-linéaire puisque la moyenne
présente une très forte inertie lors de la transition entre les deux blocs de chargement. Les
chargements à deux niveaux de chargements croissants (de type bas-haut) présentent des
durées de vie plus courtes que les chargements réciproques (de type haut-bas). La moyenne
exponentielle présente, elle, un cumul non-linéaire d’effet inverse : un chargement de type
petite amplitude - grande amplitude est moins dommageable que la réciproque. La moyenne
mixte présente, quant à elle, un cumul quasi-linéaire. Il serait néanmoins intéressant de me-
ner une analyse de sensibilité plus poussée sur l’influence des différentes moyennes étudiées
sur le cumul des dommages, dans des situations représentatives des sollicitations réelles.

Toutefois, à l’heure actuelle, il est impossible de déterminer quelle formulation de la moyenne
est la plus pertinente. Ce choix doit reposer sur une campagne expérimentale dédiée. Une telle
campagne nécessitant un nombre élevé d’essais, elle n’a pas pu être entreprise dans ces tra-
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vaux de thèse. De plus, aucune étude sur le cumul des dommages n’a été recensée dans la
littérature sur des composites oxyde/oxyde.

Sur des chargements cycliques à faible rapports de charge, les trois formulations de la
moyenne donnent des résultats similaires. Dans la suite de cette étude, la moyenne privi-
légiée est la plus simple, à savoir la moyenne évolutive, comme proposée par Desmorat et
Angrand [Desmorat et al., 2015, Angrand, 2016], dans la mesure où elle n’introduit pas de
paramètre supplémentaire. Ce paramètre p0 utilisé dans les formulations exponentielles et
mixte est, de plus, difficile à identifier et induit des oscillations dans la réponse de la moyenne
qui peuvent affecter la cinétique d’endommagement. Ce choix a été également motivé par
sa réponse sur des chargements aléatoires répétés, représentatifs de chargements réels. Les
résultats de la moyenne évolutive sont satisfaisants et peu sensibles à la variation du charge-
ment dans chaque « cycle » du chargement (figure II.25). Il s’agit d’une propriété intéressante
pour l’intégration de la relation d’endommagement.

FIGURE II.25 – Évolution des trois formulations de la moyenne sur un chargement aléatoire
répété de vingt périodes.
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II.6 Critère de rupture
Dans l’optique de prévoir la tenue du matériau et ses propriétés résiduelles après fatigue,

le modèle doit être associé à un critère de rupture. Dans la littérature, plusieurs critères per-
mettant de déterminer le moment de la ruine sont recensés.

Le critère le plus simple consiste à arrêter le calcul une fois une valeur critique atteinte
par la contrainte ou la déformation [Berthelot, 2010], correspondant phénoménologiquement
à la première rupture de toron. La structure est alors considérée rompue instantanément.
Cette méthode est très facile à implémenter et est facilement généralisable aux chargements
multiaxiaux. Pour des chargements de fatigue de faible chargement, la structure est dimen-
sionnée par rapport à sa raideur. Ainsi un critère en rigidité effective minimale, directement
lié à l’endommagement, peut être pertinent.

Néanmoins, cette méthode ne permet pas de prendre en compte une potentielle influence de
l’endommagement sur la rupture des torons et donc de prévoir les résistances résiduelles. En
effet, l’endommagement matriciel, notamment en fatigue, affecte les reports de charge entre
les torons de fibres. Il peut alors y avoir des ruptures de torons de fibres prématurées, bien que
la déformation ou la contrainte à rupture des essais de traction monotone ne soit pas encore
atteinte. Ainsi, plusieurs auteurs ont proposé des critères de rupture de torons en contrainte
abattus en fonction du niveau d’endommagement [Hochard, 2012, Caous, 2017].

Un critère similaire est retenu dans ses travaux, exprimé cependant en déformation, valeur
mesurable au cours des essais. En effet, au cours de la campagne expérimentale menée dans
cette thèse, et présentée au chapitre III, une dépendance de la déformation à rupture a été ob-
servée au travers de l’analyse des essais de performances résiduelles et des essais statiques à
rupture. La déformation à rupture en traction semble dépendre du niveau d’endommagement
matriciel. Elle s’exprime, dans chaque direction des renforts (k = 1, 2) selon l’équation II.41.

ε̃rtkk = εrt0kk

(
〈drk − dk〉+

drk

)
(II.41)

Il s’agit d’un critère avec deux paramètres (εrt0kk et drk), représentant respectivement la défor-
mation à rupture en considérant un endommagement matriciel nul (dk = 0) et l’évolution du
critère de rupture avec l’endommagement. La déformation à rupture ε̃rtkk diminue donc linéai-
rement avec l’endommagement matriciel (figure II.26) et la présence des crochets de Macaulay
garantissent que sa valeur reste positive.

FIGURE II.26 – Schéma de principe de l’évolution de la déformation à rupture en fonction du
niveau d’endommagement matriciel.

Le critère peut donc être utilisé en post-traitement pour vérifier si le matériau a rompu.
Toutefois, pour le calcul de structure, il mène à sous-estimer la tenue de la structure lors-
qu’il est appliqué localement sur une structure avec des concentrations de contraintes. Une
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approche non-locale, basée sur un Volume Caractéristique de Rupture [Miot, 2009, Miot et al.,
2010] est alors à privilégier et sera présenté dans la seconde partie de cette thèse.
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II.7 Implémentation à l’échelle matériau
Le modèle est implémenté dans l’outil Onera-LdC-3D, développé à l’Onera. Il s’agit d’un

outil de Théorie Classique des Stratifiés étendue au non-linéaire. Il permet de déterminer le
comportement d’un élément de volume, quelque soit la stratification du composite considéré.
Cela permet donc de réaliser rapidement des comparaisons essais/calculs à l’échelle locale (des
points de Gauss), ce qui en fait un outil utile pour l’identification du modèle.

Schéma numérique général

Le formalisme de cet outil est très similaire à celui des éléments finis, de manière à faciliter
le transfert vers des codes de calcul de structure. Comme dans un code EF, ce logiciel assure
l’équilibre global d’un élément de volume et vérifie la relation de comportement locale. Les
deux résolutions sont effectuées séparément.

La relation de comportement, conformément aux logiciels EF, associe de façon explicite un
incrément de contrainte à un incrément de déformation donné. Le modèle a d’ailleurs été for-
mulé en déformation totale de façon à ce que la résolution locale soit explicite, donc facile à
implémenter et rapide. Le calcul des différentes grandeurs de la relation de comportement
dépend uniquement de la déformation (variable d’état) et des variables internes du pas précé-
dent. Les différentes étapes du calcul local ainsi que les équations associées sont rassemblées
dans la figure II.27, à l’intérieur du cadre en pointillés. En post-incrément, un test est mené
sur le critère de rupture pour vérifier s’il est rempli. Le cas échéant, le calcul est arrêté.

Garantir l’équilibre global de l’élément de volume revient à assurer la commande du char-
gement imposé. Ce dernier peut être piloté en déformation, en contrainte, ce qui est géné-
ralement le cas durant les essais mécaniques. Lorsqu’il est appliqué en déformation, la vé-
rification de l’équilibre est immédiate et la résolution est explicite. Au contraire, lorsque le
chargement est appliqué en contrainte, il faut vérifier que la contrainte calculée par la rela-
tion de comportement est identique à celle donnée en entrée par l’utilisateur. Un schéma de
résolution implicite est donc requis. Une méthode de Newton-Raphson est utilisée. La résolu-
tion du schéma implicite requiert le calcul de la matrice tangente cohérente, spécifique à la
relation de comportement appliquée.

La figure II.27 illustre le fonctionnement du logiciel dans les deux cas.
Il convient de remarquer que des simulations hors-axes sont également possibles. Un chan-

gement de repère, à l’aide de matrices de rotations, permet de passer du repère global de
l’éprouvette dans lequel est imposé le chargement, au repère local (directions principales du
matériau). Ce même procédé permet de prendre en compte l’orientation des plis.

Notons enfin que l’implémentation est identique pour des chargements statiques ou de
fatigue. La seule différence concerne l’activation ou non de la partie fatigue de la relation
d’endommagement.

Calcul de la matrice tangente cohérente

La vérification de l’équilibre global de l’élément de volume nécessite le calcul de la matrice
tangente cohérente, en particulier pour un chargement piloté en contrainte. Notons que les
codes de calcul par éléments finis avec un solveur implicite (Abaqus/Standard, Zebulon, Sam-
cef) utilisent une résolution implicite pour garantir l’équilibre global des structures. Cette
matrice est donc également nécessaire pour l’implémentation du modèle dans un code EF avec
solveur implicite.

La matrice tangente cohérente L peut se définir à l’aide de l’équation

L =
∂∆σ

∂∆ε
=
∂σ

∂ε
= Ceff − Ceff :

∂Seff

∂ε
: Ceff : ε− C0 :

∂εr

∂ε
. (II.42)
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FIGURE II.27 – Schéma de résolution du modèle en fonction du pilotage du chargement : en
déformation (gauche) ou en contrainte (droite). L’encadré en pointillé regroupe les étapes du
calcul de la relation de comportement.

Dans le modèle utilisé, cette matrice est calculée analytiquement au sein de la loi de com-
portement. Le calcul exact de cette matrice permet de garantir une vitesse de convergence
optimale. Dans un code de calcul de structure, le nombre d’itérations nécessaires à chaque
incrément est donc réduit, ce qui permet d’envisager des temps de calculs compatibles avec les
besoins industriels (particulièrement en fatigue où le nombre d’incréments est très élevé). Le
détail du calcul de l’équation (II.42) est donné en annexe C.

Pour s’assurer de la validité de son calcul et de son implémentation, la matrice tangente
analytique est comparée avec la matrice déterminée par perturbation numérique. Différents
cas-tests ont été définis pour vérifier le calcul de la matrice tangente cohérente, composante
par composante. Ils ont été choisis de façon à activer progressivement les différents méca-
nismes et paramètres du modèle. Ils sont au nombre de trente-neuf. Ainsi des chargements sta-
tiques de traction, de compression et de cisaillement monotones –potentiellement superposés–
dans et hors des directions principales du composite sont appliqués. Ensuite, pour chaque type
de sollicitation, des chargements de fatigue en déformation imposée, sont appliqués de façon
à vérifier qu’il n’y a pas d’endommagement créé durant les décharges et que l’endommage-
ment de fatigue se déclenche au bon moment. Par la suite, les mêmes chargements de fatigue
sont appliqués en contrainte imposée afin de s’assurer qu’à chaque cycle, l’endommagement
statique débute au bon moment.

Les différentes composantes, numériques et analytiques, sont comparées à l’aide d’un outil
Matlab interne de l’Onera, sur un élément de volume (figure II.28).

Notons que la matrice tangente cohérente du modèle est non-symétrique. Il est alors pos-
sible de rencontrer des instabilités dans le comportement du matériau, même si le compor-
tement n’est pas adoucissant, qui enfreignent le critère de stabilité ε̇T σ̇ > 0 et mènent à la
localisation de l’endommagement au cours de calculs de structure. Il est difficile de déterminer
dans quelles situations ce phénomène apparaît, néanmoins, cela peut être le cas lorsque l’effet
de l’endommagement est bien plus élevé en cisaillement que dans l’axe des fibres. Cette perte
de stabilité, ou d’unicité, est associée mathématiquement avec la perte du caractère défini-
positif de la matrice tangente cohérente L. Un critère permettant de détecter ces instabilités
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FIGURE II.28 – Exemple de comparaison des évolutions des composantes de la matrice tangente
pour un chargement de fatigue de 50 cycles avec de la traction (11) et du cisaillement plan (12).

est donnée par l’équation (II.43) [De Borst et al., 1993, De Borst et al., 2012, Forest and Lo-
rentz, 2004, Besson et al., 2010] :

det(L + LT ) = 0. (II.43)

Ce critère permet, à l’échelle de l’élément de volume, de s’assurer que le jeu de paramètres
choisi n’introduit pas de problèmes numériques. Au cours d’un calcul de structure, cela peut
permettre de vérifier que le calcul s’est déroulé comme escompté ou bien de détecter les insta-
bilités, pouvant entraîner des bifurcations de modes. Une étude plus approfondie de ce critère
est menée dans d’autres travaux de thèse à l’Onera [Germain, 2020].
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II.8 Conclusions
Les similitudes entre les mécanismes d’endommagement sous chargements statiques et de

fatigue permettent de considérer un modèle d’endommagement unifié qui rend compte des
dommages avec une unique variable d’endommagement pour chaque mécanisme d’endom-
magement. Le modèle proposé, nommé OḊM-Ox/Ox, est basé sur le modèle OḊM-CMO de
Angrand [Angrand, 2016]. Il rend compte de l’endommagement matriciel, des déformations
résiduelles et de la rupture des torons, à l’aide d’un critère en déformation maximale. La spé-
cificité de ce modèle réside dans le formalisme incrémental de sa relation d’endommagement
(ḋ = ...), lui permettant d’être appliqué à des chargements aléatoires. Cette équation décrit
l’évolution de l’endommagement au cours de sollicitations statiques et de fatigue à l’aide de
deux contributions, qui ne sont jamais actives en même temps. Ainsi le modèle rend compte
automatiquement de la différence de cinétique d’endommagement pour ces deux types de char-
gement. De plus, la relation d’endommagement prend en compte les phénomènes suivants :

— l’effet de la charge maximale, considéré comme le plus influent sur le comportement des
composites,

— l’effet de contrainte moyenne, permettant de rendre compte de l’évolution de la durée de
vie au cours de chargements de rapports de charge différents.

Ce dernier point est appliqué à l’aide d’une moyenne évolutive au sein de la relation d’en-
dommagement. Cette moyenne est très performante pour des chargements de fatigue cyclique
mais présente une forte inertie, inhérente à sa formulation, qui peut poser problème pour des
chargements à plusieurs niveaux. Pour y pallier, deux versions alternatives ont été considé-
rées. Cependant, sans campagne expérimentale dédiée, aucune conclusion ne peut être tirée
sur la formulation à adopter.

Ce modèle d’endommagement permet donc de déterminer la durée de vie et les perfor-
mances résiduelles de structures soumises à des chargements complexes, potentiellement
aléatoires et multiaxiaux.

Ce modèle est, de plus, aisé à implémenter. Le passage au calcul de structure est presque
immédiat puisque seule la relation de comportement est à intégrer à l’échelle locale d’un
code Éléments Finis. Les simulations sont rapides, grâce à l’intégration exacte et explicite de
chaque brique du modèle. Ainsi, chaque charge, ou décharge, peut être résolue en un unique in-
crément de temps. Toutefois, les modèles incrémentaux sont coûteux en temps de calcul, puis-
qu’ils décrivent l’intégralité du chargement, contrairement aux modèles de fatigue en nombre
de cycles. Une stratégie de calcul devra donc être considérée pour réaliser des simulations sur
structure à très grand nombre de cycles en des temps raisonnables pour les bureaux d’études
(cf. chapitre IV).

La prochaine étape consiste à identifier les cinquante-quatre paramètres plans du modèle
sur des cas-tests élémentaires et à voir dans quelle mesure les mécanismes insérés dans le
modèle expliquent les résultats expérimentaux. Pour cela, le prochain chapitre présente la
campagne expérimentale réalisée et propose un protocole d’identification des paramètres du
modèle.
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CHAPITRE III

ÉTUDE DU COMPORTEMENT DU
COMPOSITE OXYDE/OXYDE ÉTUDIÉ

ET IDENTIFICATION DES
PARAMÈTRES DU MODÈLE

L’objet de ce chapitre est en premier lieu de présenter le comportement
du matériau oxyde/oxyde étudié sous sollicitations statiques et de fa-
tigue et d’identifier les paramètres du modèle. La campagne expérimen-
tale mise en place est d’abord présentée, ainsi que les résultats obtenus.
Un protocole d’identification du modèle est ensuite proposé. Enfin, les
comparaisons essais/calculs effectuées seront présentées, afin d’évaluer
les capacités prédictives du modèle.
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CHAPITRE III. ÉTUDE DU COMPORTEMENT DU COMPOSITE OXYDE/OXYDE ÉTUDIÉ ET IDENTIFICATION DES
PARAMÈTRES DU MODÈLE

Ce chapitre est consacré à la campagne expérimentale sur éprouvettes élémentaires me-
née dans ces travaux de thèse. Son but n’est pas d’obtenir une caractérisation exhaustive
du comportement du matériau, mais d’identifier le modèle proposé, c’est-à-dire de trouver un
jeu de paramètres du modèle permettant de décrire au mieux le comportement du composite
oxyde/oxyde étudié. Le champ d’étude est alors restreint aux conditions d’application visées
par l’industriel : des structures minces sous sollicitations planes. La campagne expérimentale
se limite donc à des essais dans le plan. Les chargements appliqués sont quasi-statiques ou
de fatigue. Le domaine de fatigue est limité aux sollicitations de traction-traction (0 < R < 1).
Le matériau étant insensible à la température, jusqu’à environ 700°C [Ruggles-Wrenn and
Braun, 2008], l’ensemble de la campagne expérimentale est mené à température ambiante.

Le but des trois premières sections est de décrire les essais réalisés et l’instrumentation
associée pour caractériser le matériau. La matrice d’essais de caractérisation du matériau
peut être décomposée en trois parties : essais statiques, essais de fatigue et évaluation des
performances résiduelles.

III.1 Présentation de la campagne expérimentale quasi-
statique

III.1.1 Caractérisation du comportement statique

Le composite oxyde/oxyde étudié présente un comportement statique de traction qui, comme
présenté dans le chapitre I, se décompose en trois phases :

— comportement linéaire, tant que le seuil d’endommagement n’est pas dépassé ;
— comportement non-linéaire, au cours duquel le matériau s’endommage ;
— rupture du matériau due à la rupture des torons.

Les propriétés d’élasticité du matériau (modules de Young, coefficient de Poisson, module de ci-
saillement) sont déterminées durant la phase linéaire du comportement. La phase non-linéaire
du comportement, permet de déterminer la cinétique d’évolution des dommages et des défor-
mations résiduelles.

Le comportement statique des composites oxyde/oxyde a déjà fait l’objet d’un certain nombre
d’études. En particulier, dans [Ben Ramdane, 2014] puis dans [Guel, 2018, Broutelle, 2019],
les matériaux étudiés sont de composition voisine et de microstructures très proches du com-
posite étudié dans nos travaux. Toutefois, les bases de données d’essais disponibles n’ont pas
été pensées pour identifier un modèle, et ont été réalisées sur des nuances de matériau proches
mais différentes. Il a donc été nécessaire de réaliser des essais statiques sur éprouvettes
oxyde/oxyde permettant d’identifier le modèle pour différentes directions de chargement.

III.1.1.1 Instrumentation

Ces essais statiques ont été richement instrumentés pour bien suivre l’endommagement et
faciliter l’étape d’identification avec :

— de l’émission acoustique,
— de la corrélation d’images numériques,
— un extensomètre,
— le déplacement de la traverse,
— la force mesurée par la cellule d’effort.
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III.1.1.1.1 Émission Acoustique (EA)

L’émission acoustique est une technique permettant un suivi continu de l’évolution de l’en-
dommagement dans le volume de l’éprouvette. En effet, une onde acoustique est générée lors
de la création ou la propagation d’une fissure au sein du matériau. La signature acoustique
de ces événements, définie par différents descripteurs (énergie, amplitude, ...) [Godin et al.,
2004, Guel, 2018], permet de discriminer, dans une certaine mesure, les différents endomma-
gements intervenant au cours de l’essai. Cette technique permet donc de détecter l’apparition
des premiers dommages, correspondant aux premiers événements acoustiques détectés.

Lorsqu’un seul capteur est utilisé, le principal désavantage de cette technique est d’enre-
gistrer tous les signaux acoustiques, qu’ils proviennent de la zone utile de l’éprouvette ou de la
partie de l’échantillon prise dans les mors de la machine d’essai. L’utilisation de deux capteurs
permet de localiser la source de l’événement, si celui-ci a lieu entre les deux capteurs. Ainsi,
seuls les événements provenant de la zone utile peuvent être conservés.

Pour chaque éprouvette, deux capteurs Nano30 sont donc disposés de part et d’autre de la
zone utile. Une chaîne d’acquisition du groupe Mistras permet d’enregistrer en temps réel les
signaux émis dans le matériau. Les événements acoustiques sont filtrés à partir de 40 dB, de
façon à s’affranchir du bruit induit par la machine électro-mécanique Zwick de capacité 150kN
et d’enregistrer exclusivement les signaux des événements intervenant dans l’éprouvette lors
du chargement mécanique.

III.1.1.1.2 Corrélation d’Images Numériques (CIN)

La technique de CIN permet de mesurer les déplacements en surface d’une éprouvette à
l’aide d’images prises par des caméras à des instants successifs [Hild and Roux, 2006]. Les
images sont comparées à une image de référence, prise avant toute sollicitation. Les diffé-
rences entre l’image « déformée » et celle de référence permettent de déterminer le champ de
déplacement en surface de l’éprouvette dû au chargement mécanique. Pour améliorer la com-
paraison entre les images, il peut être utile de réaliser un mouchetis aléatoire sur la face
de l’éprouvette observée. Pour détecter d’éventuels déplacements hors-plan, un système de
stéréo-corrélation (3D) d’images est utilisé, à l’aide de deux caméras de résolution de 2000 ×
2000 pixels encodés sur 12 bits. Le traitement des images est réalisé à l’aide du logiciel com-
mercial VIC-3D.

Les déformations macroscopiques induites par le chargement mécanique sont ensuite dé-
duites à l’aide d’extensomètres virtuels, positionnés comme sur la figure V.6b (en couleurs les
extensomètres longitudinaux, en cercle noir un extensomètre transverse).

Une étude de convergence sur la taille des extensomètres virtuels a été menée sur l’essai
de traction incrémentale à 90°. Les résultats de cette étude (figure III.1) montrent que pour
des tailles d’extensomètre virtuel inférieures à 15 mm, les déformations mesurées oscillent
et s’écartent légèrement des mesures effectuées pour des tailles plus grandes. Cette valeur
critique est inférieure à la taille de l’extensomètre physique utilisé (25mm), ce qui renforce la
fiabilité des résultats de mesure obtenus. La taille des extensomètres virtuels utilisée dans la
suite est de 15 mm.

Notons dès à présent que pour des géométries plus complexes, la CIN présente l’avantage
de donner l’ensemble du champ de déplacement sur la zone observée, contrairement aux ex-
tensomètres ou aux jauges qui ne donnent que des informations ponctuelles.
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(a) (b)

FIGURE III.1 – Étude de convergence sur la taille de l’extensomètre virtuel :(a) position des
extensomètres virtuels : les longueurs considérées sont 5mm (bleu), 9mm (orange), 15mm (vert),
34mm (rouge) et 45mm (jaune) et (b) suivi de la déformation longitudinale durant un essai de
traction à 0°.

III.1.1.1.3 Microscope Électronique à Balayage (MEB)

Des micrographies post-mortem ont également été réalisées sur des essais menés à rupture,
avec diverses orientations (0°, 45° et 67,5°). Possédant un grossissement plus important qu’un
microscope optique, le MEB permet de visualiser les différents types de dommages, de petites
tailles, présents dans le matériau d’étude et illustrés sur la figure III.2 :

— fissuration matricielle, orientée par la microstructure (figure III.2a) ;

— fissuration matricielle intra-torons orthogonale (figure III.2b) ou parallèle aux fibres(figure
III.2c) ;

— décohésions entre la matrice et les torons de fibres (figure III.2d) ;

— délaminages et extractions de fibres (figure III.2e) ;

95



III.1. PRÉSENTATION DE LA CAMPAGNE EXPÉRIMENTALE QUASI-STATIQUE

FIGURE III.2 – Différents types de dommages observés au MEB, avec des grossissements allant
de 25 à 600.

III.1.1.2 Essais de caractérisation quasi-statique

Des essais préliminaires de traction monotone jusqu’à la rupture ont été réalisés à Safran
Ceramics sur des éprouvettes orientées à 0° et 45°. Ils permettent de déterminer les diffé-
rentes phases du comportement (linéaire et non-linéaire), ainsi que la déformation à rupture
du matériau. Cependant, aucune information sur l’évolution des déformations résiduelles n’est
accessible. C’est pourquoi les essais réalisés dans cette thèse possèdent des décharges intermé-
diaires avant rupture. Finalement, il suffit de trois essais de traction incrémentale (cf. section
I.3.1), menés à rupture sur des éprouvettes orientées à 0° (direction des chaînes), 90° (direc-
tion des trames) et hors-axes à 45° pour déterminer l’ensemble du comportement statique. Les
paliers de chargement ont été fixés à 25%, 50% et 75% de la force à rupture constatée sur les
essais réalisés préalablement par Safran Ceramics.

Ces essais ont été réalisés à l’Onera sur une machine électromécanique Zwick, de capacité
maximale 150 kN. Ils sont pilotés en déplacement à une vitesse de 0,1 mm/min. Les éprou-
vettes testées ont été fournies et dimensionnées par Safran Ceramics. Leur géométrie, en
forme d’haltère, a été choisie de façon à ce que la rupture soit localisée dans la zone utile de
l’éprouvette. La largeur de l’éprouvette est supérieure à la taille d’un VER. Cette géométrie
est commune à tous les essais statiques réalisés dans cette thèse (figure III.3).

Pour pouvoir comparer les résultats d’essais avec les prévisions du modèle, il est néces-
saire de connaître la contrainte vraie appliquée au matériau, et donc la section efficace de
l’éprouvette en zone utile. Celle-ci est alors mesurée à l’aide d’un micromètre, en trois points
différents de mesure.

Pour suivre l’évolution du comportement du matériau, les essais ont été multi-instrumentés
avec les moyens de mesure précédemment présentés. La figure III.4 montre le montage expé-
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FIGURE III.3 – Dimensions en millimiètres des éprouvettes haltères utilisées au cours de cette
étude

rimental mis en place à l’Onera. Les informations à extraire des essais au travers des moyens
de mesure utilisés sont listés ci-dessous :

FIGURE III.4 – Montage utilisé pour les essais statiques de traction incrémentale

Propriétés d’élasticité : Pour déterminer les propriétés d’élasticité du matériau, mesurables
sur la partie linéaire des courbes contrainte-déformation (cf. figure I.12), il est nécessaire
d’avoir accès aux contraintes et aux déformations du matériau.
Si les contraintes s’obtiennent directement à partir de la force machine et de la section
de l’éprouvette, il est en revanche nécessaire d’utiliser un moyen de mesure dédié pour
suivre l’évolution de la déformation, avec des niveaux de déformation faibles. Les essais
ont donc été instrumentés avec un extensomètre Schenk de zone utile 25 mm, mesurant
le déplacement longitudinal et permettant de calculer la déformation dans la direction
de la sollicitation. Un suivi de l’essai par Corrélation d’Images Numériques (CIN) est
également mis en place afin d’être en mesure de déterminer l’évolution des déformations
transverses et de confirmer la mesure des déformations longitudinales.

Déformations résiduelles : Pour déterminer l’évolution des déformations résiduelles, un
suivi des déformations est également nécessaire. Les informations issues à la fois de
l’extensomètre et de la CIN sont utilisées pour extraire les informations voulues dans
les directions longitudinale et transverse respectivement. Les déformations résiduelles
sont obtenues par la mesure de la déformation à contrainte nulle (à la fin des décharges).
Notons cependant que ces déformations sont très faibles pour les essais dans les axes ma-
tériau, les mesures sont donc à considérer avec précaution. En particulier, la mesure des
déformations résiduelles transverses réalisée uniquement à partir des résultats de CIN,
au cours des essais dans les axes des renforts notamment, peut parfois être du même
ordre de grandeur que le bruit de mesure de la CIN. Ce dernier, de l’ordre de 0.005% en
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déformation, est déterminé à l’aide des premières images de l’essai, prises avant l’appli-
cation de l’effort.

Seuil d’endommagement statique : Les seuils d’endommagement statique dans les sens
chaîne, trame et en cisaillement plan sont déterminés à l’aide d’essais statiques réalisés
sur des éprouvettes orientées respectivement à 0°, 90° et 45°. Ces seuils correspondent
à la valeur de la déformation à partir de laquelle le comportement devient non-linéaire
(inflexion de la courbe contrainte/déformation), sous l’influence des dommages matriciels.
Ces déformations sont très faibles pour les composites oxyde/oxyde et sont donc difficile-
ment mesurables avec précision.
Pour augmenter la confiance en cette mesure, un suivi acoustique est également mené au
cours des essais. Le seuil d’endommagement correspond à la déformation à partir de la-
quelle les premiers événements acoustiques sont répertoriés ou, de façon équivalente, au
moment où la courbe d’énergie acoustique cumulée commence à augmenter notablement.

Cinétique d’endommagement statique : En vue de suivre l’évolution des endommagements
au cours du chargement, plusieurs méthodes peuvent être appliquées.
D’une part, le suivi acoustique de l’essai permet d’évaluer l’évolution de l’endommage-
ment au sein du matériau, a minima qualitativement. Par exemple, le suivi de l’endom-
magement peut être associé à l’évolution de la courbe d’énergie cumulée acoustique. Les
différents types d’endommagement peuvent également être déterminés à partir de leur
signature acoustique (amplitude, énergie, durée, vitesse), en utilisant des méthodes de
clusterisation [Godin et al., 2004, Guel, 2018].
D’autre part, la CIN peut également être utilisée pour détecter des endommagements
surfaciques au cours d’un essai. Les cartes d’erreur de corrélation permettent de sur-
veiller d’éventuelles décorrélations du champ de déplacement, pouvant être induites par
une fissure.Toutefois, étant donné la taille des endommagements diffus (quelques micro-
mètres), cette instrumentation n’a pas permis de détecter directement les fissures. De
plus, cette technique ne permet pas de suivre l’endommagement au cœur du matériau.
Il faudrait pour cela réaliser des essais interrompus avec passage au tomographe à dif-
férents stades de l’endommagement ou bien réaliser directement l’essai in-situ. La taille
des endommagements étant faible, la résolution des tomographies doit être très faible (de
l’ordre de quelques micromètres).
Enfin, un suivi optique au microscope sur la tranche de l’éprouvette peut être réalisé au
cours des essais de traction incrémentale : à chaque pic de chargement, un maintien en
charge est tenu et le microscope balaye la tranche de l’éprouvette. Les images sont ensuite
assemblées et comparées à l’état initial (voir figure III.5a). Le matériau ne présentant
pas de phénomènes dissipatifs, on suppose que les temps de maintien n’influencent ni
le comportement ni la tenue du matériau, malgré une dérive de la force. Cette méthode
n’a néanmoins permis de détecter aucune nouvelle fissure. Ceci peut être dû à leur très
petite taille, ou au fait qu’elles n’atteignent pas le bord de l’éprouvette. Pour le vérifier,
certaines éprouvettes ont donc été polies et passées au MEB post-mortem. Les différents
types d’endommagement ont ainsi été observés : fissuration matricielle orientée par la
microstructure, rupture de fibre, extraction de fibres. La figure III.5b montre la zone de
rupture observée au MEB.

Rupture : Enfin, la rupture de l’éprouvette est caractérisée par la déformation et la contrainte
à rupture, mesurés respectivement à partir des données de l’extensomètre et de la cellule
de force de la machine. Le faciès de rupture est également observé, au microscope et au
MEB, de façon à s’assurer qu’il est cohérent avec le scénario d’endommagement. Le méca-
nisme prépondérant est la rupture de torons de fibres, malgré la présence de délaminages
et de fissuration matricielle.
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(a) (b)

FIGURE III.5 – Méthode de suivi de l’endommagement au microscope. (a) Courbe de force appli-
quée en fonction du temps avec des paliers de chargements pour balayer le chant de l’éprouvette
et acquérir des images au microscope optique. Des images reconstruites de la zone de rupture
sont présentes à l’état initial et à l’état rompu. (b) Image MEB post-mortem de la zone de rup-
ture.

Le but de cette campagne n’étant pas d’obtenir une description fine des mécanismes d’en-
dommagement, mais simplement de déterminer le comportement statique du matériau, ces es-
sais de traction incrémentale n’ont pas été répétés. Des informations complémentaires ont été
apportées par la thèse de N. Guel [Guel, 2018], menée en parallèle, qui avait pour but d’analy-
ser finement le comportement mécanique des composites oxyde/oxyde sous chargements sta-
tiques.

III.1.1.3 Essais de validation

Si ces trois essais de traction incrémentale suffisent à identifier le comportement du ma-
tériau, et a fortiori à effectuer l’identification des paramètres du modèle statique, des essais
complémentaires ont été réalisés pour valider le jeu de paramètres ainsi identifié. Ainsi des
essais de traction incrémentale ont été réalisés hors des axes principaux du matériau, sur la
même géométrie d’éprouvette, mais cette fois orientées à 22,5° et 67,5°. La même instrumen-
tation que précédemment a été utilisée.

De plus, un essai de traction incrémentale a également été réalisé à Safran Ceramics sur
un stratifié quasi-isotrope d’empilement [0/45/90/− 45]s. En effet, cette stratification est sans
doute plus représentative des empilements choisis pour l’application finale industrielle. Cette
stratification permet également de vérifier que le modèle prend bien en compte les reports de
charge entre les différents plis, dus aux endommagements. Toutefois, cet essai a été réalisé
trop tardivement pour être pris en compte dans ces travaux de thèse.

III.1.1.4 Synthèse des essais réalisés

LEs tableaux III.1 et III.2 synthétisent les essais menés, l’instrumentation associée ainsi
que les coefficients à identifier.
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Éprouvette Chargement Instrumentation Paramètres
identifiables
(cf. chapitre II)

151-0-Rep1 traction monotone à 0° EX (extensomètre) E1, ε0s
1 , Ss1, ss1, h11,

d∞1

3211-0-Rep1 traction incrémentale à 0° EX, EA, CIN, MEB E1, ν12, ε0s
1 , Ss1, ss1,

h11, χ1, r1, d∞1

3211-0-Rep2 traction incrémentale à 0° EA, CIN E1, ν12, ε0s
1 , Ss1, ss1,

h11, χ1, r1, d∞1

3211-90-Rep1 traction incrémentale à 90° EX, EA, CIN, MEB E2, ε0s
2 , Ss2, ss2, h22,

χ2, r2, d∞2

3211-45-Rep1 traction incrémentale à 45° EX, EA, CIN, MEB G12, ε0s
12, hd1

66, hd2
66

3214-19 traction incrémentale à 45° EX G12, ε0s
12, hd1

66, hd2
66

3214-20 traction monotone à 45° EX G12, ε0s
12, hd1

66, hd2
66

3214-21 traction monotone à 45° EX G12, ε0s
12, hd1

66, hd2
66

TABLE III.1 – Liste des essais statiques réalisés pour caractériser et identifier le matériau.

Éprouvette Chargement Instrumentation Paramètres
identifiables
(cf. chapitre II)

3211-22.5-Rep1 traction incrémentale à 22,5° EX, EA, CIN, MEB hd1
66, hd2

66

3211-67.5-Rep1 traction incrémentale à 67,5° EX, EA, CIN, MEB hd1
66, hd2

66

QI traction incrémentale à 0° EX, EA, CIN -

TABLE III.2 – Liste des essais statiques de validation.

III.1.2 Résultats des essais statiques

III.1.2.1 Comportement dans l’axe des torons de fibres

Les figures III.6 et III.7 présentent le comportement du matériau au cours des essais de
traction incrémentale à 0° (éprouvette 3211-0-Rep1) et 90°(éprouvette 3211-90-Rep1), respec-
tivement. Les essais ont été interrompus après les premières ruptures de torons de fibres
faisant chuter brutalement la force appliquée.

Dans les deux directions de renforts, quatre phases de comportement sont remarquables,
conformément au scénario d’endommagement présenté dans le chapitre I :

— une phase élastique, trop réduite pour être clairement visible sur les figures III.6a et
III.7a. Elle est délimitée par le seuil d’endommagement statique. Ce dernier est détec-
table par l’inflexion de la courbe d’endommagement, peu prononcée sur les courbes obte-
nues. Il est donc déterminé à l’aide de l’émission acoustique. Les premiers événements
localisés se situent aux alentours de 8% de la déformation à rupture, et sont cohérents
avec l’évolution de la courbe contrainte/déformation.

— une phase d’endommagement matriciel, caractérisée par une activité acoustique très
faible, jusqu’à environ 35% de la déformation à rupture. Les dommages subis sont vrai-
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(a) (b)

FIGURE III.6 – Résultats de l’essai de traction incrémentale à 0° sur l’éprouvette 3211-0-Rep1.
(a) courbe de comportement et évolution de l’énergie acoustique cumulée. (b) Images et micro-
scopies de la zone de rupture.

(a) (b)

FIGURE III.7 – Résultats de l’essai de traction incrémentale à 90° sur l’éprouvette 3211-90-
Rep1. (a) courbe de comportement et évolution de l’énergie acoustique cumulée. (b) Images et
microscopies de la zone de rupture.

semblablement dus à l’ouverture des fissures de retrait, à des micro-fissurations matri-
cielles ainsi qu’à des décohésions fibres/matrice. Le comportement macroscopique reste
toutefois quasiment linéaire.

— une phase d’endommagement avec une nette augmentation de l’énergie des événements
acoustiques, a priori dus à de la fissuration matricielle mais surtout à de l’endommage-
ment hors-plan (délaminage).

— une phase de rupture, détectable à la cassure de la courbe d’énergie acoustique cumulée.
Les événements sont reliés à la rupture des torons de fibres.
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Par ailleurs, il convient de remarquer que les décharges sont caractérisées, sur la courbe
d’énergie acoustique cumulée, par un nombre négligeable d’événements détectés. Le maté-
riau ne s’endommage donc pas au cours des décharges, corroborant ainsi l’hypothèse émise
dans la formulation de la relation d’endommagement (parties positives de l’équation II.23).

Pour ces deux essais, la rupture a eu lieu en sortie des congés de raccordement (figures
III.6b et III.7b). Une rupture en zone utile pourrait possiblement être atteinte avec un meilleur
alignement des mors.

Par ailleurs, un gonflement important est observé au niveau de la zone de rupture. Il s’agit
d’un mécanisme d’endommagement hors-plan de type délaminage entre les plis tissés 2D, qui
n’est pas pris en compte dans le modèle. En effet, dans les conditions de service de l’application
envisagée, ce mode d’endommagement n’est pas censé s’activer (les contraintes étant faibles,
seules les deux premières phases de la courbe de comportement sont observées).

Les observations post-mortem au MEB ont montré un fort taux d’extraction de fibres dans
la zone de rupture. Guel [Guel, 2018] et Broutelle [Broutelle, 2019] ont également observé un
faciès de rupture très accidenté après des essais de traction quasi-statiques menées à rupture
complète de l’éprouvette. Ces extractions de fibres témoignent du caractère endommageable
du matériau, lié à la microporosité de sa matrice.

FIGURE III.8 – Comparaison des courbes de
comportement dans l’axe des torons de fibres.
Les valeurs sont normalisées par rapport aux
déformation et contrainte à rupture de l’éprou-
vette 3211-0-Rep1.

FIGURE III.9 – Evolution des déforma-
tions résiduelles pour les essais à 0° et 90°.
Les valeurs sont normalisées par rapport
à la déformation à rupture de l’éprouvette
3211-0-Rep1.

La figure III.8 superpose les courbes de comportement obtenues lors des différents essais
réalisés dans l’axe des renforts, que ce soit à l’Onera ou à Safran Ceramics. Les résultats
présentent un bon accord entre eux, avec une faible dispersion. Le comportement dans la
direction des torons de chaînes est très proche de celui dans la direction des torons de trames.
C’est un résultat attendu puisque le tissu étudié est équilibré.

La figure III.9 montre l’évolution des déformations résiduelles, relevées à chaque retour
à contrainte nulle, au cours des essais de traction incrémentales. À première vue, cette évo-
lution semble suivre une loi puissance, alors que le modèle impose une équation d’évolution
exponentielle. Il faut cependant noter que les valeurs de ces déformations résiduelles restent
faibles (inférieures à 6 % de la déformation à rupture). Il sera alors nécessaire de confirmer
cette tendance par des essais supplémentaires avant de modifier le modèle.

L’essai 3211-0-Rep2 comporte des passages en compression après les décharges, en vue
d’obtenir des informations sur la refermeture des fissures. Toutefois, une perte d’asservisse-
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ment de la machine pendant les passages en compression ne nous a pas permis d’observer ce
phénomène. Il serait néanmoins intéressant de mener cette étude dans une direction hors-axe
où les déformations résiduelles sont plus élevées, le matériau étant plus souple hors des axes
des renforts.

III.1.2.2 Comportement hors-axes

La figure III.10 présente les résultats des essais de traction sur les éprouvettes orientées
à 22,5° et 67,5°. D’ores et déjà, il est possible d’affirmer que le comportement est notablement
plus non-linéaire pour des sollicitations hors-axes que dans l’axe des fibres. L’évolution des
endommagements au cours des tractions incrémentales est très marquée, visible sur la figure
III.10a au travers de la baisse de module au cours des décharges. Ceci s’explique principale-
ment du fait que la matrice, qui est ici fortement sollicitée, a une propension à s’endommager
plus grande que les fibres, à cause de sa microporosité. Ce type de chargement hors-axe génère
dans le repère matériau de la traction et du cisaillement.

La rupture des éprouvettes est également moins brutale, comme en témoigne la présence
d’un court plateau à contrainte maximale, suivi d’un comportement adoucissant dû aux rup-
tures progressives des torons de fibres.

Il convient également de remarquer que, contrairement aux essais réalisés dans l’axe des
torons de fibres, le comportement des éprouvettes 3211-22.5-Rep1 et 3211-67.5-Rep1, orien-
tées respectivement à 22,5° et 67,5°, est sensiblement différent. C’est pourquoi une partie des
paramètres du modèle sera différente dans les directions chaîne et trame.

Le matériau se déforme donc plus pour des sollicitations hors-axes et les boucles d’hysté-
rèses sont plus ouvertes. Les déformations étant plus grandes, leur mesure est alors plus aisée
et fiable. L’évolution des déformations résiduelles, tracée sur la figure III.10b, est alors un peu
plus marquée. Une progression nette dans le sens longitudinal, suivant une loi polynomiale,
est reconnaissable. Cependant, dans le sens transverse, où les déformations résiduelles sont
faibles, aucune tendance n’est facilement identifiable.

(a) (b)

FIGURE III.10 – Résultats des essais de traction incrémentale à 22.5° (rouge) et 67.5° (bleu) :
(a) courbes de comportement et (b) évolutions des déformations résiduelles en fonction du char-
gement. Les valeurs sont normalisées par rapport aux déformation et contrainte à rupture de
l’éprouvette 3211-0-Rep1.

La figure III.11b superpose l’ensemble des courbes contraintes-déformations des essais réa-
lisés sur des éprouvettes orientées à 45°. Ces essais sont représentatifs localement d’un char-
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gement de cisaillement. La contrainte à rupture de l’essai 3211-45-Rep1, réalisé à l’Onera, est
notablement plus faible que celles des essais réalisés à Safran Ceramics (éprouvettes 3214).
Les résultats obtenus sont cependant cohérents avec les essais hors-axe réalisés dans la thèse
de Broutelle [Broutelle, 2019]. Cela pourrait être dû à la stratification des éprouvettes (alter-
nance de plis à 0° et 90° ou uniquement des plis à 0°), différentes entre les essais réalisés à
l’Onera et à Safran Ceramics.

(a) (b)

FIGURE III.11 – Courbes de comportement des éprouvettes orientées à 45° : (a) essai de trac-
tion incrémentale réalisé pendant cette thèse et (b) comparaison avec les essais réalisés chez
l’industriel. Les valeurs sont normalisées par rapport à la déformation et à la contrainte, res-
pectivement, à rupture de l’essai 3211-0-Rep1.

Enfin, la figure III.12 montre les faciès de rupture obtenus au cours des essais statiques
hors-axes. Il est à noter que les ruptures sont intervenues dans la zone utile des éprouvettes,
loin du congé de raccordement.

FIGURE III.12 – Images des zones de rupture des essais de traction incrémentale hors-axes.
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III.2 Présentation de la campagne expérimentale de
fatigue

III.2.1 Caractérisation du comportement de fatigue

Il existe nettement moins d’études dans la littérature sur le comportement en fatigue
des composites oxyde/oxyde à température ambiante que sur leur comportement statique. Il
semble cependant que ces matériaux soient relativement peu sensibles à la fatigue, le mo-
dule de fatigue évoluant peu et principalement durant les premiers cycles [Zawada et al.,
2003, Ruggles-Wrenn et al., 2008a, Mall and Ahn, 2012].

Deux informations sont critiques pour identifier le modèle :

— Le seuil d’endommagement en fatigue (ou limite de fatigue), c’est-à-dire la déformation à
partir de laquelle le matériau va s’endommager sous chargement répété. Cette valeur est
généralement inférieure au seuil d’endommagement statique ;

— La cinétique d’endommagement en fatigue. Elle est soumise à l’influence de la contrainte
maximale et de la contrainte moyenne. Elle est déterminée à l’aide du suivi du module
effectif durant les essais de fatigue.

III.2.1.1 Dispositif expérimental

Les essais ont été réalisés sur deux machines de fatigue différentes. Dans un premier
temps, une machine hydraulique MTS 810 de capacité 100 kN à mors hydrauliques a été
utilisée (figure III.13a). Suite à l’achat d’une nouvelle machine dédiée à l’étude des matériaux
composites en fatigue, la campagne expérimentale s’est poursuivie sur une machine hydrau-
lique INSTRON 8802 de capacité 100 kN (figure III.13b), à mors hydrauliques également.

Les essais de fatigue sont pilotés en force. Tous les essais sont interrompus après un million
de cycles, pour des raisons de temps d’utilisation des machines. Le matériau étant considéré
insensible à la fréquence, les essais ont tous été réalisés à une fréquence de 5Hz. Notons que
contrairement aux CMO, la température n’a pas d’influence sur les propriétés du matériau
(<700°C [Ruggles-Wrenn and Braun, 2008]). Par conséquent, les essais peuvent être réalisés
sans système de refroidissement. De plus, à de telles vitesses de chargement, la fréquence
d’acquisition des moyens de mesures utilisés pour des chargements quasi-statiques est trop
faible. Une stratégie d’instrumentation spécifique à la fatigue est donc mise en œuvre.

III.2.1.2 Instrumentation en fatigue

III.2.1.2.1 Émission Acoustique

Pour détecter le seuil d’endommagement de fatigue et suivre l’évolution de l’endommage-
ment au cours de l’essai, les éprouvettes ont été instrumentées avec des capteurs d’émission
acoustique.

Les machines de fatigue sont des machines hydrauliques, plus bruyantes que la machine
électromécanique Zwick utilisée pour les chargements statiques. Le seuil de filtrage est donc
plus élevé que celui utilisé lors des essais statiques, ce qui rend la détection du seuil de fatigue
plus difficile, d’autant plus que ce dernier est supposé plus faible que le seuil statique.

De plus, avec la répétition des cycles de chargement, le volume de données du suivi acous-
tique peut devenir rapidement très important. Pour des raisons d’encombrement sur la ma-
chine INSTRON, dû aux différents moyens de mesure utilisés, seul un capteur d’émission
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(a) (b)

FIGURE III.13 – Machines (a) MTS et (b) INSTRON utilisées pour les essais de fatigue.

acoustique a pu être placé, empêchant de localiser les événements acoustiques. Toutes les
sources ont donc été considérées pour le traitement des données acoustiques.

Afin de déterminer plus précisément quels sont les types d’endommagements rencontrés
au cours des essais de fatigue, il pourrait être intéressant d’appliquer une méthode de clus-
terisation des signaux acoustiques, similaire aux travaux de Guel sur des chargements sta-
tiques [Guel, 2018]. Cette étude n’a toutefois pas été menée dans ces travaux.

III.2.1.2.2 Extensomètre

Pour suivre l’évolution de la déformation au cours de l’essai et obtenir celle du module par
post-traitement, un extensomètre est positionné sur la partie utile de l’éprouvette. L’extenso-
mètre utilisé pour les essais statiques a cependant une fréquence d’acquisition trop lente pour
suivre correctement le signal en fatigue. Au cours des essais réalisés sur la machine MTS,
un extensomètre de base 10 mm, de fréquence d’acquisition plus haute (5 Hz), a donc été uti-
lisé. L’étude de convergence sur la taille de l’extensomètre virtuel au cours d’un essai statique
(figure III.1) nous met cependant en garde quant à la fiabilité des résultats pour des tailles
d’extensomètres inférieures à 15 mm.

Par la suite, l’Onera a fait l’acquisition d’un nouvel extensomètre INSTRON base 25 mm de
fréquence 5Hz, pour être en mesure de suivre la déformation en fatigue (à 5 Hz) sur la nouvelle
machine INSTRON. La question de la cohérence des résultats de mesure des extensomètres
entre eux s’est alors posée et sera discutée plus tard dans ce chapitre.

III.2.1.2.3 Corrélation d’Images Numériques

La CIN est le seul moyen de mesure capable d’obtenir le champ de déplacement, pour des
structures plus complexes que des éprouvettes lisses. Elle est donc utilisée sur certains es-
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sais en fatigue pour suivre l’évolution des déformations longitudinales et transverses, à l’aide
d’extensomètres virtuels de longueurs 25 mm et 10 mm respectivement. Les caméras sont
identiques à celles utilisées en statique mais le suivi est limité par la capacité d’acquisition de
la caméra, ainsi que par le nombre d’images à traiter (mémoire).

Une réflexion sur le chargement à appliquer a donc été menée afin qu’il soit compatible
avec l’utilisation de ce moyen de mesure. Lorsque la CIN est utilisée, le chargement est donc
constitué d’une alternance de cycles lents, dédiés à la mesure, et de cycles rapides. L’acquisi-
tion des images a été synchronisée avec les cycles lents du chargement. Les cycles lents sont
toujours réalisés par paire, de façon à obtenir au minimum une décharge et une charge com-
plètes (soit un cycle complet), nécessaires à une estimation correcte du module effectif. Les
cycles lents forment un signal triangulaire, de vitesse de charge 20 MPa/s, de façon à enregis-
trer une quinzaine d’images par cycle. Le rapport de charge des cycles lents est nul (R = 0),
pour être en mesure de suivre l’évolution des déformations résiduelles au cours du charge-
ment. Les cycles rapides, quant à eux, ont un signal sinusoïdal de rapport de charge fixé par
l’utilisateur.

Le nombre de cycles rapides entre chaque paire de cycles lents augmente au cours de l’essai,
de façon à avoir un suivi, quasi-logarithmique, de l’évolution du module effectif. Le tableau
III.3 explicite l’évolution du nombre de cycles rapides. La première ligne se lit de la manière
suivante : "Entre les cycles 1 et 200, 20 paquets de 8 cycles rapides sont chacun entrecoupés
de 2 cycles lents".

Nombre de cycles
rapides par paquets

Nombre de paquets
de cycles rapides

Cycle de début N1 Cycle de fin N2

8 20 1 200
48 16 200 1 000
98 10 1 000 2 000

498 16 2 000 10 000
998 40 10 000 50 000

9 998 15 50 000 200 000
48 998 16 200 000 1 000 000

TABLE III.3 – Espacement des cycles lents au cours d’un chargement de fatigue d’un million de
cycles.

Ce type de chargement a pu être considéré puisque l’effet des changements de fréquence
sur le comportement et sur la durée de vie est négligé, le nombre de cycles lents restant très
faible par rapport au nombre total de cycles effectués.

Lorsque l’essai est instrumenté avec de la CIN, le module effectif est uniquement déterminé
pendant les cycles lents, puisque l’acquisition des images est restreinte à ces cycles, et en
particulier lors de la décharge du premier cycle lent. La déformation est alors mesurée à l’aide
d’extensomètres virtuels sur les champs de déplacements. La valeur de la contrainte est issue
de la force mesurée par la cellule d’effort et de la section vraie mesurée sur l’éprouvette. Notons
que les valeurs du module effectif calculées à partir des valeurs de la déformation issues de la
CIN sont plus bruitées que celles issues de l’extensomètre.

III.2.1.3 Essais de caractérisation

La géométrie des éprouvettes est identique à celle des éprouvettes testées en statique.
Comme précédemment, l’épaisseur des éprouvettes est mesurée afin d’avoir accès à la contrainte
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vraie en zone utile. Le nombre d’éprouvettes fournies par Safran Ceramics dans le cadre de
cette thèse est cependant restreint par rapport à l’ensemble des phénomènes à observer. Ainsi,
le choix a été fait dans cette campagne expérimentale de ne pas opérer de redondance dans
les essais, afin de couvrir le plus de configurations possibles. Il s’agit d’une décision impor-
tante, puisqu’il est de fait impossible de prendre en compte la dispersion expérimentale due
aux machines, à l’instrumentation utilisée et à la variabilité matériau. En conséquence, il
est à craindre que certaines grandeurs issues des essais soient incohérentes entre elles. Par
exemple, les modules initiaux des essais de fatigue, après la première montée en charge, sont
parfois incohérents avec les essais statiques, les extensomètres utilisés étant différents.

Chaque essai est instrumenté au minimum avec un extensomètre et des capteurs d’émis-
sion acoustique. La CIN est parfois ajoutée, en complément de l’extensomètre, afin de mesurer
les déformations longitudinales et transverses (comme précisé dans les tableaux III.4 et III.5).

Seuil d’endommagement en fatigue

Pour déterminer le seuil d’endommagement de fatigue, aussi appelé limite de fatigue, la
méthode classique consiste à réaliser plusieurs essais de fatigue cyclique à des contraintes
inférieures au seuil d’endommagement statique. En général, chaque essai successif est réalisé
à une contrainte maximale inférieure au précédent, jusqu’à identifier le niveau de contrainte
pour lequel aucun endommagement n’est créé pour une durée de vie donnée. Ce niveau de
contrainte correspond à la limite d’endurance. On peut également encadrer au plus près la
valeur du seuil en procédant par dichotomie [Renard, 2010].

Toutefois, au vu du nombre réduit d’éprouvettes à notre disposition, des essais spécifiques
ont été réalisés dans cette thèse, pour déterminer rapidement le seuil d’endommagement de
fatigue du matériau avec peu d’échantillons. Ils sont inspirés des essais Locati [Bonnet et al.,
2016, Rabbe et al., 2000, Dengel and Harig, 1980], qui se basent sur l’hypothèse de cumul
linéaire des dommages pour estimer rapidement la limite d’endurance avec un nombre réduit
d’éprouvettes. Durant un essai Locati, l’éprouvette est soumise à des paliers de chargement
croissants jusqu’à défaillance. L’écart entre les paliers et le nombre de cycles à chaque ni-
veau restent constants. Le rapport de charge est fixe tout au long de l’essai (figure III.14).
Les essais Locati réalisés comportent sept paliers de chargement, exprimés en fonction de la
force à rupture en traction (UTS), à 5,4% UTS, 7,2% UTS, 9% UTS, 10,8% UTS, 12,6% UTS,
14,4% UTS et 16,2% UTS. Les paliers sont distants de 5 MPa et comprennent chacun 50 000
cycles. La limite d’endurance apparente à 50 000 cycles est donc déterminée à 5 MPa près.
La gamme de chargement comprend le seuil d’endommagement statique, déterminé au cours
des essais statiques et estimé à environ 8% UTS. Le rapport de charge est non-nul, de façon à
éviter les passages en compression et les glissements dans le montage. La limite d’endurance
est identifiée par l’apparition d’une non-linéarité dans la courbe de comportement –ou dans
l’évolution du module effectif– ou bien par l’apparition des premiers événements acoustiques
enregistrés. Le seuil d’endurance en fatigue, homogène à une déformation, est ensuite déduit
par une simple relation élastique, connaissant la contrainte appliquée.

En réalisant ces essais avec deux rapports de charge différents, R = 0.05 et R = 0.3, le seuil
d’endurance apparent est connu pour deux valeurs de contrainte moyenne. Il est alors possible
de remonter au seuil d’endommagement de fatigue ε0f

k et au paramètre régissant l’impact de
la contrainte moyenne (mk), au travers la relation d’endommagement en fatigue (voir section
III.4.4.1 sur l’identification des paramètres du modèle).

Cinétique d’endommagement en fatigue

Pour déterminer l’influence du chargement maximal appliqué sur la cinétique d’endom-
magement en fatigue, des essais de fatigue cyclique d’amplitude constante sont réalisés. La
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FIGURE III.14 – Description des essais « Locati » effectués.

contrainte maximale varie d’un essai à l’autre mais le rapport de charge reste identique à
R = 0.05. Le suivi du module effectif est la quantité choisie pour suivre l’évolution de l’en-
dommagement au cours de ces essais. Pour rappel, il est calculé indépendamment sur chaque
cycle, selon l’équation III.1.

Eeff =
σmax − σmin

εmax − εmin . (III.1)

Les valeurs de la déformation, issues de la mesure de l’extensomètre, peuvent être données par
le fichier d’acquisition continue sur les cycles lents, ou bien données par un fichier d’enregistre-
ment automatique crête-crête durant les cycles rapides (enregistrement de la déformation aux
efforts maximal et minimal tous les cent cycles). Les résultats obtenus à partir des cycles lents
sont moins bruités, ils seront donc utilisés par la suite pour les comparaisons essais/calculs.

Bien que seuls deux essais, avec des contraintes maximales différentes et un rapport de
charge fixe, soient en théorie suffisants pour identifier la cinétique d’endommagement en fa-
tigue du modèle, cinq amplitudes de chargement différentes, pour un rapport de charge fixé à
R = 0.05, ont été testées. Cela permet de retenir les essais les plus fiables pour l’identification
des paramètres du modèle et garder les autres pour la validation des paramètres identifiés.
En effet, les essais n’ayant pas été répétés, des incohérences peuvent être relevées dans les
résultats et le modèle permet de sélectionner les plus physiquement cohérents, malgré les
nombreuses sources de variabilité.

III.2.1.4 Essais de validation en fatigue

Afin de s’assurer que le modèle retranscrit correctement le comportement du matériau en
fatigue, des essais visant à mettre en avant l’effet de contrainte moyenne et la réponse du
matériau sous sollicitations multiaxiales ont été réalisés.

Tout d’abord, des essais de fatigue cyclique ont été effectués à un rapport de charge R = 0.3.
Pour ces chargements, la contrainte moyenne est plus élevée que pour le rapport R = 0.05.
D’après la relation d’endommagement, la cinétique à R = 0.3 devrait être plus lente qu’à
R = 0.05, avec un retard éventuel à l’amorçage de l’endommagement. Ces essais permettent
donc de vérifier l’identification du paramètre dédié à la contrainte moyenne déterminé à l’aide
des essais Locati et les valeurs des paramètres de la cinétique obtenus sur les essais de fatigue
cyclique à R = 0.05.

Pour s’assurer que le modèle décrit correctement l’évolution des endommagements en fonc-
tion du niveau de charge, des essais de fatigue multi-paliers, aussi appelés essais de fatigue
incrémentale, ont été réalisés à Safran Ceramics. Il s’agit d’essais de fatigue où la contrainte
maximale appliquée croît régulièrement au cours de l’essai après un nombre fixe de cycles, jus-
qu’à rupture. À chaque niveau, le matériau est soumis à des chargements cycliques pendant
30 heures à 10 Hz, soit environ 1,08 million de cycles (figure III.15).
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FIGURE III.15 – Description du chargement appliqué pour les essais de fatigue multi-paliers.

Ce type de chargement peut également être utilisé pour étudier le cumul des dommages.
Néanmoins, la méthode privilégiée reste de réaliser des essais à deux niveaux de chargement
d’amplitudes croissantes ou décroissantes (cf. section I.3.2.1). Une telle étude permettrait de
valider à la fois le modèle (et l’identification des paramètres) mais également la prise en
compte de l’effet de contrainte moyenne (i.e. la forme de la moyenne évolutive insérée dans
le modèle). Toutefois, une étude fine du cumul non-linéaire des dommages nécessiterait une
vaste campagne expérimentale avec plusieurs dizaines d’éprouvettes. Elle est donc laissée
pour de futurs travaux.

Ensuite, un essai de fatigue cyclique orienté à 22,5° est réalisé, générant dans les plis un
chargement multiaxial permettant de s’assurer que le couplage traction-cisaillement est bien
pris en compte dans le modèle. Le matériau étant plus sensible en cisaillement, les déforma-
tions sont bien plus importantes hors des axes principaux du composite qu’en traction pure
dans l’axe des fibres. Elles sont donc bien plus facilement mesurables.

Enfin, un essai de fatigue spectrale a été réalisé, dans l’optique de montrer l’intérêt d’un
modèle incrémental pour décrire des chargements complexes et réalistes Il s’agit d’un essai où
une séquence de chargement aléatoire est répétée au cours du temps.

Le nombre de cycles a été limité à 80 000 cycles, pour une question de disponibilité ma-
chine. Cette valeur reste toutefois cohérente avec l’ordre de grandeur du nombre de cycles que
doivent subir les pièces durant les essais de certification. La séquence de chargement aléa-
toire a été générée à partir des 25 premières décimales de π. L’amplitude du chargement et
la contrainte moyenne souhaitée sont ensuite obtenues en dénormalisant les valeurs générées
avec les décimales de pi.

La figure III.16 présente la séquence de chargement aléatoire répétée. Toutefois, cet essai

FIGURE III.16 – Description du chargement spectral appliqué.

ayant été réalisé en fin de thèse, l’exploitation des résultats n’a pas pu être menée à temps
pour ce manuscrit.
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III.2.1.5 Synthèse des essais de fatigue réalisés

Les tableaux III.4 et III.5 synthétisent l’ensemble des essais de fatigue réalisés et l’instru-
mentation utilisée, dédié respectivement à la caractérisation du comportement et à la valida-
tion de l’identification. Tous les niveaux de contraintes maximales sont exprimés en pourcen-
tage de la résistance statique (% UTS pour Ultimate Tensile Strength en anglais), identifiée
sur l’essai de traction monotone à rupture dans l’axe des renforts de chaîne.

Éprouvette Chargement Instrumentation Paramètres
identifiables
(cf. chapitre II)

3238-Rep1 fatigue cyclique à 0°
R = 0.05 et 72% UTS

EX, EA Sf1 , sf1 , γ1, d∞1

3238-Rep2 fatigue cyclique à 0°
R = 0.05 et 47% UTS

EX, EA, CIN Sf1 , sf1 , γ1, d∞1

3238-Rep3 fatigue cyclique à 0°
R = 0.05 et 63% UTS

EX, EA, CIN Sf1 , sf1 , γ1, d∞1

3238-Rep4 fatigue cyclique à 0°
R = 0.5 et 72% UTS

EX, EA Sf1 , sf1 , γ1, d∞1

3238-Rep5 fatigue cyclique à 0°
R = 0.05 et 22% UTS

EX, EA Sf1 , sf1 , γ1, d∞1

3238-Rep6 fatigue cyclique à 0°
R = 0.05 et 63% UTS

EX, EA Sf1 , sf1 , γ1, d∞1

3238-Rep10 fatigue cyclique à 0°
R = 0.05 et 54% UTS

EX, EA Sf1 , sf1 , γ1, d∞1

3433-Rep6 fatigue cyclique à 0°
R = 0.3 et 54% UTS

EX, EA Sf1 , sf1 , γ1, m1

3433-Rep7 Locati 0° R = 0.05 EX, EA def0f
1 , m1

3433-Rep8 Locati 0° R = 0.3 EX, EA def0f
1 , m1

3433-Rep9 fatigue cyclique à 90°
R = 0.3 et 47% UTS

EX, EA Sf1 , sf1 , γ1, m1

TABLE III.4 – Liste des essais de fatigue réalisés pour caractériser le comportement en fatigue
du matériau.
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Éprouvette Chargement Instrumentation Paramètres
identifiables
(cf. chapitre II)

151-0-Rep2 fatigue cyclique multi-
paliers à 0°

EX Sf1 , sf1 , γ1

3213-0 fatigue cyclique multi-
paliers à 0°

EX Sf1 , sf1 , γ1

3211-22.5-Rep2 fatigue cyclique à 22,5°
R = 0.05 et 14% UTS

EX, EA, CIN -

3238-Rep7 fatigue spectrale à 0° EX, EA -

TABLE III.5 – Liste des essais de fatigue de validation.

III.2.2 Résultats des essais de fatigue

III.2.2.1 Contrôle du chargement appliqué

Les essais de fatigue, de part la quantité de données générées, sont complexes à analyser.
L’une des premières vérifications à mener est de s’assurer du respect de la consigne de charge-
ment au cours de l’essai. Les essais sont pilotés en force et il arrive que cette dernière dérive
au cours de l’essai, comme l’illustre la figure III.17. Le non-respect de cette consigne est uti-
lisé pour discriminer les essais les moins fiables et par conséquent pour déterminer lesquels
prendre en compte pour l’identification, car une certaine incohérence des essais entre eux a
été observée. Ainsi, les résultats de l’essai de fatigue 3238-Rep5, de par la dérive du charge-
ment, ne seront pas pris en compte pour l’identification du modèle. Par ailleurs, le signal de la
force maximale appliquée est plus bruité pour les essais 3433-Rep6 et 3433-Rep9 réalisés sur
la nouvelle machine INSTRON, mais sans affecter la précision de la consigne. Enfin, en ce qui
concerne l’essai 3238-Rep10, bien que la force appliquée soit légèrement inférieure à la valeur
demandée, la dérive de l’effort est inexistante. Finalement, à l’exception de l’essai sur l’éprou-
vette 3238-Rep5, les résultats sont considérés conformes aux spécifications du chargement.
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FIGURE III.17 – Évolution de la force maximale imposée au cours des essais de fatigue cyclique.

III.2.2.2 Détection du seuil d’endommagement de fatigue

Le seuil d’endommagement en fatigue est déterminé à partir des seuils d’endommagement
apparents, détectés sur les essais Locati à R = 0.05 et R = 0.3 (éprouvettes 3433-Rep7 et
3433-Rep8 respectivement). Comme évoqué précédemment, les deux méthodes présentées au
paragraphe III.2.1.3 pour détecter le seuil d’endommagement en fatigue sont appliquées. Les
figures III.18 et III.19 présentent les résultats de ces deux essais.

Ces essais étant les premiers effectués sur la machine INSTRON, les seuils de filtrage
d’émission acoustique ont été relevés (60-70 dB) au début de l’essai par rapport aux essais
statiques, à cause du bruit de la machine hydraulique (figures III.18a et III.19a). Ce faisant, on
observe une hausse instantanée des événements acoustiques détectés, sans qu’il soit possible
de savoir s’ils sont réellement dus à de l’endommagement. Dans toute la suite de la courbe
d’énergie acoustique, les événements peuvent être attribués à de l’endommagement ou à du
bruit, sans possibilité de distinction. De plus, le seuil de filtrage des données acoustiques étant
très élevé, il convient de se demander si les événements enregistrés correspondent bien à un
seuil de fatigue apparent, ou bien si ce dernier est déjà dépassé. Par conséquent, les courbes
d’énergies cumulées acoustiques obtenues sont impropres à l’identification du seuil apparent
de fatigue.

Les essais sont donc également instrumentés avec un extensomètre pour pouvoir détecter
le seuil d’endommagement apparent en fatigue sur l’évolution de la déformation et du module
effectif au cours de l’essai et ainsi de confirmer ou infirmer la détection du seuil par émis-
sion acoustique. Toutefois, l’enregistrement des données de l’extensomètre au cours de l’essai
Locati à R = 0.05 (éprouvette 3433-Rep7) n’a malheureusement pas fonctionné (il s’agissait
du premier essai avec le nouvel extensomètre INSTRON et l’appariement avec la machine
nécessitait des manipulations supplémentaires), aussi l’évolution du module n’a pas pu être
déterminée.
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(a)

FIGURE III.18 – Données expérimentales de l’essai Locati à R = 0.05 sur l’éprouvette 3433-
Rep7 : (a) évolution de l’énergie acoustique cumulée superposée à la force imposée au cours du
chargement.

(a) (b)

FIGURE III.19 – Données expérimentales de l’essai Locati à R = 0.3 sur l’éprouvette 3433-
Rep8 : (a) évolution de l’énergie acoustique cumulée superposée à la force imposée au cours du
chargement et (b) évolution du module effectif en fonction du nombre de cycles.

Sur l’essai à R = 0.05, le suivi de l’émission acoustique semble indiquer que le seuil d’en-
dommagement apparent est dépassé au cours du second palier de chargement. Toutefois, sans
évolution de la déformation associée, il n’est pas possible de le confirmer.

Pour le second essai à R = 0.3, la courbe d’énergie acoustique cumulée augmente progressi-
vement au cours de l’essai sans accélération brutale. Le suivi acoustique ne permet donc pas de
déterminer un seuil d’endommagement de fatigue. En revanche, la figure III.19b montre une
évolution du module effectif au cours du second bloc de cycle, ce qui semble indiquer un seuil
d’endommagement de fatigue apparent compris entre le premier et le second niveau de char-
gement. Durant les chargements de niveaux plus élevés, le module baisse progressivement,
du fait de l’évolution de l’endommagement de fatigue.

D’après l’équation (II.23) du modèle, le seuil apparent devrait augmenter avec le rapport

114



CHAPITRE III. ÉTUDE DU COMPORTEMENT DU COMPOSITE OXYDE/OXYDE ÉTUDIÉ ET IDENTIFICATION DES
PARAMÈTRES DU MODÈLE

de charge appliqué. Or, d’après les données récoltées, les premiers endommagements inter-
viennent au cours du même palier de chargement. En l’état, il n’est pas aisé de déterminer la
valeur du seuil d’endommagement de fatigue.

De plus, il convient de se rappeler que le matériau présente des fissures de retrait au sor-
tir du procédé de fabrication. Sous la sollicitation mécanique, les lèvres des fissures peuvent
frotter les unes contre les autres, ce qui impliquerait un seuil d’endommagement en fatigue
nul. La précision des résultats montrés ici ne permet pas de rejeter cette hypothèse. Au vu
de la difficulté d’évaluer avec précision des seuils apparents avec les essais réalisés, il serait
intéressant de refaire des essais Locati à des contraintes plus basses, avec des paliers plus
rapprochés et sur une machine moins bruyante, de façon à obtenir des résultats plus précis.

III.2.2.3 Suivi de l’endommagement

L’endommagement étant très diffus et n’étant pas visible en surface par CIN ou avec un
suivi optique, il est observé indirectement, pour chaque essai, à l’aide de l’évolution des courbes
d’hystérèses et de l’évolution du module effectif. Les contraintes maximales appliquées sur
les essais de fatigue cyclique sont supérieures au seuil d’endommagement statique. Un suivi
acoustique permet également de suivre qualitativement la progression de l’endommagement.

III.2.2.3.1 Évolution des hystérèses

La figure III.20 montre l’évolution des courbes d’hystérèses sur la courbe de comportement
de l’essai de fatigue cyclique 3238-Rep10 à 0° avec R = 0.05 et pour un niveau de contrainte
54% UTS, mené jusqu’à rupture.

(a) (b)

FIGURE III.20 – Évolution des hystérèses (a) et suivi acoustique (b) au cours de l’essai de fatigue
cyclique 3238-Rep10.

L’inflexion, caractéristique de l’endommagement, est bien visible au cours du premier cycle
(bleu). Sur les cycles suivants, les boucles d’hystérèses restent très fermées (quasi-linéaires, à
la précision de mesure près) et leur forme n’évolue pas. L’ouverture des boucles d’hystérésis
pourrait être détectée par la différence entre les modules tangents et effectifs de chaque cycle.
Cependant pour le matériau d’étude, les valeurs des modules sont trop bruitées –à cause des
faibles niveaux de déformations– pour noter cette divergence. Entre les cycles 73 et 15 000,
une faible baisse du module est visible sur les pentes des hystérèses, témoignant de l’évolution
de l’endommagement. Elle est à mettre en relation avec la courbe d’énergie cumulée acous-

115



III.2. PRÉSENTATION DE LA CAMPAGNE EXPÉRIMENTALE DE FATIGUE

tique (figure III.20b), qui augmente entre ces cycles. En revanche, entre les cycles 15 000 et
51 000, aucune différence de comportement n’est observée, et de fait, cette période correspond
à un plateau sur la courbe d’énergie acoustique. Ces observations s’accordent avec de précé-
dentes études, qui affirment que les composites oxyde/oxyde s’endommagent principalement
au cours des premiers cycles de fatigue [Ruggles-Wrenn et al., 2008b, Zawada et al., 2003].
Le matériau étudié résiste donc bien à la fatigue, au sens où sa raideur est peu impactée par
le chargement. Enfin, la rupture est annoncée par une forte hausse de l’émission acoustique
du matériau (figure III.20b) et par la légère modification de la forme des hystérèses. Cette
soudaine augmentation de l’EA peut être due à l’apparition des premiers délaminages. Il est
à noter que le matériau gagne en raideur juste avant la rupture, du fait de la saturation de
l’endommagement matriciel. L’ensemble de l’effort est donc repris par les torons de fibres.

La courbe de comportement de l’essai 3211-Rep2, orienté à 22,5° présente des boucles d’hys-
térèses dont à la fois l’ouverture et la forme évoluent au cours de l’essai, sous l’influence de
l’endommagement (cf. figure III.21). Une coupure électrique au cours de l’essai ayant modifié
fortement les valeurs subséquentes de la déformation longitudinale mesurée par l’extenso-
mètre, les courbes d’hystérèses, dont la forme ne tient compte que de l’évolution de la défor-
mation et non de sa valeur, ont été simplement juxtaposées sans tenir compte des écarts réels
de déformation entre elles. L’évolution des courbes d’hystérèses, notable proche de la rupture,
est plus visible sur cet essai à 22,5° qu’au cours des essais dans les axes des renforts, de par
les plus grandes déformations du matériau.

FIGURE III.21 – Évolution des hystérèses au cours de l’essai de fatigue cyclique 3211-Rep2
orienté à 22,5°.

III.2.2.3.2 Suivi du module effectif

Pour déterminer précisément l’influence de la fatigue sur la raideur du matériau, les courbes
de perte de module effectif au cours du chargement sont tracées. Notons d’ores et déjà que les
fluctuations de la déformation impactent de façon similaire les valeurs minimale et maximale
d’un cycle, et n’influencent donc pas les valeurs du module effectif, calculées indépendamment
sur chaque cycle de fatigue.
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La figure III.22 synthétise les évolutions du module effectif des essais de fatigue cyclique à
R = 0.05 dans l’axe des fibres (à 0° et 90°). Deux catégories se distinguent :

FIGURE III.22 – Évolution des modules effectifs des essais de fatigue cyclique à R = 0.05. Les
modules sont normalisées par le module du premier cycle de chaque essai.

— Les essais à faible contrainte maximale (comprise entre 15% et 54% de la résistance
statique), dont la perte de module au bout d’un million de cycles reste très faible (infé-
rieure à 5%). Il s’agit des niveaux de chargement représentatifs des conditions d’utilisa-
tion industrielle. L’évolution du module en fatigue est logarithmique. Cela a également
été observé par Zawada et Ruggles-Wrenn à haute température sur d’autres composites
oxyde/oxyde [Zawada et al., 2003, Ruggles-Wrenn et al., 2008a]. La perte de module est
donc rapide dans les premiers cycles, puis ralentit au fur et à mesure de l’essai. Elle est
associée à de l’endommagement matriciel. La pente des courbes est, en outre, similaire
quelque soit la contrainte maximale appliquée. Toutefois, il faudrait réaliser plus d’essais
pour confirmer cette tendance.

— Les essais à forte contrainte maximale, qui débutent également par une évolution lo-
garithmique du module effectif, sont cependant suivies d’une perte plus brutale, proba-
blement liée à d’autres phénomènes d’endommagement comme du délaminage ou de la
rupture de torons de fibres, menant à la rupture de l’éprouvette.

Pour l’essai de fatigue cyclique sur une éprouvette orientée à 22,5°, la perte de module
est bien plus prononcée, de l’ordre de 35% (figure III.23). La matrice, plus sollicitée au cours
d’essais hors-axe que dans l’axe des torons de fibres, est donc plus sujette à l’endommagement
en fatigue que les fibres.
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FIGURE III.23 – Évolution du module effectif normalisé de l’éprouvette 3211-Rep2 orientée à
22,5° au cours de l’essai de fatigue cyclique.

Les courbes de perte de module sont également un bon moyen de visualiser l’influence de la
contrainte moyenne, au travers d’un éventuel retard à l’endommagement et/ou d’une cinétique
d’endommagement différente. La figure III.24 compare l’influence du rapport de charge pour
deux contraintes maximales différentes :

(a) (b)

FIGURE III.24 – Évolution de la perte de module effectif normalisée par sa valeur au premier
cycle pour une contrainte maximale de (a) 54% UTS (essais 3238-Rep10 et 3433-Rep6) et (b)
72% UTS (essais 3238-Rep1 et 3238-Rep4).

— À 54% UTS (figure III.24a), la différence des pentes signifie qu’une plus grande amplitude
de chargement (R plus faible) est plus endommageante. De fait, contrairement à l’essai
à R = 0.05 (éprouvette 3238-Rep10), l’essai à R = 0.3 (éprouvette 3433-Rep6) n’a pas
rompu. Une contrainte moyenne plus élevée semble donc avoir un effet bénéfique sur la
résistance en fatigue.

— À 72% UTS, les mêmes effets sont visibles : l’endommagement démarre plus tard pour
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un rapport de charge plus élevé. Rappelons, cependant, que l’endommagement observé
n’est vraisemblablement pas exclusivement de l’endommagement matriciel, en raison de
la haute contrainte maximale. Des délaminages entre couches sont probables.

Une même comparaison a également été menée à 47% UTS, entre des rapports de charge
R = 0.05 et R = 0.3 obtenus sur les éprouvettes 3238-Rep2 et 3433-Rep9, orientées respec-
tivement à 0° et 90°. Néanmoins, les résultats sont moins concluants et en opposition avec
les résultats espérés, puisque l’essai à R = 0.05 s’endommage moins qu’à R = 0.3. Outre la
dispersion expérimentale, deux explications sont envisageables. D’une part, l’orientation des
éprouvettes est différente, ce qui peut expliquer une partie des différences bien que le tissu
soit équilibré. Et d’autre part, la machine d’essai (MTS ou INSTRON) et l’extensomètre (lon-
gueur utile de 10 mm et 25 mm) diffèrent entre les deux essais, entraînant probablement des
incohérences entre les deux résultats.

III.2.2.3.3 Déformations résiduelles

L’évolution des déformations résiduelles est suivie lors des essais de fatigue instrumentés
avec des caméras pour la CIN, pour lesquels le chargement appliqué comprend des cycles lents
régulièrement espacés, dont les décharges descendent jusqu’à force nulle. Néanmoins, seules
les déformations résiduelles dans le sens longitudinal ont pu être mesurées, les déformations
transverses étant trop faibles pour permettre une mesure fiable. La figure III.25 présente les
évolutions des déformations résiduelles en fonction du nombre de cycles au cours des essais
3238-Rep2 (orienté à 0°) et 3211-22.5-Rep2 (orienté à 22.5°).

FIGURE III.25 – Évolution des déformations ré-
siduelles longitudinales au cours des essais de
fatigue cyclique. Les valeurs sont normalisées
par rapport à la déformation à rupture statique
de l’éprouvette 3211-0-Rep1.

FIGURE III.26 – Évolution des déforma-
tions longitudinales au cours des essais de
fatigue cyclique. Les valeurs sont norma-
lisées par rapport aux déformations maxi-
males à la fin du chargement.

Pour l’essai orienté à 0°, les déformations résiduelles longitudinales n’évoluent pas comme
attendu : les déformations résiduelles devraient augmenter continument, or ici, elles se stabi-
lisent puis décroissent. Ce phénomène peut s’expliquer en partie par les fluctuations observées
sur les courbes de déformations totales mesurées par l’extensomètre (figure III.26), dont on ne
connait toutefois pas la cause (problème probable de mesure).

En revanche, pour l’essai orienté à 22,5°, où les déformations sont plus importantes et ne
présentent pas de fluctuations intempestives, il est possible d’obtenir l’évolution des défor-
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mations résiduelles comme attendu. Leur niveau dépasse celui atteint en statique. Le niveau
d’endommagement obtenu serait donc supérieur après un chargement de fatigue en comparai-
son d’un chargement statique.

III.2.2.4 Courbe S-N et faciès de rupture

La figure III.27 présente la courbe S-N obtenue et synthétise les nombres de cycles à rup-
ture des essais de fatigue cyclique réalisés à R = 0.05 :

FIGURE III.27 – Courbe S-N obtenue à R = 0.05.

Dans un premier temps, il convient de remarquer que pour obtenir une courbe S-N fiable, il
est souhaitable d’avoir au moins trois points par contrainte maximale testée, pour s’affranchir
de la dispersion matériau au moment de la rupture. Dans cette étude, en revanche, le nombre
d’éprouvettes est trop faible pour répéter les essais. Bien plus d’essais seraient donc néces-
saires pour confirmer la tendance de cette courbe et envisager de l’utiliser pour identifier le
modèle.

Aussi, la limite d’endurance à 106 cycles issue de la courbe S-N (entre 47% UTS et 54%
UTS) est bien supérieure à la limite de fatigue identifiée à l’aide des essais Locati. Plus le
nombre de cycles maximal est élevé, plus la limite d’endurance tend vers la limite de fatigue.
Le nombre de cycles maximal utilisé ici est alors vraisemblablement trop faible pour donner
une indication fiable de la limite de fatigue.

La rupture, pour les éprouvettes concernées, est localisée dans la zone utile, contrairement
aux essais statiques orientés à 0°. La figure III.28 montre le faciès de rupture obtenu à 0° pour
l’éprouvette 3238-Rep1. Il est comparé aux faciès de rupture obtenus en statique. L’image utili-
sée en statique est extraite de la thèse de Broutelle [Broutelle, 2019] car, en statique, les essais
réalisés au cours de ces travaux ont été stoppés dès la baisse de la force, sans rupture totale de
l’éprouvette. L’extraction des fibres est bien plus importante en fatigue et la zone de rupture
plus large. Ce phénomène a également été observé sur d’autres composites oxyde/oxyde [Mall
and Ahn, 2012, Ruggles-Wrenn et al., 2008a].

La figure III.29 expose les faciès de rupture obtenus en fatigue sur l’éprouvette orientée
à 22,5°. La rupture est orientée par l’orientation du tissage et traverse toute l’épaisseur de
l’éprouvette. L’extraction de fibres est à nouveau très importante. On notera également des
délaminages conséquents entre plis.
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FIGURE III.28 – Faciès de rupture obtenus après un essai statique (haut) [Broutelle, 2019] et
de fatigue (bas) sur l’éprouvette 3238-Rep1.

FIGURE III.29 – Observations du faciès de rupture de l’éprouvette 3211-Rep2 orientée à 22,5°
au microscope binoculaire et au MEB.

III.3 Présentation de la campagne expérimentale de
performances résiduelles

III.3.1 Caractérisation des propriétés résiduelles

Les essais de performances résiduelles s’intéressent à la rupture des éprouvettes, en com-
plément des essais statiques menés jusqu’à rupture. En particulier, leur but est de déterminer
le couplage éventuel entre l’endommagement matriciel, généré en fatigue, et la tenue du ma-
tériau.

Pour ce faire, les éprouvettes n’ayant pas rompu au cours du chargement de fatigue, sont
soumises à une traction monotone jusqu’à rupture, conformément aux essais usuels (cf. section
I.3.2.1.6). Les essais sont instrumentés avec un extensomètre Schenk base 25 mm, identique
à celui utilisé pour les essais statiques. Les valeurs d’intérêt pour ces essais sont la raideur
initiale, la contrainte et la déformation à rupture.

Les éprouvettes testées (3238-Rep2, 3433-Rep6 et 3433-Rep9) ont subi au préalable un mil-
lion de cycles de fatigue (tableau III.6). Parmi ces trois essais, deux sont réalisés au même
rapport de charge mais avec des contraintes maximales différentes, et deux ont la même
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contrainte maximale avec deux rapports de charge différents. Bien que les orientations des
éprouvettes ne soient pas toutes identiques, les essais permettent donc, en supposant les com-
portements à 0° et 90° identiques, de déterminer l’impact de la contrainte maximale appliquée
en fatigue, comme celui du rapport de charge (i.e. de la contrainte moyenne), sur la tenue
statique du matériau.

Éprouvette Chargement Instrumentation Paramètres
identifiables
(cf. chapitre II)

3238-Rep2 traction à rupture 0°
après fatigue à R = 0.05
et 47% UTS

EX, EA ε0R
1 , cinétique de

rupture (εrt1 , dr1 )

3433-Rep9 traction à rupture 90°
après fatigue à R = 0.3 et
47% UTS

EX, EA ε0R
1 , cinétique de

rupture (εrt1 , dr1 )

3433-Rep6 traction à rupture 0°
après fatigue à R = 0.3 et
54% UTS

EX, EA ε0R
1 , cinétique de

rupture (εrt1 , dr1)

TABLE III.6 – Liste des essais de performances résiduelles réalisés.

III.3.2 Résultats des essais de performances résiduelles

Les trois éprouvettes n’ayant pas rompu en fatigue ont été soumises à une traction mono-
tone à rupture pour déterminer leurs performances résiduelles, en particulier leur module de
Young et leur résistance à la traction. L’éprouvette 3433-Rep9, fatiguée à 47% de la force à
rupture statique et R = 0.3, est orientée à 90°. Ses résultats sont tout de même comparés aux
autres essais réalisés à 0°, dans la mesure où le tissu est équilibré.

La figure III.30a présente les courbes de contrainte-déformation, normalisées par rapport à
un essai statique de référence et la figure III.30b quantifie les différences en terme de module
et de tenue (contrainte et déformation à rupture). Le module de Young a été calculé par régres-
sion linéaire sur les 2000 premiers points des courbes contrainte/déformation expérimentales
(sous le seuil d’endommagement détecté par l’émission acoustique). L’essai statique de réfé-
rence est la traction monotone à rupture (151-0-Rep1), dans la mesure où l’essai de traction
incrémentale (3211-0-Rep1) a été soumis à des décharges et donc a déjà créé de l’endommage-
ment de fatigue.
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(a) (b)

FIGURE III.30 – Synthèse des résultats expérimentaux des essais de performances résiduelles
sur éprouvettes haltères soumises à 106 cycles de fatigue au préalable. (a) Courbes contrainte-
déformation et (b) Pertes de module, de résistance et de déformation à rupture en traction. Les
résultats sont normalisés par rapport à ceux de l’éprouvette 151-0-Rep1 sollicitée en statique.

Le comportement des courbes contrainte-déformation est quasi-linéaire. On note l’absence
d’un seuil d’endommagement visible (inflexion de la courbe), contrairement à l’essai statique.
Le chargement de fatigue a impacté le module d’Young des éprouvettes, comme attendu au vu
des pertes de module effectif observées au cours des essais de fatigue correspondants (section
III.2.2.3). De plus, contrairement à certaines études de la littérature [Zawada et al., 2003], la
fatigue réduit également à la fois la contrainte et la déformation à rupture des éprouvettes en
composite oxyde/oxyde.

Lorsque l’on compare les résultats d’essais des éprouvettes fatiguées à 47%, le module
d’Young est légèrement plus faible lorsque le rapport de charge est fixé à R = 0.3 que lorsque
R = 0.05, ce qui est contraire à l’évolution prédite par le modèle. Toutefois, la contrainte à rup-
ture est plus élevée lorsque R = 0.3 que lorsque R = 0.05. Ce résultat s’accorde avec l’effet de
contrainte moyenne inséré dans le modèle : plus le rapport de charge est élevé, plus l’endom-
magement est retardé et évolue lentement. Le matériau garde donc une plus grande rigidité
et rompt plus tardivement. L’évolution de la déformation à rupture entre ces deux essais est
également cohérente avec le choix du critère de rupture du modèle, à savoir que la déformation
à rupture est diminuée par le niveau d’endommagement matriciel.

D’autre part, en considérant les deux éprouvettes fatiguées à R = 0.3, la perte de module
est plus prononcée pour l’essai réalisé à la plus faible contrainte, contrairement à ce qui était
attendu avec le modèle. En revanche, la contrainte à rupture est la plus élevée pour l’essai
générant le moins d’endommagement, à savoir celui à la plus faible contrainte appliquée (47%
UTS), comme attendu. L’évolution des déformations à rupture est également cohérente avec
notre choix de critère de rupture puisque la déformation à rupture diminue avec la contrainte
maximale appliquée, et donc avec le niveau d’endommagement prévu par le modèle.

Toutefois, il faudrait davantage de données expérimentales pour confirmer les tendances
observées et le choix du critère de rupture inséré dans le modèle.
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III.4 Protocole d’identification
Cette section a pour but de présenter à la fois l’ordre dans lequel identifier les paramètres

du modèle, et la méthode pour extraire ces informations des essais décrits précédemment. Le
champ d’application étant restreint aux sollicitations planes, seuls les paramètres du compor-
tement plan seront identifiés. L’ordre proposé est le suivant :

— propriétés d’élasticité ;
— saturation de l’endommagement matriciel ;
— évolution de l’endommagement en statique ;
— déformations résiduelles ;
— seuil d’endommagement de fatigue ;
— évolution de l’endommagement de fatigue ;
— critère de rupture.
Les valeurs des paramètres identifiés sont synthétisées dans le tableau de l’annexe confi-

dentielle D et les comparaisons essais/calculs sont présentées à la suite.

III.4.1 Propriétés d’élasticité

Les propriétés d’élasticité, en fonction desquelles s’exprime le tenseur de souplesse élas-
tique S0, sont identifiées sur les parties linéaires des courbes de comportement sens chaîne et
trame. Cette partie linéaire comprend peu de points et correspond à des valeurs de déforma-
tions très faibles, ce qui peut engendrer des imprécisions sur le calcul des modules de Young,
et plus encore sur le coefficient de Poisson.

Un essai de traction dans le sens chaîne permet de déterminer le module de Young E1 et le
coefficient de Poisson ν12, d’après les équations suivantes :

E1 =
σxx
εxx

; ν12 = −εyy
εxx

(III.2)

Réciproquement, un essai dans le sens trame permet de déterminer le module transverse E2 et
le coefficient de Poisson ν21. Ce dernier peut également se déduire de la relation d’orthotropie :
−ν21
E2

= −ν12
E1

.
Pour un essai orienté à 45°, le module de cisaillement se déduit de la contrainte longitudi-

nale σxx et des déformations longitudinales εxx et transverses εyy, exprimée dans le repère de
l’éprouvette (équation III.3).

G12 =
σxx

2(εxx − εyy)
(III.3)

III.4.2 Saturation de l’endommagement matriciel

Les valeurs de saturation de l’endommagement diffus d∞,k, pour chaque mécanisme d’en-
dommagement k = 1, 2, sont choisies identiques en statique et en fatigue et influent les deux
cinétiques d’endommagement. Rakotoarisoa, dans ses travaux de thèse portant sur le modèle
ODM-CMO, montre que ce paramètre peut être identifié sur la courbe de perte de module d’un
essai de fatigue cyclique à faible rapport de charge [Rakotoarisoa, 2013] (figure III.31).

Une procédure similaire peut être appliquée ici. En effet, d’après les équations du modèle
(II.13c) et (II.22), en ne considérant que la première composante du tenseur de souplesse ef-
fective dans le cas d’un chargement uniaxial sens chaîne, on obtient :

E0
11

Eeff
11

− 1 = d1h11 ⇒ d1 =
1

h11

(
E0

11

Eeff
11

− 1

)
. (III.4)
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FIGURE III.31 – Évolution du module effectif en fonction du nombre de cycles et son lien avec
la valeur de la saturation de l’endommagement [Rakotoarisoa, 2013].

À saturation d’un essai de fatigue dans le sens chaîne, l’endommagement atteint sa valeur
maximale, d1 = d∞,1, et le module effectif atteint une valeur Esat, relevée sur la courbe de
perte du module effectif. En considérant h11 = 1 [Rakotoarisoa, 2013, Angrand, 2016], il est
possible d’en déduire la valeur de la saturation de l’endommagement dans le sens 1. La même
procédure est à appliquer dans le sens trame pour obtenir d∞,2.

Cependant, au cours des essais réalisés, où le nombre maximal de cycles appliqué est de
106 cycles, peu d’essais ont atteint la saturation, comme en témoigne la figure III.22. Cette mé-
thode a donc été appliquée uniquement sur un essai à très forte contrainte maximale (figure
III.32). La valeur du module à saturation est prise avant l’intervention d’autres mécanismes
d’endommagement (délaminage ou rupture des torons), responsables de l’ultime perte de mo-
dule avant la rupture finale.

FIGURE III.32 – Détermination du module effectif saturé sens chaîne.

En l’absence d’essai adéquat dans le sens trame et en supposant un comportement en fa-
tigue similaire dans la direction chaîne et trame, la valeur de la saturation sens trame d∞,2
est prise égale à celle déterminée dans le sens chaîne.

III.4.3 Comportement statique

Dans l’optique de déterminer les paramètres de la partie statique de la relation d’endom-
magement, rappelons l’équation d’évolution de l’endommagement pour ce type de chargement.

ḋk = (d∞,k − dk)

〈
εeq,k − ε0s

eq,k

Ssk

〉ssk
+

ε̇max
eq,k (III.5)
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III.4.3.1 Seuil d’endommagement statique

Deux méthodes complémentaires sont utilisées pour identifier les seuils d’endommagement
statiques ε0s

1 et ε0s
2 :

— Ils correspondent au premier changement de pente de la courbe de comportement sta-
tique à 0° et 90°, respectivement.

— Ils sont également directement déterminés sur les courbes d’énergie acoustique cumulées,
comme les déformations associées aux premiers événements énergétiques.

Comme évoqué précédemment (au paragraphe III.1.2.1), la méthode acoustique est ici pri-
vilégiée pour fixer la valeur du seuil d’endommagement statique, de par le bruit de mesure
des déformations, faibles pour ce matériau.

Le seuil d’endommagement en cisaillement ε0s
12 est identifié de façon similaire sur les essais

hors-axes, en priorité sur un essai à 45°. Il convient de noter que la valeur de la déformation
longitudinale mesurée n’est pas directement égale au seuil, car cet essai n’est pas un essai de
cisaillement pur. On identifie le seuil d’endommagement en cisaillement après avoir identifié
les autres seuils statiques, de par les couplages introduits dans la force motrice.

Le seuil d’endommagement hors-plan est, quant à lui, fixé à une valeur arbitraire très
élevée, de façon à ne jamais générer d’endommagement hors-plan. Il s’agit, en effet, d’un phé-
nomène non pris en compte dans cette étude, et qui n’apparaît pas dans des conditions de
fatigue polycyclique.

III.4.3.2 Cinétique d’endommagement et composantes des tenseurs des ef-
fets

L’identification des cinétiques des variables d’endommagement d1 et d2 est réalisée sur
les essais de traction incrémentale dans les directions des torons de fibres (0° et 90°), bien
qu’elle puisse être également menée sur des essais de traction monotone. Les paramètres à
déterminer, pour chaque mécanisme d’endommagement matriciel, sont : ssk, S

s
k et hkk, k = 1, 2.

Les cinétiques d’endommagement sens chaîne et trame sont choisies différentes, de façon
à pouvoir retranscrire les différences dans les cinétiques d’endommagement observées sur les
essais dans les directions hors-axes (à 22,5° et 67,5°). Les paramètres sont néanmoins très
proches, puisque d’une part, le tissu utilisé est équilibré et d’autre part, les comportements
dans les directions chaînes et trames sont relativement similaires. En particulier, la puissance
ssk est choisie identique dans chaque direction.

La détermination des deux paramètres couplés ssk et Ssk fait l’objet d’un processus itératif.
La puissance ss joue sur la forme de l’évolution de l’endommagement et Ss sur sa vitesse.
L’influence de ces paramètres sur la courbe de comportement est illustrée sur la figure III.33.

Les paramètres h11 et h22 permettent de déterminer l’effet des variables d’endommagement
sur la souplesse du matériau. Dans ces travaux, leurs valeurs sont fixées à 1, de façon à décou-
pler les paramètres hkk et d∞,k, k = 1, 2. Il est toutefois possible de relâcher cette contrainte
pour faciliter l’identification de la cinétique, en particulier des chargements hors-axes.

Enfin, les coefficients hd1
66 et hd2

66 représentent l’effet du dommage d1 (resp. d2) sur le compor-
tement en cisaillement plan. Ils sont identifiés sur les courbes de comportement des tractions
incrémentales à 22,5° et 67,5°. Les cinétiques d’endommagement dans les directions des ren-
forts étant fixées au préalable, ces paramètres d’effets hors-axes expliquent en grande partie
les différences entre les deux essais à 22,5° et 67,5°. Les deux coefficients ont donc des valeurs
distinctes.
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(a) (b)

FIGURE III.33 – Influence des paramètres (a) ss1 et (b) Ss1 sur le comportement endommageable
sens chaîne.

III.4.3.3 Déformations résiduelles

Les déformations résiduelles sont identifiées sur les tractions incrémentales à 0° et 90°, à
l’aide des valeurs des déformations à contrainte nulle, lors des différentes décharges.

D’après l’équation (II.27), reportée ci-dessous, elles dépendent du niveau d’endommage-
ment, elles doivent donc être identifiées après la cinétique d’endommagement statique. Les
observations expérimentales ont déterminé que les déformations résiduelles transverses res-
tent très faibles, la formulation du modèle (en particulier des tenseurs Rk) a donc été choisie
en fonction de ces résultats (cf. section II.4.2).

ε̇r =
3∑

k=1

[
χke

rkdk ḋkRke∗k
]

(III.6)

avec e∗k =
ε

|max
i
εki|

, i = [1, 3] and Rk = H(m)
k : C0

Deux paramètres décrivent l’évolution des déformations résiduelles : rk et χk. Le premier
est une puissance et permet de donner la forme de l’évolution. Le second est un facteur multi-
plicatif influant sur l’amplitude des déformations résiduelles.

Enfin, il est nécessaire de noter que la présence des déformations résiduelles affecte la ciné-
tique d’endommagement, puisqu’elle affecte la déformation totale. Quelques itérations entre
les paramètres des cinétiques d’endommagement et des déformations résiduelles doivent donc
être effectuées pour retranscrire au mieux les courbes de comportement statique.

III.4.3.4 Comparaisons essais/calculs

L’accord entre les données expérimentales et les prévisions du modèle, présenté sur la figure
III.34, est globalement satisfaisant sur les essais d’identification.

Néanmoins, il est difficile de bien décrire la non-linéarité des courbes hors-axes, puisque
les paramètres cinétiques sont identifiés à l’aide des essais dans les axes principaux, quasi-
linéaires.

La figure III.35 présente le résultat de la comparaison essai/calcul sur l’essai à 45°, qui
n’a pas servi à l’identification des paramètres et qui permet donc de valider l’identification
effectuée. Les déformations résiduelles sens longitudinal sont légèrement sous-estimées.
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(a) (b)

(c) (d)

FIGURE III.34 – Comparaisons essais/calculs sur les tractions incrémentales (a) sens chaîne
(0°), (b) sens trame (90°), (c) orientée à 22,5° et (d) orientée à 67,5°.

FIGURE III.35 – Comparaisons essai/calcul sur l’essai de traction incrémentale à 45°.
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L’identification des paramètres statique est donc satisfaisante, bien qu’imparfaite. Elle
pourrait être améliorée avec plus d’essais à disposition pour augmenter la cohérence des essais
entre eux et s’affranchir de la dispersion expérimentale.

Toutefois, l’identification des paramètres étant réalisée sur des essais de traction incrémen-
tales (avec des charges/décharges régulières), faisant intervenir la partie fatigue de la relation
d’endommagement au cours des recharges, il convient de s’assurer par la suite que l’iden-
tification statique reste satisfaisante après l’identification des paramètres de fatigue. Toute
cette étape peut donc faire l’objet d’un processus itératif entre identification des paramètres
cinétiques statiques et des paramètres de fatigue.

III.4.4 Comportement de fatigue

La partie fatigue de la relation d’endommagement est rappelée ci-dessous :

ḋk = (d∞,k − dk)γk
〈
εeq,k −mkε̆eq,k − ε0f

eq,k

Sfk

〉sfk
+

(
〈ε̇eq,k〉+ − ε̇

max
eq,k

)
(III.7)

Pour identifier les paramètres de la relation d’endommagement en fatigue, il est nécessaire
de déterminer le seuil d’endommagement en fatigue (ε0f

eq,k), l’effet de la déformation équiva-
lente moyenne (mk), puis la cinétique d’endommagement (γk, s

f
k , Sfk ).

III.4.4.1 Seuil de fatigue et effet de la contrainte moyenne

Les valeurs du seuil d’endommagement de fatigue ε0f
eq,k et de l’effet de contrainte moyenne

mk peuvent être déduits de la formulation du modèle. En dessous du seuil de fatigue, le com-
portement est linéaire. Dès qu’il y a création d’endommagement, la fonctionnelle
f = εeq,k −mkε̆eq,k − ε0f

eq,k devient positive. Le seuil d’endommagement apparent est donc dé-
terminé au moment où cette fonction s’annule. Comme évoqué au paragraphe III.2.1.3 (figure
III.14), les essais Locati donnent des informations sur le seuil d’endommagement apparent en
fatigue. Le niveau de contrainte σs auquel l’endommagement de fatigue débute est associé, par
une relation linéaire, à une déformation seuil et par conséquent à εseq,k, l’essai étant uniaxial.
Cette valeur de εeq,k intervient dans la fonctionnelle f et équivaut à un seuil d’endommage-
ment apparent. Par conséquent, il est possible d’obtenir à la fois les paramètres ε0f

eq,k et mk à
l’aide de deux essais Locati à deux rapports de charge R différents, en résolvant le système
d’équations (III.8).  εs,R=0.05

eq,1 −m1ε̆
s,R=0.05
eq,1 − ε0f

eq,1 = 0

εs,R=0.3
eq,1 −m1ε̆

s,R=0.3
eq,1 − ε0f

eq,1 = 0
(III.8)

où εs,R=0.05
eq,1 (resp. εs,R=0.3

eq,1 ) correspond à la déformation équivalente, au niveau du seuil d’en-
dommagement en fatigue, pour l’essai à R = 0.05 (resp. R = 0.3), et ε̆s,R=0.05/0.3

eq,1 aux déforma-
tions équivalentes moyennes.

Cependant, dans les essais réalisés, les seuils d’endommagement apparents sont détectés
au même niveau de contrainte. Le système n’admet alors pas de solution. Nous sommes donc
contraints de formuler une hypothèse forte pour obtenir la valeur du seuil d’endommagement
en fatigue. Le seuil d’endommagement en fatigue est alors considéré nul, à cause du nombre
important de fissures de retrait, comme évoqué au paragraphe III.2.2.2. Ce choix revient à
donc considérer que ces fissures de retrait, déjà présentes à l’état initial, frottent dès les pre-
mières sollicitations.
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En supposant un seuil d’endommagement en fatigue nul, les valeurs du paramètre m1

identifiées à partir de l’une ou l’autre des équations du système sont différentes, ce qui rend
l’identification de ce paramètre délicate. Une méthode différente est alors considérée pour
déterminer la valeur du paramètre m1 de façon plus claire et avec plus de confiance. Cette mé-
thode, proposée dans les travaux de Angrand [Angrand, 2016], est basée sur les diagrammes
de Haigh simplifiés. Le paramètre m1 correspond à la pente du diagramme dans la partie
traction-traction, comme l’illustre la figure III.36.

FIGURE III.36 – Détermination du paramètre m1 à l’aide du diagramme de Haigh simplifié
[Angrand, 2016]. Les points bleus correspondent à des résultats d’essais.

Cette portion du diagramme est déterminée grâce à deux points caractéristiques. Le pre-
mier (0,σtu), est fourni directement par un essai de traction à rupture. Le deuxième (σRσa ,σ̄Rσ )
s’obtient grâce à un essai Locati à un rapport de charge Rσ donné, à partir du niveau de char-
gement σs associé au seuil d’endommagement de fatigue apparent. Les deux points issus des
essais Locati sont de part et d’autre de l’enveloppe du diagramme de Haigh simplifié obtenu.

Par ailleurs, aucun essai Locati n’ayant été réalisé à 90°, les paramètres ε0f
eq,k et mk sont

supposés identiques dans le sens chaîne et le sens trame.

III.4.4.2 Cinétique de fatigue

Afin d’identifier les paramètres régissant la cinétique d’endommagement en fatigue, en
particulier l’influence de la contrainte maximale sur cette cinétique, il est nécessaire de savoir
comment évolue l’endommagement, ou le module effectif, au cours de deux essais de fatigue
cyclique de contraintes maximales différentes mais de même rapport de charge. De plus, afin
que l’identification soit la plus précise possible dans la gamme de contrainte subie en service,
les contraintes maximales appliquées correspondent, idéalement, aux bornes du domaine de
chargement visé. Dans notre cas, l’identification est menée à partir :

— de l’essai 3238-Rep2 à 47% UTS au rapport de charge R = 0.05 (cf. tableau III.4) ;
— du premier palier de chargement (15% UTS) de l’essai 3213-0 (cf. tableau III.5).

Le choix d’un essai multipalier plutôt que de l’essai 3238-Rep5 à 22% UTS s’explique par la
dérive de la force appliquée observée au cours de ce second essai.

Les paramètres de fatigue sens chaîne (sf1 , Sf1 et γ1) sont couplés. Leur identification est
donc réalisée par itérations successives (modification d’un paramètre puis ajustement des
autres pour recaler la courbe de perte de module effectif). Pour aider l’utilisateur à déter-
miner quels paramètres modifier et comment ils influent sur le comportement du matériau,
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la figure III.37 illustre l’influence de chaque paramètre cinétique sur l’évolution du module en
fatigue.

(a) (b)

(c)

FIGURE III.37 – Influence des paramètres (a) sf1 , (b) Sf1 et (c) γ1 sur l’évolution du module
effectif.

Notons que l’effet de la contrainte moyenne, permettant de retranscrire les bonnes ciné-
tiques d’endommagement à différents rapport de charge, est figé dès que les paramètres ε0f

eq,k,
mk, ainsi que la cinétique d’endommagement sont identifiés.

Seul un essai a été réalisé à 90°, il n’est donc pas envisageable de déterminer les para-
mètres de la cinétique d’endommagement dans le sens trame de la même manière. Ils ont
donc été fixés de manière à retranscrire une évolution du module satisfaisante pendant l’essai
de fatigue cyclique à 22,5° (figure III.39), qui fait intervenir les paramètres de cinétique du
sens chaîne comme du sens trame.

III.4.4.3 Comparaisons essais/calculs

La figure III.38 présente les résultats de l’identification sur les trois essais utilisés. Dans la
pratique, le paramètre sfk , qui détermine la pente de l’évolution du module effectif en fatigue,
influence également fortement la perte de module au cours d’un changement de niveau de
chargement (comme dans l’essai multi-paliers représenté sur la figure III.38b). Le modèle
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(a) (b)

FIGURE III.38 – Comparaisons essais/calculs en fatigue (a) cyclique à 47% de la résistance
statique (3238-Rep2), (b) multi-paliers (3213-0) à R = 0.05. Les modules sont normalisés par
rapport au module initial, expérimental (a) et numérique (b).

semble retranscrire correctement l’effet de contrainte maximale dans le sens chaîne.

Néanmoins, la forte baisse de module en fatigue à 22,5°, représentée sur la figure III.39,
est plus difficile à capter, de par les très faibles pertes de modules dans la direction des torons
de fibres. En effet, les paramètres de couplage entre traction et cisaillement sont identifiés
sur les essais statiques et les cinétiques d’endommagement sens chaîne et trame sont censées
être déterminés au préalable. Aucun paramètre ne joue sur la cinétique d’endommagement
de cisaillement en fatigue. Il s’agit peut être d’un point d’amélioration pour le modèle OḊM-
Ox/Ox pour les CMC oxyde/oxyde. Bien sur, des essais supplémentaires sont nécessaires pour
s’assurer d’une telle tendance et s’affranchir de la dispersion des résultats.

FIGURE III.39 – Comparaison essai/calcul sur l’essai de fatigue à 22,5°. Les modules sont
normalisés par rapport au module numérique initial (plus cohérent avec les essais statiques
que le module initial expérimental).

D’autres comparaisons essais/calculs sont menées dans la section III.5, afin de valider
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l’identification sur d’autres configurations et de voir comment le modèle retranscrit les effets
de contrainte moyenne.

III.4.5 Critère de rupture

Rappelons le critère de rupture choisi (cf. section II.6 :

ε̃rtkk = εrt0kk

(
〈drk − dk〉+

drk

)
. (III.9)

Dans la direction chaîne, les deux paramètres dr1 et εrt011 sont identifiés à l’aide de deux essais
menés à rupture, selon les équations (III.10) et (III.11).

dr1 =
1

εstat
11
εres
11
− 1

(
dres

1

εstat
11

εres
11

− dstat
1

)
(III.10)

εrt11 =
εstat

11 dr1
dr1 − dstat

1

(III.11)

Les paramètres portant l’indice « stat » (resp. « res ») correspondent au niveau d’endomma-
gement dstat

1 (resp. dres
1 ) et de déformation εstat

11 (resp. εres
11 ) numériques relevés à la fin de la

simulation de l’essai de traction monotone à rupture 151-0-Rep1 (resp. l’essai de performance
résiduelle après fatigue 3238-Rep2), lorsque le niveau de contrainte atteint la contrainte à rup-
ture expérimentale. Les données du second essai « res » auraient également pu être extraite
des simulations d’un essai de fatigue mené à rupture. Cependant, au cours de la campagne
expérimentale menée dans ces travaux, les éprouvettes ayant rompu durant le chargement
de fatigue ont été sollicitées à des hauts niveaux de contrainte, pour lesquels l’identification
du modèle n’est pas satisfaisante (cf. section III.5), probablement du fait de l’apparition de
décohésions inter-torons.

Les paramètres du critère de rupture sont identifiés sur seulement deux essais. Des essais
complémentaires seraient donc nécessaires pour consolider l’identification des paramètres et
réduire la dispersion introduite par le faible nombre d’essais utilisés. Comme précédemment,
au vu du très faible nombre d’essais réalisés à 90°, les paramètres du critère de rupture sens
trame sont supposés identiques à ceux du sens chaîne.
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III.5 Validation de l’identification

III.5.1 Essais de fatigue

Afin de valider l’identification du modèle, des comparaisons essais/calculs sont menées sur
les pertes de module des autres essais de fatigue effectués, pour des contraintes maximales et
des rapports de charge différents.

D’abord, il convient de vérifier que l’effet de contrainte maximale est correctement retrans-
crit (figure III.40).

FIGURE III.40 – Comparaisons essais/calculs sur essais de fatigue cyclique à R = 0.05 et
(a) 22% UTS, (b) 54% UTS. La figure (c) donne l’évolution des modules sur une échelle loga-
rithmique. Les modules sont normalisés par rapport à leurs valeurs initiales (à la première
décharge).

Lorsque la contrainte maximale augmente, le modèle capte la bonne tendance d’évolution
du module effectif mais prévoit des pertes de module en fatigue plus élevées que les essais.
Il convient ici de remarquer que les modules expérimentaux calculés après le premier cycle
de chargement ne sont pas toujours cohérents avec les essais statiques, ce qui engendre des
différences entre les pertes de modules prévues par le modèle est celles observées expérimen-
talement après la première montée en charge et durant les premiers cycles (figure III.40). Les
résultats expérimentaux et numériques étant chacun normalisés par rapport à leurs valeurs
après la première décharge, une partie de cette erreur pourrait être imputée à la détermina-
tion de la valeur initiale du module effectif expérimental. Le modèle semble donc exposer un
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effet de contrainte maximale plus prononcé qu’observé expérimentalement. Notons cependant
que les erreurs obtenues restent de l’ordre de 5% du module initial et que le plus grand écart
est obtenu sur l’essai à 22 % de la force à rupture (3238-Rep5), au cours duquel une dérivée de
la force appliquée a été observée, réduisant la confiance envers les résultats mesurés.

Toutefois, lorsque les efforts appliqués sont plus élevés (éprouvettes 3238-Rep3, 3238-Rep6
et 3238-Rep1, à 63 % et 72% de la résistance statique), le modèle ne parvient absolument pas à
décrire le comportement en fatigue, comme en témoigne la figure III.41. Au moment de l’iden-
tification du modèle, une plus grande attention a, en effet, été portée sur les bas niveaux de
contraintes, représentatifs des chargements envisagés sur l’application industrielle. Or, à de
telles sollicitations, le matériau résiste très bien à la fatigue. En conséquence, la valeur du pa-
ramètre γ1, permettant de déterminer la vitesse relative de l’endommagement en fatigue par
rapport aux chargements statiques, est très élevée. Ainsi, sur les essais à fortes contraintes où
le matériau après la charge statique est déjà très endommagé, ce paramètre élevé limite for-
tement l’évolution de l’endommagement de fatigue. De plus, l’endommagement matriciel n’est
sûrement pas le seul mécanisme d’endommagement en jeu et le modèle n’inclut pas ces méca-
nismes supplémentaires (tels que le délaminage), ce qui explique aussi la non-représentativité
du modèle sur de tels chargements.

FIGURE III.41 – Comparaison essai/calcul sur essais de fatigue cyclique à R = 0.05 à 63% de
la force à rupture statique. Les modules sont normalisés par rapport à leurs valeurs respectives
au premier cycle.

Dans un second temps, la figure III.42 montre que, lorsque le rapport de charge augmente,
à contrainte maximale fixée, l’effet de contrainte moyenne est convenablement représenté par
le modèle, bien qu’il y ait des écarts entre les prévisions numériques et les essais.

Finalement, malgré des limitations liées à la stratégie d’identification ainsi qu’au nombre
limité d’essais de fatigue disponibles et de qualité, le comportement global du matériau reste
satisfaisant pour être appliqué sur un calcul de structure.
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(a) (b)

FIGURE III.42 – (a) Comparaison essai/calcul sur l’essai de fatigue cyclique à 54% de la force
à rupture statique et R = 0.3. (b) Comparaison en échelle log entre les essais à R = 0.3 (en
couleur) et à R = 0.05 (en noir).

III.5.2 Performances résiduelles

Le but est ici de comparer les prévisions du modèle et les résultats expérimentaux sur les
tractions monotones à rupture qui ont suivi les essais de fatigue non rompus. Les simulations
sont stoppées une fois le critère de rupture atteint. La figure III.43 regroupe les trois courbes
contrainte-déformation obtenues.

(a) (b) (c)

FIGURE III.43 – (a) Comparaisons essais/calculs sur les essais de performances résiduelles
des éprouvettes (a) 3238-Rep2, (b) 3433-Rep9 et (c) 3433-Rep6 ayant subi au préalable des
essais de fatigue cyclique à 47% UTS et R = 0.05, 47% UTS et R = 0.3 et 54% UTS et R =
0.3, respectivement. Les axes sont normalisés par rapport aux valeurs à rupture des données
expérimentales.

Le modèle prévoit une forte inflexion lorsque la cinétique statique reprend après le charge-
ment de fatigue, ce qui n’est pas visible sur les courbes expérimentales. Les modules d’Young
initiaux après fatigue prévus par le modèle sont en bonne adéquation avec les données d’essais,
comme l’illustre l’histogramme de la figure III.44, ce qui confirme que le modèle prévoit correc-
tement les endommagements générés pendant les chargements de fatigue. Sur les éprouvettes
orientées à 0° (3238-Rep2 et 3433-Rep6, ayant subi des essais de performances résiduelles res-
pectivement à 47% UTS, R = 0.05 et 54% UTS, R = 0.3), les prévisions à rupture du modèle
sont satisfaisantes. L’écart sur la prévision de la déformation à rupture de l’essai 3238-Rep2
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provient de l’identification du critère de rupture, menée de façon à obtenir une bonne cor-
rélation sur la contrainte à rupture, comme illustré sur le graphe III.44. En revanche, pour
l’éprouvette 3433-Rep9 orientée à 90°, ayant subi un essai de performance résiduelles à 47%
UTS et R = 0.3, le comportement prévu par le modèle est plus raide que celui observé expéri-
mentalement.

FIGURE III.44 – Écarts entre les prévisions du modèle et les données expérimentales en terme de
module, de contrainte et de déformation à rupture pour les essais de performances résiduelles.

Les résultats des comparaisons essais/calculs sont encourageants. Le critère de rupture est
donc applicable et permet de prévoir la durée de vie et performances résiduelles du composite
oxyde/oxyde étudié.
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III.6 Conclusions
Ce chapitre a présenté la campagne expérimentale réalisée dans l’optique de caractériser

le comportement du matériau sous chargements statiques et de fatigue. Les essais ont mis en
évidence un comportement statique quasi-linéaire dans l’axe des fibres. Le matériau résiste de
plus très bien à des chargements de fatigue de contraintes inférieures à 60 % de la résistance
statique : les éprouvettes n’ont pas rompu après un million de cycles et la perte de module
est inférieure à 5% et intervient majoritairement dans les premiers cycles. Hors des axes
principaux, cependant, le matériau se déforme et s’endommage nettement plus.

Le second but de cette campagne expérimentale est d’identifier les paramètres du modèle.
À ce titre, un protocole d’identification, spécifique au modèle d’endommagement incrémental
présenté au chapitre II, a été mis en place. Une réflexion a été menée afin de limiter le nombre
d’essais nécessaires :

— trois essais de traction incrémentales orientées à 0°, 90° et 45° ;
— quatre essais de fatigue dans chaque direction principale, dont deux essais Locati à deux

rapports de charge différents et deux essais de fatigue cyclique à un même rapport de
charge mais deux contraintes maximales différentes.

— deux essais menés à rupture (un statique et un de fatigue) pour identifier le critère de
rupture. Ces deux essais peuvent potentiellement être compris dans les deux groupes
précédents.

Cependant, les aléas expérimentaux nous ont amené à utiliser d’autres essais pour l’identifica-
tion du modèle. De plus, des essais dans la direction des torons de trame seraient nécessaires
pour identifier correctement le comportement de fatigue sens trame.

L’exploitation des données expérimentales a mis en évidence la difficulté d’extraire correc-
tement les informations souhaitées, en particulier au cours des essais de fatigue, en raison
des faibles niveaux de déformations du matériau et des difficultés de mesure associées. Rap-
pelons également que les essais de fatigue réalisés n’ont pas été répétés, ce qui ne permet pas
de déterminer si les variations observées sont le fait du comportement du matériau ou de la
dispersion expérimentale. Les seuls essais disponibles ont donc été multi-instrumentés (par
exemple, suivi du module par un extensomètre et par corrélation d’images numériques), afin
de pouvoir utiliser les résultats avec confiance. Il a ainsi été possible de proposer un jeu com-
plet de paramètres, permettant une bonne adéquation entre les essais et les simulations, sur
la plage de sollicitations représentatives des conditions en service de l’application visée.

Le caractère prédictif du modèle a ensuite été évalué sur le reste des essais de fatigue et
de performances résiduelles. En particulier, il a été montré la bonne prise en compte de l’ef-
fet de contrainte moyenne. Néanmoins le modèle ne semble pas capable à l’heure actuelle
de rendre compte du comportement du matériau soumis à des chargements de fatigue à
hautes contraintes, qui font vraisemblablement intervenir des mécanismes d’endommage-
ment non pris en compte dans cette étude, tels que le délaminage. De plus, le couplage trac-
tion/cisaillement plan, pris en compte à l’aide du tenseur des effets, ne permet pas totalement
de rendre compte des non-linéarités observés dans les directions hors-axes principaux. Une
identification des paramètres plus fine, reposant sur une campagne expérimentale plus four-
nie, ou bien une modification du modèle pourraient être envisagées.

Des essais complémentaires seraient intéressants pour valider des aspects du modèle non
abordés dans cette campagne expérimentale, en particulier sur l’évolution des déformations
résiduelles et sur le cumul des dommages (forme de la moyenne évolutive à utiliser). De plus,
au vu des faibles déformations dans l’axe des torons, il serait plus pertinent d’effectuer ces
essais dans des directions hors-axes afin de pouvoir suivre facilement l’évolution des déforma-
tions et de l’endommagement.
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Finalement, en considérant l’ensemble des essais réalisés, le modèle décrit globalement
bien le comportement du matériau, malgré des lacunes sur le comportement en fatigue à
hautes contraintes appliquées. La prochaine étape consiste donc à s’assurer de son caractère
prédictif sur une structure, en vue d’être capable de prévoir le comportement en fatigue, l’évo-
lution de l’endommagement et la durée de vie de structures composites soumises à des charge-
ments complexes. Ce point fera l’objet du chapitre V. Toutefois, les simulations de structures
composites soumises à des chargements de fatigue polycyclique étant très coûteuses numéri-
quement, il est nécessaire de mettre en place une méthode d’accélération des calculs en fatigue.
Le chapitre IV a donc pour but de présenter la stratégie développée pendant cette thèse pour
répondre à ce besoin.
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CHAPITRE IV

PROPOSITION D’UNE STRATÉGIE DE
CALCUL EFFICACE POUR LA

PRÉVISION DE LA DURÉE DE VIE

L’objet de ce chapitre est de présenter la stratégie mise au point pour
accélérer les calculs de structure en fatigue, afin de pouvoir utiliser le
modèle proposé en bureaux d’études. Une brève introduction revient sur
la nécessité d’utiliser une stratégie de calcul. Après un état de l’art des
différentes méthodes disponibles dans la littérature, la stratégie propo-
sée dans ce travail est détaillée. Elle s’apparente à une méthode de sauts
de cycles, basée sur la relation d’endommagement du modèle, présentée
dans le chapitre II. Enfin, la méthode d’implantation dans un code élé-
ments finis est présentée.
L’efficacité de la stratégie de calcul proposée est illustrée à la fois à
l’échelle du point d’intégration et sur une structure académique.
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IV.1 Introduction : sur la nécessité d’utiliser une stra-
tégie de calcul en fatigue

Déterminer la durée de vie de structures composites est l’un des enjeux majeurs pour l’in-
dustrie aéronautique. Cependant, les méthodes classiques pour déterminer la durée de vie
des structures ont été initialement développées pour les matériaux métalliques. Or, les méca-
nismes d’endommagement sont différents entre ces deux familles de matériaux.

FIGURE IV.1 – Comparaison des évolutions schématisées de l’endommagement au sein des ma-
tériaux métalliques et composites [Rakotoarisoa, 2013].

En effet, pour les métaux, aucune détérioration macroscopique due à la sollicitation mé-
canique n’est visible pendant une grande partie de la durée de vie. En particulier, il n’y a
pas de réduction apparente de la raideur du matériau. La ruine du matériau est néanmoins
très rapide après l’initiation de la première fissure macroscopique (courbe rouge de la figure
IV.1). La durée de vie recherchée peut donc correspondre à l’apparition de la première macro-
fissure, afin d’en avoir une prévision conservative. Durant la première partie de leur durée
de vie, la majeure partie des matériaux métalliques atteignent un état stabilisé (phénomènes
d’accomodation ou d’adaptation). Les modèles pour matériaux métalliques, reposant sur des
lois plastiques, visent donc à atteindre un cycle stabilisé, à partir duquel la durée de vie de la
structure est obtenue par post-traitement. Ainsi le nombre de cycles à simuler pour déterminer
la durée de vie reste limité.

Au contraire, pour les matériaux Composites à Matrice Organique (CMO), l’endommage-
ment débute dès le début du chargement et évolue progressivement jusqu’à la rupture de la
structure. Ainsi, à cause des reports de charge au sein de la structure et de l’augmentation
progressive de l’endommagement, la raideur évolue continuellement et il n’existe pas de cycle
stabilisé. Il est alors nécessaire de simuler l’intégralité du chargement pour prévoir l’état final
de la structure et sa durée de vie. Les coûts de calcul de fatigue sont donc très élevés, tant en
terme de temps que de volume de données, ce qui représente une difficulté majeure pour les
bureaux d’études.

A la lecture du chapitre III et du suivi expérimental du module effectif au cours des char-
gements de fatigue, une évolution progressive de l’endommagement en fatigue est également
constatée sur les composites oxyde/oxyde, montrant à nouveau que les méthodes développées
pour les matériaux métalliques (cycle stabilisé) ne sont pas valables dans cette étude.

Ce travail vise donc à déterminer le comportement et la durée de vie de structures com-
posites soumises à des chargements complexes. Dans ce but, le modèle d’endommagement
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présenté au chapitre II a été implanté dans un code Éléments Finis (EF). Il permet de décrire
l’évolution des propriétés d’une structure en composite oxyde/oxyde au cours du chargement.
Une simulation de 1020 cycles de chargement triangulaire, avec un rapport de charge RF = 0,
sur une plaque trouée de 2500 éléments dure environ 3,5 heures, en utilisant quatre proces-
seurs. Les temps de calculs nécessaires pour des simulations de fatigue polycyclique (106 à 108

cycles) sont donc bien trop élevés pour les moyens actuels à disposition en bureaux d’études,
lorsque tous les cycles sont simulés –et encore moins lorsque la simulation requiert plusieurs
incréments par cycle). Des stratégies de calcul doivent donc être envisagées pour simuler des
chargements de fatigue à grand nombre de cycles.

Après un rapide état de l’art sur les stratégies de calcul pour accélérer les simulations en
fatigue, la méthode développée dans ces travaux est détaillée. Sa performance est évaluée sur
des cas tests de complexité croissante, par comparaison avec des simulations où l’intégralité
du chargement est simulé en utilisant le modèle incrémental.
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IV.2 État de l’art des stratégies de calcul

Différentes stratégies sont présentes dans la littérature pour réduire les coûts de calcul
des simulations de fatigue sur structures. Cette partie en présente une brève revue biblio-
graphique. Deux méthodes seront présentées : les méthodes de réduction de modèle et les
méthodes de sauts de cycles.

IV.2.1 Méthodes de réduction de modèles

Les méthodes de réduction de modèles ont pour but de réduire la complexité des problèmes
numériques. En effet, plus les paramètres et les degrés de liberté sont nombreux, plus les
simulations sont complexes et coûteuses, notamment pour des problèmes non-linéaires. Les
méthodes de réduction de modèles sont souvent utilisées pour adresser des problèmes avec un
très grand nombre de degrés de liberté, dû à un nombre élevé de paramètres, à des structures
de grande taille, qui s’étendent sur une grande échelle de temps.

Ces techniques réduisent la dimension des problèmes en approchant la solution exacte
(souvent issue d’une simulation EF) de grande dimension par une autre solution de dimension
plus faible, conservant une haute fidélité. Prenons l’exemple d’un problème spatio-temporel,
représentatif des problèmes de fatigue. La solution est recherchée sous la forme d’une fonction
à variables séparées comme la somme de produits de fonctions du temps et de l’espace :

u(x, t) ≈ uR(x, t) =

R∑
k=1

ak(t)φ
k
x (IV.1)

où les coefficients {ak} sont associés à la base réduite de rang R {φk}. Seuls les R premiers
modes, représentatifs des phénomènes principaux, sont alors pris en compte dans le modèle,
tandis que les phénomènes de moindre importance ne sont pas représentés.

Il existe plusieurs familles de méthodes pour construire ces approximations. Deux d’entre
elles sont présentées par la suite.

Les méthodes de réduction a posteriori, pour lesquelles la base réduite est construite avant
la simulation, durant une phase d’apprentissage, à l’aide de données partielles issues de
données expérimentales ou numériques. La méthode la plus connue est la Décomposition
Orthogonale en modes Propres – Proper Orthogonal Decomposition (POD) en anglais–,
qui établit une base orthogonale, de façon optimale et ordonnée [Lumley, 1967, Chatter-
jee, 2000, Nasri, 2017]. Au cours du calcul, il s’agit alors de rechercher le jeu de para-
mètres {ak} permettant d’approcher au mieux la solution.
Pour appliquer cette méthode au calcul de fatigue sur structure, l’idée serait de simuler
complètement (à l’aide du modèle incrémental) quelques cycles d’apprentissage par la
méthodes des EF. À partir de la réponse obtenue, il est possible de construire une base
réduite, sur laquelle est résolue la suite du chargement.
Le défaut principal de cette méthode (d’après Ryckelynck) est l’absence de procédure
adaptative permettant de modifier la base réduite selon un critère de contrôle attestant
de la qualité de l’approximation [Ryckelynck et al., 2011]. De plus, lorsqu’elle est appli-
quée à la mécanique des matériaux composites, une autre limitation, inhérente aux mé-
canismes d’endommagement des composites, est rencontrée. La POD permet d’accélérer
fortement les calculs tant que la base réduite reste inchangée, i.e. tant que les méca-
nismes mis en jeu restent identiques tout au long de la simulation. Cependant, en fa-
tigue, certains mécanismes de dégradation, comme le délaminage ou la rupture de fibres,
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peuvent se déclarer au cours du chargement, par couplage avec l’endommagement matri-
ciel. Il faudrait alors pouvoir enrichir la base réduite en cours de calcul, ce qui est très
coûteux.

Les méthodes de réduction a priori, pour lesquelles la construction de la base réduite ne
nécessite aucune connaissance préalable de la solution. Citons en particulier la méthode
de Décomposition Généralisée en modes Propres –Proper Generalized Decomposition
(PGD) en anglais. La PGD vise à approcher le problème en construisant la base ré-
duite {φk} et en trouvant ses coefficients {ak} simultanément au cours du calcul, selon un
processus d’enrichissement itératif de l’approximation (ajout d’un terme supplémentaire
dans l’équation IV.1), jusqu’à ce qu’un critère de qualité soit vérifié [Ladeveze, 1999, Nouy,
2010, Chinesta et al., 2010a, Chinesta et al., 2010b, Chinesta et al., 2011, Nasri, 2017].
Contrairement à la POD, cette méthode permet aisément d’intégrer d’autres mécanismes
d’endommagement au cours du calcul.

L’usage et le coût de l’une ou l’autre de ces méthodes dépend de l’application visée et de l’évo-
lution du problème (i.e. du besoin d’enrichir la base de réduite).

Cependant ces méthodes seules ne sont pas adaptées pour résoudre des problèmes non-
linéaires. Pour traiter ces problèmes, dans le cadre des modèles réduits, l’approche usuelle
consiste à linéariser les équations. Parmi les différentes méthodes disponibles dans la litté-
rature, citons en particulier la méthode à grands incréments de temps LATIN (LArge Time
INcrement) [Ladeveze, 1999], qui sépare les équations du problème en deux espaces distincts
dits global et local, et propose de les résoudre séparément. Classiquement, l’espace global
contient les équations d’équilibres (conditions d’admissibilité) et les lois d’état linéaires, qui
sont linéaires et globales dans l’espace. L’espace local contient les équations de comportement,
qui sont non-linéaires. Contrairement aux méthodes présentées dans la partie précédente qui
résolvent le problème pas à pas dans le temps, la méthode LATIN recherche la solution sur
tout l’intervalle temporel étudié en un seul (grand) incrément, de façon itérative. Chaque
incrément de la méthode fournit alors une approximation de la solution sur toute l’histoire
temporelle. De plus, un couplage avec la PGD a été introduit initialement pour découpler le
problème linéaire (global) en temps et en espace, en vue d’en accélérer la résolution. Le pro-
blème local, lui, est déjà peu couteux à résoudre puisque les équations, bien que non-linéaires,
sont locales en temps et en espace. La méthode LATIN/PGD a ainsi été appliquée à des pro-
blèmes visco-plastiques non-linéaires [Cognard and Ladeveze, 1993]. Boisse et al. l’utilisent
pour des problèmes de plasticité sur des structures soumises à des chargements cycliques afin
de réduire les temps de calcul [Boisse et al., 1991]. Plus récemment, la méthode LATIN/PGD
a été utilisée par Bhattacharyya pour la modélisation de l’endommagement en fatigue cy-
clique [Bhattacharyya, 2018, Bhattacharyya et al., 2019].

Les méthodes de réduction de modèle sont très intéressantes d’un point de vue de l’accé-
lération des calculs. En particulier la méthode LATIN/PGD permet également de prendre en
compte des problèmes non-linéaires comme le comportement de matériaux composites. Les
méthodes de réduction de modèle sont toutefois fortement intrusives dans les codes de calcul,
puisqu’il s’agit de modifier la forme de la solution. Elles sont donc difficilement implémen-
tables dans un code EF commercial. De plus, ces approches nécessitent de simuler tous les
cycles du chargement et ne tirent donc pas profit de la périodicité des chargements de fatigue,
prise en compte dans la deuxième stratégie de calcul présentée.

IV.2.2 Méthodes de sauts de cycles

Une alternative possible consiste à considérer une méthode de sauts de cycles, qui est rela-
tivement simple à implémenter dans un code EF. Elle se base sur la répétition des cycles de
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chargements pour réduire les coûts de calcul, tout en maintenant les capacités prédictives des
modèles. Pour ce faire, le nombre de cycles réellement simulés est diminué : après des cycles
d’entraînement entièrement simulés, la simulation « saute » des blocs entiers de cycles inter-
médiaires, tout en approchant l’évolution des variables internes durant ce saut. Cette méthode
devrait donc être plus rapide que les méthodes de réduction de modèle, notamment lorsque le
nombre total de cycles –et le nombre de cycles sautés– sont élevés.

Pour rendre compte des cycles non-simulés, les variables internes sont extrapolées. Pour les
matériaux métalliques, les variables d’intérêt sont en premier lieu la déformation plastique et
en second lieu les variables d’endommagement. Pour les matériaux composites, le choix se
porte généralement sur les variables d’endommagement, responsables de la dégradation des
propriétés du matériau.

Le principe de cette méthode de sauts de cycles repose donc sur des extrapolations succes-
sives entrecoupées d’un ou plusieurs cycles d’actualisation, comme illustré sur la figure IV.2.

FIGURE IV.2 – Illustration du principe de la méthode de sauts de cycles [Van Paepegem et al.,
2001].

La méthode de sauts de cycles a d’abord été développée par Lesne et Savalle [Lesne and
Savalle, 1989] à la fin des années 80 pour les matériaux métalliques, puis par Lemaitre et
Doghri [Lemaitre and Doghri, 1994] peu de temps après. Elle permet d’atteindre rapide-
ment un état (un cycle de contrainte/déformation) stabilisé et/ou de déterminer les conditions
d’amorçage de fissures dans des simulations viscoplastiques sur des matériaux métalliques
soumis à des chargements cycliques. Ces auteurs proposent des méthodes d’extrapolation po-
lynomiales, basées sur des développements de Taylor à l’ordre un ou deux. Après un saut de
taille ∆N cycles, les variables sont calculées à l’aide de l’une des expressions suivantes, don-
nées pour une variable d’endommagement d.

dN+∆N = dN +
dd
dN

∆N (IV.2)

dN+∆N = dN +
dd
dN

∆N +
d2d

dN2

∆N
2

2
(IV.3)

La méthode d’ordre deux a été utilisée par Bogard et al. [Bogard et al., 2008] puis Labergere
et al. [Nesnas and Saanouni, 2000, Labergere et al., 2015] pour déterminer la durée de vie en
fatigue oligo-cyclique d’éprouvettes cylindriques en acier 316L.

A l’ordre un, le plus classiquement utilisé, la variable d est supposée évoluer linéairement
pendant le saut, avec une pente dd

dN égale à l’incrément de d au cours du dernier cycle entière-
ment simulé (il s’agit du cycle précédant le saut). Dans les matériaux composites, l’évolution
de la variable d’endommagement étant de forme concave, la variable d’endommagement ex-
trapolée est usuellement surestimée.

Afin de limiter l’erreur au cours du calcul, la taille de saut ∆N peut varier au cours de
la simulation (i.e. elle peut être différente d’un saut à l’autre en fonction de l’évolution des
propriétés du matériau). Ainsi, si le matériau s’endommage rapidement, les tailles de sauts
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seront faibles et inversement si le système n’évolue presque plus, la taille des sauts augmente.
Les auteurs ont fourni dans [Lesne and Savalle, 1989] différentes méthodes pour en calculer
la valeur optimale en fonction de l’état du matériau. Cette méthode de sauts de cycles a été
implémentée dans le code EF Zset par Sai [Sai, 1993].

Kiewel [Kiewel et al., 2000] a, quant à lui, développé une méthode de sauts de cycles durant
lesquels les variables internes, de chaque point d’intégration de la structure, sont extrapolées
suivant des fonctions polynomiales ou des fonctions splines. Les cycles d’apprentissages sont
intégrés à l’aide d’une formule de Runge-Kutta d’ordre quatre ou cinq.

Van Paepegem [Van Paepegem et al., 2001] a été le premier à appliquer une méthode de
sauts de cycles au calcul de structures composites. La méthode d’extrapolation repose sur une
formule d’Euler explicite, équivalente à un développement de Taylor à l’ordre un. La taille de
saut est également adaptative. Localement, elle est calculée, comme dans [Lesne and Savalle,
1989, Lemaitre and Doghri, 1994], à l’aide de la formule d’Euler pour un incrément d’endom-
magement maximal autorisé ∆d = dN+∆N − dN donné.

∆N =
∆d
dd
dN

(IV.4)

L’approche la plus simple pour déterminer la taille optimale du saut à l’échelle de la structure,
identique en chaque point de la structure, consiste à la choisir comme le minimum des tailles
de saut optimales locales en chaque point d’intégration. Toutefois, la taille de saut globale
serait toujours faible puisqu’il y a, en tout temps, des points dont l’évolution de l’endommage-
ment est notable. Pour augmenter l’utilité de cette procédure, l’auteur propose une nouvelle
technique basée sur la distribution cumulative des fréquences relatives d’apparition des tailles
de saut locales. La valeur globale appliquée correspond au quantile à 10%, comme l’illustre la
figure IV.3. Ainsi pour certains points, la taille de saut appliquée sera plus élevée que la taille

FIGURE IV.3 – Méthode pour déterminer la taille de saut globale NJUMP à partir de la distri-
bution cumulative des fréquences relatives des tailles de saut locales NJUMP1 [Van Paepegem
et al., 2001].

recommandée au niveau local, ce qui entraîne des erreurs d’extrapolation, considérées sans
impact par l’auteur puisque ces points sont les plus endommagés. Ce postulat peut néanmoins
être remis en cause dans le cas de structures de géométries complexes, où les points les plus
endommagés sont localisés aux points de concentrations de contraintes et où la rupture est la
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plus probable. Ces erreurs d’extrapolation conduisent donc à prévoir une rupture anticipée et
sous-estiment la tenue de la structure.

Fish et Yu [Fish and Yu, 2002] ont également utilisé une méthode d’Euler pour extrapoler
les variables d’endommagement de fatigue dans un modèle dédié aux matériaux composites
fragiles. La taille de saut est cette fois calculée à l’aide d’une formule d’Euler modifiée. Le
nombre de cycles de contrôle peut également varier, de façon à minimiser l’erreur de la procé-
dure.

Enfin, Cojocaru a proposé une méthode de saut de cycles dédiée aux modèles structuraux
dont les propriétés évoluent [Cojocaru and Karlsson, 2006]. Sa méthode est basée sur des
lignes de tendance des évolutions des variables du modèle, établie pendant l’analyse EF des
cycles d’apprentissage. Cette tendance est ensuite utilisée pour extrapoler les variables d’in-
térêt, à l’aide de l’intégrateur de Heun. L’état extrapolé est ensuite utilisé comme état initial
pour la simulation EF suivante. Cette procédure fonctionne cependant comme un bloc de post-
traitement et nécessite de réaliser plusieurs simulations successives.

Pour conclure cette synthèse bibliographique, deux stratégies différentes ont été présen-
tées : les méthodes de réduction de modèles et les méthodes de sauts de cycles. L’objectif étant
d’introduire la stratégie retenue dans un code de calcul EF, la stratégie qui semble la plus adé-
quate consiste en la méthode la moins intrusive et la plus rapide pour des chargements à grand
nombre de cycles. En conséquence, l’approche retenue est une méthode de sauts de cycles. Ce-
pendant, les méthodes de sauts de cycles comportent aussi certains désavantages. A cause de
l’extrapolation des variables d’intérêt (ici l’endommagement d), elles induisent des erreurs de
calcul dans les simulations, quelque soit la taille de saut appliquée, erreurs qui peuvent être
rédhibitoires pour les prévisions de durée de vie. En outre, il est nécessaire de simuler des
cycles de contrôle régulièrement espacés afin de capter la non-linéarité du comportement de
la structure. Le nombre de cycles de contrôle peut donc s’avérer important et influer sur les
coûts de calcul. A terme, il pourrait donc être intéressant de coupler une méthode de sauts de
cycles avec une méthode de réduction de modèle (POD) pour accélérer les calculs des cycles de
contrôle. Enfin, ces méthodes se basent sur des formes cycliques de la relation d’endommage-
ment dd

dN = ... (obtenues immédiatement pour des modèles écrits en nombre de cycles), même
lorsque la loi d’endommagement utilisée est temporelle. Il n’y a, à notre connaissance, aucune
stratégie de saut de cycles basée directement sur un modèle incrémental en ḋ = ..., autorisant
une prise en compte naturelle des chargements aléatoires répétés.
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IV.3 Proposition d’une méthode de saut de cycles non-
linéaire dédiée à un modèle d’endommagement
incrémental pour les matériaux composites

Pour appliquer la stratégie de sauts de cycles, le chargement appliqué est décomposé en
quatre étapes :

— une montée en charge quasi-statique ;
— plusieurs cycles d’entraînement (Ne), entièrement simulés, pour établir une première

évolution des variables d’endommagement ;
— un saut de cycles (∆N ), à la fin duquel les variables d’endommagement sont extrapolées

selon la méthode décrite dans la suite ;
— un ou plusieurs cycles d’actualisation, appelés par la suite cycles de contrôle (N contrôle),

entièrement simulés, afin de mettre à jour les incréments d’endommagement nécessaires
pour le prochain saut de cycles.

Pour réduire les erreurs d’extrapolation générées pas les méthodes classiques (formule
d’Euler par exemple), l’approche proposée dans ces travaux de thèse consiste en une nouvelle
méthode de sauts de cycles où l’extrapolation est non-linéaire. Elle porte sur les variables
d’endommagement dk, k = 1, 2, 3, puisque qu’elles pilotent la dégradation du matériau étudié
(l’endommagement étant la seule source de non-linéarité du comportement). Cette méthode
d’extrapolation, détaillée au prochain paragraphe, repose sur la relation d’endommagement
incrémentale décrite dans la section II.3.3 et utilise le même principe de séparation des char-
gements statique et de fatigue.

Pour des raisons pédagogiques, la méthode est exposée sur des chargements cycliques
crêtes-crêtes (chargements triangle ou sinusoïdaux entre deux valeurs minimale et maximale).
Il doit cependant être souligné que la procédure de saut de cycles proposée s’applique égale-
ment à des chargements aléatoires répétés (figure IV.4) et/ou multiaxiaux, comme dans [Des-
morat et al., 2007], pour lesquels il est possible de définir un cycle élémentaire (cf. section
I.3.2.2).

(a) chargement cyclique (b) chargement aléatoire répété

FIGURE IV.4 – Types de chargements uniaxiaux pris en compte par la stratégie de sauts de
cycles proposée.

En effet, dans la suite, seule la périodicité du chargement appliqué est importante (sans res-
triction sur l’évolution des autres variables du modèle), que les conditions limites soient im-
posées en effort ou en déplacement. Ainsi, la notion de cycle contrainte/déformation stabilisé
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n’est pas utile. En revanche, il est nécessaire de supposer une évolution faible de l’endomma-
gement (par rapport à sa valeur à saturation d∞ ou à une valeur critique dc) sur un cycle (ou
un cycle élémentaire).

Un des avantages de l’utilisation d’un modèle incrémental est d’être capable de simuler
continûment (pas de temps par pas de temps dans un code EF) chaque cycle du chargement.
En conséquence, une simulation calculant explicitement chaque cycle est considérée exacte
d’un point de vue numérique. Elle peut alors être prise comme référence face à laquelle il est
possible d’évaluer les performances de la stratégie de calcul mise en place (précision et gain
de temps).

Dans ce qui suit, l’indice k est omis et l’on note respectivement dN = d(tN ) et
dN+∆N = d(tN+∆N ), les valeurs de l’endommagement avant et après un saut.

IV.3.1 Description de la méthode d’extrapolation non-linéaire

La méthode est basée sur l’hypothèse du modèle d’endommagement incrémental, selon la-
quelle les contributions à l’endommagement dues à la statique et à la fatigue évoluent consé-
cutivement. La contribution statique (monotone) de l’endommagement est notéeM et celle de
fatigue, F .

La relation d’endommagement (équation II.23) peut alors être ré-écrite de la façon sui-
vante :

ḋ = (d∞ − d)
dM
dt

+ (d∞ − d)γ
dF
dt

(IV.5)
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(IV.6)

Rappelons que, comme exprimé dans l’équation (IV.7), lorsque la partie statique est acti-
vée, il n’y a pas de création d’endommagement de fatigue, et inversement ; ce qui justifie la
modification de la contribution de fatigue de la relation d’endommagement dans l’équation
(IV.6). { dM

dt > 0⇒ dF
dt = 0

dF
dt > 0⇒ dM

dt = 0
(IV.7)

Le même principe de séparation des contributions est appliqué durant les sauts. Il est ainsi
possible de déterminer sa valeur après le saut de cycles sans aucune hypothèse sur l’évolution
de la variable d’endommagement elle-même. Dans un souci de pédagogie, la relation d’endom-
magement incrémentale est d’abord exprimée en un incrément d’endommagement par cycle(

dd
dN = ...

)
, afin de construire la méthode d’extrapolation non-linéaire.

Dans un premier temps, il est possible de déterminer l’incrément d’endommagement par
cycle (équation IV.8), en supposant que l’endommagement d évolue très peu durant un cycle
et que son effet sur les propriétés mécaniques peut être négligé en première approximation.
Bien que l’endommagement évolue (lentement) durant un cycle, l’hypothèse d’une évolution
négligeable est souvent effectuée en fatigue [Lemaitre et al., 1992] afin de permettre une réso-
lution simple de l’équation différentielle IV.5. Cette hypothèse est supposée valide dans notre
cas, car l’augmentation de l’endommagement sur un cycle est très faible après quelques cycles
d’entraînement, ce qui est également observable expérimentalement. En effet, la forme de
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l’évolution de l’endommagement étant concave, il évolue vite au cours des premiers cycles de
chargement. Il est donc nécessaire, pour que l’hypothèse énoncée ci-dessus soit valide, de si-
muler entièrement les premiers cycles (ou cycles d’entraînement) et de n’entamer la procédure
de sauts de cycles que lorsque l’évolution de l’endommagement est suffisamment lente. Nous
sommes toutefois conscients qu’il s’agit d’une approximation, dont il conviendrait de quantifier
l’impact dans des travaux ultérieurs.

L’incrément d’endommagement par cycle (équation IV.8) est alors calculé par intégration
de l’équation (IV.5) sur un cycle, en fonction des incréments de ses contributions statique et de
fatigue.

dd
dN
≈ (d∞ − d)

dM
dN

+ (d∞ − d)γ
dF
dN

(IV.8)

où dM
dN et dF

dN représentent les incréments des contributions à l’endommagement dus respec-
tivement à la statique et la fatigue. Dans le cas général, le calcul des incréments des contri-
butions statiques et de fatigue est réalisé numériquement, pas de temps par pas de temps
sur le cycle précédent le saut (entre les temps tN−1 et tN ), sans hypothèse simplificatrice.
Cependant, pour des chargements cycliques pilotés en déformation, il est possible d’intégrer
analytiquement dM

dt et dF
dt sur un cycle, afin de calculer les quantités dM

dN et dF
dN . Pour le détail

des intégrations analytiques sur des chargements triangulaires ou sinusoïdaux, le lecteur est
invité à se référer à l’annexe E.1.

Dans un second temps, les évolutions des incréments des contributions à l’endommage-
ment dM

dN et dF
dN sont considérées constantes lors du saut de cycles ∆N . Il s’agit de l’hypothèse

principale de la méthode, qui permet de calculer analytiquement la valeur de la variable d’en-
dommagement après le saut, par intégration de l’équation (IV.9).∫ dN+∆N

dN

dd
(d∞ − d) dM

dN + (d∞ − d)γ dF
dN

=

∫ N+∆N

N
dN (IV.9)

Deux cas sont alors distingués :
— Si le chargement cyclique est piloté en déformation, alors il ne peut pas y avoir de création

d’endommagement dû à un chargement statique
(

dM
dN = 0 et εNeq

max
= εN−1

eq
max
)

, étant

donné que le modèle est formulé en déformation totale. De plus, l’incrément dF
dN est ef-

fectivement constant durant le saut. En effet, la déformation équivalente évolue de façon
cyclique et la déformation équivalente moyenne ε̆eq converge très rapidement vers la va-
leur moyenne d’un cycle ε̄eq après quelques cycles. Dans ce cas, l’extrapolation de la va-
leur de l’endommagement est quasi-exacte, comme illustré dans la section IV.3.2.1.1. Par
extrapolation quasi-exacte, il faut entendre que la résolution de l’équation différentielle
(IV.9) est exacte mais que l’hypothèse d’un endommagement constant sur un cycle reste
une approximation.

— A l’inverse, lorsque le chargement est piloté en contrainte, la déformation maximale et
la déformation équivalente moyenne, supposées constantes durant le saut de cycles, évo-
luent en réalité, sous l’influence de l’endommagement. L’incrément de la contribution de
fatigue à l’endommagement dF

dN n’est alors pas constant durant le saut et l’approximation
faite induit une erreur, directement reliée à la taille du saut.

Les détails de l’intégration analytique de l’équation (IV.9) sont présentés dans l’annexe E.2.
Les équations (IV.10) et (IV.11) présentent les deux expressions analytiques donnant la valeur
de la variable d’endommagement après le saut de cycles, en fonction du type de pilotage du
chargement (et donc de la création ou non d’endommagement dû à des chargements statiques).
L’extrapolation obtenue est non-polynomiale et décrit au mieux l’évolution de l’endommage-
ment :
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Si dM
dN = 0,

dN+∆N = d∞ −
[
−∆N(1− γ)

dF
dN

+ (d∞ − dN )1−γ
] 1

1−γ
(IV.10)

Si dM
dN > 0,

dN+∆N = d∞ −

[
exp

(
−∆N

dM
dN

(1− γ)

)(
(d∞ − dN )1−γ +

dF
dN
dM
dN

)
−

dF
dN
dM
dN

] 1
1−γ

(IV.11)

Dans les deux cas, on peut démontrer à partir des équations (IV.10) et (IV.11) que l’en-
dommagement ne peut que croître : dN+∆N > dN . En outre, contrairement aux extrapolations
polynomiales présentées dans la synthèse bibliographique, la valeur de l’endommagement ne
peut pas excéder sa valeur à saturation : dN+∆N ≤ d∞. Cette observation assure la conver-
gence de la simulation, quelque soit la taille de saut utilisée. De plus, un seul incrément suffit
pour le saut de cycle, grâce au calcul analytique de la variable d’endommagement extrapolé.

Les équations (IV.10) et (IV.11) permettent donc d’appliquer la méthode de sauts de cycles
non-linéaire directement sur la relation d’endommagement incrémentale, sans passer par une
expression en cycles, en tirant profit de la séparation des contributions statiques et de fatigue.
Le calcul des variables d’endommagement extrapolée repose sur une intégration analytique
n’insérant pas d’erreurs numériques additionnelles, contrairement aux méthodes classiques
utilisant une méthode d’Euler explicite.

Rappelons ici les points originaux de cette méthode :
— Stratégie de saut de cycles appliquée à une relation d’endommagement incrémentale,

sans passage par une formulation en cycles ;
— Séparation des contributions statique et de fatigue à l’endommagement ;
— Expression analytique de la valeur extrapolée de l’endommagement.

IV.3.2 Application sur un point d’intégration soumis à des char-
gements de complexité croissante

Dans cette section, l’idée est d’évaluer la performance de la stratégie de saut de cycles
non-linéaire proposée en la comparant à la fois avec la référence incrémentale (sans saut de
cycles) et avec une méthode de saut de cycles classique utilisant une extrapolation linéaire
(équation IV.2) [Lesne and Savalle, 1989, Lemaitre and Doghri, 1994, Van Paepegem et al.,
2001]. En particulier, il s’agit de comparer la précision de leurs résultats pour des coûts de
calcul comparables, i.e. pour le même nombre de cycles simulés. En conséquence, la taille
de saut ∆N est fixée par l’utilisateur et reste constante tout au long de la simulation, pour
faciliter l’évaluation.

Dans un souci de pédagogie, la méthode de sauts de cycles non-linéaire est d’abord appli-
quée à l’échelle matériau, sur un point d’intégration soumis à des chargements de complexité
croissante. Toutes les simulations sont effectuées avec Matlab sur le même ordinateur de bu-
reau avec un processeur.

Les simulations avec sauts de cycles sont comparées avec la simulation de référence, comme
illustré sur la figure IV.5. Les valeurs finales de l’endommagement sont utilisées pour estimer
l’écart relatif entre les deux simulations, définie par l’équation (IV.12), puisque ces valeurs
sont les plus pertinentes pour la prévision de la durée de vie de structures composites.

err =
|dfjump − d

f
ref|

dfref

(IV.12)
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FIGURE IV.5 – Description schématique de la comparaison entre (a) une simulation de référence
et (b) une simulation avec des sauts de cycles. L’erreur relative due aux sauts est reportée sur la
figure (c).

Les quantités dfref et dfjump correspondent respectivement aux valeurs finales de l’endommage-
ment dans la simulation de référence et dans une simulation avec sauts de cycles. Un autre
indicateur, comme l’erreur moyenne quadratique, aurait pu être utilisé, sans influence sur les
conclusions tirées ici.

Notons que les sauts sont réalisés à la valeur maximale du chargement. Les résultats ainsi
obtenus sont plus proches de la référence qu’avec des sauts réalisés à chargement minimal.
Ceci est dû à la valeur de la déformation équivalente moyenne au début des cycles de contrôle :
si les cycles de contrôle débutent par une charge (sauts à chargement minimal), la valeur de la
déformation équivalente moyenne, non-extrapolée, n’a pas eu le temps d’être actualisée avant
le calcul de l’endommagement. Ce dernier est donc sur-estimé sur le premier cycle de contrôle.
Au contraire, si l’on commence par une décharge, durant laquelle aucun endommagement
n’est généré, la moyenne est actualisée sans impact sur la valeur de l’endommagement. Une
perspective d’amélioration consisterait à actualiser la valeur de la déformation équivalente
moyenne pendant le saut de cycles. Cela nécessiterait la connaissance de la valeur de l’endom-
magement à la fin du saut, qui dépend lui-même de la valeur de la déformation équivalente
moyenne à la fin du saut. Un schéma explicite, tel que celui utilisé, ne peut pas rendre compte
de cet effet. Il faudrait alors considérer une résolution implicite du calcul de l’endommage-
ment pendant le saut de cycle. Une telle méthode n’est pas triviale et constitue un travail
conséquent. De plus, le calcul serait plus lent qu’avec la résolution proposée. Le but étant
d’accélérer au maximum les calculs de fatigue, malgré quelques petites imprécisions dans le
calcul, la résolution explicite est jugée suffisante, pour le moment, pour l’application visée.

IV.3.2.1 Chargement crête-crête cyclique de traction uniaxiale

Dans un premier temps, des chargements de fatigue cyclique sont considérés. Il s’agit de
chargements crête-crête uniaxiaux (dans la direction des chaînes) à 1 Hz. Le chargement est
piloté soit en déformation soit en contrainte. Le rapport de charge est fixé à Rε/σ = 0, 05. Dans
chaque cas, le chargement est choisi de façon à obtenir une valeur finale de l’endommagement
du même ordre de grandeur (environ 0,2). Pour toutes les simulations avec des sauts de cycles,
les sauts débutent après N e = 100 cycles et chaque saut est suivi de N contrôle = 2 cycles de
contrôle, afin d’actualiser les incréments des contributions statique et de fatigue (dM

dN et dF
dN

pour la méthode non-linéaire ou dd
dN pour la méthode linéaire). Le nombre de cycles de contrôle

a été choisi égal à deux pour pouvoir actualiser la déformation équivalente moyenne (sur le
premier cycle) sans influencer le calcul des incréments des contributions statique et de fatigue
(calculés sur le second cycle), tout en minimisant le nombre de cycles à simuler entièrement.
L’impact de ce choix, faible sur des chargements triangulaires, sera illustré sur un chargement
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aléatoire répété dans la section IV.3.2.2.
Dans les exemples suivants, les tailles de saut ∆N données correspondent à la somme des

cycles sautés et des deux cycles de contrôle.

IV.3.2.1.1 Chargement en déformation imposée

Dans un premier temps, le chargement est piloté en déformation. Comme expliqué pré-
cédemment, il n’y a pas d’endommagement statique créé au cours du chargement de fatigue
(donc après la première montée en charge). Les figures IV.6a et IV.6b montrent qu’une va-
leur précise de l’endommagement final peut être atteinte, même en un seul saut, pour deux
chargements cycliques d’amplitudes différentes. Cela corrobore l’affirmation de la section pré-
cédente selon laquelle l’extrapolation non-linéaire est quasi-exacte pour des chargements de
fatigue pilotés en déformation. Différentes tailles de sauts ont été utilisées en vue de déter-
miner l’évolution de la précision obtenue. Une comparaison plus quantitative permet de re-
lier l’erreur relative des simulations avec la taille de saut utilisée (figures IV.7a et IV.7b).
La courbe noire (resp. rouge) correspond aux simulations utilisant une extrapolation du pre-
mier ordre utilisant l’équation (IV.2) (resp. une extrapolation non-linéaire utilisant l’équation
(IV.10)). Certains résultats aberrants, obtenus avec l’extrapolation du premier ordre sont omis
des graphes. Ils correspondent à des simulations où l’endommagement dN+∆N excède la va-
leur de saturation d∞ dans l’équation (IV.2), pour de grandes tailles de saut ∆N (figures IV.6c
et IV.6d). De telles simulations ne peuvent alors pas converger.

A l’inverse, l’erreur relative induite par la méthode non-linéaire reste limitée et d’autant
plus faible que la taille de saut appliquée est faible. La plus faible erreur possible correspond
à une simulation avec des tailles de sauts ∆N = 1, et est de 3, 8× 10−5% pour le deuxième cas.

Comme les erreurs de la méthode non-linéaire restent de l’ordre du bruit numérique, les
simulations sont à la fois plus précises et bien plus rapides que la méthode classique du pre-
mier ordre. La figure IV.8 présente en effet les gains de temps possibles en fonction de l’erreur
finale admise. Le gain est d’autant plus grand que l’erreur admissible est faible.
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(a) Cas 1 : méthode non-linéaire (b) Cas 2 : méthode non-linéaire

(c) Cas 1 : méthode du 1er premier ordre (d) Cas 2 : méthode du 1er ordre

FIGURE IV.6 – Procédure de saut de cycles appliquée à des chargements de fatigue pure avec
différentes déformations maximales appliquées : (a, c) εmax

a = 0.78 × 10−3 (106 cycles) et (b,
d)εmax

b = 0.88 × 10−3 (105 cycles). Les figures (a) et (b) donnent les évolutions de l’endommage-
ment de la simulation de référence et de la simulation avec sauts de cycles non-linéaire et les
figures (b) et (d) avec des sauts de cycles linéaires.

158



CHAPITRE IV. PROPOSITION D’UNE STRATÉGIE DE CALCUL EFFICACE POUR LA PRÉVISION DE LA DURÉE DE VIE

(a) Cas 1 (b) Cas 2

FIGURE IV.7 – Évolutions des erreurs relatives en fonction de la taille de saut fixée pour les deux
cas de chargements (a) εmax

a = 0.78 × 10−3 (106 cycles) et (b)εmax
b = 0.88 × 10−3 (105 cycles). Les

points rouges correspondent aux simulations avec une méthode non-linéaire et les points noirs
aux mêmes simulations avec une extrapolation du premier ordre, en omettant ceux présentant
des résultats aberrants.

err
(%)

1er ordre Non-linéaire Gain de
temps(%)∆N t(s) ∆N t(s)

0.01 220 63.46 9×105 0.25 253

FIGURE IV.8 – Efficacité de la méthode de sauts de cycles proposée en fonction du temps de
calcul pour le cas où la déformation maximale appliquée est fixée à εmax

b = 0.88 × 10−3 (figure
IV.6b).

IV.3.2.1.2 Chargement en contrainte imposée

La même procédure est ensuite appliquée à des chargements pilotés en contrainte. La figure
IV.9 montre les évolutions de l’endommagement obtenues pour les simulations avec des sauts
de cycles non-linéaires. Comme dans le cas précédent à déformations imposées, les simulations
avec des sauts de cycles non-linéaires convergent vers la référence pour des tailles de saut
décroissantes, avec des valeurs de l’endommagement toujours supérieures au cas de référence
(les simulations sont conservatives). La valeur finale de l’endommagement n’excède jamais sa
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valeur à saturation, même pour un grand nombre de cycles sautés.
Cette fois cependant, toutes les simulations avec des sauts de cycles non-linéaire intro-

duisent une erreur, plus élevée que dans le cas précédent et qui est reliée à la taille de saut
utilisée (figures IV.9c et IV.9d). Ceci est dû, comme expliqué dans la section IV.3.1, au fait que
les incréments des contributions statique et de fatigue dM

dN et dF
dN ne sont pas constants durant

chaque saut de cycles, contrairement à l’hypothèse initiale. Les simulations sont tout de même
plus précises qu’avec une extrapolation du premier ordre.

Une grande précision induit donc un fort surcoût numérique, un compromis doit donc être
établi. La figure IV.10 illustre la relation entre le temps de calcul et la précision du calcul
pour les deux méthodes d’extrapolation. Il faut remarquer que le bénéfice de la méthode non-
linéaire par rapport à une méthode classique est moins important pour des petites tailles de
sauts mais reste intéressant pour de grands blocs de cycles sautés. Ainsi pour une erreur
maximale admissible fixée, la taille de sauts à utiliser est plus grande pour une extrapolation
non-linéaire. Par conséquent, les simulations non-linéaires sont plus rapides, comme illustré
sur la figure IV.10 pour des erreurs de 1% et 5%. Inversement, si le temps de calcul est l’élé-
ment limitant, la méthode proposée permet d’augmenter la précision du calcul, notamment
pour des tailles de sauts élevées.
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(a) Cas 1 : méthode non-linéaire (b) Cas 2 : méthode non-linéaire

(c) Cas 1 : erreurs (d) Cas 2 : erreurs

FIGURE IV.9 – Procédure de saut de cycles appliquée à des chargements de fatigue avec diffé-
rentes contraintes maximales appliquées : (a) σmax

a =80 MPa (106 cycles) et (b) σmax
b =90 MPa

(105 cycles). Les figures (a) et (b) donnent les évolutions de l’endommagement de la simulation
de référence et de la simulation avec sauts de cycles non-linéaire. Les figures (c) et (d) donnent
les évolutions des erreurs relatives en fonction de la taille de saut fixée. Les points rouges cor-
respondent aux simulations avec une méthode non-linéaire et les points noirs aux mêmes si-
mulations avec une extrapolation du premier ordre, en omettant ceux présentant des résultats
aberrants.
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err
(%)

1er ordre Non-linéaire Gain de
temps(%)∆N t(s) ∆N t(s)

1 830 29.0 1080 21.0 27
5 1175 18.5 6000 4.4 76

FIGURE IV.10 – Efficacité de la méthode de sauts de cycles proposée en fonction du temps de
calcul pour le cas de chargement 2, où la contrainte maximale appliquée est fixée à σmax

b =90
MPa (figure IV.9b).
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Pour garantir la qualité des prévisions, l’utilisateur doit alors choisir une taille de saut
appropriée, ce qui n’est pas trivial. Cette taille optimale, dans le cas d’une taille de saut unique
tout au long du calcul, résulte d’un compromis entre la précision voulue et un temps de calcul
acceptable. Une autre solution, qui sera exposée dans la section IV.4, consiste à modifier la
taille de saut au fil de la simulation en fonction de l’évolution des propriétés du matériau.

Pour des chargements de fatigue cycliques crête-crête, la méthode de saut de cycles propo-
sée permet de décrire de façon satisfaisante les non-linéarités des courbes d’endommagement
et réduit efficacement les coûts de calcul. Les chargements en service étant plus complexes
que des chargements triangulaires, la stratégie de sauts de cycles non-linéaire, plus précise
qu’une méthode classique du premier ordre, est ensuite appliquée à un chargement uniaxial
aléatoire répété.

IV.3.2.2 Chargement uniaxial aléatoire répété

La méthodologie est ensuite appliquée à un chargement périodique plus complexe, appelé
chargement aléatoire répété. Il s’agit d’une séquence de chargement aléatoire, jouant le rôle
d’un cycle élémentaire, éventuellement représentative d’un spectre de vol, répétée au cours du
temps. Un exemple de chargement est représenté sur la figure IV.11.

FIGURE IV.11 – Exemple de chargement aléatoire répété, avec des sauts de cycles de taille
constante ∆N .

Un modèle incrémental, comme celui décrit au chapitre II, permet naturellement de si-
muler ce type de chargement. Comme le signal est répété, la procédure de saut de cycles est
directement applicable, la notion de cycle est simplement remplacée par celle de cycle élémen-
taire. Plus de détails sur les modifications à mettre en place dans la méthode pour prendre
en compte ces chargements seront donnés dans la section IV.5 dédiée à l’implémentation de la
stratégie de calcul dans un code EF.

La stratégie de calcul est donc appliquée pour être en mesure de simuler rapidement l’évo-
lution de l’endommagement et pour attester de ses performances sur des chargements aléa-
toires répétés. Seule la méthode de sauts de cycles non-linéaire est utilisée, sa précision étant
supérieure à une méthode du premier ordre sur des chargements cycliques uniaxiaux (cf. pa-
ragraphe IV.3.2.1).

IV.3.2.2.1 Chargement aléatoire répété piloté en déformation

La méthode est appliquée sur un chargement aléatoire répété piloté en déformation, dont le
cycle élémentaire est présenté sur la figure IV.12. Le cycle élémentaire dure T = 10 secondes
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et est répété 104 fois. Les sauts de cycles débutent après treize cycles. Comme chaque cycle
élémentaire comporte un nombre important de points, elle est bien plus longue à calculer qu’un
simple cycle crête-crête. Le nombre de cycles de contrôle est donc choisi égal à un (N contrôle = 1)
pour limiter au maximum les coûts de calcul.

FIGURE IV.12 – Période unitaire de char-
gement en déformation considérée.

FIGURE IV.13 – Évolution de l’endomma-
gement durant les simulations avec des
sauts de cycles élémentaires.

La figure IV.13 montre les évolutions de l’endommagement pour différentes tailles de sauts
(les résultats sont exprimés en fonction du nombre de sauts réalisés au cours de la simula-
tion). Les résultats se superposent à la courbe de référence (sans sauts de cycles), la procédure
proposée est donc également quasi-exacte pour des chargements aléatoires répétés pilotés en
déformation. Il est donc vraisemblable que cette conclusion soit généralisable à tout charge-
ment uniaxial périodique piloté en déformation. Notons toutefois qu’il est préférable de simu-
ler entièrement quelques périodes (Ne ≥ 2) avant de débuter les sauts de cycles (pour que la
déformation équivalente moyenne soit très proche de la valeur moyenne d’un cycle élémentaire
ε̄eq).

IV.3.2.2.2 Chargement aléatoire répété piloté en contrainte

La figure IV.15a présente ensuite les résultats de la méthode sur un chargement aléatoire
répété piloté en contrainte. Comme précédemment, il est constitué d’un cycle élémentaire de
T = 10 secondes, illustrée sur la figure IV.14, qui est répété 104 fois. Les paramètres de la
procédure de saut de cycles sont identiques au cas précédent en déformation, à savoir :Ne = 13
et N contrôle = 1.

Néanmoins, en se limitant à un seul cycle élémentaire de contrôle (illustré sur la figure
IV.14), la figure IV.15a montre que la valeur de l’endommagement est très largement sur-
estimée et augmente de façon disproportionnée après le premier saut de cycles, même lorsque
la taille de saut est très faible. L’explication principale réside –encore une fois– dans la non-
actualisation de la déformation équivalente moyenne au cours du saut de cycle. Ce point déjà
évoqué précédemment, sur des chargements triangulaires, est illustré sur ce chargement aléa-
toire répété, d’une part car le temps de calcul requis pour chaque cycle élémentaire de contrôle
est élevé et d’autre part car l’impact de la moyenne sur l’endommagement y est plus important
(il y a plusieurs charges/décharges au sein d’un cycle élémentaire). Ainsi lorsqu’il n’y a qu’un
seul cycle élémentaire de contrôle, la déformation équivalente moyenne est sous-estimée et
l’endommagement est surestimé au cours du cycle élémentaire de contrôle. En conséquence,
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FIGURE IV.14 – Cycle élémentaire de chargement en contrainte considéré.

l’incrément d’endommagement de fatigue dF
dN est également surestimé, ce qui conduit à un em-

ballement de l’endommagement durant le saut de cycle suivant. Finalement, les prévisions en
fin de simulation ne sont pas satisfaisantes.

Pour dépasser cette limitation, trois méthodes peuvent être envisagées. La première idée
consiste à actualiser la valeur de la déformation équivalente moyenne au cours du saut, à
l’aide, par exemple, d’une méthode d’extrapolation linéaire. Cependant, la prévision de l’en-
dommagement pourrait alors être inférieure à la valeur atteinte dans la simulation de réfé-
rence, puisque la moyenne peut dépasser sa valeur théorique (obtenue sans saut de cycles) et
la simulation ne serait plus conservative. La seconde alternative consiste à rendre implicite le
calcul du saut de cycles, ce qui, de fait, permettrait d’obtenir la bonne valeur de la déformation
équivalente moyenne à la fin du saut. Cependant, cela soulève des difficultés d’implémentation
qui n’ont pas pu être abordées dans ces travaux. Enfin, la troisième possibilité, privilégiée dans
ces travaux, consiste à augmenter le nombre de cycles élémentaires de contrôle, afin de per-
mettre à la déformation équivalente moyenne de rattraper partiellement la valeur moyenne
sur un cycle élémentaire ε̄eq durant le premier cycle élémentaire de contrôle, avant de calculer
les incréments des contributions statique et de fatigue à l’endommagement (durant le second
et dernier cycle élémentaire de contrôle). Ainsi, l’erreur engendrée par le saut de cycles suivant
est moindre avec deux cycles élémentaires de contrôle, comme l’illustre la figure IV.15b.

Le nombre de périodes de contrôle impacte cependant grandement les temps de calcul. Il est
donc nécessaire de trouver le bon équilibre entre précision et gain de temps. Dans ces travaux,
le nombre de périodes de contrôle est fixé à N contrôle = 2 pour réduire au maximum des temps
de calcul. Ce choix est également guidé par le calcul de structure puisqu’il est nécessaire de
prendre en compte les reports de charge au sein de la structure avant de préparer le saut de
cycles suivant.
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(a) (b)

FIGURE IV.15 – Évolution de l’endommagement sur un chargement aléatoire répété durant
des sauts de cycles avec (a) un cycle élémentaire de contrôle et (b) deux cycles élémentaires de
contrôle.

Pour quantifier les écart aux calculs de référence, la figure IV.16 présente les évolutions de
la précision des calculs, avec deux périodes de contrôle, en fonction du temps de calcul pour
des simulations pilotées en déformation et en contrainte.

FIGURE IV.16 – Erreur relative sur l’endommagement en fonction de la durée des simulations
avec des sauts de cycles avec deux périodes de contrôle.

En conclusion, ce paragraphe permet de démontrer que la procédure de saut de cycles pro-
posée est applicable à n’importe quel chargement de fatigue uniaxial et périodique. Les ré-
sultats obtenus sont satisfaisants, tant que le nombre de cycles élémentaires de contrôle est
supérieur à deux.
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IV.3.2.3 Chargement activant plusieurs mécanismes d’endommagement si-
multanément

Le dernier chargement considéré est un cisaillement plan, particulièrement nocif pour le
matériau étudié.

Un point d’intégration est alors soumis à un chargement triangulaire de cisaillement pur de
105 cycles à 1 Hz avec R = 0.05. Au niveau local, les déformations équivalentes sont non-nulles
dans les directions des chaînes et des trames. En conséquence, les variables d’endommage-
ment d1 et d2 augmentent simultanément et affectent le tenseur de souplesse proportionnel-
lement aux valeurs hd

+
1

66 et hd
+
2

66 . Les résultats de la stratégie de sauts de cycles non-linéaire
sont comparés avec ceux de la méthode du premier ordre pour évaluer sa performance sur des
chargements multiaxiaux.

Il est d’abord vérifié que la procédure de sauts de cycles non-linéaire est également quasi-
exacte pour des chargements pilotés en déformation. La figure IV.17 présente les évolution de
l’endommagement d1 durant un chargement de cisaillement plan. Les courbes en traits pleins,
correspondant à une extrapolation non-linéaire (NL), se superposent à la courbe de référence,
contrairement aux courbes en pointillés utilisant une extrapolation polynomiale du premier
ordre (L).

FIGURE IV.17 – Évolution de l’endommagement d1 durant un chargement de cisaillement plan.

La figure IV.18 synthétise les erreurs obtenues avec les deux méthodes d’extrapolation,
pour les deux variables d’endommagement d1 et d2. Sous des chargements pilotés en déforma-
tions, la méthode non-linéaire est donc bien plus performante qu’une méthode linéaire, comme
pour des chargements uniaxiaux.
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(a) (b)

FIGURE IV.18 – Évolution de l’erreur sur les variables d’endommagement (a) d1 et (b) d2 en
fonction de la taille de saut appliquée sur des simulations de cisaillement plan avec εmax

12 =
1.8× 10−3 pour les deux méthodes d’extrapolation.

Ensuite, un chargement de cisaillement piloté en contrainte est considéré. Comme précé-
demment, les deux méthodes d’extrapolation induisent des erreurs. En revanche, la méthode
non-linéaire proposée n’est pas plus performante qu’une méthode linéaire classique pour la
majorité des tailles de sauts étudiées. Si une extrapolation non-linéaire est plus précise durant
le premier saut, ce n’est plus nécessairement le cas pour la suite du chargement. Les résultats
des deux méthodes restent toutefois très proches en terme de précision, comme l’illustre la
figure IV.19. La précision des calculs est de plus du même ordre de grandeur que les erreurs
obtenues pour des chargements uniaxiaux.

(a) (b)

FIGURE IV.19 – Évolution de l’erreur sur les variables d’endommagement (a) d1 et (b) d2 en
fonction de la taille de saut appliquée sur des simulations de cisaillement plan de maximum
35 MPa pour les deux méthodes d’extrapolation.

Notons toutefois que les différences de précision entre les deux méthodes d’extrapolation
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sont sensibles à l’identification des paramètres matériau (notamment des effets de cisaille-
ment). En particulier, dans le plan, cet effet est exacerbé lorsque les paramètres hd

+
k

66 >> hkk,
k = 1, 2 (effet de l’endommagement plus fort sur la tenue au cisaillement qu’à la traction).

Ce manque d’amélioration significative par rapport à une extrapolation linéaire peut être
dû à la création simultanée d’endommagement d1 et d2. Bien que la stratégie tienne compte de
la multiaxialité du chargement, au travers du calcul des incréments des contributions statique
dMk
dN et de fatigue dFk

dN , la baisse de souplesse due à l’endommagement d1 (resp. d2) au cours
du saut n’est pas prise en compte dans l’extrapolation de la variable d2 (resp. d1) au cours
de ce même saut. Il serait donc intéressant de mener une étude plus approfondie sur le fonc-
tionnement de la méthode d’extrapolation au cours de chargements activant simultanément
plusieurs mécanismes d’endommagement, qui influent sur les mêmes composantes du tenseur
de souplesse.

Sur les différents exemples présentés, activant un ou plusieurs mécanismes d’endomma-
gement simultanément, la méthode non-linéaire proposée fournit donc des résultats au moins
aussi satisfaisants qu’une méthode classique du premier ordre. Par ailleurs, l’analyse de sensi-
bilité sur la taille de saut utilisée, menée ici sur un point d’intégration, a exacerbé une relation
entre précision et temps de calcul. Pour réaliser des prévisions sur un nouveau chargement,
il convient de choisir la taille de saut optimale pour ce chargement. Cependant, une taille de
saut trop petite rendra les calculs très lourds, notamment sur structure, et à l’inverse une
taille trop grande introduira des erreurs de calculs rédhibitoires pour la prévision des proprié-
tés du matériau. La valeur optimale de ce paramètre ∆N , garantissant le meilleur compromis
temps/précision n’est pas facilement intuitable et dépend de la sollicitation appliquée. De plus,
pour s’assurer que les erreurs de calculs restent acceptables, sans information sur les méca-
nismes d’endommagement activés a priori, le choix se porte sur des tailles de sauts assez
faibles, faisant exploser les coûts de calcul, notamment sur structures soumises à des charge-
ments polycycliques. L’idée est alors d’adapter la taille des sauts aux propriétés du matériau,
le nombre de cycles sautés variant donc au cours de la simulation.
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IV.4 Optimisation de la taille des sauts de cycles

Les évolutions de l’endommagement étant non-linéaires, l’utilisation de sauts de cycles de
taille constante, a priori de petite taille, pénalise la stratégie en termes de coût de calcul.
Pour accélérer plus encore les simulations, plusieurs auteurs, contrairement à ce qui a été
présenté jusque là, préfèrent donc utiliser des tailles de sauts variables [Lesne and Savalle,
1989, Lemaitre and Doghri, 1994, Van Paepegem et al., 2001]. La taille du saut s’adapte alors
automatiquement à l’évolution des propriétés du matériau. Afin de contrôler l’erreur engen-
drée par la procédure de sauts de cycles, chaque saut est piloté par un incrément d’endomma-
gement maximal ∆d. La méthode proposée dans ces travaux de thèse est également capable
d’appliquer un tel contrôle de la taille de saut.

IV.4.1 Description de la méthode de sauts de cycles non-linéaire
de taille adaptative

Avec la procédure de saut de cycles présentées dans ce chapitre, l’idée est donc d’optimiser
la taille du saut en fonction de :

— l’incrément d’endommagement maximal autorisé au cours du saut ∆d,

— des incréments des contributions statique dMk
dN et de fatigue dFk

dN , représentatifs de l’évo-
lution des propriétés du matériau, puisque l’endommagement est la seule source de non-
linéarité insérée dans le modèle.

Dans le but d’obtenir la valeur optimale de la taille de saut au niveau local ∆N pour un
incrément d’endommagement ∆d = dN+∆N − dN fixé par l’utilisateur, les équations IV.10 et
IV.11 peuvent être inversées. La taille de saut ∆N appliquée correspond à un nombre entier
de cycles sautés, il convient donc prendre la partie entière de ces résultats (équations IV.13 et
IV.14).

— Pour un chargement de fatigue pure
(

dM
dN = 0

)
,

∆N = E

(
1

(γ − 1) dF
dN

[(
d∞ − (dN + ∆d)

)1−γ − (d∞ − dN)1−γ]) (IV.13)

— Pour un chargement de fatigue mixte
(

dM
dN > 0

)
,

∆N = E

 1

(γ − 1)dM
dN

log


(
d∞ − (dN + ∆d)

)1−γ
+

dF
dN
dM
dN

(d∞ − dN )1−γ +
dF
dN
dM
dN


 (IV.14)

Ce calcul doit être réalisé à la fin des cycles de contrôle, après avoir calculé la valeur de
l’endommagement dN et les incréments des contributions dMk

dN et dFk
dN générés au cours du

dernier cycle précédant le saut. Ensuite, la variable d’endommagement est extrapolée pendant
le saut à l’aide des formules IV.10 et IV.11, de la même manière que pour une taille de saut
donnée par l’utilisateur. L’hypothèse de constance des incréments des contributions statique
et de fatigue à l’endommagement (cf. paragraphe IV.3.1) reste donc nécessaire.

Ce calcul est réalisé pour chaque mécanisme d’endommagement, sachant que lorsque la
variable d’endommagement n’évolue pas, la taille de saut associée est fixée à un maximum,
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donné par l’utilisateur. Ainsi, lorsque plusieurs variables d’endommagement évoluent, un ar-
bitrage est réalisé. La taille de saut locale est choisie comme étant le minimum des tailles de
sauts optimales pour chaque mécanisme d’endommagement :

∆N = min
(
∆Nk

)
k=1,2,3

(IV.15)

L’utilisateur doit donc donner en paramètres de la simulation des incréments d’endomma-
gement maximums ∆dk pour chaque variable d’endommagement, potentiellement différents,
et une taille de saut maximale ∆N

max, utile pour s’assurer d’avoir des cycles régulièrement
simulés, même lorsque les propriétés du matériau évoluent lentement.

Sur un point d’intégration local, la taille de saut optimale calculée est directement appli-
quée au saut suivant. Pour illustrer le gain de temps offert par cette méthode de sauts de cycles
non-linéaires de tailles variables, elle est appliquée sur les mêmes cas tests qu’au paragraphe
IV.3.2.

IV.4.2 Application sur un point d’intégration soumis à un char-
gement cyclique de traction uniaxiale

Considérons brièvement le cas de chargements pilotés en déformation. Les résultats obte-
nus grâce aux extrapolations non-linéaires étant quasi-exacts quelque soit la taille de saut
fixée, les résultats pour des tailles de sauts variables sont donc quasi-exacts, quelque soit l’in-
crément d’endommagement maximal imposé. Par conséquent, il est donc possible de simuler
l’ensemble du chargement en un seul saut (avec une valeur de ∆d suffisamment grande). Il est
ainsi possible de réduire drastiquement les temps de calcul par rapport à un calcul cycle par
cycle.

Toutefois, dans une structure, le chargement ne correspond jamais à un cas où toutes les
composantes du tenseur de déformation sont imposées, il est donc important d’étudier la ré-
ponse de cette stratégie sur des chargements en contraintes imposées, pour lesquels chaque
saut introduit une erreur par rapport à la simulation de référence. Pour une valeur de ∆d
fixée, les tailles de sauts varient au cours de la simulation et elles sont d’autant plus grandes
que les propriétés évoluent peu (figure IV.20).

FIGURE IV.20 – Évolution de la taille des sauts de cycles en fonction de l’évolution de l’endom-
magement.

Reprenons le second cas test présenté dans la section précédente, à savoir un point d’inté-
gration soumis à 105 cycles dans la direction des chaînes à 1 Hz. Le rapport de charge est fixé
à R = 0.05 et la contrainte maximale appliquée est de 90 MPa. Les sauts débutent après cent
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cycles et deux cycles de contrôle sont entièrement simulés entre chaque saut. La figure IV.21
illustre l’influence de l’incrément d’endommagement maximal autorisé ∆d sur l’évolution de
l’endommagement.

FIGURE IV.21 – Évolution de l’endomma-
gement durant la simulation de référence
et des simulations utilisant une procédure
de saut de cycles non-linéaire avec des
tailles de saut adaptatives.

FIGURE IV.22 – Erreur relative sur la
variable d’endommagement d1 en fonc-
tion de l’incrément maximal d’endomma-
gement autorisé.

La figure IV.22 présente l’évolution de l’erreur des simulations en fonction du paramètre
∆d. Pour comparaison, les résultats obtenus avec une extrapolation linéaire sont ajoutés sur
le graphe. Lorsque le paramètre ∆d est très petit, les sauts restent également très courts et
l’évolution de l’endommagement peut être considérée linéaire sans modification majeure de
la réponse du modèle, expliquant ainsi la similarité des résultats entre les deux méthodes
d’extrapolation. En revanche, lorsque ∆d augmente, la méthode non-linéaire permet d’obtenir
des résultats plus précis. Il s’agit du cas où les tailles de sauts peuvent augmenter au fur et à
mesure du calcul et donc où les simulations sont plus rapides.

En comparant la précision des résultats obtenus avec une procédure de sauts de cycles de
taille constante (figures IV.9b et IV.9d) et des sauts de cycles adaptatifs (figure IV.21 et IV.22),
il semble que les variations de ∆d impactent moins la réponse du modèle que le paramètre
∆N . De plus, sur les courbes d’évolution de l’endommagement, la méthode adaptative est
plus précise au début de la simulation. La figure IV.23 compare, en effet, les évolutions de
la taille de sauts et de l’erreur relative sur la variable d’endommagement obtenues pour des
simulations dont la méthode de calcul de la taille de saut diffère mais dont l’erreur finale est
du même ordre.

Lorsque les tailles de sauts restent constantes (figure IV.23a), l’erreur est élevée dès le pre-
mier saut, ce dernier étant trop important par rapport à la rapidité de l’évolution de l’endom-
magement. Dans la suite du calcul, l’endommagement évolue peu de sorte que l’erreur reste
plus ou moins constante. Au contraire, lorsque les tailles des sauts varient (figure IV.23b),
elles sont d’abord très faibles puis augmentent progressivement à mesure que l’évolution de
l’endommagement ralentit. Les erreurs induites par chaque saut se cumulent. La courbe d’évo-
lution de l’endommagement de la référence est donc mieux respectée par une méthode de sauts
de taille adaptative. Il s’agit donc de la méthode à privilégier lorsque le nombre de cycles total
n’est pas connu, comme c’est le cas pour des simulations de prévision de la durée de vie. De
plus, même si les simulations sont plus lentes au début (petites tailles de sauts), elles per-
mettent de réaliser des simulations à très grands nombres de cycles (108 ou 109 cycles) en
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(a) (b)

FIGURE IV.23 – Évolution de la taille de saut et de l’erreur sur l’endommagement au cours de
simulations avec des tailles de sauts (a) constantes (∆N = 1000) et (b) variables (∆d = 10−4).

des temps acceptables, puisque les tailles de sauts vers la fin du calcul seront également très
grandes et que le nombre total de cycles explicitement simulés est souvent plus faible (même
si ce n’est pas le cas sur l’exemple de la figure IV.23).

Pour synthétiser les performances des différentes méthodes étudiées (extrapolation du pre-
mier ordre ou non-linéaire, tailles des sauts constantes ou variables), le tableau IV.1 expose les
résultats obtenus pour un chargement cyclique uniaxial de 105 cycles au bout duquel l’erreur
relative finale atteint 5%. Pour une erreur finale identique, les simulations où la taille de saut

Taille fixe Taille adaptative

Méthode Linéaire Non-Linéaire Linéaire Non-Linéaire

Nombre de sauts 121 31 24 14

Paramètre d’entrée ∆N = 830 ∆N = 3300 ∆d = 2, 5× 10−3 ∆d = 5, 0× 10−3

Durée (s) t=2,3 t=0,96 t=0,81 t=0,70

TABLE IV.1 – Table des caractéristiques des simulations de sauts de cycles sur le chargement
de 105 cycles à contrainte maximale 90 MPa (avec N e = 100), pour une erreur finale de 5%.

varie nécessitent moins de sauts et sont donc plus rapides, bien qu’elles nécessitent des cal-
culs de taille de saut optimale à la fin de chaque incrément. Ce mode de pilotage a d’abord été
appliqué sur un chargement triangulaire uniaxial pour des raisons pédagogiques, mais il est
également valable pour des chargements aléatoires répétés et/ou multiaxiaux. En particulier,
la section suivante traite un exemple de chargement de traction biaxiale (en phase).

IV.4.3 Application sur un point d’intégration soumis à un char-
gement cyclique de traction biaxiale

Considérons maintenant un point d’intégration soumis à 105 cycles de traction biaxiale à
1 Hz. La contrainte maximale dans la direction des chaînes (resp. des trames) vaut 90 MPa
(resp. 50 MPa) et les rapports de charges sont fixés à R = 0.05. Les sollicitations dans les deux
directions sont en phase. Les sauts de cycles débutent après cent cycles et sont suivis de deux
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cycles de contrôle. Les paramètres de la simulation ∆d1 et ∆d2 sont choisis identiques et notés
∆d. La figure IV.24 montre les évolutions des deux variables d’endommagement d1 et d2 au
cours de la simulation.

(a) (b)

FIGURE IV.24 – Évolution de l’endommagement (a) d1 et (b) d2 durant les simulations de trac-
tion biaxiale, avec procédure de sauts de cycles non-linéaire de tailles adaptatives.

Il convient de remarquer que, par effet Poisson, les valeurs de la variable d’endommage-
ment d1 (resp. d2) est plus faible dans le cas biaxial que dans le cas d’un chargement uniaxial
de même intensité.

Les tailles de saut sont croissantes au cours de la simulation (figure IV.25a), puisque l’évo-
lution des variables d’endommagement est de moins en moins rapide (de forme concave). Ce-
pendant, la variable qui pilote la taille de saut varie au cours de la simulation. En effet, la
figure IV.25b montre les évolutions des tailles optimales pour chaque variable d’endommage-
ment. La taille de saut appliquée correspond à leur minimum, comme évoqué précédemment
(équation IV.15). La variable d’endommagement qui pilote la taille de saut est celle évoluant
le plus rapidement. Il s’agit ici d’abord de d2 puis de d1.
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(a) (b)

FIGURE IV.25 – (a) Évolution de la taille de saut durant le chargement de fatigue de traction
biaxiale. (b) Évolution des tailles de sauts optimales pour les deux variables d’endommagement
activées.

La figure IV.26 quantifie les erreurs induites par la procédure sur ce chargement, pour
différentes valeurs du paramètre ∆d. L’incrément d’endommagement maximal ∆d a moins
d’influence sur l’évolution de la variable d’endommagement d2 que sur celle de d1, l’endomma-
gement évoluant moins pendant le chargement de fatigue. Il est intéressant de remarquer que
l’erreur sur la variable d’endommagement d1 est un peu plus faible que pour un chargement
cyclique uniaxial de même intensité (par comparaison avec la figure IV.23b). C’est également
le cas pour la variable d’endommagement d2 avec une extrapolation non-linéaire (par compa-
raison avec la figure IV.27 du paragraphe suivant).

Pour des grandes tailles de saut (paramètre ∆d élevé), le modèle prévoit un endommage-
ment inférieur à la référence pour la variable d2. Ceci est dû à la cinétique de la relation d’en-
dommagement : le modèle incrémental prévoit que les incréments de la contribution de fatigue
de l’endommagement d2 diminuent sur les premiers cycles puis commencent à augmenter à
partir du 200ème cycle environ. Lorsque la stratégie de saut de cycles débute, au 100ème cycle,
la contribution de fatigue est sur une phase descendante. Le saut de cycle ne capte donc pas
de changement de cinétique et sous-estime la valeur de l’endommagement après le saut.

(a) (b)

FIGURE IV.26 – Évolution de l’erreur sur l’endommagement (a) d1 et (b) d2 en fonction de l’in-
crément maximal d’endommagement autorisé.
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Toutefois, dans un cas de traction biaxiale, les deux mécanismes d’endommagement acti-
vés affectent chacun des composantes différentes du tenseur de souplesse. Les deux variables
d’endommagement évoluent donc de façon indépendante. Les extrapolations des variables
d’endommagement ne sont alors pas influencées par l’activation simultanée de ces deux mé-
canismes d’endommagement. La performance de la stratégie dépend alors exclusivement de
l’identification des paramètres du modèle (notamment des vitesses relatives des cinétiques
d’endommagements) et des paramètres choisis par l’utilisateur (∆dk, Ne, ∆N

max).
En revanche, en cisaillement, les variables d’endommagement influent simultanément sur

les mêmes composantes du tenseur de souplesse. Dans ce cas, la méthode d’extrapolation non-
linéaire ne rend pas compte de l’influence qu’ont les augmentations des variables d’endomma-
gement l’une sur l’autre durant le saut (cf. paragraphe IV.3.2.3).

La méthode de sauts de cycles non-linéaires avec des tailles de sauts adaptatives permet
donc de déterminer l’évolution des propriétés d’un matériau soumis à des chargements de
fatigue polycycliques, potentiellement complexes –i.e. aléatoires répétés et/ou multiaxiaux. La
comparaison avec les résultats obtenus avec une extrapolation linéaire montrent que, pour des
cas de chargements multiaxiaux, qui induisent des niveaux d’endommagement différents, la
méthode non-linéaire est toujours compétitive, en particulier pour de très grandes tailles de
sauts.

Néanmoins, les valeurs des paramètres ∆dk optimales ne sont pas aisées à déterminer
pour les futures simulations, qui n’ont pas fait l’objet d’une étude de sensibilité préalable. La
question suivante consiste alors à se demander comment déterminer ces paramètres ∆dk.

IV.4.4 Proposition d’une méthode pour déterminer les para-
mètres ∆dk optimaux

Pour un chargement donné, les sections précédentes présentent une méthode permettant
d’obtenir la relation entre le paramètre ∆d choisi et la précision du calcul. Il s’agit de réaliser
des simulations avec différentes valeurs de ∆d, d’ordres de grandeur différents, et de comparer
les résultats à une simulation de référence.

Pour être en mesure d’estimer l’erreur d’une simulation sur un nouveau chargement, l’idée
proposée consiste à effectuer des abaques reliant la précision des calculs avec le paramètre
∆d choisi, pour différents chargements élémentaires influant sur les valeurs de εeq et εeqmax

et donc sur dMk
dN et dFk

dN . Par exemple, dans le cas d’un chargement de fatigue cyclique de motif
triangulaire, plusieurs séries de calculs sont menées pour tracer les courbes reliant la valeur
de ∆d à la précision du calcul pour différentes contraintes maximales (figure IV.27).
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FIGURE IV.27 – Erreur des simulations
avec sauts de cycles de tailles adaptatives
pour des chargements d’intensité crois-
sante.

FIGURE IV.28 – Erreur et temps de cal-
cul (en pourcentage de la durée du calcul
de référence) des simulations avec sauts de
cycles par rapport aux simulations de ré-
férences pour des simulations de 105 et 106

cycles.

Il apparaît ainsi qu’outre la valeur du paramètre ∆d, la précision de la simulation dépend
également de son chargement maximal. Plus précisément, l’erreur engendrée par la procédure
de saut de cycles diminue lorsque la contrainte appliquée augmente (la courbe d’endommage-
ment est plus plate). Il est ainsi possible de déterminer la valeur optimale du paramètre ∆d
en fonction de la précision souhaitée du calcul et du chargement maximal appliqué. Ceci est
illustré en fixant l’erreur admissible à 2% sur la figure IV.27.

Il convient également de noter que, dans une moindre mesure, le nombre de cycles total
peut également influencer la précision de la simulation : pour une même valeur de ∆d, plus le
nombre de cycles total est élevé, plus le nombre de sauts de cycles est élevé et par conséquent
plus le calcul induit des erreurs importantes. Néanmoins, pour de la fatigue polycyclique,
l’endommagement évolue de moins en moins et l’erreur induite à chaque saut est très faible.
La précision du calcul ne semble alors pas pâtir du nombre de sauts réalisés (figure IV.28). En
revanche, le gain de temps par rapport à un calcul de référence où tous les cycles sont simulés
augmente significativement, puisque les derniers sauts sont les plus longs.

Enfin, pour des chargements aléatoires répétés, le concept d’abaques n’est plus directement
applicable. En revanche, il est toujours possible de se référer aux abaques des chargements tri-
angulaires. Ainsi, il est conseillé d’utiliser l’abaque obtenue à une contrainte maximale égale
à la moyenne des contraintes de crête durant le cycle élémentaire.

Notons que la valeur du paramètre ∆d est comprise entre 0 (aucun cycle n’est sauté) et
d∞ (un seul saut suffit). Sa valeur est déterminée pour une identification du tenseur des ef-
fets H(m)

k fixée. Pour s’affranchir de cette dépendance au tenseur des effets, l’idée principale
consiste alors à déterminer un indicateur objectif de l’évolution des raideurs apparentes du
matériau, y compris lors de chargements multiaxiaux. Dans ce travail, notre choix s’est porté
sur les incréments d’endommagement maximaux ∆dk pour des raisons pédagogiques. Tou-
tefois, dans le cadre de chargements où plusieurs mécanismes d’endommagements sont ac-
tifs simultanément, tels que le cisaillement, un autre indicateur de type variation de densité
d’énergie dissipée pourrait être plus pertinent et permettre de rendre compte de l’état d’en-
dommagement du matériau avec une variable scalaire, tout en étant moins dépendant de la
formulation du modèle et de l’identification du tenseur des effets. Ce point pourrait consti-
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tuer une perspective à ce travail. Ce changement d’indicateur ne modifierait cependant pas
foncièrement l’implémentation de la stratégie mise en œuvre.
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IV.5 Implantation dans un code Éléments Finis
Cette section vise à expliquer les points clés de l’implémentation de la procédure de sauts

de cycles non-linéaires dans un code de calcul de structures par Éléments Finis (EF).

Expliquons d’abord comment le modèle d’endommagement incrémental seul est implé-
menté. Il est formulé à l’aide d’équations constitutives classiques écrites sous forme de taux
d’endommagement. Il est donc implémenté à travers une procédure de loi de comportement,
utilisant les équations temporelles constitutives présentées dans le chapitre II, applicable à
divers codes de calculs par EF commerciaux. Le modèle est ainsi compatible avec des calculs
multicoeurs.

La stratégie de sauts de cycles proposée est implémentée de manière suffisamment générale
pour être adéquate à la fois pour une taille de sauts ∆N constante, fixée par l’utilisateur, ou
bien une taille variable calculée à partir d’incréments d’endommagement maximaux autorisés
∆dk. L’implémentation est directement réalisée au sein de la procédure de loi de comportement
d’un code EF. Elle ne nécessite pas la création de fichiers additionnels pour obtenir des infor-
mations aux points de Gauss. Valable pour tout type d’éléments (coques ou solides), elle est en
outre également compatible avec le calcul multi-cœurs, sans besoin de redémarrer l’analyse
entre chaque saut (restart analysis). Enfin, l’implémentation permet, à partir du choix des pa-
ramètres utilisés (∆d ou ∆N ), d’effectuer le calcul entièrement à l’aide du modèle incrémental
ou bien en réalisant des sauts de cycles.

L’implémentation est constituée de deux procédures, détaillées au prochain paragraphe.
Cette méthode nécessite, par contre, de décomposer le chargement en plusieurs étapes, afin
d’optimiser les coûts de calcul (voir paragraphe IV.5.2).

IV.5.1 Procédure implémentée en deux étapes

Une procédure en deux étapes, synthétisée sur la figure IV.29, est utilisée pour implémenter
la stratégie de sauts de cycles non-linéaires au sein d’un code EF :

1. Actualisation de la taille de saut globale ∆N
g ;

2. Calcul des variables internes à l’aide de la relation de comportement.

D’une part, une procédure en post-incrément calcule la prochaine taille de saut ∆N
g à

appliquer à l’ensemble de la structure. Elle est appelée à la fin de chaque incrément, une fois
que l’équilibre global de la structure est satisfait. La taille de saut globale ∆N

g est toujours
nulle durant le calcul incrémental, sauf à la fin des cycles de contrôle pour préparer le saut
de cycles. Sa valeur peut être alors soit une donnée de l’utilisateur ou calculée à l’aide des
variables internes issue de l’incrément précédent et des paramètres ∆dk.

Dans ce deuxième cas, les tailles de saut optimales sont différentes pour chaque point de
Gauss. Pour contrôler au mieux l’erreur engendrée durant le saut, la taille optimale au ni-
veau global ∆N

g est choisie identique à la taille de saut optimale du point de la structure
qui s’endommage le plus au cours du dernier cycle de contrôle, quelque soit le mécanisme
d’endommagement pris en compte.

∆N
g

= ∆N
i
, avec i = argmax

i∈points de Gauss

(
max

k∈[1,2,3]

(
ddk
dN

i
))

(IV.16)

Rappelons que pour chaque point de Gauss, la taille de saut optimale locale ∆N
i correspond au

minimum des tailles de saut locales calculées séparément pour chaque mécanisme d’endom-
magement (équation IV.15). Ainsi, la procédure en post-incrément requiert des informations
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FIGURE IV.29 – Algorithme numérique utilisé pour intégrer les équations constitutives (dont
l’endommagement), soit à chaque incrément, soit à l’aide de la stratégie de saut de cycles.

des points de Gauss (les incréments d’endommagement et les tailles de sauts optimales lo-
cales). Plus spécifiquement, la procédure a besoin de connaître la taille de saut optimale du
point qui s’est le plus endommagé au cours du dernier cycle, calculée localement (encadré en
pointillé vert sur la figure IV.29) dans la procédure de loi de comportement, décrite ci-dessous.
La taille de saut globale ∆N

g calculée est alors comprise entre ∆N
min et ∆N

max, fixées par
l’utilisateur.

Notons cependant qu’au cours de calculs sur structures, contrairement aux calculs sur un
point d’intégration, le point qui s’endommage le plus au cours d’un cycle de contrôle peut
varier au cours du temps. Les tailles de sauts n’augmentent alors pas nécessairement de façon
monotone.

Le calcul de la taille de saut globale dépend donc de cinq paramètres :
— les trois incréments d’endommagements maximaux ∆dk. Plus ils sont élevés, plus les

tailles de saut optimales locales seront élevées, et a priori la taille de saut globale éga-
lement. Le paragraphe IV.4.4 propose une méthode pour choisir ces paramètres, sachant
que leur valeur doit être inférieure à la valeur à saturation de l’endommagement d∞,k ;

— la taille de saut minimale ∆N
min. Si ∆N

g
< ∆N

min, aucun cycle n’est sauté et l’endom-
magement est calculé à l’aide de la relation incrémentale. Par défaut, la taille de saut
minimale est prise égale à un pour les calculs sur structure, pour s’assurer qu’un saut
de cycles est réalisé pendant l’incrément de chargement dédié, selon la décomposition du
chargement présentée dans la section IV.5.2.

— la taille de saut maximale ∆N
max.
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Remarquons que si ∆N
min

= ∆N
max, alors la taille de saut est fixée par l’utilisateur et

constante durant toute la simulation.

D’autre part, une seconde procédure décrit la relation de comportement et intègre les équa-
tions constitutives, dont la relation d’endommagement. Cette étape reprend, entre autre, l’in-
tégralité des équations du modèle incrémental. Ses paramètres d’entrée consistent en :

— premièrement, les entrées usuelles de modèles incrémentaux : propriétés du matériau,
temps, tenseur des déformations, incrément de déformation et variables internes de l’in-
crément précédent ;

— deuxièmement, la période T du cycle de chargement (donnée par l’utilisateur), la taille
de saut ∆N et, spécificité de cette méthode, des incréments par cycle dMk

dN et dFk
dN , pour

chaque mécanisme de dégradation k, requis pour la stratégie de sauts de cycles. Pour
rappel, ces incréments sont définis par les équations (IV.10) et (IV.11) et calculés durant
le dernier cycle de contrôle précédant le saut.

Les variables de sortie sont les valeurs actualisées des variables internes, dont les incréments
dMk
dN et dFk

dN , ainsi que le tenseur des contraintes et la matrice tangente cohérente, sorties
usuelles des calculs éléments finis. La matrice tangente est calculée analytiquement, à la fois
lors de l’usage de la relation incrémentale et pour un saut de cycles.

Notons que toutes les variables de sorties ne sont pas enregistrées à tous les incréments
pour ne pas saturer la mémoire. La stratégie de sauts de cycles implémentée requiert néan-
moins, au minimum, d’enregistrer les variables à la fin de chaque bloc de cycles de contrôle. De
plus, toujours dans l’optique de réduire le coût de stockage, il s’agit de déterminer les variables
à sauvegarder, utiles pour le post-traitement ou bien pour les incréments suivants.

Le logigramme, exposé sur la figure IV.29, présente les différentes étapes de l’intégration
de la relation de comportement au niveau local, ainsi que la procédure de saut de cycles.

Durant le saut, l’extrapolation est réalisée à l’échelle locale au sein de la sous-procédure
d’endommagement durant le saut de cycles (encadré rouge sur la figure IV.29). L’analyse passe
automatiquement d’une résolution incrémentale à un saut de cycles en fonction de la valeur de
la taille de saut ∆N , qui est une donnée d’entrée du programme local intégrant les équations
constitutives.

— Lorsque ∆N = 0, la simulation utilise les équations incrémentales (temporelles) et l’en-
dommagement est calculé par l’équation (II.23).

— Sinon, si ∆N > 0, un saut de cycles est réalisé. L’endommagement est alors déterminé
par l’équation (IV.10) ou (IV.11). Les incréments des contributions statique ou de fatigue
à l’endommagement dMk

dN et dFk
dN , pour chaque mécanisme k, sont calculés sur le cycle

de contrôle précédent le saut, caractérisé par deux indicateurs de temps définissant son
début et sa fin, par :

dMk

dN
=M(tN )−M(tN−1),

dFk
dN

= F(tN )−F(tN−1) (IV.17)

où tN (resp. tN−1) correspond au temps de la fin (resp. du début) du cycle N . Les variables
Mk (resp. Fk) et leurs incréments sur un cycle dMk

dN (resp. dFk
dN ) sont actualisés numéri-

quement et stockés au début et à la fin de chaque cycle.
L’extrapolation durant le saut est réalisée sur les variables d’endommagement. Cependant,

comme les déformations résiduelles et la souplesse effective dépendent exclusivement des va-
riables d’endommagement (voir équations II.27, II.13b), elles sont automatiquement actuali-
sées. Les contraintes sont ensuite calculées à l’aide de l’équation (II.13a). Le solveur EF, dont
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la donnée d’entrée est le tenseur de déformation, itère jusqu’à atteindre l’équilibre global de
la structure.

En résumé, les variables stockées utiles d’un incrément sur l’autre, pour chaque point
d’intégration sont : (i) les déformations équivalentes εeq,k, (ii) les déformations équivalentes
moyennes ε̆eq,k, (iii) les variables d’endommagement dk et (iv) les déformations résiduelles
εr. Les variables internes additionnelles requises par la procédure de saut de cycles sont les
variables des contributions statique et de fatigue à l’endommagement (Mk and Fk) et leurs
incréments sur un cycle (dMk

dN and dFk
dN ).

Une attention particulière a été portée au schéma numérique, afin de minimiser les coûts de
calcul. Ainsi, cette méthode ne fait pas appel à des fichiers annexes, les échanges de données
entre les différents programmes sont réalisés à l’aide de variables globales. En particulier,
la taille de saut et les indicateurs de temps, caractérisant le dernier cycle de contrôle, sont
fréquemment actualisés et doivent être accessibles depuis les deux procédures du code EF.
Ainsi, la stratégie de sauts de cycles non-linéaire proposée dans ces travaux est intégrée dans
un code EF et utilise une procédure en post-incrément pour calculer la taille de saut. Cette
implémentation présente plusieurs avantages en vue d’une utilisation en bureaux d’études.
Premièrement, elle permet des réduction de temps de calculs significatives, dans la mesure où
les échanges de données ne nécessitent pas l’écriture de fichiers temporaires. De plus, aucune
intervention de l’utilisateur n’est requise en cours de calcul (pas besoin de relancer l’analyse
après chaque saut, comme dans [Cojocaru and Karlsson, 2006]). Deuxièmement, les codes de
calculs par EF commerciaux donnent, dans la grande majorité des cas, la possibilité d’écrire
des procédures en post-incrément. Cette stratégie d’implémentation pourrait donc aisément
être étendue à d’autres codes de calculs commerciaux. Enfin, cette stratégie pourrait être ap-
pliquée à tout type de relation de comportement incrémentale, puisque le calcul de la taille
de saut est réalisé en post-incrément et ne modifie pas la relation d’endommagement. Évi-
demment, les formules utilisées pour calculer la valeur de l’endommagement (ou d’une autre
variable d’intérêt) après le saut de cycles seraient alors différentes.

IV.5.2 Décomposition du chargement

Cette méthode d’implémentation requiert toutefois de décomposer le chargement en plu-
sieurs séquences de chargement, afin d’optimiser les coûts de simulation.

La première idée a naturellement été de faire correspondre les séquences de chargements
aux différentes phases présentées dans la description de la méthode (section IV.3), à savoir :
une montée en charge, des cycles d’entraînement puis une alternance de sauts de cycles et
de cycles de contrôle. Chaque saut et chaque couple de cycles de contrôle représente alors
une étape de chargement (un step). Cependant, cette méthode engendre un nombre d’étapes
très élevé, notamment pour des simulations de fatigue polycycliques où le nombre de sauts de
cycles est (très) élevé. Les durées de pré-traitement de l’analyse deviennent alors trop consé-
quents (18 secondes pour mille sauts) et ralentissent notablement les calculs.

Dans un second temps, toute la procédure de saut de cycles (étapes de sauts et étapes de
cycles de contrôle) a été regroupée en une seule étape (step) dans le modèle EF. La figure IV.30
présente alors la décomposition du chargement réalisée. Cette décomposition est ici illustrée
sur un chargement triangulaire mais des cycles plus complexes peuvent être considérés, sans
aucun changement dans la procédure d’implémentation. Les cycles de contrôle sont, en effet,
uniquement caractérisés par deux indicateurs de temps marquant leur début et leur fin. Le
chargement est donné sous forme d’un tableau de valeurs, générés à l’aide de Python, décri-
vant les extremums successifs. La méthode de mise en données est alors identique pour des
chargements triangulaires ou aléatoires répétés. Dans ces travaux, le nombre de cycles de
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contrôle est pris égal à deux, comme évoqué précédemment. Le premier cycle est effectué pour
prendre en compte les reports de charge au sein de la structure. En effet, les endommage-
ments générés en fatigue modifient notablement le comportement et le chargement local du
point de Gauss considéré, mais également des points de Gauss voisins, par reports de charge.
Le second cycle de contrôle permet d’actualiser les incréments des contributions statique et de
fatigue à l’endommagement et, en particulier, d’actualiser la valeur de la déformation équiva-
lente moyenne.

FIGURE IV.30 – Exemple de chargement appliqué pour des simulations avec des sauts de cycles.

Regrouper les séquences de sauts et de cycles de contrôle au sein d’une même étape dans le
calcul EF présente néanmoins le désavantage de ne plus connaître le temps réel de la simula-
tion, dans la mesure où la taille des sauts n’est a priori pas connue au moment de la mise en
données (dans le cas de sauts de cycles de taille adaptative). Le temps du calcul EF n’est alors
plus le même que le temps « fictif » perçu par la structure et une variable globale additionnelle
représentant le temps fictif de la simulation est nécessaire. En effet, dans le calcul EF, les
sauts de cycles se déroulent sur une durée égale à la demi-période. Bien évidemment, sa durée
fictive est, elle, de ∆N

g × T . Ce choix d’une durée d’une demi-période permet d’une part de
simplifier la gestion des appels à la procédure post-incrément et d’autre part de réaliser les
sauts de cycles en un unique incrément. Par ailleurs, les indicateurs de temps caractérisant
les cycles de contrôle sont alors facilement actualisables d’un saut à l’autre à l’aide du temps
du calcul (ils sont incrémentés de 2, 5T ). Cette variable globale donnant le temps fictif permet
également d’envisager le rajout de phénomènes dépendant du temps dans le modèle, tout en
conservant la stratégie de saut de cycles. Il serait alors possible de considérer des phénomènes
de fluage ou bien, dans l’optique d’appliquer le modèle à d’autres matériaux, de prendre en
compte la viscosité de la matrice dans les CMO.

Notons enfin que, lorsque la simulation utilise des sauts de cycles, les trois étapes (mon-
tée en charge, cycles d’entraînement et sauts de cycles) sont requises. En revanche, pour un
chargement incrémental (sans saut de cycles), le nombre de cycle d’entraînement Ne est égal
au nombre de cycles total et seules deux étapes sont nécessaires pour décrire le chargement.
Ainsi, l’utilisation ou non de la procédure de sauts de cycles est déterminée par les paramètres
d’entrées de la simulation, fixés par l’utilisateur (Ne, ∆Nmin, ∆Nmax, ∆dk) .

Afin de vérifier les performances de la stratégie de sauts de cycles à l’échelle de la struc-
ture, des cas test sur structures de complexité croissante sont considérés. Les résultats sont
comparés par rapport à une simulation de référence (sans saut de cycles).
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IV.6 Application sur une structure académique

IV.6.1 Description de la géométrie utilisée

La géométrie choisie, en vue d’évaluer la performance de la stratégie sur une structure
académique, est une éprouvette trouée soumise à un chargement de traction cyclique. Elle
est constituée d’un unique pli composite tissé orienté à 45°, afin de souligner l’orientation
de l’endommagement selon la microstructure du matériau. De plus, cette orientation active
simultanément tous les mécanismes d’endommagement plan dans l’ensemble de la structure.
Les concentrations de contraintes et les transferts de charge doivent également être pris en
compte. La structure est donc représentative de géométries bien plus complexes et se révèle
un cas-test discriminant malgré sa simplicité apparente.

La plaque est encastrée sur un bord et l’autre bord est soumis à un effort dans la direction
à 0°, comme illustré sur la figure IV.31. Le chargement est imposé en effort, de façon à être re-
présentatif des conditions expérimentales et en service. Bien que le chargement soit uniaxial,
l’état de contrainte au niveau local est multiaxial, de par l’orientation des torons de fibres et
la géométrie de la pièce.

FIGURE IV.31 – Modèle Éléments Finis de l’éprouvette trouée utilisée comme cas-test d’une
structure simple. Les dimensions de la plaque sont 100 mm × 30 mm × 1 mm avec un diamètre
de trou de 2,18 mm. Le maillage est constitué d’une couche de 2500 éléments héxaédriques et
de 5232 nœuds. Le nombre de degrés de liberté s’élève à 15696.

La performance de la stratégie de sauts de cycles est estimée à la fois par sa précision et par
le gain de temps par rapport à une simulation cycle par cycle de référence. L’erreur relative
sur la variable d’endommagement dk est calculée pour chaque point d’intégration i par :

err(%) =
dfk,jump − d

f
k,ref

maxi d
f
k,ref −mini d

f
k,ref

× 100 (IV.18)

Deux cas sont étudiés ici : un chargement triangulaire et un chargement aléatoire répété.

IV.6.2 Sous chargement cyclique crête-crête

Dans un premier temps, un chargement cyclique à 1 Hz de force maximale Fmax = 900 N
et de rapport de charge nul est considéré. Le nombre de cycles appliqué est fixé à 1021 cycles,
de façon à être en mesure de réaliser une simulation de référence, où tous les cycles sont
simulés. La montée en charge à Fmax est réalisée en cinq incréments. Dans la suite, afin de
réduire les temps de calcul, l’objectif est de minimiser le nombre d’incréments par séquence
de chargement et donc de réaliser chaque demi-cycle en un incrément. Toutes les simulations
sont réalisés sur le même serveur de calcul afin d’être en mesure de comparer les durées des
calculs.
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En premier lieu, la solution étant insensible au nombre de cœurs utilisé et l’implémentation
étant compatible avec un traitement multiprocessus, une étude de sensibilité sur le nombre de
processeurs à utiliser est menée sur la simulation de référence, afin de déterminer le nombre
optimal de cœurs (CPUs) pour les simulations suivantes. La figure IV.32 montre les durées
des différentes simulations. Le temps de calcul diminue avec le nombre de cœurs utilisés. Le
gain de temps se stabilise à partir d’un nombre de cœurs supérieur ou égal à huit.

FIGURE IV.32 – Évolution du temps de calcul en fonction du nombre de cœurs utilisé.

Dans la suite, le nombre de CPUs est donc fixé à huit, afin d’optimiser le gain de temps
en limitant le nombre de licences requises et pour pouvoir déterminer le gain de temps de la
stratégie de sauts de cycles utilisée. La simulation de référence dure alors 6558 secondes.

La figure IV.33 présente les cartes d’endommagement obtenues à la fin de la simulation
de référence. Les bandes d’endommagement dans la direction à 45° illustrent bien le fait que
l’endommagement est orienté par la microstructure. La montée en charge génère environ 90%
de l’endommagement final au point le plus endommagé.

(a)

(b)

FIGURE IV.33 – Champs d’endommagement d1 et d2 après 1021 cycles simulés intégralement
avec le modèle incrémental (cartes d’endommagement de référence).

Des simulations avec des sauts de cycles sont ensuite réalisées afin de déterminer les per-
formances de la stratégie de saut de cycles non-linéaire. Dans un premier temps, les tailles de
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saut sont constantes durant toute la simulation pour évaluer les erreurs commises et compa-
rer les résultats avec ceux d’une méthode du premier ordre, à nombre de sauts identique. Dans
un second temps, les simulations utilisent des tailles de sauts adaptatives afin de déterminer
le paramètre optimal ∆d sur cette configuration et montrer qu’il est possible de réaliser des
simulations de longue durée en des temps raisonnables pour les bureaux d’études.

IV.6.2.1 Sauts de cycles de taille constante ∆N
g

Dans cette partie, le nombre de cycles par saut est fixée par l’utilisateur, afin de pouvoir re-
lier le gain de temps au nombre de sauts effectués. De plus, par comparaison avec la simulation
de référence, il est possible d’obtenir des cartes d’erreur relative pour les deux variables d’en-
dommagement actives. Plusieurs tailles de sauts ont été appliquées. La figure IV.34 montre
un exemple des cartes d’erreurs obtenues pour une taille de saut ∆N

g
= 50. Les erreurs maxi-

males sont localisées en bord de trou. Il s’agit de zones de concentrations de contraintes, où le
chargement majoritaire est en cisaillement et où l’endommagement est maximal.

(a)

(b)

FIGURE IV.34 – Champs d’erreurs relatives sur les variables d’endommagement (a) d1 et (b) d2

après 1021 cycles (instant final) obtenus par comparaison entre une simulation de référence et
une procédure de sauts de cycles non-linéaire de taille ∆N

g
= 50 débutant après N e = 20 cycles.

Le tableau IV.2 synthétise les durées des calculs, le nombre de sauts et les erreurs relatives
maximales obtenues sur les variables d’endommagement d1 et d2. Ces erreurs maximales ne
sont pas nécessairement obtenues à l’endroit où l’endommagement d1 (resp. d2) est maximal.
Il est possible de déterminer les erreurs minimales induites par la stratégie de sauts de cycles
en réalisant un calcul avec une taille de saut ∆N

g
= 1, plus petite valeur possible de saut.

Cette simulation est déjà loin d’être optimale : outre des erreurs non nulles, le calcul est plus
lent que la simulation de référence. Cela s’explique aisément par le temps nécessaire à la
procédure en post-incrément, qui n’est pas appelée dans des simulations incrémentales et qui
n’est pas rentabilisée puisqu’un seul cycle est sauté. Notons que bien que cette procédure post-
incrément ne soit pas indispensable lorsque les tailles de saut sont fixées par l’utilisateur, elle
est toujours appelée, de façon à avoir une implémentation unifiée quelque soit la méthode de
calcul de la taille de saut.

qu’elle est nécessaire pour que la méthode d’implémentation soit unique pour les deux
stratégies de calcul de taille de saut. Enfin, la simulation réalisant un unique saut de cycle
(∆Ng

= 1000) permet d’obtenir le gain de temps maximal,sachant que l’analyse de la montée
en charge et des vingt cycles d’entraînement prennent cent secondes.
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∆N
g 1 20 50 100 1000

Nombre de sauts 285 50 20 10 1

Durée du calcul (s) 10891 1840 809 449 148

Facteur de gain de temps / référence -1.66 3,56 8,1 14,6 44,3

Err. max. sur d1 (%) 1,20 2,36 5,84 10,51 21,87

Err. max. sur d2 (%) 1,01 1,20 3,48 7,34 40,10

Err. où d1 est maximal (%) -0.58 0,42 1,11 2,19 17,63

Err. où d2 est maximal (%) -0.46 0,61 2,29 5,37 26.71

TABLE IV.2 – Tableau récapitulatif des simulations avec sauts de cycles non-linéaires, utilisant
des tailles de saut constantes.

Pour finir, une comparaison avec des calculs utilisant une méthode d’extrapolation du pre-
mier ordre, à l’échelle structurale, est menée. La figure IV.35 montre les cartes d’erreurs ob-
tenues pour une taille de saut ∆N

g
= 50. Les erreurs maximales atteignent plus de 100%,

ce qui est rédhibitoire pour des calculs précis de réponse mécanique et de durée de vie. Pour
une taille de saut plus faible (∆Ng

= 20), des erreurs du même ordre de grandeur sont éga-
lement observées. Il conviendrait alors de réduire plus encore la taille de saut, au détriment
du temps de calcul. Les variables d’endommagement sont fortement surestimées au cours des

(a)

(b)

FIGURE IV.35 – Champs d’erreurs relatives sur les variables d’endommagement (a) d1 et (b) d2

après 1021 cycles (instant final) obtenus par comparaison entre une simulation de référence et
une procédure de sauts de cycles du premier ordre de taille ∆N

g
= 50 débutant après N e = 20

cycles.

sauts et saturent très rapidement à la valeur d∞,k. Pour que le calcul converge, les valeurs
de l’endommagement calculées par l’extrapolation (IV.19), sont, en effet, plafonnées à cette
valeur.

dN+∆N
g

k = min

(
d∞,k, d

N
k +

ddk
dN

∆N
g
)

(IV.19)

Sur une structure présentant de fortes non-linéarités et des concentrations de contraintes,
la méthode de sauts de cycles non-linéaire est donc bien plus intéressante que la méthode
classique.
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Par ailleurs, sur une structure, le choix de la taille de saut optimale pour le calcul, résultant
du meilleur compromis entre précision et durée de la simulation, n’est plus aussi simple que
sur un point d’intégration. En effet, les zones les plus sollicitées (concentrations de contraintes)
auront tendance à préférer des sauts de petite taille et à l’inverse, les zones les moins solli-
citées supportent des tailles de sauts bien plus importantes, comme l’illustre la figure IV.36
donnant les tailles de saut optimales au niveau local sur la plaque trouée considérée.

FIGURE IV.36 – Tailles de saut optimales pour chaque point d’intégration de la plaque trouée.

Le choix de la taille de saut globale optimale ∆N
g doit prendre en considération les concen-

trations de contraintes. Il s’agit d’une information qui dépend de la géométrie même la struc-
ture et de l’orientation du matériau. C’est pourquoi il est préférable de considérer la méthode
de sauts de cycles adaptative, qui calcule la taille de saut optimale en fonction des propriétés
du matériau à chaque point d’intégration.

IV.6.2.2 Sauts de cycles de tailles variables

Ensuite, dans l’optique d’optimiser les temps de calcul, des sauts de taille variable ont été
appliqués au même cas test. Dans les simulations réalisées, les paramètres ∆d1 et ∆d2 sont
identiques puisque le tissage est équilibré (il sera appelé abusivement ∆d par la suite). Il est
toutefois possible de les choisir différents afin de s’adapter à différentes orientations, tissages
ou géométries. Une étude de convergence sur l’erreur obtenue est réalisée pour des valeurs
de ∆d décroissantes (figure IV.37). L’erreur est calculée au point d’endommagement maximal,
pour chaque mécanisme d’endommagement. Toutefois, les mêmes tendances sont obtenues en
sommant les erreurs de chaque point d’intégration.
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FIGURE IV.37 – Évolution des erreurs relatives finales au point le plus endommagé sur d1 et d2

et de la durée des simulations en fonction du paramètre ∆d appliqué à la stratégie de sauts de
cycles.

L’avantage d’utiliser une stratégie de sauts de cycles de taille variable est de pouvoir réa-
liser des chargements à très grand nombre de cycles, pour lesquels le modèle incrémental ne
permet pas d’obtenir de résultats en des temps acceptables (durée et mémoire). Il a ainsi été
possible d’obtenir les champs d’endommagement d’une plaque trouée après 100 000 cycles de
chargement triangulaire, variant entre Fmin = 0 N et Fmax = 900 N, en 3058 secondes avec
huit CPUs (figure IV.38). Les paramètres choisis sont : Ne = 20 et ∆d1 = ∆d2 = 0, 005. Avec
cette valeur de ∆d, les erreurs obtenues sur 1021 cycles sont d’environ 2%; sur 100 000 cycles,
elles seront donc a priori un peu plus élevées. Par rapport aux simulations précédentes de
1021 cycles utilisant le même paramètre, le nombre de cycles simulé est multiplié par cent
alors que le temps de calcul n’a augmenté que d’un facteur six. Il est également possible, en
post-traitement, d’obtenir l’évolution des variables internes, comme l’endommagement dk ou
dBEk , durant tout le calcul, en des points spécifiques de la structure (figure IV.38).

FIGURE IV.38 – Champ d’endommagement d1 après une simulation de 105 cycles utilisant le
paramètre ∆d = 5.10−3.

Il convient de remarquer que la taille de saut n’évolue pas de façon monotone au fil de la
simulation (cf. figure IV.39). En effet, étant liée au point qui s’endommage le plus au cours
des cycles de contrôle, elle augmente (ou stagne) tant que ce point est identique d’un saut
sur l’autre. Au contraire, si ce point d’intégration est différent, c’est-à-dire si une autre zone
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s’endommage plus fortement, alors la taille peut diminuer. Néanmoins, les derniers cycles
sont proportionnellement les plus rapides à réaliser, l’endommagement évoluant de moins en
moins, c’est pourquoi simuler deux fois plus de cycles ne demanderait pas deux fois plus de
temps.

FIGURE IV.39 – Évolution de la taille de saut globale au fur et à mesure de la simulation pour
∆d = 5.10−3.

Il est donc aisé et rapide de réaliser des simulations de structures soumises à des char-
gements polycycliques. L’enjeu suivant est donc d’appliquer cette stratégie de calcul à des
chargements aléatoires répétés, de complexité similaire aux spectres de vols réels.

IV.6.3 Chargements aléatoires répétés uniaxiaux

Afin d’appliquer des chargements représentatifs des conditions en service, la plaque trouée
considérée est soumise à une sollicitation aléatoire répétée uniaxiale. Le cycle élémentaire,
qui est répété mille fois au cours du temps, est issu d’un tirage aléatoire de vingt points entre
une force minimale nulle et une force maximale de valeur identique à la section précédente
(900 N). Ce cycle élémentaire est présenté sur la figure IV.40.

FIGURE IV.40 – Cycle élémentaire aléatoire, de période 20 secondes, répété au cours du charge-
ment.

En choisissant un incrément d’endommagement maximal autorisé ∆d = 5.10−3, valeur
présentant une forte réduction du temps de calcul d’après la figure IV.37 et en débutant les
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sauts après Ne = 20 cycles élémentaires, il est possible, en appliquant la stratégie de sauts
non-linéaires, de réduire le temps de calcul d’un facteur neuf par rapport à une simulation
de référence où toutes les périodes sont calculées. Les cartes d’erreurs relatives associées sont
présentées sur la figure IV.41.

(a)

(b)

FIGURE IV.41 – Champs d’erreurs relatives sur les variables d’endommagement (a) d1 et (b) d2

entre une simulation avec des sauts de cycles non-linéaires (∆d = 0, 005) et la simulation de
référence sur éprouvette trouée avec un chargement aléatoire répété.

Bien sûr, pour augmenter la précision des calculs, il conviendrait d’abaisser le paramètre
∆d. Au delà des résultats, cet exemple a pour but de démontrer l’applicabilité de la straté-
gie de saut de cycles non-linéaires proposée sur des structures soumises à des chargements
complexes et de longue durée.
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IV.7 Conclusion

Ce chapitre présente une nouvelle stratégie de calcul pour réduire les temps de calcul
de structures soumises à des chargements de fatigue, qu’ils soient simplement cycliques (si-
gnaux triangulaires ou sinusoïdaux) ou plus complexes (aléatoires répétés et multiaxiaux).
Elle consiste en une méthode de sauts de cycles non-linéaire implémentée dans un code EF.
Développée spécifiquement pour les modèles d’endommagements incrémentaux, elle permet
de capter fidèlement les non-linéarités du comportement de la structure composite. Le point clé
de cette stratégie réside dans sa méthode d’extrapolation, appliquée ici sur les variables d’en-
dommagement. Elle se base sur la relation d’évolution de l’endommagement présentée dans le
chapitre II, et utilise en particulier la propriété de séparation des contributions statique et de
fatigue. En supposant, d’une part, que l’endommagement évolue très peu durant un cycle et,
d’autre part, que les incréments des contributions statique et de fatigue à l’endommagement
sont constants durant le saut de cycles, l’extrapolation des variables d’endommagement, réa-
lisée analytiquement, est non-linéaire et quasi-exacte lorsque les chargements sont pilotés en
déformation.

Les performances de la stratégie, tant en termes de précision que de gain de temps, sont
évaluées par comparaison avec les simulations de référence, où l’intégralité des cycles de char-
gement sont explicitement calculés avec le modèle incrémental. Cependant, aucune donnée is-
sue des simulations de référence n’est nécessaire pour des simulations avec des sauts de cycles.
Les prévisions de la méthode de sauts de cycles non-linéaire restent proches des simulations
de référence pour des chargements uniaxiaux, même aléatoires répétés, tout en réduisant net-
tement les coûts de calcul. Il convient néanmoins de choisir les paramètres de sauts de cycles
de façon adéquate pour trouver un bon compromis entre précision et temps de calcul. En re-
vanche, cette méthode est un peu moins précise pour des chargements multiaxiaux fortement
non-linéaires induisant simultanément plusieurs mécanismes d’endommagement (comme le
cisaillement plan). Elle pourrait être améliorée en tenant compte du caractère simultané des
extrapolations des différentes variables d’endommagement mises en jeu. L’une des possibili-
tés consisterait à rendre l’extrapolation implicite en utilisant, par exemple, un algorithme de
Newton-Raphson pour la résolution du problème.

Afin de pouvoir atteindre des chargements de fatigue polycyclique en des temps acceptables
pour les bureaux d’études, une méthode d’optimisation de la taille de saut a été mise en place,
de façon à réaliser des sauts, dont la taille dépend des propriétés du matériau et d’un incré-
ment d’endommagement maximal autorisé.

Les résultats de la méthode de sauts de cycles non-linéaire sont également comparés à ceux
issus d’une méthode de sauts de cycles du premier ordre. Sur l’ensemble des cas-tests étudiés,
la performance de cette nouvelle méthode est soit similaire soit meilleure que la méthode
classique, ce qui en fait une bonne alternative pour les simulations sur structure utilisant une
relation de comportement incrémentale.

La stratégie de saut de cycles non-linéaire est implémentée dans un code Éléments Finis
de façon assez générale pour être applicable à la fois à des tailles de saut constantes au cours
du calcul, ou bien calculées au fil des simulations. Elle a, de plus, fait l’objet d’une réflexion
poussée pour une mise en œuvre simple et pour minimiser les coûts de calcul.

Cette méthode d’extrapolation non-linéaire donne des résultats prometteurs en fatigue, à
la fois à l’échelle du point d’intégration et sur une structure simple. Elle permet donc d’obtenir,
de façon fiable, l’évolution des propriétés de structures composites soumises à des chargements
représentatifs des conditions en service, en des temps acceptables pour un bureau d’études. Il
devient alors possible de comparer les résultats de simulation à des données expérimentales,
comme le montre le chapitre suivant. En insérant un critère de rupture dans la relation de
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comportement, il serait également envisageable de réaliser des prévisions de durée de vie et
de performances résiduelles sur structures, comme détaillé dans le chapitre suivant.

193



IV.7. CONCLUSION

194



CHAPITRE V

APPLICATION SUR CAS
STRUCTURAUX

L’objet de ce chapitre est d’appliquer la stratégie de calcul à des cas
structuraux. Dans un premier temps, une structure académique est consi-
dérée. Des essais de complexité croissante sont réalisés sur des éprou-
vettes trouées. Des comparaisons essais/calculs sont alors menées dans
l’optique d’évaluer le caractère prédictif du modèle et de la stratégie de
saut de cycles non-linéaire proposée. Dans un second temps, la stratégie
numérique est appliquée à un cas test industriel : un arrière-corps de
turboréacteur soumis à des chargements radiaux.
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V.1. CAS TEST ACADÉMIQUE

Les exemples d’application de la stratégie de calcul, présentés au chapitre IV, montrent
qu’il est possible de réaliser des simulations de fatigue à grand nombre de cycles sur struc-
ture. L’objectif dans ce chapitre est donc, dans un premier temps, de montrer les capacités
prédictives de la stratégie numérique –modèle et méthode de sauts de cycles non-linéaire–
sur une structure simple (éprouvette trouée) et de comparer les prévisions avec des résultats
expérimentaux réalisés à l’Onera. Dans un second temps, la stratégie numérique est mise en
œuvre sur une structure représentative des applications industrielles, soumise à deux cas de
chargements de fatigue de complexité croissante, dans l’optique de démontrer son applicabilité
en bureaux d’études.

V.1 Cas test académique

Dans l’optique de valider la stratégie numérique, il convient de vérifier si les prévisions du
modèle sur une structure sont conformes aux résultats d’essais mécaniques. En particulier, il
s’agit de s’assurer que le comportement identifié sur éprouvettes lisses est transposable sur
une structure plus complexe, notamment en ce qui concerne les mécanismes d’endommage-
ment mis en jeu, étant donné la multiaxialité du chargement et les reports de charge.

On se propose donc de réaliser des essais et des simulations sur éprouvettes trouées, orien-
tées à 0°, composée de huit plis en composite oxyde/oxyde tissé 2D, orientés successivement
à 0° et 90°. Le comportement du pli dans le plan a été caractérisé au chapitre III. L’éprou-
vette trouée est une géométrie relativement simple, sur laquelle les essais sont aisément mis
en œuvre en laboratoire et qui présente des zones de concentrations de contraintes avec des
chargements multiaxiaux locaux en bord de trou. Cette géométrie fait intervenir l’ensemble
des mécanismes d’endommagement plans insérés dans le modèle et semble intéressante pour
valider les prévisions, dans la mesure où elle présente les mêmes difficultés numériques que
des structures plus complexes. Les dimensions des éprouvettes sont reportées sur la figure V.1.
Conformément à la norme ASTM D5766, les dimensions des éprouvettes sont plus élevées que
les éprouvettes haltères et le ratio diamètre de trou sur largeur de l’échantillon est fixé à cinq,
afin d’éviter de potentielles interactions entre les effets de bord et les gradients de contraintes
en bord de trou.

FIGURE V.1 – Dimensions en millimètres des éprouvettes trouées testées.

Cette partie présente successivement les essais mécaniques réalisés, les résultats obtenus
puis les comparaisons réalisées avec les prévisions des simulations numériques.

V.1.1 Présentation des essais sur éprouvettes trouées

Le comportement de l’éprouvette trouée est analysé sous des chargements statiques et de
fatigue. Les chargements sont, comme précédemment, appliqués exclusivement en traction.
Toutes les éprouvettes sont orientées à 0° (direction des chaînes) et sont testées sur une ma-
chine hydraulique INSTRON 8802 de capacité 100 kN.
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Dans un premier temps, un essai quasi-statique de traction incrémentale, piloté en dépla-
cement à une vitesse de 0,1 mm/min, est réalisé avec des décharges régulières. Les paliers de
chargements avant décharge ont été fixés à 14%, 21%, 28% et 35% de la force à rupture (figure
V.2b). Cet essai statique a pour but, à la fois de déterminer la force à rupture de l’éprouvette
et de vérifier que le modèle prévoit le bon comportement et la bonne cinétique d’endommage-
ment au sein de la pièce. En particulier, il s’agit de vérifier que le scénario d’endommagement
présenté au chapitre I.2.2, pour une plaque lisse, est également valable pour une éprouvette
trouée.

Ensuite, trois éprouvettes sont soumises à des chargements de fatigue cyclique (de forme
sinusoïdale), pilotés en effort à une fréquence de 5 Hz. Les efforts maximaux lors des essais
de fatigue sont fixés à 50%, 60% et 70% de la force à rupture statique déterminée au préalable
au cours de l’essai de traction statique (figure V.2b). Le rapport de charge choisi est faible
(R = 0.05) afin de rendre compte d’une grande amplitude de chargement dans le domaine
traction-traction mais non nul pour éviter tout phénomène de glissement dans les mors. Ces
trois chargements permettent donc d’observer l’influence de la force maximale appliquée sur
la réponse de l’éprouvette trouée, notamment en terme d’évolution de la raideur effective de
la pièce. Il s’agit donc de vérifier que le modèle prévoit la bonne cinétique d’endommagement
en fatigue et en prenant en compte les gradients de contrainte au sein de la structure.

Ces trois éprouvettes n’ayant pas rompu après un million de cycles (nombre de cycles maxi-
mal demandé), elles ont ensuite subi un chargement de traction monotone à rupture en vue de
déterminer leurs performances résiduelles (raideur et résistance à la traction) après fatigue.
Il est ainsi possible de relier le niveau d’endommagement de fatigue, dépendant de la force
maximale de la sollicitation de fatigue, à la tenue statique de la pièce sous chargement de
traction.

Pour suivre finement l’évolution de l’endommagement au cours des essais, les éprouvettes
sont multi-instrumentées, avec des moyens de mesure spécifiques, du fait du gradient de
contrainte au sein de l’éprouvette. La figure V.2a présente le montage expérimental utilisé.

(a) (b)

FIGURE V.2 – (a) Montage expérimental des essais sur éprouvettes trouées. (b) Chargement
statique appliqué.

Ils sont instrumentés d’une part avec deux capteurs d’énergie acoustique Nano30, pour
suivre qualitativement l’évolution de l’endommagement durant les essais et déterminer le
seuil d’endommagement statique au sein de la plaque trouée. Deux capteurs sont nécessaires
pour avoir la possibilité de localiser les événements acoustiques et de filtrer les événements
dans les mors.
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D’autre part, deux caméras de résolution 2000×2000 pixels encodés en 12 bits ont été uti-
lisées pour suivre les champs de déplacements (traitement à l’aide du logiciel VIC-3D), dans
la mesure où une information ponctuelle issue d’un extensomètre ou d’une jauge n’est plus
suffisante pour traduire l’état multiaxial des contraintes au sein de la structure, en raison
de la singularité géométrique et des concentrations de contraintes induites. La figure V.3 ex-
hibe, en effet, les gradients de déformations au niveau du trou de l’éprouvette, visualisés par
corrélation d’images. Le chargement est donc localement multiaxial dans la partie utile et la
multiaxialité évolue tout au long de l’essai du fait des reports de charge au sein de la structure.
De plus, l’effort est mesuré à partir de la cellule de force de la machine et le déplacement de la
traverse est considéré.

FIGURE V.3 – Champs de déformations dans la partie utile d’une éprouvette trouée, après 105

cycles de fatigue, à 60% de la force à rupture, R = 0.05 et f = 5 Hz. Les valeurs sont normalisées
par rapport à la déformation maximale de cisaillement.

Les essais de fatigue étant réalisés à une fréquence trop élevée pour permettre à la caméra de
CIN d’acquérir suffisamment d’images sur un cycle, des cycles lents, où la vitesse de charge est
réduite à 20 MPa/s, sont insérés au cours du chargement de façon à enregistrer 15 images par
cycle lent (comme pour les essais sur éprouvette haltère décrits dans la section III.2.2). Cela
permet de suivre la réponse de l’éprouvette sur des cycles régulièrement espacés au cours de
l’essai (figure V.4).

FIGURE V.4 – Principe de l’acquisition des images par CIN.
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Synthèse des essais réalisés

Le tableau V.1 synthétise l’ensemble des essais réalisés sur les éprouvettes trouées.

Éprouvette Chargement Instrumentation
3433-Rep1 traction incrémentale à rupture 0° CIN, EA

3433-Rep2 fatigue cyclique à R=0,05 et
Fmax = 60%F rupture statique, 106 cycles à 5 Hz

CIN, EA

3433-Rep3 fatigue cyclique à R=0,05 et
Fmax = 70%F rupture statique, 106 cycles à 5 Hz

CIN, EA

3433-Rep4 fatigue cyclique à R=0,05 et
Fmax = 50%F rupture statique, 106 cycles à 5 Hz

CIN, EA

3433-Rep2 traction monotone à rupture 0° après fatigue CIN, EA

3433-Rep3 traction monotone à rupture 0° après fatigue CIN, EA

3433-Rep4 traction monotone à rupture 0° après fatigue CIN, EA

TABLE V.1 – Liste des essais réalisés sur éprouvettes trouées

V.1.2 Résultats des essais

Cette section a pour but de présenter les résultats d’essais sur éprouvettes trouées réalisés
sous sollicitation statique et de fatigue, en insistant particulièrement sur le suivi de l’endom-
magement, en vue de réaliser des comparaisons essais/calculs dans un second temps.

V.1.2.1 Statique

La figure V.5 présente la réponse statique de l’éprouvette 3433-Rep1, d’un point de vue
acoustique.
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FIGURE V.5 – Évolution simultanée de la force appliquée et de la courbe d’énergie acoustique
cumulée.

La courbe d’énergie acoustique (en orange sur la figure V.5), regroupant les informations
issues des deux capteurs (non-localisées), présente un comportement en trois phases :

— La courbe d’énergie acoustique cumulée présente d’abord un plateau, représentatif d’un
domaine élastique, sans augmentation de l’énergie acoustique cumulée. Le seuil d’endom-
magement statique représente la limite de ce domaine, dans la mesure où il correspond
à la déformation à partir de laquelle la courbe d’énergie acoustique cumulée commence
à augmenter. La valeur de ce seuil, ici de 8,3% de la déformation à rupture statique des
éprouvettes lisses, est très similaire à la valeur trouvée lors des essais sur éprouvettes
lisses (donnée dans la section III.1.2).

— La courbe d’énergie acoustique cumulée augmente ensuite lentement et de façon régu-
lière au cours des quatre incréments de chargement en traction. Les événements acous-
tiques, peu énergétiques, peuvent raisonnablement être imputés à de la fissuration ma-
tricielle.

— Dans un troisième temps, les événements deviennent plus énergétiques et sont impu-
tés à la fois à de la fissuration matricielle, à des endommagements hors-plan, de type
délaminage, et à la rupture des torons de fibres, conduisant à la ruine de l’éprouvette.

Le suivi acoustique nous permet également de vérifier qu’il n’y a pas de création d’endomma-
gement durant les décharges.

Il serait bien évidemment intéressant de pousser l’étude des données acoustiques pour,
par exemple, localiser les sources acoustiques au sein de l’éprouvette ou bien utiliser des mé-
thodes de clusterisation (considérant différents descripteurs comme l’amplitude) pour associer
les événements acoustiques à de la fissuration matricielle ou à de la rupture fibre. Cependant,
par manque de temps, ces traitements n’ont pas été entrepris afin de se consacrer aux compa-
raisons essais/calculs.

Le suivi par corrélation d’images permet de suivre l’évolution de la déformation axiale au
cours de l’essai à l’aide d’extensomètres virtuels de longueur 30 mm, positionnés au droit
du trou, ainsi qu’à 10 mm de part et d’autre du trou de l’éprouvette, comme illustré sur la
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figure V.6b. La taille des extensomètres a été choisie de sorte à minimiser l’influence du trou
ainsi que des bords de l’éprouvette. Le maillage EF a également été ajouté en prévision des
comparaisons essais/calculs. Les courbes force/déformation associées sont représentées en bleu
et vert sur la figure V.6a.

(a) (b)

FIGURE V.6 – (a) Courbe force-déformation issue de l’essai statique sur l’éprouvette 3433-Rep1.
(b) Position des extensomètres virtuels utilisées pour suivre la déformation.

Le comportement global est quasi-linéaire jusqu’à la rupture, comme pour les éprouvettes
lisses orientées dans les axes des torons. La contrainte à rupture, calculée à l’aide de la section
réduite (équation V.1) de l’éprouvette au niveau du trou, est abaissée de 17,5% par rapport à
l’essai de traction monotone à rupture sur éprouvette haltère.

σ =
F

(w − d)e
(V.1)

où w est la largeur de l’éprouvette, d le diamètre du trou et e sont épaisseur.
En revanche, les déformations à rupture ne peuvent pas être comparées, puisque sur les éprou-
vettes trouées, les valeurs issues des extensomètres virtuels, notamment celui au centre, sont
plus sensibles aux variations de la déformation de part la présence du trou. Le faciès de rup-
ture, présenté sur la figure V.7, montre que la rupture débute au droit du trou et présente des
extractions de fibres.

201



V.1. CAS TEST ACADÉMIQUE

FIGURE V.7 – Faciès de rupture de l’éprouvette trouée 3433-Rep1, soumise à un chargement de
traction incrémentale à rupture.

En synthèse de cet essai statique sur éprouvette trouée, le scénario d’endommagement
proposé est le suivant (figure V.8). Au début de chargement et durant les premières
charges/décharges, l’émission acoustique reste faible. Par la suite, l’endommagement amorce
au droit du trou et se propage dans la direction 1 (torons de chaîne) jusqu’à rupture de l’éprou-
vette. Les fissures de splitting ne sont pas observables avec un suivi optique standard, toute-
fois la déformation de cisaillement, issue de la CIN, augmente avec la force appliquée, sous l’ef-
fet de l’endommagement. Il est alors clairement orienté dans la direction des chaînes, comme
attendu pour des fissures de splitting.

FIGURE V.8 – Évolution des champs de cisaillement plan au cours de l’essai statique 3433-
Rep1.

Les niveaux de chargement des essais de fatigue ont été fixés de telle sorte que les niveaux
d’endommagement après les premières montées en charge soient différents, afin de voir leur
influence sur la réponse en fatigue. Ils ont été choisis entre un niveau d’endommagement
faible mais visible par corrélation d’images (point B) d’une part et la rupture, traduite par
l’accélération finale de l’énergie acoustique (à partir du point C) d’autre part. Ils correspondent
à 50%, 60% et 70% de la force à rupture statique.
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V.1.2.2 Fatigue

Durant les essais de fatigue, l’idée est de suivre finement l’évolution de l’endommagement
au sein de l’éprouvette trouée, afin de confronter le scénario d’endommagement établi en sta-
tique. Les déformations axiales sont issues des données de CIN à l’aide d’extensomètres vir-
tuels, placés aux mêmes endroits que pour l’essai statique (figure V.6b).

La figure V.9 montre l’évolution des boucles d’hystérèses au cours de l’essai 3433-Rep4 à
50% de la force à rupture statique. Le nombre d’images par cycle étant restreint à environ 15
images, pour limiter la quantité de données, les déformations, issues de l’extensomètre virtuel
central, ont été lissées à l’aide d’une moyenne mobile pour adoucir les points anguleux des
données brutes, comme présenté au chapitre III. La forme des boucles, assez fermée, n’évolue
pas (ou peu) au cours du million de cycles de l’essai. Ce même constat est fait sur les deux
autres essais de fatigue.

FIGURE V.9 – Évolution des boucles d’hystérèses au cours de l’essai 3433-Rep4 à 50% de la force
à rupture statique, R = 0.05 et f = 5 Hz.

En revanche, l’augmentation de la déformation et la baisse de la raideur témoigne de l’en-
dommagement progressif au sein de l’éprouvette durant le chargement de fatigue. De même,
la déformation axiale minimale de chaque cycle augmente, les déformations résiduelles, pro-
voquées par l’endommagement en fatigue, sont donc également non négligeables.

La figure V.10 montre le suivi simultané de la raideur effective, calculée selon l’équation
V.2, et du suivi acoustique des trois éprouvettes sollicitées en fatigue, par ordre croissant des
charges maximales.

La raideur effective est calculée selon la formule :

keff =
Fmax − Fmin

εmaxxx − εminxx

(V.2)

où la force est donnée par la machine et la déformation correspond à la déformation moyenne
entre les deux points de l’extensomètre virtuel central. Seuls les points extrémaux des cycles
de contrôle (en particulier ceux du début et de la fin de la décharge du premier cycle de
contrôle) sont utilisés pour calculer la raideur de l’éprouvette. Les images de la CIN corres-
pondantes n’étant pas prises exactement aux extremums du signal mécanique, les valeurs
calculées sont très bruitées. Des courbes de tendances ont alors été rajoutées sur les graphes.
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(a) (b)

(c)

FIGURE V.10 – Évolution des raideurs effectives normalisées par rapport à leurs valeurs ini-
tiales, superposée avec l’énergie acoustique cumulée, pour les essais à (a) 50%, (b) 60% et (c)
70% de la force à rupture statique, R = 0.05 et f = 5 Hz sur plaques trouées.

Toutefois, il serait intéressant de tirer profit de l’information très riche de la CIN, en considé-
rant l’ensemble du champ de déplacement et non uniquement le déplacement entre les deux
points de l’extensomètre. En effet, on pourrait envisager de déterminer la raideur effective
par identification inverse sur les décharges des cycles lents à l’aide d’une méthode de type
FEMU [Hild and Roux, 2006].

L’évolution de la raideur effective keff de l’éprouvette nous renseigne de façon quantitative
sur l’évolution de l’endommagement au cours du chargement de fatigue. Plus la charge maxi-
male est élevée, plus la perte de raideur est importante (entre 13% et 20% de la raideur initiale
au bout de 106 cycles). L’évolution de cette perte de raideur évolue de façon bilinéaire (ou li-
néaire) en fonction du nombre de cycles, avec une échelle logarithmique, de façon similaire à
ce qui a été observé sur les plaques lisses.

Le suivi acoustique des essais permet d’avoir des renseignements complémentaires sur
l’évolution de l’endommagement. Dans les deux premiers essais (à 50% et 60% de la force à
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rupture statique), le suivi acoustique permet de déterminer à quel moment l’inflexion de la
courbe de raideur a lieu : cela correspond aux évolutions significatives des courbes d’éner-
gies acoustiques. Pour l’éprouvette sollicitée à 70% de la force à rupture, cette inflexion n’est
pas visible et l’énergie acoustique cumulée augmente régulièrement dès le début de l’essai.
Ces événements acoustiques peu énergétiques sont vraisemblablement dus à de la fissuration
matricielle. Les événements acoustiques plus énergétiques visibles à la fin des trois courbes
correspondent vraisemblablement à d’autres mécanismes d’endommagement, probablement
de la rupture de torons de fibres. Ces endommagements ont lieu au cœur du matériau, puis-
qu’aucune fissure n’est visible en surface avec un suivi optique standard (la taille des fissures
et de l’ordre de quelques micromètres et ne sont observables qu’avec un MEB [Guel, 2018]).

En revanche, on observe une évolution des champs de déformation de cisaillement obtenus
par CIN, au fur et à mesure de l’augmentation de l’énergie cumulée, témoignant de l’effet de
l’endommagement au bord du trou de l’éprouvette fatiguée à 60% de la force à rupture (figure
V.11). Il serait donc pertinent de chercher à localiser les événements, en particulier les plus

FIGURE V.11 – Évolution des champs de déformation de cisaillement au cours l’essai 3433-
Rep2, fatiguée à 60% de la force à rupture.

énergétiques, pour savoir s’ils ont bien lieu dans les zones de concentrations de contraintes en
bord de trou.

En synthèse de ces essais sur plaques trouées, on peut proposer le scénario d’endommage-
ment suivant. Le mécanisme principal auquel on attribue la baisse de raideur est la fissuration
matricielle. Aucun gonflement dans la direction hors-plan n’étant observé au sortir des essais
de fatigue, indicateur de délaminage en bord de perforation, on peut conclure en l’absence
d’endommagement hors-plan notable. Quelques ruptures de fibres ont probablement lieu du-
rant l’essai, mais les éprouvettes restent toutes intègres après un million de cycles de fatigue
à R = 0.05, même sollicitées à 70% de la force à rupture statique. La présence d’un trou au
centre de l’éprouvette ne semble pas affecter la résistance en fatigue et la durée de vie des
éprouvettes. Ce constat est également observé sur un composite Nextel720/alumine sollicité à
1200°C [Mall and Sullivan, 2011].
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V.1.2.3 Performances résiduelles

Enfin, des essais de performances résiduelles sont donc entrepris par la suite pour voir
l’influence du niveau d’endommagement sur la tenue des éprouvettes trouées en traction.

La figure V.12a présente les courbes de force/déformation des essais de performances ré-
siduelles en traction après 106 cycles et de celle de l’essai statique ajouté comme référence.
Notons que cet essai n’est pas monotone à rupture mais a subi quelques charges/décharges.
Pour tous les essais, les extensomètres virtuels ont la même longueur et ont été placés au
même endroit sur les éprouvettes. La figure V.12b quantifie les différences en termes de rai-
deur et de tenue des trois éprouvettes fatiguées par rapport à l’essai statique, afin de visualiser
l’influence de la fatigue sur le comportement résiduel. La raideur est calculée par régression
linéaire sur les 150 premiers points des courbes, inférieurs au seuil des premiers événements
acoustiques enregistrés lors de l’essai.

(a) (b)

FIGURE V.12 – Synthèse des résultats expérimentaux des essais de performances rési-
duelles sur éprouvettes trouées soumises à 106 cycles de fatigue au préalable. (a) Courbes
force/déformation. Les résultats sont normalisés par rapport à ceux de l’essai statique 3433-
Rep1 (noir). (b) Pertes de module et de résistance à la traction. Les hachures correspondent à la
prise en compte des déformations résiduelles relevées à la fin de l’essai de fatigue.

On constate tout d’abord une réduction de la raideur résiduelle en fonction du niveau de
la force maximale appliquée, comme attendu. Ensuite, on notera que la force à rupture tend
à légèrement augmenter avec le niveau de chargement maximal en fatigue, probablement du
fait de la relaxation des contraintes en bord de trou, elle-même due à l’endommagement. En
revanche, les déformations à rupture sont fortement réduites par rapport à l’essai statique,
même en prenant en compte les déformations résiduelles à la fin du chargement de fatigue
(symbolisé par les hachures sur la figure V.12b). Cette déformation semble diminuer avec le
niveau de chargement de fatigue (sur les deux premiers niveaux), et par extension avec le
niveau d’endommagement en fatigue.

La figure V.13 présente les faciès de rupture obtenus. Peu de différences sont observées
par rapport au faciès de rupture de l’essai de traction incrémentale. Des faciès similaires ont
été observés par Mall sur des éprouvettes trouées en composite Nextel720/Alumine sollici-
tées en fatigue à 1200°C [Mall and Sullivan, 2011]. Le scénario de rupture alors établi est
le suivant : l’endommagement débute par des fissures matricielles, qui se propagent le long
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FIGURE V.13 – Faciès de rupture des éprouvettes trouées sollicitées en fatigue qui ont rompu
pendant les tractions monotones.

des interfaces fibre/matrice dans la zone où la concentration de contrainte est la plus éle-
vée (au droit du trou). Avec la répétition des cycles, les fissures se développent sur différents
plans et fusionnent, conduisant à la rupture des fibres et éventuellement à la rupture totale
de l’éprouvette avec un faciès de rupture typique des CMC à interface faible (extractions de
fibres, fissuration matricielle non-planaire). Un scénario similaire est tout à fait envisageable
pour ce matériau. De plus, la rupture est associée à un gonflement dans la direction hors plan,
témoin de délaminages probables en bord de trou.

V.1.3 Comparaisons essais/calculs

Le but de cette section est d’évaluer dans quelle mesure le modèle, présenté au chapitre
II, rend compte des résultats expérimentaux sur structures présentant des singularités géo-
métriques induisant des gradients de contrainte en bord de trou. Les paramètres du modèle,
identifiés à l’aide des essais sur éprouvettes haltères présentés dans le chapitre III, ne sont
pas modifiés. Il s’agit donc de déterminer la fiabilité des prévisions du modèle, dans l’optique
de l’appliquer sur d’autres configurations.

Le modèle consiste en une plaque trouée aux dimensions réelles de l’éprouvette. Le maillage
est constitué d’éléments coques, dans la mesure où les phénomènes hors-plan ne sont pas pris
en compte dans le modèle. Il est constitué de 1856 éléments coques et 5792 nœuds, ce qui
mène le nombre total de degrés de liberté à 34572 (figure V.14). En revanche, les éléments sont
constitués de huit couches, dont l’orientation alterne entre 0° et 90°, afin de rendre compte de
l’ensemble des plis du stratifié.

FIGURE V.14 – Maillage Éléments Finis de l’éprouvette trouée utilisée comme cas-test acadé-
mique. Les dimensions de la plaque sont identiques à celles des essais (300 mm × 30 mm avec
un diamètre de trou de 6,5mm).

Les conditions aux limites imposées sont représentatives des conditions expérimentales
idéalisées : l’un des bords de l’éprouvette est encastré et l’autre est soumis à un effort dans la
direction 0°, réparti sur toute la surface. Le chargement est imposé en effort, comme lors des
essais expérimentaux.
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V.1.3.1 Chargement de fatigue

La stratégie de sauts de cycles non-linéaire, exposée au chapitre IV, permettant de réaliser
des simulations de fatigue polycyclique sur structure en des temps raisonnables, est appliquée
pour simuler l’évolution de l’endommagement tout au long du million de cycles de fatigue.
Trois calculs sont réalisés de façon à pouvoir comparer les prévisions du modèle sur les trois
essais de fatigue sur éprouvettes trouées réalisés.

Les simulations de fatigue sont donc, comme précédemment, décomposées en trois étapes :
(i) une montée en charge en cinq incréments, (ii) cent cycles d’entraînement pilotés en effort
discrétisés en deux incréments par cycle et (iii) des sauts de cycles, chacun étant suivi de
deux cycles de contrôle, jusqu’à atteindre 106 cycles. La taille du dernier saut de cycles est
ajustée de façon à ce qu’il se termine deux cycles avant le nombre total de cycles fixé, les deux
derniers cycles étant simulés intégralement. Le chargement de fatigue est constitué de cycles
triangulaires, simplifiés par rapport au signal sinusoïdal de la machine d’essai. Les tailles de
sauts de cycles sont pilotées par un incrément d’endommagement maximal autorisé et fixé à
∆d1 = ∆d2 = 0, 001.

Les trois calculs à 50%, 60% et 70% de la force à rupture statique ont une durée respective
de 5507, 6776 et 6694 secondes avec quatre CPUs, dont quatorze secondes sont allouées à la
préparation de l’analyse par le code EF.

Premières comparaisons qualitatives

Une première comparaison consiste à suivre l’évolution de l’endommagement en fonction du
nombre de cycles, pour vérifier que le modèle reproduit le scénario d’endommagement observé
expérimentalement. Ne pouvant pas suivre directement la fissuration au sein du matériau
(aucune fissure n’est visible, de par la petite taille des dommages mis en jeu), la comparai-
son se base sur l’évolution des déformations de cisaillement en surface rendant compte des
effets de l’endommagement. La figure V.15 présente l’évolution des champs de déformation de
cisaillement plan en bord de trou obtenus à l’aide de la CIN et de la simulation EF.

FIGURE V.15 – Suivi de la déformation de cisaillement au cours de l’essai de fatigue sur l’éprou-
vette 3433-Rep2.

Le modèle reproduit l’évolution du champ de déformation en bord de trou, similaire à des
fissures de splitting. Toutefois, le champ d’endommagement d2 final est ajouté pour montrer
que l’évolution du profil des déformations de cisaillement est intimement lié au profil d’endom-
magement matriciel.

Cette comparaison reste cependant qualitative. En effet, le but n’est pas de comparer di-
rectement les valeurs des déformations, dans la mesure où l’on ne maîtrise pas la méthode
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de calcul des déformations du logiciel de corrélation d’images VIC-3D, mais uniquement de
vérifier que le modèle capture les mécanismes d’endommagement observés.

Comparaisons quantitatives du niveau d’endommagement

Afin de réaliser des comparaisons plus quantitatives, les évolutions des raideurs expéri-
mentales et numériques, obtenues à l’aide des extensomètres virtuels centraux, sont évaluées.
En effet, un extensomètre virtuel est également utilisé pour extraire une déformation macro-
scopique du calcul EF (voir figure V.6b) et en déduire la raideur effective de l’éprouvette, en
utilisant à nouveau l’équation V.2. Lorsque les bornes de l’extensomètre ne coïncident pas avec
un nœud du maillage EF, les valeurs des déplacements Uxx aux nœuds adjacents sont interpo-
lées pour déterminer la valeur exacte du déplacement aux bornes de l’extensomètre. La figure
V.16 montre les comparaisons essais/calculs de l’évolution des raideurs effectives au cours des
106 cycles de chargement pour les trois différents chargements de fatigue (50%, 60% et 70% de
la force à rupture statique).

(a) (b)

(c)

FIGURE V.16 – Comparaisons des évolutions des raideurs effectives entre les prévisions du
modèle et les résultats expérimentaux (a) à 50%, (b) à 60% et (c) 70% de la tenue statique.
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La prévision du modèle est très satisfaisante sur le plus bas niveau de chargement. En effet,
on retrouve bien l’évolution en deux temps de la raideur. Cette évolution s’explique par la mise
en place de l’endommagement au début du chargement de fatigue, puis sa lente propagation
au cours des cycles suivants. En revanche, la cohérence entre résultat d’essai et simulation se
détériore à mesure que la charge maximale augmente. Pour le chargement à 60%, le modèle
reproduit l’évolution de la raideur en deux temps, mais sous-estime les effets de l’endomma-
gement sur la réponse globale. Enfin, sur le plus fort niveau de chargement, le modèle ne
rend pas compte de la forte chute de raideur et de l’absence de point d’inflexion. Ce résultat
pouvait être anticipé. En effet, l’identification des paramètres du modèle étant basée sur des
essais à bas niveaux de contraintes, ce dernier capture mal les baisses de raideur induites
par les hauts niveaux de contrainte sur éprouvettes lisses (cf. section III.5), potentiellement à
cause de l’absence de prise en compte du délaminage dans le modèle. Ces comparaisons nous
montrent qu’il en est de même sur les éprouvettes trouées.

Toutefois, les prévisions du modèle pourraient être améliorées en décrivant mieux les condi-
tions aux limites du calcul EF en bord de zone utile, en ré-injectant les champs de déplacement
mesurés par CIN. De plus, au lieu de comparer des mesures d’extensomètres virtuels, les
mesures de champs de déplacement pourraient être directement comparées aux calculs EF,
permettant une validation plus approfondie du modèle.

Prévision de l’endommagement dans les différents plis

Les simulations ayant été réalisées avec des éléments coques multi-couches, un suivi de
l’évolution du comportement du composite pli par pli, tenant compte des reports de charge, est
possible. Afin d’illustrer le potentiel du modèle développé, la figure V.17 montre les champs
d’endommagement obtenus dans les plis 1 à 4 d’un composite quasi-isotrope [0/45/90/ − 45]s
pouvant être envisagés par Safran pour la réalisation de pièces composites.

Il est alors clairement visible que les champs d’endommagement sont orientés par la mi-
crostructure, notamment dans les plis à 45° et -45°. Le champ d’endommagement d2 (resp. d1)
du pli 2, orienté à 45°, est très similaire au champ d’endommagement d1 (resp. d2) du pli 4,
orienté à -45°. Toutefois, les valeurs de l’endommagement sont légèrement différentes car, bien
que le tissu soit équilibré, les paramètres des relationss d’évolution des dommages le sont éga-
lement, comme constaté sur plaques lisses lors des essais hors-axes (cf. chapitre III). De plus,
les champs d’endommagement des plis de même orientation seront identiques, dans la mesure
où aucun phénomène hors-plan n’est pris en compte dans le modèle.

Il serait donc intéressant de comparer les prévisions de simulations sur composite stra-
tifié quasi-isotrope avec des résultats d’essais pour s’assurer que la simulation rend compte
convenablement des reports de charge entre les différents plis.
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FIGURE V.17 – Champs d’endommagement d1 et d2 dans les quatre premiers plis d’un composite
stratifié quasi-isotrope après 400 000 cycles de fatigue à Fmax = 50% de la force à rupture du
composite [0/90]2s et R = 0.05.

V.1.3.2 Performances résiduelles

Par la suite, des simulations de traction monotone effectuée à la suite des simulations de
fatigue, représentant les essais de performances résiduelles, ont été menées pour chaque confi-
guration. Les simulations conservent les mêmes conditions aux limites que les simulations de
fatigue. L’effort maximal imposé dans la simulation est très légèrement supérieur à l’effort
à rupture expérimental, de façon à déterminer l’effort à partir duquel le critère de rupture
inséré dans le modèle est dépassé.

Ces calculs utilisent la fonction restart, présente dans les codes commerciaux de calcul de
structure par EF, permettant de redémarrer l’analyse d’un calcul précédent en conservant
les valeurs des variables internes. Cette fonctionnalité permet de compléter l’analyse des sé-
quences de chargement lorsque le calcul n’a pas pu être mené à terme ou, comme dans notre
cas, d’ajouter des étapes de chargement supplémentaires à un calcul déjà effectué.

L’utilisation d’un critère local, comme défini dans la section II.6, sous-estime grandement
la tenue d’une structure stratifiée avec concentrations de contraintes par rapport aux obser-
vations expérimentales [Withney and Nuismer, 1976]. Pour des raisons de simplicité numé-
rique, afin de rendre cette méthode utilisable en bureau d’études, il a été décidé d’utiliser une
stratégie appliquée en post-traitement, consistant à redéfinir la ruine d’une plaque trouée.
Une approche de type Volume Caractéristique de Rupture (VCR) a alors été privilégiée [Miot,
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2009, Miot et al., 2010] (figure V.18). Ce critère non-local est alors basé sur une déformation
ou une contrainte moyennée sur un volume caractéristique, défini par une longueur interne
notée d sur la figure V.18.

FIGURE V.18 – Illustration du Volume Caractéristique de Rupture [Miot et al., 2010].

Dans notre cas, le modèle étant réalisé avec des éléments coques, une surface circulaire sera
utilisée, caractérisée par une longueur l correspondant au diamètre. Cette longueur interne l
est identifiée à l’aide de la simulation correspondant à l’essai de traction statique sur plaque
trouée. Lorsque l = 0, le critère est local et la déformation est comparée point par point à la dé-
formation à rupture (calculée par l’équation II.41). Il s’agit alors d’augmenter progressivement
ce paramètre l de façon à ce que le critère de rupture ne soit rempli qu’au dernier incrément,
correspondant au niveau de charge à rupture expérimentale. Par la suite, cette longueur l est
considérée constante pour appliquer le critère de rupture aux essais de traction après fatigue
pour les trois niveaux de chargement maximal considérés. Pour chaque élément, présent dans

une couronne autour du trou des éprouvettes, le critère de rupture
∫∫

S max

(
ε11
˘εrt11

, ε22
˘εrt22

)
dS est

évalué sur une surface caractéristique S, centrée sur l’élément considéré. Il convient de rap-
peler que les déformations à rupture dépendent du niveau d’endommagement local, ce qui est
pris en compte avec le formalisme proposé (cf. section II.6. La longueur interne l retenue vaut
5,4 mm, valeur qui n’est pas corrélée aux dimensions caractéristiques du VER et du tissage
du matériau étudié. La figure V.19 montre l’emplacement de l’élément qui rompt en premier,
déterminé à l’aide de ce critère pour l’essai statique. Les champs d’endommagement matriciel
d1 et d2 sont ajoutés pour illustrer d’une part le couplage entre endommagement matriciel et
rupture de torons, induisant un angle de rupture quasiment normal au chargement, et d’autre
part le fait qu’un critère local conduirait à une ruine anticipée de la structure.

La figure V.20 compare alors les prévisions du modèle, en terme d’effort à rupture, utilisant
cette approche VCR, aux données expérimentales à rupture. La prévision de la force à rupture
est calculée selon l’équation (V.3).

PF =
FVCR
r

F exp
r

(V.3)

Le modèle prévoit une rupture légèrement prématurée des éprouvettes perforées. L’erreur
augmente avec le niveau de la sollicitation appliquée en fatigue, mais reste inférieure à 12%.
L’élément qui rompt en premier est identique lors des simulations de performances résiduelles
et lors de la simulation statique. Cette approche permet donc d’obtenir une bonne approxima-
tion de la tenue résiduelle de structures soumises au préalable à un chargement de fatigue en
traction.
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FIGURE V.19 – Zone de rupture statique identifiée en post-traitement.

FIGURE V.20 – Comparaison de la force à rupture entre prévisions numériques et données
expérimentales pour les trois essais de performances résiduelles sur éprouvettes trouées.

Notons qu’une autre approche pourrait être utilisée pour prévoir la rupture des torons
dans une structure composite. Il s’agit d’une approche progressive de la rupture, mise en place
dans les modèles ODM-CMC, ODM-CMO et ODM-CMOf, utilisant des variables de rupture
fibres dont le formalisme est similaire aux variables d’endommagement matriciel [Marcin,
2010, Hemon, 2013, Rakotoarisoa, 2013]. Cependant, une telle approche, avec une relation de
comportement adoucissante, est délicate à mettre en place sur des calculs de structure par EF
et pose de nombreuses difficultés numériques, dont des difficultés de convergence mais aussi
de localisation et de dépendance au maillage. Pour pallier ces problématiques, une méthode de
régularisation doit être mise en place. Il existe plusieurs méthodes de régularisation, comme
les modèles de visco-dommage, le crack band, les modèles non-locaux ou bien les modèles phase
field. Pour plus de détails, le lecteur est invité à se référer aux travaux de thèse de Médeau
[Médeau, 2019]. Toutefois, pour l’identification effectuée sur le matériau oxyde/oxyde de cette
étude, on assiste à un emballement de l’endommagement matriciel (qui n’est pas régularisé)
dès que le seuil de rupture des torons est atteint, menant à une perte de convergence du calcul.
Un travail conséquent pour gérer l’endommagement matriciel et la rupture des torons est à
prévoir.
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Les comparaisons entre les prévisions du modèle et les résultats expérimentaux permettent
d’affirmer que le modèle rend bien compte du scénario d’endommagement, tant qu’aucun phé-
nomène de dégradation hors-plan ne rentre en jeu (c’est-à-dire pour des niveaux de charge-
ment relativement faibles, représentatifs des sollicitations de fatigue polycyclique). La straté-
gie de calcul proposée permet donc de réaliser des comparaisons essais/calculs sur des struc-
tures simples soumises à des chargements de fatigue de longue durée en des temps de calcul
raisonnables pour un bureau d’études.
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V.2 Cas test industriel

Dans un second temps, une autre structure, représentative de pièces industrielles envisa-
gées par Safran, est considérée. Il s’agit d’un cône d’éjection en composite stratifié de plis tissés
2D oxyde/oxyde. Les essais sur cette géométrie (figure V.21) étant confidentiels et restreints à
des chargements statiques, cette partie a uniquement pour but de démontrer l’applicabilité de
la stratégie numérique proposée en bureaux d’études pour des pièces industrielles.

FIGURE V.21 – Montage expérimental d’un essai statique réalisé sur un cône d’éjection en com-
posite oxyde/oxyde.

Le modèle Éléments Finis (EF), représentatif des conditions d’essais, est détaillé dans la
section V.2.1 et a été fourni par Safran Ceramics. La stratification du composite considérée est
identique à celle utilisée pour l’identification des paramètres du modèle, à savoir 8 plis avec
un empilement [0/90]2s. La stratégie numérique de sauts de cycles non-linéaire est appliquée
pour déterminer l’évolution de l’endommagement au sein du cône d’éjection au cours de deux
chargements de fatigue, de complexité croissante (section V.2.2), établis en collaboration avec
le partenaire industriel.

V.2.1 Description du cas test

Afin d’être représentatif des essais effectués par Safran sur l’arrière-corps, le modèle EF
est composé de plusieurs parties :

— le cône d’éjection (plug) en composite oxyde/oxyde (en bleu sur la figure V.22a) ;

— le support souple, représentatif de l’assemblage du cône d’éjection au reste du moteur (en
orange sur la figure V.22a) ;

— une coiffe permettant d’appliquer la sollicitation sans abimer le matériau (en gris).

La figure V.22a présente les divers éléments du modèle EF fourni par Safran Ceramics. Seules
les propriétés matériau du composite oxyde/oxyde ont été modifiées par rapport au modèle
fourni. Les divers éléments du modèle sont mis en relation à l’aide d’interactions de type
contact. Le contact entre la coiffe et le cône en composite est imposé à l’aide d’un tie (jonction
cinématique parfaite entre les deux parties). Les déplacements des nœuds du cône sont donc
les mêmes que ceux de la coiffe à l’interface. Le contact entre les brides du support souple et
le cône est réalisé à l’aide d’un couplage cinématique, évitant l’interpénétration entre les deux
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(a)

(b)

FIGURE V.22 – Description du modèle EF du cône d’éjection utilisé. (a) Différentes pièces et
conditions limites. (b) Propriétés et orientation matériau du composite.

parties et permettant d’introduire de la friction (dont le coefficient est ici fixé à 0.34 après
discussion avec Safran).

Le cône d’éjection est constitué de 5088 éléments coques. L’épaisseur du composite varie
sur la partie cylindrique du plug, selon les épaisseurs mesurées sur la pièce fabriquée par
Safran Ceramics. Afin de prévoir le comportement en fatigue de cette structure, les propriétés
matériau du cône d’éjection ont été modifiées afin de rendre compte de son comportement non-
linéaire. Cependant, pour ne pas biaiser les résultats à cause des concentrations de contraintes
au niveau des liaisons boulonnées entre le support souple et le cône, le comportement du
composite est considéré élastique sur les cinq premières bandes d’éléments (en gris sur la
figure V.22b). Le reste du cône (en bleu sur la figure V.22b) possède un comportement élastique
endommageable, qui suit la relation de comportement présentée au chapitre II. Les torons de
chaîne sont orientés dans l’axe du cône d’éjection et les torons de trame sont radiaux, comme
illustré sur la figure V.22b.

Le support souple et la coiffe, dont le comportement est élastique, sont maillés à l’aide
d’éléments solides hexaédriques. Des éléments connecteurs permettent de raccorder les deux
types d’éléments. Finalement, le modèle EF comporte 19 848 éléments et 32 378 nœuds, ce qui
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élève le nombre de degrés de liberté dans le modèle à 103 989.
Les conditions aux limites sont appliquées sur le support souple et sur la coiffe. D’une part,

le support souple est encastré (cercle rouge en pointillés sur la figure V.22a), à l’aide d’un nœud
maître au centre de la circonférence extérieure, les traits jaunes représentants la relation de
couplage. D’autre part, une force radiale est appliquée sur un groupe de quarante nœuds de la
coiffe, mis en évidence en rouge, correspondant à la surface réelle d’application de la force.

Le chargement de fatigue est décomposé en quatre étapes successives :

— mise en pré-tension des connecteurs au niveau de l’assemblage entre le support souple et
le cône d’éjection ;

— montée en charge statique ;

— dix premiers cycles de chargement entièrement simulés ;

— suite du chargement de fatigue, à l’aide de la stratégie de sauts de cycles non-linéaire.

V.2.2 Application de la stratégie numérique sur une structure
industrielle

V.2.2.1 Fatigue cyclique sur un chargement triangulaire

Dans un premier temps, un chargement cyclique de 106 cycles à R = 0.05 et f = 5 Hz est
considéré. L’effort maximal appliqué correspond à 30% de l’effort à rupture de l’essai statique
réalisé sur le cône d’éjection. Le paramètre ∆d considéré pour la stratégie de sauts de cycles est
identique pour chaque mécanisme d’endommagement et est égal à 0,001. La préparation du
calcul prend quinze secondes au logiciel EF et l’analyse en elle-même dure 101 977 secondes,
soit un peu plus de 28 heures sur huit cœurs.

La figure V.23 présente les champs d’endommagement après la montée statique et les dix
premiers cycles de chargement.

Trois zones d’endommagement sont alors clairement identifiées sur la figure V.23 : (1) au
niveau de la force appliquée au milieu du cône, (2) lorsque le cône change de section, sous l’in-
fluence de la coiffe et (3) au bout du cône, puisque la déformation du composite est limitée par
la coiffe. La simulation semble indiquer que l’endommagement macroscopique le plus présent
est la fissuration matricielle dans le sens trame, puisque la valeur de la variable d’endomma-
gement d2 est bien plus élevée que d1. Dans la zone d’endommagement 1, située sous la force
appliquée, la contrainte maximale équivaut à 50 % de la tenue statique du matériau et le rap-
port de charge local vaut Rσ = 0.037. Les chargements subis par la pièce sont donc du même
ordre de grandeur que ceux des essais utilisés pour identifier le modèle matériau.
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(a) après la montée en charge statique

(b) après les dix premiers cycles de chargement

FIGURE V.23 – Champs d’endommagement du cône d’éjection après (a) la montée en charge
statique et (b) les dix premiers cycles.

Toutefois, bien que l’endommagement d2 soit plus important, la variable d’endommage-
ment d1 est celle qui pilote la taille de sauts de cycles, puisque les zones où les tailles de saut
optimales locales sont les plus faibles correspondent aux zones d’endommagement d1. Plus
particulièrement, il s’agit de zones très localisées au sein de la pièce (zones 2 et 3), liées aux
sur-contraintes engendrées par les transferts d’effort entre les différentes pièces du modèle
EF (figure V.24).

FIGURE V.24 – Champ des tailles de sauts optimales locales avant le premier saut de cycles.

La stratégie de calcul permet de déterminer l’évolution des variables d’endommagement au
cours du chargement. La figure V.25 montre celle du champ d’endommagement majoritaire d2

en fonction du nombre de cycles. La fissuration matricielle, initiée sous le point d’application de
la force, se propage majoritairement dans l’axe du cône d’éjection. La zone d’endommagement
1, identifiée sur la figure V.23, sera donc probablement la zone de rupture de la pièce.

Par conséquent, il est possible de déterminer l’évolution du comportement de la pièce au
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FIGURE V.25 – Évolution du champ d’endommagement d2 en fonction du nombre de cycles du
chargement.

cours des 106 cycles du chargement. Il serait également possible de déterminer les perfor-
mances résiduelles de la pièce en appliquant le critère de rupture proposé en post-traitement
d’un chargement statique additionnel.

V.2.2.2 Fatigue complexe sur chargement représentatif des cycles de vol

Dans un second temps, un chargement aléatoire répété fourni par Safran Ceramics, repré-
sentatif d’un cycle de vol (« Ground-Air-Ground »), est considéré. La séquence répétée au cours
du temps est présentée dans la figure V.26a. Il s’agit d’un cycle de chargement mécanique
équivalent idéalisé comprenant une phase (1) de mise en marche des moteurs au sol, (2) le
décollage, (3) la phase de vol, (4) une rafale de vent et (5) l’atterrissage et le déplacement au
sol. Ce chargement est dit équivalent, dans la mesure où il prend en compte les contraintes
dues aux gradients thermiques au sein de la pièce. En revanche, les chargements d’origine
vibratoire ne sont pas ici pris en compte.

FIGURE V.26 – (a) Cycle de chargement typique « Ground Air Ground » et (b) chargement sim-
plifié.
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Le modèle étant indépendant de la discrétisation temporelle du problème, il ne prend pas
en compte les endommagements induits par fluage (durant les maintiens à effort constant).
Il ne s’agit pas d’une limitation puisque le fluage du matériau oxyde/oxyde dans le domaine
d’utilisation de la pièce (<700°C) peut être négligé. La séquence de chargement unitaire peut
donc être simplifiée comme illustré sur la figure V.26b, sans influence sur la réponse du modèle.

Dans une démarche de dimensionnement, l’industriel réalise des essais de fatigue aléa-
toires répétés de 80 000 cycles, pour s’assurer de la tenue de la pièce. En revanche, numé-
riquement, les chargements imposés comprennent cinq fois plus de cycles, pour introduire
une marge de sécurité en vue de s’affranchir des approximations de modélisation (dispersion
matériau, aspect probabiliste de la rupture, non prise en compte des phénomènes d’endomma-
gements minoritaires). Le nombre total de cycles de la simulation est donc de 400 000 cycles.
La procédure de sauts de cycles non-linéaire est appliquée sur ce chargement aléatoire ré-
pété après dix cycles de vol entièrement simulés avec les paramètres ∆d1 = ∆d2 = 0.001. La
simulation dure alors 131 807 secondes (un peu plus de 36h) avec huit CPUs.

La figure V.27 montre les champs d’endommagement après dix cycles élémentaires et à la
fin du chargement de fatigue (400 000 cycles).

(a) après la montée en charge statique

(b) après dix cycles élémentaires

(c) après 400 000 cycles élémentaires

FIGURE V.27 – Champs d’endommagement finaux après (a) la montée en charge statique, (b)
dix cycles et (c) 400 000 cycles de vol équivalents.
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Les zones d’endommagement sont identiques au cas de chargement précédent, l’effort étant
appliqué au même endroit. Cependant, le niveau d’endommagement après dix cycles élémen-
taires est plus élevé qu’après dix cycles triangulaires à R = 0.05 (par rapport à la figure
V.23). En effet, le cycle élémentaire contenant plusieurs charges/décharges et l’effort maxi-
mal étant plus élevé que celui appliqué pour le chargement cyclique précédent, chaque cycle
est par conséquent plus endommageant qu’un simple cycle triangulaire. La fissuration ma-
tricielle dans la direction trame (variable d2) se propage majoritairement de façon axiale et
majoritairement en bout de cône. En revanche, la zone endommagée pour la variable d2 est
plus étalée que sous un chargement triangulaire. Notons également que le changement de
section du cône représente une zone fortement sollicitée où la fissuration dans le sens chaîne
(d1) est également importante.

A cause de l’étalement de l’endommagement, le point s’endommageant le plus durant les
cycles de contrôle change très fréquemment. Les tailles de sauts globales évoluent donc de
façon assez erratique et restent faibles (elles sont comprises entre 200 et 1000 cycles).

Au final, le modèle permet de décrire l’évolution de l’endommagement dans des structures
de complexité industrielle au cours de chargements de fatigue cyclique ou aléatoire répété, en
des temps de calcul acceptables pour les bureaux d’études, même pour des sollicitations avec
un très grand nombre de cycles. Ces simulations ne seraient pas réalisables sans la stratégie
de calcul proposée, dont la mise en œuvre est aisément transférable chez l’industriel.
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V.3 Conclusions
Pour conclure ce chapitre, un bilan des possibilités données par la stratégie de modélisation

mise en place est donné. Sur les deux cas structuraux étudiés, à savoir l’éprouvette trouée (cas
académique) et un cône d’éjection (cas industriel), le modèle a démontré sa capacité à réaliser
des simulations de fatigue, cyclique ou aléatoire répété et de longue durée (N ≥ 106 cycles), en
des temps de calcul raisonnables pour les bureaux d’études.

Ainsi, il devient possible d’instaurer un dialogue essais/calculs à l’échelle d’une structure.
Les premières comparaisons entre les prévisions du modèle et les données d’essais sur éprou-
vettes trouées sont satisfaisantes. Toutefois, il serait intéressant de développer de réels pro-
tocoles de comparaisons essais/calcul sur structure, tirant profit de la multi-instrumentation
des essais. En particulier, il convient de déterminer quels sont les indicateurs et les points
de comparaison quantitatifs. Il serait intéressant de mieux exploiter la notion de champs de
déplacement et de déformation issus de la CIN et d’en tirer des données comparatives. Une
idée serait d’identifier l’évolution des propriétés élastiques pour différents cycles en fatigue,
de façon similaire à ce qui a été développé au LMT pour des chargements statiques [Hild and
Roux, 2006, Roux and Hild, 2008, Leclerc et al., 2009].

Bien évidemment, des essais complémentaires seraient nécessaires pour une réelle valida-
tion du modèle (en considérant par exemple des chargements de multiaxialité différente et/ou
avec des rapports de charge différents). La définition de ces autres configurations d’essais
pourrait d’ailleurs être guidée par des simulations utilisant ce modèle, puisqu’il est en mesure
de déterminer les zones d’endommagement, l’évolution du comportement ainsi que la durée
de vie de pièces composites. Le modèle pourrait ainsi devenir un outil d’aide à la conception
d’essais discriminants sur des éprouvettes technologiques ou à plus long terme un outil d’aide
au dimensionnement.

222



CONCLUSION GÉNÉRALE ET
PERSPECTIVES

Conclusion

Dans l’optique d’améliorer les méthodes de dimensionnement des pièces composites sous
sollicitations complexes, l’objectif de cette thèse, menée en collaboration avec Safran Cera-
mics, était de proposer une stratégie de calcul permettant de déterminer la durée de vie et
les propriétés résiduelles de structures composites et de l’appliquer au cas des composites
oxyde/oxyde, soumis à des chargements de fatigue.

Pour y répondre, une démarche en deux temps a été mise en place, l’une dédiée au dévelop-
pement d’un modèle d’endommagement en statique et en fatigue à l’échelle matériau, l’autre
à son application à une structure avec une stratégie de calcul dédiée.

Le premier objectif était donc de proposer un modèle d’endommagement en fatigue pour les
composites oxyde/oxyde.

Pour cela, les mécanismes de dégradation du matériau composite oxyde/oxyde observés
sous chargement de traction ont été étudiés, à l’aide d’une étude bibliographique (Chapitre
I). Les scénarios d’endommagement identifiés, sous chargement statique et de fatigue, ont été
vérifiés par la suite, au cours de la campagne expérimentale.

Le modèle d’endommagement proposé, décrit dans le chapitre II, est écrit à l’échelle du pli
tissé pour pouvoir s’appliquer à différents stratifiés et tient compte des mécanismes d’endom-
magements précédemment mis en lumière. En particulier, il rend compte des phénomènes de
fissuration matricielle dans la direction des chaînes et des trames, ainsi que des déformations
résiduelles dues à l’endommagement. Afin de pouvoir s’appliquer à tout type de chargement,
notamment des chargements représentatifs des conditions réelles de vol, le modèle utilise un
formalisme incrémental. La relation d’endommagement, point clé de ce modèle, introduit une
unique variable d’endommagement scalaire par mécanisme de dégradation et regroupe les
contributions à l’endommagement dues à des chargements statiques et de fatigue. Ces deux
contributions, de cinétiques différentes, ne sont néanmoins jamais activées simultanément.

Le modèle prend en compte l’influence du chargement maximal et de la contrainte moyenne
sur la cinétique de l’endommagement en fatigue. Ce dernier point fait intervenir la déforma-
tion équivalente moyenne dans la relation d’endommagement. La moyenne évolutive utilisée
présente toutefois une forte inertie durant des chargements avec de fortes variations (char-
gements à plusieurs niveaux d’effort), ce qui peut fausser la prévision de la durée de vie du
modèle. Des versions alternatives à cette moyenne ont été proposées, la moyenne exponen-
tielle et la moyenne mixte. Toutefois, en l’absence d’informations expérimentales sur le cumul
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des dommages dans le matériau étudié et dans un souci de simplicité, la formulation initiale
(évolutive) a été conservée pour ce travail.

Enfin, un critère de rupture des torons de fibres, formulé en déformation et basé sur le peu
de résultats expérimentaux à disposition, a été proposé dans l’optique de pouvoir déterminer
les propriétés résiduelles du matériau après un chargement de fatigue.

Afin d’identifier les paramètres matériau du modèle, une campagne d’essais a été menée, à
la fois en statique et en fatigue (Chapitre III). Cependant, de par les faibles niveaux de défor-
mation du matériau dans les axes des torons de fibres, des difficultés expérimentales ont été
rencontrées pour extraire de façon fiable les informations nécessaires à l’identification, notam-
ment en termes de seuils d’endommagement. De plus, pour pouvoir tester un grand nombre
de configurations et ainsi couvrir l’ensemble des phénomènes pris en compte dans le modèle,
les essais n’ont pas pu être répétés. Il en résulte des incertitudes sur les paramètres identifiés,
puisqu’ils ne tiennent pas compte de la dispersion des résultats, conséquente en fatigue. Des
essais complémentaires seraient donc judicieux pour renforcer l’identification des paramètres.
Un protocole d’identification, spécifique au modèle d’endommagement incrémental, a été pro-
posé. Il nous a permis d’identifier un jeu de paramètres satisfaisant, permettant d’envisager
le passage à la structure. Les capacités prédictives du modèle ont ensuite été évaluées sur des
essais qui n’ont pas été utilisés pour l’identification des paramètres.

Le second objectif de ces travaux était de proposer une stratégie de calcul pour accélérer
les simulations en fatigue et pouvoir appliquer le modèle sur structures. Pour ce faire, une
stratégie de sauts de cycles non-linéaire a été mise en place (Chapitre IV). Cette stratégie tire
profit de la répétition des chargements en fatigue. En outre, elle s’applique à des chargement
cycliques (triangulaires ou sinusoïdaux) mais également aléatoires répétés. Elle est donc utili-
sable pour des chargements représentatifs des cycles de vol. Développée spécifiquement pour
les modèles d’endommagement incrémentaux, elle permet de capturer les non-linéarités du
comportement de la structure composite tout en réduisant le nombre de cycles effectivement
simulés. Cette méthode est basée sur la relation d’endommagement incrémentale et utilise,
en particulier, la propriété de séparation des contributions statiques et de fatigue. Une mé-
thode d’optimisation de la taille des sauts de cycles en fonction de l’évolution des propriétés
du matériau a également été mise en place, afin de contrôler au mieux l’erreur induite par la
stratégie de calcul. Cette méthode de sauts de cycles non-linéaire a été insérée au sein d’un
code de calcul par Éléments Finis (EF) commercial, de façon à minimiser les coûts de calcul.
La mise en œuvre est relativement simple et pourrait être transférée à d’autres codes EF. Les
performances de cette stratégie, en termes de gain de temps et de précision, ont été évaluées
par rapport à des simulations de référence (sans stratégie de calcul). Cette méthode donne des
résultats prometteurs à la fois à l’échelle du point d’intégration et de la structure.

La stratégie mise en place permet d’obtenir l’évolution des propriétés mécaniques au sein
de structures composites industrielles en fatigue. Il devient alors possible de valider le modèle
et la stratégie de calcul à l’aide de comparaisons avec des résultats d’essais de fatigue sur
structure (Chapitre V). Une campagne d’essais sur éprouvettes trouées a été menée dans le
but de montrer que le modèle rend compte du comportement en fatigue d’une structure com-
posite, possédant des gradients de contraintes, en comparant ses prévisions avec les résultats
expérimentaux autant sur des quantités globales (raideur) que locales (faciès d’endommage-
ment). Enfin, la stratégie de calcul a été appliquée sur une structure industrielle, un arrière-
corps développé par Safran Ceramics, pour montrer l’applicabilité de la méthode en bureaux
d’études en des temps raisonnables. Finalement, ces deux applications montrent la possibi-
lité d’effectuer des simulations de fatigue polycyclique, potentiellement aléatoire répétée et
tridimensionnelle, sur structure en des temps acceptables pour l’industrie.
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L’ensemble de la stratégie numérique –modèle incrémental et stratégie de sauts de cycles
non-linéaire– est capable de prévoir l’évolution de la réponse de structures composites sous
chargements complexes statiques et de fatigue, ainsi que les propriétés résiduelles, en utili-
sant un critère de rupture en post-traitement.

Perspectives
Suite à cette étude, plusieurs pistes pourraient être envisagées à court ou plus long terme.
D’abord, il serait intéressant de mener des campagnes expérimentales dédiées au cumul

des dommages et à l’évolution des déformations résiduelles afin d’approfondir la connaissance
de ces phénomènes dans les composites et améliorer leur prise en compte dans le modèle.

— L’effet de contrainte moyenne est inséré dans le modèle à l’aide de la déformation
équivalente moyenne. Il a été vu que la moyenne évolutive, qui possède une grande iner-
tie, impose la forme du cumul des dommages. Les deux autres formulations, plus ré-
actives, utilisent un paramètre supplémentaire (p0) pour quantifier la non-linéarité du
cumul des dommages. L’évolution de l’endommagement peut être modifié par le choix
de la moyenne et par la valeur de ce paramètre. Il est donc nécessaire de réaliser une
étude expérimentale pour déterminer la forme du cumul des dommages du composite
oxyde/oxyde, et par conséquent de déterminer quelle est la moyenne à utiliser.

— La formulation des déformations résiduelles choisie dans le modèle est indépen-
dante du niveau de déformation. Cela suppose qu’à un niveau d’endommagement donné,
les déformations résiduelles sont identiques, que le matériau ait été sollicité en statique
ou en fatigue, à haut ou à faible niveau de chargement. Il serait donc intéressant de
réaliser des essais instrumentés dans l’optique de déterminer l’évolution réelle des défor-
mations résiduelles dans les matériaux composites et de vérifier cette hypothèse. Dans
le cas particulier du composite oxyde/oxyde étudié, il serait préférable de mener cette
étude hors des axes principaux pour pouvoir mesurer de manière fiable les niveaux de
déformations résiduelles.

De plus, les comparaisons essais/calculs ont montré que le modèle, avec l’identification rete-
nue, a du mal à rendre compte de la non-linéarité du comportement dans les chargements
hors des axes principaux, de par la quasi-linéarité du comportement dans l’axe des torons de
fibres. Il pourrait être intéressant d’insérer une autre variable d’endommagement, dédiée au
cisaillement plan, de façon similaire aux travaux de Hochard [Hochard and Thollon, 2010],
pour voir si le modèle est en meilleure adéquation avec les résultats expérimentaux.

Ensuite, pour un transfert vers l’industrie, il pourrait être opportun d’automatiser la
procédure d’identification, de façon à la rendre moins dépendante de l’utilisateur et plus
fiable, notamment en ce qui concerne les paramètres cinétiques. En effet, l’identification est,
pour le moment, réalisée à l’aide d’un processus itératif de comparaisons essais/calcul. Deux
jeux de paramètres légèrement différents peuvent, cependant, affecter notablement la durée
de vie (en particulier s’il s’agit des paramètres de fatigue). De plus, toujours dans l’optique de
fiabiliser les prévisions du modèle, il faudrait prendre en compte la dispersion et la variabilité
des résultats expérimentaux dans le processus d’identification. Il faudrait alors intégrer une
démarche statistique ou probabiliste pour rendre compte des incertitudes de mesure.

A plus long terme, la gamme de phénomènes et des chargements pris en compte par
le modèle pourrait être élargie, pour rendre compte du comportement de structures soumises
à divers chargements.
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— Les faciès de rupture font état d’un gonflement du composite, témoignant d’un mécanisme
de dégradation hors-plan. Bien qu’il n’apparaisse que pour des niveaux de charges supé-
rieurs à ceux induits dans l’application d’arrière-corps visée par l’industriel, il semble
important de l’étudier et d’insérer dans le modèle une variable d’endommagement hors-
plan rendant compte de ce phénomène. Du moins, il serait nécessaire de vérifier que les
niveaux de contraintes induits dans la pièce sont inférieurs au seuil d’endommagement
hors-plan, et donc d’identifier les modules de cisaillement hors-plan G13 et G23 et les
seuils des dommages associés.

— Le modèle proposé ne permet pas de rendre compte du comportement en fatigue du com-
posite à des hauts niveaux de contraintes, où un autre phénomène de dégradation est mis
en jeu. Il s’agit vraisemblablement de ruptures de torons de fibres. Il serait donc intéres-
sant de prendre en compte la rupture progressive des torons de fibres dans le modèle, en
remplacement du critère de rupture inséré, comme dans le modèle ODM-CMO [Marcin,
2010, Rakotoarisoa, 2013] ou ODM-CMC [Hemon, 2013].

— Dans cette thèse, le comportement en compression est considéré élastique (non- endom-
mageable). Bien que, d’après l’industriel, l’arrière-corps soit sollicité majoritairement en
traction, le chargement peut passer localement en compression. Il serait alors intéressant
d’enrichir le modèle pour prendre en compte les mécanismes de rupture en compression,
afin de consolider le modèle et de pouvoir l’appliquer à d’autres pièces, d’autant plus
que pour les composites oxyde/oxyde, la fatigue dans le domaine de traction-compression
semble plus endommageante que dans le domaine traction-traction [Lanser and Ruggles-
Wrenn, 2015]. Il faudrait alors étudier les mécanismes d’endommagement mis en jeu en
compression et les éventuels couplages avec les endommagements en traction.

Quelques pistes d’amélioration seraient également à envisager concernant la stratégie de
calcul :

— Il a été montré au chapitre IV que la méthode d’extrapolation non-linéaire ne rend pas
totalement compte de l’évolution de la multiaxialité au cours du saut de cycles, dans les
cas où plusieurs variables d’endommagement évoluent simultanément et affectent les
mêmes composantes du tenseur de souplesse (cas du cisaillement plan par exemple). Une
légère modification de la méthode serait donc à envisager, afin d’améliorer les prévisions
pour ces cas de chargements.

— Afin de réduire au maximum les erreurs au cours du saut de cycles, liées notamment à la
non-actualisation de la déformation équivalente moyenne, il serait pertinent de réaliser
l’extrapolation implicitement, par exemple à l’aide d’un algorithme de Newton-Raphson
ou d’une quadrature de Gauss. L’extrapolation, bien que plus lente, serait alors quasi-
exacte, même pour des chargements pilotés en contrainte.

— Comme évoqué dans l’étude bibliographique du chapitre II, la décomposition en modes
propres (POD) pourrait être couplée à la stratégie de sauts de cycles non-linéaire pro-
posée pour accélérer plus encore les calculs. Ce serait une méthode performante pour
réduire les temps de calcul des cycles d’entraînement et/ou des cycles de contrôle. Les
deux limitations évoquées restent toutefois valables : cette méthode est complexe à in-
sérer dans les codes EF commerciaux et il convient de s’assurer régulièrement qu’aucun
nouveau mécanisme n’est mis en jeu en cours de calcul.

Enfin, d’un point de vue industriel, il reste à valider le modèle et la stratégie de calcul, à
l’aide d’essais complémentaires et discriminants sur éprouvettes technologiques, pour pouvoir
l’utiliser dans une démarche de dimensionnement, voire de certification. La stratégie proposée
pourrait alors être un outil d’aide à la définition des campagnes d’essais, visant à comprendre
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ou à mettre en lumière des phénomènes ciblés (comme le cumul des dommages ou la limite
d’endurance). Permettant d’appréhender la fatigue sur composants, elle pourrait également
aider à la préparation des essais de certification, en définissant les zones critiques et en op-
timisant l’instrumentation. Pour finir, rappelons que cette procédure peut être transposable
pour d’autres matériaux composites, sous réserve que l’endommagement soit orienté par la
microstructure du matériau.
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A Démonstrations sur le cumul des dommages

A.1 Conditions pour obtenir un cumul linéaire des dommages

Lemaitre et al. montrent dans [Lemaitre and Chaboche, 1985] qu’il suffit que la relation
d’endommagement de fatigue soit à variables séparables et d’endommagement initial nul,
pour que le cumul soit linéaire, c’est-à-dire qu’il vérifie la règle de Miner (équation I.8). La
démonstration est ici menée sur une relation d’évolution de l’endommagement A.1, où d repré-
sente l’endommagement, ε la déformation et ε̄ la déformation moyenne. Toutes les hypothèses
sous-jacentes sont explicitées ci-dessous, dans l’optique d’une adaptation aux matériaux com-
posites, pour lesquels les cycles de contrainte/déformation ne se stabilisent pas, sous l’influence
de l’endommagement.

ḋ = gd(d)gε(ε, ε̄)〈ε̇〉+ (A.1)

En intégrant cette équation (A.1) sur un cycle de chargement, on obtient :∫
1 cycle

dd
gd(d)

=

∫
1 cycle

gε(ε, ε̄)dε (A.2)∫ dN+1

dN

dd
gd(d)

=

∫ εmax

εmin
gε(ε, ε̄) < dε >+ (A.3)∫ dN+1

dN

dd
gd(d)

= [Gε(ε, ε̄)]
εmax

εmin (A.4)

où Gε est la primitive de gε.
Notons qu’en supposant que l’endommagement varie peu sur un cycle, le terme 1

gd(d) peut
être considéré constant dans l’intégrale. Il est alors possible de réécrire la relation d’endom-
magement formulée en nombre de cycle et d’obtenir l’incrément d’endommagement par cycle
(équation A.5).

δd

δN
= gd(d) [Gε(ε, ε̄)]

εmax

εmin (A.5)

Dans le cadre d’un chargement cyclique d’amplitude constante, le nombre de cycles à rup-
ture peut être calculé par intégration à variables séparables, sous trois hypothèses supplé-
mentaires :

— La valeur de [G(εmax, ε̄) − G(εmin, ε̄)] = ∆Gε est constante sur chaque cycle de charge-
ment, ce qui requiert que l’amplitude et la contrainte moyenne du chargement soient
constantes ;

— La valeur de l’endommagement évolue entre 0 et sa valeur à rupture dc, qui est constante ;

— Il n’y a pas de cycle seuil à partir duquel l’endommagement débute (les bornes de l’inté-
grale du membre de droite sont N = 0 et N = Nr).

Remarquons que l’hypothèse 1 est directement vérifiée pour un chargement à déformation
imposée, puisque le modèle est écrit en déformation ; contrairement à des chargements à
contrainte imposée, pour lesquels l’amplitude de chargement peut varier sous l’influence de
l’endommagement. On se place donc pour la suite de cette démonstration dans le cas d’un
chargement piloté en déformation où l’amplitude du chargement reste constante.
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Par intégration, il est donc possible de relier la valeur de l’endommagement au nombre de
cycles effectués Nk (équation A.6).∫ dk

0

1

gd(x)
δx =

Nk∑
N=0

∫ d(N+1)

d(N)

δx

gd(x)
= ∆GεNk (A.6)

De même, en sommant sur l’intégralité des cycles de chargement, il est possible de relier la
valeur de l’endommagement à saturation dc et le nombre de cycles à rupture (équation A.7).∫ dc

0

1

gd(x)
δx =

Nr∑
N=0

∫ d(N+1)

d(N)

1

gd(x)
δx = ∆GεNr (A.7)

Considérons maintenant un chargement à deux niveaux. Pour chaque niveau, Ni repré-
sente le nombre de cycles de la séquence de chargement périodique, définie par l’amplitude
∆εi. Le nombre de cycles à rupture Nr correspond, pour un chargement composé de deux sé-
quences successives, à la somme des cycles de chaque séquence, tel que Nr =

∑
Ni. On note

également Nri le nombre de cycles à rupture atteint pour un chargement à un unique niveau
de chargement d’amplitude ∆εi.

Les équations (A.6) et (A.7) sont valables pour chaque niveau de chargement i et permettent
d’obtenir les équations (A.8) et (A.9).∫ di

0

1

g
(i)
d (x)

δx = ∆G(i)
ε (εmax

i , ε̄i)Ni (A.8)

∫ dc

0

1

g
(i)
d (x)

δx = ∆G(i)
ε (εmax

i , ε̄i)Nri (A.9)

Le cumul des dommages pour le chargement considéré est alors décrit par l’équation (A.10) :∫ dc

0

1

gd(x)
δx =

∫ d1

0

1

g
(1)
d (x)

δx+

∫ dc=d1+d2

d1

1

g
(2)
d (x)

δx (A.10)

= ∆G(1)
ε (ε1, ε̄1)N1 + ∆G(2)

ε (ε2, ε̄2)N2. (A.11)

À l’aide d’une règle de trois, il suit :∫ dc

0

1

gd(x)
δx =

N1

Nr1

∫ dc

0

1

gd(x)
δx+

N2

Nr2

∫ dc

0

1

gd(x)
δx. (A.12)

En simplifiant l’équation (A.12), on retrouve la règle de Miner (équation A.13).

N1

Nr1
+
N2

Nr2
= 1 (A.13)

En synthèse, quatre hypothèses sont nécessaires pour démontrer qu’une relation d’endom-
magement temporelle présente un cumul linéaire des dommages :

1. La relation d’endommagement est une équation différentielle à variables séparables ;
2. L’endommagement débute dès le premier cycle (il n’y a pas de seuil en nombre de cycles) ;
3. L’endommagement varie entre 0 et dc, sa valeur à rupture, qui est un paramètre identique

quel que soit le chargement appliqué ;
4. La quantité [G(εmax)−G(εmin)] = ∆Gε – et donc l’amplitude et la contrainte moyenne du

chargement– est constante pour chaque cycle de chargement.
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A.2 Cas particulier d’un endommagement non nul préalable au
chargement de fatigue : cumul non-linéaire

Considérons maintenant que l’hypothèse 3 énoncée ci-dessus n’est plus vérifiée et que l’en-
dommagement après la première montée en charge n’est plus nul d = d0

i > 0. La présence
d’un endommagement initial correspond à la troisième source de non-linéarité du cumul citée
au paragraphe I.3.2.1.5. Démontrons la relation de cumul des dommages obtenue et montrons
qu’elle est effectivement non-linéaire.

La démonstration reprend les mêmes étapes qu’au paragraphe précédent et utilise la même
relation d’endommagement à variables séparables (équation A.1). Le chargement considéré
est également identique et constitué de deux chargements périodiques successifs de niveau et
d’amplitude différents. D’après l’équation (A.9), on peut écrire les équations suivantes (A.14)
et (A.15) se reportant respectivement au premier et au second niveau de chargement.

Nr1 =
1

∆G
(1)
ε

∫ dc

d0
1

1

gd(x)
δx (A.14)

Nr2 =
1

∆G
(2)
ε

∫ dc

d0
2

1

gd(x)
δx (A.15)

Ainsi lorsque le chargement complet (avec les deux niveaux de charges successifs) est consi-
déré, il suit :∫ dc

d0
1

1

gd(x)
δx =

∫ d1

d0
1

1

gd(x)
δx+

∫ dc=d1+d2

d1

1

gd(x)
δx (A.16)

= ∆G(1)
ε N1 + ∆G(2)

ε N2 (A.17)

=
N1

Nr1

∫ dc

d0
1

1

gd(x)
δx+

N2

Nr2

∫ dc

d0
2

1

gd(x)
δx (A.18)

=
N1

Nr1

∫ dc

d0
1

1

gd(x)
δx+

N2

Nr2

(∫ dc

d0
1

1

gd(x)
δx−

∫ d0
2

d0
1

1

gd(x)
δx

)
(A.19)

En notant R1 =
∫ dc
d0

1

1
gd(x)δx, on peut réécrire l’équation (A.19) de façon à obtenir la relation

de cumul des dommages suivante (équation A.20).

N1

Nr1
+

1−

∫ d0
2

d0
1

1
gd(d)δd

R1

 N2

Nr2
(A.20)

Ainsi, le cumul n’est linéaire que dans le cas particulier où d0
1 = d2

0, ce qui est rarement observé
lorsque les niveaux de chargements considérés sont supérieurs au seuil d’endommagement
statique du matériau.

Remarquons qu’alors,

1−
∫ d02
d01

1
gd(d)

δd

R1

 est la pente du diagramme de cumul des dommages.
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B Moyennes : démonstrations

B.1 Moyenne évolutive

Équation différentielle

Cette section a pour but de démontrer que la moyenne évolutive, définie dans [Desmorat
et al., 2015] et dont la formulation est reportée ci-dessous (équation B.1), est solution d’une
équation différentielle simple (équation B.7), sur laquelle est basée l’équation différentielle
menant au schéma numérique de la moyenne exponentielle.

z̆(t) =
I

zac
avec I =

∫ t

0
z|ż|dτ et zac =

∫ t

0
|ż|dτ (B.1)

Cette formulation étant indépendante du temps, elle peut être ré-écrite selon l’équation (B.2).

z̆(z) =
I

zac
avec I =

∫ z

0
ζ|dζ| et zac =

∫ z

0
|dζ| (B.2)

Afin de calculer la dérivée de cette fonction, explicitons d’abord les dérivées de I et de zac.

dI
dz

= z (B.3)

dzac

dz
= 1 (B.4)

L’équation (B.5) explicite la dérivée de la moyenne évolutive z̆.

dz̆
dz

=
1

(zac)2

(
dI
dz
zac − I dzac

dz

)
(B.5)

=
1

(zac)2 (zzac − I) (B.6)

dz̆
dz

=
z − z̆
zac

(B.7)

B.2 Moyenne exponentielle

B.2.1 Démonstration du schéma numérique

Ce paragraphe vise à démontrer la forme de la moyenne exponentielle, qui est régie par
l’équation différentielle (B.8), proche de l’équation (B.7).

dz̆exp

dzac
=
z − z̆
p0

(B.8)

Dans toute la suite de cette section, l’exposant exp est omis pour clarifier les équations. Le
terme zac correspond ici à un temps fictif, défini par les deux relations suivantes, où l’intégra-
tion est menée sur l’ensemble de l’histoire du chargement déjà passée :

zac =

∫ t

0
|dz| dzac = ±dz (B.9)

L’équation différentielle B.8 est résolue en z et dépend du signe du taux de variation dzac.
On dissocie donc les cas dz > 0 et dz < 0 dans les deux parties suivantes.
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Cas dz > 0

L’équation différentielle (B.8) prend alors la forme suivante (équation B.10).

dz̆
dz

=
z − z̆
p0

(B.10)

Les équations (B.11) et (B.12) sont respectivement les solutions homogène et particulière de
cette équation différentielle.

z̆H = Ae−
z
p0 (B.11)

z̆P = z − p0 (B.12)

L’équation (B.13) représente donc la solution de l’équation différentielle.

z̆ = Ae−
z
p0 + z − p0 (B.13)

La constante A est ensuite déterminée sur un pas de temps, soit entre [tn, tn+1], [z(n), z(n+1)] et
[zac,(n), zac,(n+1)] (équations B.14a à B.14c).

˘z(n+1) = Ae−
z(n+1)

p0 + z(n+1) − p0 d’une part (B.14a)

˘z(n+1) = z̆(n) + ∆z̆ = z̆(n) + ∆z +A

(
e−

z(n+1)

p0 − e−
z(n)

p0

)
d’autre part (B.14b)

A =
(
z̆(n) − z(n) + p0

)
exp

z(n)

p0
(B.14c)

Finalement, la solution de l’équation (B.10) sur un pas de temps est donnée par l’équation
(B.15).

z̆(n+1) =
(
z̆(n) − z(n) + p0

)
e−

∆z
p0 + z(n+1) − p0 (B.15)

Cas dz < 0

Dans ce cas, l’équation différentielle (B.8) s’écrit :

dz̆
dz

=
z̆ − z
p0

(B.16)

De la même façon que dans le cas précédent, la solution générale de l’équation différentielle
est donnée par l’équation (B.17). Notons l’inversion de certains signes par rapport au cas pré-
cédent (équation B.13).

z̆ = Ae
z
p0 + z + p0 (B.17)

où la constante A est donnée par l’équation (B.18), issue, comme précédemment, de deux for-
mulations différentes de la moyenne à l’instant t(n+1).

A =
(
z̆(n) − zn − p0

)
e−

z(n)

p0 (B.18)

L’équation (B.19) donne alors la solution de l’équation différentielle sur un pas de temps.

z̆(n+1) =
(
z̆(n) − z(n) − p0

)
e

∆z
p0 + zn+1 + p0 (B.19)
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Cas général

Les deux résolutions précédentes peuvent être regroupées en une solution générale sur un
pas de temps (équation B.20).

z̆(n+1) =
(
z̆(n) − zn + p0.sgn(∆z)

)
e−
|∆z|
p0 + z(n+1) − p0.sgn(∆z) (B.20)

Cette formule peut également être utilisée comme schéma numérique pour implémenter la
moyenne exponentielle au sein du modèle. Comme cette formulation dépend seulement de
l’amplitude du chargement, cette moyenne est indépendante du temps et de la vitesse de char-
gement. Pour répondre totalement au cahier des charges énoncé dans la section II.5.1 de ce
manuscrit, il reste à montrer l’indépendance de cette moyenne vis-à-vis de la discrétisation
temporelle et sa convergence vers la moyenne arithmétique sur un cycle. Ces deux points font
l’objet des deux paragraphes suivants.

B.2.2 Démonstration de l’indépendance de la discrétisation temporelle

La démonstration est menée sur un chargement triangulaire crête-crête allant de zmin à
zmax. Différents cas sont abordés successivement en fonction du nombre d’incréments par
cycle.

Considérons dans un premier temps un chargement avec un incrément par demi-cycle (fi-
gure B.1a).

(a) (b)

FIGURE B.1 – Schéma d’un chargement triangulaire crête-crête (a) en un incrément, (b) en deux
incréments par demi-cycle.

Sur un intervalle de chargement, allant de z(n) = zmin à z(n+1) = zmax, l’incrément
∆z = zmax − zmin est positif. D’après l’équation (B.20), la valeur de la moyenne à z = zmax vaut

z̆
(n+1)
1 =

(
z̆

(n)
1 − z(n) + p0

)
e
− |∆z|

p0 + z(n+1) − p0. (B.21)

L’indice 1 correspond au nombre d’incréments par demi-cycle utilisé.

Dans un second temps, un chargement triangulaire avec un incrément de calcul supplémen-
taire par séquence, soit deux incréments par demi-cycle, est considéré, comme sur le schéma
B.1b. Sur les deux intervalles de chargement correspondant au même cycle que précédem-
ment, allant de z(n) = zmin à z(n+1/2) = z̄ puis de z(n+1/2) = z̄ à z(n+1) = zmax, les incréments de
chargement entre deux points z(kn/2)−z((k+1)n/2) = ∆z

2 , sont positifs. Les valeurs de la moyenne
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à z = z̄ puis à z = zmax sont calculées par récurrence à l’aide de l’équation (B.20). L’indice 2
dans les équations suivantes correspond au nombre d’incréments considéré par demi-cycle.

z̆
(n+1/2)
2 =

(
z̆

(n)
2 − z(n) + p0

)
e−
|∆z|
2p0 + z(n+1/2) − p0 (B.22a)

z̆
(n+1)
2 =

(
z̆

(n+1/2)
2 − z(n+1/2) + p0

)
e−
|∆z|
2p0 + z(n+1) − p0 (B.22b)

=

[(
z̆

(n)
2 − z(n) + p0

)
e−
|∆z|
2p0 + z(n+1/2) − p0 − z(n+1/2) + p0

]
e−
|∆z|
2p0 + z(n+1) − p0 (B.22c)

z̆
(n+1)
2 =

(
z̆(n) − z(n) + p0

)
e−
|∆z|
p0 + z(n+1) − p0 (B.22d)

Les équations (B.21) et (B.22d) sont identiques, ce qui signifie que la valeur de la moyenne
au temps t(n+1) est identique, que le chargement ait été discrétisé avec un ou deux incréments
par demi-cycle. La même observation est valable quelque soit le nombre d’incréments inter-
médiaires par séquence de chargement. La valeur de la moyenne exponentielle, aux valeurs
extrémales du chargement, est donc exclusivement déterminée par les valeurs extrémales du
chargement, et n’est donc influencée ni par la forme ni par la discrétisation temporelle de ce
dernier.

A noter que dans le cas dual d’une décharge (allant de z(n) = zmax à z(n+1) = zmin), le
résultat obtenu est identique. De plus, un chargement constant (z(n+1) = z(n)) n’influence pas
la valeur de la moyenne : z̆(n+1) = z̆(n).

B.2.3 Convergence vers la moyenne arithmétique pour un chargement cy-
clique

Pour montrer que la moyenne exponentielle z̆ converge vers la moyenne arithmétique d’un
cycle z̄ = zmin+zmax

2 , on considère un chargement triangulaire cyclique, évoluant entre zmax et
zmin, où chaque demi-cycle est décomposé en q incréments, comme illustré par la figure B.2.

FIGURE B.2

La valeur de la moyenne au n + 1-ième incrément est calculée par récurrence à l’aide de
l’équation (B.20) :

z̆(n+1) =
(
z̆(n) − zn + p0.sgn(∆z)

)
e−
|∆z|
p0 + z(n+1) − p0.sgn(∆z) (B.23)

Montrons que la moyenne z̆ tend vers la moyenne arithmétique d’un cycle z̄. Pour un
tel chargement, l’incrément de chargement entre deux incréments |∆z| = |zmax−zmin|

q est une
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constante. Pour des raisons de simplicité d’écriture, on note :

α = e−
|∆z|
q.p0 (B.24)

g(n+1) = p0.sgn(z(n+1) − z(n)). (B.25)

Dans la suite, on considère la suite u(n) = z̆(n) − z(n) définie par récurrence, telle que
u(n+1) = αu(n) + (α− 1)g(n+1) et u(0) = 0.
Il est possible de trouver une formulation explicite à la suite u (équation B.26).

u(n) = αnu(0) + (α− 1)
n−1∑
k=0

αkg(n−k)

u(n) = (α− 1)
n∑
k=1

αn−kg(k) (B.26)

La démonstration est menée dans un premier temps analytiquement pour les deux cas
particuliers q = 1 et q = 2, puis numériquement pour des chargements avec des discrétisations
plus fines.

Cas q = 1 : chargement crête-crête

Un chargement à q = 1 correspond à un chargement crête-crête (aussi appelé min-max),
comme celui illustré sur la figure B.1a, souvent utilisé pour les calculs de fatigue polycyclique
pour limiter les temps de calcul.

Le chargement et la fonction g s’expriment simplement :

z(n) = z̄ +
|∆z|

2
(−1)n (B.27)

g(n) = p0.(−1)n (B.28)

La suite u peut alors se simplifier (équation B.29) et il est possible de trouver une forme
équivalente après un grand nombre de cycles (équation B.30).

u(n) = (α− 1)p0

n∑
k=1

αn−k(−1)k = (α− 1)p0(−1)n
n−1∑
k=0

(−α)k (B.29)

u(n) ∼
n→∞

p0(−1)n
α− 1

α+ 1
(B.30)

En remplaçant u par son expression en fonction de z et z̆, il est possible de déterminer la valeur
de la moyenne exponentielle lorsque n tend vers l’infini (équation B.31).

z̆(n) ∼
n→∞

z̄ + (−1)n
(
|∆z|

2
+ p0

α− 1

α+ 1

)
(B.31)

Les valeurs de la moyenne z̆ représentent donc une suite alternée autour de la valeur z̄, avec
une amplitude d’oscillation Amp1 connue (équation B.32).

Amp1 =
|∆z|

2
+ p0

e−
|∆z|
p0 − 1

e−
|∆z|
p0 + 1

(B.32)
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L’amplitude des oscillations est donc liée à la valeur du paramètre p0. Si p0 tend vers 0, alors
la moyenne z̆ tend vers le chargement z et oscille entre zmax et zmin (équation B.33). Il convient
de noter que le passage à la limite de n est effectué avant le passage à la limite de p0.

z̆n ∼
n→∞ et p0→0

zn (B.33)

En revanche, si p0 tend l’infini, alors on montre, par un développement limité au premier ordre,
que la valeur de l’amplitude des oscillations tend également vers 0 et donc que la moyenne tend
vers z̄ (équation B.34).

z̆n ∼
n→∞ et p0→∞

z̄ (B.34)

Cas q = 2

Dans le cas où q = 2, correspondant à un chargement avec deux incréments par demi-cycle,
comme illustré sur la figure B.1b, la fonction g s’écrit : g = (−1,−1,+1,+1,−1,−1, ...). Elle
équivaut donc à la suite g définie par l’équation (B.35).

g(n) = (−1)b
n−1

2
c+1 (B.35)

Ainsi, la suite u(n) = (α− 1)
∑n

k=1 α
n−kg(k) peut être ré-exprimée selon l’équation (B.36).

u(n) = (α− 1)

n∑
k=1

αn−k(−1)b
k−1

2
c+1 (B.36)

Rappelons qu’ici, le facteur α vaut α = e−
|∆z|
2.p0 . Pour expliciter la somme qui apparaît dans cette

équation, deux cas sont distingués en fonction de la parité de n.

Si n est pair (chargement extremal), n = 2m où m ∈ N, alors il est possible de calculer cette
somme en fonction de la parité de chaque terme (équations B.37a à B.37c).

u(n) = (α− 1)

 m∑
k=1,pair

α2m−2k(−1)b
2k−1

2
c+1 +

m∑
k=1,impair

α2m−(2k−1)(−1)b
2k−1−1

2
c+1

 (B.37a)

= (α− 1)

 m−1∑
k=0,pair

α2k(−1)m−k +

m−1∑
k=0,impair

α2k+1(−1)m−k

 (B.37b)

u(n) = (α− 1)p0(−1)m(1 + α)
1− (−α2)m

1 + α2
(B.37c)

Finalement, il est possible de déterminer l’équivalence de la moyenne exponentielle quand
n tend vers l’infini (équations B.38a et B.38b).

z̆(n) ∼
n→∞

z(n) + (α− 1)(α+ 1)p0(−1)bn/2c
1

1 + α2
(B.38a)

z̆(n) ∼
n→∞

z̄ + (−1)bn/2c

 |∆z|
2

+ p0
e
− |∆z|

p0 − 1

e
− |∆z|

p0 + 1

 (B.38b)
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Si n est impair (chargement de valeur moyenne), n = 2m+ 1, alors il est possible de cal-
culer cette somme en fonction de la parité de chaque terme (équations B.39a à B.39c).

u(n) = (α− 1)

 m∑
k=1,pair

α2m+1−2k(−1)b
2k−1

2
c+1 +

m∑
k=0,impair

α2m−2k(−1)b
2k+1−1

2
c+1

 (B.39a)

= (α− 1)

 m−1∑
k=0,pair

α2k+1(−1)m−k +

m∑
k=0,impair

α2k(−1)m−k+1

 (B.39b)

= (α− 1)p0(−1)m
(
α

(1− (−α2)m

1 + α2
− (1− (−α2)m+1

1 + α2

)
(B.39c)

Finalement, il est également possible de déterminer l’équivalence de la moyenne expo-
nentielle quand n tend vers l’infini (équation B.40).

z̆(n) ∼n→∞ z(n) + p0(−1)b(n−1)/2c

(
e−
|∆z|
2.p0 − 1

)2

e−
|∆z|
p0 + 1

(B.40)

Ainsi dans les deux cas, la moyenne oscille autour de la moyenne arithmétique sur un cycle
z̄, comme requis. L’amplitude maximale des oscillations est connue (équation B.41) et obtenue
lorsque le chargement est médian (n impair).

Amp2 = p0

(
e−
|∆z|
2.p0 − 1

)2

e−
|∆z|
p0 + 1

(B.41)

Cas q > 2

Pour des chargements avec une discrétisation plus fine (q > 2), la procédure est similaire et
nécessite de distinguer q cas en fonction de la valeur de r = mod [n, q]. Toutefois, les calculs
analytiques sont fastidieux et n’ont pas été détaillés ici. La figure B.3 montre l’évolution de la
moyenne en fonction de la discrétisation du signal.

Cette figure illustre également le fait que la moyenne exponentielle est de forme sinusoïdale
et déphasée par rapport au chargement.

Un phénomène de saturation des amplitudes maximales des oscillations est observé sur la
figure B.3 avec l’augmentation de la discrétisation. Ceci s’explique du fait de l’annulation de
l’équation différentielle de la moyenne lorsque le niveau de chargement égale la valeur de la
moyenne (équation B.42), situation définissant l’amplitude maximale de la moyenne.

dz̆

dz
= 0⇔ z = z̆ (B.42)

En pratique, une telle égalité nécessite une discrétisation très fine, rarement utilisée pour des
calculs de fatigue.

L’amplitude maximale des oscillations pour le cas q = 2, dont l’expression analytique est
connue, permet d’estimer les amplitudes maximales des oscillations quelque soit la discréti-
sation du chargement. Il convient cependant de remarquer que sur un chargement crête/crête
(q = 1), les oscillations sont très faibles : il s’agit d’un cas dégénéré, pour lequel il est impos-
sible que la valeur du chargement égale la valeur de la moyenne à un même instant de temps
(sauf quand p0 → +∞).
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FIGURE B.3 – Evolution de la moyenne exponentielle sur un chargement cyclique pour plusieurs
discrétisation du signal. Toutes les valeurs sont normées par rapport au chargement maximal.
Dans cette simulation : zmax = 0.7e−3, R = 0.05, p0 = 0.001

L’amplitude des oscillations dépend dans tous les cas de la valeur du paramètre p0. Ainsi,
plus p0 est petit, plus la moyenne atteint vite des valeurs proches de z̄. Toutefois, elle présente
alors des oscillations d’autant plus grandes. Au contraire, plus p0 est grand, plus la moyenne
tend lentement vers z̄, mais plus les oscillations sont petites. Il s’agit donc de trouver le bon
compromis vitesse de convergence et amplitude des oscillations. Une première estimation des
bornes acceptables pour les valeurs du paramètre p0 peut être trouvée graphiquement dans
le cas d’un chargement z périodique. La borne supérieure peut être obtenue en se fixant un
nombre de cycles N c, au delà duquel la moyenne doit avoir atteint la valeur z̄, avec une to-
lérance de 1%z̄. On obtient donc l’inégalité |z̆(2qNc) − z̄| ≤ 1%z̄, où q représente le nombre
d’incréments par demi-cycle. En traçant la fonction croissante N c = f(p0), il est possible d’es-
timer la valeur maximale autorisée du paramètre p0. Concernant la borne inférieure, elle peut
également être déterminée graphiquement, en limitant l’amplitude maximale des oscillations
autorisée à par exemple 1% de la moyenne arithmétique sur un cycle : Ampq ≤ 1%z̄. En traçant
Ampq = h(p0), qui est une fonction décroissante, il est possible de trouver une borne inférieure
au paramètre p0.
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C Calcul de la matrice tangente cohérente
La matrice tangente se calcule analytiquement avec l’équation suivante (équation C.1).

∂σ

∂ε
= Ceff − Ceff :

∂Seff

∂ε
: Ceff : ε− C0 :

∂εr

∂ε
(C.1)

Pour détailler ce calcul, le membre de droite est décomposé en trois termes.

1. Explicitons dans un premier temps le second terme Ceff : ∂Seff

∂ε : Ceff : ε. La dérivée du
tenseur de souplesse effective étant un tenseur d’ordre six, on commence par calculer le
tenseur d’ordre quatre suivant :

∂Seff

∂ε
: Ceff : ε =

(
3∑

k=1

(H(m)
k : Ceff : ε)⊗ ∂dk

∂ε

)
(C.2)

2. Ensuite, calculons le troisième terme C0 : ∂εr

∂ε . Pour ce faire, les équations (C.3) et (C.4)
rappelle la formulation des déformations résiduelles. La dérivée des déformations rési-
duelles par rapport à la déformation est alors calculée à l’aide de l’équation (C.5).

ε̇r =

3∑
k=1

[
χke

rkdk ḋkRk : e∗k

]
(C.3)

εr =
3∑

k=1

[
χk
rk

(
erkd

(t)
k − erkd

(t−dt)
k

)
Rk : e∗k

]
(C.4)

∂εr

∂ε
=

(
3∑

k=1

[
χke

rkd
(t)
k (Rk : e∗k)

]
⊗ ∂dk

∂ε

)
+

(
3∑

k=1

[
χk
rk

(
erkd

(t)
k − erkd

(t−dt)
k

)
Rk :

∂e∗k
∂ε

])
(C.5)

Sachant que e∗k = ε
|maxi εki| , i = [1, 3], sa dérivée par rapport au tenseur de déformation

est alors donnée par l’équation (C.6).
∂e∗k
∂ε

= −sgn(max |ε|)
|max(ε)|2

E +
1

|max(ε)|
I (C.6)

où E est un tenseur d’ordre quatre, dont la seule composante non nulle est la composante
diagonale correspondant à la composante maximale de la déformation.

Chacun des termes décrits ci-dessous nécessitent de déterminer analytiquement la dérivée
de la variable d’endommagement par rapport au tenseur de déformation ∂dk

∂ε . Seul le cas k = 1,
associé au mécanisme de fissuration matricielle dans la direction des trames est détaillé, les
autres dérivées sont obtenues par permutation des indices.

Les chargements statiques (équations C.7a à C.7c) et de fatigue (équations C.9 à C.10) sont
distingués.

— Chargement statique

ḋ
(t)
1 =(d∞,1 − d1)

〈
ε

(t)
eq,1 − ε0s

eq,1

Ss1

〉ss1
+

〈
ε̇max
eq,1

〉
+

(C.7a)

d
(t)
1 =d∞,1 − (d∞,1 − d1) exp

〈ε(t)
eq,1 − ε0s

eq,1

Ss1

〉ss1+1

+

−

〈
ε

(t−dt)
eq,1 − ε0s

eq,1

Ss1

〉ss1+1

+

 (C.7b)

∂d
(t)
1

∂ε
=(d∞,1 − d1)

ss1 + 1

Ss1

(
〈
ε

(t)
eq,1 − ε0s

eq,1

Ss1
〉+

)ss1
∂εeq,1
∂ε

(C.7c)
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— Chargement de fatigue La relation d’endommagement en fatigue est rappelée par l’équa-
tion (C.9).

ḋ
(t)
1 =(d∞,1 − d1)γ1

〈
ε

(t)
eq,1 −m1ε̆

(t)
eq,1 − ε

0f
eq,1

Sf1

〉sf1
+

(
〈ε̇eq,1〉+ − ε̇

max
eq,1

)
(C.8)

Pour simplifier les notations, posons f (t)
1 = ε

(t)
eq,1 −m1ε̆

(t)
eq,1 − ε

0f
eq,1. Alors ∂f

(t)
1
∂ε = 1−m1

∂
˘

ε
(t)
eq,1

∂ε .
De plus, la moyenne étant considérée constante sur l’intervalle de temps considéré (cf.

paragraphe II.3.3), f (t−dt)
1 = ε

(t−dt)
eq,1 −m1ε̆

(t)
eq,1 − ε

0f
eq,1. Alors, ∂f

(t−dt)
1
∂ε = −m1

∂
˘

ε
(t)
eq,1

∂ε .
La valeur de l’endommagement peut alors être intégrée analytiquement (équation C.9).
L’équation (C.10) donne l’expression de la dérivée de l’endommagement par rapport au
tenseur de déformation.

d1 =d∞,1 −

(d∞,1 − d1)1−γ1 + (γ1 − 1)
Sf1

sf1 + 1

(f (t)
1

Sf1

)sf1 +1

−

(
f

(t−dt)
1

Sf1

)sf1 +1


1
1−γ1

(C.9)

∂d1

∂ε
=(d∞,1 − d1)γ1

(f (t)
1

Sf1

)sf1
∂f

(t)
1

∂ε
−

(
f

(t−dt)
1

Sf1

)sf1
∂f

(t−dt)
1

∂ε

 ∂εeq,1
∂ε

(C.10)

Afin de s’assurer de la validité du calcul analytique de la matrice tangente, sa valeur est
comparée avec la matrice tangente calculée numériquement par perturbation sur une batterie
de cas tests couvrant les différentes configurations rencontrées au cours de calculs EF sur une
structure. Les différents cas tests définis sont listés ci-dessous :

— Trois tractions, trois compressions et trois cisaillements uniaxiaux, dans les directions
principales du matériau, afin de vérifier les évolutions des dommages et de leurs dérivées.

— Trois tractions-compressions dans les directions principales du matériau pour vérifier
l’implémentation des déformations résiduelles.

— Trois tractions-cisaillements et trois compressions/cisaillements pour vérifier les cou-
plages entre les différentes variables du modèle.

— Un chargement avec trois tractions et trois cisaillements pour activer simultanément
plusieurs modes d’endommagements.

— Un chargement charge-décharge non-proportionnel de traction-cisaillement et une trac-
tion biaxiale non-proportionnelle pour vérifier la continuité de la réponse lors de la refer-
meture des fissures.

— Un chargement hors-axe (45°) pour activer les différents couplages.

— Trois chargements de fatigue en traction et trois en cisaillement pour activer la cinétique
de fatigue de chaque variable d’endommagement, vérifier son implémentation, l’évolution
de l’endommagement et le calcul de ses dérivées.

— Deux chargements de fatigue de tractions bi-axiales simultanées et quatre chargement
de traction-cisaillement (synchrones et asynchrones) pour vérifier les cinétiques d’endom-
magement et les différents couplages en fatigue.
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D Annexe confidentielle : paramètres identifiés du
modèle
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E Calculs analytiques de la procédure de saut de
cycles non-linéaire

E.1 Intégration analytique des incréments des contributions
statique et de fatigue à l’endommagement pour un charge-
ment triangulaire

Pour des chargements triangulaires ou sinusoïdaux, l’incrément de la contribution statique
(monotone) à l’endommagement est calculé sur la partie du chargement, où la relation d’en-
dommagement statique est activée, soit entre εmax

eq,N−1 et εmax
eq,N−1. Il est donné par l’équation

(E.1). Pour des raisons de lisibilité, l’indice k, se référent au mécanisme d’endommagement
mis en jeu, est omis.

dM
dN

=

∫ tN

tN−1

dM
dt

dt =

∫ εmax
eq,N

εmax
eq,N−1

〈
εmax
eq − ε0s

Ss

〉ss
+

dεmax
eq (E.1)

=
Ss

ss + 1

〈εmax
eq,N − ε0s

Ss

〉ss+1

+

−

〈
εmax
eq,N−1 − ε0s

Ss

〉ss+1

+


L’équation (E.2) donne, quant à elle, l’incrément de la contribution de fatigue à l’endomma-

gement, calculé sur la partie du cycle où la relation d’endommagement en fatigue est activée.

dF
dN

=

∫ tN

tN−1

dF
dt
dt =

∫ εmax
eq,N−1

εmin
eq,N−1

〈
εeq −mε̄eq − ε0f

Sf

〉sf
+

(E.2)

=
Sf

sf + 1

〈εmax
eq,N−1 −mε̄eq − ε0f

Sf

〉sf+1

+

−

〈
εmin
eq,N−1 −mε̄eq − ε0f

Sf

〉sf+1

+


Cette dernière formule est obtenue en considérant que la déformation équivalente moyenne
ε̆eq, définie par l’équation II.32 est constante durant le cycle considéré et a atteint sa valeur
convergée ε̄eq (équation II.31).

E.2 Intégration de l’endommagement sur un saut de cycles

La relation d’endommagement, écrite comme une fonction du nombre de cycles (équation
IV.8 reportée dans l’équation E.3 ci-dessous), provient de l’intégration de l’équation II.23 sur
un cycle de chargement, en supposant la valeur de l’endommagement d quasi-constante durant
un cycle.

dd
dN
≈ (d∞ − d)

dM
dN

+ (d∞ − d)γ
dF
dN

où
dF
dN

> 0 et
dM
dN

≥ 0 (E.3)

Les incréments des contributions statique et de fatigue à l’endommagement (dM
dN et dF

dN ) sont
calculées numériquement, pas de temps par pas de temps sur le cycle précédent le saut. Tou-
tefois, dans le cas particulier d’un chargement triangulaire ou sinusoïdal, ils pourraient être
déterminés analytiquement à l’aide des équations (E.1) et (E.2).

Par intégration sur un saut de cycles, la valeur de l’endommagement après le saut, dN+∆N ,
s’écrit : ∫ dN+∆N

dN

dd
(d∞ − d) dM

dN + (d∞ − d)γ dF
dN

=

∫ N+∆N

N
dN (E.4)
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Deux cas sont alors distingués :

— Si dM
dN = 0 (chargement de fatigue pure)

Après quelques cycles d’entraînement, la valeur de la déformation équivalente moyenne
est stabilisée et la quantité dF

dN est constante. L’hypothèse selon laquelle les incréments
des contributions statique et de fatigue sont constants durant le saut est donc vérifiée.
Par intégration de l’équation (E.4), la taille de saut vaut (équation E.5) :

∆N =− 1

(1− γ) dF
dN

∫ dN+∆N

dN
− dd(1− γ)

(d∞ − d)γ
(E.5)

La dérivée d’une fonction puissance pouvant être identifiée au sein de l’intégrale dans
l’équation (E.5), il est possible d’expliciter la taille de saut et d’inverser l’équation de
façon à déterminer la valeur de l’endommagement après le saut de cycles (équation E.7).

∆N =
1

(1− γ) dF
dN

[(
d∞ − dN

)1−γ − (d∞ − dN+∆N
)1−γ

]
(E.6)

dN+∆N = d∞ −
[(
d∞ − dN

)1−γ −∆N(1− γ)
dF
dN

] 1
1−γ

(E.7)

— Si dM
dN > 0

L’équation (E.4) ne peut, cette fois, pas être simplifiée. Les incréments des contributions
statique et de fatigue à l’endommagement dM

dN et dF
dN sont supposés constants. Cette hy-

pothèse n’est toutefois pas vérifiée, à cause de l’évolution de l’endommagement et de la
déformation équivalente moyenne. L’équation (E.4) est alors transformée de façon à faire
apparaître une fonction logarithme (équation E.8).

∆N =

∫ dN+∆N

dN

(d∞ − d)−γ dd
(d∞ − d)1−γ dM

dN + dF
dN

=
1

(1− γ)dM
dN

∫ dN+∆N

dN

(1− γ) (d∞ − d)−γ dd

(d∞ − d)1−γ +
dF
dN
dM
dN

(E.8)

Par conséquent, pour un paramètre matériau γ 6= 1, il est également possible de détermi-
ner la valeur de l’endommagement après le saut de cycle (équation E.10).

∆N =− 1

(1− γ)dM
dN

ln

(d∞ − dN+∆N )1−γ +
dF
dN
dM
dN

(d∞ − dN )1−γ +
dF
dN
dM
dN

 (E.9)

dN+∆N = d∞ −
[
exp

(
−∆N(1− γ)

dM
dN

)
×

(
(d∞ − dN )1−γ +

dF
dN
dM
dN

)
−

dF
dN
dM
dN

] 1
1−γ

(E.10)
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Résumé : Cette étude porte sur la prévision de 

l’endommagement et de la durée de vie de structures 

composites oxyde/oxyde, introduites dans les parties 

chaudes des moteurs d’avions. Elle s’inscrit dans le 

cadre du projet MECACOMP, piloté par Safran. 

Cette thèse a pour but de proposer une stratégie de 

calcul capable de prévoir la tenue et la durée de vie 

de structures composites soumises à des 

chargements de fatigue réels (multi-axiaux, de 

longue durée et potentiellement aléatoires). 

L’approche retenue se décompose en deux étapes. 

Dans un premier temps, un modèle 

d’endommagement, utilisant un formalisme 

incrémental est proposé en vue de retranscrire le 

comportement observé expérimentalement sur des 

chargements tant statiques que de fatigue. Un 

protocole d’identification dédié est proposé. 

 

La campagne d’essais effectuée a permis de 

caractériser le matériau étudié et d’identifier les 

paramètres de ce modèle.  

Toutefois, les coût de calcul étant trop élevés pour 

simuler le comportement d’une structure 

composite soumise à un chargement de fatigue de 

longue durée, une stratégie de calcul a été 

développée dans un second temps pour réduire les 

temps de calcul et rendre le modèle utilisable en 

bureaux d’études. Il s’agit d’une méthode de sauts 

de cycles non-linéaire, basée sur la loi 

d’endommagement incrémentale proposée. Cette 

stratégie a été implantée dans un code de calcul de 

structure par Elements Finis commercial et 

appliquée à des calculs de fatigue polycylique sur 

des structures académiques, pour lesquelles les 

prévisions du modèle ont été comparées à des 

résultats d’essais,  et de complexité industrielle. 
 

 

Title : Calculation strategy for predicting the service life of composite structures subjected to complex loading 

: Application to oxide/oxide composites 

Keywords : Composites, Fatigue, Damage, Cycle jumps 

Abstract : This study focuses on damage and lifetime 

prediction of oxide/oxide composite structures, 

introduced in the hot parts of aircraft engines. It is 

part of a project named MECACOMP, led by Safran. 

This PhD aims to propose a calculation strategy 

capable of predicting the strength and service life of 

composite structures subjected to real fatigue loads 

(multi-axial, long-lasting and potentially random). 

A two-step approach is implemented. First, a damage 

model, using an incremental formalism, is proposed 

in order to represent the experimental behaviour 

observed on both static and fatigue loadings. A 

dedicated identification protocol is proposed. The 

mechanical test campaign carried out made it 

possible to characterize the studied material and to 

identify the parameters of the model.   

However, the computational costs being too high 

to simulate the behaviour of a composite structure 

subjected to long-term fatigue loadings, a 

calculation strategy is developed, in a second step, 

to reduce drastically the computational time and 

make the model usable in design offices. It consists 

in a non-linear cycle jumps method, based on the 

proposed incremental damage law. This strategy 

was implemented in a commercial Finite Element 

code and applied to polycyclic fatigue calculations 

on both academic structures, for which the model 

predictions are evaluated by comparison with test 

results, and structures of industrial complexity. 

 

 

 


	Nomenclature
	Remerciements
	Introduction générale
	Rappel des notions clés
	Présentation des matériaux composites
	Généralités
	Les composites à matrice céramique

	Présentation du matériau composite oxyde/oxyde de l'étude
	Description
	Mécanismes d'endommagement

	Notions de mécanique
	Quantités clés statiques
	Définition des notions clés de fatigue

	Conclusion

	  Étude du matériau composite oxyde/oxyde
	Mise en place d'un modèle matériau de prévision de durée de vie
	Introduction
	État de l'art des modèles de prévision de durée de vie
	Modèles d'endommagement statiques
	Modèles d'estimation de la durée de vie en fatigue

	Description générale du modèle proposé
	Endommagement de la matrice
	Seuil de l'endommagement, forces motrices et déformations équivalentes
	Caractère unilatéral des dommages et définition des tenseurs d'effets
	Relation d'évolution de l'endommagement matriciel

	Déformations résiduelles
	Déformations résiduelles de ODM-CMO
	Déformations résiduelles de OM-CMO

	Effet de contrainte moyenne
	Cahier des charges
	Moyenne évolutive de Angrand
	Versions alternatives
	Effet du choix de la moyenne sur le cumul des dommages
	Conclusions

	Critère de rupture
	Implémentation à l'échelle matériau
	Conclusions

	 Étude du comportement du composite oxyde/oxyde étudié et identification des paramètres du modèle
	Présentation de la campagne expérimentale quasi-statique
	Caractérisation du comportement statique
	Résultats des essais statiques

	Présentation de la campagne expérimentale de fatigue
	Caractérisation du comportement de fatigue
	Résultats des essais de fatigue

	Présentation de la campagne expérimentale de performances résiduelles
	Caractérisation des propriétés résiduelles
	Résultats des essais de performances résiduelles

	Protocole d'identification
	Propriétés d'élasticité
	Saturation de l'endommagement matriciel
	Comportement statique
	Comportement de fatigue
	Critère de rupture 

	Validation de l'identification
	Essais de fatigue
	Performances résiduelles

	Conclusions


	  Étude des structures composites oxyde/oxyde
	Proposition d'une stratégie de calcul efficace pour la prévision de la durée de vie 
	Introduction: sur la nécessité d'utiliser une stratégie de calcul en fatigue
	État de l'art des stratégies de calcul
	Méthodes de réduction de modèles
	Méthodes de sauts de cycles

	Proposition d'une méthode de saut de cycles non-linéaire dédiée à un modèle d'endommagement incrémental pour les matériaux composites
	Description de la méthode d'extrapolation non-linéaire
	Application sur un point d'intégration soumis à des chargements de complexité croissante

	Optimisation de la taille des sauts de cycles
	Description de la méthode de sauts de cycles non-linéaire de taille adaptative
	Application sur un point d'intégration soumis à un chargement cyclique de traction uniaxiale
	Application sur un point d'intégration soumis à un chargement cyclique de traction biaxiale
	Proposition d'une méthode pour déterminer les paramètres dk optimaux

	Implantation dans un code Éléments Finis
	Procédure implémentée en deux étapes
	Décomposition du chargement

	Application sur une structure académique
	Description de la géométrie utilisée
	Sous chargement cyclique crête-crête
	Chargements aléatoires répétés uniaxiaux

	Conclusion

	Application sur cas structuraux
	Cas test académique
	Présentation des essais sur éprouvettes trouées
	Résultats des essais
	Comparaisons essais/calculs

	Cas test industriel
	Description du cas test
	Application de la stratégie numérique sur une structure industrielle

	Conclusions

	Conclusion générale et perspectives
	Annexes
	Démonstrations sur le cumul des dommages
	Conditions pour obtenir un cumul linéaire des dommages
	Cas particulier d'un endommagement non nul préalable au chargement de fatigue : cumul non-linéaire

	Moyennes : démonstrations
	Moyenne évolutive
	Moyenne exponentielle

	Calcul de la matrice tangente cohérente
	Annexe confidentielle : paramètres identifiés du modèle
	Calculs analytiques de la procédure de saut de cycles non-linéaire
	Intégration analytique des incréments des contributions statique et de fatigue à l'endommagement pour un chargement triangulaire
	Intégration de l'endommagement sur un saut de cycles




