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Introduction

Weil énonca en 1949 des conjectures liées & la fonction zéta, qui permet de compter le
nombre de points d’annulation des équations définissant une variété algébrique X sur un
corps fini de caractéristique p > 0 [46]. Notons |X| I’ensemble des points fermeés de X, et
pour tout z € |X| notons ¢, le nombre d’éléments du corps résiduel de X en z. La fonction

zéta de X est : .
=11 7= =
z€|X| Gz

L’une de ces conjectures prédisait que la fonction zéta est rationnelle. Afin de démontrer
la rationalité de cette fonction et d’en donner une interprétation cohomologique, Grothen-
dieck développa d’abord la cohomologie étale ainsi que le formalisme des six foncteurs
cohomologiques (image directe, image inverse, dualité, image directe extraordinaire, image
inverse extraordinaire). Il généralisa la fonction zéta a des coefficients sur cette variété en
introduisant les fonctions L associés aux Q-faisceaux (pour la topologie étale) construc-
tibles sur X, ot [ # p désigne un nombre premier. La fonction L du coefficient constant
@ sur X est égal a la fonction zéta. Néanmoins, si la cohomologie étale [-adique permit
a terme de démontrer les conjectures de Weil, celle-ci ne donne pas d’information sur la
p-torsion de X ; de plus, le formalisme proposé par Grothendieck n’est plus valable lorsque
l=p.

Dans les années 60, des cohomologies p-adiques sur des variétés algébriques sur un corps
de caractéristique p furent introduites; parmi celles-ci, Monsky et Washnitzer ont proposé
une théorie cohomologique sur les schémas affines [41]. La cohomologie cristalline a égale-
ment été créée par Grothendieck en caractéristique nulle [22], puis développée par Berthelot
pour les variétés algébriques propres et lisses sur un corps de caractéristique positive. Cette
derniére théorie posséde comme catégorie de coefficients les cristaux. La définition de ces
derniers fut une premiére étape dans la recherche d’une catégorie de coefficients imitant
les propriétés des Q;-faisceaux constructibles pour la cohomologie l-adique, mais désormais
avec [ = p.

Deligne a défini dans les années 70 le complexe de De Rham-Witt, qui permit & Illusie
de prouver un théoréme de comparaison avec la cohomologie cristalline [28]|. Ce résultat
fut ensuite étendu par Etesse aux coefficients [21]. Ce complexe avait pour avantage de
proposer un nouveau point de vue sur la cohomologie cristalline, en offrant un complexe



construit explicitement, et défini sur I’espace topologique sous-jacent de la variété dont on
cherche a calculer la cohomologie.

Afin de généraliser ces théories cohomologiques a d’autres types de variétés algébriques
sur un corps de caractéristique positive, Berthelot a introduit dans les années 80 la coho-
mologie rigide [3]| & coefficients dans les F-isocristaux, définis avec Ogus |6]. Cette théorie
posseéde 'avantage d’étre définie pour tout schéma de type fini sur un corps parfait de ca-
ractéristique positive. Toutefois, cette généralisation & un coit : on perd de nouveau des
informations sur la torsion. De plus, les F-isocristaux ne sont pas non plus stables par image
directe. Cependant, Berthelot proposa une généralisation en développant les D-modules
arithmétiques [4]. Il fallut attendre les années 2000 et les travaux de Caro et Tsuzuki,
pour savoir que sous certaines hypothéses on a un dévissage en F-isocristaux ainsi que le
formalisme des six opérations pour les D-modules arithmétiques surholonomes [13][14].

Le développement de tous ces outils a permis la rédaction de preuves entiérement p-
adiques des conjectures de Weil, mais également d’obtenir des applications pratiques de ces
théories cohomologiques en cryptographie.

En 2004, Bloch démontra que le théoréme de comparaison cohomologique étendu aux
coeflicients d’Etesse possédait une interprétation plus profonde : sous certaines conditions,
on obtient en fait une équivalence de catégories entre des cristaux et des connexions de De
Rham Witt [8].

Plus récemment, Davis, Langer et Zink ont introduit un complexe de De Rham-Witt
surconvergent [16] et démontré des théorémes de comparaison avec les cohomologies de
Monsky-Washnitzer et rigide. Ces derniers furent ensuite étendus aux coefficients par Ertl,
qui démontra notamment un quasi-isomorphisme de cohomologie avec les isocristaux sur-
convergents [19].

On peut alors légitimement se demander si les résultats de Bloch possédent une variante
surconvergente : c’est-a-dire que ’on aimerait pouvoir obtenir une interprétation des iso-
cristaux surconvergents pour la cohomologie de De Rham-Witt surconvergente. On peut y
parvenir en congsidérant des connexions de De Rham-Witt surconvergentes comme définies
par Ertl, pour lesquelles on peut raisonnablement espérer retrouver les mémes opérations
cohomologiques que pour les F-isocristaux.

Cette question fut la motivation de cette thése, et le théoréme principal de ce travail
y répond en partie positivement. Pour y parvenir, il est nécessaire d’expliciter la structure
locale du complexe de De Rham-Witt surconvergent, et de redéfinir la notion de surconver-
gence afin de pouvoir mieux controler la convergence des produits de différentielles de De
Rham-Witt.

Avant d’énoncer le théoréme principal, et d’expliquer en quoi il permet de comprendre le
lien entre les coefficients des cohomologies rigide et de De Rham-Witt surconvergente, nous
allons présenter le plan de cette thése qui est principalement consacrée a sa démonstration.

Le chapitre 1 ne comporte rien de nouveau, et est consacré aux rappels des notions
de base indispensables pour entreprendre ce travail. La plupart des propositions y seront
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exposées sans démonstration, et sont présentées ici principalement afin d’éviter les références
extérieures dans la suite de la lecture, ainsi que pour fixer certaines notations.

Sont ainsi briévement présentés les vecteurs de Witt, la complétion faible (au sens de
Monsky-Washnitzer), les schémas formels faibles de Meredith, le théoréme de relévement de
Elkik, les différentielles de K&hler et les PD-structures. La compréhension de ces concepts
est impérative & la suite de la lecture, et cet ouvrage n’a pas la prétention d’en fournir
un exposé introductif. Le lecteur désirant s’initier & ces notions est invité a consulter les
références données en début de chaque section.

Le chapitre 2 est similaire au chapitre précédent dans la mesure ou il est également
principalement constitué de résultats déja connus. Ici, toutes les notations et théorémes
principaux concernant le complexe de De Rham-Witt et la surconvergence sont introduits.
Quelques preuves sont présentes, mais pour une introduction compléte il est recommandé
de commencer par lire les travaux d’Illusie et ceux de Davis, Langer et Zink sur le sujet.

On rappelle 'un des principaux théorémes de la théorie, que 'on énonce dans cette
introduction pour un anneau de polynomes K[X] := K[X1,...,X,], ot n € N et K est un
corps parfait de caractéristique p. Afin de formuler ce théoréme, il est nécessaire d’intro-
duire 'ensemble P constitué des couples (k,I), ou k désigne une application définie sur

[1,n] a valeurs dans N % , et I est un sous-ensemble de {i € [1,n] | k(i) # 0}. Le com-
plexe de De Rham-Witt sur cet anneau est noté Wy xj/x. Alors, il existe des éléments
e(k,I) € WQgx)/x pour tout (k,I) € P (explicités dans la section 2.3), tels que I'on puisse
P — W(K)

telle
(k1) = g1

associer a chaque élément x € Wk xj/x une unique fonction 7:

que :

r= Y ek ). (1)

(k,1)eP

De plus, une série de cette forme converge dans Wy xj/k si et seulement si pour tout
m € Non a V¥ (1) € V(W (K)) sauf pour un nombre fini de couples (k, I) € P.

Cette écriture est nécessaire & Davis, Langer et Zink pour définir le complexe de De
Rham-Witt surconvergent. La définition est donnée dans la section 2.4. Rappelons ici juste
brievement qu’en employant (1), on peut construire pour tout € > 0 des applications
Ye: Wk x)xk — R U {+00,—00}. Ceci nous permet de former un complexe différentiel
WTQKK] /K C WQgx)/x étant constitué des différentielles € Wk x)/x pour lesquelles
il existe un € > 0 tel que . () # —oc. A partir de ce dernier, on construit canoniquement
pour toute variété lisse X sur K un faisceau WTQ X/K-

Ce faisceau de complexes différentiels est celui pour lequel on aimerait obtenir une inter-
prétation des coefficients de la cohomologie rigide, & la maniére de Bloch pour le complexe
de De Rham-Witt et les cristaux. Si 'on tente d’adapter directement sa preuve dans ce
contexte, il semble indispensable de bien comprendre la structure locale du complexe, et de



pouvoir maitriser la surconvergence de certains produits. On aimerait en particulier obtenir
localement une écriture imitant (1).

La section 2.5 est une premiére étape dans cette direction, et est la seule section du
chapitre contenant des résultats légérement plus généraux que dans la littérature. Il est
notamment démontré que si R — S est un morphisme étale de K-algébres commutatives
tel que S soit un R-module libre de rang fini, alors I’anneau des vecteurs de Witt surconver-

gents WT(S) =T (Wﬂgpec(s)/K, Spec(S)) est un WT(R)-module libre de rang fini. Un tel
énoncé existait avec des conditions supplémentaires dans [17], nous parvenons en suivant
une stratégie similaire & démontrer le résultat plus généralement.

Le chapitre 3 est le plus technique de la thése. L’objectif de ce dernier est de démontrer
toutes les propositions de structure et de controle de la surconvergence nécessaires a la
démonstration du théoréme principal.

La section 3.1 s’intéresse aux produits dans 'anneau WTQK[ x]/k- Plus particulierement,
on aimerait pouvoir controler la surconvergence d’un produit de deux différentielles de De
Rham-Witt. Le probléme de la surconvergence des produits était connu de Davis, Langer et
Zink qui avaient remarqué que pour la multiplication V ([X1771]) d(V ([X1])) = pd ([X1])
on a :

3 (V ([0 1])) =1 - P,
e (d(V ([X3]) =1 - ;

e (pd ([X1])) =1 - €.

Cela signifie que 1’on ne peut pas espérer avoir v-(zy) = v-(x) + v-(y) quels que soient
T,y € WQ]K[X]/HQ

Afin de contourner ce probléme, il est tout d’abord nécessaire d’avoir des formules
aussi explicites que possible concernant le produit de deux éléments e(k, I) et e(l, J), avec
(k,I),(l,J) € P. La rédaction de telles formules fait alors apparaitre que la valuation
p-adique des produits est contrélable. On emploie alors cette observation pour définir de
nouvelles applications (c: WQkx)/x — RU{+00, —oo} définies pour tout € > 0, et verifiant
que pour tout x € WQgx/x on a x € WTQK[&/K si et seulement s’il existe € > 0 tel que
C(z) # —oo. L’intérét de cette nouvelle famille d’applications, pourtant d’apparence trés
similaire & la définition originale de Davis, Langer et Zink, réside dans le fait que nous avons
désormais quels que soient x,y € Wk xy/k :

(Ce(2) # =00 N (e(y) # —00) == ((2y) = () + C(y)-

De plus les calculs effectués dans cette section permettent, en utilisant ’écriture (1), de
mettre en exergue des sous-ensembles de Wk yj/x pour lesquels cette inégalité est stricte.
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Le but du restant du chapitre est donc de pouvoir généraliser ces résultats localement
sur une variété lisse sur K. En particulier, il devient nécessaire de pouvoir obtenir une
description similaire a (1) des éléments du complexe afin de pouvoir définir les ensembles
de différentielles pour lesquelles I'inégalité stricte voulue est vérifiée.

Pour ce faire, nous allons nous intéresser au cas ot ’on dispose d’un morphisme étale de
K-algébres commutatives K[X] — R se factorisant en K[X] — K[X]p — R, o la premiére
fleche est le morphisme de localisation pour P € K[X], et ot la seconde fleche est étale et fait
de R un K[X]p-module libre de rang fini. Afin de pouvoir mieux comprendre la structure

de Wg g =T (WQspec(R)/K7SpeC(R)) tout en tirant profit des calculs réalisés dans la

section 3.1, il est moins pertinent d’étudier la structure de W (K)-module de ce dernier que
sa structure de Rf-module, ou R' désigne une W (K)-algébre commutative plate et wefg (au
sens de Monsky-Washnitzer) relevant R.

Afin d’y parvenir, ’étude du complexe se fait en trois étapes. On commence tout d’abord
a étudier en section 3.2 la structure de K[X]-algébre de WTQK[&]/]K modulo p. Ce travail
permet de déterminer un sous-ensemble de P, que nous noterons GG dans cette introduction,
pour lequel toute différentielle z € WTQK[ x]/k buisse s’écrire modulo p comme une série de
la forme :

T=w+ Y spreb, D) +d| Y sprek )|, (2)

(k,1)eG (k,1)eG
; .. G- KX, G KX]
ou w € Qg xy/k et les deux fonctions s: kD) 50 et s': (k1) 82,1 vérifient

de certaines conditions techniques de surconvergence.

L’objectif des sections suivantes est de démontrer que I’écriture (2) se provient en fait
d’une unique écriture sur WTQE k- La seconde étape de notre étude est réalisée dans la
section 3.3. Afin de pouvoir étudier la structure du complexe en degré positif, il est néces-
saire d’obtenir un théoréme similaire en degré zéro, c’est-a-dire pour les vecteurs de Witt
surconvergents. Une telle proposition est d’abord obtenue pour une algébre polynomiale,
avant d’étre généralisée aux anneaux de la forme de R. Cette derniére étape est la plus
technique et nécessite une bonne maitrise de la surconvergence.

Enfin, dans la section 3.4 on finit par énoncer le théoréme de structure général. Comme
dans la section préceédente, il est d’abord nécessaire de relever la formule (2) en une unique
écriture sur WTQK[& sk en employant les résultats trouvés dans les sections précédentes.
Une fois ceci réalisé, on peut généraliser cette écriture pour tous les anneaux vérifiant les
conditions de R. Cette étape est 4 nouveau trés technique, mais c’est le prix & payer pour
obtenir une écriture explicite : c’est le théoréme 3.4.23. Ce théoréme répond aux besoins
que 'on a évoqué plus haut : il permet & la fois de définir de maniére naturelle des sous-
ensembles du complexe, et on peut alors déterminer pour lesquels d’entre eux on peut
strictement controler la surconvergence des produits.

Avec ce théoréme, on dispose désormais des outils nécessaires pour nous attaquer a
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une interprétation a la Bloch des F-isocristaux surconvergents pour la cohomologie de De
Rham-Witt surconvergente. Le chapitre 4 est entiérement consacré & ce probléme.

Tout d’abord, dans la section 4.1 on introduit les connexions et les objets nécessaires a la
rédaction de la preuve du théoréme principal. Comme les connexions que nous allons devoir
considérer ne sont pas forcément définies sur le complexe de De Rham mais notamment sur
celui de De Rham-Witt surconvergent, il est indispensable de généraliser la notion classique
de connexion. On y démontre également quelques propositions de folklore pour lesquelles on
ne connait pas de démonstration écrite, notamment concernant les matrices représentatives
des connexions sur un module libre de rang fini. On définit également la notion d’action de
Frobenius sur les connexions, afin d’obtenir une notion similaire & celle que 'on a dans la
théorie des isocristaux surconvergents.

Pour finir, la section 4.2 contient le coeur de la preuve du théoréme principal de cette
theése. La stratégie de la démonstration n’est pas différente de celle de Bloch [8], si ce n’est
qu’il faut veiller a ce que les suites de matrices considérées surconvergent bien. Grace aux
travaux réalisés dans le chapitre 3, nous avons les outils nécessaires pour vérifier ce fait.

On vérifie de plus que ces résultats permettent d’obtenir un théoréme similaire apreés
avoir tensorisé par Q. En revanche, il est nécessaire dans ce cas d’ajouter une structure de
Frobenius & nos objets, sans quoi il est impossible de conclure directement.

Nous obtenons alors plusieurs équivalences de catégories avec le théoréme 4.2.12. Notons
W (K) I'anneau des vecteurs de Witt sur K, et K := Frac(W(K)). Soit X' un schéma formel
faible lisse relevant la variété lisse X sur K et soit F' un relévement du Frobenius sur Oy.
On a alors deux équivalences de catégories :

Oxt-modules WT(Ox)-modules
localement libres de rang fini » <— localement libres de rang fini ,
-+ connexion intégrable + connexion de De Rham-Witt intégrable
Oxt ®w k) K-modules Wi (0Ox) @ (k) K-modules
localement libres de rang fini localement libres de rang fini
+ connexion intégrable + connexion de De Rham-Witt intégrable
+ action de Frobenius -+ action de Frobenius

Remarquons tout d’abord que la premiére équivalence de catégories peut étre consi-
dérée comme une version entiére de la seconde. On conserve notamment des informations
concernant la torsion dans la premiére équivalence.

La seconde équivalence répond en partie & la question que ’on s’était posée en début
d’introduction. En effet, on sait d’aprés Berthelot que si X est affine, alors la catégorie des F-
isocristaux sur un schéma affine lisse est équivalente a la catégorie des T'(Oxt @y (k) K, xh)-
modules de type fini munis d’une connexion intégrable et d’une action de Frobenius. Ce
second théoréme donne par conséquent une interprétation d’une sous-catégorie des F-
isocristaux pour la cohomologie de De Rham-Witt surconvergente.

Le lecteur curieux pourra consulter les deux annexes inclus dans ce document, qui



contiennent des résultats supplémentaires non nécessaires & la preuve du théoréme prin-
cipal. Y est notamment présentée une étude de structure du complexe de De Rham-Witt
surconvergent modulo p utilisant les travaux de Bloch. La lecture permet d’éclairer les liens
entre cet ouvrage et la preuve ayant servi d’inspiration, mais cette étude ne suffit pas a
démontrer le théoréme principal; c’est ce qui a motivé I'étude plus approfondie qui est
présentée dans cette thése de doctorat.



Conventions et notations

Dans toute cette thése, p est un nombre premier fixé.

Tous les anneaux et les algébres sur des anneaux de ce travail seront considérés unitaires
et associatifs.

Soit R un anneau commutatif et (X, Ox) un espace annelé. On adoptera les notations
suivantes :

CRing Catégorie des anneaux commutatifs
N Entiers naturels {0, 1,...}

Ox-Mod | Catégorie des Ox-modules

Ring Catégorie des anneaux

R-Mod Catégorie des R-modules

Set Catégorie des ensembles

Si M est un monoide d’élément neutre ey, on notera M* := M ~ {ear}. Si M est un
anneau, la structure de monoide considérée sera celle de 'addition.

Si C est une catégorie et X est un objet de C, on notera C\X la catégorie des objets
de C en-dessous de X. Par exemple, si R est un anneau commutatif on note CRing\R la
catégorie des R-algébres commutatives.

Pour tout anneau commutatif R, on note R* le groupe de ses éléments inversibles.

Pour tout couple m,n € Z on note [m,n] ensemble {z € Z | m < x < n}.

Pour tout ensemble fini £/ on notera #F son cardinal.

Pour tout ensemble E et tout entiers naturels n,m € N, on note Mat,, ,,(E) len-
semble des matrices de taille n x m et Mat, (E) 'ensemble des matrices carrées de taille
n x n a valeurs dans E. Pour toute application f: E — E’, on gardera la notation
f+ Mat, (E) — Mat,,(E") pour désigner I’application induite coefficient par coefficient. Si
E est un anneau, on note I, € Mat,(F) la matrice unité. La transposée d'une matrice M
sera notée MT.

Pour tout groupe abélien G, on notera G := G/pG. On conservera de telles notations
pour tous les modules, anneaux, algébres etc.

Soit X un espace topologique, F' un préfaisceau sur X dans une catégorie C. On dira
que F' vérifie une propriété localement si pour tout x € X il existe un ouvert U > x de X
tel que le faisceau restreint F'|y vérifie cette propriété.
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Chapitre 1

Rappels d’algébre

Ce chapitre est consacré aux rappels des notions élémentaires indispensables pour 1’en-
semble de cet ouvrage. La majorité des propositions y seront énoncées sans preuve, et sont
présentées ici dans le but d’éviter les références extérieures dans les prochains chapitres,
mais également pour fixer certaines notations.

Nous présenterons ici les vecteurs de Witt, la complétion faible, les schémas formels
faibles, le théoréme de relévement de Elkik, la notion de différentielle et les PD-anneaux.
Ce chapitre n’ayant pas pour vocation d’introduire le lecteur néophyte & ces notions, on
Iinvitera dans ce but a consulter les références données tout au long de ces pages.

Aucun rappel d’algébre commutative ou de théorie des schémas ne sera effectué. On se
référera a ce propos a la littérature foisonnante [32][2][24][25][38].

1.1 Vecteurs de Witt

Dans cette section nous nous contenterons de rappeler quelques propriétés importantes
concernant les vecteurs de Witt, ces derniéres seront utilisées dans tout ce travail sans men-
tion ultérieure. Le lecteur intéressé pourra se référer a [11, IX, §1], [26], [39] ou [43][Chapitre
II §6] pour des définitions explicites, ainsi qu’une introduction compléte.

(1.1.1) Dans toute cette section, R désigne un anneau commutatif.

Définition 1.1.2. On note W(R) 'anneau des vecteurs de Witt & coefficients dans
R, dont les éléments sont des suites de R notées (y,)nen = (10, 71, --.) (pour la structure
d’anneau, voir [11, IX, §1, Théoréme 1]).

(1.1.3) Nous avons un foncteur W: CRing — CRing en associant a tout morphisme
d’anneaux commutatifs ¢: R — S le morphisme :
W(R) — W(S)

WO o nen = (0(rm)nen
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Définition 1.1.4. Une pseudo-valuation sur un anneau commutatif R est une fonc-
tion v: R — RU {400, —00} telle que :

v(0Rr) = +o0,
v(1lg) =0,
Vr € R, v(r) =v(-r),
Vr,s € R, v(r+ s) = min{v(r), v(s)},
Vr,s € R, (v(r) # —o00) A (v(s) # —o0) = (v(rs) = v(r) +v(s)).

Définition 1.1.5. Une valuation sur un anneau commutatif R est la donnée d’une
pseudo-valuation v sur R telle que :

Vr e R, v(r) # —oo,
Vr,s € R, v(rs) =v(r) + v(s).

(1.1.6) On dispose d'un morphisme de groupes additifs injectif :

W(R) - W(R)

V: .
(TH)REN — (Oa To,T1, .- )

Pour tout m € N les images itérées V" (W (R)) sont des idéaux de W (R), et on dé-
finit les quotients W,,(R) := W(R)/V™(W (R)). On peut vérifier que (Wp,(R))men forme
un systéme projectif d’anneaux tel que lglm N W (R) = W(R). On dispose de plus un
W(R)— R

morphisme d’anneaux II:
(Tn)nEN = To

W(R)/V(W(R)) = R.
De plus, la fonction ci-dessous définit une pseudo-valuation sur les vecteurs de Witt (et
une valuation si R est intégre) :

, et ce dernier se factorise en un isomorphisme

W(R) - RU{+o0}
vy s { max{m e N|re V*"(W(R))} sir#0

+00 sinon
(1.1.7) L’application suivante est un morphisme de monoides multiplicatifs :

~ R— W(R)
[o]: re— (r,0,0,...) "

On conservera la méme notation lorsque ce morphisme est a image dans W™ (R) quel
que soit m € N (c’est-a-dire en composant avec la projection canonique).

Définition 1.1.8. Pour tout r» € R l'élément [r] € W(R) est appelé le représentant
de Teichmiiller de r.
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(1.1.9) On dispose également d’un morphisme d’anneaux, défini en détails dans [11,
IX, §1, (23)], noté F': W(R) — W(R) tel que :

Vr € R, F([r]) = [r"],
Vr,s € W(R), Vm e N, r x V™(s) = V"™ (F™(r) x s),
vr e W(R), F(V(r)) = pr.

Proposition 1.1.10. Si R est de caractéristique p, alors W(R) est séparé et complet
pour la topologie p-adique, et de caractéristique 0. De plus, F = W (Frobg) et :

Vr,s € W(R), Vm,n € N, V"(r)V"(s) = V"T"(F"(r)F™(s)), (1.1.10.1)
Vr € W(R), V(F(r)) = pr, (1.1.10.2)
Vr € W(R), Yk € N*, V(r)* = p= v (rF). (1.1.10.3)

Démonstration. La plupart de ces propriétés sont traitées dans [11, IX, §1, 8.]. La caracté-
ristique 0 est une conséquence immédiate de (1.1.10.2) et de F' = W (Frobg). La propriété
(1.1.10.3) se démontre par récurrence sur k, le cas k = 1 étant évident, et concernant 1’hé-
rédité il suffit de remarquer que p* 'V (r*)V(r) = p* V2 (F(rkt1)) = pFV (r*+1) d’apres
les propriétés ci-dessus. O

Corollaire 1.1.11. Si R est un anneau intégre de caractéristique p, alors W(R) et
inteégre.

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence immediate de (1.1.10.1). O

Proposition 1.1.12. Si K est un corps de caractéristique p, alors W (K) est un anneau
local séparé complet. Si de plus K est parfait, alors W (K) est un anneau de valuation discréte
noethérien, d’idéal mazimal pW (K).

Démonstration. 11 s’agit exactement de [11, IX, §1, Proposition §|. O

Proposition 1.1.13. Supposons que R est sans p-torsion (c’est-a-dire que p n’est pas
un diviseur de zéro). Soit f: R — R un endomorphisme de R relevant Frobg, en d’autres
termes tel que le diagramme suivant soit commutatif :

I AN

F‘I‘Obﬁ

_—
13

o — =
o — =



Il existe alors un unique morphisme d’anneauz sy: R — W(R) tel que le diagramme
ci-dessous soit commutatif :

Démonstration. Un énoncé de ce théoreme peut étre lu dans [28, p. 508], et une preuve
détaillée se trouve dans 35, VIL4| O

(1.1.14) En particulier sur le localisé¢ Z, I'identité est un relévement du Frobenius sur
[F,,. D’aprés la proposition 1.1.13 on dispose du morphisme Sldz, - Zpy — W(Zp), et par
fonctorialité on en déduit que si R est une Z,)-algebre commutative, alors pour tout m € N
les anneaux W (R) et Wy, (R) sont également des Z,)-algébres commutatives.

Proposition 1.1.15. Supposons qu’il existe n € N tel que nR = {0}, alors pour tout
m € N* on a n™W,,(R) = {0}.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur m. Le cas m = 1 est évident car on a
un isomorphisme d’anneaux Wi (R) = R. Si pour un certain m € N* on vérifie pour tout
r € W(R) quil existe s € W(R) tel que n™r = V™(s), alors n™*1r = V™ (ns) € V"H(R).

O

Lemme 1.1.16. Soit p: R — S un morphisme fini étale d’anneauxr commutatifs de
caractéristique p. Soit (Si)ieﬂl,m]] une famille génératrice de S en tant que R-module pour
un certain m € N. Soit n € N. Alors (sip”)
que R-module.

Si de plus (si)z’e[[l,m}] est une R-base, il en va de méme pour (sipn)

iem] est une famille génératrice de S en tant

i€[l,m]

Démonstration. On sait d’apres [44, 0EBS]| que le diagramme ci-dessous est un carré co-
cartésien dans la catégorie des R-algeébres :

Frobp R
_—

S

Frob
S —=5 4 5

Le lemme en découle alors par récurrence sur n € N. O
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Proposition 1.1.17. Soit p: R — S un morphisme fini étale d’anneauxr commutatifs
de caractéristique p. Soit (Si)ie[[l,m]] une famille génératrice de S en tant que R-module pour
un certain m € N. Alors W () est un morphisme fini, et ([si]) ;e une famille génératrice
de W(S) en tant que W (R)-module.

St de plus (si);cq1 1y €5t une R-base de S, alors ([si]);cqy 1y €5t une W (R)-base de W(S5),

telle que sin € N, si w € V*(W(S)) et si (w(i))icn,m) € W(R)™ vérifie w = Zw(i)[si],
i=1
alors w(i) € V(W (R)) pour tout i € [1,n].

Démonstration. Soit w = (wp), .y € W(S). Supposons tout d’abord que w € V(W (S5))

m

. N , . n N

pour un certain n € N. D’aprés le lemme 1.1.16, on peut donc écrire w,, = g 8P, ol
i=1

m
les r; € R pour tout ¢ € [1,m]. Nous avons alors w — Z V" ([risi®"]) € VHH(W(S)). Or
i=1
V™ ([risi?"]) = V™ ([ri]) [si] pour tout i € [1,m], et en répétant le processus par récurrence
sur n € N on obtient la proposition par convergence p-adique.
Si de plus (Si)z‘e[[l,m]] est une R-base de S, alors il en va de méme pour (Sipn)ie[[l,m]]’ et
dans la construction ci-dessus les choix sont uniques et vérifient la condition de I’énoncé. [

1.2 Complétions faibles

Cette section est principalement dédiée & la définition de la complétion faible d’une
algébre commutative sur un anneau commutatif noethérien. Cette notion fut définie par
Monsky et Washnitzer afin de définir une cohomologie sur des variétés affines en caracté-
ristique p. Pour une introduction compléte, nous invitons le lecteur & se référer a [41] et
[45].

Nous rappelons également des théorémes de relévement dus & Elkik et Arabia, et véri-
fions comment ils s’appliquent aux situations que nous allons rencontrer par la suite. Nous
évoquerons enfin briévement la notion d’espace formel faible de Meredith.

Définition 1.2.1. Soit R un anneau commutatif. Sa complétion p-adique est 'an-

neau :
R:= Jim R/p"R.
neN

(1.2.2) Si ¢: R — S est un morphisme d’anneaux commutatifs, il induit naturellement
des morphismes ¢,,: R/p"R — S/p"S duquel on déduit canoniquement un morphisme
Q: R — S définissant un foncteur e: CRing — CRing.

On remarque de plus que la complétion p-adique d’un anneau commutatif est séparée
et compléte pour la topologie p-adique.
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Définition 1.2.3. Soient K un anneau commutatif noethérien et R une K-algébre
commutative. Sa complétion faible (comme K-algébre) est la K-algébre commutative :

) Jz€R", 2= p/Piz)
R ={z2€R|3n,ceN, 3(P); € (K[X1,..., X))V, N

Vj €N, deg(Pj) < c(j +1)

(1.2.4) La notion de complétion faible définie ci-dessus est relative dans le sens ou elle
dépend du morphisme structural K — R. Par la suite, il n’y aura dans le contexte pas
d’ambigiiité concernant ce morphisme, ce qui justifie dans la notion R I’absence de K.

(1.2.5) Soit K un anneau commutatif noethérien. Si ¢: R — S est un morphisme de
K-algébres commutatives, on a G(RT) € St (voir [41, Theorem 1.5.]). Nous avons donc un
foncteur o : CRing/K — CRing/K. De plus, pour tout anneau commutatif R et tout n € N
on a un isomorphisme de K/p"K-algébres ([41, Theorem 1.4.]) :

R/p"R = R'/p"R}. (1.2.5.1)

On dispose de plus d’un morphisme de K-algébres canonique R — RP. Celui-ci est
injectif si et seulement si R est séparé pour la topologie p-adique.

Définition 1.2.6. Soient K un anneau commutatif noethérien et R une K-algébre
commutative. On dit que R est faiblement compléte si application canonique R — R
est une bijection. On dit que R est une K-algébre wefg (weakly complete finitely generated)
si 'on a un morphisme surjectif de K-algébres K[X1,... ,Xn]T — R pour un certain n € N.

Proposition 1.2.7. Soient K un anneau commultatif noethérien et v: R — S un mor-

phisme de K-algébres commutatives wcfyg. Si le morphisme canonigue p: R — S obtenu
modulo p est surjectif, alors v est surjectif.

Démonstration. Voir [41, Theorem 3.2.]. O

Corollaire 1.2.8. Soient K un anneau commutatif noethérien et R une K-algébre com-
mutative de type fini. Alors R est une K-algébre wefy.

Démonstration. Immediat d’apres la proposition 1.2.7 et (1.2.5.1). O

(1.2.9) Soit K un corps parfait de caractéristique p. L’anneau W (K) joue un role central
dans ce travail. Nous allons notamment nous intéresser aux W (K)-algébres commutatives
lisses et & leurs complétions faibles.

Si R est une W (K)-algébre commutative plate de type fini (ou a fortiori lisse d’apres [24,
Théoréme (17.5.1)]), alors pour tout n € N* on sait que R/p"R est une (W (K)/p"W (K))-
algebre plate d’aprés [10, chap. III, §5, Théoréme 1]. Mais puisque R/p"R = RT/p"R'
en tant que (W(K)/p"W (K))-algebres d’apres (1.2.5.1), donc d’aprés [41, Theorem 2.4.]
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et le corollaire 1.2.8, R est une W (K)-algébre plate. On en déduit en particulier que R
n’a pas de p-torsion car la multiplication par p dans W(K) est un morphisme injectif de
W (K)-modules puisque W (K) est intégre (corollaire 1.1.11).

De plus, on rappelle (proposition 1.1.12) que W (K) est un anneau de valuation discréte
complet et noethérien, d’idéal maximal pW (K). Par conséquent, il est intéressant d’étudier
certaines propriétés des algébres wcfg modulo p, ainsi que des questions de relévement.

Définition 1.2.10. Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. Le couple (A, T)
est dit hensélien si I C J(A) ou J(A) désigne le radical de Jacobson de A, et si pour toute
A-algebre commutative étale B telle que le morphisme d’anneaux induit A/I — B/IB soit

un isomorphisme il existe un morphisme de A-algébres B — A. Pour plus de détails, voir
[42].

Théoréme 1.2.11. Soit (A,I) un couple hensélien. Alors pour toute A/I-algébre com-
mutative lisse S, il existe une A-algébre commutative lisse R telle que le diagramme ci-
dessous soit commutatif :

A R

| |

A/l —— S —— R/IR

Démonstration. 11 s’agit d’un théoréme da a Elkik [18, Théoréme 6. O
Corollaire 1.2.12. Soit K un corps parfait de caractéristique p, et soit S une K-algébre
commutative lisse. Alors il existe une W (K)-algébre commutative lisse R telle que le dia-

gramme ci-dessous soit commutatif :

WkK) —m—

K S —

Démonstration. 1’énoncé découle immédiatement du théoréme 1.2.11 si 'on vérifie que le
couple (W(K), pW (K)) est hensélien. Tout d’abord, pW (K) C J(W(K)) car le radical de
Jacobson est 'intersection de tous les idéaux premiers de I’anneau de valuation discréte com-
plet W(K) d’idéal maximal pWW (K) (proposition 1.1.12). De plus, la formule (1.1.10.2) ainsi
que I'hypotheése de perfection sur K impliquent pour tout n € N que p"W (K) = V(W (K)).
En particulier, on a W, (K) = W(K)/p"W (K) en tant qu’anneaux, et sur ces derniers 'idéal
pW,,(K) est un idéal nilpotent. Soit B une W (K)-algébre commutative étale. Par défini-
tion, elle est formellement étale et on déduit que pour tout morphisme de W (K)-algébres
¢: B — K il existe un unique morphisme de W (K)-algebres ¢,,: B — W,,(K) rendant le
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diagramme ci-dessous commutatif :

B -2 W, (K)
B—2 5K

Les morphismes ¢,, étant compatibles, on en déduit par passage a la limite inductive un
morphisme de W (K)-algébres ¢: B — W (K) puisque W (K) est complet pour la topologie
p-adique. Le couple est donc hensélien et on peut conclure. O

Proposition 1.2.13. Soient K un anneau commutatif noethérien, et R une K-algébre
commutative fatblement compléte. Tout module de type fini sur R est séparé pour la topologie
p-adique.

Démonstration. D’aprés [41, Theorem 1.6.] I'idéal pR est inclus dans le radical de Jacobson
de R. Or cela implique la proposition d’aprés [10, chap. III, §3, Proposition 6.]. O

(1.2.14) On deéduit du corollaire 1.2.12 que pour toute K-algébre commutative lisse S
sur un corps parfait de caractéristique p il existe une W (K)-algébre commutative wefg (et
plate d’apres (1.2.9)) se réduisant a S modulo p. D’apres [45, (2.4.4)], deux tels relévements
de S sont isomorphes en tant que W (K)-algebres, et 'on peut également relever chaque
morphisme de K-algébres commutatives lisses ¢: R — S en un morphisme de W (K)-
algebres commutatives ¢: R — ST, ot 'on a noté R et S des relévements lisses respectifs
de R et S déduits du corollaire 1.2.12.

En particulier, si pour toute K-algébre commutative R on note E[Frob] la K-algebre
obtenue par restriction des scalaires suivant Frobg: K — K, alors le Frobenius sur R dé-
finit un morphisme de K-algebres Frobz: R — R[Frob], duquel on déduit un relévement
(non-nécessairement unique) en un morphisme de W (K)-algébres f: Rt — Rt (7], ou R dé-
note un relévement lisse de R en W (K)-algébre commutative, et RT[F] désigne la W (K)-

algébre obtenue a partir de RT par restriction des scalaires suivant le morphisme d’anneaux
F: W(K) — W(K) défini en (1.1.9).

Lemme 1.2.15. Soit K un corps parfait de caractéristique p et R une K-algébre com-
mutative lisse se relevant en une W(K)-algébre commutative lisse R. Soit f: RT — Rf
un relévement du Frobenius sur R défini comme en (1.2.14). Alors il existe n € N ainsi
que deuz morphismes de W(K)-algeébres g: W(K)[X1,..., X,]T = W(K)[X1,..., X,]T et
0: W(K)[X1,...,X,]|T = R tels que @ soit surjectif et que le diagramme ci-dessous soit
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commutatif :

W(K)[X1, ..., X, s W(K)[X1,..., X,
X \
Rt ! Rt
Frob l
K[X1,. .., X] AN X*”J K[X1,..., X h
\R Frobﬁ \R

Démonstration. Puisque R est une W (K)-algebre lisse, elle est de type fini et R est wefg
d’apreés le corollaire 1.2.8, ¢ existe alors et est surjective par définition. Comme K est un
corps parfait de caractéristique p, W (K) est noethérien et d’apres [1, 3.3.2. b)| le morphisme
g faisant commuter le diagramme existe (on prendra garde en appliquant le théoréme de bien
utiliser les structures algébriques définies par restriction des scalaires suivant le Frobenius
comme en (1.2.14)). O

Définition 1.2.16. Soit K un anneau commutatif noethérien et local. Un K-schéma
formel faible est un espace annelé (%7, Oxt) tel que pour tout z € X1 il existe un voisinage
ouvert U de z dans X' et une K-algébre commutative R tels que U = Spff(R) en tant

qu’espaces annelés, ou Spff(R) = (Spec(R), Ospg(ry) est un espace annelé dont le faisceau

structural est celui qui pour tout f € R <\ pR' associe a D(f) I'anneau (RT f)T. Un tel
voisinage est appelé K-schéma formel affine faible. Consulter [40] pour plus de détails.

Proposition 1.2.17. Soient K un anneau commutatif noethérien et local et R une K-
algebre commutative. Soit F': RY — RY un relevement du Frobenius sur R. Alors il existe
un unique morphisme F de faisceauz d’anneaux sur Spff(R) relevant le Frobenius et dont
le morphisme sur les sections globales est F.

Démonstration. Soit ¢ € R. L’image de F(g) par la composition Rt — RTg — RTQJf est

inversible. En effet, celle-ci est de la forme gP 4+ px avec z € Rf. Or, g P Z(—pxg_p)”
neN

est un élément de RTgJr et est alors l'inverse de F'(g). Par conséquent, on a une unique

factorisation :

Rt £ Rt

| |

t t
R, —— R,
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1l est clair que la fleche du bas reléve le Frobenius. De plus, en raisonnant de la méme
maniére on peut démontrer qu’il s’agit d’'un morphisme de faisceaux d’anneaux sur la base
d’ouverts (D(g)) e gt de Spf(R), ce qui suffit pour I'étendre en un morphisme de faisceaux
d’anneaux sur Spff(R). O

1.3 PD-anneaux

Dans cette section, on rappelle la notion de dérivation, de différentielle, puis celle de PD-
structure, avant d’introduire dans la proposition 1.3.7 I’exemple le plus important pour la
définition du complexe de De Rham-Witt. La lecture de [23] peut éclairer nos motivations.

Définition 1.3.1. Soient R un anneau commutatif, S une R-algébre commutative. Si M
est un S-module, une R-dérivation de S dans M est une application R-linéaire d: S — M
telle que :
Ve,y € S, d(xy) = zd(y) + yd(z).

On note Derg(S, M) 'ensemble des R-dérivations de S dans M. On dispose alors d'un
foncteur :

S-Mod —  Set
Derg(S,e): M — Dergr(S,M) .
b doe

Nous savons que ce foncteur est représentable par un S-module le R appelé le module
des formes différentielles de Kihler de S sur R (voir par exemple [38, 6.1.3.]). De plus,
d’apres [12, Proposition 19 p. II1.135], cette représentation donne naissance a un foncteur :

CRing\® - R-Mod

¢ Qr(9)

(1.3.2) Soient R un anneau commutatif, S une R-algébre commutative, M un S-module
et d: S — M une R-dérivation. Par récurrence sur n € N, on vérifie immédiatement que
pour tout n-uplet (z;);c1,,) € S™ on a :

d (le> => I = |d@). (1.3.2.1)

i=1 \je[l,n]{i}
La proposition suivante est bien connue et repose sur le théoréme de Kummer.

(mn)!
(n!)mm!

Proposition 1.3.3. Soient m,n € N deuz entiers, alors € N.
Cela nous permet de définir :
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Définition 1.3.4. Soit R un anneau commutatif. Un PD-idéal de R est un idéal I de
R muni d’'une PD-structure : une suite (7, )nen d’applications 7, : I — R telles que :

Ve eI, y(z) =1, (1.3.4.1)

Ve el, yi(z) ==, (1.3.4.2)

Vo €I, Vn € N*, yu(z) € 1, (1.3.4.3)

Ve,ye I, VneN, y(z+y) = Z%(;U)%,i(y), (1.3.4.4)

=0

Vr e R, Ve €I, Vn €N, y,(rz) = r"vy,(x), (1.3.4.5)

Ve e I, Vm,n € N, vy () v (z) = <m; n> Ymtn(2), (1.3.4.6)
(mn)!

Ve e I, Vm,n € N, v, (yn(x)) = (). (1.3.4.7)

(n!)mm!’ymn

On dira aussi que (R, I,7) est un PD-anneau, on notera parfois juste (R, ) lorsqu’il
n’y aura pas de confusion possible.

Si (R,I,7v) et (S,J,7) sont deux PD-anneaux, un PD-morphisme est la donnée d’un
morphisme d’anneaux ¢: R — S tel que ¢(I) C J et que pour tout n € N le diagramme
ci-dessous commute :

’Y'VL R
|z l‘P
S

,y/
J —

Les PD-anneaux et les PD-morphismes forment alors une catégorie notée PDRing.

Proposition 1.3.5. Soit (R, 1,7) un PD-anneau. Alors :
Ve € I, nly,(z) =2".

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur n. Le cas n = 0 est 1'égalité
(1.3.4.1). Et si l'on vérifie nlvy,(z) = 2™ pour un certain entier naturel n, alors d’aprés
(1.3.4.2) on a 2" = 2" (x), or d’aprés (1.3.4.6) on vérifie v, (x)y1(z) = (n + 1)ypy1 (),
on a donc (n + 1)y, (x) = 2L O

Corollaire 1.3.6. Soit (R,I,7v) un PD-anneau. S’il existe n € N tel que nR = {0}
alors I est un nilidéal (c’est-a-dire que tous ces éléments sont nilpotents).

Démonstration. D’aprés la proposition 1.3.5 on sait que pour tout € I on a n! | 2™, donc
z" = 0. O
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Proposition 1.3.7. Soit R une Zy,)-algébre commutative. Les applications définies ci-
dessous pour tout n € N* forment une PD-structure sur l'idéal V(W (R)) de W(R) :

V(W(R)) = W(R)
n—1

" V(")

V(z) — -

De plus, pour tout n,m € N* ces applications de factorisent en passant au quotient par
V(Wi (R)) = Wi (R), formant ainsi également une PD-structure sur l'idéal V(W,,(R)) de
W (R).

n—1

Démonstration. Les propriétés (1.3.4.1) et (1.3.4.2) sont claires. Puisque € Zp) pour

n!
tout n € N* d’apres la formule de Legendre, et que W (R) est une Z,)-algeébre puisque R
en est une, les applications =, sont bien définies et on vérifie (1.3.4.3).

Soient n € N et z,y € W(R). On vérifie (1.3.4.4) comme ceci :
Wm(V(2) +V(y)) = 1(V(z +y))

n—1
=S V@)

n—1 n
_bp NN\ i n—i
o n!v<;<i>xy )

n pn_l . .

— 1, N—1

_Zi!(n—i)!v(” )

=0
n n—2

=2 e =)

1=0

pnfiflJrifl ) )
=Y SV (F(V(")y" )

— il(n—1i)!
=3 BV V)
i=0 '

V(@) + V() = (V@) mi(V(y))
i=0

1 n—i—1

Pour tout n € N et r,z € W(R), on vérifie la propriété (1.3.4.5) comme suit :
W(rV () = m(V(F(r) z))

=V ((F() 2"
n—1
=V (F(™) 2"



Si 2 € W(R) et m,n € N, on obtient la propriété (1.3.4.6) ainsi :

m—1 n—1
TV (@)a(V (@) = E V(@™ eV ()
pmJ.ran '

= WV(F(V(JEm)) z")

m4n pm+n—2
_ L m_..n
( m ><m+n>! (pa™a")

m-+n

o (V ()3 (V (2)) = ( )wm+n<v<:c>>.

m

Et enfin pour tout z € W(R) et tout m,n € N on vérifie (1.3.4.7) :

n—1

i (V@) = 3 (V)

()
- éomn)! (T:Z)' (p(n!)m f”mn>

(mn)!

Ym (W (V (2))) = Wan(x)
Enfin, il est clair que ces relations passent au quotient et la proposition est prouvée. [

Proposition 1.3.8. Si R une Zy,)-algebre commutative qui n'est pas de caractéristique
0 (ce qui équivaut & dire que p est nilpotent dans R), alors pour tout m € N* les applications
canoniques Spec(R) — Spec(W,,(R)) sont des homéomorphismes.

Démonstration. Fixons un entier m € N*. D’aprés la proposition 1.1.15 W,,(R) n’est pas
non plus de caractéristique 0, donc d’aprés la proposition 1.3.7 et le corollaire 1.3.6 1'idéal
V(Wn(R)) de W,,,(R) est un nilidéal, en particulier V' (W,,(R)) est inclus dans tous les
idéaux premiers de W, (R) [10, chap. I1, §2, Proposition 13] et on en déduit que la projection
canonique m: Spec(R) — Spec(W,,,(R)) induit un homéomorphisme d’espaces topologiques
d’apres [44, 00E5].

Une preuve plus directe est également consultable dans [7, Lemma (5.1)]. O

Définition 1.3.9. Soient R un anneau commutatif, S une R-algébre commutative munie
d’un PD-idéal (I, (vn),en)- Si M est un S-module, une (S, I, (vn),,cy)/R-PD-dérivation
d: S — M est une R-dérivation telle que :

Vn € N*, Vie I, d(a(i) = _1(i)d(i).
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Proposition 1.3.10. Considérons le carré commutatif suivant dans CRing :

Supposons également que S et S’ possédent respectivement des PD-idéaux (I, (’Yn)neN) et
(I', (V) nen) tels que @ soit un PD-morphisme. Soient M un S'-module et d: S' — M une
(8" I', (V) nen)/ R -PD-dérivation. Si l'on consideére M comme un S-module par restriction
des scalaires via o, Uapplication do ¢: S — M est une (S, 1, (Vn),cn)/R-PD-dérivation.

Démonstration. Soient n € N* et ¢ € I. Alors :

do@(yu(i)) = d(v,(¢(4)))
= Yn—1(p(2)) d(e(7))
d o (yn(i)) = ¢(yn-1(4)) d o p(3).
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Chapitre 2

Complexe de De Rham-Witt
surconvergent

Ce chapitre introduit le complexe de De Rham-Witt surconvergent, ainsi que ’ensemble
des notations et des propositions le concernant qui seront nécessaires dans la suite de ce
travail. A Pinstar du premier chapitre, la plupart des notions présentées ici ne sont pas
nouvelles, et les sections qui suivent n’ont pas la prétention de former un exposé exhaustif
permettant d’initier le lecteur a cette théorie. Nous invitons donc le novice & consulter les
références données dans les sections suivantes afin de se familiariser avec ces outils.

Bien que le complexe de De Rham-Witt fut au départ introduit par Deligne, et étudié
pour ses liens avec la cohomologie cristalline par Illusie, nous avons décidé ici d’employer
I’approche de Langer et Zink, équivalente dans notre situation. Ce choix provient du fait
que leur construction est relative, et semble donc ici plus pertinente dans ’espoir d’obtenir
généralisations ultérieures.

2.1 Algébres PD-différentielles graduées

Cette section est dévouée & la notion d’algeébre PD-différentielle graduée, telle qu’in-
troduite par Langer et Zink pour la définition du complexe de De Rham-Witt relatif [33].
Auparavant, quelques rappels concernant les algébres différentielles et les algébres graduées
sont nécessaires.

Si R — S est un morphisme d’annaux commutatifs, nous introduisons en (2.1.14) l’al-
geébre différentielle graduée Q?;’R. Il s’agit de 'algébre des différentielles continues sur S
introduites pour la cohomologie de Monsky-Washnitzer [41], qui jouera un role central dans
ce travail. Nous en profitons pour attirer la vigilance du lecteur sur le fait que de nom-
breuses références ne font pas le distinguo avec les différentielles de Kahler classiques Qg/p

dans leurs notations.

Définition 2.1.1. Soit R un anneau commutatif. Une R-algébre graduée S est une
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R-algébre S = @ Sn, ol les S, sont des sous-R modules de S tels que pour tout i,j7 € N
neN
on a SZSJ C S@'Jrj.
On forme une sous-catégorie R-G de Ring\f dont les objets sont les R-algebres graduées,
et les morphismes ¢: @ Sy — @S;L vérifient ¢(S,) C S}, pour tout n € N.
neN neN

(2.1.2) Si S est une R-algebre graduée, alors Sy est une R-algébre. De plus, pour tout
n € N les sous-groupes S, sont des R-modules. Enfin, pour tout morphisme de R-algébres
graduées ¢: @ Sp — @ S) et tout n € N, les ¢|g, sont R-linéaires.
neN neN

Définition 2.1.3. Soit R un anneau commutatif. Une R-algébre graduée S = @Sn

neN
est anti-commutative si elle vérifie :

Ve e S;, Yy e Sj, vy = (—1)9yz.

(2.1.4) Soit R un anneau commutatif. Si S est une R-algébre graduée anti-commutative,
alors Sy est une R-algébre commutative.

Définition 2.1.5. Soit R un anneau commutatif. Soit S = @Sn une R-algébre

neN
graduée. On dit que S est alternée (ou strictement anti-commutative) si elle est anti-

commutative et qu’elle vérifie :
Vk € N, Vo € Sopt1, 22 = 0.

On notera R-G; la sous-catégorie pleine de R-G constituée des R-algébres graduées
alternées.

D’aprés [12, Propositions 1, 2 p. II1.77, Corollaire 2 p. II1.80], I’algébre extérieure des
R-modules fournit un foncteur Ap: R-Mod — R-G, pour tout anneau commutatif R.
Nous avons de plus un foncteur :

R-G, — R-Mod
For: @S’“—) S1

neN
¢ (b‘sl

Qui est adjoint & droite de A\, c’est-a-dire que pour tout R-module M et toute R-
algebre alternée S on a :

Homp.q, (/\R(M), @Sn> >~ Hompg-mod (M, S1) - (2.1.5.1)

neN
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Définition 2.1.6. Soit R un anneau commutatif et S = @ Sy, est une R-algebre gra-

neN
duée. Une différentielle d: S — S est un opérateur de cobord (i.e. d> = 0 et d(S,) C Snt1

pour tout n € N) R-linéaire tel que :
VieN, Ve eS;, Yyes, dzy) =d(x)y+ (—1)'zd(y).

Définition 2.1.7. Soit R un anneau commutatif. Une R-algébre graduée S munie d’une
différentielle est appelée une R-algébre différentielle graduée (dga). Elles forment une
sous-catégorie R-DG de R-G dont les morphismes sont ceux qui commutent avec les opéra-
teurs de cobord. On notera R-DG, la sous-catégorie pleine de R-DG des R-dgas alternées.
Pour ces derniéres, on peut vérifier que d: Sy — 57 est une R-dérivation.

Si X est un espace topologique, on dira que F est un faisceau de R-dgas alternées s’il
s’agit d'un faisceau d’anneaux tel que pour tout ouvert U de X l'anneau F(U) est une
R-dga alternée, et que les morphismes de restriction sont des morphismes de R-dgas. On
définit un morphisme de faisceaux de R-dgas alternées de maniére évidente.

(2.1.8) Soit R un anneau commutatif. On remarque qu’une R-dga anti-commutative
S = @ Sy, vérifie :

neN
Vi,j €N, Yz € S;, Yy € Sj, d(zy) = (—1)'zd(y) + (—1)HVyd(z). (2.1.8.1)
On en déduit les lemmes suivants :

Lemme 2.1.9. Soit R un anneau commutatif. Pour toute R-dga anti-commutative
S = @ Sn, tout x € Sy et tout m € N on a l’égalité dans S :
neN

(m+1)2™d(z) =d (z™1) .

Démonstration. Procédons par récurrence sur m € N. Pour m = 0 les deux termes sont
égaux. Supposons 'égalité vérifice pour m € N, on a alors :

(m+1)2™Md(z) = (m+ 1)z x 2™d ()
= xd (xm-i-l)
(m+1)2™Md(z) =d (Im+2) — 2™ (z).

La derniére ligne se déduit de (2.1.8.1), et on en déduit le lemme. O

Lemme 2.1.10. Soit R un anneau commutatif. S1 S = @Sn est une R-dga anti-

neN
commutative, x € Sy et m,m’ € N, alors on a l’égalité dans Sy :

(m + 'm’) x™d (mm,> =m'd (mmJ“m/) :
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Démonstration. En utilisant deux fois de suite le lemme 2.1.9, lorsque m’ est non nul on
a m'd (xm+m’) = m’(m+m’)xm+m’_1d(f€) = (m _|_m/) ™md (l‘m,>, ot lorsque m' = 0 le

résultat est évident.

(2.1.11) Soient R un anneau commutatif, S une R-algébre commutative. Un exemple
important de S-algebre graduée alternée est Qg/p = Ag (Qg/ﬁ,) (voir [34, 3.2.4.] pour la

différentielle et sa fonctorialité). Cela nous fournit un foncteur :

CRing\® — R-DG,
Qu/p: S As (2h)
o= (AsoQr)(4)

Nous avons de méme un foncteur d’oubli :
R-DG, — CRing\F
For: @ Sn = S0

neN
¢ ¢’SO

Proposition 2.1.12. Avec les notations de (2.1.11), le foncteur /g est adjoint a
gauche o For, ¢’est-a-dire que pour tout R-algébre commutative S et toute R-algébre alternée
T on vérifie :

HomCRing\R (S, T()) = HomR-DGa (QS/R, T) .

Démonstration. Soit S une R-algébre commutative et T une R-algébre alternée. Pour tout
morphisme ¢: .S — Ty de R-algébres, on peut voir T' comme une S-algébre alternée que
nous noterons 7%. On remarque que la donnée d’'un morphisme de R-algébres graduées
i Qg/p — T est équivalente & la donnée d’un morphisme de R-algébres ¢: S — Tp et d’un
morphisme de S-algebres graduées 0g/p — T%¥. On déduit de (2.1.5.1) que cette donnée
est équivalente a celle d’'un morphisme de R-algébres ¢: S — T et d’un morphisme de
S-modules ¢: Q}9/R — TY. Si Pon suppose de plus que ¢ est un morphisme de R-dgas,
alors ¢ doit commuter avec d ce qui le détermine uniquement par propriété universelle de
Q}S‘/R et car d o ¢ est une R-dérivation. O

(2.1.13) Si R est un anneau commutatif, on remarque que quotienter modulo p nous
fournit un foncteur R-DG, — R-DG,.

(2.1.14) Soient R un anneau commutatif, S une R-algébre commutative. On définit la
S-algébre graduée alternée :

Vgir = Qs/r/ ﬂ p"Qg/R-
neN
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Cette S-algébre est un objet initial pour la catégorie des S-algébres graduées alternées
séparées pour la topologie p-adique d’aprés [41, Theorem 4.2.]. De plus, d’aprés la propo-
sition 2.1.12 on dispose d’une bijection canonique pour toute toute R-algébre alternée T
séparée pour la topologie p-adique :

Hom g, \r (S, To) = Homppe, (Qfge/pR, T) : (2.1.14.1)

Définition 2.1.15. Soit K un anneau commutatif et R une K-algébre commutative mu-
nie d'un PD-idéal (I, (yn),cy)- On appelle (R, I, (7n),cn) /K-algébre PD-différentielle
alternée ((R,I, (n),en) /K-PD-dga) toute K-dga S = @ Sy, telle qu’il existe un mor-

neN
phisme d’anneaux R — Sy tel que la composition R — Sy — S7 soit une (R, 1, ('Yn)neN) /K-
PD-dérivation.

On définit alors (R, I, (Yn),en) /K-DG, comme étant la sous-catégorie pleine de K-DG,

dont les objets sont les (R, I, (Vy),cy) /K-PD-dgas.

(2.1.16) Considérons le carré commutatif suivant dans CRing :

R, R

[

K — K’

Supposons également que R et R’ possédent respectivement des PD-idéaux (I , (yn)neN)
et (I’, ('Y;JneN) tels que ¢ soit un PD-morphisme. D’aprés la proposition 1.3.10, on obtient
alors par restriction des scalaires un foncteur fidéle :

(R, I, (V) pen) /EK-DGa = (R, I, (Yn)en) /K-DGa.

2.2 Définition du complexe de De Rham-Witt

11 existe plusieurs constructions du complexe de de Rham-Witt, d’abord introduit par
Nlusie [28] sur F,. Nous allons donner ici la construction de Langer-Zink [33| qui est re-
lative. Les preuves données dans cette section proviennent toutes de ces articles. D’autres
constructions existent également, comme [27]. On s’est également inspiré de notations de
[29].

(2.2.1) Dans cette section, on fixe K — R un morphisme de Z,)-algébres commuta-
tives. Pour tout n € N, on munit W,,(R) de la PD-structure vg,, sur l'idéal V (W, (R)) de
la proposition 1.3.7.

Définition 2.2.2. Un R/K-FV-procomplexe est la donnée d’un systéme projectif
{Py}nen de (Wir(R),V(W,(R)),Yrn) /Wn(K)-PD-dgas (suivant les restrictions des sca-
laires explicitées en (2.1.16)), muni pour tout n € N* de deux morphismes de groupes
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abéliens gradués F': P,y — P, et V: P, — P, vérifiant les conditions énumérées ci-
dessous :

1. Soit n € N*. Notons P, p) la W41 (R)-algebre graduée obtenue par restriction des
scalaires suivant F': W,41(R) — W, (R) (déduit de F': W(R) — W (R)). Alors F
induit un morphisme de W, 1(R)-algebres graduées P11 — Py, (7).

2. Les morphismes structurels W, (R) — (P,), commutent avec F' et V (définis ci-
dessus pour (P,), et en (1.1.9) et (1.1.6) pour W, (R)).

3. Les égalités ci-dessous sont vérifiées :

Vn € N*, Va € P,, F(V(a)) =pa, (2.2.2.1)

Vn € N*, Va € P,, F(d(V(a))) = d(a), (2.2.2.2)

Vn € N*, Vr € R, F(d([r]lp,)) = [""Y1p,d([r]1p,), (2.2.2.3)
Vn e N*, Va € P, Vb€ Ppy1, V(aF (b)) =V(a)b. (2.2.2.4)

Un morphisme {P,}nens — {P),}nen+ de R/K-FV-procomplexes est la donnée pour
tout n € N* d’un morphisme de (W,,(R),V(Wy,(R)),Yrn)/Wn(K)-PD-dgas P, — P}
commutant avec F', V et les morphismes de transition associés aux systémes projectifs de
(Wn(R), V(Wn(R)), Yrn) /Wn(K)-PD-dgas.

Des relations de la définition l'on peut déduire d’autres relations importantes sur les
R/K-FV-procomplexes :

Proposition 2.2.3. Soit {P,},en+ un R/K-FV-procompleze. Alors pour tout n € N*
on vérifie :

Vm € N, ¥(a:)icom € (Pn)™, (aOHd (a;) ) =V(ao) [[d(V(ai)), (223.1)
=1

Va € Py, V(d(a)) = pd(V(a)), (2.2.3.2)

¥Ym €N, Ya € Py, d(F™(a)) = p™ F™(d(a)), (2.2.3.3)

Vn € N*, Vm e N, Vr € R, F™(d([r]1p,)) = [r"" 1p,d([r]1p,). (2.2.3.4)

Démonstration. Soient m € N et (ai)icjom] € (Pn)™. Alors d’aprés (2.2.2.2) on a la rela-

tion :
1% (aond(ai)> =V <a0HF(d(V(ai)))> .

On trouve alors (2.2.3.1) grace a (2.2.2.
lier pour tout a € P, que V(d(a)) =V (1)d
Or d’aprés (2.2.24) ona V(1)V(a) = V(F
déduit que V(1)V(a) = pV(a) puis (2.2.3.

4) par récurrence sur m. On en déduit en particu-
(V(a)) =d(V(1)V(a)) car d est W(K)-linéaire.
(V(a))), et par linéarité de V et (2.2.2.1) on en
2) par linéarité de d.
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L’égalité (2.2.3.3) se déduit de (2.2.2.2), on a en effet d(F(a)) = F(d(V(F(a)))). 1l
découle ensuite de (2.2.2.4) que F(d(V(F(a)))) = F(d(V(1)a)). Or d(V(1)a) = V(1)d(a),
d'ou d(F(a)) = F(V(1))F(d(a)) = pF(d(a)). On conclut alors par récurrence sur m.

Enfin, (2.2.3.4) se déduit par récurrence sur m a partir de (2.2.2.3) car on remarque que
F (7" g, d(r]ip,)) = "7 7P)1p, P 1p,d([r]1p,). 0

Proposition 2.2.4. Supposons que R est de caractéristique p et soit { P, }nen+ un R/ K-
FV-procompleze. Alors pour tout n € N* {1} on a :

Va € P,, V(F(a)) = F(V(a)) = pa.

Démonstration. D’apres (2.2.2.1) il suffit de démontrer I’égalité V(F'(a)) = pa, or d’aprés
(2.2.24) on a V(F(a)) = V(1)a, et on conclut car V(1) = p dans W(R) car R est de
caractéristique p. O

Nous allons énoncer des propriétés importantes du complexe de de Rham-Witt sans les
démontrer ; le lecteur intéressé pourra consulter [33] pour plus de détails.

Théoréme 2.2.5. La catégorie des R/K-FV-procomplezes posséde un élément initial
que U'on note {W,Qg /K fnens-
On dispose de plus d’un isomorphisme de R-dgas Qg = WiQg k.

Démonstration. 1l s’agit de [33, Proposition 1.6.] et de sa preuve. O

Proposition 2.2.6. Soit S une R-algébre commutative étale. Si R n'est pas de ca-
ractéristique 0, alors pour tout entier naturel n € N*, nous avons un isomorphisme de

(Wi (), V(Wn(S)),vs,n) /Wa(K)-PD-dgas :
Wn(S) @w, (r) Wanllr/k = WnQg/ k-
Démonstration. Voir [33, Proposition 1.7]. O

(2.2.7) Soit f: X — Y un morphisme de Z,-schémas avec p localement nilpotent
dans Y. On sait d’apres la proposition 1.3.8 que pour toute Z,)-algebre commutative R
et tout n € N* les espaces topologiques Spec(W,,(R)) coincident si p est nilpotent dans
R. La proposition 2.2.6 (appliquée aux localisations) implique alors qu’il existe un unique
faisceau quasi-cohérent W,y y de W, (Ox)-algébres sur X tel que pour tout ouverts
affines Spec(K) C Y et U = Spec(R) C X tel que U soit envoyé sur Spec(K) par f
on ait I'(U, W,Qx/y) = WypSlp k. Les morphismes de transition Wy 11Qr/x — WnQg/k
s'¢tendent alors en un morphisme W, 11Qx,y — W,Qx/y de Wyi1(Ox)-algébres. On
définit alors :

WQxy = Jim WnQx/y
neN*

Il s’agit d’un faisceau de W (K)-dgas sur X. On remarque que le passage a la limite
est compatible avec les morphismes F' et V. De plus, on a Wﬂg(/y = W (Ox) en tant que
faisceaux d’anneaux sur X.
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Proposition 2.2.8. 51 K est de caractéristique p, alors l'anneau WQg i est séparé
pour la topologie p-adique.

Démonstration. Cet anneau est séparé pour la topologie p-adique si et seulement si on a

I’égalité ﬂ p"WQpg/k ={0}. Soit (..., 73, 72,71) € H WinSlg i tel que ¢y, (Tp1) = op
neN neN*
quel que soit n € N* ou ¢, désigne le n-itme morphisme de transition du R/K-FV-

procomplexe universel. On a pxr = (...,pxs,pre,0), et il en découle par récurrence sur
m € N* que p"x = (..., p"Tm+2, P Tm+1,0,...,0) (ot les m derniers termes sont nuls),
ce qui conclut la preuve. O

Définition 2.2.9. Pour tout m € N* on définit 1’'idéal :
Fil™ WQg/k = Ker (WQg/x = WinQg/Kk) -

La filtration (Film WQR/K)meN* d’idéaux bilateres de W g, est appelée filtration
canonique. La topologie associée, qui est séparée et compléte, est appelée topologie ca-
nonique.

Proposition 2.2.10. Supposons que K n’est pas de caractéristique 0 et que R est lisse
sur K. On vérifie pour tout m € N* que :

Fil" WQp x = V™ (WQg/k) +d (V" (WQg/Kk)) -

Démonstration. Voir [33, Proposition 2.19], ou historiquement |28, I. Proposition 3.2.]. O

2.3 Structure de W(K)-module du complexe de De Rham-
Witt

La définition du complexe de De Rham-Witt que nous avons vu est trés abstraite. Nous
allons ici des notations qui seront utiles & son étude, ainsi que des résultats d’Illusie dans
[28] et de Langer et Zink dans [33] qui seront pour la plupart énoncés sans démonstration.

L’énoncé le plus important de cette section est le théoréme 2.3.15, qui explicite la struc-
ture du complexe de De Rham-Witt sur une algébre de polynémes, et qui donne une unique
écriture sous forme de série pour chacun de ces éléments. C’est en outre grace a ce théo-
réme, d’abord prouvé par Illusie puis généralisé par Langer et Zink, que l'on peut définir
une notion de surconvergence sur le complexe de De Rham-Witt. De plus, cet énoncé servira
de motivation au chapitre suivant : on aimerait en effet pouvoir expliciter la structure du
complexe de De Rham-Witt surconvergent dans d’autres situations que celles d’un anneau
polynomial.

Pour toutes ces raisons, les notations introduites dans cette section vont jouer un réle
central dans le reste de ce travail.
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(2.3.1) Dans toute cette section, on suppose que K est une Z,-algébre commutative

qui n’est pas de caractéristique 0, et on fixe n € N. On notera K[X] = K[Xl, ooy Xnl-
Pour tout J C [1,n] et toute fonction k: J — N, on notera X" = H X;"
JE€J

Définition 2.3.2. Une fonction poids est une application k: [1,n] — N [ﬂ ) ses

valeurs pour tout ¢ € [1,n] seront notées k;. On note Py ’ensemble des fonctions poids. On

note : .
i=1

Son support est 'ensemble :
Supp(k) = {i € [1,n] | ki # 0}

De plus, pour toute fonction poids k et tout sous-ensemble J C [1,n], on note k|; la
fonction poids définie pour tout i € [1,n] par :

Kl (i) :{ k; si 4 e J,

0 sinon.

Le lecteur prendra bien garde a ne pas la confondre cette définition avec la restriction
au sens classique du terme : la fonction poids k|; est définie sur [1,7n] et non sur J.

(2.3.3) Pour toute fonction poids k et tout réels positifs a,b € R on note a < k < b
pour dire que k est & valeurs dans l'intervalle [a, b[. On notera P|j I’ensemble des fonctions
poids k telles que 0 < k < 1

(2.3.4) A chaque fonction poids k, on fixe pour le restant de ce travail 'ordre total <
sur Supp(k) (noté =< lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible, et <j ou < lorsque I'on
considérera 'ordre total strict associé) qui veérifie :

< vp(kir)

- e/ - -/ Vp(k) ]{f
Vi, i € Supp(k), i Xp i < { volke)) = (i <i).

(vp(ki)

On fixe une fonction poids k. Pour tout m € N* on remarque que Supp(k) = Supp(mk)
et que <x==nk. On observe également que pour tout sous-ensemble J C Supp(k) et tout
i, € Jonai =k, i’ si et seulement si ¢ < 7.

Pour chaque fonction poids k non-nulle, on notera min(k) € Supp(k) l'unique élément
tel que pour tout i € Supp(k) on ait min(k) < i.

Définition 2.3.5. Une partition d'une fonction poids k de taille m € N est un sous-
ensemble de Supp(k) de cardinal m.
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Dans ce travail, lorsque ’on écrira que I := {ij}je[[l,m]] est une partition d'une fonction
poids k, cela signifie que I est de taille m et que ses éléments vérifient 7; < i pour tout
couple j < j' de [1,m].

On notera P I'ensemble des couples (k, I) avec k une fonction poids et I une partition
de k.

convention ig < i et i < i,,4+1 pour tout ¢ € Supp(k), on peut définir m + 1 sous-ensembles
disjoints de Supp(k) pour tout [ € [0, m] :

est une partition d’une fonction poids k, et si 'on adopte la

Iy = {i € Supp(k) | iy 2@ < irqa}

(2.3.7) Si m = 0, on remarque qu’il n'y a qu’une fonction poids ) — N [%}, et une

seule partition de cette fonction poids, qui sera de taille 0.

(2.3.8) On remarque que la donnée d’'une partition d’une fonction poids k de taille
m € N équivaut a la donnée d’une partition en m -+ 1 sous-ensembles {Il}le[[o,m]] de Supp(k)
tels que I; # () pour tout [ € [1,m], et que pour tout couple I,1" € [0,m] tel que I <’ on
ait pour tout = € I; et tout 2’ € Iy la relation = < 2’. L’équivalence est explicitée (2.3.6)
et nous utiliserons les deux approches dans la suite de ce travail.

(2.3.9) On note u(k) le plus petit entier naturel u tel que p“k; € N pour tout ¢ € [1,m].
On notera également vy (k) = min{v,(k;) | i € [1,n]}. On a donc :

u(k) = max{0, —vp(k)}.
De toute évidence, u(k) = 0 si et seulement si k est & valeurs entiéres.
(2.3.10) Pour toute fonction poids k on pose :

Jl) = v (| x"O8] ) e w(K([X)).

Et on définit ’élément de WQ%([ X|/K ci-dessous si k n’est pas la fonction nulle :

g(k) = Fu®) Vo) (d ( f (p’“““)’”?"“) k) )) .

Remarquons alors la formule suivante, qui découle de (2.2.3.3) :
d(f(k)) = p W Tr®g(k). (2.3.10.1)

Enfin, on définit des éléments e(k, I) € WQTIV{L[X}/K pour toute fonction poids k et toute
partition I de k de taille m : o

m

e(k, 1) = f(klr) x [T 9(kln)-

=1
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(2.3.11) On remarque que :

e(k,0) = f(k) = Vu® ([gp““)ﬂ) .

De plus, si k est une fonction a valeurs entiéres, on a :

flk) = [x*4]
1= o (3 1)

Et si k n’est pas a valeurs entiéres, c’est-a-dire si u(k) # 0, on a :

w u(k)
g(k) = d(f(k)) = d (V'@ (| x7F])).
Rappelons 'action de d, de F' et de V sur ces éléments :
Proposition 2.3.12. Soient k une fonction poids et I une partition de k. Alors :
0 s1 Io = @,
d(e(k,I)) =< e(k,IU{min(k)}) si Io #0 et vp(k) <O,
p*®e(k, T U {min(k)}) silo#0 et vp(k) > 0.

Démonstration. Voir |33, Proposition 2.6].

Proposition 2.3.13. Soient k une fonction poids et I une partition de k. Alors :

[ pe(pk,I) sivp(k)<O0etly#0,
Fle(k, 1)) = { e (pk,I) smofz. ’

Démonstration. Voir [33, Proposition 2.5|.

Proposition 2.3.14. Soient k une fonction poids et I une partition de k. Alors :

V(1)e (;,1) si vp(k) > 0,
Vie(k,I)) =4 pe (];,I> si vp(k) <0 et Iy =0,

e(ﬁ,]) si vp(k) <0 et Iy # 0.

Démonstration. Voir |33, Proposition 2.5].
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Théoréme 2.3.15. Supposons que K est un anneau parfait de caractéristique p. On peut

alors associer a chaque élément v € W Qi x)/x une unique fonction n: (k ;; : };V(IQ
- ; K, I
telle que :
r= Y ek (2.3.15.1)

(k,1)EP

De plus, une série de cette forme converge dans Wl x) i st et seulement st pour tout
m €N on a V¥®) (g, 1) € V(W (K)) sauf pour un nombre fini de couples (k,I) € P (en
d’autres termes, la série converge pour la topologie canonique).

Pour tout m € N, les éléments de WQ%[K]/K sont les séries de la forme (2.3.15.1) sur

les (k,I) € P tels que #I = m.

Définition 2.3.16. Soit x = Z N1 e(k,I) comme au théoréme 2.3.15. Si tous les
(k,1)eP
k de la série sont & valeurs entiéres, alors x est dit entier, et on note WQ}I(lt[ X/ K I’ensemble
des * € Wk x]/i entiers.
De méme si tous les k veérifient u(k) # 0, on dit que x est fractionnaire, et ’on note

WQ?(B&}/K Iensemble des z € WQk(x)/i fractionnaires; si de plus les (k,I) de la série

vérifient min(k) ¢ I on dira que z est fractionnaire pur, et on note WQ?[’X] /i I'ensemble
des fractionnaires purs. On conserve ces définitions et notations dans le cadre surconvergent.

(2.3.17) En vertu de la proposition 2.3.12, on vérifie que les W (K )-modules WQ;’;‘J[&/K
et WQ?{TC&/K sont stables par d. En outre, pour tout m € N on a une décomposition en
somme directe de W (K )-modules :

fracom frp,m frp,m—1
WO = WD i +d (WORE)

la convergence de I'ensemble dérivé étant conséquence immédiate de la proposition 2.3.12.
Pour ces raisons, on remarque également que 'application d: WQE?E;T;; — WQ?{T}?} X
est injective. Nous avons donc une décomposition en W (K )-modules gradués :

in fr fr
WQkxyx = Wkl ® Wy @ d (WQK@/Q :

(2.3.18) Pour tout x € WQK[&/K, on notera iy sa projection dans WQif?t[X]/K’ Zfrac

sa projection dans WQ%‘[CK]/K, *|pp sa projection dans WQ?E&]/K et |q(mp) S2 Projection

dans d (WO c)-

Nous verrons que cette décomposition posséde de nombreux avantages pratiques. Le but
principal du chapitre suivant sera d’obtenir une décomposition similaire dans un cadre plus
général.
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Proposition 2.3.19. Supposons que K est un anneau parfait de caractéristique p. Soit
R est une K-algébre commulative lisse. Alors WQpg i n’a pas de p-torsion.

Démonstration. Cette démonstration est calquée sur la preuve de [28, I. Proposition 3.4.].
Soient m € N* et x € Fil” WQpg/ k. D’aprés la proposition 2.2.10 il existe y,z € WQpg/k
vérifiant © = V™(y) + d(V™(2)). On en déduit que pr € Fil™*! WQpg/k car l'on a
pr = V™(py) + d(V™(pz)) = VY F(y)) + d(V™T(F(z))) d’aprés la proposition 2.2.4.
On en déduit donc que la multiplication par p dans W{Qg, induit un unique morphisme
de Wi1(R)-modules Pry: WinQr/xk — Wini1Qr k- La proposition est vérifiée si Pg
est injective pour tout m € N*| et cette question est locale sur Spec(R), donc on peut sup-
poser que R est étale sur K[X,...,X,] pour un certain n € N. De plus, les morphismes
(PR,m)men+ sont uniquement déterminés par le fait que pour tout m € N*, si I'on note
Wy Wint1Qpr/ k. — WinSlg i la projection canonique, le morphisme Il o Pg, soit la
multiplication par p dans W;,,Qg i, et que le diagramme ci-dessous soit commutatif :

PR,m+1

Win+1Qg) K Wint2QR ) K

lnm lH’erl

P m
WmQR/K % Wm—l-lQR/K

D’aprés la proposition 2.2.6 la proposition est alors démontrée si pour tout m € N* le
morphisme Pr(x)m: WinQkx)/k = Wm+1Qk[x)/k est injectif. En effet, on remarque que
les morphismes (Pg(x),m ®@w,, ,(r) Wm+1(R))men vérifient la caractérisation ci-dessous.
Enfin, l'injectivité des morphismes (Pg(x)m)men+ est une conséquence immédiate du fait
que Ker (WQg(x)/x = WinQrix)/x) = V™ (WQk(x)/r) +d (V™ (WQk(x)/)) ainsi que
du théoréme 2.3.15. O

2.4 Définition du complexe de De Rham-Witt surconvergent

Nous allons & présent introduire le complexe de De Rham-Witt surconvergent. Aucune
preuve ne sera donnée ici, nous invitons donc le lecteur rigoureux & consulter [16] pour une
introduction compléte.

Rappelons juste que des théorémes de comparaisons avec la cohomologie de Monsky-
Washnitzer et la cohomologie rigide ont été démontrés, puis étendus aux coefficients. Ces
théorémes sont la motivation principale de cette thése : on aimerait pouvoir donner une
interprétation des coefficients de la cohomologie rigide pour celle de De Rham-Witt surcon-
vergente.

Aucun rappel de cohomologie rigide ni de géométrie rigide ne sera effectué dans cet
ouvrage. Nous invitons donc plutot a se référer a [5], [9] ou [36].

37



(2.4.1) Dans toute cette section, on reprend les notations de la section 2.3, et on suppose
de plus que K est un anneau commutatif parfait intégre de caractéristique p, et on pose R
une K-algébre commutative lisse. On fixe n € N, et on note K[X] = K[X,...,X,].

(2.4.2) Pour € > 0 on définit 'application :

Yer D merelk D)= inf {vy () +ulk) —elk]} -
(k,1)eP (k.D)eP

Il est alors défini dans [16] :
Wi/ = {w € Wkxyx | 32 > 0,76 (w) # —oo} .

Soit K[X] — R un morphisme surjectif de K-algébres. On dispose par fonctorialité un
morphisme de W (K)-dgas ¢: WQgx)/k — Wg/k et on définit WTQR/K comme l'image
par ¢ de WTQ K[x]/K- D’apres [16], celle-ci ne dépend pas du morphisme surjectif choisi ce
qui justifie la notation. On déduit immeédiatement de la proposition 2.3.12 que :

Vo € WQgkx)/k, Ve(d(®)) = 7e(2). (2.4.2.1)
De plus, les hypothéses sur K impliquent que vy = v, dans W(K), on en déduit que :

Vo € WQgkix)/k, Ye(pr) = 7e(7) + 1, (2.4.2.2)
Vi,y € WQK[X]/K? ’76(1' + y) Z min {75($)77€(y)} :

De plus, d’apreés [16, p. 5] on a :

2(@) £ () (2.4.2.3)

Vo,y € Wkxyk, v5(2y) 2 5

Enfin, pour tout m € N* on notera :

Définition 2.4.3. Les éléments w € W g i tels que z € WTQR/K sont dits surcon-
vergents.

(2.4.4) Lorsqu’il n’y aura pas de confusion possible sur I’anneau de base K, on notera
WTH(R) = WTQOR/K. Il s’agit d'une W (K)-algébre, et si K est un corps alors WT(R) est
faiblement compléte d’aprés [17, Proposition 2.28.]. On a WT(K) = W(K), et WTQR/K est

une W1(K)-dga alternée.
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(2.4.5) Les anneaux WiQp /K ne sont en général pas p-adiquement complets, en re-

vanche si 'on considére une suite () men € WTQK[K]/KN telle qu'il existee > 0et C € R
vérifiant pour tout m € N que v-(z,,) > C —m, alors il découle de la définition de . et de

(2.4.2.2) que e Z Py | > C.
meN

(2.4.6) Si K est un corps, et X — Spec(K) est une variété lisse, il est vérifié dans |16,
1.] que la regle qui associe a chaque ouvert affine U = Spec(R) la W (K)-dga WTQR/K
s’é¢tend en un unique faisceau de W (K)-dgas sur X noté WTQX/K.

2.5 Vecteurs de Witt surconvergents

Les vecteurs de Witt surconvergents correspondent au degré zéro du complexe de De
Rham Witt surconvergent, comme on l'a défini en (2.4.4). Ces anneaux furent étudiés en
détail dans [17]. Ici, nous nous contenterons d’introduire quelques pseudo-valuations qui
joueront un roéle important dans les chapitres suivants, et on propose une légére généralisa-
tion de [17, Corollary 2.46.] en suivant une argumentation similaire.

(2.5.1) Dans toute cette section, on fixe K un anneau commutatif parfait intégre de
caractéristique p, et on pose R une K-algébre commutative lisse. On considérera également
1¥: R — S un morphisme de K-algébres commutatives fini étale tel que S soit libre en tant
que R-module. On fixe n € N, et on note K[ X] := K[Xq,...,X,].

(2.5.2) Soit ¢: K[X] — R un morphisme surjectif de K-algébres. Soient a = (a;)ic[1,n]

n
et b = (bi)icpi,n] € 10, +oo[". Pour tout P = Z chXiji € K[X], ou les ¢; € K pour
jENT =1
tout 5 € N, on note :

va(P) = min {—Zazji |j €N, ¢; # 0} ,
=1

avec la convention v,(0) = +oc.
Posons également :

. R = RU{—FOO,_OO}
“ r s sup{ua(P) | P e (1))

bi . bi .
On pose m(a,b) := min {a~ | i€ [[l,n]]} et M(a,b) = max {a~ | i€ [[l,n]]} deux réels

strictement positifs. On vérifie immédiatement que :

VP € K[X], m(a,b)vyq(P) = vyp(P) = M(a,b)vyq(P). (2.5.2.1)
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De plus, pour tout € > 0 on note :

W(R) - RU{+o0, —c0}

Texpar (w;)ien —  inf{i +ep vy q(w;) | i € N}

D’aprés [17], vy, 4 est une pseudo-valuation sur R, et 7, o est une pseudo-valuation sur
W (R) telle que pour tout w € W(R) on ait :

weEWHR) <= F>0, IC ER, v pa(w) > C. (2.5.2.2)

Il y a un lien avec I'application 7. précédemment définie. D’apres [17, Proposition 2.18.]
nous avons :

Vw € W(K[X]), 7e(w) = Ve 1d g, (1,0..,1) (W) (2.5.2.3)

De plus, v, est une valuation sur K[X], et 7z 1dy 0 €St une valuation sur W (K[X]).
D’aprés (1.1.10.2), on a :

Vw € W(K[X]), Ve ldgpxa(PW) = Veldgxpa(w) + 1. (2.5.2.4)
Il découle de (2.5.2.1) et des définitions que :
Vw € W(R), Ym(ap)ep.a(W) = Ve b (W) = Yai(a,p)e,p,0(W)- (2.5.2.5)
Lemme 2.5.3. Soit (5i>ieﬂ1,m]] une base de S en tant que R-module pour un certain
m € N. Soient n € N et ¢: K|X1,...,Xp, Y1,..., Y] — S un morphisme surjectif de K-

algebres tel que p(Y;) = s; pour tout ¢ € [1,m] et que p(K[X]) = R C S. Posons aussi
a; =1 pour i € [1,n]. Alors pour N € R assez grand, dépendant du choiz de la base et de

m
@, st a; == N pour i € [m+ 1,n+ m], il existe C < 0 tel que pour tout s = ZriSi; avec
=1
- /. .
r; € R pour tout i € [1,m], et pour v' := Vel ki) enreping’ " ait :
min {v'(r;) — ani | i € [1,m]} > vsa(s) + C.
m
Démonstration. Pour tout ¢,j € [1,m], choisissons un antécédent e; ; € @ K[X]Y; de s;s;
=1

par ¢, et posons d € N le plus grand degré des polynémes obtenus. Posons aussi a; = 1
pour i € [1,n] et a; := N pour i € [m + 1,n + m] et un certain N €]d — 1, +oo[. Nous
avons donc :

Vi, j € [1,m], va(eij) > —N —d+1.
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m
Pour tout ¢ € [1,m], posons r; € R. On note s = Z r;$;. Remarquons que :
i=1

min {v’(ri) —anyi | i € [[1,m]]}
= min {0, o,y () = @i | € L]

= min {sup{va(P) | P € ¢~ ({ri}) N K[X]} — anys | € [L,m]}
= min {sup{ve(P) | P € ¢~ ({ris;}) N K[X]Y;} | i € [1,m]}

— sup {vaw) |Pee'({shn @mxm} |
=1

Soit P € K[X1,...,Xn,Y1,...,Yy] un antécédent de s par . Démontrons tout d’abord

que l'on peut trouver un autre antécédent Q € K[X] @ @K 1Y: de s par ¢ tel que

v4(Q) = va(P). Procédons par récurrence sur degy (P). Si P € K[X]|® @K Y;, il ny

a rien & démontrer. Sinon, pour chaque mondéme M de P tel qu’il ex1ste 1 j € [1,m] pour
lesquels Y;Y; | M, on remplace l'occurrence de Y;Y; par e;; (on ne fera qu’au plus une
substitution par monome). Le nouveau polynéme R alors obtenu vérifiera alors p(R) = s et
va(R) = v4(P) puisque v, est une valuation et que v, (Y;Y;) = —2N < —N—d+1 < v,(e;5) ;
de plus on aura degy (R) < degy (P), ce qui conclut la récurrence.

Demontrons ensuite qu'il existe C' < 0 tel que pour tout P € K[X], il existe un polynome

Qe @K[X]YZ tel que v, (Q) = va(P) + C et p(P) = ¢(Q). Prenons un antécédent U de

m

1 par ¢ contenu dans @K[&]YZ, et notons C' = v,(U) < 0. Alors, ) := PU convient. Le
i=1

lemme en découle ensuite. O

Lemme 2.5.4. Placons nous dans les conditions du lemme 2.5.8. Soit | € N. D’apreés
le lemme 1.1.16, (sipn est une base de S en tant que R-module. Il existe alors deuz

) 1€[0,m]

constantes C, D < 0 telles que pour tout s = Zri,lsipl € S, oules ry; € R pour chaque
=0
i€ [0,m], on a v (ri;) = va(s) +C +p'D.
Démonstration. Considérons U = (u;;); je[o,m] € Matm1(R) 'unique matrice qui vérifie
50 so
=U| : |.Silon note Ul e Mat,,(R) la matrice obtenue en élevant chaque

Sm Sm
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1

S0 -1 so?
. < . P . k .
coefficient de U a la puissance p', on vérifie alors : = <H Ul }> : . On en
s k=0 D

Sm

T0,l -1 T (70,0
déduit que = (H U[pk]) :|. Notons d = min{v'(u;;) | 4,7 € [0,m]}.
T'm,l k=0 T'm,[0]
p -1
— p—1
En utilisant le lemme 2.5.3 et le fait que d < 0, on peut trouver C < 0 tel que l'on ait

d
V' (rig) = va(s) +C —I-plﬁ. O

-1
Pour tout ¢ € [0,m], on en déduit que v'(r;;) > v'(r;) + Zpkd = v'(ry) +d
k=0

Lemme 2.5.5. Placons nous dans le cadre défini au lemme 2.5.4. Alors pour tout | € N

et tout w € W(S) tels qu’il existe (1(i))icpim) € W(R)™ vérifiant w = Z VE(r(i))[si], si
1=1

E =min{v,4(s;) | i € [1,m]} et e > 0 vérifient e(C+ D+ E) > -1, on a :

Vesp,a (Z V! ([r(i)o)) [Si]) 2 Veip.a(W).
i=1

!
Démonstration. On a | + eplvya(w) = Yepa(w), dott vpq(w)) = %('7675041(“’) —1).
m
Puisque d’apreés (1.1.9) on a w; = Z r(i)osipl, on déduit du lemme 2.5.4 et des précédentes
i=1

(Ye,pa(w) =l +¢e(C+ D)). D’apres [11, IX. §1 N°3|, si I'on

pl

relations que vy, o(7(2)0) = —
€

m
note x = ZVZ ([r(@)o]) [si], alors pour tout k& € N on peut écrire z;1; comme un poly-
i=1

A N . N . . 4 -, . 4 .
nome homogeéne de degré p* & coefficients dans Z en les indéterminées r(i)gs;” . Puisque Vy,a

k-+
? (Yeypa(w) =l +e(C+ D+ E)).

Il en découle que k + 1 +ep " vy, o (15k) = Yepa(w) + k+e(C + D+ E). On en déduit
pour k > 0 par définition de € que k+1+ ep_k_lv%a(xprk) > Ye,p,a(w). De plus, pour tout

k' € [0,1] on a z = wy, ce qui implique que Ve o o(T) = Ve p,a(Ww). O

est une pseudo-valuation, on obtient que vy o(2145) =

Proposition 2.5.6. Soit (Si)ie[[lm]] une base de S en tant que R-module pour un certain
m € N. Alors le WT(R)-module WT(S) est fini et libre, et ([8i])ieqi,my est une WT(R)-base
de W1(S).
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Plus précisément, si l’on se place dans le contexte du lemme 2.5.3, il existe § > 0 tel
m

que pour tout £ €]0,0] et tout w = Zr(z)[sz] e WH(S), ou les r(i) € WT(R) pour tout
i=1
i € [1,m], on ait Ve gl x1.(05) ey (T(8) 2 Vespia(w) +€C.

Démonstration. Soit w € WT(S). D’aprés la proposition 1.1.17 il existe des uniques vec-
m

teurs de Witt (7(4))iepi,m) € W(R)™ tels que w = Zr(z)[sz] On peut trouver n € N
i=1
et ¢: K[X1,...,Xp,Y1,...,Y,] = S un morphisme surjectif de K-algébres pour lequel
©(Y;) = s; pour tout i € [1,m] et que p(K[X]) = R C S. Soit a € ]0,+oo["™™ véri-
fiant les conditions du lemme 2.5.3. On déduit alors par récurrence sur [ € N du lemme
m
2.5.5 quil existe € > 0 pour lequel V.4 <Z VE([r(i))]) [sz]> > Yepa(w) pour tout
=1
m Zl
! € N. En particulier, [ + sp_lv%a (Z r(z’)lsip) > Ye,pa(w). Donc pour tout i € [1,m]
i=1
l
on a vy (r(i)lsipl> > 2 (Ye,p,a(w) —1). On obtient ensuite en vertu du lemme 2.5.4 que
€
Vgl e ixpo(a3) jeqrng (T (E1) 2 v (Ye,p,a(w) — 1+ €C). De maniére équivalente on a également
) ,n £

I+ Epilv<ﬂ‘K[§]7(aj)je|Il,n]] (r(i)1) = Ve,p,a(w) +€C, ce qui nous permet d’avoir par définition
Ve,ol ke 1x1:(@5)jeqrn] (r(4)) = Ye,p,a(w) + €C ce qui conclut la preuve de la proposition d’aprés

(2.5.2.2). O
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Chapitre 3

Structure du complexe de De
Rham-Witt surconvergent

Aprés deux chapitres d’introduction, ce chapitre est le premier comportant des travaux
nouveaux. Il s’agit également de la partie la plus technique de cette thése. L’objectif prin-
cipal de ce chapitre est d’une part d’obtenir un théoréme de structure inspiré du théoréme
2.3.15 localement pour le complexe de De Rham-Witt surconvergent, et d’autre part de
pouvoir maitriser la surconvergence des produits.

Pour ce faire, on commence en section 3.1 par donner des formules explicites concernant
des multiplications élémentaires dans ce complexe. Celles-ci permettent de mieux com-
prendre dans quelles circonstances on peut maitriser la surconvergence lorsque ’on travaille
sur une algébre polynomiale. Les résultats obtenus dans ce cadre s’avérant suffisants pour
donner une interprétation de certains F-isocristaux pour la cohomologie de De Rham-Witt
surconvergente, le but des sections suivantes est alors de pouvoir obtenir des résultats si-
milaires localement sur une variété lisse sur un corps parfait de caractéristique positive.

La généralisation se fait en trois étapes : on cherche d’abord & comprendre la structure
de module modulo p du complexe sur une algébre polynomiale. Une fois ce travail réalisé, on
étudie la structure locale des vecteurs de Witt surconvergents. Ces deux premiéres analyses
réalisées, cela nous permet enfin d’obtenir le théoréme 3.4.23 qui donne la structure locale du
complexe. Tous les calculs ayant été explicités dans ce chapitre, ce théoréme s’accompagne
d’une description des situations pour lesquelles la surconvergence des produits peut étre
contrdlée, nous fournissant ainsi tous les outils nécessaires pour démontrer le théoréme
d’interprétation désiré.

3.1 Produits et surconvergence

Nous allons ici nous intéresser a la multiplication et la surconvergence dans le complexe
de De Rham-Witt. Commencons par nous placer sur une algébre polynomiale K[X] sur un
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anneau commutatif parfait intégre de caractéristique p. Rappelons dans ce cas un exemple
de Davis, Langer et Zink, qui avaient remarqué que pour le produit :
-1 (2.2.3.1) —1
V([XP7H])d(V([Xa])) =TV ([XaPT ] d (X))
(2.2.3.4)
= V(F (X))
V([P a(v (X)) = pd (X)),

on a :

o (V([x])) =1 -2

e (@d(V (X)) =1 ;

Ye (pd ([X1])) =1 —e.

Cela implique en particulier que ’on ne peut pas en général avoir I'inégalité de pseudo-
valuation v:(7y) 2 7e(z)+7:(y) si x,y € WQk(x)/ k- Cette remarque représente un obstacle
& la démonstration du théoréme au prochain chapitre.

Toutefois, puisque pour tout v € N on vérifie en employant les mémes méthodes que :

Ve (X)) d (Ve (X)) = ptd ([X1]) -

On remarque alors a priori que la valuation p-adique du produit semble controlée par la
la valuation pour la filtration canonique des facteurs. Un tel comportement fut déja observé
en [16, Corollary 0.16.], mais nécessite de modifier les applications . définies ici dans la
section 2.4 pour tout € > 0. Malheureusement, les applications alternatives proposées dans
loco citato ne semblent pas non plus répondre & notre problématique, la raison étant que
les applications proposées ne donnent pas d’information concernant la surconvergence.

Le but de cette section consiste donc tout d’abord & donner des formules aussi explicites
que possible concernant le produit de deux éléments e(k, I) et e(l, J), avec (k,I),(l,J) € P
comme définis en section 2.3. Les résultats les plus généraux répondant & ce besoin sont le
lemme 3.1.8 et la proposition 3.1.9, qui seront pour cette raison utilisés & maintes reprises
dans la suite de ce travail. Ces observations nous permettent de définir pertinemment des
pseudo-valuations (.: W Qg (x)/x — R U {+00, —oo} pour tout ¢ > 0. De plus, on peut
vérifier pour certaines situations que 'inégalité de pseudo-valuation est stricte. Ces résultats
suffisent & démontrer le théoréme principal de cette thése dans le cas d'un algébre de
polynomes, et sont résumés dans le tableau (3.1.24).

(3.1.1) Dans toute cette section, K désigne un anneau commutatif parfait integre de
caractéristique p. On fixe n € N, et K[X] = K[X1,...,X,]. Pour tout J C [1,n] et toute

fonction k: J — N, on notera X% := HXjk(j).
JjeJ
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Lemme 3.1.2. Soit R une K-algébre commutative. Soient x € R et m,m’' € N tels que
m+m' #0, et notons a = vy(m+m') et b:=p *(m+m'). On a alors dans WL

R/K *
(o) = (a ().

Démonstration. D’apres le lemme 2.1.10, on a (m + m') [x]™d ([a:]m/> =m'd ([:E]erm,),

or d ([w]erm,) =d (F“ ([az]b)) = p*F¢ (d ([m]b>) d’aprés (2.2.3.3), et il ne reste plus
qu’a conclure avec le théoréme 2.3.15 et le fait que W(K) est une Z,)-algebre intégre de
caractéristique 0 d’aprés le corollaire 1.1.11. O

(3.1.3) Dans les lemmes qui suivent, nous allons nous intéresser aux produits ci-dessous
définis pour chaque (k, ) € P tel que k soit a valeurs entiéres :

hk, )= [ X" [Joklyy)-

1€Supp(k)~T jerI

Remarquons par exemple que :
Bk, 0) = e(k,0) = [x*].

Le but de cette définition est le suivant : en ne considérant dans nos formules que des
fonctions poids de taille 1 dans la fonction g, les produits sont plus simples & calculer
comme ’on peut le voir dans la preuve de la proposition ci-dessous. Il ne restera ensuite
qu’a employer cette proposition afin de se ramener aux produits d’éléments de la forme
e(k,I) pour (k,I) € P avec k tout d’abord a valeurs entiéres, puis quelconque.

Proposition 3.1.4. Soient (k,I),(l,J) € P. On a :

mh(k+1,IUJ) siInJg =10

0 stnon.

Im € Zy), bk, Dh(l,J) = {

Démonstration. Tout d’abord, on vérifie :

hke, D, D)= [ X% [Loley)  TI X0° T] o () -

1€Supp(k)~TI el JE€Supp(l)~J j'ed

Puisque WQg x)/i est alternée, ce produit est nul si I NJ # (). Sinon, on en déduit :

Bk, D)h(l,J) = I1 X5 TT ™ g (Blgny) TT G0 9 () -

i€Supp(k+1)\(IUJ) el j'ed
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De plus, pour tout i’ € I nous avons :
" 2.2.3.4 1-p P ) Yy, “vo (Kl
Xl g () 2 Jervte g (1 .

3.1.2 p e ) gy

} p_vp(ki,—Hi/) (kz’ + lzl)g ((k T l)|{ll}) .

Par le méme argument, on vérifie pour tout 5/ € J que :
pi VP(”U/})ZJ-/
p_vp(kj/—‘rlj/) (k]/ —+ l]/)

(X1 g (Uly) = g ((k+Dlgn) -

O

Lemme 3.1.5. Soit (k,I) € P tel que k soit une fonction poids & valeurs entiéres.

Alors :
g(k) = Z prED=ve (R L5,
j€Supp(k)
De plus, si l’on note P 'ensemble des partitions de Supp(k) de taille #1, alors il existe
une fonction s: P — N telle que on a :

e(k, 1) =" s(J)h(k,J).

Jepr

Démonstration. Par définition g(k) = FVr(¥) (d ([K’f Vp(k)k} )>, on calcule alors :

e o[ )

(2.2.3.4) [X@_p— vm))ﬂ d ( [Xp— "p(k)k} )

(13.2.1) [X(l_p_vp(k))ﬂ Z H [Xj/p—vP(k)kj/:| d([ij*Vp(kmjD

j€Supp(k) \J’€Supp(k)~{j}

2234y~ [T [xs])re®(a((x )

j€Supp(k) \Jj'€Supp(k)~{s}

(2:2.3.3) 3 I [Xj,kj,} o) =vnl0) (i) <d(|:ij_VP(kj)kj:|>)

j€Supp(k) \j’€Supp(k)~{j}

— Z prr )= By {51,

j€Supp(k)

La seconde partie de I’énoncé découle alors de ce résultat et de la proposition 3.1.4. O
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Lemme 3.1.6. Soit (k,I) € P tel que k soit a valeurs entiéres. Notons P [’ensemble
des partitions de Supp(k) de taille #1. Alors il existe une fonction s: P — N telle que :

h(k, 1) =" s(J)e(k, J).

Jep
Démonstration. Notons m := #I. Si m = 0 on a évidemment h(k,I) = e(k,I). Supposons
donc que m # 0. Notons {i;}ic[1,m] = I, et pour tout j € Supp(k) posons a; = v,(k;) et

bj = p~%k;. Par définition, h(k,I) = H [X;]% HF“J' <d ([Xj]bj>>, ce qui nous permet
€SNI jel
d’écrire :

h(k; I) =h (k’Supp(k)\Imv I~ {Zm}) X H [Xz}kz % F%m (d ([sz]bzm>> ]
€I ~{im}

On vérifie de plus :

[T | o (a0 )

’ielm\{im}

(1.;9) F%m | d ([Xim]bim> H [Xi]p*aim k;
1€l ~{im}

@181 F%m | d ( H [Xi]p_aimki> B [Xz'm]bim d H [Xi]p_aim i
i€lm ie]m\{im}

2.3.10.1 a . v - V—a;

P g (k) = o (1,1 ) s pre (i ) =t (k] )

1.1.9 . C V—a S
( = ) g (k‘lm) _p P(k‘fm\{lm}) m [XZ"L]km g (k’Im\{’Lm}) .

Il vient alors :

h(k7 I) = h (k‘Supp(k’)\[mvj N {Zm}) X g (k‘['m)
_ pvP(klzm\{im})—amh (Kl tiyusupp(e)tons I~ {im}) % g (kl1,giny) -

Le lemme résulte alors d’une récurrence sur m = #I. En effet, si I'on suppose que
Pon peut écrire b (klsupp(k)~1,,> 1 ~ {im}) comme une combinaison linéaire d’éléments de
la forme e(k|supp(k)~1,,>J'), ot J' est une partition de Supp(k) \ I, de taille m — 1, alors
puisque e(k|supp(k)~im> /') X g (kl1,,) = e(k, J'U{in}) le lemme en découle pour le premier
terme de la soustraction ci-dessus, et on peut conclure pour le second terme avec le méme
raisonnement. O
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Lemme 3.1.7. Soient (k,I),(l,J) € P tels que k et | soient a valeurs entiéres. Si l'on
note P l'ensemble des partitions de Supp(k + 1) de taille #I + #J, alors il existe une
fonction s: P — Z telle que :

e(k,Ie(l,J) = > s(L)e(k+1,L).

LeP
#1
Démonstration. Par définition on a e(k,I) = [&MIO} HQ(ML) et une formule similaire
i=1
pour e(l,J). On déduit alors du lemme 3.1.5 que e(k, ) est une combinaison linéaire de
#1
produits de la forme h(k!lo,@)Hh(khi,{ai}), ou les a; € I; pour tout ¢ € [1,#I]. On
i=1
conclut alors grace a la proposition 3.1.4 et au lemme 3.1.6. O

Lemme 3.1.8. Soient (k,I),(l,J) € P tels que u(k) > u(l) et Iy # (. Notons P len-
u(l) siJog#0

semble des partitions de taille #1 + #J de Supp (k + 1) et posons v := { 0 sinomn

Alors il existe une application s: P — Zy,) telle que pU ) | s(L) pour tout L € P tel que
Lo = 0 et p?teB)—wk+D) | s(L') pour tous les autres L' € P, et :

e(k,Ie(l,J) = > s(L)e(k+1,L).
LeP

Démonstration. Notons I :== U I;. On calcule :
i€[1,#1]

e(k,[)e(L J) (22:24) Vu(k) ([Xpu(k)(k|10):| Fu(k) (6(k?|f,[)€(l, J)))

2D pryulh) ([ﬁ”“)(klm} e(p"® k7, D)e(p" ™1, J))
ek, De(l,J) = p've® (e(p“(k)k:, De(pt®), J)) .
D’apreés le lemme 3.1.7, il existe une application s: P — Z,) telle que 'on vérifie :

e(k, De(l,J) = p*vVek) (Z s(L)e(p™® (k4 1), L)) .

LeP

D’aprés la structure de Z,-algebre de W(K) étudiée en (1.1.14) et de la formule
(2.2.2.4) que l'égalité peut également s’écrire :

e(k, Del, ) = > p* sV (e(p"® (k +1), 1)) .

LeP
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On conclut alors avec la proposition 2.3.14; et le fait que p = V(1) lorsque K est de
caractéristique p. O

Proposition 3.1.9. Soient (k,I),(l,J) € P avec Iy # 0. Notons P l’ensemble des par-
titions de taille #1 + #J de Supp (k + 1), alors il existe une fonction s: P — Ly telle que

prind{uB)u®} | s(L) pour tout L € P vérifiant Ly = 0 et que p™a{w(k)u}—ulk+l) | g(L)
pour tous les autres L € P, et vérifiant :

e(k,Ie(l,J) = > s(L)e(k +1,L).

LeP

Démonstration. 11 s’agit d'un cas particulier du lemme 3.1.8 sauf lorsque u(l) > u(k) et
Jo = (0. Dans ce cas, alors si J' := J ~ {min(/)} on déduit de la proposition 2.3.12 que :
e(k, De(l, J) = e(k, I)d(e(l, J'))
= (=1)*" (d(e(k, )e(l, ') = d(e(k, I))e(l, J")) .

On peut alors conclure de nouveau avec le lemme 3.1.8. 0l

(3.1.10) Pour tout £ > 0 on définit :

inf {2nvv( 1)+ #Iu(k) — elk|} si Ip=10

Gt (k,1)EP
ek, I)— .
Uﬁ%é? et (klln)gpmnvv(n 1)+ (#I + 1)u(k) —elk|} sinon

Il découle immédiatement de cette définition et de la proposition 2.3.12 que sin # 0 :

3.1.10.1
3.1.10.2
3.1.10.3
3.1.10.4

Vo € Wkx)/x, 2nve (z) 2 ((x) 2> 7e(2),
Vr,y € WQgkx)/k, C(z+y) = min{((2),¢(y)},
Vo € WQkx)/k, C(d(x)) = C(x),

Vo € WQgkix)/k, C(pz) = () + 2n,

/
Vo € Wk, Ve €)0,¢], Colz) > %cg(a:). (3.1.10.5)

( )
( )
( )
( )

En particulier, on déduit de (3.1.10.1) que © € W Qg x]/x est surconvergent si et seule-
ment s'il existe € > 0 et C' € R pour lesquels (. (z) > C.

(3.1.11) Dans la définition ci-dessus, il semblerait possible de remplacer 2n par n et
d’obtenir également des résultats intéressants (a priori la propriété de pseudo-valuation),
mais pas les cas ou l'inégalité de pseudo-valuation devient stricte comme nous allons le voir
ci-apres.
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Proposition 3.1.12. Sie >0 et z,y € WQiII;t[X]/K alors :

(Ce(w) # =0 A Ge(y) # —0) = (Ce(7y) = C(7) + C(y).

Démonstration. Notons = Z nere(k,I) et y = Z n{’Je(l,J). Remarquons que

(k,1)eP (1,J)eP
u(k)=0 u(l)=0

d’apreés le lemme 3.1.7, pour tout (k, 1), (l,J) € P tels que u(k) = u(l) = 0 on a 'inégalité
Co (s, Dy ye(1, 7)) > 2nvy (g, )+ (RT+#TYulk-+) el -+ Puisque u(k-+1) =0,
on peut conclure. O

o, . - iIl fr .
Proposition 3.1.13. Sie >0, x € WQKt[g]/K ety € WQKIE&/K alors
(Ce(x) # =00 A Ge(y) # —00) = C((@Y)lap)) = C(2) + C(y) + 1.

Démonstration. Notons x = Z ni,re(k, I) et y = Z . ye(l, J). Or d’apres le lemme

(k,1)eP (I,J)er
u(k)=0 u(l)>0
Jo#0

3.1.8 on sait que pour tout (k,I),(l,J) € P tels que u(k) = 0, u(l) > 0 et Jy # 0 on a
G (et ] el ) la ) > 20 (v ] y) + ) + BT+ #7 yulk +1) — el +1].

De plus u(k + 1) = u(l), donc (. ((nkJe(k,I)nLJe(l, J))]d(frp)> > () + ¢ (y) + 1, sauf si
n = 0, auquel cas il n’y avait rien & démontrer. O

ol . . int,i fr .
Proposition 3.1.14. Sie > 0,1 €N, z € WQK[&/K ety € WQKIE&/K alors
(Ce(w) # =00 N (e(y) # —o0) = ((2y) = C(7) + ((y) + 1.

Démonstration. Notons x = Z nire(k,I) ety = Z . ye(l, J). Or d’apres le lemme

(k,1)eP (1,J)eP
u(k)=0 u(l)>0
#I=i Jo#0

3.1.8 on sait que pour tout (k,I),(l,J) € P tels que u(k) = 0, u(l) > 0 et Jy # () on vérifie
G (el D yo(0. 7)) > 20y (e )+ (1 + 47 + Dk +1) - <l + 1. Puisque

u(k +1) = u(l), on a donc (. ((77]@[6(]{3, I)nfﬁ,e(l, J))|frp> > ((x) + ¢ (y) + #I. On conclut
alors en employant la proposition 3.1.13. O

Proposition 3.1.15. Sie >0, z € WQi;(lt[X]/K ety € WQgx) i alors :

(Ce(w) # =0 AN (G(y) # —0) = (C(7y) = C(7) + C(y).
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Démonstration. Remarquons que 1’on peut se ramener au cas ol x,y € WQ! our
q q b Y K[X]/K’ b

un certain i € N. Ecrivons y = ylint + ylap + Yla(fp)- D’apres les propositions 3.1.12 et
3.1.14 ainsi que (3.1.10.2), il suffit de démontrer que (c(zylamp)) = C(2) + ((y). SiTon
pose y € WQ?{IE;Q_;K tel que d(y') = ylq(p), alors d’aprés la proposition 2.3.12 nous avons

C(y') = ¢ (Wlap)- Or 2ylagap) = (—1)" (d(zy’) — d(x)y'), ce qui nous permet de conclure en
utilisant (3.1.10.3), (3.1.10.2) ainsi que la proposition 3.1.14. O

Proposition 3.1.16. Sic >0 et z,y € WQ?[‘X]/K alors :

(Ce(x) # =00 A (e(y) # —00) = C((zy)ltp) = Celx) + Ce(y) + 1.

Démonstration. 11 nous suffit de démontrer que pour tout couple (k,I),(l,J) € P avec
u(k) £ 0, In # 0, u(l) # 0 et Jy # 0, et tous vecteurs de Witt ng,m; € W(K) on vérifie
l'inégalité . (nge(k, Ime(l,J)) = C(nre(k, I)) + ¢ (me(l, J))+1. Or d’apres le lemme 3.1.8
on a:

CE ((ﬁke(lﬁ I)T/le(lv J))|frp) =
2n (v (mem) + w(k) + u(l) —w(k + 1)) + (F#I + #J + Du(k + 1) — elk + 1.
En vertu de (1.1.10.1) on peut conclure si :
2n (u(k) + u(l) —u(k + 1)) + (#I + #J + Du(k +1) = (F#I + Du(k) + (#J + Du(l) + 1.
Remarquons que #1+1 < n et #.J+1 < n puisque 'on a supposé que Iy # () et Jy # 0.
Or puisque u(k + 1) < max{u(k),u(l)}, on obtient :
2nu(k) + 2nu(l) + (F#L +#J +1 =2n)u(k +1) >
2nmin{u(k),u(l)} + (#I + #J + 1) max{u(k),u(l)}.

Ce qui conclut la preuve si n # 0, sachant que si 'on avait eu n = 0, il n’y aurait rien
eu & démontrer. O

Proposition 3.1.17. Sie >0, z € WQ?(p ety ed (Werp

[X]/ K K[&]/K) alors :

(C€($) # —00 A (s(y) # _OO) g CE((xy”frp) > Cz—:(l‘) =+ Ce(y)

Démonstration. 11 nous suffit de démontrer que pour tout couple (k,I),(l,J) € P avec
u(k) £ 0, In # 0, u(l) # 0 et Jo = 0, et tous vecteurs de Witt ng,m; € W(K) on vérifie
Uinégalité (. (mre(k, Nme(l,J)) = C(nre(k, 1)) + C(me(l,J)). Or d’aprés la proposition
3.1.9 on a:

Ce ((me(k, Dme(l, J))|ap) =
2n (vy (mem) + max{u(k),u(l)} —w(k +1)) + (#+#J + Du(k +1) — |k + 1.
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En vertu de (1.1.10.1) on peut conclure si :
2n (max{u(k),u(l)} —u(k + 1)) + (F#I + #J + Du(k +1) > (#1 + D)u(k) + #Ju(l).

Remarquons que #1 + 1 < n puisque ’on a supposé que Iy # 0, et #J < n. Or puisque
u(k +1) < max{u(k),u(l)}, on obtient :

2nmax{u(k),u(l)} + (#I + #J + 1 =2n)u(k +1) > (#I + #J + 1) max{u(k),u(l)}.

Proposition 3.1.18. Sie >0 et 2,y € WQ?[&/K alors :

(Ce(x) # =00 A Ce(y) # —00) = C((2y)]agap)) = Ce(@) + C(y) + 2.

Démonstration. 11 nous suffit de démontrer que pour tout couple (k,I),(l,J) € P avec
u(k) #0, In # 0, u(l) # 0 et Jy # 0, et tous vecteurs de Witt ng,n € W(K) on vérifie
I'inégalité ¢ (nre(k, I)me(l,J)) = C(nre(k, 1))+ (me(l, J)) +2. Or d’apres le lemme 3.1.8
on a:

G ((me(k, Dme(l, J))lagpy) = 20 (vv (mem) + u(k) +u(l) + F1 + 3+ T)u(k +1) —elk +1].
En vertu de (1.1.10.1) on peut conclure si :
2n (u(k) +u(l)) + (#L + #)u(k + 1) > (#1 + Du(k) + (#J + Du(l) + 2.

Ce qui est clair puisque #I +1 < n et #J + 1 < n car on a supposé que Iy # 0 et
Jo # 0. 0

Proposition 3.1.19. Sie >0 et z,y € WQ?[&]/K alors :

(Ce(x) # =00 A Ge(y) # —00) = C((zy)]int) = Ce(@) + Ce(y) + 2.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que pour tout (k,I), (I, J) € P tels que u(k) # 0, Iy # 0,
u(l) # 0 et Jy # 0, et tous vecteurs de Witt ng, n € W(K) on vérifie toujours l'inégalité
Ce ((mre(k, Dme(l, J)) lint) = Co(mre(k, 1))+ C(me(l, J)) 4+ 2. Or d’aprés le lemme 3.1.8 on a
Ce ((mre(k, Dme(l, J)) |int) = 2n (v (mem) + w(k) + u(l)) — ek + 1| car dans la partie entiére
on a u(k +1) = 0, ce qui démontre la proposition puisque n > #I + 1 et n > #J + 1 car
on a supposé Iy # 0 et Jy # 0. O

Proposition 3.1.20. Sie >0 et z,y € WQ%CX]/K alors :

(Ce(w) # =00 NG (y) # —o0) = C((@Y)|int) = () + C(y)-
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Démonstration. Démontrons d’abord que pour tout (k,I),(l,J) € P tels que u(k) # 0,
Iy # 0 et u(l) # 0, et tous vecteurs de Witt ny,m € W(K) on vérifie toujours Iinégalité
C ((mge(k, Dme(l, ) |int) = Ce(nge(k, I)) + C(me(l, J)). Or d’apres la proposition 3.1.9 on
a (o ((nre(k, Dme(l, J)) |int) = 2n (vv (nem) + min{u(k),u(l)}) — €|k + 1] car dans la partie
entiére on a u(k 4+ 1) = 0, ce qui n’est possible que lorsque u(k) = u(l), ce qui démontre ce
cas particulier puisque 2n > (#I + 1+ #J) si Jo=0 et 2n > (#I + 1+ #J + 1) sinon.
Le cas général s’obtient en remarquant que si Iy = (), alors d’aprés la proposition 2.3.12
on a e(k,Ie(l,J) = d(e(k, I ~ {min(k)})e(l,J)) — (=1)# Le(k, I ~ {min(k)})d(e(l, J)), et
on conclut en utilisant le premier paragraphe ainsi que (3.1.10.3). O

Proposition 3.1.21. Sie >0, z € WQ?(IEK]/K ety ed (WQ?{IEX]/K) :

(Ce(z) # =00 A Ge(y) # —00) = C((zy)lacrp)) 2 C(x) + ¢(y) + 1.

Démonstration. 11 nous suffit de démontrer que pour tout couple (k,I),(l,J) € P avec
u(k) # 0, In # 0, u(l) # 0 et Jy = 0, et tous vecteurs de Witt ng,n € W(K) on vérifie
toujours I'inégalité (. ((nee(k, I)me(l, J))]d(frp)) > C(nre(k, I))+C(me(l, J))+1. Or d’apres
la proposition 3.1.9 on a :

¢ ((ne(k, Dme(, J))|d(frp)) > 2n (v (memr) + min{w(k), w(l)})+(F#I+#T)u(k+1)—e|k+1].

Donc en vertu de (1.1.10.1), on peut conclure si :
2nmin{u(k),u(D)} + (#I + #)ulk +1) = (#1 + Du(k) + #Ju(l) + 1.

Puisque #I +1 < n car on a supposé que Iy # 0, que 1 < #J < n car on a supposé
Jo =0, et que u(k + 1) # 0 car l'on considére la partie fractionnaire, cette égalité devient
évidente si u(k) = wu(l); sinon on a alors u(k + 1) = max{u(k),u(l)}, et on a terminé si
n # 0 (si n» = 0 nous n’avons rien a faire). O

Proposition 3.1.22. Sie >0 et x,y €d (Werp

K[X}/K) alors :

(Ce(z) # =00 A Ce(y) # —00) = C((xy)acp)) = Ce(@) + Ce(y)-

Démonstration. On peut supposer sans perte de généralité que x € WQ%[&/K pour un

certain ¢ € N. Si I'on pose 3/ € WQ?(IEX]/K tel que d(y') =y, alors d’aprés la proposition

2.3.12 nous avons (. (y') = ¢(y). Or 2y = (—1)%d(zy’), ce qui nous permet de conclure en
utilisant (3.1.10.3), (3.1.10.2) ainsi que la proposition 3.1.17. O

(3.1.23) Remarquons que si ’on prend x,y € WQi;;t[&/K, alors zy € WQifl%t[X]/K’ donc
en particulier (zy)|rp = (7y)|ap) = 0, ce qui implique que quel que soit € > 0 on a
¢ ((@Y)lip) = ¢ ((29)lagap)) = +oo.
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De maniére similaire, si x € WQif?t[X]/K et y € WQ%}[CX]/K, le lemme 3.1.8 implique que

Ce ((xy)]int) = 400 pour tout € > 0.

Enfin, si z,y € d (WQ?{?&/K), alors puisque xy est dans I'image de d on a (zy)|xp = 0,
ce qui implique (. ((2y)|ap) = +00 pour € > 0.

(3.1.24) On peut résumer I'ensemble des propositions ci-dessus concernant le compor-

tement de application (. pour £ > 0 avec les produits dans le tableau ci-dessous (on
supposera systématiquement que (.(x) # —oo et ((y) # —0).

i Ce ((zy)]int) = Ge (@Y)lep) = | ¢ ((@y)lagap)) =
x e WQE

KIX)/K e (2) + G () too too
yE WQI}?[X] K

v ewalir
RXI/E +00 C@) ¢ |G +6@y)+1
y €< WQI{[&/K
red(wabp
( i:fthVK) +o0 e (x) +¢ (y) ¢ (x) + ¢ (y)
Y € W)k
rc WOIP

y e WfogX]/K Ce () + G (y) +2 ¢ (:L') +C(y)+ 1| G(x)+¢(y) +2
K[X]/K

red (WQE?EX}/K>

fr
y € WQK‘E& X

fr
ved(WOhy .

fr
y € d\Wix) i

Ce () + ¢ () C@)+¢6) | @)+l +1

Ce (7) + ¢ (y) +00 Ce (@) + ¢ (v)

En particulier, on en déduit le théoréme ci-dessous :
Théoréme 3.1.25. Pour tout € > 0, lapplication (. est une pseudo-valuation.

Démonstration. Immediat d’apres (3.1.10.2) et (3.1.24). O

3.2 Structure modulo p

Nous entamons ici notre travail pour généraliser les résultats de la section 3.1 localement
sur une variété lisse sur un corps parfait K de caractéristique positive. On aimerait notam-
ment pouvoir obtenir une décomposition similaire & celle vue en (2.3.17) afin de pouvoir
obtenir un tableau semblable & (3.1.24). Puisque l'on peut se ramener localement au cas
d’une algébre commutative étale sur un anneau de polynomes K[X], il semble alors plus
pertinent en considération de la proposition 2.2.6 de bien comprendre modulo p la structure
de K[X]-module du complexe de De Rham-Witt surconvergent. C’est ce que nous tachons
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de faire dans cette section. L'un des objectifs des sections suivantes sera alors de relever ces
résultats au complexe initial.

(3.2.1) Nous allons fixer des notations, et définir des morphismes qui seront utilisés
dans toute cette section et les suivantes.

On fixe K un corps parfait de caractéristique p ainsi que n € N. Nous noterons comine
usuellement K[X] := K[X,..., X,], mais aussi W (K)[X] = W(K)[X1,...,X,]. Pour tout
J C [1,n] et toute fonction k: J — N, on notera X* := H Xjk(j). Fixons également R une

Jj€J
K-algébre commutative lisse se relevant en une W (K)-algébre commutative lisse R. Posons
F: R" — R" un morphisme d’anneaux relevant le Frobenius sur Rf = R et compatible avec
F: W(K) — W(K) (d’aprés (1.2.14), un tel morphisme existe toujours). Notons IT: Rf — R
la projection canonique. En vertu de la proposition 1.1.13 on a le morphisme d’anneaux
sp: RN — W(RT) (ce morphisme dépend du relévement du Frobenius). On pose :

- Rt - W(R)
Erps w@)osp(a)

Il est démontré en [16, Proposition 3.2.] que le morphisme ¢5 est a valeurs dans WT(R),
ce qui donne par I’adjonction (2.1.14.1) un morphisme de W (K)-dgas :

tr: Qb ) = W sk

Ce dernier devient modulo p un morphisme de K-dgas tr: Qg /K~ WiQg /K- Posons

I(R) == Ker(W(R) — R) et I'(R) := Ker(WT(R) — R).
On en déduit immédiatement une suite exacte scindée de R-modules :

Puisque f est & valeurs dans WT(R) en degré 0, on en déduit que la suite de R-modules
ci-dessous est également exacte scindée :

0 —— I'(R) —— Wi(R) —= R —— 0. (3.2.1.1)

tp

Nous noterons enfin Frob: W(K)[X]T — W(K)[X]! le relevement de Frobg|x) associant
X;P a X; pour tout ¢ € [1,n]. Si R = W(K)[X], cela nous permet de définir le morphisme
de W(K)-modules :

sep
Ao we = W kix)/x

r e tp(r) —tos (z)

(o (3.2.1.2)
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Lemme 3.2.2. Soit k une fonction poids telle que v,(k) = 0. Soit I une partition de
k telle que Iy # (. Soit u € N*. Alors e(k,I) € FYObK[g]u(K[X])Qﬁ[&]/K si et seulement si
['une des conditions ci-dessous est vérifiée :

— I existe i € Supp(k) tel que k; > p*.

— 1l existe © € Iy tel que k; = p*.

— Il existe | € [1,#I] tel que #I; > 2 el qu’il existe i € I} pour lequel k; = p".

Plus précisément, si e(k,I) est de l'une des formes ci-dessus, alors il s’agit d’une com-
binaison K-linéaire d’éléments de la forme [X;|P"e(l, 1), on (I,I) € P wvérifie vy(l) = 0 et
k[ = [I] + p*.

Démonstration. Vérifions que les conditions sont suffisantes. Si ¢ € Iy vérifie k; > p*, alors
par définition on a [X;]P" | f(k|1,)-
S'il existe [ € [1,#I] tel que l'on ait ¢ € I; vérifiant k; > p*, alors si v,(k|,) =0

on a g(k|) = [X;]P"d ([Xi]ki_pu [Xk‘fz\“}D [p] par définition de g et par (2.2.2.2); si

= vp(klp) —vp(klp,)
au contraire v,(k|,) > 0, alors g(k|;,) = [X<1 P l>k11] d<[Xp r k“l}). Si
vp(k|r,) < uon a d’aprés (2.2.2.2) :

p ([XP_VP(M”)’%D _ [Xi]puivah)d ({Xi]pvp(mp(ki_pu) [vap(klll)kh\{i}b .

On peut alors conclure car (1 —p~ "P(khz)) ki+pt~Vrkln) > pu Reste le cas vp(klr) = u,

on a alors k; > 2p" et on peut conclure car (1 —p~ "P(khz)) k; > p“.
Enfin ¢l existe [ € [1,#I] tel que #I; > 2 et qu'il existe i € I; pour lequel k; = p*,
alors si v,(k[;,) = 0 nous avons g(k|;,) = [X;]P"d ([thl\“}p [p] par définition de g et par

(2.2.2.2) ; sinon, alors nous aurons nécessairement v, (k|7,) < u, ce qui implique que :

klr<{a}

g(k|]l) = [Xi]p“FVp(HIZ) d XW

+ {Xk‘]l\{i}} va(khl) <d <[Xi]pu—v1)(k1l)>> |

On conclut alors en vertu de (2.2.2.2). La seconde partie de I’énoncé se déduit du lemme
3.1.7.

Les conditions sont de plus nécessaires. Pour le vérifier, si I’on note pour tout sous-
ensemble E de [1,n] la fonction poids pY, égale a p* sur E et 0 sinon, il nous suffit de
prouver que pour toute fonction poids k telle que 0 < k < p* et v, (k) = 0, toute partition /
de k, tout i € [1,n] ~ Supp(k) et tout sous-ensemble J C [1,n]\ (Supp(k)U{i}) le produit
[Xi]P“e(k, I)e(pY, J) est une combinaison linéaire de I'une des formes ci-dessus. D’aprés le
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lemme 3.1.7, si 'on note P I'ensemble des partitions de J U {i} de taille #J, il existe une

application s: P — Z,) telle que (X" e(p4, J) = Z s(L)e(psuy» L) De plus, d’apres
LeP

(2.2.2.2) si #1 > 1 on vérifie que :

#I-1
Koimpor e D) = f(kl1,) x (H d(f (klr) )><d<[Xmm(psu{i}ﬂp“f(kh#l>>[p1.

En réunissant ces deux arguments, on reconnait alors une combinaison de formes du
troisiéme type dans le cas #1 > 1, sinon il 8’agit d’'une combinaison linéaire de formes du
deuxiéme ou troisiéme type. O

1
[,n] = N H
e— p4

Proposition 3.2.3. Soit © € N. Pour tout u € N*, notons p“: la

fonction poids constante. On a :

Irp, kj
wod = 11 11 11 < +pp z IUJ) [X].

ueN* (k,I)eP JC[1,n]~Supp(k)
vp(k):o #J=i—71
0<k<p®
Io#0
#I<i

De plus, pour tout (I,L) € P tel que u(l) # 0 et Ly # (0, si en utilisant cette dé-

- k wu(l)
composition on écrit e(l,L) = Z Z e (W,IU J> Pyr., ou les
(k,1)eP JC[1,n]~Supp(k) p
Vp(k)=0  #J=i—#I
0<k:<p"(l)

To#0
#1<i

Py 1.5 € K[X] pour tout (k,I) € P et J C [1,n] \ Supp(k) de la somme, alors ces derniers
vérifient deg(Py 1,7) + p k| + #J = |l

Démonstration. 1l ne s’agit que d’une conséquence directe du lemme 3.2.2, de [16, Propo-
sition 2.3.], de la proposition 2.3.14 et du théoréme 2.3.15. La seconde partie de I’énoncé
découle du lemme 3.2.2 par récurrence sur pt|]]. O

Lemme 3.2.4. Soit M un groupe abélien tel que m p"M = {0rp}, et N un groupe

neN
abélien sans p-torsion. Soit p: M — N un morphisme de groupes de tel que le morphisme

%: M — N induit modulo p soit injectif, alors ¢ est injectif.

Démonstration. Soit m € M tel que ¢(m) = 0. Supposons que m # 0, par hypothése sur
M il existe n € N et m' € M ~ pM tel que m = p™m/. On a p(m) = p"p(m’) = 0, donc
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puisque N n’a pas de p-torsion cela signifie que e(m') = 0. Or cela implique également
que p(m’) = 0 donc que m’ = 0 par injectivité modulo p. Cela contredit I’hypothése que
m’ ¢ pM, donc m = 0 et la fonction est injective. O
Proposition 3.2.5. Le morphisme de W (K)-dgas t— : Q?/?/FZK)[ET/W(K) — WTQK[E/K

int

est injectif et a pour image WTQK[X}/K' De plus, pour tout i € [1,n] on ato= (Xi) = [Xi].

Démonstration. 1l s’agit de [15, Section 4.2.] et de [28, 0. (1.3.18)]. O
Proposition 3.2.6. Le morphisme tp: QSPTF/W(K)

réduction modulo p. De plus si R = K[X] le morphisme vp: Q;ff/W(K) — WTQE/K est a

— WTQE/K est injectif, ainsi que sa

valeurs dans Fil! WTQE/K.

Démonstration. Modulo p, le morphisme devient tp: QR/K — WTQE/K. D’aprés le théo-
reme 2.2.5 Wlﬁﬁ/K = Qﬁ/Ku donc on obtient une fléche canonique WTQE/K — QE/K? et en
composant cette derniére avec g, on a un endomorphisme ip: QO /K~ Qf /K- D’apres la
proposition 2.1.12, ce dernier est uniquement déterminé par le morphisme en degré 0, et par
construction de tf et la proposition 2.2.10 on vérifie qu'’il s’agit de Idg. Par conséquent, ip

est I'identité, donc ¢ est injectif et on conclut en utilisant le lemme 3.2.4 et la proposition
2.2.10. 0

Proposition 3.2.7. Soit i € N. Supposons que R = W(K)[X]. On a une suite exacte
scindée dans la catégorie de K[ X]|-modules :

erac,i

; TN -ra
0 — ik — > Wixgx — Wxyx — 0

Démonstration. La proposition est une conséquence immeédiate de la proposition 3.2.5

lorsque F' = Frob. Sinon, soit = € WQZK[&]/K' On a vp(zling) € WQEE{/K d’aprés les
propositions 3.2.6 et 2.3.14, ce qui nous permet de conclure dans le cas général. O

3.3 Décomposition de ’anneau des vecteurs de Witt surcon-
vergents

Afin de pouvoir obtenir une décomposition semblable & (2.3.17) localement sur une
variété lisse sur un corps parfait de caractéristique positive, ainsi qu’une maitrise de la
surconvergence sur cette décomposition similaire a (3.1.24), il est d’abord nécessaire de
pouvoir y parvenir en degré zéro : c’est-a-dire pour les vecteurs de Witt surconvergents.
Nous allons donc dans cette section nous intéresser a la décomposition des vecteurs de
Witt surconvergents en deux sous-modules, imitant les parties entiére et fractionnaire de
la situation. Cette décomposition va dépendre du choix du relévement de Frobenius. Nous
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allons pour ce faire commencer par démontrer la décomposition dans le cas d’'une algebre
polynomiale, avant de la généraliser en fin de section.

(3.3.1) Dans cette section, nous allons conserver les notations du paragraphe (3.2.1).
Nous avouns donc en particulier un corps K parfait de caractéristique p, un entier n € N et
les anneaux de polynomes K[X] = K[X7,...,X,] et W(K)[X] = W(K)[X,...,X,]. Pour
tout J C [1,n] et toute fonction k: J — N, nous conservons l'écriture X* := H Xk

je€J
Nous avons une W (K)-algébre commutative lisse R relevant une K-algébre commutative
lisse R, et F': Rf — R un relévement du Frobenius. Ce relévement nous fournit un unique

morphisme de W (K)-dgas tr: Q7 W) WiOx /i Nous avons également un relévement

de Frobenius fixé Frob sur W(K)[X]" nous permettant de définir le morphisme de W (K)-
modules vy = tp — tee si R = W(K)[X].

On rappelle également au lecteur que nous avions défini en (2.5.2) une pseudo-valuation
Ye.pa Sur W(R) dépendant des choix de ¢ > 0, d’'un morphisme surjectif de K-algebres
o: K[X1,...,X,], ot m € N, et de a €]0,+00[™. On rappelle aussi que P| a été défini
comme le sous-ensemble de Py constitué des fonctions poids k telles que 0 < k < 1.

(3.3.2) Supposons que R = W (K)[X]. Par construction de ¢tz on vérifie immédiatement
les formules :

Ve e W(K)[X]T, vp(z) e V (WWK[X])) , (3.3.2.1)
Va,y € Q?/[e/p(K)[X]T/W(K)’ vp(zy) = vr(@)vr(Y) + teg (2)vr(Y) + vr(2)tsg (v), (3.3.2.2)
p
se D _
Va € QWP(K)[&T/W(K), vp (2P) = Z <q) temy (@) Tup(x)?. (3.3.2.3)
q=1

(3.3.3) Supposons que R = W(K)[X]. Soit a := (ai)c1,n) €]0, +00[". Une conséquence
de (3.3.2.1) et de Ve, ldgx),0 €St que l'on peut toujours prendre e > 0 suffisamment petit afin
d’avoir : 5

Vi € [1,n], Ve g o(vr(Xi) 2 o — eai.

En fait, quel que soit n > 0 on peut méme trouver € > 0 tel que %,Ide,a(vF(Xi)) >1-n
pour tout i € [1,n]. Ici, afin d’éviter la prolifération des variables dans la suite de la
rédaction, nous considérons n comme étant égal & 1 mais le mathématicien ayant besoin
d’une version plus fine des propositions ci-dessous pourra remplacer cette constante par une

autre de sa convenance.

Proposition 3.3.4. Supposons que R = W (K)[X]. Soient | une fonction poids & valeurs
entieres, et a = (a;)icp1,n) €]0,+00[". Alors il existe § > 0 tel que pour tout ¢ €]0,0] on a :

n
— & E azll
i=1

=~

7€,IdK[K],a(/UF(Xl)) 2
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Démonstration. D’aprés (3.3.3), on peut toujours trouver § > 0 tel que tout € €]0, §] vérifie :

Vi e [[L n]]a VE,IdK[i],a(UF(Xi)) = — — Eay.

Considérons de tels § et €.

Nous allons démontrer le lemme par récurrence sur |I| € N. Pour |[| <1, il n’y a
rien & faire. Supposons donc que le lemme est vérifié pour toutes les fonctions poids I’
a valeurs entieres telles que |I'| < k € N*. Soient [ et I’ deux fonctions poids a valeurs
entiéres telle que |I'| = |I] =1 = k et que I — I’ soit & valeurs dans N; en particu-
lier, il existe ¢ € [1,n] tel que I; = I} + 1. D’apres (3.3.2.2) et la proposition 3.2.5, on
a vp(X!) = vp (XY X;) = vp(XY) (vp(X)) + [Xi]) + (XY Jor(X;). Puisque Ve Idg(y),a €SU UNE
pseudo-valuation, on vérifie 'inégalité suivante qui démontre le lemme :

WE,IdKK]@(UF(KZ)) > min {4 — 52}@212 — caj;, —52}@12 + 1 sal} .
1= 1=

O

Corollaire 3.3.5. Supposons que R = W(K)[X]. En employant la proposition 3.2.5,

identifions Q?/?/p(ilé)[g]T/W(K) et WTQ]IIg[tXl}/K en tant que W (K)-modules. Soit a €]0,+oo[".

Alors il existe 6 > 0 tel que pour tout € €]0,9] on a :

3
vx 6 W(K)[X]T7 7€,IdK[K],a(vF(x)) 2 7€7Idﬂ<[&]7a(l‘) + Z
Démonstration. On peut écrire x € W(K)[X]T comme une série r — Z Uk&k, oil les
kePo
u(k)=0

n, € W(K) pour toute fonction poids k € Py a valeurs entiéres. D’aprés la proposition 3.3.4
et puisque Ve I x},a €St une pseudo-valuation, on peut vérifier pour tout sous-ensemble fini
S C{k € Py |u(k) =0} les inégalités :

3 3
Ve Idg ) a (UF (Z 77ka>> Z Ve ldg(x).a <Z 77ka> + 1 2 Ve ldggna@) + 7

keS keS

On conclut alors car la convergence p-adique de la série implique sa convergence V-
adique, et par (2.5.2.3). O

(3.3.6) Supposons qu'il existe un morphisme étale de K-algeébres ¢: K[X] — R. D’aprés
[44, OEBS], le diagramme ci-dessous est un carré co-cartésien dans la catégorie des K[X]-
algébres :

Froby | x)

K[X] K[X]
J» J»
- Frobz -
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En particulier, puisque K est un corps parfait on a un isomorphisme de K[X]-algébres
R @ R ®k(x] XPF Frobyx) (K[X]), ot le terme R ®x] Frobg(x] (K[X]) correspond
keP}
u(k)<1
a I'image du Frobenius.
On définit Gy == {¢(f(k)) € WI(R) | k € P, u(k) # 0}, et pour tout entier naturel
I € N* nous noterons Gy = {t(f(k)) € Gy | u(k) = I}. Définissons enfin le Rf-sous mo-
dule de WT(R) :

Gt = { N tr(rg)g € WHR) | Vg € Gy,ry € RT}.
gEGw

La situation exposée dans le paragraphe ci-dessus est celle a laquelle on peut se ramener
localement sur une variété lisse sur K. Le Rf-sous module Gi correspond quant & lui a la
partie fractionnaire des vecteurs de Witt dans la situation classique. Le but des prochaines
propositions est de démontrer que ce dernier est un facteur d’'une décomposition en somme

directe de Rf-modules de WT(R).

_ Lemme 3.3.7. Si l’on reprend les notations de (3.3.6), alors le morphisme de R-modules
Gi — WT(E) induit modulo p par l'injection Gi — WTH(R) est injectif.

Démonstration. Soit x = Z tr(rg)g € Gfp, ot tous les 7, € RT pour tout g € Gy. Suppo-
geGy,

sons que x est divisible par p dans WT(R), nous allons en déduire que pour tout g € Gy

on a p | rg, ce qui démontrera le lemme. Pour ce faire, nous allons démontrer par ré-

currence sur | € N* que pour g € Gy on a p | ry. Pour le cas [ =1, remarquons

que z = Z tr(rg)g + Z tr(rg)g. De plus, par définition de I’ensemble Gy ; et

gEGwJ QEGIP\GUJJ
d’aprés (1.1.10.1) on a nécessairement Z tr(ry)g € VEWT(R)). On déduit alors de
gEGw\Gwyl
(1.1.10.2) que l'on a Z tr(rg)g | = Z Tlp(f(k))p@b(ipk) € Im(Froby). Cela im-
gEGw,l 1 kePo
0<k<1
u(k)=1

plique nécessairement que les Ty, (x)) dans la somme sont tous nuls d’apres la discussion
en (3.3.6), ce qui démontre le cas [ = 1. On déduit la récurrence de la méme maniére, mais

en se ramenant a la somme x = Z tr(rg)g + Z tr(rg)g qui est divisible par p
9EG Y. 9eUi 1 G
par hypothése de récurrence. O

Lemme 3.3.8. Dans la situation (3.3.6), le morphisme I1: Gi — WT(R)/tr(RY) de
R'-modules induit par la projection canonique W1(R) — WT(R)/tp(RT) est injectif.
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Démonstration. On a un diagramme commutatif de R-modules :

e
-
-
s _-
-
-
-
-
P
-

-

t
O—>R:>FWT —— WHR)/tp(R) ———— 0

La ligne du bas correspondant & la suite exacte scindée (3.2.1.1) et le morphisme vertical
étant injectif d’aprés le lemme 3.3.7, II est alors injectif si 'on démontre que s = 0. Or, le

morphisme de projection W1T(R) — R correspond a 'association & un représentant de classe
w € WT(R) I'élément wy € R (ce dernier étant indépendant du choix du représentant). Or,
par définition de Gfb on déduit de (1.1.10.1) que Gi cV (WT(E)) ce qui implique que
s = 0, donc que II est injectif, et donc que II est injectif d’aprés le lemme 3.2.4. O

Proposition 3.3.9. Plagons nous dans les hypothéses du paragraphe (3.3.6). Considé-
rons un élément xr = Z tr(r)(f(k) € WI(R), ot rp € RY pour toute fonction poids

kePy
0<k<1

k € Py telle que 0 < k < 1. Alors pour toul l €N, on a :
zeV (WT(E)) — Vk e Py, praxti—uk)ob |

Démonstration. La condition est clairement suffisante d’aprés (1.1.10.1) et (1.1.10.2). Dé-
montrons 'implication par récurrence sur | € N| le cas | = 0 étant évident. Supposons le

lemme démontré pour un certain [ € N, et que = = Z te(r)Y(f(k)) e Vi (WWR))
k
Oéi?l

max{l—u(k)

Par hypothése de récurrence, nous avons ry = p ’O}T;C pour tout k de la série, ou

2l
les 7}, € RT. Cela implique que 7y = Y 7} $(XP'*) = 0 d’apres (1.1.10.1) et (1.1.10.2).

kePo

0<k<1

u(k)<l
En particulier on en déduit que r, = 0 pour tout k de la somme, ce qui démontre la
proposition. 0

La prochaine proposition est le théoréme de structure des vecteurs de Witt surconver-
gents dans le cas ou R = W(K)[X]. Sa démonstration est nécessaire avant de passer a la
situation du parapgraphe (3.3.6). Ensuite, la preuve se fait en deux étapes, assez techniques.
La proposition 3.3.11 est d’abord démontrée afin de pouvoir se maitriser la surconvergence
si R est libre sur un certain anneau commutatif, ce qui nous permet de démontrer le résultat

géneéral : c’est la proposition 3.3.12 (énoncée de maniére moins technique dans le corollaire
3.3.13).

63



Proposition 3.3.10. Supposons que R = W(K)[X]. Soit a = (ai)icpi,n) €0, +00[".
Alors il existe 6 > 0 tel que pour tout € €]0,9] et tout w € WT(K[X]), il existe une unique
Py — W(K)X]

fonction r:
k— Tk

telle que l'on vérifie :

w = Z tF(Tk)f(k);

keP}
\V/k 6 P(/)’ ’YE,IdK[i],d (tF(Tk‘)f(k)) 2 /YE,IdKKha(w)'

Démonstration. L’unicité d’une telle fonction est une conséquence directe de la proposition
3.3.9, il ne reste donc qu’a prouver lexistence. Pour tout P(X) = Z ar X" € K[X], ou

kePo
u(k)=0

ay, € K pour toute fonction poids k € Py & valeurs entiéres, on notera :

up(P(X)) =tp | > [axX*
kEPo
u(k)=0
Soit w € WT(K[X]). On déduit de la proposition 3.3.4 qu'il existe une constante ¢ > 0
telle que pour € €]0,6] on ait Ve 1dy y;,a(wr(wo)) 2 Ve ldg 5o (w). Par conséquent, on a
w® = w —up(wo) € V (WHKIX])) et Yetdpga(@?) > Yetdgpy.aw).
Soit I € N*. Supposons qu’il existe w(®) € V? (WT(K[X])) tel que pour tout & €]0, ] on
ait :
'Ys,IdK[&,a(w(l)) 2 /yé,Id]KK],a(w)?

et que pour tout k € P| telle que u(k) < [ il existe r,(fl) e W(K)[X]' tel que :

Ve ldg x),a (V([Xk])tF (T,i”)) 2 Ve Idg )0 (W),

w—w® = 3" tpr)f (k).
kePy
u(k)<l

Nous venons de vérifier 'existence de tels éléments pour [ = 1. Comme K est parfait,
l

on peut noter de maniere unique w); = ZFrobK[ﬁi(Pl,i(X)), ou les P ;(X) € K[X]
pour tout ¢ € [0,l] et aucun mondme de; OBZ(X) pour [ # i n’est dans l'image du
Frobenius. En particulier, pour tout ¢ € [0,/ — 1] on obtient une écriture de la forme
PiX)= ) gp“mobmﬁl—i (Pi;(X)), ot les P; j(X) € K[X] vérifient d’apres
JEP}
O<u(j)<l—i
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(2.5.2) que | —eva (P ;) EZatjt Ve, ldy(x ( ) pour tout i € [0,]— 1] et toute fonction

poids j € P} telle que 0 < u(]) I —i. On a aussi [ — eva(Pyy) > 7571dK[&7a(w). Nous
pouvons alors trouver w1 € V(W (K[X])) tel que :

wl — Y = plup (P (X +Z S V(X T )up (P (X))

= ]6790
0<u( j)<l—i

D’apres la proposition 3.3.4 et (2.5.2.4) on peut alors conclure par récurrence sur [. [

Proposition 3.3.11. Soit L une K-algébre commutative lisse. Supposons que R soit une
L-algébre étale finie, libre en tant que L-module, de base (ﬁ)ie[l m] avec m € N. Alors il

existe des éléments (1;)ic[1,m] € R™ relevant cette base tels que VVJr @tp i) I/VJf

en tant que WT(L)-module.

Plus précisément, si ¢: K[X1,..., X;n,Y1,..., Y] — R est un morphisme surjectif
de K-algebres pour un certain m’ € N tel que ¢(Y;) =7; pour tout i € [1,m] et vé-
rifiant p(K[X1,...,X,w]) =L C R, et si a = (ai)ic[tmrm] €10, +oo[™t™ satisfait les
conditions du lemme 2.5.3. Alors il existe 6 > 0 et C < 0 tels que pour tout € €]0,0],
tout u € N et tout w e V" (WT(R)) tel que Ve pa(w) # —00, il existe un unique m-uplet

(w(i))ieq1,m]) € WHL)™ tel que :

w= th(m)w i
i=1
’ysvﬂa‘K[Xl ,,,,, Xm/]?(a‘j)jE[[l,n]] (’LU(Z)) 2 ’YE,QO,G,(U}) + 80’
Vi€ [1,m], w(i) e V" (WT(L)) .

Vi € [1,m],

Démonstration. Utilisons le lemme 1.2.15 afin de trouver un relévement du Frobenius
G: W(EK)[X1,..., X, Y1, Y] = WEK) X1, ..., X, Y1, ..., Yot ainsi quiun reléve-
ment surjectif o : W(K)[X1,..., X, Y1,..., Y] — R tels que le diagramme ci-dessous
soit commutatif :

W(K)[ X1, X, Yis oo YT =S W(K)[X1, ..., X, V1, o, Vil

J J+

Rt F Rt

De plus par fonctorialité |28, 0. (1.3.19)] et la proposition 3.2.6, la restriction vérifie que

W(SO)’W(K)[Xl,...,Xm/,Yl,...,Ym]T = ¢f. D’aprés la proposition 2.5.6, WT(E) = @ 73] WT(L).
i=1
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Pour w € WT(R), on notera
m
w = [7i] a(w, )
i=1

l'unique écriture avec a(w,i) € WT(L) pour tout i € [1,m]. D’aprés cette méme proposi-
tion, il existe § > 0 et C' < 0 tels que pour tout € €]0, 5], pour tout w € WT(R) et tout
i € [1,m] on vérifie :

78750‘1([)(1 ,,,,, Xm/]v(aj)je[[l,n]] (Oé(w, Z)) > 7‘57907‘1(“}) + EC (33111)

Retenons un tel § et fixons ¢ €]0,d]. Quitte & réduire §, on peut supposer d’aprés
(3.3.2.1) que :

Vi € [1,m], Yep.a (W(p) (va (Yi))) = —eC. (3.3.11.2)

Utilisons enfin la proposition 3.2.5 afin d’identifier W (K)[X1,..., X, Y1,..., Y] &
un sous-ensemble de WT(K[X1,..., X,v,Y1,...,Yy]). Pour tout i € [1,m] on pose :

Ty = SOT(YZ‘)
Pour tout [ € N, on notera :
Bl) =w =Y tp(row(l,i).
i=1

Soient w € WT(R) et € €]0,6] tel que vz q(w) # —oc. Soit I € N. Pour tout I € [0,1],
[1,m] - W(L)

i w(l',q) telle que l'on vérifie :

on suppose donnée une fonction w(l’,e):

re[1,1], Vi e [1,m], w(llyi) —w(l —1,i) € VI (WT( )) (3.3.11.3)

B(l) € V! (WT ) (3.3.11.4)

Veipa(B() Z Veypa(w), (3.3.11.5)

e [1,1, Vi€ [1,m], Yoo, .. X, 1)) (w(l',7)) = Yepalw) +C.  (3.3.11.6)

Remarquons que pour [ = 0, la fonction nulle convient. En vertu de la proposition 1.1.17
et de (3.3.11.4), on vérifie a(B(1),4) € V! (WT(L)) pour tout i € [1,m]; on définit alors :

w(l +1,4) = w(l, i) + a(B(), 7).

66



Ces éléments vérifient trivialement (3.3.11.3) au rang [ + 1. Nous avons en outre les
égalités ci-dessous :

Bl+1)=w—> tp(r)(w(l,i)+ a(B(1),1)
=1
=w— Y te(rdw(l,i) = > ([ + W(p) (va(Y))) a(B(1), 1)
=1 ]

=1

~

m

=w = tr(rw(li) = B) + 3 W(p) (va(¥:) a(B(),1)

B+1)=> W(p) (va(Yi) a(B(1), ).
=1

On déduit alors de (3.3.2.1) et (3.3.11.4) que B(I+1) € V1 (WT(L)) : c’est la condition
(3.3.11.4). Pour i € [1,m], d’apres (3.3.11.1) et (3.3.11.5) on a :

,,,,,

Il découle des calculs ci-dessus, de (3.3.11.2), ainsi que du fait que 7., 4 est une pseudo-
valuation (voir (2.5.2)) que Y pa(B(l 4+ 1)) = Ve p,a(w) : il s’agit de la condition (3.3.11.5).
Enfin, on déduit de (3.3.11.6) et de la formule ci-dessus que pour tout ¢ € [1,m] on a
Veselxixyx, 1405 seqin] (w(l+1,4)) = Ye,p,a(w) +€C : cest la derniére condition (3.3.11.6).

On obtient alors par convergence V-adique des vecteurs w(i) := llim w(l,i) pour
—+00

.....

m
ainsi que =z = th (r;)w(i). L'unicité de ces vecteurs de Witt provient de (3.3.2.1), de
i=1
la proposition 2.5.6 et de la proposition 1.1.17. Enfin, le fait que les w(i) € V" (WT(L))
pour tout ¢ € [1,m] dés lors que w € V* (WT(R)) pour tout u € N est une conséquence
immédiate de la construction des (w(i));e[1,m] €t de la proposition 1.1.17. O

Proposition 3.3.12. En suivant les notations de (3.3.6), si ['on suppose que 1) se fac-
torise en K[ X] — K[X]p — R, ot la premiére fleche est le morphisme canonique de locali-
sation pour un certain P € K[X] et la seconde est un morphisme étale fini faisant de R un
K[X]p-module libre, alors on a une suite exacte scindée de Rf-modules :

0 Rt 7 WH(R) 27 GY)

De plus, limage de Gfp en projetant modulo p dans W(E) est IT(R).
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On peut préciser ce résultat comme ceci : pour un entier m € N fizé, nous écrirons
K(X] = K[X1, ..., X0, Y, Z1, .., Zo] et W(K)[X] = W(K)[X1,..., Xn, Y, Z1, ..., Zn]. Si
(bi)ieqi,m] est une base de R en tant que K[X]p-module, si o: K[X] — R est le morphisme
surjectif de K[X]-algebres tel que o(Y) = P~ et p(Z;) = b; pour tout i € [1,m], si l’on em-
ploie le lemme 1.2.15 afin d’obtenir un relévement du Frobenius G: W (K)[X]T — W (K)[X]T
compatible avec F: Rt — RT, et si a €10, +00[" ™™ vérifie les conditions du lemme 2.5.3,
alors pour tout n > 0, il existe § > 0 tel que pour tout u € N et tout w € V¥ (WT(R)) 1l
Py — W(K)[X]

ks 1 telle que l'on vérifie :

existe une fonction r:

Ve 6]07 5]7 Vk € P(,)7 7€,Ingl,a(tG’(7ﬁk)f(k)) P Vs,cp,a(w) -,
VEk € 7)[/), pmax{ufu(k),O} ’ e

Xl
Démonstration. On notera Py~ l'ensemble des fonctions poids k & n + 1 + m variables

vérifiant 0 < k < 1, on identifiera WTQ%T)?} /K avec W(K)[X]" en utilisant la proposition

3.2.5.D’ apres la proposition 3.3.10, quel que soit 2 € WT(K [X]) il existe une unique fonction

r(x): P: — WOK)[é] elle que :
(=) Ok:r—> r(x) telle q

=Y r(@)f(k). (3.3.12.1)

X/
kePy-

Nous allons dans cette preuve considérer ¢ > 0 vérifiant les conditions suivantes : on
suppose que € < 4, ol § est plus petit que ceux des énoncés du corollaire 3.3.5 et des
propositions 3.3.10 et 3.3.11, dont nous conservons de cette derniére la constante C' <
ainsi qu'une famille (b;);e[1,m] € R™ relevant la base (b; )ie[1,m] ; en particulier, on verlﬁe

Vo e W(K)[X] Ve ldgx), o(ta(x)) > %7IdK[§7a(x), (3.3.12.2)
v.’lj E W(K>[ }T ’76 IdKL]’ ( (x)) > fYE,IdK[g,CL('CE)) (33123)
Ve € WHELX]), Yk € PY . verta M@ f(R) > et ale). (33129

Enfin, on fixera une famille (83;);e[1,m) € W (K)[X]! ™ d’antécédents par le morphime
W () de (bi)ic[i,m]- On suppose en outre que la constante

= min{’)/a,IdK[é],a(ﬁi) | i€ [1,m]} (3.3.12.5)
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vérifie :

e(Va(P) — aps1 +C) +C > —g. (3.3.12.6)

Soient u € N et w € V¥*(WT(R)). On peut trouver p(0) € V* (WT(K[X])) tel que

W(p)(p(0)) = w et Yedygy;,a(P(0)) 2 Yepalw) — g Soit un entier s € N. Supposons

L — W(K)[X]T
que pour tout s' € [0, s] est donnée une application w(s')s: Po ( , X ainsi que
k= w(s)

p(s") € WHK[X]) telles que pour

w(s) =Y ta(w(s)w) f(k) (3.3.12.7)

keP}

et pour v, définie en (2.5.2), les conditions ci-dessous soient vérifiées :

Vs' € [0, 5], Yk € PG, Vetdex,a(te (W) () = Ve tay x,a(p(0)) — g (3.3.12.8)
¥ € [0, ], Teaugyg 0 (() > Tetagya(p(0)), (3.3.12.9)

vs' € [0,s], W(p) (w(s") + p(s')) = w, (3.3.12.10)

Vs € [1, 8], w(s) —w(s' —1) e VL (W*(K@)) , (3.3.12.11)

vs' € [1, ], w(s') € V¥ (WVK[@)) , (3.3.12.12)

pls') € ymaxls'ul (WT(K[é])) . (3.3.12.13)

Remarquons que la fonction nulle et p(0) vérifient ces conditions pour s = 0. Supposons
que ces conditions soient vérifiées pour un certain s € N et construisons w(s+1) et p(s+1)
permettant de les vérifier également au rang s + 1.

Notons K[X, Y] == K[X,..., X,,Y], et POX’Y/ I’ensemble des fonctions poids k an+1
variables vérifiant 0 < k& < 1. Pour toute fonction poids k € POLY/, nous allons considérer
f(k) = vuk) ({Xk‘ﬂlv”ﬂPpu(k)(l_k"“)}). D’apres (1.1.9), et puisque 'on a (V) = P71,

on vérifie que :

W(p) (f(k)) =W(p) (f'()Y]), (3.3.12.14)
’Ye,IdK[é],a(f/(k)) Z ’Ys,IdK[ﬁ,a(f(k)) + Eva(P)' (3'3'12'15)

Posons :
De [—Z,o[. (3.3.12.16)
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La proposition 3.3.11 affirme en vertu de (3.3.12.13) l’existence pour tout i € [1,n] de
vecteurs de Witt p(s,q) € Vmax{su} (WHK[X,Y])) tels que :

e @ty (205 1)) > Yoldggyya(p(8)) +£C + D, (3.3.12.17)
W) (p(s) = 3 tr(b)W () (p(s, ). (3.3.12.18)
=1

!/
Puisque Ve 1dy )0 €st une valuation (voir (2.5.2)), on obtient pour tout k € POX’Y et
tout i € [l,n] :

Vett a(r(P(S DR WD) 2 Yoty a(r(p(5,0)) + Yoty (8)) = nia

(3.3.12.4)
(3.3.12.15)

> 7&,IdK[§],a(p(Sa Z)) + 6(UQ(P) — an+1)

(3.3.12.9)
(3.3.12.17)

et a PO NS B > Yoty a(p(0)) +£(0a(P) = angr +C) + D.
(3.3.12.19)

Quel que soit i € [1,n], nous allons considérer la série V-adiquement convergente
c(s,i) = Z r(p(s,4))kf (k)[Y]. Par construction, on vérifie :

kePSY!
(3.3.12.19)
’Ye,Ing]’a(C(S, Z)) > 75,IdK[§,a(p(O)) + €(UQ(P) — Qn+1 + C) + D, (3.3.12.20)
(3.3.12.1)
o\ (3.3.12.14) .
W(p)(c(s,i)) " =""W(p)(p(s,1)),

!/
Vk € 73% NPy, r(c(s, i) = 0.
De plus, pour tout ¢ € [1,n], on a d’aprés la proposition 3.3.9 et (3.3.12.13) :
c(s,9) € ymax{su} (WT(K[L Y])) . (3.3.12.21)
Pour toute fonction poids k € P, on définit :
w(s + 1) = w(s)k + Y Bir(c(s, i)k (3.3.12.22)
i=1
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Puisque Ve 1dy )0 €8t une valuation, pour toute fonction poids k € Py et tout i € [1,n]
on a : o

(3.3.12.4)
(3.3.12.5)

Veddgxpa (Bir(e(s, Dnf(K) 2 Yetdgyalels,1)) +C
(3.3.12.20)
= ’Vs,IdK[ﬁ,a(p(O)) + 5(UQ(P) — Qp41 + C) +D+¢

(3.3.12.6)
(3.3.12.16)

VE,IdK[é],a (5”‘(6(8, Z))kf<k)) > 757IdK[§,a(P(O>) -

N3

(3.3.12.23)

Ce qui donne d’aprés (3.3.12.2) et (3.3.12.8) :
n
Wk € Py, Ve tdipy) alte(w(s + D) (k) 2 Ve tdgx.0(p(0) = 5-
Nous avons donc vérifié la condition (3.3.12.8) au rang s+ 1. On peut définir les séries
V-adiquement convergentes :

(3.3.12.7)

wis+1) =3 taw(s+ 1)) f(k) “E ZtG<ZﬁZ )f(k),
kEP;, kEP;,
m+m§)st—Zm@yz %w
=1 keP|

Il découle de (3.3.12.3), de (3.3.12.4) et de (3.3.12.23), et du fait que 7z 1ayy, o €st une

valuation que :

n
fYE,IdK[ﬁ,a(p(s + 1)) 2 ’YE,IdK[ﬁ,CL(p(O)) - 5

Nous avons obtenu la condition (3.3.12.9) au rang s + 1. On a également :

W(p)(w(s +1) + p(s +1))

G212 W (p) (w(S) +) (UG( + 2 Bir(e(s,i)f(k ))>
po keP,

-£~m@@@+zmmewmmm)
=1

“E”Ww@@oawwwﬂ
i=1

= T W(p) (wls) + p(s))
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C’est-a-dire que nous avons vérifié la condition (3.3.12.10) au rang s + 1. Par (3.3.2.1),
(3.3.12.13), (3.3.12.21) et la proposition 3.3.9, nous pouvons également vérifier que :

w(s +1) - w(s) € vt (WHEKLX, Y]))

,O(S + 1) e Vmax{s+1,u} (WT(K[X, Y])) )

Ce qui implique les conditions (3.3.12.11), (3.3.12.12) et (3.3.12.13) au rang s+ 1. Nous
avons vérifié toutes les propriétés désirées par récurrence.

Par convergence V-adique, nous pouvons alors définir @ := lim w(s), et par construc-
s—+00

tion de notre suite nous aurons alors Ye idyy;,a (W) 2 Ve ldg(x.0(P(0)) — g (utiliser (2.5.2.3)),
W(p) () = w et w € V* (WT(K[X])), ce qui nous donne la troisiéme formule de I'énoncé

par la proposition 3.3.9. De plus, nous pouvons obtenir une écriture de la forme

W= ta(ry)f(k)

kePy

ott les 7, € W(K)[X]' pour tout k € P}, et par construction :

N3

’Ys,IdK[g,a(tGOnk)f(k)) > ’YE,IdK[ﬁ,a(p(O» -

En particulier, on obtient la somme WT(R) = tz(R") + G, et la décomposition en
somme directe découle du lemme 3.3.8. B
Enfin, puisque le Rf-module Gi c V(WT(R)), 'image de celui-ci en le projetant modulo

p dans WT(R) devra nécessairement étre IT(R) puisque l'on a une suite exacte scindée

(3.2.1.1). O
Corollaire 3.3.13. Reprenons les notations de la proposition 3.3.12. Alors pour tout
— ‘ . L — RT ‘
w E WT(R), il existe une unique fonction r: Plg s ?]:2 telle que l'on vérifie :
k

w =Y tr(r)e(f(k)).

kePy
De plus, ces éléments vérifieront :
Ve €]0,0], Vk € Py, Vepa(tF(T1)Y(f(K))) Z Ve,p,a(w).

Démonstration. On a unicité de I’écriture en série par la proposition 3.3.9. De plus, on sait
qu’une telle écriture existe en utilisant la proposition 3.3.12, sachant que l'on peut prendre
n > 0 aussi petit que 'on veut dans cet énoncé. O
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3.4 Décomposition en degré strictement positif

Nous entamouns ici la démonstration générale du théoréme de structure locale du com-
plexe de De Rham-Witt surconvergent d’'une variété lisse sur un corps parfait de caractéris-
tique positive. Nous avons dans les sections précédentes développé tous les outils nécessaires
a sa preuve. En particulier, la section 3.2 explicitait la structure modulo p du complexe sur
une algébre de polynémes. Nous allons tout d’abord démontrer que cette structure provient
d’une unique écriture dans cette situation : c’est la proposition 3.4.6.

On emploie ensuite les résultats obtenus dans la section 3.3, ainsi que des arguments
similaires, afin de généraliser ce résultat aux anneaux de la forme requise a ’application de
la proposition 3.3.12. De nouveau, cette étape s’avére la plus technique; cet effort s’avére
toutefois fructueux, car on parvient & retrouver les résultats présentés dans la section 3.1
dans cette cadre.

(3.4.1) Dans toute cette section, on fixe un corps K parfait de caractéristique p, un
entier naturel n € N et on note K[X] := K[X1,..., X,] et W(K)[X] = W(K)[X1,..., X,]
Pour tout J C [1,n] et toute fonction k: J — N, on écrira X* = H Xjk(j). On suppose

=
également donné un morphisme étale de K-algébres ¢: K[X] — R, ainsi quune W (K)-
algebre lisse R relevant le morphisme structurel K — R, et F': Rf — R' un relévement du
Frobenius.
Nous conservons les notations des sections précédentes, notamment 'unique morphisme

de W (K)-dgas tr: Q7 W) Wiz /i obtenu fonctoriellement a partir de /. Nous avons

également un relévement de Frobenius fixé Frob sur W(K)[X]' nous permettant de définir
le morphisme de W(K)-modules vp = tp — tir si R = W(K)[X]. On rappelle également
que 'on avait noté Py ’ensemble des fonctions poids.

[1,n] = N [l

(3.4.2) Soit @ € N un entier naturel. Notons p": P} la fonction poids

e— p4
constante. On définit :

N k+ p*|s ueN* (k,I)eP, JC[1l,n]~ Supp(k)
G(Z)"{e< P ’“”)’ vp(k) =0, 0 <k <p® To A0, #I+#T=i |

Pour tout e € G(7), on note (k(e),I(e)) € P le couple vérifiant e = e(k(e), I(e)). Par
convention, on note :

G(-1) = 0.

D’aprés la proposition 2.3.14, on remarque que si I’on garde les notations du paragraphe
(3.3.6) on a ¥(G(0)) = Gy.
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Proposition 3.4.3. Supposons que R = W(K)[X]. Il existe 6 > 0 tel que pour tout

; T
g U existe une application 1: G(i) = W(K)X] telle
e~ Te

frp,i

1 € N et pour tout x € WTQK[X}/

que l'on ait :

T = Z tr(re)elpl,
e€G(i)
Ve €]0,0], Ve € G(i), C(tr(re)) = C(x) — Co(e),
Ve 6]0’6]’ Ve € G(Z)a <€(tF(re)6) = Ce(x)

KIX] - W(K)X]'
Démonstration. On considére ’application o: Z ki X7 — Z (k1 X7 On remarque
J€Po 7€Po
u(j)=0 u(j)=0
que pour tout P € K[X] et tout € > 0 on a v.(c(P)) > —edeg(P), ou l'on a identifié
W(K)[X]" a un sous-ensemble de WTQK[X]/K par la proposition 3.2.5.
Supposons ¢ assez petit pour vérifier la condition du corollaire 3.3.5, ou plus précisément
pour tout P € K[X] on suppose d’apres (3.1.10.1) que ((trp(o(x))) = —edeg(P).

G(i) = K[X]
e— P,
ait ¥ = Z P.e. De plus, pour tout e € G(i) cette proposition nous assure que :

e€G(1)

D’aprés la proposition 3.2.3, il existe une application P: telle que 'on

(i + Du(k(e)) — e (deg(Fe) + [k(e)[) = ¢ (z).
D’apres le théoréme 3.1.25, on vérifie quel que soit e € G(i) que :
C (tr(o(Pe))e) = —edeg(Pe) + (i + L)u(k(e)) — elk(e)]-

On déduit de (3.3.2.1), (1.1.10.1) et (1.1.10.2) que tp(o(P:))e = Pe.e, ce qui implique
G(i) » W(K)[X]!

e o(P,) — répond aux conditions de la proposition. O

que 'application P:
Lemme 3.4.4. Supposons que R = W (K)[X]. Il existe § > 0 tel que pour tout € €]0, ¢
et toute fonction poids | G valeurs entiéres, on ait :

1e(op(XY) > v(D) + 5 el
Démonstration. Nous allons démontrer le lemme par récurrence sur v,(l) € N. Prenons
€ > 0 suffisamment petit afin de pouvoir appliquer la proposition 3.3.4; cela démontre en
particulier le lemme dans le cas o vp(l) = 0.
Soit k € N tel que le lemme soit vérifié pour toute fonction poids I’ & valeurs entiéres
telle que v,(I') < k. Soit [ une fonction poids a valeurs entiéres telle que v,(I) = k + 1.
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l
On peut alors poser I’ := — et on sait par hypothése de récurrence que le ¢ > 0 choisi
p

/ 1
ci-dessus vérifie également 7, (vp <KZ )) > v, (') + 3~ ell’|. On déduit de (3.3.2.3) et de

q
de (2.4.2.2) du fait que 7. est une pseudo-valuation (voir (2.5.2)), et de la proposition 3.3.4

que :
. 3 ) 3q

! > — / / .

Ve (vF (7X>) > min {p <4 el \) ’qeﬁl,;on—l]] {—€pl | + 21 1}}

Cela démontre le lemme pour v, (1) = 1. Enfin, si v,(I') > 0, on vérifie :

: 1 . 1
(o () 2 i (ot ). i 0 (90)45) 1)

Ce qui clot la démonstration du lemme. O

p _
la proposition 3.2.5 que vg <K1> = Z <p) [Kzl](p g UF (ll/)q. Si vp(I') = 0, il découle
q=1

Lemme 3.4.5. Supposons que R = W (K)[X]. Soit i € N. Identifions QSI;/I&Q)[X}T/W(K)

et WTQEE;]/K en tant que W (K)-modules en utilisant la proposition 3.2.5. Alors, il existe
d > 0 tel que pour tout € €]0,0] el pour toute fonction poids | & valeurs entiéres et toute

partition I de | de taille i on a :

% (op (e, 1) > 5 — el

Démonstration. En vertu de (2.5.2.3), le cas i = 0 est une version faible de la proposi-
tion 3.3.4. Supposons ¢ > 1. Pour toute fonction poids [ & valeurs entiéres et toute par-

7
tition I de [ de taille 4, par définition on a e(l,I) = f(l|1,) X Hg(l\ll). Soit 1 € [1,4].
=1
D’apres (2.3.10.1) nous avons de plus I'égalité d(f(l|,)) :pvp(l“l)g(lhl), on obtient alors
d’aprés le lemme 3.4.4 et les formules (2.4.2.1) et (2.4.2.2) que pour € > 0 assez petit

on a Y:(tr(g(llr))) = 5~ ell|r,]- Le méme lemme nous donne pour le méme e l'inégalité
1
Ye(tr(f(ll1,))) = 5~ elllz,|- D’aprés (2.4.2.3), quitte & diviser 6 par 2 on déduit alors
1
teltr(el, 1) > 5 — <l s

Proposition 3.4.6. Supposons que R = W(K)[X]. Soit i € N. Alors quel que soit

ife ; : . sep,t L , . . .
reW QK[X]/K il existe un unique w € QW(K)[&T/W(K) ainsi qu’une unique application
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GH UG —1) > W(K)[X]
e Se

S: tels que :

x=tp(w)+ Z tr(se)e+d Z tr(se)e |,

ecG(3) e€G(i—1)

VIEN, pl |z ((pl |w> A (VeéG(i)UG(i%—l), P se)) .
De plus, il existe § > 0 indépendant du choix de x tel que :

Ve 6}0, 5], Ca( ) = Cs(fv);
Ve €]0,6], Ve € G(i) UG(i — 1), G(tr(se)) = C(x) — C(e),
Ve €]0,0], Ve € G(1) UG(i — 1), C(tr(se)e) = Ce().

Démonstration. Soit & > 0 le plus petit des § donnés par la proposition 3.4.3 et le lemme
3.4.5. D’aprés ce dernier et (3.1.10.1), si e €]0,6] on a ((tr(z|int)) > Ce(z). Notons
y = x—tp(x|int). Il découle de la proposition 3.2.6 que 'on a y € pW Qmpé]/K + WTQE?E]Z/K.
On a de plus C.(y) > G (x).
D’apreés les propositions 3.4.3 et 2.3.12, nous pouvons disposer de deux applications
i) — WEXI |, Gli-1) - WE)]

, telles que celles-ci vérifient :
e Te e 1

Ylep = Z tr(re)elpl,

ecG(7)
Ve € G(i), C(tr(re)) = () — C(e),
Ve € G(/L)7 Qa(tF(re)e) Z Ca(x)v

y’d(frp) =d Z tF(T;)e) [p]’
) -

e€G(i—1)
Ve € G(i — 1), C(tr(r /e)) Ce(w Ce(e),
Ve € G(i — 1), ¢(tr(rl)e) = ¢ (z).

On en déduit que z = y — Z tr(re)e —d Z tp(rl)e | est divisible par p.
e€G(i) e€G(i-1)

D’aprés la proposition 2.3.19, on peut poser z; € WTQ]’K[X]/K I'unique élément tel que

z = pxy. Par (3.1.10.4) on a (. (x1) > ¢(x) — 2n. On peut alors répéter opération par

N
récurrence, ce qui nous confére une suite de fonctions (s;)en € <W(K) [X]TG( )L’G(ZH))
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; N
ainsi qu'une suite (w;)en € Q?;/%IZ()[&]T/W(K) telles que pour tout e € G(i) U G(i — 1) et

pour tout [ € N on ait :

Ce(wr) = (o () — 2nl,
Ce(s1(e)) = Ce(x) — C(e) — 2nl,

-1
=> | Pwr+ D Ptelsue)e+d| D> pte(se(e)e] | P.
I'=0 ecG(i) eeG(i—1)

Ce qui nous permet de conclure ’existence par surconvergence p-adique.

On utilise la proposition 3.2.7 afin de démontrer 'unicité. Il en découle en effet que p | x
si et seulement si wy = 0 et que Sp est la fonction constante égale & zéro. On en déduit par
récurrence sur [ € N que p! | z si et seulement si p' | w et p! | s, pour tout e € G(i)UG(i—1),
ce qui suffit & démontrer 'unicité via la proposition 2.2.8. O

(3.4.7) Dans ’énoncé de la proposition 3.4.6, on remarque que si F' = ]??6?), alors d’apres
[16, Proposition 2.3.] ainsi que les propositions 3.2.5 et 3.1.9 on retrouve la décomposition
en somme directe définie en (2.3.17). Plus précisément, si 'on reprend les notations de
I’énoncé on a :

x|int = tm(w)a
Tlpp = Z ter (se)e,

ecG(1)

x‘d(frp) =d Z tm(se)e
ecG(i—1)

Proposition 3.4.8. Soit i € N. Supposons donné un élément x € WIQL _ tel qu’il

R/K
GiH)UuGH —1)— Rf
e  Se

sep,t

R W vérifiant ’égalité

existe w € 2 (K) ainsi qu’une application s:

x=tp(w)+ Z tr(se)e+d Z tr(se)e | . Alors quel que soit m € N* on vérifie
ecG(3) ecG(i—1)
x € Fil"™ Wk x)/k si et seulement si :

P | w,
Ve ¢ G(Z) L G(Z o 1>’ pmax{m—u(k(e)),ﬂ} ‘ Se.

Démonstration. L’implication réciproque est évidente, il ne reste qu’a démontrer le sens
direct. Démontrons-le par récurrence sur m € N*. Pour m = 1, d’aprés le théoréeme 2.2.5
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Vimage de  dans W1Qp = Qp i coincidera avec celle de tp(w). On conclut alors que
p | w grace a la proposition 3.2.6.
Pour m > 1, si l'on a z € Fil™ WQE/K et que on suppose par hypothése de récur-

sep,i max{m—1—u(k(e)),0} s
e

RY/W(K)
pour tout e € G(i) U G(i — 1) pour de certains s, € Rf, alors en projetant 2 dans
Fil™ WTQE /K/ Fil™+! WTQE /x> dque Pon peut vérifier isomorphe en tant que R-module

m=L pour un certain ' € Q

rence que w = p et s¢ = p

a Ker (WmHQE/K — I/I/',,Jlﬁ/]K)7 on obtient par les propositions 2.2.6 et 3.4.3 ainsi que

[16, (2.5)] que puisque x est nul dans le quotient, on a w’ = 0 et s, = 0 pour tout
e € Gi)UG(i — 1). O

(3.4.9) Nous allons supposer dans la suite que le morphisme 9 fixé en début de section
se factorise en

KX] - KX]p— R

ou la premiere fleche est le morphisme canonique de localisation pour un certain P € K[X]
et la seconde est un morphisme étale fini faisant de R un K[X]p-module libre.

S0it (1) ;eq1,m) une base de R en tant que K[X]p-module pour un certain m € N. Nous
noterons dans la suite :

K[X] == K[X1,..., X0, Y, Z1, ..., Zm],

K[K@} =KXy, ..., X, Y, 24P, Zi?),

W (K) [g@} = WK X1, .., Xn, Y, Z1P, o, Zn?].

On notera ¢: K[X] — R le morphisme surjectif de K[X]-algébres tel que p(Y) = P~!

et ©(Z;) = r; pour tout i € [1,m]. D’apreés le lemme 1.1.16, le morphisme ¢|K[X@] est

également morphisme surjectif de K[X]-algebres. Dans la suite de cette section, on le notera

p: K {& @] — R sans risque de confusion dans le contexte.

Pour tout i € [0,m] et j € [1,p — 1] on choisit des éléments a; ; € P! ot
w(K) [xP]" /W (K)

tels que :

vj € [Lp =11, W) (trp (00,)) = WL)(F@Y)).
vi e [Lml, Vi € [Lp =11, W) (tg (i) = Wie) (F (d(27))) -

Choisissons d > 0 assez petit afin de vérifier la condition du lemme 3.4.5, et que pour

tout £ €]0,0] on ait (. (tm (a@j)) > —2n pour tout i € [1,m] et tout j € [1,p — 1]. En
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particulier d’aprés (3.1.10.3), (3.1.10.4) et (2.2.3.3) on vérifie pour la pseudo-valuation (.

définie sur WQK [X@] /K :

Vi€ [Lp =11, ¢ (trm (ba0y)) > G (AV™)) = 2,
Vie[l,m], Vje[l,p—1], ¢ (tﬁ) (paid)) > ¢ (d (27)) = —¢j.
vj € [Lp =11, W(p) (trz (b00s)) = W(e) (d (Y7)),
Vie[1,m], vje[l,p—1], W(p) (tﬁ?Jo (pogiyj)) — W (y) (d(ZM)).

Par convention, et comme au début de cette section, on considérera que les fonctions
poids seront définies sur [1,n]. Autrement dit, pour tout f € Py on aura f(k) € W(K[X]).

Ainsi, on aura également G(j) C WQ‘]%[ xJ/k bour tout j € R. Lorsque I'on voudra considérer
);

les fonctions poids définies sur [1,n+ 1+ m] (c’est-a-dire liées au complexe VVQ;< [X (”}/K

(® (@) . . . R
on notera PX et 7701 les ensembles de fonctions poids que 'on devine. Similairement,

si on considére les fonctions poids définies sur [n + 1,7 + 1 4+ m] (donc liées au complexe
WQ&[YRle,...,Zmp}/K% on notera PY"Z1"Zm” les ensembles que 'on devine. On prendra
garde au fait que 'on a pas défini ces fonctions poids sur [1,m + 1], ce qui ne pose pas de
problémes en pratique bien que cela différe des conventions précédentes ; cela nous permet

. . . . P P (p)
notamment d’obtenir une inclusion canonique PY 217 Zm?  PX=

. . x®
Pour toute fonction poids k € Py~ telle que u(k) = 0 et Supp(k) = {s} pour un

certain s € [1,n 4+ 1+ m], si l'on note s’ :== s —n+ 1 et v = vp(ks) et que 'on considére
(a,b) € N x [1,p — 1] 'unique paire d’entiers telle que ks = p”(pa + b), on définit :

g((k) ) sise[l,n]
p(pa+b V24 (ol .
g/(k) — 7( b b) |:YP +(p p)b:| tF/rBE) (Oéo,b) sis=n-+ 1
plpa + V2 (ol .
0 {Zs'p +p p)b} ter (g p) sis’ €[1,m].

Pour tout (k,I) € P avec u(k) = 0 on définit :
Wk D= I X" T/ Gly)-
i1€Supp(k)~TI jel

Remarquons que lorsque I = Supp(k) = {s} comme ci-dessus, alors h'(k,I) = ¢'(k).
Cette remarque nous permet d’étendre la définition de ¢’ sans conflit de notations a toute

(»)
fonction poids k € 770&7 a valeurs entiéres avec la définition précédente :

ghy= 3 POk ().

J€Supp(k)
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(3.4.10) Soit i € N. Dans toute la suite de la section, P; désignera l’ensemble des élé-

J{m
ments de la forme IT € (W Qm[tyop ar i X W me)é]/K) pour un entier j(IT) € N*.
Autrement dit, P; est la réunion des ensembles de j-uplets de couples du produit cartésien

w Qm[tyop 247 o 2K X W Qm[ )é] Jx pour j variant parmi les entiers naturels non nuls. On

définit l’apphcatlon ci-dessous :

P wmm“(
p)]/K

((ak7bk))k€[[1] = Z ayby,

Pour tout € > 0, on définit également :
. Pi= RU {400, oo}
= (ks br)) ey oy = min{Ce(ar) + G (k) [ k€ [1,5(ID]} -

()
Proposition 3.4.11. Pour toute fonction poids k € POXL a valeurs entiéres on a :

W(p)(g' (k) = W(e)(g(k)).
1l existe de plus 11 € P; et x € WTth[l(p)]/ tels que pour le § du paragraphe (3.4.9)

on ait :

g'(k) = w(M) + pz,
Ve €]0,6), ¢(IT) > ¢(g(k)),
Ve €]0,0], C(px) = C(g(k)).

En outre, Il = ((0,0)) si k € ,PYP 2P e ZmP

Démonstration. Supposons que k € Poi@ est une fonction poids telle que u(k) = 0 et
Supp(k) = {s} pour un certain s € [1,m + 1 + n]. Dans ce cas nous pouvons alors vérifier
que W(p)(g(k)) = W(p)(g'(k)). Le cas s € [1,m] est évident, et si s = m + 1 remarquons
en utilisant le lemme 3.1.2 que ’on a :

mevw—ww<m+qu““HWW@WD

v e )< (1))

W(p)(g'(k)) = W (e)(g(

On peut faire un raisonnement tout a fait similaire si s € [m + 2, m + 1 + n].
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Remarquons également que l'on a ¢'(k) € WTQ]%&[X}/K sis € [1,m]etp] g (k) sinon, et

que par la proposition 3.2.5 on a toujours ¢'(k) € WTQE[’;(@)]/K

De plus, pour un tel k, par construction et la proposition 3.1.12 on a (. (¢'(k)) = (- (g(k))
pour tout € €]0,d]. Le résultat général découle alors de la méme proposition ainsi que du

lemme 3.1.5. O
Corollaire 3.4.12. Pour tout i € N et tout x € WiQm? il eriste Il € P; et
K[&Q] /K
+int,? .
yeWw QK[XQ] p tels que pour le § du paragraphe (3.4.9) on ait :
W(p)(@) = W(p)(w() + py),
Ve €]0,0], (1) > ¢(2),
Ve E]O, 6}7 ga(py) = €5(56)
De plus, 11 = ((07 0)) st x € WTQE[tifiP,ZlP,...,ZmP]/K’ ou si p* | x pour un certain u € N*,

auquel cas p*~ ' | y.
t,i

et

combinaison W (K)-linéaire de produits de la forme f(ko) H g(k;), tels que les éléments
j=1

Démonstration. Par définition de VVTQ]iI;1 K I’élément x sera congru modulo p & une

o 1
(kj)jé[[[),i]] € <735(p> vérifient :

Ve >0, —elkol — Y _elkj| > C(x).
j=1

On peut conclure en utilisant les propositions 3.4.11 et 3.1.12 ainsi que (3.1.10.1), car
i
f (ko) H g (k;) vérifie toutes les propriétés voulues.
7j=1
La seconde partie de ’énoncé provient du fait que 'on peut supposer que ces éléments

- Yo ziP, ZmP T int,;
vérifient (k;)jefo,q) € (770 ! ) des lors que = € W‘LQ]E[YZ’ZW Z?) K lautre

'''''

cas étant évident. O

(3.4.13) En vertu du lemme 1.2.15, nous pouvons poser pour le restant de cette section

T T
un reléevement du Frobenius G: W(K) [X@} — W(K) [X@] commutant avec ¢ et F.
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T
Pour tout ¢ € N on pose le W(K) [X@] -module :

dC € R, de > 0,

toX—frpi Ve € G(i), ((ta(se)) +¢(e) = C
W QK[K@]/K : Z ta(se)e | | o
eeG(i) Ve € G(i), se € W(K) [gﬂ}
On définit :
tOX% - sep,i tOX—frp,i tOX—frp,i—1
w QK[XQ} i la (QW(K) [X@)]T/W(K)> + W QK@@] K +d (W QK@@] /K> .
t —frp,2
Lemme 3.4.14. Soit i € N. Pour tout x € W(K) [X@} el y € WIS f(p’ on
K[&L’} JK
vérifie :
tOX—frp,i
Ve >0, (G(ta(w)) # —00 A ((y) # —00) = C(ta(@)y) 2 C(ta(x)) + ().
Démonstration. Cela est évident par définition de WHQETPE o o employant le théo-
K[Xﬂ]/K
réme 3.1.25. u

Proposition 3.4.15. Supposons que G = Frob. En utilisant la proposition 3.2.5, iden-

tifions les W (K)-modules P et WHQ™M via t— . Soient 1,5 € N.
g 1 w (i) [x 2] /w ) K[x@)]/x " TFrob /
Considérons © € Q5P : ety € WTQX_ﬁEp;j . Alors il existe z € WTQX_fip;Hj
w () [x 2] /w (k) K[X®]/K K[x®)/x
+ QX —frp,i+j—1 4 ;.
ette W K[&ﬂ]/K tels que pour le § du paragraphe (3.4.9) on ait

W(p)(zy) = W(p)(z +pd(t)),
Ve €]0,0], (C(x) # —00 A (e(y) # —00) = ((2) 2 Ce(@) + ¢ (y),
Ve €]0,0], (C(x) # —00 A (e(y) # —00) = C(pd(t)) 2 (e(2) + ¢ (y) + 1.
De plus, sl existe u € N tel que soit x soit y appartienne & Fil* WQ

K[X@] K alors

Démonstration. Posons € €]0,6]. Appliquons le corollaire 3.4.12 a x afin de trouver II € P;

et 2/ € Q5P ; tels que 'on ait :
w(K) (X2 /w ()



. T
Ecrivons y = Z Se€, ol les s, € W(K) [X@} vérifient (-(se) + Co(e) = ((y) quel
e€G(j)
que soit e € G(j). En employant le corollaire 3.4.12 & nouveau, pour tout e € G(j) il existe

.I.
I, € Py et s, € W(K) [X@} tels que :

CS(pS/e) > Ce(se),
e (Te) = Ce(se)-
En particulier I'élément 3/ = Z psLe vérifie iy € WTQX[;E% e et ¢(y') = ¢(y). On
e€G(j)
en déduit que :
W(e)(xy) =W(p) | p (w(H)y' + x’y) + Z w(IDw(Il)e | . (3.4.15.1)

e€G(j)

Quel que soit e € G(j ) le produit w(IT)w(Il.)e est une somme finie d’éléments de la

forme aba’t'e, ot a,a’ € W Qlllg[t;)p 2 oo DEW Q]lfg[t);]/K et € WTQEFXO]/K. Puisque

aba’b'e = aa’bb’e et que bb'e € W Qg[j&]/K’ en employant le lemme 3.1.8 et (3.4.7), on vérifie
que

aa’ x (bb'e)|q(qpy = pd Z ad'tee | — pd(ad’) Z tee
e’'eG(i+j—1) e'eG(i+j—1)

pour de certains t, € W Q%l[t)?]/K deéfinis pour tout ¢’ € G(i+j—1); d’apres (3.1.24) ceux-ci
vont vérifier :

Ce(pter) = C ((Bb'e)agtrp)) — Ce(€')
> Co(b) + (V) 4 Ce(e) +1 = ¢(€)
> C(IT) — Ce(a) + & (1) — Co(a) + Co(e) + 1 — (o(€)
> (e(x) = Ge(a) + Co(se) — Ce(a) + Cele) +1 = ¢(€)
C(pter) = Ce(x) = Cla) + Ce(y) — Ce(a') + 1= (o(€).

A Paide de (3.1.24), de (3.4.7) ainsi que du lemme 3.4.14, on en déduit alors qu’il existe

N
X—frp,i+j T X—frp,i+j—1 . X—frp,i+j—1
a € Wi [ (p)]/ et 5 € WIQ [—(m]/ et deux suites (cx)pen € (W TQK[EL)]/K >
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. N
1
et (Wk)pen € (WTQ%l[tYP,Z#’,...,ZmP}/K) tels que :

Ce(a) = () + (),
Ce (pd(B)) = Ce(x) + ¢ (y) + 1,
Vk € N, (e(wk) + C(pek) 2 C(z) + C(y) + 1,

+
_|_

la proposition 3.4.8 nous assurant que la convergence des séries pour la topologie canonique.
En particulier, on déduit de (3.4.15.1) que :

W(p)(zy) = W(p) (a +pd(B) +p (w(H)y’ +a'y + Zwm)) :

keN

On peut alors réappliquer le raisonnement que nous avons fait tout au long de cette
démonstration & chacun des produits de la formule ci-dessus. En effet, tous sont des pro-

duits entre un élément de WTQint ( et un élément appartenant soit a wioX-fpiti—l
K[x®]/K K[xP] /K

[N X—frp,j p .
soit & W‘LQi[X?;;j K Par récurrence et surconvergence p-adique, on peut alors conclure

concernant la premiére partie de I’énoncé. La seconde partie, quant a elle, est immeédiate
par construction et d’aprés la proposition 3.4.8. O

Corollaire 3.4.16. Supposons que G = Frob. Soient 1,7 € N. Considérons deux élé-

ments x € WTQint’i() ety € WTQX_ﬁ;p;j . Alors il existe z € WTQK_fr(p;Hj et
K[x®)] /K K[ X®]/K K[x®)] /K
t e WX fmeiti=l yor que pour le 0 du paragraphe (3.4.9) on ait :

K [5@] /K

W(p)(zd(y)) = W(p)(z +d(t)),
Ve €]0,6], (C(w) # -0 A ((y) # —00) = ((2) 2 ((7) + (),
Ve €]0,6], (C:(7) # —00A((y) # —00) = ((d(t)) = ((7) + C(y)-

De plus, s’il existe u € N tel que soit x© soit y appartienne o Fil* WQK[X@] s alors
Démonstration. On a xd(y) = (—1)*(d(zy) — d(x)y), il ne reste alors qu’a conclure en
utilisant la proposition 3.4.15 ainsi que (3.1.10.3). O]
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X—frp,i
[X(P)]/K

X—frp,i+j—1

]

Proposition 3.4.17. Supposons que G = Frob. Soient i .j € N. Pourz € WiQ=

ety e WO fr(p’J , il existe z € W th ITJ) Jte wios fr(pgzﬂ ets € WiQ~
k[x®@] /K K[x®@] /K’ K[x®] /K

tels que pour le § du paragraphe (3.4.9) on ait :

W (p)(wy) = W(p)(pz + pt + pd(s)),
Ve >0, (((7) # —00 AGe(y) # —00) = ((p2) = Ce(x) + Ce(y) + 2
Ve €]0,6], (((x) # —00 A Ce(y) # —00) = ((pt) = () +C(y) +1
Ve €]0,6], (((x) # —00 A Ce(y) # —00) = ((pd(s)) = () + C(y) +2

De plus, sl existe u € N tel que soit x© soit y appartienne o Fil* WQK[ alors

X@
z,t, d(S) e Fil WQK{XQ] /K’

t,0

Démonstration. Notons x = Z See ety = Z sie', ot les e, Ser € WTQm[ (p)]/ quels

e€G(1) e€G(j)
que soient e € G(7) et €' € G(j). Nous sommes donc ramenés a étudier une série convergente
pour la topologie canonique de produits de la forme scesqe’ = seseee’, pour e € G(i) et
e’ € G(j). Tl découle du lemme 3.1.8 que ee’ € pW QZHQ[X]/K donc en utilisant (3.4.7) ainsi

t oint,i+j X —frp,i+j

que (3.1.24) on remarque qu’il existe we oo € W QK {5@] K Qee € WTQK [Xﬂ] P ainsi que

X—fr 1
Beor € WIQZ { (g)z]j] tels que :

Seesere = PSeSe/We o' + PSeSe/ Qe el + PSeSerd(Beer),
Ve >0, Ca(psese’we,e’) = Ca( ) =+ Ca(y) +2
Ve >0, Ce(psesereer) 2 C(w) + C(y) + 1

Ve >0, Cc(pseser) + Ce(d(Beer)) 2 Ce(@) + Ce(y) + 2

La premiére partie de I’énoncé découle alors par la surconvergence dans la topologie
canonique ainsi que par l'utilisation du lemme 3.4.14 et du corollaire 3.4.16.

La seconde partie de 1’énoncé, quant a elle, est une conséquence immeédiate de la pro-

position 3.4.8. 0l
Proposition 3.4.18. Supposons que G = Frob. Soienti,j € N. Pourx € WTQX[;(;Z] K
X—frp,i+j—1

ety € WTQX D il emiste 2 € WTth I te WTQX piti o g e WX

[ (p)]/ [ x @ )]/ [ (p)]/ [XQ] /K
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tels que pour le § du paragraphe (3.4.9) on ait :

W(p)(zd(y)) = W(p)(pz + 1t + pd(s)),
Ve >0, (C(7) # —00 A((y) # —00) = ((p2) = C(2) + ¢ (v),
Ve €]0,0], (C(w) # —00 A ((y) # —o0) = ((t) = () + ¢ (),
= (q

Ve €]0,6], (C(w) # —0o A ((y) # —00) = ((pd(s)) () + C(y) +
De plus, s’il existe u € N tel que soit x© soit y appartienne o Fil* WQK[X@] K alors
z,t, d(S) € Fil* WQK{&@] K
Démonstration. Notons x = Z see ety = Z sle', ot les se, 500 € W th[o(p)]/ quels

e€G(1) eeG(j)
que soient e € G(7) et €' € G(j). Nous sommes donc ramenés a étudier une série convergente
pour la topologie canonique de produits de la forme

sced(se€’) = (—1)'sod (s )ee’ + sesered(e))
pour e € G(i) et ¢ € G(j). D’aprés la proposition 3.1.9 on a :

in fr fr
ee’ ed(e) € pWTQK[t&/K + WTQKIFX]/K +pd <W & lFX]/K)

On peut alors conclure aprés avoir décomposé ces deux produits en une somme selon la
remarque (3.4.7), et majoré la fonction (. sur les termes obtenus grace au tableau (3.1.24),
puis en faire de méme aprés multiplication par les éléments de WTth e )]/ restants grace

& la proposition 3.4.15, le corollaire 3.4.16, le lemme 3.4.14 ainsi que (3.1.10.5). La remarque
concernant la filtration canonique est quant & elle une simple conséquence de la proposition
3.4.8. O

Corollaire 3.4.19. Supposons que G = Frob. Soient i ,j € N. Considérons deux élé-

ments © € W QX fr(p; et tout y € W QX fr(p’j Alors il existe z € WTth i et
[ ”]/ [X P>]/ [X@)]/K

te WTQX[ fr(i;l]jj tels que pour le 0 du paragraphe (3.4.9) on ait :
W(p)(d(x)d(y)) = W(p)(pz + d(t)),
Ve >0, (C(x) # =00 AN ((y) # —00) = ((pz) = ((x) + ¢ (y),
Ve €]0,6], (Ce(x) # —00 A le(y) # —o0) = Ce(d(t)) = () + C(y).

De plus, sl existe u € N tel que soit x© soit y appartienne o Fil* WQK[ alors

x®|/k’
Z, d(t) € Fil* WQK[XQ] K’
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Démonstration. Remarquons que d(z)d(y) = d(xd(y)), il suffit alors de conclure en utilisant
la, proposition 3.4.18 et (3.1.10.3). O

— 1
Lemme 3.4.20. Supposons que G = Frob. Soitn > 0. Il existe § > 0 et C € ]0, 2] tels
n

(p) : _
que pour toute fonction poids k € POXL, il existe x € VVTQI]I?’1 ]/K +d (WTQX frp.0 >

[x® K[x®]/K
on ait :

W(e)(g(k)) = W(p)(z),

ve €l0,8], Goela) > I
De plus, si u(k) # 0 il existe 2’ € WTQ]iIzt[’)O((p)] K + WTﬁg[_;(E;(])/K tel que :
W () (@) = W(p)(f(k)).
x=d(z'),

Ve €]0,6], Coe(2) > CUR) n,

2n

! u(k)
x,x € Fil WQK[XQ]/K'

Démonstration. Lorsque k est a valeurs entiéres, cela découle de (3.1.10.5) car on a déja

t(int,1 . — y N R
glk) e W QK[KQ]/K Sinon, on a g(k) = d(f(k)) d’aprés (2.3.10.1). Si 'on pose n > 0,

. 5 . / 1 oint,0 X —frp,0 m+1+n
on sait qu’il existe ¥’ € W QK[{“’)]/K + K[X(p)}/K et a € ]0,+o0] tels que
W (p)(f(k)) = W(p) (@), que vera [ 1.a(@) 2 Yeta ,1.a(f(k)) —n pour tout e €]0, ],
e e

ot § > 0 est indépendant du choix de k, et que 2/ € Fil*®) wQ : c’est la pro-

K[gﬁ]/ﬁg
position 3.3.12. D’apres (2.5.2.5) et (2.5.2.3) on sait que l'on peut trouver m, M €]0, +o0o[
tels que % < 1 et yme(@) = yue(f(k)) —m, et donc d’apres (3.1.10.1) on vérifie que

Cme(x/) 2 CQnME(f(k))
que Connre(f(k)) = Conme(g(k)), et en divisant § par 2nM. O

— 1, on peut alors conclure en employant (3.1.10.3), en remarquant

Proposition 3.4.21. Supposons que G = Frob. Soiti € N. On a :

W(p) (WTQIET’;M]/K) C W(yp) <WTQH§[;(M]/K) .
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Démonstration. Soit x € WTQHT’ (p)]/ On peut écrire z = Z nr,re(k, I), ou les
(k,1)epX®)

N1 € W(K) pour tout (k,I) € PX? sont tous nuls sauf si u(k) #0, Ip # 0 et #I =i, et
ces derniers vérifieront 2 vy (ny 1) + u(k) — €lk| > () pour tout € > 0. Remarquons que
i

pour de tels (k, ), on peut écrire e(k,I) = f(k|z,) X Hg(k\ll) et par construction ceux-ci

=1
vont vérifier :
Ve > 07 2”VV(77k,I) + CE k|10 + ZCE k|II E(x)
Soit n > 0. Par application du lemme 3.4.20, nous savons alors qu’il existe un élément
Yy € WTth 0( ot wioX-fo , ainsi qu’un i-uplet de différentielles de De Rham-Witt
x[x2)/x K[x2)/x

int,1 X —frp,0 1
(2011, € (WTQ [ (p)]/ +d (WTQK[XW] /K>> et des constantese > 0et C' € ]0, 271]

tels que :

(CE( ) = -

2n
Vi e [L,4], Coe(z) > (2(511)) -

Quitte & réduire €, ’ensemble des résultats de cette section (de la proposition 3.4.15

jusqu’au corollaire 3.4.19) appliqués au produit W (e (y X H zl> = (e(k, 1)), ainsi

que (3.1.10.5), nous permet des trouver un élément €'(k,I) € WTQX[Z . )]/ tel que :

¢ (k,I) € Fil*) WQK[XQ] K

W )( "(k, 1)) = W(p)(e(k, I)),

CC (z) = 2nvy(ngr) —2n(i+1)n
Cee(€'(k, 1)) = Ceely +ZCCs 21) e2) - (Zn ) n
La série 2/ = Z ni,1€ (k,I) converge alors pour la topologie canonique. Les

(»)

(k,I)ePX—
1negahtes ci-dessus permettent également de vérifier la surconvergence, c’est-a-dire que
S WTQX ! , et enfin on a W(p)(z) = W(p)(2'). O

[ <p>]/
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Corollaire 3.4.22. Supposons que G = Frob. On a l’égalité d’ensembles :

n+l4+m X
tXt —wio=
wio) (@ W) < W

sep,t

il existe un unique w € QRT/W(K)

Plus précisément, pour toutt € N et tout x € WTQR/K,

GH)UG@HE—1)— RT

tels que :
e S

ainst qu’une unique application s:

r=tp(w)+ Z tr(se)e+d Z tr(se)e

e€G(i) ecG(i—1)
Démonstration. 1l s’agit d’une simple conséquence des propositions 3.4.21 et 3.4.8. O

Théoréme 3.4.23. Quels que soient i € N et z € WIQL il existe un unique

R/K’
P ‘ . UG(i—1)— Rf

w e QS}SF/W( K) et une unique application s: GHuGa ;_) f tels que :
e

x=tp(w)+ Z tp(se)e+d Z tr(se)e

eeG(i) eeG(i—1)

Démonstration. Soit x € WTQL . D’aprés le corollaire 3.4.22, il existe y € WT Q*[

R/K’ X(P)]/K

tel que W(p)(y) = z. On peut en particulier d’aprés la proposition 3.4.6 prendre € > 0,

CERWEQSGPZ ot s G(’L)LlG(Z—l)—) W( )[ (p)}

tels que :
w) [x2]"/w®) e s

y=to(w) + Z te(se)e+d Z te(se)e |

ecG(i) e€G(i—1)
- (tamp @) = €.
Ve € GH UGG~ 1), ¢ (tgs0) + ¢ (€)= C.

Quitte a réduire ¢, on sait d’aprés le lemme 3.4.5 que (. (vg(w)) = C. De plus, puisque

va(w) € Fil (I/VQZ [

K X@] /K) d’apres (3.3.2.1), on déduit des propositions 3.4.6 et 3.4.8 que
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T
'on peut trouver w' € QP et s GEUG(E-1) = W(K) [KL} tels

w) [x2)/wK) ers s,
que :

ve(w) =t () + D tglsdetd | D teg(se |

ecG(1) eeG(i—1)
G (tam ) = €
Ve € G) UG —1), G (trp(sh) + G () = C.

On déduit de tout cela, ainsi que du fait que p | vp(z)e pour tout z € QP .
w (i) [x 2] /w (k)

et tout e € G(i) UG(i — 1), que :

y=tr(w)+ Z tr(se — sc)e+d Z tr(se —see | [pl.

e€G(i) e€G(i—1)

En particulier, on peut répéter le processus d’apres la proposition 2.3.19, ce qui conclut
la preuve du théoréme. O

(3.4.24) On définir pour tout € > 0 Papplication :

WiQg x — RU{+o0, —00}

Ceip z = sup{C(y) [y € W(p)™ ({z})}

Pour tout élément x € WTQE/K, il existe € > 0 tel que (. ,(x) # —o0. De plus, d’aprés
[17] et le théoréme 3.1.25, quel que soit € > 0 I'application (. , est une pseudo-valuation.
En utilisant le théoréme 3.4.23 et la proposition 3.4.8, il est alors clair que si 'on consi-
dére une série y = Z x; d’éléments de WTQE /K> convergente pour la topologie canonique,
€N
alors s'il existe ¢ > 0 et C' € R tels que (. ,(x;) > C pour tout i € N, alors y € WTQE/K et

Ce,eo(y) >C

(3.4.25) A l'instar de la situation dans le cas de l’espace affine, on peut définir pour
tout i € N le Rf-module :

dC e R, de > 0,

WTQE/HEP’ = Z tr(se)e | Ve € G(i), Ca,w(tF(Se)) + Ca,cp(e) =C
e€G (i) Ve € G(i), se € W QE;HE
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Il gagit de 'image par W (p) de WTQX_fr(p’i . Le théoréme 3.4.23 nous assure une
K[gﬂ] JK

décomposition en somme directe de W (K)-modules :

ifeY _ sep,t tOe—frp,i tOy—frp,i
WL = te (U ) @ W05 P @ d (whag ).

On notera également :

whoset . wiog el g a (wieg 7).

R/K R/K R/K
Size WTQE/H@ on notera x|in la projection de z dans tp (Q?E/W(K)» on notera |gac
L. —frac Cos —f;
la, projection de = dans WTQ%/Kr , on notera x|gp la projection de z dans WTQ%/Krp et

p—frp
R/K J°
Ces notations dépendent du choix du relévement de Frobenius F et du morphisme struc-

tural ¢, mais en pratique cela ne sera prétera pas a confusion dans le contexte. Remarquons

T|4(trp) 12 projection de x dans d (WTQ

qu’il n’y a d’ailleurs pas de conflit avec celles introduites en (2.3.18) si I'on a F' = Frob et
Y= IdK[Xh--meY,Zﬂ'

Cette décomposition est similaire a celle que nous avions introduite dans la section
2.3. Nous verrons au prochain chapitre que cette décomposition s’avére suffisante pour
démontrer le théoréme principal de cette thése, notamment grace aux résultats de controéle
de la surconvergence que nous avons obtenu ci-avant.

Proposition 3.4.26. Soient i,j € N, z € WIQ2 ™ or o € WIQL . Alors il ewiste

R/K R/K’
z € WTQQP*frp’Hj tel que : / /
R/K que -
zy = z[pl,
T 907frp’] —
yEWQE/K = 2z =0]p|.

Démonstration. Soient ' € WTQE P4 of y € WTQE% des antécédents respec-

K[x®] /K [x®]/x

. T
tifs par W(p) de z et y. Ecrivons 2/ = Z ta(se)e, ou se € W(K) [X@} pour tout

eeG(i)
e € G(i). Remarquons que z'y’ = Z teor (se)ey’ + Z va(se)ey’. D'apres (3.3.2.1), on
e€G (i) e€G (i)
anp| Z va(se)ey’. On peut alors conclure en employant les propositions 3.4.15, 3.4.17 et
e€G(i)
3.4.18. 0
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Chapitre 4

Coefficients de la cohomologie de De
Rham-Witt surconvergente

Le complexe de De Rham-Witt surconvergent permet de calculer la cohomologie rigide
a coefficients dans un isocristal surconvergent [19]. Un théoréme similaire avait été obtenu
par Etesse pour le calcul de la cohomologie cristalline et le complexe de De Rham-Witt avec
coefficients [21]. Bloch démontra ensuite une équivalence de catégories entre de certains cris-
taux et des connexions de De Rham-Witt localement libres [8]. On peut donc légitimement
espérer généraliser ces résultats pour le complexe de De Rham-Witt surconvergent.

Nous adaptons dans ce chapitre la preuve de Bloch au cadre surconvergent. Nous
obtenons ainsi une équivalence de catégories entre des connexions localement libres sur
un schéma formel faible et des connexions de De Rham-Witt surconvergentes localement
libres. Un tel énoncé nécessite le développement d’un formalisme plus général que celui des
connexions usuelles qui est réalisée en section 4.1. Pour finir, on démontre I’équivalence de
catégories dans la section 4.2.

4.1 Connexions

Nous introduisons ici la notion de connexion sur un faisceau d’algebres différentielles
graduées. On s’inspire grandement de [30] pour nombre de notations, mais les notions
présentées ici sont plus générales, notamment afin de retrouver les catégories de coefficients
introduites par Ertl [19][20].

On démontre également quelques résultats de folklore concernant les connexions sur
un module libre et leurs matrices de représentations, ainsi que la tensorisation par Q de
certains types faisceaux. On introduit enfin la notion de F-structure, analogue de la notion
de structure de Frobenius en cohomologie rigide.

(4.1.1) Dans toute cette section, X désigne un espace topologique, R un anneau com-
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mutatif et F = (@ fn,d> un faisceau de R-dgas alternées. On notera les sections des

neN
produits tensoriels et extérieurs de faisceaux comme §’il s’agissait de préfaisceaux, la pro-

priété universelle des faisceautisés [44, 0080] justifiant une telle notation.

(4.1.2) Si (X,0Ox) est un espace annelé, on définit pour tout Ox(X)-module M un
faisceau de Ox-modules M qui est le faisceautisé du préfaisceau qui a chaque ouvert U de
X associe M ®p, (x) Ox(U). Ce faisceau dépend évidemment de I'espace annelé considére,

mais dans le contexte la notation M ne devrait pas créer de confusion chez le lecteur.
D’apres [44, 01BH], ce faisceau est un faisceau quasi-cohérent de Ox-modules. De plus,
cette construction est fonctorielle et 'on vérifie la propriété d’adjonction pour tout Ox-
module F : -
HOInOX_MOd(M, .F) = HomOX(X)—Mod (M, .F(X)) (4121)

Il est bien connu que si (X, Ox) est un schéma affine, alors la catégorie des O x-modules
quasi-cohérents est équivalente a la catégorie des Ox (X)-modules, le foncteur d’équivalence
étant e et la faisceautisation dans la construction ci-dessus est inutile.

Si (Xf,Oxt) est un schéma formel faible, alors d’aprés [40, Theorem 3.] le foncteur o
induit une équivalence de catégories entre les Oyt (XT)-modules de type fini et les Oyi-
modules cohérents, et comme ci-dessus la faisceautisation dans la construction n’est pas
nécessaire.

Définition 4.1.3. Une F-connexion est la donnée d’'un Fy-module quasi-cohérent M
et d’'un morphisme V: M — M ®r, F1 de faisceau de groupes sur X vérifiant la régle de
Leibniz pour tout ouvert U de X :

Vs € Fo(U), Vm € M(U), V(sm) = sV(m) +m @ d(s).
Définition 4.1.4. Soient (M, V) et (N,Vy) deux F-connexions. Un morphisme
horizontal ¢: (M,V,) — (N,Vy) est la donnée d’'un morphisme ¢: M — N de Fp-

modules tel que le diagramme ci-dessous soit commutatif :

M Ld N

lvM iVN

M ®F, F1 N ®r, F1

¢®}—O Id]:l

Nous noterons F-MC la catégorie des F-connexions et des morphismes horizontaux.

(4.1.5) Soit V: M — M ®gz, Fi une F-connexion. Pour tout ouvert de U on peut
définir une F|y-connexion notée V| en se restreignant aux ouverts de U. On peut faire de
méme pour les morphismes, ce qui nous donne un foncteur :

F-MC —  F|y-MC
.’U: V= V|U
p= plu
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(4.1.6) Soit V: M — M ®x, F1 une F-connexion. Pour tout k¥ € N, en utilisant la
propriété universelle des faisceautiseés [44, 0080] on deéfinit un morphisme de faisceaux de
groupes sur X en posant pour tout ouvert U de X :

(M @Fr, F)(U) = (M @F, Fr1)(U)

vi: me s (15T Astmods)

La régle de Leibniz et la définition d’une dérivation nous assure que ce morphisme est
bien défini.

Définition 4.1.7. Une F-connexion V est dite intégrable si Vi o V = 0. On notera
F-MIC la sous-catégorie pleine de F-MC dont les objets sont les connexions intégrables.
On notera également F-MICs la sous-catégorie pleine de F-MIC des connexions sur un Fg-
module libre de type fini, et F-MICj¢ la sous-catégorie pleine de F-MIC des connexions sur
un Fp-module localement libre de type fini.

Définition 4.1.8. Soit V une F-connexion sur un Fg-module M libre de rang r € N*.
Soit {m;}ic1,,) une Fo(X)-base de M(X). L'unique matrice (n;); jeqi,] € Mat,(F1) telle

T
que pour tout i € [1,r] on ait V(m;) = Z m;j®n; ; est appelée la matrice représentative
j=1
de la connexion V pour la base {m; };c[1,,]- Celle-ci détermine uniquement V lorsque la base
est fixée.

(4.1.9) Remarquons que si V une F-connexion sur un JFp-module M libre de rang
r € N*, et que B est une Fy(X)-base de M (X), alors la matrice représentative de V pour
la base B détermine uniquement la connexion : en effet, pour tout ouvert U de X la régle de
Leibniz permet de déduire la valeur de la connexion pour n’importe quel élément de M (U)
a partir des valeurs des éléments d’une base de M (U), que l'on peut obtenir par restriction
& partir de la matrice représentative.

Proposition 4.1.10. Soit V: M — M ® 5, F1 une F-connezion sur un Fo-module libre
de rang v € N*. Soit {m; };c[1 ;] une Fo(X)-base de M. Considérons une matrice inversible
U = {uij}ijens € Mat,(Fo(X))*, et N = (ni)ijen, € Mat,(F1(X)) une matrice re-

T
présentative de V pour {mi}ie[[l,r]]' Alors Zui,jmj est une base de M, et pour

J=1 ie[1,r]
cette derniére la matrice représentative de V est :

UNU ' +aU)Ut,

Démonstration. La famille Zummj est une Fo(X)-base de M(X) car U est
j=1

i€l,r]
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inversible. Notons {v;;}; jeq1,,] = U ™', pour tout i € [1,7] on a alors :

r r
m; = E 'Ui,k E uk’jmj
k=1 7j=1

De plus :

> uigmy | =Y i V(my) +my @ d(u; ;)
j=1

=1

T T
= Z (Z mr @ ui,jnjk) +m; ® d(Ui,j)
j=1

k=1

r r
= Z (Z mg ® u@krnkr,j) + m; & d(um-)
j=1

k'=1

= ij X ((Z ui7k/nk/7j> + d(um))

k'=1

E (o)) () o)

Zui,jmj Z (Z Uk,i' ! ) ® Z ((Z ui,k’”k’,j) + d(“i,j)> Uj.k
j=1

k=1 j=1 k=1
O

Proposition 4.1.11. Soit V: M — M ®x, F1 une F-connexion sur un Fo-module libre
de rang v € N*. Soit {m;};cp1,,) une Fo(X)-base de M, et soit N une matrice représentative
de V pour cette base. Alors V est intégrable si et seulement si d(N) — N? = 0.

Démonstration. Posons {n;;}; jeqr] = N. On sait que V(m;) = ij ® n; j pour tout

j=1
i € [1,7], par conséquent on vérifie :
.
VioV(mi) = (=V(mj)ni;+m; @ d(n;;))
7j=1
T T
= Z (mj ®d(nij) — > mp® nm”m)

V1oV (m;) Zm] ® < nij) annl l)
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On conclut alors par définition de I'intégrabilité, et car {m;};c[1,] une Fo(X)-base de
M. O

Proposition 4.1.12. Soit p: F — G un morphisme de faisceaux de R-dgas alternées, et
(M ®@F, F1) (U) = (M @5 Go) ®g, G1) (U)
me f— (m®1)®e(f)

V: M — M®gr, Fi une F-connexion. Alors l'application suivante forme une G-connexion :

POSONS Y r pour tout ouvert U de X . Soit

(M ©F, Go) (U) = (M @7, Go) ©g, 91) (U)

e(V)(U): meg— gem(V(im))+(me1l)®d(g)

Démonstration. L’application est bien définie. En effet, celle-ci est clairement bi-additive,
et pour tout ouvert U de X, et tout éléments f € Fo(U), m € M(U) et g € Go(U) on a :

e(V)U)(fm© g) = gpm(V(fm)) + (fm @1) @ d(g)

= gem (fV(m) + m@d(f)) + (fm©1) @d(g)

= fgem(V(m)) + (m @ 1) © gp(d(f)) + (m @ 1) ® (f)d(g)
(V)W) (fm @ g) = o(V)U)(m @ ¢(f)g)-

Enfin, il s’agit d’une connexion car pour tout m € M et tout g,¢" € Go(U) on vérifie :

P(V)(U)(¢'(m®g)) = o(V)(U)(m @ d'g)
= ¢'gpm(V(m)) +(m®1) @d(¢'g)
=g'gpm(V(m)) +(m@1)®d'd(g) +(me1)® gd(g')
P(V)(U) (g (m®g)) =g e(V)U)(meg)+ (meg)dd).

O

(4.1.13) Soit ¢: F — G un morphisme de faisceaux de R-dgas alternées. La proposition
4.1.12 nous permet de définir le foncteur :

F-MC —- G-MC
Q: V= V)
Y= P ®Idg,

(4.1.14) Soient ¢: F — G un morphisme de faisceaux de R-dgas alternées et V une
F-connexion. Soit U un ouvert de X. Par construction on a un isomorphisme fonctoriel en
V de G|y-connexions :

(V)| = ¢lu (Vlv)-

(4.1.15) Soit ¢: F — G un morphisme de faisceaux de R-dgas alternées. Remarquons
que si V: M — M ®z, F1 est une F-connexion sur un JFp-module libre de rang r» € N*,
alors (V) sera aussi une connexion sur un module libre de rang r. De plus, si 'on considére
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une base B de M(X) et la matrice représentative N de V associée & B, alors ¢(IV) est la
matrice représentative de ¢(V) associée a la base B ® 1. En particulier en employant la
proposition 4.1.11, on observe que le foncteur ¢ préserve 'intégrabilité des connexions. On
obtient donc par restriction un foncteur :

p: F-MIC; — G-MICs.
Proposition 4.1.16. Soit K un corps parfazt de caractéristique p. Supposons que R est

bep,

une W (K)-algébre commutative telle que QR/W( K) soit un R-module de type fini. Alors, on

a un isomorphisme canonique de RY-modules :

sep,1 TN sep,1
Qrjw ) O B= Qg ey

Démonstration. Soient n € N et (P;);cy € (W (K)[X1, ..., X)) tels quil existe ¢ € N

vérifiant deg(P;) < ¢(j + 1) pour tout j € N. Si r € R" alors ijpj(g) est un élément
JjeN

de R, et tous les éléments de cet anneau s’écrivent sous cette forme. Si d: R — ngf’{/v( K)

désigne la dérivation canonique, alors pour tout j € N il découle de (1.3.2.1) que I'on peut

écrire
n
= Z P

ot les Pj; € W(K)[X] pour tout i € [1,n] Verlﬁent deg(Pj) < ¢(j + 1) — 1. On définit une
application :

R — ng;’m ) ®r R

>_V'hi() Zdn ® D v Plr)
jEN jEN
Cette application ne dépend pas des choix de n, (Pj)jeN et r. En effet, par hypothése
sur R on vérifie que Q;f%v( ) ®pr R est un Rf-module de type fini. Il découle alors de la
proposition 1.2.13 que Q;S?{/V(K) ®g R est séparé pour la topologie p-adique. De ce fait,
si 'on choisit d’autres n’ € N, (P;) . € (W (K)[X1,..., X)) et ' € R vérifiant les
Jj€

mémes conditions, alors pour tout £ € Non a :

Zd” @Y pPi(r) Zd )® Y P P(r)

JjEN i=1 JEN
k—1 n n’
=Y p (Zc«m 5i(r) = > d(r) Pl i( >)®1
§=0 i=1 i=1
+p’fz<2dn)®p]’ "Pii(r) =Y _d(r}) @ PP ))
=1



On remarque ainsi que la différence entre les deux définitions sera divisible par p* quel
que soit k € N, I’application est de ce fait bien définie.

On vérifie que d’ est une W (K)-dérivation car, en reprenant les mémes notations que
ci-dessus, on remarque que pour tout 7,7’ € Non a :

d(Pj(r) P} (r')) = Pj(r)d(Pj (r")) + Pj (r')d(P;(r))

=" Pi(0) Py ()d(rh) + > P Pya(r)d(ry).
=1 =1

Si l'on note di: RT — Q;ff/’%,V(K) la dérivation universelle, on sait alors qu'’il existe un
unique morphisme de Rf-modules ¢: Q?‘F/’%/V(K) — QSIS}){AI,(K) ®r RY tel que ¢ o di = d.
Posons ¢: ng%l,(K) — ng’f/’%,v(K) le morphisme canonique de R-modules, on définit :

sep,1 sep,1

4 wr—  (w)r

Remarquons que pour tout 7 € R on a d'(r) = d(r) ® 1, cela nous permet de vé-
rifier que po o d(r) = d'(r) et ¢! opodi(r) = di(r). En écrivant des séries p-
adiquement surconvergentes, on obtient des égalités similaires si 7 € RT. Puisque d’(R)
engendre QS;;){},(K) ®gr R et dT(RT) engendre Qs];‘f/’%/v(K) en tant que Rf-modules, on peut
conclure. m

Corollaire 4.1.17. Soit K un corps parfait de caractéristique p. Supposons que R est
une W (K)-algébre commutative telle que Q}Q/W(K) soit un R-module de type fini. Alors, on
a un isomorphisme canonique de W(K)-dgas :

sep T ~ OSep
Qpwm) @r BN = Qpd -

Démonstration. On applique la proposition 4.1.16 et [12, 111.83, Proposition 8.]. O

Proposition 4.1.18. Soit K un corps parfait de caractéristique p. Supposons que R est
une W (K)-algébre commutative lisse. Soit (X1, Oxt) un W (K)-schéma formel faible tel que
pour tout U de X1 qui soit un schéma formel affine faible alors le morphisme structurel
W(K) = Oxt(U) est plat, et que (X,0x) = (X1, Oxt) soit un schéma lisse sur K. Alors il

existe un unique faisceau quasi-cohérent de W (K)-dgas Q;eTp/W(K) tel que pour tout Oy (U)-

module M et toute paire d’ouverts V. .C U de X1 qui soient des K -schémas formels affines
faibles on ait :

M @01y iy lv (V) = (M oy @) Ox1 (V) @0y v) Qo vy pwis:
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Démonstration. Soient V C U deux ouverts de X7 qui soient des K-schémas formels affines

faibles. Soit M un Oyt (U)-module. Notons F le faisceautisé de M@Oﬂhj QS(’SL (o)W (K)"

Par hypothése sur (X, Oyi), on peut relever Ox(U) en une W(K)-algébre commutative
lisse R. On aura RT = Oy (U) en tant que W(K)-algebres d’aprés [45, (2.4.4)]. De plus,
Qier-t est un Oyi (U)-module de type fini d’apres [41, Theorem 4.5.].

Ot (U)/W(K)

On a un morphisme canonique M ®o_, 1) QS(;;(V)/W(K) — F(V) de Ot (V)-modules,
qui nous fournit par adjonction [44, 01BH| un morphisme de faisceaux de Oxt|y-modules
M V0,4 (U) QS(S;(V)/W(K) — Fly. Pour tout € V, ce morphisme induit un morphisme de
Oxt z-modules :

M ®o_; ) QS(S; W)W (K) QO (V) Ielvivﬂcv Oxt(W) = M @0, ) xelvivﬂcv Qsc;; (W)W (K)*
(4.1.18.1)

On peut restreindre les ouverts W dans les limites ci-dessous aux ouverts standards
W = D(f), ot f € Ox(U) vérifie x € D(f). D’aprés [44, 00RT] et [12, 111.83, Proposition
8.] on a un isonr'lorphisn;spde W (K)-dgas Qo (v)/w(x) ®Os?§f>(v) Oxi(V)f = Qo (v);/w(K)
duquel on déduit que Qoﬂ V)W i) B0 (V) Oxi (V) = Qoﬂ V) /W (K) E0 tant que W (K)-

dgas. En appliquant le corollaire on obtient alors 4.1.17 un isomorphisme de W (K)-dgas :

55; (W)W (K) = 955; Wy () 20 (v) Oxt (W).

De plus, puisque le produit tensoriel commute avec les limites directes [44, 00DD| on
vérifie trivialement que les morphismes (4.1.18.1) sont en fait des isomorphismes pour tout

z €U, donc M R0, (U) ng; vy WE) Fly est un isomorphisme et on conclut. O

(4.1.19) La proposition 4.1.18 ci-dessus implique notamment que si X7 est un schéma
formel faible affine, alors pour tout Oyt (XT)-module M et toute connexion sur le Oy¢-
module quasi-cohérent M , le foncteur section globale fournit une connexion au sens algé-
brique classique. De plus, si la connexion de départ est intégrable, la connexion algébrique
obtenue le sera également.

(4.1.20) Soient K un corps parfait de caractéristique p et K := Frac(W(K)). On re-
marque que K = W(K), en tant qu’anneaux ; on dispose par conséquent pour toute W (K)-
dga S d’un isomorphisme de W (K)-dgas S @ k) K = Sp. On en déduit que si S n’a pas
de p torsion, le morphisme canonique de W (K)-algébres S — S @y k) K est injectif.

Lemme 4.1.21. Soient K un corps parfait de caractéristique p et K = Frac(W (K)).
Soient X un espace topologique noethérien et F un faisceau de W (K)-dgas sans p-torsion.
Alors le préfaisceau F @y ) K qui a chaque ouvert U de X associe FU) @ww) K est
un faisceau de K-dgas sur X tel que le morphisme de W(K)-dgas F — F Q) K soit
injectif.
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Démonstration. L’injectivité du morphisme F — F Qu (k) K est une conséquence de la
discussion en (4.1.20). Pour tout ensemble I et toute famille {U;};c; d’ouverts de X, alors
pour U = U Ui si w € F Qugy K(U) est nul sur U; pour tout i € I, alors w = 0. En
i€l
effet, on peut trouver u € N tel que p*w € F(U), d’ou p*w = 0 puisque F est un faisceau.
Puisque X est noethérien, si pour tout i € I on considére w; € F @y (k) K(U;) tels que
ces éléments coincident sur les intersections, alors on peut considérer un sous-ensemble fini
J C I tel que U = U U;. On peut trouver u € N tel que p*w; € F(Uj;) pour tout j € J,
JjeJ
et on peut alors relever ces éléments en un unique w’ € F(U), et w = p~“w’ reléve alors
les w; pour tout j € J. De plus pour tout i € I, alors w reléve aussi w; car 'on aurait pu
faire exactement le méme raisonnement avec J U {i}, et le reléevement aurait été le méme
car nous avons démontré son unicité en début de paragraphe. O

(4.1.22) Soit K un corps parfait de caractéristique p, et notons K := Frac(W(K)). Si
(X7, Oxt) est un W(K)-schéma formel faible tel que pour tout ouvert U de X' qui soit un
schéma formel affine faible on a W(K) — O (U) plat et (X,0x) = (Xf,Oxt) est une
K-vari¢té lisse, alors on peut appliquer le lemme 4.1.21 aux faisceaux WTQy i et Q??W(K).
En effet, 'espace topologique sous-jacent de X est noethérien d’aprés [44, 01TS & 010Z], et
les faisceaux n’ont pas de p-torsion (voir pour le complexe de De Rham-Witt surconvergent

la proposition 2.3.19).

(4.1.23) Soit F': R — R un endomorphisme d’anneaux. Soit F un faisceau de R-dgas
alternées, et notons Fp| le faisceau de R-dgas obtenu par restriction des scalaires par F.
On remarque que les catégories F-MC et Fp-MC, F-MIC et F[p-MIC ainsi que F-MICs et
F1r-MICs sont deux a deux canoniquement équivalentes. En effet, les données nécessaires
a la définition d’une connexion ne dépendent pas de la structure de R-algébre graduée de
F, mais uniquement de sa structure d’anneau gradué qui reste inchangée dans le procédé.
L’identification est alors triviale.

Définition 4.1.24. Soit F': R — R un endomorphisme d’anneaux. Soit F un fais-
ceau de R-dgas alternées, et notons Fp) le faisceau de R-dgas obtenu par restriction des
scalaires par F. Soit F': F — Fir) un endomorphisme de R-dgas alternées. Soit V une
F-connexion. Une F’-structure sur V est la donnée d’un isomorphisme de F-connexions
suivant l'identification (4.1.23) :

F'(V)=V.

On notera F'-F-MICs la sous-catégorie pleine de F-MICs dont les objets sont les F-
connexions munies d’une F’-structure, et F’'-F-MICj¢ la sous-catégorie pleine de F-MICj
dont les objets sont les F-connexions munies d’une F’-structure.

(4.1.25) Placons nous dans la situation du paragraphe (3.2.1), c’est-a-dire que R est
une W (K)-algebre commutative lisse relevant un morphisme d’anneaux lisse K — R, et I'on
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se donne un relévement de Frobenius F': RT — RT compatible avec F': W (K) — W (K). Po-

sons X := Spff(R), K := Frac(W(K)), et notons Q;GF/W(K) K [F] le faisceau de W (K)-dgas

pory ®w (k) K par restriction des scalaires par F. Notons égale-

Xt /W(K)

. (OSep sep .
ment Q(F): QxT/W(K) Qw k) K — QxT/W(K),K,[F] le morphisme de W (K)-dgas obtenu par
fonctorialité (2.1.11) sur le faisceau donné par la proposition 4.1.18. La donnée d'une Q(F)-

structure sur une Q5.0 ®w (k) K-connexion correspond alors avec la notion introduite

xt/W(K)
en [5, (2.5.1)].

obtenu a partir de 2

(4.1.26) Placons nous dans la situation du paragraphe (4.1.25). Notons allons noter

S ,0 .
Q?E/W(K%K =T (Q;f/W(K) Qw (k) K, %T> et RJ}( = QS};)/W(K),K' Supposons donnée une
sep

connexion V sur le faisceau Q3 Qw (k) K (autrement vu, sur un Q3€T WK Qw (k) K-

xt /W (K)

module libre de rang 1). Notons w € Q;f’f/tv

la proposition 4.1.10, on vérifie pour tout r € R}(X que V(r) = 7 ® (w + d(r)r~1). Alors

(K).K I'élément vérifiant V(1) = 1 ® w. D’apres

si l'on dispose d’une Q(F)-structure sur V, il découle de (4.1.15) qu’il existe r € R}(X tel

que w — Q(F)(w) = d(r)r~!. Quitte a multiplier par un inversible, on peut supposer sans

modifier d(r)r~! que r = 1+ ps pour un certain s € R}(. En employant la proposition 3.2.6,

on remarque alors que cette formule détermine uniquement que w = Z Q(F) (d(r)r™1).
leN

De plus, si 'on note ' = leFl(s) on a w = d(r')r'. Cela implique que toutes les

leN
connexions libres de rang 1 sont isomorphes & la connexion qui & 1 associe 0.

(4.1.27) Soit F': R — R un endomorphisme d’anneaux. Soit ¢: F — G un morphisme
de faisceaux de R-dgas alternées. Soient F': F — Fip et F"': G — Gip) des endomorphismes
de R-dga alternées (compatibles avec F) telles que oo F' = F"op. Soit V: M — M Q5 Fi
une F-connexion sur un Fy-module libre de rang r € N* munie d’'une F-structure. Il découle
des discussions en (4.1.15) et (4.1.23) que 'on peut trouver une base de M (X) telle que la
matrice représentative de V qui lui est associée soit a valeurs dans F'(F1(X)). On remarque
également que 'on obtient par restriction un foncteur :

¢: F-F-MIC; — G-G-MIC;.

4.2 F-isocristaux et équivalence entre connexions

Nous entamons désormais la démonstration de ’équivalence de catégories entre les
connexions intégrables sur un complété faible et les connexions de De Rham-Witt surcon-
vergentes. La preuve que nous proposons ici posséde la méme stratégie que celle de Bloch
dont elle est adaptée [8]. Il faut toutefois prendre garde a ce que nos séries surconvergent
bien, ce pour quoi il fut nécessaire d’entreprendre ’étude explicite du chapitre 3.
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On étend également cette preuve au cas des connexions munies d’'une F-structure. Cela
est nécessaire afin d’obtenir une équivalence de catégories entre connexions aprés avoir ten-
sorisé par Q : on peut par un argument classique se ramener au cas entier. C’est cette
remarque qui nous permet de donner une interprétation partielle des F-isocristaux surcon-
vergents pour la cohomologie de De Rham-Witt surconvergente.

(4.2.1) Dans toute cette section, K désigne un corps parfait de caractéristique p. On
notera R une K-algébre vérifiant les conditions du paragraphe (3.4.9), c’est-a-dire telle
qu’il existe n € N et P € K[Xy,...,X,] pour lesquels on ait un morphisme étale fini
K[X7,...,X,] = R faisant de R un K[X7,..., X,]-module libre. On notera R une W (K)-
algeébre lisse relevant R, et F': RT — R un relévement du Frobenius. On pose X = Spec(R)
et X' := Spff(R), qui ont méme espace topologique sous-jacent. On notera également
K = Frac(WW(K)). On rappelle que F' induit une injection tp: ngf/W(K) — WTQE/K
de W(K)-dgas. On fixera également un morphisme surjectif de K[X7,..., X, ]-algébres
o: K[X1,...,Xn+m] — R pour un certain m € N, nous permettant de considérer les
pseudo-valuations (., définies pour tout € > 0 en (3.4.24).

Lemme 4.2.2. Soient r € N* et N € Mat, (WTQL ) Alors si U € Mat, (WTQflp’())

R/K R/K
est l'unique matrice vérifiant d(U) = —Nlq(p) alors la matrice ci-dessous est a valeurs
sep,1 tofrp,1 tofrp, 1Y .
dans t (Qgay e ) + WL+ pa (WHQEHL)

(I, + UYN(I, + U) "' +d(I, + U)(I, + U)~ L.

Démonstration. Posons V = Z(—U)i, cette série converge pour la topologie V-adique,
1EN*
surconverge d’aprés le théoréme 3.1.25, et vérifie (I, +U)~! = I, + V. De plus, V est par
construction a valeurs dans ptp(RT) + WTQ%%Z . Calculons ensuite :
(I, +UN(IL, + V) +d(I, + U)(I, + V)
= (Ir + U)(N‘int + N‘frp + N‘d(frp))(lr + V) + d(U) + d(U>V
= Nlint + Nlgep + Nla(p) + UN + NV + UNV — Nlq(gp) + d(U)V

= Nt + Nlpp + UN + NV +UNV +d(U)V.

Mais puisque UN + NV +UNV +d(U)V est congru modulo p & une somme de produits
entre un élément de WTQIE /K et un élément de WTQ%I/’]’IE, la conclusion découle alors de la
proposition 3.4.26. O

Lemme 4.2.3. Soit N € Mat, (tp (Q;ff/’;v(KD + WTQ%I/)% + pd (WTQ%’%)) une ma-

trice carrée de taille 1 € N* telle que d(N) = N2. Alors N est en fait G valeurs dans
sep,1 1
e (Vv ) oW e
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Démonstration. Tout produit de deux éléments de tp (Qsep’l ) + WHQEPL ot congru

RY/W(K) R/K
modulo p & un élément de tp (QSR?/%V(K)) + WTQ%%E d’apres la proposition 3.4.26, on
conclut alors du fait que d(N) = N2, O
: * 71
Lemme 4.2.4. Soient r,s € N* et N € Mat, (tp (QSRGTP/W(K)) +psWTQIE/K> une ma-
trice telle que d(N) = N?. Considérons U € Mat, (WTQ%I/)]’I@ l'unique matrice a valeurs
dans WTQ%%S telle que d(p°U) = —N|q(gp)- Alors la matrice suivante est a valeurs dans
sep,1 +1 1 .
tr (W) + W g

(I, + pU)N(I, + p*U) ' +d(I, + p*U) (I, + p°U) .
Démonstration. Commencons par écrire N = E + p*H, oi E € Mat, (tp (Qsep’l )) et

RUYW(K)
H € Mat, (ngﬁél). On a:

d(F) — E? = d(N) — p*d(H) — E*
= (E+p*H)? — p*d(H) — E*
d(E) — E* = p*(EH + HE — d(H)) + p* H*.
On déduit alors du théoréme 3.4.23 que d(H) = (EH + HE)|q(p)[p]. Or, on sait grace a

frp,2

la proposition 3.4.26 que EH |, + H |fp E est congrue & une matrice a valeurs dans wiQ R/K

modulo p, donc :

d(H) = (EH’d(frp) + H’d(frp)E) |d(frp) [p] (4241)
De plus, la matrice V' := Z p S (=p*U)" vérifie (I, +p*U) "' = I, 4+ p*V et est a valeurs
1EN*

dans WT(R). On vérifie ensuite :

(I, + p°U)E +p°H)(I, + p°V) + d(I, + p°U) (I, + p°V)

=E+p(UE+H+EV +dU))+p*(UH +UV + HV +d(U)V) + p*UHV.
(4.2.4.2)

D’aprés la proposition 3.4.26, UE + EV est congrue a une matrice a valeurs dans

WTQ%I/’]% modulo p. On a également :

d(UE + EV) = d(U)E + Ud(E) + d(E)V — Ed(V).

Mais par le méme argument que précédemment, Ud(E) + d(F)V est congrue a une

N i
matrice & valeurs dans WTQEfp

on a :

2 modulo p. De plus puisque par construction U = —V[p],

/K
d(U)E - Ed(V) = _H|d(frp)E - EH|d(frp) [p}
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On déduit alors de (4.2.4.1) que d(UE + H + EV') = 0[p|, et en employant le théoréme
3.4.23, on obtient que (UE+ H + EV)|tp, = 0[p], et donc que UE+ H + EV +d(U) = 0[p),
ce qui nous permet de conclure grace a (4.2.4.2). O

(4.2.5) Pour tout € > 0, on définit :

Mat, (WTQE/K) — RU{+00, —c0}

Ce, : . .. :
’ {mijtijensg = min{Co(zij) 14,7 € [1,7]}}

Lorsque r = 1, cette définition coincide (& bijection prés) a la définition précédente de
Ce,p» il 0’y a donc pas de conflit avec la précédente notation.

Proposition 4.2.6. Soient r € N* et N € Mat, (WTQ%/K) tel que d(N) = N2

X
Alors il existe U € Mat, (W*Qfﬁp’o) telle que la matrice ci-dessous soit a valeurs dans

R/K
sep,1 .
tr (v,
UNU' +dU)U—.

1
Démonstration. Tout d’abord, posons € > 0 tel que (¢, (Nling) = ~1 et Ce,p (Nlgrac) = 0.

Un tel € existe toujours si ’on le prend assez petit.

s—1
. * . . frp,0
Soit s € N*. Supposons données s — 1 matrices (Ui>i€[[1,sfl}] € Mat,. <WTQ§I/’K) telles
s—1
que pour Vj := H(Ir + p'U;) et Ny := VoNV,~ L+ d(V)V, 7! on ait :

=1

Vi € [[178 - 1]7 Cs,tp(piUi) 2 07

N, € Maty (tr (QPayge ) + P W0k ).

On vérifie aisément que d(Ng) = N,2, soit par un calcul direct soit par un argument
de changement de base pour une connexion intégrable. Utilisons le lemme 1.2.15 afin de
trouver un relévement du Frobenius G: W(K)[X1, ..., Xpim]l — W(K)[X1,. .., Xnim]'

compatible & F et . Soit M € Mat, (Qi’;p(%)[xl Xy ]T/W(]K)) une matrice telle que

W () (ta(M)) = Nl et que Ce(t6(M)) >
a C(vg(M)) > 0. Ecrivons VNV, 7! = V'S(W(go)(tm(M)—I—U(;(M))—I—N|frac)Vs_1. Puisque

(-, est une pseudo-valuation on a (o, (Va(W(9)(va(M)) + Nlrac) Vst + d(V;)VS_l) > 0.
En décomposant Vs = Vilint + Vs|frac €t en faisant de méme avec V, 71, il découle de la propo-

Sition 3114 que CE,QO <<‘/;W<(p)(tm(M))Vs—l> ’frac) > O A fOTtiOT'Z, Cg,go <Ns‘d(frp)) 2 0

. Quitte a réduire e, d’aprés le lemme 3.4.5 on
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En appliquant le lemme 4.2.4, on sait que I'unique matrice Uy € Mat, (WTQ%%@ telle que
d(p*Us) = Ns|g(

frp) vérifiera :

Vi€ [1,s — 1], ¢o(@'Ui) >0,
(I, + p°Us) Ny (I + p*U,) "t 4+ d (I, + p°Us) (I, + p*Us)

€ Mat, (tp (Q;Efp/’lw(KO +ptttwiaL /K> .

Le lemme 4.2.4 nous assurant ’existence de ces matrices pour s = 1 dés lors que N est

a valeurs dans tp (Q;ff/’tV(K» —|—pWTQ%/K, et puisque pour V,V’ € Mat, (WT (E)) on a

VI(VNV L +aW) V- Hv' =L 4 a(vH V' = VIVNWV'V) L+ d(V'V(V'V) L

+oo
Il découle alors par récurrence sur s € N* que le produit U := H(I” + p°Us) converge

s=1
pour la topologie p-adique et surconverge puisque (., est une pseudo-valuation De plus,

par construction, on aura UNU ' 4 d(U)U~! € Mat, (tF (ngf/’tV(K))). On conclut alors
concernant le cas ol N ne satisfait pas nécessairement les conditions du lemme 4.2.4 en

nous y ramenant grace aux lemmes 4.2.2 et 4.2.3. U

Lemme 4.2.7. Soit F un faisceau de W (K)-dgas alternées sur X. Soient deur F-
connexions intégrables Vyr: M — M ®r, F1 et VN: N = N @z, F1 sur des modules
libres de rang fini, et soit ¢: (M,V ) = (N, V) un morphisme de F-connezions. Soient
{mi}ien o et {nj}jen ) des bases respectives de M(X) et N(X), onr, 7" € N désignent les
rangs respectifs de M et N. Alors si WTQX/K cCFC WTQX/K Qw k) K, et siles matrices

. . N 3 1 . . .
représentatives de M et N sont a valeurs dans tp (Qbep’ ), alors il existe une matrice

RY /W (K)
(wi7j);€e%ll’:]1ﬂ € Mat,.,» (tr (R')) telle que pour tout i € [1,r] on ait :

Tl
p(m) =Y wijn;.
j=1

i€1,r]

Démonstration. Soit (wi7j)j€[[1 ]

€ Mat, ,» (Fo(X)) la matrice telle que pour tout ¢ € [1,7]
,r,/

on ait p(m;) = Zwi,jnj- On doit vérifier que cette matrice est en fait a valeurs dans

j=1
tr(RY).
Par définition d’un morphisme horizontal, on a le diagramme commutatif ci-dessous :
M £ N
lVM lVN
» ®r,Id
M @z, Fi i N ®z, Fi
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De plus, si 'on note (€;x)ire,r] € Mat, <tF (Qj;f/’w( ))> la matrice représentative de

Vo pour la base {m;};c[,,], on vérifie par définition :
Vi e [1,7], Var(m;) ka®ezk

De méme, si 'on note (fjx) ke [1,,] € Mat, < (ngf/’w( ))) la matrice représentative

de V pour la base {n;};cp ], on a :

Vi e [1, T]]VNn] an@f]l

Pour tout i € [1,r], nous déduisons de ces égalités et du diagramme commutatif en
appliquant les morphismes & m; € M que :

,,J

D lmp) @eir =Y (wi;Vn(ng) +nj @ d(wi;)) .
= ‘=

C’est-a-dire :

r/ r r/ r’
Vie[t,r], Y nj® (Z wk,jei,k> =) n® (d(wz‘,j) + Zwi,lfl,j> :
j=1 k=1 j=1 =1

Comme {7} e[, est une base du Fo-module libre N (X), on en déduit que :

Vi e [1,r], Vi€ [1,7], d(wi;) Zwkdelk Zw”fl,]

En raisonnant comme au paragraphe (4.1.20), on peut trouver n € N tel que pour tout
i € [1,7] et tout j € [1,7'] on ait p"w; ; € WT (R). Posons :

u = min{vp ((pnwi,j) ‘frac) ‘ I € [[I,T’ﬂ, .7 S [[1,7’/]]}.

Soient i, j les entiers tel que le minimum ci-dessus soit atteint pour v, ((p"w; ;) |frac)- Or

r r/

d((p"wi ;) ltrac) = Z (P"wg,5) |rac€ik — Z (P"wi1) |tracfi,j, et il découle de la proposition
k=1 =1

3.4.15 que v, (d((p"wij) |frac)) = w + 1, ce qui signifie d’aprés le théoreme 3.4.23 que

u=u+ 1= +400; en particulier, on a w; ; € tp(R') pour tout i € [1,7] et tout j € [1,7'].

O
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Proposition 4.2.8. Notons tr: Q?%W(K) — WTQX/K le morphisme de faisceauz de

W (K)-dgas obtenu par fonctorialité en vertu de la proposition 1.2.17. Le foncteur

tp: Q;ef/W(K)-Mlcf — Wy /x-MIC

défini en (4.1.15) est une équivalence de catégories.

Démonstration. Si V: M — M Qu o) WTQX/K est un élément de WTQX/]K-MICf, alors
d’apreés les propositions 4.1.10, 4.1.11 et 4.2.6 il existe une base de M telle que la matrice

représentative de V associée a cette base soit & valeurs dans tp <QS]'§E/’%/V(K)>. On peut

b connexion Vg ayant cette matrice représentative, qui par la

xt/W(K)~
remarque 4.1.13 vérifiera tr (Vg) = V en tant que WTQ x/k-connexions. Le foncteur est
donc essentiellement surjectif. Sa pleine fidélité est alors une conséquence immeédiate du

lemme 4.2.7. O

alors construire une 2

(4.2.9) Désignons par WTQX/K’K[F] la W (K)-dga obtenue & partir de WTQX/K®W(K)K
par restriction des scalaires par F'. Notons o: WTQX/K@)W(K)K — WTQX/K’K’[F] I’endomor-
phisme de W (K)-algebres graduées tel que U‘WTQg(/K®W(K)K = p'F ® Idg pour tout i € N.
D’aprés (2.2.3.3) il s’agit d’un endomorphisme de W (K)-dgas alternées. On remarque que
si 'on reprend les notations du paragraphe (4.1.25) alors tp o Q(F) = o otp.

Proposition 4.2.10. Reprenons les notations du paragraphe (4.2.9). Considérons le
morphisme de faisceaur de W (K)-dgas tp: Q;ef/W(K) — WTQX/K obtenu par adjonction 4
partir de tgp. Le foncteur défini en (4.1.27)

tr @ Tdic: QF)-QT ) @) K-MICe = 0-WQxx @y K-MICt

est une équivalence de catégories.

Démonstration. Considérons un élément V: M — M ®@wt(0x)@w w0 K (WTQX/K AW (K) K)

de o-WTQ x/K @w (k) K-MICs. Soit N une matrice représentative de V pour une certaine
base. Puisque chaque élément de K peut s’écrire sous la forme p~*w ou i € N et w € W(K),
il est alors clair que I'on peut écrire N = p~*N’, ot N’ est une matrice & valeurs dans
WTQIE K Quitte a appliquer ¢ fois & N lisomorphisme de connections de la o-structure

de V, suivant la discussion en (4.1.15) on peut supposer que i = 0, c’est-a-dire que N
est & valeurs dans WTQ%/K d’apres (4.1.20). Alors d’apres les propositions 4.1.10, 4.1.11
et 4.2.6 il existe une base de M telle que la matrice représentative de V associée a cette
ngf/’tV(K)) On peut alors construire une Q5 W) BWE) K-
connexion Vg ayant cette matrice représentative, qui par la remarque 4.1.13 vérifiera
(Z; ®Idg) (Vq) = V en tant que WTQX/K ®@w (k) K-connexions. Il est alors clair que I'on

vérifiera de plus (tp @ Idg) (QUF)(Vg)) = o(V) en tant que WTQx x @w k) K-connexions.

base soit & valeurs dans ¢t <
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Mais le lemme 4.2.7 nous assure que l'isomorphisme o(V) = V provient d’un isomorphisme
Q(F)(Vq) = Vq ce qui nous assure 'essentielle surjectivité du foncteur; mais ce méme
lemme nous permet également d’en déduire que ce dernier est pleinement fideéle. O

Proposition 4.2.11. Si X — Spec(K) est une variété lisse, alors on peut recouvrir X
par un nombre fini d’ouverts affines de la forme U = Spec(R), ot R vérifie les conditions
du paragraphe 3.4.9.

Démonstration. D’apres |31] on peut recouvrir X par des ouverts affines V' =2 Spec(S) tels
qu’il existe un morphisme d’anneaux étale fini K[X1,..., X,,] — S pour un certain n € N.
D’aprés [44, 02KB], S est un K[X7, ..., X,,]-module localement libre, c’est-a-dire qu’il existe
un i € N tel que 'on peut trouver des éléments fi,..., f; € K[Xq,...,X,] tels que pour
tout j € [1,i] le K[X1, ..., X;]r,-module S; soit libre de rang fini. O

Théoréme 4.2.12. Soit (X1, Oyt) un W(K)-schéma formel faible tel que pour tout
ouvert U de X qui soit un W(K)-schéma formel affine faible, le morphisme d’annequz
structurel W(K) — Oyt (U) est plat, et (X,0x) = (X7, 0x1) est une K-variété lisse. Soit
F: Oyt — Oxt un morphisme d’anneaux relevant le Frobenius. On dispose alors d’une
équivalence de catégories :

tr: Qe MIC — Wy x-MIC.

Si l’on reprend les notations Q(F') et o du paragraphe (4.2.9), alors on a une équivalence
de catégories :

tr @ Idg: QUF)-F ) @wew) K-MICe = oWy /x @w ) K-MICk.

Démonstration. Soit V une WTQ x/k-connexion sur un module localement libre de rang
fini. Utilisons la proposition 4.2.11 afin de recouvrir X par un nombre fini d’ouverts affines
de la forme U 2 Spec(R), ou R vérifie les conditions du paragraphe 3.4.9. Quitte & localiser
de nouveau, on peut de plus supposer que le module de la connexion V est libre sur chacun
de ces ouverts. Pour chacun de ces ouverts d’apreés la proposition 1.2.17 on peut appliquer la
proposition 4.2.8 & tg|y. On dispose donc pour chaque ouvert U d’une QSUe;JW(K)—connexion
intégrale libre sur un module de rang fini donc 'image par le foncteur induit par tp|y est
V|u. De plus, il est clair en vertu de la remarque (4.1.14) que ces connexions coincident sur
les intersections et vérifient la condition de cocycle. On peut donc recoller ces connexions
en une unique Q?%W(K)—connexion localement libre de type fini, antécédente de V par le
foncteur tp.

Nous pouvons faire exactement le méme raisonnement mais employant la proposition

4.2.10 afin d’obtenir la seconde équivalence de catégories. O
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(4.2.13) Dans le théoréme 4.2.12, si X = Spff(R) pour un certaine W (K)-algébre
commutative lisse (auquel cas le relévement de Frobenius F' existe toujours), alors la ca-
tégorie F-lsoc'(X/K) des F-isocristaux surconvergents sur X au sens de [5] possede une
interprétation pour la cohomologie de De Rham-Witt surconvergente.

On sait d’aprés [5, (2.5.8)] que la catégorie F-lsoc'(X/K) est équivalente & celles des
Rt Qw (k) K-modules M de type fini munis d’une connexion intégrable V et d’un iso-
morphisme horizontal décrit en (4.1.25). Si (M,V) est un tel module & connexion, on
peut lui associer le Oyt @y (k) K-module quasi-cohérent M. On munit ce module dune
oy (i) @w (k) K -connexion intégrable en associant a chaque f € R I'application
vo): MOE) = Mo, (G @we K) (D0)

mer— rV(m)+med(r)

oiim € Metr e R fT (on vérifie avec les mémes arguments que dans la preuve de la propo-
sition 4.1.12 que cette application est bien définie et vérifie la propriété d’une connexion).
Il est alors clair d’aprés (4.1.2.1) qu’en composant avec le foncteur tr ® Idg, on définit
une équivalence de catégories entre F-lsoc'(X/K) et la catégorie des WTQX/K Qw k) K-

connexions intégrables sur un module de la forme M ®pig,, o Kk W(R) @w ) K, ot M est

un Rf Qw (k) K-module de type fini, et munies d'une o-structure.

Le théoréme 4.2.12 nous permet de préciser un peu cette équivalence a condition de
se restreindre aux WTQ x/k @w (k) K-modules localement libres de type fini. Remarquons
en effet que si 'on se donne une Q(F)—Q;;p W) EW(K) K-connexion V intégrable sur un
Oxt @w (k) K-module M localement libre de type fini, alors d’apres le lemme 4.2.7 on peut
recoller localement les modules libres en un Oyt-module M’ tel que M = M’ @y (k) K en

tant que Oyt @y () K-modules. De plus, puisque M est localement libre de type fini, il est

cohérent et d’aprés [40, Theorem 3.] il est alors de la forme M’ = N pour un certain R-

module de type fini N. Par conséquent, on a M = N Qy (k) K en tant que Oyt Quy (k) K-
modules. Cela signifie donc que I'image essentielle des F-isocristaux surconvergents sur
X localement libres (au sens ci-dessus) est la catégorie o-WTQ) x/k @ww) K-MICjs. Cette
derniére est une sur-catégorie de la catégorie Con' (X/W (K)) définie par Ertl en [19] et [20].
Cette derniére était définie comme la catégorie des WTQ x/Kk-connexions localement libres,
quasi-nilpotentes et intégrables.

On peut alors se demander si 'image essentielle de F—IsocT(X/K) ne pourrait pas s’ex-
primer avec des propriétés intrinséques de la catégorie des WTQ x/K @w (k) K -connexions
munies d’une o-structure. La principale obstruction provient du fait que I'on ne peut pas
se ramener au cas d'un module libre en général, notamment parce que le morphisme de
schémas tp @ Idg : Spec(W (R) @w k) K) — Spec(R! @y (k) K) ne semble pas adapté aux
arguments présentés dans cette section.

Remarquons que la preuve proposée ici est entiérement basée sur une preuve algébrique.
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Nous n’utilisons en particulier pas les définitions générales des F-isocristaux. On peut 1é-
gitimement espérer pouvoir généraliser ces résultats en employant la notion de Witt frame
qui permit a Davis, Langer et Zink de démontrer leur théoréme de comparaison avec la
cohomologie rigide [16], et & Ertl de généraliser cette derniére aux coefficients [19]. Une
autre piste serait d’employer le site surconvergent [37] afin d’affiner ces équivalences de ca-
tégories. On remarque en effet que Ertl n’obtient dans sa construction que des connexions
de De Rham-Witt surconvergentes localement libres & partir d’un isocristal surconvergent
avec ces constructions plus générales.
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Annexe A

Propositions complémentaires
mineures

Ce premier annexe contient quelques propositions, non nécessaires a la preuve des théo-
rémes de la thése, mais permettant de mieux comprendre les objets employés.

(A.0) Dans tout cet annexe K désigne un anneau commutatif parfait de caractéristique
p. On notera n € N* et K[X] = K[Xy,...,X,].
D’aprés la propriété universelle du quotient nous avons le diagramme commutatif ci-
dessous :
Wi/ ———— Wk(x)/x

l l : (A.0.1)

WHQgxx/(P") —— WQpkix)/x/ (")

Proposition A.1. Le morphisme i du diagramme (A.0.1) n’est pas une bijection.

Démonstration. D’apres le théoréme 2.3.15, tout @ € WQgxy/x s'écrit sous la forme
r = Z nere(k, I), ou les my.; € W(K) veérifient que V¥ (. 1) € VW (K)) pour

(k,1)eP
tout [ € N sauf pour un nombre fini de couples (k,I) € P. En particulier, si 'on note

W = Z N, re(k, I)
(k,1)eP
vy (k,1)=0

on a w = w[p|. De plus, pour tout £ > 0 on a défini . (w) = (kigf 7){Vy(mﬂ) +u(k) — ek},
De

il est alors clair que quel que soit x € W(K) on aura 7.(0) > v-(@ + pz). En particulier,
il existe un élément surconvergent dans la classe de w si et seulement si @ € WTQ K[X]/K-
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. 12 . - .
Maintenant, en posant w = g 1% (Xpl +1), on a clairement w = w, or w n’est pas
leN
surconvergent. ]

Proposition A.2. Si K est intégre, alors pour tout i € N le W (K)-module WQZ'K[X]/K
est sans torsion. o

Démonstration. Soient x € W Qg x/x et § € W(K) tels que {x = 0. D’aprés le théo-
réme 2.3.15, il existe une fonction n: P — W(K) vérifiant I’égalité (2.3.15.1) et on a

Ex = Z Enk,re(k, I). Or par unicité de I'écriture, cela implique que pour tout (k,I) € P

(k,1)eP
on a &g = 0. Or comme K est intégre de caractéristique p, W (K) est intégre, donc si
& # 0 alors 7 est la fonction nulle et z = 0. O

Proposition A.3. Soit ¢: K[X] — R un morphisme surjectif de K-algébres. Posons
x € W(R) tel qu’il existe e > 0 et C' € R tels que pour tout n > 0 il eziste y, € W(K[X])

tel que W(p)(y") = x et v-(y") = C —n. Alors il existe y € W(K|[X]) tel que W(p)(y) =
et V:(y) = C.

Démonstration. Soit ¢ € N. Soit n; > 0 tel qu’il n’existe pas d’entier j € N tel que
C>i—epj>C—n; (un tel 7; existe toujours quitte a le réduire). Il existe alors un
y" € W(K[X]) verifiant les conditions de I’énoncé, et d’aprés (2.5.2.3) et la discussion ci-
dessus on a i —ep~*deg(y)") > C. On pose le vecteur de Witt y == (y");en € W(K[X]), et
celui-ci vérifie bien les conditions de I’énoncé. En effet d’apres (1.1.9), pour tout i € N il
existe z¢ € W(R) tel que W (p)(y") = W (p)(y')+F(z%), et comme R est de caractéristique
p cela implique que ¢(y") = p(y}) + Frobg(z!), donc si 'on pose z == (z%);eny € W(K[X])
ona W(p)(y) = W(p)(y') + F(2), et puisque 29 = 0 alors F(z) est un multiple de p et on
conclut. O
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Annexe B

Compléments sur la structure
modulo p

Cet annexe comprend une étude de la structure modulo p du complexe de De Rham-Witt
surconvergent se basant exclusivement sur les résultats de [8]. Bien que ’on retrouve certains
résultats, ceux-ci s’avérent insuffisants pour la démonstration des théorémes présents dans
cette these; c’est cette obstruction qui a motivé la rédaction du chapitre 3. On présente
toutefois ces résultats ici afin d’avoir une démonstration différente de certaines propositions,
mais également pour comprendre les liens entre les objets définis par Bloch et ceux présentés
dans cet ouvrage.

(B.0) Dans tout cet annexe, on conservera les notations du paragraphe (3.2.1).

Soit m € N. Nous noterons [ WQ%L K le sous- R-module de VVQ%I K constitué des séries

convergentes pour la topologie canonique quotient de la forme Zwl, ol pour tout [ € N
leN

onaw €1 (R)WQ%"L K- Similairement, on notera [ WTQ% K le sous- R-module de WTQ%‘ K

constitué de séries surconvergentes d’éléments de I (E)WTQ%L K

. 1 1 1 S -
On notera m: WQE/K — WQE/K/IWQE/K la projection canonique (on conservera la

K~ WTQ% K yai WTQIE /K dans le cadre surconvergent).

Il est prouvé dans [8] que la suite ci-dessous est aussi une suite exacte scindée de R-

notation 7: WTQ%

modules :

mod . Tr7O1 1 1
0 — I(R) — WQE/K/IWQE/K % QE/K — 0. (B.0.1)

Lemme B.1. Soient n € W(K) et k € Py, alors ne(k,0) € Ker(W(K[X]) — K[X]) si
et seulement sin € V(W(K)) ou u(k) > 0.
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Démonstration. Par définition, e(k, () = yulk) [KPU(MKD. On conclut parce que 'on a
Ker(W(K[X]) — K[X]) = V(W(K[X])). O

Lemme B.2. Supposons que R = K[X] pour un certain n € N. On a une suite exacte
scindée de R-modules :

0 —— IT(R) =, WTQ}Q/K/IWTQR/K Q}%/K —— 0.

Démonstration. Considérons le diagramme commutatif :

) TI’Od 1

0 — ITj:R) WTQR/K/IWTQR/K Hﬁ QR/K — 0
§5) wol 1

0 —— I(R) =2, WL /IWQR/K QR/K —— 0

Afin de vérifier que la premiére ligne est exacte, il suffit de prouver que pour tout
i € I(R) tel qu'il existe w € WTQ%/K et j € I(R)WTﬂl/ tel que d(i) = w + j, alors on a
i € I'(R). Soient = WTQIE /K des représentants respectifs des classes w et j, et notons
d 1a différentielle de WQg i D’aprés la suite exacte scindée (B.0.1), I'écriture w = d(i) — j
détermine uniquement w, pour cette raison et en vertu du théoréme 2.3.15, du lemme B.1
et de la proposition 2.3.12, on peut supposer que

o

= Y mrete, D)+ D My gmingeyy €(k, {min(k)})
(k,I)EP kEP()
1 {min(k)) v (k)20

ot tous les n ;7 € W(K) vérifient pour tout m € N que V*¥®) (n, 1) € V(W (K)) sauf pour
un nombre fini de couples (k, ) € P. Or, si 'on note w = Z M1 e(k, I) on déduit de la

(k,))eP
discussion précédente, de la proposition 2.3.12, du lemme B.1 et du fait que K soit parfait
qu’il existe x € WQ}LX/K tel que :

Z né’{min(k)} e(k, {min(k)}) + pz.
k€Po
vp(k)<0
Or cette somme est surconvergente car w est un élément surconvergent. Ipso facto,
lélément j = Z Ny e(k,0) est surconvergent et vérifie jo = 0. Enfin d(j) est congru a

kEPo
vp(k)<0
d(7) modulo p. Par conséquent 7(j) = ¢, o 7 est la projection modulo p, car d est injective :
le lemme est démontré. O
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Lemme B.3. Soit p: K[X] — R un morphisme surjectif de K-algébres pour un cer-
tain n € N. Alors toutes les fleches verticales du diagramme commutatif ci-dessous sont
surjectives :

0 —— IMK[X]) — WHK[X]) — K[X] — 0
| o |
0 —— I'(R) ——— WIi(R) R 0

Démonstration. On sait que ¢ est surjective par définition, ainsi que WT(QD) et sa descente
modulo p. Soit i € I(R) C WH(R) et soit i € WT(R) un représentant de la classe i. On sait
que ig = 0 car les lignes horizontales sont exactes. Donc si j € WT(K[X]) est un antécédent
de i par WT(¢p), alors j/ := j — [jo] en sera également un et de plus jj = 0, donc sera un
élément du noyau de WT(K[X]) — K[X] ce qui permet de conclure modulo p. O

Proposition B.4. Reprenons les notations du paragraphe (3.2.1). On a une suite exacte
scindée de R-modules :

0 — IT(R) =%, WIOL  /IWTOL :> Qg — 0. (B.4.1)

Démonstration. Puisque R est une K-algébre de type fini, on peut d’aprés le lemme 1.2.15
trouver un n € N et un morphisme surjectif de K-algébres : K[X] — R pour lequel on
ait un relévement du Frobenius sur W (K)[X]! compatible avec F. On a alors le diagramme
commutatif ci-dessous :

0 — IN(KIX]) — WIQ ) e/ TWQ " Oxpxx — 0

K[X]/K

N

0 — I(K[X]) —JW%[X e/ TW Ok -
T 3 T4

2

5 1 1
0 — I'(R) —|— WTQR/K/IWTQR/K Qpx —|70

\ k \

R 1 1
0 — I(R) I/VQR/K/IVVQR/]K %QR/K — 0

En lisant ce diagramme de gauche & droite, nous noterons toutes les premiéres fléches
horizontales d. On sait par (B.0.1) et le lemme B.2, qu’hormis pour la troisiéme, toutes
les lignes sont exactes scindées dans leurs catégories de modules respectives. Si 'on note
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également o le morphisme de K[X]-modules Q]%([X]/K — WOl X]/K/IW QK[X}/K, on dé-
duit par fonctorialité du morphisme sp étudiée dans [28], et par la discussion précédent le
diagramme, que o o my = w3 o 0. De plus, comme o a des valeurs surconvergentes, pour
vérifier que la suite (B.4.1) est exacte scindée il suffit de démontrer que pour tout i € I(R),

si d(i) € I/VJFQ}%/K/IWTQ1 alors i € IT(R). On sait d’aprés le lemme B.3 que 7 est

surjective. On sait également que mo est surjective par définition de WTQ}% K Par consé-

quent, on peut remonter d(i) en un élément w € W Ql K[X] /K/I wt Q [X] /K- Nous savons
que w = d(j) + o(x) pour un certain couple j € I'(K[X]) et z € QL K[x]/k- Puisque m
est surjective, on peut également choisir un i € I(K[X]) tel que 1 (z) = i. Par conséquent
m3(d(j —1) +o(x)) = 0. En particulier, m3(o(z)) est & la fois dans 'image de d et de o, donc

m3(o(z)) = 0 et m3(d(j —1)) = 0, ce qui implique par injectivité de d que i est surconvergent,
donc que i € I'(R). O

Proposition B.5. Conservons les notations du paragraphe (3.2.1) et considérons la

K wt Q?{/K/ (QR/K + IWTQ;/K> Dans ce cas, appli-

cation (7' o d)| 11 est un morphisme injectif de W(R)-modules.
R/K

projection canonique 7' WTQR

K—l—IWTQR/K est un sous-Wt(R)-module de W Q%/K,

& son image par sy on peut conclure en utilisant la

Démonstration. Remarquons que Q2 =

/

R/K
suite exacte scindée (3.2.1.1). Considérons & présent le diagramme commutatif ci-dessous :

en effet puisque l'on a identifie Q2

tol wioz 2 2 2
wigl - —4 wieg - Wiz (QR/K+IW QR/K>

| |

1 2 2 2 2
wal _d wez L —— W2 (QR/K+IWQR/K>

D’apres [8], la composition de la ligne du bas est injective, et 'injectivité de 'application

est alors immédiate. Sa WT(R)-linéarité est une conséquence de la formule (2.1.8.1) projetée
dans le quotient. O

116



Bibliographie

1]

Alberto ARABIA : Relévement des algebres lisses et de leurs morphismes. Commentarii
Mathematici Helvetici, 76, 2001.

Michael ATIYAH et Tan Grant MACDONALD : Introduction to Commutative Algebra.
Addison-Wesley, 1969.

Pierre BERTHELOT : Géométrie rigide et cohomologie des variétés algébriques de
caractéristique p. Mémoires de la Société Mathématique de France 2 e série, 23, 1986.

Pierre BERTHELOT : Cohomologie rigide et théorie des D-modules. In Francesco BAL-
DASSARRI, Siegfried BOSCH et Bernard DWORK, éditeurs : p-adic Analysis. Springer-
Verlag, 1990.

Pierre BERTHELOT : Cohomologie rigide 1. Preprint, 1996.

Pierre BERTHELOT et Arthur OGus : F-Isocrystals and De Rham Cohomology. I.
Inventiones mathematicae, 72, 1983.

Spencer BLOCH : Algebraic K-theory and crystalline cohomology. Publications ma-
thématiques de 1. H.E.S., 47, 1977.

Spencer BLOCH : Crystals and de Rham-Witt connections. Journal of the Institute of
Mathematics of Jussieu, 3, 2004.

Siegfried BoscH, Ulrich GUNTZER et Reinhold REMMERT : Non-Archimedean Analy-
sis. Springer-Verlag, 1984.

Nicolas BOURBAKI : Algébre commutative : Chapitres 1 o 4. Springer-Verlag, 2006.
Nicolas BOURBAKI : Algébre commutative : Chapitres 8 et 9. Springer-Verlag, 2006.
Nicolas BOURBAKI : Algébre : Chapitres 1 a 3. Springer-Verlag, 2007.

Daniel CARO : Dévissages des F-complexes de D-modules arithmétiques en F-
isocristaux surconvergents. Inventiones mathematicae, 166, 2006.

Daniel CARO et Nobuo TsuzUuki : Overholonomicity of overconvergent F-isocrystals
over smooth varieties. Annals of Mathematics, 176, 2012.

Christopher DAvis : The QOuverconvergent de Rham-Witt Complex. Thése de doctorat,
Massachusetts Institute of Technology, 2009.

117



16]
17)
18]
[19]
[20]
[21]

[22]

[23]

[24]

[25]
[26]
[27]
[28]
[29]
[30]
[31]

[32]

Christopher Davis, Andreas LANGER et Thomas ZINK : Overconvergent de Rham-
Witt cohomology. Annales Scientifiques de I’Ecole Normale Supérieure, 44, 2011.

Christopher DAVIS, Andreas LANGER et Thomas ZINK : Overconvergent Witt vectors.
Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 668, 2012.

Renée ELKIK : Solutions d’équations a coeflicients dans un anneau hensélien. Annales
scientifiques de 'E.N.S. 4 e série, 6, 1973.

Veronika ERTL : Comparison between Rigid and Overconvergent Cohomology with
Coefficients. Preprint, 2016.

Veronika ERTL : Full faithfulness for overconvergent F-de Rham-Witt connections.
Comptes Rendus - Mathématique, 354, 2016.

Jean-Yves ETESSE : Complexe de De Rham-Witt & coefficients dans un cristal. Com-
positio Mathematica, 66, 1988.

Alexander GROTHENDIECK : Crystals and the De Rham Cohomology of Schemes. In
Alexander GROTHENDIECK et Nicolaas Hendrik KUIPER, éditeurs : Diz exposés sur
la cohomologie des schémas. Masson & Cie, Editeur and North-Holland Publishing
Company, 1968.

Alexander GROTHENDIECK : Groupes de Barsotti-Tate el cristaur de Dieudonné. Les
presses de 'université de Montréal, 1974.

Alexander GROTHENDIECK et Jean DIEUDONNE : Eléments de Géométrie Algébrique

IV : Etude locale des schémas et des morphismes de schémas, Quatriéme partie. Pu-
blications mathématiques de L.H.E.S., 1967.

Alexander GROTHENDIECK et Jean DIEUDONNE : Eléments de Géométrie Algébrique
1. Springer, 1971.

Michiel HAZEWINKEL : Witt vectors. Part 1. In Michiel HAZEWINKEL, éditeur :
Handbook of Algebra : Volume 6. Elsevier, 2009.

Lars HESSELHOLT et Ib MADSEN : On the de Rham-Witt complex in mixed characte-
ristic.

Luc ITLLusie : Complexe de de Rham-Witt et cohomologie cristalline. Annales scien-
tifiques de 'E.N.S. 4 e série, 12, 1979.

Luc ILLusie : De Rham-Witt complexes and p-adic Hodge theory. Pre-notes for
Sapporo seminar, March 2011, 2011.

Nicholas M. KAtz : Nilpotent connections and the monodromy theorem : applications
of a result of Turrittin. Publications mathématiques de I.H.E.S., 39, 1970.

Kiran Sridhara KEDLAYA : More étale covers of affine spaces in positive characteristic.
Journal of Algebraic Geometry, 14, 2005.

Serge LANG : Algebra (revised third edition). Springer, 2002.

118



TSI

Andreas LANGER et Thomas ZINK : De Rham-Witt cohomology for a proper and
smooth morphism. Journal of the Institute of Mathematics of Jussieu, 3, 2004.

Camille LAURENT-GENGOUX, Anne PICHEREAU et Pol VANHAECKE : Poisson Struc-
tures. Springer-Verlag, 2013.

Michel Paul LAZARD : Commutative Formal Groups. Springer, 1975.
Bernard LE STUM : Rigid Cohomology. Cambridge University Press, 2007.

Bernard LE STUM : The overconvergent site. Mémoires de la Société Mathématique
de France, 127, 2011.

Qing L1U : Algebraic Geometry and Arithmetic Curves. Oxford University Press, 2006.

Saul LUBKIN : Generalization of p-adic cohomology ; bounded Witt vectors. A cano-
nical lifting of a variety in characteristic p # 0 back to characteristic zero. Compositio
Mathematica, 34, 1977.

David MEREDITH : Weak formal schemes. Nagoya Mathematical Journal, 45, 1971.

Paul MONSKY et Gerard WASHNITZER : Formal cohomology : I. Annals of Mathema-
tics, 88, 1968.

Michel RAYNAUD : Anneaux Locauxr Henséliens. Springer-Verlag, 1970.
Jean-Pierre SERRE : Corps locauz. Hermann Paris, 1962.

The STACKS PROJECT AUTHORS : Stacks project. https://stacks.math.columbia.
edu/, 2020.

Marius VAN DER PUT : The cohomology of Monsky and Washnitzer. Mémoires de la
Société Mathématique de France 2 e série, 23, 1986.

André WEIL : Number of solutions of equations in finite fields. Bulletin of the American
Mathematical Society, 55, 1949.

119



