
HAL Id: tel-02956284
https://theses.hal.science/tel-02956284

Submitted on 2 Oct 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Coefficients en cohomologie de De Rham-Witt
surconvergente

Ruben Munoz Bertrand

To cite this version:
Ruben Munoz Bertrand. Coefficients en cohomologie de De Rham-Witt surconvergente. Géométrie al-
gébrique [math.AG]. Normandie Université, 2020. Français. �NNT : 2020NORMC205�. �tel-02956284�

https://theses.hal.science/tel-02956284
https://hal.archives-ouvertes.fr


THÈSE
Pour obtenir le diplôme de doctorat

Spécialité MATHEMATIQUES

Préparée au sein de l'Université de Caen Normandie

Cοefficients en cοhοmοlοgie de De Rham-Witt surcοnvergente
Présentée et soutenue par
Ruben MUNOZ BERTRAND

Thèse soutenue publiquement le 09/07/2020
devant le jury composé de

M. ANDREAS LANGER Professeur des universités, Université d'Exeter Rapporteur du jury
M. TOBIAS SCHMIDT Professeur des universités, Université Rennes 1 Rapporteur du jury
Mme CHRISTINE HUYGHE Chargé de recherche à l'INRA, Université de Strasbourg Membre du jury
M. JÉRÔME POINEAU Professeur des universités, Université Caen Normandie Membre du jury
M. ANDREA PULITA Professeur des universités, Université Grenoble Alpes Membre du jury
M. DANIEL CARO Professeur des universités, Université Caen Normandie Directeur de thèse

Thèse dirigée par DANIEL CARO, Laboratoire de Mathématiques 'Nicolas Oresme'
(Caen)





❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt

s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

❘✉❜é♥ ▼✉ñ♦③✲✲❇❡rtr❛♥❞

✷✵✷✵



❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s

■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✸

❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ✶✵

✶ ❘❛♣♣❡❧s ❞✬❛❧❣è❜r❡ ✶✶

✶✳✶ ❱❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✶
✶✳✷ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✸ P❉✲❛♥♥❡❛✉① ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵

✷ ❈♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✷✺

✷✳✶ ❆❧❣è❜r❡s P❉✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❣r❛❞✉é❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✾
✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✷✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✼
✷✳✺ ❱❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾

✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ✹✹

✸✳✶ Pr♦❞✉✐ts ❡t s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✹
✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ p ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
✸✳✸ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✹ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✹ ❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✾✷

✹✳✶ ❈♦♥♥❡①✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
✹✳✷ F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

❆ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♠✐♥❡✉r❡s ✶✶✶

❇ ❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ p ✶✶✸

✷



■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❲❡✐❧ é♥♦♥ç❛ ❡♥ ✶✾✹✾ ❞❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❧✐é❡s à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛✱ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬❛♥♥✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s éq✉❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐été ❛❧❣é❜r✐q✉❡ X s✉r ✉♥
❝♦r♣s ✜♥✐ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p > 0 ❬✹✻❪✳ ◆♦t♦♥s |X| ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❢❡r♠és ❞❡ X✱ ❡t
♣♦✉r t♦✉t x ∈ |X| ♥♦t♦♥s qx ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝♦r♣s rés✐❞✉❡❧ ❞❡ X ❡♥ x✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
③êt❛ ❞❡ X ❡st ✿

ζ(s) :=
∏

x∈|X|

1

1− qx−s
✳

▲✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ♣ré❞✐s❛✐t q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ ❡st r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
❧❛ r❛t✐♦♥❛❧✐té ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡✱ ●r♦t❤❡♥✲
❞✐❡❝❦ ❞é✈❡❧♦♣♣❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ét❛❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s s✐① ❢♦♥❝t❡✉rs
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ✭✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡✱ ✐♠❛❣❡ ✐♥✈❡rs❡✱ ❞✉❛❧✐té✱ ✐♠❛❣❡ ❞✐r❡❝t❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✱ ✐♠❛❣❡
✐♥✈❡rs❡ ❡①tr❛♦r❞✐♥❛✐r❡✮✳ ■❧ ❣é♥ér❛❧✐s❛ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛ à ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐été ❡♥
✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s L ❛ss♦❝✐és ❛✉① Ql✲❢❛✐s❝❡❛✉① ✭♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ét❛❧❡✮ ❝♦♥str✉❝✲
t✐❜❧❡s s✉r X✱ ♦ù l 6= p ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ L ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥st❛♥t
Ql s✉r X ❡st é❣❛❧ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ③êt❛✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ s✐ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ét❛❧❡ l✲❛❞✐q✉❡ ♣❡r♠✐t
à t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❞❡ ❲❡✐❧✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛
p✲t♦rs✐♦♥ ❞❡ X ❀ ❞❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣r♦♣♦sé ♣❛r ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ♥✬❡st ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡ ❧♦rsq✉❡
l = p✳

❉❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✻✵✱ ❞❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡s p✲❛❞✐q✉❡s s✉r ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❢✉r❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❀ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s✲❝✐✱ ▼♦♥s❦② ❡t ❲❛s❤♥✐t③❡r ♦♥t ♣r♦♣♦sé
✉♥❡ t❤é♦r✐❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ s✉r ❧❡s s❝❤é♠❛s ❛✣♥❡s ❬✹✶❪✳ ▲❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❛ é❣❛❧❡✲
♠❡♥t été ❝réé❡ ♣❛r ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❡♥ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♥✉❧❧❡ ❬✷✷❪✱ ♣✉✐s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ❇❡rt❤❡❧♦t
♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ♣r♦♣r❡s ❡t ❧✐ss❡s s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❈❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ t❤é♦r✐❡ ♣♦ssè❞❡ ❝♦♠♠❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❧❡s ❝r✐st❛✉①✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s
❞❡r♥✐❡rs ❢✉t ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ✐♠✐t❛♥t
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s Ql✲❢❛✐s❝❡❛✉① ❝♦♥str✉❝t✐❜❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ l✲❛❞✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❞és♦r♠❛✐s
❛✈❡❝ l = p✳

❉❡❧✐❣♥❡ ❛ ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✼✵ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt✱ q✉✐ ♣❡r♠✐t à ■❧❧✉s✐❡
❞❡ ♣r♦✉✈❡r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❬✷✽❪✳ ❈❡ rés✉❧t❛t
❢✉t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉ ♣❛r ❊t❡ss❡ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✷✶❪✳ ❈❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✈❛✐t ♣♦✉r ❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ s✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡✱ ❡♥ ♦✛r❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡

✸



❝♦♥str✉✐t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ❡t ❞é✜♥✐ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐été ❞♦♥t ♦♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡✳

❆✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s t❤é♦r✐❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s à ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❇❡rt❤❡❧♦t ❛ ✐♥tr♦❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✽✵ ❧❛ ❝♦❤♦✲
♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡ ❬✸❪ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ❧❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉①✱ ❞é✜♥✐s ❛✈❡❝ ❖❣✉s ❬✻❪✳ ❈❡tt❡ t❤é♦r✐❡
♣♦ssè❞❡ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t s❝❤é♠❛ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ❝❡tt❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ à ✉♥ ❝♦ût ✿ ♦♥ ♣❡r❞ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞❡s
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ t♦rs✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s st❛❜❧❡s ♣❛r ✐♠❛❣❡
❞✐r❡❝t❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❇❡rt❤❡❧♦t ♣r♦♣♦s❛ ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❧❡s D✲♠♦❞✉❧❡s
❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❬✹❪✳ ■❧ ❢❛❧❧✉t ❛tt❡♥❞r❡ ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ ❡t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❈❛r♦ ❡t ❚s✉③✉❦✐✱
♣♦✉r s❛✈♦✐r q✉❡ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ♦♥ ❛ ✉♥ ❞é✈✐ss❛❣❡ ❡♥ F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s s✐① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s D✲♠♦❞✉❧❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s s✉r❤♦❧♦♥♦♠❡s ❬✶✸❪❬✶✹❪✳

▲❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ t♦✉s ❝❡s ♦✉t✐❧s ❛ ♣❡r♠✐s ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♣r❡✉✈❡s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t p✲
❛❞✐q✉❡s ❞❡s ❝♦♥❥❡❝t✉r❡s ❞❡ ❲❡✐❧✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❞❡ ❝❡s
t❤é♦r✐❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s ❡♥ ❝r②♣t♦❣r❛♣❤✐❡✳

❊♥ ✷✵✵✹✱ ❇❧♦❝❤ ❞é♠♦♥tr❛ q✉❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡ ét❡♥❞✉ ❛✉①
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞✬❊t❡ss❡ ♣♦ssé❞❛✐t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❢♦♥❞❡ ✿ s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❞❡s ❝r✐st❛✉① ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ❉❡
❘❤❛♠ ❲✐tt ❬✽❪✳

P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❉❛✈✐s✱ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦ ♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt
s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❬✶✻❪ ❡t ❞é♠♦♥tré ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡s ❞❡
▼♦♥s❦②✲❲❛s❤♥✐t③❡r ❡t r✐❣✐❞❡✳ ❈❡s ❞❡r♥✐❡rs ❢✉r❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ét❡♥❞✉s ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣❛r ❊rt❧✱
q✉✐ ❞é♠♦♥tr❛ ♥♦t❛♠♠❡♥t ✉♥ q✉❛s✐✲✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r✲
❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❬✶✾❪✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❧é❣✐t✐♠❡♠❡♥t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❇❧♦❝❤ ♣♦ssè❞❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡
s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ✿ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ✐s♦✲
❝r✐st❛✉① s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ②
♣❛r✈❡♥✐r ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐❡s
♣❛r ❊rt❧✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥t ❡s♣ér❡r r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ♠ê♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐q✉❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉①✳

❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❢✉t ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧
② ré♣♦♥❞ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡♠❡♥t✳ P♦✉r ② ♣❛r✈❡♥✐r✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❡t ❞❡ r❡❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉r❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥❝❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠✐❡✉① ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❉❡
❘❤❛♠✲❲✐tt✳

❆✈❛♥t ❞✬é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ ❡t ❞✬❡①♣❧✐q✉❡r ❡♥ q✉♦✐ ✐❧ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡
❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡s ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡s r✐❣✐❞❡ ❡t ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ q✉✐ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré❡ à s❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✶ ♥❡ ❝♦♠♣♦rt❡ r✐❡♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❡t ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① r❛♣♣❡❧s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s
❞❡ ❜❛s❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ② s❡r♦♥t

✹



❡①♣♦sé❡s s❛♥s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✱ ❡t s♦♥t ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s
❡①tér✐❡✉r❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣♦✉r ✜①❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❙♦♥t ❛✐♥s✐ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ♣rés❡♥tés ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭❛✉ s❡♥s ❞❡
▼♦♥s❦②✲❲❛s❤♥✐t③❡r✮✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❢♦r♠❡❧s ❢❛✐❜❧❡s ❞❡ ▼❡r❡❞✐t❤✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡
❊❧❦✐❦✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❑ä❤❧❡r ❡t ❧❡s P❉✲str✉❝t✉r❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❝❡♣ts
❡st ✐♠♣ér❛t✐✈❡ à ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡✱ ❡t ❝❡t ♦✉✈r❛❣❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧❛ ♣rét❡♥t✐♦♥ ❞✬❡♥ ❢♦✉r♥✐r
✉♥ ❡①♣♦sé ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❞és✐r❛♥t s✬✐♥✐t✐❡r à ❝❡s ♥♦t✐♦♥s ❡st ✐♥✈✐té à ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s
ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s❡❝t✐♦♥✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ rés✉❧t❛ts ❞é❥à ❝♦♥♥✉s✳ ■❝✐✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t t❤é♦rè♠❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❡t ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♦♥t ✐♥tr♦❞✉✐ts✳
◗✉❡❧q✉❡s ♣r❡✉✈❡s s♦♥t ♣rés❡♥t❡s✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ✐❧ ❡st r❡❝♦♠♠❛♥❞é
❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧✐r❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞✬■❧❧✉s✐❡ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❉❛✈✐s✱ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦ s✉r ❧❡ s✉❥❡t✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬✉♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ é♥♦♥❝❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s K[X] := K[X1, . . . , Xn]✱ ♦ù n ∈ N ❡t K ❡st ✉♥
❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❆✜♥ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (k, I)✱ ♦ù k ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐❡ s✉r

J1, nK à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s N
[
1
p

]
✱ ❡t I ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ {i ∈ J1, nK | k(i) 6= 0}✳ ▲❡ ❝♦♠✲

♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r ❝❡t ❛♥♥❡❛✉ ❡st ♥♦té WΩK[X]/K✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts
e(k, I) ∈WΩK[X]/K ♣♦✉r t♦✉t (k, I) ∈ P ✭❡①♣❧✐❝✐tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✮✱ t❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡

❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ∈ WΩK[X]/K ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ η :
P → W (K)

(k, I) 7→ ηk,I
t❡❧❧❡

q✉❡ ✿

x =
∑

(k,I)∈P

ηk,I e(k, I)✳ ✭✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s WΩK[X]/K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t
m ∈ N ♦♥ ❛ V u(k)(ηk,I) ∈ V

m(W (K)) s❛✉❢ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (k, I) ∈ P✳
❈❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❉❛✈✐s✱ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡

❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐❝✐ ❥✉st❡
❜r✐è✈❡♠❡♥t q✉✬❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ✭✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
γε : WΩK[X]/K → R ∪ {+∞,−∞}✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠❡r ✉♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧
W †ΩK[X]/K ⊂ WΩK[X]/K ét❛♥t ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s x ∈ WΩK[X]/K ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ε > 0 t❡❧ q✉❡ γε(x) 6= −∞✳ ➚ ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t
♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ X s✉r K ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ W †ΩX/K✳

❈❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧s ❡st ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥t❡r✲
♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡✱ à ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❡t ❧❡s ❝r✐st❛✉①✳ ❙✐ ❧✬♦♥ t❡♥t❡ ❞✬❛❞❛♣t❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t s❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❛♥s ❝❡
❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t ❞❡

✺



♣♦✉✈♦✐r ♠❛îtr✐s❡r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❞✉✐ts✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦❜t❡♥✐r
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ✐♠✐t❛♥t ✭✶✮✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❡st ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡t ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ s❡❝t✐♦♥ ❞✉
❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✳ ■❧ ❡st
♥♦t❛♠♠❡♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ s✐ R → S ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❧❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s
t❡❧ q✉❡ S s♦✐t ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r✲

❣❡♥ts W †(S) = Γ
(
WΩ0

Spec(S)/K, Spec(S)
)
❡st ✉♥ W †(R)✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✳ ❯♥ t❡❧

é♥♦♥❝é ❡①✐st❛✐t ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❬✶✼❪✱ ♥♦✉s ♣❛r✈❡♥♦♥s ❡♥ s✉✐✈❛♥t
✉♥❡ str❛té❣✐❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✳

▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸ ❡st ❧❡ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r
t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳

▲❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ s✬✐♥tér❡ss❡ ❛✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧✬❛♥♥❡❛✉W †ΩK[X]/K✳ P❧✉s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t✱
♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❉❡
❘❤❛♠✲❲✐tt✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ét❛✐t ❝♦♥♥✉ ❞❡ ❉❛✈✐s✱ ▲❛♥❣❡r ❡t
❩✐♥❦ q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ V

([
X1

p−1
])
d (V ([X1])) = pd ([X1])

♦♥ ❛ ✿

γε
(
V
([
X1

p−1
]))

= 1− ε
p− 1

p
✱

γε (d (V ([X1]))) = 1− ε
1

p
✱

γε (pd ([X1])) = 1− ε✳

❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡s♣ér❡r ❛✈♦✐r γε(xy) > γε(x) + γε(y) q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t
x, y ∈WΩK[X]/K✳

❆✜♥ ❞❡ ❝♦♥t♦✉r♥❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ❡st t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s
❛✉ss✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts e(k, I) ❡t e(l, J)✱ ❛✈❡❝
(k, I), (l, J) ∈ P ✳ ▲❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ t❡❧❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❢❛✐t ❛❧♦rs ❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥
p✲❛❞✐q✉❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❡st ❝♦♥trô❧❛❜❧❡✳ ❖♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ❛❧♦rs ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ζε : WΩK[X]/K → R∪{+∞,−∞} ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ WΩK[X]/K ♦♥ ❛ x ∈ W †ΩK[X]/K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 t❡❧ q✉❡
ζε(x) 6= −∞✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♣♦✉rt❛♥t ❞✬❛♣♣❛r❡♥❝❡ très
s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❉❛✈✐s✱ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦✱ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞és♦r♠❛✐s q✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t x, y ∈WΩK[X]/K ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(xy) > ζε(x) + ζε(y)✳

❉❡ ♣❧✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡✛❡❝t✉és ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✭✶✮✱ ❞❡
♠❡ttr❡ ❡♥ ❡①❡r❣✉❡ ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ WΩK[X]/K ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❝❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st str✐❝t❡✳

✻



▲❡ ❜✉t ❞✉ r❡st❛♥t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ s✉r K✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❞❡✈✐❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✶✮ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧✬✐♥é❣❛❧✐té str✐❝t❡ ✈♦✉❧✉❡ ❡st ✈ér✐✜é❡✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❧❡ ❞❡
K✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s K[X]→ R s❡ ❢❛❝t♦r✐s❛♥t ❡♥ K[X]→ K[X]P → R✱ ♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
✢è❝❤❡ ❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r P ∈ K[X]✱ ❡t ♦ù ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ✢è❝❤❡ ❡st ét❛❧❡ ❡t ❢❛✐t
❞❡ R ✉♥ K[X]P ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡

❞❡ WΩR/K = Γ
(
WΩSpec(R)/K, Spec(R)

)
t♦✉t ❡♥ t✐r❛♥t ♣r♦✜t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❛

s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ✐❧ ❡st ♠♦✐♥s ♣❡rt✐♥❡♥t ❞✬ét✉❞✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r q✉❡
s❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ R†✲♠♦❞✉❧❡✱ ♦ù R† ❞és✐❣♥❡ ✉♥❡W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣❧❛t❡ ❡t ✇❝❢❣ ✭❛✉
s❡♥s ❞❡ ▼♦♥s❦②✲❲❛s❤♥✐t③❡r✮ r❡❧❡✈❛♥t R✳

❆✜♥ ❞✬② ♣❛r✈❡♥✐r✱ ❧✬ét✉❞❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞
à ét✉❞✐❡r ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ K[X]✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ W †ΩK[X]/K ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s G ❞❛♥s ❝❡tt❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ x ∈W †ΩK[X]/K ♣✉✐ss❡ s✬é❝r✐r❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡
❧❛ ❢♦r♠❡ ✿

x = ω +
∑

(k,I)∈G

sk,Ie(k, I) + d


 ∑

(k,I)∈G

s′k,Ie(k, I)


 ✱ ✭✷✮

♦ù ω ∈ ΩK[X]/K ❡t ❧❡s ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s s :
G→ K[X]

(k, I) 7→ sk,I
❡t s′ :

G→ K[X]
(k, I) 7→ s′k,I

✈ér✐✜❡♥t

❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✭✷✮ s❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❡♥ ❢❛✐t

❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ é❝r✐t✉r❡ s✉r W †ΩR/K✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ét✉❞❡ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳ ❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ét✉❞✐❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡♥ ❞❡❣ré ♣♦s✐t✐❢✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ❞❡❣ré ③ér♦✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt
s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ♦❜t❡♥✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱
❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❛✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ R✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ❡st ❧❛ ♣❧✉s
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠❛✐tr✐s❡ ❞❡ ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹ ♦♥ ✜♥✐t ♣❛r é♥♦♥❝❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ❈♦♠♠❡
❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ✐❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✮ ❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
é❝r✐t✉r❡ s✉r W †ΩK[X]/K ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts tr♦✉✈és ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡❝✐ ré❛❧✐sé✱ ♦♥ ♣❡✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ é❝r✐t✉r❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ R✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ très t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r
♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✸✳ ❈❡ t❤é♦rè♠❡ ré♣♦♥❞ ❛✉① ❜❡s♦✐♥s
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ é✈♦q✉é ♣❧✉s ❤❛✉t ✿ ✐❧ ♣❡r♠❡t à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡ ❞é✜♥✐r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡s s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❞ét❡r♠✐♥❡r ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ♦♥ ♣❡✉t
str✐❝t❡♠❡♥t ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳

❆✈❡❝ ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s ❞❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♥♦✉s ❛tt❛q✉❡r à

✼



✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ à ❧❛ ❇❧♦❝❤ ❞❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡
❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳ ▲❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥s❛❝ré à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ ♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡t ❧❡s ♦❜❥❡ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛
ré❞❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❡✈♦✐r
❝♦♥s✐❞ér❡r ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ♠❛✐s ♥♦t❛♠♠❡♥t s✉r
❝❡❧✉✐ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡
❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ ❖♥ ② ❞é♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❢♦❧❦❧♦r❡ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥
♥❡ ❝♦♥♥❛✐t ♣❛s ❞❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ é❝r✐t❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s
❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❝t✐♦♥ ❞❡
❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✱ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞❛♥s ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts✳

P♦✉r ✜♥✐r✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❝÷✉r ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡
t❤ès❡✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❬✽❪✱ s✐ ❝❡ ♥✬❡st
q✉✬✐❧ ❢❛✉t ✈❡✐❧❧❡r à ❝❡ q✉❡ ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❝♦♥s✐❞éré❡s s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❜✐❡♥✳ ●râ❝❡ ❛✉①
tr❛✈❛✉① ré❛❧✐sés ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❝❡ ❢❛✐t✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛♣rès
❛✈♦✐r t❡♥s♦r✐sé ♣❛r Q✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡
❋r♦❜❡♥✐✉s à ♥♦s ♦❜❥❡ts✱ s❛♥s q✉♦✐ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✳

◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❛❧♦rs ♣❧✉s✐❡✉rs éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✷✳ ◆♦t♦♥s
W (K) ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r K✱ ❡t K := Frac(W (K))✳ ❙♦✐t X† ✉♥ s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧
❢❛✐❜❧❡ ❧✐ss❡ r❡❧❡✈❛♥t ❧❛ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ X s✉r K ❡t s♦✐t F ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r OX✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞❡✉① éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ✿




OX†✲♠♦❞✉❧❡s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐

✰ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡



←→





W †(OX)✲♠♦❞✉❧❡s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐

✰ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ✐♥té❣r❛❜❧❡



 ✱





OX† ⊗W (K) K✲♠♦❞✉❧❡s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐

✰ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡
✰ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s




←→





W †(OX)⊗W (K) K✲♠♦❞✉❧❡s
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐

✰ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ✐♥té❣r❛❜❧❡
✰ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s




✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐✲
❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ t♦rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ré♣♦♥❞ ❡♥ ♣❛rt✐❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ s✬ét❛✐t ♣♦sé❡ ❡♥ ❞é❜✉t
❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❇❡rt❤❡❧♦t q✉❡ s✐X ❡st ❛✣♥❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s F ✲
✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡ ❧✐ss❡ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s Γ(OX†⊗W (K)K,X

†)✲
♠♦❞✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❈❡
s❡❝♦♥❞ t❤é♦rè♠❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s F ✲
✐s♦❝r✐st❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ❝✉r✐❡✉① ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ❞❡✉① ❛♥♥❡①❡s ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❞♦❝✉♠❡♥t✱ q✉✐

✽



❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧✳ ❨ ❡st ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣rés❡♥té❡ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt
s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❇❧♦❝❤✳ ▲❛ ❧❡❝t✉r❡ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝❧❛✐r❡r ❧❡s ❧✐❡♥s
❡♥tr❡ ❝❡t ♦✉✈r❛❣❡ ❡t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❛②❛♥t s❡r✈✐ ❞✬✐♥s♣✐r❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ét✉❞❡ ♥❡ s✉✣t ♣❛s à
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❀ ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ❛ ♠♦t✐✈é ❧✬ét✉❞❡ ♣❧✉s ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡ q✉✐ ❡st
♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✳

✾



❈♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s

❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ p ❡st ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♣r❡♠✐❡r ✜①é✳
❚♦✉s ❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s s✉r ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❡r♦♥t ❝♦♥s✐❞érés ✉♥✐t❛✐r❡s

❡t ❛ss♦❝✐❛t✐❢s✳
❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t (X,OX) ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛♥♥❡❧é✳ ❖♥ ❛❞♦♣t❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s

s✉✐✈❛♥t❡s ✿

CRing ❈❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s
N ❊♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s {0, 1, . . .}
OX ✲Mod ❈❛té❣♦r✐❡ ❞❡s OX ✲♠♦❞✉❧❡s
Ring ❈❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❛♥♥❡❛✉①
R✲Mod ❈❛té❣♦r✐❡ ❞❡s R✲♠♦❞✉❧❡s
Set ❈❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s

❙✐ M ❡st ✉♥ ♠♦♥♦ï❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ eM ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ M∗ := M r {eM}✳ ❙✐ M ❡st ✉♥
❛♥♥❡❛✉✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ s❡r❛ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✳

❙✐ C ❡st ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ❡t X ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ❞❡ C✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ C\X ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❞❡ C ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ X✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♦♥ ♥♦t❡ CRing\R ❧❛
❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s R✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳

P♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R✱ ♦♥ ♥♦t❡ R× ❧❡ ❣r♦✉♣❡ ❞❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ✐♥✈❡rs✐❜❧❡s✳
P♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ m,n ∈ Z ♦♥ ♥♦t❡ Jm,nK ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {x ∈ Z | m 6 x 6 n}✳
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ E ♦♥ ♥♦t❡r❛ #E s♦♥ ❝❛r❞✐♥❛❧✳
P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❡t t♦✉t ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s n,m ∈ N✱ ♦♥ ♥♦t❡ Matn,m(E) ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ n ×m ❡t Matn(E) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❝❛rré❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡
n × n à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s E✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f : E → E′✱ ♦♥ ❣❛r❞❡r❛ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
f : Matn(E)→ Matn(E

′) ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♣❛r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳ ❙✐
E ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉✱ ♦♥ ♥♦t❡ In ∈ Matn(E) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ✉♥✐té✳ ▲❛ tr❛♥s♣♦sé❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ M
s❡r❛ ♥♦té❡ MT✳

P♦✉r t♦✉t ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ G✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ G := G/pG✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡r❛ ❞❡ t❡❧❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s✱ ❛♥♥❡❛✉①✱ ❛❧❣è❜r❡s ❡t❝✳

❙♦✐t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ F ✉♥ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉ s✉r X ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ C✳ ❖♥ ❞✐r❛
q✉❡ F ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♦✉✈❡rt U ∋ x ❞❡ X
t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ r❡str❡✐♥t F |U ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳

✶✵



❈❤❛♣✐tr❡ ✶

❘❛♣♣❡❧s ❞✬❛❧❣è❜r❡

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❝♦♥s❛❝ré ❛✉① r❛♣♣❡❧s ❞❡s ♥♦t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡s ♣♦✉r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❡t ♦✉✈r❛❣❡✳ ▲❛ ♠❛❥♦r✐té ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ② s❡r♦♥t é♥♦♥❝é❡s s❛♥s ♣r❡✉✈❡✱ ❡t s♦♥t
♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❝❤❛✐♥s ❝❤❛♣✐tr❡s✱
♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ✜①❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ✐❝✐ ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt✱ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡s s❝❤é♠❛s ❢♦r♠❡❧s
❢❛✐❜❧❡s✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❊❧❦✐❦✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ❧❡s P❉✲❛♥♥❡❛✉①✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♥✬❛②❛♥t ♣❛s ♣♦✉r ✈♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ♥é♦♣❤②t❡ à ❝❡s ♥♦t✐♦♥s✱ ♦♥
❧✬✐♥✈✐t❡r❛ ❞❛♥s ❝❡ ❜✉t à ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥♥é❡s t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡s ♣❛❣❡s✳

❆✉❝✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞✬❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♦✉ ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s ♥❡ s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é✳ ❖♥ s❡
ré❢èr❡r❛ à ❝❡ ♣r♦♣♦s à ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❢♦✐s♦♥♥❛♥t❡ ❬✸✷❪❬✷❪❬✷✹❪❬✷✺❪❬✸✽❪✳

✶✳✶ ❱❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞❡ r❛♣♣❡❧❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt✱ ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s t♦✉t ❝❡ tr❛✈❛✐❧ s❛♥s ♠❡♥✲
t✐♦♥ ✉❧tér✐❡✉r❡✳ ▲❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ s❡ ré❢ér❡r à ❬✶✶✱ ■❳✱ ➓✶❪✱ ❬✷✻❪✱ ❬✸✾❪ ♦✉ ❬✹✸❪❬❈❤❛♣✐tr❡
■■ ➓✻❪ ♣♦✉r ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳

✭✶✳✶✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ R ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✷✳ ❖♥ ♥♦t❡ W (R) ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s
R✱ ❞♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ❞❡s s✉✐t❡s ❞❡ R ♥♦té❡s (rn)n∈N = (r0, r1, . . .) ✭♣♦✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞✬❛♥♥❡❛✉✱ ✈♦✐r ❬✶✶✱ ■❳✱ ➓✶✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶❪✮✳

✭✶✳✶✳✸✮ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r W : CRing→ CRing ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞✬❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ϕ : R→ S ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✿

W (ϕ) :
W (R)→ W (S)

(rn)n∈N 7→ (ϕ(rn))n∈N
✳

✶✶



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✹✳ ❯♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ v : R→ R ∪ {+∞,−∞} t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

v(0R) = +∞✱

v(1R) = 0✱

∀r ∈ R, v(r) = v(−r)✱

∀r, s ∈ R, v(r + s) > min{v(r), v(s)}✱

∀r, s ∈ R, (v(r) 6= −∞) ∧ (v(s) 6= −∞) =⇒ (v(rs) > v(r) + v(s)) ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✺✳ ❯♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡
♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ v s✉r R t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀r ∈ R, v(r) 6= −∞✱

∀r, s ∈ R, v(rs) = v(r) + v(s)✳

✭✶✳✶✳✻✮ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❛❞❞✐t✐❢s ✐♥❥❡❝t✐❢ ✿

V :
W (R)→ W (R)

(rn)n∈N 7→ (0, r0, r1, . . .)
✳

P♦✉r t♦✉t m ∈ N ❧❡s ✐♠❛❣❡s ✐téré❡s V m(W (R)) s♦♥t ❞❡s ✐❞é❛✉① ❞❡ W (R)✱ ❡t ♦♥ ❞é✲
✜♥✐t ❧❡s q✉♦t✐❡♥ts Wm(R) :=W (R)/V m(W (R))✳ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ (Wm(R))m∈N ❢♦r♠❡
✉♥ s②stè♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♥♥❡❛✉① t❡❧ q✉❡ lim

←−m ∈N
Wm(R) = W (R)✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥

♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① Π:
W (R)→ R

(rn)n∈N 7→ r0
✱ ❡t ❝❡ ❞❡r♥✐❡r s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❡♥ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡

W (R)/V (W (R)) ∼= R✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ✭❡t

✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✐ R ❡st ✐♥tè❣r❡✮ ✿

vV :
W (R)→ R ∪ {+∞}

r 7→

{
max{m ∈ N | r ∈ V m(W (R))} s✐ r 6= 0
+∞ s✐♥♦♥

✳

✭✶✳✶✳✼✮ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♠♦♥♦ï❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐❢s ✿

[•] :
R→ W (R)
r 7→ (r, 0, 0, . . .)

✳

❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡r❛ ❧❛ ♠ê♠❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❧♦rsq✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st à ✐♠❛❣❡ ❞❛♥s Wm(R) q✉❡❧
q✉❡ s♦✐t m ∈ N ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✽✳ P♦✉r t♦✉t r ∈ R ❧✬é❧é♠❡♥t [r] ∈ W (R) ❡st ❛♣♣❡❧é ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t
❞❡ ❚❡✐❝❤♠ü❧❧❡r ❞❡ r✳

✶✷



✭✶✳✶✳✾✮ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✱ ❞é✜♥✐ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❬✶✶✱
■❳✱ ➓✶✱ ✭✷✸✮❪✱ ♥♦té F : W (R)→W (R) t❡❧ q✉❡ ✿

∀r ∈ R, F ([r]) = [rp]✱

∀r, s ∈W (R), ∀m ∈ N, r × V m(s) = V m (Fm(r)× s) ✱

∀r ∈W (R), F (V (r)) = pr✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✵✳ ❙✐ R ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❛❧♦rs W (R) ❡st sé♣❛ré ❡t ❝♦♠♣❧❡t
♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡✱ ❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ F =W (FrobR) ❡t ✿

∀r, s ∈W (R), ∀m,n ∈ N, V m(r)V n(s) = V m+n(Fn(r)Fm(s))✱ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮

∀r ∈W (R), V (F (r)) = pr✱ ✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮

∀r ∈W (R), ∀k ∈ N∗, V (r)k = pk−1V (rk)✳ ✭✶✳✶✳✶✵✳✸✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❬✶✶✱ ■❳✱ ➓✶✱ ✽✳❪✳ ▲❛ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ 0 ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮ ❡t ❞❡ F = W (FrobR)✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été
✭✶✳✶✳✶✵✳✸✮ s❡ ❞é♠♦♥tr❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r k✱ ❧❡ ❝❛s k = 1 ét❛♥t é✈✐❞❡♥t✱ ❡t ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧✬❤é✲
ré❞✐té ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ pk−1V (rk)V (r) = pk−1V 2(F (rk+1)) = pkV (rk+1) ❞✬❛♣rès
❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❝✐✲❞❡ss✉s✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✳✶✶✳ ❙✐ R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❛❧♦rs W (R) ❡t
✐♥tè❣r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✷✳ ❙✐ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❛❧♦rs W (K) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉
❧♦❝❛❧ sé♣❛ré ❝♦♠♣❧❡t✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s K ❡st ♣❛r❢❛✐t✱ ❛❧♦rsW (K) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡
♥♦❡t❤ér✐❡♥✱ ❞✬✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ pW (K)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❬✶✶✱ ■❳✱ ➓✶✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R ❡st s❛♥s p✲t♦rs✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ p ♥✬❡st ♣❛s
✉♥ ❞✐✈✐s❡✉r ❞❡ ③ér♦✮✳ ❙♦✐t f : R → R ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R r❡❧❡✈❛♥t FrobR✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

R R

R R

f

FrobR

✳

✶✸



■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① sf : R → W (R) t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

R W (R) R

R W (R)

sf

f

IdR

Π

F

sf

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯♥ é♥♦♥❝é ❞❡ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉ ❞❛♥s ❬✷✽✱ ♣✳ ✺✵✽❪✱ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡
❞ét❛✐❧❧é❡ s❡ tr♦✉✈❡ ❞❛♥s ❬✸✺✱ ❱■■✳✹❪

✭✶✳✶✳✶✹✮ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s✉r ❧❡ ❧♦❝❛❧✐sé Z(p) ❧✬✐❞❡♥t✐té ❡st ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r
Fp✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✸ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ sIdZ(p) : Z(p) → W (Z(p))✱ ❡t ♣❛r

❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ R ❡st ✉♥❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N
❧❡s ❛♥♥❡❛✉① W (R) ❡t Wm(R) s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s Z(p)✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N t❡❧ q✉❡ nR = {0}✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t
m ∈ N∗ ♦♥ ❛ nmWm(R) = {0}✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❛✐s♦♥♥❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m✳ ▲❡ ❝❛s m = 1 ❡st é✈✐❞❡♥t ❝❛r ♦♥ ❛
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① W1 (R) ∼= R✳ ❙✐ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m ∈ N∗ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t
r ∈W (R) q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ s ∈W (R) t❡❧ q✉❡ nmr = V m(s)✱ ❛❧♦rs nm+1r = V m (ns) ∈ V m+1(R)✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✶✳✶✻✳ ❙♦✐t ϕ : R → S ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❙♦✐t (si)i∈J1,mK ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ S ❡♥ t❛♥t q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r

✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m ∈ N✳ ❙♦✐t n ∈ N✳ ❆❧♦rs
(
si
pn
)
i∈J1,mK

❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ S ❡♥ t❛♥t
q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡✳

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s (si)i∈J1,mK ❡st ✉♥❡ R✲❜❛s❡✱ ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r
(
si
pn
)
i∈J1,mK

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❬✹✹✱ ✵❊❇❙❪ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ✉♥ ❝❛rré ❝♦✲
❝❛rtés✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s R✲❛❧❣è❜r❡s ✿

R R

S S

FrobR

ϕ ϕ

FrobS

✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ∈ N✳

✶✹



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✼✳ ❙♦✐t ϕ : R → S ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✜♥✐ ét❛❧❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s
❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❙♦✐t (si)i∈J1,mK ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡ ❞❡ S ❡♥ t❛♥t q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m ∈ N✳ ❆❧♦rs W (ϕ) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✜♥✐✱ ❡t ([si])i∈J1,mK ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❣é♥ér❛tr✐❝❡
❞❡ W (S) ❡♥ t❛♥t q✉❡ W (R)✲♠♦❞✉❧❡✳

❙✐ ❞❡ ♣❧✉s (si)i∈J1,mK ❡st ✉♥❡ R✲❜❛s❡ ❞❡ S✱ ❛❧♦rs ([si])i∈J1,mK ❡st ✉♥❡W (R)✲❜❛s❡ ❞❡W (S)✱

t❡❧❧❡ q✉❡ s✐ n ∈ N✱ s✐ w ∈ V n(W (S)) ❡t s✐ (w(i))i∈J1,mK ∈ W (R)m ✈ér✐✜❡ w =
m∑

i=1

w(i)[si]✱

❛❧♦rs w(i) ∈ V n(W (R)) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t w = (wn)n∈N ∈ W (S)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ w ∈ V n(W (S))

♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ∈ N✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✶✻✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ é❝r✐r❡ wn =
m∑

i=1

risi
pn ✱ ♦ù

❧❡s ri ∈ R ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs w −
m∑

i=1

V n
(
[risi

pn ]
)
∈ V n+1(W (S))✳ ❖r

V n
(
[risi

pn ]
)
= V n ([ri]) [si] ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✱ ❡t ❡♥ ré♣ét❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡

s✉r n ∈ N ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ p✲❛❞✐q✉❡✳
❙✐ ❞❡ ♣❧✉s (si)i∈J1,mK ❡st ✉♥❡ R✲❜❛s❡ ❞❡ S✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r

(
si
pn
)
i∈J1,mK

✱ ❡t
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❡s ❝❤♦✐① s♦♥t ✉♥✐q✉❡s ❡t ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳

✶✳✷ ❈♦♠♣❧ét✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✐é❡ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❢✉t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r
▼♦♥s❦② ❡t ❲❛s❤♥✐t③❡r ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ s✉r ❞❡s ✈❛r✐étés ❛✣♥❡s ❡♥ ❝❛r❛❝té✲
r✐st✐q✉❡ p✳ P♦✉r ✉♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ♥♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à s❡ ré❢ér❡r à ❬✹✶❪ ❡t
❬✹✺❪✳

◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉s à ❊❧❦✐❦ ❡t ❆r❛❜✐❛✱ ❡t ✈ér✐✲
✜♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ✐❧s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉① s✐t✉❛t✐♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s r❡♥❝♦♥tr❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✳ ◆♦✉s
é✈♦q✉❡r♦♥s ❡♥✜♥ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡s♣❛❝❡ ❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ▼❡r❡❞✐t❤✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ p✲❛❞✐q✉❡ ❡st ❧✬❛♥✲
♥❡❛✉ ✿

R̂ := lim
←−
n∈N

R/pnR✳

✭✶✳✷✳✷✮ ❙✐ ϕ : R→ S ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ✐❧ ✐♥❞✉✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ϕn : R/pnR → S/pnS ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
ϕ̂ : R̂→ Ŝ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r •̂ : CRing→ CRing✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ p✲❛❞✐q✉❡ ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡st sé♣❛ré❡
❡t ❝♦♠♣❧èt❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡✳

✶✺



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✸✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❙❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ✭❝♦♠♠❡ K✲❛❧❣è❜r❡✮ ❡st ❧❛ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✿

R† :=



z ∈ R̂ | ∃n, c ∈ N, ∃(Pj)j ∈ (K[X1, . . . , Xn])

N,




∃x ∈ Rn, z =

∑

j∈N

pjPj(x)

∀j ∈ N, deg(Pj) 6 c(j + 1)



 ✳

✭✶✳✷✳✹✮ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡
❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ str✉❝t✉r❛❧ K → R✳ P❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❛s
❞✬❛♠❜✐❣ü✐té ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❞❛♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ R† ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ K✳

✭✶✳✷✳✺✮ ❙♦✐t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥✳ ❙✐ ϕ : R → S ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
K✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s✱ ♦♥ ❛ ϕ̂(R†) ⊂ S† ✭✈♦✐r ❬✹✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✺✳❪✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥
❢♦♥❝t❡✉r •† : CRing/K → CRing/K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R ❡t t♦✉t n ∈ N
♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K/pnK✲❛❧❣è❜r❡s ✭❬✹✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✹✳❪✮ ✿

R/pnR ∼= R†/pnR†✳ ✭✶✳✷✳✺✳✶✮

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ❝❛♥♦♥✐q✉❡ R → R†✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❡st
✐♥❥❡❝t✐❢ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ R ❡st sé♣❛ré ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✻✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ R ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ s✐ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ R→ R†

❡st ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ R ❡st ✉♥❡K✲❛❧❣è❜r❡ ✇❝❢❣ ✭✇❡❛❦❧② ❝♦♠♣❧❡t❡ ✜♥✐t❡❧② ❣❡♥❡r❛t❡❞✮
s✐ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s K[X1, . . . , Xn]

† → R ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ∈ N✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✼✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t ϕ : R→ S ✉♥ ♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ✇❝❢❣✳ ❙✐ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ϕ : R → S ♦❜t❡♥✉
♠♦❞✉❧♦ p ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ϕ ❡st s✉r❥❡❝t✐❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬✹✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳✷✳❪✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✽✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs R† ❡st ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ✇❝❢❣✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✼ ❡t ✭✶✳✷✳✺✳✶✮✳

✭✶✳✷✳✾✮ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ▲✬❛♥♥❡❛✉W (K) ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧
❞❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦t❛♠♠❡♥t ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① W (K)✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s
❧✐ss❡s ❡t à ❧❡✉rs ❝♦♠♣❧ét✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s✳

❙✐ R ❡st ✉♥❡W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♣❧❛t❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ✭♦✉ ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❧✐ss❡ ❞✬❛♣rès ❬✷✹✱
❚❤é♦rè♠❡ ✭✶✼✳✺✳✶✮❪✮✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N∗ ♦♥ s❛✐t q✉❡ R/pnR ❡st ✉♥❡ (W (K)/pnW (K))✲
❛❧❣è❜r❡ ♣❧❛t❡ ❞✬❛♣rès ❬✶✵✱ ❝❤❛♣✳ ■■■✱ ➓✺✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✶❪✳ ▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ R/pnR ∼= R†/pnR†

❡♥ t❛♥t q✉❡ (W (K)/pnW (K))✲❛❧❣è❜r❡s ❞✬❛♣rès ✭✶✳✷✳✺✳✶✮✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❬✹✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✹✳❪

✶✻



❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✽✱ R† ❡st ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ♣❧❛t❡✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ R†

♥✬❛ ♣❛s ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❝❛r ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r p ❞❛♥s W (K) ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡
W (K)✲♠♦❞✉❧❡s ♣✉✐sq✉❡ W (K) ❡st ✐♥tè❣r❡ ✭❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✳✶✶✮✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✷✮ q✉❡ W (K) ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡
❝♦♠♣❧❡t ❡t ♥♦❡t❤ér✐❡♥✱ ❞✬✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ pW (K)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ✇❝❢❣ ♠♦❞✉❧♦ p✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✵✳ ❙♦✐t A ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t I ✉♥ ✐❞é❛❧ ❞❡ A✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ (A, I)
❡st ❞✐t ❤❡♥sé❧✐❡♥ s✐ I ⊂ J(A) ♦ù J(A) ❞és✐❣♥❡ ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡ ❏❛❝♦❜s♦♥ ❞❡ A✱ ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡
A✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ét❛❧❡ B t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ✐♥❞✉✐t A/I → B/IB s♦✐t
✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ A✲❛❧❣è❜r❡s B → A✳ P♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✱ ✈♦✐r
❬✹✷❪✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✶✳ ❙♦✐t (A, I) ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ ❤❡♥sé❧✐❡♥✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t❡ A/I✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ S✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ A✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ R t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲
❞❡ss♦✉s s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

A R

A/I S R/IR≃

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞û à ❊❧❦✐❦ ❬✶✽✱ ❚❤é♦rè♠❡ ✻❪✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❡t s♦✐t S ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ R t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

W (K) R

K S R≃

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬é♥♦♥❝é ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✶✳✷✳✶✶ s✐ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡
❝♦✉♣❧❡ (W (K), pW (K)) ❡st ❤❡♥sé❧✐❡♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ pW (K) ⊂ J(W (K)) ❝❛r ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡
❏❛❝♦❜s♦♥ ❡st ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s ❧❡s ✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❝♦♠✲
♣❧❡tW (K) ❞✬✐❞é❛❧ ♠❛①✐♠❛❧ pW (K) ✭♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✷✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮ ❛✐♥s✐
q✉❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♣❡r❢❡❝t✐♦♥ s✉r K ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N q✉❡ pnW (K) = V n(W (K))✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛Wn(K) ∼=W (K)/pnW (K) ❡♥ t❛♥t q✉✬❛♥♥❡❛✉①✱ ❡t s✉r ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❧✬✐❞é❛❧
pWn(K) ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ ♥✐❧♣♦t❡♥t✳ ❙♦✐t B ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ét❛❧❡✳ P❛r ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥✱ ❡❧❧❡ ❡st ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ét❛❧❡ ❡t ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s
ϕ : B → K✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s ϕn : B → Wn(K) r❡♥❞❛♥t ❧❡

✶✼



❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

B Wn(K)

B K

ϕn

ϕ

✳

▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ϕn ét❛♥t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s ϕ̃ : B → W (K) ♣✉✐sq✉❡ W (K) ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
p✲❛❞✐q✉❡✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❤❡♥sé❧✐❡♥ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✸✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥✱ ❡t R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❚♦✉t ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ s✉r R ❡st sé♣❛ré ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
p✲❛❞✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬✹✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳✻✳❪ ❧✬✐❞é❛❧ pR ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❧❡ r❛❞✐❝❛❧ ❞❡ ❏❛❝♦❜s♦♥
❞❡ R✳ ❖r ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♣rès ❬✶✵✱ ❝❤❛♣✳ ■■■✱ ➓✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳❪✳

✭✶✳✷✳✶✹✮ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✶✷ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ S
s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✇❝❢❣ ✭❡t
♣❧❛t❡ ❞✬❛♣rès ✭✶✳✷✳✾✮✮ s❡ ré❞✉✐s❛♥t à S ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❉✬❛♣rès ❬✹✺✱ ✭✷✳✹✳✹✮❪✱ ❞❡✉① t❡❧s r❡❧è✈❡♠❡♥ts
❞❡ S s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s✱ ❡t ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t r❡❧❡✈❡r ❝❤❛q✉❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ❧✐ss❡s ϕ : R → S ❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲
❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ϕ̃ : R† → S†✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ♥♦té R ❡t S ❞❡s r❡❧è✈❡♠❡♥ts ❧✐ss❡s r❡s♣❡❝t✐❢s
❞❡ R ❡t S ❞é❞✉✐ts ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✶✷✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ R ♦♥ ♥♦t❡ R[Frob] ❧❛ K✲❛❧❣è❜r❡
♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t FrobK : K → K✱ ❛❧♦rs ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r R ❞é✲
✜♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s FrobR : R → R[Frob]✱ ❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❞é❞✉✐t ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t
✭♥♦♥✲♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✐q✉❡✮ ❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s f : R† → R†

[F ]✱ ♦ù R ❞é✲
♥♦t❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❧✐ss❡ ❞❡ R ❡♥ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ ❡t R†

[F ] ❞és✐❣♥❡ ❧❛ W (K)✲
❛❧❣è❜r❡ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ R† ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①
F : W (K)→W (K) ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✶✳✶✳✾✮✳

▲❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✺✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❡t R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠✲
♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ s❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡♥ ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ R✳ ❙♦✐t f : R† → R†

✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r R ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ✭✶✳✷✳✶✹✮✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N ❛✐♥s✐
q✉❡ ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s g : W (K)[X1, . . . , Xn]

† →W (K)[X1, . . . , Xn]
† ❡t

ϕ : W (K)[X1, . . . , Xn]
† → R† t❡❧s q✉❡ ϕ s♦✐t s✉r❥❡❝t✐❢ ❡t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t

✶✽



❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

W (K)[X1, . . . , Xn]
† W (K)[X1, . . . , Xn]

†

R† R†

K[X1, . . . , Xn] K[X1, . . . , Xn]

R R

g

ϕ ϕ

f

FrobK[X1,...,Xn]

FrobR

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ R ❡st ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❧✐ss❡✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡t R† ❡st ✇❝❢❣
❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✷✳✽✱ ϕ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❡t ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ K ❡st ✉♥
❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱W (K) ❡st ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t ❞✬❛♣rès ❬✶✱ ✸✳✸✳✷✳ ❜✮❪ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
g ❢❛✐s❛♥t ❝♦♠♠✉t❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❡①✐st❡ ✭♦♥ ♣r❡♥❞r❛ ❣❛r❞❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❜✐❡♥
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞é✜♥✐❡s ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s
❝♦♠♠❡ ❡♥ ✭✶✳✷✳✶✹✮✮✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✻✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t ❧♦❝❛❧✳ ❯♥ K✲s❝❤é♠❛

❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛♥♥❡❧é (X†,OX†) t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ X
† ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡

♦✉✈❡rt U ❞❡ x ❞❛♥s X
† ❡t ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ R t❡❧s q✉❡ U ∼= Spff(R) ❡♥ t❛♥t

q✉✬❡s♣❛❝❡s ❛♥♥❡❧és✱ ♦ù Spff(R) := (Spec(R),OSpff(R)) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛♥♥❡❧é ❞♦♥t ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉

str✉❝t✉r❛❧ ❡st ❝❡❧✉✐ q✉✐ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ R† r pR† ❛ss♦❝✐❡ à D(f) ❧✬❛♥♥❡❛✉
(
R†

f

)†
✳ ❯♥ t❡❧

✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡st ❛♣♣❡❧é K✲s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❛✣♥❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❈♦♥s✉❧t❡r ❬✹✵❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✼✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t ❧♦❝❛❧ ❡t R ✉♥❡ K✲
❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❙♦✐t F : R† → R† ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r R✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ F̃ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞✬❛♥♥❡❛✉① s✉r Spff(R) r❡❧❡✈❛♥t ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡t ❞♦♥t
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❣❧♦❜❛❧❡s ❡st F ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t g ∈ R†✳ ▲✬✐♠❛❣❡ ❞❡ F (g) ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ R† → R†
g → R†

g
†
❡st

✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ gp + px ❛✈❡❝ x ∈ R†✳ ❖r✱ g−p
∑

n∈N

(−pxg−p)n

❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ R†
g
†
❡t ❡st ❛❧♦rs ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ F (g)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

❢❛❝t♦r✐s❛t✐♦♥ ✿

R† R†

R†
g
†

R†
g
†

F

✳

✶✾



■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ✢è❝❤❡ ❞✉ ❜❛s r❡❧è✈❡ ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡
♠❛♥✐èr❡ ♦♥ ♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞✬❛♥♥❡❛✉① s✉r ❧❛ ❜❛s❡
❞✬♦✉✈❡rts (D(g))g∈R† ❞❡ Spff(R)✱ ❝❡ q✉✐ s✉✣t ♣♦✉r ❧✬ét❡♥❞r❡ ❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉①
❞✬❛♥♥❡❛✉① s✉r Spff(R)✳

✶✳✸ P❉✲❛♥♥❡❛✉①

❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ♣✉✐s ❝❡❧❧❡ ❞❡ P❉✲
str✉❝t✉r❡✱ ❛✈❛♥t ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✼ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt✳ ▲❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡ ❬✷✸❪ ♣❡✉t é❝❧❛✐r❡r ♥♦s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✳ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ S ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❙✐M
❡st ✉♥ S✲♠♦❞✉❧❡✱ ✉♥❡ R✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ S ❞❛♥sM ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ R✲❧✐♥é❛✐r❡ d : S →M
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀x, y ∈ S, d(xy) = xd(y) + yd(x)✳

❖♥ ♥♦t❡ DerR(S,M) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s R✲❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ S ❞❛♥s M ✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥
❢♦♥❝t❡✉r ✿

DerR(S, •) :
S✲Mod→ Set

M 7→ DerR(S,M)
φ 7→ φ ◦ •

✳

◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❝❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st r❡♣rés❡♥t❛❜❧❡ ♣❛r ✉♥ S✲♠♦❞✉❧❡ Ω1
S/R✱ ❛♣♣❡❧é ❧❡♠♦❞✉❧❡

❞❡s ❢♦r♠❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❑ä❤❧❡r ❞❡ S s✉r R ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✸✽✱ ✻✳✶✳✸✳❪✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❞✬❛♣rès ❬✶✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✾ ♣✳ ■■■✳✶✸✺❪✱ ❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

Ω1
•/R :

CRing\R → R✲Mod

S 7→ Ω1
S/R

φ 7→ ΩR(φ)

✳

✭✶✳✸✳✷✮ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ S ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱M ✉♥ S✲♠♦❞✉❧❡
❡t d : S → M ✉♥❡ R✲❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n ∈ N✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡
♣♦✉r t♦✉t n✲✉♣❧❡t (xi)i∈J1,nK ∈ S

n ♦♥ ❛ ✿

d

(
n∏

i=1

xi

)
=

n∑

i=1


 ∏

j∈J1,nKr{i}

xj


 d(xi)✳ ✭✶✳✸✳✷✳✶✮

▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡ ❡t r❡♣♦s❡ s✉r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑✉♠♠❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✸✳ ❙♦✐❡♥t m,n ∈ N ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✱ ❛❧♦rs
(mn)!

(n!)mm!
∈ N✳

❈❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✿

✷✵



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✹✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❯♥ P❉✲✐❞é❛❧ ❞❡ R ❡st ✉♥ ✐❞é❛❧ I ❞❡
R ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ P❉✲str✉❝t✉r❡ ✿ ✉♥❡ s✉✐t❡ (γn)n∈N ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s γn : I → R t❡❧❧❡s q✉❡ ✿

∀x ∈ I, γ0(x) = 1✱ ✭✶✳✸✳✹✳✶✮

∀x ∈ I, γ1(x) = x✱ ✭✶✳✸✳✹✳✷✮

∀x ∈ I, ∀n ∈ N∗, γn(x) ∈ I✱ ✭✶✳✸✳✹✳✸✮

∀x, y ∈ I, ∀n ∈ N, γn(x+ y) =

n∑

i=0

γi(x)γn−i(y)✱ ✭✶✳✸✳✹✳✹✮

∀r ∈ R, ∀x ∈ I, ∀n ∈ N, γn(rx) = rnγn(x)✱ ✭✶✳✸✳✹✳✺✮

∀x ∈ I, ∀m,n ∈ N, γm(x)γn(x) =

(
m+ n

m

)
γm+n(x)✱ ✭✶✳✸✳✹✳✻✮

∀x ∈ I, ∀m,n ∈ N, γm (γn(x)) =
(mn)!

(n!)mm!
γmn(x)✳ ✭✶✳✸✳✹✳✼✮

❖♥ ❞✐r❛ ❛✉ss✐ q✉❡ (R, I, γ) ❡st ✉♥ P❉✲❛♥♥❡❛✉✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r❢♦✐s ❥✉st❡ (R, γ) ❧♦rsq✉✬✐❧
♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✳

❙✐ (R, I, γ) ❡t (S, J, γ′) s♦♥t ❞❡✉① P❉✲❛♥♥❡❛✉①✱ ✉♥ P❉✲♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ϕ : R → S t❡❧ q✉❡ ϕ(I) ⊂ J ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❝♦♠♠✉t❡ ✿

I R

J S

ϕ|I

γn

ϕ

γ′n
✳

▲❡s P❉✲❛♥♥❡❛✉① ❡t ❧❡s P❉✲♠♦r♣❤✐s♠❡s ❢♦r♠❡♥t ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♥♦té❡ PDRing✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺✳ ❙♦✐t (R, I, γ) ✉♥ P❉✲❛♥♥❡❛✉✳ ❆❧♦rs ✿

∀x ∈ I, n!γn(x) = xn✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ▲❡ ❝❛s n = 0 ❡st ❧✬é❣❛❧✐té
✭✶✳✸✳✹✳✶✮✳ ❊t s✐ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ n!γn(x) = xn ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès
✭✶✳✸✳✹✳✷✮ ♦♥ ❛ xn+1 = xnγ1(x)✱ ♦r ❞✬❛♣rès ✭✶✳✸✳✹✳✻✮ ♦♥ ✈ér✐✜❡ γn(x)γ1(x) = (n+ 1)γn+1(x)✱
♦♥ ❛ ❞♦♥❝ (n+ 1)!γn+1(x) = xn+1✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸✳✻✳ ❙♦✐t (R, I, γ) ✉♥ P❉✲❛♥♥❡❛✉✳ ❙✬✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N t❡❧ q✉❡ nR = {0}
❛❧♦rs I ❡st ✉♥ ♥✐❧✐❞é❛❧ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ t♦✉s ❝❡s é❧é♠❡♥ts s♦♥t ♥✐❧♣♦t❡♥ts✮✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✺ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t x ∈ I ♦♥ ❛ n! | xn✱ ❞♦♥❝
xn = 0✳

✷✶



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✼✳ ❙♦✐t R ✉♥❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞é✜♥✐❡s ❝✐✲
❞❡ss♦✉s ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N∗ ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ P❉✲str✉❝t✉r❡ s✉r ❧✬✐❞é❛❧ V (W (R)) ❞❡ W (R) ✿

γn :
V (W (R))→ W (R)

V (x) 7→
pn−1

n!
V (xn)

✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t n,m ∈ N∗ ❝❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❢❛❝t♦r✐s❡♥t ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ♣❛r
V (Wm(R))→Wm(R)✱ ❢♦r♠❛♥t ❛✐♥s✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ P❉✲str✉❝t✉r❡ s✉r ❧✬✐❞é❛❧ V (Wm(R)) ❞❡
Wm(R)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r♦♣r✐étés ✭✶✳✸✳✹✳✶✮ ❡t ✭✶✳✸✳✹✳✷✮ s♦♥t ❝❧❛✐r❡s✳ P✉✐sq✉❡
pn−1

n!
∈ Z(p) ♣♦✉r

t♦✉t n ∈ N∗ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ▲❡❣❡♥❞r❡✱ ❡t q✉❡ W (R) ❡st ✉♥❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ♣✉✐sq✉❡ R
❡♥ ❡st ✉♥❡✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s γn s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❡t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✳✹✳✸✮✳

❙♦✐❡♥t n ∈ N ❡t x, y ∈W (R)✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✳✹✳✹✮ ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿

γn(V (x) + V (y)) = γn(V (x+ y))

=
pn−1

n!
V ((x+ y)n)

=
pn−1

n!
V

(
n∑

i=0

(
n

i

)
xiyn−i

)

=

n∑

i=0

pn−1

i!(n− i)!
V
(
xiyn−i

)

=

n∑

i=0

pn−2

i!(n− i)!
V
(
p xiyn−i

)

=

n∑

i=0

pn−i−1+i−1

i!(n− i)!
V
(
F (V (xi))yn−i

)

=

n∑

i=0

pi−1

i!
V (xi)

pn−i−1

(n− i)!
V (yn−i)

γn(V (x) + V (y)) =
n∑

i=0

γi(V (x))γn−i(V (y))✳

P♦✉r t♦✉t n ∈ N ❡t r, x ∈W (R)✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✳✸✳✹✳✺✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿

γn(rV (x)) = γn(V (F (r)x))

=
pn−1

n!
V ((F (r)x)n)

=
pn−1

n!
V (F (rn)xn)

γn(rV (x)) = rnγn(V (x))✳

✷✷



❙✐ x ∈W (R) ❡t m,n ∈ N✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭✶✳✸✳✹✳✻✮ ❛✐♥s✐ ✿

γm(V (x))γn(V (x)) =
pm−1

m!
V (xm)

pn−1

n!
V (xn)

=
pm+n−2

m!n!
V (F (V (xm))xn)

=

(
m+ n

m

)
pm+n−2

(m+ n)!
V (p xmxn)

γm(V (x))γn(V (x)) =

(
m+ n

m

)
γm+n(V (x))✳

❊t ❡♥✜♥ ♣♦✉r t♦✉t x ∈W (R) ❡t t♦✉t m,n ∈ N ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✭✶✳✸✳✹✳✼✮ ✿

γm (γn(V (x))) = γm

(
pn−1

n!
V (xn)

)

=
pm−1

m!
V

((
pn−1

n!
xn
)m)

=
pm−1

(mn)!

(mn)!

m!
V

(
pmn−m

(n!)m
xmn

)

γm (γn(V (x))) =
(mn)!

(n!)mm!
γmn(x)✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣❛ss❡♥t ❛✉ q✉♦t✐❡♥t ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ♣r♦✉✈é❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✽✳ ❙✐ R ✉♥❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
0 ✭❝❡ q✉✐ éq✉✐✈❛✉t à ❞✐r❡ q✉❡ p ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❛♥s R✮✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N∗ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❝❛♥♦♥✐q✉❡s Spec(R)→ Spec(Wm(R)) s♦♥t ❞❡s ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ ❡♥t✐❡r m ∈ N∗✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✺ Wm(R) ♥✬❡st ♣❛s
♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0✱ ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✼ ❡t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✸✳✻ ❧✬✐❞é❛❧
V (Wm(R)) ❞❡ Wm(R) ❡st ✉♥ ♥✐❧✐❞é❛❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r V (Wm(R)) ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s
✐❞é❛✉① ♣r❡♠✐❡rs ❞❡Wm(R) ❬✶✵✱ ❝❤❛♣✳ ■■✱ ➓✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸❪ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥
❝❛♥♦♥✐q✉❡ π : Spec(R)→ Spec(Wm(R)) ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❤♦♠é♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s
❞✬❛♣rès ❬✹✹✱ ✵✵❊✺❪✳

❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s ❞✐r❡❝t❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✉❧t❛❜❧❡ ❞❛♥s ❬✼✱ ▲❡♠♠❛ ✭✺✳✶✮❪✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✾✳ ❙♦✐❡♥tR ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ S ✉♥❡R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠✉♥✐❡
❞✬✉♥ P❉✲✐❞é❛❧

(
I, (γn)n∈N

)
✳ ❙✐ M ❡st ✉♥ S✲♠♦❞✉❧❡✱ ✉♥❡ (S, I, (γn)n∈N)/R✲P❉✲❞ér✐✈❛t✐♦♥

d : S →M ❡st ✉♥❡ R✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

∀n ∈ N∗, ∀i ∈ I, d(γn(i)) = γn−1(i)d(i)✳

✷✸



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✵✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s CRing ✿

S S′

R R′

ϕ

✳

❙✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ S ❡t S′ ♣♦ssè❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s P❉✲✐❞é❛✉①
(
I, (γn)n∈N

)
❡t(

I ′, (γ′n)n∈N
)
t❡❧s q✉❡ ϕ s♦✐t ✉♥ P❉✲♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❙♦✐❡♥t M ✉♥ S′✲♠♦❞✉❧❡ ❡t d : S′ →M ✉♥❡

(S′, I ′, (γ′n)n∈N)/R
′✲P❉✲❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ M ❝♦♠♠❡ ✉♥ S✲♠♦❞✉❧❡ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥

❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ✈✐❛ ϕ✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ d ◦ ϕ : S →M ❡st ✉♥❡ (S, I, (γn)n∈N)/R✲P❉✲❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t n ∈ N∗ ❡t i ∈ I✳ ❆❧♦rs ✿

d ◦ ϕ(γn(i)) = d(γ′n(ϕ(i)))

= γ′n−1(ϕ(i)) d(ϕ(i))

d ◦ ϕ(γn(i)) = ϕ(γn−1(i)) d ◦ ϕ(i)✳

✷✹



❈❤❛♣✐tr❡ ✷

❈♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt

s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t

❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t q✉✐ s❡r♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡
tr❛✈❛✐❧✳ ➚ ❧✬✐♥st❛r ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
♥♦✉✈❡❧❧❡s✱ ❡t ❧❡s s❡❝t✐♦♥s q✉✐ s✉✐✈❡♥t ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♣rét❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡r ✉♥ ❡①♣♦sé ❡①❤❛✉st✐❢
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬✐♥✐t✐❡r ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✳ ◆♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ♥♦✈✐❝❡ à ❝♦♥s✉❧t❡r ❧❡s
ré❢ér❡♥❝❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❛✜♥ ❞❡ s❡ ❢❛♠✐❧✐❛r✐s❡r ❛✈❡❝ ❝❡s ♦✉t✐❧s✳

❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❢✉t ❛✉ ❞é♣❛rt ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❉❡❧✐❣♥❡✱ ❡t ét✉❞✐é
♣♦✉r s❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ♣❛r ■❧❧✉s✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝✐❞é ✐❝✐ ❞✬❡♠♣❧♦②❡r
❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦✱ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❈❡ ❝❤♦✐① ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❡✉r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st r❡❧❛t✐✈❡✱ ❡t s❡♠❜❧❡ ❞♦♥❝ ✐❝✐ ♣❧✉s ♣❡rt✐♥❡♥t❡ ❞❛♥s ❧✬❡s♣♦✐r ❞✬♦❜t❡♥✐r
❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ✉❧tér✐❡✉r❡s✳

✷✳✶ ❆❧❣è❜r❡s P❉✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❣r❛❞✉é❡s

❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞é✈♦✉é❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❧❣è❜r❡ P❉✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❣r❛❞✉é❡✱ t❡❧❧❡ q✉✬✐♥✲
tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt r❡❧❛t✐❢ ❬✸✸❪✳
❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ q✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❡t ❧❡s ❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳

❙✐ R → S ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❛✉① ❝♦♠♠✉t❛t✐❢s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥ ✭✷✳✶✳✶✹✮ ❧✬❛❧✲
❣è❜r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❣r❛❞✉é❡ Ωsep

S/R✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r S
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ▼♦♥s❦②✲❲❛s❤♥✐t③❡r ❬✹✶❪✱ q✉✐ ❥♦✉❡r❛ ✉♥ rô❧❡ ❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s
❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ◆♦✉s ❡♥ ♣r♦✜t♦♥s ♣♦✉r ❛tt✐r❡r ❧❛ ✈✐❣✐❧❛♥❝❡ ❞✉ ❧❡❝t❡✉r s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ré❢ér❡♥❝❡s ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s ❧❡ ❞✐st✐♥❣✉♦ ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❑ä❤❧❡r ❝❧❛ss✐q✉❡s ΩS/R
❞❛♥s ❧❡✉rs ♥♦t❛t✐♦♥s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❯♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ S ❡st ✉♥❡

✷✺



R✲❛❧❣è❜r❡ S =
⊕

n∈N

Sn✱ ♦ù ❧❡s Sn s♦♥t ❞❡s s♦✉s✲R ♠♦❞✉❧❡s ❞❡ S t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i, j ∈ N

♦♥ ❛ SiSj ⊂ Si+j ✳
❖♥ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ R✲G ❞❡ Ring\R ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s R✲❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s✱

❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s φ :
⊕

n∈N

Sn →
⊕

n∈N

S′
n ✈ér✐✜❡♥t φ(Sn) ⊂ S′

n ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✳

✭✷✳✶✳✷✮ ❙✐ S ❡st ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡✱ ❛❧♦rs S0 ❡st ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t
n ∈ N ❧❡s s♦✉s✲❣r♦✉♣❡s Sn s♦♥t ❞❡s R✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲❛❧❣è❜r❡s
❣r❛❞✉é❡s φ :

⊕

n∈N

Sn →
⊕

n∈N

S′
n ❡t t♦✉t n ∈ N✱ ❧❡s φ|Sn s♦♥t R✲❧✐♥é❛✐r❡s✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✸✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❯♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ S =
⊕

n∈N

Sn

❡st ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ s✐ ❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿

∀x ∈ Si, ∀y ∈ Sj , xy = (−1)ijyx✳

✭✷✳✶✳✹✮ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❙✐ S ❡st ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱
❛❧♦rs S0 ❡st ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✺✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❙♦✐t S =
⊕

n∈N

Sn ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡

❣r❛❞✉é❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ S ❡st ❛❧t❡r♥é❡ ✭♦✉ str✐❝t❡♠❡♥t ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❛♥t✐✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t q✉✬❡❧❧❡ ✈ér✐✜❡ ✿

∀k ∈ N, ∀x ∈ S2k+1, x
2 = 0✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ R✲Ga ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ R✲G ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡s R✲❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s
❛❧t❡r♥é❡s✳

❉✬❛♣rès ❬✶✷✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ✶✱ ✷ ♣✳ ■■■✳✼✼✱ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✷ ♣✳ ■■■✳✽✵❪✱ ❧✬❛❧❣è❜r❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞❡s
R✲♠♦❞✉❧❡s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r

∧
R : R✲Mod→ R✲Ga ♣♦✉r t♦✉t ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ R✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

For:

R✲Ga → R✲Mod⊕

n∈N

Sn 7→ S1

φ 7→ φ|S1

✳

◗✉✐ ❡st ❛❞❥♦✐♥t à ❞r♦✐t❡ ❞❡
∧
R✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t R✲♠♦❞✉❧❡ M ❡t t♦✉t❡ R✲

❛❧❣è❜r❡ ❛❧t❡r♥é❡ S ♦♥ ❛ ✿

HomR✲Ga

(
∧
R(M),

⊕

n∈N

Sn

)
∼= HomR✲Mod (M,S1) ✳ ✭✷✳✶✳✺✳✶✮

✷✻



❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✻✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t S =
⊕

n∈N

Sn ❡st ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛✲

❞✉é❡✳ ❯♥❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ d : S → S ❡st ✉♥ ♦♣ér❛t❡✉r ❞❡ ❝♦❜♦r❞ ✭✐✳❡✳ d2 = 0 ❡t d(Sn) ⊂ Sn+1

♣♦✉r t♦✉t n ∈ N✮ R✲❧✐♥é❛✐r❡ t❡❧ q✉❡ ✿

∀i ∈ N, ∀x ∈ Si, ∀y ∈ S, d(xy) = d(x)y + (−1)ixd(y)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✼✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❯♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ S ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡
❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❣r❛❞✉é❡ ✭❞❣❛✮✳ ❊❧❧❡s ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡
s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ R✲DG ❞❡ R✲G ❞♦♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡s ♦♣ér❛✲
t❡✉rs ❞❡ ❝♦❜♦r❞✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ R✲DGa ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ R✲DG ❞❡s R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✳
P♦✉r ❝❡s ❞❡r♥✐èr❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ d : S0 → S1 ❡st ✉♥❡ R✲❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

❙✐ X ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ F ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s s✬✐❧
s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬❛♥♥❡❛✉① t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X ❧✬❛♥♥❡❛✉ F(U) ❡st ✉♥❡
R✲❞❣❛ ❛❧t❡r♥é❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ r❡str✐❝t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ R✲❞❣❛s✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ é✈✐❞❡♥t❡✳

✭✷✳✶✳✽✮ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✉♥❡ R✲❞❣❛ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡

S =
⊕

n∈N

Sn ✈ér✐✜❡ ✿

∀i, j ∈ N, ∀x ∈ Si, ∀y ∈ Sj , d(xy) = (−1)ixd(y) + (−1)(i+1)jyd(x)✳ ✭✷✳✶✳✽✳✶✮

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡s ❧❡♠♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✿

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✾✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ P♦✉r t♦✉t❡ R✲❞❣❛ ❛♥t✐✲❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
S =

⊕

n∈N

Sn✱ t♦✉t x ∈ S0 ❡t t♦✉t m ∈ N ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s S1 ✿

(m+ 1)xmd (x) = d
(
xm+1

)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ Pr♦❝é❞♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m ∈ N✳ P♦✉r m = 0 ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s s♦♥t
é❣❛✉①✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧✬é❣❛❧✐té ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r m ∈ N✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

(m+ 1)xm+1d (x) = (m+ 1)x× xmd (x)

= xd
(
xm+1

)

(m+ 1)xm+1d (x) = d
(
xm+2

)
− xm+1d (x) ✳

▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✷✳✶✳✽✳✶✮✱ ❡t ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✳ ❙✐ S =
⊕

n∈N

Sn ❡st ✉♥❡ R✲❞❣❛ ❛♥t✐✲

❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✱ x ∈ S0 ❡t m,m′ ∈ N✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ❞❛♥s S1 ✿

(
m+m′

)
xmd

(
xm

′
)
= m′d

(
xm+m′

)
✳

✷✼



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❡ s✉✐t❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✾✱ ❧♦rsq✉❡ m′ ❡st ♥♦♥ ♥✉❧ ♦♥

❛ m′d
(
xm+m′

)
= m′(m+m′)xm+m′−1d (x) = (m+m′)xmd

(
xm

′
)
✱ ❡t ❧♦rsq✉❡ m′ = 0 ❧❡

rés✉❧t❛t ❡st é✈✐❞❡♥t✳

✭✷✳✶✳✶✶✮ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ S ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡

✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❛❧t❡r♥é❡ ❡st ΩS/R :=
∧
S

(
Ω1
S/R

)
✭✈♦✐r ❬✸✹✱ ✸✳✷✳✹✳❪ ♣♦✉r ❧❛

❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t s❛ ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té✮✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

Ω•/R :

CRing\R → R✲DGa

S 7→
∧
S

(
Ω1
S/R

)

φ 7→ (
∧
S ◦ΩR) (φ)

✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♠ê♠❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬♦✉❜❧✐ ✿

For:

R✲DGa → CRing\R⊕

n∈N

Sn 7→ S0

φ 7→ φ|S0

✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✷✳✶✳✶✶✮✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r Ω•/R ❡st ❛❞❥♦✐♥t à
❣❛✉❝❤❡ à For✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ S ❡t t♦✉t❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❛❧t❡r♥é❡
T ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

Hom
CRing\R

(S, T0) ∼= HomR✲DGa

(
ΩS/R, T

)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t T ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❛❧t❡r♥é❡✳ P♦✉r t♦✉t
♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ : S → T0 ❞❡ R✲❛❧❣è❜r❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈♦✐r T ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ❛❧t❡r♥é❡ q✉❡
♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Tϕ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s
ψ : ΩS/R → T ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲❛❧❣è❜r❡s ϕ : S → T0 ❡t ❞✬✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ S✲❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ΩS/R → Tϕ✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✷✳✶✳✺✳✶✮ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞♦♥♥é❡
❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲❛❧❣è❜r❡s ϕ : S → T0 ❡t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
S✲♠♦❞✉❧❡s φ : Ω1

S/R → Tϕ1 ✳ ❙✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ ψ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲❞❣❛s✱
❛❧♦rs φ ❞♦✐t ❝♦♠♠✉t❡r ❛✈❡❝ d ❝❡ q✉✐ ❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡
Ω1
S/R ❡t ❝❛r d ◦ ϕ ❡st ✉♥❡ R✲❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

✭✷✳✶✳✶✸✮ ❙✐ R ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ q✉♦t✐❡♥t❡r ♠♦❞✉❧♦ p ♥♦✉s
❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r R✲DGa → R✲DGa✳

✭✷✳✶✳✶✹✮ ❙♦✐❡♥t R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ S ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛
S✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❛❧t❡r♥é❡ ✿

Ωsep
S/R

:= ΩS/R/
⋂

n∈N

pnΩS/R✳

✷✽



❈❡tt❡ S✲❛❧❣è❜r❡ ❡st ✉♥ ♦❜❥❡t ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s S✲❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s ❛❧t❡r♥é❡s
sé♣❛ré❡s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡ ❞✬❛♣rès ❬✹✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ t♦✉t❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❛❧t❡r♥é❡ T
sé♣❛ré❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡ ✿

Hom
CRing\R

(S, T0) ∼= HomR✲DGa

(
Ωsep
S/R, T

)
✳ ✭✷✳✶✳✶✹✳✶✮

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✺✳ ❙♦✐tK ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡t R ✉♥❡K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ♠✉✲
♥✐❡ ❞✬✉♥ P❉✲✐❞é❛❧

(
I, (γn)n∈N

)
✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡

(
R, I, (γn)n∈N

)
/K✲❛❧❣è❜r❡ P❉✲❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡

❛❧t❡r♥é❡ ✭
(
R, I, (γn)n∈N

)
/K✲P❉✲❞❣❛✮ t♦✉t❡ K✲❞❣❛ S =

⊕

n∈N

Sn t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r✲

♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① R→ S0 t❡❧ q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ R→ S0 → S1 s♦✐t ✉♥❡
(
R, I, (γn)n∈N

)
/K✲

P❉✲❞ér✐✈❛t✐♦♥✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs

(
R, I, (γn)n∈N

)
/K✲DGa ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ K✲DGa

❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s
(
R, I, (γn)n∈N

)
/K✲P❉✲❞❣❛s✳

✭✷✳✶✳✶✻✮ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝❛rré ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ s✉✐✈❛♥t ❞❛♥s CRing ✿

R R′

K K ′

ϕ

✳

❙✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ R ❡t R′ ♣♦ssè❞❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡s P❉✲✐❞é❛✉①
(
I, (γn)n∈N

)

❡t
(
I ′, (γ′n)n∈N

)
t❡❧s q✉❡ ϕ s♦✐t ✉♥ P❉✲♠♦r♣❤✐s♠❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✶✵✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

❛❧♦rs ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✜❞è❧❡ ✿
(
R′, I ′, (γ′n)n∈N

)
/K✲DGa →

(
R, I, (γn)n∈N

)
/K✲DGa✳

✷✳✷ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt

■❧ ❡①✐st❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt✱ ❞✬❛❜♦r❞ ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r
■❧❧✉s✐❡ ❬✷✽❪ s✉r Fp✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r ✐❝✐ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♥❣❡r✲❩✐♥❦ ❬✸✸❪ q✉✐ ❡st r❡✲
❧❛t✐✈❡✳ ▲❡s ♣r❡✉✈❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t t♦✉t❡s ❞❡ ❝❡s ❛rt✐❝❧❡s✳ ❉✬❛✉tr❡s
❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡①✐st❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❬✷✼❪✳ ❖♥ s✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥s♣✐ré ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡
❬✷✾❪✳

✭✷✳✷✳✶✮ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✜①❡ K → R ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛✲
t✐✈❡s✳ P♦✉r t♦✉t n ∈ N✱ ♦♥ ♠✉♥✐t Wn(R) ❞❡ ❧❛ P❉✲str✉❝t✉r❡ γR,n s✉r ❧✬✐❞é❛❧ V (Wn(R)) ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✼✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✷✳ ❯♥ R/K✲❋❱✲♣r♦❝♦♠♣❧❡①❡ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ♣r♦❥❡❝t✐❢
{Pn}n∈N∗ ❞❡ (Wn(R), V (Wn(R)), γR,n) /Wn(K)✲P❉✲❞❣❛s ✭s✉✐✈❛♥t ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s s❝❛✲
❧❛✐r❡s ❡①♣❧✐❝✐té❡s ❡♥ ✭✷✳✶✳✶✻✮✮✱ ♠✉♥✐ ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N∗ ❞❡ ❞❡✉① ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ ❣r♦✉♣❡s

✷✾



❛❜é❧✐❡♥s ❣r❛❞✉és F : Pn+1 → Pn ❡t V : Pn → Pn+1 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s é♥✉♠éré❡s ❝✐✲
❞❡ss♦✉s ✿

✶✳ ❙♦✐t n ∈ N∗✳ ◆♦t♦♥s Pn,[F ] ❧❛ Wn+1(R)✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s
s❝❛❧❛✐r❡s s✉✐✈❛♥t F : Wn+1(R) → Wn(R) ✭❞é❞✉✐t ❞❡ F : W (R) → W (R)✮✳ ❆❧♦rs F
✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Wn+1(R)✲❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s Pn+1 → Pn,[F ]✳

✷✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s str✉❝t✉r❡❧s Wn(R) → (Pn)0 ❝♦♠♠✉t❡♥t ❛✈❡❝ F ❡t V ✭❞é✜♥✐s ❝✐✲
❞❡ss✉s ♣♦✉r (Pn)0 ❡t ❡♥ ✭✶✳✶✳✾✮ ❡t ✭✶✳✶✳✻✮ ♣♦✉r Wn(R)✮✳

✸✳ ▲❡s é❣❛❧✐tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

∀n ∈ N∗, ∀a ∈ Pn, F (V (a)) = p a✱ ✭✷✳✷✳✷✳✶✮

∀n ∈ N∗, ∀a ∈ Pn, F (d(V (a))) = d(a)✱ ✭✷✳✷✳✷✳✷✮

∀n ∈ N∗, ∀r ∈ R, F (d([r]1Pn)) = [rp−1]1Pnd([r]1Pn)✱ ✭✷✳✷✳✷✳✸✮

∀n ∈ N∗, ∀a ∈ Pn, ∀b ∈ Pn+1, V (aF (b)) = V (a) b✳ ✭✷✳✷✳✷✳✹✮

❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ {Pn}n∈N∗ → {P ′
n}n∈N∗ ❞❡ R/K✲❋❱✲♣r♦❝♦♠♣❧❡①❡s ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r

t♦✉t n ∈ N∗ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ (Wn(R), V (Wn(R)), γR,n) /Wn(K)✲P❉✲❞❣❛s Pn → P ′
n

❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ F ✱ V ❡t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❛ss♦❝✐és ❛✉① s②stè♠❡s ♣r♦❥❡❝t✐❢s ❞❡
(Wn(R), V (Wn(R)), γR,n) /Wn(K)✲P❉✲❞❣❛s✳

❉❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é❞✉✐r❡ ❞✬❛✉tr❡s r❡❧❛t✐♦♥s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s✉r ❧❡s
R/K✲❋❱✲♣r♦❝♦♠♣❧❡①❡s ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✸✳ ❙♦✐t {Pn}n∈N∗ ✉♥ R/K✲❋❱✲♣r♦❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N∗

♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

∀m ∈ N, ∀(ai)i∈J0,mK ∈ (Pn)
m+1 , V

(
a0

m∏

i=1

d(ai)

)
= V (a0)

m∏

i=1

d(V (ai))✱ ✭✷✳✷✳✸✳✶✮

∀a ∈ Pn, V (d(a)) = p d(V (a))✱ ✭✷✳✷✳✸✳✷✮

∀m ∈ N, ∀a ∈ Pn+1, d(F
m(a)) = pm Fm(d(a))✱ ✭✷✳✷✳✸✳✸✮

∀n ∈ N∗, ∀m ∈ N, ∀r ∈ R, Fm(d([r]1Pn)) = [rp
m−1]1Pnd([r]1Pn)✳ ✭✷✳✷✳✸✳✹✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t m ∈ N ❡t (ai)i∈J0,mK ∈ (Pn)
m✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✳✷✳✷✮ ♦♥ ❛ ❧❛ r❡❧❛✲

t✐♦♥ ✿

V

(
a0

m∏

i=1

d(ai)

)
= V

(
a0

m∏

i=1

F (d(V (ai)))

)
✳

❖♥ tr♦✉✈❡ ❛❧♦rs ✭✷✳✷✳✸✳✶✮ ❣râ❝❡ à ✭✷✳✷✳✷✳✹✮ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉rm✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r ♣♦✉r t♦✉t a ∈ Pn q✉❡ V (d(a)) = V (1)d(V (a)) = d(V (1)V (a)) ❝❛r d ❡st W (K)✲❧✐♥é❛✐r❡✳
❖r ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✳✷✳✹✮ ♦♥ ❛ V (1)V (a) = V (F (V (a)))✱ ❡t ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ V ❡t ✭✷✳✷✳✷✳✶✮ ♦♥ ❡♥
❞é❞✉✐t q✉❡ V (1)V (a) = pV (a) ♣✉✐s ✭✷✳✷✳✸✳✷✮ ♣❛r ❧✐♥é❛r✐té ❞❡ d✳

✸✵



▲✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✷✳✸✳✸✮ s❡ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✷✳✷✳✷✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t d(F (a)) = F (d(V (F (a))))✳ ■❧
❞é❝♦✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡ ❞❡ ✭✷✳✷✳✷✳✹✮ q✉❡ F (d(V (F (a)))) = F (d(V (1)a))✳ ❖r d(V (1)a) = V (1)d(a)✱
❞✬♦ù d(F (a)) = F (V (1))F (d(a)) = pF (d(a))✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m✳

❊♥✜♥✱ ✭✷✳✷✳✸✳✹✮ s❡ ❞é❞✉✐t ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✷✳✷✳✷✳✸✮ ❝❛r ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
F
(
[rp

m−1]1Pnd([r]1Pn)
)
= [rp

m+1−p]1Pn [r
p−1]1Pnd([r]1Pn)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❡t s♦✐t {Pn}n∈N∗ ✉♥ R/K✲
❋❱✲♣r♦❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t n ∈ N∗ r {1} ♦♥ ❛ ✿

∀a ∈ Pn, V (F (a)) = F (V (a)) = pa✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✳✷✳✷✳✶✮ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬é❣❛❧✐té V (F (a)) = pa✱ ♦r ❞✬❛♣rès
✭✷✳✷✳✷✳✹✮ ♦♥ ❛ V (F (a)) = V (1)a✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❝❛r V (1) = p ❞❛♥s W (R) ❝❛r R ❡st ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s é♥♦♥❝❡r ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❞❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s❛♥s ❧❡s
❞é♠♦♥tr❡r ❀ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ✐♥tér❡ssé ♣♦✉rr❛ ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✸✸❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺✳ ▲❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s R/K✲❋❱✲♣r♦❝♦♠♣❧❡①❡s ♣♦ssè❞❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ✐♥✐t✐❛❧
q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ {WnΩR/K}n∈N∗ ✳

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲❞❣❛s ΩR/K ∼=W1ΩR/K ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❬✸✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✻✳❪ ❡t ❞❡ s❛ ♣r❡✉✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻✳ ❙♦✐t S ✉♥❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ét❛❧❡✳ ❙✐ R ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❝❛✲
r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ∈ N∗✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
(Wn(S), V (Wn(S)), γS,n) /Wn(K)✲P❉✲❞❣❛s ✿

Wn(S)⊗Wn(R) WnΩR/K ∼=WnΩS/K ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬✸✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✼❪✳

✭✷✳✷✳✼✮ ❙♦✐t f : X → Y ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ Z(p)✲s❝❤é♠❛s ❛✈❡❝ p ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♥✐❧♣♦t❡♥t
❞❛♥s Y ✳ ❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✸✳✽ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ R
❡t t♦✉t n ∈ N∗ ❧❡s ❡s♣❛❝❡s t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡s Spec(Wn(R)) ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✐ p ❡st ♥✐❧♣♦t❡♥t ❞❛♥s
R✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ✭❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉① ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡
❢❛✐s❝❡❛✉ q✉❛s✐✲❝♦❤ér❡♥t WnΩX/Y ❞❡ Wn(OX)✲❛❧❣è❜r❡s s✉r X t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rts
❛✣♥❡s Spec(K) ⊂ Y ❡t U = Spec(R) ⊂ X t❡❧ q✉❡ U s♦✐t ❡♥✈♦②é s✉r Spec(K) ♣❛r f
♦♥ ❛✐t Γ(U,WnΩX/Y ) = WnΩR/K ✳ ▲❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ Wn+1ΩR/K → WnΩR/K
s✬ét❡♥❞❡♥t ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Wn+1ΩX/Y → WnΩX/Y ❞❡ Wn+1(OX)✲❛❧❣è❜r❡s✳ ❖♥
❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✿

WΩX/Y := lim
←−
n∈N∗

WnΩX/Y

■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s s✉r X✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ à ❧❛ ❧✐♠✐t❡
❡st ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s F ❡t V ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ WΩ0

X/Y
∼= W (OX) ❡♥ t❛♥t q✉❡

❢❛✐s❝❡❛✉① ❞✬❛♥♥❡❛✉① s✉r X✳

✸✶



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳ ❙✐ K ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❛❧♦rs ❧✬❛♥♥❡❛✉ WΩR/K ❡st sé♣❛ré
♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡t ❛♥♥❡❛✉ ❡st sé♣❛ré ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♦♥ ❛
❧✬é❣❛❧✐té

⋂

n∈N

pnWΩR/K = {0}✳ ❙♦✐t (. . . , x3, x2, x1) ∈
∏

n∈N∗

WnΩR/K t❡❧ q✉❡ ϕn (xn+1) = xn

q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t n ∈ N∗✱ ♦ù ϕn ❞és✐❣♥❡ ❧❡ n✲✐è♠❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞✉ R/K✲❋❱✲
♣r♦❝♦♠♣❧❡①❡ ✉♥✐✈❡rs❡❧✳ ❖♥ ❛ px = (. . . , px3, px2, 0)✱ ❡t ✐❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
m ∈ N∗ q✉❡ pmx = (. . . , pmxm+2, p

mxm+1, 0, . . . , 0) ✭♦ù ❧❡s m ❞❡r♥✐❡rs t❡r♠❡s s♦♥t ♥✉❧s✮✱
❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✾✳ P♦✉r t♦✉t m ∈ N∗ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬✐❞é❛❧ ✿

FilmWΩR/K := Ker
(
WΩR/K →WmΩR/K

)
✳

▲❛ ✜❧tr❛t✐♦♥
(
FilmWΩR/K

)
m∈N∗ ❞✬✐❞é❛✉① ❜✐❧❛tèr❡s ❞❡ WΩR/K ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✜❧tr❛t✐♦♥

❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❛ss♦❝✐é❡✱ q✉✐ ❡st sé♣❛ré❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛✲

♥♦♥✐q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ K ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0 ❡t q✉❡ R ❡st ❧✐ss❡
s✉r K✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N∗ q✉❡ ✿

FilmWΩR/K = V m
(
WΩR/K

)
+ d

(
V m

(
WΩR/K

))
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬✸✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✾❪✱ ♦✉ ❤✐st♦r✐q✉❡♠❡♥t ❬✷✽✱ ■✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳❪✳

✷✳✸ ❙tr✉❝t✉r❡ ❞❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲

❲✐tt

▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❡st très ❛❜str❛✐t❡✳ ◆♦✉s
❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧❡s à s♦♥ ét✉❞❡✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞✬■❧❧✉s✐❡ ❞❛♥s
❬✷✽❪ ❡t ❞❡ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦ ❞❛♥s ❬✸✸❪ q✉✐ s❡r♦♥t ♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt é♥♦♥❝és s❛♥s ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥✳

▲✬é♥♦♥❝é ❧❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✱ q✉✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❛ str✉❝✲
t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❡t q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡
é❝r✐t✉r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ sér✐❡ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts✳ ❈✬❡st ❡♥ ♦✉tr❡ ❣râ❝❡ à ❝❡ t❤é♦✲
rè♠❡✱ ❞✬❛❜♦r❞ ♣r♦✉✈é ♣❛r ■❧❧✉s✐❡ ♣✉✐s ❣é♥ér❛❧✐sé ♣❛r ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r
✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡t é♥♦♥❝é s❡r✈✐r❛
❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ❡♥ ❡✛❡t ♣♦✉✈♦✐r ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s s✐t✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❝❡❧❧❡s ❞✬✉♥ ❛♥♥❡❛✉
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

P♦✉r t♦✉t❡s ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✈♦♥t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡
❝❡♥tr❛❧ ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✸✷



✭✷✳✸✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ K ❡st ✉♥❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0✱ ❡t ♦♥ ✜①❡ n ∈ N✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ K[X] := K[X1, . . . , Xn]✳

P♦✉r t♦✉t J ⊂ J1, nK ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ k : J → N✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Xk :=
∏

j∈J

Xj
k(j)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✷✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ k : J1, nK → N
[
1
p

]
❀ s❡s

✈❛❧❡✉rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK s❡r♦♥t ♥♦té❡s ki✳ ❖♥ ♥♦t❡ P0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s✳ ❖♥
♥♦t❡ ✿

|k| :=
n∑

i=1

ki✳

❙♦♥ s✉♣♣♦rt ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✿

Supp(k) := {i ∈ J1, nK | ki 6= 0}✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ❡t t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ J ⊂ J1, nK✱ ♦♥ ♥♦t❡ k|J ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK ♣❛r ✿

k|J(i) =

{
ki s✐ i ∈ J ✱
0 s✐♥♦♥✳

▲❡ ❧❡❝t❡✉r ♣r❡♥❞r❛ ❜✐❡♥ ❣❛r❞❡ à ♥❡ ♣❛s ❧❛ ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❛✉ s❡♥s ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✉ t❡r♠❡ ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k|J ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r J1, nK ❡t ♥♦♥ s✉r J ✳

✭✷✳✸✳✸✮ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ❡t t♦✉t ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s a, b ∈ R ♦♥ ♥♦t❡ a 6 k < b
♣♦✉r ❞✐r❡ q✉❡ k ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ [a, b[✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ P ′

0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣♦✐❞s k t❡❧❧❡s q✉❡ 0 6 k < 1

✭✷✳✸✳✹✮ ➚ ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k✱ ♦♥ ✜①❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡st❛♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ �k
s✉r Supp(k) ✭♥♦té � ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ≺k ♦✉ ≺ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥
❝♦♥s✐❞èr❡r❛ ❧✬♦r❞r❡ t♦t❛❧ str✐❝t ❛ss♦❝✐é✮ q✉✐ ✈ér✐✜❡ ✿

∀i, i′ ∈ Supp(k), i �k i
′ ⇐⇒

{
vp(ki) 6 vp(ki′)
(vp(ki) = vp(ki′)) =⇒ (i 6 i′) ✳

❖♥ ✜①❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k✳ P♦✉r t♦✉t m ∈ N∗ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ Supp(k) = Supp(mk)
❡t q✉❡ �k=�mk✳ ❖♥ ♦❜s❡r✈❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ J ⊂ Supp(k) ❡t t♦✉t
i, i′ ∈ J ♦♥ ❛ i �k|J i

′ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ i �k i′✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ♥♦♥✲♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ min(k) ∈ Supp(k) ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t

t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Supp(k) ♦♥ ❛✐t min(k) � i✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳ ❯♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ∈ N ❡st ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ Supp(k) ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧ m✳

✸✸



❉❛♥s ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐r❛ q✉❡ I := {ij}j∈J1,mK ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♣♦✐❞s k✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ I ❡st ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ❡t q✉❡ s❡s é❧é♠❡♥ts ✈ér✐✜❡♥t ij ≺ ij′ ♣♦✉r t♦✉t
❝♦✉♣❧❡ j < j′ ❞❡ J1,mK✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (k, I) ❛✈❡❝ k ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ❡t I ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥
❞❡ k✳

✭✷✳✸✳✻✮ ❙✐ I := {ij}j∈J1,mK ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k✱ ❡t s✐ ❧✬♦♥ ❛❞♦♣t❡ ❧❛
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ i0 � i ❡t i ≺ im+1 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ Supp(k)✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r m+ 1 s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ Supp(k) ♣♦✉r t♦✉t l ∈ J0,mK ✿

Il := {i ∈ Supp(k) | il � i ≺ il+1}✳

✭✷✳✸✳✼✮ ❙✐ m = 0✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ∅ → N
[
1
p

]
✱ ❡t ✉♥❡

s❡✉❧❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s✱ q✉✐ s❡r❛ ❞❡ t❛✐❧❧❡ 0✳

✭✷✳✸✳✽✮ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ❞❡ t❛✐❧❧❡
m ∈ N éq✉✐✈❛✉t à ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❡♥ m+1 s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s {Il}l∈J0,mK ❞❡ Supp(k)
t❡❧s q✉❡ Il 6= ∅ ♣♦✉r t♦✉t l ∈ J1,mK✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ l, l′ ∈ J0,mK t❡❧ q✉❡ l < l′ ♦♥
❛✐t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ Il ❡t t♦✉t x′ ∈ Il′ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ x ≺ x′✳ ▲✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❡①♣❧✐❝✐té❡ ✭✷✳✸✳✻✮
❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳

✭✷✳✸✳✾✮ ❖♥ ♥♦t❡ u(k) ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ u t❡❧ q✉❡ puki ∈ N ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t vp(k) := min{vp(ki) | i ∈ J1, nK}✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿

u(k) = max{0,− vp(k)}✳

❉❡ t♦✉t❡ é✈✐❞❡♥❝❡✱ u(k) = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ k ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✳

✭✷✳✸✳✶✵✮ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ♦♥ ♣♦s❡ ✿

f(k) := V u(k)
([
Xpu(k)k

])
∈W (K[X])✳

❊t ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬é❧é♠❡♥t ❞❡ WΩ1
K[X]/K ❝✐✲❞❡ss♦✉s s✐ k ♥✬❡st ♣❛s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ✿

g(k) := F u(k)+vp(k)
(
d
(
f
(
p
−u(k)−vp(k)

k
)))

✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✷✳✷✳✸✳✸✮ ✿

d(f(k)) = pu(k)+vp(k)g(k)✳ ✭✷✳✸✳✶✵✳✶✮

❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡s é❧é♠❡♥ts e(k, I) ∈WΩmK[X]/K ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ❡t t♦✉t❡
♣❛rt✐t✐♦♥ I ❞❡ k ❞❡ t❛✐❧❧❡ m ✿

e(k, I) := f(k|I0)×
m∏

l=1

g(k|Il)✳

✸✹



✭✷✳✸✳✶✶✮ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ✿

e(k, ∅) = f(k) = V u(k)
([
Xpu(k)k

])
✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ k ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ♦♥ ❛ ✿

f(k) =
[
Xk
]
✱

g(k) = F vp(k)
(
d
([
Xp− vp(k)k

]))
✳

❊t s✐ k ♥✬❡st ♣❛s à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ u(k) 6= 0✱ ♦♥ ❛ ✿

g(k) = d(f(k)) = d
(
V u(k)

([
Xpu(k)k

]))
✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❧✬❛❝t✐♦♥ ❞❡ d✱ ❞❡ F ❡t ❞❡ V s✉r ❝❡s é❧é♠❡♥ts ✿

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷✳ ❙♦✐❡♥t k ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ❡t I ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ k✳ ❆❧♦rs ✿

d(e(k, I)) =





0 s✐ I0 = ∅✱
e(k, I ∪ {min(k)}) s✐ I0 6= ∅ ❡t vp(k) 6 0✱
pvp(k)e(k, I ∪ {min(k)}) s✐ I0 6= ∅ ❡t vp(k) > 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬✸✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✻❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✸✳ ❙♦✐❡♥t k ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ❡t I ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ k✳ ❆❧♦rs ✿

F (e(k, I)) =

{
p e (pk, I) s✐ vp(k) < 0 ❡t I0 6= ∅✱
e (pk, I) s✐♥♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬✸✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹✳ ❙♦✐❡♥t k ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ❡t I ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ k✳ ❆❧♦rs ✿

V (e(k, I)) =





V (1)e

(
k

p
, I

)
s✐ vp(k) > 0✱

p e

(
k

p
, I

)
s✐ vp(k) 6 0 ❡t I0 = ∅✱

e

(
k

p
, I

)
s✐ vp(k) 6 0 ❡t I0 6= ∅✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❬✸✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺❪✳

✸✺



❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ K ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❖♥ ♣❡✉t

❛❧♦rs ❛ss♦❝✐❡r à ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t x ∈WΩK[X]/K ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ η :
P → W (K)

(k, I) 7→ ηk,I
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

x =
∑

(k,I)∈P

ηk,I e(k, I)✳ ✭✷✳✸✳✶✺✳✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ sér✐❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ❞❛♥s WΩK[X]/K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ♣♦✉r t♦✉t
m ∈ N ♦♥ ❛ V u(k)(ηk,I) ∈ V

m(W (K)) s❛✉❢ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (k, I) ∈ P ✭❡♥
❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✮✳

P♦✉r t♦✉t m ∈ N✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ WΩmK[X]/K s♦♥t ❧❡s sér✐❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭✷✳✸✳✶✺✳✶✮ s✉r
❧❡s (k, I) ∈ P t❡❧s q✉❡ #I = m✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✻✳ ❙♦✐t x =
∑

(k,I)∈P

ηk,I e(k, I) ❝♦♠♠❡ ❛✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✳ ❙✐ t♦✉s ❧❡s

k ❞❡ ❧❛ sér✐❡ s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ❛❧♦rs x ❡st ❞✐t ❡♥t✐❡r✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ WΩint
K[X]/K ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s x ∈WΩK[X]/K ❡♥t✐❡rs✳
❉❡ ♠ê♠❡ s✐ t♦✉s ❧❡s k ✈ér✐✜❡♥t u(k) 6= 0✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❡t ❧✬♦♥ ♥♦t❡

WΩfrac
K[X]/K ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x ∈ WΩK[X]/K ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ❀ s✐ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s (k, I) ❞❡ ❧❛ sér✐❡

✈ér✐✜❡♥t min(k) /∈ I ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ x ❡st ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ♣✉r✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡WΩfrp
K[X]/K ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡

❞❡s ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡s ♣✉rs✳ ❖♥ ❝♦♥s❡r✈❡ ❝❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❡t ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳

✭✷✳✸✳✶✼✮ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ❧❡sW (K)✲♠♦❞✉❧❡sWΩint
K[X]/K

❡t WΩfrac
K[X]/K s♦♥t st❛❜❧❡s ♣❛r d✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥

s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡s ✿

WΩfrac,m
K[X]/K =WΩfrp,m

K[X]/K + d
(
WΩfrp,m−1

K[X]/K

)
✱

❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞ér✐✈é ét❛♥t ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷✳
P♦✉r ❝❡s r❛✐s♦♥s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ d : WΩfrp,m−1

K[X]/K →WΩfrac,m
K[X]/K

❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ W (K)✲♠♦❞✉❧❡s ❣r❛❞✉és ✿

WΩK[X]/K =WΩint
K[X]/K ⊕WΩfrp

K[X]/K ⊕ d
(
WΩfrp

K[X]/K

)
✳

✭✷✳✸✳✶✽✮ P♦✉r t♦✉t x ∈WΩK[X]/K ✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ x|int s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥sWΩint
K[X]/K ✱ x|frac

s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s WΩfrac
K[X]/K ✱ x|frp s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s WΩfrp

K[X]/K ❡t x|d(frp) s❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥

❞❛♥s d
(
WΩfrp

K[X]/K

)
✳

◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣r❛t✐q✉❡s✳ ▲❡ ❜✉t
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s
❣é♥ér❛❧✳

✸✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✾✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ K ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❙♦✐t
R ❡st ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡✳ ❆❧♦rs WΩR/K ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❝❛❧q✉é❡ s✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❬✷✽✱ ■✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳❪✳
❙♦✐❡♥t m ∈ N∗ ❡t x ∈ FilmWΩR/K ✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵ ✐❧ ❡①✐st❡ y, z ∈ WΩR/K
✈ér✐✜❛♥t x = V m(y) + d(V m(z))✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ px ∈ Film+1WΩR/K ❝❛r ❧✬♦♥ ❛
px = V m(py) + d(V m(pz)) = V m+1(F (y)) + d(V m+1(F (z))) ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✹✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r p ❞❛♥s WΩR/K ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ Wm+1(R)✲♠♦❞✉❧❡s PR,m : WmΩR/K → Wm+1ΩR/K ✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✈ér✐✜é❡ s✐ PR,m
❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N∗✱ ❡t ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡ s✉r Spec(R)✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣✲
♣♦s❡r q✉❡ R ❡st ét❛❧❡ s✉r K[X1, . . . , Xn] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ∈ N✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s
(PR,m)m∈N∗ s♦♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥és ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N∗✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡
Πm : Wm+1ΩR/K → WmΩR/K ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Πm ◦ PR,m s♦✐t ❧❛
♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r p ❞❛♥s WmΩR/K ✱ ❡t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

Wm+1ΩR/K Wm+2ΩR/K

WmΩR/K Wm+1ΩR/K

PR,m+1

Πm Πm+1

PR,m

✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs ❞é♠♦♥tré❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N∗ ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ PK[X],m : WmΩK[X]/K →Wm+1ΩK[X]/K ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s (PK[X],m ⊗Wm+1(R) Wm+1(R))m∈N∗ ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❊♥✜♥✱ ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s (PK[X],m)m∈N∗ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ Ker

(
WΩK[X]/K →WmΩK[X]/K

)
= V m

(
WΩK[X]/K

)
+ d

(
V m

(
WΩK[X]/K

))
❛✐♥s✐ q✉❡

❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✳

✷✳✹ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s à ♣rés❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❆✉❝✉♥❡
♣r❡✉✈❡ ♥❡ s❡r❛ ❞♦♥♥é❡ ✐❝✐✱ ♥♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r r✐❣♦✉r❡✉① à ❝♦♥s✉❧t❡r ❬✶✻❪ ♣♦✉r ✉♥❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠♣❧èt❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s ❥✉st❡ q✉❡ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ▼♦♥s❦②✲
❲❛s❤♥✐t③❡r ❡t ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡ ♦♥t été ❞é♠♦♥trés✱ ♣✉✐s ét❡♥❞✉s ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✳ ❈❡s
t❤é♦rè♠❡s s♦♥t ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ♦♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♣♦✉✈♦✐r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡ ♣♦✉r ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥t❡✳

❆✉❝✉♥ r❛♣♣❡❧ ❞❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡ ♥✐ ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ r✐❣✐❞❡ ♥❡ s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é ❞❛♥s ❝❡t
♦✉✈r❛❣❡✳ ◆♦✉s ✐♥✈✐t♦♥s ❞♦♥❝ ♣❧✉tôt à s❡ ré❢ér❡r à ❬✺❪✱ ❬✾❪ ♦✉ ❬✸✻❪✳

✸✼



✭✷✳✹✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✱ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡
❞❡ ♣❧✉s q✉❡ K ❡st ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r❢❛✐t ✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ R
✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡✳ ❖♥ ✜①❡ n ∈ N✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ K[X] := K[X1, . . . , Xn]✳

✭✷✳✹✳✷✮ P♦✉r ε > 0 ♦♥ ❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

γε :

WΩK[X]/K → R ∪ {+∞,−∞}∑

(k,I)∈P

ηk,I e(k, I) 7→ inf
(k,I)∈P

{vV (ηk,I) + u(k)− ε|k|} ✳

■❧ ❡st ❛❧♦rs ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❬✶✻❪ ✿

W †ΩK[X]/K :=
{
w ∈WΩK[X]/K | ∃ε > 0, γε(w) 6= −∞

}
✳

❙♦✐t K[X] ։ R ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ✉♥
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡W (K)✲❞❣❛s ϕ : WΩK[X]/K →WΩR/K ❡t ♦♥ ❞é✜♥✐tW †ΩR/K ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♠❛❣❡
♣❛r ϕ ❞❡ W †ΩK[X]/K ✳ ❉✬❛♣rès ❬✶✻❪✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❝❤♦✐s✐ ❝❡
q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷ q✉❡ ✿

∀x ∈WΩK[X]/K , γε(d(x)) > γε(x)✳ ✭✷✳✹✳✷✳✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✉r K ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ vV = vp ❞❛♥s W (K)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

∀x ∈WΩK[X]/K , γε(px) = γε(x) + 1✱ ✭✷✳✹✳✷✳✷✮

∀x, y ∈WΩK[X]/K , γε(x+ y) > min {γε(x), γε(y)} ✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès ❬✶✻✱ ♣✳ ✺❪ ♦♥ ❛ ✿

∀x, y ∈WΩK[X]/K , γ ε2 (xy) >
γε(x) + γε(y)

2
✳ ✭✷✳✹✳✷✳✸✮

❊♥✜♥✱ ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N∗ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ✿

FilmW †ΩR/K :=W †ΩR/K ∩ FilmWΩR/K ✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✷✳✹✳✸✳ ▲❡s é❧é♠❡♥ts w ∈ WΩR/K t❡❧s q✉❡ x ∈ W †ΩR/K s♦♥t ❞✐ts s✉r❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥ts✳

✭✷✳✹✳✹✮ ▲♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛✉r❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ s✉r ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ❜❛s❡ K✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛
W †(R) := W †Ω0

R/K ✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡✱ ❡t s✐ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ❛❧♦rs W †(R) ❡st

❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧èt❡ ❞✬❛♣rès ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✽✳❪✳ ❖♥ ❛ W †(K) =W (K)✱ ❡t W †ΩR/K ❡st
✉♥❡ W †(K)✲❞❣❛ ❛❧t❡r♥é❡✳

✸✽



✭✷✳✹✳✺✮ ▲❡s ❛♥♥❡❛✉① W †ΩR/K ♥❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s p✲❛❞✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡ts✱ ❡♥ r❡✲

✈❛♥❝❤❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ (xm)m∈N ∈W
†ΩK[X]/K

N
t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 ❡t C ∈ R

✈ér✐✜❛♥t ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N q✉❡ γε(xm) > C −m✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ γε ❡t ❞❡

✭✷✳✹✳✷✳✷✮ q✉❡ γε

(
∑

m∈N

pmxm

)
> C✳

✭✷✳✹✳✻✮ ❙✐ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s✱ ❡t X → Spec(K) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡✱ ✐❧ ❡st ✈ér✐✜é ❞❛♥s ❬✶✻✱
✶✳❪ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ ♦✉✈❡rt ❛✣♥❡ U ∼= Spec(R) ❧❛ W (K)✲❞❣❛ W †ΩR/K
s✬ét❡♥❞ ❡♥ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s s✉r X ♥♦té W †ΩX/K ✳

✷✳✺ ❱❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts

▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉ ❞❡❣ré ③ér♦ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡
❘❤❛♠ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✹✳✹✮✳ ❈❡s ❛♥♥❡❛✉① ❢✉r❡♥t ét✉❞✐és ❡♥
❞ét❛✐❧ ❞❛♥s ❬✶✼❪✳ ■❝✐✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥s q✉✐
❥♦✉❡r♦♥t ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ❡t ♦♥ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ❧é❣èr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❬✶✼✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✷✳✹✻✳❪ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ ❛r❣✉♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳

✭✷✳✺✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✜①❡ K ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r❢❛✐t ✐♥tè❣r❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
ψ : R→ S ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡s ✜♥✐ ét❛❧❡ t❡❧ q✉❡ S s♦✐t ❧✐❜r❡ ❡♥ t❛♥t
q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡✳ ❖♥ ✜①❡ n ∈ N✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ K[X] := K[X1, . . . , Xn]✳

✭✷✳✺✳✷✮ ❙♦✐t ϕ : K[X]→ R ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s✳ ❙♦✐❡♥t a = (ai)i∈J1,nK

❡t b = (bi)i∈J1,nK ∈ ]0,+∞[n✳ P♦✉r t♦✉t P =
∑

j∈Nn

cj

n∏

i=1

Xi
ji ∈ K[X]✱ ♦ù ❧❡s cj ∈ K ♣♦✉r

t♦✉t j ∈ Nn✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

va(P ) := min

{
−

n∑

i=1

aiji | j ∈ Nn, cj 6= 0

}
✱

❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ va(0) = +∞✳
P♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

vϕ,a :
R→ R ∪ {+∞,−∞}
r 7→ sup{va(P ) | P ∈ ϕ

−1({r})}
✳

❖♥ ♣♦s❡ m(a, b) := min

{
bi
ai
| i ∈ J1, nK

}
❡t M(a, b) := max

{
bi
ai
| i ∈ J1, nK

}
❞❡✉① ré❡❧s

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡ ✿

∀P ∈ K[X], m(a, b)vϕ,a(P ) > vϕ,b(P ) >M(a, b)vϕ,a(P )✳ ✭✷✳✺✳✷✳✶✮

✸✾



❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ♦♥ ♥♦t❡ ✿

γε,ϕ,a :
W (R)→ R ∪ {+∞,−∞}

(wi)i∈N 7→ inf{i+ εp−ivϕ,a(wi) | i ∈ N}
✳

❉✬❛♣rès ❬✶✼❪✱ vϕ,a ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r R✱ ❡t γε,ϕ,a ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r
W (R) t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t w ∈W (R) ♦♥ ❛✐t ✿

w ∈W †(R) ⇐⇒ ∃ε > 0, ∃C ∈ R, γε,ϕ,a(w) > C✳ ✭✷✳✺✳✷✳✷✮

■❧ ② ❛ ✉♥ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ γε ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ❞é✜♥✐❡✳ ❉✬❛♣rès ❬✶✼✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✽✳❪
♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

∀w ∈W (K[X]), γε(w) = γε,IdK[X],(1,...,1)(w)✳ ✭✷✳✺✳✷✳✸✮

❉❡ ♣❧✉s✱ va ❡st ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r K[X]✱ ❡t γε,IdK[X],a ❡st ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r W (K[X])✳
❉✬❛♣rès ✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮✱ ♦♥ ❛ ✿

∀w ∈W (K[X]), γε,IdK[X],a(pw) = γε,IdK[X],a(w) + 1✳ ✭✷✳✺✳✷✳✹✮

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✷✳✺✳✷✳✶✮ ❡t ❞❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s q✉❡ ✿

∀w ∈W (R), γm(a,b)ε,ϕ,a(w) > γε,ϕ,b(w) > γM(a,b)ε,ϕ,a(w)✳ ✭✷✳✺✳✷✳✺✮

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✳ ❙♦✐t (si)i∈J1,mK ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S ❡♥ t❛♥t q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
m ∈ N✳ ❙♦✐❡♥t n ∈ N ❡t ϕ : K[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] → S ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲
❛❧❣è❜r❡s t❡❧ q✉❡ ϕ(Yi) = si ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ❡t q✉❡ ϕ(K[X]) = R ⊂ S✳ P♦s♦♥s ❛✉ss✐
ai := 1 ♣♦✉r i ∈ J1, nK✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r N ∈ R ❛ss❡③ ❣r❛♥❞✱ ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❡t ❞❡

ϕ✱ s✐ ai := N ♣♦✉r i ∈ Jm + 1, n +mK✱ ✐❧ ❡①✐st❡ C 6 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s =
m∑

i=1

risi✱ ❛✈❡❝

ri ∈ R ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✱ ❡t ♣♦✉r v′ := vϕ|K[X],(ai)i∈J1,nK
✱ ♦♥ ❛✐t ✿

min
{
v′(ri)− an+i | i ∈ J1,mK

}
> vϕ,a(s) + C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t i, j ∈ J1,mK✱ ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ei,j ∈
m⊕

i=1

K[X]Yi ❞❡ sisj

♣❛r ϕ✱ ❡t ♣♦s♦♥s d ∈ N ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❞❡❣ré ❞❡s ♣♦❧②♥ô♠❡s ♦❜t❡♥✉s✳ P♦s♦♥s ❛✉ss✐ ai := 1
♣♦✉r i ∈ J1, nK ❡t ai := N ♣♦✉r i ∈ Jm + 1, n +mK ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ N ∈]d − 1,+∞[✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✿

∀i, j ∈ J1,mK, va(ei,j) > −N − d+ 1✳

✹✵



P♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✱ ♣♦s♦♥s ri ∈ R✳ ❖♥ ♥♦t❡ s =
m∑

i=1

risi✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ✿

min
{
v′(ri)− an+i | i ∈ J1,mK

}

= min
{
vϕ|K[X],(ai)i∈J1,nK

(ri)− an+i | i ∈ J1,mK
}

= min
{
sup{va(P ) | P ∈ ϕ

−1({ri}) ∩K[X]} − an+i | i ∈ J1,mK
}

= min
{
sup{va(P ) | P ∈ ϕ

−1({risi}) ∩K[X]Yi} | i ∈ J1,mK
}

= sup

{
va(P ) | P ∈ ϕ

−1({s}) ∩
m⊕

i=1

K[X]Yi

}
✳

❙♦✐t P ∈ K[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym] ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ s ♣❛r ϕ✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞

q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❛♥té❝é❞❡♥t Q ∈ K[X] ⊕
m⊕

i=1

K[X]Yi ❞❡ s ♣❛r ϕ t❡❧ q✉❡

va(Q) > va(P )✳ Pr♦❝é❞♦♥s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r degY (P )✳ ❙✐ P ∈ K[X]⊕
m⊕

i=1

K[X]Yi✱ ✐❧ ♥✬②

❛ r✐❡♥ à ❞é♠♦♥tr❡r✳ ❙✐♥♦♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦♥ô♠❡ M ❞❡ P t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i, j ∈ J1,mK ♣♦✉r
❧❡sq✉❡❧s YiYj | M ✱ ♦♥ r❡♠♣❧❛❝❡ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ YiYj ♣❛r ei,j ✭♦♥ ♥❡ ❢❡r❛ q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❛r ♠♦♥ô♠❡✮✳ ▲❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣♦❧②♥ô♠❡ R ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ✈ér✐✜❡r❛ ❛❧♦rs ϕ(R) = s ❡t
va(R) > va(P ) ♣✉✐sq✉❡ va ❡st ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t q✉❡ va(YiYj) = −2N < −N−d+1 6 va(ei,j) ❀
❞❡ ♣❧✉s ♦♥ ❛✉r❛ degY (R) < degY (P )✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

❉é♠♦♥tr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ C 6 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t P ∈ K[X]✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡

Q ∈
m⊕

i=1

K[X]Yi t❡❧ q✉❡ va(Q) > va(P ) + C ❡t ϕ(P ) = ϕ(Q)✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t U ❞❡

1 ♣❛r ϕ ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s
m⊕

i=1

K[X]Yi✱ ❡t ♥♦t♦♥s C := va(U) 6 0✳ ❆❧♦rs✱ Q := PU ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ▲❡

❧❡♠♠❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❡♥s✉✐t❡✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✹✳ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✳ ❙♦✐t l ∈ N✳ ❉✬❛♣rès
❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✶✻✱

(
si
pn
)
i∈J0,mK

❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S ❡♥ t❛♥t q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ❞❡✉①

❝♦♥st❛♥t❡s C,D 6 0 t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s =
m∑

i=0

ri,lsi
pl ∈ S✱ ♦ù ❧❡s ri,l ∈ R ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡

i ∈ J0,mK✱ ♦♥ ❛ v′ (ri,l) > va(s) + C + plD✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s U = (ui,j)i,j∈J0,mK ∈ Matm+1(R) ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ q✉✐ ✈ér✐✜❡

s0
✳✳✳
sm


 = U



s0
p

✳✳✳
sm

p


✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ U [pl] ∈ Matm(R) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ é❧❡✈❛♥t ❝❤❛q✉❡

✹✶



❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡ U à ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ pl✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛❧♦rs



s0
✳✳✳
sm


 =

(
l−1∏

k=0

U [pk]

)

s0
pl

✳✳✳
sm

pl


✳ ❖♥ ❡♥

❞é❞✉✐t q✉❡



r0,l
✳✳✳

rm,l


 :=

(
l−1∏

k=0

U [pk]

)T



r0,[0]
✳✳✳

rm,[0]


✳ ◆♦t♦♥s d := min{v′(ui,j) | i, j ∈ J0,mK}✳

P♦✉r t♦✉t i ∈ J0,mK✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ v′ (ri,l) > v′(ri) +

l−1∑

k=0

pkd = v′(ri) + d
pl − 1

p− 1
✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ d 6 0✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r C 6 0 t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t

v′ (ri,l) > va(s) + C + pl
d

p− 1
✳

▲❡♠♠❡ ✷✳✺✳✺✳ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞é✜♥✐ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✹✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N

❡t t♦✉t w ∈ W (S) t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ (r(i))i∈J1,mK ∈ W (R)m ✈ér✐✜❛♥t w =
m∑

i=1

V l (r(i)) [si]✱ s✐

E := min{vϕ,a(si) | i ∈ J1,mK} ❡t ε > 0 ✈ér✐✜❡♥t ε(C +D + E) > −1✱ ♦♥ ❛ ✿

γε,ϕ,a

(
m∑

i=1

V l ([r(i)0]) [si]

)
> γε,ϕ,a(w)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ l + εp−lvϕ,a(wl) > γε,ϕ,a(w)✱ ❞✬♦ù vϕ,a(wl) >
pl

ε
(γε,ϕ,a(w)− l)✳

P✉✐sq✉❡ ❞✬❛♣rès ✭✶✳✶✳✾✮ ♦♥ ❛ wl =
m∑

i=1

r(i)0si
pl ✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✹ ❡t ❞❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s

r❡❧❛t✐♦♥s q✉❡ vϕ,a(r(i)0) >
pl

ε
(γε,ϕ,a(w)− l + ε (C +D))✳ ❉✬❛♣rès ❬✶✶✱ ■❳✳ ➓✶ ◆➦✸❪✱ s✐ ❧✬♦♥

♥♦t❡ x :=
m∑

i=1

V l ([r(i)0]) [si]✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ xl+k ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦❧②✲

♥ô♠❡ ❤♦♠♦❣è♥❡ ❞❡ ❞❡❣ré pk à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s Z ❡♥ ❧❡s ✐♥❞ét❡r♠✐♥é❡s r(i)0sip
l
✳ P✉✐sq✉❡ vϕ,a

❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ vϕ,a(xl+k) >
pk+l

ε
(γε,ϕ,a(w)− l + ε(C +D + E))✳

■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ q✉❡ k + l + εp−k−lvϕ,a(xl+k) > γε,ϕ,a(w) + k + ε(C +D + E)✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t
♣♦✉r k > 0 ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ε q✉❡ k+ l+ εp−k−lvϕ,a(xl+k) > γε,ϕ,a(w)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t
k′ ∈ J0, lK ♦♥ ❛ xk′ = wk′ ✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ γε,ϕ,a(x) > γε,ϕ,a(w)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✻✳ ❙♦✐t (si)i∈J1,mK ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ S ❡♥ t❛♥t q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥

m ∈ N✳ ❆❧♦rs ❧❡ W †(R)✲♠♦❞✉❧❡ W †(S) ❡st ✜♥✐ ❡t ❧✐❜r❡✱ ❡t ([si])i∈J1,mK ❡st ✉♥❡ W †(R)✲❜❛s❡

❞❡ W †(S)✳

✹✷



P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ] ❡t t♦✉t w =

m∑

i=1

r(i)[si] ∈W
†(S)✱ ♦ù ❧❡s r(i) ∈ W †(R) ♣♦✉r t♦✉t

i ∈ J1,mK✱ ♦♥ ❛✐t γε,ϕ|K[X],(aj)j∈J1,nK
(r(i)) > γε,ϕ,a(w) + εC✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t w ∈ W †(S)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✼ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✉♥✐q✉❡s ✈❡❝✲

t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt (r(i))i∈J1,mK ∈W (R)m t❡❧s q✉❡ w =
m∑

i=1

r(i)[si]✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r n ∈ N

❡t ϕ : K[X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym]→ S ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
ϕ(Yi) = si ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ❡t q✉❡ ϕ(K[X]) = R ⊂ S✳ ❙♦✐t a ∈ ]0,+∞[n+m ✈ér✐✲
✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l ∈ N ❞✉ ❧❡♠♠❡

✷✳✺✳✺ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ γε,ϕ,a

(
m∑

i=1

V l ([r(i)l]) [si]

)
> γε,ϕ,a(w) ♣♦✉r t♦✉t

l ∈ N✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ l + εp−lvϕ,a

(
m∑

i=1

r(i)lsi
pl

)
> γε,ϕ,a(w)✳ ❉♦♥❝ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK

♦♥ ❛ vϕ,a
(
r(i)lsi

pl
)
>
pl

ε
(γε,ϕ,a(w)− l)✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❡♥s✉✐t❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✹ q✉❡

vϕ|K[X],(aj)j∈J1,nK
(r(i)l) >

pl

ε
(γε,ϕ,a(w)− l + εC)✳ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ♦♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t

l + εp−lvϕ|K[X],(aj)j∈J1,nK
(r(i)l) > γε,ϕ,a(w) + εC✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬❛✈♦✐r ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥

γε,ϕ|K[X],(aj)j∈J1,nK
(r(i)) > γε,ϕ,a(w) + εC ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬❛♣rès

✭✷✳✺✳✷✳✷✮✳

✹✸



❈❤❛♣✐tr❡ ✸

❙tr✉❝t✉r❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡

❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t

❆♣rès ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♠♣♦rt❛♥t ❞❡s tr❛✈❛✉①
♥♦✉✈❡❛✉①✳ ■❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♣r✐♥✲
❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ✐♥s♣✐ré ❞✉ t❤é♦rè♠❡
✷✳✸✳✶✺ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ♠❛îtr✐s❡r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✳

P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ♣❛r ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t
❞❡s ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❈❡❧❧❡s✲❝✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠✲
♣r❡♥❞r❡ ❞❛♥s q✉❡❧❧❡s ❝✐r❝♦♥st❛♥❝❡s ♦♥ ♣❡✉t ♠❛✐tr✐s❡r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❧♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ tr❛✈❛✐❧❧❡
s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s✬❛✈ér❛♥t s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r
❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt
s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✱ ❧❡ ❜✉t ❞❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s rés✉❧t❛ts s✐✲
♠✐❧❛✐r❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳

▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ tr♦✐s ét❛♣❡s ✿ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞✬❛❜♦r❞ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ ♠♦❞✉❧❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ré❛❧✐sé✱ ♦♥
ét✉❞✐❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts✳ ❈❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❛♥❛❧②s❡s
ré❛❧✐sé❡s✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❡♥✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✸ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉
❝♦♠♣❧❡①❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛②❛♥t été ❡①♣❧✐❝✐tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡ t❤é♦rè♠❡ s✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡
❞✬✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❡✉t êtr❡
❝♦♥trô❧é❡✱ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐ss❛♥t ❛✐♥s✐ t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡
❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞és✐ré✳

✸✳✶ Pr♦❞✉✐ts ❡t s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✐❝✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡
❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r s✉r ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ K[X] s✉r ✉♥
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❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r❢❛✐t ✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡
❞❡ ❉❛✈✐s✱ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦✱ q✉✐ ❛✈❛✐❡♥t r❡♠❛rq✉é q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✿

V
([
X1

p−1
])
d (V ([X1]))

✭✷✳✷✳✸✳✶✮
= V

([
X1

p−1
]
d ([X1])

)

✭✷✳✷✳✸✳✹✮
= V (F (d ([X1])))

V
([
X1

p−1
])
d (V ([X1]))

2.2.4
= pd ([X1]) ✱

♦♥ ❛ ✿

γε
(
V
([
X1

p−1
]))

= 1− ε
p− 1

p
✱

γε (d (V ([X1]))) = 1− ε
1

p
✱

γε (pd ([X1])) = 1− ε✳

❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❛✈♦✐r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲
✈❛❧✉❛t✐♦♥ γε(xy) > γε(x)+γε(y) s✐ x, y ∈WΩK[X]/K ✳ ❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡
à ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡✳

❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ N ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉❡ ✿

V u
([
X1

pu−1
])
d (V u ([X1])) = pud ([X1]) ✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs ❛ ♣r✐♦r✐ q✉❡ ❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ p✲❛❞✐q✉❡ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t s❡♠❜❧❡ ❝♦♥trô❧é❡ ♣❛r ❧❛
❧❛ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡s ❢❛❝t❡✉rs✳ ❯♥ t❡❧ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❢✉t ❞é❥à ♦❜s❡r✈é
❡♥ ❬✶✻✱ ❈♦r♦❧❧❛r② ✵✳✶✻✳❪✱ ♠❛✐s ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s γε ❞é✜♥✐❡s ✐❝✐ ❞❛♥s ❧❛
s❡❝t✐♦♥ ✷✳✹ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣r♦♣♦sé❡s ❞❛♥s
❧♦❝♦ ❝✐t❛t♦ ♥❡ s❡♠❜❧❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ré♣♦♥❞r❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡✱ ❧❛ r❛✐s♦♥ ét❛♥t q✉❡
❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦sé❡s ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ❞♦♥♥❡r ❞❡s ❢♦r♠✉❧❡s ❛✉ss✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡s
q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts e(k, I) ❡t e(l, J)✱ ❛✈❡❝ (k, I), (l, J) ∈ P
❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐s ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛✉① ré♣♦♥❞❛♥t à ❝❡ ❜❡s♦✐♥ s♦♥t ❧❡
❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾✱ q✉✐ s❡r♦♥t ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ✉t✐❧✐sés à ♠❛✐♥t❡s r❡♣r✐s❡s
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✳ ❈❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣❡rt✐♥❡♠♠❡♥t ❞❡s
♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥s ζε : WΩK[X]/K → R ∪ {+∞,−∞} ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♣❡✉t
✈ér✐✜❡r ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s s✐t✉❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st str✐❝t❡✳ ❈❡s rés✉❧t❛ts
s✉✣s❡♥t à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡
♣♦❧②♥ô♠❡s✱ ❡t s♦♥t rés✉♠és ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✳✷✹✮✳

✭✸✳✶✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ K ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r❢❛✐t ✐♥tè❣r❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❖♥ ✜①❡ n ∈ N✱ ❡t K[X] := K[X1, . . . , Xn]✳ P♦✉r t♦✉t J ⊂ J1, nK ❡t t♦✉t❡

❢♦♥❝t✐♦♥ k : J → N✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Xk :=
∏

j∈J

Xj
k(j)✳

✹✺



▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷✳ ❙♦✐t R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❙♦✐❡♥t x ∈ R ❡t m,m′ ∈ N t❡❧s q✉❡
m+m′ 6= 0✱ ❡t ♥♦t♦♥s a := vp(m+m′) ❡t b := p−a(m+m′)✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❞❛♥s WΩ1

R/K ✿

[x]md
(
[x]m

′
)
=
m′

b
F a
(
d
(
[x]b
))

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✷✳✶✳✶✵✱ ♦♥ ❛ (m+m′) [x]md
(
[x]m

′
)

= m′d
(
[x]m+m′

)
✱

♦r d
(
[x]m+m′

)
= d

(
F a
(
[x]b
))

= paF a
(
d
(
[x]b
))

❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✳✸✳✸✮✱ ❡t ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ♣❧✉s

q✉✬à ❝♦♥❝❧✉r❡ ❛✈❡❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ W (K) ❡st ✉♥❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ✐♥tè❣r❡ ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ 0 ❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✶✳✶✳✶✶✳

✭✸✳✶✳✸✮ ❉❛♥s ❧❡s ❧❡♠♠❡s q✉✐ s✉✐✈❡♥t✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❛✉① ♣r♦❞✉✐ts ❝✐✲❞❡ss♦✉s
❞é✜♥✐s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ (k, I) ∈ P t❡❧ q✉❡ k s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ✿

h(k, I) :=
∏

i∈Supp(k)rI

[Xi]
ki
∏

j∈I

g(k|{j})✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ ✿

h(k, ∅) = e(k, ∅) =
[
Xk
]
✳

▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ❡♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t ❞❛♥s ♥♦s ❢♦r♠✉❧❡s q✉❡ ❞❡s
❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1 ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ g✱ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ❝❛❧❝✉❧❡r
❝♦♠♠❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ■❧ ♥❡ r❡st❡r❛ ❡♥s✉✐t❡
q✉✬à ❡♠♣❧♦②❡r ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛✜♥ ❞❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉① ♣r♦❞✉✐ts ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
e(k, I) ♣♦✉r (k, I) ∈ P ❛✈❡❝ k t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ♣✉✐s q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t (k, I), (l, J) ∈ P✳ ❖♥ ❛ ✿

∃m ∈ Z(p), h(k, I)h(l, J) =

{
mh(k + l, I ∪ J) s✐ I ∩ J = ∅
0 s✐♥♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

h(k, I)h(l, J) =
∏

i∈Supp(k)rI

[Xi]
ki
∏

i′∈I

g
(
k|{i′}

) ∏

j∈Supp(l)rJ

[Xj ]
lj
∏

j′∈J

g
(
l|{j′}

)
✳

P✉✐sq✉❡ WΩK[X]/K ❡st ❛❧t❡r♥é❡✱ ❝❡ ♣r♦❞✉✐t ❡st ♥✉❧ s✐ I ∩ J 6= ∅✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✿

h(k, I)h(l, J) =
∏

i∈Supp(k+l)r(I∪J)

[Xi]
ki+li

∏

i′∈I

[Xi′ ]
li′ g

(
k|{i′}

) ∏

j′∈J

[
Xj′
]kj′ g

(
l|{j′}

)
✳

✹✻



❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i′ ∈ I ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿

[Xi′ ]
li′ g

(
k|{i′}

) ✭✷✳✷✳✸✳✹✮
= [Xi′ ]

(
1−p

− vp(k|{i′})
)
ki′+li′

d

(
[Xi]

p
− vp(k|{i′})ki′

)

3.1.2
=

p− vp(k|{i′})ki′

p− vp(ki′+li′ ) (ki′ + li′)
g
(
(k + l)|{i′}

)
✳

P❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t j′ ∈ J q✉❡ ✿

[
Xj′
]kj′ g

(
l|{j′}

)
=

p− vp(l|{j′})lj′

p− vp(kj′+lj′)
(
kj′ + lj′

)g
(
(k + l)|{j′}

)
✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺✳ ❙♦✐t (k, I) ∈ P t❡❧ q✉❡ k s♦✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✳
❆❧♦rs ✿

g(k) =
∑

j∈Supp(k)

pvp(kj)−vp(k)h(k, {j})✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ Supp(k) ❞❡ t❛✐❧❧❡ #I✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s : P → N t❡❧❧❡ q✉❡ ♦♥ ❛ ✿

e(k, I) =
∑

J∈P

s(J)h(k, J)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ g(k) = F vp(k)
(
d
([
Xp− vp(k)k

]))
✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❛❧♦rs ✿

F vp(k)
(
d
([
Xp− vp(k)k

]))

✭✷✳✷✳✸✳✹✮
=

[
X(1−p− vp(k))k

]
d
([
Xp− vp(k)k

])

✭✶✳✸✳✷✳✶✮
=

[
X(1−p− vp(k))k

] ∑

j∈Supp(k)


 ∏

j′∈Supp(k)r{j}

[
Xj′

p− vp(k)kj′
]

 d

([
Xj

p− vp(k)kj
])

✭✷✳✷✳✸✳✹✮
=

∑

j∈Supp(k)


 ∏

j′∈Supp(k)r{j}

[
Xj′

kj′
]

F vp(k)

(
d
([
Xj

p− vp(k)kj
]))

✭✷✳✷✳✸✳✸✮
=

∑

j∈Supp(k)


 ∏

j′∈Supp(k)r{j}

[
Xj′

kj′
]

 pvp(kj)−vp(k)F vp(kj)

(
d
([
Xj

p− vp(kj)kj
]))

=
∑

j∈Supp(k)

pvp(kj)−vp(k)h(k, {j})✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹✳

✹✼



▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✻✳ ❙♦✐t (k, I) ∈ P t❡❧ q✉❡ k s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✳ ◆♦t♦♥s P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ Supp(k) ❞❡ t❛✐❧❧❡ #I✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s : P → N t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

h(k, I) =
∑

J∈P

s(J)e(k, J)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s m := #I✳ ❙✐ m = 0 ♦♥ ❛ é✈✐❞❡♠♠❡♥t h(k, I) = e(k, I)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
❞♦♥❝ q✉❡ m 6= 0✳ ◆♦t♦♥s {il}l∈J1,mK := I✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t j ∈ Supp(k) ♣♦s♦♥s aj := vp(kj) ❡t

bj = p−ajkj ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ h(k, I) =
∏

i∈SrI

[Xi]
ki
∏

j∈I

F aj
(
d
(
[Xj ]

bj
))

✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t

❞✬é❝r✐r❡ ✿

h(k, I) = h
(
k|Supp(k)rIm , I r {im}

)
×


 ∏

i∈Imr{im}

[Xi]
ki


× F aim

(
d
(
[Xim ]

bim
))

✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞❡ ♣❧✉s ✿

 ∏

i∈Imr{im}

[Xi]
ki


× F aim

(
d
(
[Xim ]

bim
))

✭✶✳✶✳✾✮
= F aim


d
(
[Xim ]

bim
) ∏

i∈Imr{im}

[Xi]
p−aim ki




✭✷✳✶✳✽✳✶✮
= F aim


d
(
∏

i∈Im

[Xi]
p−aim ki

)
− [Xim ]

bim d


 ∏

i∈Imr{im}

[Xi]
p−aim ki






✭✷✳✸✳✶✵✳✶✮
= g (k|Im)− F

aim
(
[Xim ]

bim
)
× pvp(k|Imr{im})−aimg

(
k|Imr{im}

)

✭✶✳✶✳✾✮
= g (k|Im)− p

vp(k|Imr{im})−aim [Xim ]
kim g

(
k|Imr{im}

)
✳

■❧ ✈✐❡♥t ❛❧♦rs ✿

h(k, I) = h
(
k|Supp(k)rIm , I r {im}

)
× g (k|Im)

− pvp(k|Imr{im})−aimh
(
k|{im}∪Supp(k)rIm , I r {im}

)
× g

(
k|Imr{im}

)
✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ rés✉❧t❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m = #I✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ h

(
k|Supp(k)rIm , I r {im}

)
❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡

❧❛ ❢♦r♠❡ e(k|Supp(k)rIm , J
′)✱ ♦ù J ′ ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Supp(k)r Im ❞❡ t❛✐❧❧❡ m− 1✱ ❛❧♦rs

♣✉✐sq✉❡ e(k|Supp(k)rIm , J
′)× g (k|Im) = e(k, J ′ ∪{im}) ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r

t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉str❛❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠ê♠❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳

✹✽



▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼✳ ❙♦✐❡♥t (k, I), (l, J) ∈ P t❡❧s q✉❡ k ❡t l s♦✐❡♥t à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥
♥♦t❡ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ Supp(k + l) ❞❡ t❛✐❧❧❡ #I + #J ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ s : P → Z(p) t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

e(k, I)e(l, J) =
∑

L∈P

s(L)e(k + l, L)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ e(k, I) =
[
Xk|I0

] #I∏

i=1

g(k|Ii) ❡t ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❡ s✐♠✐❧❛✐r❡

♣♦✉r e(l, J)✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺ q✉❡ e(k, I) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡

♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ h(k|I0 , ∅)
#I∏

i=1

h(k|Ii , {ai})✱ ♦ù ❧❡s ai ∈ Ii ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,#IK✳ ❖♥

❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✹ ❡t ❛✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✻✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽✳ ❙♦✐❡♥t (k, I), (l, J) ∈ P t❡❧s q✉❡ u(k) > u(l) ❡t I0 6= ∅✳ ◆♦t♦♥s P ❧✬❡♥✲

s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ #I +#J ❞❡ Supp (k + l) ❡t ♣♦s♦♥s v :=

{
u(l) s✐ J0 6= ∅
0 s✐♥♦♥

✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s : P → Z(p) t❡❧❧❡ q✉❡ pv+u(k) | s(L) ♣♦✉r t♦✉t L ∈ P t❡❧ q✉❡
L0 = ∅ ❡t pv+u(k)−u(k+l) | s(L′) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s L′ ∈ P ✱ ❡t ✿

e(k, I)e(l, J) =
∑

L∈P

s(L)e(k + l, L)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s Ĩ :=
⋃

i∈J1,#IK

Ii✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ✿

e(k, I)e(l, J)
✭✷✳✷✳✷✳✹✮

= V u(k)
([
Xpu(k)(k|I0 )

]
F u(k)

(
e(k|Ĩ , I)e(l, J)

))

2.3.13
= pvV u(k)

([
Xpu(k)(k|I0 )

]
e(pu(k)k|Ĩ , I)e(p

u(k)l, J)
)

e(k, I)e(l, J) = pvV u(k)
(
e(pu(k)k, I)e(pu(k)l, J)

)
✳

❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s : P → Z(p) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

e(k, I)e(l, J) = pvV u(k)

(
∑

L∈P

s(L)e(pu(k)(k + l), L)

)
✳

❉✬❛♣rès ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ Z(p)✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ W (K) ét✉❞✐é❡ ❡♥ ✭✶✳✶✳✶✹✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡
✭✷✳✷✳✷✳✹✮ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s✬é❝r✐r❡ ✿

e(k, I)e(l, J) =
∑

L∈P

pvs(L)V u(k)
(
e(pu(k)(k + l), L)

)
✳

✹✾



❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹✱ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ p = V (1) ❧♦rsq✉❡ K ❡st ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾✳ ❙♦✐❡♥t (k, I), (l, J) ∈ P ❛✈❡❝ I0 6= ∅✳ ◆♦t♦♥s P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛r✲
t✐t✐♦♥s ❞❡ t❛✐❧❧❡ #I +#J ❞❡ Supp (k + l)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s : P → Z(p) t❡❧❧❡ q✉❡
pmin{u(k),u(l)} | s(L) ♣♦✉r t♦✉t L ∈ P ✈ér✐✜❛♥t L0 = ∅ ❡t q✉❡ pmax{u(k),u(l)}−u(k+l) | s(L)
♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s L ∈ P ✱ ❡t ✈ér✐✜❛♥t ✿

e(k, I)e(l, J) =
∑

L∈P

s(L)e(k + l, L)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽ s❛✉❢ ❧♦rsq✉❡ u(l) > u(k) ❡t
J0 = ∅✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs s✐ J ′ := J r {min(l)} ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷ q✉❡ ✿

e(k, I)e(l, J) = e(k, I)d(e(l, J ′))

= (−1)#I
(
d(e(k, I)e(l, J ′))− d(e(k, I))e(l, J ′)

)
✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽✳

✭✸✳✶✳✶✵✮ P♦✉r t♦✉t ε > 0 ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

ζε :

WΩK[X]/K → R ∪ {+∞,−∞}

∑

(k,I)∈P

ηk,Ie(k, I) 7→





inf
(k,I)∈P

{2n vV (ηk,I) + #Iu(k)− ε|k|} s✐ I0 = ∅

inf
(k,I)∈P

{2n vV (ηk,I) + (#I + 1)u(k)− ε|k|} s✐♥♦♥
✳

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷ q✉❡ s✐ n 6= 0 ✿

∀x ∈WΩK[X]/K , 2nγ ε
2n
(x) > ζε(x) > γε(x)✱ ✭✸✳✶✳✶✵✳✶✮

∀x, y ∈WΩK[X]/K , ζε(x+ y) > min {ζε(x), ζε(y)} ✱ ✭✸✳✶✳✶✵✳✷✮

∀x ∈WΩK[X]/K , ζε(d(x)) > ζε(x)✱ ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮

∀x ∈WΩK[X]/K , ζε(px) = ζε(x) + 2n✱ ✭✸✳✶✳✶✵✳✹✮

∀x ∈WΩK[X]/K , ∀ε
′ ∈]0, ε], ζε′(x) >

ε′

ε
ζε(x)✳ ✭✸✳✶✳✶✵✳✺✮

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✶✮ q✉❡ x ∈WΩK[X]/K ❡st s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 ❡t C ∈ R ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ζε(x) > C✳

✭✸✳✶✳✶✶✮ ❉❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r 2n ♣❛r n ❡t
❞✬♦❜t❡♥✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s rés✉❧t❛ts ✐♥tér❡ss❛♥ts ✭❛ ♣r✐♦r✐ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✱
♠❛✐s ♣❛s ❧❡s ❝❛s ♦ù ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡✈✐❡♥t str✐❝t❡ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r
❝✐✲❛♣rès✳

✺✵



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✷✳ ❙✐ ε > 0 ❡t x, y ∈WΩint
K[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(xy) > ζε(x) + ζε(y)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s x =
∑

(k,I)∈P
u(k)=0

ηk,Ie(k, I) ❡t y =
∑

(l,J)∈P
u(l)=0

η′l,Je(l, J)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼✱ ♣♦✉r t♦✉t (k, I), (l, J) ∈ P t❡❧s q✉❡ u(k) = u(l) = 0 ♦♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

ζε

(
ηk,Ie(k, I)η

′
l,Je(l, J)

)
> 2n vV (ηk,Iη

′
l,J)+(#I+#J)u(k+l)−ε|k+l|✳ P✉✐sq✉❡ u(k+l) = 0✱

♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✸✳ ❙✐ ε > 0✱ x ∈WΩint
K[X]/K ❡t y ∈WΩfrp

K[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|d(frp)) > ζε(x) + ζε(y) + 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s x =
∑

(k,I)∈P
u(k)=0

ηk,Ie(k, I) ❡t y =
∑

(l,J)∈P
u(l)>0
J0 6=∅

η′l,Je(l, J)✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡

✸✳✶✳✽ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (k, I), (l, J) ∈ P t❡❧s q✉❡ u(k) = 0✱ u(l) > 0 ❡t J0 6= ∅ ♦♥ ❛

ζε

(
(ηk,Ie(k, I)η

′
l,Je(l, J))|d(frp)

)
> 2n

(
vV (ηk,Iη

′
l,J) + u(l)

)
+ (#I +#J)u(k+ l)− ε|k+ l|✳

❉❡ ♣❧✉s u(k + l) = u(l)✱ ❞♦♥❝ ζε
(
(ηk,Ie(k, I)η

′
l,Je(l, J))|d(frp)

)
> ζε(x) + ζε(y) + 1✱ s❛✉❢ s✐

n = 0✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t r✐❡♥ à ❞é♠♦♥tr❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✹✳ ❙✐ ε > 0✱ i ∈ N✱ x ∈WΩint,i
K[X]/K ❡t y ∈WΩfrp

K[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(xy) > ζε(x) + ζε(y) + i✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s x =
∑

(k,I)∈P
u(k)=0
#I=i

ηk,Ie(k, I) ❡t y =
∑

(l,J)∈P
u(l)>0
J0 6=∅

η′l,Je(l, J)✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡

✸✳✶✳✽ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (k, I), (l, J) ∈ P t❡❧s q✉❡ u(k) = 0✱ u(l) > 0 ❡t J0 6= ∅ ♦♥ ✈ér✐✜❡

ζε

(
(ηk,Ie(k, I)η

′
l,Je(l, J))|frp

)
> 2n vV (ηk,Iη

′
l,J)+ (#I +#J +1)u(k+ l)− ε|k+ l|✳ P✉✐sq✉❡

u(k + l) = u(l)✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ζε
(
(ηk,Ie(k, I)η

′
l,Je(l, J))|frp

)
> ζε(x) + ζε(y) + #I✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t

❛❧♦rs ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✸✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✺✳ ❙✐ ε > 0✱ x ∈WΩint
K[X]/K ❡t y ∈WΩK[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(xy) > ζε(x) + ζε(y)✳

✺✶



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ♦ù x, y ∈ WΩiK[X]/K ✱ ♣♦✉r

✉♥ ❝❡rt❛✐♥ i ∈ N✳ ➱❝r✐✈♦♥s y = y|int + y|frp + y|d(frp)✳ ❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✶✳✶✷ ❡t
✸✳✶✳✶✹ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✷✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ζε(xy|d(frp)) > ζε(x) + ζε(y)✳ ❙✐ ❧✬♦♥

♣♦s❡ y′ ∈WΩfrp,i−1
K[X]/K t❡❧ q✉❡ d(y′) = y|d(frp)✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷ ♥♦✉s ❛✈♦♥s

ζε(y
′) = ζε(y|frp)✳ ❖r xy|d(frp) = (−1)i (d(xy′)− d(x)y′)✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥

✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✶✵✳✷✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✻✳ ❙✐ ε > 0 ❡t x, y ∈WΩfrp
K[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|frp) > ζε(x) + ζε(y) + 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (k, I), (l, J) ∈ P ❛✈❡❝
u(k) 6= 0✱ I0 6= ∅✱ u(l) 6= 0 ❡t J0 6= ∅✱ ❡t t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ηk, ηl ∈ W (K) ♦♥ ✈ér✐✜❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ζε (ηke(k, I)ηle(l, J)) > ζε(ηke(k, I))+ζε(ηle(l, J))+1✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽
♦♥ ❛ ✿

ζε ((ηke(k, I)ηle(l, J))|frp) >

2n (vV (ηkηl) + u(k) + u(l)− u(k + l)) + (#I +#J + 1)u(k + l)− ε|k + l|✳

❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ s✐ ✿

2n (u(k) + u(l)− u(k + l)) + (#I +#J + 1)u(k + l) > (#I + 1)u(k) + (#J + 1)u(l) + 1✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ #I+1 6 n ❡t #J+1 6 n ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ I0 6= ∅ ❡t J0 6= ∅✳
❖r ♣✉✐sq✉❡ u(k + l) 6 max{u(k), u(l)}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

2nu(k) + 2nu(l) + (#I +#J + 1− 2n)u(k + l) >

2nmin{u(k), u(l)}+ (#I +#J + 1)max{u(k), u(l)}✳

❈❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✐ n 6= 0✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ❡✉ n = 0✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t r✐❡♥
❡✉ à ❞é♠♦♥tr❡r✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✼✳ ❙✐ ε > 0✱ x ∈WΩfrp
K[X]/K ❡t y ∈ d

(
WΩfrp

K[X]/K

)
❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|frp) > ζε(x) + ζε(y)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (k, I), (l, J) ∈ P ❛✈❡❝
u(k) 6= 0✱ I0 6= ∅✱ u(l) 6= 0 ❡t J0 = ∅✱ ❡t t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ηk, ηl ∈ W (K) ♦♥ ✈ér✐✜❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ζε (ηke(k, I)ηle(l, J)) > ζε(ηke(k, I)) + ζε(ηle(l, J))✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✶✳✾ ♦♥ ❛ ✿

ζε ((ηke(k, I)ηle(l, J))|frp) >

2n (vV (ηkηl) + max{u(k), u(l)} − u(k + l)) + (#I +#J + 1)u(k + l)− ε|k + l|✳

✺✷



❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ s✐ ✿

2n (max{u(k), u(l)} − u(k + l)) + (#I +#J + 1)u(k + l) > (#I + 1)u(k) + #Ju(l)✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ #I +1 6 n ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ I0 6= ∅✱ ❡t #J 6 n✳ ❖r ♣✉✐sq✉❡
u(k + l) 6 max{u(k), u(l)}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✿

2nmax{u(k), u(l)}+ (#I +#J + 1− 2n)u(k + l) > (#I +#J + 1)max{u(k), u(l)}✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✽✳ ❙✐ ε > 0 ❡t x, y ∈WΩfrp
K[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|d(frp)) > ζε(x) + ζε(y) + 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (k, I), (l, J) ∈ P ❛✈❡❝
u(k) 6= 0✱ I0 6= ∅✱ u(l) 6= 0 ❡t J0 6= ∅✱ ❡t t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ηk, ηl ∈ W (K) ♦♥ ✈ér✐✜❡
❧✬✐♥é❣❛❧✐té ζε (ηke(k, I)ηle(l, J)) > ζε(ηke(k, I))+ζε(ηle(l, J))+2✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽
♦♥ ❛ ✿

ζε
(
(ηke(k, I)ηle(l, J))|d(frp)

)
> 2n (vV (ηkηl) + u(k) + u(l)) + (#I +#J)u(k + l)− ε|k + l|✳

❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ s✐ ✿

2n (u(k) + u(l)) + (#I +#J)u(k + l) > (#I + 1)u(k) + (#J + 1)u(l) + 2✳

❈❡ q✉✐ ❡st ❝❧❛✐r ♣✉✐sq✉❡ #I + 1 6 n ❡t #J + 1 6 n ❝❛r ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ I0 6= ∅ ❡t
J0 6= ∅✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✾✳ ❙✐ ε > 0 ❡t x, y ∈WΩfrp
K[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|int) > ζε(x) + ζε(y) + 2✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (k, I), (l, J) ∈ P t❡❧s q✉❡ u(k) 6= 0✱ I0 6= ∅✱
u(l) 6= 0 ❡t J0 6= ∅✱ ❡t t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ηk, ηl ∈ W (K) ♦♥ ✈ér✐✜❡ t♦✉❥♦✉rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
ζε ((ηke(k, I)ηle(l, J)) |int) > ζε(ηke(k, I))+ ζε(ηle(l, J))+2✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽ ♦♥ ❛
ζε ((ηke(k, I)ηle(l, J)) |int) > 2n (vV (ηkηl) + u(k) + u(l))− ε|k+ l| ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡
♦♥ ❛ u(k + l) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ n > #I + 1 ❡t n > #J + 1 ❝❛r
♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé I0 6= ∅ ❡t J0 6= ∅✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✵✳ ❙✐ ε > 0 ❡t x, y ∈WΩfrac
K[X]/K ❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|int) > ζε(x) + ζε(y)✳

✺✸



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (k, I), (l, J) ∈ P t❡❧s q✉❡ u(k) 6= 0✱
I0 6= ∅ ❡t u(l) 6= 0✱ ❡t t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ηk, ηl ∈ W (K) ♦♥ ✈ér✐✜❡ t♦✉❥♦✉rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
ζε ((ηke(k, I)ηle(l, J)) |int) > ζε(ηke(k, I)) + ζε(ηle(l, J))✳ ❖r ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾ ♦♥
❛ ζε ((ηke(k, I)ηle(l, J)) |int) > 2n (vV (ηkηl) + min{u(k), u(l)})− ε|k + l| ❝❛r ❞❛♥s ❧❛ ♣❛rt✐❡
❡♥t✐èr❡ ♦♥ ❛ u(k + l) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❡ ❧♦rsq✉❡ u(k) = u(l)✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❝❡
❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣✉✐sq✉❡ 2n > (#I + 1 +#J) s✐ J0 = ∅ ❡t 2n > (#I + 1 +#J + 1) s✐♥♦♥✳

▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t q✉❡ s✐ I0 = ∅✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷
♦♥ ❛ e(k, I)e(l, J) = d(e(k, I r {min(k)})e(l, J))− (−1)#I−1e(k, I r {min(k)})d(e(l, J))✱ ❡t
♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✶✳ ❙✐ ε > 0✱ x ∈WΩfrp
K[X]/K ❡t y ∈ d

(
WΩfrp

K[X]/K

)
✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|d(frp)) > ζε(x) + ζε(y) + 1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (k, I), (l, J) ∈ P ❛✈❡❝
u(k) 6= 0✱ I0 6= ∅✱ u(l) 6= 0 ❡t J0 = ∅✱ ❡t t♦✉s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ηk, ηl ∈ W (K) ♦♥ ✈ér✐✜❡
t♦✉❥♦✉rs ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ζε

(
(ηke(k, I)ηle(l, J))|d(frp)

)
> ζε(ηke(k, I))+ζε(ηle(l, J))+1✳ ❖r ❞✬❛♣rès

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾ ♦♥ ❛ ✿

ζε
(
(ηke(k, I)ηle(l, J))|d(frp)

)
> 2n (vV (ηkηl) + min{u(k), u(l)})+(#I+#J)u(k+l)−ε|k+l|✳

❉♦♥❝ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ s✐ ✿

2nmin{u(k), u(l)}+ (#I +#J)u(k + l) > (#I + 1)u(k) + #Ju(l) + 1✳

P✉✐sq✉❡ #I + 1 6 n ❝❛r ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ I0 6= ∅✱ q✉❡ 1 6 #J 6 n ❝❛r ♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé
J0 = ∅✱ ❡t q✉❡ u(k + l) 6= 0 ❝❛r ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ❝❡tt❡ é❣❛❧✐té ❞❡✈✐❡♥t
é✈✐❞❡♥t❡ s✐ u(k) = u(l) ❀ s✐♥♦♥ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs u(k + l) = max{u(k), u(l)}✱ ❡t ♦♥ ❛ t❡r♠✐♥é s✐
n 6= 0 ✭s✐ n = 0 ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s r✐❡♥ à ❢❛✐r❡✮✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✷✳ ❙✐ ε > 0 ❡t x, y ∈ d
(
WΩfrp

K[X]/K

)
❛❧♦rs ✿

(ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε((xy)|d(frp)) > ζε(x) + ζε(y)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ x ∈ WΩiK[X]/K ♣♦✉r ✉♥

❝❡rt❛✐♥ i ∈ N✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ y′ ∈ WΩfrp
K[X]/K t❡❧ q✉❡ d(y′) = y✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✷✳✸✳✶✷ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ζε(y′) = ζε(y)✳ ❖r xy = (−1)id(xy′)✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✶✵✳✷✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✼✳

✭✸✳✶✳✷✸✮ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ♣r❡♥❞ x, y ∈WΩint
K[X]/K ✱ ❛❧♦rs xy ∈WΩint

K[X]/K ✱ ❞♦♥❝
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r (xy)|frp = (xy)|d(frp) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ε > 0 ♦♥ ❛
ζε ((xy)|frp) = ζε

(
(xy)|d(frp)

)
= +∞✳

✺✹



❉❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ s✐ x ∈WΩint
K[X]/K ❡t y ∈WΩfrac

K[X]/K ✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡
ζε ((xy)|int) = +∞ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳

❊♥✜♥✱ s✐ x, y ∈ d
(
WΩfrp

K[X]/K

)
✱ ❛❧♦rs ♣✉✐sq✉❡ xy ❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ d ♦♥ ❛ (xy)|frp = 0✱

❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ζε ((xy)|frp) = +∞ ♣♦✉r ε > 0✳

✭✸✳✶✳✷✹✮ ❖♥ ♣❡✉t rés✉♠❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝♦♠♣♦r✲
t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ζε ♣♦✉r ε > 0 ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✭♦♥
s✉♣♣♦s❡r❛ s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ζε(x) 6= −∞ ❡t ζε(y) 6= −∞✮✳

ζε ((xy)|int) > ζε ((xy)|frp) > ζε
(
(xy)|d(frp)

)
>

x ∈WΩint
K[X]/K

y ∈WΩint
K[X]/K

ζε (x) + ζε (y) +∞ +∞

x ∈WΩfrp
K[X]/K

y ∈WΩint
K[X]/K

+∞ ζε (x) + ζε (y) ζε (x) + ζε (y) + 1

x ∈ d
(
WΩfrp

K[X]/K

)

y ∈WΩint
K[X]/K

+∞ ζε (x) + ζε (y) ζε (x) + ζε (y)

x ∈WΩfrp
K[X]/K

y ∈WΩfrp
K[X]/K

ζε (x) + ζε (y) + 2 ζε (x) + ζε (y) + 1 ζε (x) + ζε (y) + 2

x ∈ d
(
WΩfrp

K[X]/K

)

y ∈WΩfrp
K[X]/K

ζε (x) + ζε (y) ζε (x) + ζε (y) ζε (x) + ζε (y) + 1

x ∈ d
(
WΩfrp

K[X]/K

)

y ∈ d
(
WΩfrp

K[X]/K

) ζε (x) + ζε (y) +∞ ζε (x) + ζε (y)

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✺✳ P♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ζε ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■♠♠é❞✐❛t ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✳✶✵✳✷✮ ❡t ✭✸✳✶✳✷✹✮✳

✸✳✷ ❙tr✉❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ p

◆♦✉s ❡♥t❛♠♦♥s ✐❝✐ ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t K ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ❖♥ ❛✐♠❡r❛✐t ♥♦t❛♠✲
♠❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ✈✉❡ ❡♥ ✭✷✳✸✳✶✼✮ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r
♦❜t❡♥✐r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✭✸✳✶✳✷✹✮✳ P✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s
❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ét❛❧❡ s✉r ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s K[X]✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❛❧♦rs ♣❧✉s
♣❡rt✐♥❡♥t ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✻ ❞❡ ❜✐❡♥ ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ K[X]✲♠♦❞✉❧❡ ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s tâ❝❤♦♥s

✺✺



❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ▲✬✉♥ ❞❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s s❡r❛ ❛❧♦rs ❞❡ r❡❧❡✈❡r ❝❡s
rés✉❧t❛ts ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ✐♥✐t✐❛❧✳

✭✸✳✷✳✶✮ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✜①❡r ❞❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ❡t ❞é✜♥✐r ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳

❖♥ ✜①❡ K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❛✐♥s✐ q✉❡ n ∈ N✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❝♦♠♠❡
✉s✉❡❧❧❡♠❡♥t K[X] := K[X1, . . . , Xn]✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ W (K)[X] :=W (K)[X1, . . . , Xn]✳ P♦✉r t♦✉t

J ⊂ J1, nK ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ k : J → N✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ Xk :=
∏

j∈J

Xj
k(j)✳ ❋✐①♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t R ✉♥❡

K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ s❡ r❡❧❡✈❛♥t ❡♥ ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ R✳ P♦s♦♥s
F : R† → R† ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① r❡❧❡✈❛♥t ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r R† ∼= R ❡t ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝
F : W (K)→W (K) ✭❞✬❛♣rès ✭✶✳✷✳✶✹✮✱ ✉♥ t❡❧ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs✮✳ ◆♦t♦♥s Π: R† → R
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✸ ♦♥ ❛ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①
sF : R† →W (R†) ✭❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s✮✳ ❖♥ ♣♦s❡ ✿

tF :
R† → W (R)
r 7→ W (Π) ◦ sF (x)

✳

■❧ ❡st ❞é♠♦♥tré ❡♥ ❬✶✻✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳❪ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ tF ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s W †(R)✱
❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❛r ❧✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ✭✷✳✶✳✶✹✳✶✮ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s ✿

tF : Ωsep
R†/W (K)

→W †ΩR/K✳

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❞❡✈✐❡♥t ♠♦❞✉❧♦ p ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K✲❞❣❛s tF : ΩR/K → W †ΩR/K✳ P♦s♦♥s

I(R) := Ker(W (R)→ R) ❡t I†(R) := Ker(W †(R)→ R)✳
❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s ✿

0 I(R) W (R) R 0✳
tF

P✉✐sq✉❡ tF ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥sW †(R) ❡♥ ❞❡❣ré 0✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s
❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ✿

0 I†(R) W †(R) R 0✳
tF

✭✸✳✷✳✶✳✶✮

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s ❡♥✜♥ F̃rob: W (K)[X]† →W (K)[X]† ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ FrobK[X] ❛ss♦❝✐❛♥t
Xi

p à Xi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK✳ ❙✐ R = W (K)[X]✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡s ✿

vF :
Ωsep
W (K)[X]†/W (K)

→ W †ΩK[X]/K

x 7→ tF (x)− tF̃rob(x)
✳ ✭✸✳✷✳✶✳✷✮

✺✻



▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✳ ❙♦✐t k ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s t❡❧❧❡ q✉❡ vp(k) = 0✳ ❙♦✐t I ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡
k t❡❧❧❡ q✉❡ I0 6= ∅✳ ❙♦✐t u ∈ N∗✳ ❆❧♦rs e(k, I) ∈ FrobK[X]

u(K[X])Ω#I
K[X]/K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐

❧✬✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ✈ér✐✜é❡ ✿
✖ ■❧ ❡①✐st❡ i ∈ Supp(k) t❡❧ q✉❡ ki > pu✳
✖ ■❧ ❡①✐st❡ i ∈ I0 t❡❧ q✉❡ ki = pu✳
✖ ■❧ ❡①✐st❡ l ∈ J1,#IK t❡❧ q✉❡ #Il > 2 ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ Il ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ki = pu✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ e(k, I) ❡st ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛❧♦rs ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠✲

❜✐♥❛✐s♦♥ K✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ [Xi]
pue(l, I)✱ ♦ù (l, I) ∈ P ✈ér✐✜❡ vp(l) = 0 ❡t

|k| = |l|+ pu✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❱ér✐✜♦♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t s✉✣s❛♥t❡s✳ ❙✐ i ∈ I0 ✈ér✐✜❡ ki > pu✱ ❛❧♦rs
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ [Xi]

pu | f(k|I0)✳
❙✬✐❧ ❡①✐st❡ l ∈ J1,#IK t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t i ∈ Il ✈ér✐✜❛♥t ki > pu✱ ❛❧♦rs s✐ vp(k|Il) = 0

♦♥ ❛ g(k|Il) ≡ [Xi]
pud
(
[Xi]

ki−pu
[
Xk|Ilr{i}

])
[p] ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g ❡t ♣❛r ✭✷✳✷✳✷✳✷✮ ❀ s✐

❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ vp(k|Il) > 0✱ ❛❧♦rs g(k|Il) =

[
X

(
1−p

− vp(k|Il
)
)
k|Il

]
d

([
Xp

− vp(k|Il
)
k|Il

])
✳ ❙✐

vp(k|Il) < u ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ✭✷✳✷✳✷✳✷✮ ✿

d

([
Xp

− vp(k|Il
)
k|Il

])
≡ [Xi]

p
u−vp(k|Il

)

d

(
[Xi]

p
− vp(k|Il

)
(ki−pu)

[
Xp

− vp(k|Il
)
k|Ilr{i}

])
[p]✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❛r
(
1− p− vp(k|Il )

)
ki+p

u−vp(k|Il ) > pu✳ ❘❡st❡ ❧❡ ❝❛s vp(k|Il) > u✱

♦♥ ❛ ❛❧♦rs ki > 2pu ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❛r
(
1− p− vp(k|Il )

)
ki > pu✳

❊♥✜♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ l ∈ J1,#IK t❡❧ q✉❡ #Il > 2 ❡t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ Il ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ki = pu✱

❛❧♦rs s✐ vp(k|Il) = 0 ♥♦✉s ❛✈♦♥s g(k|Il) ≡ [Xi]
pud
([
Xk|Ilr{i}

])
[p] ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g ❡t ♣❛r

✭✷✳✷✳✷✳✷✮ ❀ s✐♥♦♥✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t vp(k|Il) 6 u✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ✿

g(k|Il) = [Xi]
puF vp(k|Il )


d




X

k|Ilr{i}

p
− vp(k|Il

)








+
[
Xk|Ilr{i}

]
F vp(k|Il )

(
d

(
[Xi]

p
u−vp(k|Il

)
))

✳

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✷✳✷✳✷✳✷✮✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é s❡ ❞é❞✉✐t ❞✉ ❧❡♠♠❡
✸✳✶✳✼✳

▲❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦♥t ❞❡ ♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ P♦✉r ❧❡ ✈ér✐✜❡r✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ J1, nK ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ρuE é❣❛❧❡ à pu s✉r E ❡t 0 s✐♥♦♥✱ ✐❧ ♥♦✉s s✉✣t ❞❡
♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k t❡❧❧❡ q✉❡ 0 6 k < pu ❡t vp(k) = 0✱ t♦✉t❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ I
❞❡ k✱ t♦✉t i ∈ J1, nK r Supp(k) ❡t t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ J ⊂ J1, nKr(Supp(k)∪{i}) ❧❡ ♣r♦❞✉✐t
[Xi]p

ue(k, I)e(ρuJ , J) ❡st ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❉✬❛♣rès ❧❡

✺✼



❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✼✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s ❞❡ J ∪ {i} ❞❡ t❛✐❧❧❡ #J ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡

❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s : P → Z(p) t❡❧❧❡ q✉❡ [Xi]
pue(ρuJ , J) =

∑

L∈P

s(L)e(ρuS∪{i}, L)✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès

✭✷✳✷✳✷✳✷✮ s✐ #I > 1 ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ✿

[Xmin(ρS∪{i})]
pue(k, I) ≡ f(k|I0)×

(
#I−1∏

l=1

d(f(k|Il))

)
× d([Xmin(ρS∪{i})]

puf(k|I#I ))[p]✳

❊♥ ré✉♥✐ss❛♥t ❝❡s ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts✱ ♦♥ r❡❝♦♥♥❛ît ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✉
tr♦✐s✐è♠❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s #I > 1✱ s✐♥♦♥ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ❞✉
❞❡✉①✐è♠❡ ♦✉ tr♦✐s✐è♠❡ t②♣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ P♦✉r t♦✉t u ∈ N∗✱ ♥♦t♦♥s ρu :
J1, nK→ N

[
1
p

]

e 7→ pu
❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s ❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ ❛ ✿

WΩfrp,i
K[X]/K =

∏

u∈N∗

∏

(k,I)∈P
vp(k)=0
06k<pu

I0 6=∅
#I6i

∏

J⊂J1,nKrSupp(k)
#J=i−#I

e

(
k + ρu|J

pu
, I ∪ J

)
K[X]✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t (l, L) ∈ P t❡❧ q✉❡ u(l) 6= 0 ❡t L0 6= ∅✱ s✐ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡tt❡ ❞é✲

❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ♦♥ é❝r✐t e(l, L) =
∑

(k,I)∈P
vp(k)=0

06k<pu(l)

I0 6=∅
#I6i

∑

J⊂J1,nKrSupp(k)
#J=i−#I

e

(
k + ρu(l)|J

pu(l)
, I ∪ J

)
Pk,I,J ✱ ♦ù ❧❡s

Pk,I,J ∈ K[X] ♣♦✉r t♦✉t (k, I) ∈ P ❡t J ⊂ J1, nKr Supp(k) ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✱ ❛❧♦rs ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs
✈ér✐✜❡♥t deg(Pk,I,J) + p−u|k|+#J = |l|✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t q✉❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷✱ ❞❡ ❬✶✻✱ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳❪✱ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é
❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✷ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r pu(l)|l|✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✳ ❙♦✐t M ✉♥ ❣r♦✉♣❡ ❛❜é❧✐❡♥ t❡❧ q✉❡
⋂

n∈N

pnM = {0M}✱ ❡t N ✉♥ ❣r♦✉♣❡

❛❜é❧✐❡♥ s❛♥s p✲t♦rs✐♦♥✳ ❙♦✐t ϕ : M → N ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s ❞❡ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
ϕ : M → N ✐♥❞✉✐t ♠♦❞✉❧♦ p s♦✐t ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❛❧♦rs ϕ ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t m ∈ M t❡❧ q✉❡ ϕ(m) = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ m 6= 0✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r
M ✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N ❡t m′ ∈ M r pM t❡❧ q✉❡ m = pnm′✳ ❖♥ ❛ ϕ(m) = pnϕ(m′) = 0✱ ❞♦♥❝

✺✽



♣✉✐sq✉❡ N ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ϕ(m′) = 0✳ ❖r ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ϕ(m′) = 0 ❞♦♥❝ q✉❡ m′ = 0 ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ q✉❡
m′ /∈ pM ✱ ❞♦♥❝ m = 0 ❡t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s t
F̃rob

: Ωsep
W (K)[X]†/W (K)

→W †ΩK[X]/K

❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ❛ ♣♦✉r ✐♠❛❣❡ W †Ωint
K[X]/K✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK ♦♥ ❛ t

F̃rob
(Xi) = [Xi]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❬✶✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳❪ ❡t ❞❡ ❬✷✽✱ ✵✳ ✭✶✳✸✳✶✽✮❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ tF : Ωsep
R†/W (K)

→ W †ΩR/K ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❛

ré❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ p✳ ❉❡ ♣❧✉s s✐ R = K[X] ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ vF : Ωsep
R†/W (K)

→ W †ΩR/K ❡st à

✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Fil1W †ΩR/K✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▼♦❞✉❧♦ p✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡✈✐❡♥t tF : ΩR/K → W †ΩR/K✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦✲

rè♠❡ ✷✳✷✳✺ W1ΩR/K
∼= ΩR/K✱ ❞♦♥❝ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ W †ΩR/K → ΩR/K✱ ❡t ❡♥

❝♦♠♣♦s❛♥t ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✈❡❝ tF ✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ iF : ΩR/K → ΩR/K✳ ❉✬❛♣rès ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✷✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥é ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡♥ ❞❡❣ré 0✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tF ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✶✵ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ IdR✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ iF
❡st ❧✬✐❞❡♥t✐té✱ ❞♦♥❝ tF ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✷✳✷✳✶✵✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✼✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = W (K)[X]✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
s❝✐♥❞é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ K[X]✲♠♦❞✉❧❡s ✿

0 ΩiK[X]/K WΩiK[X]/K WΩfrac,i
K[X]/K 0✳

tF

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺

❧♦rsq✉❡ F = F̃rob✳ ❙✐♥♦♥✱ s♦✐t x ∈ WΩiK[X]/K✳ ❖♥ ❛ vF (x|int) ∈ WΩfrac,i
K[X]/K ❞✬❛♣rès ❧❡s

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✷✳✻ ❡t ✷✳✸✳✶✹✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✳

✸✳✸ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥♥❡❛✉ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✲

✈❡r❣❡♥ts

❆✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ✭✷✳✸✳✶✼✮ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡
✈❛r✐été ❧✐ss❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ♠❛✐tr✐s❡ ❞❡ ❧❛
s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s✉r ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ✭✸✳✶✳✷✹✮✱ ✐❧ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
♣♦✉✈♦✐r ② ♣❛r✈❡♥✐r ❡♥ ❞❡❣ré ③ér♦ ✿ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r à ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡
❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♠♦❞✉❧❡s✱ ✐♠✐t❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥t✐èr❡ ❡t ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ◆♦✉s

✺✾



❛❧❧♦♥s ♣♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✱ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❡♥ ✜♥ ❞❡ s❡❝t✐♦♥✳

✭✸✳✸✳✶✮ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✷✳✶✮✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✉♥ ❝♦r♣s K ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ✉♥ ❡♥t✐❡r n ∈ N ❡t
❧❡s ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s K[X] = K[X1, . . . , Xn] ❡t W (K)[X] = W (K)[X1, . . . , Xn]✳ P♦✉r

t♦✉t J ⊂ J1, nK ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ k : J → N✱ ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧✬é❝r✐t✉r❡ Xk :=
∏

j∈J

Xj
k(j)✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ R r❡❧❡✈❛♥t ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❧✐ss❡ R✱ ❡t F : R† → R† ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❈❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ✉♥✐q✉❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s tF : Ωsep

R†/W (K)
→W †ΩR/K✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t

❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✜①é F̃rob s✉r W (K)[X]† ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲
♠♦❞✉❧❡s vF = tF − tF̃rob s✐ R =W (K)[X]✳

❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❧❡❝t❡✉r q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✷✳✺✳✷✮ ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥
γε,ϕ,a s✉r W (R) ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ε > 0✱ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s
ϕ : K[X1, . . . , Xm]✱ ♦ù m ∈ N✱ ❡t ❞❡ a ∈]0,+∞[m✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ q✉❡ P ′

0 ❛ été ❞é✜♥✐
❝♦♠♠❡ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ P0 ❝♦♥st✐t✉é ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s k t❡❧❧❡s q✉❡ 0 6 k < 1✳

✭✸✳✸✳✷✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R =W (K)[X]✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ tF ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t
❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✿

∀x ∈W (K)[X]†, vF (x) ∈ V
(
W †(K[X])

)
✱ ✭✸✳✸✳✷✳✶✮

∀x, y ∈ Ωsep
W (K)[X]†/W (K)

, vF (xy) = vF (x)vF (y) + t
F̃rob

(x)vF (y) + vF (x)tF̃rob(y)✱ ✭✸✳✸✳✷✳✷✮

∀x ∈ Ωsep
W (K)[X]†/W (K)

, vF (xp) =

p∑

q=1

(
p

q

)
t
F̃rob

(x)p−qvF (x)
q✳ ✭✸✳✸✳✷✳✸✮

✭✸✳✸✳✸✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R =W (K)[X]✳ ❙♦✐t a := (ai)i∈J1,nK ∈]0,+∞[n✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞❡ ✭✸✳✸✳✷✳✶✮ ❡t ❞❡ γε,IdK[X],a ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ♣r❡♥❞r❡ ε > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❛✜♥
❞✬❛✈♦✐r ✿

∀i ∈ J1, nK, γε,IdK[X],a(vF (Xi)) >
3

4
− εai✳

❊♥ ❢❛✐t✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t η > 0 ♦♥ ♣❡✉t ♠ê♠❡ tr♦✉✈❡r ε > 0 t❡❧ q✉❡ γε,IdK[X],a(vF (Xi)) > 1−η
♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK✳ ■❝✐✱ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛ ♣r♦❧✐❢ér❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛

ré❞❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s η ❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧ à
3

4
❀ ♠❛✐s ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛②❛♥t ❜❡s♦✐♥

❞✬✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣❧✉s ✜♥❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ♣♦✉rr❛ r❡♠♣❧❛❝❡r ❝❡tt❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣❛r ✉♥❡
❛✉tr❡ ❞❡ s❛ ❝♦♥✈❡♥❛♥❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R =W (K)[X]✳ ❙♦✐❡♥t l ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s à ✈❛❧❡✉rs
❡♥t✐èr❡s✱ ❡t a := (ai)i∈J1,nK ∈]0,+∞[n✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ] ♦♥ ❛ ✿

γε,IdK[X],a(vF (X
l)) >

3

4
− ε

n∑

i=1

aili✳

✻✵



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✸✳✸✮✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs tr♦✉✈❡r δ > 0 t❡❧ q✉❡ t♦✉t ε ∈]0, δ] ✈ér✐✜❡ ✿

∀i ∈ J1, nK, γε,IdK[X],a(vF (Xi)) >
3

4
− εai✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡ t❡❧s δ ❡t ε✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r |l| ∈ N✳ P♦✉r |l| 6 1✱ ✐❧ ♥✬② ❛

r✐❡♥ à ❢❛✐r❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t❡s ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s l′

à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s t❡❧❧❡s q✉❡ |l′| 6 k ∈ N∗✳ ❙♦✐❡♥t l ❡t l′ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s à ✈❛❧❡✉rs
❡♥t✐èr❡s t❡❧❧❡ q✉❡ |l′| = |l| − 1 = k ❡t q✉❡ l − l′ s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s N ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ i ∈ J1, nK t❡❧ q✉❡ li = l′i + 1✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✸✳✷✳✷✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✱ ♦♥
❛ vF (X l) = vF (X

l′Xi) = vF (X
l′) (vF (Xi) + [Xi]) + [X l′ ]vF (Xi)✳ P✉✐sq✉❡ γε,IdK[X],a ❡st ✉♥❡

♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✿

γε,IdK[X],a(vF (X
l)) > min

{
3

4
− ε

n∑

i=1

ail
′
i − εai,−ε

n∑

i=1

ail
′
i +

3

4
− εai

}
✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = W (K)[X]✳ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✱
✐❞❡♥t✐✜♦♥s Ωsep,1

W (K)[X]†/W (K)
❡t W †Ωint,1

K[X]/K ❡♥ t❛♥t q✉❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❙♦✐t a ∈]0,+∞[n✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ] ♦♥ ❛ ✿

∀x ∈W (K)[X]†, γε,IdK[X],a(vF (x)) > γε,IdK[X],a(x) +
3

4
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ x ∈ W (K)[X]† ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ sér✐❡ x =
∑

k∈P0
u(k)=0

ηkX
k✱ ♦ù ❧❡s

ηk ∈W (K) ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ P0 à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹
❡t ♣✉✐sq✉❡ γε,IdK[X],a ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
S ⊂ {k ∈ P0 | u(k) = 0} ❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ✿

γε,IdK[X],a

(
vF

(
∑

k∈S

ηkX
k

))
> γε,IdK[X],a

(
∑

k∈S

ηkX
k

)
+

3

4
> γε,IdK[X],a(x) +

3

4
✳

❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❝❛r ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ p✲❛❞✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ sér✐❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ s❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ V ✲
❛❞✐q✉❡✱ ❡t ♣❛r ✭✷✳✺✳✷✳✸✮✳

✭✸✳✸✳✻✮ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❧❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ψ : K[X]→ R✳ ❉✬❛♣rès
❬✹✹✱ ✵❊❇❙❪✱ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ✉♥ ❝❛rré ❝♦✲❝❛rtés✐❡♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s K[X]✲
❛❧❣è❜r❡s ✿

K[X] K[X]

R R

FrobK[X]

ψ ψ

FrobR

✳

✻✶



❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣✉✐sq✉❡ K ❡st ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K[X]✲❛❧❣è❜r❡s

R ∼=
⊕

k∈P ′
0

u(k)61

R ⊗K[X] X
pk FrobK[X] (K[X])✱ ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ R ⊗K[X] FrobK[X] (K[X]) ❝♦rr❡s♣♦♥❞

à ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳
❖♥ ❞é✜♥✐t Gψ :=

{
ψ(f(k)) ∈W †(R) | k ∈ P ′

0, u(k) 6= 0
}
✱ ❡t ♣♦✉r t♦✉t ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧

l ∈ N∗ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s Gψ,l := {ψ(f(k)) ∈ Gψ | u(k) = l}✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s ❡♥✜♥ ❧❡ R†✲s♦✉s ♠♦✲
❞✉❧❡ ❞❡ W †(R) ✿

G‡
ψ :=

{ ∑

g∈Gψ

tF (rg)g ∈W
†(R) | ∀g ∈ Gψ, rg ∈ R

†
}
✳

▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡①♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❝❡❧❧❡ à ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ♣❡✉t s❡ r❛♠❡♥❡r
❧♦❝❛❧❡♠❡♥t s✉r ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ s✉r K✳ ▲❡ R†✲s♦✉s ♠♦❞✉❧❡ G‡

ψ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ q✉❛♥t à ❧✉✐ à ❧❛
♣❛rt✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥♥❛✐r❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡s ♣r♦❝❤❛✐♥❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❞✬✉♥❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡
❞✐r❡❝t❡ ❞❡ R†✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ W †(R)✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✼✳ ❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s

G‡
ψ →W

†
(R) ✐♥❞✉✐t ♠♦❞✉❧♦ p ♣❛r ❧✬✐♥❥❡❝t✐♦♥ G‡

ψ →W †(R) ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x =
∑

g∈Gψ

tF (rg)g ∈ G
‡
ψ✱ ♦ù t♦✉s ❧❡s rg ∈ R† ♣♦✉r t♦✉t g ∈ Gψ✳ ❙✉♣♣♦✲

s♦♥s q✉❡ x ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p ❞❛♥s W †(R)✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t g ∈ Gψ
♦♥ ❛ p | rg✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡r❛ ❧❡ ❧❡♠♠❡✳ P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ♣❛r ré✲
❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l ∈ N∗ q✉❡ ♣♦✉r g ∈ Gψ,l ♦♥ ❛ p | rg✳ P♦✉r ❧❡ ❝❛s l = 1✱ r❡♠❛rq✉♦♥s

q✉❡ x =
∑

g∈Gψ,1

tF (rg)g +
∑

g∈GψrGψ,1

tF (rg)g✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Gψ,1 ❡t

❞✬❛♣rès ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t
∑

g∈GψrGψ,1

tF (rg)g ∈ V
2(W †(R))✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡

✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛


 ∑

g∈Gψ,1

tF (rg)g




1

=
∑

k∈P0
06k<1
u(k)=1

rψ(f(k))
pψ(Xpk) ∈ Im(FrobR)✳ ❈❡❧❛ ✐♠✲

♣❧✐q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s rψ(f(k)) ❞❛♥s ❧❛ s♦♠♠❡ s♦♥t t♦✉s ♥✉❧s ❞✬❛♣rès ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❡♥ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❝❛s l = 1✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❧❛ ré❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ♠❛✐s

❡♥ s❡ r❛♠❡♥❛♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ x =
∑

g∈Gψ,l

tF (rg)g +
∑

g∈
⋃+∞
i=l+1Gψ,i

tF (rg)g q✉✐ ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p

♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✸✳✽✳ ❉❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✻✮✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ Π: G‡
ψ →W †(R)/tF (R

†) ❞❡

R†✲♠♦❞✉❧❡s ✐♥❞✉✐t ♣❛r ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ W †(R)→W †(R)/tF (R
†) ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

✻✷



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✉♥ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s ✿

G‡
ψ

0 R W †(R) W †(R)/tF (R) 0

Π
s

tF

✳

▲❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ✭✸✳✷✳✶✳✶✮ ❡t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✈❡rt✐❝❛❧
ét❛♥t ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✼✱ Π ❡st ❛❧♦rs ✐♥❥❡❝t✐❢ s✐ ❧✬♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ s = 0✳ ❖r✱ ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥W †(R)→ R ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ à ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝❧❛ss❡
w ∈W †(R) ❧✬é❧é♠❡♥t w0 ∈ R ✭❝❡ ❞❡r♥✐❡r ét❛♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ r❡♣rés❡♥t❛♥t✮✳ ❖r✱
♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ G‡

ψ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ q✉❡ G‡
ψ ⊂ V

(
W †(R)

)
❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡

s = 0✱ ❞♦♥❝ q✉❡ Π ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ Π ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✷✳✹✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✾✳ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✸✳✻✮✳ ❈♦♥s✐❞é✲

r♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t x =
∑

k∈P0
06k<1

tF (rk)ψ(f(k)) ∈W
†(R)✱ ♦ù rk ∈ R

† ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s

k ∈ P0 t❡❧❧❡ q✉❡ 0 6 k < 1✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N✱ ♦♥ ❛ ✿

x ∈ V l
(
W †(R)

)
⇐⇒ ∀k ∈ P0, p

max{l−u(k),0} | rk✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬❛♣rès ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ ❡t ✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮✳ ❉é✲
♠♦♥tr♦♥s ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l ∈ N✱ ❧❡ ❝❛s l = 0 ét❛♥t é✈✐❞❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❧❡

❧❡♠♠❡ ❞é♠♦♥tré ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ l ∈ N✱ ❡t q✉❡ x =
∑

k∈P0
06k<1

tF (rk)ψ(f(k)) ∈ V
l+1
(
W †(R)

)
✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s rk = pmax{l−u(k),0}r′k ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ ❧❛ sér✐❡✱ ♦ù

❧❡s r′k ∈ R
†✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ xl =

∑

k∈P0
06k<1
u(k)6l

r′k
pl

ψ(Xplk) = 0 ❞✬❛♣rès ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ ❡t ✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ r′k = 0 ♣♦✉r t♦✉t k ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

▲❛ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r✲
❣❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù R = W (K)[X]✳ ❙❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣❛ss❡r à ❧❛
s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛♣❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✸✳✻✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❞❡✉① ét❛♣❡s✱ ❛ss❡③ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✶ ❡st ❞✬❛❜♦r❞ ❞é♠♦♥tré❡ ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r s❡ ♠❛îtr✐s❡r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
s✐ R ❡st ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ rés✉❧t❛t
❣é♥ér❛❧ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✷ ✭é♥♦♥❝é❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♠♦✐♥s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡
✸✳✸✳✶✸✮✳

✻✸



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✵✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = W (K)[X]✳ ❙♦✐t a = (ai)i∈J1,nK ∈]0,+∞[n✳
❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ] ❡t t♦✉t w ∈ W †(K[X])✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡

❢♦♥❝t✐♦♥ r :
P ′
0 → W (K)[X]†

k 7→ rk
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

w =
∑

k∈P ′
0

tF (rk)f(k)✱

∀k ∈ P ′
0, γε,IdK[X],a (tF (rk)f(k)) > γε,IdK[X],a(w)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✸✳✾✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ❞♦♥❝ q✉✬à ♣r♦✉✈❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡✳ P♦✉r t♦✉t P (X) =

∑

k∈P0
u(k)=0

akX
k ∈ K[X]✱ ♦ù

ak ∈ K ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ P0 à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ✿

uF (P (X)) := tF



∑

k∈P0
u(k)=0

[ak]X
k


 ✳

❙♦✐t w ∈ W †(K[X])✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ δ > 0
t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r ε ∈]0, δ] ♦♥ ❛✐t γε,IdK[X],a(uF (w0)) > γε,IdK[X],a(w)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛

w(1) := w − uF (w0) ∈ V
(
W †(K[X])

)
❡t γε,IdK[X],a(w

(1)) > γε,IdK[X],a(w)✳

❙♦✐t l ∈ N∗✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w(l) ∈ V l
(
W †(K[X])

)
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ] ♦♥

❛✐t ✿
γε,IdK[X],a(w

(l)) > γε,IdK[X],a(w)✱

❡t q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ P ′
0 t❡❧❧❡ q✉❡ u(k) < l ✐❧ ❡①✐st❡ r(l)k ∈W (K)[X]† t❡❧ q✉❡ ✿

γε,IdK[X],a

(
V ([Xk])tF

(
r
(l)
k

))
> γε,IdK[X],a(w)✱

w − w(l) =
∑

k∈P ′
0

u(k)<l

tF (r
(l)
k )f(k)✳

◆♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧s é❧é♠❡♥ts ♣♦✉r l = 1✳ ❈♦♠♠❡ K ❡st ♣❛r❢❛✐t✱

♦♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥✐q✉❡ w(l)
l =

l∑

i=0

FrobK[X]
i (Pl,i(X))✱ ♦ù ❧❡s Pl,i(X) ∈ K[X]

♣♦✉r t♦✉t i ∈ J0, lK ❡t ❛✉❝✉♥ ♠♦♥ô♠❡ ❞❡s Pl,i(X) ♣♦✉r l 6= i ♥✬❡st ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉
❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J0, l − 1K ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Pl,i(X) =
∑

j∈P ′
0

0<u(j)6l−i

Xpl−ijFrobK[X]
l−i (Pl,i,j(X))✱ ♦ù ❧❡s Pl,i,j(X) ∈ K[X] ✈ér✐✜❡♥t ❞✬❛♣rès

✻✹



✭✷✳✺✳✷✮ q✉❡ l−εva(Pl,i,j)−ε
n∑

t=1

atjt > γε,IdK[X],a(w) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J0, l−1K ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

♣♦✐❞s j ∈ P ′
0 t❡❧❧❡ q✉❡ 0 < u(j) 6 l − i✳ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ l − εva(Pl,l) > γε,IdK[X],a(w)✳ ◆♦✉s

♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs tr♦✉✈❡r w(l+1) ∈ V l+1(W †(K[X])) t❡❧ q✉❡ ✿

w(l) − w(l+1) = pluF (Pl,l(X)) +
l−1∑

i=0

∑

j∈P ′
0

0<u(j)6l−i

piV l−i([Xpl−ij ])uF (Pl,i,j(X)) ✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ❡t ✭✷✳✺✳✷✳✹✮ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✶✳ ❙♦✐t L ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R s♦✐t ✉♥❡
L✲❛❧❣è❜r❡ ét❛❧❡ ✜♥✐❡✱ ❧✐❜r❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ L✲♠♦❞✉❧❡✱ ❞❡ ❜❛s❡ (ri)i∈J1,mK ❛✈❡❝ m ∈ N✳ ❆❧♦rs ✐❧

❡①✐st❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts (ri)i∈J1,mK ∈ R
†m r❡❧❡✈❛♥t ❝❡tt❡ ❜❛s❡ t❡❧s q✉❡ W †(R) =

m⊕

i=1

tF (ri)W
†(L)

❡♥ t❛♥t q✉❡ W †(L)✲♠♦❞✉❧❡✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ϕ : K[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym] → R ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢

❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m′ ∈ N t❡❧ q✉❡ ϕ(Yi) = ri ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ❡t ✈é✲
r✐✜❛♥t ϕ(K[X1, . . . , Xm′ ]) = L ⊂ R✱ ❡t s✐ a = (ai)i∈J1,m+m′K ∈]0,+∞[m+m′

s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 ❡t C 6 0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ]✱
t♦✉t u ∈ N ❡t t♦✉t w ∈ V u

(
W †(R)

)
t❡❧ q✉❡ γε,ϕ,a(w) 6= −∞✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ m✲✉♣❧❡t

(w(i))i∈J1,mK ∈W
†(L)

m
t❡❧ q✉❡ ✿

w =

m∑

i=1

tF (ri)w(i)✱

∀i ∈ J1,mK, γε,ϕ|K[X1,...,Xm′ ]
,(aj)j∈J1,nK

(w(i)) > γε,ϕ,a(w) + εC✱

∀i ∈ J1,mK, w(i) ∈ V u
(
W †(L)

)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✺ ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s
G : W (K)[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym]

† → W (K)[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym]
† ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ r❡❧è✈❡✲

♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢ ϕ† : W (K)[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym]
† → R† t❡❧s q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s

s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

W (K)[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym]
† W (K)[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym]

†

R† R†

G

ϕ† ϕ†

F

✳

❉❡ ♣❧✉s ♣❛r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❬✷✽✱ ✵✳ ✭✶✳✸✳✶✾✮❪ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

W (ϕ)|W (K)[X1,...,Xm′ ,Y1,...,Ym]† = ϕ†✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✻✱ W †(R) =

m⊕

i=1

[ri]W
†(L)✳

✻✺



P♦✉r w ∈W †(R)✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛

w =

m∑

i=1

[ri]α(w, i)

❧✬✉♥✐q✉❡ é❝r✐t✉r❡ ❛✈❡❝ α(w, i) ∈ W †(L) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✳ ❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 ❡t C 6 0 t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ]✱ ♣♦✉r t♦✉t w ∈ W †(R) ❡t t♦✉t
i ∈ J1,mK ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

γε,ϕ|K[X1,...,Xm′ ]
,(aj)j∈J1,nK

(α(w, i)) > γε,ϕ,a(w) + εC ✭✸✳✸✳✶✶✳✶✮

❘❡t❡♥♦♥s ✉♥ t❡❧ δ ❡t ✜①♦♥s ε ∈]0, δ]✳ ◗✉✐tt❡ à ré❞✉✐r❡ δ✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r ❞✬❛♣rès
✭✸✳✸✳✷✳✶✮ q✉❡ ✿

∀i ∈ J1,mK, γε,ϕ,a (W (ϕ) (vG (Yi))) > −εC✳ ✭✸✳✸✳✶✶✳✷✮

❯t✐❧✐s♦♥s ❡♥✜♥ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ ❛✜♥ ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r W (K)[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym]
† à

✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ W †(K[X1, . . . , Xm′ , Y1, . . . , Ym])✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ♦♥ ♣♦s❡ ✿

ri := ϕ†(Yi)✳

P♦✉r t♦✉t l ∈ N✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ✿

β(l) := w −
m∑

i=1

tF (ri)w(l, i)✳

❙♦✐❡♥t w ∈ W †(R) ❡t ε ∈]0, δ] t❡❧ q✉❡ γε,ϕ,a(w) 6= −∞✳ ❙♦✐t l ∈ N✳ P♦✉r t♦✉t l′ ∈ J0, lK✱

♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w(l′, •) :
J1,mK→ W (L)

i 7→ w(l′, i)
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

∀l′ ∈ J1, lK, ∀i ∈ J1,mK, w(l′, i)− w(l′ − 1, i) ∈ V l′−1
(
W †(L)

)
✱ ✭✸✳✸✳✶✶✳✸✮

β(l) ∈ V l
(
W †(L)

)
✱ ✭✸✳✸✳✶✶✳✹✮

γε,ϕ,a(β(l)) > γε,ϕ,a(w)✱ ✭✸✳✸✳✶✶✳✺✮

∀l′ ∈ J1, lK, ∀i ∈ J1,mK, γε,ϕ|K[X1,...,Xm′ ]
,(aj)j∈J1,nK

(w(l′, i)) > γε,ϕ,a(w) + εC✳ ✭✸✳✸✳✶✶✳✻✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r l = 0✱ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❝♦♥✈✐❡♥t✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✼
❡t ❞❡ ✭✸✳✸✳✶✶✳✹✮✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ α(β(l), i) ∈ V l

(
W †(L)

)
♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ❀ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ✿

w(l + 1, i) := w(l, i) + α(β(l), i)✳

✻✻



❈❡s é❧é♠❡♥ts ✈ér✐✜❡♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✭✸✳✸✳✶✶✳✸✮ ❛✉ r❛♥❣ l + 1✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ♦✉tr❡ ❧❡s
é❣❛❧✐tés ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

β(l + 1) = w −
m∑

i=1

tF (ri)(w(l, i) + α(β(l), i))

= w −
m∑

i=1

tF (ri)w(l, i)−
m∑

i=1

([ri] +W (ϕ) (vG(Yi)))α(β(l), i)

= w −
m∑

i=1

tF (ri)w(l, i)− β(l) +
m∑

i=1

W (ϕ) (vG(Yi))α(β(l), i)

β(l + 1) =

m∑

i=1

W (ϕ) (vG(Yi))α(β(l), i)✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✸✳✸✳✷✳✶✮ ❡t ✭✸✳✸✳✶✶✳✹✮ q✉❡ β(l+1) ∈ V l+1
(
W †(L)

)
✿ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥

✭✸✳✸✳✶✶✳✹✮✳ P♦✉r i ∈ J1,mK✱ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✸✳✶✶✳✶✮ ❡t ✭✸✳✸✳✶✶✳✺✮ ♦♥ ❛ ✿

γε,ϕ|K[X1,...,Xm′ ]
,(aj)j∈J1,nK

(α(β(l), i)) > γε,ϕ,a(w) + εC✳

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❞❡ ✭✸✳✸✳✶✶✳✷✮✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ γε,ϕ,a ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲
✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✭✷✳✺✳✷✮✮ q✉❡ γε,ϕ,a(β(l+ 1)) > γε,ϕ,a(w) ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✶✳✺✮✳
❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✸✳✶✶✳✻✮ ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ♦♥ ❛
γε,ϕ|K[X1,...,Xm′ ]

,(aj)j∈J1,nK
(w(l+1, i)) > γε,ϕ,a(w)+ εC ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✶✳✻✮✳

❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ♣❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ V ✲❛❞✐q✉❡ ❞❡s ✈❡❝t❡✉rs w(i) := lim
l→+∞

w(l, i) ♣♦✉r

❝❤❛q✉❡ i ∈ J1,mK✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛ γε,ϕ|K[X1,...,Xm′ ]
,(aj)j∈J1,nK

(w(i)) > γε,ϕ,a(x) + εC

❛✐♥s✐ q✉❡ x =

m∑

i=1

tF (ri)w(i)✳ ▲✬✉♥✐❝✐té ❞❡ ❝❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ♣r♦✈✐❡♥t ❞❡ ✭✸✳✸✳✷✳✶✮✱ ❞❡

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✺✳✻ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✼✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s w(i) ∈ V u
(
W †(L)

)

♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ❞ès ❧♦rs q✉❡ w ∈ V u
(
W †(R)

)
♣♦✉r t♦✉t u ∈ N ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡

✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s (w(i))i∈J1,mK ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✶✳✶✼✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✷✳ ❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ✭✸✳✸✳✻✮✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ψ s❡ ❢❛❝✲
t♦r✐s❡ ❡♥ K[X]→ K[X]P → R✱ ♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✢è❝❤❡ ❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐✲
s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ P ∈ K[X] ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❧❡ ✜♥✐ ❢❛✐s❛♥t ❞❡ R ✉♥
K[X]P ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ❞❡ R†✲♠♦❞✉❧❡s ✿

0 R† W †(R) G‡
ψ 0✳

tF ρF

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ G‡
ψ ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t ♠♦❞✉❧♦ p ❞❛♥s W †(R) ❡st I†(R)✳

✻✼



❖♥ ♣❡✉t ♣ré❝✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❝♦♠♠❡ ❝❡❝✐ ✿ ♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r m ∈ N ✜①é✱ ♥♦✉s é❝r✐r♦♥s
K[X] := K[X1, . . . , Xn, Y, Z1, . . . , Zm] ❡t W (K)[X] := W (K)[X1, . . . , Xn, Y, Z1, . . . , Zm]✳ ❙✐
(bi)i∈J1,mK ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ R ❡♥ t❛♥t q✉❡ K[X]P ✲♠♦❞✉❧❡✱ s✐ ϕ : K[X]→ R ❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K[X]✲❛❧❣è❜r❡s t❡❧ q✉❡ ϕ(Y ) = P−1 ❡t ϕ(Zi) = bi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✱ s✐ ❧✬♦♥ ❡♠✲
♣❧♦✐❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✺ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s G : W (K)[X]† →W (K)[X]†

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ F : R† → R†✱ ❡t s✐ a ∈ ]0,+∞[n+1+m ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✷✳✺✳✸✱
❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t η > 0✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ N ❡t t♦✉t w ∈ V u

(
W †(R)

)
✐❧

❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r :
P ′
0 → W (K)[X]†

k 7→ rk
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

w =
∑

k∈P ′
0

tF (W (ϕ)(rk))ψ(f(k))✱

∀ε ∈]0, δ], ∀k ∈ P ′
0, γε,IdK[X],a(tG(rk)f(k)) > γε,ϕ,a(w)− η✱

∀k ∈ P ′
0, p

max{u−u(k),0} | rk✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ P
X

0

′
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s k à n + 1 + m ✈❛r✐❛❜❧❡s

✈ér✐✜❛♥t 0 6 k < 1✱ ♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡r❛ W †Ωint,0
K[X]/K ❛✈❡❝ W (K)[X]† ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✸✳✷✳✺✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✵✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t x ∈W †(K[X]) ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥

r(x) : P
X

0

′
→ W (K)[X]†

k 7→ r(x)k
t❡❧❧❡ q✉❡ ✿

x =
∑

k∈P
X

0

′

r(x)kf(k)✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✮

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ε > 0 ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿ ♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ε 6 δ✱ ♦ù δ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ ❝❡✉① ❞❡s é♥♦♥❝és ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✺ ❡t ❞❡s
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✸✳✶✵ ❡t ✸✳✸✳✶✶✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ C 6 0✱
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (bi)i∈J1,mK ∈ R

†m r❡❧❡✈❛♥t ❧❛ ❜❛s❡ (bi)i∈J1,mK ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

∀x ∈W (K)[X]†, γε,IdK[X],a(tG(x)) > γε,IdK[X],a(x)✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✷✮

∀x ∈W (K)[X]†, γε,IdK[X],a(vG(x)) > γε,IdK[X],a(x)✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✸✮

∀x ∈W †(K[X]), ∀k ∈ P
X

0

′
, γε,IdK[X],a (r(x)kf(k)) > γε,IdK[X],a(x)✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✹✮

❊♥✜♥✱ ♦♥ ✜①❡r❛ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ (βi)i∈J1,mK ∈W (K)[X]†
m

❞✬❛♥té❝é❞❡♥ts ♣❛r ❧❡ ♠♦r♣❤✐♠❡
W (ϕ) ❞❡ (bi)i∈J1,mK✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡

ζ := min{γε,IdK[X],a(βi) | i ∈ J1,mK} ✭✸✳✸✳✶✷✳✺✮

✻✽



✈ér✐✜❡ ✿

ε(va(P )− an+1 + C) + ζ > −
η

4
✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✻✮

❙♦✐❡♥t u ∈ N ❡t w ∈ V u
(
W †(R)

)
✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ρ(0) ∈ V u

(
W †(K[X])

)
t❡❧ q✉❡

W (ϕ)(ρ(0)) = w ❡t γε,IdK[X],a(ρ(0)) > γε,ϕ,a(w) −
η

2
✳ ❙♦✐t ✉♥ ❡♥t✐❡r s ∈ N✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t s′ ∈ J0, sK ❡st ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ w(s′)• :
P ′
0 → W (K)[X]†

k 7→ w(s′)k
❛✐♥s✐ q✉❡

ρ(s′) ∈W †(K[X]) t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r

w(s′) :=
∑

k∈P ′
0

tG(w(s
′)k)f(k) ✭✸✳✸✳✶✷✳✼✮

❡t ♣♦✉r va ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✺✳✷✮✱ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ✿

∀s′ ∈ J0, sK, ∀k ∈ P ′
0, γε,IdK[X],a(tG(w(s

′)k)f(k)) > γε,IdK[X],a(ρ(0))−
η

2
✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✽✮

∀s′ ∈ J0, sK, γε,IdK[X],a(ρ(s
′)) > γε,IdK[X],a(ρ(0))✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✾✮

∀s′ ∈ J0, sK, W (ϕ)
(
w(s′) + ρ(s′)

)
= w✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✵✮

∀s′ ∈ J1, sK, w(s′)− w(s′ − 1) ∈ V s′−1
(
W †(K[X])

)
✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✶✮

∀s′ ∈ J1, sK, w(s′) ∈ V u
(
W †(K[X])

)
✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✷✮

ρ(s′) ∈ V max{s′,u}
(
W †(K[X])

)
✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✸✮

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t ρ(0) ✈ér✐✜❡♥t ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦✉r s = 0✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✐❡♥t ✈ér✐✜é❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s ∈ N ❡t ❝♦♥str✉✐s♦♥s w(s+1) ❡t ρ(s+1)
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❧❡s ✈ér✐✜❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✉ r❛♥❣ s+ 1✳

◆♦t♦♥s K[X,Y ] := K[X1, . . . , Xn, Y ]✱ ❡t PX,Y0

′
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s k à n+1

✈❛r✐❛❜❧❡s ✈ér✐✜❛♥t 0 6 k < 1✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ PX,Y0

′
✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r

f ′(k) := V u(k)
([
Xk|J1,nKP p

u(k)(1−kn+1)
])

✳ ❉✬❛♣rès ✭✶✳✶✳✾✮✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ϕ(Y ) = P−1✱

♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ ✿

W (ϕ) (f(k)) =W (ϕ)
(
f ′(k)[Y ]

)
✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✹✮

γε,IdK[X],a(f
′(k)) > γε,IdK[X],a(f(k)) + εva(P )✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✺✮

P♦s♦♥s ✿

D ∈
[
−
η

4
, 0
[
✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✻✮

✻✾



▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✶ ❛✣r♠❡ ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✸✮ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK ❞❡
✈❡❝t❡✉rs ❞❡ ❲✐tt ρ(s, i) ∈ V max{s,u}

(
W †(K[X,Y ])

)
t❡❧s q✉❡ ✿

γε,IdK[X,Y ],(aj)j∈J1,m+1K
(ρ(s, i)) > γε,IdK[X],a(ρ(s)) + εC +D✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✼✮

W (ϕ)(ρ(s)) =
n∑

i=1

tF (bi)W (ϕ)(ρ(s, i))✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✽✮

P✉✐sq✉❡ γε,IdK[X],a ❡st ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✭✷✳✺✳✷✮✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣♦✉r t♦✉t k ∈ PX,Y0

′
❡t

t♦✉t i ∈ J1, nK ✿

γε,IdK[X],a(r(ρ(s, i))kf
′(k)[Y ]) > γε,IdK[X],a(r(ρ(s, i))k) + γε,IdK[X],a(f

′(k))− εan+1

✭✸✳✸✳✶✷✳✹✮

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✺✮

> γε,IdK[X],a(ρ(s, i)) + ε(va(P )− an+1)

γε,IdK[X],a(r(ρ(s, i))kf
′(k)[Y ])

✭✸✳✸✳✶✷✳✾✮

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✼✮

> γε,IdK[X],a(ρ(0)) + ε(va(P )− an+1 + C) +D✳

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✾✮

◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t i ∈ J1, nK✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❛ sér✐❡ V ✲❛❞✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

c(s, i) :=
∑

k∈P
X,Y
0

′

r(ρ(s, i))kf
′(k)[Y ]✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

γε,IdK[X],a(c(s, i))
✭✸✳✸✳✶✷✳✶✾✮

> γε,IdK[X],a(ρ(0)) + ε(va(P )− an+1 + C) +D✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✷✵✮

W (ϕ)(c(s, i))

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✮

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✹✮
= W (ϕ)(ρ(s, i))✱

∀k ∈ P
X

0

′
r P ′

0, r(c(s, i))k = 0✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK✱ ♦♥ ❛ ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✾ ❡t ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✸✮ ✿

c(s, i) ∈ V max{s,u}
(
W †(K[X,Y ])

)
✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✷✶✮

P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ P ′
0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

w(s+ 1)k := w(s)k +

n∑

i=1

βir(c(s, i))k✳ ✭✸✳✸✳✶✷✳✷✷✮

✼✵



P✉✐sq✉❡ γε,IdK[X],a ❡st ✉♥❡ ✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ P ′
0 ❡t t♦✉t i ∈ J1, nK

♦♥ ❛ ✿

γε,IdK[X],a (βir(c(s, i))kf(k))

✭✸✳✸✳✶✷✳✹✮

✭✸✳✸✳✶✷✳✺✮

> γε,IdK[X],a(c(s, i)) + ζ

✭✸✳✸✳✶✷✳✷✵✮

> γε,IdK[X],a(ρ(0)) + ε(va(P )− an+1 + C) +D + ζ

γε,IdK[X],a (βir(c(s, i))kf(k))

✭✸✳✸✳✶✷✳✻✮

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✻✮

> γε,IdK[X],a(ρ(0))−
η

2
✳

✭✸✳✸✳✶✷✳✷✸✮

❈❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✸✳✶✷✳✷✮ ❡t ✭✸✳✸✳✶✷✳✽✮ ✿

∀k ∈ P ′
0, γε,IdK[X],a(tG(w(s+ 1)k)f(k)) > γε,IdK[X],a(ρ(0))−

η

2
✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✈ér✐✜é ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✷✳✽✮ ❛✉ r❛♥❣ s+ 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s sér✐❡s
V ✲❛❞✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ✿

w(s+ 1) :=
∑

k∈P ′
0

tG(w(s+ 1)k)f(k)

✭✸✳✸✳✶✷✳✼✮

✭✸✳✸✳✶✷✳✷✷✮
= w(s) +

∑

k∈P ′
0

tG

(
n∑

i=1

βir(c(s, i))k

)
f(k)✱

ρ(s+ 1) :=
n∑

i=1

vG(βi)c(s, i)−
∑

k∈P ′
0

vG

(
n∑

i=1

βir(c(s, i))k

)
f(k)✳

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✸✳✶✷✳✸✮✱ ❞❡ ✭✸✳✸✳✶✷✳✹✮ ❡t ❞❡ ✭✸✳✸✳✶✷✳✷✸✮✱ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ γε,IdK[X],a ❡st ✉♥❡
✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉❡ ✿

γε,IdK[X],a(ρ(s+ 1)) > γε,IdK[X],a(ρ(0))−
η

2
✳

◆♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✷✳✾✮ ❛✉ r❛♥❣ s+ 1✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

W (ϕ)(w(s+ 1) + ρ(s+ 1))

✭✸✳✷✳✶✳✷✮

= W (ϕ)


w(s) +

n∑

i=1


vG(βi)c(s, i) +

∑

k∈P ′
0

βir(c(s, i))kf(k)






✭✸✳✸✳✶✷✳✶✮
= W (ϕ)

(
w(s) +

n∑

i=1

(
vG(βi)c(s, i) + βic(s, i)

)
)

✭✸✳✷✳✶✳✷✮
= W (ϕ)

(
w(s) +

n∑

i=1

tG(βi)ρ(s, i)

)

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✽✮
= W (ϕ) (w(s) + ρ(s))

✭✸✳✸✳✶✷✳✶✵✮
= w✳

✼✶



❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈ér✐✜é ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✵✮ ❛✉ r❛♥❣ s+ 1✳ P❛r ✭✸✳✸✳✷✳✶✮✱
✭✸✳✸✳✶✷✳✶✸✮✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✷✶✮ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✾✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ✿

w(s+ 1)− w(s) ∈ V max{s,u}
(
W †(K[X,Y ])

)
✱

ρ(s+ 1) ∈ V max{s+1,u}
(
W †(K[X,Y ])

)
✳

❈❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✶✮✱ ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✷✮ ❡t ✭✸✳✸✳✶✷✳✶✸✮ ❛✉ r❛♥❣ s+1✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✈ér✐✜é t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞és✐ré❡s ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✳

P❛r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ V ✲❛❞✐q✉❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ŵ := lim
s→+∞

w(s)✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥str✉❝✲

t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ s✉✐t❡ ♥♦✉s ❛✉r♦♥s ❛❧♦rs γε,IdK[X],a(ŵ) > γε,IdK[X],a(ρ(0))−
η

2
✭✉t✐❧✐s❡r ✭✷✳✺✳✷✳✸✮✮✱

W (ϕ)(ŵ) = w ❡t ŵ ∈ V u
(
W †(K[X])

)
✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é

♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✾✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

ŵ =
∑

k∈P ′
0

tG(rk)f(k)

♦ù ❧❡s rk ∈W (K)[X]† ♣♦✉r t♦✉t k ∈ P ′
0✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✿

γε,IdK[X],a(tG(rk)f(k)) > γε,IdK[X],a(ρ(0))−
η

2
✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❛ s♦♠♠❡ W †(R) = tF (R
†) +G‡

ψ✱ ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥
s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✸✳✽✳

❊♥✜♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ R†✲♠♦❞✉❧❡ G‡
ψ ⊂ V (W †(R))✱ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ❡♥ ❧❡ ♣r♦❥❡t❛♥t ♠♦❞✉❧♦

p ❞❛♥s W †(R) ❞❡✈r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t êtr❡ I†(R) ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡
✭✸✳✷✳✶✳✶✮✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✶✸✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✷✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t

w ∈W †(R)✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ r :
P ′
0 → R†

k 7→ rk
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

w =
∑

k∈P ′
0

tF (rk)ψ(f(k))✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s é❧é♠❡♥ts ✈ér✐✜❡r♦♥t ✿

∀ε ∈]0, δ], ∀k ∈ P ′
0, γε,ϕ,a(tF (rk)ψ(f(k))) > γε,ϕ,a(w)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❡♥ sér✐❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✾✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ s❛✐t
q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ é❝r✐t✉r❡ ❡①✐st❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✷✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡
η > 0 ❛✉ss✐ ♣❡t✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❞❛♥s ❝❡t é♥♦♥❝é✳

✼✷



✸✳✹ ❉é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ ❞❡❣ré str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢

◆♦✉s ❡♥t❛♠♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ str✉❝t✉r❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ ❝♦♠✲
♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡ s✉r ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s✲
t✐q✉❡ ♣♦s✐t✐✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é t♦✉s ❧❡s ♦✉t✐❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à s❛ ♣r❡✉✈❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❡①♣❧✐❝✐t❛✐t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ s✉r
✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ ♣♦❧②♥ô♠❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ♣r♦✈✐❡♥t
❞✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ é❝r✐t✉r❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✳

❖♥ ❡♠♣❧♦✐❡ ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts
s✐♠✐❧❛✐r❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ rés✉❧t❛t ❛✉① ❛♥♥❡❛✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ r❡q✉✐s❡ à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✷✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❝❡tt❡ ét❛♣❡ s✬❛✈èr❡ ❧❛ ♣❧✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❀ ❝❡t ❡✛♦rt s✬❛✈èr❡
t♦✉t❡❢♦✐s ❢r✉❝t✉❡✉①✱ ❝❛r ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✶
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝❛❞r❡✳

✭✸✳✹✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ✜①❡ ✉♥ ❝♦r♣s K ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ✉♥
❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ n ∈ N ❡t ♦♥ ♥♦t❡ K[X] := K[X1, . . . , Xn] ❡t W (K)[X] :=W (K)[X1, . . . , Xn]✳

P♦✉r t♦✉t J ⊂ J1, nK ❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ k : J → N✱ ♦♥ é❝r✐r❛ Xk :=
∏

j∈J

Xj
k(j)✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡

é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❧❡ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ψ : K[X] → R✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ W (K)✲
❛❧❣è❜r❡ ❧✐ss❡ R r❡❧❡✈❛♥t ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ str✉❝t✉r❡❧ K→ R✱ ❡t F : R† → R† ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉
❋r♦❜❡♥✐✉s✳

◆♦✉s ❝♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡W (K)✲❞❣❛s tF : Ωsep

R†/W (K)
→W †ΩR/K ♦❜t❡♥✉ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡♠❡♥t à ♣❛rt✐r ❞❡ F ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s

é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ✜①é F̃rob s✉r W (K)[X]† ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡s vF = tF − tF̃rob s✐ R = W (K)[X]✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✈❛✐t ♥♦té P0 ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s✳

✭✸✳✹✳✷✮ ❙♦✐t i ∈ N ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧✳ ◆♦t♦♥s ρu :
J1, nK→ N

[
1
p

]

e 7→ pu
❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s

❝♦♥st❛♥t❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

G(i) :=

{
e

(
k + ρu|J

pu
, I ∪ J

)
|

u ∈ N∗, (k, I) ∈ P, J ⊂ J1, nK r Supp(k)
vp(k) = 0, 0 6 k < pu, I0 6= ∅, #I +#J = i

}
✳

P♦✉r t♦✉t e ∈ G(i)✱ ♦♥ ♥♦t❡ (k(e), I(e)) ∈ P ❧❡ ❝♦✉♣❧❡ ✈ér✐✜❛♥t e = e(k(e), I(e))✳ P❛r
❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ ✿

G(−1) := ∅✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✹✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❣❛r❞❡ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡
✭✸✳✸✳✻✮ ♦♥ ❛ ψ(G(0)) = Gψ✳

✼✸



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = W (K)[X]✳ ■❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t

i ∈ N ❡t ♣♦✉r t♦✉t x ∈ W †Ωfrp,i
K[X]/K ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ r :

G(i)→ W (K)[X]†

e 7→ re
t❡❧❧❡

q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✿

x ≡
∑

e∈G(i)

tF (re)e[p]✱

∀ε ∈]0, δ], ∀e ∈ G(i), ζε(tF (re)) > ζε(x)− ζε(e)✱

∀ε ∈]0, δ], ∀e ∈ G(i), ζε(tF (re)e) > ζε(x)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ σ :

K[X]→ W (K)[X]†∑

j∈P0

u(j)=0

kjX
j 7→

∑

j∈P0

u(j)=0

[kj ]X
j
✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t P ∈ K[X] ❡t t♦✉t ε > 0 ♦♥ ❛ γε(σ(P )) > −ε deg(P )✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é
W (K)[X]† à ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ W †ΩK[X]/K ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ε ❛ss❡③ ♣❡t✐t ♣♦✉r ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✸✳✺✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t
♣♦✉r t♦✉t P ∈ K[X] ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✳✶✵✳✶✮ q✉❡ ζε(tF (σ(x))) > −ε deg(P )✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✸✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P :
G(i)→ K[X]

e 7→ Pe
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧✬♦♥

❛✐t x =
∑

e∈G(i)

Pee✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t e ∈ G(i) ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ✿

(i+ 1)u(k(e))− ε (deg(Pe) + |k(e)|) > ζε(x)✳

❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✺✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t e ∈ G(i) q✉❡ ✿

ζε (tF (σ(Pe))e) > −ε deg(Pe) + (i+ 1)u(k(e))− ε|k(e)|✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✸✳✷✳✶✮✱ ✭✶✳✶✳✶✵✳✶✮ ❡t ✭✶✳✶✳✶✵✳✷✮ q✉❡ tF (σ(Pe))e = Pee✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡

q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ P :
G(i)→ W (K)[X]†

e 7→ σ(Pe)
ré♣♦♥❞ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R =W (K)[X]✳ ■❧ ❡①✐st❡ δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ]
❡t t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s l à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ♦♥ ❛✐t ✿

γε(vF (X
l)) > vp(l) +

1

2
− ε|l|✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r vp(l) ∈ N✳ Pr❡♥♦♥s
ε > 0 s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡t✐t ❛✜♥ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹ ❀ ❝❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù vp(l) = 0✳

❙♦✐t k ∈ N t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ s♦✐t ✈ér✐✜é ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s l′ à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s
t❡❧❧❡ q✉❡ vp(l

′) 6 k✳ ❙♦✐t l ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s t❡❧❧❡ q✉❡ vp(l) = k + 1✳

✼✹



❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣♦s❡r l′ :=
l

p
❡t ♦♥ s❛✐t ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉rr❡♥❝❡ q✉❡ ❧❡ ε > 0 ❝❤♦✐s✐

❝✐✲❞❡ss✉s ✈ér✐✜❡ é❣❛❧❡♠❡♥t γε
(
vF

(
X l′
))

> vp(l
′) +

1

2
− ε|l′|✳ ❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✸✳✷✳✸✮ ❡t ❞❡

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ q✉❡ vF
(
X l
)
=

p∑

q=1

(
p

q

)[
X l′
](p−q)

vF

(
X l′
)q

✳ ❙✐ vp(l′) = 0✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡

❞❡ ✭✷✳✹✳✷✳✷✮ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ γε ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ✭✷✳✺✳✷✮✮✱ ❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✹
q✉❡ ✿

γε

(
vF

(
X l
))

> min

{
p

(
3

4
− ε|l′|

)
, min
q∈J1,p−1K

{
−εp|l′|+

3q

4
+ 1

}}
✳

❈❡❧❛ ❞é♠♦♥tr❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ♣♦✉r vp(l) = 1✳ ❊♥✜♥✱ s✐ vp(l′) > 0✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

γε

(
vF

(
X l
))

> min

{
p

(
vp(l

′) +
1

2
− ε|l′|

)
, min
q∈J1,p−1K

{
−εp|l′|+ q

(
vp(l

′) +
1

2

)
+ 1

}}
✳

❈❡ q✉✐ ❝❧ôt ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = W (K)[X]✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ ■❞❡♥t✐✜♦♥s Ωsep,i
W (K)[X]†/W (K)

❡t W †Ωint,i
K[X]/K ❡♥ t❛♥t q✉❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✳ ❆❧♦rs✱ ✐❧ ❡①✐st❡

δ > 0 t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ] ❡t ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s l à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❡t t♦✉t❡
♣❛rt✐t✐♦♥ I ❞❡ l ❞❡ t❛✐❧❧❡ i ♦♥ ❛ ✿

γε (vF (e(l, I))) >
1

2
− ε|l|✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ✭✷✳✺✳✷✳✸✮✱ ❧❡ ❝❛s i = 0 ❡st ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s i > 1✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s l à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❡t t♦✉t❡ ♣❛r✲

t✐t✐♦♥ I ❞❡ l ❞❡ t❛✐❧❧❡ i✱ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦♥ ❛ e(l, I) = f(l|I0)×
i∏

l=1

g(l|Il)✳ ❙♦✐t l ∈ J1, iK✳

❉✬❛♣rès ✭✷✳✸✳✶✵✳✶✮ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❧✬é❣❛❧✐té d(f(l|Il)) = pvp(l|Il )g(l|Il)✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs
❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✹ ❡t ❧❡s ❢♦r♠✉❧❡s ✭✷✳✹✳✷✳✶✮ ❡t ✭✷✳✹✳✷✳✷✮ q✉❡ ♣♦✉r ε > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t

♦♥ ❛ γε(tF (g(l|Il))) >
1

2
− ε|l|Il |✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❧❡♠♠❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♠ê♠❡ ε ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

γε(tF (f(l|I0))) >
1

2
− ε|l|I0 |✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✳✹✳✷✳✸✮✱ q✉✐tt❡ à ❞✐✈✐s❡r δ ♣❛r 2 ♦♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs

γε(tF (e(l, I))) >
1

2
− ε|l|✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = W (K)[X]✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ ❆❧♦rs q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t
x ∈ W †ΩiK[X]/K ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ω ∈ Ωsep,i

W (K)[X]†/W (K)
❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

✼✺



s :
G(i) ⊔G(i− 1)→ W (K)[X]†

e 7→ se
t❡❧s q✉❡ ✿

x = tF (ω) +
∑

e∈G(i)

tF (se)e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

tF (se)e


 ✱

∀l ∈ N, pl | x ⇐⇒
((
pl | ω

)
∧
(
∀e ∈ G(i) ⊔G(i+ 1), pl | se

))
✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ δ > 0 ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ x t❡❧ q✉❡ ✿

∀ε ∈]0, δ], ζε(ω) > ζε(x)✱

∀ε ∈]0, δ], ∀e ∈ G(i) ⊔G(i− 1), ζε(tF (se)) > ζε(x)− ζε(e)✱

∀ε ∈]0, δ], ∀e ∈ G(i) ⊔G(i− 1), ζε(tF (se)e) > ζε(x)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t δ > 0 ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❞❡s δ ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✸ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡
✸✳✹✳✺✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡t ✭✸✳✶✳✶✵✳✶✮✱ s✐ ε ∈]0, δ] ♦♥ ❛ ζε(tF (x|int)) > ζε(x)✳ ◆♦t♦♥s
y := x−tF (x|int)✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ y ∈ pW †Ωint,i

K[X]/K +W †Ωfrac,i
K[X]/K✳

❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ζε(y) > ζε(x)✳
❉✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✸ ❡t ✷✳✸✳✶✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞✐s♣♦s❡r ❞❡ ❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s

r :
G(i)→ W (K)[X]†

e 7→ re
❡t r′ :

G(i− 1)→ W (K)[X]†

e 7→ r′e
t❡❧❧❡s q✉❡ ❝❡❧❧❡s✲❝✐ ✈ér✐✜❡♥t ✿

y|frp ≡
∑

e∈G(i)

tF (re)e[p]✱

∀e ∈ G(i), ζε(tF (re)) > ζε(x)− ζε(e)✱

∀e ∈ G(i), ζε(tF (re)e) > ζε(x)✱

y|d(frp) ≡ d


 ∑

e∈G(i−1)

tF (r
′
e)e


 [p]✱

∀e ∈ G(i− 1), ζε(tF (r
′
e)) > ζε(x)− ζε(e)✱

∀e ∈ G(i− 1), ζε(tF (r
′
e)e) > ζε(x)✳

❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ z := y −
∑

e∈G(i)

tF (re)e − d


 ∑

e∈G(i−1)

tF (r
′
e)e


 ❡st ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r p✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✾✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣♦s❡r x1 ∈ W †ΩiK[X]/K ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t t❡❧ q✉❡
z = px1✳ P❛r ✭✸✳✶✳✶✵✳✹✮ ♦♥ ❛ ζε(x1) > ζε(x) − 2n✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ré♣ét❡r ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❛r

ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❝♦♥❢èr❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s (sl)l∈N ∈
(
W (K)[X]†

G(i)⊔G(i+1)
)N

✼✻



❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ s✉✐t❡ (ωl)l∈N ∈ Ωsep,i
W (K)[X]†/W (K)

N
t❡❧❧❡s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t e ∈ G(i) ⊔ G(i − 1) ❡t

♣♦✉r t♦✉t l ∈ N ♦♥ ❛✐t ✿

ζε(ωl) > ζε(x)− 2nl✱

ζε(sl(e)) > ζε(x)− ζε(e)− 2nl✱

x ≡
l−1∑

l′=0


pl′ωl′ +

∑

e∈G(i)

pl
′
tF (sl′(e))e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

pl
′
tF (sl′(e))e




 [pl]✳

❈❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ♣❛r s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ p✲❛❞✐q✉❡✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✼ ❛✜♥ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té✳ ■❧ ❡♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ p | x

s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ω0 = 0 ❡t q✉❡ s0 ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥st❛♥t❡ é❣❛❧❡ à ③ér♦✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ♣❛r
ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r l ∈ N q✉❡ pl | x s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ pl | ω ❡t pl | se ♣♦✉r t♦✉t e ∈ G(i)⊔G(i−1)✱
❝❡ q✉✐ s✉✣t à ❞é♠♦♥tr❡r ❧✬✉♥✐❝✐té ✈✐❛ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✷✳✽✳

✭✸✳✹✳✼✮ ❉❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ s✐ F = F̃rob✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès
❬✶✻✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳❪ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✷✳✺ ❡t ✸✳✶✳✾ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞é✜♥✐❡ ❡♥ ✭✷✳✸✳✶✼✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡
❧✬é♥♦♥❝é ♦♥ ❛ ✿

x|int = t
F̃rob

(ω)✱

x|frp =
∑

e∈G(i)

t
F̃rob

(se)e✱

x|d(frp) = d


 ∑

e∈G(i−1)

t
F̃rob

(se)e


 ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ é❧é♠❡♥t x ∈ W †Ωi
R/K

t❡❧ q✉✬✐❧

❡①✐st❡ ω ∈ Ωsep,i
R†/W (K)

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s :
G(i) ⊔G(i− 1)→ R†

e 7→ se
✈ér✐✜❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té

x = tF (ω) +
∑

e∈G(i)

tF (se)e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

tF (se)e


✳ ❆❧♦rs q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t m ∈ N∗ ♦♥ ✈ér✐✜❡

x ∈ FilmWΩK[X]/K s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✿

pm | ω✱

∀e ∈ G(i) ⊔G(i− 1), pmax{m−u(k(e)),0} | se✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st é✈✐❞❡♥t❡✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ q✉✬à ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ s❡♥s
❞✐r❡❝t✳ ❉é♠♦♥tr♦♥s✲❧❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r m ∈ N∗✳ P♦✉r m = 1✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✺

✼✼



❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ x ❞❛♥s W1ΩR/K = ΩR/K ❝♦ï♥❝✐❞❡r❛ ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡ ❞❡ tF (ω)✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs q✉❡
p | ω ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✳

P♦✉r m > 1✱ s✐ ❧✬♦♥ ❛ x ∈ FilmWΩR/K ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ré❝✉r✲

r❡♥❝❡ q✉❡ ω = pm−1ω′ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ω′ ∈ Ωsep,i
R†/W (K)

❡t se = pmax{m−1−u(k(e)),0}s′e

♣♦✉r t♦✉t e ∈ G(i) ⊔ G(i − 1) ♣♦✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s′e ∈ R†✱ ❛❧♦rs ❡♥ ♣r♦❥❡t❛♥t x ❞❛♥s
FilmW †ΩR/K/Fil

m+1W †ΩR/K✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r ✐s♦♠♦r♣❤❡ ❡♥ t❛♥t q✉❡ R✲♠♦❞✉❧❡

à Ker
(
Wm+1ΩR/K →WmΩR/K

)
✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✷✳✷✳✻ ❡t ✸✳✹✳✸ ❛✐♥s✐ q✉❡

❬✶✻✱ ✭✷✳✺✮❪ q✉❡ ♣✉✐sq✉❡ x ❡st ♥✉❧ ❞❛♥s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t✱ ♦♥ ❛ w′ = 0 ❡t s′e = 0 ♣♦✉r t♦✉t
e ∈ G(i) ⊔G(i− 1)✳

✭✸✳✹✳✾✮ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s s✉♣♣♦s❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ψ ✜①é ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ s❡❝t✐♦♥
s❡ ❢❛❝t♦r✐s❡ ❡♥

K[X]→ K[X]P → R

♦ù ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✢è❝❤❡ ❡st ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ P ∈ K[X]
❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❧❡ ✜♥✐ ❢❛✐s❛♥t ❞❡ R ✉♥ K[X]P ✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✳

❙♦✐t (ri)i∈J1,mK ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ R ❡♥ t❛♥t q✉❡ K[X]P ✲♠♦❞✉❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m ∈ N✳ ◆♦✉s
♥♦t❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✿

K[X] := K[X1, . . . , Xn, Y, Z1, . . . , Zm]✱

K
[
X(p)

]
:= K[X1, . . . , Xn, Y, Z1

p, . . . , Zm
p]✱

W (K)
[
X(p)

]
:=W (K)[X1, . . . , Xn, Y, Z1

p, . . . , Zm
p]✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ ϕ : K[X] → R ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K[X]✲❛❧❣è❜r❡s t❡❧ q✉❡ ϕ(Y ) = P−1

❡t ϕ(Zi) = ri ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✶✳✶✻✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ|
K
[
X(p)

] ❡st

é❣❛❧❡♠❡♥t ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K[X]✲❛❧❣è❜r❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❧❡ ♥♦t❡r❛

ϕ : K
[
X(p)

]
→ R s❛♥s r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳

P♦✉r t♦✉t i ∈ J0,mK ❡t j ∈ J1, p − 1K ♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞❡s é❧é♠❡♥ts αi,j ∈ Ωsep,1

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

t❡❧s q✉❡ ✿

∀j ∈ J1, p− 1K, W (ϕ)
(
t
F̃rob

(α0,j)
)
=W (ϕ)(F (d(Y j)))✱

∀i ∈ J1,mK, ∀j ∈ J1, p− 1K, W (ϕ)
(
t
F̃rob

(αi,j)
)
=W (ϕ)

(
F
(
d
(
Zi
j
)))

✳

❈❤♦✐s✐ss♦♥s δ > 0 ❛ss❡③ ♣❡t✐t ❛✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺✱ ❡t q✉❡ ♣♦✉r

t♦✉t ε ∈]0, δ] ♦♥ ❛✐t ζε
(
t
F̃rob

(αi,j)
)
> −2n ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1,mK ❡t t♦✉t j ∈ J1, p − 1K✳ ❊♥

✼✽



♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮✱ ✭✸✳✶✳✶✵✳✹✮ ❡t ✭✷✳✷✳✸✳✸✮ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ζε
❞é✜♥✐❡ s✉r WΩ

K
[
X(p)

]
/K

✿

∀j ∈ J1, p− 1K, ζε

(
t
F̃rob

(pα0,j)
)
> ζε

(
d(Y pj)

)
= −εj✱

∀i ∈ J1,mK, ∀j ∈ J1, p− 1K, ζε

(
t
F̃rob

(pαi,j)
)
> ζε

(
d
(
Zi
pj
))

= −εj✱

∀j ∈ J1, p− 1K, W (ϕ)
(
t
F̃rob

(pα0,j)
)
=W (ϕ)

(
d
(
Y pj

))
✱

∀i ∈ J1,mK, ∀j ∈ J1, p− 1K, W (ϕ)
(
t
F̃rob

(pαi,j)
)
=W (ϕ)

(
d
(
Zi
pj
))

✳

P❛r ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ q✉❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
♣♦✐❞s s❡r♦♥t ❞é✜♥✐❡s s✉r J1, nK✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉t f ∈ P0 ♦♥ ❛✉r❛ f(k) ∈W (K[X])✳
❆✐♥s✐✱ ♦♥ ❛✉r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t G(j) ⊂WΩjK[X]/K ♣♦✉r t♦✉t j ∈ R✳ ▲♦rsq✉❡ ❧✬♦♥ ✈♦✉❞r❛ ❝♦♥s✐❞ér❡r

❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s ❞é✜♥✐❡s s✉r J1, n+1+mK ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✐é❡s ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ WΩj
K
[
X(p)

]
/K

✮✱

♦♥ ♥♦t❡r❛ PX
(p)

❡t PX
(p)

0 ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈✐♥❡✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t✱
s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s ❞é✜♥✐❡s s✉r Jn+ 1, n+ 1+mK ✭❞♦♥❝ ❧✐é❡s ❛✉ ❝♦♠♣❧❡①❡
WΩjK[Y p,Z1

p,...,Zmp]/K
✮✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ PY

p,Z1
p,...,Zmp ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞❡✈✐♥❡✳ ❖♥ ♣r❡♥❞r❛

❣❛r❞❡ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ♣❛s ❞é✜♥✐ ❝❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ♣♦✐❞s s✉r J1,m+ 1K✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞✐✛èr❡ ❞❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❀ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t

♥♦t❛♠♠❡♥t ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ PY
p,Z1

p,...,Zmp ⊂ PX
(p)

✳

P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ PX
(p)

0 t❡❧❧❡ q✉❡ u(k) = 0 ❡t Supp(k) = {s} ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ s ∈ J1, n + 1 +mK✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ s′ := s − n + 1 ❡t v := vp(ks) ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡
(a, b) ∈ N× J1, p− 1K ❧✬✉♥✐q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❡♥t✐❡rs t❡❧❧❡ q✉❡ ks = pv(pa+ b)✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

g′(k) :=





g(k) s✐ s ∈ J1, nK
p(pa+ b)

b

[
Y pv+2a+(pv+1−p)b

]
t
F̃rob

(α0,b) s✐ s = n+ 1

p(pa+ b)

b

[
Zs′

pv+2a+(pv+1−p)b
]
t
F̃rob

(
αs′,b

)
s✐ s′ ∈ J1,mK✳

P♦✉r t♦✉t (k, I) ∈ PX
(p)

❛✈❡❝ u(k) = 0 ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

h′(k, I) :=
∏

i∈Supp(k)rI

[Xi]
ki
∏

j∈I

g′(k|{j})✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧♦rsq✉❡ I = Supp(k) = {s} ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛❧♦rs h′(k, I) = g′(k)✳
❈❡tt❡ r❡♠❛rq✉❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ g′ s❛♥s ❝♦♥✢✐t ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s à t♦✉t❡

❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ PX
(p)

0 à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ❛✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✿

g′(k) :=
∑

j∈Supp(k)

pvp(kj)−vp(k)h′(k, {j})✳

✼✾



✭✸✳✹✳✶✵✮ ❙♦✐t i ∈ N✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥✱ Pi ❞és✐❣♥❡r❛ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s é❧é✲

♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Π ∈
(
W †Ωint,0

K[Y p,Z1
p,...,Zmp]/K

×W †Ωint,i
K[X]/K

)j(Π)
♣♦✉r ✉♥ ❡♥t✐❡r j(Π) ∈ N∗✳

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ Pi ❡st ❧❛ ré✉♥✐♦♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ j✲✉♣❧❡ts ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞✉ ♣r♦❞✉✐t ❝❛rtés✐❡♥
W †Ωint,0

K[Y p,Z1
p,...,Zmp]/K

×W †Ωint,i
K[X]/K ♣♦✉r j ✈❛r✐❛♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s✳ ❖♥

❞é✜♥✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

w :

Pi → W †Ωint,i

K
[
X(p)

]
/K

(
(ak, bk)

)
k∈J1,j(Π)K

7→

j(Π)∑

k=1

akbk

✳

P♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

ζ̌ε :
Pi → R ∪ {+∞,−∞}(

(ak, bk)
)
k∈J1,j(Π)K

7→ min{ζε(ak) + ζε(bk) | k ∈ J1, j(Π)K}
✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✶✳ P♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ PX
(p)

0 à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s ♦♥ ❛ ✿

W (ϕ)(g′(k)) =W (ϕ)(g(k))✳

■❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♣❧✉s Π ∈ Pi ❡t x ∈ W †Ωint,1

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ δ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮

♦♥ ❛✐t ✿

g′(k) = w(Π) + px✱

∀ε ∈]0, δ], ζ̌ε(Π) > ζε(g(k))✱

∀ε ∈]0, δ], ζε(px) > ζε(g(k))✳

❊♥ ♦✉tr❡✱ Π =
(
(0, 0)

)
s✐ k ∈ PY

p,Z1
p,...,Zmp

0 ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ k ∈ PX
(p)

0 ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s t❡❧❧❡ q✉❡ u(k) = 0 ❡t
Supp(k) = {s} ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s ∈ J1,m+ 1 + nK✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ✈ér✐✜❡r
q✉❡ W (ϕ)(g(k)) =W (ϕ)(g′(k))✳ ▲❡ ❝❛s s ∈ J1,mK ❡st é✈✐❞❡♥t✱ ❡t s✐ s = m+ 1 r❡♠❛rq✉♦♥s
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✷ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✿

W (ϕ)(g′(k)) =W (ϕ)

(
pa+ b

b

[
Y pv+2a+(pv+1−p)b

]
d
(
Y pb
))

=W (ϕ)
(
F v
(
d
([
Y p(pa+b)

])))

W (ϕ)(g′(k)) =W (ϕ)(g(k))✳

❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ✉♥ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t t♦✉t à ❢❛✐t s✐♠✐❧❛✐r❡ s✐ s ∈ Jm+ 2,m+ 1 + nK✳

✽✵



❘❡♠❛rq✉♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ g′(k) ∈W †Ω1
K[X]/K s✐ s ∈ J1,mK ❡t p | g′(k) s✐♥♦♥✱ ❡t

q✉❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs g′(k) ∈W †Ωint,1

K
[
X(p)

]
/K

✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r ✉♥ t❡❧ k✱ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✷ ♦♥ ❛ ζε(g′(k)) > ζε(g(k))
♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ]✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❣é♥ér❛❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✺✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✷✳ P♦✉r t♦✉t i ∈ N ❡t t♦✉t x ∈ W †Ωint,i

K
[
X(p)

]
/K

✐❧ ❡①✐st❡ Π ∈ Pi ❡t

y ∈W †Ωint,i

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ δ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮ ♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(x) =W (ϕ)(w(Π) + py)✱

∀ε ∈]0, δ], ζ̌ε(Π) > ζε(x)✱

∀ε ∈]0, δ], ζε(py) > ζε(x)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ Π =
(
(0, 0)

)
s✐ x ∈W †Ωint,i

K[Y p,Z1
p,...,Zmp]/K

✱ ♦✉ s✐ pu | x ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ u ∈ N∗✱

❛✉q✉❡❧ ❝❛s pu−1 | y✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ W †Ωint,i

K
[
X(p)

]
/K

✱ ❧✬é❧é♠❡♥t x s❡r❛ ❝♦♥❣r✉ ♠♦❞✉❧♦ p à ✉♥❡

❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ W (K)✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ f(k0)
i∏

j=1

g(kj)✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts

(kj)j∈J0,iK ∈

(
PX

(p)

0

)i+1

✈ér✐✜❡♥t ✿

∀ε > 0, −ε|k0| −
i∑

j=1

ε|kj | > ζε(x)✳

❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✶✶ ❡t ✸✳✶✳✶✷ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✶✮✱ ❝❛r

f(k0)

i∏

j=1

g′(kj) ✈ér✐✜❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✈♦✉❧✉❡s✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❝❡s é❧é♠❡♥ts

✈ér✐✜❡♥t (kj)j∈J0,iK ∈
(
PY

p,Z1
p,...,Zmp

0

)i+1
❞ès ❧♦rs q✉❡ x ∈ W †Ωint,i

K[Y p,Z1
p,...,Zmp]/K

✱ ❧✬❛✉tr❡

❝❛s ét❛♥t é✈✐❞❡♥t✳

✭✸✳✹✳✶✸✮ ❊♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✺✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣♦s❡r ♣♦✉r ❧❡ r❡st❛♥t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥

✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s G : W (K)
[
X(p)

]†
→W (K)

[
X(p)

]†
❝♦♠♠✉t❛♥t ❛✈❡❝ ϕ ❡t F ✳

✽✶



P♦✉r t♦✉t i ∈ N ♦♥ ♣♦s❡ ❧❡ W (K)
[
X(p)

]†
✲♠♦❞✉❧❡ ✿

W †Ω
X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

:=





∑

e∈G(i)

tG(se)e |

∃C ∈ R, ∃ε > 0,
∀e ∈ G(i), ζε(tG(se)) + ζε(e) > C

∀e ∈ G(i), se ∈W (K)
[
X(p)

]†





✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ✿

W †Ω
X,i

K
[
X(p)

]
/K

:= tG

(
Ωsep,i

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

)
+W †Ω

X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

+ d

(
W †Ω

X−frp,i−1

K
[
X(p)

]
/K

)
✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ W (K)
[
X(p)

]†
❡t y ∈ W †Ω

X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

♦♥

✈ér✐✜❡ ✿

tG(x)y ∈W
†Ω

X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

✱

∀ε > 0, (ζε(tG(x)) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(tG(x)y) > ζε(tG(x)) + ζε(y)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ❡st é✈✐❞❡♥t ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ W †Ω
X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

❡t ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❡ t❤é♦✲

rè♠❡ ✸✳✶✳✷✺✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✺✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✺✱ ✐❞❡♥✲
t✐✜♦♥s ❧❡s W (K)✲♠♦❞✉❧❡s Ωsep,i

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

❡t W †Ωint,i

K
[
X(p)

]
/K

✈✐❛ t
F̃rob

✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s x ∈ Ωsep,i

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

❡t y ∈W †Ω
X−frp,j

K
[
X(p)

]
/K

✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈W †Ω
X−frp,i+j

K
[
X(p)

]
/K

❡t t ∈W †Ω
X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ δ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮ ♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(xy) =W (ϕ)(z + pd(t))✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(z) > ζε(x) + ζε(y)✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(pd(t)) > ζε(x) + ζε(y) + 1✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ N t❡❧ q✉❡ s♦✐t x s♦✐t y ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✱ ❛❧♦rs

z, pd(t) ∈ FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s ε ∈]0, δ]✳ ❆♣♣❧✐q✉♦♥s ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✷ à x ❛✜♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r Π ∈ Pi
❡t x′ ∈ Ωsep,i

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

t❡❧s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(x) =W (ϕ)(w(Π) + px′)✱

ζε(x
′) > ζε(x)✱

ζ̌ε(Π) > ζε(x)✳

✽✷



➱❝r✐✈♦♥s y =
∑

e∈G(j)

see✱ ♦ù ❧❡s se ∈ W (K)
[
X(p)

]†
✈ér✐✜❡♥t ζε(se) + ζε(e) > ζε(y) q✉❡❧

q✉❡ s♦✐t e ∈ G(j)✳ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✷ à ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♣♦✉r t♦✉t e ∈ G(j) ✐❧ ❡①✐st❡

Πe ∈ P0 ❡t s′e ∈W (K)
[
X(p)

]†
t❡❧s q✉❡ ✿

W (ϕ)(w(Πe) + ps′e) =W (ϕ)(se)✱

ζε(ps
′
e) > ζε(se)✱

ζ̌ε(Πe) > ζε(se)✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬é❧é♠❡♥t y′ :=
∑

e∈G(j)

ps′ee ✈ér✐✜❡ y
′ ∈W †Ω

X−frp,j

K
[
X(p)

]
/K

❡t ζε(y′) > ζε(y)✳ ❖♥

❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

W (ϕ)(xy) =W (ϕ)


p
(
w(Π)y′ + x′y

)
+
∑

e∈G(j)

w(Π)w(Πe)e


 ✳ ✭✸✳✹✳✶✺✳✶✮

◗✉❡❧ q✉❡ s♦✐t e ∈ G(j)✱ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t w(Π)w(Πe)e ❡st ✉♥❡ s♦♠♠❡ ✜♥✐❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ aba′b′e✱ ♦ù a, a′ ∈W †Ωint,0

K[Y p,Z1
p,...,Zmp]/K

✱ b ∈W †Ωint,i
K[X]/K ❡t b′ ∈W †Ωint,0

K[X]/K✳ P✉✐sq✉❡

aba′b′e = aa′bb′e ❡t q✉❡ bb′e ∈W †Ωi+jK[X]/K✱ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽ ❡t ✭✸✳✹✳✼✮✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡
q✉❡

aa′ × (bb′e)|d(frp) = pd


 ∑

e′∈G(i+j−1)

aa′te′e
′


− pd(aa′)

∑

e′∈G(i+j−1)

te′e
′

♣♦✉r ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s te′ ∈W †Ωint,0
K[X]/K ❞é✜♥✐s ♣♦✉r t♦✉t e′ ∈ G(i+j−1) ❀ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✳✷✹✮ ❝❡✉①✲❝✐

✈♦♥t ✈ér✐✜❡r ✿

ζε(pte′) > ζε
(
(bb′e)|d(frp)

)
− ζε(e

′)

> ζε(b) + ζε(b
′) + ζε(e) + 1− ζε(e

′)

> ζ̌ε(Π)− ζε(a) + ζ̌ε(Πe)− ζε(a
′) + ζε(e) + 1− ζε(e

′)

> ζε(x)− ζε(a) + ζε(se)− ζε(a
′) + ζε(e) + 1− ζε(e

′)

ζε(pte′) > ζε(x)− ζε(a) + ζε(y)− ζε(a
′) + 1− ζε(e

′)✳

➚ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ✭✸✳✶✳✷✹✮✱ ❞❡ ✭✸✳✹✳✼✮ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡

α ∈ W †Ω
X−frp,i+j

K
[
X(p)

]
/K

❡t β ∈ W †Ω
X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

❡t ❞❡✉① s✉✐t❡s (ck)k∈N ∈

(
W †Ω

X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

)N

✽✸



❡t (ωk)k∈N ∈
(
W †Ωint,1

K[Y p,Z1
p,...,Zmp]/K

)N
t❡❧s q✉❡ ✿

∑

e∈G(j)

w(Π)w(Πe)e = α+ pd(β) + p
∑

k∈N

ωkck✱

ζε(α) > ζε(x) + ζε(y)✱

ζε (pd(β)) > ζε(x) + ζε(y) + 1✱

∀k ∈ N, ζε(ωk) + ζε(pck) > ζε(x) + ζε(y) + 1✱

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽ ♥♦✉s ❛ss✉r❛♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s sér✐❡s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ✭✸✳✹✳✶✺✳✶✮ q✉❡ ✿

W (ϕ)(xy) =W (ϕ)

(
α+ pd(β) + p

(
w(Π)y′ + x′y +

∑

k∈N

ωkck

))
✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ré❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t t♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❝❡tt❡
❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉s s♦♥t ❞❡s ♣r♦✲
❞✉✐ts ❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ W †Ωint

K
[
X(p)

]
/K

❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t s♦✐t à W †Ω
X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

s♦✐t à W †Ω
X−frp,j

K
[
X(p)

]
/K

✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ ❡t s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ p✲❛❞✐q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡
♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✻✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① é❧é✲
♠❡♥ts x ∈ W †Ωint,i

K
[
X(p)

]
/K

❡t y ∈ W †Ω
X−frp,j

K
[
X(p)

]
/K

✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈ W †Ω
X−frp,i+j

K
[
X(p)

]
/K

❡t

t ∈W †Ω
X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ δ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮ ♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(xd(y)) =W (ϕ)(z + d(t))✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(z) > ζε(x) + ζε(y)✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(d(t)) > ζε(x) + ζε(y)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ N t❡❧ q✉❡ s♦✐t x s♦✐t y ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✱ ❛❧♦rs

z, d(t) ∈ FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛ xd(y) = (−1)i (d(xy)− d(x)y)✱ ✐❧ ♥❡ r❡st❡ ❛❧♦rs q✉✬à ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✺ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮✳

✽✹



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✼✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N✳ P♦✉r x ∈W †Ω
X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

❡t y ∈W †Ω
X−frp,j

K
[
X(p)

]
/K

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈W †Ωint,i+j

K
[
X(p)

]
/K

✱ t ∈W †Ω
X−frp,i+j

K
[
X(p)

]
/K

❡t s ∈W †Ω
X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ δ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮ ♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(xy) =W (ϕ)(pz + pt+ pd(s))✱

∀ε > 0, (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(pz) > ζε(x) + ζε(y) + 2✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(pt) > ζε(x) + ζε(y) + 1✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(pd(s)) > ζε(x) + ζε(y) + 2✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ N t❡❧ q✉❡ s♦✐t x s♦✐t y ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✱ ❛❧♦rs

z, t, d(s) ∈ FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s x =
∑

e∈G(i)

see ❡t y =
∑

e∈G(j)

s′ee
′✱ ♦ù ❧❡s se, se′ ∈W †Ωint,0

K
[
X(p)

]
/K

q✉❡❧s

q✉❡ s♦✐❡♥t e ∈ G(i) ❡t e′ ∈ G(j)✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ r❛♠❡♥és à ét✉❞✐❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡
♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ seese′e′ = sese′ee

′✱ ♣♦✉r e ∈ G(i) ❡t
e′ ∈ G(j)✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✶✳✽ q✉❡ ee′ ∈ pW †Ωi+jK[X]/K ❞♦♥❝ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✭✸✳✹✳✼✮ ❛✐♥s✐

q✉❡ ✭✸✳✶✳✷✹✮ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ωe,e′ ∈W †Ωint,i+j

K
[
X(p)

]
/K

✱ αe,e′ ∈W †Ω
X−frp,i+j

K
[
X(p)

]
/K

❛✐♥s✐ q✉❡

βe,e′ ∈W
†Ω

X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧s q✉❡ ✿

seese′e
′ = psese′ωe,e′ + psese′αe,e′ + psese′d(βe,e′)✱

∀ε > 0, ζε(psese′ωe,e′) > ζε(x) + ζε(y) + 2✱

∀ε > 0, ζε(psese′αe,e′) > ζε(x) + ζε(y) + 1✱

∀ε > 0, ζε(psese′) + ζε(d(βe,e′)) > ζε(x) + ζε(y) + 2✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡
❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹ ❡t ❞✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✻✳

▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ q✉❛♥t à ❡❧❧❡✱ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✽✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N✳ P♦✉r x ∈W †Ω
X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

❡t y ∈W †Ω
X−frp,j

K
[
X(p)

]
/K

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈W †Ωint,i+j

K
[
X(p)

]
/K

✱ t ∈W †Ω
X−frp,i+j

K
[
X(p)

]
/K

❡t s ∈W †Ω
X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

✽✺



t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ δ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮ ♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(xd(y)) =W (ϕ)(pz + t+ pd(s))✱

∀ε > 0, (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(pz) > ζε(x) + ζε(y)✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(t) > ζε(x) + ζε(y)✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(pd(s)) > ζε(x) + ζε(y) + 1✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ N t❡❧ q✉❡ s♦✐t x s♦✐t y ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✱ ❛❧♦rs

z, t, d(s) ∈ FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s x =
∑

e∈G(i)

see ❡t y =
∑

e∈G(j)

s′ee
′✱ ♦ù ❧❡s se, se′ ∈W †Ωint,0

K
[
X(p)

]
/K

q✉❡❧s

q✉❡ s♦✐❡♥t e ∈ G(i) ❡t e′ ∈ G(j)✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ r❛♠❡♥és à ét✉❞✐❡r ✉♥❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡
♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

seed(se′e
′) = (−1)ised(se′)ee

′ + sese′ed(e
′)

♣♦✉r e ∈ G(i) ❡t e′ ∈ G(j)✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✾ ♦♥ ❛ ✿

ee′, ed(e′) ∈ pW †Ωint
K[X]/K +W †Ωfrp

K[X]/K + pd
(
W †Ωfrp

K[X]/K

)
✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❛♣rès ❛✈♦✐r ❞é❝♦♠♣♦sé ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❞✉✐ts ❡♥ ✉♥❡ s♦♠♠❡ s❡❧♦♥ ❧❛
r❡♠❛rq✉❡ ✭✸✳✹✳✼✮✱ ❡t ♠❛❥♦ré ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ζε s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♦❜t❡♥✉s ❣râ❝❡ ❛✉ t❛❜❧❡❛✉ ✭✸✳✶✳✷✹✮✱
♣✉✐s ❡♥ ❢❛✐r❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❛♣rès ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡W †Ωint

K
[
X(p)

]
/K

r❡st❛♥ts ❣râ❝❡

à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✺✱ ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✻✱ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✶✹ ❛✐♥s✐ q✉❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✺✮✳ ▲❛ r❡♠❛rq✉❡
❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❛ ✜❧tr❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❡st q✉❛♥t à ❡❧❧❡ ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✸✳✹✳✽✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✾✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① é❧é✲
♠❡♥ts x ∈ W †Ω

X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

❡t t♦✉t y ∈ W †Ω
X−frp,j

K
[
X(p)

]
/K

✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ z ∈ W †Ωint,i+j

K
[
X(p)

]
/K

❡t

t ∈W †Ω
X−frp,i+j−1

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ δ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮ ♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(d(x)d(y)) =W (ϕ)(pz + d(t))✱

∀ε > 0, (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(pz) > ζε(x) + ζε(y)✱

∀ε ∈]0, δ], (ζε(x) 6= −∞∧ ζε(y) 6= −∞) =⇒ ζε(d(t)) > ζε(x) + ζε(y)✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ u ∈ N t❡❧ q✉❡ s♦✐t x s♦✐t y ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡ à FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✱ ❛❧♦rs

z, d(t) ∈ FiluWΩ
K
[
X(p)

]
/K

✳

✽✻



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ d(x)d(y) = d(xd(y))✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✽ ❡t ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮✳

▲❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✵✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❙♦✐t η > 0✳ ■❧ ❡①✐st❡ δ > 0 ❡t C ∈

]
0,

1

2n

]
t❡❧s

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✐❞s k ∈ PX
(p)

0 ✱ ✐❧ ❡①✐st❡ x ∈ W †Ωint,1

K
[
X(p)

]
/K

+ d

(
W †Ω

X−frp,0

K
[
X(p)

]
/K

)

♦♥ ❛✐t ✿

W (ϕ)(g(k)) =W (ϕ)(x)✱

∀ε ∈]0, δ], ζCε(x) >
ζε(g(k))

2n
− η✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ u(k) 6= 0 ✐❧ ❡①✐st❡ x′ ∈W †Ωint,0

K
[
X(p)

]
/K

+W †Ω
X−frp,0

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧ q✉❡ ✿

W (ϕ)(x′) =W (ϕ)(f(k))✱

x = d(x′)✱

∀ε ∈]0, δ], ζCε(x
′) >

ζε(f(k))

2n
− η✱

x, x′ ∈ Filu(k)WΩ
K
[
X(p)

]
/K

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲♦rsq✉❡ k ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❡♥t✐èr❡s✱ ❝❡❧❛ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✺✮ ❝❛r ♦♥ ❛ ❞é❥à
g(k) ∈ W †Ωint,1

K
[
X(p)

]
/K

✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛ g(k) = d(f(k)) ❞✬❛♣rès ✭✷✳✸✳✶✵✳✶✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ η > 0✱

♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ x′ ∈ W †Ωint,0

K
[
X(p)

]
/K

+ W †Ω
X−frp,0

K
[
X(p)

]
/K

❡t a ∈ ]0,+∞[m+1+n t❡❧s q✉❡

W (ϕ)(f(k)) =W (ϕ)(x′)✱ q✉❡ γε,Id
K

[

X
(p)

],a(x
′) > γε,Id

K

[

X
(p)

],a(f(k))− η ♣♦✉r t♦✉t ε ∈]0, δ]✱

♦ù δ > 0 ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ k✱ ❡t q✉❡ x′ ∈ Filu(k)WΩ
K
[
X(p)

]
/K

✿ ❝✬❡st ❧❛ ♣r♦✲

♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✷✳ ❉✬❛♣rès ✭✷✳✺✳✷✳✺✮ ❡t ✭✷✳✺✳✷✳✸✮ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r m,M ∈]0,+∞[

t❡❧s q✉❡
m

M
6 1 ❡t γmε(x′) > γMε(f(k)) − η✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞✬❛♣rès ✭✸✳✶✳✶✵✳✶✮ ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡

ζmε(x
′) >

ζ2nMε(f(k))

2n
− η✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ✭✸✳✶✳✶✵✳✸✮✱ ❡♥ r❡♠❛rq✉❛♥t

q✉❡ ζ2nMε(f(k)) = ζ2nMε(g(k))✱ ❡t ❡♥ ❞✐✈✐s❛♥t δ ♣❛r 2nM ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✶✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ ❖♥ ❛ ✿

W (ϕ)

(
W †Ωfrp,i

K
[
X(p)

]
/K

)
⊂W (ϕ)

(
W †Ω

X,i

K
[
X(p)

]
/K

)
✳

✽✼



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x ∈ W †Ωfrp,i

K
[
X(p)

]
/K
✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ x =

∑

(k,I)∈PX
(p)

ηk,Ie(k, I)✱ ♦ù ❧❡s

ηk,I ∈ W (K) ♣♦✉r t♦✉t (k, I) ∈ PX
(p)

s♦♥t t♦✉s ♥✉❧s s❛✉❢ s✐ u(k) 6= 0✱ I0 6= ∅ ❡t #I = i✱ ❡t
❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ✈ér✐✜❡r♦♥t 2 vV (ηk,I) + u(k) − ε|k| > ζε(x) ♣♦✉r t♦✉t ε > 0✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡

♣♦✉r ❞❡ t❡❧s (k, I)✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ e(k, I) = f(k|I0)×
i∏

l=1

g(k|Il) ❡t ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝❡✉①✲❝✐

✈♦♥t ✈ér✐✜❡r ✿

∀ε > 0, 2n vV (ηk,I) + ζε (f(k|I0)) +
i∑

l=1

ζε (g(k|Il)) > ζε(x)✳

❙♦✐t η > 0✳ P❛r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✷✵✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t
y ∈W †Ωint,0

K
[
X(p)

]
/K

+W †Ω
X−frp,0

K
[
X(p)

]
/K
✱ ❛✐♥s✐ q✉✬✉♥ i✲✉♣❧❡t ❞❡ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt

(zl)l∈J1,iK ∈

(
W †Ωint,1

K
[
X(p)

]
/K

+ d

(
W †Ω

X−frp,0

K
[
X(p)

]
/K

))i
❡t ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ε > 0 ❡t C ∈

]
0,

1

2n

]

t❡❧s q✉❡ ✿

W (ϕ)(y) =W (ϕ) (f(k|I0)) ✱

∀l ∈ J1, iK, W (ϕ)(zi) =W (ϕ) (g(k|Il)) ✱

ζCε(y) >
ζε (f(k|I0))

2n
− η✱

∀l ∈ J1, iK, ζCε(zl) >
ζε (g(k|Il))

2n
− η✳

◗✉✐tt❡ à ré❞✉✐r❡ ε✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✭❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✺

❥✉sq✉✬❛✉ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✶✾✮ ❛♣♣❧✐q✉és ❛✉ ♣r♦❞✉✐t W (ϕ)

(
y ×

i∏

l=1

zl

)
= W (ϕ)(e(k, I))✱ ❛✐♥s✐

q✉❡ ✭✸✳✶✳✶✵✳✺✮✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡s tr♦✉✈❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t e′(k, I) ∈W †Ω
X,i

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧ q✉❡ ✿

e′(k, I) ∈ Filu(k)WΩ
K
[
X(p)

]
/K
✱

W (ϕ)(e′(k, I)) =W (ϕ)(e(k, I))✱

ζCε(e
′(k, I)) > ζCε(y) +

i∑

l=1

ζCε(zl) >
ζCε(x)− 2n vV (ηk,I)− 2n(i+ 1)η

2n
✳

▲❛ sér✐❡ x′ :=
∑

(k,I)∈PX
(p)

ηk,Ie
′(k, I) ❝♦♥✈❡r❣❡ ❛❧♦rs ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✳ ▲❡s

✐♥é❣❛❧✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✈ér✐✜❡r ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡
x′ ∈W †Ω

X,i

K
[
X(p)

]
/K
✱ ❡t ❡♥✜♥ ♦♥ ❛ W (ϕ)(x) =W (ϕ)(x′)✳

✽✽



❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✷✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ G = F̃rob✳ ❖♥ ❛ ❧✬é❣❛❧✐té ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ✿

W (ϕ)

(
n+1+m⊕

i=0

W †Ω
X,i

K
[
X(p)

]
/K

)
=W †ΩR/K✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ❡t t♦✉t x ∈W †Ωi
R/K

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ω ∈ Ωsep,i
R†/W (K)

❛✐♥s✐ q✉✬✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s :
G(i) ⊔G(i− 1)→ R†

e 7→ se
t❡❧s q✉❡ ✿

x = tF (ω) +
∑

e∈G(i)

tF (se)e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

tF (se)e


 ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✷✶ ❡t ✸✳✹✳✽✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✸✳ ◗✉❡❧s q✉❡ s♦✐❡♥t i ∈ N ❡t x ∈ W †Ωi
R/K

✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡

ω ∈ Ωsep,i
R†/W (K)

❡t ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s :
G(i) ⊔G(i− 1)→ R†

e 7→ se
t❡❧s q✉❡ ✿

x = tF (ω) +
∑

e∈G(i)

tF (se)e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

tF (se)e


 ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t x ∈ W †Ωi
R/K

✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ✸✳✹✳✷✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ y ∈ W †Ω
X,i

K
[
X(p)

]
/K

t❡❧ q✉❡ W (ϕ)(y) = x✳ ❖♥ ♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✻ ♣r❡♥❞r❡ ε > 0✱

C ∈ R✱ ω ∈ Ωsep,i

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

❡t s : G(i) ⊔G(i− 1)→ W (K)
[
X(p)

]†

e 7→ se
t❡❧s q✉❡ ✿

y = t
F̃rob

(ω) +
∑

e∈G(i)

t
F̃rob

(se)e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

t
F̃rob

(se)e


 ✱

ζε

(
t
F̃rob

(ω)
)
> C✱

∀e ∈ G(i) ⊔G(i− 1), ζε

(
t
F̃rob

(se)
)
+ ζε (e) > C✳

◗✉✐tt❡ à ré❞✉✐r❡ ε✱ ♦♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺ q✉❡ ζε (vG(ω)) > C✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡

vG(ω) ∈ Fil

(
WΩi

K
[
X(p)

]
/K

)
❞✬❛♣rès ✭✸✳✸✳✷✳✶✮✱ ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✻ ❡t ✸✳✹✳✽ q✉❡

✽✾



❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ω′ ∈ Ωsep,i

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

❡t s′ : G(i) ⊔G(i− 1)→ W (K)
[
X(p)

]†

e 7→ s′e

t❡❧s

q✉❡ ✿

vG(ω) = t
F̃rob

(pω′) +
∑

e∈G(i)

t
F̃rob

(s′e)e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

t
F̃rob

(s′e)e


 ✱

ζε

(
t
F̃rob

(pω′)
)
> C✱

∀e ∈ G(i) ⊔G(i− 1), ζε

(
t
F̃rob

(s′e)
)
+ ζε (e) > C✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ t♦✉t ❝❡❧❛✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ p | vF (z)e ♣♦✉r t♦✉t z ∈ Ωsep,i

W (K)
[
X(p)

]†
/W (K)

❡t t♦✉t e ∈ G(i) ⊔G(i− 1)✱ q✉❡ ✿

y ≡ tF (ω) +
∑

e∈G(i)

tF (se − s
′
e)e+ d


 ∑

e∈G(i−1)

tF (se − s
′
e)e


 [p]✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ♣❡✉t ré♣ét❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✾✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t
❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡✳

✭✸✳✹✳✷✹✮ ❖♥ ❞é✜♥✐r ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

ζε,ϕ :
W †ΩR/K → R ∪ {+∞,−∞}

x 7→ sup
{
ζε(y) | y ∈W (ϕ)−1 ({x})

} ✳

P♦✉r t♦✉t é❧é♠❡♥t x ∈W †ΩR/K✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 t❡❧ q✉❡ ζε,ϕ(x) 6= −∞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞✬❛♣rès
❬✶✼❪ ❡t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✺✱ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t ε > 0 ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ζε,ϕ ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✸ ❡t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✽✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐✲
❞èr❡ ✉♥❡ sér✐❡ y :=

∑

i∈N

xi ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ W †ΩR/K✱ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱

❛❧♦rs s✬✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 ❡t C ∈ R t❡❧s q✉❡ ζε,ϕ(xi) > C ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✱ ❛❧♦rs y ∈W †ΩR/K ❡t
ζε,ϕ(y) > C✳

✭✸✳✹✳✷✺✮ ➚ ❧✬✐♥st❛r ❞❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛✣♥❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ♣♦✉r
t♦✉t i ∈ N ❧❡ R†✲♠♦❞✉❧❡ ✿

W †Ωϕ−frp,i

R/K
:=





∑

e∈G(i)

tF (se)e |

∃C ∈ R, ∃ε > 0,
∀e ∈ G(i), ζε,ϕ(tF (se)) + ζε,ϕ(e) > C

∀e ∈ G(i), se ∈W
†Ωint,0

R/K





✳

✾✵



■❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r W (ϕ) ❞❡ W †Ω
X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✸ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ✉♥❡

❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡♥ s♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡s ✿

W †Ωi
R/K

= tF

(
Ωsep,i
R†/W (K)

)
⊕W †Ωϕ−frp,i

R/K
⊕ d

(
W †Ωϕ−frp,i

R/K

)
✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

W †Ωfrac,i

R/K
:=W †Ωϕ−frp,i

R/K
⊕ d

(
W †Ωϕ−frp,i

R/K

)
✳

❙✐ x ∈W †ΩR/K✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ x|int ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ x ❞❛♥s tF
(
Ωsep
R†/W (K)

)
✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ x|frac

❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ x ❞❛♥s W †Ωϕ−frac

R/K
✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ x|frp ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ x ❞❛♥s W †Ωϕ−frp

R/K
❡t

x|d(frp) ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❡ x ❞❛♥s d
(
W †Ωϕ−frp

R/K

)
✳

❈❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞✉ ❝❤♦✐① ❞✉ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s F ❡t ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ str✉❝✲
t✉r❛❧ ϕ✱ ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ s❡r❛ ♣rêt❡r❛ ♣❛s à ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❛✈❡❝ ❝❡❧❧❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ❡♥ ✭✷✳✸✳✶✽✮ s✐ ❧✬♦♥ ❛ F = F̃rob ❡t
ϕ = IdK[X1,...,Xn,Y,Z1]✳

❈❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈✐♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
✷✳✸✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ♣r♦❝❤❛✐♥ ❝❤❛♣✐tr❡ q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ s✬❛✈èr❡ s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r
❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♥trô❧❡
❞❡ ❧❛ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ❝✐✲❛✈❛♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✻✳ ❙♦✐❡♥t i, j ∈ N✱ x ∈ W †Ωϕ−frp,i

R/K
❡t y ∈ W †Ωj

R/K
✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡

z ∈W †Ωϕ−frp,i+j

R/K
t❡❧ q✉❡ ✿

xy ≡ z[p]✱

y ∈W †Ωϕ−frp,j

R/K
=⇒ z ≡ 0[p]✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t x′ ∈ W †Ω
X−frp,i

K
[
X(p)

]
/K

❡t y′ ∈ W †Ωj
K
[
X(p)

]
/K

❞❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts r❡s♣❡❝✲

t✐❢s ♣❛r W (ϕ) ❞❡ x ❡t y✳ ➱❝r✐✈♦♥s x′ =
∑

e∈G(i)

tG(se)e✱ ♦ù se ∈ W (K)
[
X(p)

]†
♣♦✉r t♦✉t

e ∈ G(i)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ x′y′ =
∑

e∈G(i)

t
F̃rob

(se)ey
′ +

∑

e∈G(i)

vG(se)ey
′✳ ❉✬❛♣rès ✭✸✳✸✳✷✳✶✮✱ ♦♥

❛ p |
∑

e∈G(i)

vG(se)ey
′✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✸✳✹✳✶✺✱ ✸✳✹✳✶✼ ❡t

✸✳✹✳✶✽✳

✾✶



❈❤❛♣✐tr❡ ✹

❈♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡

❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

▲❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ✐s♦❝r✐st❛❧ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❬✶✾❪✳ ❯♥ t❤é♦rè♠❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❛✐t été ♦❜t❡♥✉
♣❛r ❊t❡ss❡ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❝r✐st❛❧❧✐♥❡ ❡t ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❛✈❡❝
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✷✶❪✳ ❇❧♦❝❤ ❞é♠♦♥tr❛ ❡♥s✉✐t❡ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❝r✐s✲
t❛✉① ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❬✽❪✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❧é❣✐t✐♠❡♠❡♥t
❡s♣ér❡r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳

◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤ ❛✉ ❝❛❞r❡ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ◆♦✉s
♦❜t❡♥♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s s✉r
✉♥ s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t
❧✐❜r❡s✳ ❯♥ t❡❧ é♥♦♥❝é ♥é❝❡ss✐t❡ ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡s
❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s q✉✐ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡♥ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ P♦✉r ✜♥✐r✱ ♦♥ ❞é♠♦♥tr❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡
❝❛té❣♦r✐❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳

✹✳✶ ❈♦♥♥❡①✐♦♥s

◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✐❝✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞✬❛❧❣è❜r❡s ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡s
❣r❛❞✉é❡s✳ ❖♥ s✬✐♥s♣✐r❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❞❡ ❬✸✵❪ ♣♦✉r ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❧❡s ♥♦t✐♦♥s
♣rés❡♥té❡s ✐❝✐ s♦♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ❛✜♥ ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❊rt❧ ❬✶✾❪❬✷✵❪✳

❖♥ ❞é♠♦♥tr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❢♦❧❦❧♦r❡ ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s✉r
✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡t ❧❡✉rs ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ t❡♥s♦r✐s❛t✐♦♥ ♣❛r Q ❞❡
❝❡rt❛✐♥s t②♣❡s ❢❛✐s❝❡❛✉①✳ ❖♥ ✐♥tr♦❞✉✐t ❡♥✜♥ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ F ✲str✉❝t✉r❡✱ ❛♥❛❧♦❣✉❡ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s ❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡✳

✭✹✳✶✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ X ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✱ R ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠✲

✾✷



♠✉t❛t✐❢ ❡t F =

(
⊕

n∈N

Fn, d

)
✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ❞❡s

♣r♦❞✉✐ts t❡♥s♦r✐❡❧s ❡t ❡①tér✐❡✉rs ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❝♦♠♠❡ s✬✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉①✱ ❧❛ ♣r♦✲
♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉t✐sés ❬✹✹✱ ✵✵✽✵❪ ❥✉st✐✜❛♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

✭✹✳✶✳✷✮ ❙✐ (X,OX) ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ❛♥♥❡❧é✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r t♦✉t OX(X)✲♠♦❞✉❧❡ M ✉♥
❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ OX ✲♠♦❞✉❧❡s M̃ q✉✐ ❡st ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉t✐sé ❞✉ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉ q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ♦✉✈❡rt U ❞❡
X ❛ss♦❝✐❡ M ⊗OX(X)OX(U)✳ ❈❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞é♣❡♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❛♥♥❡❧é ❝♦♥s✐❞éré✱

♠❛✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ M̃ ♥❡ ❞❡✈r❛✐t ♣❛s ❝ré❡r ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❝❤❡③ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r✳
❉✬❛♣rès ❬✹✹✱ ✵✶❇❍❪✱ ❝❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ q✉❛s✐✲❝♦❤ér❡♥t ❞❡ OX ✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱

❝❡tt❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ❢♦♥❝t♦r✐❡❧❧❡ ❡t ❧✬♦♥ ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r t♦✉t OX ✲
♠♦❞✉❧❡ F ✿

HomOX ✲Mod(M̃,F) ∼= HomOX(X)✲Mod(M,F(X))✳ ✭✹✳✶✳✷✳✶✮

■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ s✐ (X,OX) ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❛✣♥❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s OX ✲♠♦❞✉❧❡s
q✉❛s✐✲❝♦❤ér❡♥ts ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s OX(X)✲♠♦❞✉❧❡s✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
ét❛♥t •̃ ❡t ❧❛ ❢❛✐s❝❡❛✉t✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✐♥✉t✐❧❡✳

❙✐ (X†,OX†) ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❬✹✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳❪ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r •̃
✐♥❞✉✐t ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s OX†(X†)✲♠♦❞✉❧❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❡t ❧❡s OX†✲
♠♦❞✉❧❡s ❝♦❤ér❡♥ts✱ ❡t ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❧❛ ❢❛✐s❝❡❛✉t✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s
♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✸✳ ❯♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲❝♦❤ér❡♥t M
❡t ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ∇ : M → M ⊗F0 F1 ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ ❣r♦✉♣❡s s✉r X ✈ér✐✜❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
▲❡✐❜♥✐③ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X ✿

∀s ∈ F0(U), ∀m ∈M(U), ∇(sm) = s∇(m) +m⊗ d(s)✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✹✳ ❙♦✐❡♥t (M,∇M ) ❡t (N,∇N ) ❞❡✉① F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❯♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡

❤♦r✐③♦♥t❛❧ ϕ : (M,∇M ) → (N,∇N ) ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ϕ̃ : M → N ❞❡ F0✲
♠♦❞✉❧❡s t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

M N

M ⊗F0 F1 N ⊗F0 F1

ϕ̃

∇M ∇N
ϕ̃⊗F0

IdF1

✳

◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s F✲MC ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❡t ❞❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ❤♦r✐③♦♥t❛✉①✳

✭✹✳✶✳✺✮ ❙♦✐t ∇ : M → M ⊗F0 F1 ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt ❞❡ U ♦♥ ♣❡✉t
❞é✜♥✐r ✉♥❡ F|U ✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♥♦té❡ ∇|U ❡♥ s❡ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❛✉① ♦✉✈❡rts ❞❡ U ✳ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

•|U :
F✲MC→ F|U ✲MC

∇ 7→ ∇|U
ϕ 7→ ϕ|U

✳

✾✸



✭✹✳✶✳✻✮ ❙♦✐t ∇ : M → M ⊗F0 F1 ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ P♦✉r t♦✉t k ∈ N✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉t✐sés ❬✹✹✱ ✵✵✽✵❪ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡
❣r♦✉♣❡s s✉r X ❡♥ ♣♦s❛♥t ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X ✿

∇k :
(M ⊗F0 Fk)(U)→ (M ⊗F0 Fk+1)(U)

m⊗ s 7→ (−1)k∇(m) ∧ s+m⊗ d(s)
✳

▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ▲❡✐❜♥✐③ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡st
❜✐❡♥ ❞é✜♥✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✼✳ ❯♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ ❡st ❞✐t❡ ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✐ ∇1 ◦ ∇ = 0✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛
F✲MIC ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ F✲MC ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s✳
❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t F✲MICf ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ F✲MIC ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s✉r ✉♥ F0✲
♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❡t F✲MIClf ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ F✲MIC ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s s✉r
✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✽✳ ❙♦✐t ∇ ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ M ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ r ∈ N∗✳
❙♦✐t {mi}i∈J1,rK ✉♥❡ F0(X)✲❜❛s❡ ❞❡ M(X)✳ ▲✬✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ (ni,j)i,j∈J1,rK ∈ Matr(F1) t❡❧❧❡

q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, rK ♦♥ ❛✐t∇(mi) =

r∑

j=1

mj⊗ni,j ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❧❛♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡

❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ {mi}i∈J1,rK✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ∇ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❜❛s❡
❡st ✜①é❡✳

✭✹✳✶✳✾✮ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ ∇ ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ M ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣
r ∈ N∗✱ ❡t q✉❡ B ❡st ✉♥❡ F0(X)✲❜❛s❡ ❞❡ M(X)✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ∇ ♣♦✉r
❧❛ ❜❛s❡ B ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡
▲❡✐❜♥✐③ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ é❧é♠❡♥t ❞❡ M(U)
à ♣❛rt✐r ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M(U)✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥
à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✵✳ ❙♦✐t ∇ : M →M⊗F0F1 ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡
❞❡ r❛♥❣ r ∈ N∗✳ ❙♦✐t {mi}i∈J1,rK ✉♥❡ F0(X)✲❜❛s❡ ❞❡ M ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡
U = {ui,j}i,j∈J1,rK ∈ Matr(F0(X))×✱ ❡t N = (ni,j)i,j∈J1,rK ∈ Matr(F1(X)) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡✲

♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ∇ ♣♦✉r {mi}i∈J1,rK✳ ❆❧♦rs





r∑

j=1

ui,jmj




i∈J1,rK

❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M ✱ ❡t ♣♦✉r

❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ∇ ❡st ✿

UNU−1 + d(U)U−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲❛ ❢❛♠✐❧❧❡





r∑

j=1

ui,jmj




i∈J1,rK

❡st ✉♥❡ F0(X)✲❜❛s❡ ❞❡ M(X) ❝❛r U ❡st

✾✹



✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳ ◆♦t♦♥s {vi,j}i,j∈J1,rK := U−1✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, rK ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✿

mi =

r∑

k=1

vi,k




r∑

j=1

uk,jmj


 ✳

❉❡ ♣❧✉s ✿

∇




r∑

j=1

ui,jmj


 =

r∑

j=1

ui,j∇(mj) +mj ⊗ d(ui,j)

=

r∑

j=1

(
r∑

k=1

mk ⊗ ui,jnj,k

)
+mj ⊗ d(ui,j)

=

r∑

j=1

(
r∑

k′=1

mj ⊗ ui,k′nk′,j

)
+mj ⊗ d(ui,j)

=

r∑

j=1

mj ⊗

((
r∑

k′=1

ui,k′nk′,j

)
+ d(ui,j)

)

=

r∑

j=1

(
r∑

k=1

vj,k

(
r∑

i′=1

uk,i′mi′

))
⊗

((
r∑

k′=1

ui,k′nk′,j

)
+ d(ui,j)

)

∇




r∑

j=1

ui,jmj


 =

r∑

k=1



(

r∑

i′=1

uk,i′mi′

)
⊗

r∑

j=1

((
r∑

k′=1

ui,k′nk′,j

)
+ d(ui,j)

)
vj,k


 ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶✳ ❙♦✐t ∇ : M →M⊗F0F1 ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡
❞❡ r❛♥❣ r ∈ N∗✳ ❙♦✐t {mi}i∈J1,rK ✉♥❡ F0(X)✲❜❛s❡ ❞❡ M ✱ ❡t s♦✐t N ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡
❞❡ ∇ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❜❛s❡✳ ❆❧♦rs ∇ ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ d(N)−N2 = 0✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s {ni,j}i,j∈J1,rK := N ✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ∇(mi) =

r∑

j=1

mj ⊗ ni,j ♣♦✉r t♦✉t

i ∈ J1, rK✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

∇1 ◦ ∇(mi) =
r∑

j=1

(−∇(mj)ni,j +mj ⊗ d(ni,j))

=
r∑

j=1

(
mj ⊗ d(ni,j)−

r∑

k=1

mk ⊗ nj,kni,j

)

∇1 ◦ ∇(mi) =
r∑

j=1

mj ⊗

(
d(ni,j)−

r∑

l=1

nl,jni,l

)
✳

✾✺



❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té✱ ❡t ❝❛r {mi}i∈J1,rK ✉♥❡ F0(X)✲❜❛s❡ ❞❡
M ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✷✳ ❙♦✐t ϕ : F → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✱ ❡t

♣♦s♦♥s ϕM :
(M ⊗F0 F1) (U)→ ((M ⊗F0 G0)⊗G0 G1) (U)

m⊗ f 7→ (m⊗ 1)⊗ ϕ(f)
♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X✳ ❙♦✐t

∇ : M →M⊗F0F1 ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ ❆❧♦rs ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❢♦r♠❡ ✉♥❡ G✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✿

ϕ(∇)(U) :
(M ⊗F0 G0) (U)→ ((M ⊗F0 G0)⊗G0 G1) (U)

m⊗ g 7→ gϕM (∇(m)) + (m⊗ 1)⊗ d(g)
✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❜✐✲❛❞❞✐t✐✈❡✱
❡t ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X✱ ❡t t♦✉t é❧é♠❡♥ts f ∈ F0(U)✱ m ∈M(U) ❡t g ∈ G0(U) ♦♥ ❛ ✿

ϕ(∇)(U)(fm⊗ g) = gϕM (∇(fm)) + (fm⊗ 1)⊗ d(g)

= gϕM (f∇(m) +m⊗ d(f)) + (fm⊗ 1)⊗ d(g)

= fgϕM (∇(m)) + (m⊗ 1)⊗ gϕ(d(f)) + (m⊗ 1)⊗ ϕ(f)d(g)

ϕ(∇)(U)(fm⊗ g) = ϕ(∇)(U)(m⊗ ϕ(f)g)✳

❊♥✜♥✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❝❛r ♣♦✉r t♦✉t m ∈M ❡t t♦✉t g, g′ ∈ G0(U) ♦♥ ✈ér✐✜❡ ✿

ϕ(∇)(U)(g′(m⊗ g)) = ϕ(∇)(U)(m⊗ g′g)

= g′gϕM (∇(m)) + (m⊗ 1)⊗ d(g′g)

= g′gϕM (∇(m)) + (m⊗ 1)⊗ g′d(g) + (m⊗ 1)⊗ gd(g′)

ϕ(∇)(U)(g′(m⊗ g)) = g′ϕ(∇)(U)(m⊗ g) + (m⊗ g)⊗ d(g′)✳

✭✹✳✶✳✶✸✮ ❙♦✐t ϕ : F → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥
✹✳✶✳✶✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

ϕ :
F✲MC→ G✲MC

∇ 7→ ϕ(∇)
ψ 7→ ψ ⊗ IdG0

✳

✭✹✳✶✳✶✹✮ ❙♦✐❡♥t ϕ : F → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s ❡t ∇ ✉♥❡
F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ ❙♦✐t U ✉♥ ♦✉✈❡rt ❞❡ X✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❢♦♥❝t♦r✐❡❧ ❡♥
∇ ❞❡ G|U ✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✿

ϕ(∇)|U ∼= ϕ|U (∇|U ) ✳

✭✹✳✶✳✶✺✮ ❙♦✐t ϕ : F → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
q✉❡ s✐ ∇ : M → M ⊗F0 F1 ❡st ✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ r ∈ N∗✱
❛❧♦rs ϕ(∇) s❡r❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ r✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡

✾✻



✉♥❡ ❜❛s❡ B ❞❡ M(X) ❡t ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ N ❞❡ ∇ ❛ss♦❝✐é❡ à B✱ ❛❧♦rs ϕ(N) ❡st ❧❛
♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ϕ(∇) ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ ❜❛s❡ B ⊗ 1✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✶✱ ♦♥ ♦❜s❡r✈❡ q✉❡ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ϕ ♣rés❡r✈❡ ❧✬✐♥té❣r❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❖♥
♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

ϕ : F✲MICf → G✲MICf ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✻✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R ❡st
✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Ωsep,1

R/W (K) s♦✐t ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥

❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R†✲♠♦❞✉❧❡s ✿

Ωsep,1
R/W (K) ⊗R R

† ∼= Ωsep,1
R†/W (K)

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t n ∈ N ❡t (Pj)j∈N ∈ (W (K)[X1, . . . , Xn])
N t❡❧s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ c ∈ N

✈ér✐✜❛♥t deg(Pj) 6 c(j + 1) ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N✳ ❙✐ r ∈ Rn ❛❧♦rs
∑

j∈N

pjPj(r) ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t

❞❡ R†✱ ❡t t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❝❡t ❛♥♥❡❛✉ s✬é❝r✐✈❡♥t s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳ ❙✐ d : R → Ωsep,1
R/W (K)

❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t j ∈ N ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✶✳✸✳✷✳✶✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡

d(Pj(r)) =

n∑

i=1

Pj,i(r)d(ri)

♦ù ❧❡s Pj,i ∈W (K)[X] ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, nK ✈ér✐✜❡♥t deg(Pj) 6 c(j + 1)− 1✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿

d′ :

R† → Ωsep,1
R/W (K) ⊗R R

†

∑

j∈N

pjPj(r) 7→
n∑

i=1

d(ri)⊗
∑

j∈N

pjPj,i(r)
✳

❈❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ❝❤♦✐① ❞❡ n✱ (Pj)j∈N ❡t r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡

s✉r R ♦♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ Ωsep,1
R/W (K) ⊗R R

† ❡st ✉♥ R†✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✸ q✉❡ Ωsep,1
R/W (K) ⊗R R

† ❡st sé♣❛ré ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐t✱

s✐ ❧✬♦♥ ❝❤♦✐s✐t ❞✬❛✉tr❡s n′ ∈ N✱
(
P ′
j

)
j∈N
∈ (W (K)[X1, . . . , Xn])

N ❡t r′ ∈ Rn ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s

♠ê♠❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t k ∈ N ♦♥ ❛ ✿

n∑

i=1

d(ri)⊗
∑

j∈N

pjPj,i(r)−
n′∑

i=1

d(r′i)⊗
∑

j∈N

pjP ′
j,i(r

′)

=
k−1∑

j=0

pj

(
n∑

i=1

d(ri)Pj,i(r)−
n′∑

i=1

d(r′i)P
′
j,i(r

′)

)
⊗ 1

+ pk
+∞∑

j=k

(
n∑

i=1

d(ri)⊗ p
j−kPj,i(r)−

n′∑

i=1

d(r′i)⊗ p
j−kP ′

j,i(r
′)

)
✳

✾✼



❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❞é✜♥✐t✐♦♥s s❡r❛ ❞✐✈✐s✐❜❧❡ ♣❛r pk q✉❡❧
q✉❡ s♦✐t k ∈ N✱ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ q✉❡ d′ ❡st ✉♥❡ W (K)✲❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝❛r✱ ❡♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♥♦t❛t✐♦♥s q✉❡
❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j, j′ ∈ N ♦♥ ❛ ✿

d(Pj(r)P
′
j′(r

′)) = Pj(r)d(P
′
j′(r

′)) + P ′
j′(r

′)d(Pj(r))

=

n′∑

i=1

Pj(r)P
′
j′,i(r

′)d(r′i) +

n∑

i=1

P ′
j′(r

′)Pj,i(r)d(ri)✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ d† : R† → Ωsep,1
R†/W (K)

❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✱ ♦♥ s❛✐t ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥

✉♥✐q✉❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R†✲♠♦❞✉❧❡s ϕ : Ωsep,1
R†/W (K)

→ Ωsep,1
R/W (K) ⊗R R

† t❡❧ q✉❡ ϕ ◦ d† = d′✳

P♦s♦♥s ι : Ωsep,1
R/W (K) → Ωsep,1

R†/W (K)
❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

ϕ−1 :
Ωsep,1
R/W (K) ⊗R R

† → Ωsep,1
R†/W (K)

ω ⊗ r 7→ ι(ω)r
✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ R ♦♥ ❛ d′(r) = d(r) ⊗ 1✱ ❝❡❧❛ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ✈é✲
r✐✜❡r q✉❡ ϕ ◦ ϕ−1 ◦ d′(r) = d′(r) ❡t ϕ−1 ◦ ϕ ◦ d†(r) = d†(r)✳ ❊♥ é❝r✐✈❛♥t ❞❡s sér✐❡s p✲
❛❞✐q✉❡♠❡♥t s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s é❣❛❧✐tés s✐♠✐❧❛✐r❡s s✐ r ∈ R†✳ P✉✐sq✉❡ d′(R†)
❡♥❣❡♥❞r❡ Ωsep,1

R/W (K) ⊗R R
† ❡t d†(R†) ❡♥❣❡♥❞r❡ Ωsep,1

R†/W (K)
❡♥ t❛♥t q✉❡ R†✲♠♦❞✉❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t

❝♦♥❝❧✉r❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ✹✳✶✳✶✼✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R ❡st
✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ t❡❧❧❡ q✉❡ Ω1

R/W (K) s♦✐t ✉♥ R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❆❧♦rs✱ ♦♥
❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s ✿

Ωsep
R/W (K) ⊗R R

† ∼= Ωsep
R†/W (K)

✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✻ ❡t ❬✶✷✱ ■■■✳✽✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✽✳❪✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✽✳ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R ❡st
✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡✳ ❙♦✐t (X†,OX†) ✉♥ W (K)✲s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡
♣♦✉r t♦✉t U ❞❡ X

† q✉✐ s♦✐t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❛✣♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ str✉❝t✉r❡❧
W (K)→ OX†(U) ❡st ♣❧❛t✱ ❡t q✉❡ (X,OX) := (X†,OX†) s♦✐t ✉♥ s❝❤é♠❛ ❧✐ss❡ s✉r K✳ ❆❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ q✉❛s✐✲❝♦❤ér❡♥t ❞❡ W (K)✲❞❣❛s Ωsep

X†/W (K)
t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t OX†(U)✲

♠♦❞✉❧❡ M ❡t t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞✬♦✉✈❡rts V ⊂ U ❞❡ X
† q✉✐ s♦✐❡♥t ❞❡s K✲s❝❤é♠❛s ❢♦r♠❡❧s ❛✣♥❡s

❢❛✐❜❧❡s ♦♥ ❛✐t ✿

M̃ ⊗O
X† |U Ωsep

X†/W (K)
|U (V ) ∼= (M ⊗O

X† (U) OX†(V ))⊗O
X† (V ) Ω

sep
O

X† (V )/W (K)✳

✾✽



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t V ⊂ U ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❞❡ X† q✉✐ s♦✐❡♥t ❞❡s K✲s❝❤é♠❛s ❢♦r♠❡❧s ❛✣♥❡s
❢❛✐❜❧❡s✳ ❙♦✐t M ✉♥ OX†(U)✲♠♦❞✉❧❡✳ ◆♦t♦♥s F ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉t✐sé ❞❡ M̃ ⊗O

X† |U Ωsep
O

X† (•)/W (K)✳

P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ s✉r (X†,OX†)✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❧❡✈❡r OX(U) ❡♥ ✉♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡
❧✐ss❡ R✳ ❖♥ ❛✉r❛ R† ∼= OX†(U) ❡♥ t❛♥t q✉❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s ❞✬❛♣rès ❬✹✺✱ ✭✷✳✹✳✹✮❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
Ωsep,1
O

X† (U)/W (K) ❡st ✉♥ OX†(U)✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ❞✬❛♣rès ❬✹✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✺✳❪✳

❖♥ ❛ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ M ⊗O
X† (U) Ω

sep
O

X† (V )/W (K) → F(V ) ❞❡ OX†(V )✲♠♦❞✉❧❡s✱

q✉✐ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ♣❛r ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ ❬✹✹✱ ✵✶❇❍❪ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ OX† |V ✲♠♦❞✉❧❡s
˜M ⊗O

X† (U) Ω
sep
O

X† (V )/W (K) → F|V ✳ P♦✉r t♦✉t x ∈ V ✱ ❝❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡

OX†,x✲♠♦❞✉❧❡s ✿

M ⊗O
X† (U) Ω

sep
O

X† (V )/W (K) ⊗O
X† (V ) lim

−→
x∈W⊂V

OX†(W )→M ⊗O
X† (U) lim

−→
x∈W⊂V

Ωsep
O

X† (W )/W (K)✳

✭✹✳✶✳✶✽✳✶✮
❖♥ ♣❡✉t r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❡s ♦✉✈❡rts W ❞❛♥s ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❛✉① ♦✉✈❡rts st❛♥❞❛r❞s

W = D(f)✱ ♦ù f ∈ OX†(U) ✈ér✐✜❡ x ∈ D(f)✳ ❉✬❛♣rès ❬✹✹✱ ✵✵❘❚❪ ❡t ❬✶✷✱ ■■■✳✽✸✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✽✳❪ ♦♥ ❛ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s ΩO

X† (V )/W (K) ⊗O
X† (V ) OX†(V )f ∼= ΩO

X† (V )f/W (K)

❞✉q✉❡❧ ♦♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ Ωsep
O

X† (V )/W (K) ⊗O
X† (V )OX†(V )f ∼= Ωsep

O
X† (V )f/W (K) ❡♥ t❛♥t q✉❡ W (K)✲

❞❣❛s✳ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❛❧♦rs ✹✳✶✳✶✼ ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s ✿

Ωsep
O

X† (W )/W (K)
∼= Ωsep

O
X† (V )/W (K) ⊗O

X† (V ) OX†(W )✳

❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t t❡♥s♦r✐❡❧ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞✐r❡❝t❡s ❬✹✹✱ ✵✵❉❉❪ ♦♥
✈ér✐✜❡ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s ✭✹✳✶✳✶✽✳✶✮ s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❞❡s ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ♣♦✉r t♦✉t

x ∈ U ✱ ❞♦♥❝ ˜M ⊗O
X† (U) Ω

sep
O

X† (V )/W (K) → F|V ❡st ✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❡t ♦♥ ❝♦♥❝❧✉t✳

✭✹✳✶✳✶✾✮ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✽ ❝✐✲❞❡ss✉s ✐♠♣❧✐q✉❡ ♥♦t❛♠♠❡♥t q✉❡ s✐ X† ❡st ✉♥ s❝❤é♠❛
❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡ ❛✣♥❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t OX†(X†)✲♠♦❞✉❧❡ M ❡t t♦✉t❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ❧❡ OX†✲
♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲❝♦❤ér❡♥t M̃ ✱ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r s❡❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❛❧❣é✲
❜r✐q✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✐♥té❣r❛❜❧❡✱ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❛❧❣é❜r✐q✉❡
♦❜t❡♥✉❡ ❧❡ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t✳

✭✹✳✶✳✷✵✮ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❡t K := Frac(W (K))✳ ❖♥ r❡✲
♠❛rq✉❡ q✉❡ K ∼=W (K)p ❡♥ t❛♥t q✉✬❛♥♥❡❛✉① ❀ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦✉r t♦✉t❡W (K)✲
❞❣❛ S ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s S ⊗W (K) K ∼= Sp✳ ❖♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ s✐ S ♥✬❛ ♣❛s
❞❡ p t♦rs✐♦♥✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s S → S ⊗W (K) K ❡st ✐♥❥❡❝t✐❢✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷✶✳ ❙♦✐❡♥t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p ❡t K := Frac(W (K))✳
❙♦✐❡♥t X ✉♥ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❡t F ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s s❛♥s p✲t♦rs✐♦♥✳
❆❧♦rs ❧❡ ♣ré❢❛✐s❝❡❛✉ F ⊗W (K) K q✉✐ à ❝❤❛q✉❡ ♦✉✈❡rt U ❞❡ X ❛ss♦❝✐❡ F(U) ⊗W (K) K ❡st
✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ K✲❞❣❛s s✉r X t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s F → F ⊗W (K) K s♦✐t
✐♥❥❡❝t✐❢✳

✾✾



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ▲✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ F → F ⊗W (K) K ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛
❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡♥ ✭✹✳✶✳✷✵✮✳ P♦✉r t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ I ❡t t♦✉t❡ ❢❛♠✐❧❧❡ {Ui}i∈I ❞✬♦✉✈❡rts ❞❡ X✱ ❛❧♦rs

♣♦✉r U :=
⋃

i∈I

Ui s✐ w ∈ F ⊗W (K) K(U) ❡st ♥✉❧ s✉r Ui ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✱ ❛❧♦rs w = 0✳ ❊♥

❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r u ∈ N t❡❧ q✉❡ puw ∈ F(U)✱ ❞✬♦ù puw = 0 ♣✉✐sq✉❡ F ❡st ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉✳
P✉✐sq✉❡ X ❡st ♥♦❡t❤ér✐❡♥✱ s✐ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ wi ∈ F ⊗W (K) K(Ui) t❡❧s q✉❡
❝❡s é❧é♠❡♥ts ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥s✐❞ér❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
J ⊂ I t❡❧ q✉❡ U =

⋃

j∈J

Uj ✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r u ∈ N t❡❧ q✉❡ puwj ∈ F(Uj) ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J ✱

❡t ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡❧❡✈❡r ❝❡s é❧é♠❡♥ts ❡♥ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ w′ ∈ F(U)✱ ❡t w := p−uw′ r❡❧è✈❡ ❛❧♦rs
❧❡s wj ♣♦✉r t♦✉t j ∈ J ✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I✱ ❛❧♦rs w r❡❧è✈❡ ❛✉ss✐ wi ❝❛r ❧✬♦♥ ❛✉r❛✐t ♣✉
❢❛✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❛✈❡❝ J ∪ {i}✱ ❡t ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❛✉r❛✐t été ❧❡ ♠ê♠❡
❝❛r ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é♠♦♥tré s♦♥ ✉♥✐❝✐té ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡✳

✭✹✳✶✳✷✷✮ ❙♦✐t K ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ ❡t ♥♦t♦♥s K := Frac(W (K))✳ ❙✐
(X†,OX†) ❡st ✉♥ W (K)✲s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ♦✉✈❡rt U ❞❡ X

† q✉✐ s♦✐t ✉♥
s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❛✣♥❡ ❢❛✐❜❧❡ ♦♥ ❛ W (K) → OX†(U) ♣❧❛t ❡t (X,OX) := (X†,OX†) ❡st ✉♥❡
K✲✈❛r✐été ❧✐ss❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✶✳✷✶ ❛✉① ❢❛✐s❝❡❛✉① W †ΩX/K ❡t Ωsep

X/W (K)✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t ❞❡ X ❡st ♥♦❡t❤ér✐❡♥ ❞✬❛♣rès ❬✹✹✱ ✵✶❚❙ ✫ ✵✶❖❩❪✱ ❡t
❧❡s ❢❛✐s❝❡❛✉① ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ p✲t♦rs✐♦♥ ✭✈♦✐r ♣♦✉r ❧❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✾✮✳

✭✹✳✶✳✷✸✮ ❙♦✐t F : R → R ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ R✲❞❣❛s
❛❧t❡r♥é❡s✱ ❡t ♥♦t♦♥s F[F ] ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ R✲❞❣❛s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r F ✳
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❡s ❝❛té❣♦r✐❡s F✲MC ❡t F[F ]✲MC✱ F✲MIC ❡t F[F ]✲MIC ❛✐♥s✐ q✉❡ F✲MICf ❡t
F[F ]✲MICf s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❝❛♥♦♥✐q✉❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s
à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ♥❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ R✲❛❧❣è❜r❡ ❣r❛❞✉é❡ ❞❡
F ✱ ♠❛✐s ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞❡ s❛ str✉❝t✉r❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉ ❣r❛❞✉é q✉✐ r❡st❡ ✐♥❝❤❛♥❣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝é❞é✳
▲✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs tr✐✈✐❛❧❡✳

❉é✜♥✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✷✹✳ ❙♦✐t F : R → R ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❢❛✐s✲
❝❡❛✉ ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✱ ❡t ♥♦t♦♥s F[F ] ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ R✲❞❣❛s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s
s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r F ✳ ❙♦✐t F ′ : F → F[F ] ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✳ ❙♦✐t ∇ ✉♥❡
F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥✳ ❯♥❡ F ′✲str✉❝t✉r❡ s✉r ∇ ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t ❧✬✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✳✷✸✮ ✿

F ′(∇) ∼= ∇✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ F ′✲F✲MICf ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ F✲MICf ❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s F✲
❝♦♥♥❡①✐♦♥s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ F ′✲str✉❝t✉r❡✱ ❡t F ′✲F✲MIClf ❧❛ s♦✉s✲❝❛té❣♦r✐❡ ♣❧❡✐♥❡ ❞❡ F✲MIClf

❞♦♥t ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❧❡s F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ F ′✲str✉❝t✉r❡✳

✭✹✳✶✳✷✺✮ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✷✳✶✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ R ❡st
✉♥❡W (K)✲❛❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ r❡❧❡✈❛♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ❧✐ss❡ K→ R✱ ❡t ❧✬♦♥

✶✵✵



s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s F : R† → R† ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ F : W (K)→W (K)✳ P♦✲
s♦♥s X† := Spff(R)✱ K := Frac(W (K))✱ ❡t ♥♦t♦♥s Ωsep

X†/W (K),K,[F ]
❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s

♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K) K ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r F ✳ ◆♦t♦♥s é❣❛❧❡✲

♠❡♥t Ω(F ) : Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K) K → Ωsep
X†/W (K),K,[F ]

❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r

❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ✭✷✳✶✳✶✶✮ s✉r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞♦♥♥é ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✽✳ ▲❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥❡ Ω(F )✲
str✉❝t✉r❡ s✉r ✉♥❡ Ωsep

X†/W (K)
⊗W (K) K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♥tr♦❞✉✐t❡

❡♥ ❬✺✱ ✭✷✳✺✳✶✮❪✳

✭✹✳✶✳✷✻✮ P❧❛ç♦♥s ♥♦✉s ❞❛♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✹✳✶✳✷✺✮✳ ◆♦t♦♥s ❛❧❧♦♥s ♥♦t❡r

Ωsep
R†/W (K),K

:= Γ
(
Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K) K,X
†
)
❡t R†

K := Ωsep,0
R†/W (K),K

✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡

❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ s✉r ❧❡ ❢❛✐s❝❡❛✉ Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K)K ✭❛✉tr❡♠❡♥t ✈✉✱ s✉r ✉♥ Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K)K✲

♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ 1✮✳ ◆♦t♦♥s ω ∈ Ωsep,1
R†/W (K),K

❧✬é❧é♠❡♥t ✈ér✐✜❛♥t ∇(1) = 1⊗ ω✳ ❉✬❛♣rès

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✵✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ♣♦✉r t♦✉t r ∈ R†
K

×
q✉❡ ∇(r) = r ⊗ (ω + d(r)r−1)✳ ❆❧♦rs

s✐ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ Ω(F )✲str✉❝t✉r❡ s✉r ∇✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ✭✹✳✶✳✶✺✮ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ r ∈ R†
K

×
t❡❧

q✉❡ ω − Ω(F )(ω) = d(r)r−1✳ ◗✉✐tt❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ✉♥ ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r s❛♥s
♠♦❞✐✜❡r d(r)r−1 q✉❡ r = 1+ps ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s ∈ R†

K ✳ ❊♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✷✳✻✱

♦♥ r❡♠❛rq✉❡ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t q✉❡ ω =
∑

l∈N

Ω(F )l
(
d(r)r−1

)
✳

❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ r′ :=
∏

l∈N

plF l(s) ♦♥ ❛ ω = d(r′)r′−1✳ ❈❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s

❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ 1 s♦♥t ✐s♦♠♦r♣❤❡s à ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ q✉✐ à 1 ❛ss♦❝✐❡ 0✳

✭✹✳✶✳✷✼✮ ❙♦✐t F : R→ R ✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①✳ ❙♦✐t ϕ : F → G ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡
❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ R✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✳ ❙♦✐❡♥t F ′ : F → F[F ] ❡t F

′′ : G → G[F ] ❞❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s
❞❡ R✲❞❣❛ ❛❧t❡r♥é❡s ✭❝♦♠♣❛t✐❜❧❡s ❛✈❡❝ F ✮ t❡❧❧❡s q✉❡ ϕ◦F ′ = F ′′ ◦ϕ✳ ❙♦✐t ∇ : M →M⊗F0F1

✉♥❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ F0✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ r ∈ N∗ ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥❡ F ✲str✉❝t✉r❡✳ ■❧ ❞é❝♦✉❧❡
❞❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❡♥ ✭✹✳✶✳✶✺✮ ❡t ✭✹✳✶✳✷✸✮ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M(X) t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛
♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ∇ q✉✐ ❧✉✐ ❡st ❛ss♦❝✐é❡ s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s F (F1(X))✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡
é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ✉♥ ❢♦♥❝t❡✉r ✿

ϕ : F ✲F✲MICf → G✲G✲MICf ✳

✹✳✷ F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① ❡t éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s

◆♦✉s ❡♥t❛♠♦♥s ❞és♦r♠❛✐s ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❧❡s
❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s s✉r ✉♥ ❝♦♠♣❧été ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥t❡s✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✐❝✐ ♣♦ssè❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❇❧♦❝❤
❞♦♥t ❡❧❧❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❬✽❪✳ ■❧ ❢❛✉t t♦✉t❡❢♦✐s ♣r❡♥❞r❡ ❣❛r❞❡ à ❝❡ q✉❡ ♥♦s sér✐❡s s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❜✐❡♥✱ ❝❡ ♣♦✉r q✉♦✐ ✐❧ ❢✉t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❡♥tr❡♣r❡♥❞r❡ ❧✬ét✉❞❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳
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❖♥ ét❡♥❞ é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ ♣r❡✉✈❡ ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ F ✲str✉❝t✉r❡✳ ❈❡❧❛
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❛♣rès ❛✈♦✐r t❡♥✲
s♦r✐sé ♣❛r Q ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❝❧❛ss✐q✉❡ s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❡♥t✐❡r✳ ❈✬❡st ❝❡tt❡
r❡♠❛rq✉❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ❞❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

✭✹✳✷✳✶✮ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ K ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❝♦r♣s ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ❖♥
♥♦t❡r❛ R ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✹✳✾✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧❧❡
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ n ∈ N ❡t P ∈ K[X1, . . . , Xn] ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♦♥ ❛✐t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ét❛❧❡ ✜♥✐
K[X1, . . . , Xn]→ R ❢❛✐s❛♥t ❞❡ R ✉♥ K[X1, . . . , Xn]✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ R ✉♥❡ W (K)✲
❛❧❣è❜r❡ ❧✐ss❡ r❡❧❡✈❛♥t R✱ ❡t F : R† → R† ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❖♥ ♣♦s❡ X := Spec(R)
❡t X

† := Spff(R)✱ q✉✐ ♦♥t ♠ê♠❡ ❡s♣❛❝❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t
K := Frac(W (K))✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉❡ F ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ✐♥❥❡❝t✐♦♥ tF : Ωsep

R†/W (K)
→ W †ΩR/K

❞❡ W (K)✲❞❣❛s✳ ❖♥ ✜①❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K[X1, . . . , Xn]✲❛❧❣è❜r❡s
ϕ : K[X1, . . . , Xn+m] → R ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ m ∈ N✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s
♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥s ζε,ϕ ❞é✜♥✐❡s ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ❡♥ ✭✸✳✹✳✷✹✮✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ❙♦✐❡♥t r ∈ N∗ ❡t N ∈ Matr

(
W †Ω1

R/K

)
✳ ❆❧♦rs s✐ U ∈ Matr

(
W †Ωfrp,0

R/K

)

❡st ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ ✈ér✐✜❛♥t d(U) = −N |d(frp) ❛❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st à ✈❛❧❡✉rs

❞❛♥s tF
(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+W †Ωfrp,1

R/K
+ pd

(
W †Ωfrp,1

R/K

)
✿

(Ir + U)N(Ir + U)−1 + d(Ir + U)(Ir + U)−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P♦s♦♥s V :=
∑

i∈N∗

(−U)i✱ ❝❡tt❡ sér✐❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ V ✲❛❞✐q✉❡✱

s✉r❝♦♥✈❡r❣❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✺✱ ❡t ✈ér✐✜❡ (Ir + U)−1 = Ir + V ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ V ❡st ♣❛r
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s ptF (R†) +W †Ωfrp,0

R/K
✳ ❈❛❧❝✉❧♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ✿

(Ir + U)N(Ir + V ) + d(Ir + U)(Ir + V )

= (Ir + U)(N |int +N |frp +N |d(frp))(Ir + V ) + d(U) + d(U)V

= N |int +N |frp +N |d(frp) + UN +NV + UNV −N |d(frp) + d(U)V

= N |int +N |frp + UN +NV + UNV + d(U)V ✳

▼❛✐s ♣✉✐sq✉❡ UN+NV +UNV +d(U)V ❡st ❝♦♥❣r✉ ♠♦❞✉❧♦ p à ✉♥❡ s♦♠♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts
❡♥tr❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ W †Ω1

R/K
❡t ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ W †Ωfrp,0

R/K
✱ ❧❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛

♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✻✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✸✳ ❙♦✐t N ∈ Matr

(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+W †Ωfrp,1

R/K
+ pd

(
W †Ωfrp,1

R/K

))
✉♥❡ ♠❛✲

tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❞❡ t❛✐❧❧❡ r ∈ N∗ t❡❧❧❡ q✉❡ d(N) = N2✳ ❆❧♦rs N ❡st ❡♥ ❢❛✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+ pW †Ω1

R/K
✳

✶✵✷



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞❡ tF
(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+W †Ωfrp,1

R/K
❡st ❝♦♥❣r✉

♠♦❞✉❧♦ p à ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ tF
(
Ωsep,2
R†/W (K)

)
+ W †Ωfrp,2

R/K
❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✻✱ ♦♥

❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ d(N) = N2✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹✳ ❙♦✐❡♥t r, s ∈ N∗ ❡t N ∈ Matr

(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+ psW †Ω1

R/K

)
✉♥❡ ♠❛✲

tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ d(N) = N2✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s U ∈ Matr

(
W †Ωfrp,0

R/K

)
❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ à ✈❛❧❡✉rs

❞❛♥s W †Ωfrp,0

R/K
t❡❧❧❡ q✉❡ d(psU) = −N |d(frp)✳ ❆❧♦rs ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+ ps+1W †Ω1

R/K
✿

(Ir + psU)N(Ir + psU)−1 + d(Ir + psU)(Ir + psU)−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r é❝r✐r❡ N = E + psH✱ ♦ù E ∈ Matr

(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

))
❡t

H ∈ Matr

(
W †Ωfrac,1

R/K

)
✳ ❖♥ ❛ ✿

d(E)− E2 = d(N)− psd(H)− E2

= (E + psH)2 − psd(H)− E2

d(E)− E2 = ps(EH +HE − d(H)) + p2sH2✳

❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✸ q✉❡ d(H) ≡ (EH+HE)|d(frp)[p]✳ ❖r✱ ♦♥ s❛✐t ❣râ❝❡ à

❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✻ q✉❡ EH|frp+H|frpE ❡st ❝♦♥❣r✉❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥sW †Ωfrp,2

R/K
♠♦❞✉❧♦ p✱ ❞♦♥❝ ✿

d(H) ≡
(
EH|d(frp) +H|d(frp)E

)
|d(frp)[p]✳ ✭✹✳✷✳✹✳✶✮

❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ V :=
∑

i∈N∗

p−s(−psU)i ✈ér✐✜❡ (Ir+psU)−1 = Ir+p
sV ❡t ❡st à ✈❛❧❡✉rs

❞❛♥s W †(R)✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡ ✿

(Ir + psU)(E + psH)(Ir + psV ) + d(Ir + psU)(Ir + psV )

= E + ps(UE +H + EV + d(U)) + p2s(UH + UV +HV + d(U)V ) + p3sUHV ✳
✭✹✳✷✳✹✳✷✮

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✸✳✹✳✷✻✱ UE + EV ❡st ❝♦♥❣r✉❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
W †Ωfrp,1

R/K
♠♦❞✉❧♦ p✳ ❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✿

d(UE + EV ) = d(U)E + Ud(E) + d(E)V − Ed(V )✳

▼❛✐s ♣❛r ❧❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t q✉❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ Ud(E) + d(E)V ❡st ❝♦♥❣r✉❡ à ✉♥❡
♠❛tr✐❝❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s W †Ωfrp,2

R/K
♠♦❞✉❧♦ p✳ ❉❡ ♣❧✉s ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ U ≡ −V [p]✱

♦♥ ❛ ✿
d(U)E − Ed(V ) ≡ −H|d(frp)E − EH|d(frp)[p]✳

✶✵✸



❖♥ ❞é❞✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ✭✹✳✷✳✹✳✶✮ q✉❡ d(UE +H +EV ) ≡ 0[p]✱ ❡t ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡
✸✳✹✳✷✸✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ (UE+H+EV )|frp ≡ 0[p]✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ UE+H+EV +d(U) ≡ 0[p]✱
❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❣râ❝❡ à ✭✹✳✷✳✹✳✷✮✳

✭✹✳✷✳✺✮ P♦✉r t♦✉t ε > 0✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✿

ζε,ϕ :
Matr

(
W †ΩR/K

)
→ R ∪ {+∞,−∞}

{xi,j}i,j∈J1,rK 7→ min{ζε,ϕ(xi,j) | i, j ∈ J1, rK}}
✳

▲♦rsq✉❡ r = 1✱ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ✭à ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ♣rès✮ à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞❡
ζε,ϕ✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✢✐t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♥♦t❛t✐♦♥✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✻✳ ❙♦✐❡♥t r ∈ N∗ ❡t N ∈ Matr

(
W †Ω1

R/K

)
t❡❧ q✉❡ d(N) = N2✳

❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ U ∈ Matr

(
W †Ωfrp,0

R/K

)×
t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
✿

UNU−1 + d(U)U−1✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣♦s♦♥s ε > 0 t❡❧ q✉❡ ζε,ϕ (N |int) > −
1

4
❡t ζε,ϕ (N |frac) > 0✳

❯♥ t❡❧ ε ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs s✐ ❧✬♦♥ ❧❡ ♣r❡♥❞ ❛ss❡③ ♣❡t✐t✳

❙♦✐t s ∈ N∗✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é❡s s−1 ♠❛tr✐❝❡s (Ui)i∈J1,s−1K ∈ Matr

(
W †Ωfrp,0

R/K

)s−1
t❡❧❧❡s

q✉❡ ♣♦✉r Vs :=
s−1∏

i=1

(Ir + piUi) ❡t Ns := VsNVs
−1 + d(Vs)Vs

−1 ♦♥ ❛✐t ✿

∀i ∈ J1, s− 1K, ζε,ϕ(p
iUi) > 0✱

Ns ∈ Matr

(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+ psW †Ω1

R/K

)
✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t q✉❡ d(Ns) = Ns
2✱ s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞✐r❡❝t s♦✐t ♣❛r ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t

❞❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✺ ❛✜♥ ❞❡
tr♦✉✈❡r ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s G : W (K)[X1, . . . , Xn+m]

† → W (K)[X1, . . . , Xn+m]
†

❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ à F ❡t ϕ✳ ❙♦✐t M ∈ Matr

(
Ωsep,1
W (K)[X1,...,Xn+m]†/W (K)

)
✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡

W (ϕ)(tG(M)) = N |int ❡t q✉❡ ζε(tG(M)) > −
1

2
✳ ◗✉✐tt❡ à ré❞✉✐r❡ ε✱ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✸✳✹✳✺ ♦♥

❛ ζε(vG(M)) > 0✳ ➱❝r✐✈♦♥s VsNVs−1 = Vs(W (ϕ)(t
F̃rob

(M)+vG(M))+N |frac)Vs
−1✳ P✉✐sq✉❡

ζε,ϕ ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦♥ ❛ ζε,ϕ
(
Vs(W (ϕ)(vG(M)) +N |frac)Vs

−1 + d(Vs)Vs
−1
)
> 0✳

❊♥ ❞é❝♦♠♣♦s❛♥t Vs = Vs|int+Vs|frac ❡t ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ Vs−1✱ ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✹ q✉❡ ζε,ϕ
((
VsW (ϕ)(t

F̃rob
(M))Vs

−1
)
|frac

)
> 0✳ ❆ ❢♦rt✐♦r✐✱ ζε,ϕ

(
Ns|d(frp)

)
> 0✳

✶✵✹



❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹✱ ♦♥ s❛✐t q✉❡ ❧✬✉♥✐q✉❡ ♠❛tr✐❝❡ Us ∈ Matr

(
W †Ωfrp,0

R/K

)
t❡❧❧❡ q✉❡

d(psUs) = Ns|d(frp) ✈ér✐✜❡r❛ ✿

∀i ∈ J1, s− 1K, ζε,ϕ(p
iUi) > 0✱

(Ir + psUs)Ns (Ir + psUs)
−1 + d (Ir + psUs) (Ir + psUs)

−1

∈ Matr

(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+ ps+1W †Ω1

R/K

)
✳

▲❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹ ♥♦✉s ❛ss✉r❛♥t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡s ♠❛tr✐❝❡s ♣♦✉r s = 1 ❞ès ❧♦rs q✉❡ N ❡st

à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s tF
(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
+ pW †Ω1

R/K
✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ♣♦✉r V, V ′ ∈ Matr

(
W †

(
R
))

♦♥ ❛

V ′(V NV −1 + d(V )V −1)V ′−1 + d(V ′)V ′−1 = V ′V N(V ′V )−1 + d(V ′V )(V ′V )−1✳

■❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❛❧♦rs ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r s ∈ N∗ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t U :=

+∞∏

s=1

(Ir + psUs) ❝♦♥✈❡r❣❡

♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ p✲❛❞✐q✉❡ ❡t s✉r❝♦♥✈❡r❣❡ ♣✉✐sq✉❡ ζε,ϕ ❡st ✉♥❡ ♣s❡✉❞♦✲✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❉❡ ♣❧✉s✱

♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ❛✉r❛ UNU−1 + d(U)U−1 ∈ Matr

(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

))
✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ❛❧♦rs

❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù N ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✹ ❡♥
♥♦✉s ② r❛♠❡♥❛♥t ❣râ❝❡ ❛✉① ❧❡♠♠❡s ✹✳✷✳✷ ❡t ✹✳✷✳✸✳

▲❡♠♠❡ ✹✳✷✳✼✳ ❙♦✐t F ✉♥ ❢❛✐s❝❡❛✉ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s s✉r X✳ ❙♦✐❡♥t ❞❡✉① F✲
❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s ∇M : M → M ⊗F0 F1 ❡t ∇N : N → N ⊗F0 F1 s✉r ❞❡s ♠♦❞✉❧❡s
❧✐❜r❡s ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✱ ❡t s♦✐t ϕ : (M,∇M )→ (N,∇N ) ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ F✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ❙♦✐❡♥t
{mi}i∈J1,rK ❡t {nj}j∈J1,r′K ❞❡s ❜❛s❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ❞❡ M(X) ❡t N(X)✱ ♦ù r, r′ ∈ N ❞és✐❣♥❡♥t ❧❡s
r❛♥❣s r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡ M ❡t N ✳ ❆❧♦rs s✐ W †ΩX/K ⊂ F ⊂W

†ΩX/K ⊗W (K)K✱ ❡t s✐ ❧❡s ♠❛tr✐❝❡s

r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡s ❞❡ M ❡t N s♦♥t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s tF
(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡

(wi,j)
i∈J1,rK
j∈J1,r′K ∈ Matr,r′

(
tF
(
R†
))

t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, rK ♦♥ ❛✐t ✿

ϕ(mi) =

r′∑

j=1

wi,jnj✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t (wi,j)
i∈J1,rK
j∈J1,r′K ∈ Matr,r′ (F0(X)) ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, rK

♦♥ ❛✐t ϕ(mi) =
r′∑

j=1

wi,jnj ✳ ❖♥ ❞♦✐t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s

tF (R
†)✳

P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

M N

M ⊗F0 F1 N ⊗F0 F1

ϕ

∇M ∇N
ϕ ⊗F0

IdF1

✳

✶✵✺



❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ (ei,k)i,k∈J1,rK ∈ Matr

(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

))
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡

∇M ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ {mi}i∈J1,rK✱ ♦♥ ✈ér✐✜❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✿

∀i ∈ J1, rK,∇M (mi) =

r∑

k=1

mk ⊗ ei,k✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ (fj,k)j,k∈ J1,r′K ∈ Matr′
(
tF

(
Ωsep,1
R†/W (K)

))
❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡

❞❡ ∇N ♣♦✉r ❧❛ ❜❛s❡ {nj}j∈J1,r′K✱ ♦♥ ❛ ✿

∀j ∈ J1, r′K,∇N (nj) =
r′∑

l=1

nl ⊗ fj,l✳

P♦✉r t♦✉t i ∈ J1, rK✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❞❡ ❝❡s é❣❛❧✐tés ❡t ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❡♥
❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧❡s ♠♦r♣❤✐s♠❡s à mi ∈M q✉❡ ✿

r∑

k=1

ϕ(mk)⊗ ei,k =
r′∑

j=1

(wi,j∇N (nj) + nj ⊗ d(wi,j)) ✳

❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿

∀i ∈ J1, rK,

r′∑

j=1

nj ⊗

(
r∑

k=1

wk,jei,k

)
=

r′∑

j=1

nj ⊗

(
d(wi,j) +

r′∑

l=1

wi,lfl,j

)
✳

❈♦♠♠❡ {nj}j∈J1,r′K ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞✉ F0✲♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ N(X)✱ ♦♥ ❡♥ ❞é❞✉✐t q✉❡ ✿

∀i ∈ J1, rK, ∀j ∈ J1, r′K, d(wi,j) =

r∑

k=1

wk,jei,k −
r′∑

l=1

wi,lfl,j ✳

❊♥ r❛✐s♦♥♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✹✳✶✳✷✵✮✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r n ∈ N t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ J1, rK ❡t t♦✉t j ∈ J1, r′K ♦♥ ❛✐t pnwi,j ∈W †

(
R
)
✳ P♦s♦♥s ✿

u := min{vp ((p
nwi,j) |frac) | i ∈ J1, rK, j ∈ J1, r′K}✳

❙♦✐❡♥t i, j ❧❡s ❡♥t✐❡rs t❡❧ q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦✐t ❛tt❡✐♥t ♣♦✉r vp ((pnwi,j) |frac)✳ ❖r

d ((pnwi,j) |frac) =
r∑

k=1

(pnwk,j) |fracei,k −
r′∑

l=1

(pnwi,l) |fracfl,j ✱ ❡t ✐❧ ❞é❝♦✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✸✳✹✳✶✺ q✉❡ vp (d ((p
nwi,j) |frac)) = u + 1✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✸✳✹✳✷✸ q✉❡

u = u+ 1 = +∞ ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ wi,j ∈ tF (R†) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ J1, rK ❡t t♦✉t j ∈ J1, r′K✳

✶✵✻



Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽✳ ◆♦t♦♥s t̃F : Ωsep
X†/W (K)

→ W †ΩX/K ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡

W (K)✲❞❣❛s ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✼✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r

t̃F : Ωsep
X†/W (K)

✲MICf →W †ΩX/K✲MICf

❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✶✺✮ ❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙✐ ∇ : M → M ⊗W †(OX) W
†ΩX/K ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ W †ΩX/K✲MICf ✱ ❛❧♦rs

❞✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶✳✶✵✱ ✹✳✶✳✶✶ ❡t ✹✳✷✳✻ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡

r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ∇ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡ ❜❛s❡ s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s tF
(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
✳ ❖♥ ♣❡✉t

❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ Ωsep
X†/W (K)

✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇Ω ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡✱ q✉✐ ♣❛r ❧❛

r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✶✸ ✈ér✐✜❡r❛ tF (∇Ω) ∼= ∇ ❡♥ t❛♥t q✉❡ W †ΩX/K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❡st
❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t s✉r❥❡❝t✐❢✳ ❙❛ ♣❧❡✐♥❡ ✜❞é❧✐té ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞✉
❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✼✳

✭✹✳✷✳✾✮ ❉és✐❣♥♦♥s ♣❛rW †ΩX/K,K,[F ] ❧❛W (K)✲❞❣❛ ♦❜t❡♥✉❡ à ♣❛rt✐r ❞❡W †ΩX/K⊗W (K)K

♣❛r r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❛❧❛✐r❡s ♣❛r F ✳ ◆♦t♦♥s σ : W †ΩX/K⊗W (K)K →W †ΩX/K,K,[F ] ❧✬❡♥❞♦♠♦r✲
♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡s ❣r❛❞✉é❡s t❡❧ q✉❡ σ|W †Ωi

X/K
⊗W (K)K

= piF ⊗ IdK ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N✳

❉✬❛♣rès ✭✷✳✷✳✸✳✸✮ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ W (K)✲❞❣❛s ❛❧t❡r♥é❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡
s✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✹✳✶✳✷✺✮ ❛❧♦rs tF ◦ Ω(F ) = σ ◦ tF ✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✵✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✹✳✷✳✾✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❢❛✐s❝❡❛✉① ❞❡ W (K)✲❞❣❛s t̃F : Ωsep

X†/W (K)
→ W †ΩX/K ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ❛❞❥♦♥❝t✐♦♥ à

♣❛rt✐r ❞❡ tF ✳ ▲❡ ❢♦♥❝t❡✉r ❞é✜♥✐ ❡♥ ✭✹✳✶✳✷✼✮

t̃F ⊗ IdK : Ω(F )✲Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K) K✲MICf → σ✲W †ΩX/K ⊗W (K) K✲MICf

❡st ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ é❧é♠❡♥t ∇ : M →M ⊗W †(OX)⊗W (K)K

(
W †ΩX/K ⊗W (K) K

)

❞❡ σ✲W †ΩX/K ⊗W (K) K✲MICf ✳ ❙♦✐t N ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ∇ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡
❜❛s❡✳ P✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ K ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ p−iw ♦ù i ∈ N ❡t w ∈W (K)✱
✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ N = p−iN ′✱ ♦ù N ′ ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s
W †Ω1

R/K
✳ ◗✉✐tt❡ à ❛♣♣❧✐q✉❡r i ❢♦✐s à N ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ σ✲str✉❝t✉r❡

❞❡ ∇✱ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❡♥ ✭✹✳✶✳✶✺✮ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ i = 0✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ N
❡st à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s W †Ω1

R/K
❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✳✷✵✮✳ ❆❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✹✳✶✳✶✵✱ ✹✳✶✳✶✶

❡t ✹✳✷✳✻ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❞❡ M t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡ ❞❡ ∇ ❛ss♦❝✐é❡ à ❝❡tt❡

❜❛s❡ s♦✐t à ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s tF
(
Ωsep,1
R†/W (K)

)
✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ Ωsep

X†/W (K)
⊗W (K) K✲

❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇Ω ❛②❛♥t ❝❡tt❡ ♠❛tr✐❝❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐✈❡✱ q✉✐ ♣❛r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✹✳✶✳✶✸ ✈ér✐✜❡r❛
(t̃F ⊗ IdK) (∇Ω) ∼= ∇ ❡♥ t❛♥t q✉❡ W †ΩX/K ⊗W (K) K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬♦♥

✈ér✐✜❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s (t̃F ⊗ IdK) (Ω(F )(∇Ω)) ∼= σ(∇) ❡♥ t❛♥t q✉❡ W †ΩX/K⊗W (K)K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s✳

✶✵✼



▼❛✐s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✼ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡ σ(∇) ∼= ∇ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ✐s♦♠♦r♣❤✐s♠❡
Ω(F )(∇Ω) ∼= ∇Ω ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ❛ss✉r❡ ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ s✉r❥❡❝t✐✈✐té ❞✉ ❢♦♥❝t❡✉r ❀ ♠❛✐s ❝❡ ♠ê♠❡
❧❡♠♠❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬❡♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ✜❞è❧❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✶✳ ❙✐ X → Spec(K) ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐été ❧✐ss❡✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦✉✈r✐r X
♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦✉✈❡rts ❛✣♥❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ U ∼= Spec(R)✱ ♦ù R ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✳✾✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❬✸✶❪ ♦♥ ♣❡✉t r❡❝♦✉✈r✐r X ♣❛r ❞❡s ♦✉✈❡rts ❛✣♥❡s V ∼= Spec(S) t❡❧s
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① ét❛❧❡ ✜♥✐ K[X1, . . . , Xn]→ S ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ∈ N✳
❉✬❛♣rès ❬✹✹✱ ✵✷❑❇❪✱ S ❡st ✉♥ K[X1, . . . , Xn]✲♠♦❞✉❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ i ∈ N t❡❧ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❞❡s é❧é♠❡♥ts f1, . . . , fi ∈ K[X1, . . . , Xn] t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r
t♦✉t j ∈ J1, iK ❧❡ K[X1, . . . , Xn]fj ✲♠♦❞✉❧❡ Sj s♦✐t ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✷✳ ❙♦✐t (X†,OX†) ✉♥ W (K)✲s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❢❛✐❜❧❡ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
♦✉✈❡rt U ❞❡ X q✉✐ s♦✐t ✉♥ W (K)✲s❝❤é♠❛ ❢♦r♠❡❧ ❛✣♥❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉①
str✉❝t✉r❡❧ W (K) → OX†(U) ❡st ♣❧❛t✱ ❡t (X,OX) := (X†,OX†) ❡st ✉♥❡ K✲✈❛r✐été ❧✐ss❡✳ ❙♦✐t
F : OX† → OX† ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞✬❛♥♥❡❛✉① r❡❧❡✈❛♥t ❧❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡
éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

tF : Ωsep
X†/W (K)

✲MIClf →W †ΩX/K✲MIClf ✳

❙✐ ❧✬♦♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s Ω(F ) ❡t σ ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✹✳✷✳✾✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛ ✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ✿

t̃F ⊗ IdK : Ω(F )✲Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K) K✲MIClf → σ✲W †ΩX/K ⊗W (K) K✲MIClf ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t ∇ ✉♥❡ W †ΩX/K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ s✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ r❛♥❣
✜♥✐✳ ❯t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✶✶ ❛✜♥ ❞❡ r❡❝♦✉✈r✐r X ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬♦✉✈❡rts ❛✣♥❡s
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ U ∼= Spec(R)✱ ♦ù R ✈ér✐✜❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✸✳✹✳✾✳ ◗✉✐tt❡ à ❧♦❝❛❧✐s❡r
❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞❡ ♣❧✉s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ ❡st ❧✐❜r❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥
❞❡ ❝❡s ♦✉✈❡rts✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♦✉✈❡rts ❞✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳✷✳✶✼ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛
♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✷✳✽ à tF |U ✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞♦♥❝ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♦✉✈❡rt U ❞✬✉♥❡ Ωsep

U/W (K)✲❝♦♥♥❡①✐♦♥
✐♥té❣r❛❧❡ ❧✐❜r❡ s✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ r❛♥❣ ✜♥✐ ❞♦♥❝ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❛r ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r ✐♥❞✉✐t ♣❛r tF |U ❡st
∇|U ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ ✭✹✳✶✳✶✹✮ q✉❡ ❝❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t s✉r
❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❡t ✈ér✐✜❡♥t ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❝②❝❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❝♦❧❧❡r ❝❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
❡♥ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ Ωsep

X†/W (K)
✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❛♥té❝é❞❡♥t❡ ❞❡ ∇ ♣❛r ❧❡

❢♦♥❝t❡✉r tF ✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ♠❛✐s ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥

✹✳✷✳✶✵ ❛✜♥ ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s✳

✶✵✽



✭✹✳✷✳✶✸✮ ❉❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✷✱ s✐ X
† = Spff(R) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥❡ W (K)✲❛❧❣è❜r❡

❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❧✐ss❡ ✭❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡ ❋r♦❜❡♥✐✉s F ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❝❛✲
té❣♦r✐❡ F ✲Isoc†(X/K) ❞❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts s✉r X ❛✉ s❡♥s ❞❡ ❬✺❪ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡
✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡✳

❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❬✺✱ ✭✷✳✺✳✽✮❪ q✉❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ F ✲Isoc†(X/K) ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡s ❞❡s
R† ⊗W (K) K✲♠♦❞✉❧❡s M ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ ♠✉♥✐s ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ∇ ❡t ❞✬✉♥ ✐s♦✲
♠♦r♣❤✐s♠❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❞é❝r✐t ❡♥ ✭✹✳✶✳✷✺✮✳ ❙✐ (M,∇) ❡st ✉♥ t❡❧ ♠♦❞✉❧❡ à ❝♦♥♥❡①✐♦♥✱ ♦♥
♣❡✉t ❧✉✐ ❛ss♦❝✐❡r ❧❡ OX† ⊗W (K) K✲♠♦❞✉❧❡ q✉❛s✐✲❝♦❤ér❡♥t M̃ ✳ ❖♥ ♠✉♥✐t ❝❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬✉♥❡
Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K) K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ✐♥té❣r❛❜❧❡ ❡♥ ❛ss♦❝✐❛♥t à ❝❤❛q✉❡ f ∈ R† ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

∇(D(f)) :
M̃(D(f))→ M̃ ⊗O

X†

(
Ωsep
X†/W (K)

⊗W (K) K
)
(D(f))

m⊗ r 7→ r∇(m) +m⊗ d(r)
✳

♦ù m ∈M ❡t r ∈ R†
f
†
✭♦♥ ✈ér✐✜❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠ê♠❡s ❛r❣✉♠❡♥ts q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦✲

s✐t✐♦♥ ✹✳✶✳✶✷ q✉❡ ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ❡t ✈ér✐✜❡ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✉♥❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥✮✳
■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r ❞✬❛♣rès ✭✹✳✶✳✷✳✶✮ q✉✬❡♥ ❝♦♠♣♦s❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ❢♦♥❝t❡✉r t̃F ⊗ IdK ✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t
✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛té❣♦r✐❡s ❡♥tr❡ F ✲Isoc†(X/K) ❡t ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s W †ΩX/K ⊗W (K) K✲

❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✐♥té❣r❛❜❧❡s s✉r ✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ˜M ⊗R†⊗W (K)K
W (R)⊗W (K)K✱ ♦ù M ❡st

✉♥ R† ⊗W (K) K✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❡t ♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳
▲❡ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✷ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r ✉♥ ♣❡✉ ❝❡tt❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡

s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉① W †ΩX/K ⊗W (K) K✲♠♦❞✉❧❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
❡♥ ❡✛❡t q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ Ω(F )✲Ωsep

X†/W (K)
⊗W (K) K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥ ∇ ✐♥té❣r❛❜❧❡ s✉r ✉♥

OX† ⊗W (K)K✲♠♦❞✉❧❡ M ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ❛❧♦rs ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✹✳✷✳✼ ♦♥ ♣❡✉t
r❡❝♦❧❧❡r ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠♦❞✉❧❡s ❧✐❜r❡s ❡♥ ✉♥ OX†✲♠♦❞✉❧❡ M ′ t❡❧ q✉❡ M ∼= M ′ ⊗W (K) K ❡♥
t❛♥t q✉❡ OX† ⊗W (K)K✲♠♦❞✉❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ M ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ✐❧ ❡st

❝♦❤ér❡♥t ❡t ❞✬❛♣rès ❬✹✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✳❪ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ M ′ = Ñ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ R†✲

♠♦❞✉❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐ N ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ M ∼= ˜N ⊗W (K) K ❡♥ t❛♥t q✉❡ OX† ⊗W (K) K✲
♠♦❞✉❧❡s✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts s✉r
X ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s ✭❛✉ s❡♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❡st ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ σ✲W †ΩX/K ⊗W (K) K✲MIClf ✳ ❈❡tt❡

❞❡r♥✐èr❡ ❡st ✉♥❡ s✉r✲❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ Con†(X/W (K)) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❊rt❧ ❡♥ ❬✶✾❪ ❡t ❬✷✵❪✳
❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛✐t ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s W †ΩX/K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s✱
q✉❛s✐✲♥✐❧♣♦t❡♥t❡s ❡t ✐♥té❣r❛❜❧❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ F ✲Isoc†(X/K) ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s s✬❡①✲
♣r✐♠❡r ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♥tr✐♥sèq✉❡s ❞❡ ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s W †ΩX/K ⊗W (K) K✲❝♦♥♥❡①✐♦♥s
♠✉♥✐❡s ❞✬✉♥❡ σ✲str✉❝t✉r❡✳ ▲❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❧✐❜r❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦t❛♠♠❡♥t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡
s❝❤é♠❛s tF ⊗ IdK : Spec(W (R)⊗W (K)K)→ Spec(R† ⊗W (K)K) ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ❛❞❛♣té ❛✉①
❛r❣✉♠❡♥ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ♣r♦♣♦sé❡ ✐❝✐ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❜❛sé❡ s✉r ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❛❧❣é❜r✐q✉❡✳

✶✵✾



◆♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛s ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡s F ✲✐s♦❝r✐st❛✉①✳ ❖♥ ♣❡✉t ❧é✲
❣✐t✐♠❡♠❡♥t ❡s♣ér❡r ♣♦✉✈♦✐r ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ❡♠♣❧♦②❛♥t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❲✐tt ❢r❛♠❡
q✉✐ ♣❡r♠✐t à ❉❛✈✐s✱ ▲❛♥❣❡r ❡t ❩✐♥❦ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡✉r t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛
❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡ ❬✶✻❪✱ ❡t à ❊rt❧ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❛✉① ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❬✶✾❪✳ ❯♥❡
❛✉tr❡ ♣✐st❡ s❡r❛✐t ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❧❡ s✐t❡ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❬✸✼❪ ❛✜♥ ❞✬❛✣♥❡r ❝❡s éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡s ❞❡ ❝❛✲
té❣♦r✐❡s✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ❊rt❧ ♥✬♦❜t✐❡♥t ❞❛♥s s❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s
❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ ✐s♦❝r✐st❛❧ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t
❛✈❡❝ ❝❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✳

✶✶✵



❆♥♥❡①❡ ❆

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s

♠✐♥❡✉r❡s

❈❡ ♣r❡♠✐❡r ❛♥♥❡①❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s à ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡s t❤é♦✲
rè♠❡s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡✱ ♠❛✐s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❡♠♣❧♦②és✳

✭❆✳✵✮ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡t ❛♥♥❡①❡ K ❞és✐❣♥❡ ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ n ∈ N∗ ❡t K[X] := K[X1, . . . , Xn]✳

❉✬❛♣rès ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡ ❞✉ q✉♦t✐❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲
❞❡ss♦✉s ✿

W †ΩK[X]/K WΩK[X]/K

W †ΩK[X]/K/(p
n) WΩK[X]/K/(p

n)

i

ĩ

✳ ✭❆✳✵✳✶✮

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✶✳ ▲❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ĩ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❆✳✵✳✶✮ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✱ t♦✉t x ∈ WΩK[X]/K s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

x =
∑

(k,I)∈P

ηk,Ie(k, I)✱ ♦ù ❧❡s ηk,I ∈ W (K) ✈ér✐✜❡♥t q✉❡ V u(k)(ηk,I) ∈ V l(W (K)) ♣♦✉r

t♦✉t l ∈ N s❛✉❢ ♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (k, I) ∈ P✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡

w̃ :=
∑

(k,I)∈P
vV (ηk,I)=0

ηk,Ie(k, I)

♦♥ ❛ w ≡ w̃[p]✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t ε > 0 ♦♥ ❛ ❞é✜♥✐ γε(w) = inf
(k,I)∈P

{vV (ηk,I) + u(k)− εk}✱

✐❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ q✉❡❧ q✉❡ s♦✐t x ∈ W (K) ♦♥ ❛✉r❛ γε(w̃) > γε(w̃ + px)✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ é❧é♠❡♥t s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ w s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ w̃ ∈W †ΩK[X]/K ✳

✶✶✶



▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t w =
∑

l∈N

V l
(
Xpll2+1

)
✱ ♦♥ ❛ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t w = w̃✱ ♦r w̃ ♥✬❡st ♣❛s

s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✷✳ ❙✐ K ❡st ✐♥tè❣r❡✱ ❛❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ❧❡ W (K)✲♠♦❞✉❧❡ WΩiK[X]/K
❡st s❛♥s t♦rs✐♦♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐❡♥t x ∈ WΩK[X]/K ❡t ξ ∈ W (K) t❡❧s q✉❡ ξx = 0✳ ❉✬❛♣rès ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ η : P → W (K) ✈ér✐✜❛♥t ❧✬é❣❛❧✐té ✭✷✳✸✳✶✺✳✶✮ ❡t ♦♥ ❛

ξx =
∑

(k,I)∈P

ξηk,Ie(k, I)✳ ❖r ♣❛r ✉♥✐❝✐té ❞❡ ❧✬é❝r✐t✉r❡✱ ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t (k, I) ∈ P

♦♥ ❛ ξηk,I = 0✳ ❖r ❝♦♠♠❡ K ❡st ✐♥tè❣r❡ ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✱ W (K) ❡st ✐♥tè❣r❡✱ ❞♦♥❝ s✐
ξ 6= 0 ❛❧♦rs η ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♥✉❧❧❡ ❡t x = 0✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❆✳✸✳ ❙♦✐t ϕ : K[X] → R ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s✳ P♦s♦♥s
x ∈W (R) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ε > 0 ❡t C ∈ R t❡❧s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t η > 0 ✐❧ ❡①✐st❡ yη ∈ W (K[X])

t❡❧ q✉❡ W (ϕ)(yη) = x ❡t γε(yη) > C − η✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ y ∈W (K[X]) t❡❧ q✉❡ W (ϕ)(y) = x
❡t γε(y) > C✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❙♦✐t i ∈ N✳ ❙♦✐t ηi > 0 t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❡♥t✐❡r j ∈ N t❡❧ q✉❡
C > i− εp−ij > C − ηi ✭✉♥ t❡❧ ηi ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs q✉✐tt❡ à ❧❡ ré❞✉✐r❡✮✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥
yηi ∈W (K[X]) ✈ér✐✜❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✱ ❡t ❞✬❛♣rès ✭✷✳✺✳✷✳✸✮ ❡t ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❝✐✲
❞❡ss✉s ♦♥ ❛ i− εp−i deg(yηii ) > C✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ❲✐tt y := (yηii )i∈N ∈W (K[X])✱ ❡t
❝❡❧✉✐✲❝✐ ✈ér✐✜❡ ❜✐❡♥ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❧✬é♥♦♥❝é✳ ❊♥ ❡✛❡t ❞✬❛♣rès ✭✶✳✶✳✾✮✱ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ N ✐❧
❡①✐st❡ zi ∈W (R) t❡❧ q✉❡W (ϕ)(yηi) =W (ϕ)(y1)+F (zi)✱ ❡t ❝♦♠♠❡ R ❡st ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
p ❝❡❧❛ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ϕ(yηii ) = ϕ(y1i ) + FrobR(z

i
i)✱ ❞♦♥❝ s✐ ❧✬♦♥ ♣♦s❡ z := (zii)i∈N ∈W (K[X])

♦♥ ❛ W (ϕ)(y) =W (ϕ)(y1) + F (z)✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ z0 = 0 ❛❧♦rs F (z) ❡st ✉♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞❡ p ❡t ♦♥
❝♦♥❝❧✉t✳

✶✶✷



❆♥♥❡①❡ ❇

❈♦♠♣❧é♠❡♥ts s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡

♠♦❞✉❧♦ p

❈❡t ❛♥♥❡①❡ ❝♦♠♣r❡♥❞ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ p ❞✉ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt
s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t s❡ ❜❛s❛♥t ❡①❝❧✉s✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬✽❪✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❝❡rt❛✐♥s
rés✉❧t❛ts✱ ❝❡✉①✲❝✐ s✬❛✈èr❡♥t ✐♥s✉✣s❛♥ts ♣♦✉r ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡s t❤é♦rè♠❡s ♣rés❡♥ts ❞❛♥s
❝❡tt❡ t❤ès❡ ❀ ❝✬❡st ❝❡tt❡ ♦❜str✉❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ ♠♦t✐✈é ❧❛ ré❞❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❖♥ ♣rés❡♥t❡
t♦✉t❡❢♦✐s ❝❡s rés✉❧t❛ts ✐❝✐ ❛✜♥ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱
♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❧✐❡♥s ❡♥tr❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞é✜♥✐s ♣❛r ❇❧♦❝❤ ❡t ❝❡✉① ♣rés❡♥tés
❞❛♥s ❝❡t ♦✉✈r❛❣❡✳

✭❇✳✵✮ ❉❛♥s t♦✉t ❝❡t ❛♥♥❡①❡✱ ♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡r❛ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✷✳✶✮✳
❙♦✐t m ∈ N✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s IWΩm

R/K
❧❡ s♦✉s✲R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ WΩm

R/K
❝♦♥st✐t✉é ❞❡s sér✐❡s

❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ♣♦✉r ❧❛ t♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ q✉♦t✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∑

l∈N

ωl✱ ♦ù ♣♦✉r t♦✉t l ∈ N

♦♥ ❛ ωl ∈ I(R)WΩm
R/K

✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ IW †Ωm
R/K

❧❡ s♦✉s✲R✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡ W †Ωm
R/K

❝♦♥st✐t✉é ❞❡ sér✐❡s s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ I†(R)W †Ωm
R/K

✳

❖♥ ♥♦t❡r❛ π : WΩ1
R/K
→WΩ1

R/K
/IWΩ1

R/K
❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✭♦♥ ❝♦♥s❡r✈❡r❛ ❧❛

♥♦t❛t✐♦♥ π : W †Ω1
R/K
→W †Ω1

R/K
/IW †Ω1

R/K
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✮✳

■❧ ❡st ♣r♦✉✈é ❞❛♥s ❬✽❪ q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ❞❡ R✲
♠♦❞✉❧❡s ✿

0 I(R) WΩ1
R/K

/IWΩ1
R/K

Ω1
R/K

0✳π◦d

π◦tF

✭❇✳✵✳✶✮

▲❡♠♠❡ ❇✳✶✳ ❙♦✐❡♥t η ∈ W (K) ❡t k ∈ P0✱ ❛❧♦rs ηe(k, ∅) ∈ Ker(W (K[X]) → K[X]) s✐
❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ η ∈ V (W (K)) ♦✉ u(k) > 0✳

✶✶✸



❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ e(k, ∅) = V u(k)
([
Xpu(k)k

])
✳ ❖♥ ❝♦♥❝❧✉t ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛

Ker(W (K[X])→ K[X]) = V (W (K[X]))✳

▲❡♠♠❡ ❇✳✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ R = K[X] ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n ∈ N✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
s❝✐♥❞é❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s ✿

0 I†(R) W †Ω1
R/K

/IW †Ω1
R/K

Ω1
R/K

0✳π◦d

π◦tF

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ✿

0 I†(R) W †Ω1
R/K

/IW †Ω1
R/K

Ω1
R/K

0

0 I(R) WΩ1
R/K

/IWΩ1
R/K

Ω1
R/K

0

π◦d

π◦tF

π◦d

π◦tF

✳

❆✜♥ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❡st ❡①❛❝t❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
i ∈ I(R) t❡❧ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ w ∈ W †Ω1

R/K
❡t j ∈ I(R)W †Ω1

R/K
t❡❧ q✉❡ d(i) = w + j✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❛

i ∈ I†(R)✳ ❙♦✐❡♥t w̃, j̃ ∈ W †Ω1
R/K

❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts r❡s♣❡❝t✐❢s ❞❡s ❝❧❛ss❡s w ❡t j✱ ❡t ♥♦t♦♥s

d̃ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥t✐❡❧❧❡ ❞❡ WΩR/K✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ✭❇✳✵✳✶✮✱ ❧✬é❝r✐t✉r❡ w = d(i)− j
❞ét❡r♠✐♥❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t w✱ ♣♦✉r ❝❡tt❡ r❛✐s♦♥ ❡t ❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✷✳✸✳✶✺✱ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❇✳✶
❡t ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡

j̃ =
∑

(k,I)∈P
I 6={min(k)}

ηk,I e(k, I) +
∑

k∈P0
vp(k)>0

ηk,{min(k)} e(k, {min(k)})

♦ù t♦✉s ❧❡s ηk,I ∈W (K) ✈ér✐✜❡♥t ♣♦✉r t♦✉t m ∈ N q✉❡ V u(k)(ηk,I) ∈ V
m(W (K)) s❛✉❢ ♣♦✉r

✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (k, I) ∈ P✳ ❖r✱ s✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ w̃ =
∑

(k,I)∈P

η′k,I e(k, I) ♦♥ ❞é❞✉✐t ❞❡ ❧❛

❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✸✳✶✷✱ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❇✳✶ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ K s♦✐t ♣❛r❢❛✐t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ x ∈WΩ1

A/K t❡❧ q✉❡ ✿

d̃(̃i) =
∑

k∈P0
vp(k)<0

η′k,{min(k)} e(k, {min(k)}) + px✳

❖r ❝❡tt❡ s♦♠♠❡ ❡st s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡ ❝❛r w ❡st ✉♥ é❧é♠❡♥t s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✳ ■♣s♦ ❢❛❝t♦✱
❧✬é❧é♠❡♥t j :=

∑

k∈P0
vp(k)<0

η′k,I e(k, ∅) ❡st s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❡t ✈ér✐✜❡ j0 = 0✳ ❊♥✜♥ d̃(j) ❡st ❝♦♥❣r✉ à

d̃(̃i) ♠♦❞✉❧♦ p✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t π(j̃) = i✱ ♦ù π ❡st ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ p✱ ❝❛r d ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ ✿
❧❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❞é♠♦♥tré✳

✶✶✹



▲❡♠♠❡ ❇✳✸✳ ❙♦✐t ϕ : K[X] → R ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ♣♦✉r ✉♥ ❝❡r✲
t❛✐♥ n ∈ N✳ ❆❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s ✢è❝❤❡s ✈❡rt✐❝❛❧❡s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲❞❡ss♦✉s s♦♥t
s✉r❥❡❝t✐✈❡s ✿

0 I†(K[X]) W †(K[X]) K[X] 0

0 I†(R) W †(R) R 0

W †(ϕ) ϕ ✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❖♥ s❛✐t q✉❡ ϕ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ W †(ϕ) ❡t s❛ ❞❡s❝❡♥t❡

♠♦❞✉❧♦ p✳ ❙♦✐t i ∈ I(R) ⊂W †(R) ❡t s♦✐t ĩ ∈W †(R) ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❧❛ ❝❧❛ss❡ i✳ ❖♥ s❛✐t
q✉❡ i0 = 0 ❝❛r ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s✳ ❉♦♥❝ s✐ j ∈W †(K[X]) ❡st ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t
❞❡ ĩ ♣❛r W †(ϕ)✱ ❛❧♦rs j′ := j − [j0] ❡♥ s❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❡t ❞❡ ♣❧✉s j′0 = 0✱ ❞♦♥❝ s❡r❛ ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞✉ ♥♦②❛✉ ❞❡ W †(K[X])→ K[X] ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ♠♦❞✉❧♦ p✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✹✳ ❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✷✳✶✮✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡
s❝✐♥❞é❡ ❞❡ R✲♠♦❞✉❧❡s ✿

0 I†(R) W †Ω1
R/K

/IW †Ω1
R/K

Ω1
R/K

0✳π◦d

π◦tF

✭❇✳✹✳✶✮

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ R ❡st ✉♥❡ K✲❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t②♣❡ ✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ✶✳✷✳✶✺
tr♦✉✈❡r ✉♥ n ∈ N ❡t ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ s✉r❥❡❝t✐❢ ❞❡ K✲❛❧❣è❜r❡s ϕ : K[X] → R ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥
❛✐t ✉♥ r❡❧è✈❡♠❡♥t ❞✉ ❋r♦❜❡♥✐✉s s✉r W (K)[X]† ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ F ✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡
❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

0 I†(K[X]) W †Ω1
K[X]/K/IW

†Ω1
K[X]/K

Ω1
K[X]/K 0

0 I(K[X]) WΩ1
K[X]/K/IWΩ1

K[X]/K Ω1
K[X]/K 0

0 I†(R) W †Ω1
R/K

/IW †Ω1
R/K

Ω1
R/K

0

0 I(R) WΩ1
R/K

/IWΩ1
R/K

Ω1
R/K

0

π2

π1 π3 π4 ✳

❊♥ ❧✐s❛♥t ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ♥♦t❡r♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ✢è❝❤❡s
❤♦r✐③♦♥t❛❧❡s d✳ ❖♥ s❛✐t ♣❛r ✭❇✳✵✳✶✮ ❡t ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❇✳✷✱ q✉✬❤♦r♠✐s ♣♦✉r ❧❛ tr♦✐s✐è♠❡✱ t♦✉t❡s
❧❡s ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❡①❛❝t❡s s❝✐♥❞é❡s ❞❛♥s ❧❡✉rs ❝❛té❣♦r✐❡s ❞❡ ♠♦❞✉❧❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥♦t❡

✶✶✺



é❣❛❧❡♠❡♥t σ ❧❡ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ K[X]✲♠♦❞✉❧❡s Ω1
K[X]/K → WΩ1

K[X]/K/IW
†Ω1

K[X]/K✱ ♦♥ ❞é✲
❞✉✐t ♣❛r ❢♦♥❝t♦r✐❛❧✐té ❞✉ ♠♦r♣❤✐s♠❡ sF ét✉❞✐é❡ ❞❛♥s ❬✷✽❪✱ ❡t ♣❛r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ q✉❡ σ ◦ π4 = π3 ◦ σ✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝♦♠♠❡ σ ❛ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡s✱ ♣♦✉r
✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡ ✭❇✳✹✳✶✮ ❡st ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ I(R)✱
s✐ d(i) ∈ W †Ω1

R/K
/IW †Ω1

R/K
❛❧♦rs i ∈ I†(R)✳ ❖♥ s❛✐t ❞✬❛♣rès ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❇✳✸ q✉❡ π1 ❡st

s✉r❥❡❝t✐✈❡✳ ❖♥ s❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ π2 ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ W †Ω1
R/K

✳ P❛r ❝♦♥sé✲

q✉❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡♠♦♥t❡r d(i) ❡♥ ✉♥ é❧é♠❡♥t w ∈W †Ω1
K[X]/K/IW

†Ω1
K[X]/K✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s

q✉❡ w = d(j) + σ(x) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦✉♣❧❡ j ∈ I†(K[X]) ❡t x ∈ Ω1
K[X]/K✳ P✉✐sq✉❡ π1

❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❝❤♦✐s✐r ✉♥ ĩ ∈ I(K[X]) t❡❧ q✉❡ π1(̃i) = i✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
π3(d(j− ĩ)+σ(x)) = 0✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ π3(σ(x)) ❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ d ❡t ❞❡ σ✱ ❞♦♥❝
π3(σ(x)) = 0 ❡t π3(d(j− ĩ)) = 0✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ d q✉❡ ĩ ❡st s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥t✱
❞♦♥❝ q✉❡ i ∈ I†(R)✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✺✳ ❈♦♥s❡r✈♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ✭✸✳✷✳✶✮ ❡t ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛

♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ π′ : W †Ω2
R/K
→ W †Ω2

R/K
/
(
Ω2
R/K

+ IW †Ω2
R/K

)
✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧✬❛♣♣❧✐✲

❝❛t✐♦♥ (π′ ◦ d)|IW †Ω1
R/K

❡st ✉♥ ♠♦r♣❤✐s♠❡ ✐♥❥❡❝t✐❢ ❞❡ W †(R)✲♠♦❞✉❧❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ Ω2
R/K

+IW †Ω2
R/K

❡st ✉♥ s♦✉s✲W †(R)✲♠♦❞✉❧❡ ❞❡W †Ω2
R/K

✱

❡♥ ❡✛❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✐❞❡♥t✐✜é Ω2
R/K

à s♦♥ ✐♠❛❣❡ ♣❛r sF ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛

s✉✐t❡ ❡①❛❝t❡ s❝✐♥❞é❡ ✭✸✳✷✳✶✳✶✮✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♣rés❡♥t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐❢ ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿

IW †Ω1
R/K

W †Ω2
R/K

W †Ω2
R/K

/
(
Ω2
R/K

+ IW †Ω2
R/K

)

IWΩ1
R/K

WΩ2
R/K

WΩ2
R/K

/
(
Ω2
R/K

+ IWΩ2
R/K

)

d π′

d

✳

❉✬❛♣rès ❬✽❪✱ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❜❛s ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✱ ❡t ❧✬✐♥❥❡❝t✐✈✐té ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥

❡st ❛❧♦rs ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❙❛W †(R)✲❧✐♥é❛r✐té ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❡ ✭✷✳✶✳✽✳✶✮ ♣r♦❥❡té❡
❞❛♥s ❧❡ q✉♦t✐❡♥t✳

✶✶✻



❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤✐❡

❬✶❪ ❆❧❜❡rt♦ ❆r❛❜✐❛ ✿ ❘❡❧è✈❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣è❜r❡s ❧✐ss❡s ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ♠♦r♣❤✐s♠❡s✳ ❈♦♠♠❡♥t❛r✐✐
▼❛t❤❡♠❛t✐❝✐ ❍❡❧✈❡t✐❝✐✱ ✼✻✱ ✷✵✵✶✳

❬✷❪ ▼✐❝❤❛❡❧ ❆t✐②❛❤ ❡t ■❛♥ ●r❛♥t ▼❛❝❞♦♥❛❧❞ ✿ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ t♦ ❈♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❆❧❣❡❜r❛✳
❆❞❞✐s♦♥✲❲❡s❧❡②✱ ✶✾✻✾✳

❬✸❪ P✐❡rr❡ ❇❡rt❤❡❧♦t ✿ ●é♦♠étr✐❡ r✐❣✐❞❡ ❡t ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ✈❛r✐étés ❛❧❣é❜r✐q✉❡s ❞❡
❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡ p✳ ▼é♠♦✐r❡s ❞❡ ❧❛ ❙♦❝✐été ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❋r❛♥❝❡ ✷ ❡ sér✐❡✱ ✷✸✱ ✶✾✽✻✳

❬✹❪ P✐❡rr❡ ❇❡rt❤❡❧♦t ✿ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡ ❡t t❤é♦r✐❡ ❞❡s D✲♠♦❞✉❧❡s✳ ■♥ ❋r❛♥❝❡s❝♦ ❇❛❧✲
❞❛ss❛rr✐✱ ❙✐❡❣❢r✐❡❞ ❇♦s❝❤ ❡t ❇❡r♥❛r❞ ❉✇♦r❦✱ é❞✐t❡✉rs ✿ p✲❛❞✐❝ ❆♥❛❧②s✐s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲
❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✾✵✳

❬✺❪ P✐❡rr❡ ❇❡rt❤❡❧♦t ✿ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ r✐❣✐❞❡ ■✳ Pr❡♣r✐♥t✱ ✶✾✾✻✳

❬✻❪ P✐❡rr❡ ❇❡rt❤❡❧♦t ❡t ❆rt❤✉r ❖❣✉s ✿ F ✲■s♦❝r②st❛❧s ❛♥❞ ❉❡ ❘❤❛♠ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣②✳ ■✳
■♥✈❡♥t✐♦♥❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡✱ ✼✷✱ ✶✾✽✸✳

❬✼❪ ❙♣❡♥❝❡r ❇❧♦❝❤ ✿ ❆❧❣❡❜r❛✐❝ K✲t❤❡♦r② ❛♥❞ ❝r②st❛❧❧✐♥❡ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②✳ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♠❛✲
t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❡ ■✳❍✳➱✳❙✳✱ ✹✼✱ ✶✾✼✼✳

❬✽❪ ❙♣❡♥❝❡r ❇❧♦❝❤ ✿ ❈r②st❛❧s ❛♥❞ ❞❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢
▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❏✉ss✐❡✉✱ ✸✱ ✷✵✵✹✳

❬✾❪ ❙✐❡❣❢r✐❡❞ ❇♦s❝❤✱ ❯❧r✐❝❤ ●ü♥t③❡r ❡t ❘❡✐♥❤♦❧❞ ❘❡♠♠❡rt ✿ ◆♦♥✲❆r❝❤✐♠❡❞❡❛♥ ❆♥❛❧②✲
s✐s✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✶✾✽✹✳

❬✶✵❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦✉r❜❛❦✐ ✿ ❆❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✿ ❈❤❛♣✐tr❡s ✶ à ✹✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✶❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦✉r❜❛❦✐ ✿ ❆❧❣è❜r❡ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ✿ ❈❤❛♣✐tr❡s ✽ ❡t ✾✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✷❪ ◆✐❝♦❧❛s ❇♦✉r❜❛❦✐ ✿ ❆❧❣è❜r❡ ✿ ❈❤❛♣✐tr❡s ✶ à ✸✳ ❙♣r✐♥❣❡r✲❱❡r❧❛❣✱ ✷✵✵✼✳

❬✶✸❪ ❉❛♥✐❡❧ ❈❛r♦ ✿ ❉é✈✐ss❛❣❡s ❞❡s F ✲❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❡ D✲♠♦❞✉❧❡s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s ❡♥ F ✲
✐s♦❝r✐st❛✉① s✉r❝♦♥✈❡r❣❡♥ts✳ ■♥✈❡♥t✐♦♥❡s ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❡✱ ✶✻✻✱ ✷✵✵✻✳

❬✶✹❪ ❉❛♥✐❡❧ ❈❛r♦ ❡t ◆♦❜✉♦ ❚s✉③✉❦✐ ✿ ❖✈❡r❤♦❧♦♥♦♠✐❝✐t② ♦❢ ♦✈❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥t F ✲✐s♦❝r②st❛❧s
♦✈❡r s♠♦♦t❤ ✈❛r✐❡t✐❡s✳ ❆♥♥❛❧s ♦❢ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s✱ ✶✼✻✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✺❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❉❛✈✐s ✿ ❚❤❡ ❖✈❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❈♦♠♣❧❡①✳ ❚❤ès❡ ❞❡ ❞♦❝t♦r❛t✱
▼❛ss❛❝❤✉s❡tts ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✵✾✳

✶✶✼



❬✶✻❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❉❛✈✐s✱ ❆♥❞r❡❛s ▲❛♥❣❡r ❡t ❚❤♦♠❛s ❩✐♥❦ ✿ ❖✈❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❞❡ ❘❤❛♠✲
❲✐tt ❝♦❤♦♠♦❧♦❣②✳ ❆♥♥❛❧❡s ❙❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬➱❝♦❧❡ ◆♦r♠❛❧❡ ❙✉♣ér✐❡✉r❡✱ ✹✹✱ ✷✵✶✶✳

❬✶✼❪ ❈❤r✐st♦♣❤❡r ❉❛✈✐s✱ ❆♥❞r❡❛s ▲❛♥❣❡r ❡t ❚❤♦♠❛s ❩✐♥❦ ✿ ❖✈❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❲✐tt ✈❡❝t♦rs✳
❏♦✉r♥❛❧ ❢ür ❞✐❡ r❡✐♥❡ ✉♥❞ ❛♥❣❡✇❛♥❞t❡ ▼❛t❤❡♠❛t✐❦✱ ✻✻✽✱ ✷✵✶✷✳

❬✶✽❪ ❘❡♥é❡ ❊❧❦✐❦ ✿ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❞✬éq✉❛t✐♦♥s à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❛♥♥❡❛✉ ❤❡♥sé❧✐❡♥✳ ❆♥♥❛❧❡s
s❝✐❡♥t✐✜q✉❡s ❞❡ ❧✬➱✳◆✳❙✳ ✹ ❡ sér✐❡✱ ✻✱ ✶✾✼✸✳

❬✶✾❪ ❱❡r♦♥✐❦❛ ❊rt❧ ✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❘✐❣✐❞ ❛♥❞ ❖✈❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❈♦❤♦♠♦❧♦❣② ✇✐t❤
❈♦❡✣❝✐❡♥ts✳ Pr❡♣r✐♥t✱ ✷✵✶✻✳

❬✷✵❪ ❱❡r♦♥✐❦❛ ❊rt❧ ✿ ❋✉❧❧ ❢❛✐t❤❢✉❧♥❡ss ❢♦r ♦✈❡r❝♦♥✈❡r❣❡♥t F ✲❞❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s✳
❈♦♠♣t❡s ❘❡♥❞✉s ✲ ▼❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ✸✺✹✱ ✷✵✶✻✳

❬✷✶❪ ❏❡❛♥✲❨✈❡s ❊t❡ss❡ ✿ ❈♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❉❡ ❘❤❛♠✲❲✐tt à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ❝r✐st❛❧✳ ❈♦♠✲
♣♦s✐t✐♦ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛✱ ✻✻✱ ✶✾✽✽✳

❬✷✷❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ✿ ❈r②st❛❧s ❛♥❞ t❤❡ ❉❡ ❘❤❛♠ ❈♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ ❙❝❤❡♠❡s✳ ■♥
❆❧❡①❛♥❞❡r ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ❡t ◆✐❝♦❧❛❛s ❍❡♥❞r✐❦ ❑✉✐♣❡r✱ é❞✐t❡✉rs ✿ ❉✐① ❡①♣♦sés s✉r
❧❛ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣✐❡ ❞❡s s❝❤é♠❛s✳ ▼❛ss♦♥ ✫ ❈✐❡✱ ❊❞✐t❡✉r ❛♥❞ ◆♦rt❤✲❍♦❧❧❛♥❞ P✉❜❧✐s❤✐♥❣
❈♦♠♣❛♥②✱ ✶✾✻✽✳

❬✷✸❪ ❆❧❡①❛♥❞❡r ●r♦t❤❡♥❞✐❡❝❦ ✿ ●r♦✉♣❡s ❞❡ ❇❛rs♦tt✐✲❚❛t❡ ❡t ❝r✐st❛✉① ❞❡ ❉✐❡✉❞♦♥♥é✳ ▲❡s
♣r❡ss❡s ❞❡ ❧✬✉♥✐✈❡rs✐té ❞❡ ▼♦♥tré❛❧✱ ✶✾✼✹✳
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