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Résumé

Ce travail porte sur l’analyse des équations de réaction-diffusion et la modé-
lisation en cancérologie. Dans une première partie, on cherche à comprendre
la propagation ou non d’onde de dépolarisation dans le cerveau. Ce problème
est issu de la modélisation des dépressions corticales envahissantes et revient
à étudier l’influence de la géométrie du domaine sur la propagation d’un front
d’onde généralisé pour une équation de réaction-diffusion bistable. On utilise
des méthodes de glissement pour prouver le passage d’un front et des méthodes
d’énergie pour construire des solutions stationnaires faisant barrage au front.
Enfin, on présente une étude numérique d’un cas encore ouvert.

La deuxième partie de ce travail concerne la modélisation en cancérologie et
plus précisément l’étude et l’optimisation des protocoles de chimiothérapie pour
lutter contre le cancer. On compare en particulier les protocoles “Maximum Dose
Tolerated” où l’on donne périodiquement une forte dose de chimiothérapie suivie
d’une longue pause, avec les protocoles métronomiques où l’on donne des doses
plus faibles mais plus régulièrement pour différents modèles. Enfin, on utilise les
outils du contrôle optimal pour obtenir de nouveaux protocoles.

Mots clés : modélisation en médecine, réaction-diffusion, front progressif, op-
timisation de chimiothérapies anti-cancéreuses.
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Abstract

This work deals with the analysis of reaction-diffusion equations and modeling
in health science. In a first part, we are interested in understanding the propaga-
tion or not of depolarization wave in the brain. This problem arises from the mo-
deling of cortical spreading depressions and amounts to studying the influence of
the geometry of the domain on the propagation of a generalized transition front
for a bistable reaction-diffusion equation. Sliding methods are used to prove the
propagation of a front and energy methods to construct stationary solutions blo-
cking the front. Finally, a numerical study of an open case is presented.

The second part of this work concerns the modeling in cancerology and more
precisely the study and the optimization of the chemotherapy protocols to fight
cancer. In particular, the “Maximum Tolerated Dose” protocols in which a high
dose of chemotherapy followed by a long pause is periodically given, is compa-
red with the metronomic protocols in which lower but more frequent doses are
given, using different models. Finally, optimal control tools are used to obtain
new protocols.

Keywords : mathematical modeling in oncology, reaction-diffusion, traveling
front, chemotherapy optimization.
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Introduction

Depuis l’exemple de Bernouilli en 1760 sur la modélisation de la vaccination
contre la variole [Bernouilli, 1760], les exemples d’applications des mathéma-
tiques à la médecine se multiplient. Mes travaux de recherche se situe dans cette
thématique. La première partie de ce rapport se situe dans la cadre de la mo-
délisation mathématique de certaines ondes de dépolarisation du cerveau, la
deuxième traite de la modélisation mathématique en cancérologie. La modé-
lisation mathématique en médecine permet de répondre à certaines questions
des médecins, pharmacologues et biologistes. Elle permet également d’initier
des questions nouvelles et parfois délicates en mathématiques. Mon travail se
décompose donc en deux parties qui s’enrichissent l’une et l’autre : d’une part,
j’établis des modèles mathématiques pertinents pour répondre aux questions mé-
dicales et d’autre part j’étudie les équations découlant de ces modèles qui sont
plus spécifiquement des équations de réaction-diffusion. Mon travail peut donc
intéresser différents publics : les biologistes et les médecins qui souhaiteraient
utiliser des modèles mathématiques pour répondre aux questions qu’ils se posent
en particulier dans le domaine de la cancérologie, comme les mathématiciens qui
s’intéressent à l’analyse des équations de réaction-diffusion. Dans ce rapport, les
numéros entre crochets font références à mes publications dont on trouve la liste
page 70. Pour citer les travaux dont je ne suis pas auteure, j’écris le nom de l’au-
teur et la date de publication entre crochets et la référence complète est donnée
dans la bibliographie page 73.

L’étude des équations de réaction-diffusion commence en 1937 avec l’article
de Fisher [Fisher, 1937]. Dès cet article initial, les équations de réaction-diffusion
sont utilisées pour la modélisation en biologie, à savoir la propagation de gènes
dans une population. Par la suite, les exemples d’utilisation des équations de
réaction-diffusion en dynamique des populations sont nombreux [Roques, 2013].
Une tumeur pouvant être vue comme une population de cellules cancéreuses,
l’utilisation d’équations de réaction-diffusion pour modéliser la croissance can-
céreuse a été naturelle. Une des questions les plus importantes est alors de com-
prendre les propriétés des fronts progressifs solutions de ces équations car ce
sont ces solutions et en particulier leur vitesse qui prédise la vitesse de crois-
sance du cancer. Avant de faire l’état des lieux des connaissances sur l’analyse
des équations de réaction-diffusion puis sur leur utilisation en cancérologie, il
est nécessaire de bien définir les différents outils mathématiques.

Pour une fonction u(t, x) qui dépend du temps t ∈ R et de l’espace x ∈ Rd, une
équation de réaction-diffusion est une équation du type

∂tu−∆u = f(u) (0.1)

où le laplacien se rapporte aux variables d’espace et où le terme de réaction
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f peut prendre différente formes. L’étude des équations de réaction-diffusion
en dimension 1 d’espace (d = 1) débute dans les années 1930. Fisher en 1937
[Fisher, 1937] et Kolmogorov, Petrovsky et Piskunov en 1938 [Kolmogorov et al., 1937]
modélisent l’invasion d’un gène mutant dans une population avec l’équation
(0.1). La quantité u(t, x) représente la densité de population du gène mutant
au temps t et à la position x tandis que le terme de réaction f(u) correspond au
taux de croissance de la population. Les auteurs considèrent des nonlinéarités
qui portent désormais leurs noms satisfaisant la définition suivante

Définition 0.0.1. On dit que f est monostable si f est localement lipschitzienne,

f(0) = f(1), f > 0 sur ]0, 1[, f ′(1) < 0.

Si de plus ∀s ∈ [0, 1] f(s) ≤ f ′(0)s, on dit que f est de type KPP(pour Kolmogorov-
Petrovsky-Piskunov) ou Fisher-KPP.

Ces articles s’intéressent à l’existence de fronts progressifs, c’est à dire de solu-
tions de (0.1) vérifiant la définition suivante.

Définition 0.0.2. Un front progressif connectant 0 et 1 pour l’équation (0.1) est
une solution u : R× R→ [0, 1] telle qu’il existe c ∈ R et U : R→ [0, 1] vérifiantu(t, x) = U(x− ct) pour tout t ∈ R, x ∈ R

lim−∞ U = 1, lim+∞ U = 0

La fonction U est appelée profil du front et la constante c est sa vitesse. Ils vérifient
l’équation U ′′ + cU ′ + f(U) = 0 sur R

lim−∞ U = 1, lim+∞ U = 0

Pour f de type KPP, l’article [Kolmogorov et al., 1937] montre qu’il existe un
unique (à translation près) front progressif solution de (0.1) de vitesse c si et
seulement si c ≥ c∗ = 2

√
f ′(0). Si f est seulement de type monostable, on a le

même résultat mais avec seulement c∗ ≥ 2
√
f ′(0).

En 1978, Aronson et Weinberger [Aronson and Weinberger, 1978] généralisent
le résultat en dimension supérieure et montre le premier résultat sur la propa-
gation : pour une donnée initiale non nulle et à support compact, la solution de
(0.1) tend vers 1 en se propageant “à une vitesse c∗” c’est à dire

∀c > c∗ lim
t→+∞

sup
x>ct

u(t, x) = 0 et ∀c < c∗ lim
t→+∞

inf
x<ct

u(t, x) = 1.

On rappelle que u est à valeurs dans [0, 1].
En 1960, Kanel [Kanel’, 1960] introduit deux nouvelles classes de nonlinéa-

rités, les nonlinéarités de type combustion qui valent 0 sur [0, θ] puis sont mo-
nostables sur [θ, 1] mais ce type de terme de réaction ne sera pas étudié dans
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(a) Monostable (b) KPP

(c) Combustion (d) Bistable

Figure 0.1. – Les différents types de nonlinéarité pour les équations de réaction-
diffusion.

ce rapport, et les nonlinéarités de type bistable dont la définition est donnée
ci-dessous.

Définition 0.0.3. On dit que f est bistable si f est localement lipschitzienne et
qu’il existe θ ∈]0, 1[ tel que

f(0) = f(θ) = f(1), f < 0 sur ]0, θ[, f > 0 sur ]θ, 1[, f ′(0) < 0, f ′(1) < 0.

Les différentes nonlinéarités sont présentées sur la figure 0.1.
Pour ces deux nonlinéarités, il prouve qu’il existe un unique front (à translation

près) de vitesse c unique elle-aussi. En 1977, Fife et McLeod [Fife and McLeod, 1977a]
montrent une propriété de stabilité du front. Si la fonction u0 vérifie u0 > θ + ε
quand x → −∞ et si u0 < θ − ε quand x → +∞ pour un certain ε > 0, alors
la solution de l’équation (0.1) associée à la condition initiale u0 converge vers
un front progressif pour t → +∞. De plus, cette convergence est exponentielle.
Dans cet article, les auteurs montrent également des résultats de convergence
vers des terrasses de fronts en cas de nonlinéarités multistables qui seront repris
dans la suite de ce rapport.

Cela a été évoqué plus haut, les équations de réaction-diffusion sont très uti-
lisées pour la modélisation en cancérologie. L’article [Roose et al., 2007] donne
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une large revue des différents modèles de croissance tumorale dont des mo-
dèles de réaction-diffusion. P. Tracqui et J.D. Murray ont dès 1995 mis en avant
l’utilisation de systèmes de réaction-diffusion pour la modélisation du cancer
[Tracqui, 1995] et les possibilités d’estimer les paramètres à partir d’imagerie
médicale [Tracqui et al., 1995].

Un bon exemple de l’utilisation des équations de réaction-diffusion et de ses
propriétés qualitatives pour la modélisation du cancer et l’interprétation médi-
cale est donné dans l’article de Gatenby et Gawlinski [Gatenby and Gawlinski, 1996].
Ils y construisent un système de réaction-diffusion simulant la destruction des
cellules saines par la production d’acide des cellules cancéreuses. Les différents
paramètres sont estimés à partir d’estimations issues de l’analyse du système et
ils sont reliés à la vitesse de propagation du front qui représente la vitesse de
croissance de la tumeur. En conséquence, ils en déduisent que dans le cas du
cancer du sein, plus la séparation entre zone tumorale et zone saine est marquée
(ce qui peut se voir à l’imagerie), plus la tumeur est agressive et croit rapidement,
ce qui peut paraître tout à fait contre-intuitif. Ce travail a ensuite été poursuivi
pour étudier la meilleure stratégie de thérapie en étudiant la stabilité du front
en fonction des paramètres du modèle dans l’article [Gatenby et al., 2002]

Un autre exemple d’utilisation des équations de réaction-diffusion pour la mo-
délisation du cancer est donné par le modèle de glioblastome multiforme qu’a dé-
veloppé K. Swanson et son équipe [Swanson, 1999, Harpold et al., 2007]. Il est
composé d’une simple équation scalaire de réaction-diffusion de type KPP mais
les différents paramètres peuvent être identifiés à partir de différentes séquences
IRM (Imagerie par Résonance Magnétique) ce qui permet de prédire assez préci-
sément la croissance de la tumeur à partir de peu de mesures et donc d’adapter
le traitement. Son équipe a ensuite pu comparer différents traitements par chi-
miothérapie [Swanson et al., 2002] ou par radiothérapie [Rockne et al., 2009]
afin d’optimiser l’efficacité sur la tumeur tout en minimisant les toxicités se-
condaires. Ce principe a également été repris par l’équipe autour de N. Ayache
et J. Unkelbach afin de déterminer au mieux la zone à irradier par radiothé-
rapie [Le et al., 2017]. Enfin, l’équipe de Víctor Pérez-García a travaillé sur le
même type de modèle mais en différenciant cellules proliférantes et quiescentes
pour optimiser temporellement le protocole de radiothérapie pour les gliomes
de grade II [Pérez-García and Pérez-Romasanta, 2016].

Cependant, les équations de réaction-diffusion ont un défaut majeur pour la
modélisation de la croissance tumorale car pour toute donnée initiale positive et
non nulle, la solution devient immédiatement strictement positive en tout point.
D’autres types d’équations permettent de remédier à cette difficulté. En parti-
culier, les modèles de croissance découlant de la loi de Darcy [Friedman, 2004,
Ribba et al., 2006] ou des équations des milieux poreux [Mascheroni et al., 2017].
Nous y ferons parfois appel dans ce rapport.

Mon travail a donc porté sur l’utilisation et l’analyse des équations de réaction-
diffusion pour la modélisation des ondes de dépolarisation (précisément des dé-
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pressions corticales envahissantes) dans le cerveau et pour la modélisation de
la croissance tumorale. Depuis quelques années, je me suis plus spécifiquement
intéressée à la modélisation de la croissance tumorale dans le but d’optimiser
ou d’individualiser les traitements par chimiothérapie. En effet, la médecine est
capable de traiter un grand nombre de cancers mais le cancer est toujours une
des principale cause de mortalité dans les pays industrialisés. Les recherches sur
le cancer sont multiples et variées mais les expériences et essais thérapeutiques
sont difficiles à mener. Certaines expériences sont impossibles et d’autres néces-
sitent énormément de temps et de moyens. La modélisation mathématique s’est
énormément développée dans ce domaine car elle peut permettre de guider l’in-
tuition des chercheurs voire d’aider à la décision dans l’administration d’un trai-
tement comme l’a montré l’essai clinique du modèle 1 [Henin et al., 2016] issu
d’une collaboration entre des mathématiciens de la faculté de pharmacie d’Aix-
Marseille et des médecins des Hospices Civils de Lyon-Sud. Mon travail n’est pas
d’aider à découvrir de nouveaux traitements mais plutôt d’améliorer l’utilisation
de traitements bien connus. En effet, même pour un traitement connu de longue
date, il est impossible aux médecins, pharmacologues et biologistes de tester les
différents dosages et combinaisons, car chaque essai implique de nombreux pa-
tients et prend énormément de temps. La modélisation a une place essentielle
pour faire avancer la recherche bien plus rapidement dans ce domaine. De plus,
ces questions amènent à considérer des problèmes délicats de contrôle optimal
pour des équations différentielles ou des équations au dérivées partielles. C’est
donc un bel exemple de collaboration interdisciplinaire où les problèmes sti-
mulent à la fois les biologistes, les médecins et les mathématiciens.

Le premier chapitre de ce rapport concerne les propriétés d’existence ou non
de front progressif généralisés pour des équations de réaction-diffusion modé-
lisant la propagation de certaines ondes de dépolarisation dans le cerveau. Ces
problèmes sont apparus au cours de ma thèse sous la direction d’Emmanuel Gre-
nier où la modélisation de certaines ondes de dépolarisation dans le cerveau a
amené à s’interroger sur la propagation des fronts progressifs en fonction de la
géométrie d’un domaine. Après ma thèse, j’ai mené une étude numérique dé-
taillée en collaboration avec Florence Hubert puis l’étude théorique de ces pro-
blèmes a été le sujet d’une collaboration avec Henri Berestycki. Ce premier cha-
pitre reprend principalement les résultats de [9, 5, 2]. Les chapitres suivants sont
consacrés à la modélisation du cancer à l’aide d’équations de réaction-diffusion
et plus spécifiquement à l’optimisation de chimiothérapie via l’étude des fronts
progressifs solutions de ces équations. C’est le sujet de mes recherches depuis
mon arrivée au LATP (Laboratoire d’Analyse, Topologie, Probabilités) devenu
l’I2M (Institut de Mathématiques de Marseille) entre temps. Le chapitre 2 s’inté-
resse à l’influence de la périodicité du traitement par chimiothérapie sur la crois-
sance tumorale en étudiant les propriétés des fronts pulsatoires solutions d’une
équation de réaction-diffusion périodique en temps. La chapitre porte sur les ré-
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sultats de la thèse de Benjamin Contri que j’ai co-encadré avec François Hamel
[20]. Le chapitre 3 porte sur l’optimisation d’une chimiothérapie pour minimiser
la taille d’une tumeur in vitro tout en empêchant l’apparition de résistance au
traitement. Cela amène à étudier l’apparition de terrasse de front (i.e. plusieurs
fronts progressifs qui "s’enchaînent") pour un système de diffusion-compétition.
Ces résultats proviennent de la thèse de Cécile Carrère que j’ai co-encadré avec
Assia Benabdallah [19]. Et pour finir avec l’utilisation des équations de réaction-
diffusion en cancérologie, le chapitre 4 porte sur l’optimisation de thérapies anti-
angiogéniques. Ce chapitre reprend principalement les articles [4, 6]. Enfin on
trouvera dans une dernière partie, un résumé de mes travaux portant sur l’ap-
parition des métastases et l’utilisation de l’imagerie SPECT issus de la thèse de
Niklas Hartung que j’ai co-encadrée avec Florence Hubert. Ces travaux se placent
dans le cadre de la modélisation en cancérologie mais n’utilisent pas les équa-
tions de réaction-diffusion qui sont le fil conducteurs des chapitres précédents.

15



1. Propagation d’ondes de
dépolarisation dans le cerveau

Ce chapitre reprend les résultats des articles [5, 2, 9].

1.1. Les dépressions corticales envahissantes

1.1.1. Le problème médical
Les dépressions corticales envahissantes (DCE) ont été observées pour la pre-

mière fois en 1944 par Leão [Leão, 1944] sur le cortex cérébral d’un rongeur.
Ce sont des dépolarisations temporaires de grande ampleur de la membrane des
neurones qui se propagent dans le cortex cérébral. Au passage d’une DCE, les
neurones ne peuvent plus fonctionner et ils ont besoin de beaucoup d’énergie
pour pouvoir repolariser leur membrane et ainsi revenir à un état fonctionnel.
Ces DCE sont étudiées depuis de nombreuses années chez les rongeurs et chez
différents autres animaux mais leur étude dans le cerveau humain est extrê-
mement difficile car les méthodes d’imagerie actuelles ne donne que des sus-
picions d’existence et seules des mesures plus invasives permettent de conclure
définitivement à l’existence d’une DCE. Les DCE sont pourtant suspectées d’être
responsables de l’aura (ensemble d’hallucinations visuelles et sensitives) dans
les crises de migraine avec aura [Ducros et al., 2002]. Elles apparaîtraient du-
rant certaines crises d’épilepsie [Somjen, 2004]. Enfin, elles auraient une grande
importance dans la propagation des dommages lors d’un accident vasculaire
cérébral (AVC) ischémique (c.à.d. lorsqu’une artère du cerveau est bouchée)
[Strong et al., 2002]. Il est donc essentiel de comprendre quand et comment
ces ondes se propagent. Médicalement, ces dépolarisations se propagent dans la
substance grise du cerveau (zone où sont situés les corps neuronaux) et diffusent
simplement dans la substance blanche (zone où ne se trouvent que les axones
des neurones). Dans le cerveau du rongeur, quasiment intégralement constitué
de substance grise (figure 1.1), ces ondes se propagent à travers tout le cerveau.
Chez l’homme, où la substance grise ne forme qu’une fine couche à la périphérie
du cerveau, la situation semble beaucoup plus complexe. Les ondes ne se pro-
pagent pas toujours et quand elles se propagent, elles stoppent au fond des larges
sillons séparant les différentes aires du cerveau. La modélisation mathématique a
permis de mieux comprendre la propagation de ces DCE dans le cerveau humain.
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Figure 1.1. – Coupe de cerveaux. La substance grise apparaît en violet plus foncé.
A gauche, un cerveau de rongeur. A droite, un cerveau humain.

1.1.2. Le modèle mathématique
Les DCE sont la conséquence d’un fonctionnement perturbé des pompes io-

niques au niveau des corps neuronaux qui font basculer la membrane d’un état
polarisé stable à un état dépolarisé également stable. Cette dépolarisation se pro-
page car les espèces ioniques responsables de la dépolarisation diffusent dans
l’espace extracellulaire. Par la suite, un ensemble de mécanismes se met en
place pour rétablir la polarisation de la membrane (dilatation des vaisseaux
sanguins, activation de transporteur membranaire, etc). Cette repolarisation dé-
marre après quelques minutes et n’est possible que si la cellule dispose de suffi-
samment d’énergie. Dans ces travaux, je me suis intéressée à la propagation des
DCE et on peut donc se contenter de modéliser la dépolarisation. Le modèle le
plus simple de DCE dans la substance grise est alors donné par une équation de
réaction-diffusion de type bistable

∂tu− ν∆u = f(u) (1.1)

où u(t, x) représente la dépolarisation de la cellule au temps t et point x, u =
0 correspond à une membrane polarisée et u = 1 représente une membrane
complètement dépolarisée. Le second membre est de type bistable, c’est à dire
que f : R→ R est localement lipschitzienne et qu’il existe θ ∈]0, 1[ tel que

f(0) = f(θ) = f(1), f < 0 sur ]0, θ[, f > 0 sur ]θ, 1[, f ′(0) < 0, f ′(1) < 0.
(1.2)

Typiquement, f(u) = λu(u− θ)(1− u) avec λ ∈]0,+∞[.
En dimension 1 d’espace, l’équation (1.1) admet une unique vitesse c et un

unique front progressif U (à translation près) de vitesse c, c’est à dire une so-
lution de la forme U(x − ct), et cette solution est stable. Ce comportement cor-
respond au niveau biologique à la création et la propagation d’une DCE. Pour
étudier la propagation des DCE, je me suis donc intéressée à la propagation des
fronts progressifs solution de (1.1) dans des domaines complexes représentant
la substance grise. Durant ma thèse, j’avais étudié l’existence de fronts progres-
sifs dans une couche de substance grise entourée de substance blanche où la
dépolarisation peut diffuser mais où la réaction n’a pas lieu. En particulier, j’ai
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démontré à l’aide d’une méthode basée sur le suivi d’une énergie locale qu’il
n’existe pas de front progressif si la substance grise est trop fine [17]. Ce résultat
permettait de comprendre pourquoi les DCE peuvent être difficiles à déclencher
dans le cerveau humain mais il ne permet pas de comprendre pourquoi les DCE
quand elles se propagent s’arrêtent au fond des sillons cérébraux comme observé
dans le cadre des migraines avec aura. En effet, la substance grise au fond de ces
sillons est plutôt épaisse. En revanche, au fond des sillons la substance grise est
très courbée et la DCE se "dirige" donc vers la substance blanche qui a un effet
absorbant sur les espèces ioniques en jeu durant les DCE. De plus, la substance
grise est soumise à de grosses variations d’épaisseur. Ici, je présente les résul-
tats qui ont suivi ma thèse sur l’existence de front progressifs dans des domaines
complexes représentant le cortex cérébral.

1.2. Existence de fronts progressifs en fonction de
l’épaisseur de la substance grise

Cette partie résume les travaux de l’article [5] issus d’une collaboration avec
Henri Berestycki et qui ont permis entre autre de redémontrer l’importance de
l’épaisseur de la substance grise pour l’existence de DCE. Cet article s’intéresse à
l’existence de fronts progressifs pour une équation de réaction-diffusion hétéro-
gène en espace :

∂tu−∆u = h(y, u) t ∈ R, x = (x1, y) ∈ RN . (1.3)

Dans cette équation, la direction de propagation du front progressif est x1 mais
la nonlinéarité dépend de la variable transverse y. La fonction h peut prendre
deux formes distinctes. Soit h(y, u) = f(y)−αg(y)u avec g : RN−1 → R continue,
g(0) = 0 et lim|y|→∞ g(y) = +∞, f est de type monostable ou bistable et on
s’intéresse à l’existence de front progressif dans la direction x1 en fonction du
paramètre α > 0. Soit h(y, u) = f(u) pour |y| ≤ L1 et h(y, u) ≤ −mu pour
|y| > L2 avec lim|y|→∞ h(y, u) + mu = 0 uniformément en u ∈ [0, 1] où 0 <
L1 ≤ L2 < +∞ et f est de type bistable et on s’intéresse à l’existence de front
progressif en fonction de L1 et L2.

Le premier cas est motivé par un problème de dynamique des populations où
la population dépend du temps, de l’espace x1 et d’un trait quantitatif y, la po-
pulation pouvant diffuser dans l’espace et le trait pouvant évoluer par mutation
que l’on modélise par une diffusion également. On s’intéresse ici à une situation
où en chaque point de l’espace un trait yopt est le plus adapté (on se ramène à
yopt = 0 dans notre cas) et où l’inadaptation du trait augmente quand le trait
s’éloigne du trait optimal. Ici, pour des raisons techniques, on considère que la
compétition entre individus ne se fait que localement entre individus ayant le
même trait. En réalité, la compétition se fait localement en x mais globalement
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en y ce qui donne lieu à une équation de réaction-diffusion non locale. L’exis-
tence de front pour l’équation non locale a par la suite été étudiée par Alfaro,
Coville et Raoul [Alfaro et al., 2013].

Le second cas étudié dans [5] est motivé par l’étude des DCE dans le cerveau
humain la zone |y| < L1 correspondant à la substance grise et la zone |y| > L2
correspondant à la substance blanche (un cerveau réel correspondrait davantage
à un demi-espace y > 0 avec une donnée au bord de type Neumann mais on peut
se ramener à l’espace entier par symétrisation). Le but est de démontrer qu’un
front progressif (et donc une DCE) ne peut se propager si la substance grise est
trop fine ce qui expliquerait la difficulté à déclencher et observer des DCE dans
le cerveau humain où la substance grise est très fine comparée aux cerveaux des
différents animaux de laboratoire.

L’étude des fronts progressifs se propageant dans un domaine hétérogène dans
la direction transverse remonte à 1992 avec l’article de H. Berestycki et L. Niren-
berg [Berestycki and Nirenberg, 1992] sur la propagation des fronts progressifs
dans un cylindre avec des conditions de Neumann homogène aux bords. Cet
article traite de l’existence et l’unicité de front progressifs courbes dans des cy-
lindres ainsi que leur comportement asymptotique pour tous les types de non-
linéarités : bistable, combustion, monostable. Néanmoins le problème est posé
sur un cylindre dont la section est bornée et avec des conditions de Neumann
aux bords ce qui fait, par principe du maximum fort, que les solutions non
identiquement nulles sont strictement positives et même supérieures à ε > 0
si l’on borne la direction de propagation. Cela permet de glisser facilement dif-
férentes sous-solutions sous la solution. D’autre part, dans cet article, l’existence
de fronts progressifs pour une nonlinéarité monostable passe nécessairement par
l’approximation de cette nonlinéarité par des nonlinéarités bistables et demande
une connaissance précise du comportement asymptotique des fronts bistables.
Le problème des fronts courbes dans un cylindre avec des conditions aux bords
de Dirichlet homogène avait également été étudié par J.M. Vega [Vega, 1993] et
semblait plus facile à adapter mais la preuve contient une erreur que nous ne
sommes pas parvenus à corriger (la continuité de la fonction φ à la page 515
n’est pas établie et l’utilisation du théorème de Dini pour obtenir le lemme 3.2
n’est donc pas justifiée).

Dans l’équation (1.3), le problème est posé sur RN mais le signe de la non-
linéarité est le bon si |y| est suffisamment grand ce qui permet d’invoquer un
principe de comparaison pour |y| ≥ L avec L suffisamment grand et donc de
se ramener à un problème borné. Nous avons donc réutilisé les méthodes de
[Berestycki and Nirenberg, 1992] en résolvant le problème sur un domaine borné
dans la direction de propagation [−a, a]×RN−1 puis en sélectionnant et bornant
la vitesse de propagation en renormalisant le front en x1 = 0, et en passant
finalement à la limite sur a. La nouveauté réside dans le fait que nous avons di-
rectement traité le cas monostable par le choix de sous-solutions adaptées sans
passer par une approximation bistable de la nonlinéarité et le comportement
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asymptotique. Voici donc les résultats obtenus.

Concernant le premier cas pour la nonlinéarité h où la population dépend de
l’espace et d’un trait phénotypique, nous avons démontré le résultat suivant :

Théorème 1.2.1. On considère l’équation
∂u

∂t
−∆u = f(u)− αg(y)u, x = (x1, y) ∈ RN , t ∈ R

u ≥ 0, u borné,
(1.4)

avec f de type Fisher-KPP c’est à dire que

f(0) = f(1) = 0, f > 0 on (0, 1) and f ′(0) > 0.

Alors, il existe α0 > 0 tel que :
— Pour α ≥ α0, il n’existe pas de front progressif solution de (1.4),
— Pour 0 < α < α0, il existe un seuil c∗ > 0 tel qu’il existe un front progressif

de vitesse c de l’equation (1.4) si et seulement si c ≥ c∗.

Grâce à un principe du maximum pour les solutions de (1.4) sur les domaines
du type {(x1, y) ∈ [−a, a] × RN−1 | |y| ≥ L} avec L suffisamment grand, ce ré-
sultat suit le schéma de la preuve de [Berestycki and Nirenberg, 1992]. On com-
mence donc par étudier le signe de la valeur propre principale de l’opérateur
linéarisé en 0 et dans le cas où cette dernière est positive ou nulle, à l’aide d’une
intégration par partie, on aboutit à la non-existence de solution non nulle pour le
problème stationnaire pour α ≥ α0. Il ne peut donc pas y avoir de front progres-
sif dans ce cas. Dans le cas 0 < α < α0, la valeur propre est strictement négative
et on peut alors utiliser les fonctions propres associées pour construire une sous-
solution et aboutir à l’existence d’une solution strictement positive au problème
stationnaire. A partir de là, on peut résoudre l’équation du front progressif sur
un domaine borné dans la direction de propagation du type [−a, a] × RN−1. Il
existe alors une unique solution pour toute vitesse du front c ∈ R. L’étape fi-
nale consiste à faire tendre a vers +∞ et à passer à la limite dans l’équation,
mais pour ne pas tendre vers une solution triviale, il faut imposer une condition
supplémentaire à la solution. Dans notre cas, on impose une valeur en 0 mais
toute la difficulté est de choisir la valeur de façon à pouvoir encadrer la solution
par des sur- et sous-solutions qui permettront de prouver que la solution n’a pas
convergé vers une solution triviale. C’est cette étape qui posait problème pour
les nonlinéarités monostables, problème qui a été levé dans ce papier.

Dans le cas de la propagation des DCE, nous avons démontré le résultat suivant
avec le même type de démonstration :
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Théorème 1.2.2. On considère le problème
∂u

∂t
−∆u = f(u)− αg(y)u, x = (x1, y) ∈ RN , t ∈ R

u ≥ 0, u bornée.
(1.5)

Si f est de type bistable, il existe α∗ ≥ α∗ > 0 tel que
— Pour α ≥ α∗, il n’existe pas de front progressif solution of (1.5),
— Pour 0 < α < α∗, sous condition d’unicité du profil asymptotique positif

stable, il existe un front progressif u de vitesse c > 0 solution de (1.5).

La démonstration de ce résultat suit les mêmes étapes que le résultat précé-
dent.

Cet article traite également, mais par des méthodes relativement classiques
dans la mesure où on dispose du principe du maximum pour |y| grand, des ré-
sultats d’unicité et de propagation pour des données initiales à support compact.

Cet article a confirmé l’importance de l’épaisseur de la substance grise com-
parée à la substance blanche pour permettre la propagation d’une DCE mais les
simulations numériques ont montré que la propagation des DCE n’est pas simple-
ment arrêtée quand elles passent par une zone fine de substance grise mais plus
souvent quand elles débouchent dans un élargissement brutal de la substance
grise, c’est ce qui a motivé la suite de nos travaux.

1.3. Blocage d’un front progressif dans un cylindre
dont le diamètre varie

Cette partie reprend les travaux publiés dans l’article [2] issu de la thèse de Ju-
liette Bouhours sous la direction de Henri Berestycki. On s’intéresse à l’influence
des variations de diamètre du domaine sur la propagation ou non des fronts pro-
gressifs solution d’une équation de réaction-diffusion bistable. Ces travaux ont
été motivés par l’observation numérique de l’arrêt de la propagation des DCE
suite à un élargissement brutal de la substance grise.

La première difficulté vient du fait que le domaine est très général, ce qui ne
permet pas la définition à proprement parlé de front progressif. On s’intéresse
donc ici à des fronts de transition généralisés, définis par H. Berestycki et F.
Hamel dans [Berestycki and Hamel, 2007]. Le premier travail consste à prouver
l’existence de solutions entières “ressemblant” à des fronts généralisés.

On considère un domaine

Ω =
{

(x1, x
′), x1 ∈ R, x′ ∈ ω(x1) ⊂ RN−1

}
,

tel que ω(x1) est un ouvert et pour x1 < 0, ω(x1) = ω ne dépend pas de x1.
Autrement dit, Ω est un cylindre droit dans la partie x1 < 0. On supposera de
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Figure 1.2. – Exemples de domaines considérés en 2D

plus que Ω est un domaine uniformément C2,α de RN . La figure 1.2 donne des
exemples des domaines considérés en 2D.

On s’intéresse alors au problème parabolique∂tu(t, x)−∆u(t, x) = f(u(t, x)), pour t ∈ R, x ∈ Ω,
∂νu(t, x) = 0, pour t ∈ R, x ∈ ∂Ω,

(1.6)

où f est une nonlinéarité bistable. Pour ce type de nonlinéarité, il existe un
unique front progressif plan solution deφ′′ + cφ′ + f(φ) = 0 in R,

φ(−∞) = 1, φ(+∞) = 0, φ(0) = θ.
(1.7)

Nous avons alors démontré le théorème suivant. Pour la suite de ce chapitre,
nous nous placerons toujours dans le cadre et avec les notations de ce théorème.

Théorème 1.3.1. Il existe une unique solution entière u de (1.6) telle que

u(t, x)− φ(x1 − ct)→ 0 quand t→ −∞ uniformément dans Ω (1.8)

De plus, ut(t, x) > 0, 0 < u(t, x) < 1 pour tout (t, x) ∈ R×Ω et lim
t→+∞

u(t, .) = u∞
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dans C2
loc(Ω) où u∞ vérifie∆u∞ + f(u∞) = 0 x ∈ Ω,

∂νu∞ = 0 x ∈ ∂Ω.
(1.9)

La preuve de ce résultat s’inspire très largement de la preuve d’existence de
fronts de transition généralisés dans des domaines extérieurs [Berestycki et al., 2009].
Depuis ce résultat a été amélioré par A. Pauthier [Pauthier, 2016] qui a montré
l’existence et l’unicité d’une solution entière dans un domaine qui tend vers un
cylindre droit en x1 → −∞.

C’est à partir de la solution stationnaire u∞ que l’on peut définir si le front de
transition a franchi ou non les variations de diamètre du cylindre. Si u∞(x1, x

′)→
0 pour x1 → +∞, on dit que le front est bloqué. Si u∞ ≡ 1, on parle de propaga-
tion complète. Dans les autres cas, on dit qu’il y a propagation partielle avec le
cas particulier où infR×B′

R
u∞ > 0 pour un certain R > 0 (B′R désigne la boule de

rayon R et de centre 0 dans RN−1) où on parle de propagation axiale partielle.
Le premier cas où nous avons prouvé la propagation complète concerne les

cylindres dont le diamètre diminue avec x1.

Théorème 1.3.2. On suppose que pour tout x ∈ ∂Ω ν1(x) ≥ 0, où ν1(x) est la
première composante de la normale extérieure à Ω en x. Alors la solution u de
(1.6) satisfaisant (1.8) tend vers 1 sur Ω, i.e u∞ ≡ 1 sur Ω. De plus, si

Ω ∩
{
x ∈ RN , x1 > l

}
= (l,+∞)× ωr,

pour l > 0 et ωr ⊂ RN−1, alors c est la vitesse de propagation, i.e

∀ ĉ > c, lim
t→+∞

sup
x1>ĉt

u(t, x) = 0,

∀ ĉ < c, lim
t→+∞

inf
x1<ĉt

u(t, x) = 1.

Ce théorème découle rapidement du fait que le front en dimension 1 est une
sous-solution de (1.6).

Le théorème suivant montre le blocage du front dans le cas d’un fin cylindre
débouchant dans une zone large, situation qui correspond au blocage d’une DCE
lorsqu’elle atteint une zone plus large de la substance grise.

Théorème 1.3.3. Soient a et b fixés tels que −∞ < a < b < +∞. Il existe ε > 0
dépendant de b− a et de {x ∈ Ω, b < x < b+ 1} tel que si

|{x ∈ Ω, a < x < b}| < ε,

alors la solution de (1.6) satisfaisant (1.8) est bloquée, c’est à dire lim
x1→+∞

u∞(x) =
0.
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Ce résultat est une avancée difficile qui apporte une réponse complète à un
problème ancien. H. Matano a été le premier a étudié les solutions du problème
elliptique stationnaire et à montrer que la géométrie de certaines parties du do-
maine pouvait créer des états stationnaires intermédiaires [Matano, 1979]. Ce
travail a était poursuivi dans [Berestycki et al., 2009] où les auteurs ont exhibé
des domaines où le front ne pouvait pas pénétrer. Personnellement, j’avais au
début de ma thèse avec Emmanuel Grenier, obtenu un résultat similaire mais
dans le cas particulier d’une transition instantanée entre deux cylindres carrés
de diamètre différent [18].

La démonstration de ce théorème est inspirée des méthodes de [Berestycki et al., 2009].
Après s’être restreint à un domaine borné {x ∈ Ω, a < x1 < R}, on minimise une
énergie pour prouver l’existence d’une solution. La difficulté vient du fait que le
minimum n’est que local. On se restreint donc aux fonctions proches d’une fonc-
tion continue indépendante de x′ et affine par morceaux en x1, valant 0 au delà
de x1 = b et 1 en x1 = a. Grâce aux estimations d’énergie, on peut passer à la
limite R→∞ pour obtenir une solution de

∆w + f(w) = 0 x ∈ Ω, x1 > a,

∂νw = 0 x ∈ ∂Ω, x1 > a,

w ≡ 1 x ∈ Ω̄, x1 = a,

qui vérifie de plus w → 0 pour x1 → +∞. Pour conclure, il suffit d’utiliser le
principe du maximum pour justifier que la solution de (1.6) satisfaisant (1.8)
vérifie u(t, x) ≤ w(x) pour tout t ∈ R et donc u∞ ≤ w d’où le blocage du front.

Ce phénomène de blocage du front par un élargissement brutal n’apparaît que
si le front est passé par un rétrécissement important avant. En effet, le théorème
suivant montre que s’il n’y a pas de rétrécissement important, il y a propagation
du front dans la direction x1 → +∞.

Théorème 1.3.4. Il existe R0 > 0 tel que si R× B′R ⊂ Ω pour un R > R0, alors
la solution u de (1.6) satisfaisant (1.8) se propage dans la direction x1 → +∞, i.e
inf

R×B′
R

u∞ > 0.

La propagation totale ne peut être garantie car des sous-domaines pourraient
à nouveau bloquer le front dans une “autre direction” que x1 → +∞ (cf figure
1.3). Le seuil R0 correspond au seuil d’existence d’une solution positive pour le
problème −∆z = f(z) sur BR

z = 0 sur ∂BR

(1.10)

oùBR désigne la boule de centre 0 et de rayonR dans RN [Berestycki and Lions, 1980].
Dès qu’une telle solution existe, on peut la prolonger par 0 en dehors de BR.
Comme z < 1 et u vérifie (1.8), il existe a suffisamment grand tel que u(x1 −
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R0

x1

1

Figure 1.3. – Exemple de domaine où il y a propagation selon l’axe x1 mais pas
propagation totale car la “bulle” en haut du domaine ne peut être
envahie.

a, x′) ≥ z(x) et par une méthode de glissement, on prouve que u∞ ne peut pas
tendre vers 0 en x1 → +∞. D’où le résultat du théorème par principe du maxi-
mum fort.

À nouveau, la propagation de la solution dans le théorème précédent peut être
partielle si le domaine présente des sous-domaines avec des rétrécissements im-
portants “loin” de l’axe de propagation. Dans l’article [2], nous avons donc égale-
ment donné deux conditions sur les domaines Ω vérifiant le théorème précédent
pour qu’il y ait propagation totale. En particulier, si le domaine est étoilé par
rapport à l’axe x1, c’est à dire si ν ′.x′ ≥ 0 pour tout (x1, x

′) ∈ ∂Ω, ou si le cylindre
est décroissant, c’est à dire si ν1 ≤ 0 où ν(x) = (ν1, ν

′) est la normale extérieure
au domaine pour x ∈ ∂Ω. Nous renvoyons à [2] pour des énoncés complets. Le
principe de ces deux théorèmes repose sur la méthode de glissement. Pour le
cas étoilé par rapport à l’axe x1, on place le front 1D sous la solution avant de
le translater dans les directions perpendiculaires à l’axe. Pour le cas du cylindre
décroissant, on fait glisser la solution positive de (1.10) mais où l’équation est
considérée sur RN − 1.

Une combinaison de ces méthodes originales permet de répondre à la question
de la propagation partielle ou totale ou du blocage du front généralisé dans à peu
près toutes les situations.

H. Ninomiya et H. Matano travaillent également actuellement sur le blocage
d’un front pulsatoire par des obstables périodiques avec le même type de mé-
thode.

1.4. Étude numérique du passage des DCE au fond
des sillons cérébraux

Dans le cadre d’un projet que j’ai co-encadré lors du CEMRACS 2009 avec
Florence Hubert et qui regroupait Cristina Pocci et Ayman Moussa, nous avons
étudié numériquement le passage des DCE dans un sillon cérébral et en particu-
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Figure 1.4. – A gauche, zoom sur un sillon dans une coupe de cerveau humain.
A droite, le domaine de calcul représentant un sillon cérébral.

lier le rayon critique en dessous duquel la DCE ne peut plus franchir le sillon [9].
À cette époque des études numériques avaient montré qu’un élargissement bru-
tal de la substance grise bloquait la propagation des DCE [Dronne et al., 2009]
et à l’aide d’un modèle plus développé de DCE, j’avais montré que la courbure
de la substance grise ralentissait voire bloquait la propagation des DCE [16].
Nous souhaitions donc connaître plus en détails l’influence de la courbure de la
substance grise sur le blocage des DCE mais à l’aide d’un modèle simplifié.

Nous nous sommes donc intéressés à l’équation

∂tu− ν∆u = f(x, u) := bu(u− θ)(1− u)1Ω − αu1Ωc (1.11)

où Ω représente la substance grise et Ωc la substance blanche. Ici, nous nous
sommes placés dans R2. La substance grise forme un U et la substance blanche
est placé à l’extérieur du U (l’intérieur du U étant hors du domaine). Chaque
branche du U est une bande de largeur l et de longueur L0. La largeur l est prise
suffisamment grande pour qu’il y ait existence de front progressif pour l’équation
1.11 comme démontré dans [17]. La longueur L0 est fixée suffisamment grande
pour que la solution numérique ait le temps de converger vers le front progressif
avant d’atteindre le fond du U. Enfin le fond du U est un demi-disque de rayon
intérieur R et de rayon extérieur R + l et la boîte de calcul est choisie suffi-
samment large pour ne pas perturber la propagation du front. Le domaine est
présenté dans la figure 1.4. Sur l’extérieur du domaine, on impose une condition
de Neumann homogène sauf sur “l’entrée du U” où on impose une condition de
Dirichlet u = 1 pour forcer le déclenchement du front. Pour toutes les simula-
tions, on suppose ν = 0, 1 et l = 0, 2.

L’équation est discrétisée avec un schéma d’Euler explicite en temps et des
éléments finis P1 en espace (mais P0 pour les fonctions caractéristiques). Les
simulations ont été faites avec Freefem++.

Ce travail nous a permis de confirmer l’existence d’un rayon critique Rc(θ, b, α)
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Figure 1.5. – Simulation numérique pour α = 1, θ = 0, 2 et b = 14 à différents
temps. En haut, le front passe pour R = 1. En bas, le front est
bloqué pour R = 0, 4. De gauche à droite, t = 6, t = 12 et t = 50.

Figure 1.6. – Évolution du rayon critique en fonction des différents paramètres.
A gauche en fonction de α (θ = 0, 2, b = 14). Au milieu en fonction
de θ (α = 1, b = 14). Et à droite en fonction de b (α = 1, θ = 0, 2).

tel que pour R > Rc le front se propage sur tout le cylindre en U et pour R < Rc,
le front est bloqué dans le demi-tour (cf figure 1.5). Nous avons ensuite étudié
en détails la dépendance du rayon critique aux différents paramètres du modèle.
On observe sur la figure 1.6 que Rc augmente de manière affine en fonction
de α, croit exponentiellement en fonction de θ et décroît exponentiellement en
fonction de b.

Ces résultats numériques ont permis de confirmer “l’hypothèse géométrique”
pour l’arrêt des DCE. Ce serait la courbure de la substance grise couplée avec
l’effet absorbant de la substance blanche qui empêcherait les DCE de continuer à
se propager quand elles arrivent à un important sillon du cerveau humain. Néan-
moins ces résultats restent à confirmer théoriquement. Des avancées importantes
dans ce domaine sont présentées dans les parties suivantes mais l’estimation pré-
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cise des rayons critiques en fonction des paramètres reste une question ouverte
et délicate car réellement liée au couplage entre les équations sur la substance
blanche et sur la substance grise.

1.5. Perspectives
Les résultats théoriques présentés dans ce chapitre ont permis de comprendre

en détails la propagation ou non des DCE dans le cerveau humain. Pour ache-
ver entièrement l’étude théorique de la propagation des DCE dans la substance
grise, il reste à étudier de façon théorique le passage des fronts généralisés au
fond des sillons cérébraux. Ce résultat est difficile à obtenir car il est lié non
seulement à la géométrie du domaine mais également aux conditions aux bords.
Dans le cas de conditions aux bords de type Neumann homogène, le fait que
le cylindre soit courbé n’arrête pas le front. C’est la présence de conditions de
Robin ou Dirichlet qui empêche la propagation dans le cas où le front se “dirige
fortement” vers le bord. Néanmoins, les techniques développées dans [2] de-
vraient permettre d’avancer sur ce point. Une meilleure connaissance des seuils
d’existence de solution positive pour une équation elliptique semi-linéaire sur
une boule sera également nécessaire, il faudrait en particulier connaître les va-
riations de ce seuil en fonction de la dimension de l’espace. Ces travaux pourrait
permettre de mieux déterminer les cibles d’action pour lutter contre les DCE.
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2. Fronts progressifs périodiques en
temps : influence du protocole de
traitement sur la croissance
tumorale

Ce chaitre reprend une partie des résultats de la thèse de Niklas Hartung que
j’ai co-encadrée avec Florence Hubert [21] ainsi que les résultats de la thèse de
Benjamin Contri que j’ai co-encadrée avec François Hamel [20].

2.1. Les modèles de croissance tumorale
Depuis 2008, mon travail se situe majoritairement dans le domaine de la mo-

délisation en oncologie. Plus précisément, je me suis intéressée à l’influence des
protocoles sur l’efficacité d’un traitement.

2.1.1. La croissance tumorale
Le cancer est un enjeu de santé publique prioritaire dans les pays développés.

Une des grandes difficultés est que chaque cancer est différent selon l’organe tou-
ché mais aussi selon le type de cellules qui a muté et selon les mutations qui sont
apparues. Nous nous intéresserons ici aux tumeurs solides. Un cancer solide est
un ensemble de cellules d’un organe qui à la suite d’une série de mutations n’as-
surent plus leur fonction première et qui se multiplient rapidement et de façon
incontrôlée jusqu’à empêcher le bon fonctionnement de l’organe. Il y a différents
stades de croissance pour un cancer mais dans cette partie, nous ne nous inté-
resserons pas à la génèse du cancer ni à sa dissémination métastatique (où des
cellules cancéreuses quittent la tumeur primitive et peuvent coloniser l’ensemble
de l’organisme en créant des métastases ou tumeurs secondaires). Nous nous
focaliserons donc essentiellement ici sur la phase de croissance de la tumeur pri-
mitive. Mathématiquement, on peut voir cette tumeur comme une population de
cellules cancéreuses et utiliser les outils de la dynamique des populations pour
la modéliser.

2.1.1.1. Les modèles de croissance globale

Dans cette partie, on s’intéresse à la croissance globale du cancer. Ici n(t) dé-
signe la taille de la tumeur (en volume ou en nombre de cellules) au temps t. Il
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existe de nombreux modèles de croissance tumorale globale mais les deux mo-
dèles principaux, que nous retrouverons dans la suite de ce travail et que nous
allons donc présenter ici, sont les modèles logistique et de Gompertz. Dans les
deux cas, le modèle est basé sur un même principe : les cellules se reproduisent
avec un taux de reproduction R ∈ R qui dépend de la place occupée par les
cellules cancéreuses par rapport à la place disponible dans l’environnement K,
appelée capacité d’accueil :

n′(t) = R(n(t))n(t)

Le modèle logistique ou de Verhulst (1804-1849) est donné parR(n) = r
(
1− n

K

)
qui est la façon la plus simple (car R est simplement affine) de modéliser le fait
que la population peut se reproduire (i.e. R > 0) tant qu’elle est sous le seuil K
mais qu’au delà, la population décroîtra (i.e. R < 0). L’équation logistique est
donc

n′ = r
(

1− n

K

)
n (2.1)

où r est le taux de reproduction des cellules dans un environnement totalement
libre.

Le modèle de Gompertz (1779-1865) prend R(n) = r log
(
K
n

)
qui est moins

naturel et qui amène surtout à des taux de croissance infini pour n→ 0. L’équa-
tion de Gompertz est donc

n′ = r log
(
K

n

)
n (2.2)

où à nouveau r est un taux de reproduction.
Pour la modélisation de la croissance tumorale globale in vivo, le modèle de

Gompertz est souvent préféré. Les taux de croissance infini en 0 ne sont pas un
problème dans ce cas car les tumeurs ne sont détectées qu’après avoir atteint une
taille minimum. La première utilisation du modèle de Gompertz en oncologie re-
monte à Laird en 1964 [Laird, 1964] et il a été largement utilisé depuis (Voir
[Wheldon, 1988] pour une revue détaillée). La croissance tumorale globale peut
cependant également être modélisée par de nombreux autres modèles. Dans la
thèse de Niklas Hartung que j’ai co-encadrée avec Florence Hubert [21], nous
nous sommes intéressés à calibrer un modèle de croissance métastatique ainsi
que le modèle de croissance de la tumeur primaire à partir de données obte-
nues par bioluminescence sur des souris xénogreffées et à l’aide d’algorithmes
SAEM (Stochastic Approximation Expectation Maximization) implémentés dans
le logiciel Monolix [3]. On a retrouvé le fait que le modèle de Gompertz tronqué
pour des tailles de tumeur petite, c’est à dire R(n) = min

(
rin vitro, r log

(
K
n

) )
,

était le plus adapté pour décrire la croissance globale d’une tumeur in vivo. Ce
modèle a néanmoins plus de paramètres que le modèle de Gompertz simple ou
le modèle logistique, mais dans le cas de calibration à partir d’expériences biolo-
giques, le paramètre rin vitro peut être déterminé à l’avance à partir des temps de
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doublement des cellules in vitro.
En revanche, pour étudier l’évolution spatiale d’une tumeur et en particulier

sa vitesse de propagation, la zone où il y a très peu de cellules aux bords de la
tumeur est prépondérante et un modèle de Gompertz simple ne peut être utilisé.
Dans ce cas, on utilisera donc un terme KPP qui peut aussi bien représenter le
modèle logistique que le modèle de Gompertz tronqué.

2.1.2. Les chimiothérapies
La recherche médicale sur les traitements du cancer est intense. De nombreux

laboratoires cherchent à développer de nouvelles solutions thérapeutiques. Mon
travail ne se place pas dans cet axe mais cherche plutôt à améliorer les moyens
thérapeutiques déjà disponibles sur le marché médical.

Je me suis concentrée sur les chimiothérapies anti-cancéreuses qui forment
souvent le principal traitement d’un cancer. Le principe de la plupart des chi-
miothérapies est simple : bloquer ou tuer les cellules en reproduction. On parle
de chimiothérapie cytotoxique. Comme les cellules cancéreuses sont en repro-
duction permanente, c’est tout d’abord ces cellules qui sont tuées mais certaines
cellules du corps humain sont aussi souvent en train de se reproduire ce qui en-
traîne des effets secondaires plus ou moins graves. Par exemple, les cellules des
follicules pileux ont besoin de se reproduire très souvent, les chimiothérapies
anti-cancéreuses vont donc faire tomber les cheveux. L’effet secondaire le plus
grave concerne les cellules du système immunitaire. Ces cellules sont en perma-
nence créées par division cellulaire dans la moëlle osseuse et leur durée de vie
est assez courte. Les chimiothérapies vont donc provoquer la baisse éventuelle-
ment brutale du nombre de cellules immunitaires (on parle de leucopénie) mais
une baisse trop importante de ces cellules entraîne une mort certaine. L’admi-
nistration des chimiothérapies doit donc être faite avec beaucoup de prudence
et les expérimentations pour modifier les schémas thérapeutiques sont toujours
très délicates et soumises à des règles strictes.

En pratique clinique, la plupart des chimiothérapies est administrée par cycle
de 14 à 21 jours. L’équipe médicale juge en fonction des résultats le nombre de
cycle qu’un patient doit recevoir. Le cycle le plus classique consiste à administrer
la dose la plus forte possible au début pour éliminer un maximum de cellules
cancéreuses avant qu’elles ne mutent davantage puis de laisser le patient au
repos le reste du cycle pour que son système immunitaire puisse récupérer. On
parlera là de cycle MTD pour “Maximum Dose Tolerated”. Ce type de distribution
est évidemment assez difficile à supporter pour le patient. Plusieurs essais d’autre
type de cycle ont été fait. En particulier, de nombreux médecins se sont intéressés
aux chimiothérapies métronomiques [Hanahan et al., 2000].

Pour ces chimiothérapies métronomiques, le cycle dure beaucoup plus long-
temps (au moins 7 semaines) mais une dose plus faible de chimiothérapie est
donné quotidiennement. Une courte pause peut être observée à la fin du cycle
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puis on reprend la distribution de la chimiothérapie à une dose faible. Ces chi-
miothérapies ont tout d’abord été administrées de façon palliative mais plusieurs
cas de guérison de patients jugés incurables avec les traitements MTD ont ame-
nés les médecins à s’intéresser de plus près à ces thérapies. Malheureusement, la
plupart des essais cliniques sur ces protocoles thérapeutiques a été arrêtée faute
de résultats probants dans les premiers mois de l’essai. En effet, la loi interdit
de poursuivre un essai clinique si un autre traitement est “plus efficace”. Le pro-
blème est de savoir juger de l’efficacité d’une chimiothérapie au bout de quelques
mois. Le repère le plus classique est de mesurer la taille de la tumeur à l’aide
d’imagerie et de voir si cette tumeur a diminué ou non. Évidemment, dans le cas
d’une chimiothérapie métronomique, les doses étant plus faibles, l’effet immé-
diat sur la tumeur est moindre que pour une chimiothérapie MTD. En revanche,
une tumeur traitée par chimiothérapie MTD peut résister au traitement au bout
de quelques mois mais cela ne se voit pas dans les premiers résultats d’un essai
thérapeutique. Les médecins ont donc fait évoluer les traitements. Actuellement,
pour de nombreux cancers, le protocole prévoit un cycle de chimiothérapie MTD
suivi d’une chimiothérapie métronomique. Ce protocole de traitement semble
le plus efficace dans plusieurs types de cancer (800 publications indexées dans
Pubmed, 200 essais cliniques publiés ou en cours). L’enjeu médical est désormais
de déterminer la dose optimale pour ces chimiothérapies et de comprendre leurs
mécanismes d’action [André et al., 2014]. Les expérimentations étant difficiles à
mener, la modélisation mathématique peut permettre des avancées importantes.

Si on ne prend en compte que la croissance globale de la population de cellules
cancéreuse n(t), l’équation devient

n′ = f(n)− ϕ(C)n

où f représente la croissance normale de la tumeur donc est une nonlinéarité de
type KPP et ϕ représente l’effet du médicament sur la mort des cellules cancé-
reuse qui a priori est une fonction croissante de C. Le plus naturel est de prendre
ϕ(C) = αC avec α > 0 mais des seuils ou des effets nonlinéaires peuvent égale-
ment être introduits. Dans le cas de traitements constants, il est clair que plus la
dose sera élevée plus la tumeur sera diminuée voire éliminée et dans le cas d’une
élimination, plus le traitement est important, plus la tumeur disparaîtra vite ce
qui conforte l’idée que les traitements MTD sont les plus efficaces.

Cependant une tumeur n’est pas uniquement composée de cellules cancé-
reuses. Il y a aussi des vaisseaux sanguins, des cellules immunitaires qui tentent
de lutter contre le cancer, des cellules saines... Et même les cellules cancéreuses
au sein de la tumeur ne sont pas homogènes : elles ne réagissent pas toutes au-
tant au traitement, elles ont des vitesses de croissances différentes, etc. La suite
de ce travail se consacre à comprendre l’effet de chimiothérapies métronomiques
sur l’ensemble des éléments qui composent la tumeur et si possible à optimiser
la distribution de la chimiothérapie en fonction de ces éléments.
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2.1.3. Un modèle spatial de croissance tumorale avec prise en
compte de chimiothérapie cytotoxique

Dans la thèse de Benjamin Contri [20] que j’ai co-encadrée avec François Ha-
mel, nous nous sommes intéressés à l’influence du schéma d’administration de
la chimiothérapie sur l’efficacité du traitement en ne prenant en compte que
l’effet cytotoxique sur les cellules cancéreuses de ces chimiothérapies mais en
considérant également la propagation spatiale des tumeurs. Nous n’avons ce-
pendant considéré que des tumeurs homogènes intégralement constituées de
cellules cancéreuses. Nous avons également supposé que les cellules tumorales
envahissent le tissu sain alentour par diffusion. Si u(t, x) représente la densité de
cellules cancéreuses au point x et au temps t, nous avons donc étudié l’équation
de réaction-diffusion :

ut − uxx = fT (t, u), t ∈ R, x ∈ R, (2.3)

où fT : R× R → R représente la croissance tumorale soumise à une chimiothé-
rapie

fT (t, u) = g(u)−mT (t)u, (2.4)

avec g de type KPP (que ce soit un Gompertz tronqué ou un terme logistique)
et m une fonction périodique ou asymptotiquement périodique de période T , la
période représentant la durée du cycle de chimiothérapie. On obtient donc une
équation de réaction-diffusion périodique en temps.

L’étude des équations de réaction-diffusion en milieu hétérogène a commencé
par les équations hétérogènes en espace

ut − uxx = fL(x, u), t ∈ R, x ∈ R, (2.5)

où f est une fonction L-périodique en espace et la diffusion est supposée homo-
gène en espace. Leur étude débute en 1979 avec les travaux de Freidlin et Gert-
ner [Gertner and Frĕı dlin, 1979] qui considèrent une nonlinéarité de la forme
f(x, u) = u(µ(x) − u), où µ est une fonction périodique. Dans leur article, ils
étendent les propriétés d’expansion vérifiées dans le cas KPP homogène. En gé-
néral, lorsque la nonlinéarité n’est pas homogène, il n’existe plus de front plan
solution de (2.5). Pour de telles équations, Shigesada, Kawasaki et Teramoto en
1986 dans [Shigesada et al., 1986] et Xin en 1991 dans [Xin, 1991] définissent
en parallèle une notion plus générale que les fronts plans : les fronts pulsatoires.

Définition 2.1.1. Un front pulsatoire connectant 0 et 1 pour l’équation (2.5) est
une solution u : R×R→ [0, 1] telle qu’il existe c ∈ R et une fonction U : R×R→
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[0, 1] vérifiant
u(t, x) = U(x, x− ct), t ∈ R, x ∈ R,
U(.,−∞) = 1, U(.,+∞) = 0, uniformément sur R,
U(x+ L, ξ) = U(x, ξ) x ∈ R, ξ ∈ R.

Dès lors, l’existence et les propriétés de tels fronts ont été prouvées pour di-
vers types de nonlinéarités. On peut citer entre autres [Berestycki et al., 2005a,
Berestycki et al., 2005c, El Smaily, 2011, Hudson and Zinner, 1995, Liang and Zhao, 2010]
dans le cas KPP et [Ding et al., 2017, Fang and Zhao, 2015] dans le cas bistable.
Concernant la propagation de fronts, Berestycki, Hamel et Roques ont prouvé
dans [Berestycki et al., 2005b] que dans le cas où la nonlinéarité est de type
KPP, selon le signe de la valeur propre principale de l’opérateur intervenant dans
(2.5) linéarisé en zéro, il existe ou non une solution strictement positive pério-
dique de (2.5). Dans le cas où celle-ci existe, les auteurs prouvent qu’elle envahit
tout l’espace au cours du temps.

Pour les équations hétérogènes en temps comme (2.3), Alikakos, Bates et Chen
étendent en 1999 dans [Alikakos et al., 1999] la notion de front pulsatoire défi-
nie dans le cadre périodique en espace au cas périodique en temps.

Définition 2.1.2. Un front pulsatoire connectant 0 et 1 pour l’équation (2.3) est
une solution u : R×R→ [0, 1] telle qu’il existe c ∈ R et une fonction U : R×R→
[0, 1] vérifiant

u(t, x) = U(t, x− ct), t ∈ R, x ∈ R,
U(.,−∞) = 1, U(.,+∞) = 0, uniformément sur R,
U(t+ T, ξ) = U(t, ξ) t ∈ R, ξ ∈ R.

Alikakos, Bates et Chen prouvent dans [Alikakos et al., 1999] l’existence, l’uni-
cité et la stabilité globale de fronts pulsatoires solutions du système (2.3) pour
des nonlinéarités hétérogènes en temps de type bistable. Leur résultat d’existence
est étendu par Fang et Zhao dans [Fang and Zhao, 2015] lorsque la fonction in-
connue est du type u : R × R → Rn, avec n ∈ N∗. Notons que les travaux
de Fang et Zhao concernent des équations beaucoup plus générales que celles
mentionnées ici. Toujours pour des nonlinéarités de type bistables, mais de na-
tures différentes de celles considérées dans [Alikakos et al., 1999], Shen dans
[Shen, 1999a, Shen, 1999b] définit et prouve l’existence de fronts pulsatoires
dans le cadre d’un environnement presque périodique. Revenons sur le fait que
les nonlinéarités considérées dans les travaux de Shen et d’Alikakos, Bates et
Chen sont toutes qualifiées de bistables alors qu’elles ne satisfont pas les mêmes
hypothèses. En fait, les fonctions sur lesquelles les auteurs travaillent généra-
lisent toutes la notion de nonlinéarité bistable homogène, mais en des sens dif-
férents. Dans les deux visions, les fonctions fT vérifient fT ( · , 0) = fT ( · , 1) = 0
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sur R. Shen suppose qu’il existe une fonction θ : R→ R telle que
∀t ∈ R fT (t, θ(t)) = 0,
∀t ∈ R ∀u ∈]0, θ(t)[ fT (t, u) < 0,
∀t ∈ R ∀u ∈]θ(t), 1[ fT (t, u) > 0.

Alikakos, Bates et Chen imposent à la nonlinéarité que les valeurs propres prin-
cipales associées aux états 0 et 1 soient toutes les deux strictements positives, et
qu’il existe une unique solution T -périodique w : R →]0, 1[ à l’équation y′ =
f(t, y) vérifiant

1
T

∫ T

0
∂uf(s, w(s))ds < 0. Fréjacques dans [Frejacques, 2005]

montre l’existence de fronts pulsatoires pour des non-linéarités hétérogènes en
temps de type monostable et combustion. Liang et Zhao [Liang and Zhao, 2010]
montrent l’existence de fronts pulsatoires et des propriétés de propagation de
perturbations dans le cas monostable hétérogène en temps. L’originalité du tra-
vail de thèse de Benjamin Contri est que les nonlinéarités peuvent changer de
“type” au cours du temps et être bistable à certains temps puis KPP à d’autre.
Son travail demande simplement à la linéarité d’être bistable ou monostable en
moyenne ce qui se défini à travers la valeurs propre principale de l’opérateur
linéarisé autour d’un équilibre. Ce point est essentiel pour pouvoir étudier les
nonlinéarités issues des modèles de cancer.

Dans la première partie de la thèse de Benjamin Contri publiée dans l’article
[Contri, 2016], nous avons étudié l’existence, l’unicité, la monotonie et la stabi-
lité des fronts pulsatoires pour des équations bistables en moyenne. Ces travaux
pourraient être utiles pour étudier un traitement du cancer par immunothérapie
mais la confrontation des résultats avec des spécialistes de ce type de thérapie
n’a pour l’instant pas eu lieu. L’existence de front pulsatoire est le point le plus
délicat et dans la thèse nous n’avons pu obtenir que l’existence pour des petites
périodes ou pour des perturbations d’équations pour lesquelles on connaît déjà
l’existence d’un front pulsatoire. Nous avons également exhibé un cas de nonli-
néarité périodique pour laquelle il n’existe pas de front pulsatoire alors qu’elle
est construite comme oscillant entre 2 nonlinéarités homogènes en temps pour
lesquelles il existe bien des fronts progressifs. Les conditions générales sous les-
quelles il existe ou non un front pulsatoire restent à ma connaissance toujours
un problème ouvert.

Dans la deuxième partie de la thèse de Benjamin Contri publiée dans l’article
[Contri, 2018], nous nous sommes intéressés plus spécifiquement à l’influence
du protocole de chimiothérapie sur la croissance du cancer.
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2.2. Vitesse de propagation des fronts pulsatoires
périodiques en temps : non influence du
protocole

Cette partie résume les résultats obtenus dans l’article [Contri, 2018] qui fait
partie de la thèse de Benjamin Contri [20] que j’ai co-encadrée avec François
Hamel. Elle concerne l’optimisation de chimiothérapies cytotoxiques.

Nous nous sommes intéressés à l’influence du protocole d’administration sur
l’efficacité de la chimiothérapie en ne considérant que ses effets cytotoxiques sur
les cellules cancéreuses. On considère donc une équation de réaction diffusion
périodique en temps (2.3) où T est la période, autrement dit la durée du cycle
de chimiothérapie.

Nous avons étudié différents types de nonlinéarités fT correspondant à diffé-
rentes situations médicales. À chaque fois, nous nous sommes intéressés à l’exis-
tence, l’unicité et la propagation de fronts pulsatoires. Les preuves sont basées
sur des principes du maximum et l’étude de la valeur propre principale du linéa-
risé en 0 et inspirées de [Berestycki et al., 2005b, Nadin, 2011].

2.2.1. Influence du temps de repos sur l’efficacité du
traitement

Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à l’influence du temps de
repos sur l’efficacité du traitement en prenant une nonlinéarité f(t, u) = g(u) −
mT (t)u où g est de type KPP et mT est définie par

mT =

ϕ sur [0, 1[,
0 sur [1, T [,

(2.6)

avec ϕ : [0, 1] → R+ une fonction régulière qui vérifie ϕ(0) = ϕ(1) = 0 et
qui représente l’efficacité du traitement sur la tumeur. Le traitement est suivi
d’un temps de repos d’une durée T − 1 puis le cycle de chimiothérapie suivant
reprend. On suppose que le traitement est efficace sans temps de repos donc que

g′(0) −
∫ 1

0
ϕ < 0 et on étudie donc l’existence ou non de front pulsatoire. Nous

avons établi l’existence d’un temps limite

T ∗ =
∫ 1

0 ϕ

g′(0) > 1

tel que pour des temps de repos vérifiant T < T ∗, il n’existe pas de front pul-
satoire et la tumeur guérit donc avec une vitesse de décroissance qui augmente
quand T diminue. En revanche, pour T > T ∗, la tumeur croît et envahit l’es-
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pace à une vitesse qui augmente avec T et tend vers la vitesse de croissance sans
traitement pour T → +∞. Ces résultats, bien que délicats à établir au niveau
mathématique, sont conformes à l’intuition et aux résultats médicaux.

Nous nous sommes ensuite intéressés à une modèle un peu plus réaliste de
chimiothérapie en supposant que mT n’est plus exactement périodique mais
seulement asymptotiquement périodique. En effet, si on suppose simplement
que le traitement suit un modèle de pharmacocinétique (qui étudie et modé-
lise les différents transports et/ou modifications que doit subir le traitement
avant d’atteindre sa cible) classique, alors mT est solution d’une équation dif-
férentielle avec une source périodique et mT n’est donc plus périodique mais
seulement asymptotiquement périodique. De même, nous avons regardé l’ef-
fet d’une mauvaise observance du traitement (retards et/ou modifications d’une
des doses par rapport au protocole théorique établi par le médecin) en prenant
fT (t, u) = g(u)−mT (t)u+εp(t, u) avec ε proche de 0. Dans les deux cas, les résul-
tats suivent là aussi l’intuition médicale puisque, du moment que ε est proche de
0, les résultats du traitement sont inchangés et dépendent uniquement du temps
de repos.

2.2.2. Influence de l’administration du traitement sur son
efficacité pour une période fixée

Enfin, nous nous sommes intéressés à l’influence de l’administration du traite-
ment pour une durée de cycle de chimiothérapie fixée ce qui signifie que nous
avons regardé une nonlinéarité fT (t, u) = g(u) −mT

τ (t)u où τ désigne la durée
sur laquelle est réparti le traitement au cours du cycle de durée T . On prend
donc mT

τ : R→ R+ une fonction T -périodique vérifiant

mT
τ (t) =


1
τ
ϕ( t

τ
) pour t ∈ [0, τ [,

0 pour t ∈ [τ, T [,
(2.7)

où ϕ vérifie les mêmes hypothèses qu’à la partie précédente. La dose totale de
chimiothérapie reste inchangée mais les chimiothérapies MTD où la dose totale
est administrée dans les premiers jours correspond à τ > 0 petit, alors que les
chimiothérapies métronomiques où la dose est répartie sur la totalité du cycle
correspondent à τ proche de T . En réalité, la dose totale administrée pour une
chimiothérapie métronomique est également un peu plus forte car mieux sup-
portée par le patient mais nous ne l’avons pas pris en compte dans cette étude.

Au niveau mathématique, on a montré que la répartition du traitement au
cours du cycle de chimiothérapie ne modifie pas l’efficacité ou la non-efficacité
du traitement. La seule chose qui évolue en fonction de τ , c’est le profil asymp-
totique du front pulsatoire. Ainsi dans le cas où le traitement est inefficace, plus
τ sera proche de 0, c’est à dire dans le cas d’une chimiothérapie MTD, plus le
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nombre de cellules cancéreuses sera important mais la vitesse de progression
spatiale du cancer restera la même.

2.3. Limites et perspectives
Les études menées sur les chimiothérapies métronomiques montrent des résul-

tats différents. En particulier, des chimiothérapies métronomiques peuvent être
efficaces alors que les chimiothérapies MTD avaient échoué. Si la dose totale des
chimiothérapies métronomiques est souvent plus élevée que celles des chimio-
thérapies MTD, la raison de cette efficacité des chimiothérapies métronomiques
est plutôt à chercher ailleurs et ne peut pas simplement s’expliquer par leur effet
cytotoxique sur les cellules cancéreuses. Une des explications possibles est l’effet
de ces chimiothérapies sur la résistance au traitement que je présente dans la
partie suivante.

Il serait néanmoins intéressant de vérifier que l’hétérogénéité de l’espace cou-
plé avec la périodicité en temps ne modifie pas ces résultats. Les fronts pulsa-
toires forment un sujet de recherche très actif mais la périodicité en temps cou-
plé avec une hétérogénéité (non périodique) en espace n’est pour l’instant pas
traitée à ma connaissance.

On pourrait aussi étudier les fronts pulsatoires pour des systèmes de réaction-
diffusion car les cellules tumorales sont entourées et donc en compétition avec
le tissus sain. Il y a aussi des phénomènes de compétition avec le système im-
munitaire dans le cadre des immunothérapies qui sont en plein développement
actuellement.
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3. Propagation d’une terrasse de
fronts : croissance d’une tumeur
hétérogène

Ce chapitre reprend les résultats de la thèse de Cécile Carrère que j’ai co-
encadré avec Assia Benabdallah [19].

3.1. Un modèle de croissance tumorale hétérogène
centré sur la résistance à la chimiothérapie

3.1.1. Des expériences in vitro
En 2013, Manon Carré du Centre de Recherche en Oncologie et Oncophar-

macologie (CRO2, faculté de pharmacie de La Timone, Marseille) a mené des
expériences in vitro pour comprendre la dynamique et les interactions des dif-
férentes sous-populations d’une tumeur devenant résistante à un traitement par
chimiothérapie [1].

3.1.1.1. Deux hypothèses pour expliquer l’apparition de résistance

Les raisons de l’apparition de résistance à une chimiothérapie sont nombreuses.
Une idée largement répandue est que la population de cellules cancéreuses ex-
posée au traitement par chimiothérapie s’adapte à travers des mutations qui per-
mettent aux cellules de devenir résistante au traitement. C’est effectivement le
mécanisme qu’utilisent les biologistes pour créer des lignées cellulaires résis-
tantes à une chimiothérapie donnée. Ils exposent les cellules cancéreuses tout
d’abord à une très faible dose de chimiothérapie puis ils augmentent la dose très
progressivement et les cellules s’adaptent à cet environnement et deviennent ré-
sistantes. Mais ce phénomène demande une exposition initiale très faible et très
progressive, ce n’est pas du tout le cas quand on traite un patient par chimiothé-
rapie. Pourtant de nombreuses tumeurs deviennent résistantes au traitement et
c’est la cause principale d’échec des chimiothérapies.

L’hypothèse actuelle pour expliquer l’apparition de ces résistances repose plu-
tôt sur la sélection de sous-populations résistantes [Ding et al., 2012]. Les cel-
lules tumorales ayant la capacité de muter très facilement et la découverte d’un
cancer nécessitant un certain temps, au début du traitement, le cancer est déjà
composé de plusieurs “familles” de cellules cancéreuses chacune issue d’un clone
tumoral (qui correspond à une mutation de la cellule initiale ayant engendré le
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cancer). Ces différents clones ont des propriétés différentes et si le traitement
est efficace sur un certains nombres de clones, il y a une forte probabilité qu’il
existe des clones non sensibles au traitement. L’administration du traitement
élimine alors toutes les cellules sensibles et sélectionne les cellules résistantes
qui peuvent alors se développer et coloniser l’espace de façon incontrôlable. La
tumeur est devenue résistante au traitement.

3.1.1.2. Les expériences de Manon Carré

Pour comprendre les relations entre les différents clones dans l’apparition des
résistances, l’équipe de Manon Carré a réussi à créer différentes lignées cellu-
laires de différentes tumeurs sensibles ou résistantes à différentes chimiothéra-
pies mais surtout, elle a réussi par transfection plasmidique à établir des lignées
stablement fluorescentes (c’est à dire que les cellules filles sont aussi fluores-
centes que les cellules mères) en rouge ou vert. Ce marquage permet la visuali-
sation par microscopie des différentes lignées à tout moment. Ainsi l’équipe de
Manon Carré a pu suivre des tumeurs composées de lignées sensible et résistante
in vitro dans différentes conditions.

Les premières expériences de Manon Carré avaient pour but d’étudier la co-
existence de cellules sensibles et résistantes aux traitements dans une même
masse tumorale. Les deux populations ont donc été mis en co-culture dans des
puits où les cellules sont adhérentes (la croissance se fait donc en 2 dimensions
d’espace) pour mimer 3 types de situations :

— l’absence de chimiothérapie ;
— une chimiothérapie MTD, c’est à dire avec une concentration élevée de

chimiothérapie dans le milieu de culture un jour par semaine ;
— une chimiothérapie métronomique, c’est à dire avec une concentration

nettement plus faible mais maintenue en permanence dans le milieu de
culture.

Les résultats expérimentaux pour des cellules d’une tumeur humaine du poumon
(adénocarcinome pulmonaire) traitée par épothilone B sont visibles sur la figure
3.1.

Dans le cas sans traitement (figure 3.1a), le milieu cellulaire est changé tous
les jours pour que les cellules ne manquent de rien et on constate que les cel-
lules sensibles colonisent tout l’espace, les cellules résistantes ne parvenant pas
à pousser et restant dans la zone d’incertitude de l’appareil de mesure. Dans
le cas d’une chimiothérapie MTD (figure 3.1b), une concentration de 5nM est
maintenue dans le milieu de culture un jour par semaine. A nouveau, le milieu
cellulaire est changé tous les jours pour que les cellules ne manquent de rien.
On constate alors que les cellules sensibles sont rapidement et totalement élimi-
nées, laissant la place libre pour les cellules résistantes qui poussent et colonisent
alors tout l’espace.Dans le cas d’un traitement métronomique, une concentration
faible de chimiothérapie est maintenue en permanence dans le milieu de culture
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(a) Sans traitement (b) Avec un traitement MTD

(c) Avec un traitement métronomique
classique (0.5nM)

(d) Avec un traitement métronomique
faible (0.1nM)

Figure 3.1. – Évolution in vitro des cellules sensibles (en rouge) et résistantes (en
vert) au cours du temps pour différents traitements par épothilone
B.

qui à nouveau est changé tous les jours pour que les cellules ne manquent de
rien. Dans le cas où la concentration est de 0,5nM (figure 3.1c), le nombre de
cellules sensibles est diminué de 95% par rapport au cas sans traitement mais
les cellules résistantes ne parviennent pas à pousser. Pour une chimiothérapie
métronomique à 0,1nM (figure 3.1d), les cellules résistantes ne parviennent tou-
jours pas à pousser mais le nombre de cellules sensibles n’est diminué que de
19%. Ces expériences ont été reproduites en variant les conditions initiales, la
couleur du marquage par fluorescences, les moyens de mesure, le type de culture
(3D au lieu de 2D ou in vivo) mais dans tous les cas, les résultats sont similaires.

Ces expériences amènent plusieurs questionnements. Tout d’abord, comment
se fait-il que les cellules résistantes n’arrivent pas à pousser en présence de cel-
lules sensibles ? Cela n’est pas lié à la vitesse de reproduction des cellules car
séparément les deux lignées cellulaires ont les mêmes temps de doublement.
D’autre part, on constate sur ces expériences que sans traitement ou avec trai-
tement MTD, la tumeur envahit tout l’espace disponible ce qui correspondrait à
la mort du patient dans la réalité. De plus la tumeur est devenue intégralement
résistante dans le cas avec traitement MTD. En revanche, dans les cas de chi-
miothérapies métronomiques, la tumeur reste contrôlée en taille et surtout elle
reste composée principalement de cellules sensibles. La maladie est donc stabi-
lisée. Mais quelle est la dose optimale? Ces expériences nécessitant des mois de
manipulations, il n’est pas possible de les reproduire une très grand nombre de
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fois ! C’est pour répondre à ces questions que Manon Carré a voulu s’appuyer sur
la modélisation mathématique.

Différents modèles de résistance à la chimiothérapie ont été développés depuis
les années 70. L’un des modèles justifiant les pratiques médicales actuelles est un
modèle stochastique [Goldie and Coldman, 1979] qui conclut qu’il vaut mieux
donner un cocktail de chimiothérapies et le plus tôt possible pour limiter les
risques de résistance. De nombreux modèles basés sur des systèmes dynamiques,
des équations différentielles ou des équations aux dérivées partielles ont aussi
été développés depuis [Birkhead et al., 1987, Panetta, 1996, Lorz et al., 2013].

3.1.2. Le modèle mathématique : importance de la répression
des résistantes

Manon Carré et son équipe souhaitaient vérifier à l’aide d’expériences in vitro
que les cellules sensibles avaient un réel effet répressif sur les cellules résistantes
et que la différence de croissance observée sans traitement n’était pas liée à la
simple lutte pour la place disponible. Pour cela, j’ai construit un modèle ma-
thématique qui a permis de comparer les différentes situations et de diriger les
expériences biologiques. Dans ce cas précis, il y a deux populations bien dis-
tinctes de cellules et aucun passage possible de l’une à l’autre, je suis donc partie
sur un modèle de compétition un peu similaire à celui développé par Panetta
[Panetta, 1996].

Le modèle mathématique reprend les faits suivants :
— Chaque type cellulaire peut grossir librement en l’absence de l’autre.
— La vitesse de croissance des sensibles est légèrement supérieure à celle des

résistantes en co-culture.
— Les différents type cellulaires sont en compétition pour la place disponible

dans le puits.
— La thérapie n’agit que sur les sensibles.
— Pour être efficace, la drogue doit entrer dans la cellule et être consommée.
— Il peut y avoir une action répressive des cellules sensibles sur les résistantes

Si s(t) et r(t) représentent le nombre de cellules (ou le signal émis par les cel-
lules), respectivement sensibles et résistantes, au cours du temps et C(t) repré-
sente la concentration en chimiothérapie dans le milieu de culture, on obtient
un système d’équations différentielles de compétitions

′ = ρss
(
1− s+mr

K

)
− αCs

r′ = ρrr
(
1− s+mr

K

)
− βsr

(3.1)

avec ρs > 0 (resp. ρr) les taux de reproduction des cellules sensibles (resp. ré-
sistantes), K > 0 la capacité d’accueil du milieu, m > 0, le rapport des tailles
ou de signal émis entre cellules résistantes et sensibles et α > 0 le coefficient
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Figure 3.2. – Comparaison des courbes optimales obtenue en minimisant la dis-
tance aux données expérimentales pour les moindres carrés dans le
cas β = 0 (i.e. sans répression, courbes pointillées) et dans le cas
β > 0 libre (i.e. avec repression, courbes pleines).

d’efficacité de la chimiothérapie. Enfin β ≥ 0 représente la répression des cel-
lules sensibles sur les cellules résistantes. Prendre β = 0 revient donc à négliger
l’action répressive des sensibles sur les résistantes. La question est donc de sa-
voir si les résultats expérimentaux présentés à la partie précédente peuvent être
retrouvé avec ce système où β = 0 ou si β > 0 est nécessaire. Les coefficients
ρs, ρr, α, K et m peuvent être déterminés par une méthode de moindres carrés
à partir des différentes expériences menées sur les différentes lignées cellulaires
(cf la partie précédente). Sur la figure 3.2, les courbes obtenues dans les diffé-
rentes situations avec ou sans répression sont présentées. On voit que la solution
sans répression (β = 0) convient tout à fait pour le cas sans traitement et avec
traitement MTD. En revanche, ce modèle ne simule par correctement la situation
d’un traitement métronomique. Cependant, étant donné le nombre de mesures
disponibles, une comparaison statistique des modèles ne m’a pas paru le plus per-
tinent. L’idée a plutôt été de déterminer des éléments qualitatifs qui permettent
de faire la différence entre les deux situations et des expériences à mener pour
permettre d’avoir les informations les plus significatives pour discriminer entre
les deux modèles. J’ai donc mené une étude du comportement asymptotique du
système et comparé les résultats selon que β est nul ou non dans différents cas.

Dans le cas sans traitement, on retrouve que quelque soient les valeurs des pa-
ramètres, un mélange de cellules sensibles et résistantes remplit l’intégralité du
puits. En revanche, si il y a action répressive des sensibles sur les résistantes (i.e.
β > 0), l’état d’équilibre correspond à un puits rempli par des cellules sensibles et
les résistantes quasiment éliminées. S’il n’y a pas d’action répressive (β = 0), les
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résistantes vont toujours augmenter (et jamais diminuer) mais elle augmentent
d’autant plus qu’il y a de la place dans le puits donc elles augmentent davantage
au début de l’expérience qu’à la fin de l’expérience. D’autre part, l’équilibre final
entre sensibles et résistantes dépend des proportions initiales dans le puits. Pour
avoir un résultat final autant en faveur des sensibles, il faut avoir une vitesse de
croissance des sensibles nettement supérieure à celle des résistantes.

Dans le cas d’un traitement MTD, (c’est à dire un traitement “plus fort” que la
vitesse de croissance des sensibles sans traitement), le système (β nul ou non)
converge vers un équilibre où il n’y a plus que des résistantes qui remplissent
tout le puits. Par contre :

— S’il n’y a pas d’action répressive des sensibles sur les résistantes, alors la re-
prise des résistantes est immédiate “dès qu’il y a de la place dans le puits”.
Qu’on traite immédiatement après l’ensemencement, qu’on ait attendu que
les sensibles aient rempli le puits avant de traiter ou qu’on traite plus “dou-
cement”, les résistantes réoccupent la place à (très) peu près aussi rapide-
ment et surtout immédiatement après le début de la baisse des sensibles.

— Si on considère une action répressive des sensibles, la reprise des résis-
tantes peut être plus ou moins tardive selon “l’intensité de la répression”
(c’est à dire selon la valeur de β) et pour n’importe quelle valeur de β non
nul, les résistantes ne reprennent que quand les sensibles sont passées en
dessous d’un seuil donc la reprise dépend du temps qu’on met à repasser
sous ce seuil et donc du nombre de sensibles quand on commence le trai-
tement ainsi que de “l’intensité” du traitement.

Pour une concentration C constante, on peut calculer explicitement l’équilibre
qu’atteindra le système en fonction de cette concentration.

— Pour β = 0, dès que C > 0, le système évolue vers un équilibre où le
puits est intégralement rempli par des résistantes. Et si C = 0, le puits est
également rempli mais par un mélange résistantes-sensibles.

— Pour β > 0, il existe une concentration intermédiaire C0 telle que si C < C0,
le système évoluera vers un équilibre intégralement composé de sensibles
mais où le puits ne sera pas forcément rempli (la place dans le puits sera
proportionnelle à la concentration C). Si C > C0, alors le système évoluera
vers un équilibre où les résistantes rempliront intégralement le puits.

Des simulations numériques de ces résultats qualitatifs sont présentés sur la
figure 3.3. Suite à ces constatations théoriques et numériques, des expériences
biologiques ont été menées sur le temps de reprise suite à un traitement MTD
plus ou moins long ou plus ou moins fort. Ces expériences ont confirmé l’impor-
tance du terme de répression dans le modèle. Un article est en cours d’écriture
pour un journal de biologie du cancer. Enfin, des expériences biologiques tentent
à prouver que la répression des sensibles sur les résistantes passerait par une pro-
duction importante de lactate mais ces résultats restent à confirmer.

Par l’étude asymptotique du modèle, j’ai aussi déterminé la dose constante op-
timale pour minimiser le nombre total de cellules cancéreuses dans l’état d’équi-
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Figure 3.3. – Comparaison du comportement dans différentes situations dans le
cas β = 0 (i.e. sans répression, courbes pointillées) et dans le cas
β > 0 libre (i.e. avec repression, courbes pleines).
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libre. Cette dose est d’environ 0,6 nM mais au délà de cette dose, l’état d’équilibre
contenant uniquement des cellules sensibles devient instable et la tumeur bas-
cule vers un état composé uniquement de cellules résistantes. Par conséquent,
la dose de 0,5nM semble la plus adaptée pour diminuer la taille de la tumeur
tout en étant sûr de maintenir l’hétérogénéité de la tumeur et en particulier de
maintenir suffisamment de cellules sensibles.

Le modèle ayant été en partie validé, l’étape suivante a consisté à déterminer
le traitement optimal.

3.2. Contrôle de la tumeur en préservant
l’hétérogénéité

3.2.1. Un premier modèle de chimiothérapie
La thèse de Cécile Carrère que j’ai co-encadrée avec Assia Benabdallah [19]

a porté sur l’optimisation du traitement par chimiothérapie dans le cadre des
expériences de Manon Carré.

La première difficulté a porté sur la détermination de l’objectif. Que signifie
“optimiser” le traitement? Par rapport à quel objectif ? Quelles contraintes ? Ces
questions recouvrent un domaine de l’expertise médicale où les biologistes et
médecins répondent sans difficulté “à l’intuition” si l’un ou l’autre des schémas
est plus intéressants mais l’efficacité du traitement est fortement multifactoriel.
Traduire cette “intuition” quantitativement n’est pas toujours aisé mais pourtant
décisif.

En première approche [Carrère, 2017], nous avons basé notre travail sur le
contrôle optimal du nombre total de cellules cancéreuses. Considérant le sys-
tème (3.1), le contrôle est la concentration en chimiothérapie C et l’objectif est
de minimiser s+mr. A l’aide du principe du maximum de Pontryagin, nous avons
montré que si l’on souhaitait minimiser le nombre de cellules cancéreuses pour
un jour donné, alors c’est un traitement “bang-bang” qu’il faudrait utiliser, plus
précisément il faut commencer sans mettre de traitement au début puis mettre
un traitement maximum les derniers jours avant la mesure. La date du début
du traitement dépend des valeurs des paramètres mais peut être approchée nu-
mériquement. Cela ressemblerait à un traitement MTD et permettrait de faire
quasiment disparaître la tumeur le jour de la mesure mais les quelques cellules
cancéreuses restantes sont alors résistantes et quelles que soient les actions sui-
vantes, la tumeur reprendrait et envahirait l’espace sans moyen d’action.

En pratique, il ne s’agit donc pas de minimiser la taille de la tumeur un jour
donné mais plutôt de maintenir la tumeur à une taille petite pour tout temps.
Pour pouvoir utiliser le principe du maximum de Pontryagin, nous avons donc

choisi d’optimiser s(T ) +mr(T ) +A
∫ T

0
(s2 +mr2) avec T la durée d’un cycle de
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Figure 3.4. – Evolution de la taille totale de la tumeur (en rouge, échelle de
gauche) et traitement optimal (en noir, échelle de droite) obtenu
par optimisation numérique des temps de transition d’une phase à
l’autre.

chimiothérapie suffisamment grand et A un coefficient positif. L’intégrale dans
la fonction objectif permet de prendre en compte la taille de la tumeur à tout
temps du cycle, le carré pénalisant davantage les grosses tumeurs. Le principe
du maximum de Pontryagin affirme alors que le traitement optimal peut être
composé de 3 phases : un repos sans traitement, suivi d’une phase avec une faible
dose puis une dernière phase à dose maximale. Médicalement, le temps de repos
correspondrait au temps avant la découverte de la tumeur. Numériquement, nous
avons alors déterminé les temps optimaux de passage d’une phase à l’autre. Le
schéma thérapeutique obtenu est présenté sur la figure 3.4

Ce schéma a ensuite été testé biologiquement. Malheureusement les résultats
n’ont pas été probants car lorsque les cellules sensibles deviennent trop nom-
breuses, elles s’organisent en couches et réagissent alors moins bien au traite-
ment. Ce point n’avait pas été pris en compte dans le modèle.

3.2.2. Quelques améliorations du modèle initial
Dans le cadre du stage de Master 1ère année de Joachim Bona-Pellissier, nous

avons étudié un modèle prenant en compte cette réaction des cellules sensibles
quand leur nombre approche de la capacité d’accueil. Les variables sont à nou-
veau s(t) et r(t) le nombre de cellules respectivement sensibles et résistantes et
les équations deviennents

′ = ρss
(
1− s+mr

K

)
− αC s

s+s0

r′ = ρrr
(
1− s+mr

K

)
− βsr

(3.2)
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où s0 est un paramètre relatif à l’effet de saturation du traitement par rapport
aux cellules sensibles. Seul le terme d’action du médicament sur les sensibles a
été modifié pour limiter l’effet du médicament quand le nombre de cellules sen-
sibles devient grand. Toute la théorie développée dans la thèse de Cécile Carrère
s’adapte à ce système, seules les valeurs numériques des temps de passage et des
concentrations sont modifiées.

Avant de retourner à des expériences biologiques, j’ai également voulu mo-
difier le modèle pour les petits nombres de cellules. En effet, en utilisant le
théorème de Cauchy-Lipschitz, on montre que quelque soit l’action du médi-
cament dans le modèle mathématique, il restera toujours des cellules sensibles
et des cellules résistantes et en particulier, en cas d’arrêt du traitement, les cel-
lules sensibles reprendront et élimineront les cellules résistantes. Cet élément est
d’ailleurs utilisé pour les traitements “optimaux” dans le cas où on enchaîne plu-
sieurs cycles de chimiothérapie : dans le modèle, si les cellules résistantes sont
devenues trop nombreuses, il suffit de laisser pousser les cellules sensibles pour
rétablir la situation. Or biologiquement, après une forte dose de chimiothérapie,
il arrive souvent qu’il n’y ait plus aucune cellule sensible et ces stratégies opti-
males déterminées par le modèle mathématiques ne semblent donc pas réalistes.
En revanche, on n’observe pas de disparition des cellules résistantes car lorsque
leur nombre diminue fortement, elles se réorganisent et se maintiennent dans
un état latent. Dans le cadre de l’“alternance recherche“ de Marie Alexandre
à l’école Centrale de Marseille, nous avons cherché à modifier le modèle pour
prendre en compte la décroissance continue et irréversible des cellules sensibles
quand elles deviennent peu nombreuses. Mon idée première était de mettre un
terme de reproduction “bistable” du types

′ = ρss(s− θ)
(
1− s+mr

K

)
− αCs

r′ = ρrr
(
1− s+mr

K

)
− βsr

où θ représente le seuil en dessous duquel les cellules sensibles n’arrivent plus
à survivre, mais l’équilibre en cas de traitement faible ne correspond plus à la
biologie. En particulier, l’état intermédiaire en cas de traitement faible devient
instable. La modification du modèle est donc plus subtile, nous avons choisi d’uti-
liser le modèle s

′ = ρss
(
1− s+mr

K

)
tanh

(
s−θ
ε

)
− αC s

s+s0

r′ = ρrr
(
1− s+mr

K

)
− βsr

(3.3)

où ε > 0 est fixé et petit et s0 est relatif à l’effet de saturation du traitement
comme dans le modèle (3.2). L’étude théorique du modèle devient alors plus
pénible mais tant que s nettement au dessus de θ, le système (3.3) est le même
que (3.2) et les résultats se transportent en partie. Une étude numérique des
traitements optimaux pour ce système (3.3) est en cours.
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3.2.3. Autres approches du problème de contrôle optimal
Dans le cadre de sa thèse, Cécile Carrère a débuté une collaboration avec Has-

naa Zidani, pour profiter de son expertise sur les méthodes de programmation
dynamique et les appliquer à l’optimisation de chimiothérapie. L’idée n’est plus
de rendre la tumeur minimale à un ou plusieurs temps mais plutôt de maintenir
la tumeur sous une certaine taille limite et si la tumeur est déjà trop grosse de
la ramener dans la zone “supportable” en un temps minimal. Le cancer ne serait
alors pas guéri mais deviendrait une maladie chronique. Les résultats (en cours
de publications) montre alors que le traitement optimal dépend de la composi-
tion initiale de la tumeur. Dans le cadre médical où la tumeur est initialement
composée majoritairement de cellules sensibles, il faut alors administrer un trai-
tement maximal jusqu’à ramener la tumeur dans la zone “acceptable” puis ad-
ministrer une dose intermédiaire pour maintenir la tumeur dans cette zone. On
retrouve là les pratiques cliniques des équipes qui utilisent les traitements mé-
tronomiques qui commencent par administrer un cycle de chimiothérapie MTD
avant de poursuivre avec une chimiothérapie métronomique. Ce modèle, une
fois validé et ses paramètres estimés, pourrait servir pour optimiser le temps au-
quel passer du traitement MTD au traitement métronomique ainsi que la dose
du traitement métronomique.

Pour poursuivre efficacement ce travail, la définition précise des objectifs et des
contraintes du traitement est essentielle et demande une collaboration proche
entre mathématiciens, biologistes et médecins.

L’étape suivante consiste également à considérer une combinaison de chimio-
thérapies et non plus un traitement unique, ce qui amène à des problèmes de
contrôle optimal avec double commande. L’équipe de Marcello Delitala a déjà
commencé à travailler sur une chimiothérapie couplée avec une immunothéra-
pie et son influence sur la résistance au traitement [Piretto et al., 2018].

Un des défis est aussi d’appliquer les techniques du contrôle optimal aux équa-
tions aux dérivées partielles pour pouvoir prendre en compte un multitude de
gène de résistance et/ou des traits continus avec un “degré de résistance” qui
peut prendre toutes les valeurs entre 0 résistance et une résistance complète au
traitement, c’est un des buts du travail de la thèse de Camille Pouchol sous la
direction de Jean Clairambault, Michèle Sabbah et Emmanuel Trélat.

Enfin pour pouvoir répondre aux questions des biologistes, il faudrait consi-
dérer un modèle avec plus de types cellulaires, certains sensibles à certaines
thérapies mais pas à d’autres, et ajouter le tissu sain.

Ce modèle global permet bien de représenter le comportement des cellules
in vitro où l’espace est limité. La question qui s’est naturellement posée est de
savoir comment se passe la compétition quand l’espace est illimité comme dans
le cas d’une tumeur in vivo. Nous avons donc ajouter la dimension spatiale à
notre modèle et essayer de comprendre comment contrôler la tumeur.
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3.3. Existence de terrasses de fronts : influence de
l’espace in vivo

3.3.1. Les systèmes de réaction-diffusion de type compétition
Dans l’article [Carrère, 2018] qui forme la deuxième partie de la thèse de Cé-

cile Carrère, nous avons fait le choix d’ajouter un terme de diffusion au système
(3.1) pour représenter les possibilités de migration des cellules. Après adimen-
sionnement, le système devient∂ts− δ0∆s = s(α0 − s− γ0r)

∂tr −∆r = r(1− β0s− r)
(3.4)

où α0, β0, γ0, δ0 > 0 vérifient 1/β0 < α0 < γ0. On obtient un système de réaction-
diffusion où la croissance d’un cancer correspond à la propagation de la solution
du système avec une donnée initiale à support compact. Pour étudier le compor-
tement de ces solutions, il faut bien connaître les fronts progressifs solutions de
(3.4) car la solution “tend” généralement rapidement vers l’un de ces fronts.

En l’absence de cellules résistantes (r = 0), on retrouve une équation scalaire
de réaction-diffusion de type KPP et il y a donc existence de fronts progressifs
reliant (s, r) = (0, 0) à (α0, 0). De même, pour s = 0, on a une équation de
réaction-diffusion de type KPP pour r et donc l’existence de front progressifs
reliant (0, 0) à (0, 1).

L’existence de fronts progressifs reliant (α0, 0) et (0, 1) pour le système (3.4)
dans cette gamme de valeurs de paramètres a été étudié en détails par Y. Kan-
On en 1995 [Kan-on, 1995]. Il a montré l’existence de fronts et a étudié la dé-
pendance de la vitesse du front aux différents paramètres par une méthode de
continuation. Cependant dans le cas d’une donnée initiale à support compact
représentant l’initialisation d’une tumeur, les 3 équilibres (0, 0), (α0, 0) et (0, 1)
interviennent et le comportement de la solution n’est alors plus très clair.

L’étude des systèmes de réaction-diffusion en est encore à ses débuts car toutes
les méthodes basées sur le principe du maximum (entre autres) deviennent in-
opérantes. Dans le cas présent, la situation est d’autant plus compliquée que
certains fronts sont de type KPP et d’autres de type bistable, les méthodes pour
les étudier étant différentes. Dans des cas où plusieurs équilibres interviennent,
il peut en particulier y avoir création de terrasses c’est à dire que deux pro-
pagations successives relient différents équilibres à différentes vitesses. Les ter-
rasses de fronts avait initialement été introduites par Fife et Mac Leod en 77
[Fife and McLeod, 1977b] mais dans le cas d’une équation de réaction-diffusion
scalaire et multistable. Les techniques introduites dans cet article sont basées
sur le principe du maximum et ne peuvent s’adapter directement dans notre
cadre. Les premiers à avoir montré l’existence de terrasses pour un système de
réaction-diffusion sont Ducrot, Giletti et Matano en 2014 pour un système de
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Figure 3.5. – Les cellules sensibles (noir, trait plein) et les cellules résistantes
(bleu, trait pointillé) à différents temps. Après un petit temps de
convergence, on observe un front reliant (0, 0) à (0, 1) suivi d’un
front reliant (0, 1) à (α0, 0).

type proie-prédateur [Ducrot et al., 2014].
Les premières simulations numériques menées dans le cadre de la thèse de Cé-

cile Carrère en 1 dimension d’espace ont montré qu’une terrasse de front pouvait
effectivement apparaître (cf figure 3.5).

3.3.2. Existence de terrasses de fronts
Dans cette partie, cs = 2

√
δ0α0 (resp. cr = 2) est la vitesse minimale des fronts

reliant (0, 0) à (α0, 0) (resp. (0, 1)) et csr est la vitesse du front reliant (0, 1) à
(α0, 0). Dans [Kan-on, 1995], Kan-On a prouvé −cr < csr < cs.

Dans l’article [Carrère, 2018], Cécile a prouvé le résultat de convergence vers
une terrasse de fronts suivant :

Théorème 3.3.1. Soit (s, r) une solution de (3.4) avec la condition initiale
s(0, x) = r(0, x) = 0 pour x ≥ 0
0 < φm ≤ s(0, x) ≤ φM < α0 pour x < 0
0 < r(0, x) < 1pour x < 0
r(0, x) = 0−∞(−xex/2)

Alors pour c > max(cs, cr)

lim
t→+∞

sup
x>ct
|s(t, x)|+ |r(t, x)| = 0,

Pour c < csr,
lim
t→+∞

sup
x<ct
|s(t, x)− α0|+ |r(t, x)| = 0,
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et enfin dans le cas ou csr < c1 < c2 < cr

lim
t→+∞

sup
c1t<x<c2t

|s(t, x)|+ |r(t, x)− 1| = 0.

La preuve repose sur un principe de comparaison (avec une sur-solution pour
l’une des équations et une sous-solution pour l’autre) et est inspirée par [Ducrot et al., 2014]
et [Fife and McLeod, 1977b] mais pour pourvoir appliquer le principe de com-
paraison, il faut travailler sur un système légèrement modifié avec α > α0 tout
d’abord puis β < β0 ensuite.

L’existence de cette terrasse de front a de grandes conséquences sur le contrôle
de la population résistante. Dans le cas global avec le modèle d’équations diffé-
rentielles, le paramètre limitant l’administration de la chimiothérapie est la sta-
bilité de l’équilibre composé uniquement de cellules sensibles. En effet, si la dose
de chimiothérapie devenait trop forte, l’état composé uniquement de cellules
sensibles devenait instable et la tumeur progressait alors vers un état composé
uniquement de cellules résistantes. Dans le cas du modèle EDP, un deuxième
paramètre limitant apparaît, c’est la capacité à envahir l’espace pour les cellules
sensibles. En effet, même si la dose de chimiothérapie permet de rester dans une
situation où les cellules sensibles éliminent les cellules résistantes, si la repro-
duction des cellules sensibles les empêche d’envahir suffisamment rapidement
l’espace, alors les cellules résistantes pourront survivre en “précédant” l’arrivée
des cellules sensibles, c’est à dire sur le pourtour de la tumeur. Le protocole op-
timal sera donc fortement modifié si on prend en compte l’aspect spatial.

Cependant, l’apparition de cellules résistantes sur les bords de la tumeur n’a
pas été retrouvé expérimentalement pour l’instant mais comme précisé plus haut,
les expériences in vitro ne permettent pas de voir l’évolution de la tumeur sur un
grand temps (les expériences in vitro ne peuvent excéder un à 2 mois).

3.3.3. Discussion et perspectives
Le résultat précédant sur l’importance de l’aspect spatial dans le maintien

d’une population de cellules résistantes peut paraître très négatif mais est forte-
ment lié à la façon dont est modélisée la diffusion. Sur ce point, plusieurs écoles
s’affrontent. Le fait de modéliser la diffusion par un laplacien dans un domaine
restreint peut se justifier mais dans un domaine infini et en particulier pour une
équation de type monostable, le fait que la solution devienne strictement posi-
tive en tout point pour tous temps strictement positif même si la donnée initiale
était localisée pose problème et peut avoir beaucoup d’importance dans le fait
que les résistantes arrivent à “doubler” les sensibles.

Une façon de modéliser la croissance tumorale est de supposer que le dépla-
cement des cellules cancéreuses dépend uniquement de la pression exercée par
les autres cellules qui se divisent [Bresch et al., 2009]. Mais dans le cadre de ses
expériences in vitro, Manon Carré a aussi observé un mélange des différentes
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lignées cellulaires et ce mélange pourrait être mieux rendu par une équation de
réaction-diffusion posée dans un domaine à frontière libre avec diffusion à l’in-
térieur du domaine. Le premier problème est de déterminer le comportement
de la frontière libre pour un système et non plus pour une seule espèce. Le but
est ensuite d’étudier la propagation d’une tumeur hétérogène dans un domaine
vide. Récemment, l’équipe de Y. Du a obtenu des résultats intéressants sur la
vitesse de propagation pour un système de compétition-diffusion dans un do-
maine à frontière libre [Du et al., 2017] où une espèce dominante envahit une
espèce native. Le problème est que la frontière limite la propagation de l’espèce
invasive par rapport à l’espèce native alors que dans le cas du cancer, les cellules
se mélangent mais c’est la propagation au sein du puits initialement vide qui
nous intéresse. Ces résultats pourraient néanmoins permettre d’avancer sur le
comportement de la solution du système de diffusion-compétition avec frontière
libre pour une donnée initiale à support compact.
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4. Exemples de fronts coopératifs :
croissance d’une tumeur avec
angiogénèse

Ce chapitre reprend les travaux des articles [6, 4].

4.1. Un modèle détaillé de croissance avec
angiogénèse

Un des éléments pouvant expliquer l’efficacité des chimiothérapies métrono-
miques repose sur l’environnement tumoral plutôt que sur les cellules tumo-
rales elles-mêmes, il s’agit de l’effet antiangiogénique des chimiothérapies cyto-
toxiques. Dans ce chapitre, je présente les résultats de mes travaux plus anciens
[6, 4] portant sur ce sujet. Ces travaux, bien que plus anciens, portent sur des
modèles plus complexes de croissance tumorale, c’est pourquoi je les présente
maintenant. Le défaut de ces modèles plus complexes est qu’il est difficile de les
utiliser pour optimiser les traitements mais ils ont néanmoins permis de mieux
comprendre pourquoi les chimiothérapies métronomiques pourraient être plus
efficaces.

4.1.1. L’angiogénèse tumorale
La croissance de la tumeur primaire passe par plusieurs phases. Au début, la

tumeur est petite et les cellules cancéreuses vivent et se multiplient grâce à l’oxy-
gène et aux nutriments qui diffusent depuis les vaisseaux sanguins environnants.
Cette phase de croissance peut se maintenir jusqu’à 3 ou 4 mm de diamètre. En-
suite, certaines tumeurs restent latentes à cette taille et ne sont donc pas dange-
reuses mais d’autres activent la formation de nouveaux vaisseaux sanguins qui
viennent les irriguer et leur permettent de poursuivre leur croissance. La création
de vaisseaux sanguins est appelé angiogénèse.

Pour créer ces nouveaux vaisseaux, les cellules cancéreuses en manque d’oxy-
gène (on parle d’hypoxie) secrètent des protéines appelées VEGF (pour Vascular
Endothelial Growth Factor) qui viennent stimuler la multiplication des cellules
endothéliales (les cellules qui composent la paroi des vaisseaux sanguins). Ces
cellules endothéliales s’organisent ensuite en remontant le gradient de VEGF et
forment des vaisseaux qui à terme peuvent irriguer la tumeur.

L’angiogénèse tumorale a été découvert dans les années 70 par J. Folkman
qui a alors initié un changement radical dans la façon de penser les traitements
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du cancer [Folkman, 1971, Folkman, 1972]. L’idée jusque là était d’agir direc-
tement sur les cellules cancéreuses malgré les nombreux effets secondaires des
traitements. A partir de la découverte de l’angiogénèse tumorale, l’idée de lut-
ter contre le cancer en agissant sur l’environnement tumoral s’est imposée. En
donnant un traitement antiangiogénique (c’est à dire qui empêche l’angiogé-
nèse), on peut espérer empêcher la croissance tumorale voire étouffer et tuer
la tumeur. Ce raisonnement a amené à créer diverses chimiothérapies antian-
giogéniques dont la plus utilisée est la Bevacizumab (Avastin) qui bloque l’ac-
tion du VEGF. La modélisation mathématique s’est aussi emparée de la question
(voir [Hahnfeldt et al., 1999, Byrne and Chaplain, 1995, Chaplain et al., 2006]
par exemple).

Cependant pour pouvoir créer de nouveaux vaisseaux, les cellules endothé-
liales doivent se multiplier, or les chimiothérapies cytotoxiques empêchent la di-
vision cellulaire. Les chimiothérapies cytotoxiques classiques ont donc aussi une
effet antiangiogénique. Une des idées pour expliquer l’efficacité à long terme des
traitements métronomiques par rapport à des traitement MTD est que l’effet an-
tiangiogénique est plus fort dans les traitements métronomiques et peut étouffer
la tumeur à long terme. Dans [4], nous avons construit un modèle mathématique
détaillé pour tester cette hypothèse.

4.1.2. Les équations du modèle
Dans le modèle de [4], nous avons adapté le modèle de croissance vasculari-

sée d’un glioblastome (un type de tumeur du cerveau) de la thèse de Frédérique
Billy sous la direction d’Emmanuel Grenier. La difficulté reposait sur la modélisa-
tion des vaisseaux sanguins. Dans la thèse de Frédérique Billy, les vaisseaux san-
guins étaient “localisés ” en certains points ce qui posait problème vu l’échelle du
modèle. Nous avons donc choisi un modèle avec des variables qui représentent
une densité de vaisseaux mais il est alors nécessaire de faire la différence entre
vaisseaux en train de se construire et vaisseaux finis capables de transporter
l’oxygène et les nutriments. Nous nous sommes alors inspirés d’un travail de
d’Onofrio et Gandolfi [d’Ónofrio and Gandolfi, 2004] qui étendait le modèle de
Hahnfeldt et Folkman [Hahnfeldt et al., 1999]. Les variables considérées sont les
suivantes :

O2 La concentration relative (entre 0 et 1) en oxygène.

Ang l’effet des facteurs pro-angiogéniques.

ECa la densité en cellules endothéliales actives (c’est à dire qui forment des
vaisseaux fonctionnels).

ECna la densité de cellules endothéliales non actives (c’est à dire en reproduc-
tion mais pour lesquels les vaisseaux ne sont pas encore fonctionnels).

P la densité de cellules cancéreuses en prolifération.
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Q la densité de cellules cancéreuses quiescentes (c’est à dire qui ne se multi-
plie plus, ici pour cause d’hypoxie)

D la densité de cellules saines.

D la densité de cellules mortes (saines ou tumorales).

v la vitesse de déplacement des cellules tumorales (lié uniquement à la multi-
plication cellulaire).

p la pression liée à la multiplication cellulaire

C la concentration en chimiothérapie.

et on fait les hypothèses biologiques suivantes
— Les cellules cancéreuses proliférantes se divisent continuellement et consomment

de l’oxygène et des nutriments.
— En dessous d’une concentration seuil en oxygène, les cellules proliférantes

deviennent quiescentes. Et en dessous d’un second seuil, les cellules quies-
centes meurent. Les cellules saines meurent également s’il y a peu d’oxy-
gène.

— Les cellules tumorales quiescentes stimulent la reproduction des cellules
endothéliales non actives via la production d’agents pro-angiogéniques.

— Les cellules endothéliales passent d’actives à inactives en fonction de la
quantité de facteur pro-angiogénique et passent d’inactives à actives quand
elles sont assez nombreuses.

— Les cellules endothéliales actives permettent de distribuer l’oxygène qui
diffuse librement dans le tissu.

— la chimiothérapie tue des cellules tumorales proliférantes et des cellules
endothéliales inactives mais les cellules tumorales proliférantes deviennent
de moins en moins sensibles à la chimiothérapie en fonction de leur expo-
sition au médicament c’est à dire de la dose totale qui a été administrée.

— Un point de l’espace ne peut pas héberger plus d’un certain nombre de cel-
lules et une pression découle donc de la division cellulaire ce qui provoque
la migration des cellules alentour.

Les actions prises en compte dans le modèle sont résumées sur le schéma 4.1.
On obtient les équations aux dérivées partielles suivantes
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Figure 4.1. – Schéma du modèle de croissance avec angiogénèse
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0 = DO∆O2 − δOO2 + δOO
max
2 ECa

0 = DV ∆Ang + αVQ− δVAng
∂tECa = DEC∆ECa + µstab1ECna+ECa>ECminECna

−(βP,ECaP + βQ,ECaQ+ βD,ECaD)ECa
−µinstSig(Ang, rAng ,EC , sAng ,EC)ECa
+αrecolECa (1− (ECna + ECa))

∂tECna = αEC1Ang>sAng,EC
ECna (1− (ECna + ECa))

+µinstSig(Ang, rAng ,EC , sAng ,EC)ECa
−µstab1ECna+ECa>ECminECna

−(δEC + βP,ECnaP + βQ,ECnaQ+ βD,ECnaD)ECna
−ηEC(C(t)− Cmin,AA)+ECna

∂tP +∇.(vP ) = αPP − γPQf−(O2, hPQ)P + γQPf+(O2, hQP )Q
−ηP e−αr expo(t)(C(t)− Cmin,CT )+P

∂tQ+∇.(vQ) = γPQf−(O2, hPQ)P − γQPf+(O2, hQP )Q− γQDf−(O2, hQD)Q
∂tD +∇.(vD) = −γDDf−(O2, hDD)D
∂tD +∇.(vD) = γQDf−(O2, hQD)Q+ γDDf−(O2, hDD)D − δinflO2D

v = −∇p
−∆p = ∇.v = αPP − δinflO2D − ηP e−αr expo(t)(C(t)− Cmin,CT )+P

où Sig(w, y, z) = w

1 + e−y(w−z) , f−(o, h) = 1o<h(1− o
h
), f+(o, h) = 1o>h( o−h

Omax
2 −h) et

expo(t) =
∫ t

0 C(τ)dτ .
Nous avons résolu ce système par une méthode de volumes finis en supposant

les solutions symétriques radialement et sur un domaine suffisamment large pour
éviter des effets de bords sur la solution. Les valeurs des 37 paramètres (c’est
beaucoup !) ont été déterminées d’après la littérature et de façon à respecter
une base de faits biologiques. Nous avons ensuite pu étudier le modèle dans
différentes situations. En particulier dans le cas sans traitement aucun, avec ce
modèle, on retrouve que les tumeurs dont l’angiogénèse ne se fait pas stoppent
leur croissance à 2 ou 3 mm de diamètre. En revanche, la tumeur continue de
grandir et colonise tout l’espace si l’angiogénèse s’installe (cf figures 4.2 et 4.3).
En terme de volume global de la tumeur, l’importance de la vascularisation sur la
croissance tumorale est claire (cf figure 4.4). Sans vascularisation, la croissance
de la tumeur est stabilisée.
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Figure 4.2. – Comparaison de la croissance avec (à droite) et sans angiogénèse (à
gauche) pour une tumeur non traitée.
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Figure 4.3. – Comparaison de la croissance avec (à droite) et sans angiogénèse (à
gauche) pour une tumeur non traitée.
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Figure 4.4. – Comparaison du volume tumoral en fonction du temps pour une
tumeur “vascularisée” et “avascularisée”.

4.1.3. Comparaison de protocoles de chimiothérapie
cytotoxique

A l’aide du modèle présenté ci-dessus, nous avons voulu comprendre l’effet
des chimiothérapies métronomiques sur l’angiogénèse tumorale.

Les différents traitements simulés représentent une chimiothérapie par Temo-
zolomide. Ils démarrent à la semaine 15. Le traitement MTD consiste en 5 injec-
tions de 200 mg/m2/jour les 5 premiers jours du cycle de 21 jours. On simule ici
12 cycles de traitement MTD ce qui est le maximum possible. Le protocole métro-
nomique consiste en une dose de 65 ou 85 mg/m2/jour administrée oralement
pendant 42 jours suivi de 7 jours de pause. Pour ces chimiothérapies métrono-
miques, le nombre de cycles n’est pas limité. Les résultats en terme de taille
globale de la tumeur sont présentés sur la figure 4.5. On constate que la chimio-
thérapie MTD est la plus efficace à court terme mais à cause des phénomènes de
résistance que les cellules tumorales mettent en place progressivement, le traite-
ment MTD devient inefficace. L’effet antiangiogéniques de chimiothérapie MTD
étant inexistant car le système vasculaire a le temps de récupérer et de croître
durant la pause du traitement. En échange les traitements métronomiques n’ont
quasiment aucun effet cytotoxique direct mais leur effet antiangiogénique (car
les pauses sont rares et courtes) empêche la tumeur de croître. Cet effet anti-
angiogénique ne connaît pas de phénomène de résistance dans le modèle (et
peu dans la réalité) et le traitement reste donc efficace et plus efficace que le
traitement MTD sur le long terme.

Ce modèle a permis de vérifier les hypothèses sur l’efficacité antiangiogénique
des chimiothérapies métronomiques mais étant donné le grand nombre de pa-
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Figure 4.5. – Comparaison entre les protocoles MTD et métronomiques (85
mg/m2/jour pour le métronomique classique et 65 mg/m2/jour
pour le métronomique bas).

ramètres, ce modèle ne peut être utilisé pour optimiser ou adapter les thérapies
pour un cancer voir un patient donné.

4.2. Un modèle simplifié pour l’optimisation des
thérapies couplées

Durant le stage de recherche de 1ère année d’ENS d’Alice Erlinger que j’ai
encadré avec Florence Hubert, nous avons développé un modèle phénoméno-
logique de croissance tumorale permettant d’optimiser les traitements couplés
cytotoxiques et antiangiogéniques. Ces résultats ont été publié dans la note [6].

4.2.1. Un modèle global de thérapie cytotoxique et
anti-angiogénique

La découverte du phénomène d’angiogenèse tumorale par J. Folkman [Folkman, 1971]
en 1971 a permis la mise en place de traitements antiangiogéniques des cancers
et préfigure l’avènement des thérapies dites ciblées, au début des années 2000.
Ces traitements sont généralement administrés en parallèle avec un ou plusieurs
agents cytotoxiques classiques. Les agents cytotoxiques inhibent la réplication
tumorale en induisant une mort cellulaire. Les antiangiogéniques, en interfé-
rant avec les voies de signalisation impactant sur la formation de néo-vaisseaux,
diminuent l’apport de nutriments et d’oxygène à la tumeur et limitent ainsi sa
croissance. En combinant les deux, on peut espérer avoir un effet synergique.
Toutefois, en pratique clinique, les associations thérapies ciblées/cytotoxiques
reposent, dans leurs modalités d’administration, essentiellement sur des consi-
dérations pratiques et logistiques liées au protocole chimiothérapeutique choisi
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et à la présence effective du patient dans le service. Or, en affectant la vascula-
ture tumorale, il n’est pas impossible qu’un traitement antiangiogénique freine
également le bon accès au site d’action des cytotoxiques co-administrés. Dans
ce contexte, on peut émettre l’hypothèse qu’il existe une modalité optimale d’as-
sociation entre ces deux types de traitements. Nous avons proposé un modèle
mathématique qui permet de rendre compte globalement de l’état du réseau vas-
culaire de la tumeur (influencé par le traitement antiangiogénique) sur l’apport
et donc l’efficacité des médicaments. Il est centré sur les équations suivantes :

dn
dt

(t) = λn(t) log
(
s(t)
n(t)

)
− kq(t)s(t)C(t)n(t)

ds
dt

(t) = χu(t)− τs(t)
du
dt

(t) = −χu(t) + γn(t)− δn(t) 2
3u(t)− ηq(t)s(t)A(t)u(t)

où n représente le nombre de cellules tumorales, s la quantité de vaisseaux
stables, u la quantité de vaisseaux instables, q la qualité de la vasculature, C
la concentration effective en agent cytotoxique et A la concentration effective en
agent antiangiogénique. Ces équations sont dérivées des modèles de Gompertz
[Gompertz, 1825] et de Hahnfeldt et al. [Hahnfeldt et al., 1999]. Les concentra-
tions effectives sont calculées à l’aide de modèles pharmacocinétiques et phar-
macodynamiques [Barbolosi et al., 2003].

En résolvant numériquement ce modèle dans le cas d’une thérapie couplée
etoposide oral et bevacizumab, on constate effectivement qu’à dose égale, le
délai entre l’administration des différents agents influence fortement l’impact
du traitement sur la croissance tumorale (fig. 4.6). Il semble plus intéressant
d’administrer l’agent antiangiogénique en premier afin qu’il améliore la qualité
de la vasculature avant d’administrer l’agent cytotoxique. En cela, on retrouve
les conclusions de Jain [Jain, 2003].

4.2.2. Optimisation de thérapie couplée et perspectives
Nous avons alors cherché numériquement le délai optimal pour minimiser la

taille minimale de la tumeur (fig. 4.7). On obtient une durée de 6 à 7 jours cor-
respondant à l’intervalle optimal d’utilisation séquentielle des deux molécules.
Certains paramètres du modèle ayant été fixés arbitrairement, les résultats nu-
mériques présentés ici ne peuvent être directement transférés en clinique mais
il apparaît clairement que le calcul de la posologie optimale (doses et temps
d’administration) pour ces traitements couplés pourrait grandement impacter
l’efficacité de ces thérapies.

Plusieurs équipes ont poursuivi les travaux sur l’optimisation de chimiothé-
rapies couplées cytotoxique-antiangiogénique à l’aide de ce modèle. Sébastien
Benzékry et ses collaborateurs ont travaillé sur l’estimation des paramètres sur
des données de cancer du poumon xenogreffé sur des souris où les mesures de
taille de la tumeur sont suivie par bioluminescence (voir [Imbs et al., 2018]).
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(a) Nombre de cellules tumorales (b) Vaisseaux fonctionnels

(c) Vaisseaux non fonctionnels (d) Qualité de la vasculature

Figure 4.6. – Evolution des variables du modèle pour 6 protocoles différents. Wi-
thout treatment : pas de traitement administré. CT alone : eto-
poside oral du jour 1 au jour 5 mais pas d’anti-angiogenique. AA
alone : bevacizumab le jour 1 mais pas de cytotoxique. AA then
CT : bevacizumab le jour 1 puis etoposide oral du jour 8 au jour
13. CT then AA : etoposide oral du jour 1 au jour 5 puis bevacizu-
mab le jour 8. AA and CT : etoposide oral du jour 1 au jour 5 et
bevacizumab le jour 1.
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(a) Evolution de la taille de la tumeur
pour un délai de 0 à 17 jours

(b) Taille minimale de la tumeur en fonc-
tion du délai

Figure 4.7. – Optimisation de la thérapie couplée. Le bevacizumab est administré
au jour 1 et l’etoposide est administrée pendant 5 jours après une
délai de 0 à 17 jours.

Dans cette situation, ils trouvent un délai optimal de 2,8 jours.
Urszula Ledzewicz et ses collaborateurs ont également repris et adapté ce mo-

dèle pour déterminer le contrôle optimal de cette thérapie et ajouté une dimen-
sion spatiale. Ce travail est pour l’instant en cours.
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A. Apparition de métastases et
imagerie SPECT

Ce chapitre reprend une grande partie des travaux de la thèse de Niklas Har-
tung que j’ai co-encadrée avec Florence Hubert [21]. Ces travaux ne concernent
pas les équations de réaction-diffusion qui forment le fil conducteur de ce ma-
nuscrit, c’est pourquoi je les ai placés en annexe et qu’ils sont peu détaillés mais
on pourra consulter tous les résultats dans la thèse de Niklas Hartung et dans les
articles publiés durant cette thèse.

A.1. Un modèle de métastases structuré en taille
L’apparition de métastases est un marqueur important de la progression tumo-

rale car les traitements et les prognostiques thérapeutiques dépendent de l’état
métastatique du patient. Les cellules cancéreuses gagnent progressivement la
capacité à métastaser c’est à dire à migrer et se fixer ailleurs dans l’organisme
pour développer de nouvelles tumeurs dites secondaires ou métastases. La dé-
tection des métastases n’est par contre possible qu’une fois que ces dernières ont
atteint une taille suffisante pour être visible à l’imagerie. Améliorer la détection
mais surtout prévoir l’apparition de métastases permettrait de faire une avancée
décisive dans le traitement du cancer.

Plusieurs modèles de métastases ont été développés (voir la revue [Scott et al., 2013]
pour les différentes références) concernant différentes étapes et différentes échelles
du processus métastatique. Dans notre travail, nous nous sommes placés dans un
contexte où les différentes modifications cellulaires des cellules tumorales entraî-
nant leur capacité à métastaser ont déjà eu lieu et nous nous sommes intéressés à
la prédiction de l’évolution du nombre et des tailles des métastases. Nous avons
donc choisi de reprendre le modèle d’Iwata et al. [Iwata et al., 2000] où la crois-
sance métastatique est régie par une équation structurée en taille. Ce modèle
avait déjà été modifié et étudié dans différents articles de l’équipe autour de Flo-
rence Hubert (voir [Barbolosi et al., 2009, Benzekry et al., 2012] par exemple).

Le modèle suit l’évolution de ρ(x, t) la densité de métastases de taille x au
temps t qui est solution du système

∂tρ+ ∂x(gρ) = 0 sur ]1, b[×]0,+∞[
g(1)ρ(1, t) = S(t) +

∫ b
1 β(x)ρ(t, x)dx t ∈]0,+∞[

ρ(x, 0) = Φ(x) x ∈ [1, b]
(A.1)

où b est une taille maximale pour les tumeurs, g est une loi de croissance pour
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une tumeur (souvent de type Gompertz donc g(x) = ax ln( b
x
) mais différentes

modèles ont été testés), S est un terme de source correspondant aux émissions
de métastases par la tumeur primaire et Φ est la densité de métastases présentes
au temps initial (généralement 0). Du point de vue théorique, le fait que les
conditions aux bords sont non locales rend l’étude plus compliqué. La résolu-
tion classique, théorique comme numérique, de ce système passe par la méthode
des caractéristiques et avait déjà été étudiée. Cependant, le sujet de la thèse de
Niklas était de confronter ce modèle de métastases avec des données in vivo.
Dans ce cadre, l’obtention exacte de ρ n’est pas forcément nécessaire car seules
des quantités du type

∫ b
1 f(x)ρ(x, t) peuvent être observées (le nombre total, la

taille moyenne, etc). Nous avons donc travaillé la reformulation à la reformula-
tion du modèle pour permettre des calculs plus rapides et une confrontation aux
données plus facile.

A.2. Reformulation du modèle

A.2.1. Différentes générations
Une des premières modifications du modèle est de considérer les différentes

générations de métastases. En effet, dans le modèle toute tumeur (primaire ou
secondaire) dès sa création peut générer de nouvelles métastases. Ainsi on pose
ρ = ∑∞

k=1 ρ
k où ρk représente les métastases de k-ème génération ainsi ρ1 vérifie

∂tρ
1 + ∂x(gρ1) = 0 sur ]1, b[×]0,+∞[

g(1)ρ1(1, t) = S(t)dx t ∈]0,+∞[
ρ1(x, 0) = Φ(x) x ∈ [1, b]

(A.2)

puis 
∂tρ

k + ∂x(gρk) = 0 sur ]1, b[×]0,+∞[
g(1)ρk(1, t) =

∫ b
1 β(x)ρk+1(t, x)dx t ∈]0,+∞[

ρ(x, 0) = 0 x ∈ [1, b]
(A.3)

L’intérêt de cette reformulation est d’une part de remplacer un système avec des
données aux bords non locales par plusieurs systèmes de transport classiques.
D’autre part, comme on a pu le constater sur les données biologiques, considérer
toutes les générations de métastases n’est généralement pas nécessaire. Ainsi à
partir de la 3ème génération voire de la 2ème, le nombre de métastases peut
être négligé et le temps de calcul grandement amélioré.
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A.2.2. Reformulation par des équations de renouvellement
En intégrant le long des caractéristiques, les équations structurées peuvent

être transformées en équations intégrales. En particulier, les observables F (t) =∫ b
1 f(x)ρ(x, t) deviennent des solutions d’équations de convolution

F (t) = f(xm) ∗ S + β(xm) ∗ F

où xm est la courbe caractéristique qui part de t = 0, x = 1. Ce type d’équation
est appelé équation de renouvellement. L’obtention de ces équations doit néan-
moins être proprement justifiée car les solutions de (A.1) ne sont pas toujours
régulières.

Dans le cas où l’on applique le même type de reformulation au modèle avec
seulement la première génération de métastases, l’équation de renouvellement
pour les observables devient une simple convolution

F (t) = f(xm) ∗ S.

Cette reformulation permet d’une part d’étudier l’identifiabilité des différentes
paramètres intervenant dans le modèle. D’autre part, on a pu utiliser des mé-
thodes numériques extrêmement performantes, les temps de calcul en ont été
grandement améliorés et cela nous a donc permis d’utiliser des méthodes sta-
tistiques performantes pour étudier les différents modèles à partir de données
d’imagerie.

A.3. Estimation des paramètres
Le modèle présenté ci-dessus a ensuite été utilisé pour représenter des don-

nées expérimentales obtenues à partir d’expériences sur des souris xénogreffées
au Centre de Recherche en Oncobiologie et Oncopharmacologie (CRO2) à Mar-
seille. Ces données ont été mesurées par bioluminescence 3D. Malgré tout le soin
apporté aux manipulations, les données sont nécessairement entachées de larges
erreurs et pour des raisons éthiques, les données concernant certaines souris sont
très peu nombreuses. Il a donc fallu faire appel à des modèles statistiques non
linéaires à effets mixtes et étudier le maximum de vraisemblance. Les résultats
ont été obtenus à l’aide du logiciel Monolix.

Tout d’abord, le choix du modèle de croissance tumorale pour la tumeur pri-
maire a été étudié. Le modèle le plus adapté à nos données est un modèle de
Gompertz tronqué par une loi exponentielle pour limiter les temps de double-
ment. Ensuite avec ce modèle de croissance de la tumeur primaire, nous avons
étudié les différents modèles de croissance métastatique possibles et plus préci-
sément la forme du terme β. Le modèle le pus adapté est un modèle à 3 para-
mètre : l’un décrivant la vitesse de croissance de la tumeur primaire, le second
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la capacité d’émission de métastases et enfin le 3ème représentant la vitesse de
croissance des métastases. Le modèle construit a ensuite été validé et comparé à
un modèle plus simple où les masses métastatiques ne sont pas différenciées de
la tumeur primaire.

A.4. Reconstruction des contours d’une tumeur par
imagerie SPECT

Enfin dans le cadre de sa thèse, Niklas Hartung s’est intéressé à détourer au-
tomatiquement les contours d’une tumeur observée par imagerie SPECT. Les ex-
périences ont été effectuée au laboratoire TIRO de l’université de Nice et les mé-
thodes d’imagerie proviennent des travaux de K. Mikula. L’apport de la thèse de
Niklas a été d’implémenter ces techniques à l’aide des schémas DDFV (Discrete
Duality Finite Volume) et d’étudier leur utilité pour l’imagerie SPECT.
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