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Résumé

Dans un travail récent, Colmez et Niziol ont prouvé un théoréme de comparaison entre
les cycles proches p-adiques arithmétiques et la cohomologie des faisceaux syntomiques.
IIs ont pour cela donné une construction locale utilisant des (¢, I')-modules qui permet de
réduire I'isomorphisme de période & un théoréme de comparaison entre des algebres de Lie.
Dans cette these, on commence par donner la version géométrique de cette construction.
On construit ensuite & partir de cette application locale un isomorphisme de période
global.

Le morphisme de période obtenu est utile pour décrire la cohomologie étale d’espaces
analytiques rigides. On peut notamment en déduire la conjecture semi-stable de Fontaine-
Jannsen qui relie la cohomologie étale de la variété analytique rigide associée & un schéma
formel semi-stable propre a sa cohomologie de Hyodo-Kato. Ce résultat a également été
prouvé par (entre autres) Tsuji, via l'application de Fontaine-Messing, et par Cesnavicius
et Koshikawa, qui généralisent la preuve de la conjecture cristalline de Bhatt, Morrow et
Scholze. Dans la deuxiéme partie de la thése, on utilise ’application construite précédem-
ment pour montrer que les morphismes de période de Tsuji et de Cesnavi¢ius-Koshikawa
sont égaux.

Mots-clés : Cohomologie étale, Cohomologie syntomique, Cycle proche p-adique,
(¢, I')-module, Théorie de Hodge p-adique

Abstract

Recently, Colmez and Niziol proved a comparison theorem between arithmetic p-adic
nearby cycles and syntomic cohomology sheaves. To prove it, they gave a local construction
using (p,I')-modules which allows to reduce the period isomorphism to a comparison
theorem between Lie algebras. In this thesis, we first give the geometric version of this
construction before globalizing it to get a global period isomorphism.

This period morphism can be used to describe the étale cohomology of rigid analytic
spaces. In particular, we deduce the semi-stable conjecture of Fontaine-Jannsen, which
relates the étale cohomology of the rigid analytic variety associated to a formal proper
semi-stable scheme to its Hyodo-Kato cohomology. This result was also proved by (among
others) Tsuji, via the Fontaine-Messing map, and by Cesnavicius and Koshikawa, which
generalized the proof of the crystalline conjecture by Bhatt, Morrow and Scholze. In the
second part of the thesis, we use the previous map to show that the period morphism of
Tsuji and the one of Cesnavitius-Koshikawa are the same.

Keywords : Etale cohomology, Syntomic cohomology, p-adic nearby cycle, (o, T)-
module, p-adic Hodge theory
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Théorie de Hodge p-adique

Les théorémes de comparaison p-adique sont des analogues de I'isomorphisme de pé-
riode complexe ' '
Hig(X/C) = H(X(C),Q) & C (1.1)

qui relie la cohomologie de de Rham d’une variété lisse et projective X sur Q & sa coho-
mologie singuliére. Ils permettent de décrire la cohomologie étale p-adique d’une variété
algébrique a 'aide de formes différentielles et rendent ainsi possible son calcul.

On fixe p un nombre premier. Soit K une extension complete de Q, de corps résiduel
k parfait et d’anneau de valuation O. On note @ une uniformisante de K, Op := W (k)
'anneau des vecteurs de Witt associé a k et F = Frac(Op) (avec e := [K : F]). Soit K
la clottire algébrique de K et O la clottire intégrale de Oy dans K. Enfin, on note C' le
corps complet algébriquement clos K et O¢ son anneau de valuation.

Si X est une variété sur K, la cohomologie étale p-adique H} (X,Q,) de X = X @y K
admet une structure de K-espace vectoriel muni d’une action du groupe de Galois absolu
Gg = Gal(K/K) de K. Pour établir un analogue de (1.1) pour la variété X, on cherche
un anneau B tel qu’il existe un isomorphisme Galois-équivariant

Hip(Xk) ®k B = HL(X,Q,) ®q, B

tel qu’on puisse calculer Hf, (X, Q,) a partir de Hig(Xg).

1.1.1 Théoréme de comparaison de de Rham

Contrairement a ce qu’on obtient dans le cas complexe, cet anneau B n’est pas C'.
La raison pour cela est que C' ne contient pas assez de périodes. On considére donc les
anneaux de Fontaine (]28]).

On note O le tilt fm  Oc /p de O¢ et soit Ay, := W(O%) I'anneau des vecteurs de

Witt associé. Soit [] : O% — Ay le relévement de Teichmiiller et & = (1,(,, (2, ... ) € O%



un systéme de racines primitives de I'unité. On a les éléments de A, suivants :

1
()

p=1le]—1, t=log(l+u) et &=

Il existe une application naturelle 6 : Ay — O¢ de noyau ker(f) = (£). On définit By
comme la complétion de Ay @0, C par rapport a l'idéal ker(6) et soit Bag := Frac(By).
L’anneau de période Bl; est un anneau de valutation discréte d’idéal maximal (§) et
de corps résiduel C. Il est muni d’une action de G telle que IB%dR = K. L’élément ¢
appartient a B}, et il en est une uniformisante. On munit Bgg de la filtration naturelle
F"Bar = {x € Bar | v(b) > m} et les quotients F™Bgr/F™"! sont isomorphes a C(m).

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de comparaison de de Rham). Soit X une variété algébrique
lisse et projective sur K. Il existe un isomorphisme naturel

H(X,Q,) ®q, Bar = Hip(X) @k Bar

compatible avec l'action du groupe de Galois et les filtrations (ou la filtration sur la coho-
mologie de de Rham est donnée par la suite spectrale de Hodge).

Ce résultat a été prouvé par Faltings dans [26]. Une autre construction a été donné
par Beilinson dans [6]. Il a été étendu au cas des variétés analytiques rigides par Scholze
dans [45].

En particulier, le théoréme permet de calculer la cohomologie de de Rham de X a
partir de sa cohomologie p-adique (puisqu’'on a (H'(X, Q,) ®g, Bir)“* = Hip (X)) mais
il n’est pas suffisant pour permettre de déduire la cohomologie p-adique a partir de la
cohomologie de de Rham. Pour cela, on doit ajouter de la structure a la cohomologie de
de Rham et considérer d’autres anneaux de Fontaine.

1.1.2 Théoréme de comparaison cristallin

On considére toujours X une variété lisse et projective sur K et on suppose de plus
que X est & bonne réduction (i.e. il existe un modéle entier X' propre et lisse sur Ok).
Si on note Y := A}, la fibre spéciale de X', on peut construire la cohomologe cristalline

H! . (Y/Or) de Y. Alors Crls(Y/OF) = H' . (Y/OFr) ®0, F est un F-espace vectoriel
muni d'un isomorphisme o-linéraire® ¢ et tel que

crls(Y/OF)Q QF K= HdR(XK>

cris

Définissons 'anneau A,;s comme la complétion p-adique de A;¢ [ k> 0} puis BT :

K
Ais L—l)} et soit Bs le corps de fraction associé. L’anneau de période B,s est muni d’une

action de G tel que BSK = F' et d’un morphisme de Frobenius o-linéaire ¢. On a de plus
un plongement naturel B ®r K — Bgg et on munit B.;s ®r K de la filtration induite.

1. ou o est le morphisme Frobenius sur W (k).



Théoréme 1.1.2 (Théoréme de comparaison cristallin). Soit X une variété algébrique
lisse et projective sur K, a bonne réduction. Il existe un isomorphisme naturel

Hét (7, Qp) ®Qp Beris = Hciris(Y/F> QF Beris

compatible avec action du groupe de Galois, l’action du morphisme de Frobenius et la
filtration apres tensorisation par Byg.

On en déduit notamment les isomorphismes
(He(X,Qp) ®q, Beris) ™ 22 Heyy(Y/F)

Hm’it(ya Qp) = (Héris(Y/F) QF ]B%criS)gD:1 N FO(HchR(X) ® (Bcris QF K))

Le théoréme de comparaison cristallin a été prouvé par Faltings dans [27] via des
méthodes presque étales et par Niziot dans [42] en utilisant de la K-théorie. Une preuve
passant par la cohomologie syntomique a été donnée par Fontaine-Messing dans [29] dans
la cas ou la dimension de X est plus petite que p et ' = K et par Kato-Messing dans
[35] dans le cas ont 2dim(X) < p — 1. Le théoréme dans le cas général se déduit de la
preuve de la conjecture semi-stable de Tsuji dans [47]. D’autres preuves ont été données
par Beilinson (|7]) et plus récemment par Bhatt-Morrow-Scholze ([9]) qui ont donné une
nouvelle construction de I'isomorphisme utilisant la cohomologie A;¢.

1.1.3 Théoréme de comparaison semi-stable

On se place maintenant dans le cas ou X est a réduction semi-stable sur Ok i.e. il existe
un modéle (propre) X' de X sur Ok qui s’écrit localement Spec(Ok [ X, ..., X4)/(X1 ... Xo—
w)) ol a et d sont des entiers avec a < d. On associe & X sa cohomologie de Hyodo-
Kato Hyx(X) qui est définie a partir de la cohomologie cristalline a poles logarith-
miques de Y = Xj sur le log-schéma Spec(Op) muni de la log-structure induite par
N = Ospec(0y), 1 = 0. C’est un F-espace vectoriel muni d’un isomorphisme de Frobenius
o-linéaire ¢ et d’un opérateur de monodromie N nilpotent tel que Ny = ppoN. On a de
plus un isomorphisme

Théoréme 1.1.3 (Théoréme de comparaison semi-stable). Soit X une variété algébrique
lisse et projective sur K, a réduction semi-stable. Il existe un isomorphisme naturel

Hét(ya Qp) ®Qp IBst = HIiJK(X) QF IB3st

compatible avec 'action du groupe de Galois, de N, du morphisme de Frobenius et avec
la filtration apres tensorisation par Byg.

Le théoréme a été prouvé par Kato dans [34] dans le cas o 2dim(X) < p—1 et
par Tsuji dans [47] dans le cas général. D’autres preuves ont été données par Faltings



dans [27], Niziot dans [43] et Colmez-Niziot dans [21]. Dans [15], Cesnavicius-Koshikawa
généralisent la construction de [9].

Les preuves de Tsuji et Colmez-Niziot reposent sur un théoréme de comparaison entre
les faisceaux syntomiques et les cycles proches p-adiques. Plus précisément, l’isomorphisme
a ci-dessus est induit par les applications
He (X7, Q1)) & H (X, Qp(r) = FT(Bar @k Hig (X)) N (Bt @ p Higge (X)) P70
et le résultat principal de [47] et [21] est que «;, est un isomorphisme pour ¢ < r. La
preuve de [21] est plus générale puisque le résultat est établi dans le cas arithmétique
(i.e. pour X au lieu de X3). Le but de cette thése est de donner la version géomé-
trique de la construction de Colmez-Niziol, pour ensuite la globaliser et utiliser le mor-

phisme de période obtenu pour montrer I'égalité entre les isomorphismes de Tsuji ([47])
et Cesnavicius-Koshikawa ([15]).

1.2 Cohomologie syntomique et cycles proches p-adiques

On note O le schéma formel Spf(Ok) muni de la log-structure donnée par son point
fermé et O% le schéma formel Spf(1V (k)) muni de la log-structure (N — Op, 1+ 0). On
considére X un log-schéma formel log-lisse sur Q. On note Y := X, sa fibre spéciale,
X = X0, et Y := Xz Soit S, (r)x dans D(Y e, Z/p"Z) % et S, ()5 dans D((Y) &, Z/p"7Z)
les faisceaux syntomiques arithmétique et géométrique. On note X, (respectivement
Xctr) le lieu de X (respectivement de X¢) ou la structure logarithmique est triviale,
et i et j (respectivement i et j) les morphismes Y < X et Xy < X (respectivement
Y < X et Xgw — X). Enfin, soit Z,(r) := WZP(T), r=a(r)(p —1) + b(r) avec
0<b(r)<p-—2.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.1. Pour tout 0 < k < r, il existe un p" -isomorphisme?

ag’n : Hk(Sn(r)g) — E*RkE*Z/p"(r)'

xC,tr
ou N est un entier qui dépend de p et de r, mais pas de X ni de n.

Notons a,.p,' : Su(r)x — 7" RiZ/p"(r)y,.,, (respectivement S, (r)x — E*RE*Z/p”(r)gecyn)
I'application de Fontaine-Messing arithmétique (respectivement géométrique). Dans [47,
Th. 0.4], Tsuji montre le théoréme (1.2.1) en prouvant que l’application de Fontaine-
Messing fournit le p’V-quasi-isomorphisme voulu. Pour cela, il commence par se ramener
au cas n = 1 par dévissage. En multipliant le faisceau syntomique (respectivement le fais-
ceau de cycle proche) par t avec t = log([¢]), ot € € O2, est un systéme de racine p-iéme

2. Ou D(Yg, A) est la catégorie dérivée des faisceaux de A-modules sur le site étale de Y, pour A un
anneau.
3. On appelle p"-isomorphisme, un morphisme dont le noyau et le conoyau sont tués par p™.



de I'unité (respectivement par (), il se rameéne au cas k = r. Il utilise ensuite une descrip-
tion des faisceaux H"(S,(r)5) via des applications symboles qu’il compare avec celle de
E*Rkj*Z/p"(r)’fc .. donnée par Bloch-Kato ([11]) dans le cas de la bonne réduction, puis
étendue a la réduction semi-stable par Hyodo ([31]).

Dans [21], Colmez-Niziol prouvent la version arithmétique du théoréme ci-dessus c’est-
a-dire :

Théoréme 1.2.2. [21, Th. 1.1] Pour tout 0 < k < r, l’application
afjfy cHE (S (r)z) — i*Rkj*Z/p”(r)'%K’tr

est un pN -isomorphisme pour une constante N qui dépend de e, p et de v, mais pas de X
ni de n.

Pour cela, ils construisent un p¥-quasi-isomorphisme qui est localement égal & Iappli-
cation de Fontaine-Messing. Le théoréme 3.0.1 peut ensuite se déduire de 1.2.2 en passant
a la limite sur les extensions finies L de K. Une nouvelle preuve du résultat de Colmez-
Niziot a récemment été donnée dans [4] dans le cas ot X est propre et lisse sur Ok.

On prouve ici le théoréme 3.0.1 directement. On commence par montrer un résultat
local semblable a celui de Colmez-Niziol. On considére R la complétion p-adique d'une

algebre étale sur Rg := Oc{X1,..., Xy, Xl}.X V¥ +1?X +b} (pour a, b, ¢ et d des entiers

tels que a + b+ ¢ = d). On note D = {X,yp11... Xq = 0} le diviseur a l'infini et E[%]

Iextension maximale de R[%] non ramifiée en dehors de D. Soit G = Gal(R/R). On
reléve ensuite R en une algebre Ry sur R = Ap{ X, e L < Xw[ﬁg(wb} (on =’ € O,

est un systéme de racines p-iémes de @), on définit R}, := R .®,. A et on s’intéresse

au complexe syntomique donné par la fibre homotopique :

Syn(Riy.,r) = [F7Q, =5 Q5. ]
T
1m

Ay et par o(X;) = X?. Le complexe Syn(R., r) calcule alors la cohomologie syntomique

de Spf(R). On a le résultat local suivant :

ot ¢ est le Frobenius sur R, qui étend celui de R, donné par le Frobenius usuel sur

Théoréme 1.2.3. Il existe des p -quasi-isomorphismes :

049 : T<r Syn(R}. 1) = 7, RT(Gp, Zy(r))

")n = <, RU(GR, Z/p"(r))

ou N est une constante qui ne dépend que de r.

agm : T<r Syn( R

cris?

Si X est propre sur O, on déduit de 3.0.1 que o2 induit un quasi-isomorphisme
Frobenius et Gi-équivariant, qui préserve la filtration aprés tensorisation par Bgg :

o H (Xc, Qp) ®g, By = Hip (X) ®w i) Bt
Hg (Xc, Q) ®q, Bar = Hig (XK ) @K Bar

10



ol RTux(X) = RUis(Xk/W(k)°)g. Par les résultats de Tsuji et de Colmez-Niziol, le
morphisme o™ induit, lui aussi, un quasi-isomorphisme & entre les mémes objets. En-
fin, Cesnavicius-Koshikawa dans [15], donnent une troisiéme construction d'un tel quasi-
isomorphisme a“¥. Dans la seconde partie de ce mémoire, on montre :

Théoréme 1.2.4. Les morphismes a™™ et &° d’une part et a°% et a° d’autre part sont

égauz. En particulier, "™ = a®¥ .
Ce dernier théoréme étend le résultat de Niziot dans [41]| dans lequel elle prouve 1'égalité
entre les morphismes de période de [27], [7] et [43].

1.2.1 Preuve du théoréme 1.2.3

Nous expliquons dans un premier temps comment construire le p"-quasi-isomorphisme
local. On part du complexe Syn(R:. 7). On commence par "changer la convergence" des

cris?
éléments de R, . Pour 0 < u < v, on définit 'anneau A (respectivement Al“*!) comme

la complétion p-adique de Ainf[%] (respectivement de Ainf[[%], %]) pour  un élément de
02, de valuation % (respectivement « et 3 des éléments de O2, de valuation %} et %) Pour

des valeurs de u et de v convenables, on déduit de la suite exacte

©

1-%
0 — Zpt'"™ = F" Agis —2 Agis — 0 (1.2)

ot tI"} .= des suites p®-exactes :

_
a(r)lpa(r)?

0= Z,(r) = FrAl 228 ald 5 g

r (13)
0 — Zy(r) — Frale 222 pluvl g

On définit R := R @, Al et R .= RE &, Al et pour S € {RM R} on

pose C(S,r) := [F"QY LN Q%]. Les suites exactes (1.3) ci-dessus permettent alors de
montrer les pM"-quasi-isomorphismes * :

inf

Syn(R*. 1) = C’(R[u],r) = C’(R[“”“}, T).

cris?

En plongeant RM et RI“* dans des anneaux de périodes A%] et A%’U] (construits de
maniére similaire & A et A" en utilisant R au lieu de O¢), on les munit d’une action
du groupe de Galois Gg. On note A%] et A%’”] leurs images respectives par ce plongement.
On se place ensuite dans une base de Q}? p}our écrire le complexe C(R" r) sous la forme

d’un complexe de Koszul Kos(yp, 0, F"AR™™). La multiplication par t = log([¢]) € Aes (011
£ € O, est un systéme de racine p-ieme de 1'unité) permet de se débarasser de la filtration

4. pour un N; € N.

11



en transformant l'action des différentielles en une action de 'algébre de Lie du groupe
I'r = Gal(R/R) = ZI avec Ry := (i R,,)"™ et

1 1 p™ ~
Ry = (Oc{X7T, - Z})BR
(X1 Ce Xa)pm (Xa+1 Ce Xa+b>pm

C’est a cette étape qu’il est nécessaire de tronquer les complexes en degré r pour garder
des isomorphismes. Finalement, on a la suite de p’?"-quasi-isomorphismes® suivante :

< Kos(p, 8, F" Ay = 7 Kos(p, Lie T, Al (1)) & 7o, Kos(o, Tr, AL (r))  (1.4)

. —=b .
[%] et Ar son image dans A;(R ). On montre ensuite qu’'on a un

quasi-isomorphisme Kos(¢p, FR,A%’U]) = Kos(p,'r, Ag). Pour cela, on passe par l'inter-

Soit Rinf = R+

inf

médiaire d’'un anneau Ag’UH (construit a partir de Panneau ACV* = {2 =Y [z,]p" €
Aigt | 2, € OF, Vo, (Tn) + 3 = 0 et vy (n) + F — 400 quand n — oo}) et on utilise ¢,
un inverse a gauche du Frobenius ¢. Enfin, des arguments de descente presque étale et de
décomplétion permettent d’obtenir un quasi-isomorphisme :

Kos(p,T'g, Ag) = Kos(p, g, Ag.) = Kos(¢, Ggr, Ag)

et la suite exacte 0 = Z, — Ag 1%, Az — 0 montre que le complexe Kos(p, Gg, Agy)
calcule la cohomologie galoisienne RI'(Gg,Z,). En résumé le morphisme construit est le
suivant :

RUn(R,7) = Syn(Rl,r) = C’(R[“’”],T) = Kos(yp, 0, F’”A%’v]) = Kos(go,FR,A%’v}(r))

= Kos(y,I'r, Ag(r)) — RF(GI%Zp(T))-
(1.5)

Remarque 1.2.5. La construction du morphisme local dans le cas arithmétique traité dans
[21] est similaire & celle décrite ci-dessus. Il existe cependant quelques différences que
nous soulignons ici. Dans le cas ou Spf(R) est défini sur Ok, on ne dispose plus du
quasi-isomorphisme RIqis(R/OF) = RIwis(R/ Acis) qui nous permet de travailler avec
Ianneau R.. Au lieu de cela, Colmez et Niziol écrivent R comme le quotient d’une
Op-algebre log-lisse RE. Cela nécessite I'introduction d’une variable supplémentaire Xy :

2, . + . . 1 Xo
on définit RE comme le relevé étale de R sur Op{ Xy, X3, ..., Xy, o Xa+1.--Xa+b}‘ Le

role de I'anneau Ay (respectivement Al Al?l) est joué par I'anneau 7L := Op[Xo]

(respectivement par l’anneau 7‘7[7;] des fonctions analytiques sur F' qui convergent sur le

disque v,(Xo) > %, par I'anneau n[;"v} des fonctions analytiques sur F' qui convergent sur

la couronne % > v,(Xg) > %). On perd, dans le cas géométrique, cette interprétation des
anneaux en termes de séries de Laurent.

Travailler directement sur C' permet aussi de simplifier la preuve lors du passage au
complexe de Koszul. Dans le cas arithmétique, il existe deux maniéres différentes de plon-

ger Y. R dans A[E“}, A[ﬁu’”] : le plongement "de Kummer", qui envoie X, sur [’] et le

5. pour un Ny € N.
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plongement "cyclotomique" par lequel Xj s’envoie sur un élément mx € Ainf<Fb) tel que
Tk = (Wk,, )m, OU (Wk,, )m €st une suite compatible d’uniformisantes des extensions cyclo-
tomiques K, de K. Les quasi-isomorphismes (1.4) sont obtenus en utilisant le plongement
cyclotomique, mais le Frobenius qui intervient alors différe de celui apparaissant dans la
définition du complexe syntomique (qui correspond, lui, au plongement de Kummer).
Une autre différence entre la preuve arithmétique et la preuve géométrique se trouve
dans les propriétés de 'inverse a gauche ¢ du Frobenius. Dans [21], par construction,

il est topologiquement nilpotent sur le quotient Rg’”] / ng‘]. Colmez et Niziot utilisent
notamment cette propriété pour montrer le quasi-isomorphisme C (Rg], r)=C (R!;’”], r).
Ce n’est plus le cas lorsqu’on travaille avec 'anneau R[™"l mais en montrant que ¢ — 1
est surjective sur A1 /Al on obtient que quasi-isomorphisme voulu.

Enfin, dans [21], du fait de cette variable supplémentaire Xy, I’algébre de Lie de I'g

n’est pas commutative. Cette difficulté n’apparait pas dans le cas géométrique.

1.2.2 Quasi-isomorphisme global

Si X est un schéma formel & réduction semi-stable et propre sur Ok, on montre que
le morphisme local du théoréme 3.1.1 se globalise en un p’¥-quasi-isomorphisme :

042 : T<r Ry (X0, ) = 7<r Rl (X, Z,y(1)).

Pour faire cela, on applique la méthode utilisée par Bhatt-Morrow-Scholze dans [9] (et
Cesnavicius-Koshikawa dans [15, §5]). L’idée est de construire pour X = Spf(R) assez
petit, une version fonctorielle des complexes intervenant en (1.5).

Pour X un schéma formel a réduction semi-stable, il existe une base (Spf(R)) de X¢
telle que pour chaque R on ait des ensembles finis non vides ¥ et A tels qu’il existe une
immersion fermée

Spf(R) — Spf(Ry) := Spf(Oc{XF | 0 € ¥})
et pour chaque A, une application étale

1 w
)
XA71...X)\’QA X)\,aA+1"-X)\,d

Spf(R) — Spf(RY) := Spf(Oc{Xx1,- -, Xod, 1.

On note Spf(Rg ) := Spf(RY) X [T cn SPE(RY). On construit alors une application
arma c T<r Kos(ip, 0, FTR;Z/)\) — 7<, RU(GR, Zy(1))

de la méme fagon qu'en (1.5) en remplacant R, par RER défini sur A ®RY,. On
déduit ensuite du théoréme (3.1.1) que a,.x 4 est un p"¥-quasi-isomorphisme. On obtient
des complexes fonctoriels en prenant la limite sur 'ensemble des données (X, A) comme
ci-dessus. Un argument de descente cohomologique permet finalement d’obtenir le p™-

quasi-isomorphisme a?

re
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Remarque 1.2.6. Dans [21], Colmez et Niziot construisent le p’V-quasi-isomorphisme loca-
lement, puis comparent ce morphisme a I'application de Fontaine-Messing, ce qui permet
de montrer que I'application de Fontaine-Messing globale est un p’¥-quasi-isomorphisme.
Le méme argument que celui que nous utilisons permettrait de montrer que le morphisme

arithmétique admet, lui aussi, une définition globale. Il suffit de définir des anneaux R;,E, A

RE;‘]E A» --- de la méme fagon que nous le faisons ici.

1.2.3 Preuve du théoréme 1.2.4

On commence par comparer les morphismes :
a’,a™ : Hi (X0, Q,) ®g, Ba = Hig(X) @iy B
Pour cela, il suffit de montrer 1’égalité des morphismes

Oéo OC,ITM : TST‘RFSYII(%OC? T’) — TSTRFét(%C’ Zp(r))

r?

Définissons I"anneau EZP (respectivement E[u’v]) comme la complétion p-adique de la

R
log-PD-enveloppe de R, ®@Aqis(R) — Acis(R) (respectivement de RV ®A%L’U] — A[ﬁu’”}).
On note ici C(Gg, M) le complexe des cochaines continues de Gy & valeurs dans M.

Localement, of™ est la composée des applications :

cris

Kos(9, ¢, F'RY.) = C(Gr,Kos(0, ¢, F'ELP)) <= C(Gr,Kos(gp, F Auis(R)) < C(Gg, Zy(r))
ou la deuxieme fléche est un quasi-isomorphisme via le lemme de Poincaré :
F'Aqis(R) = F7 FrEPD
R

et la troisiéme fléche se déduit de la suite exacte (1.2). L’application a® est donnée par la
composée (1.5). On montre qu’il existe un diagramme commutatif :

Ko o(F"Ris,) — Ca(Kp o (FTERY)) ¢—— Ca(Kp(F Acis(R)) «———— Ca(Zy(r))

cris R

N | |

Ca(Koo(FTEY)) e Co (K (F A e—— Co (K, (A9 (1)) —— Co (K, (Fr Ag)

T T T |

[u,v]

Koo (FTAR") s K (Al (1) e K o (AR (1)) ——— Kr o (Ar(r))
(1.6)
ou, pour alléger, C¢(+) désigne les complexes de cochaines et K ,(+) la fibre homotopique
de I'application 1—¢ sur les complexes de Koszul . On en déduit 1’égalité locale. On prouve
ensuite que le diagramme (1.6) est toujours valable pour les anneaux construits a partir
des coordonnées (3, A) et en passant a la limite, on obtient I’égalité globale.
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Il reste & comparer a° et &“%. Pour les mémes raisons, il suffit de montrer 1’égalité des
morphismes locaux. Celle-ci découle de leurs constructions. Le morphisme a° s’obtient
par la composée© :

1 ~L ~ 1 ~L ~ ~L
TgrRrét(R[];]a Q) ®q, Bst TgrRFét(R[];]a Qp(1)®q, Bsa{r} «— 1<, Rlsyn(R, 7)o®g, Bt {r}
= rer Rl eis( R/ Acris) 0@, 12 B o 7, ROk (R) & By

can .
Cris

(1.7)
ou
B+ Rl eris(R/p) /W ()" )@y B = RTeris((R/D)/ Aerie) B, B
est le quasi-isomorphisme de |7, 1.18.5]. Rappelons maintenant comment a“¥ est défini.
La preuve de [15] passe par la construction d'un complexe AQgr € DT ((Spf(R))et, Aint)
qui vérifie (voir {15, 2.3]) :
1 ~L 1, ~ ~L 1
RFét(R[];], Zp)®ZpAinf[;] — RFét<R, AQR)@Aianinf[ﬁ]' (18)

K

ot p = [e] — 1 € Ajye. On obtient ensuite a®® en construisant un quasi-isomorphisme

Yokt ROy hon) = AQRDY,, Aeis

ol Z(Rr/p)/ Aese € ((R/D)/ Acris)iog—cris désigne le faisceau structural sur le site cristallin et
u est la projection ((R/p)/ Acis)tog—cris = (SPf(R))et. Pour cela, Cesnavicius-Koshikawa
commencent par montrer qu’on peut calculer AQp comme L7, RT'(I'r, Ajne(Rx)) ol 1,
est le foncteur de décalage de Berthelot-Ogus (|9]). Pour définir vck, il reste a construire
un quasi-isomorphisme entre Kos(9, R;';) et 7, KOS(FR,Ainf(ROO)@gmf A.s . Ce passage
entre la cohomologie d’une algébre de Lie et la cohomologie de groupe est similaire a celui
apparaissant dans la construction de a2, avec p jouant le role de ¢ et c’est ce qui permet
de d’obtenir un diagramme commutatif :

B,  (1.9)

tis[%}

~L ~ ~L
TSTRFét(R, AQR)Q@)Amf[%} IBgst <VC—K TSTRFCI“iS<R/ Acris)(@@Ac

T T

~L ~ ~L
7 RTa(R[3], Qy(r)) B, Ba{r} «S— <, RTuyn (R, 7)o®g, Bu {7}

Finalement, a®¥ est donnée par la composée :

1 ~L (1.8) ~L ~CK ~L
Rrét(R[z_)]: Qp)®(@p IB3st - ” Rrét(R, AQR)Q®AM[%] Bst <—N chris(R/ ACriS)Q@Acris[%]BSt

B

<LCTS RFHK<R)®§Bst
(1.10)
et le diagramme (1.9) permet d’obtenir I’égalité entre (1.10) et (1.7).

6. Si M est un module muni d’une action d’un Frobenius ¢, on note M{r} le module M muni de
I’action du Frobenius p” .
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Notations et conventions Si /N est un entier, on dit qu’'une application f : A — B
est pN-injective (respectivement p~-surjective) si son noyau (respectivement son conoyau)
est tué par pV. Le morphisme f est un p™-isomorphisme si il est a la fois p™V-injectif et

pN-surjectif. La suite

0sASBL %0

est pN-ezacte si i est pN-injective, Im(g) = p" ker(f) et g est pY-surjective. On définit
de méme un p-quasi-isomorphisme comme étant une application f : A* — B* dans la
catégorie dérivée qui induit un p”-isomorphisme sur la cohomologie.

Si T est un topos et A un anneau, on note DV (T, A) (respectivement DT (A)) I'oo-
catégorie dérivée des faisceaux de A-modules sur T inférieurement bornés (respectivement
I'co-catégorie dérivée des A-modules). Les catégories homotopiques associées sont les ca-
tégories dérivées DT (T, A) et D*(A). Le foncteur dérivé RI'(—) : DY(T, A) — DT(A)
se reléve en un foncteur RI'(—) : DT(T,A) — DT (A). On note aussi Fsc(T,D(A))
la catégorie des faisceaux de DT (A) sur T et on identifie les oo-catégories DH (T, A) et
Fsc(T,D"(A)).

Si f: K* — L® est un morphisme de D (T, A), on note [K* EN L*] := holim(K* —
L* < 0) la fibre d’homotopie de 'application f.

Pour A — B un morphisme d’anneaux et K*® et L*® des objets de D(A), on note

K*®4L* := holim, (K* ®%4 L*) @% Z/p"7)

et (K*)o®4B := (holim, ((K* ®% B) ®% Z/p"7)) @ Q,.

Si G est un groupe qui agit sur un module M, on notera RI'(G, M) la cohomologie de
groupe continue associée.

Si Ok est un anneau de valuation discréte en caractéristique mixte (0,p) et w une
uniformisante de O, on dira qu'un schéma (respectivement schéma formel) est a réduction
semi-stable sur O §'il s’écrit localement Spec(R) (respectivement Spf(R)) avec R une

algébre étale sur
1 w

X:... X, Xa+1---Xa+b]
1 w
, I})
X0 Xy Xoyr - Xaws

avec a, b et d des entiers tels que a+b < d. On dira qu’il est propre a réduction semi-stable
s’il n’admet pas de diviseur a Uinfini, i.e. il s’écrit localement Spec(R) (respectivement
Spf(R)) avec R étale sur

Ok[Xy, ..., Xq,

(respectivement Og{ X7, ..., Xy,

1 w

OxlX1,..., X
KX, ’”&”x;&ﬂmxﬂ

1 w
X1 Xo Xag1... Xy

1})

(respectivement Ox{ X7, ..., Xy,

avec a < d.
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Chapitre 2

Préliminaires : cohomologie syntomique

La notion de morphismes syntomiques a été introduite par Mazur, puis utilisée par
Fontaine et Messing dans [29] pour prouver un théoréme de comparaison entre la cohomo-
logie étale et la cohomologie de de Rham pour une variété p-adique propre et lisse. Kato a
ensuite étendu la définition de la topologie syntomique au cas de la réduction semi-stable
en décrivant une notion de cohomologie syntomique avec poles logarithmiques ([34], [12],
14]).

La cohomologie syntomique peut étre vue comme un analogue p-adique de la coho-
mologie de Deligne-Beilinson ([23]). Rappelons que pour X une variété propre et lisse sur
C et r un entier, la cohomologie de Deligne-Beilinson H{5(X,r) est définie comme étant
'ensemble des cocycles topologiques de X qui appartiennent & F" Hj, (X) (o F*Hig (X)
désigne la filtration de Hodge de la cohomologie de de Rham de X). Plus précisément, on
a une suite exacte :

o HITYX™ C) — HY5(X,7) — HI(X,Z(r)) & FTHL (X) — HI(X™, C) — ...

Si maintenant O est un anneau de valuation discréte en caractéristique mixte (0, p),
de corps résiduel k et de corps de fraction K et si X est une variété sur O, alors
la fibre spéciale X de X est munie d’'un morphisme de Frobenius (qui vient de celui
de k) et la cohomologie de de Rham de sa fibre générique est munie d’une filtration
de Hodge F'*HJ,(Xk). Par imitation du cas complexe, I'idée pour définir la cohomologie
syntomique est de passer par une théorie cohomologique qui permette d’entreméler I'action
du Frobenius venant de la fibre spéciale et la structure de Hodge de X : ce role sera
jouer par la cohomologie cristalline.

2.1 Géométrie logarithmique

Pour définir la cohomologie syntomique dans le cadre plus général des schémas (for-
mels) a réduction semi-stable, on utilise la définition logarithmique de la cohomologie
cristalline. On commence ici par rappeler des définitions et résultats de géométrie loga-
rithmique qui seront utiles par la suite. On suit ici article [33] de Kato.
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2.1.1 Structure logarithmique

Une pré-log structure sur un schéma X est un morphisme o : M — Ox de faisceaux
de monoides sur le site étale de X. Une pré-log structure est une log-structure si o induit
un isomorphisme a~1(0%) = O%. Si M est une pré-log structure sur X, le poussé en
avant (dans la catégorie des faisceaux de monoides) de M <+ a~1(0%) — O% définit une
log-structure sur X, qu’on notera M®. Pour (X, M, ) un log-schéma, une carte sur X est
la donnée d’'un monoide P et d’un morphisme de faisceaux de monoides cp : Px — Ox
(ott Px est le faisceau constant associé a P sur le site étale de X) tel que M est isomorphe
a la log-structure induite par (Px,cp). Si f : X — Y est un morphisme de log-schémas,
une carte pour f est la donnée de cartes Py — Ox sur X, Qy — Oy sur Y et d'un
morphisme de monoide P — Q. On dit que (X, M) est quasi-cohérent si, localement
pour la topologie étale, il existe une carte (P,cp) sur X ; on dit qu’il est cohérent si P
est finiment engendré. Le log-schéma (X, M) est appelé intégre si M est un faisceau de
monoides intégres. Il est fin s’il est quasi-cohérent et intégre. On peut montrer que (X, M)
est fin si et seulement si, localement pour la topologie étale, il existe des cartes (P, cp)
avec P intégre.

Exemple 2.1.1. 5S¢ X est un schéma, le morphisme O% — Ox définit une log-structure
sur X (appelée log-structure triviale de X ).

Soient X un schéma régulier et D un diviseur a croisement normal sur X. On munit
X de la log-structure donnée par M = {g € Ox | g est inversible en dehors de D}. Alors
(X, M) est fin : localement, D est donné par r équations m; = 0 et M est la log-structure
induite par la carte P = N", cp : (n;)1<i<y — [[; 7. Si on note j limmersion ouverte
U:=X\D — X, M est en fait l'image directe par i de la log-structure triviale sur U
1.e. on a un diagramme cartésien :

|

OX —)j*(OU)

Un morphisme de log-structures ¢ : (X, M) — (Y, N) est une immersion fermée si le
morphisme de schémas X — Y est une immersion fermée et i*N — M est surjective. On
dit que ¢ est exacte si de plus i*N — M est un isomorphisme.

Proposition 2.1.2. [33, (4.10)] Sii : (X, M) — (Y,N) est une immersion fermée de
log-schémas fins alors, localement pour la topologie étale, il existe une factorisation de i
en

(X, M) : (Y, V)

N

(Z, My)

avec 1 une immersion fermée exacte, (Z, Myz) un log-schéma fin et f un morphisme étale.
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Exemple 2.1.3. Soit k un corps de caractéristique p et notons X := Spec(k[t]) et Y :=
Spec(k[ty,t2]). On munit X de la log-structure induite par le diviseur {t = 0} et Y de
celle induite par {t; = 0} U{ty = 0}. L’immersion fermée X — Y donnée part; — t pour
i =1,2 se factorise en X — Z —Y ou Z est le schéma Spec(k|ty,to, %, i—f]) muni de la
log-structure induite par le diviseur t; = 0 (qui est égal au diviseur to = 0). L’ immersion

fermée X — Z t; — t est maintenant exacte et Z —'Y est étale.

Si M est un monoide intégre, on note M®eP le groupe associé. Dans la suite, si ca
ne préte pas a confusion, on omettera (M, a) et on notera simplement X le log-schéma
(X, M, «). On a les mémes définitions et des résultats analogues pour X un schéma formel.
En particulier, on a toujours l'existence locale de cartes pour un log-schéma formel fin.

2.1.2 Différentielles logarithmiques et lissité

On consideére f : (X, M, a) — (Y, N, ) un morphisme de log-schémas. On définit le
Ox-module w3 Jy des log-différentielles de X sur Y comme le quotient de QY Iy @ (Ox ®z
MEP) (ou Q3 sy est le module des différentielles classiques de X sur V) par le Ox-sous-
module engendré par les sections locales (da(m),0) — (0, a(m) ® m) pour m dans M et
(0,1®m) pour m dans I'image de f~*(N) — M. On note dlog(m) la classe de (0,1®m)
dans w}(/y. On a une surjection Ox ®z M8 — w}(/y donnée par a ® b — a.dlog(b).

Exemple 2.1.4. Soient Q) — P un morphisme de monoides et A un anneau. Notons
X = Spec(A[P]) et Y = Spec(A[Q]). On munit X (respectivement Y ) de la structure
logarithmique induite par P — A[P] (respectivement QQ — A[Q]). On a un isomorphisme
Ox @z PP/Q% = Wi{/y donné par a ® b — a.dlog(b).

Un morphisme f : (X, M) — (Y, N) de log-schémas fins est log-lisse (respectivement
log-étale) si le morphisme de schémas X — Y est localement de présentation finie et pour
tout diagramme commutatif de log-schémas fins

(T, L) ——= (X, M)

L

(T, L) —— (Y, N)

avec i une immersion fermée exacte telle que I'idéal I définissant 7" vérifie 12 = 0, il existe,
localement sur Ty, un morphisme (respectivement un unique morphisme) g : (T, L) —
(X, M) tel que gi = s et fg =t. On a le théoréme suivant (voir [33, (3.5)]) :

Théoréme 2.1.5. Soient [ : (X, M) — (Y, N) un morphisme de log-schémas fins et
(Q,cq) une carte de N'. Alors f est log-lisse si et seulement si, localement sur Xe, il
existe une carte (Px — M,Qy — N,Q — P) qui étend Qy — N et telle que :

1. ker(Q® — P=eP) et la partie de torsion de coker(Q®® — PEP) sont des groupes finis
d’ordre inversible sur X,

19



2. le morphisme X — Y Xgjq) Spec(Z[P]) est étale.

De la méme facon, f est log-étale si et seulement si les conditions ci-dessus sont vérifiées
en remplacant "la partie de torsion de coker(QQ®® — P&P)" par coker(Q% — P*2P).

Exemple 2.1.6. Soit K une extension complete de Q, de corps résiduel k parfait et d’an-
neau de valuation Ok et soit w une uniformisante de K. Soit X un schéma a réduction
semi-stable sur Ok i.e. localement X s’écrit Spec(R) avec R une algébre étale sur

1 w ]
X1 Xy Xogr - Xass

Ok[Xy, ..., Xq,

avec a,b,c et d des entiers tels que a + b+ ¢ = d. La fibre spéciale de X est dans ce cas
un diviseur a croisement normal sur X. On note D := {X4ipt1 ... Xq = 0} le diviseur a
I'infint et on munit X de la log-structure donnée par

M :={g € Ox | g inversible en dehors de D U Xj}.

On note O le schéma Spec(Of) muni de la log-structure induite par son point fermé.
On a alors que X — Oj est log-lisse.

Proposition 2.1.7. [33, (3.10)| Soit f : X — Y un morphisme de log-schémas fins. Si f
est log-lisse alors w}(/y est un Ox-module localement libre de type fini.

2.2 Cohomologie log-cristalline

Passons maintenant a la définition de la version logarithmique de la cohomologie cris-
talline. La plupart des résultats énoncés ci-dessus sont donnés dans la section §5 de [33]
(voir aussi |7, §1]).

2.2.1 Site cristallin

Un log-schéma & puissance divisée (ou log-PD-schéma) est un log-schéma (X, M)
muni d’une PD-structure (v, : J — Ox), (avec J un idéal de Ox). Pour alléger les
notations, on notera souvent X le log-PD-schéma (X, M, 7,v). On note J"! la filtration
associée (i.e. JI" est I'idéal engendré par les éléments de la forme 7;, (z1) ... 7, (z,) ot
les x; sont des sections de J et i3 + -+ + i, > 7). Une immersion fermée exacte d'un
log-schéma Z dans un log-PD-schéma X (de PD-idéal J) est un PD-épaississement si on
a un isomorphisme Oz = Ox/J.

On a une notion de log-PD-enveloppe (voir [33, (5.3)]) : pour (S, ) un log-PD-schéma,
sitz: X — Y est une immersion fermée de S-log-schémas fins avec Y muni d’une structure
a puissance divisée qui étend +, alors il existe un log-schéma a puissance divisée Dx(Y)
dont la PD-structure 6 compatible avec v et qui vérifie la propriété universelle :

Homs ) (Z, Dx(Y')) = Homg(X, 7).
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On appelle Dx(Y') la log-PD-enveloppe de X dans Y. La construction de Dx(Y') dans le
cas logarithmique se déduit en fait de celle du cas classique via la proposition 2.1.2 : pour

une immersion fermée i : X — Y d’exactification X % Z % Y, Dx(Y) est égale a la
PD-enveloppe au sens usuel de ¢ : X — Z de ¢ et sa log-structure est donnée par I'image
inverse de celle de Z. En particulier, si ¢ est déja exacte, les PD-enveloppes classique et
logarithmique coincident.

Soient S un log-PD-schéma avec p nilpotent dans Og et X un S-log-schéma fin. On
définit le site log-cristallin (X/.S)qis de la fagon suivante. Les objets sont les couples (U, T)
ou U — T est un PD-épaississement (sur S) tel que T soit intégre et quasi-cohérent et
U est étale sur X. Un morphisme (U,T) — (U’,T") est la donnée de deux morphismes
U— U et T — T, compatibles aux PD-structures, qui font commuter le diagramme :

U———T

| |

U’TT’
S

et un recouvrement de (U,T') est une famille de morphismes (U;,T;) — (U, T) tels que
les T; forment un recouvrement étale de 7. On note Cris(X/S) le topos associé. Il est
fonctoriel : si on a un diagramme commutatif :

x . x

L]

S —— 8

avec X /S et X'/S" comme ci-dessus, alors il existe un morphisme de topoi fus : Cris(X’/S") —
Cris(X/S) (voir [33], [7])-

Si F est un faisceau sur le site log-cristallin, on dispose de la méme description explicite
que dans le cas classique (|8, I11.1.1.4]) : pour tout objet (U, T'), 'application V' — F(U X1
V, V') définit un faisceau Fyr sur le site de Zariski de T' tel que si g : (U, T) — (U',T")
est un morphisme du site cristallin alors il existe g% : ¢ 'Fyrp — Fyr vérifiant les
conditions suivantes :

L. pour (U,T) = (U, T") % (U".T"), (g2 0 91)5 = (1) © (92

2. siT < T" est une immersion ouverte et U = U’ xp T alors g’ est un isomorphisme.
Réciproquement, la donnée de faisceaux Fyp vérifiant les conditions ci-dessus définit un
faisceau F de Cris(X/S). Le faisceau structural du site cristallin est le faisceau Ox g donné
par Ox s(U,T) = TI'(T, Or) et son idéal a puissances divisées est Jx,s(U,T) := I'(T, Jr).
Le monoide M7 donné par la log-structure de 7' définit aussi un faisceau de monoides
Mg sur le site cristallin. On note u : Xg — (X/S)eris la projection naturelle du site

étale vers le site cristallin (U, T') — U. On a un isomorphisme Oy,/s/Jx/s — usOx. On
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définit la cohomologie cristalline de X par RT'((X/S)eis, Ox/s) := RTe (X, Ru,Ox/g) et
si F est un faisceau, RI'((X/S)eis, F) := Rlet(X, Ru.F).

Un Ox/g-cristal sur (X/S)qis est un Oxs-faisceau F tel que g* Fyr v — Fyp est un
isomorphisme pour tout morphisme (U, T") — (U’,T"). Comme dans le cas classique, on a
le théoreme :

Théoréme 2.2.1. [33, (6.2) et (6.4)][7, (1.7) et (1.8)] Soient X — Y wune immersion
fermée de S-log schémas fins avec'Y log-lisse sur S, D la log-PD-enveloppe associée et F
un cristal sur (X/S)eis-

1. Le foncteur F — Fx,p Ro, %1//3 induit une équivalence entre la catégorie des cris-
taux sur le site cristallin de X/S et celle des Op-modules M de Dey muni d’une
connection intégrable quasi-nilpotente V : M — M ®o, wllf/s (18, 11.(84.3)] ).

2. On a un isomorphisme
Ru*(f) = fX,D Koy w;//s.

Enfin, on a un théoréme de changement de base (voir [33, (6.12)]) :

Théoréme 2.2.2. Supposons qu’on ait le diagramme cartésien de log-schémas fins sui-
vant :
X— =X

L, b

Spec(A’) —— Spec(A)

avec f et g log-lisses et X quasi-compact et quasi-séparé. Soit F un cristal quasi-cohérent
sur (X/S)eis €t notons F' son tiré en arriere sur (X'/S")ais. Alors on a un quasi-
isomorphisme :

~

RU((X/S)exis, F) @5 A = RT((X'/S) exiss F).

2.2.2 Cohomologie cristalline absolue

Soit K une extension compléte de Q, de corps résiduel k parfait et d’anneau de
valuation Ok et soit w une uniformisante de Ox. On note K une cloture algébrique

de K et C := K sa complétion p-adique (associé a 'anneau d’entiers O¢). Notons Op :=
W (k) 'anneau des vecteurs de Witt associé et Op,, = W, (k) sa réduction modulo p™. Il
existe plusieurs structures logarithmiques naturelles desquelles on peut munir le schéma
Spec(Ok). L'une est la log-structure triviale, induite par O3 — O et on notera Ok le log-
schéma Spec(Ok) muni de cette structure logarithmique. La log-structure canonique est
la log-structure induite par le point fermé, elle est donnée par l'inclusion Ok \ {0} — Ok
(et elle correspond a la log-structure fine associée a N — Ogpec0,) qui envoie 1 sur w).
On notera O le log-schéma associé. Enfin, I'application de Ok \ {0} dans Og qui est
I'identité sur les inversibles et qui envoie les éléments non inversibles sur 0 induit une
autre log-structure sur Spec(Ok), qu'on notera OY% (elle correspond a la log-structure
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fine N = Ogpec(0y), 1 + 0). On définit de méme les log-schémas Op,,, O, et O, et les
log-schémas formels O, OF et O%.

Pour X un log-schéma fin sur Oj, on note Xy sa fibre spéciale et X,, sa réduction
modulo p". On définit

chris<X)n = RF<<XTL/OF,TL)CI‘iS7 OXH/OF’,I)

chris(Xa jm)n = RF«Xn/OF,n)Crisa OXn/OF’na j)[;ni/OF,n)
RTeis(X) := holim,, RTeis(X)y et Rl eis(X, J) := holim, RT ois(X, T,

~

la cohomologie cristalline absolue de X. On a des quasi-isomorphismes RI.i(X), —
RTis(X1/OpF). Le Frobenius absolu de X;/Op,, induit un morphisme

chris (Xl/OF,n) — RFcriS (Xl/OF,n>
qui permet de définir le Frobenius ¢ : Rl es(X, J™),, = R eis(X), comme la composée :
chris<X7 j[r])n — chris(X>n l> chriS<X1/OF,n) i> RFcriS<X1/0F,n) <: chris(X)n'

On considére maintenant 'anneau de Fontaine A s 1= Agis(Oc) et Agrisn := Acris /D™
La log-structure de (’)%/ p" s’étend en une log-structure sur Spec(Acyis ), on note Acisp
ce log-schéma. On munit A de la log-structure induite par la limite des log-structures
sur Agis, (voir [7, (1.17)]). Le PD-épaissement (O%/p", Acris ) est universel. Ainsi, pour
tout PD-épaississement U — T dans ((’)% /pn/ OFn)eis, la fleche U — O% I 5C reléve en

un morphisme (U,T) — (O%/p”’

tout faisceau F sur le site cristallin (O% Jon /OFn)eis, O a un isomorphisme naturel

Agispn) de ((9% o /OFn)ais- On en déduit que, pour

x ~ . N .
I'((O% Jon JOFn)criss F) = ]:(O%/pnAms,n)(AC“SW) (ot f(o%/pnvAcris,n) est le faisceau sur le

site étale de A5, associé & F). Mais les revétements étales de A sont triviaux et donc

le faisceau FOX  Auien) n’a pas de cohomologie en degrés supérieurs. On obtient
K/pn’ cris,n

chris(o%/pn/OF,na F) = Fét(Acris,na f((')x Acris,n))'

K/p

Pour f: X — OF un log-schéma fin, en utilisant
RF((yn/OF,’chriSn »F) = RP((O%/pn/OF,n)cri& Rfcris,*]:)7
on obtient (voir |7, (1.18.1)]) des isomorphismes :

RP((yn/OF,n)crisa f) :> RF<<7n/Acris,n>crisa f)

— R (2.1)
RU((X/Op)ais; F) = RU((X /Aeris)eris, F)-

Enfin, on utilisera plus loin le résultat suivant :
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Théoréme 2.2.3. [40, (2.4)] Soit X wun log-schéma fin, lisse et propre sur O. Pour
r >0, il existe un quasi-isomorphisme naturel :

~

Vet RFdR(XK)/FT — chris(X7 O/j[rb

ot RT'qr(Xk) la cohomologie du (log-)compleze de Rham de la fibre générique X de X
et F*RI'4r(Xk) la filtration de Hodge associée.

Remarque 2.2.4. Le résultat reste vrai en remplacant X par un log-schéma formel X sur
Oj. 1l existe aussi une version géométrique de ce quasi-isomorphisme : considérons X est
un schéma formel propre et semi-stable sur O et Byr et Bl les anneaux de prériodes
de de Rham. Alors pour tout r > 0, il existe un quasi-isomorphisme (voir preuve de la
proposition (5.22) de [21]) :

~

Yt (RTqr(Xx) @k BlR)/F" = RTeis(Xo,, O/ TM). (2.2)

2.2.3 Cohomologie de Hyodo-Kato

On reprend les notations de la section précédente. Pour simplifier, on note simple-
ment W, := W, (k). On suppose X propre et log-lisse sur O et on note Xy sa fibre
spéciale. On définit sa cohomologie de Hyodo-Kato par RI'gk(Xo) := Rlwis(Xo/O%)o
avec RDeis(Xo/O%) = holimy, RT¢is(Xo/O%,,). Les groupes de cohomologie Hiy (Xo)
sont des F-espaces vectoriels de dimension finie. Par fonctorialité du site cristallin, on
obtient encore un morphisme de Frobenius ¢ : RI'yk(Xo) — RI'ux(Xo). Dans [32, (3.6)],
Hyodo-Kato définissent un opérateur de monodromie N sur RI'yk(Xy). L'opérateur N
est nilpotent et on a Ny = ppN.

On note W, (u) la W (k)-algebre

Walu) == {3 a% | a; € W(k), lim a; = 0}
i—0 . i—00

et W(u) := m W, (u). On munit Spec(W,(u)) (respectivement Spec(W(u))) de la log
structure associée & N — Ogpec(w, (u)); 1 — u (respectivement N — Ogpecw wy), 1 + ). Le
plongement Xy, — X au dessus du morphisme W — W, (u) donné par u — 0 induit une
application naturelle ig : RT qis(X/Wn(u)) = RTais(Xo/O%,,). Le morphisme io induit
un quasi-isomorphisme

i+ RUeris (X /Wi () @i, 14y OFn = Rleris(Xo/Oh,)-
De plus, iy : Rleis(X/W(u))o — RI'nk(Xo) admet une unique section W (k)-linéaire
Jo : Rl'ux(Xo) — RUis(X/W(u))g compatible avec les actions de ¢ et de N (voir
[7, (1.16)], [47, (4.4.6)]) et qui induit un quasi-isomorphisme :

Jo = (RTux(Xo) @ity W () = Rl exis(X/W (1)) gy-
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Le choix d’une uniformisante @ de O permet de définir un moprhisme
i+ Rlaris(X/W(u)) = Rleris(X/OF)
(induit par u +— w) tel qu’on ait encore un quasi-isomorphisme de changement de base :
iz + R eris(X/W (1) @iy O = Rl eris(X/OF).
On obtient un morphisme gk : RT'yx(X) — RTgr(X k) donné par :
RTyk (Xo) ELN RT s (X /W {u))g LN RTis(X/O0%)g — RT4r(Xk).

Théoréme 2.2.5. (47, (4.4.8)] [32, (5.1)] Le morphisme tyk induit un quasi-isomorphisme
K-linéaire fonctoriel :

LHK - RPHK(X()) XRF K 1) RPdR(XK).

Remarque 2.2.6. 1. Dans le cas ou X est un log-schéma formel propre et log-lisse sur
Ok, on a encore un tel quasi-isomorphisme.

2. Dans |7, (1.18.5)], Beilinson construit un quasi-isomorphisme (ot X; est la réduction
modulo p de X et B, BY les anneaux de période semi-stables) :

B, (2.3)

cris

LB : chris<X0/O%‘) ®éF B:; :> chris (XOC/Acris> ®1§

cris

2.3 Cohomologie log-syntomique

On définit maintenant le site et la cohomologie log-syntomiques. On rappelle notam-
ment un théoréme de comparaison qui permet de relier la cohomologie syntomique a la
cohomologie cristalline (§(2.3.1)). En utilisant les quasi-isomorphismes rappelés plus haut,
on obtient une description de la cohomologie syntomique via la cohomologie de Hyodo-
Kato (§(2.3.2)). Enfin en utilisant la théorie des espaces de Banach-Colmez de [16], on
montre un isomorphisme entre la cohomologie syntomique et la cohomologie de Hydo-Kato
qui interviendra dans la preuve du théoréme de comparaison semi-stable (§(2.3.3)).

2.3.1 Site syntomique

On dit qu’un morphisme de log-schémas f : X — Y est log-syntomique (|34, (2.5)])
s’il est intégre, si le morphisme de schémas associés est plat et localement de présentation
finie et qu’il se factorise en

ol 7 est une immersion fermée exacte, g est log-lisse et l'idéal associé & X — Z est
engendré par une suite réguliére (on dit alors que 7 est réguliére).
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Remarque 2.3.1. [12, §2.2]

1. Si f: X — Y est syntomique X < 7' ¥ est une autre factorisation de f avec h
log-lisse et ¢’ une immersion fermée exacte alors i’ est réguliére.

2. Les morphismes log-syntomiques sont stables par composition et par changement
de base.

3. Les morphismes log-syntomiques se relévent localement le long des PD-épaississements.
Plus précisément, si U < T est un PD-épaississment et U’ — U est un morphisme
log-syntomique, alors il existe un recouvrement étale (V;); de U’ tel que les mor-
phismes V; — U se relévent en des morphismes log-syntomiques 7; — 1" et tel que
V; — T; soit encore un PD-épaississement et (7}); forme un recouvrement de 7' (voir
[12, (3.2.2)]).

Soit k un corps parfait de caractéristique p. Si X est un log-schéma fin sur W :=
W (k), on note Xy, le (petit) site (log-)syntomique associé. Ses objets sont donnés par les
log-schémas U qui sont log-syntomiques sur X. Les morphismes sont définis de maniére
évidente et les recouvrements sont les familles { f; : U; — U} de morphismes syntomiques
tels que U = |, fi(U;). On peut définir de la méme fagon le site Xgyn en considérant tous

les X-log-schémas U. On définit les pré-faisceaux O, et j#“] sur Xgm en posant pour U
log-syntomique sur X :

O (U) = H'(Up/Wp)eris, Ov, ) et TIN(U) = HO((Un/ W )eriss jgj/wn) pour r > 0

et on pose j,gr](U) = O0,(U) sir < 0. On a alors (voir |29, (1.3)] pour le cas classique,
[12, (3.2.3)] pour le cas logarithmique) :

Proposition 2.3.2. Pour tout entier n et tout entier r, O, et T sont des faisceaux sur
Xsyn-

Démonstration. Soit F 1'un des pré-faisceaux O,, ou jX]. Pour U dans Xgy, et {U;} un
recouvrement syntomique de U, on veut montrer que

0 — H(U/W)ais; F) = [ [ HO(Ui/Wa)exis: F) = [ [ HO(Us v Uj /W) exis, F)
7 2y
est exacte.

Soit s une section dans HO((U/W,)eis, F) telle que s = 0 dans HO((U; /W) eis, F)-
Considérons la famille (s7)y <, associée ou V' — T est un PD-épaississement de (U/W), )eris
et sr est une section globale de Or. Pour tout PD-épaississement V' — T' et pour tout
i, il existe un recouvrement étale (W;;); de V Xy U; tel que le morphisme syntomique
V Xy U; — V se reléeve en des morphismes syntomiques T; ; — 1" avec W; ; — T;; un
PD-épaississement (par le troisiéme point de la remarque 2.3.1). Mais (s7)r est nulle dans
HO(U; /W) exis, F) donc sp 7,, = 0 avec (T} ;);; recouvrement de 7. Comme Or est un
faisceau, on en déduit s7 = 0, puis s = 0. On obtient l'injectivité de H°((U/W,,)exis, F) —
[T H((Ui/Wy)eris, F). L'exactitude au milieu s’obtient de la méme fagon. O
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Proposition 2.3.3. [l existe des isomorphisme naturels

Hi(Xsyna On) = Hi<<Xn/Wn>criS7 OXn/Wn)
Hi(Xsyna jrgﬂ) = Hi((Xn/Wn>criS7 j)[;i/wn)

pour tout r de Z et i de N.

Démonstration. On prouve le résultat pour le faisceau O, la preuve est identique dans
le cas jn[r]. On consideére le site (X/W,,)syn— cris définit de la méme facon que (X/W),)eris
mais en prenant pour recouvrements les familles de morphismes syntomiques. On a alors
des applications sur les topoi associés :

Fsc((X/Wh)eis) ﬁ FSC((X/Wn)Syn*criS) = FSC(XSyn)

données par a, F(U) = HO((U/W,)syn — eris, F) et B F (U, T) = Fr(T) pour F un faisceau
sur (X/W,,)syn — eris- Le résultat découle alors du lemme suivant :

Lemme 2.3.4. [12, (3.3.1) et (3.3.2)] Pouri >0, R'a.Ox)w, = R'B.0x/w, = 0.

En effet, le résultat du lemme induit que les suites spectrales de Leray
qu - Hp(Xsym RZOC*OX/W»,) = Hp+q((X/Wn)syn—cr157 OX/Wn)

Eg’q - Hp((X/W'rL>CriS7 Rlﬁ*OX/Wn) = Hp+q((X/Wn)Syn—Cris7 OX/W")

dégénerent a la page Es et on en déduit les isomorphismes
Hi(Xsyna On) = Hi((Xn/Wn)syn—cri& OXn/Wn) = Hi((Xn/Wn)criSa OXH/Wn>-

Preuve du lemme 2.3.4. Commencgons par montrer que Riﬁ*(’)x/wn = 0 pour 7 > 0.
Comme R'S,.Ox/w, est le faisceau associé au préfaisceau (U, T) — HY, (T, Or), il suffit
de montrer Hsiyn(T, Or) = 0 pour i > 0 et T affine. Pour cela, on vérifie que les groupe
de cohomologie de Cech, H “(U/U,Oy) pour i > 0 sont nuls pour tout recouvrement
log-syntomique affine de U objet affine de Tiy, (voir [1, Lemma 01EW]). Mais la struc-
ture logarithmique n’intervient pas dans la définition du faisceau Oy et le complexe de
Cech associé¢ C(U/U, Oy) est done, lui aussi, indépendant de la log-structure. Si on écrit
U = {U;} avec U; — U syntomique, alors U; — U est plat et on obtient H'(U /U, Oy) =0
pour ¢ > 0 ([39, II1.(3.9)]).

Montrons maintenant que Rioz*(’)X/Wn = 0. C’est le faisceau sur X, associé au pré-
faisceau U +— H! (U/W,,) et par ce qu’on vient de voir, on peut considérer les groupes

! syn — cris . )
H! . .(U/W,) au lieu de H! (U/W,,). Soit U dans Xy, et s dans H; (U/W,,). Pour

syn — cris
montrer que s est nulle, ﬁ suffit de trouver un recouvrement U = {U;} de U tel que
s|ly, = 0 dans H{ . (U;/W,). On peut supposer que U = Spec(R) muni de la log-structure
a : P — R avec P est un monoide finiment engendré et o compatible avec la log-
structure de W,,. On note x1,...,z, des générateurs de P. Les groupes de cohomologie

H! . (U/W,) peuvent étre calculés comme des groupes d’hypercohomologie d’un complexe
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de de Rham via le théoréme 2.2.1. Pour cela, on considére le W, -log-schéma log-lisse
Y := Spec(B) avec B := W, [ X1, ..., X,][T}]rer 00 Y est muni de la log-structure donnée
par Q) := Nxg® Nz, @ --- & Nx,, — B telle que z; — X; pour i # 0 et x( s’envoie sur une
uniformisante de W (k). On a un diagramme commutatif

B—— A

I, 1

Q-—lsp

avec h(x;) = xz; pour i > 0 et h(zg) = g¢. Soit Z la log-PD-enveloppe de l'immersion
fermée exacte B @y Z[(h#) 1 (P)] — A. Alors s € H.,,(U/W,) peut étre vu comme un

cris
élément de Z @ wyyy, avec d(s ) = 0 i.e. s sécrit comme une somme finie de différentielles

de la forme A ® dlog(z;,) ® -+ ® dlog(z;,) ® -+ ® dlog(z;,) ® dX;, ® -+ ® dXj, ®
T}, ® ---®dT,, . On consuiere malntenant le recouvrement Spec(A) xy Y,, de Spec(A)

1

ou Y, := Spec(W, [X1 Xj ,Tr’i vy, TE 1] rzr;) muni de la log-structure induite
par @, := Nzg & Nz 69 - @ Nzg. L’image de dT,. dans H{, (Spec(A) x Y,/W,,) est
évidemment 0, ce qui termine la preuve du lemme. O

[

On a aussi la proposition suivante :

Proposition 2.3.5. [13, §2.1.2] Les faisceauz T sont plats sur W, (k) et on a des suites
eractes : .
0— g2 gl gl 0.

On définit ensuite les faisceaux S, (r)x sur Xgm par S,(r)x = | I reg o ] et la

cohomologie syntomique de X est donnée par RIs, (X, 1), := R[(Xsm, Sn(7)x).
On peut donner une autre définition de la cohomologie syntomique en travaillant
directement sur le site étale de X. Pour U un ouvert étale de X, on pose

Rrsyn<U7 T)n = [chriS(U j[r] ) m chris(U)n]

RUgn (U, 7) := holim,, Rlsyy (U, 7).
On a Rl (U, 7)., = Rl (U, r) @F Z/p™ et, en considérant la suite exacte 0 — J —
O — 0/J" — 0 (ot pour simplifier, on écrit J = jU/W et O = Oy w), on obtient un
quasi-isomorphisme naturel :

p,can)

RTau(U, )0 = [RTexis(U)n L2 BT is(U)n & RTesis(U, O/ T1),0). (2.4)

Soient maintenant jy], Acrisn €t Sp(1r)x les faisceaux (sur le site étale) associés aux pré-
faisceaux U + RIqis(U, T, U = R is(U, O),, et U — RT4yn(U,7),. La cohomologie
syntomique de X est alors donnée par RI'sy, (X, 7) = Rl's (X, S,(r)x) et cette définition
coincide avec la précédente par la proposition 2.3.3. On définit de la méme fagon la co-
homologie syntomique d’un log-schéma formel X. Les résultats précédents restent vrais
pour X.
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Remarque 2.3.6. Dans la suite, on trouvera utile la description suivante, plus explicite, de
la cohomologie syntomique. Considérons un log-schéma formel X a réduction semi-stable
sur Spf(O¢) et notons Y sa fibre spéciale. On choisit 4* un hyper-recouvrement de X pour
la toplogie étale. Soit {Z2} un systéme inductif de log-schémas log-lisses simpliciaux sur
A tels quon ait des immersions fermées 4 — Z et des relévements ¢z du Frobenius.

On note D;, la log-PD-enveloppe de > dans Z;, Jps l'idéal associé et .J l[;L sa r-iéme

puissance divisée. Pour chaque s, on définit le faisceau S, (r)ys zs,+ de D(Ya,Z/p"7Z)
par :

Su(r)e 2200 = [Ty ™ @0, Wiy T2 Opy @0y, wi]
olt wy. est le complexe des log-différentielles de Z;. On note RTsyn((U®, Z°, ¢*), 1), I'hy-
percohomologie associée (on utilise ici la définition (6.10) de [22]). En particulier, on a
une suite spectrale (voir [22, Th. 6.11]) :

EP = HE (4P, 27, ¢P),m)n = HER(U, 2%, %), 7)n (2.5)

syn

On note ﬁl\%?(}:) la catégorie dont les objets sont donnés par les triplets (U, {Z2}, {0 })
ou Y* — X est un hyper-recouvrement et les {Z2} et {0} sont définis comme ci-dessus.
On abrégera par 4° un tel triplet. Un morphisme (U°, {Z§ . }, {¢f,.}) = (T*, {Zg.,.} {va.})
de ﬁﬁi’(%) est une paire (u : U* — UV*, 4, : 23, — Zy,,) telle que, pour tout s, le dia-
gramme

s Un s
Zil,n Z‘B,n

o1

> s
commute et telle que les @, commutent aux ¢f. Soit maintenant HRF(X) la catégorie
homotopique associée : ses objets sont ceux de ﬁﬁi’(%) et ses morphismes sont don-
nés par les classes d’équivalence des applications précédentes U* — U*® pour la relation
d’homotopie simpliciale. On va montrer que la catégorie HRF(X) est filtrée.
D’abord, si U* — X et Y* — X sont dans HRF(X) alors U* x L* — X également (en
prenant le produit des plongements Z% et des Frobenius ¢! associés). Pour vérifier que

HRF(X) est filtrante, il suffit donc de montrer que pour tous morphismes $(° :OZ 0° dans

u1

ﬁﬁf(%), il existe w : W* — U* dans ﬁiﬁ?(%) tel que 20° g U* sont homotopes. Pour

uiw
cela, on utilise la construction de [5, V.7.3.5] : il existe un schéma simplicial Hom®(X x
A[1],0°) tel que pour tout X-schéma simplicial °*, on a

Hom(9Q* x A[1],8°) = Hom(2*, Hom®*(X x A[l],0*)).
On définit alors 20J°* comme le sommet du diagramme cartésien :

* —— Hom® (X x A[1],9°) .

o

ue 0* x Y*

uQ,uU1)
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Par [5, V.7.3.7], 20° — X définit un hyper-recouvrement. On va voir que 20° est dans
HRE(X). Si ({Z8,.} {#ln}) et ({Zy.}, {9%,.}) sont les relevés associés a U° et B, en
définissant ({Zg; .}, {3, }) comme les produits fibrés :

L3 — Hom®* (X x A[l], Z3 )

o

(@o,a1)
. ° °
Un U,n X U,

on obtient un objet (20°, {Z3;,.}, {¢8.,.}) de HRF(X). De plus, comme 20° = 4* = e

ul

se factorisent par Hom® (X x A[1],0°) — B* x L* = Y°*, le diagramme suivant commute :

07° x A[0] ——20° x A[1]«——20° x A[0]

N | Iy

§(® DI u1 §[®

et les applications ugw et ujw sont homotopes. La catégorie HRF(X) est donc bien filtrée.

On peut alors considérer la limite hocolimprp(x) Rlsyn((4°, Z°, ¢*),7), et comme le
morphisme $* — X est de descente cohomologique (voir [22, Ex. 6.9]) et on a un quasi-
isomorphisme (|22, Th. 7.11]) :

Rrsyn(%a T)n l> hOCOhmHRF(}I) Rrsyn((u.a Z.7 SO.)u T)n' (26)

De plus, chacune des fleches dans la limite inductive ci-dessus définit un quasi-isomorphisme.

2.3.2 Cohomologie syntomique géométrique

Soit X un log-schéma formel propre sur O, a réduction semi-stable. On note RI'yk (X)
la cohomologie de Hyodo-Kato de X, /k et [RTgk (X) @B ]#=P V=0 la fibre homotopique

(ot o = /p")

RPuc (%) @p B~ pr (X)) @5 B G RTan (X)) F”

lN l(zv,o)

RTyx(X) @p B (er1) RTy(X) @r B

On note

Rrsyn(%(?m 7’) = [RF<<%OC/W(]%>>CI‘157 j[ﬂ) ’Prl) RFcriS(%Oc/WU%))]

RPS}’H(%O(N T)@ = [RF((}:OC/W(%))Crim jm)@ i RFcris(}:Oc/WUg))@]'
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Théoréme 2.3.7. [40, §3.2|, [21, (5.22)] Il existe un quasi-isomorphisme naturel :
RTg(Xoc, 7)o = [[RTuk (¥) @p BE)#N=0 1525 (BT (Xx) @k Bln)/F').
Démonstration. On a les morphismes suivants (ot ¢, = I%) ;
RLyyu(Xoe: 7)o = [RT((Xoe /W (R))ais: T™)g = Rlesx(Xoe/W ()]
= [Rlais(Roo /W (k) +—" Rleis(Zoe/W (R))g & RI((Xow/W (k))aris: T el
% [RTas(Xog /W (F))g S22 R wie(Xo, /W (B)a & (RTan(Xx) @k Blo)/F']
RT (%) ——2% RTy(X) & (RTan(Xc) @1 B/ F"

& JN W)

1- r—1
R (%) S R (%)

Le premier quasi-isomorphisme découle de (2.4), le second de (2.2) et le troisiéme de (2.3)
(en utilisant que N est nul sur R qis(X1/W(k))g). O

On va montrer la proposition suivante :

Proposition 2.3.8. [40, (3.25)] Pour tout entier i, H'([Rluk(X) ®@p BL]¥=P"N=0) =
(Hik (X) @p BE)#77 V=0,

On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 2.3.9. [19, (3.21)] Pour M un (¢, N)-module fini, on a les suites exactes sui-

vantes :
0> MerBL — MepBi X MeprBE -0 (2.7)
0= (M®rBL)?" - MerBr 2% MoprBL —0 (2.8)

ot lapplication M ®p BE.. — M @p BY de la premiére suite exacte est donnée par

cris

MeprBL, 5 (MerBHY" m @b exp(Nu)m @ b.

cris

Démonstration. Pour rendre I'argument plus clair (et dans cette preuve uniquement) on
note Nj; Popérateur de monodromie sur M, Np celui sur BY et N celui de M &5 BY.
La suite exacte (2.7) s’obtient par récurrence sur l'entier m tel que Njj = 0. Si m = 0
alors N = Id;; ® Ng et la suite exacte se déduit de la platitude de M et de la suite exacte
([28]) -

0 — B!

cris

+ N o+
— B, — B — 0.

On suppose maintenant le résultat établi pour M, tel que NA”}O_I = 0. On considére un
(¢, N)-module M tel que Nj; = 0, on note M’ := Im(N) et 'hypothése de récurrence
donne une suite exacte :

0— M @p B, — M @pB: 5 M @p B — 0.

cris
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De méme, si M" := M/M’, la preuve pour m = 0 donne une suite exacte

0o M'@pB-, — M @rBt 5 M @p B — 0

cris

et on obtient finalement

0 MepB: — MerB: 5 MerBL — 0.

cris

Montrons maintenant (2.8). Il suffit de montrer que p" — p : M @p B, — M @ B,

cris cris
est surjective. Cela découle du résultat plus général suivant (voir |21, (2.30)]) :

Lemme 2.3.10. Pour M un @-module fini et P un polynome de F[X] avec P(0) # 0,
P(o): M @p B — M ®p B est surjective.

cris cris

Preuve du lemme 2.3.10. Par le théoréme de classification de Dieudonné-Manin des -

modules sur W(l{:)[%] (124], [38]) et en utilisant que W (k) C BZ._, on peut supposer qu’il
existe r et s des entiers premiers entre eux tel que M est de la forme Fa1 @ Faxy®. .. Fx,
avec ¢(x;) = ;41 pour i < s et p(xs) = p'xy. Quitte a diviser les coefficients de P par
des puissances de p", il suffit donc de vérifier que P(p) : B, — B est surjective. On
peut de plus supposer que P(0) = 1.

Si P = P;...P, est la décomposition de P en produit de facteurs irréductibles alors
P(p) est surjective si et seulement si les P;(¢) le sont. On peut alors supposer que P
est irréductible et que toutes ses racines ont la méme valutation. Enfin, si on écrit P =
[1,(1 = a;X) et quon considére le polynome P := [].(1 — afX*), alors P est un multiple
de P et P est surjective si et seulement si P I’est. On peut donc supposer P(X) = Q(X*)
pour un @ € F[X].

Finalement, on s’est ramené a montrer la surjectivité de Q(%) : BY.. — BI. ou Q(X?)
est un polynome irréductible. Notons A la valuation de ses racines, ) := 1 + Zj:l a; X"
et Q = o= 1+ biXE Ecrivons B, = Ain[] + [P"] BE,. Alors Q(¢*) converge sur

"] B,

cris

- en effet, pour [p’]y € [p°] Acsis,

L+ b)) = Pl + > bl 0 ().

1>1 1>1

Mais la valuation v,(b;) + i\ est positive ou nulle pour tout ¢ > 1 donc

v 0% () = v (B:) + P+ v (9% (y)) > —id + P+ v (9% (y)) —— +o0.

i——+00

Ainsi Q(¢®) est inversible, donc surjective sur [p’] A et on obtient la surjectivité sur
[p b] B:;is'

Il reste & voir que Q(¢*) est surjective sur Ainf[%]. Si A <0, la théorie des polygones de
Newton nous donne que Q(X*) est a coefficients entiers, d’ott Q(¢*)(Ajnr) C Ajye. 11 suffit
de montrer que Q(¢°) : Ajyr — Ajnr est surjectif et comme Ay est p-adiquement complet,
il suffit de le vérifier modulo p. Mais modulo p, Q(¢®) est 'application = + $+Z'Z:1 a;xP”

et Ape/p = O avec C° algébriquement clos, donc Q(p*) est surjective. Si A > 0, on a
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a;'Q(X®) € Op[X] et ses coefficients de degré plus petit que d sont nuls modulo p. On
obtient que a;'Q(¢*) est z 27" modulo p et donc est surjective et on en déduit que

Q(¢*®) est surjective sur Ainf[%L ce qui conclut la démonstration.

O
[l

Preuve de 2.5.8. Pour alléger les notations, on note HK := RI'yx(X) ®r BY. On a une
suite exacte longue :

oo HPYHK) - HY(HK]N=) - FY(HK) & F/(HK) — HH(HKY0) - ..

et un isomorphisme H'(Rgk(X) ®@r BY) = Hix(X) @ B (on rappelle que Hiy (X) est
un F-espace vectoriel de dimension finie). En utilisant la suite exacte 2.7, on obtient :

H'([HK]Y™?) 2 (Hyy (X) @ BE)" ™" =2 Hy (X) ©p B, -

On a aussi une suite exacte longue :

e B (HK)Y0) > HY(HKIYZ097) o HY(HK)Y) S5 HY(HK]Y) — B (RO >

et en utilisant H'([HK]V=%) =~ Hi, (X) @p Bl et la suite exacte 2.8, on obtient ’iso-

cris

wmorphisme H*([HK]V=00=7") & (Hjy (X) op B) V=07 .
Corollaire 2.3.11. On a une suite exacte longue :

- (Hig (k) Ox Blg)/F" —Hi (Roe.r) = (Hige(%) 05 BT

syn
— (Hig(Xk) @x BlR)/F" — HA (X, m) = ...

syn

Démonstration. La suite spectrale de Hodge-de-Rham
EP = HY (X g, OP) = HP(Xg)
dégénere en F; et on a donc des isomorphismes
Fr(Hip(Xk) @k Bjg) = H'(F"(RTar(Xx) @k Big))

(Hip(Xk) @k BiR)/F" = H'((RUar(Xx) @k Big)/F").

Le résultat découle ensuite du théoréme 2.3.7 et de la proposition 2.3.8. O]

2.3.3 (¢, N)-modules filtrés et espaces de Banach-Colmez

Un (¢, N)-module filtré (sur K') est un module D sur /' muni d’un endomorphisme de
Frobenius ¢ bijectif semi-linéaire et d’un opérateur de monodromie N tels que Ny = pp N
et tel que le K-espace vectoriel Dy = D ®p K soit un K-espace vectoriel filtré. La
dimension d'un (¢, N)-module filtré est la dimension du F-espace vectoriel sous-jacent.
On dit que D est fini sl est de dimension finie. Dans la suite, si D est un (¢, N)-module
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filtré, D{r} désigne le module D muni du Frobenius p"¢ et Dg est muni de la filtration
( Fo+r DK)

On s’intéresse ici on (¢, N)-module filtré (Hyx(X), Hig(Xk), tax). On utilise dans
cette section le résultat de comparaison entre la cohomologie étale et la cohomologie
syntomique qui sera prouvé dans le chapitre suivant. Pour déduire la conjecture semi-
stable de ce théoréme de comparaison, on aura besoin du résultat suivant :

Proposition 2.3.12. |21, Prop. (5.2)] Le (¢, N)-module filtré (Hix(X), Hig(Xx), tuk)
est faiblement admissible et pour i < r et on a un isomorphisme (Frobenius et Galois
équivariant) :

H:(Xop, 7)o ®g, B = Hyg (X) ©p By{—7}.

La preuve de [21] utilise la notion d’espaces de Banach-Colmez ([16]). Rappelons les
définitions et principaux résultats de cette théorie. Un espace de Banach-Colmez est un
foncteur de la catégorie des C-algébres de Banach spectrales! A, connexes et telles que
xr — 2P est surjective sur {x € A | |z — 1| < 1} vers la catégorie des Q,-espaces de
Banach. En particulier, si V' est un QQ,-espace vectoriel de dimension finie, alors le foncteur
A — V qui envoie les morphismes A; — Ay sur l'identité de V' dans V' est un espace de
Banach-Colmez. Pour d un entier, le foncteur V¢ : A — A? définit lui aussi un espace de
Banach-Colmez.

Un espace de Banach-Colmez W est de dimension finie s’il existe des Q,-espaces vec-
toriels de dimension finie V; et V5 et des suites exactes

0=-Vi=Y—=Vi=0 (2.9)
0=->Vo—=>Y—>W-—=0 (2.10)

(i.e. pour tout A, les suites 0 — V; — Y(A) — V4(A) — 0 sont exactes). On appelle
alors dimension de W l'entier positif dim(W) := d et hauteur de W l'entier ht(W) :=
dimg, V1 — dimg, V2. Le couple de Dim(W) := (dim(W), ht(W)) ne dépend pas de la
présentation 2.9 choisie (voir [16, (6.17)]). On peut noter que si la dimension dim(W) est
nulle alors ht(W) est positif. De plus, on a les résultats suivants :

Théoréme 2.3.13. [16, (6.22)] Si ¢ : Wy — Wy est un morphisme d’espaces de Banach-
Colmez de dimension finie, alors ker(v) et Im(v) sont des espaces de Banach-Colmez de
dimension finie et

Dim(W,) = Dim(ker(¢)) + Dim(Im(v)))
Dim(W;) = Dim(coker(¢)) + Dim(Im(w))).

Proposition 2.3.14. [18, (2.6)] St W est un espace de Banach-Colmez qui admet une
filtration décroissante par des sous-espaces W;, 0 < i < n, avec Wg =W et W; /W, ,; =V,
pour 0 <i<n—1 et si W est un sous-espace de W, alors ht(W’) > 0.

On considére maintenant un triplet D = (Dg, Dqg, ¢) oll, pour tout i,

1. c’est-a-dire munies de la norme spectrale.
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1. Dy est un F-espace vectoriel de dimension finie muni d’un endomorphisme de Frobe-
nius ¢ bijectif semi-linéaire et d’un opérateur de monodromie N tels que Ny = pp N,

2. Dgr est un K-espace vectoriel de dimension finie muni d’une filtration décroissante,
séparée et exhaustive,

3. t: Dy — Dgr est F-linéaire.

Pour » > 1, on note
Xo(D) = (t7"BL®rDy)* """ Xi(D) = (t7" Bjg ®x Dar)/F’

X (D) := (B @Dy )?=1N=0 Xar(D) := (Biz ®x Dar)/F".

Les définitions des anneaux de périodes By, B, Byr, ]B%(J;R, ... s’étendent en remplacant C'
par une Q,-algébre de Banach quelconque A (voir §2.2, [16, §7]) et permettent de définir
des espaces de Banach-Colmez Xy (D), Xqr (D), XL (D) et Xz (D) dont les C-points sont
donnés par X (D), Xqr(D), X5 (D) et X4:(D). On a alors que les espaces X (D) et
X!r(D) sont de dimension finie avec

Dim(X}, (D)) = (rdimp Dg—tn(D),dimp Dg) et Dim(X[ (D)) = (rdimg Dar—tu(D),0)

ot tn(D) = v,(det(p)) et ty(D) = > . i dimg(F Dag/F") (voir [16, (10.1) et (10.8)]).
On dit que D est faiblement admissible si ty (D) = ty(D) et ty(D') < ty(D') pour
tout D' C D stable par N et ¢. On note Vg (D) (respectivement VI, (D)) le noyau de
I'application naturelle Xy (D) — Xgr (D) (respectivement de X7, (D) — Xz (D)) et Vi (D)
(respectivement V(D)) les C-points de ces espaces.

Proposition 2.3.15. [16, (10.11)] On suppose que ty(D') < tn(D') pour tout D" C D
stable par N et . Alors Uapplication By ®q, Vit(D) — By @ p Dyt est injective.

On suppose de plus qu'il existe r tel que F™™'Dgg = 0 et on note r(D) le plus petit
entier r pour cette propriété.

Proposition 2.3.16. |16, (10.14)] On a VL (D) = V(D) pour r > r(D) (et en particu-
lier, Vi (D) est de dimension finie).

On peut maintenant montrer le lemme :

Lemme 2.3.17. [21, (5.19)] Si ¢ : Dy ®p K — Dar est un isomorphisme et si ty(D) =
tn(D) alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Vi (D) est de dimension finie sur Q,,

(b) Uapplication X5 (D) — XJg(D) est surjective pour r = r(D),

(¢) Uapplication X5 (D) — X}z (D) est surjective pour r > r(D).

De plus, si ces conditions sont vérifiées alors D est faiblement admissible et

dimg, (Viy (D)) = dimp(Dy,).
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Démonstration. Si Vi (D) est de dimension finie, alors pour r > r(D), Vi(D) = VL (D)(C)
est de dimension finie et donc dim(ker(X% (D) — Xz (D))) = 0 pour r > (D). Mais 'hy-
pothése tg (D) = tn (D) entraine dim(X7, (D)) = dim(X]z (D)) et donc par (2.3.13), on ob-
tient dim(coker (X%, (D) — Xz (D))) = 0. Montrons que cela implique que coker(X7, (D) —
XIig(D)) = 0. L’espace X[z (D) vérifie les conditions de (2.3.14) et donc Im(X% (D) —
XIRr(D)) est de hauteur positive. Mais comme X (D) est de hauteur nulle, on a

ht(Im(XG (D) = Xir(D))) = — ht(coker (X (D) — Xgr(D)))

et donc ht(coker(X7, (D) — Xz(D))) < 0. Or dim(coker(X} (D) — Xz(D))) = 0 im-
plique ht(coker(XZ (D) — XIz(D))) > 0 et on obtient finalement

ht(coker(XL, (D) — Xz (D))) = dim(coker(X (D) — X{z(D))) = 0.

On en déduit que X% (D) — Xz (D) est surjective pour r > r(D).

Réciproquement, si X (D) — X[z (D) est surjective pour r = r(D), montrons que
dim(V% (D)) est nul. On a toujours dim (X% (D)) = dim(X]z(D)) donc il suffit de véri-
fier dim(coker(X% (D) — Xig(D))) = 0. Mais c’est immeédiat puisque les C-points de
coker(X% (D) — Xz (D)) sont nuls par hypothése. On obtient donc que V(D) = Vi est
de dimension finie sur Q,,.

Déterminons maintenant cette dimension. Elle est égale a ht(VZ (D)) (pour r > r(D))
et on a vu que coker(X} (D) — X|z(D)) et Xjz(D) sont de hauteurs nulles. Donc
bt (Im (X5, (D) — Xip (D)) = 0 et

ht(VZ (D)) = ht(XE(D)).

Il reste a voir que D est faiblement admissible, c¢’est-a-dire que ty(D") > ty(D’) pour
tout D" C D stable par ¢ et N. Supposons qu’il existe D’ tel que ty(D’) > ty(D'). Alors
dim(X% (D)) > dim(Xjz(D')) donc

dim(ker(XZ, (D) — Xg(D"))) > dim(coker(XL (D') — X (D")))
et on en déduit que Vi (D') est de dimension infinie sur Q,, contradiction. O

Proposition 2.3.18. [21, (5.20)| Supposons qu’il existe un ensemble de triplets D' =
(D%, Dig, ') avec D comme ci-dessus, F"™ Dl = 0 et ' bijective. On suppose de plus
que pour tout r, on a une suite exacte longue

o= Hi(r) = XI(DY) — Xix(DY) — H™ ™ (r) — ...

ot H(r) est un Q,-espace vectoriel de dimension finie pour r > i.
Alors les D' sont faiblement admissibles pouri > 0 et H'(r) = Vg (D?) pour tout r > i.

Démonstration. Soit r > i+ 1, comme H'(r) et H"'(r) sont de dimension finie,
dim (ker(XZ, (D") — Xz (D"))) = dim(coker(X,(D") — Xz (D)) =0
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et donc dim(X7, (D)) = dim(X[x(D?)) et tx(D?) = tg(D?). On a aussi que Vi (D) est
de dimension finie (puisque pour r assez grand, il est égal a V(D*) C H'(r)) et on peut
donc utiliser le lemme 2.3.17 pour obtenir que D® est faiblement admissible et que les
applications X, (D") — X'z(D") sont surjectives pour r > r(D").

Soit r — 1 >4 (par hypothése, on a alors r > r(D")). La suite exacte longue se scinde
en suites exactes courtes

0— H'(r) = X.(D") = Xir(D") =0

0— H"(r) = XL(D") = Xir(D").
On obtient finalement que H'(r) = Vi (D") pour tout i < r. O

Remarque 2.3.19. 11 est en fait ici inutile de supposer (¢ bijective puisqu’on peut montrer
que cela découle de hypothese dimg, (H*(r)) finie (voir [21, (5.20)(i)].

Preuve de la proposition (2.3.12). Le (¢, N)-module filtré (Hjjx (%), Hig(Xk), tuk) véri-
fie les conditions de la proposition précédente (les groupes de cohomologie syntomique
étant finis par comparaison avec les groupes de cohomologie étale). Il suffit donc de voir
que pour D comme ci-dessus la fleche naturelle By ®q, Vi (D) — By ®p Dy est bijective.
Mais elle est injective par la proposition 2.3.15 et par le lemme 2.3.17, la dimension du
Q,-espace vectoriel Vi (D) est égale a celle du F-espace vectoriel Dg. On obtient bien
I'isomorphisme voulu. O
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Chapitre 3

Falsceaux syntomiques et cycles
proches p-adiques

On se place dans la situation de '’exemple 2.1.6. On considére X un schéma formel
a réduction semi-stable sur Ok : on a donc que localement X s’écrit Spf(R) avec R la
complétion d’'une algebre étale sur

1 w }
Xy Xy Xogr - Xass

avec a,b,c et d des entiers tels que a + b+ ¢ = d et on note D le diviseur a l'infini
D = {Xusip11..-Xq = 0}. On munit X de la log-structure donnée par M = {g €
Ox | g inversible en dehors de D U X} et on a alors que X est log-lisse sur O. On note
Xc e le lieu de X on la log-structure est triviale : si X = Spf(R) alors X¢t, = Spec(R¢) \
De¢. On appelle ¢ (respectivement j) 'immersion X, < X (respectivement Xy, — X)
et i: Xz — Xo,. (respectivement g Xcw — Xo,) le changement de base associé. On
considere Sn(r)xoc le faisceau syntomique géométrique associé a X et i*R¥j,Z/ p”(r)’aec’tr
le faisceau de cycle proche ou Z/p"(r)" := IﬁZ/p”(r) avec v = (p — 1)a(r) + b(r),
0 <b(r) < (p—1). Le but de ce chapitre est de montrer le théoréme :

Ox{X1,...,Xq,

Théoréme 3.0.1. Pour tout 0 < k < r, il existe un quasi-isomorphisme

al ’Hk(Sn(’r’)xOC) — *R¥5,Z./p" (1)}

7n xc,tr

est un pN-isomorphisme pour une constante N qui dépend de p et de r, mais pas de X ni
de n.

3.1 Reésultat local

On commence par prouver une version locale du théoréme 3.0.1. On suppose donc que
X s’écrit Spf(Ro) avec Ry la complétion p-adique d’une algébre étale sur

}

1 w

Or{Xy..... X
K{ 15 ’ d’Xl...Xa’Xa-‘rl"'Xa""b
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et on écrit Xp,, := Spf(R). Dans la suite, on note Ry := Oc{ X1, ..., X4, XI}'X ¥ +17X +b}.

3.1.1 Modéles locaux

On considére les anneaux de Fontaine A;¢ et A, et on rappelle qu’on a les éléments
suivants :

e=(1,(p, G2, - ) € OF (0t (pn désigne une racine primitive p"-iéme de I'unité)

1
w=e] —1, t =log(1+ p) et £ )
On a une application surjective 0 : A ;s — O¢ de noyau engendré par £. On munit A de
la log-structure donnée par ([c’]) : on a alors une immersion exacte de log-schémas formels
Spf(O¢) < Spf(Aeis). On note F™ Ays la filtration sur A.s donnée par les puissances
divisées de €.
On définit
1 (] )
X Xy Xogr - Xagy
R;m est complet pour la topologie (p, £)-adique. On va relever R — R en un morphisme

étale R . 5 — R .. Pour cela, on écrit R := Ro{Z1,...,Zs}/(Q1,...,Qs) avec det(%)

inf,

Ri—;f’D = Ainf{AXa

inversible dans R. Soient Q; des relevés des Q; dans R ¢ o- On note R, la complétion
(p, £)-adique de

Ri—;f,D[Zlv SRR ZS]/(Qla cee 7Q~s)

et det(%) est inversible dans R (car il Vest modulo & et R est ¢-adiquement
complet).
On note R, - (respectivement R
On a le diagramme commutatif :

+

, + A +a
cris) l'anneau Rinf,D®AiancriS (resp. Rinf®AianC1”iS>'

Spf(R)~—— Spf(R..) .

|
|

Spf(Rg)—— Spf(R:rris,D)
)

l

Spf(O¢)—— Spf(Asis)

On munit Spf(Rf ) (respectivement Spf(Rg,,)) de la log-structure induite par A
et Spf(Rp) (respectivement R). On a alors que ces deux log-schémas formels sont log-lisses
sur A et que

Spf(R) — Spf(R;,)
est une immersion exacte.
+

On note R;s la complétion p-adique de Rcris[ﬁ].

Enfin, R'.. admet une filtration donnée par F'R. := R

cris cris * inf

®FT Acris .
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3.1.2 Complexe syntomique local

Via les quasi-isomorphismes (2.1), la cohomologie cristalline RT.i5(X),, et sa filtration
en degré r sont calculées par les complexes RT((X,,/ Acris n eriss O) et RT((X0/ Acris n)erisy T ).

Comme X := Spf (R;S) est un relévement log-lisse de X sur A, et que X — X est exacte

on obtient des quasi-isomorphismes naturels

RP((%n/ Acris,n)cris; O) = ;%‘F et RF((%n/ Acris,n)crisa j[r]) = FTQ;%J@

cris,n

N +
ou Rcris,n

est la réduction modulo p" de R, et

cris

= F Q. PO -

cris,n cris,n

r()® o T R+
RY. =F Rcris,n
cris,n

En particulier, on a RI (X, J) = F TQ;#A et Rl (X)) = Q;2+ et on en déduit que

cris cris

RUsn(Xo,,7) et RUgn(Xo,, 7)s sont calculés par les complexes :

. P"=¢ e . P e
Syn(R:;ls,r) = [ ' Rctis 7 QRjrls] et Syn(R;;ls?T)’n = [ ' R(j;is,n - QR(;tis,n].
Soit R I'extension maximale de R telle que }_%[]13] / R[%] est non ramifiée en dehors de
D. On note G := Gal(R/R). Le but des sections suivantes est de montrer la version

géométrique du théoréme (4.14) de [21] :
Théoréme 3.1.1. Il existe des p -quasi-isomorphismes :

a7, Syn(RE 1) S 1<, RU(GR, Zy(r))

ag’n : T<r Syn(RY 1) — 7<,RU(GR, Z/p" (1))
ou N est une constante qui ne dépend que de r.

Remarque 3.1.2. On verra plus loin que ce résultat implique le théoréme global (3.0.1).
Justifions que dans le cas ot X, := Spf(R), la cohomologie de Galois RI'(G g, Z/p"Z(r))
calcule bien la cohomologie étale RIe(Sp(R),Z/p"Z). Cela vient du fait que l'affinoide
Spa(R, R) est un espace K (m, 1) pour les coefficients de torsion. Plus précisément, Scholze
a montré le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.3. [45, Th. (4.9)] Soient X := Spa(A, A*) un Spa(Q,,Z,)-espace adique
affinoide noethérien connexe, I un sytéme local de p-torsion sur Xe et T un point géo-
métrique de X. On a un isomorphisme naturel

H*m (X, 7), L) = HE(X,L)
(ou H*(m(X,Z),1Lz) est la cohomologie continue du groupe profini fondamental étale

m(X,z)).
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Expliquons rapidement comment ce résultat est obtenu. Comme les recouvrements
finis étales de X sont équivalents aux ensembles finis munis d’'une action continue de
m(X,Z) et en utilisant la proposition (3.7) de [45], on est ramené & montrer que le
morphisme H*( X, L) — H'(Xe, L) induit par la projection naturelle u : X — Xps (011
Xer désigne le site fini étale de X)) est un isomorphisme i.e. u,L = L et Ru,L = 0 pour
i > 0. Pour cela, il suffit de trouver un recouvrement fini étale de X tel que les éléments
de H'(X, L) sont nuls sur ce recouvrement et, quitte a se placer sur un recouvrement qui
trivialise L, on peut supposer L = F,. En utilisant le théoréme de presque pureté ([44, Th.
(7.9)(iii)]), Scholze construit un systéme de recouvrements finis étales X; := Spa(A4;, A;")
de X et un affinoide perfectoide Xoo tel que Xoo ~ lim, X; (voir [44, Def. (7.14)] pour la
définition). On a alors HE (X, L) = liny, HE(X;, L) pour tout k > 0 (|44, Cor. (7.18)])
et il suffit de vérifier que HE(X,IL) = 0 pour k > 0. On utilise I’équivalence de sites
Kooet = Xgo’ét ([44, Th. (1.11)]) pour se placer sur le site étale du basculé X’ de X,.
On déduit de la suite exacte d’Artin-Schreier 0 — F, — Oy, — Ox, — 0 et du fait que
H*(Xoset, O%_) = 0 pour k > 0 que Hf (X, F,) = 0 pour tout k& > 2. Puis pour k = 1,
le résultat se déduit du fait que le basculé AZO de la complétion A de Ay n'a que des
recouvrements finis étales triviaux (par le lemme (7.5) et la proposition (5.25) de [44]) et
de la suite exacte :

0—=F, = A — A — HL(X,,F,) — 0.

3.2 Anneaux de périodes

Pour la preuve de (3.1.1), on a besoin de définir une notion d’anneaux de périodes
(Aing, Acris,--.) sur R et R. Les suites exactes prouvées dans les sections suivantes joueront
notamment un roéle important dans la suite.

3.2.1 Définitions des anneaux
On reprend ici la construction des anneaux de périodes donnée dans |21, §2.4].

Les anneaux Eg, Ap et Ais(R)

La complétion p-adique R de R est une algébre perfectoide et on peut définir les
anneaux : ~
E% = lim (R/p) et A% =W(Eg)

w(x)

B = Ealy)

On rappelle qu’on a les éléments :

e=(1,6,Gp,-..) €O, p=lel—1, t =log(1+ p) et =
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On définit vg : Ef — QU {oo} par vg(xg, 1, 2, ...) = vy(zo). On a (voir [3, §2.10]) :
1. vg(x) = 400 si et seulement si z = 0,
2. ve(ry) = ve(z) + vs(y),
3. vg(r +y) > min(vg(x), ve(y)) avec égalité si vg(z) # vr(y),
4. ve(p(r)) = pog(e).
On définit un morphisme surjectif :

AL — ﬁ
0 : R )
Doken DFlER] = Yo pen Py,

ou [.] : Ex — Ag est le relévement de Teichmiiller et o), = (1',(C ). :c,in ,...). On a de
plus que le noyau de 6 est principal engendré par ¢ (ou par & = p — [p’]).

On peut aussi munir Ay de la topologie faible dont un systéme fondamental de voisi-
nages de 0 est donné par les U, := p"Ax + p"Ag.

On définit Ais(R) comme la complétion p-adique de Aﬂi, ,k € N] et on le mumt

de la filtration F** Aqis(R) ot F7 Agis(R) est 1'idéal de Agis(R) engendré par les & H pour

k > r. On définit B, = Ams[p] et Beyis = B;IS[?] et on les munit de la filtration induite
de celle de A.s. Soit Bly = L B /F'BI. et Byr = BdR[ ]. On munit ces anneaux
de la filtration donnée par les puissances de &. On note ensuite B := B, [u] ot u est

une variable. On étend 'action du Frobenius ¢ en posant ¢(u) = pu. On définit une
application de monodromie N : B, — B par N = —%. On a un plongement B}, — B/,

cris cris

donné par u — Uy = log(%) et qui permet d’induire I'action de G a B. Enfin, on
note By = Beyis[tuw], anneau de période semi-stable.

Les anneaux A%)’”], A%‘] et A%w]
Pour 0 < u < v, on définit les anneaux :
A[ " la complétion p-adique de A+ [ ] pour 3 un élément de E* avec vs(f) = L.
[

(@]’

b ]} pour « et B des éléments de EL avec

o A%‘ "l 1a complétion p-adique de AL [ :

vg(@) = 1 et vg(f) = <.
* A%w ={z =), enlnlp” € Az | 2, € E, ve(2n) + 2 — +00 quand n — oo}

On définit une application w, : A(O T L RU {0} par :

wv(a:):{?o s?a::()

inf,en(vvg(z,) +n)  sinon.

On note ensuite A%)’vH 'ensemble des éléments x de A%)’v] tels que w,(z) > 0. L’anneau

Ag’v} est séparé et complet pour la topologie induite par w, (|2, Prop. 4.3]).
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Si v > 1, on a des injections
A < BE(R), A S B (R) et AR < B (R),

ce qui nous permet de définir des filtrations sur ces trois anneaux.
On note Al AlvY] et A0 Jes anneaux précédents obtenus pour R = Oc.

Proposition 3.2.1. Supposons u < 1 < v. L’idéal p" F" A" est inclus dans €AY =
&AM oi & == p — [p’).

Démonstration. On rappelle d’abord qu’on a (voir [47, A2.13|) :
Aing N (§"Br) = £ A = §Aunt. (3.1)

Soit maintenant x dans F"AMY = (¢ B, ) N Al Par définition de A1, on peut écrire

N, [6"]
Jj__EE: n[an]4_§£:bn pr

n>0 n>0
avec vg(a) = 1 et vg(8) = L et (a,) et (by,) des suites de Ay qui tendent vers 0. Pour
simplifier, on note
A= Z ay, 5
n>0 [ n>0
On montre d’abord que p" A est dans Ay, + &AM On a = ﬁ[a’] avec vg(o/) =
p

1— % > 0. D’ou, dans ]B%(J{R :

= (D) = (g w4 6 - (D1 o)

Oé] n>0 p 0<n<r n>0 pn
c’est-a-dire :
b (_1>r / p
T— g T— = T . _1 T  — E Ain .
p[a] a—i—fol 5_O[oz] a+& - (—1) o] avec a ¢

p

On en déduit le résultat.
Montrons ensuite que p"B est dans £"A™Yl. Comme pour le point précédent, on a
[%} =1+ %’)[ﬂ’] avec vg(8') = £ —1 > 0. On peut alors écrire

B = Z v l( = avec b, € Ay

et on peut supposer que &y ne divise pas b}, dans Aj;.

43



Mais B, est un anneau de valuation discréte dont 1'idéal maximal est donné par € :
on note ve sa valuation. Par hypothése, on a ve(B) > r. De plus, en utilisant (3.1), on
voit que ve (bl [(8")" ]50 ) = n et donc b}, = 0 pour tout n < r. On a alors

pTB = pr Z bl gO Z anrr n+r §0 ) S grA[u Y

n>r n>0 p

On obtient finalement que p"z est dans "AM* et donc p" FT AT C ¢ralw],

On utilisera plus loin le résultat suivant :
Proposition 3.2.2. |21, §2.4.2] On a les inclusions :
1. Auis(R) C A[ U g > L -
p—
2 Auis(B) 2 AM siu< L.
Démonstration. On écrit [5] = [pb]%uo avec ug une unité de A%. On rappelle que v,(n!) =
];__51" ou s, est la somme des chiffres de n en base p.
On suppose u > p%l et on va montrer que [p’]l" = [p:% est dans A[Eu}. Mais
bn
[P = [f Ln uy avec up € (A%)"
p p—
et . )
p—ln p Z%
(@) = [p]nTuz avec ug € (AL)".
p pﬁ
Comme 12=%2 < (n —s,) < n, on a bien [p’]" € ([ﬁ> AL C A[u]
u p—1 p
Soit maintenant u § . On veut montrer que (U> est dans A.s(R). Or
n b1Lln
(@) = " uz avec uz € (AL)"
p p"
et %n > pn donc
n b1(pn)! |
(@> — '] (pn).u4 avec uy € (A%)*.
p (pn)!t p"
Mais v, (“;Z)!) =2 7;181”” —n >0 et donc <%) est dans A.is(R).
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(0,v]+

3.2.2 Suites exactes pour les anneaux Ay et AE

Lemme 3.2.3. [3, 8.1.1] Le morphisme 1 — ¢ : E — Eg est surjectif.

Démonstration. On a R = lim .S ou la limite est prise sur une chaine maximale de R-

algebres normales S avec S [%] extension finie étale de R[%][X bty -2 X7 '], Comme Eg

est le basculé de R, on a HY, (Ex,Z/pZ) = 0. Mais la suite d’Artin-Schreier nous donne

une injection :
0= Ez/(p — V)Eg — He(Eg, Z/pZ)

et donc Ez/(¢ — 1)Ef = 0. O
Théoréme 3.2.4. [3, 8.1] La suite

07, — Ay —5 Ap — 0 (3.2)
est exacte.

Démonstration. Az est sans p-torsion et Ay/pAp = Eg, il suffit donc de prouver qu’on a
une suite exacte : )

0—=TF, > Ez —>Exz— 0.
La surjectivité de 1 — ¢ est donnée par le lemme 3.2.3. Il reste a voir que ker(1—¢) =F, :

cela découle du fait que Ex est intégre (les éléments de F, sont les seules racines de
XP - X). O

Lemme 3.2.5. [3, 8.1.1] Pour x ety dans Ex tels que (1 —¢)(y) =z, on a

o (y) = {UE(ZL‘) st vg(y) > 0 ‘

UE;”) si vg(y) <0

Démonstration. On a vg(p(y)) = pve(y). Si vg(y) < 0, on a pvg(y) < vg(y) donc vg(y —
©(y)) = pue(y) et on a le résultat. De méme, si vg(y) > 0, pvg(y) > vr(y) et alors

vE(y — 0(y)) = ve(y). O

Théoréme 3.2.6. La suite
O]+ 1-p  , (0.71+
0—=Z, A" — A" =0 (3.3)
est exacte.
Démonstration. Comme Z, C A%’UH et A%)’vH C Ag, il suffit de montrer la surjecti-

. . 07E + .
vité de 1 — . Soit = dans A(E v , on peut écrire x = Y _[z,|p" avec w%(x) >0 et

neN
lim,, oo %UE(CL’H) + n = 4o00. Par le lemme 3.2.3, pour tout n de N, il existe y,, dans Ex

tel que z, = (1 — ¢)(y,). On a de plus (par le lemme 3.2.5) :

v () = vg(z,) st vg(y,) >0
£\ ) g g (y,) < 0
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Donc vvg(yn) +n > 2vg(z,) +n pour tout n et on en déduit que y := > . p"[yn] est

dans A%UH. Comme z = (1 — ¢)(y), on a terminé. O

Remarque 3.2.7. On montre de la méme fagon qu’on a la suite exacte : 0 — Z,, — A% 1%,
AL —0.

3.2.3 Suite exacte pour anneau A

Pour n dans N, on écrit n = a(n)(p — 1) + b(n) avec 0 < b(n) < p — 2 et on note
tint .= " Alors, comme on a

a(n)lpa(n)
tn _tb(n) E la(n)]
a(n)lpe™ P

et que % est dans Ais(R), on obtient que t1"} est dans Aqs(R). Les éléments de A (R)
peuvent de plus s’écrire de la fagon suivante (voir 28, 5.2.7|, [47, A3.3]) :

Acis(R) = {)_ aut'™ | a, € Ag, lim a, =0} (3.4)

neN
Le but de cette partie est de prouver le théoréme (|21, §2.4.3], [28, 5.3.6], [47, A3.26]) :

Théoréme 3.2.8. Pour tout r > 0, on a la suite exacte :
0 — Zt"™ — F" Auis(R) I Auis(R) — 0. (3.5)
On définit pour cela la filtration I'*JA% sur Az par :
I¥AS = {x € Az | ¢"(2) € F*A5 pour tout n > 0}.
De méme, on note I A (R) := {# € Auis(R) | 0" (x) € F* Auis(R) pour n > 0} et on
vérifie qu'on a alors ¥/ Az = I¥ A (R) N A

Remarque 3.2.9. 1. On peut montrer (voir [47, A3.19]) que, pour 0 < r < s, les quo-
tients 1M A% /T A% et 1M A (R) /1B Agis(R) sont plats sur Z,.

2. Dans [47], Tsuji montre également : I1A; = (u*).

Plus explicitement, on peut décrire cette filtration de la fagon suivante (voir |28, 5.3.1],
[47, A3.20]) :
Proposition 3.2.10. Soit s > 0.

1. On a : B
[[S] Acris(R) = {Z ant{”} | a, € Aﬁ, nh—>120 a, = O}

n>s
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2. L’application x — 2tts} de Ag dans 1 [s] Acris(_R) induit un isomorphisme :
Ag/(IMAR) = (I Aqis(R)) /(1Y Acyis(R)).
Remarque 3.2.11. On a, de maniére évidente :

{Z ant{”} ’ ay, € AE, nh—>Hc}o apn = O} g I[S] Acris(ﬁ)-

n>s

Démonstration. On démontre le résultat par récurrence sur s.
Si s = 0, le premier point est donné par 1’égalité (3.4). La surjectivité du morphisme
se déduit de la remarque précédente et son injectivité vient du fait que :

TI¥A = 19 AL (R) N Az,
On suppose qu’on a le résultat pour un entier s et on veut montrer :

Jls+1 Acris(ﬁ) = Z ant{n} | a, € Ag, nlggo a, = 0}.

n>s+1

On note I(s + 1) le terme de droite. Il suffit de voir que I A (R) C I(s + 1).
Soit x dans Il*Y A (R). Alors x est dans I Ay (R) et par I'hypothése de récur-
rence, ¥ s'écrit Y. a,ti™ avec (a,) une suite qui tend vers 0. En utilisant la remarque
3.2.11, on voit que = = a,tt*} dans (I1¥ A (R))/ (I A (R)) donce agtt*h = 0 modulo
(1571 Ais(R)) et en utilisant I'injectivité du morphisme y +— ytt571} de A/(IM A%) dans
(I Agis(R)) /(151 Agis(R)), on en déduit que a, est dans I [”Aﬁ. On peut alors écrire
as = pa avec a dans Ay (remarque 3.2.10). On a donc :

tHn}
att® = patst = (Z a(n)lp?™ —){stq

n!
n>1

et comme H{"#{s} est dans Z, 157"} on obtient que a,t{*} est dans I(s+ 1). On en déduit
x € I(s+ 1) et on a le premier point.
On montre maintenant que le morphisme z — zt**} induit une bijection

Ag/(IWAR) = (I A (R)) /(1 Acs(R)).

Il est surjectif par ce qu’on vient de faire, il reste a voir l'injectivité. Mais on a une
application injective :

)

{FS+1 Acris (E)/FS+2 Acris (E) -
s+1 -
x (§+1)! = 0(z)

Par définition de &, 'image de p**' par cette application est (s + 1)! - (¥ —1)**1. On en
déduit que si x est dans A alors zt1*T1} est dans F*72 A (R) si et seulement si 6(z) = 0
i.e. r € F'Az. On conclut en appliquant ce résultat a tous les ¢"(z). O]
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Remarque 3.2.12. Pour 0 < r < s, on peut montrer que / M AS, 1T A (R), I Agis(R) /1) Ao (R)
et I A (R) /T Ay (R) sont p-adiquement complets et séparés (voir [47, A3.27]).

Pour 7 et s des entiers positifs, on note J [“S]_Acris(R) = I Ais(R) N F" Ayis(R). Pour
r fixé, (JI*1), donne une filtration de F" A.;(R). La suite exacte (3.5) va se déduire des
lemmes 3.2.13 et 3.2.14 suivants :

Lemme 3.2.13. Pour s <r, on a un p"-isomorphisme :

. J[T’S] Acris (R) :> [[S] Acris (E)
© Jlrs+] A (}_%) T+ A i (}_%) .

P

Démonstration. Par définition de I, on a
SO(-[[S] Acris (R) N FT Acris (E)) g I[S} Acris (}_%)

et donc le morphisme est bien défini.

On montre d’abord I'injectivité. Soit z dans JI™* A.i(R) tel que p"x — () est dans
I AL (R). On veut z dans I+ Ay (R), clest-a-dire, o™ () dans F*+' Agy(R). Pour
n = 0, cela découle de I'hypothése s < r. On suppose maintenant que ¢"(x) est dans
Fo* Agig(R) et on a pro™(z)—¢" (1) € F**!' Agi(R) done (par récurrence) ¢"*i(x) €
Fs*t Ais(R). Et on en déduit que le morphisme est injectif.

Montrons qu’il est surjectif. On rappelle qu’on a & := > 7~ [5?] et on note 7T0 = ¢(§) -
p. Comme & est un générateur de ker(€), on remarque que £~ St{s} est dans J™*! A (R).
On a de plus 1y = &7 = plélPl = 0 mod p Auis(R) et alors (€75t = pr(1 + > yrstlst,
Mais [5?] — 1 est dans I mAg pour tout i donc (en utilisant que Agis(R)/IM Acis(R) est
plat sur Z,) 70 est dans IM Agig(R). On en déduit (€75t = prtlst mod I+ A i (R)

et on a le diagramme commutatif suivant :

I Acis(R) P72, 11 Ayis(R)
J[T’S+1 C!‘lS( ) I[S+1] A(:ris(ﬁ)

ET‘St{S}T Tt{s}

Ax A/ 1M
e A/

La deuxiéme fleche verticale est un isomorphisme par ce qu’on a vu plus haut et on peut
vérifier que la fleche du bas est p"-surjective (voir [47, A3.33|) : on obtient que la fleche
du haut est surjective. O

Lemme 3.2.14. La suite

J[ ACI"IS (}_%> pr—e IM Acris (E)
J[r,r+1 Acris (}_%) ' I[T—H] Acris (E)

0— Zt" —

est p"-exacte.



Démonstration. Remarquons d’abord que .J 7] Agris(R) = 1M Agyis(R) et JI7 T Ao (R) =
I+ A (R). 11 suffit donce de voir que

]M Acris (}_%) I)T—QO\ I[r] Acris (ﬁ)

0 — Zti — A —
P I[TJrl] Acris(R) [[T+1] Acris(R)

est p"-exacte. Par le deuxiéme point de la proposition 3.2.10, on se raméne & montrer que :

Azr 1 Az

Ay IWA;

0—Z,—

est exacte. On sait déja (suite exacte (3.2)) qu'on a :
0= Z, — A —5 Ar — 0
et comme Z, N IMAz =0, 1 — ¢ : INA7 — IWA% est injective. D’ot le résultat. O
On peut maintenant montrer la suite exacte (3.5) :

Preuve du théoreme 3.2.8. 1l reste a vérifier que le morphisme :
pr — @ I[s] Acris (E) N Fr Acris (E> - I[S] Acris (E> — I[S] ACris (E>

est un p"-isomorphisme pour s > r. B
Or,siz =3 ., antt™ est dans I Ay (R) alors o(z) = p° D s p"*a,t{™ et donc
01" Agis(R)) C pr 1 Ay (R). Dott, modulo p, 1 — z% est un isomorphisme et comme

I A s (R) est p-adiquement complet et séparé, on en déduit le résultat. O

3.2.4 Suites exactes pour les anneaux A%’U] et A%]

Dans cette partie, on utilise les suites exactes précédentes pour établir des résultats
similaires pour A[ﬁu’”] et A%}.

Théoréme 3.2.15. |21, Lem. 2.23] Soit u tel que ’%1 <u<l (etu=3sip=2).

1. On a une suite p*"-exacte :
0= Zy(r) — (AMye=" 5 Al Fr 0 (3.6)

2. On a une suite p*"-exacte :
0 — (Alye=r" 5 Al 222 Al g (3.7)

3. On a une suite p*"-exacte :

0 — Zy(r) — FTAM 25 pAld g, (3.8)
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Démonstration. L’exactitude de (3.8) va se déduire de celle des deux autres suites.
On déduit de (3.5) que la suite

0 = Zp(r) = Auis(R)?™" — Auis(R)/F" — 0 (3.9)

est p"-exacte. Supposons dans un premier temps que p > 3. On a alors ]ﬁ < ;%1 <uet
donc (proposition 3.2.2), on a un diagramme commutatif :

0— ZP(T) —>ACI‘1S E p=p" —>Acris<ﬁ)/FT —0

| J |

0—— Zy(r) —— (AMye=r" — Al pr 0,

On va montrer que les fléches verticales sont des p"-isomorphismes. Il suffit de vérifier la
p"-surjectivité. Soit x dans (A[ﬁu])“’:pr. Alors p"z = ¢(x) est dans A[g et 2 < 110 donc p"x

est dans Ais(R) et on obtient un p-isomorphisme :
A (R)?" =5 (Ayo=

Il reste & voir que Agi(R)/F" — A%] /F" est p"-surjective. Mais A[ﬁu] est la complétion
de A [%] avec vg(f) = +

p (L) = (B2 0) = (5 () - i

k=0

et, en écrivant [3] = [p"][#'] avec vg(8') =1 -1, on a:

rAtT b r At 21113 + T [u] r §>) r
Comme F"AZ = ([p’]—p)"AL, on en déduit que AL/F" — AZ/F" (et done Agis(R)/F" —

A%]/FT) est p"-surjective. Ceci termine la preuve de (3.6) pour p > 3.
Supposons p = 2. Le diagramme s’écrit

0 —— Zp(r) — Aeis(R)?™ —— Auis(R) /FT —— 0

T T

0——Zy(r) —— EU)S” P —>A["]/F’"—>O
Le méme raisonnement que précédemment donne un p"-isomorphisme :
[ulyp=p" ~ [puly p=p"
(AF)"™" = (Ax")
et comme Ai(R) C A%"}, on en déduit que la deuxiéme fléche horizontale est un p’-

isomorphisme. On montre de méme que A%u] JF" — Aqis(R)/FT est p'-surjective. D'oil le
résultat pour p = 2.
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On prouve ensuite que la suite (3.7) est exacte. I1 suffit de montrer qu’elle est p*"-exacte
a droite. On a un p"-isomorphisme :

+ o raralel gLl
AL+ 0] AL — Aj
donc il suffit de vérifier que p" — ¢ est p"-surjective sur A% et sur [B]TA%‘].
La surjectivité sur A% vient de la suite exacte (3.2) si r = 0 et si r > 0, la série

—(1+p ot +p¥p=2+...) converge vers un inverse de (p"p~! — 1).
Soit maintenant x = [3]"y avec y dans A[Eu}. On a

(') o (BN
Do =21 —) ")
neN p neN p
et donc la série converge dans A%‘}. On en déduit que p" — @ est p"-surjective. O]

Théoréme 3.2.16. Soient u et v tels que ’%1 <u<l1<wv (etu= % sip=2).

1. On a une suite p* -ezacte :
0 = Zy(r) — (Alehye=r" o Al e g (3.10)

2. On a une suite p*"-exacte :
0 — (Alrlyemr o plunl 222 el g (3.11)

3. On a une suite p° -exacte :
0 — Z,(r) — FrAl 228 pled g (3.12)

Démonstration. 1l suffit de montrer les deux premiers résultats.
L’exactitude de (3.10) va se déduire de celle de (3.6) et des p"-isomorphismes :

~

[ulyp=p" ~ [u, 0]\ p=p" [u] / por [uv] ) por
(A7 — (A7) et AL /FT — AZTF".

On obtient le second par le méme raisonnement que dans la preuve précédente (c’est-a-dire

en écrivant :

P Pl-p\ "

— = (1 + —) (]

] p
ot vg(ar) = * et vg(«/) = 1 — ). Pour la premiére application, il suffit ensuite de montrer
qu’on a un isomorphisme :

r u,v U [u,%] u
(0" — ) - A /Al 5 A7 Al (3.13)
Mais comme on a

O]+ a4+~ p ] )l N L N ()
AZUT/AL S AU AT et AT /AL S AT A
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il suffit de voir que
r A O+ s+ O3+ A+
(p" — ) P A /AE_)AE /Aﬁ

est un isomorphisme.
Si r = 0, cela vient des suites exactes (3.2) et (3.3). Si r > 0, comme dans la preuve
précédente, la série —(1+ p"o =t + p* o2 +...) converge vers un inverse de (p"p ' — 1).
La suite exacte (3.11) découle de I'isomorphisme (3.13) et de la suite (3.7).

O

3.2.5 Anneaux de convergence et morphisme de Frobenius

La proposition suivante est donnée dans [21, §2.1|, on l'utilise pour définir un mor-
phisme de Frobenius sur les anneaux utilisés. On considére A : A; — Ay un morphisme
d’anneaux topologiques et A} la complétion d’'une A;-algebre étale :

All = Al{Zl, .. .7ZS}/(Q1, Ce ,QS)

0Q; . .
avec J 1= (%)13@;‘9 inversible.

Notation. SiF =), . aZ* est une série dans un anneau A;{Z}, on note F* la série
D ken Aax) Z¥.

Proposition 3.2.17. |21, Prop. 2.1 et Rem. 2.2] On suppose qu’il existe Z dans A} et
I un idéal de Ay tels que Ny est séparé et complet pour la topologie I-adique et tels que
les coordonnées de Q(Zy) sont dans I. Alors I’équation QYY) = 0 admet une unique
solution dans Zy + I® et on peut étendre N\ de maniére unique a A.

On considére les anneaux :

R[u] = A[u}®Ainf Rl—;f, infRi—il’_lf'

R = B, R

inf?

R(O,vH— — A(O,UH- ®A

On rappelle qu’on avait :

R

inf*

1
“ et Rt

) cris c Acris ®A
NN X X

inf

+ e
Rcris,[l T Acris {X’

Si ¢ est le Frobenius sur A, on étend ¢ a R;;f,D en posant ¢(X;) = X? pour i
dans {1,...,d}. On utilise ensuite la proposition 3.2.17 pour I'étendre a R, (prendre
Ay = Ri+nf,D7 Ay =Ny =Ry, Z, = ZV et I = (p)).

On définit ¢ sur Al Al et AQVF par
P\ P 6]\ _ [8”] ny _ -
c(B) =t (D) =B e oAl = T

et on étend ¢ a R, Rl RO+ ot RT. . On a alors :

cris*

u v

p(RM) =R, (R = R et p(ROMT) = RS,
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+
RCI‘IS? R

cris)?

On note 9 I'inverse de ¢ sur Ajy. On va étendre ¢ aux anneaux Rinr, R;
Ru], R[uv et R (0,v]+

Pour @ = (au, ..., aq) avec «; dans {0,...,p — 1}, on note

inf?

Ug = X0, X4

et pour j dans {1,...,d},
0
0 =X;—.
J J aXJ
La méme preuve que [21, §2.2.7| donne le lemme et le corollaire suivants :

Lemme 3.2.18. |21, Lem. 2.7] Tout élément x de Rin/p s’écrit de maniére unique sous
la forme ) cq(x) avec co(x) = 2Puq pour un x, dans Ri/p.
De plus, si x est dans R;;/p alors c,(x) et xo sont dans R /p.

Corollaire 3.2.19. |21, Cor. 2.8| Tout élément x de Ry, s’écrit de maniére unique sous
la forme )" cqo(x) avec co(v) = ©(To)Ua pour un xo dans Rin.
De plus, si x est dans R, alors zy est dans R, et Ojco(v) — ajcq(x) € pRE

inf*

On définit alors ¢ sur R}, par : ¢(z) = ¢ (co(x)). L’application ¢ n’est pas un
morphisme d’anneau, mais on a ¥ o p(z) = x et plus généralement, ¥ (p(z)y) = x(y)
pour z et y dans R; ..

On étend ensuite ¥ & Reis, R, RY, R et ROYF et on obtient des applications
surjectives :

¢ R — Rplrdd - Rpluvl _y Rlpwrt] op ROV _y ROPU

Remarque 3.2.20. Comme dans [21], on peut voir que les applications x +— ¢, (x) donnent
des décompositions :

S = ®aSa et S0 = B0 Sa

pour S € {Rin, R, Renis, RE,, R, BRI ROI+Y On a de plus 9; = a; sur S, /pSa.

cris?

3.3 Passage de R'.. a R

cris

La premiére étape dans la preuve du théoréeme 3.1.1 est de construire un quasi-
isomorphisme entre le complexe Syn(R..,7) et un complexe C(R**! r) défini & partir de
'anneau RV,

Dans cette partie, on suppose u > ]ﬁ de telle sorte que Aq € AM C AlwYl S
S = R (respectlvement R on écrit §” = R (respectivement R™»!) et §” = Rlrul
(respectivement RIP“*!). On note Q% le Complexe de de Rham de S sur A;s. Pour ¢ dans
{1,...,d},onnote J; ={(j1,...,Ji) | 1 <71 < - <ji <d}etw; = dX . Si j est dans J;,
on écrit wj = wj, A -+ Awj,. On étend ¢ a QY par

(O fiw) = ol fiw;

jeJd; jed;
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On définit ensuite le complexe C'(S,r) := [F"QY e, %]. Enfin, on étend ¢ a Q% en

posant (Y5, fiws) = Siey, $(fi)w; et on note C¥(S,7) == [FrQy Z77%5 03,
Le p'%-quasi-isomorphisme 7<,C(RL. 7) — 7<,C(R"" 1) (voir (3.14) ci-dessous)
s’obtient de maniére similaire & son analogue arthmétique (section §3.2 de [21]). Les prin-
cipales différences viennent du fait qu’on ne dispose pas de la variable arithmétique Xy qui
permet de donner une interprétation des anneaux considérés en termes de séries de Laurent
(sur anneau W (k)) ou de définir ¢ de telle sorte a ce qu’il soit "suffisamment" topologi-
quement nilpotent. La démonstration se fait en trois parties. On montre dans un premier
temps qu’on a un p*’-quasi-isomorphisme Syn(R;rns,r) = C(R™,r). Contrairement au
cas arithmétique, si f est un élément de R, on n’a pas, a priori, une décomposition
f=fi+ f2 avec fi dans F’"R[“] et fo tel que p” fy est dans R, (voir |21, Rem. 2.6]) : au
lieu de cela, on utilise ici la p?"-exactitude de la suite (3.6) (voir lemme 3.3.2). L’étape sui-
vante consiste a passer du complexe C(R", r) au complexe C¥ (R, r). Enfin, on montre
que l'inclusion R™ < R induit un p?-quasi-isomorphisme sur les complexes tronqués
7<,C¥(S,7). La preuve différe ici de celle de [21] dans la mesure ou la série Y. - ¢¥"(z)
pour x dans R"*/ Rl ne converge pas nécessairement pour notre définition de 1. Il reste

vrai, cependant, 1) — 1 est surjective sur AU+ ce qui permet de conclure (voir lemme
3.3.7).

3.3.1 Disque de convergence

On commence par montrer qu’on a un p* -quasi-isomorphisme Syn(R} ., r) = C(RM, r).

cris’?

Lemme 3.3.1. [21, Lem. 3.1] Soit f dans R™ tel que f = Y s Tn [ﬁL pour un N dans
N et soit s dans Z. Si N > %5 alors il existe g dans Al tel que f = (1 —p%p)(9).

Démonstration. On a :

PRGN = Y e )

pEn
n>N p

Et comme —ks—N+p"N tend vers I'infini quand & tend vers 'infini, la série >, 00" (f)
converge dans R [%] On a de plus,

et donc —ks — N +p*N > 0. O

Comme dans [21, Lem. 3.2|, on utilise le lemme ci-dessus pour montrer les isomor-
phismes suivants :

Lemme 3.3.2. Soient r dans N et u et u' des réels tels que p%l <u<letu <u<pu
Alors,
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1. L’application p" — p'p induit un p*-isomorphisme F" Q. [FrQ. = Qb /O

2. L’application p" — p'p induit un p*"-isomorphisme F™Q, /F Q) %[u =50 u]/Q

I+ RIWI*
Démonstmtion Comme on a ¢(wj) = wJ pourj dans J;, il suffit de montrer que p” —p’p in-
duit un p*-isomorphisme : F" R /F"RT. = Rl /R, (respectivement F"RM /F" R =
RM/RMTY. On note A = R*] ou R, et B = RM.

On montre d’abord l'injectivité. Soit f dans F”B tel que (p" — p'p)(f) est dans A. 1l
suffit de voir que p"f est dans A : c’est bien le cas car p"f = (p" — p'p)(f) + p'o(f) et
p(B) C A.

Il reste & voir que 'application est surjective. Soit f dans B : on peut écrire f = f1+ fo

avec B
Z xn— et fo = Z =

n<N n>N

ou N = L;:” et ¥, € R tend vers 0 en l'infini. On a alors que p" f; est dans A. Par
le lemme précédent, il existe g dans B tel que fo = (1 — p*")(g). En utilisant la suite
p*-exacte (3.6) :

0 — Zy(r) — (Aby#=r" 5 AP — 0
on remarque que pour tout élément y de A on a p?y = y; + v, avec y; dans (AM)P=?
et y» dans F"AM. Mais on a un p’-isomorphisme (voir preuve de (3.6)) :

( Acrisyp:pr = ( A[U])eo=p’"
et donc p"y; est dans A5 (respectivement dans A[“']).

Comme RM = A[“]®A LR on peut donc écrire p*"g = g; + g2 avec p"g; dans A et
g2 dans F"B. On obtient :

inf?

P =0 A+ 0 =P 0 g+ P g2)
et donc, modulo A, on a p*" f = (p" — p'v)(p"g2), ce qui termine la démonstration. ]

Corollaire 3.3.3. Pour u et u' comme précédemment, on a :

1. L'injection RY,. C RY induit un pgT quasi-isomorphisme C(R}. ., r) = C(RM r).
2. L’injection R™1 C R induit un p* -quasi-isomorphisme C’(R[u] r) = C(RM, 7).

3.3.2 Passage de ¢ a ¢

On rappelle quion a C*(R, ) = [F7Qy, "0 0|

Lemme 3.3.4. 21, Lem. 3.4] On a un quasi-isomorphisme C(RM r) = C¥(RM r)
donné par le diagramme commutatif :

rqe PLPTe e

o T

Fros Ao
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Démonstration. La preuve est identique & celle du cas arithmétique traité dans [21].
Comme les fléches verticales dans le diagramme ci-dessus sont surjectives, il reste a vérifier
que les groupes de cohomologie du complexe :

0 — (RMYY=0 - (QLw)"=" = (Q%.)Y" — ...

sont nuls. On écrit ensuite
(Qiug)?=0 = (RM)Y=" @5
avec OV = P, de—)? et Q' = A'Q! et on utilise la décomposition
(R[u])w=0 — @ (R[“])a
ae{0,...,p—1}%,a£0
donnée par la remarque 3.2.20. On est ramené a montrer que le complexe
0— (R, = (R"), @ Q' - (R, @ Q' - ...

est acyclique pour tout o # 0. Il suffit de le vérifier modulo p et toujours d’apres 3.2.20,
on voit que ce complexe correspond au complexe total associé & un cube de dimension d
dont les sommets sont égaux a (RI), et les fléches dans la direction i sont données par
les a.

Par exemple, si d =1 on aura :

(R[“])a a1y R[u])a

etsid=2:
(R[u})aL(R[u])a.

]
(RI)o —2 (R,

Comme a # 0, un des «; au moins est inversible et le complexe est acyclique.

Remarque 3.3.5. La méme preuve donne que le diagramme commutatif :

ro)e P —p*e °
FQR[%U]—>QR[%%]

T
FrQe® pY—p° 0°
Rlu,v] Rl

pu,v]

induit un quasi-isomorphisme C(R"* ) = C¥(RM 7).
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3.3.3 Anneaux de convergence
On passe maintenant de 'anneau R™ a R[],

Lemme 3.3.6. Soient u et v tels que zﬁ <u<1<w. Alors on a un p"-isomorphisme :

Fr R/ prRll = Rluvl /Rl

+

Démonstration. Comme on a R%* = Alv®, RE le morphisme ci-dessus est donné

par :

FTA[U,U]/FTA[M ®A RT. — A[u,v}/&[u] ®A Rt

inf ~ “inf inf ~ “inf
et, comme dans [21, Lem 3.5], il suffit de montrer le résultat pour R = O¢. Comme A
est la complétion de A;¢ [&, [%]] et Al est celle de Ay [[%]], il suffit de montrer que

prﬁ est dans I'image : c’est le cas puisqu’on a

[%] = (1 + [pb]p%p)_l (o] avee v,(a') = 1 — %

On peut maintenant montrer la version géométrique du lemme 3.6 de [21].

Lemme 3.3.7. L’inclusion R — R induit un p*"-quasi-isomorphisme :
Tgrcw<R[u], T') :> Tgrcw(R[u’U], 7").
Démonstration. L’application est induite par

rcye PTVDP e
F QR[u] QR[pu]

| l

rcye PTYDP® e
FQR["MU] >QR[

pu,v]

Pour montrer qu’on a un p?’-quasi-isomorphisme 7<,C¥ (R r) = 7., CY(RMY 7)), il
suffit de voir qu’on a un p?’-quasi-isomorphisme :

T‘wi (]
Tgr(F TQE[u,v]/ F" }z[u]) R Tgr(Q;z[pu,v]/ Qk[m])

Pour simplifier, on note

A* = (F" Q[ F Q) et B® = (Qpue/ Qpipu) -

On va prouver :
1. pour tout i < r, F’”QE[U,U]/FTQ’E[U] i N Q’Ié[pw
2. pour i = r + 1, le morphisme p"¢p — p"™! : H™1(A®) — H™"(B®) est p*"-injectif.

1/ qu[pu] est un p?-isomorphisme
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Prouvons le point 1). Soit ¢ < r. Comme on a (e, fiwj) = D 5c; ¥ (fj)wj, on se
raméne & prouver que p'y) — pt : FT RV /FrRU s RlPuvl ) RIPUL est un p?-isomorphisme.
Par le lemme précédent, il suffit de montrer que p™y) — p' : RV /RM — Rlpul ) RIP] est
un p?’-isomorphisme.

Pour i < r, 1 — p%Y avec s = r — i est inversible d’inverse 1 + p*i) + p?5¢? + ... et
donc p"1p — p® est un p’-isomorphisme. Il reste & voir le cas i = r : on va montrer que
(¢p — 1) : Rl /Rl — Rlpuv] / RIPY est un isomorphisme.

On a

Rivol Rl = plusl /405,

Si x est un mondme a X7 ... X3¢ de R avec a € Ay et o = (o, ..., aq) # 0 alors, par

construction de 1, il existe k tel que ¥*(x) = 0 et la série x +1(z) +1*(x) + ... converge.

Il suffit donc de vérifier que ¥ — 1 est un isomorphisme de AU+ /Ajy¢ dans lui-méme.
L’injectivité se déduit des suites exactes :

inf

R =2 AT /A @y, R

inf * “inf*

0= Zp — Aing 2= Apng — 0 et 0 = Z,, — AOHT 224 400+

obtenues a partir des suites exactes (3.2) et (3.3).
Montrons que 1 — 1 : A%)’UH — A%)’UH est surjective. Soit z dans A%, Comme

(1 — 1)) est surjective de A dans Ay, il existe y dans A tel que z = (1 — ¢)(y). On va
montrer que ¥(y) est dans A%’UH (et on aura en particulier que y = = + 1(y) est dans

0,v
AR,

Ecrivons z = > _y[2,]p" et y = 3, cylyn]p™, on a I'égalité

S el = 3 (] - D"

neN neN

On veut monter que U%ZJ") + n tend vers l'infini et que vg(y,) > —2*. Il suffit de

vérifier que vg(y,) > —2 pour tout n € N : on aura alors
—n _ —pn  VE(Yn)

-1
vE(Yn) > — > et v tn>l"
(Y (% P p n—00

1 1
Pour n = 0, on a xy = yo — y§. Si vr(yo) < 0 alors vg(yo) < ve(yd) et ve(yy) =
vg(zo) > 0, contradiction. Donc vg(yy) > 0.
Soit n dans N. Supposons que pour tout i < n, vg(y,) > —*. Dans Az, on a

_([anrl]_[yn+1]+[y§+1])pn+l = (Z([%] — [yi] + [?Jz]hﬂ) +p"*? ( Z ([s] = [wi] + [yi’l’])pi_("“)) .

1<n >n+2

1
En divisant par p"*! et en projetant dans Eg, on obtient que 2,11 — Y11 +y,.1 est 'image

de
1

e (] = [y + )

i<n

58



1o
dans Ez. Mais par hypothése de récurrence [a"] (37, ., ([zi] —[vi] + [y )p') € ALNp" Az =

1
p”“A% donc a”(Tp41 — Yn+1 + y5oq) est dans ]E%. On obtient
1 —n
VE(Tng1 — Yns1 T Yii1) = o

St VE(Ynt1) > VE(Tni1) OU VE(Yni1) > 0, on a fini. Si vg(Yni1) < ve(Tni1) et ve(Yns1) <0
alors 1 ( D
i -n _ —(n+
VE(Yn+1) = VE(Tns1 — Ynt1 + y;:-i—l) > . > -

On obtient finalement que 1 — 1 est un isomorphisme.

Montrons maintenant le point 2). On veut montrer que ¢ —p : H™™(A®) — H™(B*)
est p"-injectif. Par le quasi-isomorphisme prouvé en 3.3.4, il suffit de voir que le morphisme
1 —pp: H(A®) — H™(B*) est injectif : c’est le cas puisqu’il est inversible (d’inverse
1+ pp + p?p? +...). Cela termine la démonstration. O

Corollaire 3.3.8. Si pu < v, on a un p* -quasi-isomorphisme :
7<,C(RM, r) 5 7o, C(R™ r).

Démonstration. Le résultat se déduit des quasi-isomorphismes des lemmes 3.3.4, 3.3.7 et
de la remarque 3.3.5. O]

10r

En combinant les résultats de ces deux sections, on obtient un p™"-quasi-isomorphisme :

7<,C(RE,, 1) = <, C (R ). (3.14)

3.4 Utilisation des (¢, I')-modules

Dans cette section, on définit un isomorphisme RI*?) = A%’v] ol A%’U] est un anneau
muni d’une action du groupe de Galois Gr. Cela va permettre de construire un quasi-
isomorphisme entre le complexe C (R[“’”],r) de la section précédente et un complexe de
(p, T')-modules Kos(¢, I'g, A%’U]) qui intervient dans le calcul de la cohomologie de Galois.

Comme dans |21, §4], la preuve se fait en deux étapes. Premiérement, en divisant
par des puissances de t, on transforme ’action des différentielles 0; en une action d’une
algebre de Lie, Lie'g : cela permet de se débarrasser de la filtration (c’est possible par
le lemme 3.4.3 ci-dessous). On utilise ensuite que les opérateurs 7; qui sont définis dans
le paragraphe suivant et qui traduisent l'action du groupe I'p sur l'anneau A%’U] sont
topologiquement nilpotents (pour la topologie u-adique) pour passer de Liel'g a T'g.
Remarque 3.4.1. 1. Dans [21], Colmez-Niziol ne travaillent pas ici avec leur complexe

original Kum(RP;’”],r) mais avec un complexe quasi-isomorphe Cycl(Rg’”],r). Ce
changement de complexe correspond & un changement de la variable arithmétique
Xp par une variable cyclotomique T sur laquelle on peut définir une action de I'g.
Dans notre cas, les deux complexes sont confondus.
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2. Dans [21], du fait de la variable supplémentaire T', 'algébre de Lie obtenue Lie R
n’est pas commutative.

3.4.1 Plongement dans les anneaux de périodes

1
Pour chaque i de {1,...,d}, on choisit un élément X} = (X;, X/, ...) dans Ex et on
définit un plongement de Ry, dans Az en envoyant X; sur [X7]. On étend le plongement

a
R

inf

— Az, RY, — Auis(R), R — A%}, Rl A%"”] et ROVH A%)’”H.

On note Ag (respectivement A}, A.is(R), A%) I'image de Ry (respectivement R,
RY.., R* pour x € {[u], [u, ], (0,v]+}) par ce plongement. On peut alors définir une action
du groupe Gg sur ces anneaux.

On considére :

1
1 1 P
erjn = OC{Xpima 1 = L}
(X1 e Xa)pm (X(z—i-l e Xa+b>pm

et on note RY la complétion de liﬂRa. Soient R,, = RI®R et Ry, = RL®R.

On rappelle que G := Gal(R|[=]/R[:]). On note

1 1
p p

1 1 1 1
I := Gal(R[~]/R[-]) = Gal(R[~]/R[~
R ( [p]/ [p]) ( [p]/ [p])
et on a P = Z¢.
En résumé, on a :

De plus, comme G agit sur Az (resp. Agis(R), A*E)’ il agit sur Ag (resp. Ayis(R), A%)
via I'g. Si on choisit des générateurs topologiques 71, . .., 74 de I'g, cette action est donnée
par

b b b bl o
W ([XF]) = [e][X7] et v ([X3]) = [Xg] sl j # k.
Remarque 3.4.2. On note 7; := ~; — 1. Précisons l'action des 7; sur A},. Comme les
7, agissent trivialement sur A, on obtient que Tj(Ri—;f’D) - uRf{lf’D. En utilisant la
proposition 3.2.17 pour A = ~;, I = (u) et Z\, = Z, on obtient que 7;(Z) est dans Z + (u)
et en utilisant 'isomorphisme A}, = R . on en déduit que 7;(A}) C pAf.
Comme on a R*Y = A&, RE on ale méme résultat pour AB_?;’”].
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3.4.2 Passage des (p,0)-modules aux (¢, ')-modules

On commence par montrer le lemme suivant. Comme pour les preuves précédentes,
on ne dispose pas ici de I'interprétation des anneaux R™ et R“"l en anneaux de séries de
Laurent. La démonstration se fait en travaillant directement avec les anneaux de périodes
et en utilisant la description de la filtration F"Al**! donnée en 3.2.1.

Lemme 3.4.3. Soz’t% < 1 < wv. Alors, Uapplication f — t"f induit des p3"-isomorphismes
[u,v] A (] [u,7] [u, 2]

Aﬁ —>FA§ etAﬁp —>A§”.

Démonstration. Montrons d’abord la p3"-surjectivité de ¢" : A%f’v] — F’"A%’v}. D’aprés la

remarque 3.2.1, si y est un élément de F' TA%’U}, py s’écrit £"x avec x dans A%’U] - il suffit

donc de voir que t divise p?¢ dans A%’U]. Comme dans la preuve de la proposition 3.2.10,

on écrit

oy A1) p(n) £ 0

n

= Uyt avec Uy = o
a 0 0 {Zn21 %ﬁ“t{”*l} sib(n) =0

et on en déduit que p et t engendrent les mémes idéaux dans A (voir [28; 5.2.4]). 11
suffit alors de vérifier que o divise p2£. Mais, par définition, & = M—“l avec (1 = @ (p) : on

2
va montrer que 5_1 est dans Al

072 .
Pour cela, on montre d’abord que p = ug|fi] avec ug unité de AL ”H. On suit la preuve
de Andreatta-Brinon dans [2, 4.3(d)]. En utilisant que ¢(p) = (u + 1)? — 1, on vérifie
qu’on a :

u=M—1=m+mw+ﬁmww~mmwmwzw@ﬁ—”:ﬁ:é?ﬁ

Si on écrit o, = fia, avec a, dans E, on a

n—1

L —p" k—n+1
vg(ay) > ————<=—) p "
prtp—1) ;

Donc pour tout n dans N*, Yvg(a,) +n = 0. En notant ug = 1 + pla] + p*lag) + ..., on

0,2]+
obtient w%(uo —1) > 0 donc w%(uo) = 0 et up est une unité de A(ﬁ 2

. . 0,2]+
On montre de méme que py = wuq[f;] avec uy unité de A%MH (et donc aussi de A(E o]
On en déduit

).

2 2 2

p P T)Z_L_|_2>—L—|—2>O

A7 A el P L gy p—1

et on obtient le résultat VOPILL}}
p

La p3"-surjectivité de Aﬁu’ Al

& | s’obtient de la méme fagon.
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On vérifie ensuite p> -injectivité. Soit f dans A[ﬁu’v} tel que t"f = 0, on veut montrer
0,21+

p* f = 0. Par ce qu'on a vu plus haut, " f = 0 = [g]"ulf avec ug unité de Aﬁ ?" donc
0,2
[2]"f = 0. Enfin, on peut écrire p* = [i] - x avec = dans A(ﬁ »I* . on a donc
p* f = pxla]" f = 0.
]
Remarque 3.4.4. 1. On en déduit qu'on a un p* -isomorphisme A%’v] 5 F ’"A%’v] (et

Alrl = plvily
]

2. La méme preuve montre que le morphisme f — t"F1f de A%’”] — FTAL
[, 7] [, 7]

2(r41) et
Ag” = Az " estp injectif.

3. On va montrer que les applications précédentes induisent des p®-isomorphismes :

et

[uw] / n r A lwv]  n [u,%] n [u,%] n
AZT[pt — FTAZT [pt et AL [p" — AT /pt.

o

Pour cela, notons A = A%’v] (respectivement A[ﬁu’p et B=F TA%’U} (respectivement

A[ﬁu’ﬂ) et montrons que z — "z induit un p®-isomorphisme de A/p" dans B/p™.
La surjectivité découle du lemme précédent de maniére évidente, montrons la p®'-
injectivité : soit x dans A tel que t"z = p™y pour y dans B. On a ensuite p3't"
p"(p*"y) = p"(t"z) avec z dans A (on utilise ici que la p*"-surjectivité). Ainsi t"(p>"z—
p"z) est nul et on déduit que p*" (p*"z—p"z) = 0. On obtient que p z est nul modulo
p" A et donc que t" est p®-injective modulo p™.

xr =

Dans la suite, pour simplifier, on note S = A%’v] et S’ = A[ . On rappelle qu’on
a choisi (7;)1<j<a des générateurs topologiques de I'p = Zg et quon a défini 9; :=
Xwi et Ji={(1,..,d) | 1< <+ <j; < d}.

On note X : Gr — 7Z} le caractére cyclotomique. Pour tout g de Gg, on a g-t = x(g)t.
Si on note S(r) anneau S muni de l'action de Gg tordue par x, on obtient que la
multiplication par ¢" induit une application Galois-invariante S(r) — S.

On définit les complexes :

("/j_l)

Kos(Tg, S(r)) := S(r) —— S(r)”t — --- — S(r)”
Kos(i,T'r, S(r)) := [KOS(FR, S(r)) =5 Kos(I', S'(r))],
Kos(8, F'S) := F*S %% (Fr=15)h ... s (Fr=dg)a,

Kos(p, 8, FS) := [Kos(d, F"S) 2% Kos(9, S')].

On a C(S,7) = Kos(yp, d, S) et en utilisant I'isomorphisme RI“l =5 A%’”], on obtient
C(S,7) = Kos(p,d, F"S).

Le but est maintenant de prouver la proposition suivante (voir [21, Prop. 4.2| pour
I'analogue arithmétique) :
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Proposition 3.4.5. 1. Il existe un p**"-quasi-isomorphisme
T<, Kos(p, Tr, S(r)) = 1<, Kos(p,d, F"S).
2. Il existe un p°®"-quasi-isomorphisme
7<» Kos(¢, T, S(1))n = 7<, Kos(p,d, F"S),
ot (.), désigne la réduction modulo p".

Pour montrer cela, on définit V; := t0; et on considére l'algébre de Lie associée au
groupe I'g, LieI's. Alors LieI' est un Z,-module libre de rang d, engendrée par les V;
pour 1 < 7 < d. On note :

Kos(LieT'g, S(r)) := S(r) AEIN S(r)t = o = S(r)’
Kos(p, Lie'g, S(r)) := [Kos(Lie'g, S(r)) LA Kos(Lie'g, S'(r))].
Lemme 3.4.6. 1. [l existe un p**"-quasi-isomorphisme
7<, Kos(ip, LieT'g, S(r)) = 7<, Kos(p, d, F"S).
2. De méme, il existe un p°*" -quasi-isomorphisme
T<, Kos(p, LieTg, S(r))n — 7<, Kos(p, 0, F"S),.

[u, 5]

Démonstration. On rappelle qu’on note S = A%’”] et 8" = A, ". Comme dans [21, Lem.

4.4], on déduit du lemme 3.4.3 et des diagrammes :

S(r) —Y, 5 () S(r)r —— S () s
o e
Frs —2 (prg)h = (FT8) T —— (FrS) Tt ——.
F'S ﬁf(F’“*lS)*’l o S O
et
(V)

S'(r )—>S’( Vhe— —— 5 (r) —— S () —— .

E_TtTl E_TtTl E‘TtTl e~ "t"

LI o) R 1) R ) p—
Tto Ttl Ttr g+l
N L N —
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14r

qu’on a des p *"-quasi-isomorphismes

<, Kos(Lie ', S(r)) = 7<,Kos(d, F"S) et 7<,Kos(Lie'g, S'(r)) = 7<,Kos(9, S").

En effet, par le lemme, les fléches verticales du haut sont des p*"-isomorphismes et on
obtient donc un p°"-quasi-isomorphisme entre les deux premiers complexes. De la méme
fagon, les fléches du bas sont des p*"-isomorphismes en degré inférieur a . En degré (r+1),

r+1
d’aprés la remarque 3.4.4, le morphisme S L FrS est p*-injectif et on en déduit le
p¥-quasi-isomorphisme entre les complexes tronqués. Comme on a :

Kos(p, Lie T, S(r)) := [Kos(Lie T, S(r)) —% Kos(Lie T, S'(r))]
Kos(p, 0, F"S) := [Kos(9, F"S) LA AN Kos(9, 5")]
-quasi-isomorphisme

7<, Kos(p, LieTg, S(r)) = 7<, Kos(p, d, F"S)

on obtient un p3°"

induit par le diagramme commutatif :

Kos(Lie'g, S(r)) 1, Kos(Lie g, S'(1))

T (a

p p

Kos(Lie I'g, S(r)) " Kos(Lie I'g, §'(r))
t" t"

r

Kos(Lie Tz, F"S)) 2= Kos(Lie 'z, S")

e e
Kos(0, F"S) S s RN Kos(0, 57).

Le résultat modulo p™ s’obtient de la méme fagon, en utilisant le dernier point de la
remarque 3.4.4. O

Remarque 3.4.7. En degré supérieur a r + 1, les fleches du bas dans le diagramme ci-
dessus ne sont plus surjectives et, sans la troncation, on perd le quasi-isomorphisme entre
la deuxiéme et la troisiéme ligne.

Lemme 3.4.8. Il existe un quasi-isomorphisme :
Kos(¢, g, S(r)) = Kos(p, LieT', S(1)).

Démonstration. La preuve est semblable & celle de [21, Prop. 4.5]. On va construire une
application § : Kos(I'g, S(r)) — Kos(LieT'g, S(r)) telle que le diagramme suivant soit

commutatif :

S) () s S () ——s .

sl

A8y ——s S(r)% —— .

S(r)—=
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et qui induit le quasi-isomorphisme voulu.
On rappelle qu’on a noté 7; :=; — 1.
Soient (ay)n>1 €t (bn)n>1 les coefficients des séries formelles :

log(1l+ X X
M:1+G1X+CL2X2+... et

14X X+
X og(l4X) & ot T

Pour tout j de {1,...,d}, on pose :
Sj ::1+a17j+a27'j2+... et Sj_l Z:1+bl7'j+bg7'j2+...

En utilisant la remarque 3.4.2, on voit que pour z dans A%’v}, les séries s;j(x) et sgl(x)

convergent dans A%’v] :

Considérons maintenant les applications §3; : S(r)”t — S(r)” avec Bi((a5)jes,) =
(sj, -+ -85 (aj))jes;- Par ce qu’on vient de voir, les §; sont bien définies et sont des iso-
morphismes.

Il reste a voir que le diagramme commute. Mais on a

(Sh e85, TG - "le) = (Sjl . "Sji—lvjiTji—l .- 'Tj1) == (vjl : vh)

car V; et 7; commutent (comme on a tordu l'action par x).
Enfin, en remarquant que o ¢ = ¢ o 3, on obtient que 'application 5 nous donne
bien le quasi-isomorphisme cherché. ]

1

Remarque 3.4.9. La convergence des séries s; et s; = se déduit ici directement de la défi-

nition de l'action des 7; sur A%’v}. Dans [21], du fait de la variable supplémentaire 7', la
preuve de cette convergence est plus technique et s’obtient, la encore, par des considéra-
tions sur des séries de Laurent (voir [21, §2.5.3]).

La proposition 3.4.5 se déduit ensuite des deux précédents lemmes.

3.4.3 Changement d’anneau

Pour terminer, on passe de ’anneau A%’v] a Ag.
Lemme 3.4.10. L’inclusion Ag’UH — A%’U] mduit un quasi-isomorphisme :
Kos(y, Dr, A1 (1)) & Kos(g, D, Al
OS<907 R, AR (T)) - 03(907 R, Ap (7”))

Démonstration. L’idée est la méme que dans [21, Lem. 4.8] : on vérifie que 1 — ¢ :

A%’U} / Ag’vH — Az’;} / A;’;] est un isomorphisme. Comme on a un isomorphisme entre

Al A0V o AE};’%} / Ag’%H, on peut voir 1—¢ comme un endomorphisme de A" /491,
On a de plus :
” (Wn) N ) e )
P P pr

65



On en déduit que @(A%’v] /Ag’vH) Cp- (A%’v}/Agg’vH) et par itération,
u,v 0,v u,v 0,v
AR AR C Pt (AR AR,
On obtient que ¢ est topologiquement nilpotent et (1 — ¢) inversible. H

Pour § = AR,AES’UH, on note Kos(¢, ', S) := [Kos(T'g, S) LN Kos(T'g, 9)].

Remarque 3.4.11. Dans [21], 'anneau Ag’vH n’est pas stable par 1 et il est nécessaire de
multiplier AQ’UH par une constante ;" ! dans la définition de Kos(v, 'z, AES’”“).

Lemme 3.4.12. L’application

Kos(T'g, Ag’vH) % Kos(Tg, AQ’EH)

| !

Kos(I'g, Agg’vH) i Kos(I'g, Ag’vH)

induit un quasi-isomorphisme Kos(¢,Tg, S) — Kos(v,Tg, S).

Démonstration. Le raisonnement est semblable a celui de la preuve du lemme 3.3.4 :
O7E j— . R
comme v est surjective, il suffit de vérifier que Kos(T'g, A; ”]+)¢—0 est acyclique. On utilise
0,2]4
la décomposition de la remarque 3.2.20 et on est ramené a prouver que Kos(I'g, @(A; 2 g
est acyclique pour tout a = (ay, ..., aq) # 0.
Soit alors k tel que ayp # 0. On peut supposer que k = d. Pour simplifier, on pose
M, = @(Ag’vH)ua. On note J! := {(j1,..-,7:) | 1 < j1 < -+ < j; < d—1} et on écrit

Kos(I'g, M,) comme le complexe :

M, T L) s (M) ——s

Lo T

M 55 (M) —— (M) —— .

On va montrer que 74 est inversible sur M,. Il suffit de montrer la surjectivité modulo p.
On a 4 - uy = (1 + 1)*u, et donc, pour y dans (Ag’vH/p) :

(va = 1) - (p(W)ua) = p(11G(Y))ua

avec fir = o~ (f1) et G(y) = (1+ )iy (ya — D)y + g (1 + fin)* — 1)y. Mais D'action
de (74— 1) est triviale modulo ji (car, modulo fi, ¢ = 1) et comme ji = i}, on obtient que,

modulo fiy, G(y) = agy. On a alors que Vapplication ¢ o G = (AS™1/p) — (A" /p)

est surjective modulo i et comme (AELS’U]Jr /p) est i-complet, on en déduit que p o G est
surjective et que (74 — 1) est inversible sur M,,.

[]
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Lemme 3.4.13. Linclusion Agg’vH — Ag induit un quasi-isomorphisme
Kos(1h, T, A1) 2 Kos(y), T, Ag).

Démonstration. Comme dans |21, Lem. 4.12], il suffit de voir que 1 — % : AR/AE;)’”H —

AR /Agg’UH est un isomorphisme. De la méme facon que dans la preuve du lemme 3.3.7,
en remarquant que 1+ 412 4. .. converge sur les mondmes, on se raméne & montrer le
résultat pour 'anneau AE/A%)’UH. Mais on a montré en 3.3.7 que 1 — v était surjective de

A%’UH dans lui-méme et on obtient donc que 1—1) est un isomorphisme sur le quotient. [
On en déduit la proposition suivante :

Proposition 3.4.14. On a un quasi-isomorphisme
Kos(go,FR,Ag’UH) = Kos(p,Tr, Ag).
Enfin, en combinant tous les résultats de cette section, on obtient :

Proposition 3.4.15. Il existe un quasi-isomorphisme :

Kos(p, Tr, Al (1)) = Kos(, Tr, Ag(r)).

Remarque 3.4.16. On peut montrer également que linclusion A}, — Aglf’v] induit un

quasi-isomorphisme Kos(¢, g, AL(r)) = Kos(y, g, A%’v] (r)). En effet, par ce qu'on
vient de voir, il reste a vérifier que I'inclusion A}, — ASS’”H donne un quasi-isomorphisme
Kos(¢, g, A}) = Kos(¥, Tg, Ag’UH). Pour cela, il suffit de prouver que 1—1 : Ag’vH/AE —
Ag’vH /A}, est un isomorphisme, ce qui est montré dans la preuve du lemme 3.3.7.

3.5 Cohomologie de Galois

Pour terminer la preuve du théoréme de comparaison locale 3.1.1, il reste & voir qu’on
a un quasi-isomorphisme RI'(Gr, Ag) = RI'(Gg, Aj). Ce résultat s’obtient via des argu-
ments classiques de descente presque étale et de décomplétion.

3.5.1 Lemme d’Abhyankar
~ 1 1 ~ ~
Pour m non nul dans N, on note R, := R[X%,.,,...,X "] et Re = Uy Rp,. Dans
cette section, on va montrer que R est I'extension maximale de R, qui est étale en

caractéristique zéro.
Pour cela, on utilise les deux théorémes suivants (|21, Th. 5.7], [37] et [30, XIIL, 5.2]) :

Théoréme 3.5.1. Soient X un espace rigide lisse quasi-compact et D C X un diviseur
a croisement normal. On note U = X\D. Alors tout revétement fini étale de U s’étend
de maniére unique en un revétement fini normal et plat de X.
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Théoréme 3.5.2 (Lemme d’Abhyankar). Soient X wun schéma local régulier et D =
Y icic, divfi un diviseur a croisement normal. On note U = X\D et on considére un
revétement étale V' de U modérément ramifié. Alors il existe nq,...,n, tels que, si

X' =X[Ty,....,T,)/(T{" — f1,...., T — f),

le revétement étale V. x X' — U x X' s’étend de maniére unique en un revétement étale
de X'.

Soient maintenant RX)[%] I'extension étale maximale de }N%OO[%] et Ry la cloture inté-
grale de R dans R[],

Proposition 3.5.3. L’inclusion R C R est une égalité.

Démonstration. On note X la fibre générique de X, D = {Xyqp11...Xg = 0} et U =
X\D. Par le théoréme 3.5.1, on peut considérer Y — X un revétement fini normal et

—

plat tel que Y x U — U est fini étale. Si on note X, la fibre générique de Spf((R,,)), par
le lemme d’Abhyankar, il existe m tel que Y x X,, — X, est étale. On obtient donc un
revétement fini étale de X, et on en déduit le résultat. O

3.5.2 Calcul de la cohomologie de Galois

Le but de cette partie est de montrer qu’on a un quasi-isomorphisme :
1— ~
[RT(Tr, Ar(r)) —% RT(Tr, Ag(r))] < RT(Gg, Zy(r)). (3.15)
Comme la suite exacte
07, = Az —5 Ax— 0
donne un quasi-isomorphisme
~ 1-
RU(Gr, Zy(r)) = [RU(GR, Ag(r)) — RU(Gr, Ag(r))],
il suffit de vérifier qu’on a un quasi-isomorphisme :
RP(FR, AR(T’)) l) RF(GR, AE(T»

On note Ej_le tilt de Re, Az =W(Eg,) et Tp = Gal(ﬁm[%]/R[%]). Enfin, soit
Hp = ker(Gr — I'g). On a le lemme (|18, 10.1], [2, 4.6]) :

Lemme 3.5.4. Pour tout sous-groupe normal ouvert H de Hp, il existe o dans Ag tel
que ) e (@) = 1.
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Démonstration. H C Hp correspond a une extension finie ﬁoo[%] C Soo[%] - E[%]. On a
de plus, pour o dans Eg__,

Tr]Esoo/Eﬁoo(O‘>: Z ().

TEHR/H

Mais Eg_ /Egr_ est séparable par la proposition 3.5.3 donc il existe un 8 dans Eg_ tel que
> rern/u T(B) = 1. L’élément

A= Z 7([8]) =1+ Zpk[xk] avec i, € E

’TGHR/H k?:1

[,6’]

est alors une unité de Ay et en notant o = %, on obtient le résultat.

O

On peut maintenant montrer la proposition suivante (voir [2, §2|, [3, §7], [17], |21,
4.13)) :

Proposition 3.5.5 (Descente presque étale). 1. Pour tout i > 1, on a H'(Hg,Ag) =
0. En particulier, on a un quasi-isomorphisme :

RU(Tp,Ag_(r)) = RU(Gr, Ag(r)).
2. Il existe un quasi-isomorphisme :
RU(Tp, A (r)) = RU(Tr, Ag_(r)).
Dans la suite on note py le morphisme RI'(I'g, Ag_ (1)) = RI'(Gg, Ag(r)).

Démonstration. Prouvons d’abord le premier point. Soit f : (Hg)" — Ag un cocycle
continu. Pour tout n, on note f, : (Hg)! — Ag — Ag/U,.,, (on rappelle que U, :=
p"Ax + u"Ag). Par continuité, il existe un sous-groupe normal ouvert H, de Hp tel que
f,, se factorise :

(Hg)' An/U, . .

o~ 7

(Hr/H.,)'

Soit f, : (Hr/H,)" = Ag — Ag/U,,, — Az un relevé (ensembliste) de f,. On a alors
fn— f € U,, pour tout n et donc (f,,) converge vers f pour la topologie faible.

Le lemme 3.5.4 (appliqué & H; C Hpg) donne un a dans (Ag)7t C (Ag)" tel que
> ety T(@) = 1. On définit une (i — 1)-cochaine continue arU f,, : (Hr/H,)"™" — Ag
par :

(U fu)(g1,- - gi-1) : ") g giat(@) - falgr g1, T)

TEHR/Hl
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ou pour chaque 7 de Hgr/H;, on a choisi un relevé 7 dans Hg/H,. En utilisant que
ZTGHR/Hl 7(a) = 1, on vérifie qu'on a :

(aUdfn) = fn—0(U f).

Si on note h, := a U f,, on obtient f, — dh, € U,, (car df, = 0 modulo U,,) et
hps1 — by € Uy . On en déduit que (Ohy,), converge vers f pour la topologie faible et que
la suite (h,,), est de Cauchy. Elle converge donc vers un h : (Hg)" — Ag continu et on a
Oh = f. Ainsi, H'(Hg, Ag) = 0.

Le second isomorphisme s’obtient en remarquant que le noyau Hp = ker(fR — T'g)
est isomorphe a [], 2p Li (avec a +b+c = d) et est donc d’ordre premier a p. ]

Enfin, on passe de 'anneau Ag__ & Ag via un argument de décomplétion (voir |3, 7.16],
21, 4.13], [36]) :

Proposition 3.5.6 (Décomplétion). On a un quasi-isomorphisme :
Moo - RF(FR, AR(T’>> l> RF(PR, ARoo (T’))

Démonstration. Comme p est un élément régulier de Ap et Ag_, il suffit de prouver le
résultat modulo p i.e. H(Tg,Eg) = H(I'g,Ex,.) ot Ep := Ag/pAg. Mais on remarque
que Eg_ est la complétion fi-adique de ¢™*(Eg) = [,y ¢ " (Eg).

Or, on a BEp = o(Eg) ®EL " = ©*(Egr) ® (EY ") @ EL™ = ... et donc o "(Eg) =
Er® o ((ES )@@ o ™(ES"). On a alors des applications sq : ¢~ (Eg) — Ep et
sn 0 ®(Eg) — o (ES") pour n > 0 telles que tout z de ¢~>°(Eg) s’écrit (de manicre
unique) = = so(x) + >, Sn(2) avec un nombre fini de s, (x) non nuls.

On va montrer qu’on peut étendre les s, & Ex_. Si on note s, := 89 + -+ + 8, on
vérifie que " 0 &y |-k, = V" 0 @"F| —n—kg,). Pour un m dans N, on a donc

Su(7" " M(ER)) C 1™ " (ER)

et on obtient que les s, sont continues. On en déduit que tout élément = de Ep_ s’écrit
(de maniére unique) :

r = so(x) + Z sn(z) avec so(x) € Eg, sn(x) € o (EL ™) sin > 1et lim s,(z) = 0.

n—00
n>1

On obtient une décomposition (I'g-équivariante) : Er, = Er & Z donnée par = —
(s0(z), 2 — so(x)) |
Soit maintenant ¢ un cocycle continu de I'; dans Eg_. Alors, par ce qu’on vient de
voir, s, (c) est un cocycle a valeurs dans fi*~"(E%=") (avec k, — 00). Donc, par le lemme
3.5.7 ci-dessous, @™ (s,(c)) est le cobord d'une cochaine a valeurs dans g~ """ (E% ") et
sn(c) est le cobord d'un ¢, a valeurs dans /Z% fi* o (ES™"). Alors ¢ — so(c) est le cobord
de >, o, ¢, et on obtient H (I'g, Z) = 0.
[
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Lemme 3.5.7. [21, Rem. 4.11] Pour tout i de N et tout n de Z, H'(T'r, f""E%") est tué
par (.

Démonstration. Pour a = (v, ..., aq) €{0,...,p— 1}%, on note X = (X3)21 .. (X))
et M, := X*p(Eg). On suppose a non nul et on choisit &k tel que oy # 0. On commence
par montrer que ji - H (T, g M,) = 0. En utilisant Iécriture sous forme de complexes
de Koszul, on est ramené a montrer que (7 — 1) est inversible sur M, et que

(v — )7 (" My) C P M. (3.16)
Comme pour la preuve du lemme 3.4.12, pour y dans Eg, on a
(e —1) - () X*) = o(mG(y)) X°

avec ¢ o G surjective et donc (7, — 1) est inversible sur M,. On a de plus que ””“/;1 est la

multiplication par oy, sur g?"~'M, /" M, et on en déduit (3.16).
On utilise ensuite I'isomorphisme I'g-équivariant :

{Eﬁz(’ — @so X0 (Ex)
o (cal®))ago

pour conclure (en remarquant que ¢, (fiz) = ficq(2)).

3.5.3 Comparaison avec le complexe syntomique

On peut maintenant montrer le théoréme :

Théoréme 3.5.8. Il existe une constante N qui ne dépend pas de R telle qu’on a des
pV"-quasi-isomorphismes :

a, : T<,Syn(R,r) = 7<,RI(GR, Z,(1))
Qo T<pSYR(R, 1), = T<, RU(GR, Z/p"(7)).
Démonstration. On vient de voir qu’on avait un quasi-isomorphisme
[RT(Tp, Ap(r)) —5 RT(T g, Ar(r))] < RT(Gg, Z,(r)).

Mais RT'(I'g, Ar(r)) est calculé par le complexe Kos(I'g, Ag(r)) et on a un quasi-isomorphisme
naturel :

RU(GRr,Z,(r)) = Kos(p, Tr, Ag(r)).

30r_quasi-isomorphisme :

D’aprés la proposition (3.4.5), on a un p
7<, Kos(¢, g, A%’v] (1)) = 7<, Kos(p, 0, F’”A%’v])
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et en utilisant le quasi-isomorphisme du lemme 3.4.15 :

Kos(p, g, A%’v] (r)) = Kos(p, Tr, Ar(r)),

307

on en déduit un p°’"-quasi-isomorphisme :

T+ RU(Gr, Zy(r)) = 7<, Kos(p, 0, FTALY).

Enfin, en utilisant I'isomorphisme naturel A%"”] =~ Rl et le p'%-quasi-isomorphisme
Syn(RZ,,r) = C(R™" r) établi dans la section §3, on obtient le p""-quasi-isomorphisme
a, (avec N = 40). La méme démonstration donne un p™"-quasi-isomorphisme «.,, pour
N = 68.

]

3.6 Résultat global

A partir de maintenant, on se place dans le cas ou le schéma formel X est propre
sur Ok. On suppose que localement X s’écrit Spf(Ry) avec Ry — Ry la complétion
d’un morphisme étale et Ry := Ox{X1,..., Xy, Xl} pour a, d dans N). On

X Xu;lﬂ...Xd} (
rappelle que Spf(Ok) est muni de la log-structure donnée par son point fermé et X de

celle donnée par Ox N ((’)x[%])x — Ox.
Le but de cette section est de montrer le théoréme :

Théoréme 3.6.1. [] existe un morphisme de période :
oy, T<r Rlgyn(Xoe, 7)n — T<, RUet (X o, Z/p"Z(1)").
De plus, ce morphisme est un p"-isomorphisme pour une constante N universelle.
En particulier, on a le résultat ([21, Cor. 5.12]) :

Corollaire 3.6.2. St X est un log-schéma formel propre a réduction semi-stable sur Ok
alors pour k < r, il existe un isomorphisme :

al: HE (Xo., 7)o = Héﬁ(%c,Qp(T)).

r syn

Preuve du corollaire 3.6.2. Par définition de la limite homotopique, si K désigne le com-
plexe Rl'syn (X0, r) (respectivement R« (X, Q,(r))) et K, sa réduction modulo p™ (res-
pectivement Rl (X, Z/p"Z(r)")) alors on a un triangle distingué :

K—>HKn—>HKn—>K[1]

ot l'application [ [, K, — [[,, K, est donnée par (k,) — (kn, — ¥ny1(knt1)) (avec g :
K, .1 — K, sont les morphismes associés au systéme projectif (K,)).
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Par le théoréme 3.6.1, pour tout n et k < r, on a un p”"-isomorphisme H’“RFsyn(%@c, ) —
H*RTU¢(Xc,Z/p"Z(r)). En écrivant la suite exacte longue associée au triangle distingué
ci-dessus, on obtient un diagramme commutatif :

o —— L, HE () —— HE o (r) — T, HE o (r) —— 11, HE (1) —

[ | | |
o— ], HE Y (), —— HE (1) ——TI1, HE(r)y —— 11, HE(r)n —— ...

ot pour simplifier on a noté HE (r), := H*RUgyn (X0, 7)n, HE (r) := H*RTyu(Xog, 1)

syn syn
et de méme pour la cohomologie ¢tale. On tensorise ensuite par Q, et on compose par

p~" pour obtenir pour tout k < r un isomorphisme! :

¥ HE (Xou,m)a S HE(Xe, Qy(r) 2 HE(Xe,Qy(r)).
]

Revenons & la preuve du théoréme 3.6.1. On a construit le morphisme localement, il
suffit de montrer qu’on peut le globaliser. Pour cela on utilise la méthode de Cesnavicius-
Koshikawa dans [15, §5| (qui généralise celle de [9]).

On se place dans le cas ot Xp. = Spf(R) et on suppose qu’il existe une immersion
fermée

Xo. — SPf(RS) xo,. | [ SpfRY (3.17)
AEA
telle que
(i) RY := Oc{X=' |0 € X} avec ¥ un ensemble fini;

RY :=O0c{X)1,..., X0, S } ot A € A avec A fini;

1
Xx1-Xnay ? Xnay+1--Xad

Spf(R) — Spf(RY) est étale pour tout A dans A;

il existe un A dans A tel que chaque composante irréductible de la fibre spéciale
Spec(R ® k) est donnée par un unique (t);) pour ay +1 < i < d.

)

(iii) Spf(R) — Spf(RY) est une immersion fermée ;
)
)

On choisit des éléments {u, }yex (respectivement {uy;}i<i<a avec A € A) tels qu’on
ait une application X, — u, de RY dans R (respectivement X \i F wy; de R dans RE).
Dans la suite on note Spf(Ry ,) le produit Spf(R5) X0, [T ep SPE(RY).

Remarque 3.6.3. On peut toujours trouver une base de X4 telle qu’on ait de telles
immersions : soit x un point de X. Si z est dans le lieu lisse de X alors localement

Xo. s'écrit Spf(A) avec A de type fini sur O¢ et donc il existe une immersion fermée
Spec(A) — Spec(O¢[Xi, ..., X,]). On recouvre ensuite Spec(Oc[X1,...,X,]) par une

1. La multiplication par p~" permet d’obtenir 1’égalité avec le morphisme de période de Tsuji (voir le
chapitre suivant). Ceci permet de définir un morphisme compatible avec les classes de Chern.
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union de tores et on obtient que localement Xp . s’écrit Spf(R) tel qu'il existe une im-
mersion fermée Spf(R) < Spf(R) avec ¥ un ensemble fini.

Si maintenant « n’est plus dans le lieu lisse de X, X, s’écrit localement Spf(R,) pour
une Oc-algébre Ry telle qu’on ait une application étale RY — R, avec

1 wha

: t
X)\’l...X)\’a)\ XA,a)\+1...X>\,d

RD = Oc{X/\’l, Ce ,X)\’d,

et telle que = est donné par (X 4,41 - .- Xx.4). Sion localise en z, on obtient une immersion
fermée dans un tore formel Spf(RS).

Remarque 3.6.4. 1. Pour un tel R, si RghAl et REQ,AZ vérifient les conditions ci-dessus
avec Y1 C Xg et Ay C Ay, on note f7 : Ry ,, — Ry, 5, Iapplication induite par
X, — Xy et Xy, — X, ,; pour o dans ¥y, A dans Ay et i dans {1,...,d}. L’ensemble
des Rg’ A muni des applications ansi définies forme alors un systeéme inductif filtrant.
Il est inductif car si ¥; C ¥y C Y3 et Ay € Ay € Az, on a f3 = f3o f2. Vérifions
qu'il est filtrant. Par définition du systéme, pour X1 C 3y et Ay C Ay, f7 est la
seule application de Ry, , dans Ry, ,,. Considérons a présent deux anneaux Ry
et R%LA,Z vérifiant (3.17) pour R. On note 33 := 31 U X9 et A3 = Aj U Ay. Alors
(X3, A3) vérifie les conditions (3.17) pour R et les deux morphismes f3 et f3 sont
bien définis.

2. Maintenant si f : R — R’ est un morphisme étale tel qu’on ait une immersion
fermée Spf(R’) — Spf(Rg, /), on note ¥ := L UX et A = AUAN. Alors (X, A)
vérifie les conditions (3.17) pour R’ : comme R — R’ est étale, RY) — R’ est étale
pour tout A\ de A. On a de plus une surjection Rg — R’ donnée par :

Rg — R
X, — f(u,) pourceX
Xor = Uy pour o’ € ¥/

et telle qu’on ait un diagramme commutatif :

R—f>R’ )

]

RS, — B3

On obtient alors un morphisme de Ry , — R%,K et de hgl(z,/\) RY ) — hﬂ(z/,/\/) RS o
(ot la premiére limite est prise sur I’ensemble des (3, A) qui vérifient (3.17) pour R
et la seconde limite sur 'ensemble des (3, A’) qui vérifient (3.17) pour R').

3.6.1 Construction du quasi-isomorphisme «; x 5

On travaille localement. Supposons que Xp. = Spf(R) avec R tel qu’il existe des
immersions comme en (3.17).
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On note REXR lalog-PD-enveloppe complétée de Spf(R) — Spf(Aais(RS »)) (00 Aais (RS ) ==
ACI‘IS ®Amf Alnf(RZ,A>) :

Spf(RER)

T

Spf(R) Spf (Acris(R5 4))

On définit un Frobenius ¢ sur Auis(Ry ) par o(X,) = X2, o(X,;) = X5, et, par
fonctorialité on Iétend a RER. On étend de méme les applications différentielles 0, =

et (9M: d

dlog(Xo dlog(Xx,i)"

Le but de cette partie est de construire un p™"-quasi-isomorphisme
ar s T<r Kos(ip, 0, FTRQIX) — 7<, RU(GR, Zy(1))

avec N qui ne dépend ni de ¥, A, ni de R.

On considére les anneaux :

RY, =AM,  RER. Ry = AlG, | RER et RUVT = ACHE,  RER

cris crls crls

L’application R{R — R[;’X] induit alors un morphisme sur les complexes de Koszul :

Kos(y,d, F"RER) — Kos(e, 0, F’"R[uv) (3.18)

Soient Ry, et Ry les complétions p-adiques des anneaux

h
L 1 wr”
li Oc{X |0€E}etl Oc{X/\l,...,X;d, T, 1}
ﬂ g ’ (X)\71 ... XA,aA)pin (XA,GA+1 ... XA,d)pT

On note Rg Ao l€ produit des anneaux précédents, Ry, 5 o 1= RE,AOO@)RQAR et Auis(RyA00),
Al Al eg anneaux associés. Enfin, on considére les groupes I's := Gal(RY _[L]/RZ[L]) =
Rs A,00 Ry A0 S,00lp Slp
22, Ty = Gal(RY [L]/RJ[2]) 2 Z¢ et T p == Ty x [[,q D
Si (75)o €t (7ai)1<i<a sont des générateurs topologiques de I'y; et de I'y, les actions de
I's et Ty sur RS et RY sont données par :

Yo (Xo) = €] Xs et 75 (Xy) = X sio’ £ o

i (X)) = [e] X et 1i(Xny) = Xy sid # 5.

On en déduit une action de 'y s sur RER, A[z}m A[u vl
Enfin, pour 1 < ¢ < |¥] 4+ d|A|, on écrit J; := {(]1,...,ji) |1 <1< <ji <
X[ + d|A[}
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Proposition 3.6.5. ] existe un p>""-quasi-isomorphisme :

<, Kos(p, 0, F" R - v]) — 7<r Kos(p, LieI's 4, FTR[U v]) AL T<, Kos(p, Lie 'y 5, R[u v]( )

s T<r Kos(p, I's 4, R[gf}{] (r))-
(3.19)

Remarque 3.6.6. Modulo p™, on obtient de la méme facon un p°*"-quasi-isomorphisme.

Démonstration. La preuve est la méme que celle des propositions 3.4.6 et 3.4.8.
Les deux premiéres fléches sont des p**"-quasi-isomorphismes par le lemme 3.4.3.
Pour montrer le dernier quasi-isomorphisme, on commence par construire les sommes

So =14 a7y + ag; + ... et s =14+ bty + byt + .

(resp. sy; =1+ a1Tn; + a27',\27i + ... et s;; =14+b17a; + bQT/\z’i +...)

log(1+X) t X
X log(1+X)
7o — 1 (respectivement 7, ; := v,; — 1). Pour les mémes raisons qu’en 3.4.8, ces sommes

convergent et on peut définir un isomorphisme de complexes donné par les j3; : R[Eu”}(} (r)s —

R ()% avee Bi((az)jes) = (55, 5:(a5))jes. 0

Le morphisme R 3 = Acis(Ry a00) (15, (5.38.1)]) induit la premiére fleche du mor-
phisme suivant :

ol (an)n>1 €t (by)n>1 sont les coefficients des séries formelles et 7, =

RT(Tsp, REY(r) = RE(Tsa, AR\ (1) = RO(GR, A (r)) (3.20)

et la deuxiéme fléche correspond au morphisme de bord ([1, 01GY], [15, (3.15.1)]).
On rappelle qu'on a également un quasi-isomorphisme :

RT(GR, Zy(r)) = [RTcont(Gr, F"A%") 2% RT(Gg, A, (3.21)
En composant les morphismes précédents, on obtient une application :
Qrn A - T<p KOS(@? 87 Fng,?X) - TSTRF(GR7 ZP(T»

Proposition 3.6.7. Il existe une constante N indépendante de R, X et A telle que 'ap-
plication o, ci-dessus est un pN"-quasi-isomorphisme.

Démonstration. On fixe un A dans A. On note

1 [wb]
X)\,l .. .X)\7a>\ ’ X)\7a>\+1 .. .X)\7d

+ —
Rcris,)\,D T Acris{X)\yl, . 7X)\,d7

et Rl — Rige un relevé étale de Ry — R. On construit les anneaux R et A%g N
associés et on a alors un p™V"-quasi-ismorphisme (par ce qui a été fait plus haut) :

oy T<p Kos(p, 0, F' R, \) = 1<, RT(GR, Zy(1)).

crls A
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On a un diagramme commutatif :

Spf(RER)
Spf(R) SPf (Acris(R5 4))
Spf(RYi ) SPE(Riisan)

Mais R{} est complet pour I'idéal associé & I'immersion Spf(R) < Spf(RER) (car cest
un PD-épaississement ). Comme Spf(RZ,;,) — Spf(R; ) est ¢tale, on peut alors relever

la fleche Spf(RER) — Spf(Ri;, o) en une application Spf(RgR) — Spf(R;

oris, y) qui fait
commuter le diagramme :

Spf(R) ——— Spf(R i »)
| 7]
Spf(RI;,]/jx) — Spf(R;ris,)\,D>'

On a alors un diagramme commutatif :

1

PD ] .0
Ry —— Ry —— Apy,

et le résultat se déduit du diagramme commutatif suivant :

TSrRrsyn(Rv 7") — T<r KOS(@: a? F'R}, ) Q—N,)\> TSTRF(GR7 ZP(T))

cris,\

l |

Tep RTagn(R, 1) = <, Kos(p, 0, F" RER) =22

— T7<, RI(GR, Zy(r)).

3.6.2 Preuve du théoréme 3.6.1

On rappelle qu’on cherche & montrer le théoréme :
Théoréme 3.6.8. [l existe un morphisme de période :
agﬁn : T<p Rlsyn(Xo0p s T)n — T<r RUet (X, Z/p"ZL(1)").

De plus, ce morphisme est un pN"-isomorphisme pour une constante N qui ne dépend que
de K, p etr.
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Démonstration. Soit 4* — X un hyper-recouvrement affine. On note R* I’anneau tel que
U, == Spf(R¥).

Pour chaque k, on considére (X, Ax) tel qu’on ait une immersion fermée

46, = SpE(RY,) xo. ] Spf(R})

/\keAk

comme en (3.17). On note ensuite Spf(REP, ) lalog-PD-enveloppe complétée de Spf(RF) —
Spf(AcriS(RghAk)). On note :

k d r
Syn<uOcaAcriS<R2k,Ak)a ") = [F ngl?/\k % QR}ED,?Ak]n'
L’application canonique Syn(Ug, ., Acris(RY, 4, ),7)n = Rlgu (8, 7)n est alors un quasi-
isomorphisme. De plus, on a vu que ensemble des Ry, pour (Xj, Ax) comme en (3.17)
forme un systéme inductif filtrant. Le systéme des Syn(ﬂ’éC,Acris(ng’ A.)»T)n est donc
lui-méme inductif filtrant. On en déduit un quasi-isomorphisme :

1& Syn(uochcrIS(REkAk) )n _>Rrsyn<ﬂoca )n- (3.22)
(Zk,Ak)

Mais pour chaque (X, Ax), on a un quasi-isomorphisme Syn(4, ,, Aais(RS, 4, ), 7)n =
Kos(p,d, REP, ). On vérifie que ce morphisme est fonctoriel. En effet, pour R — R’
une application étale, soit (X, A) associé a R et (X', A’) associé¢ & R'. Alors si on note
Y =XUY et A = AUA , le morphisme R% A= jo\ décrit plus haut induit un
diagramme commutatif :

;%};3 —— Kos(9, RER) -

Q% pp —— Kos(9, RER)
S,A )
Comme les systémes sont filtrants, on a pour tout ¢,

H( lim Kos(p,d, REP,,)a) & 1 H'(Kos(p, 9, REP), )
(Zk»Ak) (EknAk)

et de méme pour les complexes Syn(U, ., Acis(RS, 4, ), 7)n- On en déduit un quasi-isomorphisme
fonctoriel :

lig Syn(uk,Acris(RgbAk),r)n1> hgl Kos(@,a,R];fAk)n.
(Zk,Ak) (Zk,Ak)

Par ailleurs, on a construit un p™"-quasi-isomorphisme ¥y, , fonctoriel de 7<, Kos(¢, 8, REP) )»
dans 7<,RT(Ggr, Z/p"Z(r)"), qui donne :

iy 7, Kos(, 0. RE%s, ) s RI(Gru /5200 ).
(Eszk)
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On obtient un quasi-isomorphisme fonctoriel :

hﬂ 7—<r Syn(uoca Acrls(RZk Ak) )n :> TSTRF(GR’W Z/an(T)/) (323)
(Zk,Ak)

En combinant les deux quasi-isomorphismes précédents, on a :

7—<7”Rrbyn(uocv T)n <(3.NT2)lig(Zk,A y T<r Syn(uOCvAcrls(RZk a)sTIn o T<r RU(G e, Z/p" Z(1)')

(3.23)
et ce quasi-isomorphisme est fonctoriel. On en déduit un quasi-isomorphisme
T<r RUgyn(US,, 7)n = T<, RT(GRe, Z/p"ZL(r)").
On définit ?,, : 7<; RUsyn(X0p: 7)n — T<r Rl et (X, Z/p"Z(r)") comme la composée :

T<r RD gy (Xoe, 7)n — hocolimugrr <, RTsyn (U%,., 7)n — hocolimugrr 7<, RT (Gge, Z/p"Z(r)")
— T<, hocolimygrp Rl (U2, Z/p"Z(r)") + T<,RUet(Xc, Z/p"Z(r)").
(3.24)

On va montrer que c¢’est un p’"-quasi-isomorphisme. La premiére et derniére fleches sont
des quasi-isomorphismes par descente cohomologique (voir (2.6) pour la cohomologie syn-
tomique; le méme argument donne le résultat pour la cohomologie étale). La deuxiéme
fleche est un p™V"-quasi-isomorphisme par ce qu’on vient de faire. Il reste & voir que, pour
tout k, on a un quasi-isomorphisme : RI'(G g, Z/p"Z(r)') = RUe(Sp(R*[}]), Z/p"Z(r)").
Mais cela découle du fait que Sp(Rk[i]) est K(m, 1) pour Z/p"Z (voir remarque 3.1.2).
]

On peut maintenant considérer les faisceaux H*(S,(r)x) et i R*j,Z/ p"(r)%,,, asso-

ciés aux préfaisceaux U — HM(U,S,(r)x) et U — H*(U,i Rj,Z/p"(r)%,. ). En utili-

sant 'équivalence de catégorie entre Fsc(T,D(Z/p")) et D*(( Jet, Z/p™), le morphisme
ci-dessus peut étre vu comme un morphisme dans D ((Y)g, Z/p") et on en déduit le
théoréme :

Théoréme 3.6.9. Pour tout 0 < k < r, il existe un p™ -isomorphisme

al,  HE(Su(r)x) = @ R¥LZ/p"(r):

xC’ tr

ou N est un entier qui dépend de p et de r, mais pas de X ni de n.

3.6.3 Conjecture semi-stable

On suppose toujours que X est propre a réduction semi-stable sur Og. On rappelle
quon a la cohomologie de Hyodo-Kato RUpk(X) := R s (X/W (k)%)g et que si D est un
(p, N)-module filtré, D{r} désigne le module D muni du Frobenius p"p et Dy est muni
de la filtration (F**" D). Le but de cette partie est de prouver la conjecture semi-stable
de Fontaine-Jannsen :
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Théoréme 3.6.10. Soit X un schéma formel propre semi-stable sur Og. On a un Bg-
linéaire, Galois équivariant isomorphisme :

a’: Hy (X0, Qp) ®g, Be = Hijk(X) ®F By. (3.25)

De plus, cet isomorphisme préserve ’action du Frobenius et celle de [’opérateur de mono-
dromie et apres tensorisation par Bagr, il induit un isomorphisme filtré :

Hét<%0a Qp) ®q, Bar = HéR(%K) QK Bar. (3.26)

Démonstration. Par le corollaire 3.6.2, pour ¢ < r, on a un isomorphisme o : H: (X0.,7)qg —

- T syn
H (Xc,Qpu(r)) et en utilisant le lemme (2.3.7), on obtient un morphisme :

Hi(Xe, Qp(r)) = Hip(Xog, 1o = (Hing(X) @p By )77V

syn

Le morphisme de période a° est alors donné par :
H (X0, Q) ®g, B «—— Hi (X0, Qp(r)) ®g, Ba{r} < Hiu(Xoo, o ®g, Ba{r}

— Hi(X) @p By
(3.27)

et la fleche HY, (X0, 7)o ®q, Bst{r} = Hik(X) @By est un isomorphisme par le lemme
(2.3.12). On obtient Iisomorphisme (3.25). Enfin, par construction de af, Papplication
ci-dessus est Galois-équivariante, elle est compatible avec 'action de ¢ et de N et avec la

filtration aprés tensorisation par Bgg. O]
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Chapitre 4

Unicité des morphismes de périodes

On suppose toujours que X est un schéma formel propre a réduction semi-stable sur
Ok. On a construit, dans le chapitre précédent, un isomorphisme :

6‘0 : Hgt(ifc, Qp) ®Qp By - HIZ{K(:{) ®F By
&gR : Hét<%07 Qp) ®Q, Bar — HciiR(:{K) QK Bar-

D’autres démonstrations de la conjecture de Fontaine-Jannsen ont également été données
par Cesnavicius-Koshikawa ([15]) et par Tsuji ([47]). Le morphisme de période utilisé par
Tsuji est application de Fontaine-Messing, & définie ci-dessous. Cesnavicius-Koshikawa
définissent, eux, un morphisme de période &% en généralisant la construction de Bhatt-
Morrow-Scholze ([9]) et dont on rappelle la construction plus loin. Le but de cette section
est d’utiliser &° pour montrer que ces deux morphismes de période G°¥ et @™ coincident.

4.1 Application de Fontaine-Messing et symboles

La preuve de la conjecture semi-stable par Tsuji passe elle aussi par un théoréme de
comparaison entre les cycles proches p-adiques et les faisceaux syntomiques. Ici, X est un
schéma formel a réduction semi-stable muni de la log-structure définie plus haut. Dans la
section §(4.1.3), on supposera de plus qu'il est propre.

4.1.1 Faisceaux syntomiques et cycles proches

La description locale des applications de Fontaine-Messing

ozTF}T\:[ : Su(r)x = *RJZp L (1)}

xK,tr

(respectivement S, (1)xe,, — " RjZ/p"L(r)%,,,)

%C,tr

est donnée dans la section suivante. On rappelle ici les principales étapes de la démons-
tration de Tsuji ([47]). Plus précisément, Tsuji montre le théoréme suivant :
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Théoréme 4.1.1. [47, (3.3.4)] Pour q < r, il existe un entier N qui ne dépend que de p,
r et q tel que le noyau et conoyau de

04517\14 : ’Hq(Sn(r)ggOC) — "R, Z/p" L (r))

xc,tr

est tué par p" pour tout n > 1.

Applications symboles et faisceaux syntomiques

On suppose dans un premier temps qu’il existe une immersion exacte fermée de X dans
un log-schéma formel Z log-lisse sur O, on note Z,, sa réduction modulo p™ et on suppose
qu’on peut trouver un systéme compatible de relévements du Frobenius {¢, : Z, — Z,}.

Soit D,, la log-PD-enveloppe de X,, — Z,,, Jp, l'idéal a puissance divisée associé et 7, gi
sa r-iéme puissance divisée. On rappelle qu’on a les faisceaux syntomiques

r—e ° "—p °
Su(r)x,z,6 = [jgn ! ®oy, Yz, w, — Op, ®o,, an/wn]'

On considére le faisceau .752 ={z € Jgi | ¢(z) € p"Op, } et pour s > r, on pose
~ n-+r
I<)T;L> = \7[@“ ®Z/p". Alors \733 est indépendant de s. En effet, la fleche jgiﬂ r jg}

n+s

. pntr ~ .
se factorise par J, gi+s — J, [<;2+g et on a une suite exacte

r nr r ~(r
jg'r]hks b j'én>+5 - jg'r?«kr - 0

En réduisant modulo p™ on obtient un isomorphisme
jgr?ﬂ ® Z/pn 1> jgifﬂ ® Z/pn'

On définit ensuite 7, g;:ﬁ ®0,, 2y w, = (J, g;;? ®0y, . % jw,, )OL/P" et le complexe
de faisceau :

r—e ° 1—p °
Si(M)xze = T8 @0, Q. jw, —2% Op, ©0,. Uy w.]

n

ol @, = (p:{. @ A\° ‘%")‘ On a un diagramme commutatif

r—e ° 1—¢r °
jgn > ®0Zn QZn/Wn z ODn ®OZn QZn/Wn

b ]

j/:[;n_.} ®oz, 2%, /w, —% Op, ®0z, %, w
qui induit un morphisme S,,(7)x,z, — S,,(7)x,z,, dont les noyau et conoyau sont tués par
p". Pour alléger les notations, dans la suite de cette partie, on notera simplement S, (r)

et S (r) pour S,(1)x,z,4 €t S, (7)x,2.4-
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Notons M la log-structure de X, M,, sa réduction modulo p" et Mp, la log-structure
de D,. On rappelle qu’on a un isomorphisme MP /(1+Jp,) = M2, On va maintenant
définir des applications symboles (MEP)®? — 1(S,(q)) et (MEE)®? — HI(S)(¢q)) (voir
[47, §2.2]). On commence par supposer que ¢ = 1. On définit le complexe

Con=(—=0=10+Ip,) > ME =0—...)

concentré en degrés 0 et 1. En particulier, on a H'(C,) = M?2. On a le diagramme
commutatif suivant :

1+ Jbp, ME

| l

Th) —— (0p, ®o,, Oy ) & Ob,

ot la fléche de gauche est donnée par z — log(x) et celle de droite par x — (dlog(z), log(#(x))).

On obtient donc un morphisme C,, — S, (1), puis en prenant la cohomologie en degré 1,
un morphisme

ME — HY(S,(1)).

De la méme fagon, le diagramme commutatif

1+ Jp,is M

Dpt1

| |

Th) —— (O, ®o,, U ) ® Ob,

ou la fleche de gauche est donnée par x +— log(x) mod p™ et celle de droite par = +—
(dlog(x) mod p", p~! log(ﬁ)), induit un morphisme
n—+1

My = HA(S,(1).

On étend ces applications a un ¢ quelconque en utilisant les structures produits sui-
vantes. Pour le faisceau S,,(r), le terme de degré ¢ est égal a

(T5 " @7, Q) © (Op, @7, Q7 w.)

et on définit le produit par

{Sn(r) R8,(r") = Sulr +17)
(z,y) @ (') > (z2’, (-1)7p"zy + yo(z'))

Pour §/(r), on a de la méme fagon :

{&m®&w = S+ 1)
() ® (&) (o', (1) + ()
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On a alors un diagramme commutatif :

Sp(r) @ S, (r') —— Su(r +17)

J |

S(ryeS.(r)—8. (r+1r).

On peut maintenant étendre les applications définies plus haut et on obtient des mor-
phismes :

(MEP)E! = H(Su(q))

(M50 5 H9(SL(q)). (4.1

Applications symboles et cycles proches

Considérons le faisceau i* R?j,Z/p"Z(1)%, . . La suite exacte de Kummer :

0= Z/p"Z(1)xy, = Of,. 25 0% =0

induit un morphisme i*(M#) = i*5, 0% — ©*Rj.Z/p"Z(1)x, . [1] et en prenant le H°,
on a :
*(M®) = *R'Z/p"L(1)x,. .-

Ensuite, l'inclusion Z,(r) — ﬁZp(r) induit Z,/p"(r) — Z,/p"(r)" et on obtient une
application symbole pour ¢ =1 :

i*(ME) — * R, 7 /p"Z(1)

xK,tr :

Le cas ¢ quelconque s’obtient comme précédemment en prenant le produit :

(MBI — " RTZ[p" L (q)" (4.2)

xK,tr :

On peut de plus montrer que les applications symboles ainsi définies sont compatibles
avec ’application de Fontaine-Messing, c’est-a-dire qu’on a le théoréme :

Théoréme 4.1.2. [47, Proposition (3.2.4)] Le diagramme suivant commute :

(M) — 2D a7 (g)

(4.2

i (M) 2 e Rag 7 ),

xK,tr
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Preuve du théoréme (4.1.1)

Tsuji commence par prouver le théoréme (4.1.1) dans le cas ou le twist r est égal au
degré q. Pour cela, il définit les filtrations suivantes sur les faisceaux syntomiques et les
cycles proches p-adiques ([47, §2.4]). On rappelle que @ est une uniformisante de K. On
définit d’abord F* et G* sur M5P :

— Sig=1:

FOMEP = M5P et F"ME =1+amOxsim>1
GOME = (1 4+ @wOx,)(w) et G"ME = F" M sim > 1.
— Sig>2:
F™(MB)®7 = Timage de F" M @ (ME)®l-D
G™ (M) = Timage de F" M & (MF)*0 & () + ™ (M)

et on étend ensuite ces définitions & H?(S;(q)) en prenant leurs images par 'applica-
tion (4.1). On définit les mémes filtrations pour i*(M?®P) et on étend la définition a
i*RY,Z/pZ(r) via (4.2). Si F? est I'un des faisceaux H?(S](q)) ou i* R, Z/pZ(r), on
note :

grg F4 = F"FU/V"F et gy’ F1 = V™ F1/FmH Fe

puis : B? :=Im(d : Qg(_kl/k = Q% ) et Z7 :=ker(d : Q% — Qg;;l/k) Enfin, soit wy,, le

sous-faisceau de Qgck/k engendré par dlog(as) A --- A dlog(a,) pour ay,...a, dans M.

Théoréme 4.1.3. [47,2.4.1,3.3.1] Si F? est l'un des faisceaur H(S](q)) oui* R1jZ/pZ(r),
alors

1. F4 est localement engendré par les symboles (i.e. FOF1 = F1).

2. Sim =0, on a les isomorphismes :

gry F4 = Wing
{a1,...,a,} > dlog(a)) A--- Adlog(a,)

grd Fa = wfo_gl
{a1,... a1, w} > dlog(a) A--- Adlog(a,1)
5510 <m < 5 etpfm,
gryr F4 = wﬁj_gl/Bq_l
{1+ @™z,a1,...,a0-1} > Tdlog(@) A--- A dlog(a,—1)

ey % w7
{1+w"x,a1,...,a4-0,w} > Tdlog(a) A--- Adlog(a,1)
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4. S10<m< 2 etp|m,

p—1
gryt F4 A
{1+ @™z,a1,...,a5-1} > Tdlog(@) A--- A dlog(a,—1)

gr" F S Wiy /2072
{1+@"x,a1,...,a4-0,w} > Tdlog(a) A---Adlog(a,1)

5. Sim>-L= FmF1=0.

p—1’

Dans le cas du faisceau syntomique, la preuve de ce théoréme est donné dans [47, 2.4.1].
Dans le cas ou F? = i*R95,7/pZ(q)’, le résultat a d’abord été démontré par Bloch et Kato
dans [11] dans le cas de la bonne réduction, puis a été étendu a la réduction semi-stable
par Hyodo (|31]).

Théoréme 4.1.4. [47, (3.3.2)] Ecrivons m := v,(a(q)'p®?) ot ¢ = a(q)(¢—1) +b(q) avec
b(q) < (¢ — 1) et soit n > m. On suppose que K contient les racines primitives p"-iéme
de l'unité. Alors Uapplication de Fontaine-Messing

agm - HU(Sn(q)) — i* RUGZ/D"L(q)'
est un p™2i-isomorphisme.

Démonstration. Comme la flecche H(S,(q)) — HI(S.(q)) est un p?-isomorphisme, il
suffit de vérifier que H4(S),(q)) — i*R9j.Z/p"Z(q)" est un p™-isomorphisme.
Remarquons d’abord que les applications symboles

(MF)®" = HI(S/(q)) et (i"(M#))® — i* R Z/p'Z(q)

sont surjectives pour tout entier [ > 1. En effet, pour [ = 1, le résultat est donné par
le premier point de 4.1.3. Si maintenant on a [ > 1 tel que (MP)®? — HI(S/(q)) et
(i*(Me8P))®9 — *R9§.7/p'Z(q) sont surjectives, le résultat pour [ + 1 s’obtient & partir
des suites exactes

' RULLIPEG) % i R 2 ) — i RLZ P )
i
HI(S (@) & HU(S]1(0) = HU(S)(9))
(induites par les suites exactes courtes
0= Z/p 5 2/ = Z/p = 0et 0— T LN Jé)’?ﬂ — T = 0).

Rappelons que Z/p"Z(q) = pimZ/p"Z(q) : on a un morphisme naturel de i* R%j,Z /p"~ " 7(q)
dans *RYj,Z/p"7Z(q)" dont le conoyau est tué par p™. Montrons que ce morphisme est
injectif. On a la suite exacte longue :

S PRIV ZPEG) — i RTLZ P L(q) — i RYLZ L (q) L it RYLZ T (q) — . ..
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et la fleche de gauche est surjective (on a supposé que K contient toutes les racines p"-iéme
de 'unité). On en déduit que la fléche de droite est injective et donc que i* R%5,Z/p" ™ Z(q) —
i*Rj,Z/p"Z(q)" est injective.

On déduit de la surjectivité des applications symboles et de la compatibilité de celles-ci
avec ’application de Fontaine-Messing, que I'image du morphisme

HU(S,(q)) = i"RYjZ/p" Z(q)
est égale a I'image de
"RYLZLIp" " L(q) = "R ZL[p" L (q)
et on obtient finalement que H4(S, (¢q)) — i* R, Z/p"Z(q)" se factorise en
HU(S,(a) = HUS,_(q)) = " RYLZ/p"""L(q) — "R} Z/p"L(q)"
La premiére fleche est surjective (par la surjectivité des applications symboles) et de noyau
prTHAS, (0) = p" RS, ()

tué par p™. La troisiéme fleche est injective par ce qu’on vient de voir et de conoyau tué
par p". Montrons que la fléche du milieu est un isomorphisme. On déduit de (4.1.2) qu’on
a un diagramme commutatif :

HIUS) 1 (@) ————HI(S, _(q)) ———— HI(S}(q)) —0

n—m—1

| | |

0 ——i*R15,Z/p" ™ Z(q) —— i* RYj.Z /p" " Z(q) — i* RYj.Z /pZ(q) — 0.

De plus les lignes sont exactes par les mémes arguments que précédemment. Par récur-
rence, on voit qu'il suffit de vérifier que H4(S;(q)) — i* R1j.Z/p'Z(q) est un isomorphisme.
C’est le résultat du théoreme (4.1.3).
Finalement, on obtient que H9(S/,(q)) — i*R9j.Z/p"Z(q)" est un p™-isomorphisme et
donc
agn  HI(Su(q)) — i RIZ/p"L(q)

est un p™*+2%-isomorphisme. O

Si X n’admet pas d’immersion fermée dans un Z log-lisse sur O, on considére un
hyper-recouvrement °* de X tel que les ° admettent des relevés log-lisses sur O munis de
Frobenius compatibles et on utilise la remarque 2.3.6 pour obtenir le résultat du théoréme
4.1.4 dans le cas général. En prenant ensuite la limite sur les extensions finies L de K, on
en déduit le théoréme (4.1.1) pour ¢ = r. On obtient finalement (4.1.1) pour tout ¢ > r,
en utilisant le résultat suivant :
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Théoréme 4.1.5. [47, 2.3.1] Soit 0 < q < r. Il existe une constante N qui ne dépend que
de p, q et r telle que l’application

{Hq(gn(q)xoc ) — Hq(Sn(r)xoC )

Tzt

est un p™ -isomorphisme.
Démonstration. La preuve est donnée dans la section (2.3) de [47]. O

On obtient finalement un isomorphisme

™M HE (X, 1) S HE (Xe, Qy(r) 2 HE (Xc, Q,(r)).

T syn

4.1.2 Comparaison locale avec ’application de Fontaine-Messing

Dans cette partie, on montre que le morphisme de période local construit dans le cha-
pitre précédent est égal a ’application de Fontaine-Messing modulo une certaine puissance
de p. Une fois la construction du morphisme établie, la preuve est trés similaire & celle du
cas arithmétique (|21, §4.7]). On suppose toujours X = Spf(R).

Les anneaux E%“}} et E%D et lemmes de Poincaré

On rappelle ici la définition de E[ﬁu’v] et EXP donnée dans [21, §2.6]. Dans cette section,
S désignera 'anneau R ou R“l et A désignera A.is(R), Acis(R), Al oy A[}f’”}. On

cris R
a donc un morphisme injectif continu ¢ : S — A et on note f: S ® A — A le morphisme

tel que f(z ®@y) = (x)y.
On note SA la log-PD-enveloppe complétée de S ® A — A par rapport a ker(f).

Remarque 4.1.6. Soit V; = % pour 1 < j < d. Alors SA est en fait la complétion
J
p-adique de S ® A auquel on ajoute tous les (z ® 1 — 1 ® ¢(z))* pour z dans S et les

(V; — D,

En effet, la log-structure de R est induite de celle de R (qui est donnée par la fibre
spéciale et le diviseur a U'infini). On munit A de la log-struture induite de celle de A ;g
(donnée par ([@’])) et de celle de R. L’inclusion Spf(A) — Spf(S®A) n’est alors plus
exacte, mais on peut considérer son exactification :

Spf(D)

SN

Spf(A)C d Spf(SBA)

ot D = SRAV;, 1< j <d), flsga = f et f(V}) =1.
On obtient ainsi que f est exacte et SA est alors donnée par la PD-enveloppe usuelle
de f: D — A par rapport a ker(f).
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On munit SA d’une filtration en définissant F"SA comme 'adhérence de l'idéal en-
gendré par les éléments de la forme :

T1T9 H (‘/] — 1>[k]]

1<j<s

ou x7 est dans F"S, x9 est dans F™2A et r1 + 19 + ijl ki <.

Proposition 4.1.7. |21, Lem. 2.36]

1. Tout x de SA s’écrit de maniére unique sous la forme :

xr = Z Tk H(l — V)il (4.3)

k=(k1,....kg)eNe  j=1

avec xy dans A et xy tend vers 0 quand k tend vers l'infini.
2. De plus,

d
xr = Z T H(l—Vj)[kf] € F'SA siet seulement si zy € F*MA pour tout k.
keNd  j=1

Démonstration. On note A’ la complétion p-adique de A[(1-V;)¥ 1 < j < d, k € N]. Pour
obtenir le résultat du premier point, il suffit de montrer que 'application +/ : A" — SA
est bijective.

On commence par prouver 'injectivité. Soit x dans A’ qui s’écrit comme dans (4.1.7)

et tel que /(z) = 0. Montrons par récurrence sur |k| que xx = 0. Pour k = (0,...,0),
on applique le morphisme f : SA — A et, comme f(1 —V;) = 0, on obtient z, = 0.
On suppose que x, = 0 pour tous |k| < n et on montre que x; = 0 pour |l = n et
o 1. o 8 .
1=(ly,...,ls) en utilisant les 0; = Xiox
d d
I; 1; .
Qoo = 3w av0 -
j=1 k|>n  j=1

car 0;V; = 0 si j # [. En écrivant 0;V; = (V; — 1) 4+ 1 et en appliquant f, on obtient que
Iy = 0.

Il reste a voir la surjectivité. On va d’abord montrer que S est inclus dans ¢/(A"). Pour
cela, on prouve qu’il existe un (unique) morphisme ¢o : S — A’ tel que 'injection naturelle
S — SA se factorise :

S— — > SA

A/
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Or, il existe un morphisme ¢y : Sg — A’ tel que / o ¢y est I'injection S — SA : il est
donné par la formule

WX =)= v =) S0 () o -

n=0

Il est unique car ¢/ est injective. On vérifie ensuite que ¢o(z) — ¢(z) est dans ker(f o)
pour tout x de Sg. Comme S — S est étale, ¢ s’étend alors de maniére unique a S, avec
to(x) —1(z) € ker(f o). Par unicité, on obtient que la composition ¢’ o ¢y est 'application
naturelle S — SA et que S est dans (/(A4’).

Pour terminer, il suffit de voir que le log-PD-idéal engendré par ker(f) est inclus dans
'image de . Par définition de /, il est clair que c’est le cas pour les (V; — 1)*. De plus,
comme on a (X; — t(X;)) = «(X;)(V; — 1), on voit que (v — t(z))¥ est dans 'image du
PD-idéal engendré par les (V;—1). Ceci termine la démonstration de la premiére assertion.

Montrons le second point. Soit = >, a2k H?Zl(l — Vj)kil dans SA. On a de
maniére évidente que si tous les xy sont dans F" %A alors x est dans F"SA.

On va maintenant montrer le sens direct par récurrence sur r. En utilisant les d;, une
récurrence sur k montre que si |k| # 0 alors zy est dans F"~%l A, Il reste a voir que x est
dans F"A. Mais g est dans AN F"SA, f(zg) = xg et f(F"SA;) C F"A. On obtient donc
xg € FTA.

O

On définit les anneaux suivants :
— EEP = SA (resp. ") pour S = R, (resp. RI"") et

cris

A= Auis(R) (resp. A,
— ERP = SA (resp. E%;’]) pour S = R}, (resp. R“’) et A = Ayis(Roo) (resp. AB%’:}),
A (

PD __ [u,v] _ pt u,v _ (R [u,v]
— Ex” = SA (resp. E5) pour S = R (resp. R et A = Agi(R) (resp. AZT).

cris

On déduit de la proposition 4.1.7 les inclusions : ERP C ELP C ]E%D (et de méme avec
I'exposant [u,v]).

On va maintenant étendre les actions de G et de ¢ a ces anneaux.
Proposition 4.1.8. [21, Lem. 2.40] Si SA = EFP (respectivement EY5™) pour M €
{R, Ry, R}, on note SA" = EYP (respectivement EEZ’E]). Alors :

1. ¢ s’étend de maniére unique en un morphisme continu SA — SA'.

2. L’action de G s’étend de maniére unique a un action continue sur S A, qui commute
avec ¢ et By (pour x € {PD, [u,v]}) est l'ensemble des points fizes de E% par le
sous-groupe I'r C Gg.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que (1 — p(V;))¥ et (1 — g(V;))* sont dans SA pour
g dans Gr. Comme on a ¢(V;) = V7,

(1= V) = (1= V¥ (1)
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et donc (1 — (V) est dans SA.
On a ensuite g(¢(X;)) = [e%9].(X;) pour un ¢;(g) dans Z,. Donc :

X

l-—2 _=(1-V)+(1- [5]*%-(9))‘/.
9(1(X;)) ! !
et comme p divise (1 — [€]7%9) et que p admet des puissances divisées on obtient que
1= a5y (X est dans SA.

O
On considére maintenant le complexe
FrQa/a:=F'SA— FISAQ Qg0 — FT25AQ 0,4 —
Proposition 4.1.9. |21, Lem. 2.37| Le morphisme F" A — FTQ:QA/A est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. La preuve est la méme que dans [21]. On note ¢ : F"A — F"SA I'appli-
cation naturelle. On va construire une homotopie h :

0—— FTSA—— F1SA X QSA/A—>FT72SA® Q?‘3’A/A

Al |

F’"A—€>F’"SA—>F7"*15A®Q§A/A—>F’“*28A®Q%A/A—>

On définit
, L [FrsA S FTA
U e axc T (V; = DB ag

et on a hoe = 1d.
Pour n >0, h, : FF""SA® Q" — FI7"1GA @ Q" ! est donnée par :

d d - ki+6: 1\ . L . .
(aH(Vj _ 1)[1@])@, NN aHj=1(VJ 1>[ ! “1})%’ S% kj =0 pour 0 <j<j
o 0 sinon
<. . . . . . ~ X d
ouj = (]1a"'7.]n)7.]/ = (]27"-7]71) et Wy = ‘/}1 X, LA In )i'in
On vérifie qu’on a alors ehg + hid = 1d et dh + han = Id. O

Pour simplifier les notations, on note Ry := R*" et R, := A[}g’v}. On a des plongements
1 © Rl — R; pour i € {1,2}. On note ensuite Ry la log-PD-enveloppe complétée de
Ry ® Ry pour 150" : Ry — Ry (et donc R3 = E%’v]). On pose X;; = ;(X;) pour
i€{1,2} et j€{1,...,d}. Soient

d n
dX;;
=Pzt yw=0en A=\
j=1

]
et F'QY = F'R, - F' 'R, @ - F' R @ Q] —
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Lemme 4.1.10. [21, Lem. 3.11] Les applications F'Qy — F'Q% et FTQy — FrQY%,
sont des quasi-isomorphismes.

Démonstration. Le raisonnement est le méme pour R; ou pour Rs.
On remarque d’abord que le complexe total du double complexe

K** =FRs@Q > FF 'R @ (U AQ) = FF PRy @ (A Q) — ...

calcule le complexe F"(Q% . Pour voir qu’on a un quasi-isomorphisme F"Qy — FTQ3, . il
suffit donc de vérifier que les lignes du double complexe 0 — F"Q3, — K** sont exactes.
Mais cela découle du lemme précédent appliqué a S = Ry et A = Rs. O

Application de Fontaine-Messing

On note EZ” la réduction modulo p* de EXP (alors EEP est la log-PD-enveloppe de

Spec(R,) — Spec(Auis(R), @ RE.)).

cris

On a le diagramme commutatif suivant :

Spf(EZ)
7 T
Spf(R,,)C SPf(Acris(R)n ® Ris,)

|
Spf(R,)C Spf(Ris0)

| |
Spf(Ocy) SPf (Acrisn)

p"—p%p

On définit le complexe syntomique : Syn(R,r),, := [F TQITagD — Qigp].
La suite p"-exacte " "
0= Z/p"(r) = F" Acis(R)n =5 Acio(R)n — 0
donne un p"-quasi-isomorphisme
RU(Gr, Z/p"(r)) = RT(Gr, [F" Aeris (Bl 25 Acris(R).)
et, par le lemme 4.1.9, on a :
RE(Gs [F Acrs(B) =5 Acris(R)al) = BT (G, [F' Qo 25 Qo).

EL
R,n R,n

On peut alors définir 'application de Fontaine-Messing :

ay ' Syn(R,r), — RU(GR, Z/p"(r))
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et, de méme :

o™ Syn(R,r) — RT(GRr, Zy(r)).
On obtient la version géométrique du théoréme (4.16) de [21].

Théoréme 4.1.11. Il existe une constante N qui ne dépend que de p et de r telle que
Uapplication de Fontaine-Messing o™ (respectivement ozfilr\f[ est p™-égale a lapplication
oy (respectivement o), ) donnée par le théoréme 3.5.8.

Démonstration. On reprend les mémes notations que dans [21, Th. 4.16], ¢’est-a-dire :

e C¢ (resp. Cr) désignent les complexes de cochaines continues de G (resp. I)
o K (F'S):=[F"S Z=% §] (et donc K,(S) =[S —5 9):

o K,o(F"S) :=Kos(p,d, FS) = [Kos(d, F"S) £=% Kos(d, S)],

o K, r(F'S) :=Kos(p, T, F"S) = [Kos(T', F'S) £=% Kos(T, 9)],

o Ky r(F'S) = [Kos(T, FrQs) =5 Kos(T, Q)]

o K,ier(F"S) := [Kos(Liel', F"S) roe, Kos(LieT', S)] et

o Ky rier(F'S) = [Kos(LieT, FrQ8) £=% Kos(LieT, Q3)].

Le théoréme se déduit alors du diagramme commutatif :

Koo (F"Riis) — Co(Ko o (FTERD)) 62 O (Ko (F7 Ais(R))) §5—— Ca(Zy(r))
T<rlz (3'12: (3.3) |2 :3'2)
Ko o(FTRI“) — CG(K37¢(FTE[§“’”]))(<AJT) CG(KSO(F’“A[E“’“]));ETCG(K@ (AL (1)) — Ca(K,(Ag(r))
BH W BH wi,(3.5.5) |2
Cr(Kpo(FER) 655 Cr(p(Frag ) — Cr(K (AR (7)) — Cr (K, (Ap.. (1)
Moo Moo Koo Mooy (3.5.6) |2
Cr (Koo (FTER™) 755 (Ko (FTAR™) ¢ (K (AR (1) — Cr (Ko (Ar(r)))
2 2 2 2
(4.1.10) Koo (F'ER") 4 T Kor(B7AR") e Kor (A () g Ker (Ar(r)
¢ 2 (3.4.8) |2

(FrEM) = Ky e (FrARY) 2 K, per (ALY ()

Ko LieT (4.1.9) (3.4.3)

t* t*,7<r,(3.4.6) |2

Ky ga(FT]E[u U]) W Ky ¢(FTA[u ”])
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Remarque 4.1.12. Le passage de la troisiéme a la quatriéme ligne se fait en utilisant le
quasi-isomorphisme entre les complexes de Koszul et la cohomologie de groupe.

]

4.1.3 Comparaison de &™ et a

Dans cette section, on suppose que X est propre et a réduction semi-stable sur Og. On
compare l'application de Fontaine-Messing avec le morphisme construit dans le chapitre
précédent.

Théoréme 4.1.13. Soit X un schéma formel propre semi-stable sur Og. Les isomor-
phismes a;™ et of) de H(Xc,Qy(r)) dans H.,(Xo0.,7)q sont égauz. En particulier, les
morphismes de périodes

a™ &% Hi (X, Q) ®q, B — Hyy (X) @p By

aan s Adr * He(Xe, Qp) ®o, Bar — Hip(X) @F Bar
sont égaux.

Il suffit de montrer que les applications entiéres sont p’¥-égales pour une certaine
constante N € N. La proposition 4.1.11 donne ’égalité locale. Pour obtenir l’égalité entre
les morphlsmes globaux, on va commencer par construire des applications Oérz A et les
comparer au aly , définis plus haut.

On définit les anneaux suivants :

— ERD, = SA (resp. E%;L) pour S = A = R{R (resp. RY ’”})
— EEP = SA (resp. E%;]OO) pour S = RER (resp. R[uv) et A= A,is(Rya00) (resp.

REA

A[u v )

Rs,A,00
— EfP = 5A (resp. B ) pour 5 = RER (resp. RyY) et A = Aci(R) (resp. AR™).

M

L’ apphcatlon de Fontame Messing aF va étre donnée par la composée :

< Kos(, 0, F"RER) — 7<,C(GR, Kos(e, 0, FT]E%EDA) & 7, C(Gr,Kos(p, F™ Agis(R)))

— 7<,C(GRr, Zy(r)').
On montre que la deuxiéme fléche est bien un quasi-isomorphisme en se ramenant au cas
ou on ne travaille avec qu'une seule coordonnée A\ (comme dans la preuve de (3.6.7)).

Un diagramme similaire® & celui de la preuve de la proposition 4.1.11 donne le lemme
suivant :

Lemme 4.1.14. [l existe N qui ne dépend ni de R, ni de 3 et A telle que [’application
de Fontaine-Messing ayy  est p""-égale o Uapplication oy, 4.

1. La différence principale est que les fleches de la troisiéme & la deuxiéme ligne sont maintenant des
morphismes de bord.
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Preuve du théoreme 4.1.13. L’application globale

O[FM . TSTRFSyn(%Oca T) — TgrRrét<%Ca Zp(’f’)/)

T

s’obtient de la méme fagon que dans la preuve du théoréme 3.6.1 : elle est donnée par la
composée :

T<r Ry (X0, 7)n — hocolimugp 7<, RTgyn (U3, ) — hocolimprp 7<, RI (G re, Zy(r)")
— T<, hocolimpry RTet (U, Z, (1)) < 7< RUet (X, Zp(r

)/
(4.4)

ot le quasi-isomorphisme (fonctoriel) 7<, RI'syn (4%, 7) — T<, RI'(Gge, Zy(r)") pour U* =
Spf(R*) — X un hyper-recouvrement affine est induit par :

k ~ . k O ~
TﬁrRFsyn(Ll(’)Ca T) m hg,l T<r Syn(L(OC, Acris(RZhAk)y T) W) TSTRF(GRIC’ Zp(’l“)/)
(Zk,Ak) = OnEe Ak
(4.5)
Le lemme 4.1.14 donne la p""-égalité entre les morphismes lim oy} , et limaly, 4, et
donc entre les morphismes induits (4.5). On en déduit que o™ : 7, R0 (X0, 7) —
T<rRU&(Xc, Zy(r)') et o : 7<, RUyn (X0, 7) = T<rRU&(Xc, Zy(r)') sont p"-égales. En
inversant p, on obtient 1’égalité entre les morphismes rationnels et on en déduit finalement
SFM _ ~0
a'™M=al.

[]

4.2 Preuve via la cohomologie A

On considére maintenant le morphisme de période a“% : H,(Xc,Q,) ®q, By —
Hix(X) ®@F By défini par Bhatt-Morrow-Scholze ([9]) dans le cas o X est & bonne ré-
duction et par Cesnavicius-Koshikawa ([15]) pour X a réduction semi-stable. On rappelle
rapidement sa définition locale dans la section qui suit. On montre ensuite qu’il est égal
aal.

Dans toute cette section on suppose que X est propre a réduction semi-stable sur Og.

4.2.1 Définition de I’application locale y*X

Définition 4.2.1. |9, §6] Soit A un anneau et K un complexe de A-modules, sans f-
torsion. On note 7;(K) le sous-complexe de K [%] dont le i-éme terme est donné par :

(n/K) :={z € f'K" : dx € fT K"}
L’application K* — (n;K)",x + f'z induit un isomorphisme H'(K)/H'(K)[f] =

Hi(n;K) (ou H'(K)[f] désigne la f-torsion de H'(K)) et on en déduit que si K — K’
est un quasi-isomorphisme alors 7K — n;K’ I'est aussi. On définit le foncteur Ln; de
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D(A) dans D(A) de la facon suivante : pour K dans D(A) on choisit un complexe C
quasi-isomorphique a K et dont les termes sont sans f-torsion et on pose Ln;K = n;C.

Soit X un schéma formel propre & réduction semi-stable sur Ok et soit X = X¢ la
fibre générique de Xo_, vue comme une variété analytique rigide. On note Ox le faisceau
structural du site pro-étale X oet, O} le faisceau intégral associé et O} sa complétion.
On définit le complexe de faisceaux Aj,¢x comme la complétion p-adique dérivée? de
W(@}b) On considére alors le complexe de faisceaux suivant :

AQzxp = L (Rv(Aing x)) € D(Xoe et Aint)

ol v @ Xprost — Xop.et €St la projection. Dans [9, 5.6], il est montré que l'application
naturelle A,y — Ajyg x induit un morphisme

RF(Xéta Zp) ®Iip Ainf = RF(Xproé‘m Zp) ®£p Ainf — Rl—‘proét (X7 Ainf,X)

tel que la cohomologie de son cone est tuée par W(m%) (ot me est 1'idéal maximal de
O¢). Comme u = [¢] — 1 est dans W (m2,), on en déduit le résultat suivant :

Théoréme 4.2.2. [15, 2.3] 1l existe un quasi-isomorphisme :
1, ~ 1
RT(Xer, Zy) @7 Amf[p] = RTe(Xo0, AQxo,,) OF,., Amf[p]. (4.6)

On suppose maintenant que Xp, = Spf(R) avec R étale sur Rp. On reprend les
notations R, R, de §1.3.2 et A}, Auis(R) de §4.1 (on rappelle que R, = A} et

inf> cris inf
RY. =~ Auis(R)). On définit R, comme avant. On a alors que Ry, est perfectoide et muni

Cris

d’une action de I'p. Ainsi, la tour Xo := 7 lim” Spa(R [ |, Rim) est un recouvrement
affinoide perfectoide de Xo,,.
Théoréme 4.2.3. |15, §3.3|

1. On a des quasi-isomorphismes :

Ln(CP_l)(RF(FR7ROO)) _> L77 p—1) (Rrproet(X O ))

(A7)
L (RT (TR, Ainf(Roo))) = L1 (R prost (X, Aing x))-

2. Plus généralement, si R._ définit un recouvrement affinoide perfectoide de R muni
d’une action d’un groupe I'" alors on a des quasi-isomorphismes :

L”(Cpfl)(RF(F/a R;o)) — Ln(Cpfl) (Rrproét(X> OA;_())
LW(RP(F/> Alnf(Ri)o))) 1> Ln,u<RFproét (X7 Ainf,X))-

2. La complétion p-adique dérivée K d'un complexe K € D(Ox) est définie localement par K lv =
holim,, (K |y ®% Z/p™)

(4.8)
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Le but est de construire un quasi-isomorphisme entre R ¢is((R/p)/ Acris) et R (Xg, Zp)®§p

A . L’application va étre induite par la composée :

Kos(3, Aari(R)) 2 1 Kos(T s Acris(R)) — 1 Kos(T gy Acrie(Roc))

ol B est construit ci-dessous. Le probléme est que 'anneau A vient de la complétion d’un
anneau qui n’est pas de type fini sur A;,¢ et en particulier, A /i n’est pas p-adiquement
séparé. Notamment, 7, Kos(I'g, Aqis(Rs)) ne calcule pas nécessairement RI'( X, Z,) ®£

A . Pour contourner cette difficulté, Bhatt-Morrow-Scholze passent par ’anneau Al
construit & partir du méme anneau que A ;g mals tronque en degré m.

CI'lb ?

Plus précisément, pour m dans N, on note AT 1a complétion p-adique de Ainf[ ok <

— O¢ et on etend le Frobenius de A+ en

cris

m]. On a toujours une surjection 6 : ACHS

QY Ay plm Remarquons que pour m < p, on a A — = At et pour m > p, les

cris cris * cris

) coincident. On peut de plus identiﬁer Ais
(R) et AT (R ).

topologies p-adiques et (p, p)- adlque sur A"

cris

a la complétion p-adique de li lgnAmS On définit de la méme fagon AT

Enfin, soit A" (R) := = AL®y, A

Cris inf Cris

On a des isomorphismes (voir [9, 12.7]) :

cris cris

RT(T, Ai(Roo)) @y, AT 25 RU(Tg, A (R,))

N o =
Ly (RU (T g, Aine(Roo))) @, Acria — Lju(RE(Cg, Agis (Rec)))-
En combinant les résultats (4.7) et (4.9), on obtient :
Corollaire 4.2.4. [l existe un quasi-isomorphisme naturel :
~L ~
RTa(X0,, Ao, ) By, Acris = @(nmos(rmAirIS)(Roo)))) :
On a alors le théoréme (voir [9, Th. 12.1] et [15, Th. 5.4]) :
Théoréme 4.2.5. [| existe un quasi-isomorphisme Frobenius-équivariant :
~ ~L
VCK : chris«%oc /p)/Acris) — R]-_‘ét(%(/)cw AQ.'{@C>®Ain Acris . (41())

Démonstration. Les détails de la preuve sont donnés dans [15, §5 5 & §5.16]. On rappelle
ici rapidement la construction de yX. Pour m > p2, on définit ™ : Kos(d, A" (R)) —
um KOS(FR,A( )(R)) par :

cris

AT (R) 2 (A

Cris Cris

R))” . (A™ (R ——

—~

MG (R) 2 (AL (R)) —— o —— (AL (R — .

Cris

N

w0
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avec Bj = Zn>1 o 8" 1. L’application B ) est bien définie puisqu’elle est induite par le
morphisme de complexes :

AR 2 A (R)

Cris cris

b

A (R) 7L AT (R)

Cris cris

et B;0; = 7; — 1 (en utilisant Kos(d, A (R)) = ®?:1(A£Z?S)(R) A(R))). Ce sont
des isomorphismes par le lemme 5.15 de [15]. Pour obtenir le résultat, il suffit ensuite de

montrer que Vinclusion A" (R) < AU (R,.) induit un isomorphisme

cris

1, Kos(Ti, AT (R)) 5 1, Kos(Tr, AU (Rao ). (4.11)

Pour cela, on écrit Ams (R) comme une somme AC“S(R) ® (NOO@Aiang?S) ) (voir [15,

3.14.5)) avec p - Hi(Dg, Noo®a, A™) = 0 (voir [15, 3.32]).
Finalement, le quasi-isomorphisme YK est donné par la composée :

R eis(X0o /) / Acris) = (lim Kos(0, AL (R)))

2 \l/mx

(lim 7, Kos(T's, Al (R)))

= (lim 7, Kos(T'r, ALY (Rec)))

(4.2.4)
%

L

Rrét (%OC ) AQ%(QC )®A Acris .

inf

~

4.2.2 Application globale

Comme précédemment, on va écrire les complexes du théoréme 4.2.5 de maniére fonc-
torielle. On commence par le complexe de droite. On prend (X, A) comme en (3.17) et
on définit 'y x, RY 4 o €t Ryaco comme avant. On a alors un recouvrement pro-étale
affinoide perfectoide :

1 1
Spa(RgA,oo[z—?], Ry aoo) — Spa(R[}—?], R). (4.12)
Le raisonnement précédent (et en particulier 'isomorphisme (4.8)) donne un quasi-isomorphisme :

RTe(Xo0, AQuxo )81, A = (lim 1, Kos(Tr, AL (Reac0)) (4.13)

On va maintenant écrire le complexe 2% RER / Ay, SOUS UNC forme semblable a celle de (4.13).

On considére l'exactification de I'immersion Spec(R/ p) = Spf(Aais(RS ) (voir [15, §5.25
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a 5.31)) :
J
Spec(R/p) <= Y % Spf(AcriS(R%A)
avec j immersion fermée exacte et ¢ log-étale. Si on note D, la log-PD-enveloppe associée a
J, on a alors un isomorphisme ngﬁ = D;. On note D;m) I’anneau des puissances divisées

de degré inférieur am et Rg?\’(m) la complétion de I'image de D;m) par cet isomorphisme.
Les R ) sont alors des Acns—algébres munies d’une action continue de I's; y et d'un
Frobenlus. On a de plus un Agis-isomorphisme RER = (li . Rgf)\’(m) ), qui est équivariant
pour 'action du Frobenius et de I's; . On obtient :
~ . PD,(m)\\™
RT s (X0 /p)/ Aesis) = (lim Kos(d, Ry ™)) (4.14)

Enfin, en se ramenant au cas ot on ne considére qu’une seule coordonnées A (donné
par 4.2.5), on construit un isomorphisme fonctoriel (voir [15, §5.38-5.39)]) :

By + (lim Kos(, REA™))™ 5 (lim n, Kos(Ds a, A (R a00))) (4.15)

On peut maintenant prouver la version globale du théoréme 4.2.5 :

Théoréme 4.2.6. [15, 5.43] Soit X un schéma formel propre sur O a réduction semi-
stable. Il existe un quasi-isomorphisme compatible avec le morphisme de Frobenius :

~ ~L
ryCK : chris«%oc /p)/ Acris) — RFét(xOc7 AQ}?OC)@AM Acris .

Démonstration. La preuve est similaire a celle du théoréme 3.6.1. Le morphisme global

K est donné par la composée :

Rl is((Xo,/p)/ Acris) — hocolimprp BT s (( 00/P)/ Acris)
l> hocolimHRF Rrét (ﬂécy AQLIZDC )

& Rl (Xo,, AQz,,)

ou, si U* — X est un hyper-recouvrement affine de X avec Ll’(‘i)c = Spf(RF), le quasi-
isomorphisme RTeris((U8,,/P)/ Acris) = RUet (U, AQye ) est induit par :

BT (Rp)/ Aers) - lim (i Kos(9, RE))
’ (Bk,Ag) m

. 1& (lgnMKos(FgA,Ams(RZAoo)))

@19 (s Ky m

PR ~L
(4.13) RTe(Xoc, AQ%OC )®Amf A i .
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On rappelle qu’on a le quasi-isomorphisme (2.3) (compatible avec les actions du Fro-
benius et de 'opérateur de monodromie [15, 9.2]) :

teris * Rl aris(X/ W (K)°) @3y Bl = Rleris (X0 /P)/ Aeris) ®,,, BL (4.16)

et on en déduit I'isomorphisme de période a®¥ :

Théoréme 4.2.7. |15, 9.5] Soit X un schéma formel propre sur O a réduction semi-
stable. Il existe un quasi-isomorphisme :

a% : RU« (%0, Zy) ®F By = Rleris(X1/W (k)°) @11y Bt

De plus, &°% est compatible avec les actions du morphisme de Frobenius, du groupe de Ga-
lois et de ["opérateur de monodromie et il induit un isomorphisme filtré aprés tensorisation
par Byg.

Démonstration. Le morphisme &°K est donné par la composée :

(4.2.2)

RUe(Xc, Zy) ®ép Byt 7 Rla(Xoc AQx@c) ®{§inf B

Bst

" R ((X Aui) ®F
<T crls<< Oc/p)/ CrlS) ®A

cris

LB-
% RUais (X /W (K)°) @i 1y Bat.

En inversant p, on obtient un quasi-isomorphisme rationnel :

A" : Rl (Xc, Qp) ©§, By = Rluk(X) ©F By

4.2.3 Comparaison avec &

Soit X un schéma formel propre sur Ok a réduction semi-stable, le but de cette section
est de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 4.2.8. Les morphismes de périodes
dCK> a’: Hét<x0’ Qp) ®q, By — HIz{K(%) QF Bt

gh, Oag © Hy(Xc, Qp) ®g, Bar — Hi(X) ®r Bar

sont égauz. En particulier, on a &% = a*™ et a5K = afyl.

Démonstration. Soit r > 0. On rappelle que le morphisme a° est donné par la composée
(voir (3.27)) :

T<, Rlet(Xc, Qp) ®6p B ﬁ T<r RUet(Xc, Qp(r)) ®ép Byt {r} ﬁ T<r Rlsyn(Xoe, g ®<]§p Bsi{r}
[’Bris
— chris((xoc/p)/Acris)Q ®§Ctis[l] IBst <_CN- TSTRFHK(%) ®%‘ ]Bst
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et &K par :

(4.2.2)

CK
Rrét(%CS Qp) ®ép B Rret (%Oca AQf@ ) A f[l] Bst % RFcris((%Oc/Zﬂ/ Acris)@ ®Lcris[1] IBst

RFHK(%) ®L By,

Pour prouver le théoréeme, il suffit de montrer que pour » > 2d, d = dim(X ), le rec-
tangle extérieur du diagramme suivant commute (au moins au niveau des cohomologies) :

TSTRFét (%Ca @p) ®(I@p IBst <fj—f TSTRFét (XCH @p(r)) ®(I@p BSt {T} <a~—0 TSTRFS}’H(}:OC’ T)Q ®ép BSt{r}

(4.2.2{2 Ir / l
CK LB

2l cris
TSTRFét (xoc y AQ%oc )Q ®§mf[%] By <—— TgrRFCTiS((%OC /p)/ Acris)@ ®§cr;s[%] Bst ¢——<—— TSTRFHK(x) ®% Byt

L’application f, est définie de facon a ce que le triangle de gauche soit commutatif. Le
triangle de droite est commutatif par (2.3.7), il suffit donc de montrer que le trapéze
intérieur commute. Il est suffisant de le montrer au niveau des cohomologies et c’est le
résultat du lemme 4.2.9 ci-dessous. O

Lemme 4.2.9. Soit i < r. Le diagramme suivant est commutatif :

Héit (Xoe, AQ%OC)@ ®§inf[%] Bt % Hérls((%OC/p)/ Acis)g ®1§cr15[%] Byt

frT canT

Hi(Xc, Qp(r) @, Balr} e Hiw(Xoo, 1) 9, Bafr}

Démonstration. (i) Réduction. Pour prouver le lemme, par IB%CHS[ |-linéarité, il suffit de
voir que le diagramme suivant est commutatif :

Heiz’t(xoc" AQ%OC)Q Aing [ ] IB%crls[ ] <_ HCZrlS((xOC/p)/ ACFiS)Q ®1§Cm[5] Bl—;ls[l]
frT canT
Hét(%CW Qp(r)) X Hslyn(}:oc’ T)Q

=]

Considérons le diagramme :

inf [5] cris Crls

Hi(Xog, AQxo, o ®) o

Id®canT Id®can)[

o AL L) S Ho(Xoo /p)/ Aais)e ® A[“”[; )

Hét(xoc» AQ%OC)Q ®§inf[%] Acrib[; ;] <7— Hérls((%oc /p)/ ACHS)Q Cm[ ] crlS[%a ;%]
f'f‘]\ canT
Hét(x(}»(@p(r» ;0 Hgyn(xocv )
(4.17)
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La fleche verticale de gauche g := Id ® can est injective. En effet, par le théoréme
4.2.2 on a

; 11, 11
Hét(%ocv AQ%OC)@ ®1§inf[;} Ainf[;v ;] — Hét(%CU Qp(ﬂ) ®((L2p Ainf[zgﬂ /_1]7

et on en déduit les isomorphismes :

) u,v] 1 1 u,v 11
H} (X0, AQx,, o @Amf Al []3 ;] H\(Xc, Qy(r)) ®f, A }[E’ﬁ]’

i 11 11
Hét(xocv AQ%OC)Q ®§inf[%] Acris[;, ﬁ] (:{Cv Qp( )) ®(ép Acris{};a ;]

En utilisant que I’application canonique Acris[%, i] — Alw] [}—17, %] est injective et H (Xc, Q,(r))
est de rang fini sur Q, on obtient que §; est injective.

On en déduit que pour prouver le lemme, il suffit de montrer que le carré extérieur du
diagramme (4.17) commute. Mais en utilisant une nouvelle fois le théoréme 4.2.2 puis le
théoréme 4.2.6 (et que HE (Xc,Q,(r)) est de Q,-rang fini), on a

) uU,v 11 7 u,v 11
H} (%00, AQxo,)g @ﬁmd%} Al }[Z_) ;] = Hi,(RT(Xo., AQx,,,) © f[%} Al 1[p u])
U,v 11 7 U,v 11
Crls((%OC/p)/ACI‘IS)Q ®ACI‘IS[%] A[ }[5 ;] % H (RFC“S<<:{OC/p)/ACUS>Q ®ACI‘IS[1} A[ ’ ]I:Z_?’ ;])

et il suffit donc de montrer que le diagramme

rerBla(Xoc, Ao, Jo @ gy A"l 1) o T BLon((Xoo /p)/ Ao @ gy ™[5 ]

f TT Can]\

TSTRFét (va @p(r» TSTRFSYH(}:@C’ T)Q

L
Acris [%}

R E=]

(4.18)
commute.
Pour cela, on va montrer que le diagramme suivant est p”-commutatif (pour un N €

N) :

~L ~ ~L
TSTRFét (%(’)07 AQ%(QC >®Aian[U7v] [%L] K TSTRFcriS((:{OC /p)/ Acris)(g)AcrisA[um] [%] (419>

Vo]
p" fTT can]\

T<r Rl (%07 Zp (7")) TSTRFSyn(:{Oca 7“)

SO

«

Remarque 4.2.10. Le morphisme rationnel o est obtenu en multipliant le morphisme
entier par p~", d’ott la nécessité de multiplier f, par p" quand on travaille en niveau
entier.
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(ii) Calcul local. On suppose dans un premier temps que X = Spf(R) avec R la complé-
tion d’une algebre étale sur Rp. On va voir que la principale différence entre la construction
du morphisme de [15] et celle de a2 est que lapplication 3 utilisé par Bhatt-Morrow-
Scholze est égale a l'inverse de 'application § construite plus haut, tordue par t. Plus
précisément, on va montrer qu’on a un diagramme p°")-commutatif (pour une certaine
constante ¢(r) € N) :

Kf‘hsa (FT Acris (R))

CK
Vu,v)

B ~ (4.11) ~ (4.9) I
Kop(Aeris (R)™") —Z— (0K (Acris(R))) T == (1 Kr (Aeris(Roo))) 49 e 1, Kr (Af, )] =2, O (AL) 10

/ t /
) B )
z Ko(Ap") ————— nuKp(Ap")) ————— nKr(Af")) —Z—— n,Co (Al
ple "t" ple”"t" pleTt"
u,v ﬂ/ u,v u,v u v
Ko (FT ALy ") ———— K (aly () ———— Kr (Al () ——— ca(ale ()
p" fr
r u,v B/ u,v u,v B u,v
Ko o(FrAR") ——— K, r (A" (1)) —————— K, r(A ") (r)) —— Ca o (Al (r))
(3.4.10) |2 l
Ko r(AG " (1) ———— K, (A1 () —— Cap (A (r) N
(3.4.14) |2 2 \
(3.5.6) (3.5.5)
Ko r(AR)(r) ——=—— Ky r(Ap., (1) — = Ca o (Ag(r) = Ca(Z,(r))

(4.20)

Tous les complexes sont tronqués par 7<,. L’exposant [u,v] sur la deuxiéme ligne

désigne (— )@)L Al On pose Kp(—) := Kos(I', =) et Cg(—) désigne le complexe de
cochaines Contlnues de G. Les notations KM: et Cg,(—) sont celles de 4.1.11. On écrit

UMKF(AcrIS< )) QUNKF(AEZLS) (R)) et WMKF(ACHS(R )) l_n}nuKF(A( (ROO))' Enfin,

les morphismes iy sont ceux induits par les morphismes
Kos(I'g,Ag_) = C(Tg,AL_) = C(Gr, A%)

pour 7 € {(0,v]+, [u, v]}.
L’application ' est donnée par la composée :

pre”

<, Kos(0, ¢, FTAY 25 7 Kos(LieT, o, FTAR) Z50 - Kos(LieT, o, Al (1)) £ <, Kos(T', o, Al (1))

ou

_1\n—1
B A%’v (r) — A[u v]( )7, (aiy...iy) = (Bi; - - - Biy(a4,..;)) avec By = Z %ﬁ?y

n>1
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Les deux premiéres fléches sont des p("-quasi-isomorphisme (pour certaines constantes

¢(r)) et lapplication /8 est un isomorphisme.
L’application 8™ : (AT (R))% — (A (R))% est donnée par les B = Dot SO

Cris Cris

Soit (a;,..i,) dans (F"~ IARNYS on a

8 (aiy..i,) = (B - B (T ai, ) = (B 1) - (B ) (air..i,)

et ( 5i—klt) = (D=0 bnTi} )t Ol les by, sont les coefficients de la série m. Comme
a n— 1 n—
=3 ot = (X Lo,
n>1 n>1

avec (t0;,) = log(v;,), on obtient ﬁi’klt = sz et on en déduit que le carré

u,v B u,v
Ko(Alhy 2 K (Al

r u,v 5/ u,v
Ko(FrAl 2 Kr (Al (7))

commute, puis que le diagramme (4.20) est p("-commutatif (pour un certain ¢(r) € N).
Montrons que le trapéze dans le coin supérieur droit :

nuKr (A, ) == 1, Ca (ARt (4.21)

lz\ |

nuKF (A[u v]) —> nuOG (A[u ; )

est constitué de quasi-isomorphismes.

La fléche verticale de gauche est un isomorphisme de complexes. La fléche horizontale
du haut est un quasi-isomorphisme par le théoréme 4.7. La fleche verticale de droite est
un quasi-isomorphisme parce qu’on a un isomorphisme (G est profini et les modules sont
I-adiquement complets) :

Mapcont(Gnv A%)®Aian[um] = Mapcont(Gn7 A%®Aian[um]>7 n 2 0. (422>

On en déduit que les autres fleches de (4.21) sont elles aussi des quasi-isomorphismes. Fi-
nalement, une chasse au diagramme (de (4.20)) montre que (4.19) et donc (4.18) commute

dans le cas ou X := Spf(R). Il reste a voir que le résultat reste vrai pour X global.

(iii) Cas global. Dans un premier temps, on suppose toujours X = Spf(R). Si (2, A) sont
tels qu’on ait une immersion (3.17), en définissant Rg’l/)\, R s a, etc ... comme précédem-
ment, on peut réécrire le diagramme (4.20) en utilisant les versions (X, A) des anneaux. On
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prend ensuite la limite sur 'ensemble des (3, A) et on obtient un diagramme commutatif

fonctoriel :
. ~L N . .
i 7 (K080, BE 0B A D) i, mer (G (b, )o@, 1A, 1)
T Te_rtr
limg  7<r Kos(9, ¢, F" RER )g ————— 7<,C(Kos(p, Az(7)))o ~ 7<+Ca(Zy(r))o

Soit X global. En considérant des hyper-recouvrements affines {* — X comme précé-
demment et en remarquant que les deux complexes de la ligne du haut du diagramme
ci-dessus calculent respectivement

11

u,v 11 L u,v
]A[ A2 2 et TSTRFét(LL’(‘gC,AQ%C)Q@@AM[%]A[ Rl iy

T<r R cris le p Acris @L is[2
< (( Oc/ )/ >Q Acrls[p p /J/ p /’L

on en déduit que le diagramme suivant commute :

T<r Rl aris (%) —— 7, hocolim RTeris (U°) ") —— 7<, hocolim RTeq(AQye )" ¢—— 7=, RT st (AQx) "

| | Y 5

T<rRlsyn (X004, 7)o —— T<, hocolim Rl sy, (L%C ,7)g —— T<, hocolim Rl ¢t (U8, Q,(r)) +—— 7<, Rl (X, Qp (7))

otton anoté Rleis(—) = Rleis(((—)oc /P)/ Acis) et RUet(AQ(-),.) = Rlet((—)oc, A0, )-
On obtient le résultat du lemme.
O
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