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Titre : Le risque généré par les produits dérivés en réseau.

Résumé : 

Cette thèse étudie les mécanismes à l’œuvre quand des agents s’échangent des 
produits dérivés en réseau. La conclusion de ce travail est la suivante : lorsque l’on 
modélise des mécanismes simples entre des agents qui ont des tolérances au risque
différentes, on obtient des comportements qui sont similaires à ceux observés dans 
la réalité, et qui sont parfois la source de troubles majeurs. Pour arriver à cette 
conclusion, ce travail utilise une modélisation mathématique basé sur les mesures de
risques financières, que l'on complexifie au fil des chapitres et que l'on étend à l'aide 
de la simulation informatique. Dans un premier temps, la modélisation montre que 
les agents ont tendance à établir des chaînes de dépendance lorsqu’ils ont la liberté 
de s'échanger des produits dérivés. Leur comportement fait émerger un point de 
faillite systémique. Lorsque la modélisation intègre le risque de contrepartie, les 
chaînes de dépendance peuvent aggraver la faillite générale. Une méthode 
informatique est ensuite développée pour étendre l'analyse au cas le plus général 
possible; celle-ci permet de concevoir des produits dérivés optimaux dans un cadre 
très large. Appliqué au problème des produits dérivés en réseau, cette méthode fait 
émerger des produits dérivés plus réalistes que précédemment, comme des options. 
Le risque systémique persiste cependant, faisant planer la menace d'une faillite 
générale en cas de mauvaise évaluation de l’une des positions financières. Enfin, ce 
travail de thèse propose une réflexion sur la valeur scientifique des simulations 
informatiques en sciences sociales. Adoptant un point de vue issu de la philosophie 
de Karl Popper, cette thèse propose ainsi de considérer les simulations comme des 
contre-exemples logiques à des présupposés théoriques fermement établis.
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Title : Risk generated by derivatives in networks.

Abstract : 

This thesis studies the mechanisms at work when agents exchange derivatives in 
networks. The general conclusion of this work is the following: when one models 
simple mechanisms between agents who have different risk tolerances, one obtains 
behaviors which are similar to those observed in reality, and which are sometimes 
the source of major trouble. To reach this conclusion, this work uses mathematical 
modeling based on financial risk measures, made more complex over the chapters 
and extended using computer simulation. At first, the model shows that agents tend 
to establish chains of dependence when they have the freedom to trade derivatives. 
Their behavior leads to the emergence of a point of systemic failure. When modeling 
incorporates counterparty risk, chains of dependence can worsen general 
bankruptcy. A computer method is then developed to extend the analysis to the most 
general case possible; it enables to design optimal derivative products within a very 
broad framework. Applied to the problem of network derivatives, this method leads to
the emergence of more realistic derivatives than previously, such as options. 
Systemic risk persists, however, raising the threat of general bankruptcy if one of the 
financial positions is misjudged. Finally, this thesis work proposes a reflection on the 
scientific value of computer simulations in social sciences. Adopting a point of view 
stemming from the philosophy of Karl Popper, this thesis proposes to consider 
simulations as logical counterexamples to firmly established theoretical 
presuppositions.
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Introduction

0.1 Un exemple simple

Une compagnie aérienne fait face au risque que le prix du carburant augmente
dans le mois qui vient. Le prix du fioul variera en fonction de plusieurs scénarios
possibles, comme une guerre qui éclate au Moyen-Orient ou un pays producteur qui
décide de réduire sa production. Un risque de perte financière pèse sur l’entreprise,
et sa valeur dépend du scénario qui se réalisera.

La compagnie aérienne cherche une solution pour réduire ce risque. Prédire le
prix du pétrole ne fait pas partie de ses spécialités : son activité première est de
transporter des gens efficacement d’une ville à l’autre.

Heureusement, il existe d’autres agents économiques bien plus compétents sur
le sujet, qui ont la capacité de gérer le risque lié aux fluctuations des prix. Il existe
également des agents économiques qui ont une activité complémentaire, comme la
production de pétrole ; ces producteurs souffrent d’un risque inverse, à savoir celui
de voir le prix du baril s’effondrer. Il existe donc des possibilités pour établir des
transactions qui satisferaient les deux parties.

Cependant, il s’agit d’un univers inconnu pour la compagnie aérienne, qui dispose
d’un carnet d’adresses limité. Elle décide donc de s’adresser à un trader au sein de
sa banque habituelle. Celui-ci offre la solution suivante à la compagnie aérienne :
établir un contrat qui lui permettra de transférer le risque lié à l’évolution des cours
du pétrole, en échange d’un paiement monétaire. Ce contrat lui permettra d’acheter
à un prix déterminé à l’avance une certaine quantité de fioul dans un mois. Ainsi, la
compagnie aérienne n’a plus à se soucier des fluctuations du prix du pétrole : cela
devient le problème de la contrepartie avec qui elle a conclu ce contrat.

Le paiement qui devra être réalisé dans un mois dépend du scénario qui va se
réaliser. Cependant, il est plus commode de rédiger le contrat en le faisant dépendre
d’un actif financier clairement identifié et côté en bourse : ici, le cours du pétrole.
Le contrat pourrait se résumer ainsi : « Quel que soit le prix du baril de pétrole,
j’achèterai 20 barils pour 70 euros le baril ». Des contrats bien plus complexes
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pourraient être conclus, tel que : « Si le prix du baril dépasse 70 euros, je pourrai
tout de même acheter 20 barils pour 70 euros. Sinon, j’achèterai au prix du marché ».
On voit bien que le contrat dérivera naturellement du prix du baril : il s’agit d’un
produit dérivé.

Ce type de contrat est bilatéral ; il lie seulement la compagnie aérienne et le tra-
der. Rien n’empêche cependant l’une ou l’autre des parties de souscrire des contrats
supplémentaires. Le trader qui a vendu le produit dérivé à la compagnie aérienne a
d’autres clients. Parmi eux se trouve un producteur de pétrole. Celui-ci est inquiet
au sujet de la situation politique : il a peur que les prix chutent dans un mois, ce
qui constitue un risque financier important. Ce producteur de pétrole préférerait
se débarrasser de ce risque, en concluant un contrat stipulant qu’il vendra dans un
mois (à un prix que l’on détermine maintenant) sa production de pétrole. Le trader
et le producteur s’entendent sur le contrat suivant : « Quel que soit le prix du fioul,
la vente sera de 20 barils pour 70 euros ».

Il s’agit d’un produit dérivé complémentaire à celui conclu avec la compagnie
aérienne. Le trader a équilibré sa position : quel que soit le prix du fioul, il sera
simplement l’intermédiaire d’une transaction impliquant 20 barils de pétrole à 70
euros, transitant par trois agents économiques. Évidemment, le trader récupérera
une petite commission sur chacune de ces deux transactions à travers le prix qu’il
fixe pour ses produits dérivés.

Chaque agent a joué son rôle : la compagnie aérienne consomme le pétrole, le
producteur le fournit, et le trader met en lien les agents grâce à son réseau. Les
produits dérivés eux-mêmes jouent leur rôle : sans eux, impossible de mener à bien
une telle transaction, qui a clairement servi les intérêts des trois parties.

Il y a cependant une ombre au tableau. Lorsque la compagnie aérienne souscrit un
contrat avec le trader, elle ignore si les choses vont bien se dérouler comme prévu. Elle
ne connaît ni ne contrôle, les agissements du trader. Parfois, ce dernier ne connaît
pas de producteur pour équilibrer sa position. Pourtant, il accepte quand même de
vendre un produit dérivé à cette compagnie aérienne, car la transaction lui paraît
intéressante, et il connaît un de ses collègues que cela pourrait intéresser. Il établit
un contrat avec un autre trader, et empoche une commission. Le deuxième trader
connaît lui-même un troisième trader que cela va intéresser. Trois intermédiaires se
succèdent ainsi avant qu’un contrat ne se conclue avec le producteur de pétrole.
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Compagnie aérienne

Trader 1

Trader 2

Trader 3

Pays pétrolier

Figure 1 – Quatre transactions sont nécessaires pour réajuster le risque.

Un problème majeur vient soudainement stopper la production de notre fournis-
seur de pétrole : il est incapable de fournir les 20 barils, et il n’a pas d’argent pour
dédommager le troisième trader avec qui il a souscrit un produit dérivé. Le produc-
teur fait défaut sur sa dette auprès du troisième trader. Ce dernier se trouve face à
une perte financière, d’environ 1400 euros, qu’il n’avait pas prévue. Il doit fournir
ces barils ou dédommager le deuxième trader ; il en est incapable. Il fait défaut à
son tour. C’est au tour du premier trader d’affronter une perte de 1400 euros, il ne
peut encaisser le coup. La compagnie aérienne ne reçoit pas son pétrole.

Une perte financière de 1400 euros provoquée par le producteur et qui aurait
simplement dû frapper le client final a généré le défaut de 3 agents économiques,
qui ont chacun 1400 euros de dettes non payées. Le montant total des dettes a été
multiplié par un effet de cascade. Cet effet est imprévisible : la compagnie aérienne
ne connaît pas les agissements du premier trader, et encore moins ceux des autres
membres de la chaîne. Il lui était impossible de connaître l’identité du producteur,
et donc l’ampleur du risque qu’elle prenait.

Sur un marché avec beaucoup plus d’acteurs, lorsqu’un actif (ici le pétrole) de-
vient l’objet de toutes les attentions, ce type de phénomène peut mener à une crise
globale. C’est une des explications possibles à la crise survenue en 2008 lorsque le
monde de la finance s’est pris de passion pour les dérivés de crédit immobilier.

Comprendre le risque posé par des acteurs qui s’échangent des produits dérivés
est crucial si l’on veut comprendre et éviter de reproduire les dysfonctionnements
passés. C’est également un objectif important pour prévenir les crises futures, qui
pourraient être provoquées par l’échange de produits dérivés en réseau à travers la
blockchain.

C’est un objectif ambitieux, qui dépasse le cadre de ce travail de thèse. Avant
d’en arriver là, il est nécessaire dans un premier temps de comprendre comment ce
mécanisme opère dans une situation simple, comme dans le cas de notre compagnie
aérienne.

C’est l’objet de ce travail : étudier une représentation simplifiée de la réalité,
que l’on appelle un modèle. Une fois capable de comprendre quelque chose de très
simple, on peut ajouter des éléments et tenter d’étendre notre compréhension à la
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complexité supplémentaire qui apparaît. C’est la feuille de route de ce manuscrit.

0.2 Question de recherche et plan
Contracter des produits dérivés en réseau peut-il s’avérer dangereux pour le

système financier ?
Pour répondre à cette question, cette thèse étudie une représentation simpli-

fiée du problème, en utilisant la modélisation mathématique puis informatique, de
complexité croissante au fil des chapitres.

Le chapitre 1 présente la représentation mathématique des différents éléments
du problème (”cadre théorique”), comme les produits dérivés. Ce chapitre détaille
également certains résultats de la littérature en finance sur lesquels les chapitres
suivants s’appuieront. En particulier, le contrat dérivé optimal entre deux agents,
ce qui constitue la forme la plus simple de notre problème.

Le chapitre 2 étend l’analyse à la situation qui nous intéresse : celle de contrats
établis avec plusieurs contreparties dans un réseau. Certains résultats théoriques du
chapitre précédents sont adaptés à cette configuration et les conséquences pour le
système sont étudiées.

Le chapitre 3 intègre une composante supplémentaire : la possibilité que les
agents n’honorent pas leurs dettes. Cet aspect ajoute une possibilité de voir le défaut
d’un agent entraîner celui de ses contreparties, provoquant une cascade de défauts.
Les conséquences de ce mécanisme sont étudiées théoriquement et informatiquement,
en adaptant un algorithme (utilisé pour les réseaux de dettes) au cas des produits
dérivés.

Le chapitre 4 propose une méthode informatique pour étendre l’analyse à des
situations plus complexes. Cette partie adapte un algorithme basé sur des arbres lo-
giques au cas des produits dérivés et montre qu’il s’avère relativement efficace pour
retrouver les solutions obtenues dans les chapitres précédents. Cette méthode est
ensuite appliquée à un cas de figure où il n’existe pas encore de solution mathéma-
tique.

0.3 Cadre théorique et méthodologique
La représentation théorique que l’on va utiliser s’inscrit dans la continuité de

plusieurs travaux qui traitent des mesures de risque. Une mesure de risque est une
fonction mathématique qui permet de quantifier le montant qu’il paraît nécessaire
de conserver pour faire face à une position financière risquée. Il s’agit d’un cadre
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théorique adapté à l’étude d’institutions financières qui font face au risque de faire
défaut.

Les quatre premiers chapitres s’attacheront à étudier comment une représenta-
tion mathématique simplifiée de ce phénomène peut expliquer certains éléments de
la réalité. Le raisonnement est purement théorique. Il justifie son utilité par l’ambi-
tion de montrer que certaines conséquences logiques (comme une faillite du système
tout entier) peuvent découler de manière inattendue d’un ensemble de prémisses.
Cette justification est marquée par la théorie du falsificationnisme développée par
Karl Popper, comme le détaille le dernier chapitre.

D’un point de vue méthodologique, le choix d’une représentation théorique per-
met l’utilisation des mathématiques pour détailler les conséquences logiques des
différents mécanismes que l’on étudie. Un certain nombre de concepts sont naturel-
lement empruntés à l’économie. Lorsqu’une démonstration mathématique n’est plus
possible, la simulation informatique est utilisée. Les deux outils n’ont pas la même
valeur épistémologique ; ce point constitue précisément le sujet du dernier chapitre.

0.4 Intérêt de ce travail

D’un point de vue théorique, ce travail présente l’intérêt de proposer un rai-
sonnement logique autour des contrats dérivés optimaux et du risque systémique
qu’ils peuvent poser. La littérature sur le risque posé par la contagion en réseau
s’est focalisée sur la modélisation de prise de capital ou d’emprunts monétaires. Ces
deux composantes créent en effet un réseau de liens financiers qui peut présenter
des fragilités liées à la contagion. Cependant, la littérature théorique financière ne
proposait pas jusqu’à présent d’analyser la problématique de la contagion en réseau
sous l’angle des produits dérivés optimaux. Inversement, la littérature portant sur
les dérivés optimaux et la répartition du risque reste détachée de la problématique
de la contagion en réseau. Ce travail de thèse propose d’établir un pont entre ces
deux courants scientifiques et d’en tirer des résultats.

D’un point de vue méthodologique, ce travail propose des altérations relative-
ment inédites d’outils classiques. Chaque chapitre tente d’améliorer des méthodes
existantes pour les appliquer à une problématique qui dépasse leur domaine habi-
tuel. Les mesures de risques présentées au chapitre 1 sont utilisées pour modéliser
le défaut d’un agent ; les résultats sur les dérivés optimaux sont étendus au chapitre
2 pour représenter les chaînes de dépendances dans les réseaux ; l’algorithme clas-
sique d’Eisenberg & Noe permettant de simuler la contagion des réseaux de dettes
est modifié au chapitre 3 pour évaluer la faillite d’un marché de produits dérivés ;
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l’informatique évolutionnaire est adaptée au cas des produits dérivés au chapitre 4 ;
les avancées épistémologiques de Karl Popper sont revisitées pour analyser la valeur
scientifique des simulations informatiques, et par extension, des résultats présentés
dans cette thèse.

Du point de vue des disciplines mobilisées, ce travail tente de répondre à une
question plutôt que de s’inscrire dans un domaine précis. Le problème des produits
dérivés en réseau touche plusieurs disciplines : la finance, l’économie, les mathéma-
tiques, l’informatique, l’épistémologie. Toutes ont été mobilisées pour tenter d’appor-
ter un éclairage nouveau sur le sujet. L’interdisciplinarité s’explique également par
les conditions pratiques dans lesquelles ce travail a été réalisé. Il s’agit d’une thèse
de gestion, hébergée dans un laboratoire d’économie, dans un groupe de recherche
sur les réseaux, dirigée par un professeur spécialisé en finance computationnelle et
un professeur spécialisé en informatique et en système multi agents. Ces différentes
dimensions sont toutes présentes dans ce travail.

D’un point de vue pratique, plusieurs résultats peuvent être utilisables immé-
diatement. Le chapitre 2 établit l’existence d’un point de basculement relativement
robuste et réutilisable dans des modèles théoriques ; le chapitre 3 montre que l’uti-
lisation de l’algorithme d’Eisenberg & Noe dans une perspective de Monte-Carlo
s’avère tout à fait efficace ; le chapitre 4 propose une méthode informatique pour ob-
tenir un contrat dérivé optimal dans des situations ou il est impossible de l’obtenir
mathématiquement ; le chapitre 5 propose un critère précis et des recommandations
pratiques relatives à l’utilisation de la simulation informatique en sciences sociales.

En matière de valorisation, un article basé sur les chapitres 3 et 4 a fait l’objet
d’une présentation à la conférence de l’Association Française de Finance en 2019, et
a remporté le prix du meilleur article sur les produits dérivés. Le chapitre 4 est à son
premier tour de révision dans la revue Oeconomia et a fait l’objet d’une présentation
organisée par cette revue lors d’un atelier en octobre 2019.
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Chapitre 1

Représenter les éléments du
problème à l’aide d’un cadre
théorique

La transaction entre la compagnie aérienne et le trader est caractérisée par trois
éléments : une position financière (1), la perception que les agents en ont (2), et le
choix du meilleur contrat dérivé qui en découle (3). Pour comprendre comment ces
différents mécanismes fonctionnent, il est nécessaire de choisir une représentation
théorique pour ces objets. Plusieurs possibilités s’offrent à nous en fonction du cadre
théorique choisi. Ce chapitre détaille l’option retenue pour l’ensemble du travail de
thèse 1, et justifie ce choix. Il aborde également le sujet des autres cadres théoriques
possibles.

1.1 Les positions financières

1.1.1 Des objets fondamentalement mathématiques

La position financière et le risque associé qui pèse sur la compagnie aérienne sont
une conséquence directe de ce qui va se produire à un horizon déterminé. Le temps est
donc une composante cruciale dans les choix de représentations. Ici, nous opterons
pour le choix le plus simple possible : deux périodes temporelles. Une période au
cours de laquelle les agents analysent le risque qui pèse sur leur activité compte tenu
de leur position financière initiale, de celle de leurs partenaires et de la nature des
scénarios qui peuvent se produire. La deuxième période est celle au cours de laquelle

1. Un traitement complet peut être trouvé dans Föllmer and Schied (2011). La notation et les
définitions utilisées dans ce chapitre en sont issues.
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les éléments aléatoires se réalisent : un scénario survient, et détermine la position
financière des agents.

Plusieurs scénarios sont possibles : par exemple, une crise pétrolière peut survenir
ou ne pas survenir. Ici il y a deux scénarios possibles, que l’on peut appeler ω1 et
ω2. Le risque financier est simplement la conséquence pour l’entreprise en termes
monétaires. Dans l’exemple introductif, il y a deux scénarios : une crise pétrolière
survient ou ne survient pas. En cas de crise pétrolière (scénario ω1), l’entreprise va
perdre 1000 euros. Si aucune crise ne se produit (scénario ω2), l’entreprise ne perd
rien.

La position financière, que l’on peut noter X, associe donc un montant (ici −1000

et 0) à chaque scénario (ω1 et ω2). D’un point de vue mathématique, il s’agit d’une
fonction : une relation qui associe à chaque élément de l’ensemble de départ (ici
l’ensemble des scénarios possibles, que l’on note habituellement Ω) un élément de
l’ensemble d’arrivée (ici l’ensemble des nombres réels, noté R). On la note alors
f : Ω → R.

ω1

ω2

−1000

0

Ω R

Figure 1.1 – Une position financière est une fonction qui à chaque élément de
l’ensemble des scénarios (Ω) associe un élément de l’ensemble des nombres réels (R).

L’élément fondamental ici est donc un objet mathématique. Cela ouvre la pos-
sibilité d’utiliser un grand nombre de résultats mathématiques pour manipuler la
représentation simplifiée que l’on va se faire du phénomène que l’on veut étudier.
Pour cela, il est nécessaire de représenter les autres éléments sous la forme d’objets
mathématiques, un choix que nous avons fait dans cette thèse.

La représentation mathématique est naturelle pour certains éléments (une po-
sition financière, un paiement) et beaucoup moins pour d’autres (le comportement
des agents). Le minimum absolu d’objets mathématiques nécessaires au travail de
recherche sera présenté ici.

1.1.2 Les produits dérivés comme positions financières

Un produit dérivé est un actif financier dont la valeur est déterminée ou ”dérive”
d’autres actifs financiers. En pratique, les produits dérivés sont le plus souvent in-
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dexés sur les actions d’entreprises, les indices boursiers comme le CAC 40, les devises
comme l’euro ou le dollar, les commodités agricoles, les métaux précieux ou encore
les taux d’intérêt (Bodie, 2009).

Certains produits dérivés relativement standards s’échangent sur des places fi-
nancières centrales. C’est le cas par exemple de certaines options, qui permettent
d’acheter la possibilité future d’acquérir un actif financier à un prix déterminé à
l’avance. Sur les places centrales, les modalités de ces options (prix, échéances) sont
standardisées pour atteindre un certain seuil de liquidité. Pour obtenir un produit
dérivé avec des caractéristiques particulières, les agents économiques peuvent se
tourner vers le marché de gré à gré (ou over-the-counter). Celui-ci permet à deux
agents de s’échanger des produits dérivés dont les caractéristiques sont modifiées
pour convenir à des besoins particuliers.

Dans le cadre théorique dont on vient de poser les bases, le contrat dérivé est
simplement un accord entre deux parties au sujet des scénarios possibles. La compa-
gnie aérienne peut acheter un produit dérivé F avec le trader stipulant qu’en cas de
crise pétrolière (ω1), le trader lui verse 1000 euros (on a alors F (ω1) = 1000), et rien
sinon (on a F (ω2) = 0). Le trader peut exiger un montant π en échange du produit
dérivé. La nouvelle position de la compagnie est donc X + F − π, ce qui l’amène
à être entièrement assurée contre le risque que fait peser la position financière X

(Tableau 1.2).

Scénario ω1 ω2

X −1000 0
F +1000 0
π −150 −150
X + F − π −150 −150

Figure 1.2 – Acheter F permet de s’assurer entièrement contre les variations de la
position financière X en échange du prix π (ici 150) du produit dérivé.

On voit ici que d’un point de vue mathématique, rien ne différencie une position
financière d’un produit dérivé. Tout comme X, F est une fonction qui à chaque
élément de l’ensemble des scénarios (Ω) associe un élément de l’ensemble des nombres
réels (R).

En pratique, il peut s’avérer difficile de s’accorder au sujet du scénario qui se
réalise ; qu’est-ce qui caractérise réellement une crise pétrolière ? À la réalisation du
scénario, les intérêts des deux parties sont souvent opposés, ce qui peut entraîner des
conflits : quel que soit le scénario qui se réalise, la compagnie aérienne a tout intérêt
à faire reconnaître au trader qu’une crise pétrolière est survenue, tandis que le trader
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sera dans la position opposée. C’est une problématique fréquente en assurance au
sujet de la reconnaissance d’un sinistre.

Pour ces différentes raisons, le plus souvent les deux parties font dériver la valeur
du contrat non pas des scénarios possibles, mais d’un actif clairement identifié, voire
côté publiquement (comme le prix du baril). Ici, il est possible de faire dériver F

de X : on voit clairement dans la Figure 1.2 que l’on a F = −X. La valeur de F

dérivera de celle de X, sur laquelle les agents peuvent plus facilement s’accorder ; il
s’agit bien d’un produit dérivé.

1.2 Les agents et leur comportement

1.2.1 Les préférences

Dans l’exemple introductif, la compagnie aérienne est insatisfaite du risque qui
pèse sur son activité : elle trouve donc un trader avec qui conclure un contrat dérivé.
À l’issue de la transaction, la compagnie et le trader sont satisfaits, du moins un
peu plus que dans la situation initiale.

Le comportement des agents est une chose complexe à représenter mathémati-
quement, la littérature académique a donc commencé par ce qui paraissait le plus
nécessaire. Ici, le coeur du comportement est l’ordre entre les alternatives proposées :
la préférence des agents pour une position financière plutôt qu’une autre.

La recherche en économie a étudié le concept de préférences et la possibilité d’en
tirer une mesure chiffrée de la satisfaction des agents. C’est le concept d’utilité :
une fonction mathématique associe à chaque alternative un nombre réel. Si à une
alternative est associée une plus grande utilité par rapport à une autre alternative,
c’est la première qui sera choisie par l’agent économique 2.

Appliquée aux positions financières, une fonction d’utilité U associe à la position
financière de la compagnie aérienne un nombre réel, représentant sa satisfaction. Si
la situation de l’entreprise est entièrement caractérisée par la position financière X,
sa satisfaction est U(X). L’ensemble de départ de la fonction U est donc l’ensemble
des positions financières et l’ensemble d’arrivée est l’ensemble des nombres réels. On
se restreindra aux fonctions bornées : quelle que soit la fonction X choisie, il doit
exister une borne M telle que |X(ω)| ≤ M pour tout scénario ω. Cette restriction
est une hypothèse nécessaire aux résultats mathématiques que nous allons utiliser,
et l’imposer n’entraîne pas une perte de généralité importante pour les problèmes
qui nous concernent : les risques financiers réels peuvent tous être bornés par un

2. Voir Mas-Colell et al. (1995) pour un traitement complet.
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montant, aussi élevé soit-il. On note habituellement cet ensemble X (Figure 1.3).

X

Y

2

1

X R

Figure 1.3 – La fonction d’utilité U associe à chaque élément de l’ensemble des
positions financières (X ) associe un élément de l’ensemble des nombres réels (R).

Dans le cas de la Fig. 1.3, la fonction d’utilité U représente le comportement
d’un agent qui préfère la position financière X à la position Y , car U(X) est égal
à 2 ; il est donc supérieur à U(Y ), qui vaut seulement 1. Les valeurs 2 et 1 ne sont
pas nécessairement interprétables, mais elles définissent avec précision la préférence
pour une position plutôt qu’un autre.

Y +X est lui-même une position financière telle que nous l’avons définie : si l’en-
semble des scénarios est toujours composé de ω1 et ω2 (une crise pétrolière survient
ou ne survient pas), alors X + Y représente la situation financière globale dans le
premier scénario (X(ω1) + Y (ω1)) et dans le deuxième (X(ω2) + Y (ω2)). De même,
pour toute position financière X, on peut multiplier cette position par n’importe
quel nombre réel, on obtiendra une position financière. On a donc αX qui est une
position financière pour tout α appartenant aux nombres réels 3.

Il est possible de considérer la situation du point de vue opposée : représenter
non pas la satisfaction, mais l’insatisfaction que pose une situation. La compagnie
aérienne peut ainsi appréhender sa position financière sous l’angle du risque qu’elle
fait peser. Il est possible de quantifier ce risque, à l’aide de ce que l’on appelle une
mesure de risque. Il s’agit du concept complémentaire de fonction d’utilité : un agent
préférera systématiquement une position financière dont la mesure du risque est la
plus faible. Ici nous opterons pour cette représentation, pour des raisons que nous
détaillerons plus loin.

Une mesure de risque est une fonction (que l’on notera généralement ρ) qui
associe à chaque position financière (appartenant à X ) un nombre réel (appartenant
donc à R). Formellement, on note ρ : X → R.

Le comportement de l’agent est entièrement caractérisé par cette fonction. Un
agent préférera une position financière Y à X si et seulement si ρ(Y ) ≤ ρ(X).

3. Formellement, on dit que X est un espace vectoriel.
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Toute fonction définie sur X et à valeurs dans R peut donc représenter un com-
portement. Cependant, certaines fonctions seront plus intéressantes que d’autres,
car elles représentent des comportements qui correspondent à l’objet de notre pro-
blématique.

1.2.2 Les conditions d’un comportement intéressant

Il est possible de choisir n’importe quelle fonction pour représenter le comporte-
ment de nos agents. Cependant, il est possible qu’une fonction représente un com-
portement qui nous paraisse incohérent, ”irrationel” ; il est même probable qu’en
choisissant une fonction au hasard on obtienne un comportement absurde. La litté-
rature micro-économique s’est donc intéressée à ce qui caractérise la ”rationalité” et
aux conditions nécessaires pour qu’une fonction représente bien un comportement
rationnel (Mas-Colell et al., 1995).

Imaginons une position financière légèrement différente de X celle vue précé-
demment. Avec cette position (appelons-la X̃), en cas de crise pétrolière, l’entre-
prise ne perd que 700 euros : X̃(ω1) = −700, tandis que précédemment nous avions
X(ω1) = −1000. En cas d’absence de crise, l’entreprise ne perd rien : X̃(ω2) = 0, ici
cela ne change pas par rapport à X(ω2) = 0.

On voit que quelque soit le scénario, X̃ est supérieur ou égal à X, ce que l’on
note par X ≤ X̃. Dans ce cas de figure, il paraîtrait rationnel pour la compagnie
aérienne de préférer X̃ à X, ce qui se traduirait par ρ(X̃) ≤ ρ(X). L’inverse serait un
comportement étrange. Pour choisir une fonction qui représente le comportement de
la compagnie, on peut donc exiger que cette condition soit tout le temps respectée,
quelles que soient les positions financières considérées. Cette condition porte le nom
de ”monotonicité” :

Monotonicité : Si X ≤ Y , alors ρ(X) ≥ ρ(Y ).
Tout comme pour la fonction d’utilité, la valeur de la mesure du risque n’est

pas toujours interprétable. Il est possible d’imposer une condition supplémentaire
pour qu’elle le soit. Les acteurs économiques qui échangent des produits dérivés,
tels que les banques, ont tendance à considérer une position risquée sous l’angle du
capital nécessaire pour la couvrir. C’est compatible avec notre mesure de risque : un
nombre réel qui quantifie le risque, et qui augmente au fur et à mesure que la position
financière est perçue de manière négative. Une position qui risque de générer des
pertes plus grandes nécessitera un capital supérieur pour la couvrir.

Il serait donc intéressant que la valeur de la mesure de risque ρ soit interprétable
du point de vue d’une réserve de capital nécessaire. Prenons l’exemple de la position
financière X liée au carburant, pour la compagnie aérienne dont la mesure de risque
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est ρ. Nous aimerions que ρ(X) représente le capital que l’entreprise juge nécessaire
pour couvrir la position financière X, qui peut valoir −1000 ou 0. Imaginons que
nous ajoutions 200 euros à la position de l’entreprise, qui devient alors X + 200.
Comment évolue la mesure du risque ? Comme l’entreprise gagne 200 euros de plus
quel que soit le scénario, le capital nécessaire pour couvrir sa position devrait être
diminué de 200 euros : ρ(X + 200) = ρ(X) − 200. Et cela devrait être vrai quel
que soit le montant. Cela nous amène à une condition qui s’appelle ”l’invariance
monétaire” :

Invariance monétaire : Si m est un nombre réel (on note m ∈ R), alors ρ(X +

m) = ρ(X) − m.
Il s’avère que cette condition suffit à rendre interprétable la valeur de la mesure

du risque. Tout ajout d’argent à une position financière entraîne une diminution de
la mesure de risque d’autant : l’unité de cette mesure de risque est donc l’argent.

Une condition supplémentaire dont nous allons avoir besoin est liée à la diver-
sification d’une position. Un élément important qui a marqué la finance dans la
deuxième moitié du 20e siècle (Bernstein, 1993) est le fait que lorsque l’on diver-
sifie une position financière, il existe un bénéfice lié à l’interaction des actifs entre
eux. Dès lors que les éléments du portefeuille sont corrélés, alors diversifier son por-
tefeuille entraîne une réduction de la variance totale. Pour représenter le fait que
nos agents économiques sont conscients des bénéfices de la diversification, on peut
imposer la condition suivante :

Convexité : ρ(λX + (1 − λY ) ≤ λρ(X) + (1 − λ)ρ(Y ) pour 0 ≤ λ ≤ 1.
Cette condition implique qu’une combinaison de positions financières (par exemple

la moitié d’une position A et la moitié d’une position B) soit perçue comme moins
risquée (ou aussi risquée) que la simple moyenne pondérée des mesures de risque de
A et de B. Diversifier sa position ne peut pas nuire.

Cette condition a un autre intérêt ici : elle permet de s’assurer que les agents pré-
sentent une forme d’aversion au risque. En effet, supposons que le comportement du
trader soit représenté par une mesure de risque convexe ρt. Supposons qu’il considère
qu’il n’ait pas besoin de conserver du cash lorsque sa position financière est nulle :
ρt(0) = 0. La position financière X est une position qui ne peut que faire perdre de
l’argent, puisqu’elle vaut −1000 en cas de premier scénario (X(ω1) = −1000) et 0 en
cas de second scénario (X(ω2) = 0). Être dans cette position financière est pire que
de ne rien avoir pour le trader ; supposons donc que l’on a ici ρt(0) < ρt(X), ce qui
signifie 0 < ρt(X). Pour couvrir cette position, le trader estime qu’il est nécessaire
de garder une réserve de capital positive, estimée à ρt(X).

Utilisons maintenant la convexité avec les deux positions financières que sont X
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et 0, avec un coefficient λ de 1
2
. On obtient l’inégalité suivante :

ρt(
1

2
X +

1

2
0) ≤

1

2
ρt(X) +

1

2
ρt(0)

ρt(
1

2
X) ≤

1

2
ρt(X)

ρt(
1

2
X) < ρt(X)

(1.1)

Si la position financière est divisée par deux, il paraît logique que le trader la
perçoive comme moins risquée. En tout cas, il serait incohérent qu’il la considère
comme plus risquée. C’est ce que la convexité empêche ici : la moitié de X ne peut
pas être perçue comme plus risquée que X.

On peut reproduire le raisonnement précédent avec n’importe quelle fraction
positive inférieure à 1. Grâce à la convexité, on aura donc un comportement qui
paraît rationnel : dès lors que l’on réduit la position financière X, l’agent réduit le
capital nécessaire.

Dans les cas où la convexité est stricte, c’est-à-dire quand on a ρt(
1
2
X) < 1

2
ρt(X),

alors on observe que pour une position financière réduite de moitié, l’agent juge
nécessaire de réduire plus de la moitié de son capital. À l’inverse lorsque l’agent
multiplie par deux sa position financière risquée et qu’il passe de 1

2
X à X, il fait

plus que multiplier par deux sa réserve de capital : lorsque le risque augmente, l’agent
prend des précautions supplémentaires et fait augmenter plus rapidement sa réserve
de capital. C’est une forme d’aversion au risque, que permet la convexité. Un agent
neutre au risque aurait simplement multiplié le capital nécessaire par deux.

Ces trois conditions réunies définissent la catégorie des mesures de risques qui
retiendra notre attention par la suite.

Definition 1. La fonction ρ : X → R est une mesure de risque monétaire convexe
si, pour tout X, Y appartenant à X (on note X, Y ∈ X ), elle satisfait les conditions
suivantes :
- Monotonicité : Si X ≤ Y , alors ρ(X) ≥ ρ(Y ) ;
- Invariance monétaire : Si m est un nombre réel (on note m ∈ R), alors ρ(X +m) =

ρ(X) − m.
- Convexité : ρ(λX + (1 − λY ) ≤ λρ(X) + (1 − λ)ρ(Y ) pour 0 ≤ λ ≤ 1.

♦

1.2.3 Des aversions au risque différentes

Pour représenter des agents différents, il suffit de choisir des mesures de risques
différentes. Cependant, cette solution peut s’avérer complexe pour plusieurs raisons :

14



— À chaque nouvel agent, il faudra trouver une nouvelle mesure de risque qui
répond aux conditions énoncées précédemment, ce qui rend complexe la ma-
nipulation d’un nombre important d’agents ;

— Deux mesures de risques différentes peuvent être difficiles à comparer, et
dépendre des positions financières auxquelles elles sont confrontées ;

— En cas de modèle informatique, il sera nécessaire de pouvoir générer automa-
tiquement des mesures de risques différentes des précédentes.

Une solution intéressante est de pouvoir choisir une mesure de risque dont les
propriétés conviennent, et ensuite de la décliner pour obtenir des agents différents.
Nous venons de voir que les mesures de risques convexes peuvent s’interpréter comme
la réserve de capital que l’agent juge nécessaire face à une position financière. Une
plus grande tolérance face au risque signifiera alors que l’agent immobilise moins de
capital face à une position financière identique (et se comporte donc de manière plus
”risquée”).

Si l’on a une mesure de risque convexe ρ, la convexité appliquée avec X et 0 nous
donne :

ρ(λX + (1 − λ)0) ≤ λρ(X) + (1 − λ)ρ(0) pour tout λ ∈ (0, 1]

Supposons pour simplifier les choses que ρ(0) = 0, c’est-à-dire que l’agent juge
que lorsque sa position est nulle il n’a pas besoin d’immobiliser du capital. On dit
alors que ρ est normalisée. On a alors :

ρ(λX) ≤ λρ(X)

1

λ
ρ(λX) ≤ ρ(X) (1.2)

Cette inégalité est vraie pour tout λ supérieur à 0 et inférieur ou égal à 1.
Choisissons un coefficient de tolérance au risque noté γ qui sera supérieur ou

égal à 1. On a alors 0 < 1
γ

≤ 1 : on peut donc prendre λ = 1
γ

et on a :

γρ(
1

γ
X) ≤ ρ(X) pour tout γ ≥ 1

On peut alors vérifier que la fonction qui associe à toute position financière X

le nombre réel γρ( 1
γ
X) répond bien aux conditions énoncées dans la Définition 1. Il

s’agit donc d’une mesure de risque convexe, que l’on pourrait noter ργ et on a

ργ(X) ≤ ρ(X) pour tout X ∈ X
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C’est exactement ce que l’on cherchait : pour un coefficient de tolérance au risque
supérieur à 1, il est possible de produire une mesure de risque ργ qui va conduire
l’agent à immobiliser moins de capital qu’un autre agent avec une mesure ρ. Pour
γ ∈]0, 1], on utilise l’inégalité (1.2) avec λ = γ et X = 1

γ
X̃, ce qui nous donne :

ρ(X̃) ≤ γρ(
1

γ
X̃) pour tout γ ∈]0, 1]

Lorsque la tolérance au risque est inférieure à 1, l’agent doté de ργ immobilise
plus de capital que l’agent doté de ρ ; il est moins tolérant au risque. Lorsque γ = 1,
les deux mesures sont égales.

Ce procédé permet de ”dilater” la mesure ρ pour obtenir à volonté des agents
plus ou moins tolérants au risque en fonction du coefficient choisi. Les mesures de
risques dilatées ont été introduites par Barrieu and El Karoui (2005) qui les définit
formellement de la manière suivante :

Definition 2. Soit ρ une mesure de risque convexe et γ > 0 un nombre réel appelé
le coefficient de tolérance au risque. La mesure de risque γ-tolérante associée à ρ est
définie par :

∀X ∈ X , ργ(X) = γρ(
1

γ
X)

♦

Il s’agit d’un procédé très pratique pour générer des agents avec des tolérances
au risque différentes. Il suffit de choisir un nombre réel γ et l’expression présentée
dans la Définition 2 nous assure d’avoir une mesure de risque convexe différente dont
on peut caractériser le comportement face au risque de manière immédiate.

L’hétérogénéité des agents sera uniquement considérée du point de vue de l’aver-
sion au risque. Tous les agents ont la même perception (correcte) de la valeur de
toutes les positions financières dans tous les scénarios possibles. C’est une hypothèse
simplificatrice. Dans la réalité, la situation est différente : les agents peuvent avoir
des croyances hétérogènes, ce qui peut avoir des conséquences sur le volume des
produits dérivés échangés sur les marchés over-the-counter (Rannou and Barneto,
2016).

1.3 Le coeur du problème : le contrat dérivé op-
timal

La compagnie aérienne peut décider se s’assurer entièrement contre la position
X en achetant F = −X auprès du trader, contre un prix π. Cependant rien ne dit
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qu’il s’agit du contrat dérivé optimal entre les deux agents : il est possible que le
trader soit réticent à l’idée d’acquérir l’intégralité de X, et qu’il va demander un
prix trop élevé. Pour le savoir, il faut comparer les mesures de risques respectives
des deux agents avant et après la transaction.

Supposons que la compagnie aérienne ait une mesure de risque ρ et le trader ρ̃.
Avant la transaction, la compagnie a une mesure de risque de ρ(X), contre ρ(X +

F − π) ensuite. Le trader passe lui de ρ̃(0) à ρ̃(X + π). Pour que la transaction ait
lieu, il faut que la situation de chaque agent ne soit pas dégradée par la transaction.
Cela se traduit par une mesure du risque inférieure ou égale. On doit donc avoir
ρ(X) ≥ ρ(X + F − π) et ρ̃(0) ≥ ρ̃(X + π).

Pour la compagnie aérienne, le contrat dérivé optimal est celui qui lui apporte le
plus de bénéfices, c’est-à-dire qui minimise sa mesure du risque. La seule contrainte
est que le trader doit accepter la transaction : sa mesure du risque ne doit pas
augmenter au cours de la transaction. On peut également considérer le point de vue
dans l’autre sens, et chercher le contrat dérivé optimal pour le trader, sachant que
la compagnie aérienne doit accepter la transaction.

Ce problème est proposé par Barrieu and El Karoui (2005) avec des mesures
de risque convexe dilatées. Soit ρ n’importe quelle mesure convexe. Supposons que
nous cherchions le contrat dérivé optimal du point de vue du trader, dont la mesure
est la dilatation de ρ (Définition 2) avec un coefficient de tolérance au risque γT . La
compagnie aérienne est-elle dotée d’un coefficient γC . Les deux mesures de risques
sont donc ργT

et ργC
.

Supposons que le seul risque présent soit issu de la position financière X de la
compagnie aérienne.

On cherche à minimiser la mesure du risque du trader après la transaction :

ργT
(F − π)

La seule contrainte est que l’on ne doit pas augmenter la mesure du risque de la
compagnie aérienne après la transaction :

ργC
(X) ≤ ργC

(X + (F − π))

Pour ce faire, on peut choisir n’importe quel contrat F parmi l’ensemble des
risques financiers X et n’importe quel prix π parmi les nombres réels R. Le tout
forme un programme de minimisation mathématique, qui se note de la manière
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suivante :

inf
F ∈X ,π∈R

ργT
(F − π)

s.c. ργC
(X) ≥ ργC

(X + (F − π))
(1.3)

Barrieu and El Karoui (2005) démontrent que le problème admet la solution
suivante :

Proposition 1. Une solution optimale au programme (4.1) est :

π∗(F ) = ργC
(X) − ργC

(X + F )

F ∗ = −
γT

γT + γC

X (à une constante près)

(Ici on parle ”d’une” solution optimale, car techniquement, il en existe une infi-
nité : il suffit d’ajouter une constante à F et de l’enlever au paiement π.)

Si les deux agents ont la même tolérance au risque, par exemple si γT = 1 et
γC = 1, alors F = −1

2
X, ce qui laisse chaque agent avec la moitié de la position

financière X. Les agents se répartissent la position X en fonction de leurs tolérances
respectives. Si le trader est deux fois plus tolérant, il prendra deux fois plus de parts
dans la position X : ainsi avec γT = 2 et γC = 1, on a F = −2

3
X.

Le prix est simplement un dédommagement pour la compagnie aérienne afin de
la maintenir au même niveau de satisfaction. Avant la transaction, sa mesure de
risque est de ργC

(X) . Après la transaction, sa mesure de risque est :

ργC
(X + (F ∗ − π∗) = ργC

(X + (F ∗ − (ργC
(X) − ργC

(X + F ∗)))

= ργC
(X + F ∗) + ργC

(X) − ργC
(X + F ∗)

= ργC
(X + F ∗) + ργC

(X) − ργC
(X + F ∗)

= ργC
(X)

La mesure du risque de la compagnie est la même à l’arrivée qu’au départ. Sa
satisfaction est donc intacte. Ainsi le trader ”paie” la compagnie juste ce qu’il faut
pour que la compagnie aérienne soit indifférente entre réaliser la transaction ou pas :
c’est son niveau d’indifférence.

En pratique, si la position financière donne des valeurs négatives le trader ne
paiera pas la compagnie, mais l’inverse : le prix π sera négatif, mais la même logique
s’appliquera. Le trader demandera le montant maximum que la compagnie pourra
accepter.
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Que se passe-t-il si le trader est lui-même exposé à d’autres risques avant la
transaction ?

Supposons que le trader dispose d’une position initiale de XT et la compagnie
aérienne XC . Pour le trader, en pratique XT est composé de l’ensemble des produits
dérivés qu’il a vendus et achetés, et de tout autre actif financier dans lequel il a pris
des parts. C’est une situation un peu plus générale que l’exemple précédent, dans
lequel XT = 0 et XC = X.

Le programme devient :

inf
F ∈X ,π∈R

ργT
(XT − (F − π))

s.c. ργC
(XC) ≥ ργC

(XC + (F − π))
(1.4)

Barrieu and El Karoui (2007) montre que le problème admet la solution suivante :

Proposition 2. Une solution optimale au programme (1.4) est :

π∗(F ) = ργC
(XC) − ργC

(XC + F )

F ∗ =
γC

γT + γC

XT −
γT

γT + γC

XC (à une constante près)

Pour comprendre ce résultat, il est plus intuitif d’écrire F ∗ comme suit :

F ∗ =
γC

γT + γC

(XT + XC) − XC

Sachant que c’est la compagnie qui acquiert F ∗, le contrat va supprimer son
exposition à XC et la remplacer par la part de la position totale (XT + XC) qui
correspond à sa tolérance au risque comparé à celle du trader. En ce qui concerne
le trader, il vend F ∗ ce qui revient à acquérir −F que l’on peut écrire ainsi :

−F ∗ =

(

γT

γT + γC

(XT + XC) − XT

)

Ainsi le même changement est opéré du côté du trader. Il y a une certaine
symétrie dans le contrat : en matière de répartition des positions financières, cela
revient au même quel que soit l’agent à l’origine de la transaction. La seule différence
est que cet agent capte tout le bénéfice de la transaction à travers le prix π, et laisse
son partenaire au son niveau d’indifférence.

On observe ici que l’établissement de contrat dérivés optimaux est l’occasion pour
les positions initiales de se diffuser chez des agents différents. Ces agents opèrent ainsi

19



un processus de diversification. Il sera intéressant de voir si ce processus affecte
la stabilité du système ; la littérature a déjà mis en lumière le fait que le risque
systémique posé par les produits dérivés pouvait se propager plus facilement selon les
commodités, ce qui affecte nécessairement les bénéfices de la diversification (Lautier
and Raynaud, 2013).

1.4 La répartition optimale au sens de Pareto
Si l’on devait se situer du point de vue d’un décideur central, quelle serait la

répartition du risque optimale entre les agents ? Le concept d’optimalité peut re-
couvrir plusieurs définition, mais celle qui est la plus souvent utilisée est celle de
l’optimum de Pareto. Il s’agit d’une situation ou le bien-être d’un agent ne peut être
amélioré sans dégrader le bien-être d’un autre agent (Mas-Colell et al., 1995).

Soit ρ une mesure de risque monétaire convexe. Supposons que chaque agent ait
une position financière initiale Xi avec i désignant le numéro de l’agent. Sa mesure
de risque est la dilatation de ρ avec un coefficient de tolérance au risque γi. Il existe
une répartition du risque dans laquelle l’agent i dispose désormais de la position
financière Yi, et la somme des positions financière reste inchangée : ∑n

i Xi =
∑n

i Yi.

Proposition 3. Une allocation pareto-optimale des positions financières Xi, i =

1, ..., n parmi des agents dont les mesures de risque sont ργi
(Xi), i = 1, ..., n est

donnée par :

Yi =
γi

∑

i γi

n
∑

i=1

Xi (à une constante près)

Ce résultat vient de Rüschendorf (2013). Il s’agit d’un problème simplifié par
rapport au nôtre : ici le risque est réorganisable librement, sans établir de contrats
dérivés et donc sans établir de liens entre les agents.

Voilà qui conclut la présentation du cadre théorique et des résultats mathéma-
tiques existants utilisés par la suite. D’autres cadres théoriques étaient cependant
possibles.

1.5 Les autres cadres théoriques possibles
Le choix de recourir ici au cadre théorique des mesures de risques tient à plusieurs

raisons détaillées précédemment. Cependant cette argumentation manque de force si
on ne considère pas simultanément les alternatives possibles. Cette section recense
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les principales possibilités disponibles pour analyser les produits dérivés et d’une
manière générale le comportement des agents face au risque.

1.5.1 Arbitrage

Le modèle basé sur l’arbitrage part d’une hypothèse simple : il n’existe aucune
opportunité financière qui permette de générer un bénéfice sans risque. Une telle
opportunité se nomme opportunité d’arbitrage. Cette hypothèse se justifie aisément :
si une telle possibilité existait, alors elle serait utilisée de manière immédiate par un
agent financier jusqu’à épuisement. Par exemple, un même produit financier ayant
deux prix différents sur deux places financières générera en l’absence de coûts de
transaction une opportunité d’arbitrage. Il suffira à un agent d’acheter au prix bas
et de vendre simultanément au prix élevé pour obtenir un bénéfice sans risque.
Lorsqu’une telle opportunité existe, alors il suffit d’un seul agent pour l’épuiser
rapidement : le produit financier verra son cours augmenter sur la première place
financière à force d’achats répétés, tandis que son prix diminuera sur la seconde sous
l’effet des ventes. Très rapidement, les deux prix s’égaliseront.

Il est donc intéressant de considérer des marchés qui font preuve d’une certaine
efficacité, dans le sens où il n’existe pas de situation d’arbitrage. C’est une situation
intéressante car 1) il s’agit d’un attracteur puissant, puisqu’il suffit de peu d’agents
économiques désireux de réaliser des bénéfices (ce qui ne manque pas) pour pousser
le système vers cette situation et 2), car cette hypothèse s’avère particulièrement
productive en termes mathématiques.

Cette hypothèse a donc donné naissance à un corpus important de modèles ma-
thématiques. Un aspect particulier est développé : le pricing des produits financiers.
En effet, pour donner un prix à un produit financier donné, il suffit d’être capable
de le reconstituer à l’aide de produits plus simples, et l’hypothèse d’absence d’ar-
bitrage imposera que les deux éléments doivent avoir le même prix. Il s’agit donc
d’un cadre théorique primordial pour l’analyse des produits dérivés, qui voient par
définition leur valeur dériver d’autres produits plus simples. Plusieurs modèles ont
donc permis de donner une valeur aux options, les produits dérivés les plus échan-
gés : le modèle binomial puis le modèle de Black & Scholes pour ne citer que les plus
célèbres (Bodie, 2009).

Ce cadre théorique ne convient pas dans le cas des dérivés en réseau, car l’hy-
pothèse d’absence d’arbitrage n’est pas soutenable, et ce pour deux raisons. Les
agents échangent des produits dans un réseau qui est le plus souvent incomplet. Par
exemple, la compagnie aérienne peut ne connaître que sa banque propre : elle devra
donc composer avec cet intermédiaire précis, ce qui amène à une négociation et à la
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possibilité que la banque mette à profit sa position privilégiée pour capter le béné-
fice de la transaction, comme nous le verrons par la suite. C’est incompatible avec
un marché complet caractérisé par un prix unique pour chaque produit financier.
De plus, chaque agent cherche à obtenir un produit dérivé customisé selon ses be-
soins précis. Un marché sans opportunité d’arbitrage fonctionne avec un nombre de
produits suffisamment bas pour que la liquidité des produits entraîne un bon fonc-
tionnement. L’hypothèse d’absence d’arbitrage est donc soutenable pour des places
centrales avec des produits standardisés (comme une option à un horizon spécifique
portant sur un actif côté).

La problématique de ce travail concerne le besoin des agents de souscrire des
produits dérivés customisés auprès d’intermédiaires qui peuvent proposer ce service,
à l’image du marché over-the-counter des produits dérivés avant la crise financière.
Pour ces raisons, un cadre théorique issu de l’arbitrage n’est pas envisageable.

1.5.2 Utilité espérée

Dans un marché où l’hypothèse d’absence d’arbitrage est retenue, on peut obtenir
un prix pour un produit financier sans faire survenir les préférences des agents. Ces
dernières ne jouent pas : une position financière donnée dispose d’un prix unique et
l’agent peut la vendre contre ce montant. Toute position financière est valorisable
immédiatement : il n’est donc pas question de préférences des agents, puisque les
positions financières deviennent l’équivalent de montants monétaires.

Dans un marché où ce n’est pas le cas, alors certaines positions financières
peuvent ne pas avoir de prix : on ne peut trouver de combinaison de produits fi-
nanciers librement accessible qui permet de contrebalancer la position financière. Il
reste donc une part de risque (Föllmer and Schied, 2011). Dans ces conditions, les
préférences individuelles des agents surviennent.

Il existe plusieurs manières de rendre explicites (mathématiquement) ces pré-
férences. La plus utilisée est le cadre théorique de l’utilité espérée. Il s’agit d’un
cadre théorique construit dans la tradition mathématique dite de Bourbaki, une ap-
proche axiomatique extrêmement rigoureuse qui a prévalu dans la mathématisation
de l’économie à partir du 20e siècle (Weintraub, 2002).

Le point de départ est la mathématisation des préférences des agents. On définit
ainsi une relation d’ordre entre des alternatives, qui peuvent être n’importe quels
éléments d’un ensemble. In fine, cet ensemble sera constitué des positions financières,
ou dans le langage de cadre théorique, des loteries. Ce point de départ est ensuite
enrichi d’hypothèses de complexité croissante, justifiées par la nécessité de capturer
une certaine idée de la rationalité des agents économiques. Si la compagnie aérienne
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préfère la position A à la position B, et la position B à la position C, on peut par
exemple imposer l’hypothèse qu’elle préférera la position A à la position C.

Un autre objectif est de mesurer cette préférence en établissant les conditions
pour lesquelles ces préférences peuvent être représentées par une fonction qui va-
lorise chaque alternative, de sorte que l’alternative au score le plus élevé emporte
systématiquement l’adhésion de l’agent. Il s’agit d’une fonction d’utilité.

Le concept d’utilité espérée entre alors en scène. Face à des alternatives qui
sont des loteries (ou des positions financières), nous avons affaire non pas à des
montants certains, mais à des fonctions qui associent à chaque scénario un montant.
Comment valoriser de tels objets ? L’utilité espérée est une réponse possible. Ce
cadre théorique suppose l’existence de probabilités pour chaque scénario, et propose
de valoriser les positions financières en utilisant ces probabilités. Dans le cas de la
position financière de la compagnie aérienne, nous avons dans le premier scénario
X = −1000 et dans dans le deuxième X = 0. Supposons que l’agent valorise les
montants certains −1000 et 0, par les quantités u(−1000) et u(0). Supposons que
le premier scénario ait une chance sur trois de se produire, contre deux chances sur
trois pour le deuxième scénario. L’utilité espérée suppose que l’agent valorisera sa
position financière par la quantité suivante :

U(X) =
1

3
u(−1000) +

2

3
u(0)

Ce qui résout le problème de valoriser des positions financières. Si le nombre
des scénarios est infini, alors on pourra étendre la logique précédente en utilisant
l’intégration. On aura alors U(X) =

∫

u(x)dF (x) avec F la fonction de distribution
de la position X considérée (Mas-Colell et al., 1995, Chapitre 6, Section C).

Ce cadre théorique est très proche de celui décrit dans ce chapitre. Il coïncide
même sur certains choix de comportements, comme la fonction d’utilité exponentielle
qui est identique mathématiquement à la mesure de risque entropique : cette mesure
de risque particulière est d’ailleurs utilisée dans les chapitres suivants lorsqu’il faut
s’éloigner du cas général et choisir un comportement précis, par exemple dans les
simulations informatiques du chapitre 3 ou dans les algorithmes du chapitre 4.

L’utilisation ici du cadre théorique des mesures de risques tient à deux raisons.
La première est qu’elle permet une interprétation immédiate de la mesure de risque
comme d’un capital à immobiliser pour faire face à une position financière donnée.
Cette interprétation est déterminante ici : le coeur du sujet est ici le risque de
contagion des défauts, or pour faire défaut il faut décider d’un capital à immobiliser.
Le cadre théorique des mesures de risque répond de manière immédiate et intuitive
à cet aspect déterminant. La deuxième raison est beaucoup plus pragmatique. Les
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résultats mathématiques sur lesquels l’on s’appuie - concernant les produits dérivés
optimaux entre deux agents - ont été développés dans ce cadre théorique. Reprendre
la même conceptualisation permet de les utiliser immédiatement.

1.5.3 Économie comportementale et expérimentale

L’économie comportementale est un courant des sciences sociales qui cherche à
proposer un cadre théorique alternatif à la rationalité économique développée en
micro-économie classique. Ce courant de pensée est intimement lié à l’économie ex-
périmentale, qui propose d’utiliser des protocoles d’expérimentation habituellement
réservés aux disciplines médicales. Le lien entre ces deux disciplines vient du fait que
l’on peut relativement aisément créer des expériences au cours desquelles les partici-
pants prennent des décisions contraires à ce que dicterait la rationalité économique.

La nécessité d’approches comportementales et donc alternatives aux hypothèses
de rationalité est souvent invoquée lorsque l’on étudie le comportement des agents
face au risque. Les marchés financiers sont souvent accusés d’être le théâtre de
mouvements irrationnels, basés sur le mimétisme et les crises auto réalisatrices.

L’exemple le plus emblématique d’un cadre théorique comportemental concer-
nant le risque est sans conteste la Théorie des perspectives développée par Amos
Tversky et Daniel Kahneman (Kahneman and Tversky, 1979), pour laquelle ce der-
nier a reçu le prix Nobel d’Économie en 2002. L’objectif de cette théorie est de
proposer un cadre alternatif à la Théorie de l’utilité espérée, notamment en iden-
tifiant des situations où elle échoue à expliquer le comportement des agents. Les
auteurs montrent que le comportement face au risque des agents veut varier énor-
mément en fonction de la situation. Les agents tendent à être très frileux en présence
de gains potentiels, tandis qu’ils prendront beaucoup plus de risque en situation de
pertes.

Cette théorie est une des plus performantes pour analyser le comportement des
agents en laboratoire, mais manque encore d’applications emblématiques en écono-
mie générale (Barberis, 2013).

Ce cadre n’est pas retenu dans ce travail pour plusieurs raisons. La première
est l’absence de travaux théoriques ”classiques” au sujet des produits dérivés en ré-
seau avec un risque de contagion. Or il s’agit d’une première étape nécessaire avant
d’aborder une approche comportementale. L’utilisation d’un cadre théorique clas-
sique basé sur des agents rationnels et optimisateur n’a pas nécessairement vocation
à produire une théorie finale prédisant le comportement des acteurs économiques.
Cependant il s’agit d’une base de travail sur laquelle se construisent - ou au contraire
contre laquelle s’érigent - les approches alternatives. Ainsi les théories classiques du
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comportement face au risque ont permis de produire un ensemble de résultats mathé-
matiques donnant les grandes lignes d’un comportement rationnel : la disponibilité
de ces résultats permet de révéler par contrastes les situations où les agents s’en
écartent, ce qui permet in fine de proposer une théorie unifiée. Nous pensons qu’une
telle approche serait également bénéfique pour analyser le problème des dérivés en
réseau ; analyser les résultats issus d’une conception froidement mathématique du
comportement des agents permettrait de constituer une base de travail facilement
manipulable pour qui voudrait analyser l’impact des biais cognitifs dans cette pro-
blématique.

Un deuxième argument que l’on peut avancer ici concerne l’identité des acteurs
principaux du marché des produits dérivés : même si le futur nous réserve sans doute
une certaine démocratisation via des technologies comme la blockchain, pour l’heure
les acteurs sont des institutions bancaires. Il est plus facile de soutenir que de tels
agents ont un comportement purement optimisateur : réunissant les esprits mathé-
matiques les plus brillants de chaque pays et armés d’ordinateurs dont les capacités
de calcul progressent sans cesse, ces acteurs économiques constituent ce qui se fait
de plus proche du comportement décrit dans les résultats mathématiques de la lit-
térature financière classique. Et s’ils se rendent parfois coupables de comportements
irrationnels, ils ont cependant à leur disposition permanente ce qui se fait de mieux
comme modèle mathématique pour les guider. Pour analyser ces acteurs, il paraît
donc judicieux de considérer, a minima dans un premier temps, la situation d’agents
économiques rationnels au sens classique du terme.

1.6 Conclusion du chapitre
Ce chapitre présente le cadre théorique que utilisé dans les chapitres suivants.

Il recense également les résultats mathématiques déjà obtenus dans la littérature,
et qui vont constituer la base sur laquelle les autres chapitres s’appuient. Il n’y a
pas à proprement parler de contribution originale dans ce chapitre, si ce n’est les
explications motivant le choix des hypothèses 4.
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Chapitre 2

Évaluer les conséquences de
contrats dérivés établis dans un
réseau

Le contrat bilatéral que vont conclure la compagnie aérienne et le trader dépend
des partenaires potentiels des deux agents. Si la compagnie connaît d’autres tra-
ders, elle peut comparer les prix et les possibilités de contrats. Si le trader connaît
d’autres contreparties, il peut envisager de ”revendre” sa position à un autre agent
et conserver une commission. En l’absence de possibilités de revente, il peut décider
que le risque lié au carburant est trop important pour qu’il le supporte lui-même.

Le réseau de connaissances des deux agents est donc primordial pour comprendre
le fonctionnement élémentaire du partage du risque. D’un point de vue empirique, le
réseau est très important pour comprendre la structuration du marché de gré à gré
avant la crise financière de 2008. D’importantes régulations ont été mises en place
depuis cette crise, limitant fortement la liberté des acteurs de s’organiser comme
ils le souhaitent, ce qui peut faire relativiser l’importance de l’analyse des réseaux
dans les produits dérivés. Néanmoins le monde bancaire fait face à d’importantes
transformations numériques qui transforment les utilisateurs en de nouveaux acteurs
indépendants, qui peuvent par exemple décentraliser les flux monétaires grâce à la
blockchain (Alexandre, 2017). Cette nouvelle économie peut replacer les réseaux au
coeur de la problématique du partage du risque.

La première étape de notre projet de recherche est donc d’étendre les résultats de
la littérature scientifique en matière de contrats optimaux vus au chapitre précédent
à une configuration où plusieurs agents sont structurés en réseau. C’est l’objet de ce
chapitre.
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2.1 Des agents liés par un réseau fixé
On suppose à partir de maintenant qu’il existe n agents numérotés de 1 à i,

dont le comportement est représenté par une mesure de risque monétaire convexe ρ

dilatée pour chaque agent à l’aide d’un coefficient de tolérance au risque γi qui peut
varier d’un agent à l’autre.

Pour représenter le réseau de connaissances des agents économiques, la modéli-
sation la plus simple possible est utilisée ici : les agents sont placés sur des noeuds
et le fait que deux agents se connaissent est représenté par l’existence d’une arête
entre eux 1.

Compagnie aérienne Pays pétrolier

Trader 1

Trader 2

Figure 2.1 – Dans un réseau connecté, il est toujours possible de trouver un chemin
allant de n’importe quel agent vers un autre.

Pour n agents, le nombre d’arêtes possibles est de n(n−1)
2

. En pratique les réseaux
financiers sont incomplets, ce qui signifie qu’il manque certaines arêtes : le trader
dispose d’un carnet d’adresses plus conséquent que la compagnie aérienne, et c’est
une des raisons pour lesquelles la compagnie s’adresse à lui. Le nombre d’arêtes est
donc le plus souvent inférieur à n(n−1)

2
. Le réseau est cependant supposé connecté :

il existe nécessairement une suite d’arêtes qui lie tous les agents, ce qui signifie qu’il
n’existe pas de sous-ensemble d’agents séparés du reste (Figure 2.1).

La structure en réseau représentera ici la possibilité ou non d’établir un contrat
dérivé. Il s’agit de la modélisation la plus élementaire possible des relations entre ac-
teurs bancaires. En pratique, ces relations sont beaucoup plus complexes, et certains
éléments peuvent avoir des conséquences importantes sur l’activité économique ; c’est
le cas notamment de la réputation (Gillet et al., 2010). Nous nous en tiendrons ici
à une modélisation simple car elle est déjà porteuse de beaucoup de complexité,
comme nous le verrons par la suite.

1. Mathématiquement, le réseau est une paire d’ensembles G = (V, E), V désignant les noeuds
et E désignant les arêtes : chaque arête est une paire de noeuds, de sorte que E ⊆ [V ]2 (Diestel,
2017).
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Dans la configuration de la Figure 2.1, établir le contrat dérivé optimal du point
de vue du trader 1 est plus compliqué que dans le chapitre précédent. Le trader
1 connaît désormais la compagnie aérienne, mais également un autre trader et un
producteur de pétrole. Dans ces conditions, il n’est pas certain que le contrat optimal
soit toujours une répartition de la somme des positions entre la compagnie et lui selon
leurs tolérances au risque respectives. Par exemple, si le trader 2 cherche activement
à prendre position sur le marché du carburant, le trader 1 sait qu’il dispose d’un
canal de ”revente” de la position qu’il peut acquérir auprès de la compagnie aérienne.

Pour parvenir à représenter cela, la première étape est d’étendre le résultat pré-
senté dans le chapitre précédent à une situation où il y a plusieurs contreparties.

2.2 Autant de contreparties que de voisins : le
contrat optimal

Supposons que nous nous placions du point de vue de l’agent i, qui connaît un
certain nombre de personnes, que l’on appelle le voisinage de l’agent i et que l’on
note I. Par exemple, si I est composé des agents 1 à 3, on aura I = {1, 2, 3}. Cette
configuration est représentée dans la Figure 2.4.

Agent 1 Agent 2

Agent i

Agent 3

Figure 2.2 – Voisinage de l’agent i.

L’agent i dispose d’une position initiale Xi (de même que chaque contrepartie
j dispose de Xj). L’agent i cherche la combinaison de contrats à proposer simul-
tanément à toutes ses connaissances de sorte que sa mesure du risque relative à sa
nouvelle position soit la plus basse possible, ce que l’on peut traduire mathémati-
quement par

inf
Fij∈X ,πij∈R,j∈I

ργi
(Xi −

∑

j∈I

(Fij − πij))

Chaque contrepartie j ne doit pas voir sa mesure du risque augmenter dans
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l’opération, sous peine de refuser la transaction ; cela se traduit mathématiquement
par

ργj
(Xj + (Fij − πij)) ≤ ργj

(Xj)

Cela constitue une contrainte pour l’agent i, et il y a autant de contraintes que
de contreparties j dans le voisinage I.

Le tout amène à la généralisation du programme de minimisation (1.4) au cas
avec un nombre fini de contreparties :

inf
Fij∈X ,πij∈R,j∈I

ργi
(Xi −

∑

j∈I

(Fij − πij))

s.t. ργj
(Xj + (Fij − πij)) ≤ ργj

(Xj) ∀j ∈ I

(2.1)

La première étape nécessaire est d’apporter une solution au programme (2.1).

Proposition 4. Une solution optimale au programme (2.1) est :

π∗

ij(Fij) = ργj
(Xj) − ργj

(Xj + Fij) ∀j ∈ I

F ∗

ij =
γj

γi +
∑

k∈I γk

(Xi +
∑

k∈I

Xk) − Xj (à une constante près) ∀j ∈ I

La démonstration est disponible dans l’annexe de ce chapitre.
Le résultat est une simple extension du résultat de Barrieu and El Karoui (2005).

Du côté de π, on observe que le prix est toujours celui qui maintient les contreparties
à leur niveau d’indifférence, et que l’intégralité du bénéfice de la transaction est donc
captée par l’agent i.

Du côté des contrats eux-mêmes, on observe que pour l’agent j, le contrat retire
sa position initiale Xj et lui donne une part de la position totale du voisinage de
l’agent i (Xi +

∑

k∈I Xk) correspondant à sa tolérance relative ( γj

γi+
∑

k∈I
γk

). C’est
une extension du résultat à deux agents.

L’effet est le même pour l’agent i, ce qui peut se vérifier en sommant tous les
contrats du voisinage :

−
∑

j∈I

F ∗

ij = −

∑

j∈I γj

γi +
∑

k∈I γk

(Xi +
∑

k∈I

Xk) +
∑

j∈I

Xj

=
γi

γi +
∑

k∈I γk

(Xi +
∑

j∈I

Xj) − Xi

La symétrie observée dans le cas à deux agents est légèrement altérée, car les
positions finales dépendent de la perception de l’agent i . En effet les positions
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comme les tolérances sont sommées au niveau du petit marché composé de l’agent
i et des personnes qu’il connaît. Cependant une des contreparties j peut très bien
avoir accès à un marché différent, avec certains agents inconnus de l’agent i d’une
part et où certains voisins de i sont absents d’autre part (Figure 2.4 )

Agent 1 Agent 2

Agent i

Agent 3

Agent 4

Agent 5

Agent 6

Figure 2.3 – L’agent 3 à accès à un ”marché” différent de l’agent i.

Les agents continuent de transférer entre eux le risque total sans en créer de
supplémentaire. Cependant, ils peuvent acheter et vendre certaines positions à vi-
sée purement spéculative. Considérons l’exemple de la compagnie aérienne et du
trader, mais imaginons que le trader connaisse un producteur de pétrole. Pour ce
producteur, en cas de crise pétrolière (scénario ω1), les retombées financières seront
positives et il gagnera 1000 euros. En cas d’absence de crise, il ne gagnera rien (0).
Sa position est donc −X, c’est-à-dire l’inverse de celle de la compagnie aérienne.
En tant qu’agent averse au risque, il préférerait réduire l’incertitude qui pèse sur
son activité : par exemple il préférerait un montant certain compris entre 1000 et 0.
Pouvoir vendre sa production dans le futur à un tarif fixé à l’avance est un type de
produit particulièrement prisé des producteurs, notamment agricoles. Le producteur
est donc ouvert à la possibilité d’un produit dérivé. La position initiale du trader
est nulle.

Le total des positions des agents est donc X + 0 + (−X) = 0. Si la compagnie
aérienne et le producteur se connaissaient, le résultat du Chapitre 1 serait très
logique : il s’agirait du contrat F = −X, ce qui ”annulerait” la position des deux
agents, et un versement monétaire aurait lieu, dépendant des mesures de risques
exactes choisies pour ces agents. Par exemple, la compagnie aérienne s’engagerait à
payer 500 euros au producteur, en échange de quoi le producteur réglera la perte liée
à X quelle qu’elle soit. Pour le pays producteur, cela revient à s’assurer un revenu
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certain de 500 euros plutôt qu’un gain incertain.
Cependant, la compagnie aérienne ne connaît pas le producteur. Ils sont connec-

tés par l’intermédiaire du trader (Figure 2.4 )

Compagnie aérienne

Trader

Producteur de pétrole

Figure 2.4 – Le trader est l’intermédiaire entre les deux agents aux positions com-
plémentaires.

Si l’on applique la Proposition 4 au trader, on obtient le résultat suivant : le trader
achète la position X à la compagnie aérienne et la vend au trader. Il maintient ses
deux contreparties à leur niveau d’indifférence et capture l’intégralité du bénéfice
de la transaction. Ce bénéfice dépend de la mesure de risque précise que l’on choisit
pour les agents, mais un exemple possible est le suivant :

— La compagnie aérienne est prête à accepter de payer un maximum de 700

euros pour être se débarrasser de l’intégralité de sa position X.
— Le producteur de pétrole est prêt à accepter un minimum de 300 euros en

échange de sa position −X.
Il s’agit des paiements qui maintiennent les agents à leur niveau d’indifférence.

Le trader va naturellement récupérer 700 euros auprès de la compagnie aérienne et
payer 300 euros au producteur. La différence (400 euros) constitue le bénéfice de la
transaction ; dans le cas où la compagnie et le producteur s’entendraient directement,
ce bénéfice serait réparti entre eux. Dans le cas où le trader agit en intermédiaire, il
a la possibilité de capter ce bénéfice.

Sans prendre en compte les paiements monétaires, la position finale du trader est
0 − X + X = 0, c’est-à-dire qu’elle est inchangée. Le trader a conclu deux contrats
dérivés, non pas pour améliorer sa position, mais pour empocher le bénéfice de la
transaction. Des contrats dérivés ont donc été conclus par pure spéculation.

Ce mécanisme porte le nom de chaîne de dépendance. Il s’agit du phénomène
brièvement évoqué dans l’introduction. Dans une situation idéale, le trader ne serait
pas impliqué. La compagnie aérienne et le producteur s’entendraient entre eux, et
les éventuelles difficultés de l’un n’impacteraient que l’autre, et inversement. Or si
le trader a l’initiative ou si la structure en réseau est telle que décrite dans la Figure
2.4, on assiste à l’émergence d’une chaîne de dépendance réunissant trois agents là ou
deux auraient suffi. Désormais, si le producteur de pétrole fait faillite, la contagion
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risque d’entraîner deux autres agents à sa suite.

2.3 Le partage des bénéfices

Une limite apparente des résultats précédents vient du partage des bénéfices. On
suppose ici que l’agent à l’origine de la transaction capte l’intégralité du bénéfice en
maintenant ses contreparties à leur niveau d’indifférence. Or il s’agit d’une hypothèse
très forte : quel serait l’intérêt des contreparties à accepter la transaction ? Il est
possible de contourner le problème en arguant qu’il s’agit d’un point de référence,
et qu’il suffit à l’agent initiateur de proposer un tout petit peu plus que le niveau
d’indifférence (Jouini et al., 2008).

Cela ne traite pas le problème de fond : si une contrepartie a conscience du
bénéfice généré par la transaction, elle peut négocier sa part. Cette problématique
est une question classique en économie, où elle porte le nom du problème de la
négociation (bargaining problem). Deux types de solutions existent.

La première est une solution dite ”normative”, la solution de Nash (Nash Jr,
1950). Cette solution cherche à connaître la répartition la plus robuste à un certain
nombre d’écueils : il s’agit de la solution qu’un décideur central pourrait vouloir
appliquer. Elle répond à la question de la répartition optimale des bénéfices du
point de vue du marché tout entier. Elle a été généralisée à un nombre fini d’agents
par Lensberg (1988).

La deuxième solution est une solution dite ”positive”, la solution de Rubinstein
(Rubinstein, 1982). Il s’agit de la solution à laquelle les agents parviennent par eux-
mêmes lorsque le processus de négociation présente certaines caractéristiques. La
répartition dépend évidemment des règles de négociation durant la transaction.

La question qui se pose ici est : le résultat que l’on obtient change-t-il lorsque le
bénéfice est réparti différemment ? Il y aura nécessairement un changement puis-
qu’une partie du bénéfice sera capté par les contreparties, mais ce changement
affecte-t-il le contrat F en lui-même ?

Pour répondre à cette question, il faut généraliser le problème de minimisation
(2.1). Pour faciliter la notation, on suppose (sans perte de généralité) qu’il y a p

contreparties et qu’on peut les numéroter de 1 à p : en d’autres termes I = 1, 2, ..., p.
Désormais, on ne cherche plus à minimiser la mesure de risque d’un seul agent, mais
de toutes les contreparties impliquées. Cependant minimiser une mesure de risque
peut entraîner l’augmentation d’une autre : les intérêts des différents agents peuvent
être contradictoires. Il faut donc choisir une expression unique à minimiser, comme
la somme des mesures de risques. En optimisation, il s’agit d’une fonction multi
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objectifs.
Cette fonction a pour argument les p + 1 mesures de risques, et donne un score

qui est un nombre réel. Il s’agit donc d’une fonction f : Rp+1 → R. Ici, on cherchera
à prendre en compte autant de cas de figure que possible, on évitera donc de spécifier
la fonction f . Pour éviter les cas de figures absurdes, on exigera cependant que la
fonction f représente le fait que l’on cherche effectivement à minimiser les mesures
de risques des agents : cette fonction f doit donc être croissante, de sorte que lorsque
l’on diminuera f, on diminuera les mesures de risques qui lui servent d’argument.
Cela représente que l’on a à coeur les intérêts des agents. Pas forcément de tous,
mais au moins de l’un d’entre eux, à l’image des résultats précédents. Formellement,
cela revient à exiger de f qu’elle soit strictement croissante en au moins un de ses
arguments. Cela laisse la possibilité que l’on ne se soucie pas des autres agents,
auquel cas la fonction sera constante en ces arguments-là ; il est même possible
que l’on cherche délibérément à dégrader la situation de certains agents, auquel
cas la fonction sera décroissante en les arguments concernés. En ce qui concerne la
spécification de la fonction (somme, produit, etc.), tout est possible.

Le programme de minimisation devient :

inf
Fij∈X ,πij∈R,j∈I

f [ργi
(Xi −

∑

j∈I

(Fij − πij)), ργ1
(X1 + (Fi1 − πi1)),

..., ργp
(Xp + (Fip − πip))]

s.t. ργi
(Xi −

∑

j∈I

(Fij − πij)) ≤ ργi
(Xi)

s.t. ργj
(Xj + (Fij − πij)) ≤ ργj

(Xj) ∀j ∈ I

(2.2)

La solution au programme généralisé est identique à la précédente en termes de
contrats F :

Proposition 5.

F ∗

ij =
γj

γi +
∑

k∈I γk

(Xi +
∑

k∈I

Xk) − Xj (à une constante près) ∀j ∈ I

est une solution optimale au Programme 2.2.

La démonstration est disponible en annexe, mais la logique est très simple. L’in-
variance par translation monétaire assure que chaque agent valorise de la même
manière un montant monétaire : donner 10 euros à un agent le conduit à diminuer
logiquement de 10 euros la réserve de capital qu’il juge nécessaire pour couvrir sa
position. Cette mesure est justement ce que l’on cherche à diminuer. Ainsi, donner
10 euros à un agent diminue de 10 sa mesure du risque, et c’est vrai pour tous les
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agents.
Dès lors, tous les agents valorisent l’argent de la même manière, et ils peuvent

se le transférer par le canal des prix. Si l’objectif change et que l’agent i doit dé-
sormais avoir à coeur les intérêts de certaines de ses contreparties, il ne changera
pas le contrat optimal obtenu précédemment, il reversera simplement une partie
du bénéfice via les canaux monétaires. Si une meilleure solution existait, il l’aurait
déjà appliquée lorsqu’il gérait uniquement ses intérêts et il aurait capté un béné-
fice supérieur via le canal des prix, en laissant tous les autres agents à leur niveau
d’indifférence.

Ce résultat ouvre la voie à un grand nombre de configurations. L’agent i est
toujours à l’origine de la transaction et il est donc restreint au marché formé par lui
et ses contreparties, mais il peut être amené à partager le bénéfice via le choix de
la fonction F . Un cas intéressant est celui de la solution de Nash au problème de la
négociation à n agents développé par Lensberg (1988). Il s’agit de la configuration
où l’on cherche à maximiser le produit des gains en utilité. Ce cas sera utilisé dans
certaines simulations du prochain chapitre.

Le contrat optimal défini dans ce chapitre est donc robuste à la répartition des
bénéfices définie par une fonction multi objectifs très générale, ce qui est un résultat
utile. La répartition du risque observée varie uniquement au niveau des paiements
monétaires.

2.4 Le point où aucun contrat supplémentaire n’est
souscrit

Nous connaissons désormais le contrat optimal qui pourrait survenir entre plu-
sieurs agents avec de multiples possibilités de négociation. Cela nous rapproche d’une
question fondamentale : si nos acteurs économiques sont livrés à eux-mêmes et s’ils
se comportent comme établi précédemment, quelle est l’issue pour le marché tout
entier ? Les agents amènent-ils le système vers une destination particulière ? Est-elle
enviable ?

Cette partie s’intéresse à un état du réseau dans lequel il n’existe aucune tran-
saction pareto-optimale entre des agents connectés. Le système atteint un point
d’immobilité, car il n’existe plus de transaction possible, sauf à dégrader la situa-
tion d’un agent.

Par facilité de vocabulaire, un tel état est nommé par la suite équilibre, avec la
compréhension que cela diffère d’un équilibre au sens classique du terme en économie,
qui désigne habituellement un prix pour lequel l’offre égale la demande. Nommer cet
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état stationnaire un équilibre correspond cependant à la définition plus générale de
certains économistes comme Dixon (2017) qui considère que trois éléments doivent
être réunis : un comportement cohérent de la part des agents, aucun agent n’a d’in-
térêt à changer son comportement et l’équilibre est l’aboutissement d’un processus
dynamique.

Dans le cas des produits dérivés, il s’agit d’une situation dans laquelle aucun
agent ne veut ou ne peut souscrire un contrat dérivé supplémentaire. L’ensemble
des agents est donc dans un état stationnaire. Dans toute autre situation, les agents
continueront à souscrire de nouveaux contrats.

Trois éléments doivent être analysés :
— établir s’il existe un ou plusieurs équilibres ;
— analyser si les agents se dirigent naturellement vers un équilibre et dans

quelles conditions ;
— évaluer la qualité de cet équilibre pour l’ensemble des agents.
Pour comprendre ce qui caractérise une telle situation, on peut s’intéresser au

marché le plus simple possible : deux agents seulement. Considérons le cas vu au
Chapitre 1, où le trader (T) propose un contrat dérivé à la compagnie aérienne (C).
Celle-ci a une position financière initiale X, tandis que le trader a une position nulle.
Supposons pour simplifier que les tolérances au risque soient respectivement γT = 2

et γC = 1. À l’issue de la transaction, les positions initiales sont mises en commun et
chacune des deux parties est désormais exposée à hauteur de sa tolérance au risque
relative à l’autre. La position du trader est donc (d’après la Proposition 1) 2

3
X. Celle

de la compagnie est 1
3
X.

Comme le trader est deux fois plus tolérant que la compagnie (γT = 2 et γC = 1),
il va finir avec une exposition à X deux fois supérieure à celle de la compagnie.
On peut exprimer cela différemment : les deux agents ont une exposition finale
directement proportionnelle à leur tolérance au risque. Ce qui signifie qu’ils ont la
même exposition par unité de tolérance au risque :

(Trader)
2
3
X

2
=

1
3
X

1
(Compagnie)

Une fois arrivé à cette situation, le contrat optimal est 0 pour une partie comme
pour l’autre, ce que l’on peut vérifier facilement à l’aide de la Proposition 1. Les
deux agents sont donc à l’équilibre, ils sont entièrement satisfaits par la transaction
et n’ont pas d’intérêt à en conclure une nouvelle.

On peut observer que c’est vrai pour n’importe quelles tolérances au risque γT et
γC et n’importe quelles positions initiales XT et XC . Dans le cas général, la position
finale du trader est :
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γT

γT + γC

(XT + XC)

Celle de la compagnie est :

γC

γT + γC

(XT + XC)

On a bien la même égalité des ratios position sur tolérance :

γT

γT +γC
(XT + XC)

γT

=

γC

γT +γC
(XT + XC)

γC

C’est une caractéristique intéressante de l’équilibre entre deux agents. Se maintient-
elle lorsque l’on passe à plusieurs contreparties ?

Considérons le cas de l’agent i qui vient de réaliser une transaction avec ses
voisins. Il n’a plus d’intérêt à en réaliser une seconde, car la première était optimale.
Sa position finale est

γi

γi +
∑

k∈I γk

(Xi +
∑

j∈I

Xj)

Il dispose simplement de la part du risque total (des agents impliqués dans
la transaction) proportionnel à sa tolérance (comparée à celles des autres agents
impliqués). La position finale de chaque contrepartie j est :

γj

γi +
∑

k∈I γk

(Xi +
∑

k∈I

Xk)

On peut dès lors vérifier que nous avons également une égalité position sur tolé-
rance :

γi

γi+
∑

k∈I
γk

(Xi +
∑

j∈I Xj)

γi

=

γj

γi+
∑

k∈I
γk

(Xi +
∑

j∈I Xj)

γj

(2.3)

Lorsqu’un agent n’a plus d’intérêt à souscrire une transaction avec ses voisins, il
a le même ratio position sur tolérance que tous ses voisins.

L’inverse est également vrai. En effet, si un des agents du voisinage de i a un
ratio position sur tolérance différent du sien, cela signifie que l’un d’entre eux n’est
pas dans la position dictée par le contrat optimal. Il existe donc une transaction
(différente de 0) optimale du point de vue de l’agent i qui va amener cette égalité.

Cela signifie qu’un agent ne propose pas de contrat à ses voisins si et seulement
si lui et ses voisins ont le même ratio position sur tolérance.

Supposons désormais que l’ensemble du réseau soit à l’équilibre, ce qui signifie
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qu’aucun agent n’ait d’intérêt à proposer un contrat à ses voisins.
Deux agents reliés par une arête ont donc le même ratio. L’agent 1 a donc le

même ratio que l’agent 2 s’il le connaît. L’agent 2 a lui-même le même ratio que
ses voisins, ce qui signifie que l’agent 1 a le même ratio que les voisins de l’agent
2, et donc par extension de tous les voisins de ses voisins. Par récurrence, tous les
agents pour lesquels il existe un chemin d’arêtes dans le réseau ont le même ratio.
Comme le réseau est connecté, il existe un chemin entre toutes les paires d’agents
possibles. Par conséquent, à l’équilibre tous les agents ont le même ratio position
sur tolérance.

Ce qui signifie que tous les agents du réseau ont le même ratio que, disons, l’agent
1. Cela donne, en notant X∗

k la position finale de l’agent k :

X∗
1

γ1

=
X∗

k

γk

∀k ∈ {1, 2, ..., N}

γkX∗

1 = γ1X
∗

k ∀k ∈ {1, 2, ..., N}

Ce qui nous intéresse ici c’est de savoir si cela implique quelque chose au sujet
de la position finale X∗

k .
On peut sommer pour k allant de 1 à N :

∑

k∈N

γkX∗

1 =
∑

k∈N

γ1X
∗

k

∑

k∈N

γkX∗

1 =
∑

k∈N

γ1X
∗

k

X∗

1

∑

k∈N

γk = γ1

∑

k∈N

X∗

k

X∗

1 =
γ1

∑

k∈N γk

∑

k∈N

X∗

k

Or la somme des positions finales est égale à la somme des positions initiales
(∑k∈N X∗

k =
∑

k∈N Xk), on a donc :

X∗

1 =
γ1

∑

k∈N γk

∑

k∈N

Xk

Ce qui est vrai pour l’agent 1 est vrai pour les autres agents, il suffit de reproduire
le même raisonnement.

Il existe donc un seul équilibre en termes de risque : dans celui-ci chaque agent
dispose exactement de la part du risque total (du réseau tout entier) proportionnelle
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à sa tolérance au risque (relative à celle du réseau tout entier). Et ce dans n’importe
quel réseau connecté. Cela signifie que même dans un réseau incomplet 2, le seul
équilibre est le même que dans un réseau complet.

On remarque que si les agents ont une position financière telle que décrite pré-
cédemment, cela est vrai quel que soit le montant monétaire dont ils disposent. Il
existe donc une infinité d’équilibres si on prend en compte l’argent dont disposent
les agents.

On peut résumer ce que nous venons de voir sous la proposition suivante :

Proposition 6. Dans tout réseau connecté, à l’équilibre la position de l’agent i est :

X∗

i =
γi

∑

j∈N γj

∑

j∈N

Xj =
γi
∑

γ

∑

X (à une constante près)

Cela établit donc l’existence de l’équilibre et son caractère unique, quelle que
soit la topologie du réseau.

Il s’agit de l’optimum de Pareto dans le problème du partage du risque vu à la
fin du chapitre 1.

Rien ne garantit cependant que les agents se dirigent vers cet équilibre-là ni sous
quelles conditions. Il s’agit de la question de la convergence.

2.5 Les conditions de la convergence

L’équilibre existe et est unique : une fois placé sur cet équilibre, aucun agent
n’a intérêt à souscrire un contrat avec l’un de ses voisins. Cependant, il peut s’agir
d’un point difficile, voire impossible, à atteindre pour les agents. Pour s’intéresser
à l’éventuelle convergence du système vers ce point, il faut définir un processus
dynamique : que font les agents ? Dans quel ordre ? Quand s’arrêtent-ils ?

Le but ici est de rester le plus général possible, de sorte que les conclusions
s’appliquent à un maximum de configurations.

Le processus étudié fonctionne par tours successifs : à chaque tour, une tran-
saction a lieu entre certains agents qui se connaissent. Quelles sont les conditions
de la convergence vers un point où plus personne ne veut faire une transaction
supplémentaire ?

La première restriction importante est la suivante : les décisions des agents sont
des contrats optimaux définis tels que précédemment (dans leur configuration la
plus générale, c’est-à-dire la Proposition 5). Une deuxième restriction est que, à

2. Un réseau dans lequel toutes les arêtes possibles ne sont pas présentes.
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n’importe quel point dans le processus, tous les agents ont la possibilité future de
participer à un contrat (dans un nombre fini de tours). Cela supprime la possibilité
qu’un groupe d’agents soit écarté du processus à un certain stade.

Ces deux restrictions suffisent à assurer que le processus (quel qu’il soit par
ailleurs) converge vers l’équilibre.

Proposition 7. Soit un marché où les agents
— sont placés dans un réseau connecté ;
— souscrivent des contrats optimaux tels que définis dans la Proposition 5 ;
— ont chacun et à tout moment la possibilité future de participer à une transac-

tion, dans un nombre fini de tours.
Alors le marché converge vers un unique équilibre (à une constante près) :

X∗

k =
γk
∑

γ

∑

X ∀k ∈ {1, 2, ..., N}

La démonstration est disponible en annexe, mais le raisonnement est relativement
simple : chaque transaction égalise les ratios position sur tolérance en redistribuant
les positions des agents participant à la transaction. Chaque transaction harmonise
donc ces ratios. Comme le réseau est connecté et que chaque agent participe pério-
diquement aux transactions, on assiste donc à une harmonisation de ces ratios dans
le réseau tout entier, jusqu’à converger vers le point où tout le monde a le même
ratio. Ce point, on l’a vu précédemment, est le point d’équilibre unique du marché.

Ce résultat laisse la possibilité de modéliser de nombreux jeux économiques qui
convergent vers l’équilibre défini précédemment. Il suffit que le modèle économique
corresponde aux éléments définis dans la Proposition 7.

2.6 Le défaut simultané de tous les agents
Quelles sont les conséquences de cet équilibre ?
L’équilibre est Pareto-optimal, ce qui est une forme d’optimalité concernant la

satisfaction des agents. Mais la problématique de ce travail est celle des défauts
qui peuvent se propager dans un réseau. De ce point de vue là, quelles sont les
implications de notre équilibre ?

Un agent fait défaut lorsqu’il n’a pas assez d’argent pour couvrir ses dettes.
Jusqu’à présent, nos résultats ont été établis ”à une constante près”, ce qui veut dire
que les positions financières des agents peuvent s’accompagner de n’importe quelle
constante, c’est-à-dire un montant monétaire. Il existe cependant une contrainte sur
ce montant, à travers le prix du produit dérivé : naturellement, les agents participant
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à la transaction n’accepteront un produit dérivé, quel qu’il soit, uniquement s’il est
accompagné d’un montant qui le rend acceptable.

On a vu que dans une transaction avec plusieurs contreparties (voir Proposition
4), le prix qui maintient les contreparties à leur niveau d’indifférence est

π∗

ij(Fij) = ργj
(Xj) − ργj

(Xj + Fij) ∀j ∈ I

Il s’agit simplement du dédommagement minimal qu’exige l’agent j, pour qu’il
accepte tout contrat dérivé Fij.

C’est plus facilement interprétable si l’on fait la supposition que les agents dé-
butent avec le capital dicté par leur mesure de risque. L’agent j est initialement
doté de la position Xj. Sa perception du risque de cette position est ρ(Xj) : il s’agit
du montant monétaire qu’il estime nécessaire de posséder pour se couvrir face au
risque que pose Xj :

ρ(Xj + ρ(Xj)) = ρ(Xj) − ρ(Xj) (invariance par translation monétaire)
ρ(Xj + ρ(Xj)) = 0

La mesure de toute position accompagnée du capital jugé nécessaire est donc 0.
L’agent i est initialement doté de la position Xj : il sera désormais supposé

qu’il dispose également du capital qu’il juge nécessaire pour couvrir cette position,
à savoir ρ(Xj).

Le prix minimal exigé π∗
ij(Fij) prend donc tout son sens. La position de l’agent

j passe de Xj à Xj + Fij, mais le capital qu’il possède passe de ρ(Xj) à :

ργj
(Xj) − (ργj

(Xj) − ργj
(Xj + Fij)) = ργj

(Xj + Fij)

L’agent change de position, mais récupère juste assez d’argent pour se couvrir
contre sa nouvelle position, de sorte qu’il mesure le risque de sa nouvelle situation
à 0, tout comme sa situation initiale.

Pour l’agent i à l’origine de la transaction, s’il capte la totalité du bénéfice alors
le montant récupéré sera le prix π∗

ij(Fij). Ce montant est supérieur au montant
minimal que l’agent i exige pour se maintenir à son niveau d’indifférence, sans quoi
il n’y aurait pas de transaction.

La Proposition 5 assure que les contrats dérivés échangés restent les mêmes, et
que le partage des bénéfices se fait par le canal des prix (et donc des montants
monétaires). Cependant pour que la transaction ait lieu, il faut que ces prix soient
supérieurs ou égaux aux montants minimaux que nous venons de voir.
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Ces observations permettent de donner une borne minimale aux montants mo-
nétaires finaux de tout agent participant à une suite de transactions définies par la
Proposition 7.

Proposition 8. Tout agent participant à une suite de transactions définies par la
Proposition 7 et débutant avec une position initiale totale de Xi + ργi

(Xi) dispose à
l’équilibre de la position financière totale X∗

i + ci, avec ci ∈ R et ci ≥ ργi
(X∗

i ).

Cette borne inférieure signifie simplement qu’à minima, chaque agent atteindra
l’équilibre en ayant suffisamment de capital pour couvrir sa position ; sans quoi il
aurait simplement refusé une des transactions. Un agent atteint exactement la borne
minimale s’il conclut uniquement des transactions sans bénéfice pour lui.

Ce point est intéressant, car il s’agit du point au-dessus duquel graviteront les
agents à l’équilibre : ils en seront plus ou moins éloignés en fonction des bénéfices
accumulés. Ceux-ci dépendent du processus de négociation, de l’ordre d’initiative,
de la forme du réseau, et d’à quel point leur dotation initiale est éloignée de celles
qu’ils doivent avoir à l’équilibre.

Un autre élément qui rend ce point intéressant est qu’il s’agit précisément du
capital jugé nécessaire par les agents. Si ceux-ci décident de réallouer le bénéfice
accumulé ailleurs, ils retomberont sur la borne minimale, car il s’agit du capital
qu’ils estiment être suffisants pour se couvrir. C’est un comportement économique
pertinent pour analyser les acteurs du monde financier, qui laissent rarement de
l’argent dormir sans être investi.

Supposons qu’un agent i soit sur cette borne inférieure. Pour qu’il fasse défaut, un
scénario ω doit survenir de sorte que le capital immobilisé ne suffise pas à couvrir la
position de l’agent. Par exemple, si 10 euros ont été immobilisé, il faut qu’un scénario
ω survienne de sorte que X∗

i (ω) = −11 par exemple. D’une manière générale, il faut
que X∗

i (ω) (dans notre exemple −11) soit inférieur à −ργi
(X∗

i ) (−10 dans notre
exemple). On doit donc avoir

X∗

i < −ργi
(X∗

i )

À l’équilibre, la Proposition 6 dit que X∗
i = γi

∑

γ

∑

X. On peut donc établir une
relation d’équivalence (notée ⇔) :

X∗

i < −ργi
(X∗

i )

⇔
γi
∑

γ

∑

X < −ργi
(

γi
∑

γ

∑

X)
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La Définition 2 rappelle que ργ(X) = γρ( 1
γ
X). On peut donc poursuivre le

calcul :

X∗

i < −ργi
(X∗

i )

⇔
γi
∑

γ

∑

X < −ργi
(

γi
∑

γ

∑

X) (d’après la Proposition 6)

⇔
γi
∑

γ

∑

X < −γiρ(
1
∑

γ

∑

X) (d’après la Définition 2)

⇔
1

n

∑

X < −(
1

n

∑

γ)ρ(
1
n

∑

X
1
n

∑

γ
)

⇔
1

n

∑

X < −ρ 1

n

∑

γ(
1

n

∑

X) (d’après la Définition 2)

Deux éléments importants sont à noter ici.
Premièrement, il n’y a plus d’indice i à la dernière ligne, ce qui signifie que les

événements concernés par la dernière inégalité ne varient pas en fonction des agents.
Cela signifie que le même raisonnement est possible pour deuxième agent j, puis k,
etc., et aboutir à la même condition de défaut. En clair, les scénarios qui amènent
le défaut d’un agent sont les mêmes pour tous les agents. Tout le monde fait défaut
en même temps.

Deuxièmement, le défaut général survient lorsque

1

n

∑

X < −ρ 1

n

∑

γ(
1

n

∑

X)

Cela signifie que tout le monde fait défaut lorsqu’un agent (imaginaire) doté
d’une tolérance au risque moyenne ( 1

n

∑

γ) et de la moyenne des positions initiales
( 1

n

∑

X) fait défaut. Il s’agit d’un agent représentatif du marché. Le marché tout
entier fait donc défaut lorsqu’un agent représentatif de l’ensemble du marché fait
défaut.

Ces observations peuvent être résumées dans le résultat suivant :

Proposition 9. À l’équilibre, tous les agents sur la borne minimale en termes de
montant monétaire font défaut lors de la réalisation du même ensemble de scénarios.

Ces défauts surviennent pour tout ω ∈ Ω tel que

X̄(ω) < −ργ̄

(

X̄(ω)
)

avec X̄ = 1
n

∑n
i Xi et γ̄ = 1

n

∑n
i γ.
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Dans le cas d’une mesure de risque normalisée (ρ(0) = 0), les mécanismes à
l’oeuvre sont simples à analyser.

La convexité de ρ permet d’écrire, pour tout λ dans ]0, 1[ :

ργ(λX + (1 − λ)0) ≤ λργ(X) + (1 − λ)ργ(0)

ργ(λX) ≤ λργ(X)

Pour une position perçue comme nécessitant un capital positif pour la couvrir,
cela signifie que lorsque la position est réduite, le capital immobilisé est réduit dans
une proportion plus importante.

Par exemple, pour λ = 1
2
, on a ργ(1

2
X)s ≤ 1

2
ργ(X). La position est réduite de

moitié, mais le capital jugé nécessaire par l’agent est inférieur à la moitié du capital
de la position initiale.

C’est l’aversion au risque de l’agent qui s’exprime ici : lorsqu’une position jugée
comme ”négative” décroît, l’agent est d’une certaine manière ”soulagé” et assouplit
son exigence en matière de capital à immobiliser. Inversement, lorsque la position
négative s’accroît, l’agent ”s’inquiète” et immobilise plus de capital (par unité de
X) que précédemment.

Pour que le défaut survienne sous le même ensemble de scénarios, lorsque la
position X est réduite de moitié, il faut nécessairement que le capital immobilisé
soit également réduit de moitié. Ce qui conduit au mécanisme suivant : lorsque la
position de l’agent s’allège, il devient moins précautionneux vis-à-vis du capital à
immobiliser et un plus grand nombre de scénarios l’amènent à faire défaut. Inver-
sement, lorsque sa position X s’accroît, il devient plus inquiet par la situation et
immobilise relativement plus de capital ; cela décroît l’ensemble des scénarios qui
l’amèneront à faire défaut.

On aurait pu aussi écrire :

1

λ
ργ(λX) ≤ ργ(X)

ργ̃(X) ≤ ργ(X)

Avec γ̃ = 1
λ
γ ∀λ ∈]0, 1[, ce qui revient à dire ∀γ̃ > γ.

Tout agent plus tolérant au risque immobilisera moins de capital pour une même
position X. Il fera donc défaut plus facilement.

Les deux mécanismes sont à l’oeuvre ici : les agents les plus tolérants sont moins
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