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Introduction

1 Etat de ’art

1.1 Nombre et ensemble de rotation

Commengons par rappeler le cas classique de la théorie du nombre de rotation pour
les homéomorphismes du cercle T' = R/Z, introduite par Poincaré en 1885 dans son
célebre mémoire [Poi85]. Soit f : T! — T' un homéomorphisme préservant I'orientation,
et f:R — R un relevé de f & R. Pour tout € R, la quantité

p(f,%) = lim e -2

n——+o00 n

(mod 1)

est bien définie, indépendante des choix de T et du relevé f: on la note p(f) et on lap-
pelle nombre de rotation de f. En quelque sorte, le nombre de rotation mesure la “vitesse
moyenne” asymptotique a laquelle les points de T' tournent le long du cercle sous l'action
de f.

La donnée de ce simple nombre permet d’avoir déja de précieuses informations sur
la dynamique de f. Par exemple, la situation est trés différente selon que p(f) est ra-
tionnel ou non : si p(f) € Q/Z, alors f posséde une orbite périodique; si au contraire
p(f) € R\ Q) /Z, alors f est semi-conjugué & la rotation z +— z + p(f) de T! (cette semi-
conjugaison étant une vraie conjugaison si et seulement si f est minimal, ce qui se produit
par exemple quand f est un C2—difféomorphisme (voir les travaux de Denjoy [Den32])).

Le fait que le nombre de rotation soit bien défini et indépendant du point Z choisi
indique, dans le cas d’'un homéomorphisme du cercle, que tous les points “tournent & la
méme vitesse” asymptotiquement, ceci découlant de I'existence d’un ordre cyclique sur T!.
Si I'on souhaite généraliser cette définition aux homéomorphismes d’autres espaces (les
surfaces par exemple), on se doute que l'on va perdre cette propriété. Ce n’est donc pas
un unique nombre de rotation que ’on va définir, mais un ensemble de rotation, contenant
les vitesses et directions moyennes (si tant est que ces quantités existent) des orbites des
points de ’espace considéré.

Intéressons-nous donc au cas d'un homéomorphisme f : T2 — T2 du tore T? = R?/Z2.
On va s’intéresser uniquement au cas ou f est isotope a l'identité, c’est-a-dire qu’il existe un
chemin continu, dans 'espace des homéomorphismes de T?, reliant Id2 & f (cette condition
est analogue & la préservation de 'orientation demandée pour les homéomorphismes du
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cercle T!). Dans ce cas, f se reléve 4 R? en un homéomorphisme f: R? — R? commutant
aux translations entiéres. Si I’on veut calquer la définition que I'on a dans le cas du cercle,
on se heurte au probléme suivant : pour 7 € R?, la suite (%(fn(f) — I))p>1 D€ converge
pas forcément. On peut cependant s’intéresser aux valeurs d’adhérence de suites formées
par ce type de quantités, et définir I’ensemble

oH=N U {1%2_55, $6R2}CR2.

m>1n>m

Une autre maniére de définir I’ensemble de rotation de f est, au lieu de moyenner
temporellement le déplacement des points de T? sous I'action de f, de le faire spatialement.
Soit M(f) 'ensemble des mesures de probabilité boréliennes f—invariantes sur T2. Pour
tout z € T2, soit Af(x) = f(Z) — 7 o Z € R? est un relevé de x : cette quantité est
indépendante du relevé z choisi, car f est isotope a l'identité. On définit alors

ror() = { [ Ae) auta) | e M0}

Ces deux ensembles p(f) et rot(f) sont en fait égaux (voir les travaux de Misiurewicz

et Ziemian [MZ89]), et appelés ensemble de rotation de f; c’est un compact convexe de
R2. Notons bien que cet ensemble de rotation dépend du choix d’un relevé f de f.

Ces deux définitions peuvent s’adapter pour des surfaces de genre supérieur. Néanmoins,
si le premier ensemble est toujours inclus dans le second (ses éléments correspondent aux
moyennes des déplacements relativement aux mesures qui sont limites, pour la topologie
faible*, de mesures portées par des portions d’orbites), il n’y a plus forcément égalité en
genre plus grand : en particulier, le premier ensemble n’a plus de raison d’étre convexe.
Afin de garder cette propriété de convexité, c’est donc la seconde définition, & partir de
M(f) tout entier, que nous allons privilégier pour définir I’ensemble de rotation d’un
homéomorphisme en genre supérieur. Détaillons cette définition.

Soit f : M — M isotope a l'identité sur une surface M compacte orientée de genre
g > 1. Soit I : [0,1] x M — M une isotopie entre Idys et f, c’est-a-dire une application
continue telle que pour tout x € M, I(0,z) = x et I(1,x) = f(z), et pour tout ¢ € [0, 1],
x +— I(t,z) est un homéomorphisme de M. Pour tout € M, on note alors I(x) le chemin
t — I(t,z) donné par lisotopie, reliant = & f(x). Soit également M(f) I’ensemble des
mesures de probabilité boréliennes f—invariantes sur M. Pour toute mesure u € M(f),
pour toute 1—forme différentielle fermée w sur M, 'intégrale

/| ( / . w> e

est bien définie, et s’annule par f—invariance de p dés que w est exacte. L’application
wr | ul J I(z) w) du(z) passe donc au quotient en une forme linéaire sur le premier groupe
de cohomologie H'(M,R) de M, c’est-a-dire par dualité en un élément du premier groupe
d’homologie Hi(M,R) de M. Cet élément p,, est appelé vecteur de rotation de la mesure
1, et 'ensemble de rotation de f est alors défini par

rot(f) = {pu | p € M(f)} C Hi(M,R).
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Dans le cas du tore, cette définition coincide alors avec les définitions précédentes via
Iidentification canonique entre Hp(T?,R) et le revétement universel de T2. Cependant, il
faut noter que cette définition dépend toujours, sur le tore, du choix de l’isotopie, et donc
du choix d’un relevé de f. Ceci n’est pas le cas en genre supérieur : si g > 2, cette définition
est indépendante du choix de l'isotopie (ceci découle de travaux de Hamstrom [Ham66],
qui montre que deux isotopies entre Idys et f sont homotopes), et contrairement au cas du
tore T2, I'ensemble de rotation est bien défini directement pour f et pas uniquement pour
les relevés de f, ce qui justifie la notation rot(f). Signalons également au passage qu’en
genre g > 2, une telle définition peut étre étendue aux homéomorphismes homotopes a Id
car en vertu de résultats de Baer [Bae28| puis d’Epstein [Eps66|, tout homéomorphisme
homotope a Idps est en fait isotope & Idyy.

Comme p — p,, est affine et que M( f) est compact et convexe pour la topologie faible*,
alors rot(f) est un compact convexe de Hj(M,R) ~ R?9. Remarquons que si g > 2, il
contient toujours 0 : en effet, en vertu du théoréme du point fixe de Nielsen (voir par
exemple [Jia83|), f posséde nécessairement un point fixe contractile, et il est facile de voir
que le vecteur de rotation de la mesure de Dirac en un tel point fixe est nul. Notons égale-
ment que que les points extrémaux de rot(f) sont vecteurs de rotation de points extrémaux
de M(f), c’est-a-dire de mesures ergodiques : en effet, pour tout p € rot(f), 'ensemble
M, = {p € M(f)| pp = p} est un convexe compact de M(f), et si p est en plus un
point extrémal de rot(f), alors les points extrémaux de M, sont aussi points extrémaux
de M(f). Enfin, si z € M est un point f—périodique, on appellera vecteur de rotation de
x le vecteur de rotation de la mesure de probabilité équidistribuée sur 'orbite de z : ce
vecteur appartient alors & Hy (M, Q).

Si la définition de rot(f) peut paraitre assez formelle, on peut cependant en donner une
interprétation plus visuelle en termes de cycles asymptotiques (voir Schwartzman [Sch57]
et Pollicott [Pol92|). Soit u € M(f) une mesure pour laquelle il existe x € M tel que

1
p= lim —

n—1

Lk
Lm kzo dfi(zy (pour la topologie faible™)
ol 0, désigne la mesure de Dirac au point z. Pour tout n € N*, on peut concaténer les
trajectoires I(f¥(x)) pour k € {0,...,n — 1} en une trajectoire I"(x) reliant = & f"(x).
Pour tout n € N*, notons ¢,(x) un chemin reliant f"(x) & = de sorte que les (c,(2)),cn-
soient de longueurs (relativement & une métrique riemannienne sur M) bien définies et
uniformément bornées en n. Soit v, (x) le lacet obtenu en concaténant I"(x) et c,(x), et
[vn(x)] sa classe d’homologie ; alors le vecteur de rotation de la mesure p est donné par

p— 1 Do)

n—-+4o0o n

Autrement dit, si la mesure p est associée a l'orbite d’un point x (ce qui sera le cas
par exemple pour les mesures ergodiques), alors son vecteur de rotation correspond a la
“direction homologique” asymptotique de la trajectoire de x donnée par l'isotopie, qu’on
peut comprendre en moyennant asymptotiquement les classes d’homologie de lacets de plus
en plus grands approximant cette trajectoire.
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1.2 Reésultats sur le tore

L’ensemble de rotation pour un relevé d’'un homéomorphisme du tore isotope & l'iden-
tité étant un compact convexe non vide de R?, il y a trois possibilités : il peut étre un
singleton, un segment non trivial, ou un compact convexe d’intérieur non vide. Savoir si
un compact convexe donné de R? peut étre réalisé comme ensemble de rotation d’un relevé
d’un homéomorphisme du tore est une question qui se pose encore aujourd’hui, & laquelle
on a cependant de trés nombreuses réponses partielles. Citons & ce sujet les résultats de
Kwapisz [Kwa92| et [Kwa95] sur les ensembles de rotation polygonaux, ou ceux de Boy-
land, de Carvalho et Hall [BACH16| pour la construction d’autres ensembles de rotation
explicites dans le cas d’intérieur non vide. Dans le cas d’intérieur vide, Franks et Misiure-
wicz ont conjecturé, dans [FM90|, qu'un ensemble de rotation non réduit & un point est
soit un segment & pente rationnelle contenant un point & coordonnées rationnelles, soit un
segment & pente irrationnelle dont I'une des extrémités est & coordonnées rationnelles. Si
I'on dispose d’un contre-exemple (non publié, da a Avila) a cette conjecture dans le cas
de pente irrationnelle, le cas de pente rationnelle reste toujours ouvert malgré quantité
d’avancées sur le sujet (|Kocl6], [KPS16]|, [PS18], [LCT18]...).

Inversement, et & l'instar du nombre de rotation d’un homéomorphisme du cercle,
connaitre I’ensemble de rotation permet d’avoir certaines informations sur la dynamique
de '’homéomorphisme. Parmi les nombreux résultats de ce type dont on dispose, citons-
en quelques-uns qui nous intéresseront tout particuliérement. Le premier, di a Llibre et
Mackay [LMO1]|, affirme que la dynamique de f est “riche” dés que ’ensemble de rotation
est suffisamment gros :

Théoréme 1. Soit f : T2 — T? un homéomorphisme du tore isotope a lidentité, dont on
fize un relevé f : R? — R? a R2. Sirot(f) est d’intérieur non vide, alors l’entropie de f
est strictement positive.

La preuve originelle de Llibre et Mackay repose sur la trés fructueuse classification de
Nielsen-Thurston pour les homéomorphismes de surface, consistant a déduire des informa-
tions dynamiques de I’étude des classes d’isotopie (voir l'article de Thurston |[Thu88| ou
par exemple le livre [CB88]). Plus récemment cependant, dans [LCT18|, Le Calvez et Tal
ont pu redémontrer ce résultat a ’aide de leur théorie de forcage, dont on rappellera les
bases au chapitre 1.

L’ensemble de rotation peut également donner des informations sur I’existence de points
périodiques ayant des vecteurs de rotation, donc des “directions asymptotiques”, donnés.
Plus précisément, dans le cas d’'un homéomorphisme du cercle, on sait que 'on dispose
d’une orbite périodique si et seulement si le nombre de rotation est rationnel. Il est donc
naturel de se demander, dans le cas du tore, si les points rationnels de I’ensemble de
rotation (i.e. les points dont les deux coordonnées sont rationnelles) sont ou non réalisés
comme vecteurs de rotation de points périodiques. Le premier résultat dans ce sens, dii a
Franks [Fra88|, affirme que c’est le cas pour les points rationnels extrémaux de I’ensemble
de rotation. Puis, dans [Fra89|, il étend cette propriété a tous les points rationnels de
I'intérieur de ’ensemble de rotation :

Théoréme 2. Soit f : T2 — T? un homéomorphisme du tore isotope a lidentité, dont
on fize un relevé f : R? — R? 4 R2. Pour tout <§, %/) € Q? appartenant o Uintérieur de

rot(f), il existe T € R? tel que f9(Z) =T + (p, D).
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Plusieurs résultats portent enfin sur la vitesse de convergence des moyennes des quan-
tités de la forme fn(f) — Z vers 'ensemble de rotation, avec plus ou moins d’hypothéses
selon que 'ensemble de rotation est un point (Jéger [Jag09a| et [Jag09b]|, Koropecki-Tal
[KT14]), un segment (Guelman-Koropecki-Tal [GKT14|, Davalos [D16], Kocsard [Koc16]),
ou est d’intérieur non vide (Addas-Zanata [AZ15], Dévalos [D16]). Plus précisément, étu-
dier le comportement de ce type de quantités renseigne sur la précision de 'information
contenue dans ’ensemble de rotation. Dans le cas d’intérieur non vide, citons le théoréme
suivant, toujours di & Le Calvez et Tal [LCT18]|, et dont la preuve repose également sur
la théorie de forcage :

Théoréme 3. Soil f : T2 — T? un homéomorphisme du tore isotope a [identité, dont
on five un relevé f : R? — R? ¢ R2. Sirot(f) est d’intérieur non vide, alors il existe une
constante L > 0 telle que pour tout T € R?, pour tout n € N*,

d(f™(F) — T, nrot(f)) < L.

Ce résultat est une généralisation de ce que I’on trouve dans [D16] pour les ensembles de
rotation polygonaux & sommets rationnels, et dans [AZ15] pour les C! T —difféomorphismes
(c’est-a-dire les C! —difféomorphismes dont la dérivée est e—holderienne pour un € > 0). En
particulier, il permet & Le Calvez et Tal de donner une réponse positive a une conjecture
de Boyland (initialement faite sur 'anneau T! x [0, 1]) dans le cas du tore (ceci étant aussi

fait dans [AZ15]) :

Corollaire 4. Soit f : T2 — T? un homéomorphisme isotope & lidentité, dont on fize
un relevé f : R? — R? o R2, et u une mesure borélienne de probabilité f—invariante

de support total, dont on mnote rot(u) le vecteur de rotation. Si Int(rot(f)) # 0, alors
rot(u) € Int(rot(f)).

Il existe bien stir de nombreux autres résultats donnant des informations sur la dyna-
mique de f, également dans les cas ol ’ensemble de rotation est un point ou un segment.
Si nous nous sommes restreints a ces quelques résultats ici, c’est qu’il s’agit des principaux
résultats que nous adapterons au cas de surfaces de genre supérieur.

1.3 Et en genre > 27

En genre plus grand, la situation est trés différente car la géométrie de la surface n’est
plus du tout semblable & celle du tore. En particulier, les choses se compliquent car le
premier groupe d’homologie de la surface (dans lequel vit ’ensemble de rotation) est plus
difficile & appréhender : il n’est plus égal au groupe fondamental mais & son abélianisé.
Néanmoins, plusieurs résultats tentent d’adapter les théorémes dont on dispose sur le tore
cités précédemment.

Comme pour le théoréme de Llibre et Mackay sur le tore, on peut se demander si avoir
un ensemble de rotation suffisamment “gros” permet d’affirmer que la dynamique est ‘“riche”
(et en particulier que I'entropie est strictement positive). Le premier résultat qui va dans
ce sens est du a Pollicott [Pol92] :

Théoréme 5. Soit f : M — M un homéomorphisme isotope a l'identité sur une surface
fermée M de genre g > 2. S’il existe 29+ 1 points périodiques dont les vecteurs de rotation
ne sont pas contenus dans un hyperplan commun de Hy(M,R) ~ R29, alors l’entropie de
f est strictement positive.
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En particulier, notons que ’hypothése de ce théoréme implique comme dans le cas du
tore que l'intérieur de ’ensemble de rotation est non vide. Un résultat assez similaire est
le suivant, di & Matsumoto [Mat97|, mais est plus précis dans la mesure ou il ne requiert
pas que I'ensemble de rotation soit d’intérieur non vide :

Théoréme 6. Soit f : M — M un C'—difféomorphisme isotope a lidentité sur une surface
fermée M de genre g > 2. Sil existe g + 2 points périodiques dont les vecteurs de rotation
forment un (g + 1)—simplexe non dégénéré, alors l’entropie de f est strictement positive.

Ces deux résultats reposent en grande partie, tout comme le théoréme de Llibre et
Mackay, sur la théorie de Nielsen-Thurston de classification des homéomorphismes de sur-
face. Dans leurs énoncés, I’hypothése sur la taille de I’ensemble de rotation implique en
particulier que I’ensemble de rotation n’est pas totalement isotrope pour la forme symplec-
tique A naturelle sur Hy (M, R), dont on rappellera la définition au paragraphe 1.1.3. A ce
titre, il parait utile de rappeler un résultat, di a Katok (voir [Kat73] ou [KH96]), dans le
cas des flots. Si ¢ : R x M — M est un flot engendré par un champ de vecteurs sur une
surface compacte orientée M, on appelle ensemble de rotation de ¢ ’ensemble de rotation
de I’homéomorphisme de temps 1 de ¢. Le résultat de Katok est alors le suivant :

Théoréme 7. L’ensemble de rotation de ¢ est totalement isotrope pour la forme A.

L’argument principal sur lequel repose la preuve de ce théoréme (voir [KH96|) est que
les trajectoires du flot ne s’intersectent jamais deux a deux (tandis que dans le cas d’'un
homéomorphisme, les trajectoires données par 'isotopie peuvent s’intersecter). Ceci fait
donc apparaitre le lien, que nous détaillerons dans la suite, entre 'intersection au sens de
la forme A et l'intersection des trajectoires.

Revenons maintenant au cas des homéomorphismes. Dans les théorémes 5 et 6, la
question de savoir si certains points rationnels de I’ensemble de rotation sont réalisés comme
vecteurs de rotation de points périodiques apparait comme étant fondamentale. On peut
en particulier se demander si on dispose d’'un analogue au théoréme 2 en genre > 2. Si
certains résultats donnent des conditions suffisantes pour obtenir 'existence de vecteurs
de rotation de points périodiques dans 1’ensemble de rotation (voir Hayakawa [Hay95| ou
Matsumoto [Mat97]), on sait néanmoins que le théoréme 2, tel quel, ne peut s’adapter
directement en genre supérieur. Ceci est exprimé dans ce résultat de Matsumoto [Mat97] :

Théoréme 8. [l existe un homéomorphisme f : M — M isotope a l'identité sur une
surface fermée M de genre 2, dont l'intérieur de [’ensemble de rotation est non vide, mais
ne contient aucun vecteur réalisé par une orbite périodique.

Pour montrer ce résultat, Matsumoto exhibe un contre-exemple assez élémentaire. Soit
M une surface fermée de genre 2, obtenue en recollant deux tores, dont on note I, m, I’ et m/
les courbes équateurs et méridiens respectives. On peut alors définir un homéomorphisme
f isotope a l'identité ayant quatre points fixes x,y, 2’ et ¥’ non contactiles, tels que sous
l'isotopie, x fait le tour de [, y fait le tour de m, 2’ fait le tour de I, et ¢/ fait le tour
de m/; ainsi, les vecteurs de rotation de z, y, 2’ et 3 sont égaux respectivement aux
classes d’homologies [I], [m], [I'] et [m/]. Au voisinage de la zone de recollement des deux
tores, lisotopie est égale a l'identité. Il est bien clair, dans un tel exemple, que rot(f)
est d’intérieur non vide, car les quatre vecteurs de rotation de x, y, 2’ et 3’ engendrent
I’homologie. Mais la dynamique de f étant entiérement dissociée entre les deux tores, les
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points périodiques de f sont situés soit d'un coté soit de 'autre ; leurs vecteurs de rotation
sont donc soit sur le plan engendré par [I] et [m], soit sur le plan engendré par [I'] et [m/].

En un sens, un tel exemple vient souligner le fait que la définition de rot(f) a partir
de ’ensemble des mesures invariantes, que nous utiliserons dans toute la suite, n’est pas
forcément toujours la plus naturelle. Ici, en particulier, la convexité vient “remplir” 'inté-
rieur de rot(f), tandis que la dynamique est, dans les faits, uniquement concentrée sur les
plans engendrés respectivement par [I] et [m] et par [I'] et [m/].

Enfin, et contrairement au cas du tore, peu de résultats de “déplacements uniformes”
équivalents au théoréme 3 existent en genre supérieur. Parmi les rares avancées sur le
sujet, citons les travaux d’Addas-Zanata et de Paula Jacoia [AZdPJ18|, qui donnent une
condition ayant de multiples conséquences sur la dynamique des C'*¢—difféomorphismes,
y compris une propriété de déplacement uniforme similaire au théoréme 3 et une réponse
a la conjecture de Boyland 4 en genre supérieur. Cette condition est la suivante :

Définition 9. On dit qu’un homéomorphisme f : M — M admet un systéme essentiel
de courbes s’il existe une famille {g1,...,g9r} de géodésiques fermées de M, et pour tout
i € {1,...,r} des points périodiques p; et p; (de périodes respectives n; et n; ), tels que :
- le premier groupe d’homologie de chaque composante connexe du complémentaire de
Ui<i<rgi dans M est trivial,

- pour tout i € {1,...,k}, les trajectoires I"i (p; ) et m (pj") des points p; et pi sous
["isotopie sont des lacets homotopes a g;, avec chacune des deuz orientations possibles.

2 Enoncé des résultats

L’objectif de cette thése est d’étudier la dynamique des homéomorphismes de surface
isotopes a l'identité sur des surfaces de genre > 2 & partir de leur ensemble de rotation. Plus
précisément, notre but est d’obtenir pour de telles surfaces des résultats similaires a ceux
dont on dispose sur le tore et que nous avons cités précédemment (théorémes 1, 2, 3 et 4),
et qui viendront ainsi améliorer ce que 'on sait sur ces surfaces (théorémes 5 et 6). Bien que
tous les énoncés qui suivent soient des généralisations de résultats connus sur le tore, nous
les énoncerons uniquement dans le cadre d’une surface de genre > 2, sans leur adjoindre
le cas connu du tore. Cela est intentionnel : en effet, les preuves que nous présenterons
utiliseront I’hypothése selon laquelle le genre est au moins 2, et ne fonctionneront donc pas
directement sur le tore.

Nous nous intéresserons tout particuliérement aux homéomorphismes ayant un “gros”
ensemble de rotation. A ce titre, ’hypothése fondamentale de plusieurs de nos résultats
sera l'existence de deux mesures ergodiques dont les vecteurs de rotation “s’intersectent”,
au sens ol ils n’annulent pas la forme symplectique A. Le premier résultat indique que
cette hypothése suffit & assurer une certaine complexité dynamique :

Théoréme A. Soit f : M — M un homéomorphisme isotope a l'identité sur une surface
fermée de genre g > 2. Sil existe deux mesures de probabilité ergodiques f—invariantes
p et v de vecteurs de rotation p,, et p, tels que p, A p, # 0, alors f est topologiquement
chaotique, au sens ot :

- Uentropie de f est strictement positive, et

- le nombre de points périodiques de période n d’un certain itéré de f croit exponentiellement
enn.
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En appelant dimension de rot(f) la dimension minimale d’un sous-espace vectoriel de
H;(M,R) dans lequel rot(f) est inclus, ce théoréme admet alors pour corollaire immédiat :

Corollaire B. Sirot(f) n'est pas totalement isotrope pour la forme symplectique A, alors
f est topologiquement chaotique. En particulier, c’est donc le cas sirot(f) est de dimension
au moins g + 1.

Autrement dit, les homéomorphismes dont l’ensemble de rotation est suffisamment
“gros” ont une dynamique ‘riche”. Ce résultat est donc une adaptation naturelle du théo-
réme 1 de Llibre et Mackay, et une généralisation des théorémes 5 et 6 de Pollicott et
Matsumoto. Notons que bien sir, il implique que si rot(f) est d’intérieur non vide, alors
f est topologiquement chaotique (et donc son entropie est strictement positive).

Le deuxiéme résultat concerne I'existence de points périodiques :

Théoréme C. Soit f: M — M un homéomorphisme isotope & l'identité sur une surface
fermée de genre g > 2. On fize une norme ||.| sur Hi(M,R) et pour tout p € Hi(M,R) et
e >0, on note B(p,¢e) la boule ouverte de centre p et rayon £ pour cette norme.

Pour toutes mesures de probabilité ergodiques f—invariantes p et v de vecteurs de
rotation p, et p, tels que p, A p, # 0, pour tout € > 0, pour tout r € [0,1], il existe un
point périodique z dont le vecteur de rotation p, appartient a B(rp, + (1 — r)py,€). De
plus, pour tout k € QN|0, 1], il existe un point périodique de vecteur de rotation kp,.

Si 'on sait grace au contre-exemple 8 de Matsumoto que le résultat 2 de Franks ne
peut s’adapter tel quel en genre plus grand, ce théoréme vient néanmoins lui faire écho.
En effet, il indique que I'adhérence de I’ensemble des vecteurs de rotation réalisés par des
orbites périodiques contient chaque triangle de sommet 0, p et p’, ol p et p’ sont des points
extrémaux de ’ensemble de rotation de f qui s’intersectent en homologie. En quelque sorte,
on est en mesure de trouver de nombreux vecteurs de rotation d’orbites périodiques, prés
de l'intérieur de certaines ‘“faces” de I’ensemble de rotation.

Le théoréme C vient en particulier donner des informations sur les formes possibles que
peut, ou plutdt, que ne peut pas prendre un ensemble de rotation. Le premier corollaire
est immédiat :

Corollaire D. Sirot(f) n’est pas totalement isotrope pour la forme A, alors rot(f) contient
un point non nul & coordonnées rationnelles. Par exemple, rot(f) ne peut étre un triangle
non isotrope, sans rationnel hormis 0.

Le second corollaire que nous montrerons est un énoncé de type Franks-Misiurewicz
puisqu’il concerne les ensembles de rotation d’intérieur vide :

Corollaire E. Sirot(f) est d’intérieur vide, alors tout segment non totalement isotrope
reliant deux de ses points extrémaux est inclus dans un hyperplan engendré par des vecteurs
a coordonnées rationnelles. En particulier, sirot(f) est de dimension comprise entre g+1 et
2g—1, alors il posséde deux points extrémaux dont les coordonnées ne sont pas linéairement
indépendantes sur Q.

L’outil principal dont nous nous servirons pour montrer les deux théorémes A et C
est la théorie de forgage de Le Calvez et Tal, issue de [LCT18], dont nous détaillerons les
bases au chapitre suivant, en section 1.3. L’une des notions centrales de cette théorie, basée
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sur ’étude d’une isotopie mazximale et d'un feuilletage F transverse a cette isotopie, est
la notion d’(auto-)intersection F—transverse de trajectoires transverses de points de M
(tout cela sera défini en détail au chapitre suivant). Comme nous le verrons, cette notion
d’intersection est une condition suffisante a la positivité de 'entropie et a ’existence de
points périodiques. Ainsi, c’est précisément cette condition que nous allons utiliser pour
montrer les théorémes A et C, & travers la proposition fondamentale suivante :

Proposition F. Soit f : M — M un homéomorphisme isotope & lidentité sur une sur-
face fermée de genre g > 2, I une isotopie mazximale entre Idys et f, et F un feuilletage
transverse a l’isotopie I. S’il existe deux mesures de probabilité ergodiques f—invariantes
p et v de vecteurs de rotation p, et p, tels que p, A p, # 0, alors :

- soit il existe deux points récurrents z et 2’ € M dont les trajectoires transverses ont une
intersection F—transverse,

- soit il existe un point z € M dont la trajectoire transverse a une auto-intersection
F—transverse.

On retrouve en particulier dans cette proposition le lien entre I'intersection des vecteurs
de rotation (au sens de la forme A) et l'intersection des trajectoires, lien qui apparaissait
déja avec le théoréme 7 de Katok dans le cas des flots.

A T’aide du théoréme C et de plusieurs résultats intermédiaires que nous aurons montrés
préalablement, nous serons en mesure d’obtenir également un équivalent du théoréme 3.
Si f est isotope a 'identité, pour tout z € M, pour tout n € N*, on note I"(z) le chemin
reliant z a f"(z) obtenu en concaténant les trajectoires I(f*(2)), pour k = 0,...,n — 1,
données par l'isotopie. La notion de déplacement de la forme f"(%) — 2z n’ayant plus de
sens en genre > 2, on va la remplacer par une estimation de la direction homologique que
prend la trajectoire I™(z). Le résultat s’énonce alors ainsi :

Théoréme G. Soit f: M — M un homéomorphisme isotope a l'identité sur une surface
fermée de genre g > 2. On fize une norme sur Hi(M,R) et on note d la distance induite.
Pour tout z € M et n € N, soit c¢,(z) un chemin de M reliant f™(z) a z, de longueur
(relativement & une métrique riemannienne sur M) bien définie et uniformément bornée
en z et n. Soit I"(z) la classe d’homologie du lacet obtenu en concaténant I"™(z) et cp(z).

St 0 est dans lintérieur de l’ensemble de rotation de f, alors il existe L > 0 tel que
pour tout z € M et n € N, on ait d(I"(z),nrot(f)) < L.

Un point crucial de la preuve de ce théoréme sera de montrer 'existence d’un sys-
téme de courbes ayant des propriétés assez similaires a la propriété de la définition 9
(voir [AZdPJ18]), ce qui aura de nombreuses conséquences dynamiques. En appliquant le
théoréeme C, nous parviendrons en effet & obtenir :

Proposition H. Soit f : M — M un homéomorphisme isotope a lidentité sur une surface
fermée de genre g > 2, I une isotopie mazimale entre Idps et f, et F un fewilletage
transverse a l'isotopie 1. Si 0 € Int(rot(f)), alors il existe un entier r > 1 et une famille
{71, .-y} de 1 lacets transverses a F tels que :

- pour tout j € {1,...,r}, [y;] #0,

- pour tout j € {1,...,r}, y; est la trajectoire transverse d’un point périodique,

- les ([v4])1<j<r engendrent Hi(M,R), et

- 0 est dans Uintérieur de l’enveloppe convexe des ([vj])i<j<r-
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Notons bien que le théoréme G est tout de méme sensiblement plus faible que son
analogue (théoréme 3) sur le tore, puisque son hypothése principale est que l'intérieur de
I'ensemble de rotation contient 0 (et pas seulement que cet intérieur est non vide). Cette
hypothése est nécessaire pour les preuves que nous présenterons (par exemple, pour obte-
nir la proposition H), mais il n’est cependant pas exclu de pouvoir l'affaiblir, par d’autres
arguments, et d’obtenir ainsi une meilleure version du théoréme G.

Enfin, nous pourrons obtenir un certain nombre de corollaires au théoréme G, concer-
nant les mesures dont le vecteur de rotation est dans la frontiére de rot(f). Afin de les
énoncer, introduisons quelques notations. Soit w une 1—forme différentielle fermée sur M,
et [w] € HY(M,R) sa classe de cohomologie. Pour toute mesure u € M(f) de vecteur de

rotation rot(yx), on notera
rot(u)-l = | ( / ( )w> dyu(x)

(autrement dit, on voit I’élément rot(u) du premier groupe d’homologie Hy (M, R) par dua-
lité, comme une forme linéaire sur le premier groupe de cohomologie H'(M,R)). Comme
M(f) est compact, on peut définir

o) = max xot(u).w] et My = {n € M(f) | rot(p).[] = ag}.

En notant supp(u) le support d’une mesure u € M(f), on définit alors

X = |J supp(p).
HEM

On fixe enfin une norme |||z sur le premier groupe de cohomologie H'(M,R). De
méme que le théoréme 3 admet comme corollaire le théoréme 4, la conséquence principale
du théoréeme G est donnée par la version suivante de la conjecture de Boyland :

Théoréme 1. Soit f : M — M un homéomorphisme isotope & l’'identité sur une surface
fermée de genre > 2, et i une mesure borélienne de probabilité f—invariante de support to-
tal, dont on note rot(u) le vecteur de rotation. Si0 € Int(rot(f)), alorsrot(u) € Int(rot(f)).

En particulier, ce théoréme s’applique donc pour un homéomorphisme isotope a l’iden-
tité qui préserve laire : si 0 est dans l'intérieur de I’ensemble de rotation d’un tel homéo-
morphisme, alors c’est aussi le cas du vecteur de rotation de la mesure de Lebesgue. Le
théoréme reposera sur la proposition fondamentale suivante, qui elle-méme découlera du
théoréme G et du lemme d’Atkinson (que nous réénoncerons en 3.2.1, voir [Atk76]) :

Proposition J. Si 0 € Int(rot(f)), alors il existe une constante Ly € R telle que pour
toute 1—forme fermée w, pour tout z € XM, pour tout n > 1,

w | —naoj,
‘</f”(z) ) “

En particulier, toute mesure p supportée sur X, appartient a M.

< Lo [[[w]ll g1 -
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De maniére similaire au cas du tore (voir [LCT18|), nous pourrons enfin obtenir un
résultat analogue a cette derniére proposition pour tous les points appartenant au support
d’une mesure dont le vecteur de rotation est dans la frontiére de rot(f), notée 0 (rot(f)).
On adopte les notations suivantes :

Mo = {1 € M(f) | rot(n) € D (rot(f))} et Xo= | supp(n).

HEMy

Pour tout z € M et n € N, on désigne encore par I™(z) la classe d’homologie d’un lacet
obtenu en refermant I"(z) par un chemin de longueur uniformément bornée en z et n. On
fixe aussi une norme sur H;(M,R) et on note d la distance induite. On obtiendra alors :

Proposition K. Si 0 € Int(rot(f)), alors il existe une constante Ly € R telle que pour
tout z € Xg, pour tout n > 1,

d <IT(,2), nd (rot(f))) < L.

En particulier, toute mesure ergodique p supportée sur Xg appartient a My.

3 Plan de la thése

Cette theése comporte quatre chapitres. Divers préliminaires sont faits dans les deux
premiers chapitres, tandis que les deux chapitres suivants sont consacrés aux preuves des
résultats que nous avons énoncés dans la section précédente.

Le chapitre 1 a pour but d’introduire les outils fondamentaux et de donner les définitions
de base que nous utiliserons en permanence dans la suite : notions d’intersection, définitions
classiques sur les feuilletages et leurs chemins transverses, et présentation rapide de la
théorie de forgage de Le Calvez et Tal.

Au chapitre 2, nous énongons et montrons quelques résultats préliminaires généraux
qui nous seront utiles dans la suite : d’abord des résultats liés uniquement aux chemins
transverses a un feuilletage, puis des résultats sur les trajectoires et leurs “directions ho-
mologiques”.

Le chapitre 3 est consacré aux preuves des théorémes A (et de son corollaire B) et
C (et de ses corollaires D et E). Nous y conduisons une étude générale, dont le plan est
détaillé au début du chapitre, menant en particulier & la proposition fondamentale F. De
cette étude découlent simultanément les théorémes A et C.

Enfin, le chapitre 4 est dédié a la preuve du théoréme G et de ses corollaires. Y sont
faits divers préliminaires utilisant les résultats du chapitre précédent (en particulier la
proposition H), puis nous prouvons le théoréme G. Ce chapitre se termine avec la preuve
des corollaires I, J et K.






Chapitre 1

Quelques outils importants

Le but de ce chapitre est d’introduire les outils et notions de base que nous utiliserons
constamment dans les chapitres suivants. La section 1.1 a ainsi pour objectif de préciser les
différentes notions d’intersection sur lesquelles sera basée une bonne partie des preuves qui
suivront, afin d’éviter toute ambiguité de langage. La section 1.2 est dévolue aux premiéres
définitions sur les feuilletages et leurs chemins transverses. Celles-ci nous permettront, en
section 1.3, de présenter rapidement la théorie de forcage de Le Calvez et Tal, en énongant
ses principes phares et les résultats dont nous aurons l'utilité.

1.1 Nombre(s) d’intersection et intersection homologique

Dans toute cette section, M désigne une surface orientée (non nécessairement com-

pacte), dont on note M le revétement universel, et G le groupe des automorphismes de ce
revétement.

Définition 1.1.1. On appelle chemin toute application continue o : I — M, définie sur
un intervalle I C R. On appelle lacet tout chemin v : R — M tel que pour tout t € R,
v(t + 1) = ~(t). Par abus de langage, on appellera également chemin (resp. lacet) l'image
d’un chemin (resp. lacet) ainsi défini.

Faisons quelques remarques simples mais importantes. Tout d’abord, insistons sur le
fait qu'on paramétrera systématiquement les lacets de cette maniere, c’est-a-dire par une
application définie sur R et 1—périodique. Ensuite, si : R — M reléve un lacet v : R — M,
alors il existe un unique automorphisme 7' € G tel que pour tout t € R, (¢t 4+ 1) = T7(t).
Enfin, si v : R — M est un lacet, on appellera ensemble des relevés de v 'ensemble des
chemins 4 : R — M relevant I'application v : R — M, modulo la relation d’équivalence
définie par ¥ ~ 5 < In € Z,Vt € R,3(t + n) = 7'(t).

1.1.1 Nombre d’intersection entre deux chemins

Le nombre d’intersection entre deux chemins, tel que nous allons le définir, représente le
nombre de fois que le premier chemin croise le second, compté algébriquement relativement
a leurs orientations naturelles. Commencons par le définir pour des chemins compacts :

Définition 1.1.2. Soit v : [a,b] — M et 5 : [c,d] — M deux chemins (orientés naturel-
lement par leurs paramétrages). On dit que le nombre d’intersection de o avec [3 est bien
défini si « ne rencontre ni B(c) ni B(d), et si 5 ne rencontre ni a(a) ni a(b).

21
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Définition 1.1.3. Soit a : [a,b] — M et : [c,d] — M deux chemins orientés, dont le
nombre d’intersection est bien défini. On dit que « et 8 sont topologiquement transverses si
Z=A(t,s) €la,b] x[c,d] | a(t) = B(s)} est fini. Dans ce cas, on pose pour tout (t,s) € L :
- e(t,s) = +1 si « croise localement 3 de la gauche vers la droite en a(t) = 5(s),
- e(t,s) = —1 si « croise localement 5 de la droite vers la gauche en a(t) = 5(s),
- e(t,s) =0 sinon (i.e. si a rebrousse chemin au contact de B en a(t) = 5(s)).

On définit alors i(c, 8), nombre d’intersection de o avec 3, en posant

i, 8) = Y e(t,s).

(t,8)€T

On a alors la proposition suivante qui permet de définir le nombre d’intersection pour
des chemins non nécessairement topologiquement transverses :

Proposition 1.1.4. Soit « : [a,b] = M et B : [c,d] — M deux chemins orientés, dont
le nombre d’intersection est bien défini. Il existe un chemin o/ homotope a extrémités
fizées a o dans M \ {B(c), B(d)}, et un chemin ' homotope a extrémités fizées a 3 dans
M\ {a(a),a(b)}, tels que o' et 5" sont topologiquement transverses.

Le nombre d’intersection de o avec 3 est alors défini par i(c, B) = i(c’, '), et il est
indépendant des choiz de o et 3.

Etendons cette définition au cas de chemins non nécessairement compacts :

Définition 1.1.5. Soit I, J deux intervalles non vides de R, et a«: I — M et :J — M
deux chemins orientés. On dit que le nombre d’intersection de o avec [ est bien défini s’il
eviste t— < tT €1 et s— < st € J tels que pour tout t € I et s € J, on ait l'implication
(a(t)=p8(s)) = (t~ <t<tt ets <s<st). Dans ce cas, on définit i(c, ), nombre
d’intersection de a avec 3, en posant i(«, ) = (- +1, Bjs— s+]) (ceci étant indépendant
des choiz de t—, tT, s~ et sT).

Remarque : bien str, il découle de ces définitions que si « : I — M et 8:J — M
sont deux chemins orientés et que le nombre d’intersection i(«, 3) de a avec § est bien
deéfini, alors le nombre d’intersection i(/3, ) de 5 avec « est bien défini et i(5, o) = —i(a, ).

Pour calculer un nombre d’intersection, on utilisera souvent la proposition suivante,
indiquant qu’on peut compter les intersections algébriques de deux courbes en comptant
celles de leurs relevés au revétement universel M :

Proposition 1.1.6. Soit I, J deuz intervalles non vides de R, eta: I — M et f:J - M
deuzr chemins orientés dont le nombre d’intersection est bien défini. Soit o : I — M un
relevé de a et B :J = M un relevé de B a M. Alors pour tout T € G, le nombre
d’intersection du chemin Ta avec B est bien défini et on a

i(a, ) =Y i(Ta, B)
Teg

(cette somme ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls).
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1.1.2 Cas des lacets

On va maintenant étendre la définition du nombre d’intersection aux lacets :

Définition 1.1.7. Soit « : I — M un chemin orienté et v : R — M wun lacet orienté.
On dit que le nombre d’intersection de o avec 7y est bien défini sl existe t— < tT € I
tels que pour tout t € I, on ait limplication (a(t) €v) = (t~ <t <t"). Dans ce cas,
soit o : [t7,tT] — M wun chemin homotope & extrémités fizées a Q- 4+, tel que pour
tout t € [t—,t1], o/(t) # v(0). On définit le nombre d’intersection entre «v et y en posant
i(a,y) = i(ai[t*,tﬂ’ryl[(),l})’ et ce nombre est indépendant des choiz de t™, tT et o.

De maniére analogue a la proposition 1.1.6, on peut calculer un tel nombre d’intersection
en comptant les intersections au revétement universel :

Proposition 1.1.8. Soit a: I — M un chemin et v : R — M un lacet, tels que le nombre
d’intersection i(a,7y) entre o et vy est bien défini. Soit & : I — M un relevé de a, et C
l’ensemble des relevés de v a M. Alors pour tout vy € C le nombre d’intersection i(a,7) de
a avec 7y est bien défini et on a :

i) =Y i@,9)
yeC
(cette somme ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls).

Dans le cas de deux lacets, enfin, le nombre d’intersection est toujours bien défini :

Définition 1.1.9. Soit 71 : R = M et y2 : R = M deux lacets. On considére un lacet

5 R — M homotope a 72 tel que pour tout t € R, v4(t) # v1(0). On définit le nombre
d’intersection entre vy et y2 en posant i(y1,7v2) = i(7V1)0,1],72), et ce nombre est indépendant
du choix de 7.

Remarques : notons bien que si y1 : R = M et 72 : R = M sont deux lacets, le
nombre d’intersection entre un relevé 71 de 7y et un relevé v, de v & M n’est pas forcément
bien défini. Néanmoins, si ce nombre d’intersection entre 7; et 42 n’est pas bien défini, alors
les lacets 1 et 2 sont homotopes; en particulier, cela implique que leur nombre d’inter-
section i(y1,72) est nul. Dans le cas contraire ou le nombre d’intersection entre 7; et o
est bien défini, il vaut alors —1, 0 ou +1.

Détaillons un peu la maniére, analogue aux propositions 1.1.6 et 1.1.8, dont on peut
calculer un nombre d’intersection entre deux lacets en se plagant au revétement universel.
Soit donc vp : R — M et v : R — M deux lacets. On suppose que le nombre d’intersection
i(y0,7) entre vy et v est non nul. Fixons un relevé 7y de 79 & M, et notons T' € G
Pautomorphisme de revétement associé (i.e. tel que pour tout t € R, Fo(t + 1) = TH(2)).

Soit C lensemble des relevés de v a M. On munit C de la relation d’ équivalence ~
définie par : pour tout 71,75 € C A1 ~ o & 3k € Z,75, = T*F,. On note £ 'ensemble des
classes d’équivalence pour ~, et pour toute classe e € £, on fixe un relevé 7, € e. Alors :

Proposition 1.1.10. Pour tout e € &, le nombre d’intersection i(Yo,7e) est bien défini,
et on a :
i(70,7) = D i(30:7e)
ecf

(cette somme ne comportant qu’un nombre fini de termes non nuls).
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Démonstration. Soit 4/ : R — M un lacet homotope a ~ tel que 79(0) ¢ . Notons C’
I’ensemble des relevés de 7/ a M. On dispose d’une bijection naturelle ¢ : C" — C obtenue
en relevant I’homotopie entre 7' et 7. Comme on a supposé que i(vg,y) # 0, alors par la
remarque ci-dessus, pour tout ¥ € C, i(Y0,7) est bien défini et vaut donc —1, 0 ou +1.
Mais i(y0,7") = i(70,7) # 0, donc pour tout 7" € C', i(50,7") est aussi bien défini. Notons
enfin que par définition de ¢, pour tout 7' € €, i(30,7) = i(30, (7).

Comme par hypothése 79(0) ¢ v/, alors par définition, on a i(v0,7") = i(7oj0,1],7')- Par
la proposition 1.1.8, on a donc

i(fy()afy/) = Z Z‘(§0|[0,1]7§/)'
alegx

On note alors ~' la relation d’équivalence sur C’ définie par : pour tout 4,75 € C~,

Y~ A = Tk € Z,5, = T*5,. On note £ 'ensemble des classes d’équivalence pour ~'.

Bien stir, ¢ passe au quotient en une bijection ¢ : £ — &. Par conséquent, les relevés
v, = 017, décrivent toutes les classes de £’. On a donc :

i(10,7) = D D i) = > D i(oj0,1, T L)
e'el’ y'ee! e’'el kel
Or, pour tout k € Z, pour tout €’ € £, on a i(ﬁo‘[071],Tk7é,) = i(T*k%HOJ],%,) donc
un changement d’indice donne

Zi(%\[o,l], T,) = Zi(Tk%Ho,l}ﬁé') = i(30, Vir)-
keZ kez

Autrement dit, on a
i(0,7) = Y i(Fo, Vo)
e'e&’
Il reste a effectuer le changement d’indice @ : £ — £ dans la somme pour obtenir

i(70,7) = > i(30, Fe)-

eel

1.1.3 Lien avec l’intersection de classes d’homologie

On suppose maintenant que M est une surface compacte connexe orientée. Le pro-
duit extérieur de deux 1—formes fermées sur M donne une 2—forme (fermée) sur M,
et s’annule dés que 'une des 1—formes de départ est exacte : il induit donc une appli-
cation bilinéaire antisymétrique, appelée cup-produit, entre les groupes de cohomologie
HY(M,R) x H'(M,R) — H?(M,R) ~ R. Par dualité de Poincaré, on obtient donc une

forme bilinéaire antisymétrique sur les groupes d’homologie
A Hi(M,R) x H(M,R) — R.

La proposition suivante nous permet d’avoir une intuition de ce produit d’intersection
homologique, dans le cas ot les classes d’homologie sont entiéres :

Proposition 1.1.11. Soit v et v deuz lacets de M, dont on note [y] et [v'] € Hi(M,Z)
les classes d’homologie. Le nombre d’intersection de v avec ' est égal a [y] A [¥].
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1.2 Feuilletages et chemins transverses

Dans cette section, on rappelle briévement les définitions de base sur les feuilletages
sur les surfaces. Le lecteur intéressé par une théorie des feuilletages plus étoffée pourra se

référer a [CC99|.

Définition 1.2.1. Un feuilletage topologique F sur une surface M est la donnée d’un atlas
de cartes (Ui, ¢i)ier tel que

(i) (U;)icr est un recouvrement ouvert de M, et

(i) pour tout i € I, ¢; : U; — R? est un homéomorphisme, et les applications 1; j = ¢pjo¢p; *
de changement de cartes sont de la forme

wi,j : Qﬁz(UZﬂUJ) cR?2 — d)j(UiﬁUj) C R?

Définition 1.2.2. On appelle plaque du feuilletage F = (U, ¢i)icr les ensembles de la
forme qbl-_l(R x {y}), ovy € R.

On appelle feuille du feuilletage F les classes d’équivalence pour la relation d’équivalence
sur M engendrée par la relation binaire d’appartenance a une méme plaque.

Remarque : les feuilles de F héritent naturellement de cette définition d’une orien-
tation canonique. On pourra donc parler de feuilletage topologique orienté sur M.

Définition 1.2.3. Un feuilletage singulier orienté F sur une surface M est un feuilletage
topologique orienté défini sur un ouvert de M. Cet ouvert est appelé domaine de défini-
tion de F, et noté dom(F) ; les points de M \ dom(F) sont appelés singularités de F. Si
dom(F) = M, on dit que F est non singulier.

On va maintenant donner les définitions concernant les chemins “transverses” & un
feuilletage. Commengons par définir les notions dans le cas d’un feuilletage F non singulier
du plan R? ; on pourra ensuite, par passage au revétement universel, donner leur équivalent
dans le cas d’un feuilletage singulier sur une surface M.

1.2.1 Cas d’un feuilletage non singulier de R?

Dans tout ce paragraphe, F désigne un feuilletage orienté non singulier du plan R2.
Pour tout z € R?, on note ¢, la feuille de F passant par x. Faisons pour commencer
quelques rappels sur la structure de F; pour plus de détails, on pourra se référer aux
travaux de Haefliger et Reeb ([Hae58] et [HR57]) :

- tout d’abord, une conséquence du théoréme de Poincaré-Bendixson est que toute
feuille ¢ de F est une droite injective propre. Elle sépare donc R? en deux composantes
connexes, l'une a sa gauche (relativement & son orientation) notée Lo, et autre a sa droite
notée R¢p. On dira que deux feuilles ¢ et ¢’ de F sont comparables si les parties R¢ et
R¢' sont comparables pour 'inclusion. De maniére équivalente, ¢ et ¢’ sont comparables
sigp C L' et ¢ C Rp,ousi¢d C LopetpC RY.

- en quotientant R? par la relation d’équivalence d’appartenance a une feuille commune
(pour tout z,y € R?, o ~ y & ¢, = ¢y), et en munissant l’espace obtenu de la topologie
quotient, on obtient une variété de dimension 1 simplement connexe & base dénombrable
d’ouverts, appelée espace des feuilles. Chaque feuille de F correspond alors bien sfir & un
point de I'espace des feuilles. Notons bien que cette variété n’est pas séparée en général ;
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elle I'est si et seulement si le feuilletage est trivial, c’est-a-dire que toutes ses feuilles sont
deux & deux comparables.

La notion centrale qui va nous intéresser est celle de transversalité d’un chemin relati-
vement au feuilletage F. Un chemin sera dit transverse s’il croise localement chaque feuille
du feuilletage de la droite vers la gauche, comme exprimé dans la définition suivante :

Définition 1.2.4. Soit o : I — R un chemin défini sur un intervalle I C R. On dit que
a est positivement transverse a F si pour tout t > tg € I, a(t) € Loy, et pour tout
t<typel, Oé(t) S R¢o¢(t0)~

Remarque : on ne considérera jamais de chemin négativement transverse. Dans toute
la suite, on se contentera donc, au lieu des termes “positivement transverse”, d’employer
uniquement le terme “transverse”.

Soulignons les deux faits suivants : si @ : I — R est un chemin transverse & F, alors
pour tout feuille ¢ € F, 'ensemble {t € I | a(t) € ¢} est soit vide, soit un singleton; de
plus, si t < ' € I sont tels que a(t), a(t') € R¢ (resp. L), alors oy C R (vesp. Lg).

Définition 1.2.5. Deux chemins o : I — R? et B : J — R? transverses a F sont dits

équivalents s’ils rencontrent exactement les mémes feuilles. Cela est équivalent a dire qu’il

existe un homéomorphisme croissant h : I — J tel que pour tout t € I, o) = Pp(h(1))-
Dans le cas ou I = [a,b] et J = [c,d] sont compacts, cela est encore équivalent au fait

que Pa(a) = Pp(c) €t Pab) = Pp(d)-

Autrement dit, deux chemins a: I — R? et 3 : J — R? sont équivalents s’ils définissent
le méme chemin dans 'espace des feuilles. Précisons les différentes possibilités qu’ont deux
chemins transverses d’avoir des portions infinies ou non équivalentes entre elles. Pour ne
pas faire de confusions, on va considérer uniquement des chemins paramétrés par R :

Définition 1.2.6. Soit a: R — R? et 5 : R — R? deux chemins transverses a F.

On dit que o se sépare positivement de B s’il existe tg € R tel que pour tout t > ty,
Pa(t) ne rencontre pas f3.

On dit que a se sépare négativement de B s’il existe tg € R tel que pour tout t < tg,
ba(r) e rencontre pas [3.

Définition 1.2.7. Soit a: R — R? et 3 : R — R? deux chemins transverses a F.

On dit que « et 8 sont équivalents en +00, et on note « T B sl existe t,t' € R tels
que Q[ 40| €St Equivalent @ By 4 oof-

On dit que o et B sont équivalents en —oo, et on note o ~ 3 s’il existe t,t' € R tels
que Q) _oo ) st Equivalent & B oo p)-

Remarque : on peut donner une définition équivalente de cette notion de la maniére
suivante : a et 3 sont équivalents en +oo (resp. —oo) si et seulement si « ne se sépare
pas positivement (resp. négativement) de [ et [ ne se sépare pas positivement (resp.
négativement) de a.

Notons également que « et 8 sont équivalents si et seulement s’ils sont équivalents a la
fois en +00 et en —oo.
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Définition 1.2.8. Soit a: R — R? et 5 : R — R? deux chemins transverses a F.

On dit que o s’accumule positivement dans 3 s’il existe trois réels tg et t < t' tels que
Q[tg,+o00 €St Equivalent a Byt (-

On dit que o s’accumule négativement dans 3 sl existe trois réels tg et t >t tels que
Of|—oo,tg] €S Equivalent a By -

On dit que o s’accumule dans B si a s’accumule positivement ou négativement dans 3.

Remarque : une définition équivalente de I'accumulation est la suivante : a s’accumule
positivement (resp. négativement) dans 3 si et seulement si o ne se sépare pas de [ posi-
tivement (resp. négativement), mais /3 se sépare de a positivement (resp. négativement).

FIGURE 1.1 — A gauche, exemple de deux chemins équivalents en 400, mais non équivalents
en —oo; & droite, exemple d’un chemin « s’accumulant positivement dans un chemin S3.

Enfin, terminons en définissant la notion d’intersection F—transverse évoquée dans
I'introduction. Pour cela, nous allons avoir besoin de la définition suivante :

Définition 1.2.9. Soit ¢g, ¢1, et ¢o trois feuilles de F deuz a deux distinctes. On dit que
@1 est au-dessus de o par rapport a ¢ (ou que o est en-dessous de ¢y par rapport a ¢g)
si les deux conditions suivantes sont réunies :

- aucune des trois feuilles ne sépare les deux autres, et

- pour tous chemins disjoints ay : [0,1] — R? et ag : [0,1] — R2, tels que a1(0) € ¢y et
a1(1) € ¢o, et az(0) € ¢2 et az(1) € ¢o, et tels que ayjjo,| et aapo,1| ne Tencontrent pas do,
@1 et @2, le point ay (1) est situé apres le point an(1) relativement a lorientation de ¢g.

Notons qu’étant données trois feuilles distinctes ¢g, ¢1, et @9, parmi lesquelles aucune
ne sépare les deux autres, alors soit ¢; est au-dessus de ¢, soit ¢o est au-dessus de ¢
relativement & ¢g.

On peut maintenant définir cette notion d’intersection F—transverse entre deux che-
mins, qui exprime que les projections des deux chemins & ’espace des feuilles se “croisent”
réellement :

Définition 1.2.10. Soit o : I — R? et o : I' — R? deux chemins transverses. On dit
que « et o s’intersectent F—transversalement positivement (ou que o/ et o s’intersectent
F—transversalement négativement) s’il existe a <t <bel eta <t' <V €I tels que :

- Qa(t) = Do (t)s

- Pa(a) €St en-dessous de Qo (qry par rapport 4 Qo) = Pos(1')s

- Qa(p) €St au-dessus de Gy par rapport & Gu(ry = Por(1r) -



CHAPITRE 1. QUELQUES OUTILS IMPORTANTS 28

Lemme 1.2.11. Deuz chemins o : I — R? et o’ : I' — R? s’intersectent F —transversalement
positivement si et seulement s’il existea <be I et a’ <V €I tels que :

- O‘Ha,b] ne rencontre pas ¢O/(a’) et ¢o¢’(b’)7

- a"[a,’b,] ne rencontre pas Go(q) €t Gap), €t

- le nombre d’intersection entre jqp €t al/[a’,b’] (est bien défini et) vaut +1.

Démonstration. Soit donc o : I — R? et o : I’ — R? deux chemins transverses qui
s’intersectent F—transversalement : il existe donc a < t < b€ I et d <t < b €I
tels que ¢@q(q) est en-dessous de @y (qr) par rapport & Qo) = Par(11); €t Pa(p) est au-dessus
de ¢q/(py) par rapport & @) = Por(rr). Comme a’ < t', alors Por(ary est située a droite
de qﬁa/(t/) = Qa(t)- Sl Q|[qp) TENCONtTE Pot(gr), alors cela implique donc que ) rencontre
Par(ar), donc que @y oy sépare les deux feuilles @y q) €t @q(r) @ cela contredit que @y (q)
est en- dessous de ¢u/(ary par rapport & Pq(1)- De la méme manlere il est impossible que
Q|[q,p] TEDCONITE Dyt (1), OU quE O‘\[a',b’] rencontre ¢q () Ou ¢q(p). En particulier, le nombre
d’intersection entre Q) €F o [ /] est bien défini. Il est bien clair, étant données les
positions relatives des quatre #euilles extrémes o/ () Par(v')s Pa(a) €0 Pa(b), AUE Q| p]
croise O‘f[a’,b’] de la gauche vers la droite, donc ce nombre d’intersection vaut +1. Les
propriétés de la définition 1.2.10 entrainent donc celles de I’énoncé du lemme.
Inversement, supposons qu’il existe a < b € I et ' < b € I’ tels que Q[q,p] 1€ TEDCONtTE
pas Gqar(ar) €t Par(prys O‘T[a’,b’] ne rencontre pas ¢u(q) €t @q(p), et le nombre d’intersection
entre Q[q,b] et af [0/ b] vaut +1. Ceci implique que Q[q,b] et oz" [’ b se rencontre en un point
at) =ad/(t'), aveca <t <beta <t <b.Commea<teta <t alors ¢qq) et dar(ar)
sont a droite de ¢n) = @or(sr), donc cette derniere feuille ne sépare pas @u(a) €t Gor(ar)-
Comme de plus qjq ) ne rencontre pas @qs(qr); alors Gqs(q) Ne sépare pas Qq(q) €t Pur), €t
comme ai , q ne rencontre pas @q(q), alors ¢, () ne sépare pas ¢q/ () et gqr(yry. Aucune
des trois feuilles ¢ (4), Par(ar) € Ga(t) = Par(1) ne sépare donc les deux autres De méme,
aucune des trois feuilles @q (), Por (1) €6 Pa(r) = Par(1) ne sépare les deux autres. Comme le
nombre d’intersection entre a”a’b} et O‘i[a',b'] est +1, g5 croise O‘\,[a’,b/] de la gauche vers
la droite, donc ¢q(q) est en-dessous de @ () relativement & ¢4y €t Pq(p) est au-dessus de
¢a’(b’) relativement & ¢a(t)~ O

Notons que dans les énoncés 1.2.10 et 1.2.11, on peut toujours, quitte a augmenter a et
a’ et & diminuer b et b', choisir que o, et a"]a,ﬁ,[ soient équivalents. De plus, si o et o/
s'intersectent F—transversalement positivement, alors le nombre d’intersection global de
a avec o est bien défini et vaut +1.

FIGURE 1.2 — Définition d’une intersection F—transverse.
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1.2.2 Cas d’un feuilletage singulier de M

Toutes les définitions précédentes vont s’étendre naturellement au cas d’un feuilletage
singulier sur une surface M. En effet, un tel feuilletage se reléve au revétement universel
de son domaine de définition en un feuilletage non singulier, et comme les composantes
connexes de ce revétement universel sont des plans, la situation est similaire & celle du
paragraphe précédent.

On fixe donc dans tout ce paragraphe un feuilletage singulier orienté F sur une surface
compacte connexe orientée M, dont on note dom(F) le revétement universel du domaine
de définition, et G le groupe des automorphismes de ce revétement. Le feuilletage F se
reléve en particulier en un feuilletage orienté non singulier G—invariant de dom(F), que
l'on note F.

On peut alors donner les définitions suivantes :

Définition 1.2.12. Un chemin o : I — M est dit transverse a F si son image est contenue
dans dom(F) et s’il en existe un relevé o : I — dom(F) transverse au feuilletage F.

Définition 1.2.13. Deux chemins transverses o : I — M et 3 : J — M sont dits
équivalents (en +o00, en —o0) s’il en existe deux relevés & : I — dom(F) et §: J — dom(F)
équivalents (en +00, en —00).

Remarque : soyons attentifs au fait que les autres caractérisations de 1’équivalence
des chemins transverses, que nous avions dans le cas d’un feuilletage non singulier du plan,
ne sont ici plus valables. Sur une surface quelconque, il est ainsi possible que deux chemins
rencontrent exactement les mémes feuilles mais ne soient pas équivalents : un exemple
simple peut étre construit avec un feuilletage en cercles sur le tore, auquel on ajoute une
singularité “artificielle” en coupant I'une des feuilles, comme le montre la figure 1.3.

FIGURE 1.3 — Exemple de deux chemins « et 3, transverses & un feuilletage sur le tore,
rencontrant exactement les mémes feuilles, mais n’étant pas équivalents (s est ici une
singularité du feuilletage).

Définition 1.2.14. Soita: R — M et 5 : R — M deux chemins transverses au feuilletage
F. On dit que a s’accumule (positivement, négativement) dans [ s’il existe des relevés
a:R — d/oTn(}") eig R — dfo\r/n(f) de o et (B tels que o s’accumule (positivement,
négativement) dans (3.
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Définition 1.2.15. On dit que deux chemins o : I — M et B : J — M transverses a F
s’intersectent F—transversalement (posztwement négativement) s’il en existe deux relevés
a: I — dom( YetB:J — dom(]—') a dom(]—") qui s’intersectent F—transversalement
(positivement, négativement).

On dit qu’un chemin o : I — M transverse a F a une auto-intersection J—transverse
s’il en existe un relevé & : I — dom(F) et T € G tels que & et Ta s’intersectent
F—transversalement.

Remarque : le feuilletage F étant G —invariant, toutes les propriétés de transversalité,
équivalence, accumulation, et intersection JF —transverse, dés lors qu’elles sont vraies pour
des chemins de dom(F), sont également vraies pour tous leurs translatés sous 'action d’un
automorphisme de revétement. Plus précisément, on a donc les choses suivantes :

- si o est un chemin transverse a F, alors tous ses relevés a dom(]—" ) sont transverses a F;
- si deux chemins transverses « et 3 sont équivalents (en +oo, en —o0), alors tout relevé
adeaa &51;1(}") est équivalent (en 400, en —oo) & un relevé 3 de f a &51;1(}") ;

- si un chemin transverse o s’accumule dans un chemin transverse 3, alors tout relevé o
de a a dom(]-" ) s’accumule dans un relevé § de 8 a dom(]—" )3

- si deux chemins transverses a et 3 s’intersectent J —transversalement, alors pour tout
relevé a de a a dom(}" ), il existe un relevé B de 8 a dom(]-" ) tel que a et ,8 s’intersectent
F—transversalement.

Enfin, définissons la notion de récurrence pour un chemin transverse sur M :

Définition 1.2.16. Soit o : R — M wun chemin transverse a F.

On dit que a est positivement récurrent si pour tout a < b € R et pour tout m € R, il
existe ¢ < d avec ¢ > m tels que qiqp) est équivalent a e q)-

On dit que « est négativement récurrent si pour tout a < b € R et pour tout m € R, il
existe ¢ < d avec d < m tels que ajqp) est équivalent a e q-

On dit que a est récurrent si a est positivement et négativement récurrent.

Définition 1.2.17. On dit qu’un chemin o : R — df(;ﬁl(]:) est G—récurrent si o reléve un
chemin de M transverse récurrent.

Remarque : on a donc la définition équivalente suivante : un chemin o : R — dfo\li(]: )
est G—récurrent si et seulement si o est transverse au feuilletage relevé F et si pour tout
a<beRetm,m eR,ilexistec<davecc>met d <d avecd <m/, et T,T' € G tels
que les trois sous-arcs &jjqp), TQ[c,q) et T'q|jw @) sont équivalents.

De méme, on adoptera la terminologie suivante :

Définition 1.2.18. Pour tout S € G\ {Id}, un chemin transverse 5 : R — dom(F) est
appelé S—lacet si pour tout t € R, F(t + 1) = S7(¢).

Remarque : bien siir, cette terminologie est motivée par le fait qu’un tel chemin reléve
un lacet de M. Notons également que tout S—lacet transverse 7 (pour S € G \ {Id}) est
une droite injective propre. Elle sépare donc la composante connexe de d/(;Hl(}" ) a laquelle
elle appartient en deux composantes connexes, l'une a sa gauche notée L(7) et 'autre a sa
droite notée R(7).
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1.2.3 Fonctions duales

Terminons cette section par rappeler un formalisme que nous utiliserons dans la suite,
celui des fonctions duales. Soit F un feuilletage singulier orienté sur une surface M, dont
on note dom(F) le revétement universel du domaine de définition, et F le feuilletage non-
singulier relevé & dom(F).
~_Siy:R — M est un lacet transverse sur M, notons C l'ensemble des relevés de v a
dom(F), et considérons l'ensemble D des relevés des points de M \ 7 :

D = dom(F) \ [ J 7.

yeC

On peut alors définir une fonction § : D — Z, appelée fonction duale, ayant la propriété
suivante : pour tout 21, z2 € D, la différence §(z1) —d(z2) est égale au nombre d’intersection
de tout chemin ¢ reliant z7 & z9 avec la famille C, , ¢’est-a-dire au nombre d’intersection de
la projection de ¢ avec le lacet . Une telle fonction est uniquement définie & une constante
additive prés. Bien entendu, ¢ est constante sur chaque composante connexe de D.

Si v est un lacet transverse homologue & zéro dans M maintenant, le nombre d’in-
tersection d’'un chemin de M avec +, dés lors qu’il est bien défini, ne dépend que de ses
extrémités. On peut donc définir une fonction duale § : M \ v — Z directement sur M,
ayant la propriété suivante : pour tout z1, 2o € M\, la différence 6(z1) —0(22) est égale au
nombre d’intersection de tout chemin reliant z; & z5 avec . Une telle fonction est encore
uniquement définie & une constante additive prés. De méme, § est constante sur chaque
composante connexe de M \ .

Définition 1.2.19. On dit qu’une feuille ¢ de F est errante si pour tout z € ¢, z admet
un voisinage V triwialisant le feuilletage tel que pour tout 2’ € V, la feuille ¢, passant par
2" n’est pas fermée et ¢, NV est conneze.

Soit v un lacet transverse homologue & zéro sur M, et § une fonction duale sur M \ .
Chaque feuille de F que rencontre = le croise localement de gauche a droite, donc ¢ décroit
le long des feuilles, et change de valeur & chaque intersection avec 7. Ceci implique que
toutes les feuilles rencontrées par v sont errantes : en effet, si une feuille ¢ non-errante
rencontrait v, alors ¢ s’accumulerait, donc on disposerait de deux points de M \  arbitrai-
rement proches I'un de I'autre mais ayant des valeurs par ¢ différentes, ce qui est absurde.
En particulier, pour une feuille ¢ donnée, la différence entre la valeur maximale et la valeur
minimale de § sur ¢ est bien définie, et cette valeur est uniformément bornée pour toutes
les feuilles rencontrées par v ; ceci implique que le nombre de fois qu’une feuille donnée
rencontre 7y est uniformément borné. De maniere équivalente, le nombre de relevés de v a
dom(F) rencontrés par une feuille de F est uniformément borné.

Remarque : tout ceci est également valable pour un “multi-lacet”, ¢’est-a-dire une
famille finie de lacets. En particulier, si ) ;.7 est un multi-lacet transverse homologue
a zéro (i.e. Y 1o,<.[v] = 0), alors le nombre de relevés de tous les 7; rencontrés par une

feuille de F est uniformément borné.
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1.3 Théorie de forgage

1.3.1 Isotopies maximales et feuilletages transverses

Dans cette section, nous rappelons les bases de la théorie de forgage de Le Calvez
et Tal, qui sera l'outil principal dont nous nous servirons dans la suite, développée dans
[LCT18] et [LCT]. On considére un homéomorphisme f : M — M isotope a I'identité sur
une surface compacte orientée M. Si I : [0,1] x M — M est une isotopie entre Idys et f,
on note Fix(I) 'ensemble des points fizes de l'isotopie, défini par

Fix(I) = {x € M | pour tout t € [0,1], I(¢t,x) = =}

et on note dom(I) = M \ Fix(I) le domaine de 'isotopie. Pour tout point € M, on note
I(x) le chemin ¢ — I(t,z) donnée par l'isotopie, reliant = & f(z). On définit également les
concaténations suivantes :

n—1
pour tout n € N*, ["(z) = H I(f*(z)) et I%(x) = H I(f5(x)).
k=0

kEZ

Bien entendu, si z € M est un point fixe de f, le chemin I(z) relie z & lui-méme et
définit donc un lacet.

Définition 1.3.1. On dit qu’une isotopie I entre Idps et f est mazimale si pour tout
z € Fix(f) \ Fix(I), le lacet I(x) n’est pas homotopiquement trivial dans dom(T).

L’utilisation du terme “maximal” provient du fait que cette définition coincide avec
la maximalité pour un certain préordre sur I'ensemble des isotopies entre Idys et f (voir
[Jaul4]). Un résultat de Béguin-Crovisier-Le Roux [BCLR18]| affirme alors que toute iso-
topie entre Idy; et f est en fait inférieure pour ce préordre & une isotopie maximale. En
particulier, il existe des isotopies maximales :

Théoréme 1.3.2. Si f : M — M est un homéomorphisme isotope a l'identité, alors il
existe une isotopie maximale reliant Idy; et f.

Remarquons que de maniére équivalente, une isotopie I entre l'identité et f est maxi-
male si et seulement si f se reléve au revétement universel dom(7) du domaine de I en une
application f : d?o\r/n(l ) — dfc;r/n(I ) qui n’a aucun point fixe. On va ainsi pouvoir appliquer
la théorie de Le Calvez-Brouwer, développée dans [LCO04|, pour construire un feuilletage
“transverse” & I.

Rappelons les bases de cette théorie. Un homéomorphisme de Brouwer est un homéo-
morphisme h : R? — R? préservant l'orientation et sans point fixe. Pour toute droite
orientée D de R? (c’est-a-dire un plongement propre de R), on note R(D) la composante
connexe de R?\ D située & la droite de D, et L(D) la composante connexe de R?\ D située
a la gauche de D; on dit que D est une droite de Brouwer pour h si h(D) C L(D) et
h~1(D) Cc R(D). La version feuilletée équivariante du théoréme de translation de Brouwer
due a Le Calvez [LC04]| affirme alors que :

Théoréme 1.3.3. Si G est un groupe discret d’automorphismes du plan préservant l’orien-
tation, dont l’action est libre et propre, et h un homéomorphisme de Brouwer commutant
aux éléments de G, alors il existe un feuilletage orienté G—invariant de R? dont les feuilles
sont des droites de Brouwer pour h.
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Etant donnée donc une isotopie maximale I entre I'identité de M et f, comme les com-
posantes connexes de dom(7) sont topologiquement des plans, f se reléve donc a dom([/)
en une application dont les restrictions & ces composantes connexes sont des homéomor-
phismes de Brouwer. En appliquant le théoréme 1.3.3 avec le groupe G des automorphismes
du revétement, on peut donc feuilleter dom(/) par un feuilletage G—équivariant en droites
de Brouwer. Ce procédé permet d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 1.3.4. Si [ est une isotopie maximale entre Idas et f, alors il existe un
feuilletage F singulier orienté sur M, dont l’ensemble des singularités est égal o Fix(I),
et tel que pour tout x € dom(I), la trajectoire I(x) est homotope & extrémités fizées dans
dom(I) a un chemin transverse a F.

Un tel feuilletage donné par la proposition 1.3.4 est dit transverse a l'isotopie I.

Etant donné un feuilletage transverse F & une isotopie maximale I entre Idys et f, on
peut donc définir pour tout « € dom(/) un chemin transverse a F, homotope a extrémités
fixées a I(x) dans dom([), que 'on note Ir(z). Ce chemin est uniquement défini modulo
la relation d’équivalence entre chemins transverses. Pour tout € dom(I), le chemin Ix(x)
relie z & f(x), donc on peut définir les concaténations suivantes :

n—1
pour tout n € N*, T#(x) = [[ Ie(f*(x)) et I2(z) = [[ Ir(f*(2)).
k=0 kEZ

On dit enfin qu'un chemin transverse « : [a,b] — dom(I) est admissible d’ordre n € N*
sl existe z € dom(]) tel que « est équivalent (au sens de la relation entre chemins trans-
verses définie en 1.2.13) a un sous-chemin de I'%#(z).

Ces définitions données, nous pouvons aborder le fond de la théorie de forgage de Le
Calvez et Tal. Son résultat fondamental est de construire, étant donnés deux chemins
admissibles qui s’intersectent convenablement (il s’agit bien sir de la notion d’intersection
F—transverse), de nouveaux chemins admissibles. Plus précisément, le lemme de “forgage”
est le suivant :

Proposition 1.3.5. Soit I une isotopie maximale et F un feuilletage transverse a I. Soit
a: la,b] = dom(I) et o : [a/,V'] — dom(I) deuzx chemins transverses a F, s’intersectant
F—transversalement en un point o(t) = o/ (t'), avec a <t <beta <t' <V

Si a est admissible d’ordre n et o est admissible d’ordre n' alors les deux chemins
O‘I[ayt]af[t/,b'] et ai[a’,t’]aut»b] sont admissibles d’ordre n + n'.

Autrement dit, & partir de deux orbites dont les trajectoires transverses au feuilletage
données par l'isotopie s’intersectent F—transversalement, on déduit 'existence d’orbites
dont les trajectoires “suivent” les chemins obtenus en changeant de direction au point d’in-
tersection entre les deux premiéres trajectoires. Cette construction repose sur un simple
argument de connexité, dont nous nous inspirerons dans l'une des situations que nous
étudierons. C’est donc cette situation d’intersection F— transverse entre trajectoires ad-
missibles qui fait apparaitre la richesse de la dynamique de I’homéomorphisme f.

Cette proposition peut, et a juste titre, faire penser au théoréme de Sharkovsky dans
le cas unidimensionnel (voir [Sha64|) : en effet, celui-ci fournit l’existence d’un ordre total
=< sur N* (dont le plus petit élément est 1 et le plus grand élément est 3) tel que toute
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application continue de [0,1] dans lui-méme ayant une orbite périodique de période n a
une orbite périodique de période m pour tout m < n. Ce “forcage” d’orbites induit en
particulier une certaine richesse dynamique, puisqu’on peut en déduire qu'une application
continue sur [0, 1] admettant une orbite périodique dont la période n’est pas une puissance
de 2 a une entropie strictement positive.

Le premier théoréme découlant de ce phénomeéne de forgage 1.3.5 et décrivant ainsi
cette richesse dynamique, énoncé dans [LCT18|, est le suivant :

Théoréme 1.3.6. Soit I une isotopie mazimale et F un feuilletage transverse a I. On
suppose qu’il existe deuz points récurrents dont les trajectoires transverses ont une inter-
section F—transverse. Alors f est topologiquement chaotique, c¢’est-a-dire que :

- Uentropie de f est strictement positive, et

- le nombre de points périodiques de période n d’un certain itéré de f croit exponentielle-
ment en n.

De maniére plus générale cependant, une condition suffisante pour qu’un homéomor-
phisme T : X — X soit topologiquement chaotique est qu’il présente un fer-a-cheval
topologique, c’est-a-dire qu’il existe un compact ¥ C X invariant par un itéré 77, r > 1,
tel que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

- Tﬁ/ est semi-conjugué au décalage de Bernouilli o : {1, ...,¢}* — {1, ...,¢}* avec ¢ > 2,
- la préimage par I'application de semi-conjugaison de tout point o —périodique de {1, ..., ¢}*
contient au moins un point 7" —périodique de méme période.

Il s’avére que c’est en fait la situation que l'on a lorsque des trajectoires ont une
intersection F—transverse : en effet, dans [LCT], on dispose de la version améliorée suivante
du théoréme 1.3.6 :

Théoréme 1.3.7. S’il existe un chemin transverse admissible ayant une auto-intersection
F—transverse, alors [ posséde un fer-a-cheval topologique.

Ce second énoncé est bien une amélioration du premier : d’une part, il précise que
le comportement chaotique provient bel et bien de la présence d’un fer-a-cheval ; d’autre
part, il s’appuie sur une hypothése plus faible puisque la trajectoire admissible considérée
n’est plus forcément récurrente. Notons également qu’il contient le premier énoncé car on
peut construire un chemin transverse admissible avec une auto-intersection F—transverse
dés lors que 'on a deux points récurrents dont les trajectoires transverses s’intersectent
F—transversalement.

Enfin, une derniére conséquence importante est que la situation d’auto-intersection
F—transverse permet également d’obtenir ’existence de multiples points périodiques dans
I'ensemble de rotation (voir toujours [LCT]) :

Théoréme 1.3.8. Soit I une isotopie mazimale et F un feuilletage transverse a I. Soit
dom(I) le revétement universel du domaine de I et G le groupe des automorphismes de ce
revétement, et soit F le feuilletage relevé. On suppose qu’il existe un automorphisme T' € G
et un chemin a : [a,b] — dom([) relevant un chemin transverse admissible d’ordre n, tels
que & et Ta ont une intersection F—transverse au point Ta(s) = a(t) avec a < s <t < b.
Alors, pour tout k € QN|0, 1], il existe un point périodique z € M dont le vecteur de rotation

p. est égal a
_ [T
Pz = K—.
n
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1.3.2 Paramétrage des trajectoires

Terminons cette section par quelques remarques de notation. Soit f : M — M un
homéomorphisme isotope & 'identité sur une surface M, I une isotopie maximale, et F un
feuilletage transverse a I. Soit G le groupe des automorphismes du revétement universel
dom(F) et f:dom(F) — dom(F) un relevé de f commutant aux éléments de G.

Pour tout 2 € dom(F), les points (f"(x))nez de Uorbite de x sont par définition situés
sur les deux trajectoires IZ(x) et I%(z). Dans toute la suite, pour tout € dom(F), on para-
métrera systématiquement les trajectoires I%(z) et I ;Z_-(x) par des applications IZ : R — M
et I‘%’x : R — M telles que pour tout k € Z, on ait IZ(k) = Ijzf’x(k:) = f*(z). Pour tout
n € N*, on paramétrera également I"(z) et I%+(x) par des applications I} : [0,n] — M et
I% . +10,n] — M telles que pour tout entier 0 < k < n, on ait I;}(k) = Iz (k) = E(x).
Pour simplifier les notations, on notera I, : [0,1] = M et Ir, : [0,1] = M les paramé-
trages de I(x) et Ir(x).

De la méme maniére, on adoptera les notations suivantes : pour tout & € &Sr/n(]: ),
on note I(Z) la trajectoire donnée par isotopie relevée entre Z et f(Z), et Ir(Z) une
trajectoire transverse au feuilletage relevé F homotope & extrémités fixées a I (). On note
de méme o o

@ =T11"@) et IF@ =[] 1= @),

neL nez

trajectoires que ’on paramétrera systématiquement par des applications f% R — &Sr/n(]: )
et IZ _: R — dom(F) telles que pour tout n € Z, on ait IZ(n) = I% _(n) = f(Z). Et pour
tout n € N*, on note

n—1 n_l
@) = [[17@) e @ =[G,
k=0 k=0

qu’on paramétre par des applications jfg :[0,n] — &Sr/n(]:) et IN}E :[0,n] — &Sr/n(]:) telles
que pour tout entier 0 < k£ < n, on ait fg(kz) = T}E(kz) = f¥(#). De méme, on notera
I; : 0,1 — (chﬁl(]:) et fy:@ :[0,1] — &551(]:) les paramétrages de I1(Z) et Ir(Z).

Enfin, signalons que 'on dispose du lemme suivant (voir [LCT18]) :

Lemme 1.3.9. Pour tout x € dom(F), pour tout n € N* et a < b €]0,n][, il ezxiste un
voisinage V' de x dans dom(F) tel que pour tout x’' € V', le chemin I%x‘[a’b] est équivalent
a un sous-chemin de I't(x"). Il existe aussi un voisinage W de x dans dom(F) tel que pour
tout o', x" € W, le chemin I'+(x") est équivalent a un sous-chemin de I'vT2(f~1(2")).

Ce lemme a pour conséquence immeédiate, mais primordiale, que si x est un point
récurrent pour f, alors sa trajectoire transverse %—(ZE) est récurrente (au sens de 1.2.16).






Chapitre 2

Quelques résultats préliminaires

Ce chapitre a pour but d’établir quelques résultats préliminaires indépendants, qui nous
seront pour la plupart utiles au chapitre 3. La section 2.1 s’intéresse a quelques propriétés
structurelles des feuilletages et de leurs chemins transverses. La section 2.2, de maniére
entiérement indépendante, étudie diverses situations concernant les trajectoires données
par lisotopie de points “génériques” pour une mesure ergodique, ces trajectoires ayant la
particularité d’avoir une “direction homologique” bien déterminée. Enfin, la section 2.3
se contente d’énoncer deux corollaires obtenus en rassemblant certains résultats issus des
sections précédentes.

2.1 Sur les feuilletages et chemins transverses

Dans toute cette section, on fixe un feuilletage singulier orienté F sur une surface M,
dont on note d/oTn(]-" ) le revétement universel du domaine de définition, et G le groupe des
automorphismes de ce revétement. On désigne par Fle feuilletage relevé a dfc;r/n(]-' ). Pour
tout x € dom(F), on désigne encore par ¢, la feuille de F passant par z; et pour tout
T € (Eﬁl(]: ), on désigne par ggg la feuille de F passant par Z.

2.1.1 Propriétés de ’accumulation des chemins transverses

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que la notion d’accumulation de chemins
transverses définie en 1.2.14, lorsqu’elle est couplée a de la récurrence (au sens de 1.2.16), est
non-réflexive, antisymétrique et transitive. Commencons directement par la transitivité :

Lemme 2.1.1. Soita:R —- M, 3: R — M et~v:R — M trois chemins transverses a
F. On suppose que [ est récurrent (au sens de 1.2.16).

St a s’accumule positivement dans B et B s’accumule positivement dans -y, alors «
s’accumule positivement dans 7.

St a s’accumule négativement dans B et B s’accumule négativement dans 7y, alors o
s’accumule négativement dans .

Démonstration. Traitons le cas ol  s’accumule positivement dans 3 et 8 s’accumule po-
sitivement dans -y, 'autre cas étant similaire. Il existe alors trois relevés a : R — dom(F),
B:R — d/o\ﬂl(]:), et v: R — d/o\r/n(]-') de a, S et v a d/o\I/n(]-"), tels que o s’accumule
positivement dans E et E s’accumule positivement dans 7. Par définition, il existe donc
trois réels to et t < t’ tels que Q[ 4o00| € BHW[ sont équivalents, et trois réels sg et

37
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s < & tels que B][sm toof €1 §|[575/[ sont équivalents. Mais comme [ est récurrent, alors E
est G—récurrent donc il existe S € G et r < 1’ € [sg, +00[ tels que SB y( est équivalent
a Bjjpp- Comme r > s¢, cela implique que SB[ est équivalent a un sous-chemin (g q/[,
avec s < a < a’ < §, c’est-a-dire que Sa[1y 400 €St équivalent & 4[4 o[, €t donc finalement
que « s’accumule positivement dans +. O

Remarque : dans le résultat précédent, la récurrence du chemin S est bien str in-
dispensable. Donnons un exemple simple pour nous en convaincre. Supposons qu’il existe
un chemin transverse ¢ : [0,3] — M tel que I'ensemble des feuilles rencontrées par ¢ 1
est disjoint de '’ensemble des feuilles rencontrées par ¢y 3. Soit alors a : R — M une
reparamétrisation de ¢jjg i, 8 : R = M une reparamétrisation de ¢jjgo, €t v : R — M
une reparamétrisation de ¢y 3 : il est bien clair que a s’accumule positivement dans £,
que [ s’accumule positivement dans 7, mais que « ne s’accumule pas positivement dans ~y
(puisque « et v ne rencontrent méme pas de feuille commune).

Pour la non-réflexivité et ’antisymétrie, nous allons avoir besoin du résultat suivant :

Lemme 2.1.2. Soita: R — M et §: R — M deux chemins transverses a F. Si a est
récurrent et s’accumule dans 3, alors o ne rencontre pas de feuille fermée.

Démonstration. On traite le cas o 'accumulation a lieu positivement, l'autre cas étant
similaire. Il existe donc deux relevés a et 3 de o et 3 & dom(F), et trois réels o, t, ' eR
tels que g, o0] st équivalent a By ;. Soit ¢ une feuille rencontrée par a. Comme « est

récurrent, alors a est G—récurrent, donc |, 1o rencontre une infinité de translatés de ¢

sous 'action de G. Donc par équivalence, f|; ;1 rencontre aussi une infinité de translatés

de 5 Cela impose que 5 ne reléve pas une feuille fermée : en effet, si gg reléve une feuille
fermée, tout compact de dom(F) ne peut rencontrer qu'un nombre fini de ses translatés
sous l'action de G. O

On peut alors en déduire la non-réflexivité et ’antisymétrie :

Lemme 2.1.3. Sia: R — M est un chemin récurrent transverse a F, alors a ne s’accu-
mule pas dans lui-méme.

Démonstration. On suppose au contraire qu’il existe un relevé a de a a df(;r/n(]:), et Se€q,
tels que Sa s’accumule positivement dans a (le cas ot 'accumulation a lieu négativement
étant similaire) : il existe donc trois réels ¢y et ¢ < ' tels que Sy, 4+00] €8t équivalent &
ajp,p[- Par définition de la notion d’équivalence, on peut donc définir un homéomorphisme
[+ [to, +oo[— [t,¥'[ en posant, pour tout s € [to, +00[, SPz(s) = Pa(s(s))-

Comme « est récurrent, alors a est par définition G—récurrent, donc il existe deux
réels t1 < t2 €]tg, +oof, et T € G\ {Id} tels que Say, ¢, est équivalent a Tqy ). On
définit donc un homéomorphisme g : [t,t'] — [t1,t2] par la relation : pour tout s € [t,#],
Tos(s) = Sba(g(s))- Comme [t1,t2] C [to, +oc, alors application f o g : [t, '] — [t,#] est
bien définie et continue d’un intervalle compact dans lui-méme : elle admet un point fixe
noté so € [t,t']. Pour un tel so, on a donc ¢g(s) = Pa(fog(se)) = SPa(g(so)) = I Pa(so)- La
feuille (}5&(50) est donc invariante par T # Id : elle reléve donc une feuille fermée, ce qui
contredit le lemme 2.1.2. O
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FIGURE 2.1 — Preuve du lemme 2.1.3 : les deux sous-arcs en gras sont par récurrence de «
translatés I'un de 'autre, et 'un est équivalent & un sous-arc de 'autre. Par théoréme du
point fixe, on déduit I'existence d’une feuille fermée, ce qui est absurde.

Lemme 2.1.4. Soit o : R — M et §: R — M deux chemins récurrents transverses & JF.
Si a s’accumule dans B, alors B me s’accumule pas dans a.

Démonstration. Supposons par exemple que a s’accumule positivement dans S et que
s’accumule négativement dans «, les autres cas pouvant se traiter de maniere similaire.
Il existe donc deux relevés o : R — dom(F) et  : R — dom(F) de a et 8 & dom(F),
un automorphisme S € G et des réels t < t' et tg, et s < s et sg tels que a|[to,+00[
est équivalent a gl[t,t’[ et 5‘]_00730] est équivalent & Saj, 1. On peut donc définir deux
homéomorphismes f : [tg, +oo[—= [t, [ et g :] — 00, s9] —]s, 8'] par les relations suivantes :
pour tout r € [to, +00[, da(r) = qbﬁ (f(ry 3 €6 pour tout r €] — o0, sg), gbﬁ Sd)a (g(r))
Maintenant, comme « est récurrent, alors o est G—récurrent : il existe donc deux reels
s1 < s € [to, +oo[ et T € G tels que Tay o est équivalent & qy,, 4, On définit donc un

homéomorphisme h : [s, 8’| = [s1, $2] en posant, pour tout r € [s, s'], Tgba(r) ¢a(h(r) De

méme, comme 3 est récurrent, alors 3 est G—récurrent, donc il existe 1 <tz €] — 00, 50]
et T € G tels que T' B|[t #] est équivalent a ﬁ\[tl t2)- On définit donc un homéomorphisme

k : [t,t'] — [t1,t2] en posant, pour tout r € [t,t'], T’(j)ﬁ ¢§(k(r)) Comme on a une
infinité de choix pour 7" et 77, on peut les choisir de sorte que 7'~'T # S.

On a les inclusions [s1, s2| C [to, +00[ et [t1, 2] C]—o0, o], donc Papplication goko foh
est bien définie et continue de I'intervalle compact [s, s'] dans lui-méme : elle admet donc un
point fixe rg. Pour un tel g, on a les égalités 55(740) = $a(gokofoh(m)) = Sil(bg(kofoh(rg)) =

S~ IT/ 1¢,8 th 0)) = S_lTl_lga(h(ro)) = S_lT,_nga(ro). Comme T/_lT 75 S, cela im-

plique que gba (ro) €st invariante par S —17=1T = 1d, donc qu’elle reléve une feuille fermée,
ce qui contredit le lemme 2.1.2. O

Remarque 1 : on aurait pu déduire immédiatement des lemmes 2.1.1 et 2.1.3 qu’il est
impossible que deux chemins transverses récurrents s’accumulent I'un dans 'autre positi-
vement, et qu’il est impossible que deux chemins transverses récurrents s’accumulent 1'un
dans 'autre négativement. C’est le cas ot I'une des accumulations serait positive et 'autre
négative qui n’est pas pris en compte par le lemme 2.1.1, et qui nécessite donc la preuve
directe ci-dessus.
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FIGURE 2.2 — Preuve du lemme 2.1.4 : le sous-arc 1 en gras est équivalent, par récurrence
de «, & un translaté du sous-arc 2, lui-méme équivalent au sous-arc 3, lui-méme équivalent,
par récurrence de (3, & un translaté du sous-arc 4, lui-méme équivalent & un sous-arc du
sous-arc 1. Par théoréme de point fixe, on déduit 'existence d’une feuille fermée, ce qui est
absurde.

Remarque 2 : de méme que précédemment, les hypothéses sur la récurrence des
chemins sont indispensables dans ces résultats, comme on peut le voir dans ’exemple
suivant. Supposons qu’il existe un lacet v : R — M transverse au feuilletage F sur M
(pour tout t € R, y(t+ 1) = ~(t)), et considérons le chemin transverse o : R — M, obtenu
en reparamétrant la portion 7)o o[ Alors a s’accumule dans lui-méme : en effet, vy o est
égale (donc équivalente) a Y|j0,1[» donc s’accumule positivement dans g 1]-

2.1.2 Bande définie par un lacet et approximations
2.1.2.a Définitions des objets

Définition 2.1.5. Pour tout T € G \ {Id} et tout T—lacet transverse ¥, on appelle bande
définie par v et on note B(y) l'ensemble des points des feuilles de F qui rencontrent 5 :

B() = {7 €dom(F) | N7 # 0}t = (] o

GEF

D
Pour tout T'—lacet transverse 7 : R — dAor/n(]: ), la bande B(7¥) est un ouvert connexe
saturé pour la relation d’équivalence d’appartenance a la méme feuille, et peut donc étre vu
naturellement comme un ouvert connexe de ’espace des feuilles. Par définition, la frontiére
de B(¥) dans dom(F), notée dB(7), est la réunion de feuilles ne rencontrant par 7, donc
situées soit a gauche, soit a droite de 5. On note B () l'ensemble des points de dB(7)
situés dans L(7), et 0BT () 'ensemble des points de B(7) situés dans R(7). La frontiére
gauche OBY () et la frontiére droite 9B () sont donc également saturés. Comme 5 est in-
variant par 7', les ensembles B(7), 9B*(7) et 9B®(7) sont bien siir aussi tous T-invariants.
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On fixe maintenant, afin d’énoncer quelques lemmes préliminaires, un automorphisme
T € G\ {Id} et un T—lacet transverse 7.

Lemme 2.1.6. S’il existe une feuille éC OBL(7) telle que ¢ =T, alors OB*(7) = o.
S’il existe une feuille ¢ C OBE(F) telle que ¢ = T, alors OBE(F) = ¢.

Démonstration. Soit gg C OB (7) telle que 5 = Tg. Supposons par exemple que 'orienta-
tion de gz~5 est telle que ¥ C RQZ, le cas ou ¥ C Lq~5 étant similaire. Comme gg C 0B(7¥), il
existe un chemin ¢: [0, 1] — &81;1(.7:) tel que ¢(0) € 7, &(1) € ¢ et o, € B()-

Soit ¢ # ¢ une feuille incluse dans L(%). Supposons que ¢ C R : alors ¢ est incluse
dans la bande T'—invariante Rgg N L(¥). Mais par le théoréme de Poincaré-Bendixson, &
est une droite propre, donc comme ¢ relie les deux frontiéres de cette bande, 5’ rencontre
un translaté T™¢ pour un n € Z. Ceci implique donc que 5’ N B(H) # 0 et donc que
5’ ¢ 0B(%). Dans le cas maintenant ou 5’ C ng, alors qg sépare 5’ et 7, donc tout chemin
reliant ¥ & 5’ doit rencontrer 5 : ceci implique encore que 5’ ¢ 0B(7).

La feuille qg est donc bien la seule feuille de 9B* (7). La preuve est similaire pour la
frontiére droite de la bande. O

Remarque : cette preuve revient finalement a appliquer le théoréme de Poincaré-
Bendixson au ‘revétement annulaire” dom(F)/T.

On va particuliérement s’intéresser dans la suite & la maniére dont un chemin transverse
donné rencontre la bande définie par un T'—lacet. Pour éviter les confusions, on ne donne
les définitions que pour des chemins paramétrés par R. Faisons tout d’abord la remarque
simple suivante :

Lemme 2.1.7. Sia : R — dfo\li(]:) est un chemin transverse a F, alors Uensemble
{te R | a(t) € B(¥)} est un intervalle.

Démonstration. En effet, soit ¢ < ' deux réels tels que a(t) € B(7) et a(t’) € B(7), et soit
¢ C OB(7) : par connexité, B(7) est contenue toute entiére du méme coté de ¢, donc a(t)
et a(t') sont du méme coté de ¢. Comme @ est transverse, on a alors a4 N ¢ = 0; cela

étant valable pour tout ¢ C dB(Y), on déduit que e C B(Y)- O
On donne alors les définitions suivantes :

Définition 2.1.8. Soit a: R — dfo\r/n(}") un chemin transverse.

On dit que & traverse B(y) de droite & gauche s’il existe deux réels t < t' tels que
a(t) e 0BR () et a(t') € 0BX (7).

On dit que & traverse B(y) de gauche a droite s’il existe deux réels t < t' tels que
a(t) € OBL () et a(t') € 0B (F).

On dit que & visite B(Y) par la gauche s’il existe deuz réelst < t' tels que a(t) € OBL(7)
et a(t') € OBL ().

On dit que & visite B(Y) par la droite s’il existe deux réelst < t' tels que a(t) € 0BT (7)
et a(t') € 0BE(Y).

Remarquons donc que dans les quatre situations de cette définition, & se sépare posi-
tivement et négativement de 7. En effet, il doit rencontrer la bande B(5) entre ¢ et ¢/, et
donc ne peut plus la rencontrer avant ¢ ou aprés t'. En ajoutant les cas ot il y a équivalence
en oo ou accumulation, on obtient donc la classification suivante :
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Lemme 2.1.9. Etant donné un chemin transverse & : R — dfo\r/n(]-") qui rencontre B(7),
il y a quatre possibilités :

- soit & traverse B(7) (de droite a gauche ou de gauche a droite),

- soit a wvisite B(y) (par la gauche ou par la droite),

- soit & est équivalent &y en +00 ou en —oo,

- soit a s’accumule (positivement ou négativement) dans 7.

Démonstration. Ceci découle de toutes les définitions précédentes. O

Remarquons d’emblée que dans les deux premiers cas de ce lemme 2.1.9, le nombre
d’intersection de & avec 7 est bien défini : en effet, & se sépare positivement et négative-
ment de 7 donc 'ensemble {t € R | a(t) € 7} est compact. Plus précisément, ce nombre
d’intersection vaut +1 si & traverse B(7) de gauche & droite, —1 si a traverse B(7) de
droite & gauche, et 0 si a visite B(¥)). Dans les deux derniers cas du lemme 2.1.9, on ne
peut cependant rien dire concernant le nombre d’intersection de & avec 7, qui peut étre ou
non bien défini selon les situations.

Lemme 2.1.10. Soit a : R — &aﬁl(}') un chemin transverse. L
Si a wisite B(7y) par la gauche, alors pour toute feuille ¢ C OB, T # ¢.
Si & wvisite B(¥) par la droite, alors pour toute feuille ¢ C OBE(Y), T¢ # ¢.

Démonstration. En effet, si & visite B(¥) par la gauche, elle doit rencontrer 9B% () en
deux points distincts appartenant donc a deux feuilles distinctes. Par le lemme 2.1.6, le
fait que OB%(¥) contienne deux feuilles distinctes implique qu’aucune de ses feuilles n’est
invariante par 7. De méme si a visite B(¥) par la droite. O]

Terminons par un cas particulier ot un translaté de 7 traverse B(7) :

Lemme 2.1.11. Pour tout S € G, S traverse B(Y) de gauche a droite si et seulement si
5 traverse B(S75) de droite a gauche. En particulier, S7 intersecte F—transversalement 5
positivement.

Démonstration. 11 suffit de montrer un sens, I'autre se montrant de maniére similaire. On
suppose que S7 traverse B(7) de gauche a droite. Alors S7 se sépare positivement et
négativement de 7. De plus, par le lemme 2.1.3, 4 ne s’accumule pas dans S7. On déduit
donc que 74 se sépare positivement et négativement de S7, ce qui implique que 7 traverse ou
visite B(S7). Comme enfin le nombre d’intersection de S5 avec 7 est +1, alors le nombre
d’intersection de 7 avec S7¥ est —1, donc la seule possibilité est que 7 traverse B(S7) de
droite & gauche. O

2.1.2.b Approximations

Dans la suite, on s’intéressera au comportement de trajectoires vis-a-vis des bandes
définies par certains lacets bien particuliers, obtenus en approximant la trajectoire dans le
sens suivant :

Définition 2.1.12. Soit a : R — df(;ﬁl(]:) un chemin transverse. On dit qu’un chemin
transverse v : R — (Eﬂl(}') est une approximation de o Si :

-y:R— cgr/n(]:) est un T—lacet transverse pour un certain T € G\ {1d}, et

- il existe deuz réels a < b tels que Qo) est équivalent a |01
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Définition 2.1.13. Soit a: R — M un chemin transverse. On dit qu’un lacet transverse
v: R — M est une approzimation de o si y posséde un relevé 5 : R — dom(F) qui est une
approximation d’un relevé & : R — dom(F) de a.

Le choix du terme “approximation” est motivé par le cas d’'un chemin & récurrent : en
effet, dans ce cas, a a des portions aussi grandes que 1’on veut qui relient deux relevés d’une
méme feuille de F. Chacune de ces portions est donc équivalente & un chemin qui reléve
un lacet, et qui, périodisé, définit exactement une approximation de & telle que définie en
2.1.12. En un certain sens, on peut considérer que la suite des lacets obtenus en choisissant
des portions de plus en plus grandes approche le chemin global a.

Donnons pour conclure un résultat simple mais qui nous sera utile :

Lemme 2.1.14. Soit o : R — M et f : R — M deuxr chemins transverses et v une
approzimation de . Si 5 s’accumule dans v, alors 5 s’accumule dans .

Démonstration. Supposons que 3 s’accumule positivement dans v (le cas ot 'accumulation
a lieu négativement étant similaire). Il existe des relevés 5 et 7 de B et v, et trois réels tg,
et t < t' tels que Biito,+o0[ €St équivalent & 7, »( : on peut les choisir (quitte a prendre de
plus grands réels g et t), de sorte qu'il existe N € Z tel que N <t <t < N + 1. De plus,
par définition d’une approximation, il existe un relevé & de «, un relevé 7 de 7 qui est un
T—lacet (pour un certain 7' € G\ {Id})), et a < b tels que )5 est équivalent & o qj-
Comme B’Htm%o[ est équivalent & 7 4|, alors il est équivant a un sous-chemin de |y, n41),
donc a un sous-chemin de TV Y|j0,1]» donc & un sous-chemin de TN Q|[q,p- Autrement dit, 3
s’accumule dans TV @&, et donc § s’accumule dans «. O

2.1.2.c Quelques cas d’intersection F—transverse

Dans certains cas, les positions relatives de chemins transverses par rapport a la bande
définie par une de leurs approximations permettent immédiatement de trouver des chemins
transverses qui s’intersectent F—transversalement. La premiére de ces situations est la
suivante :

Proposition 2.1.15. Soita : R — d/()\ri(f) un chemin transverse, ety une approrimation
de a. Si « visite B(7), alors a reléve un chemin ayant une auto-intersection F—transverse.

Démonstration. Par définition d’une approximation, 5 est un T—lacet pour un certain

T € G\ {Id}. Notons d) la feuille passant par 7(0) : & rencontre donc d) et T'¢. On suppose

que « visite B(7¥) par la droite, 'autre cas étant similaire. N N
Comme a visite B(¥) par la droite, il existe deux réels ¢ < t' tels que ¢z et g

appartiennent a 8BR( ). Les deux feuilles ¢ et T qS appartenant & B(7), elles sont donc
rencontrées par o entre czﬁa et qba(t/ : il s’ensuit que ¢g(;) est a droite de gb et de T(b, et

que gzba ¢y est a gauche de ng et de TQS

La trajectoire T'a, quant a elle, rencontre T' qga(t) et nga ¢)- Comme qga(t) est a droite de
gi), alors T ¢a(t) est & droite de T qS Le lemme 2.1.10 implique de plus que T(;ﬁa # daq) ¢ il
s’ensuit, comme Tgba et qzﬁa(t) sont dans OB4(7) et a droite de Tqﬁ, que <Z>a est en-dessous

de Tqﬁa par rapport a Tqb De méme, le lemme 2.1.10 donne gba vy # Tqba ¢)- Comme
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Zsa(t,) et nga(t/) sont dans 9B%(7) et & gauche de qu, alors T(;Za(t/) est en-dessous de Jsa(t,)
par rapport a T'¢. B B B B B
Les positions des quatre feuilles ¢z, ¢a(1), T'9a(r) et T'¢aw) par rapport a T'¢ im-
pliquent alors que & et Ta s’intersectent F—transversalement, c¢’est-a-dire par définition
que la projection de a & M a une auto-intersection F—transverse. O

J 7 g

Bt~
a ~ | g
Ta T ¢r}(r9

FIGURE 2.3 — Preuve de la proposition 2.1.15

Le deuxiéme résultat concerne le cas oul un chemin transverse traverse la bande définie
par une de ses approximations :

Proposition 2.1.16. Soit & : R — dom(F) et 3 : R — dom(F) deux chemins transverses,
et ¥ une approzimation de a. Soit T € G\ {Id} tel que v est un T—lacet.

Si & traverse B(Y) de droite o gauche et 3 traverse B(Y) de gauche a droite, alors il
existe n € 7 tel que & et T"E s’intersectent F—transversalement.

Si a traverse B(Y) de gauche a droite et B traverse B(3) de droite & gauche, alors il
eriste n € Z tel que & et T"( s’intersectent F—transversalement.

Démonstration. On traite ici le cas ou « traverse B(7¥) de droite a gauche et 3 traverse
B(7) de gauche a droite (I'autre cas étant similaire).
Comme J traverse B(3) de gauche a droite, il existe s < s’ tels que ¢~ Bs) € OB (F) et

(;5 B(s) € OB (7). De plus, 5” s,s' st alors inclus dans B(7), donc on peut ch01sir r € R tel
que ﬁ‘ s,s' Tencontre <l>7(r) ainsi, qﬁﬂ est a droite de gg%n) et 55(5,) est & gauche de 57(,”).

Comme maintenant a traverse B ( ) de droite & gauche, il existe deux réels ¢ < ¢’ tels
que dg() € OBE(H) et ¢g ) € GBL( ). Notant ¢ la feuille passant pas 7(0), et {r} la

partie fractionnaire de r, la feuille ¢7 ({r}) est alors entre (;S et Tgi), donc elle est rencontrée
par a entre gba et qba(t/ . il s’ensuit que qba(t) est a droite de ¢7 (r}), et que qﬁa ¢y est &
gauche de cb,y {r})-

Les deux feuilles 71" QNSE(S) et $a(t) sont donc situées & droite de 57({7“}) : comme la

premiére est dans dBY(3) et la seconde dans dB¥(3), on déduit que 7L 55 est en-

dessous de gba par rapport a qﬁy ({r})- De méme, T~ LTJ¢~ et qba ¢y sont situées a gauche
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de QA%({,,}) : comme la premiére est dans dBT(7) et la seconde dans 9B%(¥), on déduit que
aa(t) est en-dessous de T~ 55(8) par rapport & 55({7"}).
Les positions des quatre feuilles 71" gﬁ(s)’ 7] ;[;E(s’)’ $&-(t) St 5&(1;') par rapport a la

feuille commune a:y({r}) montrent que & et 71" 5 s’intersectent F —transversalement. [J

p——0 )

y({r})
|

| [ )‘

} 1,
) 7t @ﬂm

FIGURE 2.4 — Preuve de la proposition 2.1.16

2.1.3 Equivalence de deux relevés d’un chemin transverse

On suppose maintenant, pour ce paragraphe, que M est une surface de genre plus grand
que 2. Le but est de montrer la proposition suivante, qui exprime qu’a équivalence prés,
seuls les lacets ont plusieurs de leurs relevés deux a deux équivalents :

Proposition 2.1.17. On considére un chemin transverse G—récurrent o : R — cfcjr/n(]:),
et S € G\ {ld}. Si @ % sa (resp. & ~ Sa), alors il existe un S—lacet transverse

3 : R — dom(F) tel que & =°F (resp. a ~ 7).
La preuve de ce résultat va reposer sur le lemme suivant :

Lemme 2.1.18. Soit S € G\{ld} eta: R — cgr/n(]:) un chemin transverse G—récurrent.
St a rencontre une feuille invariante par S, alors a et Sa ne sont équivalents ni en 400,
ni en —oo.

Démonstration. Soit % une feuille invariante par S (la feuille 5 reléve donc une feuille
fermée de F). La surface M étant de genre plus grand que 2, alors F posséde au moins
une singularité, donc dom(F) n’est pas compact et G est un groupe libre : en particulier,
il existe R € G tel que {S" € G| S’¢ = ¢} = {R*}rez. De plus, si T € G est tel que le
relevé Ta est aussi S—invariant, alors T et S doivent commuter. Autrement dit, 7" doit
étre une puissance de R, c’est-d-dire qu’aucun translaté de c;~5 n’est invariant par S (& part
¢ elle-méme).
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Supposons donc que & 2° Sa rencontrent une telle feuille 5 =S5 5 (le cas d’équivalence
en —oo se traitant de méme). Soit s € R tel que a(s) € ¢ : comme ¢ = S¢, on a aussi

Sa(s) € 5 Il s’ensuit, comme T Sa, que Qs 4o est équivalent & S[s 4o Comme a
est G—récurrent, il rencontre de nouveau un translaté de ¢ aprés ¢ : par la remarque faite

ci-dessus, ce translaté n’est pas invariant par S. Autrement dit, il existe 7' € G et t > s,
tels que ST(Z) #* T(;S et a( ) € Td) Puisque a, too] ¢ est equlvalent a Sas 4o, 1l existe

t' > s tel que Sa(t') € T, et on at # t' puisque ST$ # T¢.

Quitte a remplacer S par S~!, on peut supposer ¢ < t'. Par récurrence, on va construire
une suite réelle strictement décroissante (¢y)nen telle que pour tout n € N, ¢, > s et
a(t,) € 8™ 1T¢ On pose donc tg = t’ et t; = t. Supposons avoir construit de tels ¢, pour
k < n. Alors d’une part Sa(t,_1) € S"'T¢ et a(t,) € S"'T¢ : il sensuit que S5,y
est équivalent a q(,,[. D’autre part on a Sa(t,) € S”T(]ﬁ et s < t, < ty,—1, donc par
équivalence il existe bien t,1 €]s,t,[ tel que a(t,t+1) € S”ng.

On obtient donc finalement que ;5 4 rencontre pour tout n la feuille S"Tg, ces feuilles
étant de plus deux & deux distinctes par construction : ceci est impossible car gg relevant

une feuille fermée, I’ensemble de ses translatés ne peut rencontrer un compact donné qu’un
nombre fini de fois. O

Remarque : ce lemme repose avant tout sur le fait que G est un groupe libre, ce qui
découle du fait que M est de genre > 2. Une telle hypothése est primordiale puisque le
résultat est clairement faux dans le cas ol F est un feuilletage non singulier du tore T2,

On peut maintenant prouver la proposition 2.1.17 :

Démonstration. On prouve la proposition dans le cas ot & 1 Sa, Pautre cas étant simi-
laire. Soit donc ¢ et ¢’ tels que Qoo €st équivalent & S 4o Ceci définit de maniére
naturelle un homéomorphisme f : [t,+oo[— [t/,+oo[ par la relation : pour tout s > t,
Soas) = Pa(s(s))- Cette application n’a pas de point fixe : en effet, s’il existe so tel que
Sgga(s()) = ga(SO), alors cette feuille est invariante par S, ce qui contredit le lemme 2.1.18.
En particulier, on a t' # t : quitte a remplacer S par S~!, on va supposer que ¢’ > t.
Comme t' > t et que f n’a pas de point fixe, la suite (f"(¢))nen est bien définie et tend
vers +00.

Définissons maintenant un chemin transverse ¢, équivalent & (s () r2()], reliant a(f(¢))
a Sa(f(t)). Ceci est possible car ajisy s2(s)) est équivalent & Sy s Ce chemin relie
un point & son image par S, donc on peut le périodiser en un S—lacet transverse ¥ de
la maniére suivante : il[Oﬁl} est une paramétrisation de ¢, et pour tout n € Z, on pose
Ninnt+1) = 5" V0,1

Pour tout n € N, &an(t)’fnJrl(t)} est alors par construction équivalent a Sa'[fnfl(t)’fn(t)},
donc par récurrence a S”‘l&'|[f(t)7fz(t)], donc & S"1¢, donc & S”‘W‘ 0,1], €t donc & 1 -
Comme la suite (f"(t))nen tend vers 400, il s’ensuit finalement que [f(s) 400 €St équi-
valent & 7|(p, 100, donc que « est équivalent en +o00 a 7.

O
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2.2 Sur les trajectoires et leurs directions homologiques

On s’intéresse maintenant aux trajectoires (transverses ou non) données par l'isotopie
de points ayant une “direction homologique” bien déterminée. Dans toute cette section,
f: M — M désigne un homéomorphisme isotope a 'identité sur une surface M compacte
orientée de genre > 2. On considére une isotopie I : [0,1] x M — M entre 'identité et f,
dont on note dom(/) = M \ Fix([) le domaine ; soit &81;1([ ) le revétement universel de ce
domaine, G le groupe des automorphismes de ce revétement, et I dom( ) — dom( ) le
relevé de f a dom( ) qui commute aux éléments de G. Pour tout 7' € G, on notera [T la
“classe d’homologie” de T', c’est-a-dire la classe d’homologie d’un lacet obtenu en projetant
un chemin reliant un point de dom(F) a son image par T' (cette classe étant indépendante
du point choisi).

On fixe également une métrique riemannienne sur M. Quand on parlera de la “longueur”
d’un chemin, on sous-entendra systématiquement que celle-ci est bien définie relativement
a cette métrique riemannienne.

Les résultats des paragraphes 2.2.2 et 2.2.3 sont entiérement indépendants.

2.2.1 Points génériques et vecteurs de rotation

Si p est une mesure ergodique f—invariante sur M, le théoréme ergodique de Birkhoff
assure que pour toute fonction continue ¢ : M — R, p—presque tout x € M vérifie

i Z o) = | pla)dua),

Si dans I’énoncé du théoréme de Birkhoff, 'ensemble (de mesure pleine) des x vérifiant
une telle relation parait dépendre de la fonction ¢ considérée, il existe en fait dans le cas
ou M est une surface compacte un ensemble de mesure pleine qui convient pour toutes les
fonctions ¢ : ceci est une conséquence du théoréme de Stone-Weierstraf qui implique que
I’espace des fonctions continues sur M est séparable. Autrement dit, pour toute mesure
ergodique p sur M, p-presque tout point z € M est récurrent (par le théoréme de récurrence
de Poincaré) et vérifie les relations suivantes (ou les limites sont prises par rapport a la
topologie faible*) :

- Jm Z%k - Zf%f

On dira dans toute la suite qu’un tel point est u—générique.

Soit donc p une mesure ergodique f—invariante sur M, dont on note p, le vecteur de
rotation, et z € M un point u—générique. Détaillons ici I'interprétation géométrique de p,,
en termes de cycles asymptotiques (voir [Sch57| et [Pol92]). Par définition, p,, est I’élément
de Hy(M,R) défini par dualité par la forme linéaire sur H'(M,R) suivante :

(]
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(w désignant une 1—forme fermée sur M, cette application s’annule quand w est exacte et
passe donc bien au quotient en une application sur H'(M, R)). Comme z est u—générique,
cette application se réécrit

1 1
wr—  lim Z/ w= lim / w.
noteo N JI(fR(2) nteo S ()

Si l'on considére pour tout n € N* un chemin ¢, joignant f(z) a z, de sorte que les
chemins ¢, soient de longueurs uniformément bornées, on peut alors noter 7, (z) le lacet
obtenu en concaténant 1" (z) et ¢, et vérifier que I'élément p,, est défini par la forme linéaire

1
w+—  lim / w.
n—+oo n 'Yn(z)

Autrement dit, si [y,(z)] € Hi(M,Z) désigne la classe d’homologie du lacet 7, (z), on
a alors par dualité
. 1
pu=lm —ly(2)] € Hi(M,R).
Ceci se généralise dans le résultat suivant :

Lemme 2.2.1. Soit 1 une mesure ergodique de vecteur de rotation p, et z un point
pu—générique. Pour toutes suites réelles croissantes (Sp)nen €t (tn)nen telles que t, + sn

tend vers +00, pour tout lacet 7y, obtenu en concaténant Iﬁ[_sn t,] Qvec un chemin reliant

I%(t,) & I%(—sy) de longueur uniformément bornée en n, on a

o [yn]
pup = lim .
n—+oo t, + Sy,

En particulier, on déduit le lemme ergodique suivant qui nous servira a de nombreuses
reprises dans la suite :

Lemme 2.2.2. Soit u une mesure ergodique de vecteur de rotation p,, non portée par un
point fize de l'isotopie I, et z un point u—générique. Pour tout relevé Z de z a dfo\r/n(l), pour
tout voisinage borné U de zZ, il existe une suite croissante (kp)nen d’entiers, une constante
L > 0 et une suite (Ty)nen d’éléments de G telles que kn ~ Ln, que pour tout n € N,
frn(2) € T,,(U) et
pp = lim @
# n——+0o00 k:n

Démonstration. Soit U la projection de U sur M. Par le théoréme de Birkhoff appliqué
a Papplication de premier retour dans U, il existe une suite croissante (ky),cn d’entiers
telle que k,, ~ u(U)n et pour tout n € N, fF2(z) € U. Pour tout n € N, il existe donc un
automorphisme T}, € G tel que f*n (%) € T,(U).

Maintenant, comme U est supposé borné, les Tn(ﬁ) sont uniformément bornés, donc
pour tout n, il existe un chemin &, reliant f»(2) a T, (%), de longueur uniformément
bornée en n. Le chemin ¢, se projette sur M en un chemin reliant f*»(z) & 2, de longueur
uniformément bornée en n. De plus, le lacet -, obtenu en concaténant I zZ|[0,kn} et ¢, se
reléve en un chemin reliant z & 7,,(2), donc son homologie est exactement [T},]. Il reste a
appliquer le lemme 2.2.1 pour conclure que

[T

= lim ——.
pu n—-+00 "



CHAPITRE 2. QUELQUES RESULTATS PRELIMINAIRES 49

Remarque : bien siir, on dispose d'une version analogue de ce lemme en regardant
l'orbite dans le passé : on obtient alors Iexistence d’une suite d’entiers (kp)pen décrois-
sante, et d'une constante L < 0. Le reste de ’énoncé est inchangé.

Terminons ce paragraphe par une conséquence simple des considérations précédentes :

Lemme 2.2.3. Soit u une mesure ergodique de vecteur de rotation p,, non portée par un
point fize de lisotopie I, et z un point p—générique. Pour tout T € G tel que p,, et [T] ne
sont pas colinéaires, tout relevé de la trajectoire I”(z) au revétement annulaire d/O\I;l(I)/T
est propre.

Démonstration. En effet, si ce n’est pas le cas, cela implique qu’il existe un compact K de
dom(I), et un relevé z de z & dom([), tel que I'ensemble {t € R | f?(t) € Uper TH(K)}
n’est pas borné.

Supposons par exemple qu’il n’est pas majoré, 'autre cas étant similaire. Alors il existe
une suite réelle (¢, )nen tendant vers +oo telle que pour tout n € N, f%(tn) € Uper TF(K).
Pour tout n € N, soit donc &k, € Z et z,, € K tel que fgz(tn) = T*»(Z,), et soit ¢, un chemin
reliant z,, & Zp. Comme Zz, et zp appartiennent au méme compact K, on peut choisir ¢, de
longueur uniformément bornée en n. En particulier, ¢, descend donc & M en un chemin
cn reliant I%(t,) a I%(ty) de longueur uniformément bornée en n : notant 7,(z) le lacet
obtenu en concaténant I% et ¢y, il s’ensuit par le lemme 2.2.1 que

2|[to,tn]
n—+oo t, — {p

Or 7,(#) se reléve en un chemin obtenu en concaténant IZZHtOt et T*¢,, c’est-a-dire
“n

en un chemin reliant T%0Zy et T*» %, : il s’ensuit que [y, (2)] = (kn — ko)[T], et donc que

pu = ( lim kn_ko) 77,

c’est-a-dire que p, est colinéaire a [T]. Cela vient clore la preuve du lemme. ]

Remarque : notons qu’on a en particulier la chose suivante : si g une mesure ergodique
de vecteur de rotation p, et z € (E?n([ ) reléve un point p—générique de M, et si ¥ reléve
un lacet de M dont la classe d’homologie est non colinéaire a p,,, alors {t € R | f%(t) €q}
est compact. En particulier, le nombre d’intersection de T Z(E) avec 7y est bien défini.

2.2.2 Intersection d’une trajectoire et d’un lacet
2.2.2.a But et notations

Dans cette section, on veut montrer le résultat suivant :

Proposition 2.2.4. Soit u une mesure ergodique de vecteur de rotation p et x € M un
point p—générique. Soit vy un lacet de M inclus dans dom(I).

Si p A [y] >0, alors il existe un relevé T de x et un relevé 5y de v a dfo\I/n(I) tels que le
nombre d’intersection de TZ(E) avec 7y est bien défini et vaut +1.

Sip A [y] <0, alors il existe un relevé T de x et un relevé 5 de v a dfo\ﬁl(l) tels que le
nombre d’intersection de TZ(E) avec 7y est bien défini et vaut —1.
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On peut comprendre ce résultat de la maniere suivante. Soit 7 un relevé de v a d/(;n(l ) :
c’est un T'—lacet, pour un certain 7' € G \ {Id}. Le lemme 2.2.3 indique qu’au revétement
annulaire d/()\ﬂl(l )/T, tout relevé de I%(x) est propre, et va donc positivement et néga-
tivement vers I'une ou l'autre des extrémités de ’anneau. La proposition 2.2.4 exprime
que selon le signe de I'intersection p A [y], on peut trouver un relevé de I(z) qui traverse
I’anneau dans le sens naturel, c’est-a-dire qui va d’une extrémité de I’anneau a ’autre, en
intersectant la projection de 7 “dans le bon sens”. On remarque donc en particulier que si
le résultat est vrai, alors il I’est encore en remplacant v par un lacet transverse homotope
librement & 7 : en effet, si 7/ est un lacet homotope a 7, il en existe deux relevés 5 et 7/
invariants par le méme automorphisme 7' € G, donc on peut considérer le méme revéte-
ment annulaire pour les deux lacets; le résultat ne dépend donc plus que de 'existence
d’un relevé de I(x) qui relie les deux bonnes extrémités de ce revétement annulaire.

L’idée de la preuve va reposer sur un argument de comptage : d’une part, si pA[y] > 0,
alors I Z(a:) doit avoir des portions aussi grandes que 1’on veut qui intersectent positivement
“beaucoup de fois” le lacet v ; mais d’autre part, pour des raisons d’uniforme continuité,
I%(x) ne peut pas intersecter “trop de fois” le lacet . Ces deux faits combinés entrainent
que la trajectoire I%(z) doit globalement intersecter positivement +.

On fixe donc un point * de M générique pour une mesure ergodique p de vecteur de
rotation p, et v un lacet de M inclus dans dom(/). On va traiter uniquement le cas ou
p A [y] > 0, Pautre cas étant similaire. Dans toute la suite, pour alléger les notations, on
notera donc C' = p A [y] > 0. On fixe également un relevé = de z a &Sr/n(l ) : un tel relevé
existe car x ne peut étre un point fixe de I, puisque p # 0.

Par la remarque faite ci-dessus, on peut modifier le lacet v par homotopie libre. On va
donc demander tout d’abord que le nombre d’auto-intersection de «y est fini. Ensuite, on
demande que les relevés de v & dom(I) soient des chemins injectifs. Ces deux premiéres
conditions sont par exemple réalisées en prenant un lacet géodésique homotope & ~. Enfin,
tout en préservant ces conditions, on va demander que pour tout n € Z, f™(z) ¢ ~; ainsi,
pour tout p < ¢, le nombre d’intersection de I fl (p.q] AVEC Y est bien défini.

On note C I'ensemble des relevés de v & dom(I). Comme nous ’avons signalé plus haut,
le fait que p et [y] ne sont pas colinéaires entraine que ’ensemble {t € R | f%(t) €7} est
borné pour tout 7 € C, et donc en particulier, le nombre d’intersection de I Z(Z) avec 7 est
bien défini et vaut —1, 0 ou +1.

Soit maintenant ’ensemble G—invariant

D=dom(D)\ | |J7
vec

On peut alors définir une fonction duale § : D — Z comme au paragraphe 1.2.3, telle
que pour tous points z1, 22 € D, et tout chemin ¢ reliant z; a z», la différence §(z2) — d(21)
est égale au nombre d’intersection de ¢ avec la famille des relevés de y & d?o\r/n(l ), c’est-a-dire
au nombre d’intersection de la projection de ¢ sur M avec le lacet . Une telle fonction
est bien définie & une constante additive prés, et on fixe dans toute la suite un choix de
fonction duale §.
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2.2.2.b Propriétés de la fonction duale
Lemme 2.2.5. Pour tout T' € G, pour tout Z € D, on a §(TZ) — §(z) = [T]| A [7].

Démonstration. Notons ¢ un chemin reliant z 4 Tz, 7 le lacet obtenu en périodisant le che-
min ¢ par 'automorphisme 7', et 7 la projection de 5y sur M. Par définition, §(7Z) — §(2)
est égal au nombre d’intersection de ¢ avec les relevés ¥ de v, donc au nombre d’intersection
de v avec 7, c’est-a-dire a [yo] A [v] = [T] A [7]. O

Pour tout 7 € C, on s’intéresse a I'ensemble des images des trajectoires de points
z € dom(I) qui rencontrent 7 :

B;= J 1.

I(Z)rA#0
Lemme 2.2.6. Pour tout vy € C, la fonction duale § est bornée sur D N B5. De plus, la
quantité 6y = maxpnB; 0 — minpnpg; 0 est indépendante du choix de v € C.

Démonstration. Par continuité et compacité, les chemins I(z), pour z € M, se relévent
en des chemins de diameétres uniformément bornés en z : il existe donc K € N tel que
Card { € C | YN I(Z) # 0} < K pour tout z € dom(/). Comme les éléments de C sont

des chemins injectifs, cela implique que pour tout z € dom([), on a

max § — min § < K.

DNI(Z)  DnI(?)

Fixons ¥ € C. Soit T I'automorphisme de revétement associé a la translation le long de
7, et notons C5 I'ensemble des composantes connexes de D dont la frontiére rencontre 7 :
cet ensemble est fini modulo T car v a un nombre fini d’auto-intersections. Mais de plus,
[T] A [y] = 0, donc en vertu du lemme 2.2.5, la fonction duale 0 est T'—invariante. Ceci
implique qu’il existe kg tel que pour tout ¢ € C5, pour tout z € ¢, [0(2)| < ko.

Finalement, si 2 € D N By, alors I (Z) rencontre une composante ¢ de C5. Les deux
inégalités précédentes se rassemblent en |0(Z)| < ko + K, donc § est bornée sur D N By.

Soit maintenant un autre élément 5’ € C. Il existe S € G tel que 5/ = S75. Par invariance
de f par S, on a DN By = S(D N By). En particulier, par le lemme 2.2.5, on a alors
{0(z) | ze DN By} = {6(2) + [S]A[v] | Z € DN By}, et donc la différence maximale de
valeurs de ¢ est la méme sur tous les ensembles D N By, pour 7 € C.

O

Remarque : considérons deux suites d’entiers naturels (pn)nen et (¢n)nen croissantes
(au sens large), telles que p, + ¢, tend vers +oo, et notons ¢, un chemin de longueur
uniformément bornée en n reliant fP(x) a f~9 (z). Soit également -, le lacet obtenu en

concaténant 1% et ¢,. Par définition, le nombre d’intersection de IZ avec -y
z|[—gn,pn] z|[—qn,pn]

est égal a la différence 8(fP(%)) — 0(f (%)) de plus, comme les ¢, sont de longueurs
uniformément bornées, le nombre d’intersection de ¢, avec v est uniformément borné. Il
s’ensuit que le nombre d’intersection de ~,, avec ~y s’écrit

bl A ) = 8(F7(@)) = 6(f () + O(1),

ce qui, par le lemme 2.2.1, implique alors que 1’on a
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En particulier, on a les équivalents suivants :
3(f* (@) ~ Cn, S(f @) ~—Cn, S(f"(F) - 8(f (&) ~ 2Cn,

et donc max 6(?’“(5)) ~Cn et min (5(fk(55)) ~ —Chn.
ke[—n,n] ke[—n,n]

2.2.2.c Preuve de la proposition 2.2.4

On raisonne par ’absurde en supposant donc que la proposition 2.2.4 est fausse.

Pour tout n € N, notons T}, le nombre total d’éléments de C rencontrés par TEZ[—n n]*
Comme on I'a remarqué précédemment, il existe K > 0 tel que pour tout n € Z, la portion
I%“n’nﬂ} = I(f™(x)) rencontre au plus K éléments de C : il s’ensuit que pour tout n € N,
on a T,, < 2Kn. Définissons maintenant les constantes qui vont nous intéresser. On fixe un
e > 0 tel que

K(1+¢)
Cl+e)+K

(Pexistence d’'un tel € est assurée par le fait que la limite quand € tend vers 0 de la quantité
de gauche est clairement plus petite que 1), et on considére un réel « tel que

<1

M <a< 1
C(l+e)+ K '

_Comme a < 1, et que I'on a 5(f™(T)) ~ Cn, ainsi que 6(f (%)) ~ —Cn, et que
0(f™(x)) — 6(f~™(x)) ~ 2Cn, alors il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny, on ait les
inégalités B B

o(f"()) z aCn,  6(f (7)) < —alhn,
et O (@)~ O(F (@) = 2aCn > 1.

Considérons un entier p > Ny. Par définition, le nombre d’intersection de If%\[—p .
avec v est égal & §(fP(Z)) — 6(fP(Z)), donc est supérieur & 2aCp : en particulier, par
définition de T}, on a donc 1), > 2aCp (rappelons que les éléments de C sont des chemins
injectifs, donc que le nombre d’intersection d’un chemin avec un élément de C, s’il est bien
défini, ne peut valoir que —1, 0 ou 1). Notons 71, ..., 77, les éléments de C rencontrés par

I%”_p’p}. On note alors v(p) le plus petit entier naturel tel que f%”_ooy_y(p)} et I% W (p),+o0

rencontrent aucun des 7;, pour ¢ = 1, ..., T),. Notons que v(p) est bien défini car I’ensemble
{t e R | IZ(t) € 7;} est borné pour tout i = 1,..., 7).

[ne

Lemme 2.2.7. Pour tout p > Ny, v(p) > p.

Démonstration. En effet, pour p > Ny, le nombre d’intersection de Iﬁ[,p .

supérieur & 2aCp donc est strictement positif : il existe donc un entier ¢ € {1,...,T},} tel

avec 7y est

que le nombre d’intersection de ff%[fp’p] avec 7; vaut +1. Mais comme on a supposé la
proposition 2.2.4 fausse, un tel 7; doit avoir une intersection nulle ou égale & —1 avec la
trajectoire totale : il doit donc obligatoirement intersecter I Z(JNJ) hors de I%I[—p,p} puisque
son nombre d’intersection avec la trajectoire totale est différent de celui avec la portion

fiZl[—P ol Cela implique, par définition de v(p), que v(p) > p. O
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Lemme 2.2.8. Pour tout p > Ny, et dg donné par le lemme 2.2.6, on a

3(f"P(%)) < max §(f¥(@)) + do,
ke[—p,p]

ou S(fP(F)) > min §(f*@)) - do.
ke[—p.p]
Démonstration. Soit p > Np. Par minimalité de v(p), il existe i € {1,...,T,} tel que le
= o
Pe—ve+1 5 TG 10 )
alors f~/(P)() est dans I'ensemble Bs,. Mais J; ren-

relevé 7; rencontre soit I%”_V(

Si 4; rencontre f%'[_y(p%_y(p)ﬂ]a

contre aussi I;Z‘[_p p)» donc il existe k € [—p,p] tel que f*(Z) est dans ensemble By,. Par
le lemme 2.2.6, on déduit §(f*(Z)) — 6(f*#)(Z)) < o, et donc on a, comme k € [—p, pl,

SFO@) > min 5(74@) - o
€[-p.p]

A i X 7z
De méme, si v; rencontre Ix|[1/(p)—1,u(p

rencontre aussi .7%'[_:0 g donc il existe k € [—p, ] tel que f¥(F) est dans I'ensemble By,
Par le lemme 2.2.6, on déduit §(f®)(Z)) —6(f*(Z)) < &y, et donc on a, comme k € [—p, ),

> alors f7®)(Z) est dans I'ensemble By,. Mais 7;

S(f'P (@) < max (f¥(@)) + do.
ke[-p,p|

Lemme 2.2.9. Pour tout p > No, T, > T + 2aCv(p).
Démonstration. L’ensemble C,,) = {'VVNE Clyn T%H—l/(p),u(p ni
des deux ensembles C, = {7 € C | 7N I%I[fp,p} #F0retCy={7€Cp 7N I%pr,p] = 0}.
Par définition, le cardinal de C, ) vaut T,,), celui de C}, vaut T},.

1 # (0} est la réunion disjointe

Si 5 € Cp, par définition de v(p), le nombre d’intersection de f%” () w(p)] AVEC 7 est

—v

égal au nombre d’intersection de I Z(T) avec ¥, qui vaut —1 ou 0 puisque la proposition
2.2.4 a été supposée fausse. Il s’ensuit que si le nombre d’intersection de I%“_V(p) v(p)] AVvec
un y € Cppy vaut +1, alors 5 € C,. Mais il y a au moins 2aCv(p) tels relevés, puisque

comme v(p) > Ny alors le nombre d’intersection de I%H—I/(p) u(p) BVEC 7 est supérieur a
2aCv(p). 1l s’ensuit que le cardinal de C, est plus grand que 2aCv(p), ce qui conclut la

preuve. O

On définit maintenant une suite récurrente (uy)nen en posant ug = Ny, et pour tout
n € N*, up11 = v(uy,). Une telle suite est bien définie et strictement croissante en vertu
du lemme 2.2.7.

Lemme 2.2.10. Pour tout n € N,
n
Tun > TNO + 20402 Uk -
k=1

Démonstration. Par récurrence immédiate a partir du lemme 2.2.9. O
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Lemme 2.2.11. Pour tout € > 0, on a a partir d’un certain rang cup1 < (14 €)uy,.

Démonstration. Soit n € N. On a soit §(f4+1(Z)) < MAX e[y, un] §(f¥(@)) + 6o, soit
5(f U1 (7)) > MiNge [~y 0] 5(f*(@)) — 0y d’apres le lemme 2.2.8.
Dans le premier cas, on obtient

aCuns1 _ S(f* (@) _ M%ke(uy,] S(F*(F)) + 6o

Un Un Unp,

Dans le deuxiéme cas, on a alors

aCupgr _ —8(f " (@) _ — Wike| -y S () + 60

Unp, Un Un

Ces deux cas se rassemblent en

aC’unH < max <maxk€[un,un] 6(]}%(5)) - minke[fun,un] 5(]}%(5))) + o

)

Un Unp Un Unp,

Comme 8(f*(Z)) ~ Ck et 8(f*(F)) ~ —Ck, alors MAX e[~y un] 5(f¥(@)) ~ Cuy, et
MiNge[—y,, 0] O (fk (7)) ~ —Cuy,. 1l s’ensuit que le membre de droite converge globalement
vers C, donc que pour tout € > 0, on a aCupt1 < Cuy(l + €) & partir d’un certain rang,
ce qui prouve le lemme. O

On va maintenant appliquer ce lemme avec le réel € > 0 & partir duquel on a défini a.
Soit donc N tel que pour tout n > N, aupt+1 < un(1 + €). Appliquons le lemme 2.2.10 :
pour tout n > N, on a

n N—-1 n
Tun > TNO —{—QOZCZuk > TNo + 2aC (Z Ug + Z uk> .

k=1 k=1 k=N

Comme a1 < uy(l + ) pour tout n > N, on a alors

n—N k N-1
«
T,, > Co+2aC kE_O (1 n 8) Up, ou Cy=Tn,+ 2aC kg_l U, .-

Or pour tout n € N, par définition de K, on a T3, < 2Kwu,, donc
—N k
Co E o
K>—— C )
= 2uy Ta ;0 (1 + 5)

Comme 0 < a < 1 et € > 0, la suite géométrique obtenue converge, donc en passant a
la limite, on obtient

aC . K(1+¢)
K>—-% e a<—buT9
= e EN Sk

__a
1+e

ce qui vient contredire la définition de «.

Cette contradiction clot la preuve de la proposition 2.2.4 dans le cas p A [y] > 0. On
traitera le cas p A [y] < 0 de maniére tout a fait similaire.
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2.2.3 Equivalence d’une trajectoire transverse et d’un lacet

On suppose maintenant que I est une isotopie maximale, et on fixe un feuilletage F
transverse a I. Rappelons que par définition, dom(F) = dom(I).

2.2.3.a But et notations

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas oil la trajectoire transverse d’un point géné-
rique pour une mesure ergodique est équivalente & un lacet transverse. Le but est d’arriver
au résultat suivant :

Proposition 2.2.12. Soit u une mesure ergodique f—invariante (non portée par un point
fize de I) dont on note p le vecteur de rotation, x € dom(F) un point u—générique, et y
un lacet transverse a F. Si I%(x) et v sont équivalents (en +00 ou en —o0), alors il existe
A >0 tel que p = A[v].

On fixe donc dans toute cette partie une mesure ergodique f—invariante u, de vecteur
de rotation p, qui n’est pas portée par un point fixe de /. On peut donc en considérer un
point i—générique z € dom(F), dont on fixe un relevé = de z a dom(F). On fixe également
un lacet transverse v : R — M, ainsi qu'un de ses relevés 7 : R — dom(]—" ) a dom(F ),
dont on note T' I'automorphisme de revétement associé (i.e. tel que 7 est un T—lacet
transverse). On suppose dans toute la suite que 1 f( Z) et 7 sont équivalents en +oo, le cas
ou l'équivalence a lieu en —oo se traitant de maniére similaire. La preuve découlera du
résultat suivant, qui a également son intérét propre et dont on se servira dans la suite :

Proposition 2.2.13. ] existe un voisinage borné W de T, une suite d’entiers strictement
croissante (ln)nen, une suite d’entiers (gn)nen tendant vers +oo, et une constante C > 0
telles que l, ~ Cn et pour tout n € N, fln(z) € T (W).

Soit ¢ une feuille rencontrée par v vérifiant la dichotomie suivante :

(D) soit la feuille ¢ est non errante,

soit v ne rencontre que des feuilles errantes.

On fixe un relevé ¢ de ¢ rencontré par I%(z 7(7) et 7; un tel relevé existe car I f(N) et y
sont supposés équivalents en +o0o. Comme T'¢ est rencontrée par 7 aprés ¢ (donc que ¢
est a droite de T'¢ et T'¢ est a gauche de (b) les deux trajectoires I %(N) et ¥ rencontrent
aussi T. Notons p < g deux entiers tels que fP(%) € R(§) et f1(Z) € L(T4). On fixe un
voisinage V' de f9(Z) inclus dans L(T'¢) : par continuité, il existe un voisinage borné U
de fP (), inclus dans R(g), tel que f9=P (U) C V. Comme z est générique pour la mesure
ergodique p, par le lemme 2.2.2; il existe une suite (Sp)neny d’éléments de G, une suite
strictement croissante (ky)nen d’entiers (on choisit kg = p et Sy = Id) et une constante
C > 0 telles que k, ~ Cn et pour tout n € N, fkn(3) € S, (U).

. Pour tout n € N, on a donc f*n(Z) € S,(U), donc fknt1-7(F) ¢ Sp(V) : la portion
I]_- #\ [ skin+a—p] relie donc S, (U) a S, (V), donc rencontre les feuilles S, ¢ et S, T¢. 1l s'en-

suit, par équivalence en 400 de I ]Z_-( ) avec le T—lacet 7, que IZ #(Z) et ¥ rencontrent aussi
la feuille TS, ¢.
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2.2.3.b Preuves des propositions 2.2.12 et 2.2.13

La proposition 2.2.13 va reposer sur le lemme suivant :

Lemme 2.2.14. I] existe une famille finie {Ry, ..., Ri} d’éléments de G tel que pour tout
n €N, il existe p,, € Z et in, € {1,...,k} tels que Sp, = TP"R;,

Démonstration. Supposons tout d’abord que pour tout n € N, S, T = TS,,. Comme M
est de genre plus grand que 2, le groupe G est libre donc il existe R € G et p € N tel que
T=RPet{SecG|ST =TS} ={R"}nez. En particulier, pour tout n € N, il existe un
entier m,, € 7Z tels que S,, = R™. En considérant le quotient ¢, de la division euclidienne
de m,, par p et r, le reste de cette division euclidienne, on a alors S,, = R#PT™ = T R
Comme 0 < 7, < p, la famille {Id, R, R?, ..., RP~1} convient pour que le lemme soit vrai._

On suppose donc qu'’il existe un n € N tel que S,T" # T'S,,. Si on avait T'S,,¢ = S, T'¢,
alors on aurait T-1S'TS,¢ = ¢, cest-a-dire que ¢ est une feuille fermée d’homologie
[T718,1TS,] = 0. Cela implique que ¢ est le bord d'une surface. Le lacet v intersectant
¢, il doit a la fois entrer et sortir de cette surface, ce qui est absurde puisque I'intersection
entre v et ¢ est toujours positivement transverse.

Donc T'Sy, gb # S, T¢ pour tout n € N : en particulier, la portion de 7 entre TSngZ) et
SnT¢ est équivalente & un chemin transverse qui reléve un lacet dont 'automorphisme de
revétement associé est T-1S TS, : autrement dit, il existe sur M un lacet transverse
homologue & zéro. En particulier, comme expliqué au paragraphe 1.2.3, toute feuille qu’il
rencontre est errante, donc ¢ est errante. En vertu de I’hypothése (D) faite en choisissant ¢,
on déduit donc qu’on est dans le cas ol toutes les feuilles rencontrées par v sont errantes.
En particulier, ¢ ne peut pas s’accumuler sur une feuille que rencontre v (sinon cette
feuille ne serait pas errante), ce qui implique que les S, ¢ sont modulo T en nombre fini.
Plus précisément, il existe Ry, ..., Rx € G tels que pour tout n € N, il existe des entiers
pn € Z et i, € {1,....,k} tels que S, = TP"R;, ¢, et donc, comme ¢ n’est pas fermée,
Sp =TP"R; O

in*

On peut alors en déduire la proposition 2.2.13 :

Démonstration. Appliquons le lemme 2.2.14 : il existe une famille finie {Ry, ..., Ry} d’élé-
ments de G tel que pour tout n € N, il existe p,, € Z et i,, € {1,...,k} tels que S, = TP"R; .

Commengons par montrer que la suite (p,)nen tend vers +oo. Pour tout n € N, 5
rencontre S, ¢ donc rencontre 7P R; ¢, donc rencontre R;, ¢. Quitte & enlever les éléments
en trop dans la famille { Ry, ..., Ry }, on peut supposer que pour tout pour tout i € {1,..., k},
7 rencontre R;¢. Pour tout i € {1,...,k}, on a donc R( Ri$) C R(TR;¢). Soit N € N. Pour
tout ¢ € {1,...,k}, les k feuilles TNqu[) sont rencontrées par 7, donc comme (kp)nen
tend vers +oo, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, pour tout i € {1,.. li}?
fk"( T) € L(TN Rng) En particulier, pour tout n > ng, on déduit que S, ¢ C LN quﬁ)
c’est-a-dire que TP R; ¢ C L(TNR;, qb) ce qui impose que pour tout n > ng, on a p, > N.
Ceci prouve donc que (py)nen tend vers +oc.

On considére alors la suite (I,)nen définie pour tout n € N par [,, = k, — p, la suite
(gn)nen définie pour tout n € N par ¢, = p, — po et 'ouvert

PP R(U).

||C»
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Tout d’abord, on a bien z € W. En effet, TP R;, = Sp = Id, donc W contient f_p(U)
qui est bien un voisinage de z. Ensuite, comme U est borné, W est la réunion de k ouverts
bornés, donc est également borné. De plus, comme k, ~ Cn, alors bien sir I, ~ Cn.
Enfin, pour tout n € N, fi»(Z) = f? o fi(F) appartient a f 7S, (U) = f PTPR;, (U),
c’est-a-dire a T f_pro R;, (U) qui est par définition inclus dans 7% . On a donc bien
fln(z) € T (W) pour tout n € N. O

Et on peut enfin en déduire la proposition 2.2.12, dans le cas d’équivalence en +oo :

Démonstration. Par le lemme 2.2.13, il existe un voisinage borné W de z, une suite d’entiers
strictement croissante (I,,)nen et une suite d’entiers (¢, )nen tendant vers +oo telles pour
tout n € N, fin(Z) € T4 (W).

Comme W est borné, les T9" (W) sont uniformément bornés donc il existe pour tout n
un chemin &,, de longueur uniformément bornée en n, reliant fi» (%) & T4 (). On note 7,
le chemin obtenu en concaténant I- J%,ﬂ[o,ln} et ¢, : le chemin 7, relie donc z & Tz, donc
reléve un lacet 7, d’homologie [T'%"]. Il s’ensuit par le lemme 2.2.1 que

p= lim W:( lim q”> 7],

n——+00 ln n—-+00 ln
ce qui conclut la preuve. O

Remarque : tout ce qui précéde peut bien entendu s’adapter au cas oi, au lieu
d’avoir la trajectoire transverse d’un point générique pour une mesure ergodique, on aurait
simplement un lacet transverse (la seule hypothése étant que les trajectoires considérées
alent des “directions homologiques” bien définies). On obtient donc I’analogue suivant de
la proposition 2.2.12 :

Proposition 2.2.15. Soit v : R — M et v : R — M deux lacets transverses de classes
d’homologie [y] et [Y']. Si~y ety sont équivalents (en +00 ou en —cc), alors [y] et [y'] sont
colinéaires.

2.3 Deux corollaires

Donnons simplement dans cette section deux énoncés qui s’obtiennent facilement en
combinant les résultats des sections 2.1 et 2.2. On garde toutes les notations introduites
précédemment (en particulier, I'isotopie I est suppposée maximale, et F désigne un feuille-
tage transverse a I). Le premier résultat est alors le suivant :

Proposition 2.3.1. Soit u une mesure ergodique f—invariante de vecteur de rotation p,
non portée par un point fixe de I, et T € dom(F) un relevé d’un point u—générique de M.
S’il existe T € G\ {Id} tel que TTJ%(E) < TJ%(E), alors il existe un T'—lacet transverse
v tel que TJ%(E) T0F, et un réel A >0 tel que p = A[F].
Sl existe T € G\ {Id} tel que TTJ%(E) B TJ%(E), alors il existe un T'—lacet transverse
v tel que TJ%(E) U7, et un réel X > 0 tel que p = A[7].

Démonstration. C’est la réunion des deux résultats précédents 2.1.17 et 2.2.12. O

Le second corollaire des études précédentes est le suivant :
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Proposition 2.3.2. Soit i une mesure ergodique f—invariante dont on note p le vecteur
de rotation, x un point u—générique, v un lacet de M transverse a F, ety un relevé de vy
a dom(F). On suppose que I%(z) ne s’accumule pas dans 7.

Si p A [y] >0, alors il existe un relevé T de x a df(;ﬁl(]:) tel que TJZ:(f) traverse B(7)
de gauche a droite. Si p A [y] <0, alors il existe un relevé T de x a (E;n(]—") tel que T]Z:(f)
traverse B(7) de droite a gauche.

Démonstration. On traite le cas ou pA[y] > 0, Pautre cas étant similaire. Par la proposition
2.2.4, il existe un relevé & de = dont le nombre d’intersection de la vraie trajectoire I’ Z(7)
avec 7y est bien défini et vaut +1.

Tout d’abord, il est impossible que f]Z:(f) et 4 solent équivalents en 400 ou en —oo,
sans quoi, par la proposition 2.2.12, p et [y] seraient colinéaires et on aurait p A [y] = 0.
De plus, on a supposé que I]Z_-(x) ne s’accumule pas dans «. Il s’ensuit, par le lemme 2.1.9,
que soit I Z(7) visite la bande B(7), soit il la traverse. Le nombre d’intersection de I Z(2)
avec ¥ est donc bien défini et vaut +1 si I Z(7) traverse B(7) de gauche & droite, —1 il
la traverse de droite & gauche, et 0 s’il la visite. Mais ce nombre d’intersection est égal
au nombre d’intersection de I%(Z) avec 7 : en effet, les deux trajectoires I%(Z) et I (%)
contiennent toute orbite du point Z par f, donc repassent réguliérement par des points
communs. Cela implique que le nombre d’intersection de I %—_(E) avec 7 est +1, donc que
I Z(7) traverse B(Y) de gauche a droite. O



Chapitre 3
Entropie et points périodiques

On considére une surface M compacte et orientable de genre g > 2, et f: M — M un
homéomorphisme isotope a 'identité, dont on note rot(f) I’ensemble de rotation, toujours
deéfini relativement aux mesures f—invariantes. On fixe une norme ||.|| sur Hi(M,R), et
pour tout p € Hi(M,R) et € > 0, on note B(p,¢) la boule ouverte de centre p et rayon
€ pour cette norme. Notre but principal est de prouver les théorémes A et C, dont on
rappelle ici les énoncés :

Théoréme 3.0.1. S’il existe deux mesures de probabilité ergodiques f—invariantes pu et v
de vecteurs de rotation p, et p, tels que p, Ap, # 0, alors f est topologiquement chaotique.

Remarque : on va en fait montrer que f admet un fer-a-cheval, tel que défini en
section 1.3.

Théoréme 3.0.2. Pour toutes mesures de probabilité ergodiques f—invariantes p et v de
vecteurs de rotation p, et p, tels que p, A p, # 0, pour tout € > 0, pour tout r € [0,1], il
existe un point périodique z dont le vecteur de rotation p. appartient a B(rp,+(1—7)py,€).
De plus, pour tout k € QN]0, 1], il existe un point périodique de vecteur de rotation Kkp,.

En particulier, on déduira de ces deux théorémes les corollaires B, D et E de l'intro-
duction, que nous réénoncerons en temps utile.

On considére une isotopie maximale I et un feuilletage F transverse & I. Comme
expliqué dans I'introduction, ces deux théorémes vont reposer en partie sur la proposition
F dont revoici I’énoncé :

Proposition 3.0.3. S’il existe deux mesures de probabilité ergodiques f—invariantes p et
v de vecteurs de rotation p, et p, tels que p, N p, # 0, alors :

- soit il existe deux points récurrents z et 2’ € M dont les trajectoires transverses ont une
intersection F—transverse,

- soit il existe un point z € M dont la trajectoire transverse a une auto-intersection
F—transverse.

On note dfc;r/n(}') le revétement universel du domaine de définition et G le groupe
des automorphismes de ce revétement. On note également F le feuilletage non-singulier
G—invariant relevé a dom(F), et f : dom(F) — dom(F) le relevé de f qui commute aux
éléments de G. On fixe enfin une métrique riemannienne sur M. Quand on parlera de la
“longueur” d’un chemin, on sous-entendra systématiquement que celle-ci est bien définie
relativement & cette métrique riemannienne.

99
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3.1 Idée générale, problémes rencontrés et plan de la preuve

Avant d’attaquer la preuve des théorémes A et C, donnons-en une idée globale intuitive
afin d’en comprendre le plan et les différents problémes que nous allons rencontrer, dont
la résolution fera l'objet des paragraphes suivants. Comme expliqué en préambule, les
théorémes A et C vont reposer sur la proposition F : en effet, la théorie de forgage de Le
Calvez et Tal permet d’assurer que ’entropie d’'un homéomorphisme de surface isotope
a l'identité est strictement positive dés lors qu’il existe des points récurrents dont les
trajectoires transverses s’intersectent F —transversalement (ou un point dont la trajectoire
transverse a une auto-intersection F—transverse) ; cette méme condition suffira, moyennant
un petit controle des ordres d’admissibilité des trajectoires, & obtenir par le théoréme 1.3.8
I’existence de points périodiques dans ’ensemble de rotation.

La premiére idée intuitive pour trouver, sous I’hypothése du théoréme A, des trajectoires
qui s’intersectent F—transversalement est la suivante : si 'on dispose de deux mesures
ergodiques dont les vecteurs de rotation s’intersectent, on peut choisir des points génériques
x et y pour ces deux mesures, dont les trajectoires transverses ont donc des “directions”
homologiques p, et p, qui s’intersectent. Naivement, on peut penser que cette situation
suffit pour que ces trajectoires s’intersectent JF—transversalement. Malheureusement, il
n’en est rien, comme on peut le voir sur la figure 3.1.

%

FIGURE 3.1 — Exemple de “mauvaise” situation : & gauche, la position relative de deux
lacets transverses vy et 7' sur M (pouvant étre les trajectoires transverses de deux points
périodiques), I'un rencontrant deux feuilles, 'autre étant entre ces deux feuilles; a droite,
deux de leurs relevés a dfo\r/n(f ). La dynamique du feuilletage entre les feuilles q~$ et QNS’
montre que 7 s’accumule (positivement et négativement) dans 7/, donc qu’il n’y a pas
d’intersection F—transverse ; alors que les classes d’homologie de v et de 7/ s’intersectent.

Sur cette figure sont représentés deux lacets transverses (pouvant donc possiblement
étre les trajectoires transverses de z et y) dont les classes d’homologie s’intersectent, mais
n’ayant pas d’intersection F—transverse. En effet, le feuilletage F est tel que le lacet ~
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est exactement équivalent au sous-chemin de 7/ qui relie les feuilles ¢ et ¢’. Autrement
dit, on est dans le cas ou tout relevé de v s’accumule dans chaque relevé de 7/ qu’il
rencontre, et il ne peut donc y avoir d’intersection F—transverse. De plus, aucune de ces
deux trajectoires n’a ici d’auto-intersection F—transverse puisque les lacets considérés sont
simples. Cet exemple permet donc de s’apercevoir que dans certains cas, la construction de
trajectoires qui s’intersectent pourra s’avérer plus complexe. Heureusement, comme on va
le voir dans la suite, ce cas “problématique” ou les trajectoires de x et y ne s’intersectent
pas F—transversalement et ol aucune d’elles n’a d’auto-intersection F—transverse ne se
produit que dans le cas ot 'une des trajectoires est équivalente (en +00 ou en —c0) & un
lacet transverse. On devra donc traiter ce cas & part, en gardant a I'esprit que la théorie
de forcage de Le Calvez et Tal ne pourra s’appliquer directement.

Dans le cas général ou la mauvaise situation ne se produit pas, les intersections et auto-
intersections F—transverses des trajectoires des points x et y vont découler des résultats
2.1.15 et 2.1.16. Plus précisément, considérons les approximations de la trajectoire trans-
verse I%(x) (au sens de la définition 2.1.12). Si un relevé de I%(x) visite la bande définie
par une de ses approximations, cela fait apparaitre une auto-intersection F—transverse;
on va donc s’intéresser au cas ol [ %—_(m) traverse la bande définie par une de ses approxi-
mations. Dans ce cas, il suffira donc de trouver un relevé de I%(z) ou de I%(y) qui traverse
la méme bande dans l'autre sens. L’idée naturelle serait pour cela de choisir une approxi-
mation dont la classe d’homologie intersecte p, avec un certain signe, et p, avec le signe
opposé. Ainsi, il existerait un relevé de I %—_(w) et un relevé I ]/Zr(y) qui traverseraient la bande
dans des sens opposés (en vertu de la proposition 2.3.2), et I'un d’eux intersecterait donc
bien F—transversalement le relevé de I %(aj) fixé. Autrement dit, la question que l'on se
pose est la suivante : en supposant que p; A p, > 0, existe-t-il une approximation v de
I%(z) telle que [y] A py < 0 et [y] A py, > 07 Notons bien qu’en vertu du lemme 2.2.1,
’homologie (renormalisée) d’approximations de plus en plus “grandes” de I%(z) (au sens
ou ces approximations sont obtenues en périodisant des portions de plus en plus grandes
de I ]Zr(ac)) converge vers p,, donc que la deuxiéme inégalité est vraie pour des grandes
approximations.

Il y a deux obstructions pour répondre a cette question. La premiére vient du fait qu’on
ne peut a priori pas garantir qu’il existe une approximation v telle que [y] A p; # 0. 11
faudra donc traiter séparément le cas o 'intersection entre la classe d’homologie d’une
approximation et le vecteur de rotation considéré est nulle. La seconde difficulté se pose
donc dans le cas o on peut trouver v telle que [y] A p, # 0. Intuitivement, on pourrait
penser que par ergodicité, les approximations telles que [y] A p, > 0 vont devoir compenser
celles telles que [v] A p, < 0, et qu’on va donc pouvoir choisir le signe de nos intersections.
Malheureusement, cette compensation n’est pas évidente en général, et repose sur un ré-
sultat d’ergodicité plus fort que le simple théoréme ergodique de Birkhoff, et qui ne sera
pas vrai pour n’importe quel point générique. Il faudra donc choisir les points x et y plus
précisément au début de la preuve, afin d’avoir le résultat d’ergodicité qui nous intéresse.

Le plan de ce chapitre est donc le suivant : dans la section 3.2, on s’intéresse & ce
résultat d’ergodicité qui va nous permettre de choisir les signes des intersections ; ensuite,
en 3.3, on s’intéresse au cas ou l'intersection entre le vecteur de rotation d’une mesure
ergodique et la classe d’homologie d’une approximation d’un point générique pour cette
mesure est nulle ; finalement, en 3.4, on attaque le probléme plus délicat de la situation ou
une trajectoire est équivalente & un lacet (et donc ou il peut ne pas y avoir d’intersection
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ou d’auto-intersection F—transverse entre les trajectoires de x et y). Les trois sections 3.2,
3.3 et 3.4 sont entierement indépendantes. Enfin, dans la derniére section 3.5, on met tous
ces résultats bout & bout pour obtenir la preuve compléte des théorémes A et C.

3.2 Choix des points z et y

3.2.1 Des conséquences du lemme d’Atkinson

On fixe une mesure de probabilité borélienne ergodique f—invariante p sur M, de
vecteur de rotation p # 0. Considérons un disque topologique U inclus dans dom(F),
trivialisant le revétement (i(;r/n(]:), tel que p(U) > 0. Pour tout z,y € U, on note cy
un chemin reliant = & y inclus dans U, de sorte que les chemins ¢, , soient de longueurs
uniformément bornées en x et y € U.

Par le théoréme de récurrence de Poincaré, u—presque tout point de U revient une
infinité de fois dans U : il existe donc un borélien U’ C U, tel que u(U’) = p(U), et
deux applications ¥ : U" — U’ et 7 : U’ — N* telles que pour tout x € U’, 7(x) est
bien définie par 7(z) = min{n € N* | f*(z) € U’} et ¥(z) = f7®) () (autrement dit, v
est 'application de premier retour dans U’ et 7 'application de temps de premier retour
associée). L’application ¢ : U’ — U’ préserve alors la mesure ergodique pju- Définissons
une application © : U — Hy(M,Z) de la maniére suivante : pour tout x € U’, ©(x) est la
classe d’homologie du lacet obtenu en concaténant I7(*) (7) et cy(y),- Par le lemme 2.2.1,
tout point pu—générique x de U’ (donc presque tout point de U) vérifie alors la relation

B . Sn(x) ) B n—1 i B n—1 N
p= nglfoo (@)’ ot Sy(x) = Z@(\If (2)) et T (x) = T(U¥(z)).
" k=0 k=0

Par le théoréme de Birkhoff, on a de plus pour presque tout z € U’

. Card {i = 0,...,7(2) — 1 | fi(z) € U'} = w(U),

n—+400 Tn(m)

et donc, comme 7,(x) correspond au n—iéme temps de retour de x dans U’ par f, on a
Card {i =0,...,7p(x) — 1| f'(x) € U’} = n. On déduit que

Sp(z) _ 1

i P22 = iy o done en partietier e _lim 22 = 2

p-

Le théoréme ergodique de Birkhoff permet donc de contréler, dans une certaine mesure,
les temps de retour de f dans U et donc les classes d’homologie ©(z). On va en fait utiliser
un résultat classique plus précis, le lemme d’Atkinson, dont on rappelle ici I'énoncé (voir

[AtkT76]) :

Proposition 3.2.1. Soit (X, B, 1) un espace de probabilité et T : X — X une application
ergodique. Si ¢ : X — R est une fonction intégrable de moyenne nulle (i.e. fX pdu=0),
alors pour tout B € B, et pour tout € > 0, on a

< 5}) = u(B).

n—1

> e(T* ()

u({xeB | In € N tel que T"(x) € B et
k=0
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On va simplement appliquer ce résultat pour obtenir le lemme suivant :
Lemme 3.2.2. Pour p—presque tout x € U', on a liminf, 1 [Sn(z) A p| = 0.

Démonstration. On applique le lemme d’Atkinson a l'application ¥ : U’ — U’, préservant
la mesure jyr ergodique, et avec la fonction ¢ : U " — R définie pour tout x € U’ par
w(x) = O(x) A p. Il faut donc vérifier que ¢ est de moyenne nulle. On a, comme ¥ préserve
la mesure p,

1 n—1
/ du= / (O) A p) dpla) = /U | (;:joawk(x)np) dpu(z)

= /, Sul@) A p du(x).

n

Ceci tend vers 0 quand n tend vers +o0o et montre donc que ¢ est de moyenne nulle.
Le lemme d’Atkinson 3.2.1 s’applique donc : pour tout & € N*, on a donc
1
< — 5.
— k

W) A0 =@, e (o € U] timint |5,0) 7l =0} ) = (0"
keN*

n—1

S e(w() A

1(Ax) = p(U'), ot Ay, = {1‘ € U’ | 3n € N tel que
i=0

En particulier, on a alors

O

Proposition 3.2.3. [l existe un point u—générique x € U’ et une suite (ng)pen+ stricte-
ment croissante d’entiers positifs tels que pour tout k € N*, p A Sy, (x) > 0.

Démonstration. Appliquons le lemme 3.2.2 : il existe un point pu—générique z € U’ tel que
liminf,, 4 [p A Sp(x)] = 0. En particulier, z étant p—générique, il vérifie 1’égalité

Sn(x) _

n—-+0o Tn(.jj)

Supposons qu’il existe une infinité de n tels que p A Sy, (z) > 0. Alors la proposition est
immédiatement vérifiée, avec le point z et la suite des entiers pour lesquels p A Sy, (z) > 0.

On suppose donc avoir, & partir d’'un certain rang, p A S,(x) < 0. Comme on a
liminf,, 4 [p A Sp(z)| = 0, il existe donc une sous-suite (ny)gen+ strictement croissante
telle que pour tout k£ € N*, la suite (p A Sy, (z))gen+ croit strictement vers 0. On considére
alors le point ¥ (z) de U’ et la suite strictement croissante des entiers (ny — n1)gen-
Vérifions que la proposition est vérifiée avec ces objets.

Pour tout £k € N*, on a p A Sy, —n, (V™" () = p A Sy, (x) — p A Sy, (z) > 0 car la
suite (p A Sy, (2))ken+ est strictement croissante. De plus, comme x est y—générique, alors
U™ (z) est aussi p—générique. O

Corollaire 3.2.4. Soit p' € Hi(M,R) tel que p A p' > 0. Il existe un point u—générique
xz € U’ et un entier p tels que p A Sp(z) > 0 et Sp(z) A p' > 0.
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Démonstration. On applique simplement la proposition 3.2.3 : soit x et (ng)ren+ les objets
qu'elle définit. Comme z est p—générique, Sy, (z) A p' est pour tout ny suffisamment
grand du signe de p A p'. Pour ny suffisamment grand, on a donc bien p A S, (z) > 0 et
S () A p' > 0. O

Remarquons pour conclure ce paragraphe que le signe choisi dans la proposition 3.2.3
est arbitraire; on a donc également le résultat suivant :

Corollaire 3.2.5. Soit p' € Hi(M,R) tel que p A p' > 0. Il existe un point u—générique
xz € U’ et un entier q tels que p A\ Sq(x) <0 et Se(z) A p' > 0.

3.2.2 Choix des points selon le signe des intersections

On peut maintenant en déduire la proposition suivante : celle-ci exprime qu’on va pou-
voir trouver des approximations (au sens de la définition 2.1.12) des trajectoires transverses
qui nous intéressent dont l'intersection avec les différents vecteurs de rotation ont un signe
choisi. Plus précisément :

Proposition 3.2.6. Soit u et v deux mesures ergodiques f-invariantes, de vecteurs de
rotation p, et p, tels que p, N p, > 0. Il existe un point u—générique v € M, un point
v—générique y € M, et deux approzimations v, et v, de [J%(x) et I%(y) tels que :

~pu N[l Z 0 et [va] Apy >0, et

- [l Apy >0 et py Ayy] > 0.

Démonstration. Soit U un disque topologique de dom(F), tel que w(U) > 0, trivialisant
le revétement, et ayant la propriété suivante : il existe un relevé UdeU a dom(]: ) et une
feuille ¢ séparant U et f((? ). 11 est clair qu’on peut trouver un tel U, quitte a le choisir
suffisamment petit. De méme, soit V' un disque topologique de dom(F), tel que (V') > 0,
trivialisant le revétement, et tel qu’il en existe un relevé V a dom(]—" ) et une feuille ¢
séparant V et f(V).

Apphquons alors les corollaires 3.2.4 et 3.2.5. Tout d’abord, le corollaire 3.2.4 avec
p = pu et p) = p, montre qu’il existe un point T € U relevant un point = générique
x € M, un entier p, et un automorphisme de revétement T € G tels que fP(F) e T(U),
Pu N [T] >0 et [T] A py, > 0. Ensuite, le corollaire 3.2.5 avec p = p, et p' = —p, montre
qu’il existe un point y € V relevant un point v—générique y € M, un entier ¢, et un
automorphisme de revétement S € G tels que fq(@ e S(V), [S]Ap, > 0et p, A[S] > 0.

Par définition, la feuille qb sépare U et f ( ), donc sépare T et f ( ) : il s’ensuit que
IZ( ) rencontre ¢. De plus, fP(Z) € T(U) donc fPH (%) € T(f(U)) donc la feuille T'¢
sépare fP(Z) et fPTL(ZF) : il s’ensuit que I Z( ) rencontre aussi T¢. Cela suffit a assurer
qu’il existe une approximation ~, de I %—_(:r) d’homologie [T.

De méme, la feuille 5’ sépare Vet f(‘N/), donc sépare ¥ et f(@) : il s’ensuit que I %-@)
rencontre qb’ De plus, f4(7) € S(V) donc frH(y) € S(f(f?)) donc la feuille S¢/ sépare
F1@@) et f1Y(7) : il s'ensuit que I f@) rencontre aussi S¢/, et donc qu'il existe une ap-
proximation v, de I%(y) d’homologie [9)].

Finalement, on a donc bien deux approximations telles que p, A[yz] > 0 et [yz]Ap, > 0,

t [vy] A py > 0et p, Alyy] >0, ce qui conclut la preuve. O
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3.3 Intersection nulle avec une approximation

Le but de cette partie est d’étudier le cas oli une mesure ergodique a un point générique
dont la trajectoire transverse a une approximation dont la classe d’homologie n’intersecte
pas le vecteur de rotation de la mesure. En particulier, dans le cas oll un relevé de cette
trajectoire transverse traverse la bande définie par son approximation, on va montrer la
proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Soit u une mesure ergodique f—invariante et p # 0 son vecteur de
rotation, © € M wun point p—générique dont on note T un relevé a dom(F), et 5 une
approximation de TJZ:(i) dont on note v la projection sur M. Si EZ_—(?E) traverse la bande
B(7) et que p A [y] =0, alors I%(z) a une auto-intersection F—transverse.

L’idée de la preuve est de montrer que I ]Z_-(E) traverse la bande définie par un translaté de
v dans 'autre sens que celui dans lequel elle traverse B(7), la proposition 2.1.16 permettant
alors de conclure. Pour trouver un tel translaté, I’argument est le suivant : si [ %-(55) traverse
la bande B(7), alors elle doit pour des raisons d’ergodicité traverser dans le méme sens les
bandes définies par “beaucoup” de translatés de . Mais en méme temps, comme pA[y] = 0,
alors ce phénomeéne doit étre compensé par beaucoup d’intersections de I ?—_(5) (avec d’autres
translatés de ) dans I'autre sens. On va donc pouvoir trouver une portion suffisamment
grande I ]Z-',%l[p,q} qui intersecte un certain translaté S dans le sens qui nous intéresse. Le

probléme, a ce stade, est que rien ne nous dit que la trajectoire totale I ;ZE(%) traverse
globalement la bande B(S7). Il va donc falloir étre un peu plus précis; en choisissant un
tel translaté S7 qui intersecte cette portion [ ]Z_- #lp.d] suffisamment loin de ses extrémités, on

pourra s’assurer que si I Z(Z) ne traverse pas globalement la bande B(S7), elle a alors un
“orand” sous-arc équivalent & une partie de S7, qui doit alors intersecter la bande définie
par un autre translaté de 5 dans le bon sens.

3.3.1 Notations

Dans toute cette partie, on considére une mesure y ergodique f—invariante, de vecteur
de rotation p # 0, et * € M un point p—générique, dont on note = un relevé a dom(F).
On considére une approximation 7 : R — df(;r/n(f) de TJ%(EE) (au sens de 2.1.12), dont la
projection v sur M ne rencontre pas les points de 'orbite de z ; ainsi, pour tous entiers

p < q, le nombre d’intersection de J% 2|[pg] AVEC Y est bien défini. En particulier, pour tout

T € G, pour tout p < ¢, le nombre d’intersection de I %amd avec 17 est bien défini et
vaut —1, 0 ou 1 (puisque 7 est transverse, donc est une droite).

On suppose dans toute la suite que I %—_(E) traverse B(7) de gauche a droite. Le nombre
d’intersection de I %(EE) avec 7 est donc bien défini et vaut +1. On suppose également que

pA]=0.

Notons ¢ la feuille de B () et ¢/ la feuille de 9BE(Y) rencontrées par I- Z(7). Quitte
a remplacer T par un de ses itérés par f 1 on peut supposer sans perte de généralités

que T € R¢. Soit alors N € N tel que fN (T) € L¢', et soit V un voisinage de fV (7)
entierement inclus dans L¢' : par continuité, il existe un voisinage U de T inclus dans R¢
tel que fN(U) C V. Par le lemme 2.2.2, il existe une suite d’entiers strictement croissante

(kn)nen, une suite (Sp,)nen d’éléments de G, et une constante C' > 0, telles que k, ~ Cn
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et pour tout n € N, fkn () € Sp(U) : quitte a extraire, on demande de plus que pour
tout n € N, k411 > ky + V. On peut choisir également, sans perte de généralités, de fixer
So = Id et ky = 0. On fixe dans toute la suite de telles suites (k,)nen €t (Sp)nen, et la
constante C associée.

Le premier lemme indique qu’on va pouvoir trouver une portion suffisamment grande
de I ]Z;(E), intersectant un translaté de ¥ avec nombre d’intersection —1, et le rencontrant
suffisamment “loin” de ses propres extrémités :

Lemme 3.3.2. Pour tout p € N, il existe n >2petSeg tels que :
-le nombre d’intersection (bien défini) de I 0entN] FVEC Sy vaut —1, et

- 57 NI .7:J:|[kp+N,kn_p] # 0.

w\[

Démonstration. Pour tout n € N, soit ¢, le nombre d’intersection de IJ—‘x\[O fontN] AVEC -
Pour calculer i, il suffit par la proposmon 1.1.8 de compter algébriquement le nombre

de translatés de 7 intersectés par IZ F [0+ N]? OU de maniére équivalente, intersectés par

’I%[O’kn +N] (ces deux trajectoires étant homotopes a extrémités fixées). Pour tout n € N,

soit P, le nombre de translatés de ¥ avec lesquels .7%”0 o] & UDE intersection égale a +1,

et N, le nombre de translatés de 4 avec lesquels I%‘ [0, +N] & UNE intersection égale & —1.
Par définition, on a donc i, = P, — N,,.

Pour tout n € N, soit également ¢, un chemin de longueur uniformément bornée en n
reliant f*»*N(x) a 2 : le nombre d’intersection de ¢, avec y est uniformément borné donc
en particulier, c’est un o(k,,). Soit également +,, le lacet obtenu en concaténant I% F /[0 en+N]
et ¢n. On a donc [y,] A [y] = iy + 0(kn) = P — Ny + 0(ky,). Par le lemme 2.2.1, et comme

par hypothése p A [7] =0, on a

0=pAly]= lim bl A D] _ lim P, — Ny, + o(ky)

n—-+00 kn n—-+o0o k‘n

, c’est-a~dire que P,—N,, = o(ky,).

Pour tout i € {1, .. n} on a f¥ (%) € S;(U) donc fHN (%) € 8;(V) : il découle, par
définition de U et~ V, que I 775|[ki7k’i L) traverse B(Si(7)) de gauche a droite. Le nombre
d’intersection de IJZE,5|[0,kn+N] avec S;(7) est donc égal & +1. De pNIus7 pour tout ¢ < 7, on
akj > k; + N : il sensuit que la bande B(S;(7)) traversée par I% F\lks kit ) €0 1a bande

~ , T7 . e . . . ~ ~
B(S;(7)) traversée par % 2y e, +v) SOt disjointes, et donc a fortlorl que S;y # Si7.
Autrement dit, il existe au moins n translatés distincts de 7 que I ]—‘x\[o o+ N] intersecte
positivement : on obtient donc que pour tout n € N, P, > n, ce qui implique comme
kn ~ Cn que P, n’est pas un o(ky,). Il s’ensuit que N,, n’est pas non plus un o(k,).

Mais par définition, INV,, est le nombre de translatés de 5 dont l'intersection avec
vaut —1. Or, comme les trajectoires IZ = I(f™(x)) sont uniformément

Z
x|[0 kn+N] z|[n,n+1]
bornées en n, il existe K tel que pour tout a < b, le nombre de translatés de 7 rencontrés

par L\[ ) est inférieur & K (b — a). Le nombre de translatés de 5 rencontrés par Ii\[o iyt N]
o pikin ] €St donc inférieur & K (ky, — kn—p + K'), ot K’ = 2N + k est une
constante. Comme ky, ~ Cn, on a donc K (k, — kn—p + K') = o(k,,). Pour n suffisamment

ou par I£|[k:

grand, il s’ensuit que parmi les N,, translatés de 7 considérés, I'un au moins intersecte I Z( )
uniquement sur sa portion Iin N donc sépare les points ka+N( ) et fk" r(T), et
P n—

donc intersecte I %ﬁl[ O

kp+N,kn—p]’
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On note enfin (H5) 'hypothése suivante :

Il existe S € G tel que S rencontre 5 et ¢~5' .

3.3.2 Si (H5) n’est pas vérifiée

Dans le cas ou (H5) n’est pas vérifice, 'auto-intersection F—transverse de I %(Z’) va
étre assez évidente :

Lemme 3.3.3. Si (Hz) n'est pas vérifiée, alors IZ(x) a une auto-intersection F—transverse.

Démonstration. On applique le lemme 3.3.2, simplement avec p = 0 : il existe donc n € N
et S € G tels que le nombre d’intersection de [ x\[o o+ N] AVEC S vaut —1, et il existe
s € [N, ky] tel que IZ =(s) € 7.

Or, 57 ne peut pas rencontrer la feuille passant par z : en effet, supposons que ce soit

le cas; alors IZ F.3)[0,5 est équivalent & une sous-portion de S7. Mais par définition, ]Z_- F{[0,N]

rencontre ¢ et gb , et s > N, donc S7 rencontre gb et qZ) ce qui contredit I’hypothése selon
laquelle (Hy) n’est pas vérifiée. Pour les mémes raisons, S5 ne peut pas rencontrer la
feuille passant par fE+N(F). 11 s ‘ensuit que T et fF+N(F) sont hors de la bande B (57)-
Comme le nombre d’intersection de 1% F 7|[0,kn+ N AVEC S7 vaut —1, cela implique que I ]_-( z)

traverse la bande B(S7) de droite a gauche, et donc que S~1T Z( ) traverse B(7) de droite
a gauche. La proposition 2.1.16 permet de conclure que I f(a:) a une auto-intersection
JF —transverse. O

FIGURE 3.2 — Le lemme 3.3.3 : puisque (H5) n’est pas vérifiée, alors S7 ne peut rencontrer
les feuilles ¢ et S,¢’, ce qui montre que I %—_(E) traverse B(S7¥) de droite & gauche.

3.3.3 Si (H5) est vérifiée

Dans le cas ot (H5) est vérifiée, IZ(z) va encore avoir une auto-intersection F—transverse,
mais la preuve va demander un peu plus d’efforts :

Lemme 3.3.4. Si (H5) est vérifiée, alors I%(x) a une auto-intersection F—transverse.

Démonstration. Comme (H5) est supposée vraie, il existe S € G tel que S5 rencontre qg et
¢~5’ , donc traverse la bande B(7) de gauche a droite. Par le lemme 2.1.11, ¥ traverse la bande
B(S575) de droite & gauche. Notons t1 < t2 tels que ¢5,) € OBR(S7) et b3(12) € OB (S7).
Autrement dit, t; et to sont tels que 5‘ [t1,to] @ une intersection F—transverse avec tout
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chemin transverse rencontrant qz~$ et gg’ , donc en particulier avec I ]Z_-(fﬁ) 11 suffit donc, afin
d’obtenir le lemme, de montrer que 7|;, 1, est équivalent a un sous-arc d’un translaté de
I f( 7). Notons également Ky = to —t1 + 2 : ainsi, pour tout ¢ € R, il existe Ny € Z tel que
[No + t1, No + t2] C [t,t + Kp]. 1l existe de plus une constante p € N telle que pour tout
t € R, la portion 7|; 14 i, rencontre au maximum p translatés de 5. Appliquons le lemme

3.3.2 avec cette constante p : il existe n € N et S’ € G tels que 'intersection de I F [0 on-+N]

avec S’ vaut —1, et il existe s € [ky + N, kp—p| tel que TZ =(s) € 8'7.

Si 8’4 ne rencontre ni la feuille passant par Z, ni la feullle ‘passant par fk"+N (7), alors
on retrouve la situation de la démonstration du lemme 3.3.3 : I ]_-( T) se sépare positivement
et négativement de S’7, et son nombre d’intersection avec S’¥ est égal & —1, donc I ]Z:(f)
traverse la bande B(S’5) de droite & gauche; donc par la proposition 2.1.16, I]Z_-(:U) a une
auto-intersection F—transverse.

On suppose donc que S’5 rencontre la feuille passant par Z (le cas ou S’¥ rencontre
la feuille passant par fknJrN (x) étant similaire) : la portion [ f,a:|[0,s] est donc équivalente
a une sous-portion de S’¥, donc, puisque s > k, + N, il existe a < b tels que S’ﬁ‘ [a,p] €st
équivalent a szf,i\[(),kp—i-N]‘ Mais pour tout i = 0, ..., p, il existe S; € G tel que T;Zf,i\[ki,k-JrN]
traverse la bande B(5;7). Il s’ensuit que S"¥(, ) traverse aussi B(S;7) pour tout i = 0, ..., p,
donc rencontre plus de p translatés de 7 : par définition de p, on a donc b — a > K. Par
définition de Ky, il existe donc Ny € Z tel que [Ng + t1, No + t2] est inclus dans [a, a + Ky,
donc est inclus dans [a, b]. On déduit donc que S’ Y|[No+t1,No+t2) €St un sous-arc de S’ Y{a,b]s

donc est équivalent a un sous-arc de
sous-arc de T~ §'~11Z (7).

Rappelons finalement que par définition de # et ta, Y, t2) et I f(a:) ont une inter-

1 ]Zf,i\[o,k,, N donc que Y, ¢, est équivalent a un

section F—transverse : on déduit donc que I }-(x) et T~Nog/=11Z 2(7) ont une intersection
F—transverse, donc que I Z(x) a une auto-intersection F—transverse. O

Cette portion de (%)
A 1®) rencontre au moins p
translatés de y.
A"

¢J>(r,)

P

FIGURE 3.3 — Le lemme 3.3.4, cas ou S’ rencontre la feuille passant par ¥ : la portion de
S’y équivalente a une portion de I ]Z_—(af) rencontre “beaucoup” de translatés de 7, donc est
assez grande pour contenir un translaté de ﬂ [t1,t2]> QUL par construction, a une intersection

F—transverse avec I%(7).
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3.3.4 Reéunion des deux cas

Il reste & réunir les deux cas précédents pour conclure :

Proposition 3.3.5. Soit u une mesure ergodique f—invariante et p # 0 son vecteur de
rotation, x € M un point p—générique dont on note T un relevé a dom(F), et 7 une
approzimation de I2(Z) dont on note 7y la projection sur M. Si IZ(Z) traverse la bande
B(7) et que p A [y] =0, alors IZ(z) a une auto-intersection F—transverse.

Démonstration. Quitte & modifier 1égérement le lacet ~ par homotopie, on peut supposer
sans perte de généralité qu’il ne rencontre pas les points de l'orbite de z. L’étude précédente
s’applique donc dans le cas ot I ]Z_-(E) traverse la bande de gauche a droite, et le résultat
découle alors de 3.3.3 et 3.3.4. Le cas ou I %(E) la traverse de droite a gauche se traite de
maniére similaire. O

3.4 Cas ou I'une des trajectoires est équivalente a un lacet

On s’intéresse dans cette partie & deux trajectoires transverses de points génériques
pour des mesures ergodiques dont les vecteurs de rotation s’intersectent, dont l'une est
équivalente a un lacet. Comme nous I’avons vu dans le préambule de ce chapitre (section
3.1), il est tout a fait possible dans ce cas que ces deux trajectoires ne s’intersectent pas
F—transversalement et qu’aucune d’elles n’ait d’auto-intersection F—transverse, auquel
cas on ne pourra pas utiliser directement les résultats 1.3.6 et 1.3.8 de la théorie de forcage
de Le Calvez et Tal. La positivité de 'entropie et 'existence de points périodiques vont
néanmoins découler d’un argument de “forcage” assez similaire & celui permettant d’obtenir
la proposition 1.3.5 (voir [LCT18|), consistant & construire & partir de ces deux trajectoires
une troisiéme trajectoire ayant une auto-intersection F—transverse.

Le but premier de cette section est de montrer la proposition suivante :

Proposition 3.4.1. Soit p et v deux mesures ergodiques f—invariantes sur M, de vecteurs
de rotation p, et p, tels que p, N\ p, # 0. Soit x un point u—générique et y un point
v—générique. On suppose que I]Z_;(y) ne s’accumule pas dans I]Z_-(a;), et qu’il existe un lacet
v de M équivalent a IZ(z) (en +0o ou en —oc). Alors il existe un point = € M dont la
trajectoire transverse a une auto-intersection F—transverse.

On va en fait méme construire toute une famille de trajectoires transverses ayant cha-
cune une auto-intersection F—transverse. En contrélant convenablement les ordres d’ad-
missibilité des arcs qui s’intersectent, on pourra alors appliquer le théoréme 1.3.8 et en
déduire 'existence de multiples points périodiques dans ’ensemble de rotation :

Corollaire 3.4.2. Soit u et v deux mesures ergodiques f—invariantes sur M, de vecteurs
de rotation p,, et p, tels que p, A p, # 0. On suppose qu’il existe un point p—générique
x et un point v—générique y, tels que I]Z:(y) ne s’accumule pas dans I]ZE(ac), et qu’il existe
un lacet v de M équivalent o 1%(z) (en +o00 ou en —o00). Alors pour tout r € [0,1], pour
tout € > 0, il existe un point z périodique dont le vecteur de rotation p, appartient a
B(rpy + (1 — r)py,€). De plus, pour tout x € QNJ0,1], il existe un point périodique de
vecteur de rotation Kp,.
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3.4.1 Notations

On fixe donc deux mesures ergodiques f—invariantes p et v de vecteurs de rotation
pu et py, tels que p, A p, # 0. On considére un point u—générique z € M, et un point
v—générique y € M. Les points x et y sont donc des points récurrents, dont les trajectoires
I%(z) et I%(y) ont des “directions homologiques” p, et p, (au sens ot I'on a le lemme
2.2.1). Dans toute la suite, on va supposer que p, A p, < 0, Pautre cas étant similaire.

Soit Z un relevé de x a dAoﬁl(]:) : on suppose qu’il existe ' € G \ {Id} et un T—lacet
transverse 5 équivalent en +oo & I Z(7) (le cas d’équivalence en —oo pourra se traiter de
maniére similaire). On suppose enfin que I%(y) ne s’accumule pas dans I%(z).

Lemme 3.4.3. I existe un relevé iy de y a dfc;r/n(]:) tel que ff%@) traverse B(7) de gauche
a droite.

Démonstration. Par la proposition 2.2.12, il existe un réel A > 0 tel que p, = A[y]. En
particulier, on a donc [y] A p, < 0. De plus, comme I%(y) ne s’accumule pas dans IZ(z)
alors I J%(y) ne s’accumule pas non plus dans . La proposition 2.3.2 s’applique donc et
donne le résultat voulu. O

On fixe dans toute la suite un tel relevé y € J&i(f ). Comme p, A [T] # 0, alors
par les propositions 2.1.3 et 2.3.1, I%@) et TI]Z:@) ne peuvent s’accumuler I'une dans
l'autre, et ne sont équivalentes ni en 400 ni en —oo, donc se séparent l'une de l'autre

positivement et négativement. Il existe donc deux feuilles qS et ¢’ rencontrées par I% ()
telles que T'7 1Z 2(y) ne rencontre pas les feuilles que rencontre I IZ (“) avant qﬁ et apres 5’ et
I ]Z_-@) ne rencontre pas les feuilles que rencontre 7% 2(y) avant Tgb et aprés Tqb’ Comme
I Z(y) traverse B(¥) de “gauche a droite, on peut choisir ces feuilles de sorte que ¢ C L)

et ¢ C R(¥). Comme ¢ #Tet ¢ #T¢, on est donc dans la situation de la figure 3.4
ci-dessous. Notons en partlcuher que pour tout i # j € Z, la trajectoire T°1 IZ 2(¥) est incluse

dans L(T7¢) N R(TV¢') ; de plus, T?¢ et Ti¢' sont situées a droite de Tklf@)) sii <k,
et & gauche de TkIJ%@) si i > k (au sens ou Tkl%—_( 7) sépare L(T*¢) N R(T*@') en deux
composantes connexes, 1'une a sa gauche, 'autre a sa droite).

FIGURE 3.4 — Positions relatives des trajectoires et des feuilles rencontrées : notons bien que
les T*¢ ne sont pas nécessairement des feuilles de OB (%), mais peuvent étre rencontrées
par les T*I%(y) antérieurement & la fronti¢re gauche OBL(7); de méme, les TH¢' ne sont
pas nécessairement des feuilles de dBT(F), et peuvent étre rencontrées par les T*T _%(g)
postérieurement & la frontiére droite 0BT (7).
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Quitte & remplacer y par un de ses itérés par ]7_1, on va supposer sans perte de gé-
néralités que § € Ro. Soit N € N* tel que fV (y) € L¢'. Soit V un voisinage de fV (¥)
entiérement inclus dans ng’ : par continuité il existe un voisinage borné U de y, inclus
dans R;g, tel que fN (U) C V. Comme y est un point générique pour la mesure ergodique
v, le lemme 2.2.2 s’applique : il existe une suite (Sy,)nen d’éléments de G, une suite stric-
tement croissante (kj,)nen d’entiers et une constante C' > 0, tels que pour tout n € N,
(@) € Sp(U) (on choisit kg > N), que ky, ~ Cn et

[Sn]
v — lim —
p n—1>+oo k‘
En particulier, pour tout n € N, f*=(3) € S,,(U), donc fijrN(@ € Sp(V) : la portion
relie S, (U) a S, (V), donc rencontre S, ¢ et S,¢'.

I‘%,§|[kn,kn+N]
Remarque : il n’y a pas forcément d’intersection F —transverse, a ce stade, entre 7 et
I jzr@) : en effet, il est tout & fait possible a priori que ¥ s’accumule dans I %(@ Néanmoins,
cette accumulation est la seule obstruction possible a une intersection F—transverse entre
I%(z) et IZ(y) : en effet, si ¥ ne s’accumule pas dans T%—_@), alors comme f%—_@) ne s’ac-
cumule pas dans ¥ et que ces deux chemins ne sont équivalents ni en +o00 ni en —oo, cela
implique que 1% 2(y) et 7 se séparent deux & deux positivement et négativement et donc,
comme leur nombre d’intersection est non nul, qu’ils s’intersectent F—transversalement.
Il existe donc un sous-arc de v qui intersecte F—transversalement I f@) et donc, comme
1 Z( ) est équivalent en +o0o a la projection y de 4 sur M, il existe un sous-arc d’un translaté
de I Z( ) qui intersecte F—transversalement I Z(N) Autrement dit, il y a une intersection
F—transverse entre I2(z) et IZ(y).
Remarquons donc en particulier, en guise d’exemple, que si [ ]Z_-(x) rencontre une feuille
fermée, alors = aussi, et donc en vertu du lemme 2.1.2, v ne s’accumule pas : on a alors
directement une intersection F—transverse entre I%(x) et I%(y).

3.4.2 Argument de forgage

On considére 'ensemble B N
O=fN(R)ULY.
Le but est de montrer que certains itérés de O par fintersectent certains translatés de
O par T : de ces intersections se déduira alors I'existence de trajectoires admissibles avec
une auto-intersection F—transverse. L’argument central, & I'instar de celui permettant de
prouver la proposition 1.3.5 (voir [LCT18|), sera un simple argument de connexité. La
premiére remarque est donc la suivante :

Lemme 3.4.4. L’ensemble O est un ouvert connexe.

Démonstration. Les deux ensemble fN (Rg) et Lg’ sont deux ouverts connexes qui, comme
y € Ro et fN(y) € L¢, s'intersectent : leur réunion est donc un ouvert connexe. O]

En particulier, comme R¢p C fV (Rg) Pouvert O contient R¢ et L¢ : par connexité,
il existe donc un chemin simple orienté ¢ (non nécessairement transverse), inclus dans O,
inclus dans Lo N R/ (sauf en ses extrémités), reliant ¢ & ¢. Ce chemin sépare LéN RP' en
deux composantes connexes, l'une & sa gauche (relativement & son orientation) notée [(c)
et 'autre a sa droite notée r(¢). Par définition donc, tout ouvert connexe qui ne rencontre
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ni ng, ni ng’ , ni ¢ est inclus dans [(¢) ou r(¢) ; en particulier, comme O contient Rgg, ng’ ,
et ¢, tout ouvert connexe qui ne rencontre pas O est inclus dans I(¢) ou r(¢). De cette
remarque se déduit le lemme suivant :

Lemme 3.4.5. Soit i,n € N*. §i fM(0)NTO = 0, alors on a T~ f*(0) C r(@) et
f~(TP0) C 1(2).

Démonstration. On fixe i et n € N*, tels que f”(O) NT'O = (). Montrons la premiére
inclusion, 'autre se traitant de maniére similaire.

Commengons par remarquer qu’a priori, il est tout a fait possible d’avoir ¢N Tfig # )
(en effet, le chemin ¢ n’est pas transverse, donc peut rencontrer T"E bien qu’il relie deux
points du méme c6té de cette feuille). Néanmoins, ¢ joint deux points de L(T~¢) et est
orienté de ¢ vers ¢/, donc on déduit que I(¢) N R(T~¢) est borné, i.e. que T%I(¢) N R est
borné. En particulier, comme R¢ n’est pas born¢, on a donc R¢ ¢ T i1(c).

Maintenant comme gb est une droite de Brouwer pour f , que n € N*, et que O contient
R¢, on a les inclusions qu C f"R¢ C f”( ). Comme on vient de voir que Ro ¢ Tl I(c),
alors cela implique que f*(0) ¢ Til(?), i.e. que T~ f™(0O) ¢ 1(2). _

Enfin, comme f"(0) N T'O = 0, alors T~ f*(O) N O = 0, donc T f(O) est un
connexe qui ne rencontre pas 0. Comme on vient de voir que 7' ~1f1(0) ¢ (), C’est donc
que T~'f*(0O) C r(e). O

Remarquons maintenant, comme I ]Z_-(i) est équivalent en +00 4 7, qu’on est exactement
dans le cadre de la proposition 2.2.13 : il existe donc un voisinage borné W de Z, une suite
d’entiers strictement croissante (1, )nen, une suite d’entiers (sp)nen tendant vers +oo, et
une constante C’ > 0 telles que r, ~ C’'n et pour tout n € N, f™(x) € T (W). On
fixe donc dans toute la suite de tels objets W, (rp)nen, (Sn)nen et C’. De plus, comme
TJZ:(i) et & sont équivalents en 400, les points de 'orbite de T sont & partir d’un certain
rang dans B(7). Quitte & omettre les premiers termes de (r,)nen (et les premiers termes
de (Sn)nen correspondants), on va donc supposer sans perte de généralité que pour tout

n €N, f”( ) € B(7).

Lemme 3.4.6. [l existe un point Ty € @?n(]—') et une suite d’entiers (in)nen tels que
in ~ Sn, et pour tout n € N, g € r(c) et f'7"0(zo) € T"1(¢).

Démonstration. Soit Wo = W N B(7). Pour tout i € Z, la bande B(7) est incluse dans
T'L(¢) NT*R(¢'), donc en particulier Wy C T°L(¢) N T*R(¢'). De plus, comme Wy est
borné (puisque W est borné), alors il existe deux entiers i < j tels que Wy C T¢I(¢)NT7(¢).
Ayant supposé que pour tout n € N, f (&) € B(), et comme B(¥) = T B(7), on a aussi
fr(@) € T W

Comme ¢ est borné, il existe un entier N’ € N tel que ¢ N TN'E = . En parti-
culier, comme ¢ est orienté de la gauche de B(%) vers sa droite, on a alors 'inclusion
(TNIZ(E) N Bﬁ)) C (I(¢)NB(¥)). On définit alors la suite (i,)nen en posant, pour tout
neN, i, =s,—5s9— N +i—j. Bien sir, on a i, ~ Sp.

Soit n € N. Par définition de 4,, on a s, — sg +1 — j — i, = N’, donc par défini-
tion de N’, on a (T*r—s0+=J=n[(¢) N B(¥)) C (I(¢) N B(¥)). Autrement dit, on obtient
(TS"J” i= SOZ(A) NB(7)) C (T*1(¢) N B(7)), donc, comme Wy C T'I(¢), on a finalement
Tsn=I=0Wy C T™I(C). N N

On pose alors Tg = T—77% fr0(z). Comme f™(z) € TW, C T**ir(c), alors on
a bien 7o € r(c). De plus, frm="0fro(z) = f'(x) € T°"Wpy, ce qui peut se réécrire
JromroT=i=so fro(F) € T—I=50Tsn Wy, et ceci implique f™~"0F, € T1(c). O



CHAPITRE 3. ENTROPIE ET POINTS PERIODIQUES 73

Lemme 3.4.7. Il existe une suite d’entiers (in)nen telle que i, ~ $p, et pour tout n € N,

Frro(0) N T (0) # 0.

Démonstration. Soit To et (in)nen donnés par le lemme 3.4.6 : pour tout n € N, on a
Tg € 7“(5) et frnfm(l‘vo) S Tlnl(g)

Considérons un chemin ¢ reliant Zo & ¢, inclus dans r(¢). Si ¢ N fro=raTin(0) 4 0,
alors r(¢) N fro=™T%(0) # 0. Autrement dit, on a f7o~"™T"(0) ¢ I(¢), et le lemme
3.4.5 permet de conclure. Sinon, cela signifie que le chemin f7~"°(¢’) est un connexe qui
ne rencontre pas 1" (O), donc que fro— (&) c T™I(¢) ou fro— (&) C T'r(c). Mais
Froro @) relie 0 (Fg) & Fn0(0), et in7o(Fo) € TI(@), done foTo(@) € Tini(@),
et donc frnT0(0) N TnI(Z) # (). Autrement dit, 7= frn="0(0) ¢ r(¢) et le lemme 3.4.5
permet alors de conclure. O

FIGURE 3.5 — Le lemme 3.4.7 : orbite de z¢ “traverse” les zones définies par O et T' inQ et
force donc fm~"0(zg) et T O a s’intersecter.

On fixe donc dans toute la suite une suite (in)nen vérifiant le lemme 3.4.7. On fixe
également ng € N tel que pour tout n > ng, i, > 3 (ceci est possible car i,, ~ s;) et
rn > 1o+ N.

Lemme 3.4.8. Pour tout n > ng, il existe un_chemin 7, : [0,1] — dom(F) transverse
admissible d’ordre 7, — ro + N tel que 7,(0) € ¢ et 7, (1) € Tt ¢/,

Démonstration. Pour tout n € N, le lemme 3.4.7 donne f™~"0(0) N T (0) # 0.

Pour tout n € N, remarquons que (f " fNR(¢)) N (T fNR(¢)) = 0 : en effet, si
cette intersection n’était pas vide, il existerait un point dont la trajectoire rencontre 5 et
T ¢, ce qui est impossible puisque ces deux feuilles ne sont pas comparables. De méme,
on a T L(¢) N T L(¢) =

Mais si n > ng, on a egalement fr” roL(¢)NTin fNR(¢ ) = () : en effet, si ce n’était pas
le cas, on disposerait d’un point de L(gzﬁ’ ) dont I'image par f "0~ N est dans TZ”R(g). Or,
par définition de ng, on a 7, —rg — N > 0, et Tl"R(qﬁ) - R(qf)’ ), donc ceci est impossible.

Pour n > ng, Dintersection f»~70(0) N T™(0) # § implique alors forcément que
f n=To f N R(gb) NT" L (gb’ ) # (), ce qui signifie précisément qu’il existe un chemin transverse
admissible d’ordre r,, — g + N reliant 5 a T 5’ . O
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3.4.3 Auto-intersections F—transverses

Le but est maintenant de déduire du lemme 3.4.8 'existence de beaucoup de chemins
transverses admissibles avec une auto-intersection F—transverse. Ces chemins vont étre
eux-mémes construits a l'aide de la proposition fondamentale 1.3.5, en “for¢ant” les chemins
n obtenus en 3.4.8 avec des trajectoires admissibles qu’ils intersectent F—transversalement :

Lemme 3.4.9. [l existe un entier K tel que pour tout n > ng et m € N, il existe un
chemin transverse Yy, admissible d’ordre ry, + ky, + K reliant qu et 1S, gb’

Démonstration. Fixons n > ng : le lemme 3.4.8 donne I'existence d'un chemin 7,, admissible
d’ordre rp, — 79 + N reliant ¢ et Ting. N N N N
Comme T~ I F.310,N] rencontre T~ 1¢ et T 1¢/ et que ¢ et T ¢’ sont incluses

dans L(T~1¢) N R(Ti"~1¢/) et situées de part et d’autre de T~ 11 () (puisque in > 2

ar définition de ng), les chemins 7, et TZ"_ll Z_ ont une intersection F—transverse.
P & Fl[0,N]

Notons s €]0, 1] et ¢ €]0, N| tels que F,(s) = T~ 1[%_- ;(t). En particulier, pour tout m € N,
ona k,+N > N donc 7, ~a une intersection F —transverse avec le chemin 7%~ 1T NJ% 1[0 +N]
au point y,(s) = T’"‘ll]Z_- (t). De plus, T I]_- Fll0.km+n) €St par définition admissible
d’ordre k,, + N. Par la proposition fondamentale 1.3.5, il s’ensuit que le chemin ’ymm
1IJZ_. Gl ot N] est admissible d’ordre rnj km + K,
avec K = 2N —rg. Ce chemin part de la feuille passant par 7,,(0), c’est-a-dire ¢. De plus,

obtenu en concaténant ¥, ([0, s]) et T

Tin—1T %y\[km,km +N] rencontre par défmition la feuille 7%»~1S,,¢', donc comme t <~ K,
Tin—11Z F 3l ot N] rencontre T~ 1S, ¢ : autrement dit 7}, ,,, rencontre aussi 7~ 15,,¢'. La

portion ¥, ,, de 7, 'Yn,m entre 5 et Ti"_lsmq?ﬁ’ est donc bien admissible d’ordre r,, +k,,+ K. O

| | -1 i 17 e T
g | ¢~ .‘ ‘; Tl” (y) len ‘1¢, | ‘;“‘Tl”¢
RRNAY A NP4 \ / AN
\ \\ \ ‘ . « V(S) Tl’l IZ (t)
| SN et N S e e St I = |
| R e — - — - == — o | ===l | |
‘jj Y 1 Y M 1 Ty T Y Ty Y ¥ Ty
\
//77\4\\\\7»// //*74\""\7»/ //’*7#\\ *ffr/\v///r#\\" ;,,,,l// ,*\L\
| N TR TR
SN b !
P / ™~ \ ;/ \'\\

kTN~

iin: ff ®)

FIGURE 3.6 — Le lemme 3.4.9 : on obtient le chemin 7, ,, en “forcant” les deux chemins

transverses 7, et T~ 1]

Z . 9e _
F 1[0,km+n] QUi s'intersectent F —transversalement.
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Lemme 3.4.10. II existe un entier K tel que pour tout n > ng et m € N, il existe deux
réels s < t € [0,1] et un chemin transverse Y, : [0,1] — dom(F) admissible d’ordre

K +1rp+ky, tels que Y m et Tin*lSmT*Wn,m ont une intersection F—transverse au point
&Jn,m(t) = TZn_lSmT_I&Jn,m(S)-

Démonstration. Soit K donné par le lemme 3.4.9. Pour tout n > ng et m € N, on dispose
donc d’un chemin transverse 7, ,, admissible d’ordre r,, + &, + K reliant % et T=18,, 5’
Les positions relatives des feuilles considérées montrent de plus qu’on a les inclusions
R(¢) C R(T"1¢)) ¢ R(T™""18,,4) C R(TZ"_ISmng/) I s’ensuit que 7y ,, rencontre
ces quatre feuilles dans cet ordre. Comme les feuilles qb et T’"‘lqﬁ’ sont incluses dans

L(T$) N R(TJ) et situées de part et d’autre de TIZ(N) (pulsque in, > 3 par définition de

np), tout chemin transverse rencontrant qﬁ et T ’"‘1¢>’ intersecte F— transversalement tout
chemin transverse reliant T(Z) et T(Z)’ En particulier, 7, ,, intersecte F—transversalement
tout chemin transverse reliant Tqﬁ et Tqb’ . Mais 7,,,, rencontre Tin— lSmgb et Tn— lSm¢’ ,
donc 7y, intersecte F—transversalement TS;LlT 1*i":y“n,m.

Fixons un paramétrage ¥, : [0,1] — dom(F) de Ynm- Soit s,t € [0,1] tels que
Tnm(s) = TSmTl_inﬁn,m( ). D’une part, le chemin T'S,, 7"~ ’"'ynm rencontre Tqb et Tqb’
donc est entiérement inclus dans R(T~1¢) : en particulier, on a Ynm(s) € R(T~ 1.
D’autre part, le chemin %, , rencontre 5 et Tin*la' , donc est entiérement inclus dans
L(T¢) : on a donc TSmT "5, m(t) € L(T¢), donc Fnm(t) € L(T™=18,,4), et donc
Tn,m(t) € L(T™»~'¢/). On a donc Tnm(s) € R(Tn1¢/) et Tnm(t) € L(T»~'¢/), donc
forcément s < t.

Il s’ensuit finalement que T%»~1S,,T _Wn’m et Yn,m s'intersectent F —transversalement
en T =18, T715, 1.(s) = Ynm(t) avec s < t. O
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FIGURE 3.7 — Le lemme 3.4.10 : D'intersection F—transverse apparait ici clairement.

On peut tout de suite déduire de ce résultat la premiére proposition qui nous intéresse
(proposition 3.4.1) :

Proposition 3.4.11. Ii existe un point z € M dont la trajectoire transverse a une auto-
intersection F—transverse.

Démonstration. Ce résultat est inclus dans le lemme 3.4.10. O
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3.4.4 Existence de points périodiques

Avant de prouver la seconde conséquence de I’étude précédente (corollaire 3.4.2), énon-
¢ons le lemme simple suivant :

Lemme 3.4.12. Soit (up)nen €t (Un)nen deux suites réelles strictement positives, telles
qu’il existe deux constantes C,C’ > 0 avec u, ~ Cn et v, ~ C'n. Alors

{un,n,m IS N} est dense dans [0, 1].
Uy + U

Démonstration. Par densité de Q dans R, il existe deux suites (ky)nen €t (In)nen d’entiers
naturels, tendant vers +oo, telles que

lim @—g
n—-+00 ln N C

Pour p < ¢ € N, on a alors

Ux(g—p) _C'lnx(g—p) q—p

~

Uk, xp Ckn xp p
, u ) 1 1
donc lim n Xp = lim Ulpx(a—p) a—p 2'
n—=+00 Uk, xp T Vi, x(¢—p) "+t 14 T Uk, xp 1+ D 1
n Xp

Il s’ensuit que 'adhérence de I’ensemble qui nous intéresse contient tous les rationnels
de [0,1], donc que cette adhérence est bien [0, 1]. O

On peut maintenant prouver la proposition 3.4.2 :

Proposition 3.4.13. Pour tout r € [0, 1], pour tout € > 0, il existe un point périodique
z € M dont le vecteur de rotation p, appartient & B(rp,+ (1 —1)py,€). De plus, pour tout
k € QN|0, 1], il existe un point périodique de vecteur de rotation kp,.

Démonstration. Soit K donné par le lemme 3.4.10. On reprend également toutes les nota-
tions introduites précédemment. Fixons r € [0,1] et € > 0. Tout d’abord, rappelons que
par définition des suites (7p)neN, (Sn)nen, €t (kn)nen, on a

puz< lim sn) [T], et p,= lim [5n]

n—+o00 1y n—+oo kn ’

Ceci ajouté au fait que i, ~ s, montre qu’il existe Ny € N tel que pour tout n > Ny,

Etmen(og) « Bles()

Fixons maintenant un réel n > 0 tel que 2n(||pu|| + [|pv|| +€) < €. On applique le
lemme 3.4.12 avec u, = K + r,, (il existe par définition de (ry,)nen une constante C’ > 0
telle que u,, ~ C'n) et v, = k,, (il existe par définition de (k,)nen une constante C' > 0
telle que v, ~ Cn) : par densité, il existe n > max(Ng, ng) et m € N tels que

K+ r,

- €lr—n,r+n|.
K+r,+kn ] K 7][
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Fixons de tels n et m, et définissons la quantité

i — 2 1

- TS S
K+rn+k‘m[ ]+K+Tn+km[s ]

Pn,m

Montrons que ppm € B(rp, + (1 —7)py, ). Soit donc 4§, &', et d les quantités

ip — 2

B [Sim] g K+r,
K+,

T] — § = 2ml t d=—1""
[T] — pu, py e Fr———

T,

de sorte que ||0]| < e/2 et ||d'|| < e/2 (puisque n > Np), et |d| < 7. On a alors

K+r, iy — 2

B " km, [Sm]
C K+4r,+k, K+,

X
K+r,+kn km

7] + — o+ (=)o + A

Pn,m
avec A =18+ (1 — 1) +d(p, + 6) — d(p, + &) Evaluons la norme de A : comme r < 1,
que |[0]| < e/2 et ||8]] < e/2, et |d] < n, et par définition de 7, on a

g g
1Al < 5 x4 5 x (=) +nllpull + lov] +2) < —.

5 +

DN ™
| ™

Donc finalement, on a bien

Prm € B(rpu+ (1 —1)py, ).

Mais maintenant, le lemme 3.4.10 dit que, ayant fixé de tels n > ng et m € N, il existe
un chemin transverse 7y ,, admissible d’ordre K 41, + k;, et deux réels s < ¢ tels que 7p,m
et Tn18,, T3, ,, ont une intersection transverse au point ,, () = T 1S, T715, 1..(s).
Par le théoréme 1.3.8 issu de la théorie de forgage de Le Calvez et Tal, cela fournit un point
pérodique z dont le vecteur de rotation est

(in - 2)[T] + [Sm]
K+r,+kn

Pz = = pum € B(rpu + (1 —1)pu,€).
De plus, le méme théoréme assure aussi que pour tout k£ € QNJ0, 1], il existe un point
périodique de vecteur de rotation kp,. O

Cela conclut donc la preuve de la proposition 3.4.2. Terminons ce paragraphe par le
corollaire suivant, permettant de trouver de multiples points périodiques dans le cas ot les
deux trajectoires considérées sont en fait périodiques :

Proposition 3.4.14. Soit x et y deux points périodiques de vecteurs de rotation p, et py
tels que py A py # 0.

Pour tout r € [0,1], pour tout ¢ > 0, il existe un point z périodique dont le vecteur de
rotation p, appartient & B(rpy + (1 —1)py,€). De plus, pour tout k € QN|0, 1], il existe un
point périodique de vecteur de rotation Kp,.

Démonstration. Soit u la mesure ergodique équidistribuée sur Uorbite de x et v la mesure
ergodique équidistribuée sur 'orbite de y. Les points x et y sont bien stir génériques pour les
mesures 4 et v. Comme ils sont périodiques, leurs trajectoires transverses sont des lacets,
donc trivialement équivalentes en +o0o & des lacets. De plus, par le lemme 2.1.4, 'une des
trajectoires [ %-(:n) ou [ ]Z_-(y) ne s’accumule pas dans 'autre : on peut donc appliquer la
proposition 3.4.2 qui permet immédiatement de conclure. O
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3.5 Preuve des théorémes A et C

3.5.1 Reéunion des résultats précédents

En combinant les différentes études menées précédemment, on obtient la classification
suivante :

Proposition 3.5.1. Soit j et v deux mesures ergodiques f—invariantes dont on note p,
et py les vecteurs de rotation, x un point u—générique et y un point v—générique. On sup-
pose qu’il existe une approrimation vy, de I]ZE(JU) et une approximation v, de Ijzr(y) telles
que pu N [zl 20, Vel Apy >0, [yl Apy >0 et pu A[yy] > 0. Alors on est dans l'un des
deuz cas suivants :

- soit I%(y) ne s’accumule pas dans I_%(SIZ), et l'une des trois situations suivantes est
alors réalisée : 1%(z) et IZ(y) ont une intersection F—transverse, ou I%(x) a une auto-
intersection F—transverse, ou [jzr(x) est équivalent en +00 ou en —00 G Vg,

- soit I%(x) ne s’accumule pas dans I%(y), et lune des trois situations suivantes est
alors réalisée : I1%(y) et I%(x) ont une intersection F—transverse, ou I%(y) a une auto-
intersection F—transverse, ou I]Z_-(y) est équivalent en +00 ou en —00 @ y.

Démonstration. Par le lemme 2.1.4, soit I%(y) ne s’accumule pas dans I%(x), soit IZ(z)
ne s’accumule pas dans IZ(y). On va traiter le cas olt I%(y) ne s’accumule pas dans IZ(z),
I’autre cas étant en tout point similaire.

On suppose donc que I]Z_-(m) n’est pas équivalente, en +00 ou en —oo, & ., et on
veut montrer que soit Ijzf(x) et I%(y) ont une intersection F—transverse, soit [ ]/Zr(a:) a
une auto-intersection F—transverse. Fixons un relevé = de x a dfo\ﬁl(]: ) et Y, le relevé de
vz associé (de sorte donc que 7, est une approximation de TJZ_-(?E)) Comme 7, est une
approximation de I %(f), cette derniére rencontre donc la bande B(7,). Par hypothése,
TJZT(E) n’est équivalente a 4, ni en +oo, ni en —oo. De plus, il est impo~ssible que szf(f)
s’accumule dans 7, : en effet, cela impliquerait par le lemme 2.1.14 que [ %(5) s’accumule
dans un de ses translatés, ce qui contredit le lemme 2.1.3. Le lemme 2.1.9 permet alors
de conclure que soit TJ%(EE) visite B(7y), soit TJZ_-(ZE) traverse B(%;). Si szr(f) visite B(7.),
la proposition 2.1.15 permet de conclure que I ]Z_-(a:) a une auto-intersection F—transverse.
On suppose donc que I Z(7) traverse la bande B(7,).

Si pu A [vz] = 0, on est exactement dans le cadre de la proposition 3.3.5, qui indique
que I%(z) a une auto-intersection F—transverse. On suppose donc que p, A [v,] # 0. On
a donc p, A [vz] > 0 et [y2] A p, > 0. Par la proposition 2.3.2, il existe donc un relevé
STJZ_-(EE) de I%(x) (avec S € G) qui traverse B(7;) de gauche & droite. De méme, fJZ_-@) ne

peut s’accumuler dans 7,, sans quoi par le lemme 2.1.14, elle s’accumulerait dans T ]Z_-(EE) :

on peut donc appliquer la proposition 2.3.2 qui indique il existe un relevé y de y & dom(F)
tel que I Z(y) traverse B(7;) de droite & gauche.

En particulier, I'une des deux trajectoires Sf]z:(f) et T]Z:(@ traverse B(7;) dans l'autre
sens que I ]Z_-(EE) : la proposition 2.1.16 permet alors de conclure que I ]Z_-(:c) et cette tra-
jectoire ont une intersection JF—transverse, donc que soit [ JZT(JU) a une auto-intersection
F—transverse, soit 12(z) et I%(y) ont une intersection F—transverse. O

Remarque : bien siir, le résultat qui permettra d’appliquer cette proposition est la
proposition 3.2.6.
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3.5.2 Comportement chaotique

On peut maintenant montrer la proposition F :

Proposition 3.5.2. S’ existe deux mesures de probabilité ergodiques f—invariantes p et
v de vecteurs de rotation p, et p, tels que p, N p, # 0, alors :

- soit il existe deux points récurrents z et 2’ € M dont les trajectoires transverses ont une
intersection F—transverse,

- soit il emiste un point z € M dont la trajectoire transverse a une auto-intersection
F—transverse.

Démonstration. Supposons que p, A p, > 0, 'autre cas étant symétrique. On peut donc
appliquer la proposition 3.2.6 : il existe un point p—générique x et un point v—générique
y, et deux approximations 7, et v, de I]Z:(x) et I%(y) tels que py, A[vz] > 0 et [vz] Ap, >0,
et [yy] Apy > 0et py Alyy] > 0.

On est donc exactement dans le cadre de la proposition 3.5.1. Supposons par exemple
étre dans le cas ot I%(y) ne s’accumule pas dans IZ(z) (l'autre cas étant en tout point
similaire) : alors soit IZ(z) et IZ(y) ont une intersection transverse, soit I%(z) a une
auto-intersection transverse, soit I ]Z_-(x) est équivalent en +00 ou en —oo & 7. Dans les
deux premiers cas, le théoréme est donc bien vérifié (rappelons que x et y sont génériques
donc récurrents). Si enfin IZ(z) est équivalente en +o0o ou en —oo & 7, alors on est
exactement dans le cadre de la proposition 3.4.1 qui indique qu’il existe un point de M
dont la trajectoire transverse a une auto-intersection F—transverse. O

Le théoréme A s’en déduit immédiatement :

Corollaire 3.5.3. S’il deux mesures de probabilité ergodiques f—invariantes u et v de
vecteurs de rotation p,, et p, tels que p, A\ p, # 0, alors f est topologiquement chaotique.

Démonstration. On applique le théoréme 3.5.2 : qu’on ait deux trajectoires transverses
de points récurrents s’intersectant F—transversalement, ou une trajectoire transverse avec
une auto-intersection F—transverse, le théoréme 1.3.7 de la théorie de forgage de Le Calvez
et Tal permet de conclure que f est topologiquement chaotique. O

En particulier, on obtient alors le corollaire B :

Corollaire 3.5.4. Sirot(f) n'est pas totalement isotrope pour la forme symplectique A,
alors f est topologiquement chaotique. En particulier, c¢’est donc le cas si rot(f) est de
dimension au moins g + 1.

Démonstration. En effet, si I’ensemble de rotation n’est pas totalement isotrope, alors
il en existe a fortiori deux points extrémaux p et p’ qui s’intersectent pour le produit
d’intersection homologique. Ces points étant extrémaux, ils sont vecteurs de rotation de
mesures ergodiques, et on peut alors appliquer le corollaire 3.5.3. O

Remarque : ce dernier corollaire s’applique donc en particulier dans le cas ou 1’en-
semble de rotation est d’intérieur non vide, et assure que I'entropie de f est strictement
positive, ce qui en fait I’analogue naturel du théoréme de Llibre et Mackay sur le tore.
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3.5.3 Existence de points périodiques

Avant d’établir la preuve du résultat C qui nous intéresse, donnons une proposition éta-
blissant I'existence de multiples points périodiques dans le cas ol les trajectoires transverses
de points génériques pour des mesures ergodiques s’intersectent F—transversalement. Ce
résultat va se fonder sur les résultats 1.3.5 et 1.3.8 de la théorie de forcage de Le Cal-
vez et Tal. Plus précisément, on va obtenir en “forcant” les deux trajectoires qui s’inter-
sectent F—transversalement une famille de chemins admissibles avec des auto-intersections
F—transverses, et cela impliquera ’existence des points périodiques cherchés.

Proposition 3.5.5. Soit u et v deur mesures ergodiques f—invariantes, de vecteurs de
rotation p,, et p,. Soit x un point u—générique et y un point v—générique, dont les trajec-
toires transverses I%(z) et I%(y) s’intersectent F—transversalement.

Alors pour tout r € [0,1], pour tout e > 0, il existe un point z périodique dont le vecteur
de rotation p, appartient a B(rp,+ (1 —1)py,e). De plus, pour tout x € QN]0, 1], il existe
un point périodique de vecteur de rotation Kp,.

Démonstration. Fixons un relevé x de x et un relevé y de y a cfc:r/n(]: ) dont les trajectoires
I Z( ) et I Z(Aj s'intersectent F—transversalement. Notons a < b et o/ < b’ quatre réels tels
que I Fllab) intersecte F—transversalement I Filla v

Smt p < q € Z deux entiers, avec p < a et b < ¢. On fixe un voisinage V de fq( )
entiérement inclus dans L(¢+ . )) Par continuité, il existe un voisinage borné U de fP(7),

inclus dans R (qSIZ (a)), tel que f7P (U) C V. Comme x est u—générique, il existe par le
FF

lemme 2.2.2 une suite (S, )nen, une suite strictement croissante (ky),en d’entiers et une
constante C' > 0, tels que pour tout n € N, f* (%) € S,,(U) (on choisit kg = p et Sy = 1d),
que k, ~ Cn et

lim M

n—-+oo ]{:n

Pu =

De méme, soit p' < ¢ € Z deux entiers, avec p’ < a’ et b’ < ¢’. On fixe un voisinage V’
de f7(3) entierement inclus dans L(¢- . (b/)) Par continuité, il existe un voisinage borné

U’ de f7(7), inclus dans R (gf)lz () ") tel que f77(U’') € V'. Comme y est v—générique,

il existe par le lemme 2.2.2 une suite (S))nen, une suite strictement croissante (k;,)nen
d’entiers et une constante C’ > 0, tels que pour tout n € N, f5(3) € S’ (U’) (on choisit
ky =p' et S) =1d), que k}, ~ C'n et
190
= 1 =
o= Jm
Fixons alors r € [0, 1] et € > 0. Tout d’abord, il existe donc N € N* tel que pour tout
n > N, on ait

[Sh] £ [S!] €
) (,f) w B cp(nf).
Fntq—2p 0 \m2)  pg —oy ST\
Fixons un 7 > 0 tel que 2n(||p.|| + ||pv|| +€) < €. On applique le lemme 3.4.12 avec
Up, = kn +q—2p, vy, = kI, +¢ —2p’ : on a bien u,, ~ Cn et v, ~ C'n, donc par densité, il
existe n > N et m > N tels que
kn+q_2p
kn + Ky +q+4q —2p—2p'

€lr —n,r+n[.
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On fixe de tels n et m, et on définit alors :

[Sn] + [S7]
kn+k,+q+qd —2p—2p"

Pnm =

Montrons que ppm € B(rp, + (1 —1r)py,€). Soit § et § les quantités

[S7]

[Sn] ,
ki +d =20 "

= ———— et &' =
Fntq-2p
Comme n,m > N, on a ||§]| < /2 et ||0'|| < /2. Soit également le réel

kn+q_2p
kn+kp+q+q —2p—2p

d= —r, de sorte que |d| <.

On a alors
Pnm = (r+ d)(pu +0)+ (1 —7r—d)(p, + 5/) =7rpy+ (1—=r)p, + A,
avec A = 7§ + (1 — )8’ + d(p, + &) — d(p, + ¢'). Evaluons finalement la norme de A :
comme ||0]| < /2 et ||0’]| < e/2 et |d] < n, et par définition de 7, on a

& g
+n(lpull + ool +6) < 5 + 5 =e.

3 £
Al <r=+(1-1)= -
1Al <75+ (1-7) ~+ S

2

Autrement dit, on a bien, pour ce choix de n et m,
Prm € B(rpy + (1 —1)pu, ).

Maintenant, remarquons que comme le chemin ] rencontre les feuilles

fZ
5‘[kn7kn+q p
S, qﬁ 7% et Sn gb T2 () il admet alors .S, I F |[a,p] COMNE SOUS-arC et a donc une intersection

F— transverse avec Snl]__ I Il existe donc t € [ky, kn +q —p| et s € [ky, k) + ¢ — P']

N - Faltkoskntap) 0 SnlF gk k1, 1y
intersection F—transverse en [ ?ﬂt) =5, I ( ). En appliquant la proposition 1.3.5, le

(rappelons qu’on a choisi k) = p’) tels que I ] ont une

chemin 7 obtenu en concaténant I J% #|[ko.) € S I est donc admissible d’ordre

Fylls,kp+a' p]
kn+k,+q+¢ —2p—2p' (on rappelle que kg = p et ko 7).

De plus, 4 contient le sous-arc S, [ ]__y‘[k, K q—p) F DAT déﬁnition, cette portion relie
SpSLU"a S, S, V! done contient un sous-arc équivalent a S, S/ I y‘[a, v Mais v ’y contient
aussi le sous-arc 1% F ilab]’ qui par définition intersecte F—transversalement [ ~|[ oy

il s’ensuit que 5,5/, 7 et 7 ont une intersection F—transverse. On a donc un chemin
admissible 7, d’ordre d’admissibilité k, + k;, + ¢ + ¢ — 2p — 2p’ ayant une intersection
F—transverse avec S Sm’y par théoréme 1.3.8 de Le Calvez et Tal, on déduit qu’il existe
un point périodique % € dom(F) tel que frnthmtatd =20-2"(7) = § &' (%) et donc qui a
un vecteur de rotation

o [Sn] + [y
* kot kL, tqt+q —2p—2p

= Pn,m € B(Tpu + (1 —=7)pu,€).

De plus, ce méme théoréme assure que pour tout x € QN]0, 1], le vecteur kps est
également réalisé par une orbite périodique. O
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Notons que la proposition 3.5.5 reste vraie dans le cas ot on choisit pour z et y un
méme point dont la trajectoire transverse a une auto-intersection F—transverse ; le résultat
se réecrit alors dans ce cas :

Proposition 3.5.6. Soit p une mesure ergodique f—invariante de vecteur de rotation p,
et x un point u—générique, dont la trajectoire transverse I%—_(x) a une auto-intersection
F—transverse.

Alors pour tout € > 0, il existe un point z périodique dont le vecteur de rotation p,
appartient & B(py,€). De plus, pour tout k € QN|0,1], il existe un point périodique de
vecteur de rotation Kp,.

On peut maintenant en déduire le théoréme C :

Théoréme 3.5.7. Pour tous points extrémaux p et p’ de rot(f) tels que p A p' # 0, pour
tout € > 0, pour tout r € [0,1], il existe un point périodique z de M dont le vecteur de
rotation p, appartient a B(rp+ (1 —r)p’,€). De plus, pour tout k € QN]0,1], il existe un
point périodique de vecteur de rotation Kp,.

Démonstration. Fixons € > 0, et r € [0,1]. Soit également deux points extrémaux p et p
tels que p A p’ # 0 : on dispose donc de deux mesures ergodiques p et v, de vecteurs de
rotation p, et p, telles que p, A p, > 0. On peut donc appliquer la proposition 3.2.6 : il
existe un point p—générique x et un point v—générique y, et deux approximations v, et
vy de 1Z(z) et IZ(y) tels que pu A[yz] > 0 et [va] Apy >0, et [y, Apy > 0et py Aly] > 0.
On est donc exactement dans le cadre de la proposition 3.5.1. Supposons par exemple étre
dans le cas ott I%(y) ne s’accumule pas dans IZ(z) ('autre cas étant exactement similaire) :
soit I%Z(x) et IZ(y) ont une intersection F—transverse, soit I%(x) a une auto-intersection
JF —transverse, soit [ ]/Zr(ac) est équivalente en +0c0 ou en —o0 & ;.

Si IZ(z) et IZ(y) ont une intersection F—transverse, alors la proposition 3.5.5 permet
directement de conclure. Si [ %(w) est équivalente en +00 ou en —o0 & 7, alors on est
exactement dans le cas du théoréme 3.4.2 qui permet de conclure.

Il reste donc a traiter le cas ou [ %—_(x) a une auto-intersection JF—transverse. Fixons
un ¢’ > 0 tel que d'une part ¢ < £/2, et d’autre part tel que pour tout a € B(p,,¢’)
et a’ € B(py,e’), on ait a Aa’ > 0 et a A[y] > 0. Par la proposition 3.5.6, il existe
un point périodique z dont le vecteur de rotation p, appartient & B(p,,€’). Notons p la
mesure ergodique équidistribuée sur 1’orbite périodique du point z. Par définition de &', on
a p.Apy > 0et p, Aly] > 0. De plus, par le lemme 2.1.4, soit I%(y) ne s’accumule pas
dans IZ(z), soit IZ(z) ne s’accumule pas dans I%(y).

Supposons d’abord que [ ]/Zr(y) ne s’accumule pas dans [ ]Zf(z) : alors comme z est pério-
dique, la trajectoire I ]Z_-(z) est trivialement équivalente & un lacet en 400, donc on peut
appliquer exactement la proposition 3.4.2. On obtient donc qu’il existe un point périodique
2" de M dont le vecteur de rotation p,s appartient a B(rp, + (1 —1)p,, '), et tous les kp./,
pour k € QNJ0, 1] sont réalisés par des orbites périodiques. En particulier, on a alors

pzr = (rpup+ (A =1)p)|| = llpzr — (rpz+ (1 = 7)py) +7(pz — pp)l|
<Alpar = (rp= + (L = 1)pu)ll + rllpz — pull
< +ref <2 <e.

On a donc bien p,s € B(rp, + (1 —r)py,€), et le théoréme est donc vrai.
Supposons maintenant que [ ]Z_-(z) ne s’accumule pas dans [ ]Z_-(y) On va appliquer de
nouveau la proposition 3.5.1, avec les mesures p/ et v, les points z et y, en gardant -,
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comme approximation de [ ]Z_-(y), et en prenant [ ]Z_-(z) comme approximation d’elle-méme
(c’est bien un lacet puisque z est périodique). Par hypothése, on a donc bien les quatre
inégalités permettant d’appliquer la proposition 3.5.1, donc on est dans I'une des trois
situations suivantes : soit I%(z) et I%(y) ont une intersection F—transverse, soit I%(y) a
une auto-intersection F—transverse, soit I%(y) est équivalente en £o0o & v,. Si I%(2) et
I ]Z_-(y) ont une intersection F—transverse, ou si I ]ZE(y) est équivalente en +00 ou en —0o a un
lacet, alors les propositions 3.5.5 et 3.4.2 s’appliquent : il existe donc un point périodique
2" de M dont le vecteur de rotation p,, appartient & B(rp, + (1 —1)p,,€’), et tous les xp,,
pour £ € QNJ0, 1] sont réalisés par des orbites périodiques. En particulier, le méme calcul
que ci-dessus montre que p, € B(rp, + (1 —7)py,€), et le théoréme est donc vrai.

Il reste donc finalement a traiter le cas ot [ %(y) a une auto-intersection F—transverse :
dans ce cas, la proposition 3.5.6 indique qu’il existe un point périodique 2z’ de M dont le
vecteur de rotation p, appartient & B(p,,¢’). En particulier, par définition de &, z et 2’
sont donc deux points périodiques dont les vecteurs de rotations s’intersectent : on peut
donc appliquer le corollaire 3.4.14, qui nous donne ’existence d’un point périodique z” de
M dont le vecteur de rotation p,~» appartient & B(rp, + (1 — 7)p,/,€’) : de plus, tous les
kp.r, pour k € QN]0, 1] sont réalisés par des orbites périodiques. En particulier, on a donc

|z = (rpp + (L =1)p)|| = llpzrr — (rpz + (L= 7)por) +7(pz — pp) + (1 =7)(pr — pu)l|

<llpzr = (rpz + (L =7)po)ll +7llpz = pull + (1 = P)llpzr = poll < €'+ re" + (1 = 1)’ <e.
On a donc bien p,» € B(rp, + (1 —r)py,€), et le théoréme est donc vrai. O

Pour conclure cette section, montrons que de ce théoréme se déduisent les corollaires
D et E, dont on rappelle ici les énoncés :

Corollaire 3.5.8. Si rot(f) n'est pas totalement isotrope pour la forme A, alors rot(f)
contient un point non nul & coordonnées rationnelles. Par exemple, rot(f) ne peut étre un
triangle non isotrope, sans rationnel hormis 0.

Démonstration. Sirot(f) n’est pas totalement isotrope, alors il existe en particulier deux
points extrémaux p et p’ tels que p A p’ # 0. Le théoréme C s’applique donc et montre que
rot(f) contient des points rationnels aussi proches de p que possible, donc en particulier,
des points rationnels non nuls. O

Corollaire 3.5.9. Sirot(f) est d’intérieur vide, alors tout segment non totalement isotrope
reliant deux de ses points extrémaux est inclus dans un hyperplan engendré par des vecteurs
a coordonnées rationnelles. En particulier, sirot(f) est de dimension comprise entre g+1 et
2g—1, alors il posséde deux points extrémaux dont les coordonnées ne sont pas linéairement
indépendantes sur Q.

Démonstration. On suppose que rot(f) est d’intérieur vide. Soit p et p’ deux points ex-
trémaux, tels que le segment [p, p’] n’est pas totalement isotrope. En particulier, on a
p A p #0. Le théoréme C s’applique donc et montre que pour tout ¢ € [0, 1], il existe une
suite de points rationnels (p;,)nen appartenant a rot(f) convergeant vers tp+(1—t)p’. En
particulier, (tp + (1 —t)p') € Vect{pi n }nen. Mais comme rot(f) est d’'intérieur vide, alors
Vect{p¢,nnen est de dimension strictement inférieure & 2¢g, donc est inclus dans un hyper-
plan, qui plus est engendré par des vecteurs & coordonnées rationnelles puisque pour tout
n € N, pp ¢ est rationnel. Autrement dit, chaque point de [p, p] appartient & un hyperplan
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engendré par des vecteurs a coordonnées rationnelles. Mais il y a un nombre dénombrable
de tels hyperplans, et le segment [p, p'] contient un nombre indénombrable de points, donc
deux points du segment appartiennent & un méme hyperplan H engendré par des vecteurs
rationnels : cela implique que le segment entier est inclus dans H.

En particulier, si rot(f) est de dimension comprise entre g+1 et 2g—1, alors d’une part,
rot(f) n’est pas totalement isotrope donc posséde deux points extrémaux p et p’ tels que
pAp #0; dautre part, rot(f) est alors d’'intérieur vide, donc ce qui précede s’applique et
montre qu’en particulier, p et p’ appartiennent & un hyperplan engendré par des vecteurs
rationnels. Cela est équivalent & dire que les coordonnées de p ne sont pas linéairement
indépendantes sur Q, et de méme pour p'. O

Remarque : d’un point de vue purement quantitatif, les conclusions de ce dernier
corollaire sont en fait assez fortes. En effet, il n'y a qu’un nombre dénombrable (donc un
“petit” nombre) d’hyperplans engendré par des vecteurs rationnels ; et I’ensemble des points
dont les coordonnées ne sont pas linéairement indépendantes sur Q étant égal a la réunion
de ces hyperplans, il est donc de mesure nulle.

3.6 Une question complémentaire

Dans I’étude qui précéde, nous avons donc montré qu’a partir de deux trajectoires
transverses de points génériques pour des mesures ergodiques dont les vecteurs de rotation
s’intersectent, nous étions en mesure de construire des intersections JF—transverses. La
question que l'on se pose dans cette section est : ce résultat tient-il si les deux points
considérés ne sont plus associés au méme homéomorphisme 7

Plus précisément, considérons deux homéomorphismes f : M — M et g : M — M,
isotopes a l'identité. On fixe une isotopie maximale I entre Id;; et f, et une isotopie
maximale I’ entre Idy; et g, et on suppose qu’il existe un feuilletage transverse F commun
a I et I'. Soit u une mesure ergodique f—invariante dont on note pfi le vecteur de rotation,
et v une mesure ergodique g—invariante dont on note pj, le vecteur de rotation, telles que
pfi A pi, # 0. Peut-on assurer qu’il existe des chemins admissibles pour f ou pour g qui ont
des intersections F—transverses 7 La question peut paraitre quelque peu artificielle, mais
elle provient d’un travail récent de Le Calvez et Sambarino.

Afin de répondre a cette question, on va supposer de plus que f et g ont exactement
les mémes chemins admissibles (c’est-a-dire que tout chemin admissible pour 'un est ad-
missible pour l'autre, mais pas nécessairement avec le méme ordre). Essayons donc de voir
pas & pas si, sous ces hypothéses, les différentes étapes menées dans ce chapitre s’adaptent.

La premiére étape, celle du choix des points génériques avec le lemme d’Atkinson (pro-
position 3.2.6), s’adapte sans difficulté puisque qu’elle fait intervenir de maniére dissociée
les mesures p et v : on peut donc trouver un point pu—générique = (associé donc a f) et un

point v—générique y (associé a g), dont les trajectoires transverses [ ]Z_-(:n) et _’7_@ (y) ont des

approximations dont les classes d’homologie intersectent pfi et pi avec les “bons” signes.

On peut donc travailler avec ces points génériques : & partir de 1a, tout ce qui méne a la
proposition 3.5.1 repose uniquement sur des résultats propres aux feuilletages transverses
et aux trajectoires de points génériques, et ne fait donc plus apparaitre directement la
dynamique de f et g. Tout ceci s’adapte donc.
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Autrement dit, on arrive sans difficulté a la conclusion suivante, analogue a la pro-
position 3.5.1. Supposons que [ }_Z(y) ne s’accumule pas dans [ %(IE) (le cas inverse étant
similaire) ; alors I'une des trois situations suivantes est réalisée : IZ(z) et I’#(y) ont une
intersection F—transverse, ou I ]/Zr(a:) a une auto-intersection F—transverse, ou [ %(m) est
équivalente en 400 ou en —oo & un lacet.

Le seul cas qui parait donc faire obstruction a la construction directe d’intersections
F—transverses est donc le cas ol I'une des trajectoires est équivalente a un lacet. En effet,
plagons-nous dans le cas olt IZ(y) ne s’accumule pas dans I%(z), et ot I%(z) est équiva-
lente & un lacet v,. On dispose donc d'une orbite de f (relevé de f a (chﬁl(]:)) qui “suit” la
bande définie par un relevé 7, de de v, a &81?1(]—" ), et, par un équivalent du lemme 3.4.3,
d’une orbite de g (relevé de g a (i)?n(]: )) qui traverse cette méme bande : si I'on essaie
d’adapter la suite de I’étude menée en section 3.4 a cette nouvelle situation, on s’apercoit
que celle-ci fait intervenir les dynamiques des deux orbites simultanément. Dans le cas ot
ces deux orbites ne sont pas associées au méme homéomorphisme, ’argument de forcage
ne peut donc plus fonctionner tel quel. Néanmoins, rappelons que 1’on a supposé que f et
g ont exactement les mémes chemins admissibles. Autrement dit, puisque qu’'une certaine
orbite de g traverse B(7;), c'est aussi le cas d’une orbite de f En remplacgant I'orbite de
g par cette orbite de f, on se retrouve donc exactement dans la situation du paragraphe
3.4, et on peut donc conclure qu’il existe un point dont la trajectoire transverse, pour f, a
une auto-intersection transverse.

Grace a 'hypothése selon laquelle f et g ont les mémes chemins admissibles, on par-
vient donc & montrer que 'une des trois situations suivantes est réalisées : soit il existe
une trajectoire transverse de f avec une auto-intersection F—transverse, soit il existe une
trajectoire transverse de g avec une auto-intersection F—transverse, soit il existe une trajec-
toire transverse de f et une trajectoire transverse de g avec une intersection F—transverse.
Mais puisque f et g ont les mémes chemins admissibles, il est équivalent de dire qu’il existe
une trajectoire transverse de f avec une auto-intersection F—transverse et une trajectoire
transverse de g avec une auto-intersection F—transverse. On obtient donc finalement :

Théoréme 3.6.1. Soit f : M — M et g : M — M deux homéomorphismes isotopes a
lidentité, I une isotopie mazimale entre Idy; et f, et I' une isotopie mazimale entre Id s
et g, ayant un feuilletage transverse commun. Soit u une mesure ergodique f—invariante
de vecteur de rotation p,]i, et v une mesure ergodique g—invariante de vecteur de rotation
py, telles que p{t Apd #0.

Si f et g ont les mémes chemins admissibles, alors f et g ont un fer-a-cheval.

En guise d’application, on pourra remarquer que si f est un homéomorphisme isotope a
I'identité, dont on note I une isotopie maximale et F un feuilletage transverse a I, alors F
reste un feuilletage transverse a toute petite perturbation g de f, égale & f sur un voisinage
de Fix(I). En particulier, si f n’a pas de fer-a-cheval, et qu’il existe deux mesures p et v
respectivement f—invariante et g—invariantes dont les vecteurs de rotation s’intersectent,
alors le théoréme 3.6.1 implique que f et g n’ont pas les mémes chemins admissibles.






Chapitre 4

Uniformité des déplacements

On considére une surface M compacte et orientable de genre g > 2, et f: M — M un
homéomorphisme isotope a l'identité, dont on note rot(f) I’ensemble de rotation. Soit I
une isotopie entre Idys et f. On fixe une norme ||.|| sur H;(M,R), et on note d la distance
sur Hi(M,R) associée a cette norme.

On choisit également une métrique riemannienne sur M. Dans toute la suite, pour tout
x,y € M, on fixe un chemin ¢,y reliant = a y de sorte que les chemins (cgy)zyen soient
de longueurs (relativement a cette métrique riemannienne) bien définies et uniformément
bornées en z et . On note c;é, le chemin ¢, , parcouru en sens inverse. On impose de plus
que pour tout z € M, le chemin ¢, , soit le chemin trivial. Pour tout chemin « : [a, b] — M,
on note £, le lacet obtenu en concaténant a avec cy(p),a(a), €t @ la classe d’homologie de
ce lacet. Par abus de langage, la classe @ sera appelée homologie du chemin «.

Le but de ce chapitre est de montrer le théoréeme G, dont on rappelle ici I’énoncé :

Théoréme 4.0.1. Si 0 € Int(rot(f)), alors il existe L > 0 tel que pour tout =z € M et
n €N, on ait d(I™(z),nrot(f)) < L.

Remarquons d’emblée que cet énoncé est indépendant du choix de la famille de chemins
(Czy)zyem (bien que les homologies I™(z) en dépendent) : en effet, choisir une autre famille

de chemins modifierait au pire les classes I"”(z) d’un terme uniformément borné. De plus,
il est aussi indépendant du choix de I'isotopie : choisir une autre isotopie ne change en effet
pas la classe d’homotopie des lacets {1n(;), et donc ne change pas les homologies I n(z).
Enfin, ce résultat est bien str également indépendant du choix de la norme ||.|.

Afin d’utiliser les résultats des chapitres précédents et la théorie de forcage, on va choisir
I comme étant une isotopie maximale entre Idys et f : on peut donc fixer un feuilletage F
transverse a I. On note dom(F) le domaine de définition de F et dom(F) son revétement
universel, et on désigne par G le groupe des automorphismes de ce revétement ; on note
également Fle feuilletage non singulier G—invariant relevé a dom(F).

La section 4.1 présente divers résultats préliminaires indispensables & la preuve du
théoréme, y compris la proposition H de I'introduction. La section 4.2 est consacrée a la
preuve en elle-méme. Enfin, en section 4.3, on s’intéresse aux conséquences de ce résultat,
c’est-a-dire aux résultats I, J et K cités dans I'introduction (et que nous réénoncerons en
préambule de cette section).

87
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4.1 Préliminaires a la preuve

4.1.1 Motivations et plan de la section

Ce paragraphe est destiné a motiver les différents résultats préliminaires & la preuve
du théoréme G, résultats que nous énoncons et montrons dans les paragraphes suivants.
Ce n’est pas & proprement parler le plan de la preuve, que nous détaillerons au début de
la section suivante, une fois ces préliminaires établis.

L’idée de la preuve du théoréme G est grosso modo la méme que celle du résultat ana-
logue 3 dans le cas du tore, présentée dans [LCT18|. L’argument va consister & montrer que
I’homologie d’une trajectoire I"™(z) est uniformément proche d’une certaine combinaison
des homologies de trajectoires de points périodiques, qui s’avérera étre par convexité dans
I'ensemble nrot(f). Plus précisément, il va falloir travailler avec la notion d’homologie pour
un chemin non nécessairement fermé que nous avons définie en introduction de ce chapitre.
Le but du paragraphe 4.1.2 sera d’établir quelques lemmes formalisant la maniére dont
nous pourrons manier cette notion.

Pour trouver les points périodiques qui vont nous intéresser, nous nous appuierons
sur la proposition fondamentale 1.3.5 et le théoréme 1.3.8, dans le but de construire des
trajectoires ayant des intersections (ou auto-intersections) F—transverses. C’est ici que
I'hypothése selon laquelle 0 est dans l'intérieur de rot(f) va jouer un rdle majeur, en
contraignant grandement la dynamique des feuilles du feuilletage F. Plus précisément,
cette hypothése va avoir deux conséquences importantes, qui vont permettre d’éviter les
situations problématiques pour obtenir des intersections F—transverses.

La premiére de ces conséquences, que nous verrons au paragraphe 4.1.3, est, en sup-
posant donc que 0 € Int(rot(f)), qu'aucun lacet transverse non homologue & 0 ne peut
s’accumuler dans un chemin transverse. Ceci va étre trés utile dés qu’il s’agira de construire
des intersections F—transverses, puisque ’accumulation, comme on le sait, en est une des
principales obstructions. La seconde des conséquences de I'hypothése 0 € Int(rot(f)) est
qu’en construisant une famille de lacets transverses dont les classes d’homologie engendrent
H;(M,R) et contiennent 0 dans l'intérieur de leur enveloppe convexe (construction faite au
paragraphe 4.1.4), on va pouvoir montrer au paragraphe 4.1.5 que les feuilles du feuilletage
sont bornées “en homologie” : c’est-a-dire que les homologies des portions de feuille sont
uniformément bornées. D’autres conséquences sur les chemins de grande homologie seront
également données dans ce paragraphe 4.1.5.

Enfin, on terminera ces préliminaires au paragraphe 4.1.6 en définissant la bonne notion
de “subdivision” des trajectoires qui nous servira dans la preuve.

4.1.2 Homologie pour les chemins non fermés

Le but de ce paragraphe est d’énoncer quelques résultats simples qui nous permettront
de travailler uniquement avec des classes @, en oubliant les chemins (¢; )z yenr. Le premier
controle 'erreur entre ’homologie d’'un chemin et la somme des homologies de différents
sous-chemins dont il est la concaténation :

Lemme 4.1.1. [l existe Ky > 0 tel que pour tout chemin « : [a,b] — M, pour toute
subdivision a = ag < a1 < ... < ap—1 < an = b de [a,b),

a— : :al[awaz«!»l]

< (n—1)Ko
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Démonstration. Comme les chemins ¢, , sont de longueurs uniformément bornées en x et
y, alors il existe une constante Ky > 0 telle que pour tout x,y,2 € M, ||[Va,2]|| < Ko, ot
. y, 1 et ¢;,. Montrons que le lemme est vrai
avec cette constante K, par récurrence sur n E N*.
Sin =1, alors a4 4,] = @ donc le membre de gauche de I'inégalité est bien nul.
Supposons que le résultat soit vrai pour un certain n € N*. Pour une subdivision
a=ay < a < ..<a, < apy1 = b de [a,b], le cycle représenté par le lacet £, est

Va,y,- €st le lacet obtenu en concaténant c;

homologue a la somme des cycles représentés par les lacets Ea\[ao anl? fa‘[an . et Yan,a0,ant1-
Par définition de Ky, on a donc
1@ = @lagan] — Vsl || = [[anao.ans ]| < Ko.

Il reste & appliquer I'hypothése de récurrence au chemin «jj4y,q,] avec la subdivision
ag < a1 < ... < an, pour obtenir

n n—1
=D Wararnl | < 18— Favan) — Famansall| T ||Flavan] — D Ffarara]
i=0 i=0
S‘kb'+'02—-1)Rb ::n}(g.
Ceci clot la récurrence et la preuve du résultat. O

Le second lemme assure que 'erreur faite au niveau des nombres d’intersection avec un
lacet est également contrdlable :

Lemme 4.1.2. Soit v : R — M un lacet, et C Uensemble des relevés de 7Y au revétement
universel M de M. Pour tout chemin « : [a,b] — M, dont on fize un relevé & a M, on
note N, le nombre d’éléments 7 de C dont le nombre d’intersection avec @ est bien défini
et non nul. Alors il existe N € N tel que pour tout chemin o, on ait [@ A [y]] < No + N.

Démonstration. Comme les chemins (¢ )z yenm sont de longueurs uniformément bornées,
il existe N tel que tout relevé ¢, , d'un chemin ¢, , a M rencontre au plus N éléments de
C. Montrons que le lemme est vrai avec cette constante V.

Soit « : [a,b] — M un chemin de M. On suppose que @ A [y] # 0, le lemme étant
trivialement vrai dans le cas contraire. On parameétre le lacet ¢, de sorte que £ al[0,1] soit
une reparamétrisation de « et que £ ol[3,1] soit une reparamétrisation de ¢ a(b),a(a), PUIS ON
périodise le tout en une application ¢, : R — M périodique de période 1. On en fixe alors
un relevé ly : R — M et (en notant G le groupe des automorphismes du revétement M )
on note 1" € G 'automorphisme associé (i.e. tel que pour tout ¢t € R, fa(t +1)= Tﬁa( ).

Soit alors ~ la relation d’équivalence sur C définie en posant, pour tout 7,7 € CA?
7 ~7 o 3k € Z,7 = T*4'. Notons € I'ensemble des classes d’équivalence pour ~. Pour
toute classe e € &, choisissons un élément 7 Ye de e. Par la proposition 1.1.10, pour tout
e € &€, le nombre d’intersection z(Ea, ) entre E et 7, est bien défini, vaut —1, 0 ou 1, et
on a R

anpl =illa,y) = illa7e).

ecl

Notant £* ’ensemble (fini) des classes e € £ pour lesquelles i(l?a,‘y\e) # 0, on a alors

anf) = illaFe), donc @A) < Card(£").
eel*
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Finalement, on note £ I'ensemble des classes e € £* pour lesquelles 7, rencontre une
portion T* l ol[3.1] (rappelons que l o[11] correspond au relevé de la partie ¢y (p).a(a) de £ o)
Il reste a vérifier que par définition, on a Card(£f) < N, et Card(E* \ &) < N, pour

obtenir finalement
[@n[y]] <N+ N

De ce lemme, on utilisera en fait le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.3. Soit y : R — M un lacet transverse au feuilletage F. Il existe N € N tel
que tout relevé & a dom(F) d’un chemin « : [a,b] — dom(F) a un nombre d’intersection
bien défini et non nul avec au moins [a A [y]| — N relevés de v a dom(F).

Démonstration. On applique le lemme 4.1.2 : soit N la constante qu’il fournit. Fixons un
chemin « : [a,b] — dom(F), dont on note @ un relevé a M et soit @ un relevé de @ &
d/()\ﬂl(]-" ). Le chemin @ a un nombre d’intersection bien défini et non nul avec au moins
@A [y]| — N relevés de v a M : ces relevés se relévent a &)El(f) en au moins [@A [y]| — N
relevés de v dont le nombre d’intersection avec a est bien défini et non nul. O

4.1.3 Accumulation de lacets et ensemble de rotation

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que I’hypothése 0 € Int(rot(f)) implique
qu’aucun lacet transverse non homologue & 0 ne peut s’accumuler dans un chemin trans-
verse. L’idée est en effet que si un tel lacet s’accumule, alors les feuilles qu’il rencontre
doivent “suivre” globalement sa direction homologique, ce qui interdit tout un demi-espace
de vecteurs de rotation, puisque les trajectoires transverses doivent intersecter positivement
les feuilles du feuilletage. Moralement, on peut penser au cas particulier ou la frontiére
(gauche ou droite) de la bande définie par un lacet v qui s’accumule est constituée d’une
unique feuille fermée homologue & v (donc d’homologie non nulle) : dans cet exemple, la
feuille fermée “bloque” tout un demi-espace de directions homologiques pour les points de
M sous 'action de f. Ainsi, dés lors que ’ensemble de rotation n’est pas inclus dans un
demi-espace de Hy(M,R), aucun lacet ne peut s’accumuler :

Proposition 4.1.4. Soit v un lacet transverse sur M, avec [y] # 0. On suppose qu’il existe
un chemin transverse a : R — M dans lequel v s’accumule. Alors rot(f) est inclus dans
l'un des deux demi-espaces

{pe Hi(M,R) [ pA[y] 20} ou {pe€ Hi(M,R) [ pA[y] <0}

Démonstration. Fixons un relevé v : R — d?o\r/n(}") devya dfo\ﬂl(]-"), et soit T € G 'automor-
phisme de revétement associé (de sorte donc que 7 est un T'—lacet, c¢’est-a-dire que pour
tout t € R, y(t+1) = TH(t)). Soit également & : R — d/O\I/Il(]:) un relevé de a dans lequel 4
s’accumule. On suppose que 7 s’accumule positivement dans a, 'autre cas étant similaire.
Il existe donc tg et t < ¢’ trois réels tels que V|[to,+o0| €St équivalent & ;. En particulier,
la feuille d)a (t" appartlent donc a 9B(7) (frontiére de la bande définie par 7) : il y a donc
deux cas, selon que gba(t/) c OBR(7) ou gba(t/ C OB*(¥). Ces deux cas vont donner les
deux possibilités de 1’énoncé du lemme. Supposons par exemple que aa(t/) C OBR(H), et
montrons que dans ce cas, on a 'inclusion rot(f) C {p € Hi(M,R) | p A [y] > 0}. Soit U
un ouvert borné inclus dans R(¥), qui rencontre (Za(t/).
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Lemme 4.1.5. Pour toute feuille ¢ C B(R), il existe py € Z tel que pour tout p > po,
dNTPU) #0.

Démonstration. Soit 5 C B(7%). 1l existe donc s € R tel que gg = 5;(5). Comme les feuilles
de ¥ s’accumulent sur ¢z(yy, il existe tg € R tel que pour tout t > to, ¢y NU # (). Soit
alors pg € Z tel que pg + s > to. Pour tout entier p > po, on a alors ¢z ;4 NU # 0, ie.
TP¢55) VU # B, c’est-a-dire que ¢ NT~P(U) # 0. O

En particulier, aprés avoir rencontré 7, toute feuille 5 C B(%) repasse réguliérement
a distance uniformément bornée de 4 (dans les ouverts T"P(U) pour p > py donné par
le lemme 4.1.5). Au vu de la “forme” du domaine R(7y) N R(¢), cela implique donc que
tout chemin transverse propre inclus dans R(7) N R(¢) repasse dans le passé a distance
uniformément bornée de 7 : cette situation est représentée sur la figure 4.1.

FIGURE 4.1 — Situation dans laquelle ¥ s’accumule positivement sur une feuille située a sa
droite : toute feuille ¢ qui rencontre 5 doit rencontrer tout les T7P(U) & partir d'un certain

rang, et donc tout chemin transverse propre inclus dans R(5) N R(¢) repasse dans le passé
a distance uniformément bornée de 7.

Supposons maintenant par 'absurde que rot(f) rencontre {p € H1(M,R) | pAly] < 0} :
il existe donc un point extrémal p de rot(f) tel que pA[y] < 0. Ce point extrémal est réalisé
par une mesure ergodique p, et on fixe un point = € dom(F) générique pour u, dont on
choisit un relevé = € &S;n(}" ). Soit V un ouvert borné contenant T, tel qu’il existe une
feuille ¢ du feuilletage F séparant V et f(V). En particulier, I’ Z(7) relie V a f(V) donc
rencontre 50. De plus, par le lemme 2.2.2, il existe un automorphisme S € G, et un entier
k € N tel que [S]A[y] <0 et f5(Z) € S(V). Ceci implique que f*(Z) € S(f(V)), donc,
comme S¢q sépare S(V) et S(f(V)), que I%(Z) rencontre S¢y. Il existe donc un chemin
transverse reliant 50 a S%g. Cela permet de construire un lacet transverse que ’on note
~0, d’homologie [S], ceci impliquant que [yo] A [y] < 0.

En particulier, il existe donc un relevé vy : R — dfali(]—" ) dont le nombre d’intersection
avec 7 est bien défini et vaut —1 (c’est-a-dire qui traverse 5 de droite & gauche). Soit ¢
une feuille rencontrée par 7 et par 7o : il existe donc ¢ € R tel que Yo|_o0, est inclus

dans R(y) N R(¢). Par la remarque faite & la suite du lemme 4.1.5, le chemin 7)_o ¢ doit
repasser réguliérement & distance uniformément bornée de 7, ce qui implique en particulier
que [yo] et [y] sont colinéaires, donc que [yp] A [y] = 0. Absurde.
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Cette contradiction clot la preuve, et montre donc que, dans le cas ou q~5 c 0BR(7),
on a bien rot(f) C {p € Hi(M,R) | p A[y] > 0}. Dans le cas ot ¢ C IB%(7), une preuve
similaire permettrait d’obtenir rot(f) C {p € Hi(M,R) | p A [y] < 0}. O

On en déduit en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 4.1.6. On suppose que 0 € Int(rot(f)). Il n’existe alors pas sur M de lacet
transverse non homologue a zéro qui s’accumule dans un chemin transverse. En particulier,
si vy et v sont deux lacets transverses tels que [Y] A [y] # 0, alors v et v s’intersectent
F—transversalement.

Démonstration. La premiére partie de I’énoncé découle directement de la proposition 4.1.4.
Soit donc 7 et 4" deux lacets transverses tels que [y]A[y/] # 0. Il en existe donc deux relevés
Fety a d/(;r/n(]-" ) dont le nombre d’intersection est bien défini et non nul. De plus, ces deux
relevés se séparent deux a deux positivement et négativement : en effet, il est impossible
qu’ils soient équivalents (en 400 ou en —oo) en vertu de la proposition 2.2.15; et il est
impossible que 1'un s’accumule (positivement ou négativement) dans I'autre en raison de
ce qui précéde. On a donc une intersection F—transverse. O

4.1.4 Une famille de lacets génératrice

On suppose dorénavant, et ce jusqu’a la fin de ce chapitre, que 0 est dans 'intérieur de
rot(f). Outre le corollaire 4.1.6, cette hypothése va avoir une autre application importante,
donnée par le lemme suivant (proposition H de l'introduction) :

Lemme 4.1.7. [l existe un entier r > 1 et une famille {y1,...,7} de r lacets transverses
de M non homologues a 0 tels que :

- pour tout j € {1,...,r}, y; est la trajectoire transverse d’un point périodique,

- les ([v5])1<j<r engendrent Hi(M,R), et

- 0 est dans Uintérieur de l’enveloppe convexe des ([vj])1<j<r-

Démonstration. Comme 0 € Int(rot(f)), alors il existe une famille (ej)1<j<, de points
extrémaux de rot(f) tels que les e; engendrent H;(M,R), et que 0 est contenu dans 'inté-
rieur de I’enveloppe convexe des e;. Mais les e; engendrent Hy(M,R), donc il existe pour
tout j € {1,...,r} un entier k € {1,...,r} tel que e; A e # 0. On peut donc appliquer le
théoreme C qui nous dit en particulier que pour tout € > 0, il existe un point périodique
xj dont le nombre de rotation p; appartient a la boule de centre e; de rayon € pour ||.||. En
prenant un ¢ suffisamment petit, on peut s’assurer que les (pj)lgjgr sont tous non nuls,
qu’ils engendrent Hj(M,R), et que 0 est bien dans 'intérieur de leur enveloppe convexe.
Pour tout j € {1,...,r}, notons ~; la trajectoire transverse du point z; : ¢’est donc un
lacet transverse d’homologie [v;] = p; x p; (out p; est la période du point ;). Il est bien
clair alors que pour tout j € {1,...,7}, [y;] # 0, que les ([y;])1<j<, engendrent H;(M,R),
et que 0 est dans 'intérieur de I'enveloppe convexe des ([v;])1<j<r- O

Remarque : comme nous le verrons, 'existence d’une telle famille de lacets trans-
verses a des conséquences fortes sur la structure du feuilletage F. Cette condition est assez
similaire & la condition d’existence d’un systéme de courbes essentielles de la définition 9 de
I'introduction, dont il est prouvé dans [AZdPJ18| qu’elle implique de nombreux résultats
sur la richesse de la dynamique pour les C'*¢ —difféomorphismes en genre > 1.
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La premiére utilité d'une telle famille de lacets {7;}1<;<, est de pouvoir construire une
famille de chemins admissibles bornés, ayant chacun une auto-intersection F—transverse, et
“concentrant” toutes les intersections F—transverses avec les lacets «y;. Cette construction
est similaire & celle faite dans le cas du tore, présentée dans [LCT18|. Elle nous sera tres
utile lorsque nous chercherons a construire des intersections F—transverses et a en déduire
I’existence de points périodiques :

Lemme 4.1.8. Soit r € N* et 1, ..., les lacets transverses donnés par le lemme 4.1.7.
Pour tout j € {1,...,1}, il existe alors un chemin transverse admissible v; : [0,3] — M tel
que :

J|[0 1] et 7]‘[2 3 S intersectent F—transversalement, et
-sia: I — M est un chemin transverse qui intersecte F—transversalement v, alors o
intersecte F—transversalement ’YJI[I,?}'

Démonstration. Fixons j € {1,...,r}. Comme les [y;] engendrent I'homologie, il existe
ke {1,...,r} tel que [y;] A [v%] # 0. En particulier, par le corollaire 4.1.6, y; et 7 s’in-
tersectent alors F—transversalement. Il existe donc un relevé ; de 7; et un relevé v, de
Vi A &8?11(]—" ), qui s’intersectent F—transversalement en un point 7;(t) = Yk (s) (on para-
métre y; et 75 de maniére naturelle, par des applications périodiques de période 1). En
particulier, il existe donc un entier n > 0 tel que 7;|;—y 14n) intersecte F—transversalement
Vk|[s—n,s+n] AU Point ¥;(t) = Jx(s). On définit un chemin transverse 75 : [0,3] — &8;11(]-")
de la maniére suivante :
J|[0 1] est une reparamétrisation de ~ Vil[t—(4n+2),t—(2n+2)]5

y|[1 9] est une reparamétrisation du chemin obtenu en concaténant les chemins 7;;— (2n4-2).]

et 7k|[s s+2n+2], €t
'yj|[273] est une reparamétrisation de Yy|(s4-2n42,5-+4n+2]-

Soit alors 77 : [0,3] — M la projection de %* sur M. Montrons que le lemme est vérifié
avec ce choix de 7.

Notons T' € G I'automorphisme de revétement associé a 7; (i.e. tel que pour tout ¢ € R,
7i(t+1) =T7;(t)) et S € G 'automorphisme de revétement associé a 7y, (i.e. tel que pour
tout ¢ € R, Yx(t+1) = S7x(t)). Tout d’abord, le chemin 77 est admissible par la proposition
1.3.5 : il est obtenu en “forcant” les deux trajectoires adm1551bles vj et Vi qu1 s’intersectent
F—transversalement. Ensuite, 7]| £ —n t+n] et Vk\[s n,s+n] ONt une mtersectlon F— transverse,
donc de maniére équivalente, T°" ’y]‘[t (4n+2),t—(2n+2)] €t S—3 'yk‘[8+2n+2 s+4n42) ont

une intersection F—transverse : il s ‘ensuit, par définition de ’yj, que S3nT2TEn+23% et

Tjll0.1]
j|[273} ont une intersection F —transverse, et donc que 7]'\[0,1] et 7].”2,3] s’intersectent bien
F —transversalement.

Enfin, soit « : I — M un chemin transverse (défini sur un intervalle I C R) ayant
une intersection F—transverse avec 7;. On en fixe un relevé a : I — df(;n(]-" ) intersectant
F—transversalement 7;- 11 existe donc deux réels a < b de I, et deux réels ¢ < d tels que
Q|[q,p) Intersecte F—transversalement Vjlle,d)> €6 tels que aqp[ €t Yjje,q) sont équivalents. Si
d—c < 2n+1, alors il existe m € Z tel que t—(2n+2)+m < ¢ < d < t+m. Ainsi, T~ qq)
a une intersection F—transverse avec T 7m%’|[c,d]7 donc avec T~ "% (1— (2n+2)+m,t+m], donc
avec Yj|j—(2n+2),]> qui est une sous-portion de 7} i) Dans ce cas, a a donc bien une
intersection F—transverse avec ¥ G2 Dans le cas maintenant ott d — ¢ > 2n + 1, alors il

existe m € Z tel que c—m <t—n < t+n < d—m. Cela implique que la portion T"~""%;j¢,q|
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contient le sous-chemin 7;j;—p, ¢4z, donc intersecte F—transversalement Vi|[s—n,s+n]s C€St-
a-dire S™"Yy|(s,s42n) qui est un sous-chemin de S‘"ﬁ;‘”m]. Or 7™y est équivalente a

T™"Yj{je,ap; done S"T™™a intersecte F —transversalement W;I[l o> €& qui montre que « et
'y;.‘”l o) ONt une intersection F—transverse. [

4.1.5 Homologie des feuilles et chemins de grande homologie

Dans ce paragraphe, on montre que l'existence des lacets donnés par le lemme 4.1.7
contraint grandement la dynamique des feuilles du feuilletage F. Cela fait écho au cas du
tore, dans lequel I’hypothése selon laquelle 0 est dans l'intérieur de 1’ensemble de rota-
tion implique que les feuilles du feuilletage relevé & R? sont uniformément bornées (voir
[LCT18]), argument-clé étant que sur le tore, les composantes connexes du complémen-
taire de lacets engendrant I’homologie sont simplement connexes.

En genre supérieur, ceci ne tient plus : les composantes connexes du complémentaire de
lacets engendrant ’homologie ne sont pas forcément simplement connexes. Néanmoins leur
premier groupe d’homologie est trivial. Ainsi, nous allons pouvoir montrer que les feuilles,
bien que non nécessairement uniformément bornées (on peut par exemple avoir une feuille
fermée homologue & zéro), le sont “en homologie”. La premiére remarque est la suivante :

Lemme 4.1.9. Soit r € N* el y1,...,7, les lacets lransverses donnés par le lemme 4.1.7,
et soit C l’ensemble des relevés de tous les v; a dom(F). Alors il existe N' € N tel que
toute feuille de F rencontre au maximum N' éléments de C.

Démonstration. Comme les [vy;] sont des éléments de H(M,Z), qu’ils engendrent I’homo-
logie et contiennent 0 dans l'intérieur de leur enveloppe convexe, il existe donc des entiers
non nuls (¢)=1,.. r» tels que Zlgjgr tjlv;] = 0. Le “multi-lacet” transverse 213’9« tjy; est
donc homologue a zéro : on peut alors définir une fonction duale § sur son complémentaire
dans M. Comme expliqué au paragraphe 1.2.3, le nombre de relevés des 7; & dom(F)
rencontrés par les feuilles de F est alors uniformément borné (par la différence entre le
maximum et le minimum de la fonction duale considérée). O

Pour relier cette propriété a des considérations homologiques, nous aurons besoin du
résultat simple de compacité suivant :

Lemme 4.1.10. Soit {p;}icr une famille génératrice de Hy(M,R).
Il existe m > 0 tel que pour tout o« € Hi(M,R), il existe i € I tel que |a A p;| > m |||

Démonstration. Soit B = {a € Hi(M,R) | ||a| = 1}. Pour tout @ € B, o # 0 donc
comme les p; engendrent Hq(M,R), il existe i, € I tel que a A p;, # 0. Par continuité,
il existe un voisinage ouvert V, de « dans B et une constante m, > 0 tel que pour tout
o € Vg, | A pi,| > mq. Par compacité, B se recouvre par un nombre fini de tels ouverts
Vo @ notons aq,...,an tels que B = V,,, U...UV,,. Posons alors m = min{maj}jzlw7N.
Pour tout 8 € B, il existe donc j € {1,..., N} tel que 8 € V,, donc ]BApiaj\ > Me,; > M.
Autrement dit, pour tout 5 € B, il existe i € I tel que |3 A p;| > m.

Soit maintenant o # 0 € H1(M,R) (le lemme étant trivialement vrai si a = 0). Par
définition de m, il existe donc ¢ € I tel que

«
—— Api| >m et donc tel que |aApi| > m|al.

lev]
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On peut alors en déduire la propriété fondamentale suivante, qui exprime que les feuilles
du feuilletage sont bornées “en homologie” :

Proposition 4.1.11. Il existe K' > 0 tel que pour tout arc de feuille ¢y, (reliant deux
points x et y de dom(F) tels que ¢, = ¢y ), on ait Hqu,yH <K'

Démonstration. Soit r € N* et 71, ...,7, des lacets transverses donnés par le lemme 4.1.7.
Notons C Densemble des relevés a dom(F) des 7;, et N’ donné par le lemme 4.1.9. Soit
également N donné par le corollaire 4.1.3, et m donné par le lemme 4.1.10 appliqué avec
la famille génératrice {[v;]}i1<j<r. Vérifions que I'énoncé est satisfait avec la constante
K'=(N+ N')/m.

Soit ¢z, un arc de feuille reliant deux points z et y de dom(F). Pour tout j € {1,...,7},
cet arc se reléve en un chemin de dfc;ﬂl(}" ) rencontrant au plus N’ relevés de ;. Il s’ensuit,
par définition de N (corollaire 4.1.3), que pour tout j € {1,...,7}, on a ¢, ,A[y;]| < N'+N.
Par définition de m, cela implique que m H(bmyH < N + N/, c’est-a-dire |‘¢$yH <K. O

Une conséquence directe de ce phénomeéne est que les sous-arcs des trajectoires trans-
verses [r(z), pour z € dom(F), bien que non nécessairement uniformément bornés, le sont
“en homologie”. Ceci va découler du fait qu'un tel sous-arc est homotope a extrémités fixées
a la concaténation d’un sous-arc d’une trajectoire I(z) (qui lui, est uniformément borné)
et d’une portion de feuille (dont I'homologie est uniformément bornée) :

Corollaire 4.1.12. [ existe une constante C; > 0 telle que pour tout z € dom(F), pour

tout n € Z et pour tout t € [n,n + 1], on ait HIJ%ZHW]H < (.
Démonstration. Par continuité et compacité, les chemins I, pour z € M, et s € [0, 1]
sont uniformément bornés; en particulier, leur homologie est uniformément bornée, donc
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout z € M et s € [0, 1],

(I yet
Mais pour tout z € dom(F), pour tout n € Z et pour tout s € [n,n + 1], le chemin
IzZ|[n,s] est égal au chemin I¢n(.)j0,s—|s)]- On a donc, pour tout 2z € dom(F), n € Z et
s € n,n+1],
’ 1% <C.
z|[n,s] || =

Maintenant, rappelons que toute feuille rencontrée par une trajectoire transverse Ir(z)
rencontre aussi la trajectoire I(z). Comme pour tout z € dom(F) et n € Z, le chemin
I]Z-‘,z|[n,n+1} est égal & Ir(f"(z)), et que le chemin IzZ|[n,n+1] est égal a I(f™(z)), on déduit
que pour tout ¢t € [n,n + 1], la feuille passant par I J/nyz(t) rencontre la vraie trajectoire
IZ(2) en un point IZ(s), avec s € [n,n + 1]. Notons donc ¢,; une portion de feuille
reliant IZ(s) a I ]Zj, _(t). Par la proposition 4.1.11, il existe une constante K’ uniforme telle

que ||¢..|| < K'. Il reste donc finalement & appliquer le lemme 4.1.1, comme I% =l St

homotope a extrémités fixées a la concaténation de [ ZZI[n .

n,t]
et de ¢, ¢, pour obtenir

% + ||¢=4]| + Ko < C + K + Ko.

YA
1% | < |
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Enfin, on peut déduire de maniére assez similaire a la proposition 4.1.11 qu’un chemin
transverse de grande homologie intersecte forcément F—transversalement 1'un des 7; :

Proposition 4.1.13. Soit r € N* et v, ..., des lacets transverses donnés par le lemme
4.1.7. Alors il existe K > 0 tel que pour tout chemin transverse « : [a,b] — M tel que
lla|l > K, il existe j € {1,...,7} tel que o intersecte F—transversalement ;.

Démonstration. Soit C Uensemble des relevés a cﬁn(}" ) des ;, et N’ donné par le lemme
4.1.9. Soit également N donné par le corollaire 4.1.3, et m donné par le lemme 4.1.10
appliqué avec la famille génératrice {[v;]}1<j<,. On pose alors K = (2N + N +1)/m.
Soit « : [a,b] — M un chemin transverse tel que ||@| > K : par définition de m,
il existe donc j € {1,...,r} tel que [@ A [y;]| > 2N" + N + 1. Il faut donc comprendre
pourquoi cela implique que o intersecte F—transversalement ;. Fixons donc un relevé
a : [a,b] — dom(F) a dom(F). Par définition de N, et comme |& A [yl > 2N+ N +1, il
existe donc au moins 2N’ + 1 relevés de +; dont le nombre d’intersection avec & est bien
défini et non nul. Maintenant, par définition de N’, la feuille passant par &(a) rencontre au
plus N’ relevés de v , et de méme, la feuille passant par a(b) rencontre au plus N’ relevés
de ;. Parmi les 2N’ 4 1 relevés considérés, 'un au moins ne rencontre donc pas ces deux
feuilles : on a donc trouvé un relevé y; de ; dont le nombre d’intersection avec o est bien
défini et non nul, et qui ne rencontre pas les feuilles extrémes de a. De plus, par le corollaire
4.1.6, 7, ne s’accumule dans aucun chemin, ce qui implique que 7; se sépare positivement et
négativement de . Tout ceci réuni montre que a et 7; s’intersectent F—transversalement,
donc que « et vy; s’intersectent F—transversalement. g

4.1.6 Subdivision des trajectoires

La preuve du théoréme G va reposer sur des découpages de trajectoires en des portions
ayant des homologies que 'on contréle : on veut obtenir des portions “minimales” ayant
des “grandes” homologies. Donnons le lemme-définition suivante :

Lemme 4.1.14. Soit n € N* et o : [0,n] — M un chemin de M. Pour tout réel K > 0, il
existe une unique famille finie {ng,n1,...,np} d’entiers, telle que :

-0=np<ni <..<mnp<n,

- pour tout i € {0, ...,p — 1}, Uensemble {k > n; | ||[ajp. 4| > K} est non vide et

Nir1 = min{k > n; ‘ HWH = K}’

- pour tout entier k € {np,...,n}, aan’k]H < K.

Cette famille d’entiers est appelée K —subdivision de .

Démonstration. 11 suffit de définir ces entiers par récurrence. On pose ng = 0, et on suppose
avoir construit ’entier n;, avec n; < n. Dans le cas tout d’abord ou il existe un entier
k € {n;,....,n} tel que Hm“ > K, alors {k > n; | Hm” > K} est non vide : on
définit n; 11 comme I'entier minimal de cet ensemble, et on a bien n;.1 < n; on a de plus
n; < M;+1 puisque Hm = 0 (car le chemin c,(p,) a(n,) est le chemin trivial). Dans le
cas contraire ot pour tout k € {n;,...,n}, ‘O‘Hni,k]H < K, on pose ¢ = p et on arréte le
processus : I’entier n; est le dernier construit.

Il est bien clair, dans cette construction, qu’aucun choix n’est possible et que de fait,
la K —subdivision de « est bien unique. O
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Terminons avec un lemme technique permettant de majorer de maniére uniforme les
homologies de différents sous-arcs construits par subdivision d’une trajectoire transverse,
a l'aide des différentes majorations précédemment obtenues :

Lemme 4.1.15. Soit Ky la constante définie en 4.1.1 et Cy la constante définie en 4.1.12.
On considere un point z € M, et pour K > 0, s0it 0 = ng < ... < np < n la K—subdivision
de I]_- o] Alors pour tout i € {0, ...,p — 1}, pour tout t €n;,n;11[, on a :

N | < K+ G+ Ko, et
‘ < 2K + 3K, + 204

‘ I]: ZHt nz+1]

Démonstration. Tout d’abord, comme n; < t < n;y1, alors n; < [t] < n;1. Par défini-

tion de la K —subdivision, on a donc ‘ < K. De plus, par définition de C1,

H fZI [ni, (1]

H F oLt t]H < (. 1l reste a voir que [ F 2l ] est la concaténation de I F ool 1] et de

1% Follt] et appliquer le lemme 4.1.1 pour obtenir

7% et < [ e + [l 200 < 26+ 01w 1

De méme, comme n; < t < n;y1, alors n; < |[t] < mn;y1 —1 < njtq, donc Ile[m,m+1 1

est la concaténation de I% F 2|l Lt] et de IZ Le lemme 4.1.1 s’applique donc et

Foz|[lt)nipa 1]

donne
Z i -
T (S NI | = ok
ce qui implique
H Foz|[[t] i1 — 1]” H ]:ZH”uLtﬂH + H F elnimiss—1] H 1+ K.
Mais par définition de la K —subdivision, on a les deux inégalités HmH < Kt
H Fz|[niniv1— 1]” < K, donc on obtient
Tz
HI}:ZHULM+1*1]H <2K + KO-
Z ~
Ensuite, par définition de C, on a H Follnisa—tnie) || < C1- Comme IZ 00 est la

et de IZ

Folnis—Lnsia]’ alors par le lemme 4.1.1, on obtient

concaténation de IJ-?zHLtJMH—l]

+K0<2K+2K0—|—Cl.

Hffznm nia)

Z
- H Foz|[lt]mig1—1 H + HI.F,Z‘[niJrl—l,ni+1]

est la conca-

yA YA
‘If,zum,t] ‘ < C1. Comme IZ ) o1

o alors par le lemme 4.1.1, on obtient

Enfin, par définition de C, on a ‘

s 7
ténation de I]_-’Z”M’t] et de I}- 2ltnis

Z _
1% e = (B + o) < Ko

et donc on a finalement

<[

YA YA
Hff,z|[tm+1 Fellthml| T Hff,zmtJ,ﬂH + Ko < 2K +3Ko +2C1.
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4.2 Preuve du théoréme G

4.2.1 Idée détaillée de la preuve

Comme nous l'avons dit précédemment, 1'idée de la preuve va étre de montrer que
toute trajectoire I’(z) est “proche” d’une famille de trajectoires périodiques : si 'on peut
découper I'+(z) en un nombre r (indépendant de n) de portions, chacune d’elle ayant une
homologie proche d’un certain multiple du vecteur de rotation d’'un point périodique, on
pourra montrer que I’homologie globale de I’#(z) est uniformément proche de “n fois” une
certaine combinaison convexe des vecteurs de rotation des points périodiques considérés.
Ainsi, on aura borné uniformément en z et n la distance de I’#(z) a I’ensemble nrot(f).

Plus précisément, fixons la famille de lacets {7;}i1<j<, donnée en 4.1.7, et les chemins
admissibles {7} }1<j<, associés donnés en 4.1.8. On sait par le lemme 4.1.13 qu'un arc
de grande homologie intersecte nécessairement F—transversalement 1'un des ;, donc par
définition des 7;» intersecte F—transversalement la partie centrale d’un des 7.

De fait, a chaque fois que I'’+(z) a un sous-arc dont I’homologie est assez grande, celui-ci
intersecte F —transversalement l'un des 7. Mais si I'on considére deux sous-arcs (disjoints)
I},z“a,b} et I;,z\[c, d de I:(2) qui intersectent F —transversalement le méme chemin 77, on

se retrouve alors dans la situation de la figure 4.2 (au revétement dom(F)).

7 )

0

FIGURE 4.2 - Situation dans laquelle deux portions de f}%(%} intersectent
F—transversalement deux relevés 7;‘ et %* d’'un méme chemin 7 : on obtient par for-
¢age un chemin 7 admissible, dont I’homologie est proche de celle de la portion totale,
ayant une intersection F—transverse avec un de ses translatés.

Sur cette figure, le chemin en pointillés 7 est alors admissible par la proposition fon-
damentale de forgage 1.3.5. Mais il a aussi une intersection F—transverse avec un de ses
translatés, car ’y;.“ 0,1] et fy;fl [2,3] s’intersectent F—transversalement. Par le théoréme 1.3.8, il
s’ensuit que ’homologie de 7 est uniformément proche d’un multiple (qui dépend de 'ordre
d’admissibilité de 7) du vecteur de rotation d’un point périodique. On s’apergoit également
que si I’homologie des arcs I}’Zua,b} et I.;'?:,ZHC, d est suffisamment petite, alors I’homologie
globale de 7 sera uniformément proche de celle de la portion globale I;L:»ZH‘L d- Autrement
dit, dans cette situation, I’homologie de I%Z‘[a’ d est uniformément proche d’un multiple
du vecteur de rotation d’'un point périodique.
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Ayant dit cela, le but est alors de découper toute la trajectoire I’+(z) en portions dont
on controle '’homologie : suffisamment grande pour qu’elles intersectent chacune un Vs
mais pas trop grande pour garder une précision uniforme dans les estimations (autrement
dit, on va considérer une subdivision comme définie en 4.1.14). A chaque fois que deux
portions intersectent le méme 77, le sous-arc reliant ces deux portions a donc une homologie
uniformément proche d’un multiple du vecteur de rotation d’un point périodique. Comme
les 77 sont en nombre fini (indépendant de n), il reste & voir qu'on peut regrouper les
différentes portions qui intersectent le méme 'y;‘ pour obtenir un découpage de I'’:(z) en
un nombre uniforme de tels sous-arcs, comme représenté sur la figure 4.3. Finalement,
on pourra gérer les constantes obtenues pour vérifier que ’homologie de I%+(z) est bien
uniformément proche de “n fois” une combinaison convexe des vecteurs de rotation des
points périodiques obtenus pour chacune des portions considérées.

FIGURE 4.3 — Découpage de la trajectoire totale en un nombre fini de sous-arcs, chacun
correspondant & la situation de la figure 4.2.

4.2.2 Notations

On note r > 1 l'entier et {v;}1<;<, la famille de lacets définis par le lemme 4.1.7. Pour
tout j € {1,...,r}, soit 7;‘ le chemin transverse admissible défini par le lemme 4.1.8; on

fixe également un relevé %* de 7} a dfo\I/n(]: ). Comme par définition, ’y;‘ a une intersec-

110,1]
tion F—transverse avec 7]’.‘| 2,3 O peut noter R; € G un automorphisme tel que Rjﬁ;‘.] [0.1]

intersecte F—transversalement %’fl [2,3]"

Comme les 75 : [0,3] — M forment une famille finie de chemins compacts, il existe une
constante Cy telle que pour tout j € {1,...,7}, pour tout s < ¢t € [0, 3],

[Pl < €2

De plus, les fy;-k sont tous admissibles : on note donc Ny leur ordre maximal d’admissi-
bilité, de sorte donc que pour tout j € {1,...,7}, 7; soit admissible d’ordre No.

On fixe ces constantes Cy et Ny, ainsi que les constantes K définie en 4.1.1, C définie
en 4.1.12 et K définie en 4.1.13; on note également K* le diamétre de I’ensemble de rotation
rot(f). On pose enfin

L= 3r+ 1)K +1r(2C; + 3C; + 9Ko + 2NoK™).
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Notre but est alors de montrer que pour tout n € N*, pour tout z € M,
d (I”(z),nrot(f)) < L.

On fixe donc dans toute la suite un point z € dom(F) (la majoration étant trivialement
vraie si z est une singularité de F) et un entier n € N*. Pour alléger les notations, on note
a :[0,n] — M la trajectoire transverse I’#(z) du point z entre z et f"(z), paramétrée de
sorte donc que pour tout k € {0,...,n}, a(k) = f¥(z). Bien entendu, @|[0,n) est homotope
a extrémités fixées a I"(z), donc

I”(Z) = Q[0,n]-

On fixe enfin un relevé z de z a d/o\r/n(f), ainsi que @ : [0,n] — dfo\r;l(]-") le relevé de «
associé, de sorte que pour tout k € {0,...,n}, a(k) = f¥(2).

4.2.3 Proximité avec une famille de points périodiques

Fixons la K —subdivision 0 = ng < ... < n, < n de «, dont 'existence et 1'unicité sont
données par le lemme 4.1.14. Par définition, on a donc pour tout i € {0,...,p — 1},

Ha|[”iani+l]H > K.

Pour tout i € {0,...,p — 1}, il existe donc par définition de K (proposition 4.1.13) un
entier j; € {1,...,r} tel que Q[n;,nis,] & une intersection F—transverse avec 7j, .

Enongons maintenant un lemme combinatoire simple, reposant sur une sorte de principe
des tiroirs. C’est ce lemme qui nous permettra, comme expliqué au paragraphe 4.2.1, de
regrouper les différentes portions données par la subdivision en un nombre uniforme de
sous-arcs de la trajectoire totale :

Lemme 4.2.1. Soit p,r € N*, et E un ensemble a r éléments. Pour toute application
¢ :40,...,p— 1} — E, il existe une famille d’entiers iy, ..., i, avec 0 < 1 <, telle que :
0= <...<y_1<iyy=p, et

- pour tout k € {0,....,1 — 1}, p(ix) = p(ig41 — 1).

Démonstration. Montrons ceci par récurrence sur 7.

Si r =1, alors ¢ ne prend qu'une seule valeur. On pose [ =1, ig =0 et i1 = p, et on a
bien [ < r, ainsi que 0 =i < iy = p et (ip) = p(i1 — 1).

Supposons donc que le lemme soit vrai pour un certain » € N*. Soit un ensemble E
a r + 1 éléments, et une application ¢ : {0,....,p — 1} — E, avec p € N*. On définit
j=max{i = 0,...,p— 1| () = ¢0)} +1. Si j = p, alors on pose | = 1, ip = 0 et
i1 = p et le résultat est vrai. Sinon, j < p : considérons donc Iapplication ¢’ définie sur
{0,...,p — 1 — j} par ¢'(i) = ¢(i + j) pour tout i = 0,...,p — 1 — j. Par définition de
Uentier j, I'image de ¢ est incluse dans E \ {¢(0)} qui est un ensemble a r éléments. Par
hypothése de récurrence, il existe donc une famille d’entiers i, ..., i;, avec [ < r, telle que
d’une part 0 =i < ... <14;_; < ij =p—j, et que d’autre part, pour tout k € {0,...,1 — 1},
©'(1},) = ¢' (i}, — 1). Définissons alors les entiers i, ..., 47,141 en posant ig = 0 et pour
tout k € {1,....,l+1}, iy =1)_, + 7.

Vérifions que I’énoncé est bien vrai au rang r+1 avec ces entiers ij pour k € {0, ..., [+1}.
Tout d’abord, on a alors bien [ + 1 < r 4 1. Ensuite, iy < iy car 41 = ij +j = j > 0 par



CHAPITRE 4. UNIFORMITE DES DEPLACEMENTS 101

définition de j; de plus, pour tout k € {1,...,0},ona iy =) | +j < i) +j = lpy1;
et on a bien aussi ¢j41 = i+ j =p—j+j = p : donc on a bien les inégalités voulues
0=1ip <..<i <i41 =p. Enfin, p(ig) = ¢(0) = p(j — 1) = (i1 — 1) par définition de
js et de plus, o(ix) = (ij_y +j) = ¢'(i_1) = ¢'(@, = 1) = @(i), + 7 — 1) = @(ig1 — 1)
pour tout k € {1,...,1}. O

On peut donc appliquer ce lemme & notre situation :

Lemme 4.2.2. [ existe une suite d’entiers ig, ..., 1m, avec m < r, telle que :
S0=19p <11 < oo <1 < Ty =P,
- pour tout k € {0,...,m — 1}, ji, = Jip,q—1-

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme 4.2.1 avec ¢ : {0,...,p—1} — {1,...,r} définie
pour tout i = 0,...,p — 1 par ¢(i) = j;. O

On fixe dans toute la suite un entier m, et une suite d’entiers ig, ..., &,,, avec m < r,
vérifiant les conditions du lemme 4.2.2. Pour tout entier & € {0,...,m — 1}, on a donc
Jir, = Jiny1—1: pour alléger les notations, notons v(k) € {1,...,7} cette valeur commune
v(k) = Ji,, = Jirs,—1. Par définition des entiers j;, cela signifie que les portions a
et q

nikan(ik)+1]

iy —1mip 4] ont chacune une intersection JF—transverse avec 7, () ; par définition
des chemins +;, cela implique qu’elles ont chacune une intersection F—transverse avec la

portion 7:(k)|[1,2]'

Relevons toutes ces intersections F —transverses au revétement d/o\r/n(f ), en définissant :
-T € g~, th €N, N +11 et sk €]1,2] tels que gy iy 11] et T’ﬂ;(k)\[l,ﬂ ont une inter-
section F—transverse au point a(t) = Tk:y'z(k)(sk) ;

-et T, € G, 1) €]ngy—1,m4,,, [ et 53, €]1,2[ tels que a|["ik+rlv"ik+1] et T,ﬁ;‘(k)”m] ont une

intersection F—transverse au point a(ty) = T,ﬁ;(k)(sgc).

T3
L ity )T (51 )
L% ~
R ~\ '
i) )| Glnyr) Yk

Vi(a,) —> T8 3 =T, 3305

FIGURE 4.4 — Objets considérés. La situation reste exactement celle de la figure 4.2.

Remarque : il est tout a fait possible d’avoir n;, = n;, _, 1, c’est-a-dire que les deux
portions Ongy iy y41] et Ul —1miy, ] soient les mémes. Dans ce cas, on choisit simple-
ment 1}, = T,;, tp = t;c et s = S;g.
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Pour tout k € {0,...,m — 1}, soit alors 7;, : [0, 3] — dom(F) le chemin transverse défini
de la maniére suivante :
- 7k|[0 1] est une reparamétrisation de kay ()][0,54]"
'Vk:|[1 9] est une reparamétrisation de a Aty 2115

- et fkaQ 3] est une reparamétrisation de Tk%(k)\[s 3"

On note 7, : [0,3] = M la projection de 7}, : [0, 3] — dom(]—") sur M. Le chemin ~;, est
transverse comme concaténation de chemins transverses. Le lemme suivant assure que ce
chemin est admissible et qu’il a une auto-intersection F—transverse :

Lemme 4.2.3. Pour tout k € {0, ...,m—1}, le chemin transverse vy, est admissible d’ordre
2Ny + 14, — iy, De plus, il existe aj, € [0,1] et by, € [2,3] tels que T/éRv(k)Tk_l%\[o et

’kaQ g ‘intersectent F—transversalement au point T R o(k ) e 'yk(ak) 7]’6(1%)

Démonstration. Traitons pour commencer le cas particulier de la remarque ci-dessus, ol
Ni, = Ny, —1. Dans ce cas, par définition, 7, est exactement le chemin T;ﬁ;(k). Ce chemin
est admissible d’ordre Ny, donc a fortiori est admissible d’ordre plus grand.

Dans le cas général maintenant, le chemin 7; est obtenu en effectuant deux forcages
successifs. Tout d’abord, le chemin 7}/ obtenu en concaténant Tk?:(k)\[o,sk] et &Htkvm‘kﬂ] est
admissible d’ordre No+n;,_, —n;, car il est obtenu en forgant, par la proposition 1.3.5, les

deux trajectoires transverses 7] Iﬁ:( ) et al[mk, ] qui s’intersectent F—transversalement.

Mg 1

Ensuite, on s’apercoit que 7/ contient la portion aj (car on est dans le cas ou

~ Mg g —1oMig ]
ng, < Mg, 1), donc 7} intersecte F—transversalement le chemin Tﬁ% : en forgant par
la proposition 1.3.5 ces deux trajectoires, admissibles d’ordres respectifs No +mn;, ,, —n;, et
Ny, on obtient précisément le chemin 7}, qui est donc admissible d’ordre 2Ng +ny, | — 1), .

Enfin, T} R vy Ty 7k\[0 1] est égale a la portion Tj rRoy Ty Tky (k) qui contient

[[0,5%]°
donc T} R o(k) Y, (k)|[0 1 qui par définition de R,y a une intersection F—transverse avec

Tkryv(k)|[2 3]’ qui est une sous-portion de 714\[2 3" Donc T} R o(k) Ty 7k\[0 1 intersecte bien

F—transversalement 3 ’ka 3" O

On déduit de cette intersection F—transverse le corollaire suivant :
Corollaire 4.2.4. Pour tout k € {0,...,m — 1}, on a

2mNo +np (T3] + [Roy] — [Tk]
2mNy +n 2Ny + Mgy — Ty,

) € rot(f).

Démonstration. Pour tout k € {0, .. — 1}, on dlspose donc d’un chemin 77, adrmsable
d’ordre 2Np + (
point Ty Ry )T, 31 (ax) = 7, (bx) avec ag < by, : le théoréme 1.3.8 assure donc que pour
tout ¢ € QNJ0, 1], 'ensemble de rotation de f contient

(T3] + [Roge)] — [Ti]

2Ny + (nik+1 - nlk)

nlk o M), ayant une intersection F—transverse avec TRy T, 15 au

Comme n, < n, alors

2mN0 + Nyp

2mNo +np (T3] + [Roy] — [Tk]
2mNg +n

2mNy +n 2Ny + Nipyy — N

€ QNJo, 1], et donc ( ) € rot(f).

k
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4.2.4 Estimations homologiques

Il reste finalement & vérifier techniquement que les homologies des portions considérées
sont bien “uniformément proches” comme on s’y attend :

Lemme 4.2.5. Pour tout k € {0,...,m — 1}, on a les majorations suivantes :
_ Ha|[”ik’nik+1] — O‘\[tbt;} ‘ < 3K +3C71 + 6K, et

‘ < 90y + 2K,

7 -
- H/yk}‘[ahbk] B a‘[tkvtﬁ

Démonstration. Par définition, on a n;, <t < ny41 et ny 1 < t?c < ng,,,, donc le
lemme 4.1.15 donne les majorations

kMg

<K+Ci+ Ky et HO(W/

Ha‘[nik’tk} ‘ < 2K + 201 + 3K0.

De plus, g, niy ] est la concaténation de fn;, i) de [ty 1] €t de [ty iy, ] donc

le lemme 4.1.1 assure que

+ Hautm

Ha|[”ik7"ik+1] A < “a‘[nikvt’@} Mgy 1] ‘ + 2Ky < 3K + 3C7 + 6Kj.

De méme, par définition, 71;\[% 1] et fy;€|[2 ba] sont des portions de 'y;( k)’ donc par définition

de Cy, on a Hyllﬂl[akvl]H < Oy et H%/e\[lbk]H < (5. Comme ’Yllc|[ak,bk] est la concaténation de

7;€|[ak,l]’ de oz, 1), et de 7;€|[2,bk]’ le lemme 4.1.1 s’applique et donne bien

H’Véuak,bk} ~ Yty < H’Yﬁ:nak,u H + |z H +2Ko < 202 + 2Ko.
0

On peut alors rassembler toutes ces portions pour revenir & I’homologie de la trajectoire
globale g, :

Lemme 4.2.6. On a la majoration

m—1
afjo,n] — (Z [Th] + [Ror)] — [Tk]>

k=0

< (Br+ 1)K +r(2Cy + 3Cy + 9K)).

Démonstration. Pour tout k € {0,...,mm — 1}, le chemin 71/6\[% by] 5€ reléve en %’I[ak bi]’ qui
par définition relie 7} (ay) & 7, (bx) = T,ng(k)Tk_by',;(ak). Le chemin ’y,/c”ak b, €5t donc en fait
un lacet d’homologie [T} Ry )T}, !]. Or, par définition des chemins (¢ )z yenr, le chemin

Cot (ax) v, (by,) €St le chemin trivial. On déduit donc que

Veftae) = T8+ [Rug)] = [Ta].

Le lemme 4.2.5 permet donc d’obtenir que pour tout k € {0, ...,m — 1},

Hoéumk,mkﬂ] + [Th] = [Ro)] — [TIQ]H < Ha|[nik,nik+1] — Q|| + “71/6\[ak7bk] — Q[ 1]
< 3K +2C5 4+ 3C4 + 8Kj.
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Maintenant, o[, est la concaténation des o pour k = 0,....m — 1, et de

”ik’”ikﬂ]
Qn,,n)- Le lemme 4.1.1 s’applique donc et donne
m—1

a|[07n] - Z al[n’ik)nik+1]
k=0

< ||y ]| + mEo.

Ceci entraine que

Yomn] ~ (Z T3] + [Rogr)] — [Tk]>

k=0

m—1
<3 [ + 114 = [(Ruge) - )
k=0

+ || @y || + mKo
<m(3K +2Cy + 3Cy + 9Ko) + ||am, | -

Il ne reste plus qu’a se souvenir que par définition de la K —subdivision, Ha‘[np,n] H < K,
et que par construction, m < r pour obtenir finalement

m—1
Qfjo,n] — (Z [T7.] + [Ro)] — [Tk]>

k=0

< (3r+ 1)K +r(2Cy + 3C; + 9K)).

Un argument final de convexité vient enfin clore la preuve :

Proposition 4.2.7. On a finalement la majoration souhaitée
d (a|[07n},nr0t(f)) < (Br+ 1)K +r(2C3 +3C1 + 9Ky + 2NoK™).

Démonstration. Par le corollaire 4.2.4, on sait que pour tout k € {0,...,m — 1},

(2mN0 +np (T},] + [Rory] — [Tk]

crot(f).
2mNy + n 2Ny + Ny — Ny, > (f)

Mais de plus, on a

m—1

2No +n, ., — 1y
0 i % > 0 pour tout k € {0,...,m — 1}, et g
k=0

2mNy + nyp

2Ny + Ny — My,
2mNp + nyp

=1.

Par convexité de rot(f), on déduit donc que

mz_l 2No + 1y, — iy L 2mNo+np (T3] + [Ror)] — [Tk]
2mNo + np 2mNg +n 2Ny + Nigyq — My,

> € rot(f),

k=0
c’est-a-dire donc que
1

! (i (T3] + [Rory] — [Tk]> e rot(f).

2mN0 +n —o
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On déduit donc, puisque K* est le diamétre de rot(f), que

d (a‘[ovn], nrot(f)) <

m—1
1
Q|[o,n] — T X (2mNO+n kgo [Tl + [Ryy] — [Tk]> H

Yjon] ~ (Z T3] + [Rogr)] — [Tk]>

k=0

< + 2mNK™.

Il reste finalement & appliquer la majoration 4.2.6, et a se rappeler que m < r, pour
obtenir
d (@], nrot(f)) < (3r + 1)K +r(2C2 + 3C1 + 9Ko + 2N K™).

4.3 Conséquences du théoréme G

Nous nous intéressons & présent aux conséquences du théoréeme G. Dans le cas du
tore, on sait en effet qu'une telle propriété de “déplacement uniforme” a des applications
intéressantes (JAZ15|, [LCT18]). Le but de cette section est de montrer que ces applications
tiennent en genre supérieur.

4.3.1 Notations

On garde toutes les notations introduites au début de ce chapitre : f : M — M désigne
donc un homéomorphisme isotope a l'identité sur une surface de genre > 2, et on suppose
que 0 est dans 'intérieur de ’ensemble de rotation rot(f) (cette hypothése sera uniquement
nécessaire pour appliquer le théoréme G).

Soit w une 1—forme différentielle fermée sur M, et [w] € H'(M,R) sa classe de coho-
mologie. On désigne encore par M(f) '’ensemble des mesures boréliennes de probabilités
f—invariantes sur M ; pour toute mesure u € M(f) de vecteur de rotation rot(u), on

notera
rot()-bl = [ ( / . w> dpu(x)

(autrement dit, on voit I’élément rot(x) du premier groupe d’homologie Hy (M, R) par dua-
lité, comme une forme linéaire sur le premier groupe de cohomologie H'(M,R)). Comme
M(f) est compact, on peut définir

O = max rot(p).[w],

ainsi que ’ensemble des mesures “maximisantes” :

M) = {p € M(f) | rot(p).[w] = ayy}-

En notant supp(u) le support d’une mesure p € M(f), on définit alors

X = U swp(p) et XgF=(J supp(n)

HEM HEM,
1 ergodique
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On fixe enfin une norme ||| ;1 sur le premier groupe de cohomologie H!(M,R), et on
note |||, la norme d’opérateur induite sur le premier groupe d’homologie Hi(M,R) (que
'on voit toujours comme ’espace des formes linéaires sur H!(M,R)). On note également
dop la distance sur Hy (M, R) associée a la norme |[.[|,.

La premiére des applications du théoréme G est la réponse a la conjecture de Boyland
énoncée dans 'introduction comme théoréme I :

Théoréme 4.3.1. Si f préserve une mesure borélienne de probabilité u de support total,
dont on note rot(p) le vecteur de rotation, alors rot(u) € Int(rot(f)).

En particulier, ce théoréme s’applique donc pour un homéomorphisme isotope a l’iden-
tité qui préserve 'aire : si 0 est dans l'intérieur de ’ensemble de rotation d’un tel homéo-
morphisme, alors c’est aussi le cas du vecteur de rotation de la mesure de Lebesgue. Ce
théoréme reposera sur la proposition J de l'introduction, que nous montrerons au para-
graphe 4.3.2 et dont nous rappelons ici I’énoncé :

Proposition 4.3.2. ] existe une constante Ly € R telle que pour toute 1—forme fermée
w, pour tout z € X[w], pour tout n > 1,

w | —naoy,
K/f"(z) ) “

En particulier, toute mesure p supportée sur X, appartient a M.

< Lo [[[wlll g1 -

Finalement, le dernier corollaire que nous obtiendrons est un résultat analogue a cette
derniére proposition pour tous les points appartenant au support d’une mesure dont le
vecteur de rotation appartient a la frontiére de rot(f), notée O (rot(f)). On adopte les
notations suivantes :

Mo = {n€ M(f) | rot(n) € D (rot(£))} et Xo= | supp(n).
HEMy
Nous montrerons alors au paragraphe 4.3.3 la proposition K de I'introduction, dont
revoici I’énoncé :

Proposition 4.3.3. [l existe une constante L1 € R telle que pour tout z € Xy, pour tout
n>1,

dop (W, no (rot(f))) < L.

En particulier, toute mesure ergodique p supportée sur Xg appartient a My.

4.3.2 Mesures supportées sur X, et conjecture de Boyland

Le but de ce paragraphe est de montrer le théoréme 4.3.1, & ’'aide de la proposition
4.3.2. Commencons par le lemme suivant :

Lemme 4.3.4. On a X, = X&g.
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Démonstration. Il est bien clair, par définition, que Xi]jg C X|u- Montrons l'inclusion
réciproque. Soit p € M. Par le théoreme de Krein-Milman, 4 est limite de combinaisons
convexes d’éléments de ’ensemble Ext(MM) des points extrémaux de M. En particulier,
ceci implique que

supp(p) € () supp(v).
I/EEXt(M[w])

Mais d’autre part, tout mesure v € Ext(My,) est également un point extrémal de
M(f), c’est-a-dire une mesure ergodique. Il s’ensuit que

supp(p) | supp(n) = XF,
HEM
w ergodique

et ce pour tout pu € My, ce qui suffit & assurer que Xp,) C X [‘j f’. O
On peut alors montrer la premiére partie de la proposition J :

Proposition 4.3.5. Il existe une constante Ly € R uniforme en w telle que pour tout

z € Xy, pour tout n > 1,
w | —nay,
‘ </f"<z> )

Démonstration. Soit z € X|,j et n > 1, et py . € M(f) une mesure réalisant la distance
dop(I™(2), nrot(f)), c’est-a-dire telle que dop (1™ (2), nrot(f)) = ||[I™(z) — nrot (=)

définition de «a,; comme maximum, on a donc

(o) = (] ) -

< Lo [l -

. Par
op

< </ w) - (/ w> — nrot (i, 2).[wl| .
b2 e (2),2
Tout d’abord, par définition de ||.[|,,, on a
‘( / w> w00t i) < [T = mwot(un) | Wil
m(z)

I"(z) — nrot(pn,2) = dop(I"(2),nrot(f)), qui,
op

comme par hypothése 0 € Int(rot(f)), est uniformément borné par le théoréme G. Il existe

donc une constante uniforme L telle que

‘ (/ w) — nrot(pn,z).[w]
50

Ensuite, comme les chemins cyn(;) . sont de longueurs uniformément bornées, il existe
une constante uniforme L' telle que

[
Cfn(z),z

Mais par définition de py, ., on a

< L[l g2 -

< L[]l g1 -
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Posant Ly = L + L', on déduit donc que pour tout z € Xo]; pour tout n > 1, on a

( / w> —nagy < Lo Wl -
I (z)

Il reste donc & montrer que la quantité peut étre aussi minorée par —Lg ||[w]]| ;1. Ceci
va reposer sur le lemme d’Atkinson (proposition 3.2.1). Soit donc p € M|, une mesure
ergodique. La fonction ¢ : M — R définie pour tout z € M par

v(2) :/ W — Q)
1(z)

a alors une moyenne nulle. En effet, 4 € My, donc

/ p(2)dp(z) = rot(p).[w] — o) = 0.
M

Le lemme d’Atkinson s’applique donc et assure qu’il existe un borélien A C supp(u),
tel que u(A) =1, et que pour tout z € A, il existe une suite d’entiers (ng)xen telle que

nkfl
kgliloo ZZ: QD(]M(Z)) = 0, i.e. kEI—il—loo (/Ink(z) w) - lea[w] =0.

Fixons donc z € A et n € N. Pour tout & € N tel que ng > n, on a donc

(/ w) — N, = </ w— nkaM) - (/ w — (ng, — n)o‘[w]>
1n(z) I (2) @)
> </ w—nkaM) — Lo [|[w]ll 1 -
Ik (2)

Faisant tendre k vers 400, on obtient alors, pour tout z € A et n € N,

(/ w) —nap, > —Lo [|[W]] 1 -
I (z)

Les deux inégalités se réunissent en : pour tout z € A, pour tout n € N,

w | —naoj,
K/f"(z) ) .

En particulier, ceci est encore vrai pour tout z € A (et n € N). De plus, comme
p(A) = 1, alors supp(u) C A, donc l'inégalité est encore vraie pour tout z € supp(u).
Autrement dit, comme p est une mesure ergodique quelconque, elle est encore vraie pour
tout z € X Ei]g (et n € N). Il reste finalement & appliquer le lemme 4.3.4 pour obtenir que
pour tout z € X, et n € N, on a bien

w —na[w]
‘</"(Z> )

< Lo [[[w]ll g2 -

< Lo [[[wlll g1 -
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En guise de corollaire, on obtient la suite de la proposition J :

Corollaire 4.3.6. Toute mesure p supportée sur X, appartient a My,

/ E / w —nap, | du(r)
X M\ 1)

Lo [[[w]ll 2
n

Démonstration. Soit p supportée sur X,. On a

/ </ w) dp(r) — oy
X \/ (=)
1
§/ — / W — noy
Xy T |17 (2)

par la proposition 4.3.5. Il reste a faire tendre n vers +oc pour obtenir que rot(u).[w] = oy,
et donc que p € My, O

‘rot(,u).[w] — a[w]} =

du(z) <

On peut finalement déduire de ce corollaire la preuve du théoréme I, dont on rappelle
ici ’énoncé :
Théoréme 4.3.7. Soit f : M — M un homéomorphisme isotope & l’identité sur une

surface fermée de genre > 2, et u une mesure borélienne de probabilité f—invariante de
support total, dont on note rot(u) le vecteur de rotation. Si 0 € Int(rot(f)), alors rot(u) €

Int(rot(f)).

Démonstration. Supposons au contraire que rot(u) ¢ Int(rot(f)). Alors rot(u) appartient
a un hyperplan d’appui affine de rot(f) : autrement dit, il existe une forme linéaire ¢ sur
H{(M,R) telle que

P(rot(p)) = max 1.

Par dualité, il existe donc une classe de cohomologie [w] € H'(M,R) (ot w est une
1—forme fermée) telle que rot(y).[w] = ay,). En d’autres termes, on a donc p € Mj,.

Pour une telle forme w, on a donc X,; = M puisque par hypothese, la mesure p est de
support total. Toute mesure p est donc a support dans X|,), donc par le corollaire 4.3.6, on
a M(f) = My,. Cela implique que pour toute mesure u € M(f), on a rot(u).[w] = a,y,
et donc que rot(f) est inclus dans '’hyperplan d’appui considéré. Ceci est absurde car par
hypotheése, rot(f) est d’intérieur non vide. O]

4.3.3 Mesures supportées sur Xj

Dans ce paragraphe, on s’intéresse maintenant aux résultats de la proposition 4.3.3.
Nous aurons besoin du lemme simple d’algébre affine suivant :

Lemme 4.3.8. Soit E un R—espace vectoriel de dimension finie, muni d’une norme ||.|.
Soit x € E\ {0} et c € R. On désigne par E* le dual de E, muni de la norme d’opérateur
[-llop €t d la distance associée a cette norme. Soit H = {¢) € E* | ¢(x) = c}. Pour tout
K >0, pour tout p € E* tel que |p(z) — | < K ||z||, on a d(p,H) < K.

Démonstration. Complétons {x} en une base {z, ea, ..., e, } de E, et soit {e], ..., € } sa base
duale. Soit ¢ € E* : il existe A1, ..., A\, € R tels que ¢ = >, -, ., Aief. Par définition de H,
I'application ¢ = ¢ — (¢(x) — ¢) €] est dans H. Si de plus |p(z) — ¢| < K ||z]|, on a alors

\ p(z) —c
A, H) < o — ll, = (@) — el e}, = ’(Hjc” <K
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On a alors la proposition suivante, premiére partie de la proposition K :

Proposition 4.3.9. Il existe une constante L1 € R telle que pour tout z € Xy et pour tout
n>1,

dop (ITZ) nd (rot( f))) < L.

Démonstration. Soit p € Mg. Alors rot(u) appartient & un hyperplan d’appui affine de
rot(f) : autrement dit, il existe une classe de cohomologie non nulle [w] € H(M,R) (ou
w est une 1—forme fermée) telle que rot(u).[w] = oy, c’est-a-dire telle que u € My,.
En particulier, on a donc supp(u) C X, Il suffit donc de montrer le résultat pour tout
z € X, ot [w] # 0 € HY(M,R).

Soit donc [w] # 0 € H'(M,R) une classe de cohomologie, représentée par une 1—forme
fermée w. D’aprés la proposition 4.3.5, il existe une constante Lo € R telle que pour tout
z € X|,) et pour tout n > 1,

w | —nay,
K/m ) “

En particulier, comme les chemins cyn(;) . sont de longueurs uniformément bornées, il
existe une constante L, telle que pour tout z € X [w] et pour tout n > 1,

w | — noy,
‘</EI"(Z) ) “

Notons H/*! I'hyperplan affine défini par qY = {p € Hi(M,R) | p.[w] = nay,} (on
voit toujours les éléments de Hq(M,R) par dualité, c’est-a-dire comme formes linéaires sur
H'(M,R)). Le lemme 4.3.8 s’applique donc et montre que pour tout z € X. et pour tout
n > 1, on a la majoration uniforme

< Lo [l 1 -

< Lo [l g -

dop (I"(z), Hk"}) <L),

[]

En particulier, si I"(z) € nrot(f), alors comme H," est un hyperplan d’appui de
nrot(f), on a

dop (T7(2), 10 (v08(1)) ) < dop (T7(=), HE) < Ly

Dans le cas contraire ou I"(z) ¢ nrot(f), on a alors, en appliquant le théoréme G (L
désignant la constante qu’il fournit),

dop (IT(,Z) nd (rot( f))) = dop (IT(Z) nrot( f)) <L

En posant Ly = max(L, L{), on peut alors rassembler ces deux cas en une unique
inégalité : pour tout z € X, et n > 1, on a donc

dop (ITZ) nd (rot( f))) < L.

Par la remarque faite en début de preuve, cela suffit & assurer que la méme égalité est
vérifiée pour tout z € Xy et n > 1. O
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On déduit alors de cette proposition le corollaire suivant, qui termine la preuve de la
proposition K :

Corollaire 4.3.10. Toute mesure ergodique p supportée sur Xg appartient & My.

Démonstration. Soit u une mesure ergodique supportée sur Xy et z € Xy un point
p—générique. D’aprés la proposition 4.3.9, pour tout n > 1, il existe p, . € 0 (rot(f))

tel que
(In(z)> Ly
— —Pnz|| = —-
n n
op
Mais comme z est p—générique, alors
(@)
rot(p) = ngrfoo — donc rot(u) = ngrfoo Pz,

ce qui montre, comme 0 (rot(f)) est fermée, que rot(u) € 0 (rot(f)). O
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Sur les ensembles de rotation des homéomorphismes de surface en genre > 2

Résumé : L’un des principaux invariants dynamiques associés & un homéomorphisme de surface
isotope a l'identité est son ensemble de rotation, décrivant les vitesses et directions asymptotiques
moyennes selon lesquelles les points “tournent” autour de la surface sous 'action de ’homéomor-
phisme. Dans le cas d’'un homéomorphisme du tore en particulier, de nombreux résultats relient la
forme ou la taille de I’ensemble de rotation & des propriétés dynamiques de 'homéomorphisme.
Cette thése a pour but de généraliser au cas des surfaces de genre > 2 un certain nombre de
résultats connus sur le tore pour les homéomorphismes ayant un “gros” ensemble de rotation :
positivité de 'entropie, réalisation de vecteurs de rotation par des points périodiques, déviations
bornées, etc. L’outil principal utilisé est la théorie de forgage de Le Calvez et Tal, reposant sur
la construction d’un feuilletage transverse et I’étude des trajectoires des points relativement & ce
feuilletage.

Les deux premiers chapitres présentent des résultats préliminaires & ce cadre général. Au chapitre
3, nous menons une étude globale sur les cycles asymptotiques de points dont les trajectoires
ont des directions homologiques qui s’intersectent. Nous montrons que cette situation suffit a
assurer la positivité de I'entropie, ce qui permet d’aboutir a la généralisation de deux résultats
connus sur le tore, les théorémes de Llibre-Mackay et de Franks. Nous obtenons dans le cas d’une
surface de genre > 2 qu’un homéomorphisme ayant un “gros” ensemble de rotation a une entropie
strictement positive, et nous parvenons a réaliser de nombreux points rationnels de I’ensemble de
rotation comme vecteurs de rotation de points périodiques. Enfin, au chapitre 4, nous montrons a
I’aide de ce dernier résultat qu’un homéomorphisme dont I’ensemble de rotation contient 0 dans
son intérieur est & déviation bornée, généralisant encore une propriété connue sur le tore. Nous
terminons avec diverses conséquences de ce résultat.

Mots-clés : homéomorphisme de surface, ensemble de rotation, théorie de forgage, feuilletage
transverse, cycles asymptotiques, nombre d’intersection

On rotation sets for surface homeomorphisms in genus > 2

Abstract : One of the main dynamical invariants related to a surface homeomorphism isotopic
to identity is its rotation set, which describes the asymptotic average speeds and directions with
which the points “rotate” around the surface under the action of the homeomorphism. In the case
of a torus homeomorphism in particular, many results link the shape or the size of the rotation set
to dynamical properties of the homeomorphism.

The aim of this thesis is to generalize to the case of surfaces of genus > 2 a certain number of
results, well-known on the torus, for homeomorphisms with a “big” rotation set : positivity of the
entropy, realization of rotation vectors by periodic points, bounded deviations, etc. The leading
tool used is the forcing theory by Le Calvez and Tal, based on the construction of a transverse
foliation and the study of trajectories of points relatively to this foliation.

The first two chapters present some preliminary results in this general context. In chapter 3, we
conduct a general study on the asymptotic cycles of points whose trajectories have homological
directions that intersect. We show that this situation is sufficient to ensure the positivity of
the entropy, which leads us to derive a generalization of two well-known results on the torus,
Llibre-Mackay and Franks theorems. We obtain in the case of a surface of genus > 2 that a
homeomorphism with a “big” rotation set has positive entropy, and we manage to realize many
rational points of the rotation set as rotation vectors of periodic points. Finally, in chapter 4, we
use this last result to show that a homeomorphism for which 0 lies in the interior of the rotation
set has bounded deviations, generalizing again a well-known property on the torus. We conclude
with some consequences of this result.

Keywords : surface homeomorphism, rotation set, forcing theory, transverse foliation, asymptotic
cycles, intersection number




