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Résumé : Les procédures d’identification de paramètres de matériau utilisent généralement un champ

cinématique mesuré expérimentalement par des techniques non intrusives. En dynamique, une telle

démarche n’est pas triviale en raison du nombre important d’informations à traiter. Par ailleurs, la

fiabilité de ces informations mesurées conditionne en partie la qualité de l’identification des para-

mètres. Dans ce travail, nous développons deux nouveaux outils numériques visant à simplifier la

démarche d’identification tant au niveau de l’implémentation numérique qu’au niveau de la mise en

œuvre expérimentale. Le premier outil, basé sur la méthode des champs virtuels, conduit à une simple

inversion d’un système de petite taille. Cette démarche diminue le coût d’une identification de ma-

nière significative. Cette méthode est comparée à l’approche du recalage de modèles éléments finis

dans le cadre de l’élasticité linéaire. Le second outil est une approche purement géométrique du reca-

lage de modèles. L’objectif de cette nouvelle approche est de s’affranchir de la pose d’un mouchetis

aléatoire et de simplifier les traitements d’images associés à la corrélation d’images numériques. Nous

montrons que cette méthode est adaptée au contexte de la dynamique en grandes transformations. Les

deux outils sont évalués en robustesse et en précision lorsque des incertitudes viennent perturber la

mesure.

Mots-clés : Identification, Dynamique, Éléments finis, Traitement d’images, Approche géométrique

de recalage de modèles, Méthode des champs virtuels, Robustesse et précision, Coûts numériques,

Études comparatives.

Abstract : The material parameters identification procedure usually takes benefit of measured kine-

matic field obtained by non intrusive techniques. In dynamics, such a procedure can be challenging

because of the important flow of information to take into account. By the way, the reliability of those

measured information is likely to define the quality of the parameters identified. In this work, we de-

velop two new numerical tools in order to simplify the identification procedure in term of numerical

and experimental implementation. The first tool, based on the virtual fields method, leads to a small

system inversion. This method allows one to significantly decrease the cost of one identification. This

method is compared to the finite element model updating method in linear elasticity. The second tool

is a geometrical approach of the finite element model updating method. This new method aim at

overcoming the deposit of a random speckle and of simplifying image processing associated with the

digital image correlation technique. Results demonstrate that the method is adapted to the framework

of dynamics in large transformations. Both numerical tools are assessed in term of robustness and

accuracy when different kind of uncertainties are considered.

Key-words : Identification, Dynamics, Finite elements, Image processing, Geometrical approach for

model updating, Virtual fields method, Robustness and accuracy, Numerical costs, Comparative stu-

dies.
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d’étude C2.2. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

2.5 Propriétés élastiques classiques selon le matériau constitutif. . . . . . . . . 74

2.6 Qualité de l’identification selon le matériau constitutif − cas d’étude C2.2. . 74

2.7 Comparaison de temps CPU − cas d’étude C2.3. . . . . . . . . . . . . . . 77
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Introduction générale

Cadre de l’étude

Dans le domaine du dimensionnement des structures mécaniques, la bonne connaissance

des matériaux utilisés est un point essentiel. Cela implique la définition d’une loi de compor-

tement mécanique traduisant le plus fidèlement possible la réponse du matériau pour un type

de sollicitation donné. Cela implique également la détermination de la valeur des propriétés

mécaniques (paramètres inhérents au matériau) intervenant dans cette loi.

Dans notre travail, nous nous intéressons à la seconde étape, qui est communément qua-

lifiée d’identification des paramètres de matériaux. Ainsi, la thématique de nos recherches

s’inscrit dans le cadre d’étude du GDR CNRS intitulé : mesures de champs et identification

en mécanique des solides [35]. Cette thématique est très active puisqu’elle a n’a eu de cesse

de suivre l’enrichissement de la bibliothèque des lois de comportement.

De manière globale, nous pouvons dire que les grandeurs physiques recherchées sont

extraites en associant une procédure expérimentale à une méthode de traitement des mesures

obtenues. Les dispositifs expérimentaux sont multiples et varient notamment selon le type de

sollicitation, la vitesse de déformation, l’énergie transmise durant l’essai de caractérisation,

... etc. La Figure 1 en donne quelques-uns à titre d’exemple.

 ̇ (s−1)
|

10−8
|

10−4
|

1
|

102
|

104

Statique Quasi-statique Dynamique

Impact
Explosion

Crash

Fluage Mécanique
Hydraulique

Hydraulique
Pneumatique

Barres
de

Hopkinson

FIGURE 1 – Exemples de dispositifs expérimentaux selon la vitesse de déformation  ̇ obte-

nue.
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Classiquement, il est possible d’obtenir une mesure de quantités cinématiques du matériau

sollicité à l’aide d’instruments mis en contact sur ce dernier. À titre d’exemple, nous pouvons

citer les jauges de déformation, les extensomètres ou bien encore les capteurs LVDT. Des

images d’illustration de ces trois instruments de mesure sont données en Figure 2.

FIGURE 2 – Illustration d’un ensemble de jauges de déformation (à gauche), d’un extenso-

mètre (au centre) et d’un capteur LVDT (à droite).

Plus récemment, une seconde approche s’est développée pour obtenir ces données. Elle

est basée sur le traitement, par des méthodes dédiées, d’images numériques prises durant

l’essai. Citons à titre d’exemple, la corrélation d’images numériques (CIN) qui est très uti-

lisée dans ce domaine. Associée à une démarche telle que la Finite Element Method Up-

dating (FEMU), elle permet de remonter aux grandeurs physiques recherchées. Ce type de

démarche offre énormément d’opportunités et c’est assez naturellement que nous voyons les

travaux de recherche se multiplier dans le domaine. Une représentation schématique de cette

démarche d’identification de paramètres matériau est proposée sur la Figure 3.
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Caméra Images Informations

•

Bruit extrinsèque

•

Bruit intrinsèque

Essai et mesure Traitement des images

IdentificationParamètres

Procédures d’identification

•
Précision, robustesse, coût ?

FIGURE 3 – Démarche d’identification des paramètres d’un modèle de comportement par

une méthode de mesure sans contact.

La première étape (en bleu sur la Figure 3) consiste à mener un essai (statique ou dyna-

mique) sur une éprouvette tout en réalisant des prises d’images numériques. D’une part, l’uti-

lisation d’une caméra permet de s’affranchir des instruments de mesure classiques. D’autre

part, elle permet une mesure globale sur toute une région d’intérêt définie sur l’éprouvette.

Notons, que pour utiliser la technique de CIN, un mouchetis aléatoire doit être posé sur

l’éprouvette. À titre illustratif, un exemple de mouchetis aléatoire est montré sur la Figure 4.

FIGURE 4 – Exemple d’un mouchetis aléatoire apposé sur une gomme.
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À l’issue de cette première étape, nous disposons d’un jeu d’images numériques qui sont

potentiellement perturbées par les différentes sources de bruit extrinsèque (variation d’éclai-

rage, distorsion des images, bruit de capteur CCD, ...).

La deuxième étape (en rouge sur la Figure 3) consiste à traiter ces images numériques

afin d’en extraire l’information nécessaire au processus d’identification. Pour la méthode

FEMU évoquée précédemment, cette information est un champ de déplacement. Les traite-

ment d’images associés à cette étape dépendent d’un certain nombre de paramètres métro-

logiques pouvant influencer la fiabilité du champ de déplacement mesuré. Les perturbations

associées à ces traitements d’images sont qualifiées de sources de bruit intrinsèque.

La troisième étape (en magenta sur la Figure 3) consiste à utiliser ce champ de déplace-

ment comme donnée d’entrée pour différentes procédures d’identification. À titre d’exemple,

la démarche FEMU impliquant la comparaison entre un champ de déplacement mesuré ex-

périmentalement et un champ de déplacement calculé par la méthode des éléments finis est

illustrée sur la Figure 5.

FIGURE 5 – Principe d’identification avec une démarche de type FEMU − illustration ex-

traite de [65].

Cette démarche sera détaillée par la suite et sera la base du second développement pro-

posé dans ce travail.

Dans le cadre de la dynamique, le problème d’identification est délicat en raison de la

quantité d’informations importantes à acquérir, stocker et traiter. L’espace mémoire néces-

saire ainsi que la puissance de calcul, tant pour les traitements d’images que pour les simula-

- 14 -



tions éléments finis, peuvent ainsi représenter un obstacle majeur à l’utilisation de ce type de

méthode. Dans nos travaux, nous nous plaçons dans ce contexte afin de répondre aux besoins

de l’équipe DIVS du laboratoire de mécanique LaMé (EA 7494).

Objectifs des travaux

En lien avec les préoccupations de notre équipe de recherche, l’objectif de cette thèse est

d’apporter de nouveaux outils pour l’identification de paramètres mécaniques des matériaux

en dynamique. Après un état de l’art des techniques les plus populaires dans ce domaine,

nous avons dégagé les axes d’améliorations à envisager. Nous verrons ainsi que le coût de

calcul, la facilité de mise en œuvre (expérimentale et numérique), la précision et la robus-

tesse sont les qualités sur lesquelles nous essayerons d’agir.

De par notre domaine d’expertise, nous choisissons de ne pas nous intéresser au bloc essai

et mesure de la Figure 3. Cette étape est bien entendue capitale pour la qualité des résultats

obtenus mais elle sort du cadre de cette étude. La validation des outils développés se fera

ainsi à partir de mesures synthétiques générées par la méthode des éléments finis sur des mo-

dèles considérés comme convergés. Afin d’étudier le comportement des méthodes vis-à-vis

des aléas expérimentaux, un bruit sur la mesure synthétique sera par la suite appliqué.

Deux axes d’améliorations sont retenus dans notre étude et menés de manière distincte.

Le premier axe de recherche porte sur la réduction significative du coût de calcul d’une

identification de paramètre matériau en dynamique. Le second axe de recherche porte sur

une simplification d’implémentation et un gain du coût des calculs du traitement des images

(bloc traitement des images de la Figure 3). En parallèle, cette nouvelle approche permettra

une mise en œuvre expérimentale simplifiée également.

Afin d’évaluer la pertinence des outils proposés, ces derniers sont comparés à une mé-

thode d’identification de référence sur des critères de qualité définis au préalable. La mé-

thode de référence choisie dans notre travail est la méthode de recalage de modèles éléments

finis basée sur le champ de déplacement.

Plan du document

Le mémoire est organisé de la manière suivante :
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− Chapitre 1. L’objectif de ce premier chapitre est double : définir le problème qui se

pose à nous et faire un état de l’art des techniques utilisées à ce jour. Tout d’abord nous

définirons l’ensemble des éléments qui constituent notre problème direct : équations

de la mécanique des milieux continus en grandes transformations et en dynamique

ainsi que la méthode de résolution numérique qui est utilisée. L’essentiel des notations

utilisées dans nos travaux est introduit ici. Ensuite, après avoir présenté brièvement ce

qu’est notre problème inverse d’identification, nous effectuons une étude bibliogra-

phique portant à la fois sur la mesure de champs et sur l’identification en mécanique

des solides.

− Chapitre 2. L’objectif de ce chapitre est de proposer une méthode d’identification

adaptée à la dynamique permettant d’améliorer de manière significative le coût de

l’identification. Le choix se porte sur le développement d’une méthode basée sur une

formulation variationnelle et la construction de champs virtuels. Appliquée dans le

cadre des petites perturbations, cette dernière aboutit à la résolution d’un système li-

néaire de petite taille. La difficulté consiste à choisir et construire des champs virtuels

spatiaux-temporels permettant d’assurer la précision et la robustesse de la méthode.

La méthode est d’abord présentée puis validée sur différents cas tests numériques.

− Chapitre 3. Dans ce dernier chapitre, une nouvelle variante de la méthode FEMU est

proposée. Cette nouvelle approche, basée sur une information purement géométrique,

permet de s’affranchir de la corrélation d’images en utilisant une simple segmentation

d’images. Comme évoqué précédemment, l’objectif ici est une simplification d’im-

plémentation et un gain de temps sur le traitement des images. Le choix de la fonction

coût est un point essentiel. Nous explorons le potentiel des fonctions coûts basées

sur les moments géométriques de la surface capturée de l’éprouvette. La question est

de savoir si cette information scalaire est suffisante pour identifier les paramètres du

matériau. La méthode est d’abord présentée puis validée sur différents cas tests numé-

riques.
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Chapitre 1

Étude bibliographique sur l’identification

des paramètres de matériaux et la mesure

de champs en mécanique des solides

L’objectif de ce chapitre est double. Dans un premier temps, nous rappelons les équations

de la mécanique des milieux continus et définissons l’ensemble des notations utiles dans la

suite de nos travaux. Un bref rappel sur la méthode des éléments finis, largement utilisée

dans ces travaux, est également proposé. Dans un second temps, nous faisons un état de l’art

sur les différents éléments-clés constitutifs des méthodes d’identification.

Plus en détail, le chapitre s’organise comme suit :

− la section 1.1 rappelle brièvement les principaux éléments de la mécanique des mi-

lieux continus et de la méthode des éléments finis,

− la section 1.2 introduit la problématique d’identification des paramètres mécaniques

des matériaux,

− la section 1.3 présente une méthode de mesure de champ basée sur la corrélation

d’images numériques (CIN),

− la section 1.4 présente différentes stratégies d’identification s’appuyant sur la mesure

de champ cinématique,

− la section 1.5 propose une conclusion sur cette étude bibliographique. À partir des

verrous scientifiques identifiés, nous dégageons deux axes d’amélioration que nous

poursuivons dans notre travail.
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1.1 Notations et définitions

L’objectif de la section est d’introduire les notations scientifiques utilisées tout au long

de notre étude tout en introduisant les équations du problème. Pour cela, nous nous plaçons

dans le cadre de la dynamique et nous considérons les non-linéarités suivantes :

− matérielles (i.e. matériaux hyper-élastiques),

− géométriques (i.e. grandes transformations),

− de frontières (i.e. contact avec ou sans frottement).

Le problème présenté est ensuite résolu numériquement par la méthode des éléments finis.

Nous présentons succinctement les étapes importantes de cette méthode.

1.1.1 Mécanique des milieux continus

1.1.1.1 Relations cinématiques

La durée de l’étude porte sur l’intervalle de temps τ = [0, T ]. À l’instant initial t =

0, le milieu continu (i.e. notre solide déformable) peut être modélisé par un domaine Ω0

qui est un sous-espace fermé de R3. C’est alors un ensemble infini de points P dont les

positions peuvent-être exprimées classiquement dans le repère R0 = (O, e1, e2, e3) par leur

vecteur position X(P ). Dans la suite, la référence au point P n’apparaît plus (sauf si elle est

nécessaire à la compréhension) dans les équations pour des raisons évidentes de clarté. Sous

l’effet d’un ensemble d’actions extérieures, le milieu continu est amené à se déplacer et à se

déformer. Ainsi, à l’instant t, il occupe une nouvelle configuration, dite courante et modélisé

par le domaine Ωt. La position de chaque point est alors exprimée par le vecteur position x.

Cette transformation est exprimée mathématiquement par une application bijective continue

et réversible φ de R3 dans R3 :

x(X, t) = φ(X, t) sur Ω0 × τ. (1.1)

Par la suite, le champ de déplacement s’exprime comme la différence entre la position cou-

rante et la position initiale de chaque point :

u(X, t) = φ(X, t)−X = x(X, t)−X sur Ω0 × τ. (1.2)

Dans le cadre de la description lagrangienne totale, adoptée dans notre travail, il est classique

d’utiliser le tenseur de Green-Lagrange (noté E) pour mesurer les déformations :

E(X, t) =
1

2

(

∇0u(X, t)+∇T
0u(X, t)+∇T

0u(X, t).∇0u(X, t)

)

sur Ω0×τ, (1.3)
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où ∇0 est l’opérateur gradient relatif à la configuration initiale. Rappelons ici que ce tenseur

des déformations est non linéaire en déplacement en raison de la présence du dernier terme

qui est quadratique.

1.1.1.2 Mesure des contraintes

La contrainte est une grandeur mécanique pouvant être liée aux efforts de cohésion à

l’intérieur du solide. Dans le cadre de la description lagrangienne totale, il existe plusieurs

tenseurs permettant de mesurer cette grandeur physique. Dans un premier temps, nous consi-

dérons un élément de surface ds d’une coupe de Ωt. La normale à cette surface est notée

n et nous notons df les efforts internes agissants sur ds. Nous définissons le tenseur des

contraintes de Cauchy, noté  , par :

df (x, t) =  (x, t)n(x, t)ds sur Ωt × τ (1.4)

Ce tenseur des contraintes est exprimé dans la configuration déformée. Cette configuration

n’est pas connue donc nous transportons l’élément de surface ds dans la configuration initiale

par la formule de Nanson. Ceci permet de définir le premier tenseur des contraintes de Piola-

Kirchhoff noté P. Nous obtenons :

P(X, t) = J (x, t)F−T (X, t) (1.5)

où J est le jacobien de la transformation, défini par J = det(F), et F est le tenseur gra-

dient de la transformation défini par F(X, t) = ∂x(X, t)/∂X . Ce tenseur est mixte et

non symétrique. Dans une description lagrangienne totale, nous utilisons le second tenseur

des contraintes de Piola-Kirchhoff noté S. Il est construit en transportant l’effort df dans la

configuration initiale :

S(X, t) = F
−1(X, t)P(X, t) sur Ω0 × τ (1.6)

1.1.1.3 Relation de comportement

Pour prédire la réponse mécanique du matériau soumis à un chargement extérieur, nous

devons définir une loi de comportement reliant déformations et contraintes. Cette relation

s’exprime au travers d’un tenseur d’ordre 4, noté D dans lequel interviennent les paramètres

mécaniques du matériau, regroupés ici dans le vecteur θ :

S(X, t) = D(θ) : E(X, t) sur Ω0 × τ (1.7)
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Dans nos travaux, nous nous intéressons à des matériaux hyper-élastiques de type élasto-

mères compressibles. Ce type de matériau est caractérisé par une forte capacité d’allonge-

ment (jusqu’à 1000%). Les élastomères sont définis par une densité d’énergie de déformation

élastique, souvent notée W dans la littérature. Le tenseur des contraintes S dérive de cette

densité d’énergie et la loi de comportement (1.7) est obtenue en calculant :

S(X, t) =
∂W

∂E(X, t)
sur Ω0 × τ (1.8)

Cette loi de comportement vérifie le principe d’objectivité.

Dans la littérature, de nombreux travaux visent à définir la meilleure expression de la

densité d’énergie de déformation W pour un élastomère donné. Ces densités d’énergies sont

généralement établies suite à une démarche qui couple expérimentation et modélisation. À

titre d’exemple, le modèle de Blatz-Ko est présenté dans la référence [11]. Ce modèle permet

de décrire le comportement de mousse compressible en polyuréthane.

1.1.1.4 Principe fondamental de la dynamique

Relativement à la description utilisée, le principe fondamental de la dynamique s’écrit

sous la forme :

DIV P(X, t) + F (t) = ρ0ü(X, t) sur Ω0 × τ, (1.9)

où DIV est l’opérateur divergence exprimé par rapport à la configuration initiale, F (t) est

le vecteur des actions extérieures, ρ0 est la densité du matériau à l’instant initial et ü(X, t) est

le champ des vecteurs accélérations. Afin de préciser cette dernière notation, nous rappelons

que cela signifie que nous avons :

u̇(X, t) =
du(X, t)

dt

∣

∣

∣

∣

R0

et ü(X, t) =
d2 u(X, t)

dt2

∣

∣

∣

∣

R0

sur Ω0 × τ (1.10)

1.1.1.5 Conditions limites et conditions initiales

Afin d’obtenir un problème bien posé au sens d’Hadamard (i.e : existence et unicité de la

solution, ainsi que continuité de la solution en temps et en espace), il est nécessaire de donner

un ensemble de conditions supplémentaires. Pour cela, il nous faut partitionner la frontière
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du domaine, notée ∂Ω0, de la manière suivante :

∂Ω0 = Γu ∪ Γσ ∪ Γc

∅ = Γu ∩ Γσ = Γσ ∩ Γc = Γu ∩ Γc (1.11)

Dans le cadre qui est le nôtre, les conditions supplémentaires, qui doivent être renseignées,

sont :

• conditions limites de Dirichlet :

u(X, t) = ud(X, t) sur Γu × τ, (1.12)

Autrement dit, la portion de frontière Γu est une zone sur laquelle un déplacement

connu, noté ud, est imposé.

• conditions limites de Neumann :

P(X, t).N0(X, t) = Td(X, t) sur Γσ × τ, (1.13)

où N0 est la normale extérieure à la frontière, exprimée dans la configuration initiale.

Ainsi, la portion de frontière Γd est une zone sur laquelle un chargement extérieur

connu, noté Td, est imposé.

• conditions initiales :

u(X, t)|t=0 = u0(X) et u̇(X, t)|t=0 = u̇0(X) sur Ω0 (1.14)

• conditions de contact unilatéral (conditions de Signorini) :

Lorsque le scénario intègre un impact entre deux corps, nous introduisons l’existence

d’une zone Γc sur laquelle le contact se produit. La non-pénétration de la matière est

garantie par un ensemble de trois inégalités :

g ≥ 0 ; rn ≥ 0 et g.rn = 0 sur Γc × τ, (1.15)

où g est la distance entre les deux solides et rn est la composante normale de la réac-

tion de contact. Cette dernière agit selon la normale extérieure de l’obstacle.

• Conditions de frottement de Coulomb :

Dans le cas où le contact s’accompagne de frottement, nous choisissons d’utiliser
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le modèle de frottement de Coulomb. Lorsque le contact est avéré, ce dernier peut

s’écrire sous la forme :















Si ||rt|| < µrn alors u̇t = 0 (contact adhérent)

Sinon ||rt|| = µrn alors ∃λ > 0 tel que u̇t = −λ
rt

||rt||
(glissement)

(1.16)

où rt est le vecteur des composantes tangentielles de la réaction de contact, µ est le

coefficient de frottement de l’interface de contact et u̇t est le vecteur des composantes

tangentielles de la vitesse de glissement relatif.

1.1.2 Méthode des éléments finis

Hormis quelques rares cas, souvent académiques, la solution analytique pour un problème

de ce type n’est pas accessible. Parmi les méthodes numériques permettant d’obtenir une

solution approchée, la méthode des éléments finis (MEF) est très certainement la plus lar-

gement utilisée, tant au niveau des laboratoires de recherche qu’à celui de l’industrie. Nous

l’utilisons donc pour résoudre notre problème direct de façon approchée. Dans la suite, les

grandes lignes de la méthode sont rappelées.

1.1.2.1 Principe des travaux virtuels en dynamique

Dans un premier temps, nous rappelons le principe des travaux virtuels qui est un des

points de départ possible pour obtenir la formulation faible de notre problème. Notons u∗ un

champ de déplacement virtuel relatif à notre problème et u∗

CA ce même champ s’il est ciné-

matiquement admissible à 0 (i.e. il vérifie la relation cinématique (1.1) et les conditions de

Dirichlet (1.12)). En dynamique transitoire, pour tous champs cinématiquement admissibles

à 0, le travail virtuel des efforts d’inertie est égal à la différence entre le travail virtuel des

efforts externes et le travail virtuel des efforts internes :

∫

Ω0

ρ0ü.u
∗

CA dΩ0 =

∫

Γσ

Td.u
∗

CA dΓσ +

∫

Γc

rc.u
∗

CA dΓc −

∫

Ω0

S(θ) : δE(u∗

CA) dΩ0

∀ t ∈ τ et ∀ u∗

CA

(1.17)
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ou de manière plus synthétique :

W
inertie = W

ext − W
int(θ) (1.18)

avec :

− W inertie =
∫

Ω0
ρ0ü.u

∗

CA dΩ0,

− W ext =
∫

Γσ
Td.u

∗

CA dΓσ +
∫

Γc

rc.u
∗

CA dΓc,

− W int(θ) =
∫

Ω0
S(θ) : δE(u∗

CA) dΩ0.

1.1.2.2 Discrétisation spatiale

Dans le but d’aboutir à un problème discret et donc à un nombre fini d’inconnues à déter-

miner, le domaine Ω0 est partitionné par un ensemble de NEF sous-domaines :

Ω0 ≈ Ωh =

NEF
⋃

e=1

Ωe (1.19)

Chaque sous-domaine est caractérisé par sa forme géométrique : le nombre de ses arêtes,

leur type et le nombre de ses sommets. Ces derniers sont communément appelés les nœuds

du maillage.

Sur chaque sous-domaine, toutes les quantités recherchées vont alors être interpolées par

rapport aux valeurs calculées aux nœuds, souvent de manière linéaire mais parfois de manière

quadratique ou bien cubique. C’est la notion d’éléments finis qui se traduit par la mise en

place d’une matrice des fonctions de forme N telle que :

X(P ) ≈ Xh(P ) = N
T (P )Xn et u(X, t) ≈ uh = N

T (X)U(t) (1.20)

Dans l’équation (1.20), les éléments sont dits isoparamétriques car les fonctions de formes

utilisées pour interpoler les coordonnées des nœuds ainsi que les déplacements nodaux sont

les mêmes. Chaque nœud possède un nombre donné de degré de liberté, noté nddl. Le nombre

total de nœuds composant le maillage est noté Nnode et le nombre total de degré de liberté

est noté Nddl. Ces derniers sont les inconnus du problème discrétisé et sont les composantes

du vecteur des inconnues U(t).

Suite à cette opération de discrétisation spatiale, l’équation (1.17) prend la forme matri-
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cielle :

MÜ (t) = Fext(t) +Rc(t)− Fint(t; θ) ∀ t ∈ τ (1.21)

où M est la matrice de masse globale, Ü(t) est le vecteur des accélérations nodales discrètes,

Fext(t) est le vecteur des efforts extérieurs discrets, Fint(t; θ) est le vecteur des efforts in-

ternes discrets et Rc(t) est le vecteur des réactions de contact discrètes. C’est un système

d’équations algébriques dont la taille dépend du nombre de degrés de liberté total.

Du fait des grandes transformations subies par notre domaine, le vecteur des efforts in-

ternes Fint est non linéaire en déplacement. De manière assez classique, nous utilisons un

schéma de Newton-Raphson pour linéariser ce terme.

Pour la résolution du contact, nous utilisons la méthode du bi-potentiel étendue à la dy-

namique telle que présentée dans [53]. En effet, plusieurs travaux ont montré la pertinence

de cette méthode pour traiter le contact entre deux corps hyper-élastiques en dynamique, en

particulier ceux présentés dans [31, 30].

1.1.2.3 Discrétisation temporelle

Afin de résoudre l’équation (1.21) sur l’intervalle de temps τ qui est continu, nous devons

une nouvelle fois effectuer une discrétisation mais dans l’espace-temps cette fois-ci. Pour

cela, nous avons à notre disposition trois schémas numériques d’intégration :

− le schéma explicite des différences centrées [26] qui est adapté pour la dynamique

rapide (crash, onde de choc) mais est conditionnellement stable. Pour rappel, il est

intéressant lorsqu’il est utilisé avec une matrice de masse globale diagonalisée car il

est alors très rapide pour résoudre le système à chaque pas de temps,

− le schéma de Newmark [55] qui est implicite [69]. Il est inconditionnellement stable

en élasticité linéaire,

− un schéma de résolution implicite d’ordre 1 qui est particulièrement adapté pour la

prise en compte du contact (voir [53, 31, 30]).

Nous abordons ces schémas numériques dans les chapitres 2 et 3 lorsque nous en avons réel-

lement besoin. Toutefois, plusieurs ouvrages de référence sont disponibles dans la littérature

au sujet de la MMC, de la MEF et de la résolution du contact parmi lesquels nous pouvons

citer [76, 51, 78, 53] (contact, MMC, MEF) et [77] (MMC, MEF non linéaire).
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1.2 Identification : un problème inverse

Le problème défini et résolu dans 1.1 est qualifié de direct. Il consiste à trouver un champ

de déplacement u(X, t) en connaissant la géométrie, le matériau ainsi que les conditions

limites et initiales.

En mécanique des solides, l’identification des propriétés mécaniques d’un matériau est

qualifiée de problème inverse [14]. C’est un problème mal posé car l’existence et l’unicité de

la solution ne sont pas toujours assurées. Par opposition au problème direct, nous supposons

que le champ de déplacement u(X, t), la géométrie et les conditions limites et initiales sont

connues. Les inconnues du problème sont les propriétés mécaniques du matériau contenues

dans le vecteur θ.

La Figure 3 (voir Introduction générale) illustre une démarche possible pour l’identi-

fication en mécanique des solides. Les paramètres matériau sont obtenus par une méthode

inverse qui exploite une information, souvent cinématique, mesurée par une technique de

mesure de champ non intrusive. Un essai de classification de ces techniques de mesure de

champ est proposé dans [70]. En premier lieu, l’auteur distingue les techniques interféro-

métriques et les techniques non interférométriques. Les techniques interférométriques ne

font pas partie du contexte de ce travail et ne sont pas abordées plus en détail ici. Pour les

techniques non interférométriques, le montage optique consiste le plus souvent en une ou

plusieurs caméras (capteur CCD ou CMOS). Parmi ces techniques, la corrélation d’images

numériques ([71, 21]) est certainement la plus utilisée. Selon les conclusions de l’auteur, cet

ensemble de techniques est plus simple à utiliser mais moins performante que les techniques

interférométriques. La section 1.3 est dédiée à la mesure de champs par corrélation d’images

numériques.

Les méthodes inverses exploitant l’information cinématique obtenue par corrélation d’images

sont présentées dans [14, 7, 5, 35]. La section 1.4 présente 5 d’entre elles.

1.3 Mesure de champs par corrélation d’images numériques

(CIN)

La corrélation d’images numériques est une méthode non intrusive de mesure de champ

cinématique datant des années 80 [60]. L’idée repose sur la comparaison des niveaux de gris

de deux images numériques enregistrées à deux instants différents à l’aide d’un capteur CCD
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ou CMOS. Cette méthode permet la mesure globale du champ de déplacement contrairement

aux jauges de déformation qui n’apportent qu’une mesure locale. Le champ d’application de

cette méthode de mesure est important car la stratégie peut être utilisée dans différents do-

maines (essai mécanique sur des matériaux, médical) et à différentes échelles (du nanomètre

au mètre). Plusieurs conditions s’appliquent pour utiliser cette approche : un mouchetis aléa-

toire doit être appliqué sur l’éprouvette et l’axe optique de la caméra doit être perpendiculaire

au plan de l’éprouvette sollicitée. Le mouchetis est généralement réalisé en combinant des

bombes de peinture blanche et noire afin d’avoir le meilleur contraste. En effet, la dynamique

des niveaux de gris doit être très large pour obtenir une corrélation d’images de bonne qua-

lité. L’histogramme des niveaux de gris d’une image est un bon indicateur. Le mouchetis est

également caractérisé par une taille de grain en pixel. C’est un paramètre pouvant influencer

la qualité de la mesure [52].

Pour la mécanique des solides dans le cadre des petites perturbations, la méthode est

présentée dans [71] puis dans [21]. Plus tard, dans les années 2000, la méthode de corrélation

est étendue au cas des grandes déformations [20]. Une approche multi-échelle adaptée à

ce cas est présentée dans [42]. Une approche globale basée sur une interpolation de type

éléments finis est par ailleurs présentée dans [10].

La fiabilité de la mesure conditionne en partie la qualité de l’identification des para-

mètres du matériau. La propagation des incertitudes sur les mesures obtenues par la CIN

est une source d’erreurs potentielles dans la démarche d’identification. Par exemple, lorsque

le champ des déformations est requis, celui-ci est obtenu par dérivation numérique du champ

de déplacement obtenu par la CIN. À ce sujet nous trouvons des informations sur les para-

mètres métrologiques de la méthode dans [52, 15] et plus récemment dans [12]. Les auteurs

montrent que plusieurs paramètres propres à la méthode, et présentés plus loin dans la sec-

tion, ont une influence sur la fiabilité de la mesure du champ de déplacement.

Dans notre démarche, nous ne sommes pas amenés à mettre en œuvre la méthode. En re-

vanche, les développements apportés au chapitre 2 reposent sur la connaissance du champ de

déplacement. Pour cette raison nous nous intéressons aux incertitudes de mesure introduites

durant le processus complet de la CIN.

Le principe de l’approche locale est d’abord présenté dans 1.3.1 puis quelques paramètres

métrologiques sont abordés dans 1.3.2 avant de dresser un bilan sur cette méthode dans 1.3.3.

1.3.1 Principe de l’approche locale

L’objectif de la méthode est de mesurer un champ de déplacement dans le plan de l’éprou-

vette à partir d’images numériques. Chaque image peut être représentée par une fonction

f(x) qui renvoie le niveau de gris d’un pixel de centre x = (x, y) où (x, y) sont les coordon-
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nées dans l’image. Pour un codage sur 8-bits de l’image, la fonction prend des valeurs dans

l’intervalle des nombres entiers [0, 255].

L’appariement point par point d’une image de la configuration initiale, représentée par

f(x), et d’une image de la configuration déformée, représentée par g(x+ u(x)), permet de

déterminer le déplacement recherché, simplement noté u(x).

Tout d’abord nous devons définir une région d’intérêt (ROI) sur l’image d’origine et divi-

ser cette ROI en zones d’intérêts (ZOI) de surface ΩZOI .

La taille de la ROI, la taille des ZOI ainsi que le décalage, noté δ, entre le centre de chaque

ZOI sont des paramètres qui impactent la qualité des résultats obtenus [15]. La Figure 1.1

illustre le découpage d’une image numérique. Le nombre de ZOI définit la résolution spatiale

et donc la discrétisation spatiale du champ de déplacement.

ZOI1

•
x1

•

ZOI2

•
x2

δImage
ROI

a)

•

•

u(x)

b)

FIGURE 1.1 – a) Illustration de la ROI, des ZOI de centre xi et du décalage δ − inspirée de

[44]. b) Illustration du vecteur déplacement u(x) d’une ZOI − inspirée de [25].

C’est donc l’appariement des ZOI de l’image de la configuration de référence avec les ZOI

de l’image de la configuration déformée qui conduit au champ de déplacement. En effet, la

conservation du niveau de gris entre les deux images implique :

f(x) = g(x+ u(x)) + bruit(x) (1.22)

où bruit(x) est le bruit présent dans les images numériques (bruit capteur, variation d’éclai-

rage, distorsion des images).

Ainsi, le champ de déplacement est obtenu par minimisation de la fonction coût suivante

[12] :

uopti(x) = Argmin
u

∑

x′∈ZOI

(

f(x′)− g(x′ + u(x′))

)2

(1.23)
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C’est un problème de minimisation mal posé donc l’existence et l’unicité de la solution ne

sont pas garanties. La résolution de ce problème requiert l’utilisation d’un algorithme d’op-

timisation tel que l’algorithme de Gauss-Newton, l’algorithme de Levenberg-Marquardt, ou

un algorithme de dichotomie.

Il existe d’autres alternatives à ce problème de minimisation. Par exemple, il est possible

de maximiser une fonction d’intercorrélation comme dans [42].

Par la résolution de l’un de ces problèmes d’optimisation, il est possible d’obtenir un

champ de déplacement avec une précision de l’ordre du pixel. Afin d’améliorer la préci-

sion jusqu’à un niveau sub-pixel, l’utilisateur dispose d’algorithmes d’interpolation dédiés

[12, 15]. Dans ces travaux, les auteurs ont observé que l’algorithme d’interpolation utilisé

influence la qualité du résultat.

Le champ de déplacement obtenu est généralement destiné à être comparé avec un champ

de déplacement obtenu par la méthode des éléments finis. Le maillage des images, défini

par les ZOI, est différent de celui utilisé pour la simulation par les éléments finis. Dans l’ap-

proche locale, il faut donc projeter le champ de déplacement obtenu par CIN sur le maillage

utilisé lors de la simulation. C’est une source d’erreurs potentielles qui est fortement réduite

par l’utilisation de l’approche globale présentée dans [10].

1.3.2 Paramètres métrologiques et incertitudes de mesure

La mesure du champ de déplacement mesuré est toujours perturbée par différentes sources

de bruit. Ces différentes sources interviennent, et s’accumulent, durant les différentes étapes

du processus :

− préparation des éprouvettes (dépôt du mouchetis) et du dispositif expérimental,

− acquisition des images,

− traitements numériques des images.

L’influence de la qualité du mouchetis sur la corrélation d’image est étudiée dans [52]. Le

bruit introduit lors de l’acquisition des images est d’ordre matériel. Nous pouvons citer les

problèmes liés à la source de lumière, la distorsion des images par l’objectif ou encore les

défauts du capteur. En dynamique, la mesure est plus délicate car il faut faire un compromis

entre la résolution spatiale et la fréquence d’acquisition des images. La propagation des

incertitudes en dynamique est étudiée dans [80]. La première partie des travaux présentés

dans [54] donne un état de l’art sur le matériel (caméra ultra-rapide) utilisé pour la mesure

en dynamique.

Les problèmes liés au traitement des images sont inhérents aux algorithmes de la corréla-

tion d’image. Dans [15], les auteurs étudient l’influence de plusieurs paramètres dont :
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− la taille en pixel de la ROI et des ZOI en approche locale,

− l’introduction d’une cinématique du champ de déplacement,

− le choix de l’algorithme d’interpolation sub-pixel,

− le choix de l’algorithme d’optimisation.

Les effets de l’interpolation sub-pixel sur la propagation du bruit sont également étudiés dans

[12].

De la littérature, nous retenons qu’un compromis doit être trouvé entre la taille des ZOI

(résolution spatiale) et le respect de la cinématique (forme du champ de déplacement). En

effet, les incertitudes de mesure diminuent quand la taille de la ZOI augmente mais la ciné-

matique est moins bien respectée.

1.3.3 Bilan sur la corrélation d’images numériques

Dans la littérature, nous avons distingué plusieurs axes de recherche concernant les tech-

niques de mesure de champs et notamment la technique de corrélation d’images numériques.

Nous retenons les suivants :

− un essai de classification est présenté dans [70]. La corrélation d’image est décrite

comme étant simple de mise en œuvre mais peu performante par rapport aux tech-

niques de mesure interférométriques.

− l’utilisation de la technique de corrélation d’images est présentée dans de nombreux

travaux [50, 8, 63, 43, 64, 59] par exemple.

− plusieurs approches, autre que l’approche locale, sont développées dans [10] (glo-

bale), [42](multi-échelles) ou bien [66](intégrée).

− certaines études s’intéressent davantage aux incertitudes de mesure engendrées par la

CIN [15, 80, 12].

Les développements apportés dans nos travaux ont, en partie, pour objectif de simplifier

les différentes sources de difficultés inhérentes à la CIN. Ainsi, nous identifions plusieurs

axes d’amélioration à envisager : la difficulté de mise en œuvre, tant expérimentale que

numérique, les coûts de calcul et la propagation du bruit de mesure.

1.4 Méthodes d’identification de paramètres de matériaux

Dans cette section, nous nous intéressons aux procédures d’identification exploitant les

mesures de champs. Les cinq méthodes retenues sont présentées de manière détaillée dans
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[5, 35]. Nous retenons les méthodes suivantes :

− le recalage de modèles éléments finis (FEMU - Finite Element Model Updating) da-

tant des années 70 [47],

− l’erreur en relation de comportement (CEGM - Constitutive Equation Gap Method)

datant des années 80 et initialement utilisée comme estimateur d’erreur [48],

− la méthode des champs virtuels (VFM - Virtual Field Method) datant des années 90

[62],

− l’erreur à l’équilibre (EGM - Equilibrium Gap Method) datant des années 2000 [22],

− l’écart à la réciprocité (RGM - Reciprocity Gap Method) basée sur le théorème de

Maxwell-Betti et datant des années 2000 [2].

Avant d’entrer dans le détail de chacune de ces méthodes, notons tout d’abord quelques

caractéristiques des champs de mesure utilisés par chacune d’entre elles :

− les méthodes FEMU et CEGM peuvent être utilisées avec une mesure cinématique

partielle ou totale, à l’intérieur du domaine ou bien sur son contour,

− la méthode FEMU peut être appliquée avec des informations de nature différente (ci-

nématique, statique, thermique, géométrique),

− les méthodes EGM et VFM exploitent une mesure cinématique à l’intérieur du do-

maine uniquement,

− la méthode RGM nécessite des mesures cinématiques sur le contour du domaine uni-

quement.

La plage d’utilisation de ces méthodes est de plus en plus large en raison des progrès du nu-

mérique et des systèmes d’acquisition d’images. Dans la suite de la section, nous présentons

ces méthodes dans le cadre de l’élasticité linéaire avec un matériau homogène et isotrope.

Nous évoquons également l’application de ces méthodes au contexte de la dynamique.

1.4.1 Le recalage de modèles éléments finis (FEMU)

Cette première méthode est la plus intuitive et surtout la plus flexible de toutes, au sens

que son champ d’application est très vaste. L’idée est de comparer la quantité d’intérêt me-

surée expérimentalement à une quantité d’intérêt calculée numériquement par la méthode

des éléments finis. Une fonction coût, notée C(θ), est construite de façon à quantifier l’écart

entre ces deux quantités. Le modèle éléments finis est ensuite mis à jour, par modification

des paramètres matériau, jusqu’à minimisation de cet écart. La flexibilité de la méthode est

un avantage car cela permet d’exploiter plusieurs types d’information de nature différente.

D’ailleurs, la première approche historique de FEMU est une approche en force (FEMU-F
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[47]) et non en déplacement. Cette approche est particulière car elle ne nécessite pas de mi-

nimisation dans le cas de l’élasticité linéaire [58, 5]. Néanmoins, l’approche la plus rependue

aujourd’hui est certainement celle en déplacement (FEMU-U [23]). Elle consiste à comparer

un champ de déplacement souvent mesuré par CIN, noté umes(X), à un champ de déplace-

ment calculé par la méthode des éléments finis, noté ucal(X; θ). Le problème d’optimisation

est le suivant :

θid = argmin
θ

C(θ) = min
θ

∫

Ω

(

umes(X)− ucal(X; θ)
)2

dΩ (1.24)

où θid est le vecteur dont les composantes sont les paramètres matériau identifiés. La fonc-

tion coût du problème (1.24) mesure l’écart au sens des moindres carrés. À titre d’exemple,

cette approche est mise en œuvre dans les travaux suivants : [7, 5, 28, 59].

Dans la littérature, on trouve également des approches mixtes en force et en déplacement

(FEMU-U-F [5, 58, 59]), en déformation ([46]) et en contrainte ([72]).

Pour la FEMU-U, qui nous intéresse ici, l’extension au contexte de la dynamique est

immédiate. Le problème de minimisation (1.24) devient :

θid = argmin
θ

C(t; θ) = min
θ

∫ T

0

∫

Ω

(

umes(X, t)− ucal(X, t; θ)
)2

dΩ dt (1.25)

Nous trouvons une évaluation de cette approche dans [74] où l’on considère l’impact d’un

élastomère compressible sur une surface rigide. La plage d’utilisation de la méthode est large.

À titre d’exemple, les paramètres d’un modèle d’endommagement pour les élastomères sont

identifiés par FEMU dans [72]. Une application à la viscoplasticité est donnée dans [45].

Dans le cadre de l’élasticité linéaire statique, on trouve plusieurs applications dans [7, 5].

D’après la littérature, on retient que la qualité de la méthode repose sur plusieurs aspects :

− la fiabilité de la mesure cinématique,

− la bonne connaissance des conditions aux limites,

− la qualité du modèle numérique,

− la construction de la fonction coût,

− la nature de l’algorithme d’optimisation.

Dans [9], les auteurs montrent que la méthode FEMU-U est sensible aux incertitudes sur

les conditions aux limites. Parmi les algorithmes de minimisation, l’utilisateur dispose de

plusieurs choix dont celui de l’algorithme de Gauss-Newton [79] ou celui de l’algorithme

de Levenberg-Marquardt [19]. Ces schémas nécessitent le calcul du gradient de la fonction
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coût ainsi que l’initialisation des paramètres. Un algorithme plus simple à mettre en œuvre

mais plus coûteux est celui de la dichotomie. Notons également que la présence de minima

locaux peut perturber ces algorithmes.

1.4.2 Erreur en relation de comportement (CEGM)

La méthode CEGM est initialement développée pour obtenir un estimateur d’erreur pour

les simulations éléments finis [48]. Plus tard, la méthode s’est avérée être un outil intéres-

sant pour l’identification des paramètres de matériau [49]. Dans cette nouvelle approche, la

fonction coût à minimiser est homogène à une énergie :

C(θ) =
1

2

∫

Ω

(

 
cal −D(θ) : !mes

)

: D−1(θ) :
(

 
cal −D(θ) : !mes

)

dΩ (1.26)

où  
cal est un champ de contrainte statiquement admissible calculé et !mes est le champ de

déformation obtenu à partir de la mesure umes. Cette fonction coût mesure l’écart entre le

champ de contrainte calculé et le second champ de contrainte construit à partir du champ de

déplacement mesuré et de la relation de comportement. La minimisation de cette fonction

coût est plus délicate que pour FEMU car elle s’opère en deux étapes. La première consiste

à trouver le meilleur champ  cal statiquement admissible par minimisation :

 
cal = Argmin

 ∈SA
C(θ) (1.27)

La seconde étape, dite de correction, consiste à déterminer le jeu de paramètres optimal θid :

θid = Argmin
θ

C (θ) (1.28)

Une application de cette approche est présentée dans la référence [32] dans le cadre de l’élas-

ticité linéaire. En particulier, les auteurs y présentent une façon originale de construire un

champ de contrainte statiquement admissible. Toujours dans le cadre de l’élasticité linéaire,

on trouve des analyses comparatives dans [7, 5] dans lesquels nous retenons que la méthode

CEGM semble moins robuste que la méthode FEMU-U. Toutefois, il est possible d’amé-

liorer la robustesse de la méthode CEGM en intégrant les incertitudes de mesures dans la

fonction coût, comme cela est présenté dans [29]. L’idée développée est de considérer les

conditions aux limites comme des données non fiables et de rajouter un terme de calibration
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afin de minimiser l’effet du bruit sur ces données :

C(θ) =
1

2

∫

Ω

(

 
cal −D(θ) : !cal

)

: D−1(θ) :
(

 
cal −D(θ) : !cal

)

dΩ

+

∫

Ωm

(

α||ucal
d − umes

d ||2 + β||T cal
d − Tmes

d ||2
)

dΩm (1.29)

où ucal
d (resp. T cal

d ) sont les conditions limites en déplacement (resp. en chargement) calcu-

lées par simulation éléments finis et umes
d (resp. Tmes

d ) sont les conditions limites en dépla-

cement (resp. en chargement) obtenues par mesure expérimentale. Le domaine Ωm est une

partie du domaine Ω sur lequel les mesures sont considérées non fiables. Les paramètres α et

β permettent de rendre l’équation homogène et de pondérer la prise en compte du bruit sur

les données non fiables. Cette nouvelle stratégie d’identification est appelée erreur en rela-

tion de comportement modifiée (M-CEGM). La première étape de la minimisation consiste

à déterminer le couple (ucal, cal) tel que :

(ucal, cal) = Argmin
u∈CA× ∈SA

C(θ) (1.30)

La deuxième étape consiste à identifier les paramètres optimaux :

θid = Argmin
θ

C (θ) (1.31)

Dans [9], les auteurs montrent que la méthode M-CEGM est plus robuste que FEMU-U

lorsque les conditions aux limites sont incertaines.

Cette méthode peut être étendue au cas de la dynamique à condition de construire un

champ de contrainte dynamique admissible. Des exemples d’application sont donnés dans

[29, 56, 13].

1.4.3 La méthode des champs virtuels (VFM)

L’application de la méthode des champs virtuels à l’identification des paramètres de ma-

tériau est décrite dans l’ouvrage de référence [62]. Dans [39], elle est qualifiée d’alternative

intéressante à la méthode de recalage de modèles présentée dans 1.4.1. En effet, dans le cadre

de l’élasticité linéaire, cette méthode n’est pas basée sur la minimisation d’une fonction coût

et ne nécessite donc pas de processus itératif. En lieu et place, elle aboutit à la résolution

d’un système linéaire de petite taille. Elle repose sur une formulation variationnelle et sur la

construction de champs virtuels cinématiquement admissibles. Dans le cadre de l’élasticité
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linéaire statique, le principe des travaux virtuels se réduit à :

∫

Γσ

Td.u
∗

CA dΓσ =

∫

Ω

D(θ) :  mes :  (u∗

CA) dΩ ∀u∗

CA (1.32)

où  (u∗

CA) est un champ de déformation virtuel construit à partir du champ de déplacement

virtuel cinématiquement admissible u∗

CA. Une difficulté réside dans le choix d’un de dépla-

cement virtuel pertinent. En effet, il a été montré dans [40, 41] que ceci conditionne en partie

la qualité de l’identification. En théorie, il est possible d’identifier autant de paramètres ma-

tériau que l’on créé de champs virtuels. Une revue détaillée de la méthode est présentée dans

la référence [38]. Nous retenons que l’équation (1.32) écrite pour plusieurs champs virtuels

permet d’obtenir le système linéaire :

Aθ = b (1.33)

où A est une matrice carrée et b est un vecteur dont les composantes sont les travaux virtuels

des efforts externes pour chacun des champs virtuels. Pour cela, cette formulation de la

méthode nécessite que les paramètres matériau puissent être mis en facteurs dans le modèle

de comportement.

Historiquement, les premiers champs virtuels sont choisis de façon empirique et le sys-

tème (1.33) est inversé pour extraire les paramètres matériau. Dans [37], les auteurs intro-

duisent la notion de champs virtuels spéciaux qui conduit à un nouveau système ne nécessi-

tant pas d’inversion de matrice :

θ = b (1.34)

Une approche de construction de ces champs virtuels spéciaux par sous-domaines est pro-

posée dans [73]. Dans ce travail, les auteurs s’appuient sur des fonctions de formes de type

éléments finis pour construire un champ de déplacement virtuel nodal. Par ailleurs, une ap-

proche par construction polynomiale est également présentée dans [35]. Dans ces approches,

il reste néanmoins une infinité de choix possibles pour la construction de ces champs virtuels

spéciaux.

Une autre amélioration consiste à prendre en compte les incertitudes de mesure. Dans

[6], les auteurs introduisent ainsi les champs virtuels spéciaux optimisés. Ces derniers sont

uniques car ils doivent minimiser un critère permettant de réduire l’impact des incertitudes

de mesure. Ainsi, en utilisant ces champs virtuels, les auteurs aboutissent à une méthode

d’identification dite au maximum de vraisemblance. Dans l’étude comparative [7], nous re-

tenons que cette méthode montre une grande robustesse comparable à celle de la méthode
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FEMU-U.

Les applications en dynamique sont peu courantes mais existent, notamment dans [54].

Les auteurs réalisent un essai de compression dynamique à l’aide des barres de Hopkinson

et une mesure par corrélation d’image à l’aide de caméras ultra-rapides et multicapteurs.

Ainsi, ils appliquent la méthode VFM en utilisant la forme suivante du principe des travaux

virtuels :

∫

Ω

ρümes.u∗

CA dΩ =

∫

Γσ

Td.u
∗

CA dΓσ −

∫

Ω

D(θ) :  mes :  (u∗

CA) dΩ ∀u∗

CA (1.35)

Dans ce travail, les champs virtuels sont choisis de façon à annuler le travail virtuel des ef-

forts extérieurs et les propriétés élastiques d’un matériau composite de type verre/époxy sont

identifiées.

Pour les cas d’études où les modèles de comportement sont non linéaires, il n’est plus

possible d’extraire directement les paramètres matériau par inversion d’un système linéaire.

Une fonction coût est alors construite afin de caractériser un écart entre les travaux virtuels

des efforts internes et externes. Dans le cadre de la statique, nous pouvons écrire :

C(θ) =

(

W ext − W int(θ)

W ext

)2

(1.36)

De cette manière, les paramètres matériau d’un modèle hyperélastique sont identifiés dans

[63] tandis que ceux d’un modèle élastoplastique le sont dans [36]. Dans [61], les auteurs

étendent l’utilisation des champs virtuels spéciaux optimisés dans le cas de la plasticité. Le

cas de la visco-plasticité est traité dans [34]. Enfin, les paramètres d’une loi d’endommage-

ment couplée à un modèle élastoplastique sont identifiés dans [57].

1.4.4 La méthode de l’écart à l’équilibre (EGM)

Cette méthode, initialement présentée dans [22], repose sur la vérification de l’équilibre

local à l’intérieur du solide. Dans le cadre de l’élasticité linéaire en statique, nous rappelons

que cet équilibre vérifie les conditions suivantes :

− en présence de forces volumiques, fd, non nulles, l’équation d’équilibre suivante est

vérifiée dans le domaine Ω :

div(!) + fd = 0 (1.37)

− en présence de forces surfaciques, Td, non nulles, les conditions limites de Neumann
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sont vérifiées :

 .next = Td (1.38)

où next est la normale extérieure à la frontière ∂Ω.

− le champ de contrainte  doit être régulier. Il est notamment continu à travers toute

coupure de normale n :

 
+.n−  

−.n = 0 (1.39)

Un champ de contrainte vérifiant ces conditions est qualifié de statiquement admissible. Un

champ ne vérifiant pas l’une de ces conditions induit un écart à l’équilibre. Cet écart à l’équi-

libre peut être mesuré par la fonction coût suivante :

C(θ) = α||div(D(θ) : !mes)+fd||
2+β||

(

D(θ) : !mes
)

.next−Td||
2+γ

∑

i

|| +
i .n− 

−

i .n||
2

(1.40)

où les facteurs α, β et γ permettent de rendre la fonction coût homogène et de pondérer les

différents termes de la fonction coût. La minimisation de cette fonction coût permet d’iden-

tifier les paramètres matériau du tenseur D(θ) [35].

Dans la littérature, on trouve plusieurs façons d’implémenter la méthode EGM :

− un développement sur la base de la méthode des éléments finis est donné dans [22] où

les paramètres d’une loi d’endommagement isotrope sont identifiés.

− un second développement sur la base de la méthode des différences finies est donné

dans [24]. Dans cette référence, les paramètres d’une loi d’endommagement d’un ma-

tériau composite orthotrope sont identifiés. Dans ce travail, un système linéaire est

obtenu pour lequel les inconnues sont les rigidités orthotropes.

− la méthode est également appliquée dans le contexte de la théorie des poutres pour

l’étude du flambement dans [43].

Dans l’étude comparative [7], nous retenons que la méthode est particulièrement sensible au

bruit de mesure. Dans [35], plusieurs pistes sont explorées afin de reconditionner la fonction

coût et ainsi minimiser les effets du bruit. À ma connaissance, des applications de cette mé-

thode dans le cadre de la dynamique ne sont pas encore parues dans la littérature scientifique.
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1.4.5 La méthode de l’écart à la réciprocité (RGM)

La méthode de l’écart à la réciprocité est basée sur le théorème de Maxwell-Betti. Elle

est principalement utilisée pour la caractérisation de fissures planes présentes sur la surface

extérieure du solide. L’idée est de comparer un solide virtuel sans défaut avec un solide réel

présentant des défauts localisés sur la surface. Cette méthode nécessite une mesure sur le

contour extérieur du domaine (∂Ωext).

La méthode repose donc sur la construction de champs de déplacement adjoints, notés

uadj , et la formulation d’une fonction coût. L’écart à la réciprocité est défini par :

C(θ) =

∫ ∫

∂Ωext

(

Td.u
adj −

(

(

D(θ) :  adj
)

.n
)

.umes

)

dS (1.41)

où Td (resp. D(θ) :  adj .n) représente les efforts extérieurs agissant sur le contour extérieur

du domaine du solide réel (resp. virtuel). Le champ de déformation adjoint,  adj , est obtenu

à partir du champ de déplacement adjoint.

La minimisation de cette fonction coût ne requiert aucune résolution de problèmes directs

mais uniquement le calcul d’une intégrale sur le contour [35].

Pour construire le champ de déplacement adjoint, il est courant d’utiliser la notion de

front d’onde. Ainsi, ce champ adjoint est caractérisé par une direction de propagation et une

vitesse de propagation. Pour chaque champ adjoint construit, nous obtenons une mesure de

l’écart à la réciprocité. Cette dernière nous donne une information sur la présence ou non de

défauts localisés de type fissure plane : il y a absence de défaut tant que C(θ) = 0.

Nous trouvons des applications en élasticité statique dans [2, 3, 1, 4], en élastodynamique

dans [17, 18] et aussi en viscoélasticité dans [16].

1.5 Conclusion

1.5.1 Bilan du chapitre 1

Dans un premier temps, nous avons défini un problème direct en grandes transforma-

tions, pour des matériaux non linéaires et en présence de zone de contact. Les équations du

problème et la méthode des éléments finis ont été brièvement rappelées dans 1.1. Dans un

second temps, un état de l’art, non exhaustif, sur l’identification des paramètres matériau a

été présenté dans ce chapitre. D’après la littérature citée, nous retenons que l’identification

en mécanique des solides est un problème inverse mal posé qui repose principalement sur

deux étapes :

− la mesure d’un champ de déplacement expérimental,
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− l’utilisation d’une méthode inverse exploitant cette mesure afin de déterminer les pa-

ramètres mécaniques du matériau.

Parmi les méthodes de mesure de champ cinématique présentes dans la littérature, nous

nous sommes intéressés à la corrélation d’images numériques dans 1.3. Nous avons présenté

le principe de l’approche locale et nous nous sommes intéressés aux travaux publiés dans [15]

visant à étudier l’influence de certains paramètres de la méthode sur la fiabilité de la mesure.

Nous retenons que la fiabilité de la mesure conditionne en partie la qualité de l’identification

et que la CIN repose sur plusieurs compromis :

− la taille de l’élément doit être assez petite pour avoir une bonne résolution spatiale

(respect de la cinématique) mais assez grande pour garantir la qualité du résultat,

− en dynamique, il faut trouver un juste milieu entre la résolution spatiale de la caméra

et la fréquence d’acquisition des images.

Dans la littérature, la méthode est largement utilisée en mécanique des solides à des fins

d’identification.

Par la suite, dans 1.4, nous avons présenté cinq méthodes d’identification pouvant utiliser

le champ de déplacement mesuré par la CIN comme donnée d’entrée. D’après la littérature,

le champ d’application de ces méthodes est large et toutes peuvent être étendues à la dyna-

mique et à des modèles de comportement non linéaires. Notons tout de même que la méthode

EGM est principalement utilisée pour caractériser des lois d’endommagement et que la mé-

thode RGM est principalement utilisée pour identifier des fissures planes sur la frontière

extérieure du domaine. Au contraire, les méthodes FEMU-U, CEGM et VFM s’appliquent

à un plus large spectre d’application (statique, dynamique, non linéaire, ...). Les méthodes

FEMU-U et CEGM peuvent être appliquées avec une mesure totale ou partielle du champ

de déplacement. La méthode VFM peut être appliquée lorsque la mesure est disponible à

l’intérieur du domaine. Cependant, notons que cette dernière est peu coûteuse dans le cas li-

néaire. En effet, elle conduit à l’inversion d’un système d’équations linéaires en lieu et place

de la minimisation d’une fonction coût. À notre sens, c’est donc une méthode pertinente pour

lever le problème du coût de l’identification en dynamique.

1.5.2 Transition vers les chapitres 2 et 3

Deux axes d’amélioration ont été identifiés à l’issue de ce chapitre. Le premier concerne

le contrôle de la propagation des incertitudes de mesure. Le second est relatif au coût de

l’identification dans le contexte de la dynamique. Les deux chapitres suivants présenteront
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les solutions envisagées, de manière indépendante.

Dans le chapitre 2, nous présentons une stratégie du type VFM permettant d’identifier

à moindre coût les propriétés élastiques en dynamique. Ici, l’effort ne porte pas sur le trai-

tement d’images et la méthode repose sur l’utilisation d’un champ de déplacement mesuré

obtenu par la CIN par exemple. Nous présentons et validons numériquement la méthodolo-

gie développée. Nous évaluons la robustesse de la méthode développée lorsque les mesures

sont bruitées.

Le chapitre 3 présente une nouvelle approche du recalage de modèles éléments finis.

Nous explorons le potentiel d’une information géométrique et non plus cinématique. Cela

nous permettra d’introduire une technique de mesure basée sur des traitements d’images

plus simples et moins coûteux que la CIN : la segmentation d’image. De plus, cela permettra

d’introduire très peu de paramètres métrologiques pouvant influencer la qualité de la mesure.

Cette nouvelle approche est comparée à la méthode FEMU-U et plusieurs investigations

numériques visent à valider la méthode en termes de précision et de robustesse.
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Chapitre 2

Stratégie basée sur les champs virtuels

L’objectif du chapitre est de présenter une méthode d’identification adaptée à la dyna-

mique. À l’issue du chapitre 1, il ressort que la stratégie basée sur les champs virtuels (VFM)

est une stratégie peu onéreuse pour identifier des paramètres matériau. Cette stratégie semble

bien adaptée pour lever le verrou lié au coût de l’identification présenté dans l’introduction.

La difficulté consiste à choisir et construire des champs virtuels spatiaux-temporels permet-

tant d’identifier, à moindre coût, plusieurs paramètres avec une bonne qualité. La méthode

est d’abord présentée puis validée sur différents cas tests numériques.
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2.1 Introduction

Les méthodes d’identification présentées dans 1.4 s’appuient sur la mesure d’un champ

de déplacement. Une démarche très répandue consiste à utiliser la méthode FEMU-U (dans

1.4.1) qui compare un champ de déplacement éléments finis à un champ de déplacement

mesuré obtenu par CIN (dans 1.3).

Deux verrous apparaissent. Le premier est inhérent aux incertitudes introduites par le pro-

cessus de corrélation des images. Le second est lié au coût du recalage de modèles éléments

finis en dynamique.

La méthode proposée dans ce chapitre a pour objectif de lever le second verrou. La tech-

nique développée s’appuie sur un champ de déplacement mesuré issu de la CIN comme pour

la FEMU-U. Nous ne nous intéressons pas au traitement des images dans ce chapitre.

La méthode des champs virtuels comporte deux étapes :

− l’écriture d’une formulation variationnelle,

− le choix et la construction d’un jeu de champs virtuels.

La construction des champs virtuels conditionne la qualité de l’identification. Beaucoup

d’études portent sur la construction spatiale de ces champs virtuels [40, 6, 73, 7, 61]. La

construction de champs spatiaux-temporels en dynamique reste un sujet encore ouvert [54].

Nous proposons différents champs virtuels pour identifier des paramètres constitutifs de mo-

dèles de comportement.

Pour évaluer la qualité d’identification liée aux champs proposés, nous comparons la mé-

thode développée avec la FEMU-U qui sert de méthode de référence. Pour se soustraire aux

problèmes liés à la CIN (premier verrou), nous nous plaçons dans un contexte idéal où les

mesures sont synthétiques. Les mesures sont issues de calculs éléments finis. L’ensemble

caméra, images et informations de la Figure 3 est remplacé par celui de la Figure 2.1.

Simulation uh(X, t)

•

Bruit synthétique

Éléments finis

FIGURE 2.1 – Génération d’un champ de déplacement spatio-temporel synthétique via les

éléments finis.

Pour étudier la robustesse de la méthode, un bruit synthétique peut être généré puis ad-
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ditionné au champ de déplacement. Le comportement de la méthode développée peut ainsi

être étudié pour plusieurs niveaux de bruit.

Le chapitre 2 s’organise de la manière suivante :

− la section 2.2 présente et valide numériquement la méthodologie développée sur un

cas simple (masse-ressort 0D),

− la section 2.3 s’appuie sur les résultats de la section 2.2 et généralise la méthode à

l’élasticité linéaire,

− la section 2.4 étudie la robustesse de la méthode développée par rapport à l’introduc-

tion d’un bruit synthétique sur les mesures,

− la section 2.5 analyse l’influence de la méconnaissance du chargement sur la qualité

de l’identification,

− la section 2.6 dresse un bilan des performances de la méthode développée.

2.2 Méthodologie développée (0D)

L’objectif de la section est de présenter la méthodologie développée en s’appuyant sur un

cas où la solution analytique est connue (masse-ressort). Sur cet exemple, différents champs

virtuels sont testés pour définir le meilleur choix.

2.2.1 Système étudié : masse-ressort

Nous étudions un système masse-ressort, noté C2.1, présenté sur la Figure 2.2 où m est

la masse et k est la raideur du ressort. La masse est soumise à un chargement extérieur Td(t)

dont les caractéristiques sont illustrées sur la Figure 2.3. On note Pmax l’amplitude maximale

du chargement et t1 un temps caractéristique.

Td(t)

•
m

k

FIGURE 2.2 – Cas d’étude C2.1.
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Temps (s)

Td (N)

Pmax

t1 2 t1 T

FIGURE 2.3 – Chargement dynamique appliqué.

L’équation gouvernant ce système est la suivante :

ẍex +
k

m
xex =

1

m
Td ∀t ∈ τ = [0, T ] (2.1)

où xex est la position de la masse, ẋex sa vitesse et ẍex son accélération. Les conditions

initiales sont :

xex|t=0 = 0 et ẋex|t=0 = 0 (2.2)

La solution analytique de l’équation (2.1) est définie par intervalles par :

xex =
Pmax

kt1

(

t−
sin(

√

k
m
t)

√

k
m

)

∀t ∈ [0, t1] (2.3)

xex =
Pmax

kt1

(

t− 2t1 +
2 sin

(

√

k
m
(t− t1)

)

− sin(
√

k
m
t)

√

k
m

)

∀t ∈ [t1, 2t1] (2.4)

xex =
Pmax

kt1

(

2 sin
(

√

k
m
(t− t1)

)

+ sin
(

√

k
m
(2t1 − t)

)

− 1
√

k
m

)

∀t ∈ [2t1, T ] (2.5)

La Figure 2.4 représente cette solution sur τ = [0, T ].
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FIGURE 2.4 – Discrétisation temporelle de la solution exacte sur τ − cas d’étude C2.1.

Nmes + 1 points de mesure sont extraits de cette solution analytique à des pas de temps

réguliers (représentés par des disques pleins sur la Figure 2.4). Nous obtenons ainsi un en-

semble de mesures synthétiques parfaites :

xex(ti), ti = i×∆t, i = 0, ..., Nmes (2.6)

2.2.1.1 Génération de la quantité d’intérêt mesurée

Un bruit supplémentaire peut être introduit artificiellement en ajoutant une perturbation

aléatoire, notée δx, à la solution analytique xex à chaque piquet de temps ti :

xmes(ti;ω) = xex(ti) + δx(ti;ω) (2.7)

où, à chaque ti, δx(ti;ω) est une variable aléatoire représentée par l’aléa ω et définie par :

δx(ti;ω) = αψi(ω)x
ex(ti) (2.8)

où ψi sont des variables aléatoires indépendantes et uniformément réparties entre −1 et 1.

Le paramètre α est un scalaire prenant les valeurs [0%, 2%, 4%, 6%, 8%] qui décrit le niveau

de bruit.

Les simulations de Monte-Carlo correspondent à une discrétisation de l’aléa, caractérisé

par ω. En effet, une variable aléatoire ψ(ω) peut être représentée de manière discrète par
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un ensemble de NMC réalisations noté ψ(ωp) , p ∈ [1, ..., NMC ]. Pour que l’approximation

soit satisfaisante, NMC doit être grand. La fonction densité de probabilité discrète, PDF (ψ)

(PDF : probability density function), peut être construite à partir de ces réalisations. La Fi-

gure 2.5 illustre la fonction densité de probabilité discrète de xmes(t;ω) pour un instant ti
donné, pour α = 8%.
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FIGURE 2.5 – PDF de xmes(ti;ω) pour α = 8% − cas d’étude C2.1.

2.2.1.2 Recalage de modèles

La technique de recalage de modèles est présentée dans 1.4.1 et s’écrit, pour ce cas C2.1,

comme suit :

kid(ω) = argmin
k

Cx(k, ω) (2.9)

où kid(ω) est le paramètre identifié. La fonction coût Cx est définie à partir de la mesure

xmes(ti;ω) et d’un calcul xcal(tn; k) réalisé à partir du paramètre k. Elle s’exprime comme

suit :

Cx(k, ω) =

Nmes
∑

i=0

(

xmes(ti;ω)− xcal(tn; k)
)2

(2.10)

Le détail de la génération des quantités d’intérêts calculées xcal(tn; k) est donné dans 2.2.1.2.1.

La minimisation (2.9) est réalisée par dichotomie et est détaillée dans 2.2.1.2.2.
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2.2.1.2.1 Génération des quantités d’intérêts calculées

Les quantités calculées xcal(tn; k) sont obtenues par le schéma implicite de Newmark car

il est inconditionnellement stable pour le cas traité.

Nous choisissons de prendre autant de piquets de temps de calcul (tn) que de piquet de

temps de mesure (ti) :

tn = n∆t avec n ∈ [0, Nmes] et Nmes =
T

∆t
(2.11)

Dans ce qui suit, nous notons que xcal(tn) = xcaln . Les hypothèses du schéma de Newmark

sont les suivantes :

ẋcaln+1 = ẋcaln +∆t
(

(1− γ)ẍcaln + γẍcaln+1

)

xcaln+1 = xcaln +∆tẋcaln + (∆t)2
(

(
1

2
− ζ)ẍcaln + ζẍcaln+1

)

(2.12)

où les paramètres du schéma sont classiquement ζ = 0.25 et γ = 0.5.

En notant que xcal vérifie l’équation (2.1) et en utilisant les hypothèses (2.12), on obtient

l’équation suivante :

xcaln+1 =
(

k+
1

ζ∆t2
m
)

−1

×

(

Tdn+1+m
( 1

ζ∆t2
xcaln +

1

ζ∆t
ẋcaln +(

1

2ζ
−1)ẍcaln

)

)

(2.13)

Les quantités d’intérêts calculées sont obtenues à chaque pas de temps à l’aide de l’équation

(2.13) et des conditions initiales (équations (2.2)).

2.2.1.2.2 Algorithme de minimisation retenu

Nous cherchons à minimiser une fonction coût (équation (2.9) par exemple) afin d’iden-

tifier les paramètres. Parmi les différents algorithmes existants dans la littérature (Gauss-

Newton, Levenberg-Marquardt, ...), nous choisissons d’utiliser un algorithme de dichoto-

mie. Ce choix se justifie par la simplicité de son implémentation. En effet, dans ces travaux,

nous nous intéressons à la solution (paramètres identifiés) à des fins d’évaluation numérique.

L’impact du choix de la procédure de minimisation sur la qualité de l’identification sort du

cadre de cette étude.

L’algorithme de dichotomie est néanmoins coûteux en temps lorsque le nombre de para-

mètres à identifier est grand.
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2.2.2 Formulation variationnelle

La première étape de la stratégie développée consiste à écrire la formulation variationnelle

de l’équation (2.1) :

∫ T

0

(

ẍex +
k

m
xex −

1

m
Td

)

x∗CA dt = 0 ∀x∗CA (2.14)

où x∗CA est un champ virtuel arbitrairement choisi.

En choisissant un champ virtuel judicieusement, nous obtenons une équation qui permet

d’identifier le paramètre k. En effet, en supposant que xmes vérifie l’équation (2.1) et en

utilisant l’équation (2.14), nous avons :

kid(ω) =

∫ T

0
Tdx

∗

CA dt−m
∫ T

0
ẍmes(ω)x∗CA dt

∫ T

0
xmes(ω)x∗CA dt

(2.15)

L’accélération mesurée, présente dans le second terme de l’équation (2.15), est obtenue par

une double dérivation numérique de la mesure bruitée. Ainsi, les incertitudes causées par

le bruit sur les mesures peuvent se propager au cours de cette dérivation numérique. Le

champ virtuel peut par contre être choisi de façon à être dérivable analytiquement. Ainsi,

une double intégration par parties permet de reporter les dérivations du terme xmes sur le

terme x∗CA. Finalement, l’équation (2.15) devient :

kid(ω) =

∫ T

0
Tdx

∗

CA dt−
∫ T

0
mxmes(ω)ẍ∗CA dt+ [mẋ∗CAx

mes(ω)]T0 − [mẋmes(ω)x∗CA]
T
0

∫ T

0
xmes(ω)x∗CA dt

(2.16)

Dans l’équation (2.16), seule la dérivée première de xmes apparaît aux instants initiaux et

finaux. Ces termes peuvent disparaître en choisissant judicieusement un champ virtuel nul

en ces instants.

Nous présentons, dans 2.2.3, plusieurs choix de champs virtuels et nous les comparons.

Nous renseignons, dans 2.2.4, différentes techniques numériques permettant de calculer les

termes de l’équation (2.16) (intégration, dérivation et lissage).

2.2.3 Choix et construction des champs virtuels

Nous présentons différents choix de champs virtuels pour l’équation (2.16). Leur qualité

est comparée dans 2.2.6. L’objectif est de définir une stratégie peu coûteuse et facilement

extensible pour l’identification de plusieurs paramètres en 2D.
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2.2.3.1 Choix 1

La mesure xmes contient a priori des informations pertinentes pour l’identification. Notre

premier choix, noté CV.1, est donc :

x∗CA(ω) = xmes(ω) , ẋ∗CA(ω) = ẋmes(ω) et ẍ∗CA(ω) = ẍmes(ω) (2.17)

La construction de ce champ est peu coûteuse car la mesure est disponible. Le seul coût

porte sur les dérivées premières et secondes qui doivent être calculées numériquement. Pour

pallier aux erreurs introduites nous proposons une variante notée CV.1’. L’idée consiste à

remplacer xmes par un champ lissé noté x̃mes. Ce champ appauvri en information mécanique

conduit a priori à une meilleure dérivation numérique. Ces deux champs sont comparés dans

2.2.6. La technique de lissage est présentée dans 2.2.4.

L’extension au 2D du choix CV.1 (resp. CV.1’) est immédiate. En revanche, ce choix ne

permet d’identifier qu’un seul paramètre.

2.2.3.2 Choix 2

Le second champ virtuel, noté CV.2, est construit à partir d’une famille de fonctions

sinusoïdales s’annulant aux instants initiaux et finaux. Ce choix permet d’annuler le terme

[mẋmes(ω)x∗CA]
T
0 de l’équation (2.16). Cette famille est paramétrée par l’entier p :

x∗CA = sin
(

p
2π

T
t
)

, ẋ∗CA = p
2π

T
cos

(

p
2π

T
t
)

et ẍ∗CA = −
(

p
2π

T

)2

sin
(

p
2π

T
t
)

(2.18)

Ce choix est peu coûteux et facilement dérivable car analytique. Il permet d’identifier un

ensemble de paramètres en choisissant un ensemble de valeur de p. L’influence de p sur la

qualité de l’identification est discutée dans 2.2.6. Différentes pistes existent pour étendre ce

choix au 2D.

2.2.3.3 Choix 3

Le troisième choix, noté CV.3, est construit à partir d’une famille d’une base polynomiale

des fonctions du temps :

x∗CA = ti , ẋ∗CA = i× ti−1 et ẍ∗CA = i(i− 1)× ti−2 (2.19)

où i est un entier naturel.

Ce choix est très peu coûteux et facile à étendre au 2D. Cette famille permet d’identifier

plusieurs paramètres.
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2.2.4 Techniques numériques utilisées

À présent, nous présentons les techniques numériques utilisées pour calculer les différents

termes de l’équation (2.16). Parmi celles-ci, nous retrouvons notamment l’intégration, la

dérivation et le lissage.

2.2.4.1 Intégration numérique

L’intégration numérique en temps permet d’approcher la valeur de l’intégrale d’une fonc-

tion f(t) sur l’intervalle [0, T ]. Cet intervalle est divisé en n sous-intervalles et on note ∆t

le pas de la discrétisation. On note {y0, · · · , yn} les valeurs discrètes de la fonction f(t) à

chaque pas de temps.

Différentes méthodes classiques existent dans la littérature :

− La méthode des rectangles à gauche : la fonction f(t) est approchée par une fonction

en escalier :

∫ T

0

f(t) dt ≈ ∆t
n−1
∑

i=0

yi (2.20)

− La méthode des trapèzes : la fonction f(t) est approchée par une fonction affine par

sous-intervalles :

∫ T

0

f(t) dt ≈ ∆t

(

y0 + yn
2

+

n−1
∑

i=1

yi

)

(2.21)

− La méthode de Simpson : la fonction f(t) est approchée par une fonction polyno-

miale de degré 2 sur chacun des sous-intervalles :

∫ T

0

f(t) dt ≈
∆t

3

(

y0 + 4

n/2−1
∑

i=0

y2i+1 + 2

n/2−1
∑

i=1

y2i + yn

)

(2.22)

D’un point de vue théorique, la méthode de Simpson est plus précise que la méthode des

trapèzes qui elle même est plus précise que la méthode des rectangles. Afin d’estimer l’ordre

de grandeur de l’erreur d’intégration sur notre quantité d’intérêt, différents tests numériques

sont menés ci-dessous.

La calcul analytique de la primitive de l’équation (2.3) donne :

∫ t1

0

xex(t) dt =
Pmax

2k
× t1 +

mPmax

k2t1
×

(

cos
(

√

k

m
× t1

)

− 1.0
)

(2.23)
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Pour l’application numérique, nous prenons Pmax = 10N , k = 745N.m−1, t1 = 1 s et

m = 30 kg,Nmes = 11. La Table 2.1 donne la valeur analytique de la primitive et la compare

à celles obtenues par les différentes techniques présentées.

Méthode Valeur de l’intégrale Erreur relative Degré d’interpolation

Rectangle 0.0055228 12.55% 0

Trapèze 0.0063237 0.13% 1

Simpson 0.0063154 0.0022% 2

Analytique 0.0063155 # #

TABLE 2.1 – Comparaison analytique-numérique pour le calcul des intégrales.

Il ressort de la Table 2.1 que les résultats obtenus par la méthode de Simpson et ceux

obtenus analytiquement sont confondus à 0.0022% près. Nous utilisons cette technique d’in-

tégration dans la suite.

2.2.4.2 Dérivation numérique

La dérivation numérique en temps permet d’approcher la valeur de la dérivée d’une fonc-

tion f(t) sur l’intervalle [0, T ].

Différentes méthodes classiques existent dans la littérature :

− Schéma centré autour de 2 points :

∂f(t)

∂t

∣

∣

∣

t=ti
≈
yi − yi−1

∆t
(2.24)

− Schéma centré autour de 3 points :

∂f(t)

∂t

∣

∣

∣

t=ti
≈
yi+1 − yi−1

2×∆t
(2.25)

− Schéma centré autour de 5 points :

∂f(t)

∂t

∣

∣

∣

t=ti
≈
yi−2 − 8yi−1 + 8yi+1 − yi+2

12×∆t
(2.26)

Sur la Figure 2.6, la vitesse ẋex, connue analytiquement, et comparée à la vitesse obtenue

par les trois différentes techniques de dérivation numérique.
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FIGURE 2.6 – Comparaison analytique-numérique pour le calcul de la vitesse − cas d’étude

C2.1.

À partir de ces vitesses, nous pouvons définir une erreur relative présentée dans la Table

2.2.

Schéma Erreur relative moyenne

2 points 67.70%

3 points 5.72%

5 points 0.82%

TABLE 2.2 – Résultats obtenus à l’issu de la comparaison des schémas de dérivation numé-

rique.

Il ressort de la Table 2.2 que les résultats obtenus par le schéma 5 points et ceux obtenus

analytiquement sont confondus en moyenne à 0.82% près. Nous utilisons cette technique de

dérivation dans la suite à la fois pour la vitesse et pour l’accélération.

2.2.4.3 Technique de lissage temporel

La technique de lissage temporel est utilisée dans le choix CV.1’ défini dans 2.2.3. L’idée

du lissage est de réduire l’impact du bruit de mesure. Les valeurs discrètes lissées sont défi-
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nies de la manière suivante :

x̃mes(ti;ω) =
xmes(ti−2;ω) + 2xmes(ti−1;ω) + 4xmes(ti;ω) + 2xmes(ti+1;ω) + xmes(ti+2;ω)

10
(2.27)

La Figure 2.5, montre la distribution (10 000 réalisations) de xmes(ti;ω) pour α = 8% et pour

un instant donné. Pour ce même instant, la Figure 2.7 montre la distribution de x̃mes(ti;ω).
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FIGURE 2.7 – PDF de x̃mes(ti;ω) et de xmes(ti;ω) pour α = 8% − cas d’étude C2.1.

Il ressort de la Figure 2.7 que la distribution de x̃mes(ti;ω) ressemble à une gaussienne

et est non centrée sur la valeur exacte xex(ti). Cela traduit bien l’appauvrissement en in-

formation mécanique. La même comparaison est faite pour la vitesse (Figure 2.8) et pour

l’accélération (Figure 2.9).
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FIGURE 2.9 – PDF de ¨̃xmes(ti;ω) et de ẍmes(ti;ω) pour α = 8% − cas d’étude C2.1.

La technique de lissage temporel permet de diminuer la dispersion des distributions de

la vitesse et de l’accélération. De plus, nous observons que la moyenne de la distribution de

l’accélération mesurée (non lissée) est proche de celle de l’accélération lissée.
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2.2.5 Évaluation de la qualité de l’identification

Pour évaluer la qualité de l’identification, nous comparons la valeur du paramètre iden-

tifié à celle du paramètre exact, notée kex. Nous définissons ainsi l’erreur relative (variable

aléatoire) suivante :

ek(ω) =
kid(ω)− kex

kex
(2.28)

À partir des NMC tirages de Monte-Carlo nous pouvons approcher les statistiques de l’erreur

relative et ainsi, calculer la valeur moyenne de l’erreur relative, notée ēk :

ēk ≈
1

NMC

NMC
∑

k=1

ek(ωk) (2.29)

puis l’écart-type de l’erreur relative, notée êk :

êk ≈

√

√

√

√

1

NMC

NMC
∑

k=1

(

ek(ωk)− ēk
)2

(2.30)

Les équations (2.28), (2.29) et (2.30) définissent respectivement les critères d’évaluation

suivants :

− la précision intrinsèque ( ēk pour α = 0%) : elle caractérise l’erreur introduite dans le

cas déterministe,

− la précision perturbée ( ēk pour α > 0%) : elle caractérise l’erreur introduite en pré-

sence du bruit,

− la robustesse (êk pour α > 0%) : elle caractérise la dispersion de l’erreur en présence

du bruit.

Pour juger du comportement global de la méthodologie, nous définissons une valeur en-

globant ces trois critères. Nous introduisons une valeur seuil de l’erreur, notée e90%k , telle

que 90% des tirages conduisent à une erreur inférieure à e90%k . En introduisant la fonction

de répartition de l’erreur, notée CDF (ek) (cumulative density function), qui correspond à

l’intégrale de la fonction densité de probabilité de l’erreur, ce seuil est définit par :

CDF (e90%k ) = 90% (2.31)

Le comportement global est représenté par l’erreur seuil à 90% : e90%k .
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2.2.6 Validation numérique de la méthodologie

La méthodologie développée est validée numériquement en étudiant ses performances et

sa sensibilité au bruit de mesure. Une analyse des différents critères définis dans 2.2.5 est

menée. Les résultats sont comparés à la méthode de référence (méthode du recalage).

Les calculs sont effectués avec les paramètres suivants :

− T = 4 s,

− Nmes = 41,

− t1 = 1 s et Pmax = 10 N ,

− m = 30 kg,

− kex = 745 N.m−1.

Nous étudions l’influence du lissage temporel sur CV.1 dans 2.2.6.1, l’influence du para-

mètre p de la famille CV.2 dans 2.2.6.2 et l’influence du degré de la fonction polynomiale de

la famille CV.3 dans 2.2.6.3. Une comparaison de ces champs avec la méthode du recalage

est donnée dans 2.2.6.4. Finalement, un bilan qualitatif est donné dans 2.2.7.

2.2.6.1 Influence du lissage temporel sur CV.1

Nous étudions la qualité de l’identification du champ CV.1 et de sa variante CV.1’. La

Figure 2.10 illustre le comportement global, nous traçons la valeur seuil e90%k en fonction de

α.
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FIGURE 2.10 – Erreur seuil e90%k en fonction de α − cas d’étude C2.1.
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Nous constatons sur la Figure 2.10 que le champ CV.1 et le champ CV.1’ ont un compor-

tement similaire jusqu’à 8% de bruit. En effet, l’erreur seuil e90%k est inférieure à 2% pour les

deux cas. Pour un bruit supérieur à 8%, le champ CV.1’ est plus intéressant car de meilleure

qualité. Dans la suite, nous fixons à 8% la valeur maximale prise par α.

2.2.6.2 Influence de p sur CV.2

À présent, nous étudions l’influence du paramètre p du champ CV.2 sur la qualité de

l’identification. La Figure 2.11 illustre le comportement global, nous traçons la valeur seuil

e90%k en fonction de α.
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FIGURE 2.11 – Erreur seuil e90%k en fonction de α − cas d’étude C2.1.

Nous constatons que les meilleurs résultats (e90%k les plus faibles) sont obtenus pour p = 1

et p = 3 et que les moins bons sont obtenus pour p ≥ 5. Les valeurs impaires de p ne sont

pas systématiquement les meilleures. Il paraît difficile de définir une règle systématique d’un

bon choix de paramètre p.

2.2.6.3 Influence de i sur CV.3

Nous étudions l’influence du degré i de la fonction polynomiale de la famille CV.3 sur

la qualité de l’identification. La Figure 2.12 illustre le comportement global, nous traçons la

valeur seuil e90%k en fonction de α.
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FIGURE 2.12 – Erreur seuil e90%k en fonction de α − cas d’étude C2.1.

Nous remarquons que les meilleurs résultats (e90%k les plus faibles) sont obtenus pour les

degrés i les plus faibles. La valeur de e90%k croit avec i. Il est donc facile de choisir le meilleur

degré i. Ceci rend cette famille facile à utiliser contrairement à la précédente.

2.2.6.4 Comparaison des différentes stratégies d’identification

Finalement, nous comparons la méthode VFM en utilisant les choix CV.1, CV.2 et CV.3

à la méthode de recalage (référence). Les Figures 2.13, 2.14 et 2.15 illustrent respectivement

la moyenne de l’erreur, ēk, l’écart-type de l’erreur, êk, et l’erreur seuil, e90%k en fonction de

α.
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FIGURE 2.13 – Erreur moyenne ēk en fonction de α − cas d’étude C2.1.
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FIGURE 2.14 – Écart-type de l’erreur êk en fonction de α − cas d’étude C2.1.
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FIGURE 2.15 – Erreur seuil e90%k en fonction de α − cas d’étude C2.1.

Il ressort de ces Figures que la méthode de recalage est la plus robuste en général. En

revanche, les stratégies basées sur l’utilisation de champs virtuels sont plus précises. Des

bons résultats sont obtenus avec le choix CV.1 et sa variante.

À titre illustratif, nous traçons la fonction densité de probabilité de ek(ω) sur la Figure

2.16 pour le champ CV.1’ et pour la méthode de référence.
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FIGURE 2.16 – PDF de ek(ω) pour CV.1’ (bleu) et pour la méthode de référence (noir) − cas

d’étude C2.1.

Nous traçons la fonction de distribution cumulée de ek(ω) sur la Figure 2.17 pour le

champ CV.1’ et pour la méthode de référence. Pour l’erreur seuil à 90% mais aussi pour

l’ensemble des valeurs seuils, le comportement global est systématiquement meilleur.
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FIGURE 2.17 – CDF de ek(ω) pour CV.1’ (bleu) et pour la méthode de référence (noir) −

cas d’étude C2.1.

2.2.7 Bilan intermédiaire

Après la comparaison de plusieurs champs virtuels, nous cherchons à construire une fa-

mille peu onéreuse, de qualité et facilement généralisable pour le cas 2D.

Nous choisissons de comparer les champs virtuels suivant les trois critères suivants :

− le comportement global de la méthode (e90%k ),

− la généricité du champ virtuel qui caractérise la facilité d’extension au 2D,

− le coût numérique.

La Table 2.3 dresse un bilan qualitatif basé sur ces critères :

Choix CV Comportement Généricité Coût numériques

CV.1 (et CV.1’) A A B

CV.2 C B A

CV.3 B A A

A : très bon, B : bon, C : moyen, D : mauvais.

TABLE 2.3 – Évaluation finale des champs virtuels − cas d’étude C2.1.

Le choix CV.1 a un bon comportement, est facilement généralisable mais ne permet

d’identifier qu’un seul paramètre. Les choix CV.2 et CV.3 permettent d’identifier plusieurs
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paramètres. Il est néanmoins plus facile de choisir le paramètre i de la famille CV.3. Nous

choisissons donc dans la suite une famille constituée du champ CV.1 et complétée par la

famille de champs CV.3 pour obtenir un bon compromis :

(

xmes(t;ω), t0, t1, ..., ti, ..., tn
)

avec n ∈ N (2.32)

Dans 2.3, nous généralisons la méthodologie à l’élasticité linéaire (2D) où nous cherchons

à identifier les coefficients de Lamé. La famille de champs virtuels (équation (2.32)) est

généralisée au 2D. Le comportement de cette famille est ensuite validé numériquement et

comparé à celui de FEMU-U.

2.3 Généralisation de la méthodologie développée (2D)

La méthodologie présentée précédemment est maintenant étendue au cas de l’élasticité

linéaire. Ce cas particulier est une simplification du cas général présenté au chapitre 1. Nous

présentons d’abord, dans ce contexte simplifié, les équations du problème (dans 2.3.1.1), la

manière de générer les quantités d’intérêts mesurées (dans 2.3.1.2) et la manière de générer

les quantités d’intérêts calculées utiles pour FEMU-U (dans 2.3.1.3).

2.3.1 Cas particulier : élastique linéaire (2D)

2.3.1.1 Équations du problème

Dans le contexte simplifié considéré, nous adoptons l’hypothèse des petites perturbations.

Le tenseur de Green-Lagrange (équation (1.3)) est donc linéarisé :

 (X, t) =
1

2

(

∇u(X, t) +∇Tu(X, t)

)

sur Ω× τ (2.33)

où  (X, t) est le tenseur des déformations linéarisées.

La relation de comportement (équation (1.7)) devient :

!(X, t) = 2µ (X, t) + λTr( (X, t))I sur Ω× τ (2.34)

où !(X, t) est le tenseur des contraintes de Cauchy, θ = (λ, µ)T sont les deux coefficients

de Lamé que nous identifions par la suite et I est la matrice identité.

L’équation du mouvement (équation (1.9)) devient :

div !(X, t) + f (t) = ρü(X, t) sur Ω× τ (2.35)
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Dans ce cas particulier, nous ne tenons pas compte des non linéarités dûes au contact. Ainsi,

la frontière est partitionnée en deux :

∂Ω = Γu ∪ Γσ

∅ = Γu ∩ Γσ (2.36)

Sur cette partition, les conditions limites et initiales que nous renseignons sont les suivantes :

• condition limite de type Dirichlet :

u(X, t) = ud(X, t) sur Γu × τ, (2.37)

• condition limite de type Neumann :

 (X, t).n(X, t) = Td(X, t) sur Γσ × τ, (2.38)

où n est le vecteur normal extérieur à la frontière.

• conditions initiales :

u(X, t)|t=0 = u0(X) et u̇(X, t)|t=0 = u̇0(X) sur Ω (2.39)

2.3.1.2 Génération de la quantité d’intérêt mesurée

La quantité d’intérêt mesurée, notée umes(X, t;ω), est générée de manière synthétique

comme dans 2.2. Ce champ se décompose en deux parties :

umes(X, t;ω) = uref(X, t) + δu(X, t;ω) (2.40)

où uref(X, t) est le champ de référence obtenu par la méthode des éléments finis, et δu(X, t;ω)

représente les perturbations aléatoires. Le champ uref(X, t) est obtenue en résolvant l’équa-

tion (1.21) qui se simplifie dans le contexte simplifié considéré en un ensemble de Nfin
eq

équations qui peuvent être mise sous la forme matricielle suivante :

MÜ ref(t) +K(θ)U ref(t) = F ext(t) (2.41)

avec la discrétisation spatiale suivante :

uref(X, t) = N
T (X)U ref(t) (2.42)

où K(θ) est la matrice de raideur globale du système de taille Nfin
eq ×Nfin

eq .
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Le système (2.41) est résolu en utilisant un schéma implicite de Newmark en utilisant la

discrétisation temporelle suivante :

ti = i×∆t et i ∈ [0,
T

∆t
] (2.43)

Dans ce qui suit, nous notons que U ref(ti) = U
ref
i . Les équations utilisées sont :

U̇
ref
i+1 = U̇

ref
i +∆t

(

(1− γ)Ü ref
i + γÜ ref

i+1

)

(2.44)

U
ref
i+1 = U

ref
i +∆tU̇ ref

i + (∆t)2
(

(
1

2
− ζ)Ü ref

i + ζÜ ref
i+1

)

(2.45)

Nous fixons dans la suite les paramètres du schéma aux valeurs classiques ζ = 0.25 et

γ = 0.5. Avec ce choix, ce schéma est stable sans conditions en élasticité linéaire. En utilisant

l’équation (2.41) à l’instant i+ 1 avec les équations (2.44) et (2.45), nous pouvons écrire :

(

K(θ)+
1

ζ∆t2
M

)

U
ref
i+1 =

(

Fi+1+M

( 1

ζ∆t2
U

ref
i +

1

ζ∆t
U̇

ref
i +(

1

2ζ
−1)Ü ref

i

)

)

(2.46)

À partir de ce calcul fin, nous obtenons un ensemble de mesures régulièrement réparties en

temps et en espace. Pour l’aspect temporel, nous retenons les valeurs tout les f piquets de

temps :

tn = n× (f∆t) avec n ∈ [0, Nmes] et Nmes =
T

f∆t
(2.47)

Pour l’aspect spatial, les Nfin
eq composantes du vecteur U ref sont projetées sur un maillage

(grille spatiale de mesure) plus grossier pour définir le vecteur U (ref,p). Ce vecteur contient

Neq composantes. L’ensemble des Nmes+1 déplacements U (ref,p)
n est stocké dans la matrice

U(ref,p) :

U
(ref,p) =

[

U
(ref,p)
0 ,U

(ref,p)
1 , ...,U (ref,p)

n , ...,U
(ref,p)
Nmes

]

(2.48)

Chaque composante, U (ref,p)
m n , de cette matrice permet de définir les composantes Umes

m n de

la matrice des mesures bruitées :

Umes
m n = (1 + α ξm n(ω)) U

(ref,p)
m n ∀m× n ∈ [0, Neq]× [0, Nmes] (2.49)

où α est un paramètre pouvant prendre les valeurs suivantes [0%; 2%; 4%; 6%; 8%]. L’en-

semble des variables aléatoires, notées ξm n(ω), sont indépendantes et uniformes entre [−1, 1].
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2.3.1.3 Génération des quantités d’intérêts calculées (FEMU-U)

La quantité d’intérêt calculée, notée Ucal, est aussi obtenue par la méthode des éléments

finis. Cependant, la discrétisation spatio-temporelle retenue pour générer Ucal n’est pas la

même que celle pour générer Umes. Le maillage utilisé pour la discrétisation spatiale corres-

pond à la grille spatiale de mesure retenue pour le cas précédent (maillage grossier).

La discrétisation temporelle est identique et nous retenons, de la même manière que pré-

cédemment, Nmes + 1 mesures en ne retenant que les valeurs aux f piquets de temps. La

différence porte sur le schéma d’intégration utilisé. Nous utilisons un schéma explicite aux

différences centrées dont les hypothèses sont :

U̇ cal
i =

U cal
i+1 −U cal

i−1

2∆t
et Ü cal

i =
U cal

i+1 − 2U cal
i +U cal

i−1

∆t2
(2.50)

Ceci nous permet d’écrire que :

U cal
i+1 = M

−1 ×

(

∆t2
(

Fi −K(θ)U cal
i

)

+M(2U cal
i −U cal

i−1)

)

(2.51)

où le terme U cal
−1 est donné par le développement suivant :

U cal
−1 = U cal

0 −∆tU̇ cal
0 +

∆t2

2
Ü cal

0 avec Ü cal
0 = M

−1 ×
(

F0 −K(θ)U cal
0

)

(2.52)

Ce schéma est conditionnellement stable. En élasticité linéaire, on utilise la condition de

Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) qui donne la relation suivante :

∆t ≤ ∆tc =
l

c
avec c =

√

E

ρ
(2.53)

où c est la vitesse de propagation de l’onde de compression et l est la plus petite taille

caractéristique d’un élément du maillage éléments finis.

L’ensemble des Nmes + 1 déplacements U cal
n est stocké dans la matrice Ucal :

U
cal =

[

U cal
0 ,U cal

1 , ...,U cal
n , ...,U cal

Nmes

]

(2.54)

de taille Neq ×Nmes + 1.

Finalement, les matrices Umes et Ucal permettent de construire la fonction coût de l’ap-

proche cinématique du recalage de modèles éléments finis. Notre problème d’optimisation
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est ici défini par :

θid(ω) = min
θ

Neq
∑

m=0

Nmes
∑

n=0

(

Umes
m n (ω)− U cal

m n(θ)

)2

(2.55)

2.3.2 Généralisation de la méthodologie

Nous présentons une extension de la méthodologie développée dans 2.2. La formulation

variationnelle s’écrit :

∫ T

0

(

MÜmes +K(θ)Umes − F
)T

U ∗

CA dt = 0 ∀U ∗

CA (2.56)

Comme vu dans le bilan de la section 2.2, nous utilisons la famille de n+ 2 champs virtuels

suivante :

(

Umes(t;ω), t01, t11, ..., ti1, ..., tn1
)

(2.57)

Identifier à l’aide de cette famille de champs virtuels constitue une première méthode notée

M1. Une variante consiste à utiliser un champ lissé Ũmes(t;ω) à la place du premier élé-

ment Umes(t;ω) de cette famille. Identifier à partir de cette variante constitue une deuxième

méthode notée M2. Ces n + 2 champs virtuels permettent d’identifier en principe n + 2

paramètres matériau : θ = (θ1, ..., θn+2)
T . En effet, en supposant que la matrice de raideur,

K(θ), se décompose linéairement de la façon suivante :

K(θ) = θ1Kθ1 + ... + θn+2Kθn+2 , (2.58)

il est possible, en intégrant le premier terme de l’équation (2.56) par partie (deux fois), d’ob-

tenir la formulation variationnelle suivante :

∫ T

0

UmesT
MÜ ∗

CAdt+

∫ T

0

UmesT
(

θ1Kθ1 + ... + θn+2Kθn+2

)

U ∗

CAdt−

∫ T

0

F TU ∗

CAdt

+
[

U̇mesT
MU ∗

CA

]T

0
−

[

UmesT
MU̇ ∗

CA

]T

0
= 0 ∀U ∗

CA (2.59)

En écrivant l’équation (2.59) avec les n + 2 champs virtuels retenus, nous aboutissons au

système linéaire suivant :

A.θ = b (2.60)

- 68 -



L’inversion de la matrice A conduit, tant que sont déterminant est non nul, à l’identification

des n + 2 paramètres contenus dans θ. Dans le cadre de l’élasticité linéaire homogène et

isotrope, nous avons : θ = (λ, µ)T . Dans ce cas, seuls les deux premiers champs virtuels de la

famille sont utilisés. La résolution analytique du système (2.60) conduit aux deux paramètres

recherchés :

λid =
b1A22 − b2A12

detA
et µid =

A11b2 −A21b1
detA

(2.61)

où :

A11 =

∫ T

0

UmesT
KλU

mes dt (2.62)

A12 =

∫ T

0

UmesT
KµU

mes dt (2.63)

A21 =

∫ T

0

UmesT
Kλ1 dt (2.64)

A22 =

∫ T

0

UmesT
Kµ1 dt (2.65)

b1 =

∫ T

0

F TUmes dt+
[

UmesT
MU̇mes

]T

0
−

[

U̇mesT
MUmes

]T

0
−

∫ T

0

UmesT
MÜmes dt

(2.66)

b2 =

∫ T

0

F T
1dt−

[

U̇mesT
M1

]T

0
(2.67)

Chacun des termes (2.62) à (2.67) est approché numériquement en utilisant les techniques

numériques (dérivation, intégration) retenues en 2.2.4.

La suite du chapitre est consacrée à la validation numérique de la méthode M1 et de sa

variante M2. Nous comparons la méthodologie développée avec FEMU-U au cours d’études

de robustesse proposées dans 2.4 et dans 2.5.

2.4 Étude en robustesse lorsque la mesure est bruitée

Deux cas d’études numériques sont définis afin d’évaluer le comportement de la méthodo-

logie développée lorsque la mesure est bruitée. On cherche à identifier les deux coefficients

de Lamé auxquels on associe les erreurs relatives suivantes :

eλ(ω) =
λid(ω)− λex

λex
et eµ(ω) =

µid(ω)− µex

µex
(2.68)
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où λex et µex sont les valeurs exactes utilisées pour générer les données synthétiques. Les

données caractéristiques (géométrie, chargement, ...) des différents cas d’études sont présen-

tées dans 2.4.1 et les résultats de l’étude de robustesse sont donnés dans 2.4.2 et 2.4.3.

2.4.1 Présentation des cas d’études

La géométrie, les conditions limites et le chargement agissant sur les deux cas d’études,

nommés C2.2 et C2.3, sont respectivement présentés sur la Figure 2.18 et sur la Figure 2.19.

Td(t)

L

l

FIGURE 2.18 – Cas d’étude C2.2.

L

Td(t)

FIGURE 2.19 – Cas d’étude C2.3.

L’évolution temporelle du chargement Td(t) est identique à celle présentée sur la Figure

2.3. Les principaux paramètres associés aux deux cas d’études sont :

− C2.2 : L = 0.1 m, l = 0.04 m, Pmax = 4 104 N, t1 = 1 ms, T = 2 ms, λex =

40.4 GPa, µex = 26.9 GPa et Nmes = 200.
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− C2.3 : L = 0.01 m, Pmax = 1.6 105 N, t1 = 0.1 ms, T = 0.25 ms, λex = 40.4 GPa,

µex = 26.9 GPa et Nmes = 250.

Les quantités d’intérêts mesurées Umes(ω) sont générées en utilisant les paramètres suivants :

− C2.2 : maillage de 1856 éléments TRI3 et un schéma implicite avec ∆t = 10−7s.

− C2.3 : maillage de 1024 éléments TRI3 et un schéma implicite avec ∆t = 10−7s.

Les quantités d’intérêts calculées Ucal(θ) sont générées en utilisant les paramètres suivants :

− C2.2 : maillage de 29 éléments TRI3 et un schéma explicite avec ∆t = 10−7s.

− C2.3 : maillage de 16 éléments TRI3 et un schéma explicite avec ∆t = 10−7s.

2.4.2 Validation numérique pour le cas C2.2

La méthodologie est validée numériquement en étudiant ses performances et sa sensi-

bilité au bruit de mesure. Les critères de l’évaluation (précision intrinsèque et perturbée,

robustesse) sont identiques à ceux définis dans 2.2.5.

Le comportement des différentes stratégies d’identification est discuté dans 2.4.2.1. Enfin

nous étudions l’influence du choix de matériau constitutif dans 2.4.2.2.

2.4.2.1 Étude du comportement global

Nous comparons le comportement de la méthode M1, de sa variante M2 et de la méthode

FEMU-U pour plusieurs niveaux de bruit. Les Figures 2.20 et 2.21 présentent les erreurs

seuils, e90%λ et e90%µ , pour différentes valeurs de α.
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FIGURE 2.20 – Erreur seuil e90%λ en fonction de α − cas d’étude C2.2.
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FIGURE 2.21 – Erreur seuil e90%µ en fonction de α − cas d’étude C2.2.

Nous constatons que la méthode M2 conduit aux meilleurs résultats pour l’identification

des deux paramètres. Le lissage est donc intéressant notamment pour les grands niveaux de

bruit. Le comportement global (e90%) de FEMU-U semble indépendant du niveau de bruit,

- 72 -



alors que pour la méthodologie développée nous remarquons une évolution.

La Table 2.4 donne les erreurs moyennes (ēλ, ēµ) et l’écart-type des erreurs (êλ, êµ) afin

de compléter l’étude.

α 0% 2% 4% 6% 8%

ēλ(%) M1 0.043 0.33 1.19 2.62 4.58

M2 0.043 0.17 0.50 1.05 1.82

FEMU 6.63 6.63 6.63 6.63 6.64

êλ(%) M1 0.00 0.15 0.30 0.45 0.61

M2 0.00 0.12 0.27 0.44 0.60

FEMU 0.00 0.07 0.13 0.20 0.25

ēµ(%) M1 0.052 0.43 1.57 3.45 6.02

M2 0.052 0.19 0.63 1.37 2.40

FEMU 5.10 5.10 5.10 5.10 5.10

êµ(%) M1 0.00 0.072 0.14 0.22 0.31

M2 0.00 0.072 0.14 0.22 0.29

FEMU 0.00 0.01 0.02 0.049 0.065

TABLE 2.4 – Moyennes (ēλ, ēµ) et écart-types (êλ, êµ) des erreurs en fonction de α − cas

d’étude C2.2.

La méthode M2 est plus précise que la méthode FEMU-U mais moins robuste. Le bon

comportement global de la méthode développée est principalement dû à sa bonne précision et

à une robustesse raisonnable. Le lissage temporel agit principalement sur la valeur moyenne

de l’erreur (divisé par 2). En revanche, il a peu d’influence sur l’écart-type. La valeur de l’er-

reur moyenne obtenue avec FEMU-U est quasi constante pour les valeurs de α considérées.

2.4.2.2 Influence des propriétés mécaniques du matériau

Les valeurs des coefficients de Lamé retenues pour le cas C2.2 correspondent à de l’alu-

minium. À présent, nous nous intéressons à l’influence du choix du matériau constitutif. La

Table 2.5 fournit les propriétés mécaniques usuelles pour différents types de matériaux.
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Acier Aluminium Verre Bois Béton Diamant

E(GPa) 210 70 60 7 35 1000

ν 0.285 0.3 0.25 0.2 0.2 0.1

ρ(kg.m−3) 7800 2700 2800 400 2400 3517

λ(GPa) 108.3 40.4 24 1.9 9.7 113.6

µ (GPa) 81.7 26.9 24 2.9 14.6 454.5

TABLE 2.5 – Propriétés élastiques classiques selon le matériau constitutif.

La précision intrinsèque (α = 0%) pour les méthodes M2 (meilleur choix) et FEMU-U

sont données dans la Table 2.6.

Acier Aluminium Verre Bois Béton Diamant

eλ(%) M2 0.032 0.043 0.11 0.11 0.22 0.12

FEMU 5.09 6.63 2.56 1.65 1.72 9.15

eµ(%) M2 0.028 0.052 0.056 0.047 0.077 0.027

FEMU 6.12 5.10 6.62 7.23 3.91 5.61

TABLE 2.6 – Qualité de l’identification selon le matériau constitutif − cas d’étude C2.2.

La méthode M2 conduit aux meilleurs résultats quelque soit le matériau considéré. L’iden-

tification du coefficient µ est plus précise que celle du coefficient λ dans la majorité des cas

traités.

2.4.3 Validation numérique pour le cas C2.3

Nous évaluons le comportement global de la méthodologie développée sur le cas C2.3.

Nous nous intéressons en particulier à l’intérêt du lissage ( dans 2.4.3.1) et au coût de calcul

(dans 2.4.3.2).

2.4.3.1 Influence et intérêt du lissage temporel

Le lissage temporel agit sur la distribution des variables aléatoires eλ(ω) et eµ(ω). En

effet, la Figure 2.22 (resp. 2.23) illustre la fonction densité de probabilité PDF (eλ) (resp.

PDF (eµ)) pour un niveau de bruit à 8%.
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FIGURE 2.22 – PDF (eλ) avec M1 et sa variante M2 − cas d’étude C2.3.
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FIGURE 2.23 – PDF (eµ) avec M1 et sa variante M2 − cas d’étude C2.3.

Le lissage améliore systématiquement la précision perturbée. En effet, la moyenne de la

distribution se rapproche de zéro. En revanche, le lissage a peu d’influence sur l’allure de la

distribution et en particulier sur son écart-type. Ces résultats sont déjà constatés sur C2.2.

- 75 -



En complément, nous traçons sur la Figure 2.24 (resp. 2.25) la fonction de distribution

cumulative (CDF) de la variable aléatoire eλ(ω) (resp. eµ(ω)).
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FIGURE 2.24 – CDF (eλ) avec M1 et sa variante M2 − cas d’étude C2.3.
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FIGURE 2.25 – CDF (eµ) avec M1 et sa variante M2 − cas d’étude C2.3.

Nous constatons que le comportement global de la méthodologie développée est amélioré
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par le lissage. En effet, l’erreur seuil est quasiment divisée par 2 après son application.

2.4.3.2 Étude du coût de calcul

Comme vu précédemment, le lissage est une technique intéressante pour améliorer le

comportement de la méthodologie développée. Nous évaluons son coût numérique en com-

parant M1 et M2 dans la Table 2.7. À titre indicatif, le coût d’une résolution du problème par

les éléments finis est également donné. Cette simulation éléments finis est réalisée avec un

maillage de 16 éléments TRI3 et un schéma explicite (∆t = 10−7 s). La machine que nous

utilisons possède 4 processeurs Intel Core i5 de 3.3Ghz et 15.6Gio de RAM.

méthodes temps (ms)

M1 4.25

M2 4.32

1 résolution EF 102.50

TABLE 2.7 – Comparaison de temps CPU − cas d’étude C2.3.

Nous constatons que le lissage ne conduit pas à une augmentation significative du coût de

calcul. Le processus complet d’identification de la méthodologie développée est quasiment

24 fois moins coûteuse qu’une seule simulation éléments finis du problème de référence.

Ceci démontre l’intérêt en termes de coût de la méthode développée par rapport à FEMU-U

qui nécessite au moins une résolution éléments finis.

2.4.3.3 Étude du comportement global

Le comportement global des différentes méthodologies est maintenant évalué pour le cas

C2.3. La Figure 2.26 (resp. 2.27) présente l’erreur seuil e90%λ (resp. e90%µ ) en fonction de α.
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FIGURE 2.26 – Erreur seuil e90%λ en fonction de α − cas d’étude C2.3.
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FIGURE 2.27 – Erreur seuil e90%µ en fonction de α − cas d’étude C2.3.

Nous constatons que la méthode M2 conduit à une meilleure identification de λ pour

des niveaux de bruit allant jusqu’à 8%. L’identification du module de cisaillement est moins

favorable puisqu’elle est meilleure jusqu’à un niveau de 6%. L’intérêt du lissage est observé

- 78 -



dès les plus bas niveaux de bruit (2%).

La Table 2.8 donne les erreurs moyennes (ēλ, ēµ) et l’écart-type des erreurs (êλ, êµ) afin

de compléter l’étude.

α 0% 2% 4% 6% 8%

ēλ(%) M1 0.042 0.20 0.59 1.27 2.20

M2 0.042 0.14 0.31 0.56 0.90

FEMU 1.55 1.55 1.55 1.55 1.55

êλ(%) M1 0.00 0.13 0.29 0.45 0.60

M2 0.00 0.10 0.22 0.37 0.54

FEMU 0.00 0.049 0.098 0.15 0.20

ēµ(%) M1 0.069 0.27 0.89 1.90 3.31

M2 0.069 0.14 0.37 0.76 1.30

FEMU 0.93 0.93 0.93 0.93 0.93

êµ(%) M1 0.00 0.090 0.18 0.27 0.36

M2 0.00 0.081 0.17 0.27 0.36

FEMU 0.00 0.026 0.053 0.079 0.10

TABLE 2.8 – Moyennes (ēλ, ēµ) et écart-types (êλ, êµ) des erreurs en fonction de α − cas

d’étude C2.3.

Nous constatons que la méthode développée a un comportement globalement similaire

sur les trois exemples envisagés C2.1, C2.2 et C2.3. Cependant, le cas C2.3 met en avant

des limites de la méthode développée. En effet, la méthode M1 conduit à de moins bons

résultats que FEMU-U pour des niveaux de bruit compris entre 4% et 8%. Le lissage permet

de repousser cette limite à des niveaux de bruit compris entre 6% et 8%.

Dans la section suivante, nous introduisons une seconde forme de perturbation et nous

évaluons de nouveau le comportement des méthodes. Nous conservons uniquement la mé-

thode M2, que nous comparons toujours avec FEMU-U.

2.5 Étude en robustesse lorsque le chargement est incertain

Dans la section précédente, l’étude en robustesse est menée en supposant que les condi-

tions aux limites sont connues. Dans cette section, on se propose de revenir sur cette hypo-

thèse. En effet, même avec un dispositif expérimental soigné, il n’est pas évident de connaître
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avec certitude les conditions aux limites. De plus, la sensibilité aux conditions limites est

une faiblesse connue de FEMU-U [9]. Afin d’étudier la robustesse liée aux incertitudes sur

le chargement, nous introduisons des conditions limites paramétrées par des variables aléa-

toires. Nous combinons ces incertitudes aux perturbations aléatoires associées au bruit de

mesure. Nous étudions dans cette section la robustesse de la méthodologie développée par

rapport à cette nouvelle perturbation.

Le détail de la construction du chargement incertain est présenté dans 2.5.1. Les résultats

de l’étude en robustesse sont donnés dans 2.5.2 pour C2.2 puis dans 2.5.3 pour C2.3.

2.5.1 Introduction d’incertitudes sur le chargement

Nous introduisons des incertitudes sur le chargement Td(t). En effet, les différents para-

mètres de ce chargement sont perturbés de façon aléatoire. Ce nouveau chargement perturbé,

noté T b
d (t;ω), est paramétré par des variables aléatoires.

Pour les différents cas étudiés, cela revient à perturber l’intensité du chargement (Pmax)

ainsi que sa durée caractéristique (t1) :

tb1(ω) =
(

1.0 + β ψ1(ω)
)

t1 (2.69)

et :

P b
max(ω) =

(

1.0 + β ψ2(ω)
)

Pmax (2.70)

où :

− ψ1(ω) et ψ2(ω) sont deux variables aléatoires uniformes entre −1 et 1,

− tb1(ω) (resp. P b
max(ω)) est une variable aléatoire de moyenne t1 (resp. Pmax)

− β est un paramètre prenant les valeurs [0%, 2%, 4%, 6%, 8%].

À titre indicatif, la Figure 2.28 illustre l’enveloppe du chargement incertain obtenue pour

un niveau de bruit de β = 8%.
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FIGURE 2.28 – Enveloppe du chargement incertain obtenue pour un niveau de bruit de β =

8%. Exemple numérique simple avec Pmax = 10 N et t1 = 5 s.

2.5.2 Validation numérique pour le cas C2.2

Nous comparons le comportement global de M2 à celui de FEMU-U. La Figure 2.29

(resp. 2.30) illustre l’évolution de l’erreur seuil e90%λ (resp. e90%µ ) pour plusieurs valeurs de α

et β.
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FIGURE 2.29 – Erreur seuil e90%λ en fonction de α et β − cas d’étude C2.2.
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FIGURE 2.30 – Erreur seuil e90%µ en fonction de α et β − cas d’étude C2.2.

Les deux méthodologies sont plus sensibles aux incertitudes sur le chargement qu’aux

perturbations de la mesure. L’identification de µ est de meilleure qualité en utilisant M2. La

méthode est seulement mise en défaut par rapport à FEMU-U pour l’identification de λ pour
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des niveaux de bruit à partir de 6%.

2.5.3 Validation numérique pour le cas C2.3

La Figure 2.31 (resp. 2.32) illustre l’évolution de l’erreur seuil e90%λ (resp. e90%µ ) pour

plusieurs valeurs de α et β.
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FIGURE 2.31 – Erreur seuil e90%λ en fonction de α et β − cas d’étude C2.3.

- 83 -



 0
 1

 2
 3

 4
 5

 6
 7

 8  0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 0

 1

 2

 3

 4

 5

 6

 7

 8

 9

M2
FEMU

α(%)

β(%)

e9
0
%

µe9
0
%

µ

FIGURE 2.32 – Erreur seuil e90%µ en fonction de α et β − cas d’étude C2.3.

Le comportement global de la méthode développée est meilleure que celui de FEMU-U

dans 80% des cas pour l’identification de µ. En effet, le coefficient de cisaillement est bien

identifié (e90%µ = 9% pour α = 8% et β = 8%). En revanche, sur ce cas, le comportement est

moins bon que celui de FEMU-U pour l’identification de λ. Cependant, e90%λ reste acceptable

(e90%λ = 14% pour α = 8% et β = 8%).

2.6 Conclusion

2.6.1 Bilan du chapitre 2

Une méthode d’identification de paramètres matériau de type VFM est présentée puis

évaluée numériquement dans ce chapitre. Le point clé de ce type de méthode est le choix de

champs virtuels pertinents. Le travail présenté dans ce chapitre aboutit à la construction d’une

famille de champs virtuels permettant d’identifier à moindre coût les paramètres matériau

en élasto-dynamique. Différentes investigations numériques montrent que la technique ainsi

développée est précise et robuste.

La méthodologie est d’abord présentée puis validée numériquement sur un cas simple

dans 2.2 avant d’être généralisée dans 2.3 à un cas plus réaliste. Les investigations numé-

riques présentées dans 2.4 et dans 2.5 illustrent le bon comportement global de la méthode

développée lorsque les mesures sont perturbées et/ou lorsque le chargement est incertain. Le
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lissage temporel est intéressant car il améliore, à moindre coût, le comportement global de

la méthode en agissant sur la précision perturbée.

Le verrou que nous levons dans ce chapitre est donc celui du coût numérique de l’iden-

tification. Nous nous sommes appliqués à évaluer la robustesse de la méthode en présence

d’incertitudes sur des mesures synthétiques. Il ressort de ces études de robustesse que la

méthode développée a un bon comportement pour les faibles niveaux de bruit.

2.6.2 Transition vers le chapitre 3

Dans le chapitre suivant, nous nous proposons de compléter ce travail en agissant sur

le verrou des incertitudes de mesures liées au traitement des images. De nombreux auteurs

s’intéressent au contrôle des incertitudes de mesure lorsque la CIN est utilisée [52, 15, 54,

80, 12]. D’autres cherchent à améliorer cette technique de CIN par différentes approches

[42, 66, 10].

Nous choisissons d’explorer le potentiel d’une information non cinématique afin de contour-

ner les problèmes liés au suivi de mouchetis et au traitement d’images inhérent à la CIN. La

méthode que nous développons repose sur des traitements d’images simplifiés introduisant

moins de paramètres métrologiques. Le chapitre 3 vise à présenter et à valider numérique-

ment cette nouvelle approche de recalage de modèles éléments finis basée sur la géométrie.
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Chapitre 3

Stratégie basée sur l’information

géométrique

L’objectif du chapitre est de présenter une méthode d’identification adaptée à la dyna-

mique basée sur une information géométrique. À l’issue du chapitre 1, il ressort que la stra-

tégie basée sur le recalage de modèles est l’une des plus flexibles. Le choix de la fonction

coût utilisée dans cette stratégie de recalage est un point essentiel. Nous explorons le po-

tentiel d’une fonction coût purement géométrique et nous la comparons à une fonction coût

classique basée sur les déplacements. Cette fonction coût géométrique ne requiert qu’un trai-

tement d’images simplifié. L’objet de cette étude est de savoir si cette information appauvrie

est suffisante pour identifier des paramètres matériau. La méthode est d’abord présentée puis

validée sur différents cas tests numériques.
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3.1 Introduction

Un champ de déplacement mesuré par corrélation d’images numériques est par nature

entaché de bruit. Le contrôle de la propagation des incertitudes de mesures est un point

important que certains auteurs ont traité en détail : [52, 15, 54, 80, 12]. Il ressort que de

nombreux paramètres métrologiques, propres à la CIN et à ses algorithmes, peuvent agir sur

la fiabilité de la mesure cinématique (champ de déplacement mesuré).

Dans ce chapitre, nous nous posons la question suivante :

− une information purement géométrique suffit-elle pour identifier des paramètres ma-

tériau en dynamique ?

L’information géométrique ne requiert qu’une simple segmentation d’image. L’intérêt est

donc de simplifier le traitement des images en se passant de suivi de mouchetis. La segmen-

tation d’images repose sur un nombre de paramètre métrologique relativement faible. Nous

cherchons à étudier l’impact de ce traitement d’images sur les incertitudes de mesures. La

méthodologie développée dans ce chapitre est donc une approche géométrique du recalage

de modèle, notée FEMU-G.

Pour évaluer la qualité de l’identification de cette nouvelle approche, nous comparons la

méthode FEMU-G avec la méthode FEMU-U qui reste notre méthode de référence. Comme

dans le chapitre 2, nous nous plaçons dans un contexte idéal où les mesures cinématique et

géométrique sont synthétiques (obtenues par les éléments finis, voir Figure 2.1). Un bruit

synthétique est généré puis ajouté à ces mesures afin d’étudier la robustesse des méthodes.

Le chapitre 3 s’organise de la manière suivante :

− la section 3.2 présente l’approche géométrique du recalage de modèles éléments finis

(FEMU-G),

− la section 3.3 valide numériquement la méthodologie en se basant sur une étude de la

précision de l’identification,

− la section 3.4 étudie la robustesse de la méthode développée par rapport à l’introduc-

tion d’un bruit synthétique sur les mesures,

− la section 3.5 analyse l’influence de la méconnaissance du chargement sur la qualité

de l’identification,

− la section 3.6 analyse l’influence du comportement du matériau sur la qualité de

l’identification,

− la section 3.7 dresse un bilan des performances de la méthode développée.
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3.2 Méthodologie développée (FEMU-G)

La méthodologie développée repose sur la minimisation d’une fonction coût purement

géométrique. Nous retenons une stratégie d’identification par recalage de modèles éléments

finis. Dans un premier temps, nous définissons des quantités d’intérêts basées sur la géomé-

trie dans 3.2.1. Dans un second temps, nous présentons, dans 3.2.2, une démarche permettant

d’obtenir un jeu de mesures synthétiques avec un bon niveaux de précision. Finalement, le

problème d’identification est présenté dans 3.2.3.

3.2.1 Définition de la quantité d’intérêt purement géométrique

L’idée de la méthodologie développée consiste à identifier les paramètres de matériaux en

s’appuyant sur l’évolution de la déformée Ωt au cours du temps. La surface d’une déformée

Ωt à un instant donné est caractérisée par un ensemble de moments géométriques d’ordre n,

noté I(n,P ), où n est un entier naturel et P un point de Ωt. Plus précisément nous définissons

le moment d’ordre n de Ωt par :

I(n,P ) =

∫ ∫

Ωt

(

√

(

x−XP

)2
+

(

y − YP
)2
)n

dxdy (3.1)

Nous nous intéressons à deux points P particuliers. Le point O, origine du repère d’étude

(fixe) et le point G, centre de gravité de la surface étudiée (mobile). Il est à noter que la

mesure de la surface (moment d’ordre 0) est indépendante du point P : I(0,P ) = I0 ∀P .

Dans la suite, nous montrons comment nous générons des images numériques contenant

cette information purement géométrique.

3.2.2 Génération des images numériques (film)

Nous montrons la manière que nous avons retenue pour obtenir la succession d’images

constituant le film. La démarche de création de ces images synthétiques est illustrée par la

Figure 3.1. Ce film contenant des images parfaites (sans défauts) est noté Imgid(t). Ce film

idéal est généré à partir d’un résultat de simulation éléments finis et post-traité par le logiciel

GMSH [33].

Simulation uref(X, t) Post-traitement Imgid(t)

FIGURE 3.1 – Génération de la succession d’images numériques.
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La première étape consiste à appliquer la méthode des éléments finis présentée en 1.1.2.

Le champ uref(X, t) est obtenu en résolvant l’équation (1.21) correspondant au cas des

grandes transformations avec contact.

La discrétisation spatiale est réalisée avec un maillage fin. Ainsi, nous obtenons un en-

semble de Nfin
eq équations. Le système (1.21) est résolu en utilisant un schéma implicite

d’ordre 1 [53] en utilisant la discrétisation temporelle suivante :

ti = i×∆t et i ∈ [0,
T

∆t
] (3.2)

Ce schéma implicite du premier ordre est formulé en termes de vitesse pour entre autres

ne pas calculer les termes d’accélération au moment de l’impact. En utilisant ce schéma,

l’énergie du système est également conservée. À partir de ce calcul fin, nous obtenons un

ensemble de mesures régulièrement réparties en temps et en espace. Pour l’aspect temporel,

nous retenons les valeurs tout les f piquets de temps :

tn = n× (f∆t) avec n ∈ [0, Nmes] et Nmes =
T

f∆t
(3.3)

Pour l’aspect spatial, les Nfin
eq composantes du vecteur U ref sont projetées sur un maillage

(grille spatiale de mesure) plus grossier pour définir le vecteur U (ref,p). Ce vecteur contient

Neq composantes. L’ensemble des Nmes+1 déplacements U (ref,p)
n est stocké dans la matrice

U(ref,p) :

U
(ref,p) =

[

U
(ref,p)
0 ,U

(ref,p)
1 , ...,U (ref,p)

n , ...,U
(ref,p)
Nmes

]

(3.4)

À l’aide du logiciel GMSH [33], il est possible de générer, à partir de ces Nmes + 1 déplace-

ments, une succession d’images synthétiques contenant les déformées Ωt. Ce film contient

l’information géométrique que nous cherchons à exploiter.

Nous générons deux jeux de mesures différents à partir de cette succession d’images. Le

premier, noté Mes1, est le jeu de mesures idéales décrit par l’équation (3.4). Le deuxième,

noté Mes2, est obtenu en dégradant le jeu de mesures idéales. Ces deux démarches sont

respectivement présentées dans 3.2.2.1 et 3.2.2.2.

3.2.2.1 Génération de Mes1

Nous générons le jeu de mesure Mes1 à l’aide de la méthode des éléments finis puis d’une

technique de quadrature de Gauss. La Figure 3.2 illustre la démarche appliquée :
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Simulation Uref Intégration Mes1

FIGURE 3.2 – Génération du jeu de mesure Mes1.

La position d’un élément (TRI3), noté Ωe, dans la configuration Ωt est connue à l’aide

de la matrice Uref . En effet, nous considérons ici le maillage fin (Nfin
eq équations) et non sa

projection (Neq équations). Les moments géométriques sont calculés élément par élément à

l’aide d’une technique d’intégration numérique. Pour appliquer cette technique, il est plus

simple de définir un élément de référence, noté Ωr, dans le repère de coordonnées (ξ, η). À

titre illustratif, la Figure 3.3 illustre le passage de Ωe à Ωr.

•

•

•

η

ξ
1

3

2

Ωr1

1

x

y

•

•

•
1

3

2

x1

y1,y2

x2x3

y3

Je

Ωe

FIGURE 3.3 – Élément de référence et élément réel pour TRI3.

La technique d’intégration numérique que nous utilisons est la technique de quadrature

de Gauss :

∫

Ωe

•(x) dΩe =

∫

Ωr

•(ξ)det[Je] dΩr ≈

np
∑

p=1

•(ξp, ηp)det[Je]wp (3.5)

où Je =
∂x
∂ξ

est la matrice jacobienne élémentaire (exprimée dans la configuration courante)

et •(ξp, ηp) est une quantité calculée aux différents points de Gauss (ξp, ηp) de poids wp.

Dans nos travaux, nous choisissons d’utiliser la quadrature de Gauss sur 6 points. La

Figure 3.4 montre l’emplacement de ces points sur l’élément de référence :
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••

•• •

•

FIGURE 3.4 – Points de Gauss utilisés pour l’intégration des moments géométriques.

De plus, les coordonnées et les poids des différents points sont renseignés dans la Table

3.1 :

Numéro (p) abscisse (ξp) ordonnée (ηp) poids (wp)

1 a a 0.11169079483905

2 1− 2× a a 0.11169079483905

3 a 1− 2× a 0.11169079483905

4 b b 0.0549758718227661

5 1− 2× b b 0.0549758718227661

6 b 1− 2× b 0.0549758718227661

# a = 0.445948490915965 b = 0.091576213509771

TABLE 3.1 – Coordonnées et poids associés aux différents points de Gauss.

L’utilisation de 6 points de Gauss nous permet de calculer, de manière exacte, les moments

géométriques d’un ordre suffisant pour nos études.

En posant les coordonnées globales suivantes :

xp = N1(ξp, ηp)× x1 +N2(ξp, ηp)× x2 +N3(ξp, ηp)× x3

yp = N1(ξp, ηp)× y1 +N2(ξp, ηp)× y2 +N3(ξp, ηp)× y3 (3.6)

et en utilisant l’équation (3.5), nous obtenons le jeu de mesure Mes1 après assemblage des

éléments (défini par
⋃NEF

e=1 ) :

Imes1
(n,P ) =

NEF
⋃

e=1

np
∑

p=1

(

√

(

xp −XP

)2
+

(

yp − YP
)2
)n

det[Je]wp (3.7)
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avec, quand P = G :

XG =

np
∑

p=1

xpdet[Je]wp et YG =

np
∑

p=1

ypdet[Je]wp (3.8)

Ce premier jeu de mesure est considéré comme parfait à la précision machine près (intégra-

tion). Cependant, dans les conditions de mesure réelles, les images sont systématiquement

pixelisées. Ainsi, dans la suite, nous utilisons un jeu de mesure plus réaliste en dégradant ces

images parfaites.

3.2.2.2 Génération de Mes2

La pixellisation des images parfaites est réalisée avec le logiciel GMSH et permet de

transformer l’image vectorielle Imgid(t) (Figure 3.1) en une image pixelisée Imgmes(t).

Nous utilisons deux types de formats compressés, l’un avec une perte de qualité (JPEG) et

l’autre sans (PNG). Nos images sont codées en 8 − bits donc la dynamique des niveaux de

gris est de 256 avec 0 pour la couleur noire et 255 pour la couleur blanche.

Pour définir les moments géométriques à chaque instant, les images pixelisées sont seg-

mentées. La technique que nous appliquons est une segmentation d’image par seuillage glo-

bal [67]. Le principe du seuillage est de transformer une image couleur en une image noir et

blanc. Dans notre cas, le fond de l’image devient blanc et l’objet devient noir. Ce traitement

d’images ne dépend que d’un seul paramètre métrologique : le seuil de la segmentation noté

S. Le schéma de la segmentation est :

fS(x) = 1 si f(x) ≥ S

fS(x) = 0 sinon
(3.9)

où f(x) est une image couleur quelconque et fS(x) est l’image segmentée associée. Dans

l’image segmentée, les pixels prennent la valeur 0 pour noir et la valeur 1 pour blanc. La

qualité de la segmentation dépend de la valeur du seuil choisi. À titre d’exemple, un seuil de

S = 254/255 nous indique que tous les pixels qui ne sont pas blancs purs sur l’image couleur

deviennent noirs sur l’image segmentée. Ce choix est naturel car nous cherchons à séparer le

fond de l’image et l’objet. Il existe d’autres façons de le choisir. Le tracé de l’histogramme

des niveaux de gris permet de choisir manuellement ce seuil pour un utilisateur expérimenté.

À l’instant t = 0, la valeur théorique des moments est connue et permet aussi de déterminer

le meilleur seuil.
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Une fois les images segmentées, les moments géométriques sont obtenus par post-traitement.

Afin de calculer les différents moments, la première étape de ce post-traitement est de dé-

terminer la taille d’un pixel. Pour cela, nous travaillons sur l’image initiale. À cet instant, la

dimension caractéristique de l’objet (diamètre, longueur, ...) ainsi que le nombre de pixels

noirs le long de cette dimension sont connus. Ceci nous permet de déduire la taille d’un pixel

et sa surface, en supposant qu’un pixel est un carré. La seconde étape de post-traitement est

de traiter l’ensemble des autres images. Pour ces images :

− suppression, si nécessaire, des obstacles présents sur les images. Nous ne gardons

que l’objet d’étude sur les images. L’algorithme de suppression d’obstacles consiste

essentiellement à effectuer trois balayages sur les images segmentées. Chaque image

peut-être vu comme une matrice de 0 et de 1. À titre illustratif, nous donnons un

exemple lorsque l’objet est un cercle et l’obstacle est une ligne. La Figure 3.5 illustre

l’image fS(i, j) où i ∈ [1, Nligne] et j ∈ [1, Ncol].

•
(1, 1)

• •

xmaxxmin

•ligne
limite

•
(Nligne, Ncol)

FIGURE 3.5 – Illustration de la suppression d’un obstacle sur une image segmentée.

Les trois étapes de l’algorithme sont les suivantes :

• nous fixons i = limite entre l’obstacle et le diamètre du cercle. Un premier ba-

layage sur l’image fS(i, j) avec i ∈ [1, limite] et j ∈ [1, Ncol] permet de détermi-

ner la position de xmin et de xmax,

• ensuite, un deuxième balayage sur l’image fS(i, xmin) avec i ∈ [1, Nligne] permet

de déterminer la position de l’obstacle donc i = ligne. En effet, au cours du

balayage, si fS(i, xmin − 1) = 0 (noir) alors nous avons i = ligne,

• enfin, un dernier balayage sur fS(i, j) avec i ∈ [ligne,Nligne] et j ∈ [1, Ncol]

permet de transformer les pixels noirs de la zone retenue en pixels blancs,

− calcul des coordonnées des points O et G, sur chacune des images,
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− calcul du moment géométrique d’ordre 0 par la formule suivante :

Imes2
0 = Npx × Spx (3.10)

où Npx est le nombre de pixels contenus dans l’objet et Spx est la surface d’un pixel

calculée précédemment,

− calcul des moments géométriques d’ordre n > 0 en un point P par la formule sui-

vante :

Imes2
(n,P ) =

Nligne
∑

i=1

Ncol
∑

j=1

(

√

(

(Xj −XP )× Tpx
)2

+
(

(Yi − YP )× Tpx
)2
)n

×Spx (3.11)

où le couple (Xj , Yi) représente les coordonnées d’un pixel sur la ligne i et la colonne

j, et Tpx est la taille d’un pixel définie précédemment.

Dans la suite, nous présentons la démarche d’identification des paramètres du matériau.

3.2.3 Définition du problème d’identification

La démarche est basée sur une stratégie de type recalage de modèles éléments finis. La

construction des fonctions coûts purement géométriques est présentée dans 3.2.3.1. La géné-

ration des quantités d’intérêts calculées est présentée dans 3.2.3.2 et le problème de minimi-

sation est introduit dans 3.2.3.3.

3.2.3.1 Construction des fonctions coûts purement géométriques

À chaque moment géométrique I(n,P ), nous associons une fonction coût géométrique,

notée C(n,P )(t; θ) :

C(n,P )(t; θ) =

∫ T

0

(

Imes
(n,P ) − Ical(n,P )(θ)

)2

dt (3.12)

où Imes
(n,P ) est une quantité d’intérêt mesurée (Mes1 ou Mes2) et Ical(n,P )(θ) une quantité d’inté-

rêt calculée basée sur le moment d’ordre n. Nous choisissons de construire un écart au sens

des moindres carrés comme pour l’approche FEMU-U (méthode de référence). La généra-

tion des quantités d’intérêts calculées est présentée dans la suite.
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3.2.3.2 Génération des quantités d’intérêts calculées

Nous appliquons une démarche identique à celle utilisée pour générer Mes1. Cependant,

nous considérons ici un maillage plus grossier (Neq équations) ainsi que la matrice Ucalc(θ)

de taille Neq × Nmes + 1 (introduite dans 2.3.1.3). La technique de quadrature de Gauss est

toujours appliquée avec 6 points.

3.2.3.3 Minimisation des fonctions coûts

L’identification des paramètres θ repose sur le problème de minimisation suivant :

θid = argmin
θ

C(n,P )(t; θ) (3.13)

Le problème de minimisation (3.13) est résolu avec un algorithme de dichotomie présenté

dans 2.2.1.2.2.

Dans la suite, nous comparons différentes fonctions coûts géométriques à la fonction coût

cinématique à l’aide de plusieurs investigations numériques.

3.3 Validation numérique de la méthodologie

Dans cette section, nous validons numériquement la qualité (précision intrinsèque) de la

méthode. Nous évaluons notamment l’influence de différents paramètres de mesure ou de

calcul. Dans un premier temps, nous définissons deux cas tests dans 3.3.1. Nous étudions

d’abord l’influence de la segmentation d’image et du seuil associé sur la qualité de l’identi-

fication dans 3.3.2. Nous étudions ensuite l’influence des paramètres du modèle numérique

pour les calculs (discrétisation, chargement) dans 3.3.3.

3.3.1 Présentation des cas d’études

Nous définissons deux cas d’études numériques afin d’évaluer les démarches d’identifi-

cation. Le premier cas d’étude présenté dans 3.3.1.1 est noté C3.1. Nous étudions sur ce

premier cas l’influence de la segmentation sur l’identification en comparant des mesures

synthétiques idéales (Mes1) à des mesures reposant sur des images pixelisées (Mes2). Le se-

cond cas d’étude présenté dans 3.3.1.2 est noté C3.2. Nous comparons l’approche FEMU-G

et FEMU-U (référence) dans le cas où les mesures sont idéales.
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3.3.1.1 Cas d’étude C3.1

Le cas C3.1 est illustré sur la Figure 3.6.

R

−→
V 0

Disque

Barrière

FIGURE 3.6 – Cas d’étude C3.1.

Nous nous intéressons à l’impact d’un élastomère sur une barrière rigide indéformable. Le

solide est animé d’une vitesse initiale V0 = −4.43 m.s−1. L’étude se déroule sur τ = [0, T ]

avec T = 4 ms. Le rayon du disque est R = 2.5 cm et la densité est ρ = 700 kg.m−3.

Le potentiel d’énergie de déformation hyper-élastique de Blatz-Ko [11] est retenu pour

représenter le comportement du matériau. Nous supposons que le matériau est compressible

et isotrope et qu’il est représenté par le potentiel d’énergie de déformation hyper-élastique :

W =
G

2

[

I2
I3

+ 2
√

I3 − 5

]

(3.14)

où G est le module de cisaillement que nous cherchons à identifier et où :

I1 = tr[C], I2 =
1

2

(

(tr[C])2 − tr[C2]
)

et I3 = det[C] (3.15)

sont les trois invariants du tenseur de Cauchy-Green droit C = 1
2
(E− I).

En utilisant l’équation (1.8) et le potentiel (3.14), nous obtenons la relation de comporte-

ment suivante :

S = G
[

J(2E+ I)−1 − (2E+ I)−2
]

(3.16)

Sur ce cas d’étude, nous choisissons la valeur exacte du paramètre, notée Gex, à 0.5MPa.

Le champ de déplacement de référence, Uref , est obtenu avec un maillage fin de 41730

éléments TRI3, un schéma implicite d’ordre 1 de pas de temps ∆t = 10−8 s et la valeur
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exacte du paramètre.

Le champ de déplacement calculé, Ucal(θ), est obtenu avec un maillage grossier de 654

éléments TRI3 et un schéma explicite de pas de temps ∆t = 10−7 s.

Le nombre de points de mesure est Nmes = 400.

3.3.1.2 Cas d’étude C3.2

Le cas d’étude C3.2 est illustré sur la Figure 3.7.

L

Td(t)

FIGURE 3.7 – Cas d’étude C3.2.

Un carré de côté L = 0.1 m est placé (contact sans frottement) sur une fondation rigide

indéformable. Un chargement dynamique identique à celui de la Figure 2.3 est appliqué sur

la face supérieure du carré. Les caractéristiques du chargement sont Pmax = 10 GPa et

t1 = 0.1 ms. La durée de l’étude est 0.25ms et la densité est de ρ = 700 kg.m−3.

Le potentiel d’énergie de déformation hyperélastique de Saint-Venant Kirchhoff est retenu

pour représenter le comportement du matériau :

W =
νE

2(1 + ν)(1− 2ν)
(tr[E])2 +

E

2(1 + ν)
tr[E2] (3.17)

où E est le module de Young et ν est le coefficient de Poisson.

En utilisant l’équation (3.17) dans (1.8), nous obtenons la relation de comportement sui-

vante :

S =
νE

2(1 + ν)(1− 2ν)
tr[E]I+

E

(1 + ν)
E (3.18)

Sur ce cas test, nous choisissons les valeurs exactes des paramètres, notées Eex et νex, à

69 GPa et à 0.3.
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Le champ de déplacement de référence, Uref , est obtenu avec un maillage fin de 1024

éléments TRI3, un schéma implicite d’ordre 1 de pas de temps ∆t = 10−7 s et la valeur

exacte des paramètres.

Le champ de déplacement calculé, Ucal(θ), est obtenu avec un maillage de [16, 64, 256, 1024]

éléments TRI3 et un schéma explicite de pas de temps ∆t = 10−7 s.

Le nombre de points de mesure est Nmes = 250.

3.3.2 Influence de la segmentation

L’objectif de cette section est de montrer l’influence de la segmentation sur la qualité

de l’identification. Nous étudions l’influence de deux paramètres. Dans 3.3.2.1, nous éva-

luons l’influence du seuillage sur la qualité de l’identification. Dans 3.3.2.2, nous évaluons

l’influence de la pixellisation sur la qualité de l’identification.

3.3.2.1 Influence du seuillage

À titre d’exemple, la Figure 3.8 illustre une image pixelisée issue d’une simulation élé-

ments finis.

FIGURE 3.8 – Image pixelisée (format PNG) issue d’une simulation éléments finis − cas

d’étude C3.1.

La Figure 3.9 illustre cette même image après segmentation avec un seuil S = 254/255.
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FIGURE 3.9 – Image segmentée correspondante − cas d’étude C3.1.

Dans la suite, nous préférons nous placer dans un cas moins optimal. Ainsi, nous choi-

sissons le format JPEG afin d’introduire d’avantage de bruit sur l’image. Nous évaluons

l’influence de trois seuils sur la qualité de l’identification : S = 252/255, S = 253/255 et

S = 254/255. La Figure 3.10 montre l’évolution de la surface au cours du temps pour les

trois niveaux de seuil et la compare avec celle obtenue pour la mesure parfaite.
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FIGURE 3.10 – Évolution de Imes
0 en fonction du temps pour trois niveaux de seuil, compa-

raison entre Mes1 et Mes2 − cas d’étude C3.1.
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Il ressort de la Figure 3.10 que le seuil S = 252/255 est satisfaisant, le seuil S = 253/255

conduit aux meilleurs résultats et que le seuil S = 254/255 est le plus mauvais choix. Ce

décalage est dû au bruit introduit dans les images par le format JPEG (ce décalage n’est pas

observé avec le format PNG). En effet, plusieurs pixels ne sont pas correctement filtrés en

raison d’un seuil trop strict. La Figure 3.11 montre l’effet du bruit sur les images segmentées.

FIGURE 3.11 – Image segmentée obtenue avec S = 254/255 et un format JPEG − cas

d’étude C3.1.

Nous constatons un anneau de perturbation autour de l’objet.

Nous évaluons les fonctions coûts C0, C(2,O) et C(2,G) pour les trois niveaux de seuil sur

les Figures 3.12, 3.13 et 3.14.
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FIGURE 3.12 – Influence de la segmentation par seuillage sur C0 − cas d’étude C3.1.
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FIGURE 3.13 – Influence de la segmentation par seuillage sur C(2,O) − cas d’étude C3.1.
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FIGURE 3.14 – Influence de la segmentation par seuillage sur C(2,G) − cas d’étude C3.1.

Sans surprise, nous remarquons que le choix du seuil conditionne en partie la qualité de

l’identification. Les meilleurs résultats sont obtenus pour S = 253/255 et les moins bons

pour S = 254/255. Les meilleurs résultats obtenus avec Mes2 sont proches de ceux trouvés

avec Mes1. De plus, nous observons la convexité de toutes les fonctions coûts. Ceci indique

l’existence d’un unique minimum global.

Dans la suite, nous souhaitons apporter une amélioration efficace dans le but d’identi-

fier les propriétés mécaniques avec des images compressées avec perte (JPEG). Ainsi, nous

conservons le format JPEG et le seuil S = 254/255.

3.3.2.1.1 Amélioration proposée

L’idée consiste à filtrer les images JPEG en appliquant un opérateur morphologique [68].

Cette technique est une succession d’érosion et de dilatation. Pour cela, il est nécessaire

de définir une forme géométrique simple (carré, cercle) et sa taille en pixel. Cette forme

géométrique est qualifiée d’élément structurant (e.s). Pour l’érosion, l’élément structurant

est entièrement contenu dans l’image binaire et filtre les perturbations en transformant les

pixels noirs en pixels blancs. Pour la dilatation, l’élément structurant n’est plus entièrement

contenu dans l’image binaire et il permet de se rapprocher de la forme initiale de l’objet. La

Figure 3.15 illustre les phénomènes d’érosion et de dilatation.

- 104 -



Image binaireImage binaire érodée Image binaire dilatée

: Exemples d’éléments structurants

FIGURE 3.15 – Traitement morphologique par érosion et dilatation.

Ce traitement morphologique permet de supprimer les pixels parasites en conservant au

mieux la forme initiale de l’objet.

Sur la Figure 3.16, nous traçons I0(t) en fonction du temps pour différents éléments struc-

turants. Les éléments structurants utilisés sont : disques de rayon r = 3px et r = 7px et

carrés de longueur l = 5px et l = 13px.
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S=254/255, es=carre, l=13px
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FIGURE 3.16 – Influence de l’opérateur morphologique sur I0(t) − cas d’étude C3.1.

Il ressort de la Figure 3.16 que l’amélioration est satisfaisante. En effet, la fonction I0(t)

obtenue par traitement morphologique se rapproche de la mesure idéale (Mes1).
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L’amélioration observée se traduit également sur la qualité de l’identification. En effet les

Figures 3.17, 3.18 et 3.19 montrent respectivement la qualité de l’identification pour les trois

fonctions coûts retenues (C0, C(2,O),C(2,G)).
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FIGURE 3.17 – Influence de l’opérateur morphologique sur C0 − cas d’étude C3.1.
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FIGURE 3.18 – Influence de l’opérateur morphologique sur C(2,O) − cas d’étude C3.1.
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FIGURE 3.19 – Influence de l’opérateur morphologique sur C(2,G) − cas d’étude C3.1.

Pour plus de précisions, les valeurs de l’erreur relative d’identification eG sont reportées
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dans la Table 3.2, pour l’ensemble des fonctions coûts, des seuils et des éléments structurants.

C0 C(2,O) C(2,G)

S = 252/255 2.57 2.10 1.72

S = 253/255 1.33 1.43 2.18

S = 254/255 # 26.84 44.39

S = 254/255, es = disque, r = 3px 3.89 4.36 6.84

S = 254/255, es = disque, r = 7px 1.82 3.59 4.68

S = 254/255, es = carre, l = 5px 3.89 4.36 6.84

S = 254/255, es = carre, l = 13px 0.97 3.04 3.64

Mes1 0.63 0.16 0.26

TABLE 3.2 – Erreurs relatives d’identification eG (%) obtenues pour plusieurs paramètres de

segmentation − cas d’étude C3.1.

Nous constatons que les trois fonctions coûts sont de qualité équivalente (eG < 1%)

lorsque la mesure est idéale. Pour les niveaux de seuil S = 252/255 et S = 253/255, la

qualité des fonctions coûts est également équivalente (1.33% < eG < 2.57%). Lorsque le

choix du seuil est mal choisi par l’utilisateur, la fonction coût C0 est la moins précise (eG >

70%). En revanche, l’amélioration proposée corrige ce défaut. En effet, dans le meilleur des

cas (S = 254/255, es = carre, l = 13px), l’erreur obtenue avec C0 est de 0.97% contre

3.04% pour C(2,O) et 3.64% pour C(2,G).

3.3.2.2 Influence de la pixellisation

Nous étudions le niveau de pixellisation d’un objet. Nous choisissons d’utiliser dans cette

étude un format PNG pour éviter les problèmes de perte d’information du format JPEG.

Le seuil de la segmentation est fixé à 254/255. Nous définissons 6 niveaux de pixellisation,

notés de P1 à P6. Pour chaque niveau, le nombre de pixels noirs dans l’objet, le nombre de

pixels noirs sur le contour de l’objet ainsi qu’un ratio entre les deux valeurs sont donnés dans

la Table 3.3.
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Objet Contour Ratio

pixels pixels

P1 735902 7744 1.05%

P2 257867 4584 1.77%

P3 116270 3072 2.64%

P4 33736 1656 4.90%

P5 5210 644 12.36%

P6 402 180 44.44%

TABLE 3.3 – Niveaux de pixellisation − cas d’étude C3.1.

À titre d’exemple, la Figure 3.20 montre les niveaux P1, P3 et P6.

P1

P3

P6

FIGURE 3.20 – Niveaux de pixellisation P1, P3 et P6 − cas d’étude C3.1.

Nous évaluons la qualité de l’identification pour chacun des niveaux de pixellisation re-
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tenus. Dans l’étude, nous comparons la méthode FEMU-G (Mes1) à la méthode FEMU-G

(Mes2) en retenant les fonctions coûts C0 et C(2,O). La Figure 3.21 l’évolution temporelle de

I0(t).
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FIGURE 3.21 – Influence de la résolution sur le calcul de I0(t) − cas d’étude C3.1.

Il ressort de la Figure 3.21 que les niveaux P5 et P6, trop grossiers, ne permettent pas

de représenter correctement I0(t). La qualité de l’identification est ensuite illustrée sur les

Figures 3.22 et 3.23 pour les fonctions coûts C0 et C(2,O).
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FIGURE 3.22 – Influence de la résolution sur C0 − cas d’étude C3.1.

1e-15

1e-14

1e-13

1e-12

1e-11

300000 400000 500000 600000 700000 800000 900000

G(Pa)

C
(2
,O

)

Mes1
P1
P2
P3

P4
P5

P6

FIGURE 3.23 – Influence de la résolution sur C(2,O) − cas d’étude C3.1.

Nous constatons que la démarche d’identification développée conduit à un unique mini-
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mum global dans tous les cas sauf pour le cas où les quantités d’intérêts sont mal représentées

(P6). Les erreurs relatives d’identification sont données dans la Table 3.4.

C0 C(2,O)

Mes1 0.63 0.16

P1 0.23 0.63

P2 1.58 0.16

P3 1.97 2.02

P4 0.13 1.14

P5 1.96 5.10

P6 # #

TABLE 3.4 – Erreurs relatives d’identification eG (%) obtenues pour plusieurs niveaux de

résolution − cas d’étude C3.1.

Nous constatons que de bons résultats sont obtenus pour le niveau P1 avec C0 et C(2,O).

En effet, ces résultats sont proches de ceux obtenus avec les mesures parfaites. De bons ré-

sultats sont également obtenus avec C(2,O) pour P2 et avec C0 pour P4. Les autres résultats

sont satisfaisants avec une erreur comprise entre 1% et 2%. Nous observons une légère dé-

gradation (eG = 5.1%) pour le niveau P5 avec C(2,O).

À l’issue des études réalisées, nous remarquons que l’approche géométrique a un bon

comportement. Dans la suite, nous étudions l’influence des paramètres du modèle numé-

rique.

3.3.3 Influence des paramètres du modèle numérique

À présent, nous évaluons l’influence des paramètres du modèle numérique sur la qualité

de l’identification. Nous retenons le cas C3.2 pour les études suivantes. Les deux approches

(FEMU-G et FEMU-U) sont comparées en termes de qualité. Afin de tester les potentialités

de l’approche proposée, nous nous plaçons dans un cas idéal où les mesures sont supposées

parfaites. Plusieurs paramètres du modèle éléments finis peuvent avoir une influence sur le

résultat. Nous évaluons l’influence de la discrétisation spatiale dans 3.3.3.1, l’influence de la

discrétisation temporelle das 3.3.3.2 et l’influence de l’amplitude du chargement dans 3.3.3.3

sur l’identification.

- 112 -



3.3.3.1 Influence de la discrétisation spatiale

Dans un premier temps, nous nous intéressons à l’influence du nombre d’éléments utilisés

pour le maillage. Les quantités d’intérêts mesurées sont obtenues avec NEF = 1024 tandis

que les quantités d’intérêts calculées sont obtenues avec des maillages allant de 16 à 1024

éléments. À maillage équivalent, un écart de modèle est assuré par la différence des schémas

numérique de résolution en temps.

Nous comparons les fonctions coûts C0, C(2,O) et C(2,G) à la fonction coût Cu (approche

cinématique en déplacement). Nous évaluons les erreurs relatives d’identification eE et eν .

Les Figures 3.24 et 3.25 illustrent respectivement les erreurs relatives d’identification eE et

eν en fonction de NEF .
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FIGURE 3.24 – Erreur relative d’identification eE (%) en fonction de NEF − cas d’étude

C3.2.
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FIGURE 3.25 – Erreur relative d’identification eν (%) en fonction de NEF − cas d’étude

C3.2.

Nous constatons qu’à maillage équivalent, l’approche géométrique donne de meilleurs

résultats pour l’identification des deux paramètres. Les deux meilleures fonctions coûts étant

C0 et C(2,G). L’identification du coefficient de Poisson est plus délicate mais de bonne qualité

avec la fonction coût C0.

Plus en détail, la Table 3.5 donne les valeurs numériques des erreurs relatives d’identifi-

cation.

- 114 -



NEF = 16 NEF = 64 NEF = 256 NEF = 1024

Cu 1.50 0.49 0.31 0.011

eE (%) C0 0.54 0.13 0.0028 0.00059

C(2,O) 1.64 0.052 0.41 0.000045

C(2,G) 1.92 0.26 0.0028 0.000045

Cu 5.86 1.89 0.98 1.17

eν (%) C0 1.50 0.46 0.065 0.042

C(2,O) 9.83 3.32 2.67 0.0073

C(2,G) 5.92 0.84 0.13 0.066

TABLE 3.5 – Erreurs relatives d’identification eE et eν (%) en fonction deNEF − cas d’étude

C3.2.

Dans la suite, nous retenons le maillage NEF = 256 pour obtenir les quantités d’intérêts

calculées. Ce choix garantit la conservation d’un minimum de nœud dans la zone de contact

et permet le bon déroulement des calculs.

3.3.3.2 Influence de la discrétisation temporelle

Le choix du maillage étant fixé par l’étude précédente, nous évaluons à présent l’influence

des paramètres propres à la discrétisation temporelle. En particulier, nous agissons sur la

valeur du pas de temps ∆t des schémas et sur la valeur du nombre de piquets de mesure

Nmes. Nous évaluons l’influence de ces deux paramètres indépendamment. Dans un premier

temps, nous fixons une durée de simulation à T = 0.25ms et nous fixons Nmes = 250. Les

valeurs prises par ∆t ainsi que les erreurs relatives en identification sont données dans la

Table 3.6.
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∆t = 0.1 µs ∆t = 0.2 µs ∆t = 1 µs

Cu 0.31 0.30 0.32

eE (%) C0 0.0028 0.085 0.085

C(2,O) 0.41 0.37 0.42

C(2,G) 0.0028 0.085 0.19

Cu 0.98 1.50 0.52

eν (%) C0 0.065 0.45 0.39

C(2,O) 2.67 2.21 2.80

C(2,G) 0.13 0.32 0.72

TABLE 3.6 – Erreurs relatives d’identification eE et eν(%) en fonction de ∆t (s) − cas

d’étude C3.2.

Nous constatons que les fonctions coûts C0 et C(2,G) conduisent aux meilleurs résultats

pour l’ensemble des valeurs ∆t.

À présent, nous fixons le pas de temps à ∆t = 0.1 µs et nous agissons sur le nombre de

piquets de mesure. Les valeurs prises par Nmes ainsi que les erreurs relatives d’identification

sont données dans la Table 3.7.

Nmes = 25 Nmes = 125 Nmes = 250

Cu 0.30 0.31 0.31

eE (%) C0 0.017 0.017 0.0028

C(2,O) 0.46 0.40 0.41

C(2,G) 0.017 0.017 0.0028

Cu 1.50 0.98 0.98

eν (%) C0 0.13 0.13 0.065

C(2,O) 2.99 2.54 2.67

C(2,G) 0.065 0.065 0.13

TABLE 3.7 – Erreurs relatives d’identification eE et eν(%) en fonction deNmes − cas d’étude

C3.2.

Les fonctions coûts C0 et C(2,G) sont à nouveau les meilleures fonctions. Nous constatons

également une amélioration de l’identification avec l’augmentation du nombre de mesures.
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Dans la suite, nous fixons le pas de temps ∆t = 0.1 µs et le nombre de piquets de mesure

à Nmes = 250.

3.3.3.3 Influence de l’amplitude du chargement

Une dernière étude consiste à étudier l’influence de l’amplitude du chargement Pmax

qui agit directement sur la signature caractéristique de l’évolution temporelle de la surface

comme le montre la Figure 3.26.
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FIGURE 3.26 – Influence de Pmax (en Pa) sur I0(t) − cas d’étude C3.2.

La Table 3.8 rassemble les erreurs relatives d’identification pour différentes valeurs de

Pmax.
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Pmax(en Pa) 1 107 1 108 1 109 1 1010

Cu 0.16 0.16 0.22 0.31

eE (%) C0 0.040 0.030 0.011 0.0028

C(2,O) 0.14 0.15 0.18 0.40

C(2,G) 0.04 0.04 0.017 0.0028

Cu 0.59 0.59 0.26 0.98

eν (%) C0 0.065 0.065 0.065 0.065

C(2,O) 0.65 0.65 0.78 2.67

C(2,G) 0.065 0.065 0.065 0.13

TABLE 3.8 – Erreurs relatives d’identification eE et eν(%) en fonction de Pmax(en Pa) − cas

d’étude C3.2.

Il ressort de la Table 3.8 que la qualité de l’identification ne semble pas varier de façon

significative en fonction de Pmax. Nous rappelons que ces résultats sont obtenus avec un jeu

de mesure parfaite (Mes1), la précision machine permet donc de détecter la signature carac-

téristique de la surface.

Afin de tester la méthode de manière plus réaliste, nous utilisons un jeu de mesure pixe-

lisée au format PNG. Un seuil de 254/255 est utilisé pour la segmentation. Le niveau de

pixellisation est choisi à P3. Les Figures 3.27 à 3.30 illustrent la signature caractéristique de

la surface pour les différents niveaux d’amplitude.
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FIGURE 3.27 – Influence de Pmax(en Pa) sur I0(t) (Pmax = 1 107 Pa) − cas d’étude C3.2.
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FIGURE 3.28 – Influence de Pmax(en Pa) sur I0(t) (Pmax = 1 108 Pa) − cas d’étude C3.2.
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FIGURE 3.29 – Influence de Pmax(en Pa) sur I0(t) (Pmax = 1 109 Pa) − cas d’étude C3.2.
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FIGURE 3.30 – Influence de Pmax(en Pa) sur I0(t) (Pmax = 1 1010 Pa) − cas d’étude C3.2.

Nous constatons que l’information géométrique n’est pas exploitable pour les faibles ni-
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veaux d’amplitude. En effet, la Figure 3.31 illustre la qualité de l’identification obtenue avec

C0, C(2,O) et C(2,G) pour Mes1 et pour Mes2.
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FIGURE 3.31 – Erreur relative d’identification eE (%) en fonction de Pmax(en Pa) (compa-

raison entre Mes1 et Mes2) − cas d’étude C3.2.

L’approche géométrique semble mieux adaptée pour les grandes transformations. Le ni-

veau de pixellisation doit être compatible avec le niveau de déformation.

L’ensemble des études réalisées montrent que l’approche géométrique est intéressante et

adaptée au contexte de la dynamique dans le cas des non-linéarités géométriques. Dans la

suite, nous étudions la robustesse de cette approche.

3.4 Étude en robustesse lorsque la mesure est bruitée

Dans 3.4, nous ajoutons un bruit synthétique sur les mesures parfaites Mes1. Ceci permet

de comparer l’approche développée et FEMU-U à partir d’un jeu de données identiques.

Dans un premier temps, nous montrons dans 3.4.1 comment générer des quantités d’intérêts

mesurées bruitées. Ensuite, un nouveau cas d’étude est présenté dans 3.4.2. Enfin, dans 3.4.3,

nous validons numériquement la démarche d’identification développée.
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3.4.1 Génération des quantités d’intérêts mesurées bruitées

En nous appuyant sur 2.3.1.2, nous rappelons que les composantes Umes
m n de la matrice des

mesures bruitées sont définies par :

Umes
m n = (1 + β ξm n(ω)) U

(ref,p)
m n ∀m× n ∈ [0, Neq]× [0, Nmes] (3.19)

où β est un paramètre pouvant prendre les valeurs suivantes [0%; 5%; 10%; 15%; 20%]. L’en-

semble des variables aléatoires, notées ξm n(ω), sont indépendantes et uniformes entre [−1, 1].

Nous rappelons de plus que la fonction coût de l’approche cinématique en déplacement est

donnée par l’équation (2.55).

Les quantités d’intérêts géométriques bruitées sont obtenues à partir des composantes

Umes
m n et d’une quadrature de Gauss comme présenté dans 3.2.2.1. Nous obtenons ainsi la

variable aléatoire Imes
(n,P )(t;ω).

3.4.2 Présentation du cas d’étude

La géométrie, les conditions limites et le chargement agissant sur le cas d’étude, nommés

C3.3 est présenté sur la Figure 3.32.

A

L

Td(t)

FIGURE 3.32 – Cas d’étude C3.3.

L’évolution temporelle du chargement Td(t) est identique à celle présentée sur la Figure

2.3. Les principaux paramètres associés au cas d’étude sont :

− L = 0.01 m, Pmax = 1.6 MPa, t1 = 0.1 ms, T = 0.25 ms, Gex = 7 MPa et

Nmes = 250.

Les quantités d’intérêts mesurées Umes(ω) sont générées en utilisant les paramètres suivants :
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− maillage de 1024 éléments TRI3 et un schéma implicite de Newmark avec ∆t =

10−7s.

Les quantités d’intérêts calculées Ucal(θ) sont générées en utilisant les paramètres suivants :

− maillages de [16, 64, 256, 1024] éléments TRI3 et un schéma explicite avec ∆t =

10−7s.

3.4.3 Validation numérique pour le cas C3.3

La méthodologie est validée numériquement en étudiant ses performances et sa sensi-

bilité au bruit de mesure. Les critères de l’évaluation (précision intrinsèque et perturbée,

robustesse) sont identiques à ceux définis dans 2.2.5. Le comportement des différentes stra-

tégies d’identification est discuté dans la suite. Nous comparons les fonctions coût Cu, C0

et C(2,G) (simplement notéeC2 dans la suite) identifiées dans 3.3 comme étant les meilleures.

Dans un premier temps, nous étudions l’influence du maillage sur le calcul de Ucal. Nous

traçons ēG (moyenne de l’erreur eG) pour β = 0% (cas déterministe) en fonction deNEF sur

la Figure 3.33.
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FIGURE 3.33 – Convergence en maillage ; ēG(%) en fonction de NEF − cas d’étude C3.3.

Pour toutes les fonctions coûts, l’erreur décroît quand NEF augmente. L’erreur résiduelle

obtenue pourNEF = 1024 correspond à la différence des schémas utilisés pour la résolution.
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Dans la suite, on conserve le maillage de 64 éléments.

Dans un second temps, nous comparons le comportement de la fonction coût Cu, C0 et

C2 pour plusieurs niveaux de bruit. Les Figures 3.34, 3.35 et 3.36 présentent respectivement

l’erreur moyenne ēG(ω), l’écart-type de l’erreur êG(ω) et l’erreur seuil e90%G pour différentes

valeurs de β.
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FIGURE 3.34 – Moyenne de l’erreur ēG(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.35 – Écart-type de l’erreur êG(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.36 – Erreur seuil e90%G en fonction de β − cas d’étude C3.3.

Nous constatons que les deux approches (FEMU-G et FEMU-U) sont peu sensibles au

niveau du bruit et que le meilleur comportement est obtenu pour l’approche géométrique.

L’approche cinématique est légèrement plus robuste. À titre illustratif, nous présentons éga-
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lement la fonction densité de probabilité (PDF) de eG(ω) sur la Figure 3.37 et la fonction

de distribution cumulative (CDF) de eG(ω) sur la Figure 3.38 pour un niveau de bruit de

β = 20%.
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FIGURE 3.37 – PDF de eG(ω) pour β = 20% − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.38 – CDF de eG(ω) pour β = 20% − cas d’étude C3.3.
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Dans la section suivante, nous introduisons une incertitude sur le chargement et nous

évaluons de nouveau le comportement des méthodes.

3.5 Étude en robustesse lorsque le chargement est incertain

Afin d’étudier la robustesse liée aux incertitudes sur le chargement, nous introduisons des

conditions limites paramétrées par des variables aléatoires. Nous combinons ces incertitudes

aux perturbations aléatoires associées au bruit de mesure. Nous étudions dans cette section

la robustesse de la méthodologie développée par rapport à cette nouvelle perturbation. Les

incertitudes sur le chargement sont introduites comme dans 2.5.1. Ainsi, nous obtenons une

nouvelle variable aléatoire Ical(n,P )(t; θ, ω). L’approche géométrique est validée numérique-

ment dans 3.5.1.

3.5.1 Validation numérique pour le cas C3.3

Nous comparons le comportement des fonctions coûts Cu, C0 et C2. Les Figures 3.39,

3.40 et 3.41 présentent respectivement l’erreur moyenne ēG(ω), l’écart-type de l’erreur êG(ω)

et l’erreur seuil e90%G pour différentes valeurs de α et β.
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FIGURE 3.39 – Moyenne de l’erreur ēG(ω) en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.40 – Écart-type de l’erreur êG(ω) en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.41 – Erreur seuil e90%G en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.

Les deux méthodologies sont plus sensibles aux incertitudes sur le chargement qu’aux

perturbations de la mesure. L’identification de G est de meilleure qualité en utilisant la

méthode FEMU-G. En effet, l’approche géométrique est plus précise, plus robuste et a un
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meilleur comportement sur ce cas d’étude.

3.6 Étude en robustesse pour différents matériaux

Dans cette section, nous évaluons le comportement de la méthodologie pour différents

matériaux. Dans un premier temps, nous considérons le cas d’étude C3.3 avec le modèle

de Saint-Venant Kirchhoff. Nous identifions, dans 3.6.1, le module d’Young et le coefficient

de Poisson lorsque les mesures sont perturbées et que le chargement est incertain. Dans un

second temps, nous introduisons un nouveau cas d’étude, noté C3.4, dans 3.6.2. Nous consi-

dérons un domaine multi-matériaux et nous évaluons les méthodes en termes de robustesse.

Nous comparons le comportement des fonctions coûts Cu, C0 et C2.

3.6.1 Identification du modèle de Saint-Venant Kirchhoff

Le cas d’étude C3.3 est considéré avec un matériau défini par le potentiel d’énergie de

déformation de Saint-Venant Kirchhoff. La valeur exacte des paramètres est Eex = 20MPa

et νex = 0.4.

Dans un premier temps, seules les mesures sont bruitées et nous supposons le charge-

ment fixe. Les Figures 3.42, 3.43 et 3.44 présentent respectivement l’erreur moyenne ēE(ω),

l’écart-type de l’erreur êE(ω) et l’erreur seuil e90%E pour différentes valeurs de β.
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FIGURE 3.42 – Moyenne de l’erreur ēE(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.3.
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ê E
(ω
)(
%
)

Cu

C0

C2

FIGURE 3.43 – Écart-type de l’erreur êE(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.44 – Erreur seuil e90%E en fonction de β − cas d’étude C3.3.

Les Figures 3.45, 3.46 et 3.47 présentent respectivement l’erreur moyenne ēν(ω), l’écart-

type de l’erreur êν(ω) et l’erreur seuil e90%ν pour différentes valeurs de β.
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FIGURE 3.45 – Erreur moyenne ēν(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.46 – Écart-type de l’erreur êν(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.47 – Erreur seuil e90%ν en fonction de β − cas d’étude C3.3.

Nous constatons que les deux approches sont peu sensibles aux perturbations sur les

mesures. Pour l’identification des deux paramètres, l’approche géométrique conduit aux

meilleurs résultats en termes de précision perturbée et de comportement global. En revanche,
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l’approche cinématique est légèrement plus robuste que l’approche géométrique.

Dans un second temps, nous considérons que les mesures sont bruitées et que le charge-

ment est incertain. Les Figures 3.48, 3.49 et 3.50 présentent respectivement l’erreur moyenne

ēE(ω), l’écart-type de l’erreur êE(ω) et l’erreur seuil e90%E pour différentes valeurs de α et β.
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FIGURE 3.48 – Moyenne de l’erreur ēE(ω) en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.49 – Écart-type de l’erreur êE(ω) en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.50 – Erreur seuil e90%E en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.

Les Figures 3.51, 3.52 et 3.53 présentent respectivement l’erreur moyenne ēν(ω), l’écart-

type de l’erreur êν(ω) et l’erreur seuil e90%ν pour différentes valeurs de α et β.
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FIGURE 3.51 – Moyenne de l’erreur ēν(ω) en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.52 – Écart-type de l’erreur êν(ω) en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.
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FIGURE 3.53 – Erreur seuil e90%ν en fonction de α et β − cas d’étude C3.3.

Les deux méthodologies sont plus sensibles aux incertitudes sur le chargement qu’aux

perturbations de la mesure. L’identification de E est de meilleure qualité en utilisant la mé-

thode FEMU-G pour des faibles valeurs de α (4%). En effet, l’approche géométrique est

plus précise, plus robuste et a un meilleur comportement pour ces valeurs de α. Au-delà,

l’approche cinématique conduit aux meilleurs résultats. En revanche, l’identification de ν est

meilleure avec la méthode FEMU-G quelles que soient les valeurs de α et de β. Néanmoins,

la méthode FEMU-U reste la plus robuste.

Dans la suite, nous présentons différents modèles multi-matériaux.

3.6.2 Identification de modèles multi-matériaux

Le cas test C3.3 est repris à l’identique sauf pour le modèle matériau. Le matériau homo-

gène est remplacé par un multi-matériaux. Nous considérons un modèle à deux paramètres

dans 3.6.2.1 puis des cas à trois et quatre paramètres dans 3.6.2.2 et 3.6.2.3.

3.6.2.1 Modèle à 2 paramètres

Le nouveau cas d’étude pour identifier deux paramètres matériau est noté C3.4. Le modèle

bi-matériau est illustré sur la Figure 3.54.
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FIGURE 3.54 – Cas d’étude C3.4.

La moitié supérieure est occupée par un matériau de type Blatz-Ko avec G1
ex = 7 MPa.

La moitié inférieure est occupée par un matériau de type Blatz-Ko avec G2
ex = 10 MPa. Les

deux parties sont parfaitement collées. Dans la suite, nous cherchons à identifier le jeu de

paramètre θ = (G1, G2).

Le problème étant plus complexe, nous augmentons la densité du maillage par rapport

au cas C3.3. La référence est obtenue avec NEF = 2048 et les calculs sont obtenus avec

NEF = 32.

Dans un premier temps nous évaluons uniquement la qualité de l’identification lorsque

les données sont supposées parfaites (α = 0% et β = 0%). À titre illustratif, les Figures 3.55

à 3.57 montrent le tracé des fonctions coûts Cu, C0 et C2 autour de θex.
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FIGURE 3.55 – Fonction coût Cu autour de θex − cas d’étude C3.4.

 5
e+06

 5
.5

e+06

 6
e+06

 6
.5

e+06

 7
e+06

 7
.5

e+06

 8
e+06

 8
.5

e+06

 9
e+06

 7e+06

 8e+06

 9e+06

 1e+07

 1.1e+07

 1.2e+07

 1.3e+07

 0

 1e-10

 2e-10

 3e-10

 4e-10

 5e-10

 6e-10

 7e-10

 8e-10

G1

G
2

FIGURE 3.56 – Fonction coût C0 autour de θex − cas d’étude C3.4.
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FIGURE 3.57 – Fonction coût C2 autour de θex − cas d’étude C3.4.

Nous constatons que toutes les fonctions coûts admettent un unique minimum global.

Pour plus de détails, la Table 3.9 rassemble les valeurs du jeu de paramètres identifiés ainsi

que la valeur de l’erreur relative d’identification associée.

Fonctions coûts Paramètres identifiés Erreurs relatives

Cu G1
id = 7.14 MPa eG1 = 2.03%

G2
id = 10.14 MPa eG2 = 1.36%

C0 G1
id = 7.08 MPa eG1 = 1.15%

G2
id = 10.04 MPa eG2 = 0.44%

C2 G1
id = 7.09 MPa eG1 = 1.21%

G2
id = 10.02 MPa eG2 = 0.22%

TABLE 3.9 – Paramètres identifiés et erreurs relatives correspondantes pour G1
ex = 7 MPa et

G2
ex = 10 MPa − cas d’étude C3.3.

Il ressort que les deux approches sont assez similaires en termes de qualité d’identification

avec néanmoins un avantage pour l’approche géométrique.

Dans un second temps, nous considérons que seules les mesures sont perturbées (β varie)

et nous supposons que le chargement est fixe (α = 0%). Les Figures 3.58, 3.59 et 3.60 pré-

sentent respectivement l’erreur moyenne ēG1(ω), l’écart-type de l’erreur êG1(ω) et l’erreur

seuil e90%G1 pour différentes valeurs de β.
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FIGURE 3.58 – Moyenne de l’erreur ēG1(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.4.
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FIGURE 3.59 – Écart-type de l’erreur êG1(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.4.
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FIGURE 3.60 – Erreur seuil e90%G1 en fonction de β − cas d’étude C3.4.

Les Figures 3.61, 3.62 et 3.63 présentent respectivement l’erreur moyenne ēG2(ω), l’écart-

type de l’erreur êG2(ω) et l’erreur seuil e90%G2 pour différentes valeurs de β.
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FIGURE 3.61 – Moyenne de l’erreur ēG2(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.4.
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FIGURE 3.62 – Écart-type de l’erreur êG2(ω) en fonction de β − cas d’étude C3.4.
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FIGURE 3.63 – Erreur seuil e90%G2 en fonction de β − cas d’étude C3.4.

Les conclusions pour C3.4 rejoignent celles observées sur C3.3, à savoir : meilleure pré-

cision, meilleur comportement global et robustesse comparable.
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Une dernière étude vise à évaluer le comportement de la méthode FEMU-G pour diffé-

rentes valeurs de α et de β. Nous traçons d’abord l’erreur seuil e90%G1 pour différentes valeurs

de α et de β sur la Figure 3.64.
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FIGURE 3.64 – Erreur seuil e90%G1 en fonction de α et β − cas d’étude C3.4.

Il ressort de la Figure 3.64 que la méthode FEMU-U a un meilleur comportement que la

méthode FEMU-G. En effet, nous observons que la méthode FEMU-G est très sensible aux

incertitudes sur le chargement. Des conclusions similaires sont observées pour l’identifica-

tion du paramètre G2. C’est une première limite de la méthode FEMU-G.

3.6.2.2 Modèle à 3 paramètres

Le modèle à 3 paramètres est représenté par le cas d’étude, noté C3.5, illustré sur la Figure

3.65.
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FIGURE 3.65 – Cas d’étude C3.5.

La moitié supérieure est occupée par un matériau de type Blatz-Ko avec Gex = 10

MPa. La moitié inférieure est occupée par un matériau de type Saint-Venant Kirchhoff avec

Eex = 10 MPa et νex = 0.25. Les deux parties sont parfaitement collées. Dans la suite, nous

cherchons à identifier le jeu de paramètre θ = (E, ν,G).

La Table 3.10 rassemble la valeur des paramètres identifiés ainsi que l’erreur relative

d’identification associée pour les trois fonctions coûts retenues.

Fonctions coûts Paramètres identifiés Erreurs relatives d’identification

Cu Eid = 10.36 MPa eE = 3.6%

νid = 0.2494 eν = 0.24%

Gid = 9.96 MPa eG = 0.40%

C0 Eid = 10.09 MPa eE = 0.89%

νid = 0.2691 eν = 7.64%

Gid = 10.04 MPa eG = 0.40%

C2 Eid = 10.01 MPa eE = 0.10%

νid = 0.2750 eν = 10.00%

Gid = 10.10 MPa eG = 1.00%

TABLE 3.10 – Paramètres identifiés et erreurs relatives d’identification associées − cas

d’étude C3.5.

Nous constatons que le module d’Young est mieux identifié avec la méthode FEMU-G

tandis que le coefficient de Poisson est mieux identifié avec FEMU-U. Pour l’identification
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du module de cisaillement, les deux approches conduisent à des résultats relativement simi-

laires (0.4% d’erreur pour Cu et C0, 1% pour C2).

Dans la suite, nous introduisons un modèle à 4 paramètres.

3.6.2.3 Modèle à 4 paramètres

Le modèle à 4 paramètres est représenté par le cas d’étude, noté C3.6, illustré sur la Figure

3.66.
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FIGURE 3.66 – Cas d’étude C3.6.

Le quart supérieur est occupé par un matériau de type Blatz-Ko avec G4
ex = 5 MPa. Les

quarts suivants sont également occupés par un matériau de type Blatz-Ko avec respective-

ment G3
ex = 10, G2

ex = 15 et G1
ex = 20. Les quatre parties sont parfaitement collées. Dans la

suite, nous cherchons à identifier le jeu de paramètre θ = (G1, G2, G3, G4).

La Table 3.11 rassemble la valeur des paramètres identifiés ainsi que l’erreur relative

d’identification associée pour les trois fonctions coûts retenues. Ces résultats sont représen-

tés graphiquement sur la Figure 3.67 sur laquelle la moyenne des erreurs relatives d’identifi-

cation des quatre paramètres est tracée en trait noir.
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Fonctions coûts Paramètres identifiés Erreurs relatives d’identification

Cu G1
id = 21.92 MPa eG1 = 9.60%

G2
id = 14.76 MPa eG2 = 1.55%

G3
id = 9.56 MPa eG3 = 4.37%

G4
id = 4.95 MPa eG4 = 0.87%

C0 G1
id = 22.11 MPa eG1 = 10.55%

G2
id = 14.04 MPa eG2 = 6.40%

G3
id = 10.24 MPa eG3 = 2.47%

G4
id = 5.10 MPa eG4 = 2.05%

C2 G1
id = 22.11 MPa eG1 = 10.55%

G2
id = 14.44 MPa eG2 = 3.72%

G3
id = 9.90 MPa eG3 = 1.00%

G4
id = 5.13 MPa eG4 = 2.6%

TABLE 3.11 – Paramètres identifiés et erreurs relatives d’identification associées − cas

d’étude C3.6.
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FIGURE 3.67 – Erreurs relatives d’identification pour θ = (G1, G2, G3, G4) avec Cu, C0 et

C2 − cas d’étude C3.6.
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Nous constatons que l’identification de G1 est plus délicate et que les deux approches

(FEMU-U et FEMU-G) sont similaires en termes de qualité. La meilleure identification du

paramètre G3 est obtenue par la fonction coût C2 avec 1.0% d’erreur contre 4.37% pour Cu.

En revanche, la méthode FEMU-U conduit à une meilleure identification des paramètres G2

et G4. Nous constatons, en moyenne, que les fonctions coûts C2, et Cu sont équivalentes.

Néanmoins, nous observons quelques limites pour les valeurs de G les plus importantes.

3.7 Bilan du chapitre 3

Dans ce chapitre, nous avons présenté une méthode d’identification adaptée à la dyna-

mique. Le point-clé de la méthode est la construction d’une fonction coût basée sur une

information purement géométrique. L’objectif était de montrer que cette information suffit à

identifier des paramètres matériau en dynamique.

La méthodologie est d’abord présentée dans 3.2. Nous montrons que l’information géo-

métrique peut être obtenue par une simple segmentation d’image. Nous nous passons ainsi

de mouchetis aléatoires et de corrélation d’images. Le comportement global de la méthode

FEMU-G a été validé numériquement dans les sections 3.3 à 3.6. La méthode est bien adap-

tée au contexte de la dynamique en grandes transformations. La limite de la méthode semble

être le nombre de paramètres de matériaux à identifier.

Le verrou que nous levons dans ce chapitre est donc celui lié au traitement des images.

En simplifiant la procédure, nous introduisons très peu de paramètres métrologiques.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Ces travaux de thèse s’inscrivent dans la thématique de recherche portant sur la mesure

de champ et l’identification en mécanique des solides. Dans ce domaine de recherche, la

technique de mesure de champ la plus populaire actuellement est la corrélation d’images

numériques. Le champ de déplacement ainsi mesuré est ensuite utilisé comme donnée d’en-

trée pour l’une des cinq méthodes d’identification suivantes : FEMU, CEGM, EGM, VFM

et RGM. L’objectif est d’identifier les propriétés mécaniques des matériaux étudiés.

Dans nos travaux, nous avons proposé deux nouveaux outils numériques en lien avec les

activités de notre équipe de recherche au sein du laboratoire LaMé. La démarche globale

d’identification qui nous intéresse a été présentée sur la Figure 3 dans l’introduction géné-

rale. Parmi les trois blocs distingués, nos travaux portent sur le traitement d’images ainsi que

sur les procédures d’identification. Ainsi, le bloc essai et mesurage ne fait pas partie de notre

domaine d’étude. À l’issue d’une large étude bibliographique synthétisée dans le chapitre 1,

nous avons retenu deux axes d’améliorations : le premier vise une méthode permettant de

réduire de manière significative le coût de calcul d’une identification de paramètre matériau

en élasto-dynamique tandis que le second porte sur une simplification d’implémentation, un

gain en terme de coût de calcul du traitement d’images et une mise en œuvre expérimentale

simplifiée.

Le premier axe de recherche a conduit au développement d’une méthode d’identification

adaptée à la dynamique dans le cadre des petites perturbations. Nous nous sommes basés sur

une stratégie de type VFM, connue pour permettre une identification peu onéreuse dans le

cas de l’élasticité linéaire en statique. Dans le cadre de notre extension à la dynamique, une

difficulté consiste à construire des champs virtuels spatiaux-temporels permettant d’identi-

fier plusieurs paramètres avec une bonne qualité. Le travail réalisé a abouti à la construc-

tion d’une famille de champs virtuels permettant d’identifier les paramètres de matériaux en
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élasto-dynamique. Entre autres, nous nous sommes appliqués à évaluer la robustesse de la

méthode en présence d’incertitudes sur des mesures synthétiques. La méthode développée

a été comparée avec la méthode FEMU-U afin d’évaluer la pertinence de l’outil en termes

de précision, de robustesse et de coût numérique. Les différentes investigations numériques

montrent que la technique ainsi développée est précise et robuste pour des niveaux de bruits

réalistes.

Le second axe de recherche a également conduit au développement d’une méthode d’iden-

tification adaptée à la dynamique. Il répond à la question suivante :

"une information purement géométrique suffit-elle pour identifier des paramètres ma-

tériau en dynamique ?"

Afin d’explorer le potentiel de ce type d’information, nous avons retenu la méthode de re-

calage de modèles éléments finis. La méthode développée repose sur la minimisation d’une

fonction coût que l’on construit à partir des moments géométriques de la surface de l’éprou-

vette. Nous avons développé cette variante de FEMU afin de nous affranchir de la corrélation

d’images numériques et de la pose d’un mouchetis aléatoire associé. En effet, l’information

requise est extraite par une simple segmentation d’image par seuillage global. Ainsi, nous ap-

portons une méthode simplifiée tant au niveau numérique qu’expérimental. La pertinence de

la méthode, nommée FEMU-G, est évaluée numériquement par comparaison avec la FEMU-

U via plusieurs cas d’études. Un bruit synthétique est généré puis ajouté aux mesures nomi-

nales afin d’étudier la robustesse des méthodes. À l’issue des investigations numériques, la

méthode paraît bien adaptée au contexte de la dynamique en grandes transformations (élas-

tomères).

Ces deux axes de recherche ont conduit à la publication de deux papiers [74, 75], à la

soumission d’un troisième et à différentes communications orales.
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Perspectives

À l’issue de ces travaux de thèse, nous sommes en mesure de dégager plusieurs pistes

d’améliorations ou de développements. Les perspectives que nous envisageons sont les sui-

vantes :

− Amélioration de l’algorithme de minimisation utilisé dans le cadre du recalage de

modèles (FEMU-G). L’objectif est de réduire le coût de la minimisation. Une idée

potentielle consiste à remplacer la fonction coût géométrique par une fonction coût

approchée construite sur un ensemble de points bien choisis.

− Mise en œuvre numérique de l’approche de type VFM sur des cas plus complexes.

L’objectif est de valider une plus grande plage d’utilisation (non linéarités géomé-

triques, plus grand nombre de paramètres matériau à identifier).

− Mise en œuvre expérimentale des deux méthodes proposées dans cette thèse. Concer-

nant FEMU-G, des premiers résultats encourageants ont été obtenus sur des essais

quasi-statiques à partir d’images réelles [27].

− Comparaison des techniques développées à d’autres méthodes d’identification. La mé-

thode CEGM est en effet très performante pour identifier des propriétés mécaniques

de matériaux.
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Résumé : Les procédures d’identification de paramètres de matériau utilisent généralement un champ

cinématique mesuré expérimentalement par des techniques non intrusives. En dynamique, une telle

démarche n’est pas triviale en raison du nombre important d’informations à traiter. Par ailleurs, la

fiabilité de ces informations mesurées conditionne en partie la qualité de l’identification des para-

mètres. Dans ce travail, nous développons deux nouveaux outils numériques visant à simplifier la

démarche d’identification tant au niveau de l’implémentation numérique qu’au niveau de la mise en

œuvre expérimentale. Le premier outil, basé sur la méthode des champs virtuels, conduit à une simple

inversion d’un système de petite taille. Cette démarche diminue le coût d’une identification de ma-

nière significative. Cette méthode est comparée à l’approche du recalage de modèles éléments finis

dans le cadre de l’élasticité linéaire. Le second outil est une approche purement géométrique du reca-

lage de modèles. L’objectif de cette nouvelle approche est de s’affranchir de la pose d’un mouchetis

aléatoire et de simplifier les traitements d’images associés à la corrélation d’images numériques. Nous

montrons que cette méthode est adaptée au contexte de la dynamique en grandes transformations. Les

deux outils sont évalués en robustesse et en précision lorsque des incertitudes viennent perturber la

mesure.

Mots-clés : Identification, Dynamique, Éléments finis, Traitement d’images, Approche géométrique

de recalage de modèles, Méthode des champs virtuels, Robustesse et précision, Coûts numériques,

Études comparatives.

Abstract : The material parameters identification procedure usually takes benefit of measured kine-

matic field obtained by non intrusive techniques. In dynamics, such a procedure can be challenging

because of the important flow of information to take into account. By the way, the reliability of those

measured information is likely to define the quality of the parameters identified. In this work, we de-

velop two new numerical tools in order to simplify the identification procedure in term of numerical

and experimental implementation. The first tool, based on the virtual fields method, leads to a small

system inversion. This method allows one to significantly decrease the cost of one identification. This

method is compared to the finite element model updating method in linear elasticity. The second tool

is a geometrical approach of the finite element model updating method. This new method aim at

overcoming the deposit of a random speckle and of simplifying image processing associated with the

digital image correlation technique. Results demonstrate that the method is adapted to the framework

of dynamics in large transformations. Both numerical tools are assessed in term of robustness and

accuracy when different kind of uncertainties are considered.

Key-words : Identification, Dynamics, Finite elements, Image processing, Geometrical approach for

model updating, Virtual fields method, Robustness and accuracy, Numerical costs, Comparative stu-

dies.
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