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Résumé

Cette thése étudie la problématique de changement de registres dans 1’enseignement des
mathématiques. Plus spécifiquement, nous avons choisi d’étudier les registres du continu et
du discret avec des interactions des domaines de 1’arithmétique et de la géométrie.

Cette thése montre, en particulier, que les situations adidactiques / didactiques
« classiques » ne permettent pas de mettre en ceuvre de telles interactions.

Nous avons montré, de plus, qu’il y a une forte prégnance du continu dans les conceptions
des étudiants et méme une résistance a considérer le discret. Nos expérimentations ont été
réalisées aupres d’étudiants de Licence mathématiques et de formateurs.

Notre premiere ingénierie aborde 1’étude des points entiers d’une droite du plan. Elle a mis
en évidence ’obstacle a reconnaitre une caractérisation géométrique des solutions de
I’équation de Bézout (existence et exhaustivité).

Cela montre, que pour franchir cet obstacle de changement de registres, il est nécessaire de
proposer un type de situation plus « ouverte » et concernant un probléme mathématique
épistémologiquement consistant.

Dans cette thése, nous avons étudié la possibilité¢ de faire la dévolution d’un changement
de registre arithmétique/géométrie dans le cadre de « Situation Recherche pour la Classe ».
C’est un des objectifs de notre seconde ingénierie portant sur 1’aire de polygones a sommet
entier (en référence au théoréme de Pick).

Deux pré-expérimentations ont permis de cerner les conditions de prise en compte du
registre discret pour une question relevant de la géométrie.

Nous avons construit une derniére expérimentation en tenant compte de ces conditions.

L’analyse didactique de la situation sur Pick nous permet d’affirmer que, d’une part, le
modele SiRC est adapté a 1’ingénierie de situations de changement de registres. D’autre
part elle montre aussi que ’arithmétique et la géométrie sont des domaines mathématiques
pertinents pour les interactions de registre et le travail sur la preuve et le raisonnement.

Parmi les conditions pour une bonne dévolution des changements de registre, la nature de
la question joue un role essentiel. Nous avons choisi dans I’ingénierie sur le probléme de
Pick de demander de chercher une « méthode » ou une « formule » sans préciser les
variables et les registres concernés.

Notre expérimentation a montré que ce type de question a permis le développement de
nombreuses stratégies identifiées dans 1’analyse mathématique du probléme.

Mots clés : didactique, arithmétique, géométrie discreéte, changement de registre
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INTRODUCTION

Pendant notre période d’activit¢ d’enseignement au lycée, nous avons observé que
I’arithmétique a un traitement particulier. D’une part, elle occupe peu de place dans les
programmes. D’autre part, elle apparait « isolée » dans les enseignements, sans lien avec
d’autres domaines mathématiques. Ces constats nous ont motivé a effectué une premicre
¢tude sur I’enseignement de I’arithmétique au Lycée (Mali) dans le cadre d’un mémoire de
master de didactique des mathématiques en 2013. Ce travail nous a permis de découvrir
que certains enseignants ont des conceptions tres restreintes sur des notions arithmétiques.
De plus, les situations d’enseignement sont centrées sur des techniques pour résoudre des
familles de problémes bien spécifiques : déterminer le PGCD (ou le PPCM) d’entiers
donnés, décomposer un nombre entier en produit de facteurs premiers, résoudre des
équations enticres, etc. En tant que formateur depuis quelques années, il nous est paru
important de poursuivre les recherches sur I’enseignement de [’arithmétique afin de
trouver des ¢léments didactiques et mathématiques qui pourraient avoir des apports pour
enrichir la formation et/ou les ressources pédagogiques.

Ainsi, nous avons choisi d’étudier les registres de continu et du discret avec des
interactions des domaines de I’arithmétique et de la géométrie.

Au dela du professionnel, ce choix est motivé aussi par la richesse des notions et leurs
applications étudiées dans chacun de ces deux champs mathématiques. Rappelons que
I’arithmétique est le champ mathématique consacré a I’étude des nombres, leurs propriétés
et usages. Dans certains ouvrages, elle ne se distingue pas de la théorie des nombres. Les
nombres sont utilisés dans la vie quotidienne, ainsi que dans toutes les autres disciplines
scientifiques a chaque fois qu’il s’agit par exemple de compter, désigner, dénombrer ou
mesurer. Quant a la géométrie discrete, elle étudie les objets géométriques dans des
espaces discrets (par exemple les grilles réguliéres a deux ou trois dimensions). Elle
contribue particuliérement a 1’essor du traitement d’image, a 1’analyse et a la
reconnaissance de formes en informatique.

Dans les recherches en didactiques des mathématiques, ’arithmétique et la géométrie
discréte ne sont pas abordées suivants la problématique de liens entre les deux domaines
(cf. § IT Des travaux didactiques existants). En abordant conjointement les deux, nous
visons a regarder d’une part I’apport de la géométrie, pour I’enseignement de notions
arithmétiques, d’autre part, amorcer une introduction de la géométrie discréte dans la
formation.

Nous avons choisi, comme entrée dans cette recherche, deux théorémes qui nous
paraissent « emblématiques ». Le qualificatif « emblématique », renvoie au fait que ces
théorémes jouent une fonction centrale du point de vue épistémologique dans ces deux
domaines mathématiques (cf. § I. Epistémologie). Les formulations simples des énoncés et
des preuves accessibles des le niveau Colleége, nous ont aussi motivé a les privilégier.
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Le premier est le théoréeme dit de Bézout. En arithmétique, il est présent, par exemple a
chaque fois que I’on doit résoudre des questions de résolutions d’équations entiéres. Le
second est le théoréme de Pick du mathématicien autrichien Georg Alexander Pick. Il est
moins connu que celui de Bézout, du moins dans 1’enseignement. Il établit une formule qui
permet de calculer I’aire d’un polygone sur une grille en effectuant uniquement des
additions de points de la grille.

Les principales questions étudiées dans cette thése sont :

* Quels conditions et types de situations pour établir le lien, dans 1’enseignement,
entre arithmétique et géométrie ?

* Quelles connaissances mathématiques (notionnelles et transversales) peuvent-elles
se construire avec ces situations ?

Dans la premiére partie de cette thése, nous apportons des éléments de réponses aux
questions suivantes :

* Quand ces théorémes sont-ils apparus dans le savoir savant ? Dans quel contexte ?
A quoi servent-ils en mathématique ?

* Ou retrouve-t-on ces théorémes dans ’enseignement ? Quelles place et fonction
occupent-ils ? Comment sont-ils abordés ?

Ce premier travail nous permettra de circonscrire ces objets dans le savoir savant et dans
I’enseignement.

Puis nous consacrons un chapitre aux travaux didactiques existant sur 1’arithmétique et la
géométrie (discréte). Cela vise a bien situer notre recherche par rapport a 1’existant.

La deuxieme partie de cette thése, est consacrée a la construction et a la mise en ceuvre de
deux situations. Dans la premicre nous montrons la résistance des étudiants a considérer le
discret versus le continu. La seconde est basée sur une mise en Situation de Recherche
pour la Classe (SiRC). Ce mod¢le didactique a été développé dans mon équipe d’accueil
« maths a modeler » et permet de transposer notamment des savoirs liés a la preuve et au
raisonnement. Cette seconde ingénierie donne des ¢léments de réponse aux questions de
recherche en identifiant des conditions nécessaires sur le type de situation permettant des
interactions entre arithmétique et géométrie.

Les expérimentations sont effectuées avec des étudiants de Licence mathématiques et des
¢leves-professeurs.
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Partie I
ETUDE DU SAVOIR SAVANT




I - EPISTEMOLOGIE

Ce travail nous parait indispensable en début de cette thése, afin de mieux circonscrire nos
objets d’étude. Dans le domaine de I’arithmétique, les théorémes de référence de notre
recherche concernent : la divisibilité, le PGCD et le théoréme de Bézout. Concernant la
géométrie discrete, nous privilégions le théoreme de Pick (1899). Il fait un pont entre une
notion du continu, l'aire de polygone, et les points du plan discret. Il nous parait donc
intéressant pour travailler les interactions entre continu et discret avec une forte relation
avec l'arithmétique.

I.1 - EN ARITHMETIQUE

Afin de comprendre et de démontrer le théoréme de Bézout qui est 1’objet principal de
cette partie, nous avons besoin de quelques définitions et propriétés concernant les
nombres entiers. Nous travaillons donc exclusivement sur I’ensemble Z, en privilégiant
par moment I’ensemble des entiers positifs N.

1.1 - Divisibilité et PGCD des nombres entiers

Définition 1. Soit a et b, deux nombres entiers ; on dit que b est un multiple de a, ou que b
est divisible par a s’il existe un entier k tel que b=/ka . On note a | b (a divise b). On dit
aussi que a est un diviseur de b.

D’un point de vue «ensembliste», I’ensemble des multiples de a est noté
al = {an,n € Z}. Autrement dit, I’ensemble des multiples d’un entier a sont:
..=3a,—-2a,—a,0,a,2a,3a,...

La relation « | » est une relation d’ordre (réflexive, transitive et antisymétrique) dans N ;
elle est réflexive et transitive dans Z. Dire que a|b signifie que bZ < aZ.

La notion de divisibilité a un lien évident avec la division. En effet, pour qu’un entier b

soit divisible par un entier a non nul, il faut et il suffit que le quotient — (qui est un
a
nombre rationnel) soit un entier.

. b . ) .
Si — est un entier &, on a, b= ka , de sorte que b est un multiple de a. Inversement, si b est
a

: . . b
multiple de a, on peut écrire b=ka , ou k € Z, comme a#0, ona, —=k .
a
Cette propriété fournit un premier moyen simple pour tester la divisibilité d’un entier par
un autre en particulier a 1’aide d’une calculatrice. Mais en générale, on utilise plutot la
division avec reste, dite division euclidienne.

Division euclidienne. Soit a et b € Z avec b>0 , il existe un et un seul couple d’entiers
(q,7) tel que : a=bg+r et 0<r<b.q et r sont appelés respectivement quotient et
reste de la division euclidienne de a par b.
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Définition 2. Soit ¢ et b deux entiers non nuls et D(a, b) ’ensemble des diviseurs
communs a a et b. D(a, b) admet un plus grand élément, il est appelé le plus grand
commun diviseur de a et b. On le note PGCD(a, b).

Quelques propriétés

(P1). Sia=bg+r ,alors PGCD(a,b)=PGCD(b,r).
Preuve. Si un entier divise a et b, alors il divise » car ¥ = a—bg . De méme si un entier
divise b et r, alors il divise a car a=bg+r .

Ainsi, D(a,b)=D(b,r), et en particulier PGCD(a,b)=PGCD(b,r)

(P2). Le PGCD est associatif et commutatif. Autrement, si a, b, ¢ sont des entiers non nuls,
PGCD(a,b,c)=PGCD(a,PGCD(b,c)).

Pour calculer le PGCD de deux entiers, on peut utiliser 1’algorithme d’Euclide dont le
fondement est la propriété (P1) ci-dessus citée.

Algorithme d’Euclide

Soit a>b , effectuons la division euclidienne de a par b :

a=bg+r ou r<b.

Si r=0 ona PGCD(a,b)=b etle calcul est terminé.

Sir#0, on a d’apres la propriété (i) : PGCD (a,b)=PGCD (b, r).
Effectuons alors la division euclidienne de b par r :

b=rq,+r,ou r,<r.

Si r,=0,ona: PGCD(b,r)=r

et d’aprés la propriété (i) : PGCD (a,b)=PGCD (b, r)=r.

Le calcul est terminé.

Si r,#0,0ona: PGCD(a,b)=PGCD(b,r)=PGCD(r,r,).
Effectuons alors la division euclidienne de r par »_1, et ainsi de suite.
Siala (n+1)“" division aucun reste n’est nul, on a:

PGCD (a,b)=PGCD (b, r)=PGCD(r,r,)=---=PGCD(r(,_,,r,)

avec b>r>r,..>r,_>r,.

16



L’ensemble des restes forme une suite d’entiers naturels strictement décroissante, donc de
nombres tous distincts. C’est une partie de N. Il existe par suite un entier n tel que la
division de r(,_, par r, donne unreste nul: r(,,,=0 (principe de la descente infinie de

n+1
Fermat'). En effet, si aucun reste n’était nul, les divisions pourraient se poursuivre
indéfiniment et ’ensemble des restes ne serait pas fini, ce qui est contradictoire avec le
principe de la descente infinie. Donc il existe n €N tel que r,,;=0 et

PGCD(a,b)=PGCD(r(,_,.r,)=r,. En d’autres termes le PGCD est le dernier reste
non nul de la division successive.

Exemple : soita=476 et b=364

1¢ére division : 476=364 x1+112 ;

2éme division : 364=112 x3+28 ;

3éme division : 112=28 x4+0.
On trouve un reste nul. Le calcul est donc terminé. Le dernier reste non nul est 28. On a
donc : PGCD (476,364)=28 .

L’algorithme d’Euclide peut étre réalisé sur un tableur ou programmé dans une
calculatrice pour effectuer le calcul du PGCD. Précisons qu’ils existent autres techniques
de calcul du PGCD.

L’algorithme d’Euclide peut servir aussi a trouver des solutions particulieres (si elles
existent) dans les résolutions d’équations a coefficients entiers.

Quant au PGCD, il est utilisé pour :

— Déterminer les diviseurs communs a deux entiers.
Exemple : les diviseurs communs a 13720 et 19432 sont les diviseurs de
PGCD (13720,19432)=56 (car I’ensemble des diviseurs communs a a et b
deux entiers non nuls, est I’ensemble des diviseurs de PGCD (a, b)).

— Pour simplifier des fractions et les rendre irréductibles.
50960
43472°
d’Euclide on trouve PGCD (50960,43472)=208, on peut donc écrire
50960 _ 208 x 245 _ 245
43472 208 x209 209’

Exemple. Soit a simplifier la fraction en utilisant 1’algorithme

cette derniére fraction est irréductible.

T , . . . 2 2
— Pour simplifier la résolution de certaines équations dans Z~ ou dans N”.
— Pour résoudre des problémes « concrets ».

1.2 - Notion de commune mesure

C’est une notion introduite par les grecs dans 1’antiquité. On ne disposait a I’époque que
des entiers naturels pour compter, mesurer. On retrouve par exemple, dans les « éléments
d’Euclide » (Euclide, trad. Itard J., 1961 ) les définitions suivantes :

1 Le principe de la descente infinie « de Fermat » est donné sous 1’une des deux formes suivantes :
- Tout ensemble non vide de N admet un plus petit élément.
- Il n’existe pas de suite infinie strictement décroissante dans N
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Définition 1. L 'unité est ce suivant quoi chacune des choses est dite une.
Définition 2 : Le nombre est une multitude composée d’unité.

Ainsi, mesurer une longueur c’est compter combien d’unités permettent de reconstituer
cette longueur. Pour définir le rapport de deux longueurs x, y, comme rapport de deux
entiers, on peut utiliser deux techniques décrite ici dans (Berre. M, 2002) :

— Premiere Technique. Reporter parallélement chacune des deux longueurs jusqu’a
obtenir deux segments de méme longueur.

Exemple.

.}J

Figure 1. lllustration de recherche de rapport de longueurs

Ona 3x=4y.On dit que les longueurs x et y sont dans le rapport 4 et 3.

— Deuxieme technique. Trouver une unité de longueur qui puisse étre reportée un nombre
entier de fois dans chaque longueur x et y. S’il existe une telle unité u, on dira que u est une
commune mesure pour x et y.

Exemple.

H

x=3u

yv=4u

Figure 2. Exemple de rapport de longueur avec une commune mesure

Le principe pour déterminer une commune mesure de deux longueurs x, y est basé sur la
propriété suivante :

S’il existe une commune mesure % pour les longueurs x et y (x>y), alors u

est aussi une commune mesure pour y et x—y et réciproquement.
Ce principe permet de construire un algorithme de détermination de la plus grande
commune mesure de deux longueurs. On reconnait bien ici 1’algorithme d’Euclide. Voici
des ¢éléments qui permettent de comprendre comment cela fonctionne géométriquement.
Considérons que les deux longueurs initiales x et y sont représentées par des segments
perpendiculaires. On obtient par conséquent un rectangle de dimensions x et y.
Supposons que x<y . Si on construit alors, a une extrémité du rectangle, un carré de coté
x, il reste un rectangle dont les c6tés sont x et y—x .
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Figure 3. lllustration de la premieére étape du processus

Si y est un multiple de x, le rectangle de dimensions x, y peut étre pavé par des carrés de
coté x. La longueur x est alors la plus grande commune mesure de x et y.

Sinon on recommence le processus sur le rectangle de dimension x et y—x. Si le
rectangle résiduel est un carré, on arréte (ce carré est le plus grand qui pave tous les
rectangles successivement construits). Sinon on recommence.

Figure 4. lllustration d’une autre étape du processus

Le processus fini par s’arréter nécessairement sur un carré si les deux longueurs ont une
commune mesure. Si au contraire, on obtient une suite de rectangles (jamais carrés) qui
s’emboitent indéfiniment, alors les deux longueurs sont incommensurables. Cela peut
fournir alors une preuve de I’irrationalité de certain nombre.

L’interprétation géométrique de I’algorithme d’Euclide permet donc a la fois de visualiser
la recherche du PGCD et de fournir une nouvelle preuve d’irrationalité.

1.3 - Théoréme de Bézout

C’est I’'un des principaux résultats sur les propriétés de nombres dits premiers entre eux.
Définition 1. On dit que deux entiers a et b sont premiers entre eux si leurs
seuls diviseurs communs sont 1 et -1.

A noter que les « nombres premiers entre eux » ne doivent pas étre confondus avec les

«nombres premiers ». Afin d’éviter d’éventuelles confusions, certains auteurs utilisent
I’expression « nombres étrangers » pour désigner des nombres premiers entre eux.
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Selon (Guino. M, 2005), I’appellation « théoréme de Bézout » pour ce théoréme, ne serait
pas historiquement justifiée. Le mathématicien francais Etienne Bézout (1730-1783), a
acquit sa célébrité en publiant des cours de mathématiques. Mais n’a pas inventé ce
théoréme qui figurait déja dans « les Problémes plaisants et délectables qui se font par les
nombres de Brachet » de Mésiriac (1581-1638). Cité par J. Dixmier dans son ouvrage
(Cours de mathématiques, 1976), Bézout est surtout I’auteur de 1’extension du résultat aux

Enoncé du théoréme. Pour que deux entiers a et b soient premiers entre eux,
il faut et il suffit qu’il existe deux entiers u et v tels que au+bv=1.

C’est ce théoréme qui est généralement appelé théoréeme de Bézout. Dans
certain ouvrage, on ’appelle « identité de Bézout ».

polyndmes d’une variable.

Dans les résolutions de problémes mathématiques, le théoréme de Bézout peut servir :

Preuve du théoreme de Bézout. La condition est suffisante car si au+bv=1
alors, tout diviseur commun d a a et b est un diviseur commun de au+bv ,
donc d est égal a 1 ou -1.

Supposons inversement que a et b soient premiers entre eux et appelons E
I’ensemble des entiers de la forme ax+by ou x et y sont des entiers
quelconques. L’ensemble E contient a et b ainsi que —a et —b . Comme
I’un des nombres a ou b n’est pas nul (sinon a et b ne seraient pas premiers
entre eux), E contient au moins un entier >0 . Appelons m le plus petit
entier de ce genre. Il s’écrit donc au+bv . Pour démontrer le théoréme, il
suffit de prouver que m =1 ou ce qui revient au méme que m divise a la fois
aeth.

Pour cela, effectuons la division euclidienne de a par m : a=mq+r , avec g
et r des entiers et 0 <r<m .

Comme r=a—mqg=a—(au+bv)g=a(l—uq)+b(—vq), on voit que r
appartient a E. Dans ces conditions il est impossible que r soit strictement
positif car cela contredirait la définition de m (il est le plus petit élément > 0
de E). On a donc a =mgq , ce qui prouve que m divise a.

On démontre de la méme maniére que m divise b. En conclusion, on a donc
m=1. 0O

— a démontrer que deux nombres sont premiers entre eux.

— a démontrer que des équations a coefficients entiers ont des (ou n’ont pas de) solutions

Exemple : démontrer que pour tout entier n, les entiers a =n+1etb=5n+6
sont premiers entre eux.

Ona:(=5)x(n+1)+1x(5n+6)=1; ainsi, —5Sa+b=1 ce qui prouve que
a et b sont premiers entre eux.

entieres.
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Exemple: 9x—14 y=1 (El)et 9x—15y=10 (E2).
Dans 1’équation(E1), 9 et -14 sont premiers entre eux donc d’apres le

théoreme de Bézout, il existe des entiers u et v tel que : Yu—14v=1
( u=—3etv=—2 par exemple).
Pour E2, s’il admettait des solutions entiéres, alors, comme 3 divise 9 et 15,

3 devrait diviser 10, ce qui est faux. Donc E2 n’admet pas de solutions
entieres.

Le théoréme de Bézout se généralise avec la propriété suivante :
Soit a et b deux entiers non nuls. Un entier d est un multiple du PGCD (a , b) ,
si et seulement si il existe deux entiers u et v tels que au+bv=d .

Il permet aussi d’établir le théoreme de Gauss.

Enoncé du théoréeme de Gauss. Si un entier a divise un produit bc de deux
entiers b et ¢, si a est premier avec b, alors a divise c.

Preuve. Si on suppose que albc et que a soit premier avec b. Alors d’aprés
le théoréme de Bézout, il existe deux entiers u et v tels que au+bv=1. On
obtient donc en multipliant par ¢, auc+bvc=c . Comme a divise bc d’apres
notre hypothese et il divise aussi auc (par définition de la division), a divise
auc+bvc=c , ¢’est-a-dire il divise ¢. O

Le théoréme de Bézout généralisé et le théoréme de Gauss permettent de résoudre les
équations d’inconnues entiéres x et y se ramenant a la forme ax+by=d (encore appelées
¢quations diophantiennes). Ces résultats permettent de faire un lien entre 1’arithmétique et
la géométrie a chaque fois qu’on parlera de probléme autour de points entiers d’une droite.

1.2 - EN GEOMETRIE DISCRETE

2.1 - Droite discréte

La géométrie discrete a fait son apparition dans les années 70 (Rosenfeld A, 1974). Elle a
pour objet de définir un cadre théorique pour transposer dans Z" les bases de la
géométrie euclidienne. Les objets de ce domaine mathématique sont donc des ensembles
de points et des relations entre ces points : on peut représenter par exemple une droite, un
cercle, un polygone « discret » sur une grille régulicre. Il faut préciser ici que les notions
discretes définies doivent étre « le plus proche » des objets continues connues. Cela crée
alors une complexité dans le choix des ¢éléments de base pour définir les objets de la
géométrie discrete.
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Ils existent plusieurs approches de 1’objet « droite discrete » (Ouvrier-Buffet, 2003). On
peut citer : 1’analyse discrete différentielle avec I’approche algorithmique de Bresenham
(Bresenham JE., 1965), les algorithmes basés sur des analyses combinatoires, les
algorithmes basés sur des analyses linguistiques, les petits harpons de Greene-Yoa, la
discrétisation de Freeman et Pham (Freeman, 1970), la discrétisation de Rosenfeld
(Rosenfeld A., 1974) et I’approche arithmétique de Reveilles (Reveillés JP., 1991). Nous
ne présentons pas ici 1’histoire des définitions de la droites discrétes. Mais pour fixer un
peu les idées sur le concept, on peut retenir la définition arithmétique de Reveillés (1991) :

Une droite discréte de paramétres (a,b,u) et d’épaisseur arithmétique o est définie
comme I’ensemble des points (x, y) vérifiant la double inégalité : u <ax —by<u+w .

* a,b,podans Z

* q et b premiers en eux, % pente de la droite

* Elleestnotée D(a,b,u,w)

L’¢tude de I’objet « droite discréte » est donc fondamentalement liée a des propriétés
arithmétiques.

2.2 - Théoréme de Pick

Les problémes de répartition des parcelles de cultures ont rendu nécessaire 1I’établissement
de formule de calcul d’aire. On a donc appris, il y a de longue date a effectuer le calcul
d’aire de figures géométriques, en utilisant des longueurs de cotés de celles-ci.

Ce point de vue sur I’aire privilégie 1I’approche analytique qui propose de déterminer I’aire
de certain domaine a I’aide du calcul intégral. Le calcul d’aire peut alors étre présenté
comme un probléme d’analyse dimensionnelle sur les longueurs. Autrement dit, calculer
une aire, revient a multiplier des mesures de longueurs. On travaille et raisonne alors
essentiellement dans le continu sur de tel probléme.

Le principe de conservation de I’aire quant a lui privilégie des approches géométriques
telles que celle que 1’on retrouve dans les énoncés d’identités remarquables sous formes de
« preuves sans mot ». De facon plus efficiente, ce principe permet d’adopter des méthodes
de « couper/coller » pour démontrer par exemple des invariances sur 1’aire de figures
géométriques données. La formule de I’aire d’un triangle basé sur la hauteur peut étre
démontrée ainsi en ramenant tout triangle d’aire donné en un triangle rectangle de méme
aire. De manicre plus générale, le théoreme de Bolyai (Gerwien P, 1833) affirme que 1’on
peut découper tout polygone d’aire donnée en un nombre fini de « petits » polygones
permettant de former tout autre polygone de méme aire.

Ce point de vue sur I’aire comme invariant d’une figure géométrique a donné lieu aussi au
développement d’opérations permettant de préserver 1’aire. On peut mentionner la notion
algébrique de transvection qui peut étre vue comme une généralisation en de plus grandes
dimensions de la notion de hauteur pour le triangle. Cette notion est centrale dans le
développement de notions d’algebre linéaire notamment des théorémes de décomposition
de matrices inversibles.
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Geog Alexander Pick (1859-1942), un mathématicien autrichien, a proposé une maniere
assez inattendu (a premier abord) pour déterminer I’aire sans passer par les longueurs. Sa
méthode rameéne le calcul d’aire d’un polygone a une opération de dénombrement de
points.

Théoréme de Pick (1899).

Soit un polygone entier P dont i est le nombre de points de ZxZ a I’intérieur

du polygone et b le nombre de points de ZxZ sur le bord du polygone. Alors,

I’aire 4(P) du polygone est : A(P):i+§—1 .

La formule ne s’applique donc qu’a un cas particulier de polygones : les polygones
entiers. Ils s’agit des polygones dont tous les sommets sont entiers (points a cordonnées
entieres). Par exemple, sur la Figure 3, les polygones P,, P, sont entiers alors que P,

n’en est pas un. Les polygones entiers sont aussi dénommés polygones simples.
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Figufe 3. Exemple de polygones.

D’apres la formule de Pick :

Nombre de points Nombre de poins sur | ,. _.. b
Aire (P )=i+=-—1
Polygone intérieur : i les bords : b fre (P)= 2
P, 10 7 A(P,)=12,5
P, 2 6 A(P;)=4

De sa publication en 1899, la formule de Pick est restée inconnue pendant prés d’un demi-
siecle (Pick G., 1899). Selon la littérature, c’est Hugo Steinhaus (mathématicien polonais,
1887-1972) qui I’a fait connaitre a travers son livre « les mathématiques en instantanés »
publié en 1964 (Steinhaus H., 1964).
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Dans (Grunbaum et al., 1993), on trouve une liste de différentes preuves de ce théoréme.
La plupart de celles-ci utilisent le principe de « couper/coller » et se ramenent a la preuve
de la formule sur les triangles. Dans le chapitre VII de cette thése, on trouvera une preuve
de ce type qui est accessible des le collége. La notion de triangulation de polygone apparait
fréquemment dans de telles preuves (voir par exemple, Gaskel et al., 1976). L’existence
d’algorithmes efficaces de triangulations d’un polygone est une problématique classique de
géométrie discréte. On propose, dans le chapitre VII, une preuve par récurrence de
I’existence d’une triangulation qui peut étre interprétée en un algorithme polynomial.

On peut mentionner I’approche originale proposée par (Blatter C., 1997). Elle est basée sur
le principe de thermodynamique de diffusion de la chaleur. Au temps 0, on associe a
chaque point de la grille ( Z*) une quantité de chaleur fixe. Celle-ci se diffuse dans le
temps selon un disque de rayon croissant, jusqu’a obtenir une répartition uniforme de la
chaleur ou tout point du plan (réel) ait une unité¢ de chaleur. Une fois diffusée ainsi, la
quantité¢ de chaleur répartie sur un polygone correspond a son aire. Par un argument de
symétrie autour de chaque c6té du polygone, on observe que la quantité de chaleur sortant
du polygone est égale a celle provenant de I’extérieur. Par ailleurs, la quantité de chaleur
entrant dans le polygone, issue d’un sommet du bord correspond a la moitié¢ de celle du
sommet moins une proportion correspondant a I’angle des deux cotés incidents au sommet.
Comme la somme des angles des sommets du bord d’un polygone correspond a un tour
complet (2m), on en déduit la formule de Pick.

Lorsque I’on dispose d’une formule « simple » comme celle énoncée par le théoréme de
Pick, on peut s’interroger sur son efficacit¢ d’un point de vue algorithmique. Par exemple,
comment calculer les points intérieurs ? Un algorithme de balayage par ligne donne un
résultat satisfaisant qui n’est pas plus difficile (d’un point de vue algorithmique) que le
calcul de l’aire. Il est cependant intéressant de noter que la problématique algorithmique du
calcul des points entiers d’un polygone (non nécessairement entier) reste d’actualité (voir
par exemple de De Loera et al., 2004).

Depuis, différents auteurs ont cherché a généraliser la formule de Pick. Les preuves par
« couper/coller » peuvent naturellement s’étendre pour de plus grandes dimensions ou a
des surfaces non planes.

Les tétra¢dres de Reeve (Reeve JE, 1957 ; 1959) montrent que I’on ne peut pas obtenir
d’analogue a la formule de Pick en dimension 3 en utilisant uniquement les points du
réseau. Cependant, Reeve propose une formule similaire mais en incorporant Ia
caractéristique d’Euler du bord du polygone. Cette preuve a été étendue par Macdonald
(Macdonald 1.G., 1963) pour toutes dimensions en utilisant le polyndme d’Ehrhart qui
permet de calculer notamment le nombre de points entiers a I’intérieur d’un polyédre
(Ehrhart E., 1967). Depuis, plusieurs auteurs ont adapté ces techniques pour d’autres
formules de calcul de volume de polyédre. Par exemple, Kolodziejczyk présente des
généralisations de la formule d’Hadwiger-Wills dans (Kolodziejczyk K. et al., 2000).

Dans (Dubeau et al., 2007), les auteurs décrivent des formules d’aire de polygones inscrits
dans des réseaux sur des surfaces, la caractéristique d’Euler de la surface entre alors aussi
en ligne de compte.

Au dela de la détermination de Iaire, la formule de Pick permet également de calculer ’un
des entiers i ou b en connaissant 1’autre et 1’aire.
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Friedelmeyer J.P. et al. (dans Bulletin Vert n°516 de ’APMEP?), indiquent que la
formule est exploitée par des forestiers au Canada pour estimer le nombre d’arbres plantés
de facon réguliére dans un domaine. Pour faire ce calcul, il leur suffit de retrouver 1’aire
du domaine dans le cadastre et de compter les arbres sur le pourtour du domaine. La
formule de Pick leur donne alors le nombre d’arbres situés dans le domaine.

Dans (Grunbaum B. et al. 1993), les auteurs introduisent leur article en mentionnant une
anecdote attribué¢e a DeTemple dans (DeTemple D. 1983) :

Some years ago, the Northwest Mathematies Conference was held in Eugene,
Oregon. To add a bit of local flavor, a forester was included on the program,
and those who attended this session were introduced to a variety of nice
examples which illustrated the important role that mathematics plays in the
forest industry. One of his problems was concerned with the calculation of the
area inside a polygonal region drawn to scale from field data obtained for a
stand of timber by a timber cruiser. The standard method is to overlay a scale
drawing with a transparency on which a square dot partern is printed. Except
for a factor dependent on the relative sizes of the drawing and the square grid,
the area inside the polygon is computed by counting ali of the dots fully inside
the polygon, and theil adding half of the number of dots which fall on the
bounding edges of the polygon. Although the speaker was not aware that he
was esscntially using Pick's formula, I was delighted to see that one of my

favorite mathematical resulls was not only beautiful, but even useful. (From
DeTemple (1989).)

2 Association des Professeurs de Mathématiques de 1’Enseignement Public — De la maternelle a
I’université (en France)
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II - TRAVAUX DIDACTIQUES EXISTANTS SUR
L’ARITHMETIQUE ET LA GEOMETRIE DISCRETE

Dans ce chapitre, nous présentons des travaux didactiques sur D’arithmétique et la
géométrie discréte. L’objectif de ce travail est de situer notre recherche par rapport a
I’existant. Nous allons nous centrer sur les travaux qui problématisent 1’enseignement de
concepts en arithmétique et de la géométrique discrete.

I1.1 - TRAVAUX SUR L’ARITHMETIQUE

Nous n’avons pas identifi¢ beaucoup de travaux didactiques sur I’arithmétique. Le fait que
les programmes d’enseignement de beaucoup de pays, accordent peu de place a
I’arithmétique, pourrait étre la raison.

1.1 - Ravel (thése, 2003)

La these de Ravel porte sur la réintroduction en 2002 de I’arithmétique au niveau des
classes de Terminale S en France aprés 20 années d’absence. Elle a effectu¢ une analyse
institutionnelle de 1’enseignement de I’arithmétique et une analyse de pratiques de classes.
Ses recherches se sont centrées sur les programmes d’arithmétique de Terminale
Scientifique de 1886 a 2002 et les manuels de la période (1998-2002). Les documents ont
¢té analysés du point de vue de I’écologie des savoirs et des praxéologies. Elle a aussi
¢laboré et analysé un questionnaire (& 1’adresse des enseignants), dont les questions
peuvent se regrouper comme suit :

— des questions autour de la démonstration de quelques propriétés dans le
programmes de Terminale S : I’existence de I'unicité de la division euclidienne ; le
théoreme de Bézout, I’existence de la décomposition d’un entier naturel (supérieur
ou égal a 2) en produit de facteurs premiers ;

— des questions autour du PGCD : méthodes de calcul, coup et efficacité des
méthodes ;

— des questions autour de 1’'usage de la calculatrice en arithmétique : programmation
d’algorithmes sur calculatrice.

Pour finir, elle a effectué des observations dans deux classes de Terminale Scientifique -
spécialit¢ mathématiques. Cette étape lui a permis d’identifier les choix d’organisations
mathématiques et didactiques de ces enseignants et leur conformité avec les savoirs
arithmétiques a enseigner.

Parmi les résultats de Ravel, nous nous intéressons en particulier a son analyse des
programmes. Elle a identifi¢ une évolution des fonctions occupées par I’arithmétique au fil
des changements de programmes. Parmi ces fonctions de 1’arithmétique, on distingue :

— La fonction structurelle : étude de structures algébriques de nombres en
arithmétique ;

— La fonction diversité des modes de raisonnement : les résolutions de problémes
arithmétiques permettant de travailler les différents types de raisonnement ;
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— La fonction mise en avant de I’aspect algorithmique : les algorithmes que 1’on peut
travailler en arithmétique.

Cette typologie des fonctions de I’arithmétique nous parait utile pour I’étude de
programmes et de manuels dans notre étude,

1.2 - Battie (thése, 2003)

L’¢tude de Battie s’est déroulée comme celle de Ravel (2003), dans le contexte de la
réintroduction de I’arithmétique dans les programmes de Terminale S en France. Elle a
effectué un travail épistémologique et didactique des spécificités et potentialités de
I’arithmétique ¢lémentaire pour 1’apprentissage du raisonnement mathématique.

Elle a distingué deux dimensions du raisonnement arithmétique : une dimension
organisatrice et une dimension opératoire sur lesquelles s’est appuyée son analyse
épistémologique. Pour Battie, «la dimension organisatrice s’identifie au raisonnement
global qui traduit la mise en acte d’une visée et la dimension opératoire définit tout ce qui
reléve des techniques de calcul utilisées au fil de la démonstration qui permettent de mettre
en ceuvre les différentes étapes du ou des raisonnements suivisy. Elle a ensuite montré
comment ces deux dimensions « vivent» et s’articulent dans les démonstrations
arithmétiques.

Dans son analyse didactique, elle a effectué une étude écologique des potentialités a priori
révélées par son analyse épistémologique. Elle a notamment analysé les sujets
d’arithmétique de I’épreuve de Spécialité du baccalauréat (a partir de 1998), des ressources
destinées aux enseignants, des copies d’éléves (produites lors d’une épreuve
d’entrainement au baccalauréat) et une étude de la rationalité d’éleves de Terminale S (une
expérimentation menée dans une classe).

Concernant ses résultats, elle a montré une exploitation certaine mais limitée des
potentialités de I’arithmétique pour le raisonnement du coté institutionnel (enseignement).
Battie souligne en particulier que les ressources destinées aux enseignants font vivre une
grande richesse mais qu’elles supposent une certaine culture arithmétique du lecteur et
laisse a la charge de ce dernier un travail non négligeable de transposition didactique pour
un enseignement effectif. Du coté des éléves, elle a montré, a la fois une créativité
mathématique et des difficultés de raisonnement indéniables de ces derniers.

Dans notre étude, nous examinerons les programmes et manuels par rapport a la place
accordée aux potentialités de I’arithmétique pour D’apprentissage du raisonnement
mathématique.

1.3 - Godot (Grand N n°78, 2006)

Karine a étudié la problématique de la « démarche de recherche en mathématique » a partir
d’une situation construite autour du jeu de la roue aux couleurs. La résolution de ce jeu
repose, entre autre, sur une compréhension de notions de diviseur commun, de
relativement premier et de permutation.

Principe du jeu (résumé) : Si on place les nombres de 0 & n—1 le long d’une roue et que
I’on se déplace de p en p a partir de 0, quand atteindrons-nous 0 ? A-t-on parcouru tous les
nombres ?
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L’expérimentation est effectuée dans des classes primaires (CE2, CM1, CM2) en France.
Elle a identifié dans les productions des ¢éleves, des « €léments constitutifs » de 1’activité
de recherche en mathématique. Elle retrouve notamment : 1’activité de conjecturer, la
confrontation a I’impossibilité, la recherche de preuve, la recherche d’une modé¢lisation, la
recherche de généralisation, I’argumentation.

Son étude montre aussi des conditions pour faire vivre une situation de recherche (voir
Chapitre. V) en classe. Elle trouve qu’il est avant tout, nécessaire d ‘organiser la classe en
groupes. Cela permet de favoriser le débat, I’argumentation, et d’éviter le découragement
chez des éleves.

Par ailleurs, son expérimentation ayant lieu sur plusieurs séances, elle trouve qu’il est
nécessaire que chaque groupe de travail dispose d’une « feuille de recherche » ou cahier
de recherche. Ils pourraient y mettre les résultats de leur recherche qu’ils jugent importants
et sur lesquels ils peuvent s’appuyer lors des séances suivantes.

D’autre part, elle trouve qu’il est important d’organiser des mises en communs afin que les
groupes communiquent leurs résultats, leurs méthodes, leurs conjectures et éventuellement
debatent.

Notre intérét pour cet ¢tude porte sur les conditions de conduite de ses expérimentations et
le fait qu’elle prend en compte des savoirs notionnels de I’arithmétique. Nous nous
appuierons sur certains de ces résultats lors de nos expérimentations.

1.4 - Gardes (Petit x n°83, 2010)

Dans cet article publié¢ dans la revue Petit x en 2010, Gardes rend compte d’une étude
didactique de la résolution d’un « probléme ouvert » en arithmétique. Elle utilise le terme
« probleme ouvert» dans le sens de probléme non résolu par les chercheurs en
mathématiques. Toutefois, le choix de son probléme tient en compte deux critéres : il doit
étre accessible aux éléves, il doit aussi permettre une recherche effective de ces derniers.
Avec ces criteres, les éléves peuvent s’approprier le probléme facilement précise-t-elle.
Elle a alors choisi la conjecture d’Erdds-Strauss (formulée en 1950):

« Pour tout entier au moins égal a n, on peut trouver des entiers naturels (non

. : . 4 1.1 1
nécessairement distincts) x, y, z tels que : —=—+—+—»
n ox y z

L’¢étude est menée dans une classe de Terminale Scientifique.

L’expérimentation a mis en ¢évidence, les potentialités (pour I’enseignement des
mathématiques) de la résolution de « probléme ouvert ». Elle a trouvé que le probléme
choisi permet une mobilisation des connaissances notionnelles et le développement d’une
démarche expérimentale dans le processus de recherche mathématique des éléves. Elle a
notamment identifié la mobilisation des notions de fraction, calcul fractionnel, nombres
premiers, nombres entiers, multiples, diviseurs. La résolution du probléme a aussi permis
aux ¢leves d’approfondir leurs connaissances sur le role du contre-exemple dans une
preuve, le réle d’un exemple généralisateur dans la recherche d’une conjecture.

Il faut dire que I’arithmétique regorge de conjectures, autrement dit, de problémes ouverts
dans le sens de Gardes. Dans notre étude, nous regarderons les bénéfices du « probléme
ouvert » dans un contexte de changement de passage de 1’arithmétique en géométrie et
réciproquement.
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1.5 - Majaj (these, 2011)

Majaj a ¢étudié¢ I’enseignement de 1’arithmétique au Collége et dans la transition
College/Lycée en France. Elle a effectué en premier lieu, une analyse épistémologique des
organisations mathématiques et les choix de définitions dans les savoirs savants. Elle a
ensuite fait une analyse institutionnelle de l'arithmétique dans une perspective écologique
pour dégager les différents systémes de contraintes et de conditions qui pésent sur les
évolutions de ce savoir au cours du processus de transposition didactique interne (choix de
I’enseignant avant la classe). Cette analyse institutionnelle a porté sur les programmes et
manuels du College et de la Seconde de 1902 a 2010. Elle a mené ensuite une étude des
rapports personnels des enseignants et des €éléves aux objets de savoir en jeu en classe de
Seconde (en 2011). Ses travaux montrent une trés grande instabilité des contenus
d'arithmétique dans le curriculum francais au College et a la transition College/Lycée.

Notre intérét pour son étude porte sur les ordres de travail et de présentations des notions
d’arithmétiques qu’elle a mises en évidence dans son étude d’organisation mathématique.
Elle a identifié notamment que les ouvrages universitaires choisissent leur organisation
mathématique en fonction du choix de définition des concepts.

I1.2 - TRAVAUX SUR LA GEOMETRIE DISCRETE

Comme pour I’arithmétique, il n’existe pas beaucoup de travaux didactiques autour des
mathématiques discrétes. Cela peut s’expliquer par le fait que ce n’est pas un domaine
mathématique explicitement présent dans les programmes d’enseignement.

2.1 - Grenier et Payan (RDM n°18-2, 1998)
Dans cette publication, les auteurs proposent une ingénierie sur le probléme suivant :

« Pour quelles valeurs de n peut-on construire des n-polygones réguliers
dont tous les sommets sont sur une grille carrée réguliére ? »

30le

/\

n=3

Figure 1a. Exemple de polygones réguliers Figure 1b. Grille carréee réguliere

La résolution de ce probléme n’est pas facile dans le cadre de géométrie euclidienne sauf
pour des valeurs particuliere de n. Par exemple, pour n=3, c’est impossible. Pour n=4,
on peut trouver plusieurs positions différentes sur la grille. En cherchant a vérifier pour
chaque valeur de n indépendamment, le travail est fastidieux et risque de ne pas aboutir.
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Grenier et Payan, utilisent la notion d’aire discréte d’un polygone (comptée par le nombre
de ses points intérieurs) et des transformations isométriques (symétries ou rotations) pour
résoudre la question pour toutes les valeurs de #>3 en une fois.

Cette ingénierie a été proposée sous forme de Situation Recherche pour la Classe (voir
Chapitre.V). On note que ce probléme reléve de géométrie discréte (points sur la grille et
aire discréte) mais sa résolution ne fait pas intervenir I’arithmétique.

2.2 - Ouvrier-Buffet (thése, 2003)

Dans sa these, Ouvrier-Buffet étudie la problématique de la construction de définition
ainsi que la construction de concept en mathématique. En partant du constat que les
situations de construction de définition sont absentes dans I’enseignement, Ouvrier-Buffet
a développé des outils théoriques qui permettent de construire, réaliser en classe et
analyser des telles situations. Elle étudie et expérimente notamment des situations sur :
« I’arbre », la « droite discrete » et le « déplacement dans le plan discret ».

Pour le cas de la droite discréte par exemple, la résolution de la situation conduit a
reconsidérer et a redéfinir les notions de pentes d’une droite, de points d’intersection dans
le plan discret, en les confrontant a celles de la géométrie euclidienne. Quand a la situation
« déplacement dans le plan discret », les concepts qu’elle permet de questionner sont :
générateur, indépendance, minimalité etc.

Sur la notion de définition d’une « droite discréte », I’arithmétique est présente mais peu
¢tudiée dans ses interactions avec la géométrie discréte. Par contre, I’étude des
« déplacements » dans le plan discret est un exemple de probléme reliant les questions
d’arithmétique et de géométrie discréte. Dans les deux cas, le modele des SiRC (voir
chapitre. V) a permis la mise en ceuvre et I’analyse de telles ingénieries.

Un autre intérét de la thése d’Ouvrier-Buffet par rapport a nos préoccupations est la nature
de la question posée puisqu’il s’agit d’une situation de définition. Notre ingénierie sur le
théoréme de Pick (voir Chapitre.VII) présente ce méme genre de spécificité sur la
question : « trouver une méthode » ou encore « trouver une formule ».

2.3 - Grenier et Tanguay (Petit x n°78, 2008)

Cet article présente un compte rendu de 1’é¢tude didactique d’une situation d’exploration
des solides de Platon (polyedres réguliers et convexes). La situation est basée sur une mise
en relation des activités de définitions, de construction et de preuve.

La question étudiée est : Démontrer le théoreme : il n’y a (pas plus) que 5 polyédres
réguliers dans R’ .

Les conditions nécessaires d’existence de tels polyedres sont exprimées sous forme
d’inéquations a deux inconnus pour les graphes planaires. Montrer que ces conditions sont
suffisantes (existence) nécessite un retour a la géométrie euclidienne.

Les auteurs ont mené des expérimentations aupres des ¢étudiants en Licence de

mathématiques. L’étude a montré I’intérét d’établir des connexions entre les domaines de
la géométrie euclidienne, des graphes planaires et arithmétique.
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I1.3 - CONCLUSION

Notre étude montre que les domaines de ’arithmétique et de la géométrie discréte sont
souvent dissociés dans les travaux (francophones) de recherche en didactique des
mathématiques, seule la situation proposée dans la thése de Ouvrier-Buffet (2003) sur les
« déplacements » exploite ces interactions.

On pourrait penser que ce constat est dii au faible nombre de travaux de didactique en
géométrie discréte qui sont essentiellement issus de chercheurs de la Fédération
de Recherche « Maths a Modeler »*. Nous avons étudié notamment les travaux de Grenier
et Payan (1998). Cet étude porte sur une ingénierie du modele SiRC (voir Chapitre V.)
autour d’un probléme de géométrie discrete (points sur une grille et 1’aire discrete). Mais la
résolution proposée ne fait pas intervenir 1’arithmétique. Nous avons étudié aussi les
travaux de Grenier et Tanguay (2008). IIs effectuent un compte rendu d’une situation
d’exploration des solides de Platon (polyeédres réguliers). Leur étude montre I’intérét
d’¢établir des connexions entre les domaines de la géométrie euclidienne, des graphes
planaires et arithmétique.

Concernant I’arithmétique, les travaux de didactique sont diverses et riches pour
I’enseignement. Toutefois, ils ne problématisent pas des interactions avec d’autres
domaines des mathématiques. Nous avons étudié une liste non exhaustive de ces travaux.
On note par exemple, 1’étude de Ravel (2003) sur la réintroduction de I’arithmétique dans
les programmes en France. Elle identifie des fonctions de 1’arithmétique mises en avant
dans les programmes : fonction structurelle, fonction diversité des modes de raisonnement,
fonction algorithmique. Elle effectue aussi des observations de classe, afin d’identifier les
choix d’organisations mathématiques et didactiques des enseignants et leur conformité
avec les savoirs arithmétiques a enseigner. Majaj (2011) a étudié ’enseignement des
savoirs notionnels arithmétiques au College et dans la transition College/Lycée en France.
Elle analyse le choix de définitions des notions (divisibilité, PGCD, PPCM, nombre
premier, etc) dans les manuels et ouvrages universitaires. Elle effectue ensuite une analyse
des contraintes et conditions sur I’évolution de ses notions lors de la transposition dans
I’enseignement. Battie (2003) étudie les potentialités de I’arithmétique pour I’apprentissage
du raisonnement mathématiques. Elle a analysé les sujets d’arithmétique de 1’épreuve de
Spécialité du baccalauréat (a partir de 1998), des ressources destinées aux enseignants,
ainsi que des copies d’¢éleéves (produites lors d’une épreuve d’entrainement au
baccalauréat) et une étude de la rationalité avec des ¢€léves de Terminale S (sur une
expérimentation dans une classe). Gardes (2010) a étudié I’apport pour I’enseignement de
problémes « ouverts » d’arithmétique. Elle montre, les potentialités de ces types de

3« Maths a modeler » est une fédération de recherche qui regroupe des chercheurs en mathématiques, en
didactique et d’autres communautés scientifiques (laboratoire de référence Institut Fourier - Grenoble).
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problémes dans le développement de la démarche expérimentale dans le processus de
recherche mathématique. Enfin parmi les travaux consultés, Godot (2003) étudie la mise
ceuvre de I’activité de recherche en mathématique a travers une situation sur le probléme
de «jeu de la roue aux couleurs ». La résolution de ce jeu repose, entre autre, sur une
compréhension de notions de diviseur commun, de nombres relativement premiers et de
permutation.

Il convient de mentionner que le théoréme de Pick est présenté d’un point de vue
mathématique dans des revues a destination des enseignants mais sans ¢léments d’analyse
de la transposition en classe : par exemple, dans Mathecole n°133 (Calame A., 1988) et
dans le Bulletin Vert de APMEP n°516 ( 2015).
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II1 - TRANSPOSITION DIDACTIQUE DE NOTIONS DE
L’ARITHMETIQUE ET DE LA GEOMETRIE DISCRETE

L’objet de ce chapitre est de chercher a savoir comment les notions de 1’arithmétique et de
la géométrie discréte sont présentées dans les programmes et abordées dans les manuels.
Nous nous consacrerons ici sur le cas du Mali dans la mesure ou des éléments de réponses
a cette questions existent déja pour la France dans (Battie V., 2003 ; Raval L., 2003)
notamment pour 1’arithmétique.

II1.1 - PROGRAMMES ET MANUELS MALIENS

Nous regardons en particulier les programmes du second cycle de I’enseignement
fondamental (collége) et du Lyceée.

L’expression «type de tache» est utilisée dans le sens des praxéologies de
Chevallard (1999). Toutefois nous ne faisons pas une analyse praxéologique (qui ne sera
donc pas présentée dans cette recherche).

1.1 - Programmes de 7éme, 8¢me, 9¢me

Ces niveaux d’enseignement correspondent respectivement a la Séme, 4éme et 3éme en
France.

Le premier constat sur ce programme est sa structure. Il est organisé en deux grandes
parties : algébre et géométrie. Le mot « arithmétique » méme n’est pas utilisé dans les
contenus du programme. Les notions a enseigner sont présentées sous forme d’une liste de
savoir-faire qui sont définis, regroupés autour des ensembles N, Z, D, Q, R. Cette
organisation montre que le programme est ¢laboré du point de vue des mathématiques
modernes.

—Au niveau de la classe de 7éme (5éme France), on étudie les propriétés des entiers (N et
Z). On trouve les savoir-faire suivants : les pratiques des opérations dans N et Z, le calcul
mental, la comparaison d’entiers, les puissances, la division euclidienne dans N, la
pratique des criteres de divisibilité (par 2, 3, 4, 5, 25, 9, 10, 100, 1000). Le lecteur
remarquera que les criteres de divisibilité par 6, 7 ou 8 sont absents. Ce choix des
programmes suppose que ces critéres de divisibilité seraient difficiles a pratiquer pour les
¢leves de 7¢éme. Pour autant, la pratique de la divisibilité par 6 permettrait de réinvestir la
divisibilité par 2 et 3 étant donné qu’un nombre est divisible par 6 si et seulement s’il est a
la fois divisible par 2 et 3. Apreés ces critéres de divisibilité, le programme préconise
d’aborder les nombres premiers et la décomposition en un produit de facteurs premiers.

—En 8¢me (4éme en France), il y a un retour sur les entiers naturels avec les notions de
diviseur et de multiple qui ne sont abordées que sur des exemples numériques. Le calcul
du PPCM et du PGCD de deux entiers naturels sont introduits. Deux méthodes de calcul
du PGCD et du PPCM sont recommandées : utiliser les notions d’ensemble de diviseurs,
d’ensemble de multiples ou la décomposition primaire dans les cas dits « complexes ».
L’ensemble Q est ensuite introduit par les pratiques des opérations sur les fractions et la
notion de fractions équivalentes.
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— En 9¢me (3éme en France), la fin du cycle fondamental, 1’étude des entiers n’est plus au
programme. Les enseignements sur les nombres sont centrés sur les irrationnels : la racine
carrée d’un nombre positif, son extraction et les opérations sur les radicaux.

Ce programme des trois années du second cycle de 1’enseignement fondamental nous
conduit aux conclusions et interrogations qui suivent. Toutes les notions de 1’arithmétique
sont pour la plus part abordées sur des exemples pratiques uniquement. La présentation du
programme instruit un enseignement de « techniques » sur les propriétés des nombres.
Aussi, le réinvestissement des notions apprises n’est pas explicite. Par exemple a propos de
la notion de fractions équivalentes (en 8¢me) : est-ce une simplification élémentaire ou une
simplification compléte avec le PGCD qu’il faut pratiquer ? Quels sont les outils de 1’¢éleve
pour le faire ? Des questions se posent aussi sur la stabilit¢é des connaissances en
arithmétique au sortir de ce cycle de formation. Il y a une rupture de I’enseignement des
entiers en 9¢éme.

Du point de vue de la géométrie discréte, on ne retrouve pas de notion explicitement
abordée. L’essentielle de la géométrie porte sur : les figures géométriques (définitions,
caractérisation, calcul d’aire), notions de base de la géométrie repérée* dans le plan.

1.2 - Programme du Lycée

Dans I’analyse du programme du second Cycle de I’enseignement fondamental, il est
défini distinctement deux domaines : algebre et géométrie. Le programme du Lycée ne suit
pas cette organisation. Il est présenté suivant 1’approche par compétence (APC):
compétences, composantes, manifestations, contenus.

Les notions a enseigner sont dans la partie « contenus » et organisées par chapitre. Ainsi,
I’arithmétique n’apparait ni en 10eéme (Seconde en France), ni en 11éme Sciences (1¢re en
France). Nous avons examiné ces deux contenus d’enseignement et certains points posent
question. En 10éme par exemple, il est recommandé de revenir sur les propriétés de R dans
le chapitre « Equations et inéquations ». Les éléves doivent étre capable de simplifier,
soustraire, comparer des fractions. Mais comment opérer ces savoir-faire sans un
enseignement des notions de PGCD et PPCM ? Quels sont les moyens de contrdle donné
aux ¢léves lorsqu’ils simplifient une fraction ?

L’arithmétique apparait finalement comme un chapitre d’étude au niveau de la Terminale
SE (Sciences Exactes). Nous avons repris dans le tableau ci-aprés les commentaires du
document « savoir-faire ». Ils fixent les objectifs généraux d’apprentissage de
I’arithmétique en Terminale SE.

4 Géométrie analytique dans certains ouvrages ou manuels
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Objectifs généraux :

1. Faire mieux connaitre aux éléves un concept. celui de nombre entier. qui est la base de la
construction de 1’édifice mathématique. Il ne s’agira toutefois pas de donner une définition
axiomatique des entiers naturels. ni une construction formelle des autres ensembles de
nombres.

2. Leur donner quelques outils et méthodes pour aborder des problémes aux énoncés simples
qui jalonnent I’histoire des mathématiques ou qui peuvent se rencontrer lors de la
mathématisation de situations de la vie courante.

3. Les entrainer a des raisonnements sur des objets mathématiques qu’ils connaissent et
utilisent depuis leur enfance.

4. Les entrainer a 1'élaboration d’algorithmes qui pourront étre mis en ceuvre sur une
calculatrice programmable.

5. Les initier a la démarche algébrique : transport d’une structure a un ensemble-quotient (en
se limitant strictement a I’exemple des congruences) : leur donner quelques exemples de

groupes. de sous-groupes. d’anneaux ou de corps. Cependant. on ne présentera formellement
ces structures en aucun cas.

Remarques :
- On introduira la numeération en s’appuvant sur des réalités du pays.
- On adoptera la terminologie « nombres étrangers »(et non « nombres premiers entre eux »).

Tableau 1: Objectifs généraux de l'enseignement de l'arithmétique (Terminale SE)

Le lecteur remarquera que « toute construction formelle » (voir objectif 1.) des ensembles
de nombres est exclue. Mais quelles sont les propriétés et/ou axiomes qui caractérisent les
ensembles de nombres a enseigner ? Ce choix d’interprétation est a la charge des
enseignants puisqu’on ne retrouve pas ces précisions dans les contenus d’enseignement.

ARITHMETIQUE
— Anneau Z des entiers relatifs; multiple d’un entier relatif, notation nZ. .
— Sous — groupe de Z.

— Division euclidienne dans N et Z. Numération décimale et binaire.

— Congruence modulo n. Anneau Z/nZ.

— Nombres premiers; si n est premier alors Z/nZ est un corps (admis)

— Décomposition d’un entier naturel en produit de facteurs premiers; existence et unicité.

— Plus grand commun diviseur et plus petit commun multiple. Application a des
problémes pratiques.

Tableau 2. Contenus d’enseignement en arithmétique (Terminale SE) -Extrait du
programme de 2011

En nous référant a la typologie de Majaj (2012) sur les différentes fonctions de
I’arithmétique, on peut dire que I’arithmétique en Terminale SE au Mali a quatre
fonctions :

* Une fonction d’apprentissage du raisonnement en mathématique (voir objectif 3.) ;
* Une fonction d’apprentissage d’algorithme (voir objectif 4.) ;
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* Une fonction d’initiation a 1’étude des structures algébrique des nombres (voir
objectif 5.) ;

* Etune fonction d’apprentissage de culture mathématique (voir objectif 2.).
Examinons a présent les savoir-faire (voir Tableau ci-dessous).

Savoir-faire :
L’éléve doit étre capable de :
1°) Appliquer le principe du raisonnement par récurrence ;

2°) Pratiquer la division euclidienne dans R;
3°) Ecrire dans une base un nombre donné dans la base décimale et réciproquement :
4°) Ecrire dans une base un nombre donné dans une autre base :

59) Pratiquer la division euclidienne dans 7 ;

6°) Calculer dans (ZmZ.+. x ) ;
7°) Résoudre des équations de degré 1 ou 2 et des systémes linéaires dans (n premier ou non) :

99) Résoudre des problémes sur la divisibilité en utilisant les propriétés de congruences :
10°) Déterminer le PGCD de deux entiers en utilisant 1’algorithme d’Euclide :

11°) Déterminer le PPCM de deux entiers ;

12°) Résoudre des équations ou interviennent le PGCD et le PPCM en utilisant la propriété :

: a=da"b=db
PGCD(a:b)=4d |
e d(a. b )eIN*2 a'b'd=m
PPCM(a:b)=m]| b1
a'ab'=

13°) Résoudre des équations du premier degré dans Z2.
14°) Reconnaitre un nombre premier :
15°) Décomposer un nombre entier en produit de facteurs premiers :

16°) Trouver le nombre des diviseurs et éventuellement 1’ensemble des diviseurs d'un entier
en utilisant sa décomposition en produit de facteurs premiers :

17°) Utiliser la décomposition en produit de facteurs premiers pour déterminer le PGCD et le
PPCM de deux entiers :

18°) Un algorithme étant donné, le programmer et le faire fonctionner sur une calculatrice
programmable.

Tableau 3. Les savoir-faire du chapitre arithmétique (Terminale SE) -page scannée dans
le document d’accompagnement des programmes(1991, 2011)

Les notions et savoir-faire de 1’enseignant fondamental (7¢me, 8¢me) sont pratiquement
tous repris en Terminale SE avec un peu d’approfondissement. Ainsi, le calcul dans les
systemes de numération se généralise sur toute base b € N*(n°3). La division euclidienne
qui se limitait sur N est étendue sur Z (n°2 et n°5). Les criteres de divisibilité usuels (par 2,
3,4,5,9, 11, 25) sont repris (n°8). Mais les justifications ne sont pas explicitement
recommandées (Est-ce dans les savoir-faire n°9 ?).
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Les notions de PGCD, PPCM, nombres premiers, décomposition en produit de facteurs
premiers sont aussi reprises. Une nouvelle méthode de calcul du PGCD apparait :
I’algorithme d’Euclide (n°10). Cependant, pourquoi les seules utilisations des notions de
PGCD et de PPCM sont les savoir-faire n°12 (résolution d’équation) ? Elles ont pour
autant beaucoup d’applications. Concernant les nombres premiers, quelles méthodes sont-
elles proposées pour vérifier si un nombre est premier ou pas (n°14) ? Aussi, pourquoi les
utilisations de nombres premiers se limitent aux savoir-faire n°15, 16 et 17 ?

Nous trouvons qu’ils existent des ¢léments « d’ambiguités » entre les contenus de
programme et les savoir-faire. En effet, des notions sont absentes au niveau des contenus
de programmes alors que leurs pratiques font partie des savoir-faire. C’est le cas des
théorémes de Bézout, Gauss (voir Tableau 3 : n°13). Aussi, des questions se posent sur
I’interprétation possible des enseignants dans leurs pratiques de classe au sujet des
structures algébriques. D’apres les commentaires, ’arithmétique est censée avoir une
fonction d’introduction a I’étude de structures algébriques, mais un seul savoir-faire porte
sur ces notions : le calcul dans (Z InZ  +, ><) (n°6).

Pour la récurrence, il s’agit de savoir « appliquer le principe du raisonnement par
récurrence » (voir Tableau 3, n°1). Mais s’il existe un ordre de complexité au niveau des
savoir-faire, la récurrence en premicre position pose question.

On peut précisément identifier les types de taches :
— Calculer: 6, 2,3,4,10, 11
— Utiliser (théoréme, propriété, ...): 1, 8,9, 16, 17
— Appliquer (algorithme):1, 2, 3, 4, 5, 10, 11, 14, 15, 16, 17
— Résoudre :7,9, 12, 13
— Programmer : 18
— Démontrer : « rien »

On voit que les savoir-faire définissent essentiellement des types de tdches qui relévent de
« techniques » calculatoires sur les propriétés des nombres. En effet, hormis les
savoir- faire n°9 (résolution de problémes liées aux congruences) et n°l8
(programmation), tous les autres consistent en 1’application algorithmique ou de calcul,
méme la récurrence. Le réinvestissement des notions est aussi peu abordé. Le programme
ne recommande pas dans les savoir-faire 1’utilisation des notions dans les résolutions des
problémes pratiques alors que cela fait parti des objectifs d’enseignement de
I’arithmétique.

Du point de vue des mathématiques discretes en générale, on retrouve les notions d’arbre,
de combinaison, d’arrangement dans le chapitre « Dénombrement et probabilité » des le
niveau 11éme Sciences (Premiére) et reprises en Terminale. La géométrie discréte est
absente.
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1.3 - Analyse de manuels

L’analyse du programme nous a permis d’identifier les notions a enseigner, les
recommandations officielles, les objectifs d’enseignement et leurs « manques» sur
I’arithmétique et la géométrie discrete. C’est un avis partagé dans I’enseignement que les
programmes seuls ne suffisent pas pour ¢élaborer un Cours. Les enseignants sont donc dans
I’obligation d’utiliser des manuels. Ce travail d’analyse de manuel permettra d’approcher
les choix possibles d’organisation mathématiques et d’organisation didactique des
enseignants du Mali. Nous nous consacrerons ici aux manuels du lycée.

Il n’existe pas a proprement dit de manuels officiels de mathématiques pour le Lycée au
Mali. Des enseignants et chercheurs du Mali avec le soutien du Ministére de I’Education
participent au projet de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques (CIAM). Ce projet
vise a harmoniser les programmes de mathématiques dans les pays d’Afrique dont la
langue d’enseignement est le francais. La rédaction des manuels regroupe des enseignants,
des chercheurs et de responsables pédagogiques de plusieurs pays d’Afrique. Les manuels
¢laborés sont proposés aux enseignants et éléves des pays participants, dont le Mali. Nous
faisons donc I’hypothése que ces manuels sont les références des enseignants du Lycée au
Mali. Notre analyse portera donc sur le manuel de Terminale SM de cette collection
(édition 1999 en cours).

Organisation didactique générale du manuel CIAM

Le manuel CIAM est structuré par chapitre. Chaque chapitre est a son tour organis¢ en
trois parties : « Introduction », «Cours » et « Exercices ». La partie « Introduction » résume
les notions mathématiques qui sont abordées dans le chapitre, les domaines d’applications
ou d’utilisation de ces notions. Le « Cours » regroupe les définitions, les propriétés, des
méthodes, des exemples d’application, des TD (Travaux dirigés) et les premiers exercices.
Quant a la partie « Exercices », elle est divisée en « Exercices d’apprentissage » et
exercices d’ « Approfondissement ». Il faut noter aussi que le manuel ne propose pas
d’activités introductives sur les notions. On ne retrouve pas non plus de rappels ou de tests
de prérequis.
Contenu sur ’arithmétique
L’organisation du cours d’arithmétique se présente dans cet ordre :

1) Les ensembles N et Z

2) Divisibilité dans Z

3) PPCM et PGCD de deux entiers relatifs

4) Nombres premiers

Toutes les notions du programme sont abordées dans le manuel. Du point de vue des choix
de définitions des notions (par exemple PGCD, PPCM,...), I’aspect existence et unicité sont
prises en compte. Les propriétés sont en général justifiées. Les théoréemes de Bézout et
Gauss sont donnés avec preuves. Par contre, les preuves sont peu commentées, avec
parfois beaucoup d’implicite. Ce choix didactique de CIAM peut rendre son contenu
mathématique moins accessible aux ¢€léves. Nous précisons que ce manuel est a la fois
pour ’enseignant et 1’éléve.
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Concernant le principe par récurrence, la présentation pose question pour sa
compréhension effective. Le manuel propose une formulation algorithmique pour son
application :

n supérieur ou égal a n,, on procade en deux

étapes :
¢ on démontre que : P(n =

o) est vraie ;
* on démontre que : pour tout entier k

T R — supérieur ou égal & n,

o $1 P(k) est vraie alors

Figure 3. Principe de récurrence du manuel CIAM Terminal SM (éd. 1999)

Le « si» de la proposition conditionnelle globale n’est pas écrit, le « Alors » non plus. Le
quantificateur « il existe » pour le rang n, (initialisation) est implicite. Ce quantificateur
est pourtant indispensable pour la compréhension du principe (Grenier, D., 2012). Aussi,
doit-on comprendre que le n,est toujours une donnée pour pouvoir appliquer la
récurrence ? Les exercices portant sur la récurrence débutent tous par « démontrer
que ...». Cela induit que le principe de récurrence s’appliquerait uniquement a des
propriétés déja vraies.

Les autres exercices sont essentiellement de types de taches « calculatoires » sur les
notions du cours : pratique de la divisions euclidienne, calcul du PGCD et du PPCM,
changement de base de numération, résolution d’équation dans Z”, application du test de
primalité etc.

Parmi les 86 exercices du chapitre « Arithmétique », celui de la Figure 4 est le seul qui fait
un lien avec la géométrie. Il porte sur une interprétation géométrique de solutions d’une
¢quation dans N XN .

&9 Le plan est muni du re_;:ere (q. I ]}_. |
Soit p et 4 deux ] [T m]
entiers paturels non —4i 7
nuls et M le point de  —
coordonnées (p ; g)- |
Déterminer, en fonc-
tion de p et ¢ le | | | LA+
nombredepointsda | | | A1 | L 1 L L |
segment [OM] dont | ]
les coordonnées sont 'O | | | BEX
des entiers naturels.

Figure 4. Exercice du manuel CIAM (p.30)

L’exercice est placé dans la partie « Approfondissement ». Pour les auteurs, il est donc
supposé moins accessible aux ¢éléves de ce niveau d’enseignement. Pour autant, les savoirs
notionnels mobilisables pour sa résolution sont bien abordés.
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Nous faisons 1’hypothése que ce type de probléme est probablement absent dans les
pratiques de classes.

II1.2 - PROGRAMME ET MANUELS FRANCAIS

Nous nous sommes intéressés en particulier au niveau Lycée. L’arithmétique est enseignée
en Terminale S (spécialité mathématiques). Notre étude porte sur les programmes en
vigueur (B.O, 2011).
Les contenus d’enseignement sur 1’arithmétique se présentent dans cet ordre :

— Divisibilité dans Z ;

— Division euclidienne ;

— Congruence dans Z ; PGCD de deux entiers ;

— Entiers premiers entre eux ;

— Théoréme de Bézout ;

— Théoréme de Gauss ;

— Nombres premiers ; Existence et unicité¢ de la décomposition en produit de facteurs

premiers.

Dans les commentaires du programme, il est assigné a I’arithmétique, une fonction
d’apprentissage de 1’algorithme et des raisonnements mathématiques.

Nous avons regardé les manuels de Terminales S (spécialit¢ mathématique) /ndice (2012),
Symbole (2012), Transmath (2012). Nous précisons que le choix des manuels n’est pas 1ié
a de critéres spécifiques.

Du point de vue de l’organisation didactique, Indice et Transmath sont structurés en
séquences, les contenus prennent appui sur des résolutions de problémes (voir Tableau 4
ci-apres). Dans la méme idée, Symbole introduit ses chapitres par des exercices de
vérification des connaissances antérieures et des activités de découverte des notions. Ces
choix didactiques ont particuliérement attiré notre attention, le manuel CIAM ne propose
pas d’activités introductives ou de découvertes de notions.

Indice Symbole Transmath
- Avant de commencer, se - Vérifier ses acquis - Résolution de problémes
tester avec... - Activité d’introduction - Synthese des notions
- Problémes - Le cours et les capacités | - Exercices d’application
- Cours attendues - Activités de recherche
- Exercices pour démarrer - Travaux pratiques - Exercices
- Exercices pour s’entrainer - Exercices d’entrainement
- Travaux pratiques - Préparer le BAC - Le jour du BAC
- Cap vers le BAC - Accompagnement - Pour aller plus loin
- Exercices pour aller plus loin | personnalisé

Tableau 4. Organisations didactiques des manuels indice (2012),
Symbole(2012), Transmath (2012)
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Du point de vue de I’organisation mathématique des notions, les choix sont aussi
différents (voir Tableau 5). Les manuels Symbole et Transmath proposent des progressions
qui correspondent a celle du programme. Tous les contenus d’enseignement du
programme sont abordés dans les trois manuels. Indice et Transmath rajoute méme la
notion de PPCM qui n’apparait pas dans le programme.

Indice Symbole Transmath

- Divisibilité et division - Divisibilité dans Z - Divisibilité et division

euclidienne - Division euclidienne euclidienne

- Nombres premiers - Congruence - Congruence

- Congruence et critéres de | - PGCD de deux entiers - PGCD de deux entiers

divisibilité - Entiers premiers entre naturels

- PGCD de deux entiers eux - Théoreme de Bézout

- Entiers premiers entre eux | - Théoréme de Bézout - Théoréme de Gauss

- PPCM et Petit théoréeme - Théoreme de Gauss - Nombres premiers

de Fermat - Nombres premiers - Décomposition en produit
- Décomposition en produit | de facteurs premiers
de facteurs premiers

Tableau 5. Organisations mathématiques des manuels indice (2012), Symbole (2012),
Transmath (2012)

Par rapport aux types de problémes traités ou propos¢s, on trouve :
— de types technique opératoire sur les propriétés des nombres ;

— des exercices d’application de la récurrence, les algorithmes et des problémes pratiques
sur les utilisations des notions dans la vie courante ;

— Quelques exemples de problemes mettant I’arithmétique en lien avec la géométrie et
I’analyse.

Les exercices résolus, les TP (travaux pratiques) et les exercices proposés, montrent
particuliérement que les manuels mettent en avant 1’aspect algorithmique de I’arithmétique
et ’'usage des Technologies de I’information et de la Communication dans I’enseignement
(TICE). Ce choix des manuels trouve une justification dans les commentaires du
programme qui indique : «les thémes abordés sont particulierement propices a
["utilisation des outils informatiques (logiciels de calcul, tableur) et a la mise en ceuvre
d’algorithmes » (B.O, 2011).

A noter que ces manuels présentent une autre spécificité par rapport au manuel CIAM.
Indice et Transmath utilisent notamment des pictogrammes pour désigner les contenus de
pages ainsi que les problémes qui les utilisent un mode de raisonnement mathématique.
Quand a Symbole, il propose a la suite du cours, des problémes portant sur des preuves de
quelques propriétés du Cours.
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II1.3 - CONCLUSION

L’analyse de programmes et des manuels s’est portée particulierement sur le niveau lycée.
Nous nous sommes appuy¢€s sur 1’organisation mathématique des notions et les fypes de
tdches, afin d’identifier ce qui est abordé sur I’arithmétique et la géométrie discrete.

L’¢étude montre que I’arithmétique occupe peu de place dans les enseignements dans les
deux pays, qu’il n’y a aucune référence a la géométrie discrete. Le théoreme de Pick
n’apparait pas. Les types de tdches proposés en arithmétique, sont essentiellement des
« techniques calculatoires » sur les propriétés des nombres : calculer, utiliser, appliquer,
résoudre, programmer... En ce qui concerne le théoréme de Bézout, il est énoncé, dans le
« Cours », avec une preuve et son utilisation est restreinte a une application calculatoire
dans les résolutions d’équations entiéres.

La récurrence est mentionnée. Elle est le mode de raisonnement mis en avant, mais, encore
une fois, sa mise en ceuvre reste une application d’une technique opératoire de type
algorithmique. Ce constat est & mettre en contraste avec les résultats en didactique sur
I’arithmétique ou il est montré que c’est un domaine pertinent pour I’enseignement du
raisonnement et de la preuve (voir Battie, 2003 ; Gardes, 2010 ; Godot, 2006). De plus, il
existe des ingénieries le permettant (voir Gardes, 2010 ; Godot, 2006).
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IV - QUESTIONS DE RECHERCHE ET METHODOLOGIE

Dans notre étude épistémologique, nous avons trouvé que la géométrie est pertinente pour
¢tudier des problématiques arithmétiques. On peut rappeler, par exemple, la notion de
« commune mesure ». Elle permet de comprendre géométriquement les notions de
fractions irréductibles (donc d’entiers premiers entre eux), ainsi que le PGCD. Elle permet
aussi de donner du sens a I’utilisation du PGCD dans la résolution de problémes de
détermination du rapport entre deux longueurs, des problemes de pavage ou de cloture
discret d’un domaine. Réciproquement, dans le domaine de la géométrie discréte, quand
on ¢tudie des droites, on tombe sur des questions dont les résolutions font appel au PGCD,
au théoreme de Bézout ou au théoréme de Gauss. On peut citer, par exemple, le probléme
de I’existence et de la recherche des points entiers d’une droite dans le plan. Ainsi, du
point de vue épistémologique, il ne fait aucun doute qu’il existe des liens intrinseques
entre arithmétique et géométrie.

Au niveau de la recherche en didactique des mathématiques, il y a trés peu de recherches
sur I’arithmétique. Celles qui existent sont essentiellement centrées sur les problématiques
de sa réintroduction dans I’enseignement (en France particuliérement), de ses fonctions, de
ses potentialités pour I’apprentissage du raisonnement. Quand a la géométrie discréte, son
absence dans les programmes, est certainement la raison du faible nombre de travaux.
Nous estimons aussi que I’enseignement de I’arithmétique étant centré sur des techniques
et ’algorithme, cela est I’'une des raisons de 1’absence de travaux didactiques portant sur la
problématique du lien géométrie et arithmétique.

Dans le chapitre que nous avons consacré a I’analyse des programmes et de manuels (en
particuliers du Mali), les mathématiques discretes sont de facon générale absentes.
Quelques notions sont ¢tudiées dans les enseignements sur le dénombrement : arbre,
combinaison, arrangement. Quant a la géométrie discrete, elle est totalement absente.
Concernant I’arithmétique, son enseignement est centré sur les définitions des notions et
I’exploration rapide de quelques propriétés, mais 1’essentiel du temps est consacré a un
apprentissage de techniques pour résoudre de types de problemes spécifiques : déterminer
le PGCD ou le PPCM d’entiers donnés, décomposer un nombre entier en produit de
facteurs premiers, résoudre dans ZXZ une équation ou un systéme d’équations
diophantiennes, etc. Ainsi, I’arithmétique est étudi€ée exclusivement dans le registre
numeérique et sans lien avec la géométrie et le raisonnement.

Au regard de toutes ces analyses, il nous est paru intéressant et important de mener une
étude sur I’arithmétique et de son lien avec la géométrie discréte dans I’enseignement.

Nos questions de recherche sont donc les suivantes :

— Quelles conditions et quelles situations pour établir le lien, dans 1’enseignement,
entre arithmétique et géométrie ?

— Quelles connaissances mathématiques (notionnelles et transversales) peuvent-elles
se construire avec ces situations ?
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Vis a vis des connaissances notionnelles, 1’essentielle est donné dans 1’étude
épistémologique. Pour les connaissances transversales cela dépend du type de situation.
Par contre trés probablement on repérera des informations sur les représentations en
mathématique.

Méthodologie

Pour étudier ces questions, nous avons choisi comment entrée, deux théorémes qui nous
paraissent « emblématiques » en arithmétique et en géométrie discréte. Il s’agit en
I’occurrence du théoréme de Bézout et le théoreme de Pick. Le premier est déja bien
présent dans I’enseignement de I’arithmétique. Il apparait a chaque fois qu’il s’agit de
résoudre des problémes se ramenant a des résolutions d’équations entieres. On le retrouve
¢galement en géométrie discréte comme nous 1’avons mentionné. Le deuxiéme, moins
connu dans I’enseignement, est fondamental lorsqu’il s’agit d’étudier des questions de
dispositions de points dans un plan discret. Par exemple, la détermination de points entiers
les plus proches des deux points donnés. Il établit une formule (ce qui lui donne toute son
importance) qui permet de calculer I’aire d’un polygone sur une grille en effectuant
uniquement des additions de nombres de points de la grille. Au dela des relations (non
évidente) qui existent entre ces théorémes, leur choix est aussi motivé par la simplicité de
la formulation des énoncés, ainsi que leurs preuves accessibles des le niveau college.

Notre objectif dans cette thése est de problématiser ces deux théorémes dans des situations
d’enseignement qui nous permettent de créer des liens entre arithmétique et géométrie. Au
terme de I’étude, nous souhaitons développer un regard géométrique sur des propriétés
arithmétiques, et amorcer une introduction de la géométrie discrete dans la formation des
enseignants.

Nous faisons I’hypothése que les problémes que nous allons proposé, n’étant pas du tout
habituels dans 1’enseignement, leur résolution peut se révéler difficile, méme pour des
¢tudiants ayant une bonne connaissance des notions arithmétiques ou géométriques en jeu.
Bien entendu, pour le choix du public, nous nous basons sur les connaissances théoriques
« supposées » permettant d’aborder et de résoudre les problémes. L hypothese de travail
que ces connaissances sont disponibles est justifiée par I’étude du curriculum, des
échanges avec des ¢tudiants et les formateurs.

La theése que nous soutenons dans ce travail est :

Les situations qui mettent en ceuvre des changements de registres entre arithmétique et
géométrie, ont un fort potentiel d’apprentissages mathématiques. FElles permettent
notamment de construire et/ou de consolider des connaissances de ces deux champs
mathématiques, tout en les rapprochant dans I’enseignement.

Sur le plan des outils théoriques didactiques, nous utiliserons, la notion de changement de
registre (Duval, 1993) dans I’analyse didactique de nos situations expérimentales. La
notion de situation didactique / adidactique et le modele SiRC (Grenier et Payan, 2003)
sont exploitées dans la construction des situations. Le chapitre V qui suit, est consacré a la
présentation des principales caractéristiques de chacun de ces outils théoriques didactiques.
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V - CADRES THEORIQUES DIDACTIQUES

Dans ce chapitre, nous présentons les principales caractéristiques des outils didactiques
que nous utilisons, tout en précisant I’intérét de chacun dans cette étude.

V.1 - NOTION DE REGISTRE

Duval appelle registre de représentation sémiotique « tout systeéme de représentation qui a
ses propres contraintes de signifiance et de fonctionnement » (Duval, 1991). En
mathématique, on manipule ainsi plusieurs types de registres : numérique, graphique,
algébrique, géométriques, fonctionnel etc. D’aprés Duval, un registre permet d’accomplir
trois activités cognitives inhérentes a toute représentation sémiotique :

« De constituer une trace ou un assemblage de traces perceptibles qui soient
identifiables comme une représentation de quelque chose dans un systeme
déterminé ». Par exemple dans le registre algébrique, x’+2 x est conforme, mais
pas 2(4x-1.

« De transformer les représentations par les seules régles propres au systéme
de facon a obtenir d’autres représentations pouvant constituer un apport de
connaissance par rapport aux représentations initiales » ; c'est ce que Duval
appelle le traitement. Par exemple dans le registre algébrique, la régle
(a +b)2=a2+2ab+b2 permet d’écrire ce développement : (x+1 )2=x2+2x+1 .
«De convertir les représentations produites dans un systtme en
représentations d’un autre systétme, de telle fagon que ces dernicres
permettent d’expliciter d’autres significations relatives a ce qui est représenté » ;
Duval appelle cala conversion. Exemple, on a [I’identit¢é remarquable
(a +b)'=a’+2ab+b" dans le registre algébrique, correspond au dessin suivant
dans le registre figures géométrique.

a b

Figure 1. lllustration géométrique de (a+b)'=a’+2ab+b’
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Selon Duval, le point fondamental dans une activité mathématique est la capacité a passer
d’un registre (sémiotique) a un autre registre. Cette coordination des registres est une
condition nécessaire de la compréhension (Duval, 1991).

Dans notre recherche, nous utilisons le terme « registre » selon Duval en ce qui concerne
les registres numériques, algébrique, géométrique et graphique.

Mais, on a besoin d’identifier aussi la nature des objets sur lesquels portent ces registres.
Par extension, on parlera de « registre discret » ou « registre continue » selon les méthodes
choisies pour la résolution du probléme.

Notre recherche est centrée sur I’étude de situations d’enseignement qui permettent le
passage entre les registres arithmétique et géométrique, parallélement aux registres continu
et discret.

V.2 - SITUATION DIDACTIQUE — SITUATION ADIDACTIQUE

La théorie des situations didactiques (TSD) de G. Brousseau (1986) propose des modeles
(situation didactique/situation adidactique) pour construire et analyser des situations
d’enseignement.

Certaines situations didactiques, comportent en elles-mémes des situations partiellement
libérées d’interventions directes de I’enseignant. FElles sont nommées situations
adidactiques par Brousseau. En pratique, I’intention d’enseigner est bien présente dans une
situation adidactique. Mais, elle n’est pas explicitée par I’enseignant. Pour Brouseau, « /a
situation adidactique est une sorte d’idéal vers lequel il s’agit de converger : [’enseignant
doit sans cesse aider [’éleve a dépouiller des que possible la situation de tous les artifices
didactiques et lui laisser la connaissance personnelle et objective » (Brousseau, 1986).

La TSD différencie aussi les situations suivant 1’activité de 1’éléve (action, formulation,
validation, institutionnalisation).

Nous utiliserons aussi le concept de variable didactique. C’est un élément de la situation
sur laquelle I’enseignant peut agir. Elle provoque des changement qualitatif dans les
procédures de résolution de [’¢éléves. Elle provoque aussi une modification dans
I’apprentissage.

On va utiliser ce cadre théorique pour construire des situations, pour la classe, susceptibles
de mettre en jeu ’ensemble des types d’activités des éléves décrites dans la TSD.
Autrement dit, une situation qui produit les changements d’activités (action, formulation
ou validation) au fur et & mesure de la résolution.

V.3 - SITUATION DE RECHERCHE POUR LA CLASSE (S:RC)

Nous reprenons ici la caractérisation d'une SiRC développée dans Grenier et Payan
(2003) :
— Une « situation recherche » s’inscrit dans une problématique de recherche
professionnelle. Elle doit étre proche de questions non résolues. Il y a ’hypothése que
cette proximité a des questions non résolues — non seulement pour les éléves, pour
I’ensemble de la classe, mais aussi pour 1’enseignant, les chercheurs — va étre
déterminante pour les rapports que vont avoir les éléves avec la situation.
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— La question initiale est facile d’acces : la question est « facile » a comprendre. Pour
cela, le probléme doit se situer hors des mathématiques formalisées et c’est la situation
elle-méme qui doit «amener » 1’éléve a I’intérieur des mathématiques.

— Des stratégies initiales existent, sans que soient indispensables des prérequis
spécifiques. De référence, les connaissances scolaires nécessaires pour initier la
résolution sont élémentaires.

— Plusieurs stratégies d’avancer dans la recherche et plusieurs développements sont
possibles, aussi bien du point de vue de I’activité (construction, preuve, calcul) que du
point de vue des notions mathématiques en jeu.

— Une question résolue renvoie tres souvent une nouvelle question. La situation n’a
pas de « fin ». Il n’y a que des critéres de fin locaux. L'objectif premier est donc la
résolution (au moins partielle) d'une question dont on ne connait pas la réponse, et non
l'apprentissage ou le travail d'une notion mathématique désignée. Une “bonne” SiRC
va conduire I'¢leve a pratiquer les savoir-faire transversaux décrits ci-dessus. Les pistes
de résolution peuvent diverger et donc mettre en jeu des concepts mathématiques
différents.

Trois aspects fondamentaux sont présents dans nos SiRC, qui sont peu présents, voire
absents, dans la classe usuelle.

— L’ «enjeu de vérité ». En classe, usuellement, ce qui est a prouver est la plupart du
temps annoncé comme vrai (« démontrer que »), il n’y a pas d’enjeu de vérité. Ou
bien, lorsque la question est ouverte, la réponse est évidente (« que constatez-vous ? »,
en regardant une figure, par exemple).

— L’aspect « social » de I’activité. Dans une SiRC, il peut y avoir un vrai enjeu social
de production mathématique, méme s’il est local (groupe + professeur et/ou
chercheur).

— L’aspect « recherche ». Dans les manuels et les pratiques enseignantes, il est
explicitement déclaré que, pour résoudre un probléme et aussi pour prouver, « on ne
doit utiliser que les propriétés du cours ou celles d'une liste donnée ». Cette consigne
est contradictoire avec 1’activité du chercheur et avec la démarche scientifique.

L’une des raisons importantes qui nous fait choisir ce modele est qu’il est adapté a I’étude
et ’analyse de situations suffisamment ouverte pour permettre des interactions entre
registres mathématiques différents. De plus, ce type de situations favorise la mise en
ceuvre de savoirs transversaux relatifs au raisonnement et a la preuve. Notamment ceux
identifiés en arithmétiques dans les travaux didactiques antérieurs (Battie,2003 ; Garde,
2010 ; Godot, 2006).
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PARTIE 11
CONSTRUCTION ET MISE EN (EUVRE D’INGENIERIE DIDACTIQUE




VI - POINTS ENTIERS SUR UNE DROITE

L’objectif de cette partie est de construire et d’étudier un probléme qui met I’arithmétique
et la géométrie en relation. D’ou I’idée de regarder des problémes autour de la nature des
points qui caractérisent un objet géométrique. L’objet « point » est incontournable en
géométrie de fagon générale. Lorsqu’on s’intéresse particulierement a la géométrie repérée
(ou analytique), la nature des points, défini le caractére continu ou discret des objets.

VI.1 - PROBLEME GENERAL

La question de départ que nous nous sommes posées est la suivante :

« Etant donné une courbe déterminée par n points, trouver tous les points a
coordonnées entieres sur cette courbe »

Pour résoudre ce probléme mathématique, il est nécessaire de regarder par type de courbe.
Toutefois, il est important de noter que la question n’a de 1’intérét en mathématique que
lorsqu’on se place dans le registre de la géométrie repérée.

Nous avons donc choisi pour cette recherche d’étudier le cas de la droite dans le plan.
Ainsi, le probléme général de notre étude est formulé comme suit :

Etant donné » points alignés dans le plan, déterminer tous les points a
coordonnées enticres situés dans le méme alignement que ces 7 points.

V1.2 - ETUDE MATHEMATIQUE

Lorsqu’on a des points donnés avec leurs coordonnées, il est assez naturel de commencer
par une représentation graphique dans un repére. On regardera donc si on peut résoudre
graphiquement le probléme ou en tirer des informations pour poursuivre la résolution. Il
faut remarquer ici que cette démarche nécessite d’avoir des points dont les coordonnées
sont faciles a représenter graphiquement. Les valeurs irrationnelles par exemple, sont
difficile a exploiter lorsqu’on cherche une représentation graphique satisfaisante.

2.1 - Résolution graphique
On est donc dans le cas ou une représentation graphique de la droite est possible (avec les
coordonnées données). Nous 1’appellerons méthode (S1) dans la suite du texte.

Soit des points A(a,b) et B(a’,b’) a coordonnées entiéres repérés sur la droite
(cf. figure 1).

. : Ay | :
On détermine alors la pente de la droite : A_i ou Ax et Ay sont des entiers.

En partant de 4 (ou de B), un déplacement Ax parallélement a I’axe des abscisses, puis un
déplacement Ay parallelement a 1’axe des ordonnées permet d’obtenir un autre point
entier (voir. Figure 1).
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d)

Figure 1. lllustration de la résolution graphique

Une répétition périodique de ce processus permet de se faire une conjecture de la solution
générale du probléme. C’est-a-dire on peut observer par exemple, qu’a partir de 4(a,b),
les points M (a+kAx,b+kAy) avec k entiers, sont aussi des points entiers de la droite.

Il y a bien slir des interrogations : comment peut-on étre slir graphiquement qu’on a tous

les points entiers qui se trouvent sur notre droite ? Qu’on n’en a pas oubli¢ ? Les réponses

de ces questions sont basées sur des propriétés de 1’arithmétique. Il faut par exemple, que

A x et Ay soient premiers entre eux (c'est-a-dire A_y irréductible) pour pouvoir définir le
X

« pas » entre deux solutions (entiéres) consécutives.

Donc pour trouver une justification de la méthode et proposer une solution générique, il
peut étre nécessaire de passer du graphique a I’arithmétique.

Cas particulier

Selon Lafond (2015), il est possible de résoudre graphiquement sans calcul, les équations
se ramenant a la forme ax+by = *+1 (a, b sont des paramétres entiers donnés premiers
entre eux ; x, y des inconnues dans Z).

I1 explique sa stratégie sur cet exemple : soit a résoudre I’équation 5x—11y = =1 dans Z.

On commence par construire la droite d’équation ax+by =0 dans un repére du plan
cartésien quadrillé. Cela correspond dans son exemple a construire la droite (D) :
5x—11y = 0 (voir Figure 2).
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0 b=11 1
Figure 2. Résolution graphique proposé par Lafond (2015)

Puis on cherche un point du quadrillage qui est le plus pres possible de la droite (D) mais
pas sur (D) (un point sur (D) serait une solution de 1’équation ax+by =0 et non de
ax+by = +1). Les coordonnées de chacun des points trouvées fournissent une solution
de I’équation ax+by = =1. Dans son exemple, x=9, y=4 au dessous de la droite (D) ou
x=2,y=1au dessus de la droite (D) conviennent. Ces choix de point peuvent étre
vérifiés aisément : 5X9—11X4 =1,5X2-11X1=-1.
La justification de Lafond (2015) est la suivante :
La distance du point M(x,,y,)a la droite (D) d’équation ax—by = 0 est:
|axo —by ol

d(x,,y,)=—F—=—.

( 0 .YO> a2+b2

d(x,,y,) sera minimale si et seulement si |ax,—by,| est minimal. Or |ax,—by,| est un
entier positif (non nul car on n’est pas sur (D)).

Donc le minimal a lieu lorsque |ax,—by,|=1.

Ce minimum est atteint aux deux points particuliers du graphique (voir Figure 2). On peut
prouver ce résultat géométriquement en utilisant le théoréme de Pick (d’aprés Lafond).

Si on étend le quadrillage au plan tout entier, la Figure 2 se répéte périodiquement, ce qui
montre que la solution particuliere x, = 9, y, = 4 engendre la solution générale (dans le
casSx—1ly =+1)): x = x,+11t, y = y,+5tavect€Z).

Lafond (2015) soutient que sa méthode est exclusivement graphique, mais on peut bien
remarquer que les justifications sont basées sur des théoremes ou propriétés arithmétiques
(les nombres premiers entre eux, le théoréme de Bézout).

En conclusion, sous I’hypothése qu’on a des points de la droite dont les coordonnées sont
premiers entre elles, la résolution graphique marche. Mais elle « cache» en réalité
’utilisation de propriétés arithmétiques.
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2.2 - Autres méthodes

Lorsqu’on a des points donnés avec les coordonnées, on peut choisir de déterminer
I’équation de la droite. Pour cela plusieurs techniques sont possibles.

Soit A(a,b) et B(a’,b’) (avec a, b, a’,b’ des réels) deux points donnés et M (x,y)
(avec x, y des réels), un point quelconque de (AB) .

— Premicre technique. Il existe un réel k tel que AM =k AB . C’est-a-dire :

x=a+k(a’—a) et y=b+k(b’—b) avec k un réel. On obtient alors une équation
paramétrique de la droite.

— Deuxiéme technique. On utilise l_agrogr»iété du déterminant de deux vecteurs colinéaires
dans le plan euclidien. On a : det(AM , AB) =0.

Dou: (x—a)(b’—b)—(y—b)(a’—a)=0 ce qui est équivalent a :
x(b’=b)+y(a—a’)+(b—b’)+b(a’—a)=0. Cest la forme générale de I’équation d’une
droite.

— Troisiéme technique. On part de la forme réduite de ’équation de (4B) : y=mx+p
(avec m, p des réels). Ensuite, on utilise les coordonnées de 4 et B pour obtenir un systéme
de deux équations d’inconnues m et p et I’équation y=mx+p est déterminée.

Considérons que nous avons 1’équation de la droite en jeu.

Lorsqu’elle est sous la forme : y =a avec a réel ou x = a, avec a réel, les solutions se
résument comme suit :

— Siaest un entier, alors 1’ensemble des points recherché est {(n; a) avec n € Z} pour
I’équation y = aou {(a; n)avec n € Z} pour I’équation x = a .

— Sinon les droites x = a et y = a ne passent par aucun point a coordonnées entieres.

On s’intéresse maintenant au cas général ou I’équation de la droite est : ax+by+c =10
(a, b, c des entiers non nuls ).

Résolution par « exploration » de I’équation (S2)

. : " A a g a_ c,.
L’équation générale peut étre ré-Ecrite sous la forme (E): y = —x+ b (si b non nul).

b
— Si b divise a et ¢, alors une condition suffisante pour obtenir y entier est que x soit
entier. Cette condition n’est pas nécessaire. Par exemple, 1’équation y = —2x+1

) 1 . . . .
admet la solution ( 5 2), ou y est un nombre entier, x un rationnel strict. Les

solutions avec x entier forment donc une partie de I’ensemble des solutions pour
pour avoir un y entier.

— Si b divise ¢ et ne divise pas a, alors une condition suffisante pour obtenir y entier
est que x soit un multiple de b. Ici aussi, cette condition n’est pas nécessaire. Par

3 . . . 2 . .
exemple ( 5 2) est une solution de I’équation y = —§x+1 , ol y est un entier, x

un rationnel strict. Ainsi, les solutions avec x multiple de b constituent une partie de
I’ensemble des solutions pour avoir un y entier.
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— Si b divise a et ne divise pas c, alors I’équation n’admet pas de solution enti¢re. Par

. . 1 . . 1 .
exemple, pour I’équation y = —2x+§ , S1 x est un entier, —2x+§ est un rationnel

strict, donc y n’est pas entier. Réciproquement, si y est entier, y—§ est un rationnel

strict, donc x n’est pas entier.

— Si b ne divise ni a ni ¢, alors, on ne peut pas conclure de manicre générale : il y
aura ou non des solutions selon les valeurs des nombres a, b, c¢. Déterminer
I’ensemble des solutions nécessite une étude spécifique.

La méthode par « exploration » est valable aussi lorsqu’on exprime x en fonction de y. Les
notions de diviseur, multiple d’un entier sont les principales notions arithmétiques
mobilisées, ainsi que les concepts de condition nécessaire, condition suffisante.

Résolution « diophantienne » (S3)

Rechercher les points entiers de 1’équation ax+by+c = 0 (a, b, non nul) revient a résoudre
dans Z, une équation sous la forme : ax+by = c avec a, b, ¢ entiers (a et b non nuls). On
a donc une égalité semblable a la propriété de Bézout.

— Existence d’une solution entiere

Si I’équation ax+by = c (a, b, c entiers a et b non nul) admet au moins une solution, alors
il existe u et v entiers tels que : au+bv = c. En désignant d=PGCD (a,b) , d divise a et b
donc d divise toute combinaison linéaire a coefficients entiers de a et de b. Par conséquent
d divise au+bv et comme au+bv = ¢, on a : d divise c.

Une condition nécessaire a D’existence d’au moins une solution est donc que
PGCD(a,b) divise c.

La condition est aussi suffisante. Pour preuve, supposons maintenant que d divise c. 1l
existe alors k entier tel que ¢ =kd. Puisque d =PGCD(a,b), il existe a’ et b’ premiers
entre eux tels que : a = da' et b = db'. Et d'apres la théoréme de Bézout, alors il existe u
et vtels que: a'u'+b'v' =1, dou : kda'u'+kdb'v' = kd. Soit : aku'+bkv' =c. En
posant : u=ku' et v=kv' qui sont tous deux des entiers relatifs, nous obtenons que
I’équation admet alors au moins une solution. En conclusion, la condition est suffisante.

— Résolution de [’équation

Lorsque PGCD (a, b) divise ¢, I’existence d’au moins une solution dans Z de 1’équation
ax+by = c (avec a, b, c entiers, et a et b non nuls) est assurée.

Dans le cas ou a et b ne sont pas premiers entre eux, on peut procéder comme suit pour
obtenir I’ensemble des solutions. On réduit I'équation a une nouvelle équation :
a'x+b'y=c', avec a', et b' premiers entre eux. Puis on cherche une solution
particuliére. Si nécessaire, on se sert de [’algorithme d’Euclide pour en trouver. En
utilisant ensuite le théoréme de Beézout, il existe deux entiers u' et v' tels que
a'u'+b'v'=1. On peut donc choisir (u,v) comme solution particuliére de I’équation avec
u=u’c’etv=v’c’. Ainsi un couple (x,y) élément de ZxZ est une solution si et
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seulement si a'(x—u)+b'(y—v) = 0. On applique ensuite le théoréme de Gauss a I’égalité
a'(x—u)=—=b'(y—v).Onaa’ et b étant premiers entre eux, alors a’ divise — y+v , ce
qui équivaut a dire qu’il existe un entier & tel que —y+v = ka’ c’est a dire y = v—ka’.
On en déduit que x = u+kb’. En prenant soin de vérifier que les couples (x, y) obtenus
sont biens des solutions de 1’équation, on conclut que I’ensemble des solutions recherché
sont les couples : (u+kb',v—ka') avec k€ Z.

Cette méthode est appelée résolution « diophantienne ». Elle est présentée dans les
manuels et dans les pratiques de classe en général sous forme d’un algorithme de
résolution avec tres peu de justification des différentes étapes et les propriétés.

Résolution «fonctionnelle» (S4)
Elle est plus proche de la résolution par exploration (S2). Il s’agit de ré-écrire 1’équation de

la droite sous la forme: y = %x+% (avec b non nul), on en déduit que 1’ensemble des

solutions recherché est:{(x,y)EZXZ,tel que: y=%x+§, b nonnul{ . C’est-a-dire

qu’on se place dans RX R puis on sélectionne les couples entiers qui vérifient la relation

a_ c
= —x+— (b non nul).
y=px+y( )
Si la méthode apparait pertinente mathématiquement, la détermination effective de tous les
points pose des difficultés.

V1.3 - ETUDE DIDACTIQUE

Pour rappel, voici I’énoncé du probleme :

Etant donné n points alignés dans le plan, déterminer tous les points a
coordonnées entieres situés dans le méme alignement que ces n points.

L’étude mathématique montre que la résolution de ce probléme mobilise a la fois des
connaissances notionnelles du domaine de la géométrie (analytique) et de I’arithmétique.
Pour le domaine de la géométrie, on peut citer : coordonnées cartésiennes d’un point,
représentation d’une droite dans un repere du plan, équation d’une droite dans le plan. En
arithmétique, on a : diviseur, multiple, PGCD, nombres premiers entre eux, Théoréme de
Bézout, théoréme de Gauss.

L’étude mathématique montre aussi que des connaissances transversales peuvent étre
mobilisées : condition nécessaire, condition suffisante, 1’existence et exhaustivité de
solution.

Du point de vue des registres, 1’étude montre que plusieurs peuvent étre convoqués selon

les stratégies de résolutions. Nous en avons identifié quatre, que nous définissons dans le
tableau suivant :
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Registres Ecritures ou éléments d’identification Commentaires

Représentation graphique

Graphique Droite, point dans un repere du plan des points et des droites

Elle renvoie a une
conception fonctionnelle
de la droite (fonction
affine)

Fonctionnelle y=ax+b avec y, X, a, b des réels

On identifie une

ax+by+c=0avec x, y, a,b,c des réels caractérisation algébrique
de droite :

a partir d’une équation
Aledbri algébrique a deux
gebnque x=a+bk inconnues
- otla,a',b,b', ksontdesréels
y=a'+b'k ou
et k un paramétre. a partir d’un systéme de
deux équations

paramétriques

On identifie une écriture
Arithmétique ax+by=c, avec x,y,a,b,c des entiers plus proche d’une égalité
de Bézout

Tableau 1. Registres identifiés dans la résolution du probleme

Il est évident que le probléme souléve des questions de passage du continu au discret et
réciproquement. Notamment le passage de la droite réelle a des « points entiers alignés ».
Toutefois, nous ne pouvons pas dire ici que le probléme aborde entiérement toutes les
notions permettant le passage de la droite réelle a la «droite discréte ».
Ouvrier- Buffet(2003) étudie spécifiquement la problématique de la définition de la
« droite discrete ». Elle souligne que la droite réelle peut étre un support « physique » pour
définir la « droite discréte ». On a besoin de bien plus de concepts pour définir cet objet.

Du point de vue des variables didactiques, nous avons identifi¢ :

— La nature de la droite. La détermination de I’ensemble des points entiers d’une droite
peut étre triviale ou plus « complexe » selon 1I’équation. On peut rappeler par exemple, les
cas particuliers (x=a ou y=a avec a réel) qui sont plus « simple » a interpréter en
suivant les caractéristiques des points par rapport aux droites d’équation ax+by=c (a, b, ¢
réels non nuls).

— La nature des coordonnées des points. Selon qu’on ait des coordonnées avec des
valeurs enti¢res, rationnelles ou irrationnelles, les calculs pour déterminer I’équation
peuvent étre plus simples ou plus exigeants en terme d’attention pour réduire les erreurs.
La nature des points a aussi une influence sur le choix des stratégies. Par exemple, lorsque
les coordonnées ne sont pas faciles a représenter graphiquement, cela réduit 1’exploration
de la résolution graphique.
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— Le nombre de points de [’énonce. On sait que deux points suffissent pour définir une
droite. Ainsi, lorsqu’on donne exactement deux points, le probléme sera « fermé » du point
de vue de la caractérisation de la droite en jeu. Alors qu’en donnant plus de deux points, on
laisse a I’actant le choix des données utiles. Le probléme est dans ce cas plus « ouvert » du
point de vue des données.

Cet étude didactique montre qu’on a le choix entre plusieurs instances pour mener une
expérimentation.

V1.4 - SITUATION EXPERIMENTEE

La formulation de 1’énoncé est basée sur les choix suivants :

— Cas particuliers sont exclus : x=a ou y=a ou a est un réel. Ils pourront étre évoqués
lors de I’institutionnalisation (moment de mise en commun) ;

— Donner des points dont les coordonnées sont faciles a représenter graphiquement : pour
« ouvrir » le probléme par rapport a la résolution graphique ;

— Donner au moins un cas ou il n’existe pas de points entiers dans 1’alignement : pour
identifier les arguments selon les différentes méthodes de résolutions ;

— Donner au moins un cas dans lequel la résolution graphique et celle par « exploration »
sont « difficiles » a aboutir : pour évaluer 1I’opérationnalisation du théoréme de Bézout ;

— Donner 3 points : pour ouvrir le probléme par rapport au choix des données utiles pour
la résolution.

Enoncé

Etant donné des points alignés dans un repére du plan, on veut déterminer tous les points a
coordonnées enticres situés dans le méme alignement que ces points.

Etudier ce probléme dans chacun des cas particuliers suivants :

1 —2
Cas 1. (1,2),(2,3),( = 3)
-3 3\ (-1 5 1
CaSZ. ( 2 5 2),( 2 ) 1))(2)2)

Cas 3. (—1,—%),(1,—1), (3%)

Quelques éléments de solutions attendues

Nous n’aborderons pas ici les différentes techniques pour déterminer 1’équation d’une
droite (dont au moins deux points sont donnés). Elles sont considérées comme des acquis
du secondaire. Nous ne présentons pas non plus en détails les étapes de résolution pour
chacun des cas. Le lecteur pourrait se référer & la partie « VI.2 Etude mathématique » au
besoin.
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— Les équations associées aux cas particuliers donnés

Rappelons que la détermination des équations de droites ne fait pas parti des objectifs de
I’expérimentation. Les équations associées aux trois cas particuliers sont respectivement :

(: y= gx—Z < 5x—2y—4 =0, pour tout couple de réels (x, y).
1.3 .
2): y= X 2x—4y—3 =0, pour tout couple de réels (x, y).

3):y= %x—% © 3x—4y—-7 =0, pour tout couple de réels (x, y).

- Les ensembles des solutions attendues

Les équations (1) et (3) admettent au moins une solutions dans Z. Ceci est trivial,
puisqu’un point a coordonnées entieres est donnés dans chacun de ces deux cas. La
méthode de résolution diophantienne permet d’obtenir I’ensemble des solutions a partir de
ce couple d’entiers. On obtient donc : S,={(2k; 5k—2) ,k € Z} pour I’équation (1) et

532{(1+4k; —1+3k) ke Z} pour I’équation (3).

L’équation (2) n’admet pas de solution dans Z. Cela peut étre vérifié en calculant le
PGDC(2,4) et en utilisant la propriété de la partie « Résolution diophantienne ». On a
bien PGDC(2,4)=2, or 2 ne divise pas 3, donc I’équation n’admet pas de solution. On
peut aussi prouver ce résultat par « exploration » de I’équation (2). En effet, 1’équation (2)
est équivalente a 2x—4y = 3. Ainsi, pour tout couple d’entiers (x, y), le nombre
2 x—4 y est pair, donc il ne peut étre égal a 3. On conclut que I’équation n’admet donc
pas de solution entiére.

En utilisant la méthode graphique, on peut faire une conjecture pour une partie des
solutions du cas1 et 3 (car une solution particuliere est donnée). Mais elle sera
« difficile » a appliquer pour résoudre le cas 2.

Par ailleurs, si la méthode de résolution par « exploration » permet aussi de résoudre le
cas 1, elle est difficile a mettre en ceuvre pour résoudre le cas 3 (voir. Méthode par
« exploration »).

Le public de I’expérimentation

Elle sera effectuée avec des étudiants de Master 1 et Master 2 de la filiere mathématique
de PENSup de Bamako. Précisons que la formation de Master a I’ENSup est centrée sur
des compléments disciplinaires (algebre, analyse, géométrie, logique) de niveau Licence
(L 3) et Master 1 de mathématiques ainsi que sur quelques notions de base de didactique
des mathématiques. Les étudiants doivent aussi préparer et soutenir un mémoire au terme
d’un stage a responsabilit¢ dans un lycée. Donc, en principe, les notions arithmétiques et
géométriques en jeu et les méthodes de résolutions du probléme sont disponibles chez ces
¢tudiants. Nous précisons aussi que les étudiants de Master 2 ont revu des notions
d’arithmétique a I’ENSup.
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Stratégies de résolution et hypotheses sur les difficultés

Nous faisons I’hypothése que des graphiques vont étre construits, car 1’énoncé fait
référence explicitement a des objets géométriques et que c’est un usage de tracer une droite
lorsqu’elle est en question dans un probléme. Dans chacun des cas 1 et 3, le point a
coordonnées entieres qui est donné ((2, 3) pour le cas 1 et (1, —1) pour le cas 3), peut étre
un point de départ pour en « trouver d’autres », mais ceci ne permet pas I’exhaustivité. Et
les pentes des droites n’étant pas entieres, on ne peut en déduire directement d’autres
points a coordonnées entieres sur ces droites.

Nous estimons aussi que le passage de la géométrie a I’arithmétique peut étre difficile pour
les ¢étudiants étant donné que le probléme proposé n’est pas habituel dans les
enseignements.

L’objectif de I’expérimentation est d’identifier :
— les stratégies de résolutions ;
— les passages entre registres en particulier entre le graphique et I’arithmétique ;

— les savoirs notionnels et transversaux mobilisés par les étudiants ;
— les difficultés et les blocages éventuels.

VL5 - ANALYSE DES PRODUCTIONS

Elle est centrée sur un certain nombre de points mis en avant dans les études précédentes.
Ainsi, nous nous intéressons aux registres mis en ceuvre dans les résolutions des étudiants.
Ce registre peut étre graphique, algébrique, fonctionnel ou bien arithmétique. Nous
¢tudions les différentes stratégies d’¢tudiants par rapports aux méthodes : Résolution
graphique (S1) ; Résolutions par exploration (S2); Résolution diophantienne (S3) et la
Résolution ensembliste (S4). Nous examinons aussi la prise en compte par les étudiants de
[’existence et du nombre de solutions pour chacun des cas. Enfin, nous nous intéressons,
aux raisonnements adoptés pour la détermination effective de I’ensemble des solutions.
Vont-ils utiliser un raisonnement par 1’inclusion ou par égalité ? Et comment ?

Dans le dépouillement, nous distinguons I’analyse des productions pour chacun des deux
niveaux de formation afin d’identifier d’éventuels changements (ou une évolution) de
conceptions d’étudiants du Master 1 au Master 2. Rappelons que les étudiants du Master 2
ont suivi en début d’année un cours d’arithmétique dans le module dénommé
« complément d’algebre ».

5.1 - Classe de Master 1 (futurs professeurs d’enseignement secondaire)

L’effectif est de vingt étudiants. Le temps de résolution du probléme est limité a une heure,
le travail est individuel. Aucun document de mathématiques n’est autorisé. Chaque
¢tudiant dispose de son trousseau de matériel de constructions géométriques et de sa
calculatrice.

Dans un premier temps, les étudiants (plus de la moiti€) commencent par construire un
repere (orthonormé) du plan, représentent les points de 1’énoncé et les droites. En
démarrant dans le registre graphique, on peut s’attendre a I’adoption d’une stratégie de
résolution graphique. Ce qui n’est finalement pas le cas. Les étudiants utilisent la
représentation graphique pour « vérifier » 1’alignement des points donnés.
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Dans un deuxiéme temps, les étudiants déterminent les équations des droites. Certains
utilisent des notions de géométrie vectorielle (vecteurs colinéaires, déterminant...),
d’autres utilisent des notions de la géométrie analytique (équation générale ou réduite
d’une droite). Nous observons que cette entrée dans le probleme a été plus longue que
prévue. Les étudiants y ont consacré trop de temps, en particulier, pour les deux derniers
cas. Quelques étudiants n’ont donc pas pu arriver dans le temps imparti, a la détermination
de I’ensemble des solutions qui constitue I’objectif central de la situation. Nous observons
aussi qu’en cette étape de détermination des équations de droites, les étudiants concluent
leur calcul par une équation sous une forme algébrique ( ax+by+c =0, avec a, b, ¢, des
réels), ou fonctionnelle ( y = ax+b , avec a, b des réels).

La deétermination de [’ensemble des solutions

Ils ne sont que cing étudiants a trouver une réponse correcte pour au moins un cas. Mais
aucun n’a résolu entiérement les trois cas. La méthode de résolution apparue est celle de
[’exploration de I’équation (S2). Comme on peut le voir sur la copie de K. (cf. Figure 3),
les étudiants cherchent surtout a déterminer une condition nécessaire. On peut lire par
exemple sur la copie de « K. » : « pour que y soit entier, il faut que x=2k avec kEZ...
». Elle ne se rend pas compte qu’elle a déterminé plutot une condition suffisante.
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Figure 3. Production de K. pour le cas 1

Pour le cas 2, les étudiants ayant résolu ont utilisé aussi la méthode par exploration (S2).
Ils partent de I’hypothése que x et y sont entiers pour aboutir & une contradiction : égalité
entre entiers pairs et impairs. Ce qui leur a permis de conclure que le cas 2 n’admet pas de
solution enticre.
L’étudiant 7., lui, adopte un raisonnement semblable. On peut lire sur sa copie
(voir Figure 4) :

« Y x, y, il n’existe pas un seul point a coordonnées enti¢res dans le méme

) . . : . 1.
alignement que ces n points car a chaque fois on ajoute 5 a la valeur de x »
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Figure 4. Production de T. pour le cas 2

La phrase de conclusion ne nous semble pas trés explicite. Mais nous trouvons que son
raisonnement peut étre basée sur I’argument suivant :

Si on a une égalité « y:3x+§ » , il n’existe pas de x entier qui permet d’obtenir un y

. . . 1 .
entier car six est un entier alors 3 x+§ n’est pas entier.

Toujours sur le cas 2, I’étudiant O. trouve qu’il n’existe pas de point a coordonnées
enticres « car les points donnés ne sont pas entiers ». Il ne donne aucune justification
mathématique sur sa copie (voir Figure 5). A-t-il utilis¢ des propriétés mathématiques ?
Son argument sous le graphique semble indiqué plutdt qu’il a utilisé un théoréeme en acte
« si une droite passe par trois points dont toutes les coordonnées sont non entires, alors
elle ne passe pas par des points a coordonnées entieres ». Il pouvait bien se rendre compte
assez facilement que son théoréme en acte n’est pas valide. Il suffit de 1’appliquer au cas 1
ou 3. En effet, selon son théoréme en acte, si les points entiers (2,3) ducas 1 et (1,—1) du
cas 3 n’étaient pas donnés, on peut conclure aussi que ces droites ne passent pas par des
points a coordonnées entieres.
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Figure 5. Production de O. pour le cas 2

Quant au cas 3, aucun étudiant de la classe n’a pu le résoudre. IIs reprennent sans succes la
méthode par exploration (S2). On peut voir sur la copie de D.. (voir Figure 6), qu’il tourne
pratiquement en « boucle ». Nous lions cet échec a un obstacle de mobilisation de
théoréme de Bézout dans un autre registre que celui de I’arithmétique.
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Figure 6. Copie de D. pour le cas 3

Nous avons par ailleurs trouvé que 12 étudiants s’arrétent sur une conclusion semblable a

celle de la résolution «fonctionnelle» (S4). Voici par exemple la copie de M.
(voir. Figure 6).
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Figure 7. Productzon de M pour le cas 1
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Ces étudiants ne montrent ni 1’existence de solutions ni une forme générique des couples
solutions. L’ensemble défini est bien correct sur le plan mathématique. Mais nous
attendions que les étudiants donnent plus de précisions sur les couples solutions. Nous
faisons 1’hypothése qu’ils n’ont peut étre pas compris ce qu’on attendait d’eux. Ou bien,
ils ont pu étre bloqués dans leur démarche de résolution et ne savaient plus quoi faire de
I’équation de droite obtenue. Il faut noter qu’il leur restait du temps pour continuer la
résolution, mais ils ont choisi de rendre les copies. Nous pensons que notre intervention
pour relancer ces étudiants dans la résolution pouvait étre utile. Par exemple, en leur
demandant de trouver des points entiers ou bien de trouver une formule générique qui
permet de déterminer tous les points a cordonnées entieres.

Pour cette classe de Master 1, si les notions de diviseur, multiple sont utilisées par
quelques ¢étudiants, le PGCD, le théoréme de Bézout, le théoréme de Gauss n’ont pas été
évoqué. Nous faisons I’hypothése que, soit les étudiants n’ont pas reconnu que le
résolution du probléme convoque des savoirs arithmétiques, soit ils ont tout simplement
oublié ces notions.

Nous avons aussi relevé des erreurs assez surprenantes. Prenons par exemple, la copie de
S. (voir Figure 8.). Il réduit a N, ’ensemble de recherche des solutions (voir Figure.8 ,
premicere ligne). Il fait clairement une confusion entre « entier » et « entier naturel ». Dans
la suite de son raisonnement, on peut comprendre aussi « qu’il suffit d’exprimer x et y en
fonction d’un entier £’ pour que x et y soit des entiers ».
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Figure 8. Production de S. pour le cas 3

En adoptant un raisonnement semblable a celui de S., d’autres étudiants ont eux aussi
abouti a un ensemble générique erroné.

Nous pouvons dire aussi que les conceptions algébriques et fonctionnelles de la droite sont
assez prégnantes chez la majorit¢ des étudiants. Cela apparait dans les stratégies de
résolutions a travers le choix d’écriture (algébrique ou fonctionnelle) des équations de
droites.
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Discussion avec les étudiants

La séance expérimentale s’est terminée par un échange avec les étudiants. L’objectif est
d’obtenir leurs réactions sur la compréhension du probléme et les différentes stratégies
trouvées.

Sur un effectif de 20 étudiants, seuls 4 affirment avoir manqué du temps pour arriver au
terme de leur démarche.

A la question : « existe-t-il des droites sans points entiers ? », il y a eu un moment de
d’hésitation avant les premicres réponses. Si certain affirme que oui, pour d’autre, il n’en
existe pas car « la droite étant une infinité de points alignés, elle finira par passer par au
moins un point entier ». Nous sommes assez surpris d’observer cette fausse représentation
sur la droite a ce niveau de I’enseignement supérieur. Des exemples triviaux pour s’en
convaincre (de I’existence), peuvent étre des droites x=a, y=a (avec a non entier).
L’interprétation géométrique des équations dans ZXZ sans solution entiére pouvait étre
aussi évoqué.

La majorité des étudiants avoue étre bloquée a cause de la formulation de 1’énoncé. Selon
eux, le probléme est « géométrique », donc il fallait trouver une stratégie géométrique. Ils
n’en ont pas trouvé. Ainsi, leur champ d’exploration étant réduit au domaine géométrique,
en aucun moment, ils n’ont fait un lien entre les équations des droites et une résolution
d’équations dans ZXZ . Pour autant, toute la classe affirme avoir étudié au lycée puis a
I’université les résolutions d’équations dans ZXZ avec les propriétés du PGCD, du
théoréme de Bézout et du théoréme de Gauss.

5.2 - Classe de Master 2 ( futurs professeurs d’enseignement secondaire)

Ils sont au total sept étudiants. Ils ont travaillé en bindme (avec un qui a travaillé seul).
Toutes nos analyses s’établiront sur quatre productions écrites, étant donné que nous
n’avons pas mis en place de dispositifs pour recueillir les interactions d’étudiants au sein
des bindmes.

Comme pour la classe de Master 1, les étudiants commencent dans le registre graphique.
Ils construisent le repere et tracent les droites. Mais ils I’abandonnent aussitdt et débutent
la détermination des équations de droites dans le registre algébrique.

Au niveau de la détermination de I’ensemble des solutions, une nette différence apparait
par rapport a la classe de Masterl. Deux bindomes passent dans le registre arithmétique (ré-
¢écriture de I’équation sous la forme d’une égalité de Bézout). Ils évoquent assez vite les
notions de congruence, le théoréme de Bézout, le théoreme de Gauss. Mais ici aussi, un
bindme donne une conclusion ensembliste (S4) (voir Figure 9).
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Figure 9. Solutions du binome 3 pour le cas 1

Sur deux copies, on retrouve la résolution « diophantienne »(S4). La méthode est utilisée
comme une « recette ». On observe par exemple, que les étudiants recherchent un autre
couple entier solutions de 1’équation alors qu’il y en a un dans I’énoncé. Le bindme 1 par
exemple, utilise le couple (9,5) comme solution particuliére dans la résolution du cas 3

(voir Figure 10). De plus le théoréme de Gauss est utilisé implicitement.
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Figure 10. Production binomel pour le cas 3
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Lorsqu’on regarde le raisonnement du second bindme (cf. Figure 11), le couple (1,—1)
donné dans 1’énoncé est bien identifi¢ comme une solution particuliére. Mais sur la ligne
suivante, ils utilisent encore le PGCD. Est-ce pour vérifier de nouveau I’existence d’une
solution ? Dans la suite de leur résolution, le théoréme de Bézout et le théoréme de Gauss
sont utilisés pour déterminer une solution générique. Bien qu’ils utilisent explicitement le
symbole « = » (implication), le binome ne vérifie pas I’ensemble solution trouvée. Il est
possible aussi qu’ils n’interprétent peut étre pas le symbole « = » comme une
implication.
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Figure 11. Copie d’un binéme pour le cas 3

Un autre bindme utilise la méthode d’exploration (S2). Mais leur stratégie est basée la
notion de congruence (cf. Figure 12). Il aboutit & ’ensemble générique attendu. Par contre,
des questions se posent sur la démarche. Les propriétés de congruence sont appliquées a
I’équation 4 y—3 x=7 sans au préalable définir I’ensemble d’appartenance de x et y. Est
ce qu’ils ont pris implicitement x et y comme des entiers ? Est-ce une omission ? Ou est-ce
une confusion autour du concept de congruence ?
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Figure 12. Production d’un binome sur le cas 3

Les étudiants effectuent ce qui nous semble €tre une simplification par 4, pour passer de
4y=8(3)a y=2(3). S’ils ont appliqué une propriété de congruence entre les deux étapes,
c’est celle-ci : « si a est premier avec n et si ab=ac(n), alors b=c(n) avec a, b, c et n
des entiers, a non nul ». C’est donc une implication qui est en jeu dans leur démarche et
non un équivalence (comme c’est écrit sur la copie). Les étudiants ne se rendent pas
compte de leur erreur puisqu’ils ne vérifient pas si ’ensemble des solutions générique
vérifie bien 1’équation de départ.

En conclusion pour la classe de Master 2, la mobilisation de notions arithmétiques dans la
résolution a été beaucoup plus « rapide » (sauf pour un binéme). Cela pourrait s’expliquer,
soit par le fait que la classe est revenue sur I’arithmétique (peu de temps avant
I’expérimentation), soit a [D’organisation du travail en binéme. Toutefois, les
argumentations et 1’utilisation des propriétés montrent des confusions (ou un manque de
rigueur) dans les raisonnements mathématiques. On peut noter ici aussi que la registre
graphique n’est exploitée lors de la résolution que pour la représentation des droites.
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V1.6 - CONCLUSION

L’analyse mathématique montre que le probléme a du potentiel pour travailler en méme
temps des notions de D’arithmétique (diviseur, multiple, PGCD, théoréme de Bézout,
théoreme de Gauss, les congruences) et de la géométrie repérée (point, droite,
représentation graphique, équation d’une droite), tout en utilisant les registres graphique,
fonctionnel, algébrique et arithmétique. De plus, les méthodes de résolution arithmétique
ou algébrique mettent en jeu les savoirs transversaux (implication, condition nécessaire,
condition suffisante).

L’instanciation des variables didactiques (nature de la droite, ensemble de référence des
coordonnées, nombre de points donné) a été choisie pour inciter les étudiants a mobiliser
les registres arithmétique et graphique. L’expérimentation a montré que notre choix de
points donnés a incité de représenter graphiquement des droites. Cependant, ce registre est
abandonné pour la recherche de points entiers, méme lorsqu’il permet de générer un sous
ensemble de solutions a partir d’un point entier donné et que la pente permet de déterminer
un second.

L’expérimentation montre qu’il y a une forte prégnance du continu. De plus,
I’enseignement de I’arithmétique dans le seul registre numérique constitue un obstacle
pour passer de la géométrie a I’arithmétique. En effet, les notions arithmétiques apparues
sont multiple, diviseur, associées a I’écriture fonctionnelle de la droite ( y=ax+b , a, b des
réels non nuls). Cette écriture a été utilisée pour résoudre partiellement le probleme. Les
¢tudiants décrivent I’ensemble des solutions réelles et « ajoutent » la condition d’intégrité
en pensant avoir résolu le probléme. Il faut quand méme noter que cette description de
I’ensemble des solutions réelles a permis de travailler les points de vue condition
nécessaire, condition suffisante. Quant a 1’écriture algébrique ax+by+c=0 (avec a, b, ¢
des entiers non nuls), plus proche de I’énoncé du théoréme de Bézout, les ¢tudiants n’ont
pas fait de lien.

L’expérimentation montre aussi que la mise en ceuvre de la situation ne permet pas les
interactions de registres continu/discret et arithmétique / géométrique. Cependant, il permet
de travailler les points de vue: graphique, fonctionnel, et des savoirs transversaux
(implication, condition nécessaire, condition suffisante).

Afin de contrer la résistance du passage au discret, il nous semble nécessaire de proposer
une version plus « ouverte » de cette situation sur le modele SiRC. En particulier, en
laissant en variable de recherche la nature de la droite (aucun point entier, un seul point
entier, une infinité dénombrable de points entiers).
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VII - AIRE ET POINTS ENTIERS D’UN POLYGONE

VII.1 - PROBLEME GENERAL

Le probléme concerne le calcul de 1’aire d’un polygone dont les sommets sont sur une
grille carrée régulicre, donc des points a coordonnées entieres. Nous parlerons de
« polygones a sommets entiers ».

Probléme. Déterminer une méthode « simple » pour déterminer [’aire d’un
polygone quelconque a sommets entiers.

Figure 1. Exemple de polygone a sommets entiers

Afin de mieux fixer les idées, précisons un peu des termes utilisés dans la suite.
Quelques définitions

— Définition 1. Un polygone est une figure géométrique du plan délimitée par une
ligne polygonale fermée qui ne se coupe pas.

Cette définition exclut donc de notre étude les polygones dits « croisés »
(voir Figure 2a).

Figure 2a. Exemple de polygone croisé Figure 2b. Exemple de polygone non croisé

— Définition 2. L’intérieur d’un polygone est I’ensemble des points situés dans
I’ensemble ouvert défini par la ligne polygonale fermée.
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— Définition 3. Un segment qui relie deux sommets consécutifs du polygone est un
coté ou bord.

— Définition 4. Un segment qui relie deux sommets non consécutifs du polygone est
appelé diagonale du polygone.

— Définition 5. La triangulation d’un polygone est un découpage du polygone en
régions triangulaires.

VIIL.2 - ETUDE MATHEMATIQUE

Le polygone de la figure précédente (Figure 1) illustre que le calcul de son aire ne sera pas
« facile » méme si le théoreme de Pythagore suffit pour calculer de maniére exacte les
longueurs des cotés. On peut se demander ce qu’apporte de plus la propriété que tous les
sommets du polygone sont entiers, et explorer la question sur des polygones habituels
(rectangles, triangles, trapéze, etc), dans des orientations diverses sur la grille, et pour
lesquels on connait les formules de calcul d’aire. Pour un polygone quelconque, on peut se
ramener a des calculs sur des rectangles ou des triangles, en particulier en construisant une
triangulation du polygone, c’est-a-dire un découpage du polygone en régions triangulaires.
Les sommets de ces triangles ne sont pas a priori seulement les sommets du polygone et,
donc, ne sont pas nécessairement tous « entiers ».

2.1 - Application des méthodes du registre du continu

Dans une activité de recherche, il est naturel de s’appuyer sur ce que 1’on connait. L’aire
d’un polygone est trés souvent calculée, dans le registre de la géométrie classique, en
calculant les longueurs des coOtés et les aires de tous les polygones d’un découpage
approprié, essentiellement une triangulation. Le théoréme de Bolyai (1832) établit la
conservation de ’aire quelle que soit le découpage du polygone et la formule de Héron,
donne 1’aire d’un triangle en fonction des longueurs des cotés.

Théoréme de Bolyai. Deux polygones sont décomposable par dissection
polygonale, si et seulement si ils ont la méme aire.

Formule de Héron. Soit s le demi-périmétre d’un triangle dont les cotés ont
pour mesures a, b et c. Alors 1’aire 4 du triangle est telle que :

A=vs(s—a)(s—b)(s—c)

a) Utilisation d’une triangulation dont les sommets des triangles ne sont pas tous sur
la grille

Considérons les polygones a sommets entiers P et O (voir Figure 3a. et Figure 3b.), sur
lesquels on veut effectuer des triangulations. Alors, ne prendre que de points entiers
intérieurs de P est possible alors que pour Q cela n’est pas possible.
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Figure 3a. Polygone P avec des poins

IEUIE L Figure 3b. Polygone Q sans points entiers
entiers interieurs

interieur

Dans le cas de figure d’une triangulation de Q comme sur la Figure 3c.

A

Figure 3c. Exemple de triangulation a partir de points intérieur non entiers

Le sommet / par exemple, commun a six triangles n’est pas entier. Le calcul des aires des
triangles ayant / pour sommet se révele difficile, car il faut d’abord déterminer les mesures
des longueurs des segments d’extrémité I.

b) Utilisation d’une triangulation dont tous les sommets sont sur la grille

Si tous les sommets sont sur la grille, il est possible de déterminer la valeur exacte des
longueurs des cotés des triangles (en utilisant le théoréme de Pythagore) puis les aires (par
la formule de Héron).

Dans I’exemple du polygone P, choisissons une triangulation a partir d’un point / sur la
grille et intérieur & P (voir Figure 4a).
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Figure 4a. Exemple d’une triangulation a partir de points entiers intérieurs

On peut calculer les longueurs des cotés de tous les triangles, puis leurs aires, et enfin les
additionner. Mais cette méthode, de type « algorithmique », donne une formule non
calculée. Et selon le type de triangulation ou la forme du polygone, les calculs des aires des
triangles peuvent étre laborieux.

Une méthode utilisant une triangulation restreinte aux sommets du polygone initial
(voir Figure 4b), méme si elle ne présente pas les mémes défauts que les précédentes, reste
aussi peu efficace.

Figure 4b. Triangulation restreinte aux sommets du polygone

¢) Justification de la triangulation

L’existence d’une triangulation dont tous les sommets des triangles sont ceux du polygone
est justifiée par le théoréme de la « diagonale propre ».

Théoreme (diagonale propre). Tout polygone admet au moins une « diagonale propre »,
c’est-a-dire qu’il existe deux sommets non consécutifs 4 et B tel que |4B[ soit entiérement
intérieur au polygone.

Preuve du théoreme. Considérons un polygone P (voir Figure 5).

Prenons trois sommets consécutifs C, B, A du polygone P tel que ’angle CBA
soit saillant.

Si aucun sommet du polygone P ne se trouve a I’intérieur du triangle ACB,
alors ]ACT est une diagonale entiérement intérieure au polygone P.
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Si on trouve des sommets du polygone P a I’intérieur du triangle ACB, on
choisi parmi eux, celui par lequel passe la paralléle a (4C) la plus proche de B
(sur notre figure c’est le point J). Si cette paralléle coupe [AB] en H et [BC]

en I, alors le triangle BHI est intérieur au polygone P. On en déduit
que ]|BJ[ est une diagonale intérieure a P. O

Figure 5. Exemple de recherche d’une diagonale entierement intérieure a un
polygone P

Preuve de [’existence d’une triangulation pour tout polygone.
Soit P un polygone a n cotés, ou n est un entier >3 .
Si n=3 alors P est un triangle (donc une triangulation).

Sinon il admet une diagonale d qui le partage en deux polygones Q et R ayant
un nombre plus petit de coté.

Si QO et R admettent une triangulation alors P admet la triangulation obtenue en
rajoutant la diagonale d. O

L’existence d’une triangulation pour tout polygone étant justifiée, on peut montrer aussi
que le nombre de triangle d’une triangulation d’un polygone a n sommets est invariant et
égalea n—2.

Il est important de noter que lorsqu’on choisit de faire une triangulation du polygone avec
les sommets et des points intérieurs, on peut tomber sur des situations relativement
difficiles a justifier pour tout polygone. Mais en fixant des conditions pour le choix des
points intérieurs, on trouve des situations assez riches mathématiquement qui sont étudiées
en géométrie algorithmique.

2.2 - Recherche d’autres méthodes de calcul

On peut chercher une approximation de 1’aire d’un polygone P en I’encadrant entre deux
polygones particuliers P1 et P2 composés d’une réunion de carrés dont les aires sont
calculables tres facilement(voir Figure 6a). Les polygones Pl et P2 sont uniquement
composés de carrés unités, Pl est entierement situé a I’intérieur du polygone P, et P est
situé a I’'intérieur de P2. Différents choix sont possibles, la valeur de I’approximation se
mesure par la différence des aires de P2 et P1.
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Figure 6a. Exemple de recherche d’un Figure 6b. Exemple de Polygone dont

encadrement du polygone [’approximation est meilleure

Désignons par 4 1’aire du polygone.

Pour la Figure 6a,ona: A(P1)=14 et A(P2)=46,donc 14<A(P)<46.

De la méme maniére sur le polygone de la Figure 6b,ona: 6<A(P)<12

La valeur approchée de 1’aire du polygone P par celles de P1 et P2 peut étre alors tres
mauvaise, et elle dépend de la forme du polygone P considéré.

Cette technique d’approximation de ’aire de P n’est donc pas satisfaisante dans le cas
général.

Une meilleure approximation peut étre obtenue avec des polygones internes et externes
composés de carrés et demi-carrés (triangles rectangles). Par exemple sur la Figure 6c, les

demi-carrés intérieurs a P, ajoutés a 1’aire de P1 permettent d’augmenter I’aire de P1, donc
de réduire ’amplitude de I’intervalle d’approximation.

Figure 6¢. Estimation de ['aire avec des carrés unités et demi-carrés

Plus généralement, les triangles permettent de mieux approcher I’aire d’un polygone
quelconque (tout polygone étant triangulable) qu’avec les seuls carrés unités, et les calculs
restent possibles.

Nous allons maintenant nous placer dans le registre du discret, c’est-a-dire nous intéresser
en priorité aux points de la grille carrée, en utilisant explicitement la propriété que « tous
les sommets du polygone sont entiers ».
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2.3 - Utilisation des points de la grille

A tout polygone P considéré dans le plan discret, on peut associer trois types de points :
extérieur, intérieur, ou sur la frontiére (bord) du polygone. On peut supposer que les points
qui vont intervenir dans la valeur de I’aire du polygone P sont ceux situés a ’intérieur et
ceux du bord (il y a une infinité de points extérieurs a P). Si on ne prend en compte que les
points intérieurs, on retrouve les problémes d’estimation de la technique par
approximation. En effet, on peut associer chaque carrée unité intérieur a P, un point de la
grille. Par exemple, le sommet en haut a gauche du carré (voir Figure 7a) ou le point
centre du carré ( Figure 7b).

/ .
T~

Figure 7a. Carré unité associé a son

Figure 7b. Carré unité associé a son point
sommet en haut a gauche

centre

Une recherche empirique sur des formes de polygones « simples », en fixant le nombre
d’un des types de points et en faisant varier 1’autre, peut nous aider a préciser le role de
chacun d’eux dans le calcul de I’aire de P.

Examinons d’abord des polygones a cotés paralleles aux lignes de la grille. Soit b et i le
nombre des points du bord et intérieur associés a ces polygones.

— Pour un carré d’une unité d’aire 1, i=0, b=4.

Figure 8a. Cas du carré unité

— Pour des rectangles de dimensions 1Xn : quand on passe de n a n+1, I’aire augmente
de 1, b augmente de 2, i ne change pas.

Figure 8b. Cas du rectangle R de dimension 1X 4

79



b: nombre de point sur le|2 |4 6 8 10
bord

A(R) :aire durectangleR |0 |1 |2 3 4

La relation identifiée entre I’aire et les points du bord est : A(R)= % —1

— Pour des triangles rectangles dont les cotés de 1’angle droit sont sur les lignes de la grille
et de longueurs 1 et n, quand on passe de n a n+1, I’aire augmente de 0,5, b augmente

de 1, i ne change pas.

Figure 8c. Triangle rectangle 1X4

b: nombre de point sur le 3 4 5 6
bord
A(T) Triangle rectangle 1/2 1 1,5 2

On trouve ici aussi que la relation entre ’aire et les points du bord est : A(T) :% -1

Pour un polygone quelconque, un découpage en formes géométriques simples est
nécessaire. Le triangle semble étre la forme de base. Nous allons donc nous intéresser a

différents triangles selon les valeurs de i et b.
a) Recherche d’une formule de I’aire en fonction de i et b

Considérons les triangles 7'1, 72, 73 (voir Figure 9a).

NI 4

L)

Figure 9a. Exemples de triangles ayant exactement 3 points de la grille sur les bords

Déterminons les aires de chacun de ces triangles. On pourra soit, appliquer la formule
classique baseXhauteur/2 ou inscrire le triangle dans un rectangle (voir Figure 9b)
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Figure 9b. Exemple de triangles ayant exactement 3 points sur les bords

— Triangle 7. Il n’a que 3 points de la grille sur les bords (ses sommets) et aucun point de

Ay s T s . 1
la grille a ’intérieur. Son aire vaut ATIZE .

— Triangle 7>. Il a exactement 3 points de la grille sur les bords (ses sommets) et 1 point a

Pintérieur. On a ; An:%

— Triangle 75. 1l a exactement 3 points de la grille sur les bords (ses sommets) et 2 points

NETII . S
a 'intérieur. On obtient : AT3=§ .

A partir de ces résultats, nous pouvons déduire 1’observation suivante :

Pour des triangles construits sur une grille carrée réguliere, lorsqu’on fixe le
nombre de points sur les bords et qu’on fait varier celui de l’intérieur de 1
point, on constate que [’aire du triangle varie de 1 unité d aire.

Considérons de nouveau 3 triangles 71, 7> et 75 (voir Figure 10).

Ce sont des triangles ayant le méme nombre de points intérieurs mais des nombres de
points sur les bords différents.

Comme précédemment, calculons les aires de chacun de ces triangles en utilisant la
formule classique base X hauteur/?2 .

Figure 10. Exemple de triangles n’ayant aucun point a l’intérieur
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— Triangle T1. Il n’a pas de point de la grille a I’intérieur. Il a 3 points sur les bords (ses

. 1
sommets). Son aire vaut A“:E .

— Triangle 72. Il n’a pas de point intérieur comme le triangle 7'1. Mais il admet 4 points de
la grille sur les bords. Son aire vaut A,,=1.
— Triangle 73. Il n’a pas non plus de point de la grille a I’intérieur. Il admet 5 points de la

grille sur ses bords. Son aire vaut A, =g .

Ces résultats nous permettent d’observer que :

L’aire du triangle augmente a’e%lorsqu ‘'on augmente de 1 le nombre de

points sur ses bords.

Au vu de nos résultats sur ces essais, nous pouvons formuler des conjectures sur les liens
entre 1’aire d’un triangle et les points de la grille :

— Conjecture 1. Pour un triangle construit sur une grille carrée régulicre,
chaque point intérieur vaut pour 1 dans I’aire de ce triangle.

— Conjecture 2. Pour un triangle construit sur une grille carrée régulicre,
. 1 .
chaque point sur le bord (autre que ses sommets) vaut > dans 1’aire de ce

triangle.
— Conjecture 3. Pour un triangle ayant exactement 3 points sur le bord (ses

e g . 1
sommets) et aucun point a I’intérieur, son aire vaut 5

En exploitant ces conjectures, on peut établir une formule générique de 1’aire d’un triangle
. : . B

T construit sur une grille carrée réguliere: A,=I, +(BT—2)%: IT+?T—1 ou

I, =nombre de points intérieurs et B,=nombre de points sur le bord .

Nous venons donc d’établir a partir de cas particuliers de triangles, une formule (c’est la
formule de Pick) qui lie I’aire d’un triangle et les points de la grille. On doit s’interroger a
présent si la formule obtenue est vraie pour tout triangle construit sur une grille carrée
réguliére et par la suite pour tout polygone.

b) Vérification de la formule candidate (A=i+b/2-1)
— Vérification de I’additivité de la formule

Soit P un polygone scindé par une ligne polygonale (2 sommets entiers) en Pl et P2.
D’aprés de théoréme de Bolyai, A(P)=A(P1)+A(P2).
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Figure 11. l/lustration du découpage d’un polygone en deux polygones adjacents

Désignons par i le nombre de points intérieurs, b le nombre de points sur les bords.

Ona:

i(P)=i(P1)+i(P2)+m—2 oum = le nombre de points entier de la polygonale qui sépare
Pl et P2.

b(P)=b(P1)+b(P2)—2m+2

On obtient :
i(P)+@—1:i(P1)+1(P2)+m—2+b<P1)+b(§2)_2m+2—1
:i(P1)+b(P1)+i(P2)+b(§2)—2

Par identification, ona: A(P)=A(P1)+A(P2)

Donc I’additivité de la formule est vérifiée pour les polygones adjacents.
On remarquera que pour les polygones entiers non adjacents par exemple,
(voir Figure 12), la démonstration n’est plus valable et le principe de 1’additivité est faux.

. P,
T

Figure 12. Exemple de polygones non adjacents

Ce type de figure est d’ailleurs exclut comme étant un polygone dans notre étude
(voir Définition 1).

— Vérification pour un rectangle aux cotés paralléles aux lignes de la grille
Soit R le rectangle ABCD, AB=m et BC=n.
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En géométrie classique, 1’aire A, du rectangle R vaut : A,=mXn .

Figure 13. Exemple de rectangle de cotés paralleles aux axes

Le rectangle R étant sur la grille carrée réguliére, les nombres de points intérieurs et sur les
bords valent respectivement : I,=(m—1)(n—1), Bz=2(m+n).
On obtient alors :
B
[R+2—R:(m—1)(n—1)+(m+n):m>< n+t1=A.+1

BR
Donc AR:IR+7—1 .
La formule est donc vérifiée pour ce type de rectangle.

— Vérification pour un triangle rectangle ayant deux cotés paralléles aux lignes de la
grille

Soit T=ABC un tel triangle. On le compléte par un point D en un rectangle R=ACBD
(voir Figure 14).

A C

Figure 14. Exemple de triangle ayant deux cotés paralléles aux axes

Désignons par A le nombre de points sur ’hypoténuse (c’est-a-dire [AB]) du triangle
rectangle.

On peut dire que le nombre de points sur les bords et celui de ’intérieur valent :
By=2(B,—h|+2 et [,=21,+h—2
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Donc I’aire du rectangle R vaut :

B 2(B;—h)+2
AR:IR+2—R—1=(21T+h—2)+%—1= 21, +h—2+B,—h= 2[,+B,—2

B
Donc A,=1I, +2—T— 1 et la formule est vérifiée pour ce type de triangle rectangle.

— Vérification pour un triangle ayant un coté paralléle aux axes

Considérons le triangle 71=ABC (Figure 15). On peut inscrire 71 dans un triangle
rectangle 7=ADC, dont deux cOtés sont paralleles aux axes.

Désignons par 72 le triangle rectangle BDC et par n le nombre de points de la grille sur le
segment [BC] .

Ona: B;=B; +B;,—2n+2

Dans cette relation, nous soustrayons (2r) car le nombre de points du segment [ BC| est
compté 2 fois (c’est-a-dire dans B, et dans B, ).

Le rajout des « 2 » correspond aux 2 sommets du segment [BC| . Ces sommets sont bien
des points du bord du triangle 7' mais qui ont ét¢é soustrait avec les 2n.

[@)]

B

Figure 15. Exemple de triangle ayant un seul coté paralléle aux axes

Concernant les points intérieurs, ona : I, =1, +1,,+n—2.
On peut dire :
B, ,+B;,—2n+2 1

2

B B
= (IT1+%—1)+(I”+%—1)

Selon le résultat précédent, la formule est vérifiée pour les triangles rectangles ayant deux
cotés paralleles aux axes. Elle est donc vérifiée pour 7 et 72.

BT
IT+7—1=(IT1+IT2+n—2)+

B
On obtient alors : AT:(IT1+%—1)+AT2 .
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Etant donné que I’aire du triangle T est égale a la somme de 1’aire des régions 71 et 72

B
(théoréme de Bolyai), on déduit que I’aire du triangle 72 vaut : [ T1+TT1 -1.

La formule est donc vérifiée pour les triangles ayant un c6té paralléle aux axes.

— Vérification pour un triangle quelconque

Soit T=ABC un triangle de ce type. La stratégie que nous adoptons est de I’inscrire dans
un rectangle. On peut avoir la configurations suivante (voir Figure 16a) :

J B
T; L
C e
T
T,
T
E
H A

Figure 16a. Exemple de triangle quelconque

Le triangle 7=A4BC sur la figure 16a est inscrit dans le rectangle R= HFBJ . On obtient 3
autres triangles intérieurs a R que nous désignons par 71, 72, 73.

Soit / et B, respectivement, le nombre de points intérieurs et du bords. Les indices associés
aux lettres / et B renvoient a la figure désignée par ce codage.

En considérant les points sur les bords de notre dessin, on a la relation :
B,+B;=B;,+B;,+B, cela équivaut a dire que B,=B;,+B;,+B;,—B;.
Lorsqu’on s’intéresse aux points intérieurs, on peut dire :

I.=1;,+1;,+1,,+1.+B;—3 . Dans cette égalité, les « 3 » correspondent aux sommets de

T. 11 s’agit des points sur le bord du triangle 7T et sur le bord rectangle R. Ils ne font donc
pas parti des points intérieurs de R.

A partir de ces deux relations, on peut écrire 1’égalité suivante :
(BT1+BT2+BT3_BT) _
2

By
IR+7_1:(IT1+IT2+IT3+IT+BT_3)+

B B B B
- (IT1+%—1)+(I”+%—1)+(IT3+$—1)+IT+7T—1 (E1)

La formule de I’aire en fonction des points intérieurs et sur les bords est vérifiée pour le
rectangle R, ainsi que pour les triangles 71, 72, 73. L’¢égalité (E1) est donc équivalente a :

B
AR:AT1+AT2+AT3+(IT+7T_1) (E1).
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L’aire du rectangle R étant égale a la somme des aires de ses régions intérieures, nous

pouvons donc déduire de I’égalité (£1°), que I’aire du triangle 7' vaut : A, =1 T+7T— 1.

En conclusion, la formule est vérifiée pour le triangle 7' = ABC.

On peut aussi avoir une seconde configuration pour le triangle quelconque
(voir Figure 16b).

E B
A7
Tl
/
T T3
P C
— 1~
o —n .
A Ty

Figure 16b. Autre exemple de triangle quelconque

Désignons par n le nombre de points de la grille sur le segment [CD] et R=ADBE.
On peut dire que : B,+B;=B;,+B;,+B;;—2n . La soustraction des « 2n » correspond au
nombre de points # du segment [CD] qui ont été compté deux fois.
Pour les points intérieurs, on a : Iz=1I;,+I;,+I;3+I;+(B;—2)+(n—1).
Les (B;—2) correspondent au nombre de points des bords du triangle T auquel on enléve
les 2 sommets (non intérieurs au rectangle R).
Les (n—1) correspondent au nombre de points sur le segment [CD], auquel on enléve le
point de I’extrémité D (non intérieur au rectangle R).
On obtient :

By +Byy+By3— By —2n

B
IR+7R—1:[IT1+IT2+IT3+IT+(BT—2)+(n—1)]+ 5 -1

B B B B
= (IT1+%—1)+(IT2+7T2—1)+(IT3+7T3—1)+(IT+7T—1)

La formule est vérifiée pour le rectangle R, les triangles rectangles ayant deux coOtés
paralléles aux axes 7’1 et pour les triangles ayant un co6té paralléles aux axes 72, 73).

B B
Ona: AR:AT1+AT2+AT3+(IT+7T—1) . D’ou I’aire du triangle 7 vaut ATZIT+7T—1 :

La formule est donc vérifiée pour les triangles quelconques.
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Conclusion
Tout triangle 7, placé sur une grille carrée réguliere vérifie la formule

B . e .
A,=1 +5— 1 ou /=nombre de points intérieurs et B =nombre de points sur

le bord.
On en déduit, tout triangle qui a exactement 3 points sur le bord (ses sommets) et aucun

e .1
point intérieur a pour aire 5

¢) Preuve de la formule candidate pour un polygone quelconque

Nous avions vérifié que la formule est vraie pour les triangles.

Il reste a prouver maintenant qu’elle est vraie pour tout polygone P a n cotés avec n>3 .
On sait que tout polygone P a n cotés ( n>3) est triangulable.

On peut avoir deux approches pour rechercher une preuve de la formule.

— Approche par récurrence (forte)

Considérons un polygone P a n sommets ( #>3) sur une grille carré régulicre.

D’apres le théoréme de la diagonale propre, P admet une diagonale intérieure. Cette
diagonale nous permet d’obtenir une décomposition de P en deux polygones adjacents Q et
R (ils ont au moins un coté en commun). Le nombre de coté¢ de chacun de polygones est
inférieur a n. (voir Figure 17)

1
=

*
'
'
¥
i

Figure 17. Exemple de polygone décomposé en deux polygones

Si la formule obtenue est vraie pour les polygones Q et R alors d’apres le principe de
I’additivité de la formule, elle est vraie aussi pour le polygone P.

La formule est donc démontrée pour tout polygone.

Il est important de noter ici que méme si le polygone P n’est pas convexe, le théoréme de
la diagonale propre permet de se ramener a des polygones convexes.

— Approche par partition (induction ascendante)

Nous avions vérifié que la formule est vraie pour tout type de triangle. Nous avons aussi
montré 1’existence d’une triangulation pour tout polygone n>3 . On sait aussi qu’on
obtient exactement n—2 triangles (en triangulant par les sommets du polygone).
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Figure. 17. Un exemple de triangulation de P par ses sommets

Considérons alors un polygone P sur une grille (figure 17). Il est triangulé des régions 71,
Ty ..., Tho.

Désignons par :

* i:lenombre de points intérieurs a P et b : le nombre de points sur les bords de P

* ¢, : le nombre de points sur les deux c6té du triangle 71 qui coincident avec 2
cotés de P.

* ¢, :lenombre de points sur les deux cotés du triangle 7,.. qui coincide avec 2
cotés de P.

* ¢, :avec 2<k=<n-3, le nombre de points sur le seul c6té du triangle 7 qui
coincide avec un coté de P.

e d,:avec 1<k=<n—3, le nombre de points sur le coté de Ty intérieur a P qui ne
coincide pas avec un cote de Ti.;.

* i, :le nombre de points intérieurs a 7.

Ona:
k=n-2 k=n-3 k=n—-2
i= Y i+ Y, d, et b=c +(C,—1)+(C;—1)+..+4(c, ,—1)+(c, ,—2)= D>, c,~n+2
k=1 k=1 k=1
En désignant A(P) I’aire de P et A(k) I’aire du triangle 7y, on a :

k=n-2 k=n-3

A(P): kz_:l A=A+ kz_z At+A,,

On abouti & la formule de Pick pour le polygone P : A(P)=i +g— 1

Donc la formule est vraie pour tout polygone.

Ces deux preuves nous ont permis d’étudier les polygones partir des diagonales propres.
Nous allons nous intéresser maintenant aux polygones sans diagonale : les triangles (en
particulier les triangles sans point entier a I’intérieur).
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2.4 - Etude du triangle sans points entiers intérieurs

Pour étudier ce type de triangle, on peut d’abord s’interroger sur sa construction sur une
grille carrée réguliére. Cette question nous semble 1égitime si on veut faire des essais sur
différentes représentations possibles de ce type de triangle sur la grille.

Si a et b sont deux entiers naturels non nuls, on considére un segment [AB] sur une grille
carrée réguliére tel que : A(0,0) et B(a,b).

— Un point M (x, y) appartient a [ AB] signifie qu’il existe un réel k tel que : AM=kAB
avec 0<k<1 . Autrement dit, x=ka et y=kb avec 0<k<1.

Donc les points M (x, y) de [ AB] sont caractérisés par : 0<x<a,0<y<b,ay=bx .

— L’égalité ay=bx nous permet de dire que x , y sont non nuls car a et b sont non nuls.

— Si a et b sont premiers entre eux :

a divise bx , donc a divise x d’apres le théoréme de Gauss. Sachant que 0<x<a, on en
déduit que x=a .

De la méme maniére on trouve que y=>b .

Donc les seuls points de la grille situés sur le segment [ AB] sont : A(0,0) et B(a,b).

— Si a et b ne sont pas premiers entre eux :

Soit d=PGCD(a,b) avec d#1 .

D’aprés le théoréme de Bézout, il existea’etb’tel que:a=da’etb=db’ avec
PGCD(a’,b’)=1.

Donc ay=bx s’écritda’ y=db’x c’est-a-dire a’ y=b’x . D’apres le résultat précédent, les
points 4(0,0) et D(a’,b’) sont les seuls points situés sur [AD]. Ce qui veut dire aussi
que le segment [4B] contient au moins un point de la grille : D.

Corollaire. Un triangle qui n’admet pas d’autres points entiers sur les bords que ses
sommets est caractérisé par de sommets de coordonnées (0,0) ou (a,b) avec a et b premier
entre eux.

Les propriétés que nous venons de présenter permettent de construire des triangles sans

autres points sur les cotés que ses sommets. Mais elles ne nous donne pas d’information
sur I’existence de points de la grille & I’intérieur d’un triangle.

Evaluons maintenant I’aire dans le cas ou le triangle n’admet pas de points de la grille &
I’intérieur. Evaluer ’aire de ce type de triangle sur une grille peut se ramener a étudier
quelques configurations.

a) Triangle ayant deux cotés paralléles aux lignes de la grille
On retrouve 1I’'un des 4 types de constructions (voir Figure 1) par isométrie. Elles

correspondent chacune a la moité du carré unité. L’aire vaut donc > dans chacun des cas.
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Figure 1. Exemples de triangles ayant deux cotés paralléles aux lignes de la grille

b) Triangle ayant un c6té paralléle aux lignes de la grille
On se ramene toujours au cas d’un triangle dont la base mesure 1 et la hauteur 1.

) 1
L’aire vaut donc > dans chacun des cas.

7 ,

- -

Figure 2. Exemple de triangles ayant un coté plaralle‘le aux axes

c¢) Triangle aux cotés non paralléles aux lignes de la grilles

Pour ces cas de configurations, on retrouve des triangles qui peuvent étre tres aplatis (voir
Figure 3a). La technique classique pour calculer 1’aire devient assez difficile a mettre en
ceuvre. On ne peut déterminer de hauteur. On va donc utiliser soit la formule de Héron (en
déterminant les longueurs des cotés), soit en inscrivant le triangle dans un rectangle
(voir Figure 3b).

Soit ABC un triangle sans points intérieurs et sans points sur les cotés (sauf les sommets).

Inscrivons-le dans le triangle rectangle ADC d’hypoténuse [AC] (le plus grand coté du
triangle ABC).
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Figure 3.a Exemple de triangle aux cotés non paralléles aux axes

Le triangle ADC peut étre décomposé en régions : AEB (triangle rectangle), BFC (triangle
rectangle), EDFB (rectangle aux cotés paralléles aux axes).

Soit AE=a, EB=BF=b, DF=DE=c, CF=d..

En utilisant les formules classiques de calcul d’aire, on a :

Aire( ABC)= Aire( ADC)—| Aire( AEB)+ Aire( BFC )+ Aire (EDFB)|
_(a+b)(c+d) ac bd

Que vaut alors ad—bc ?
Nous allons utiliser les points de la grilles comme base de notre stratégie.

Considérons un rectangle R construit sur une grille (voir figure 4) dont les c6tés m et n sont
paralleles aux lignes de la grilles.

Figure 4. Exemple de rectangle aux cotes paralléles aux axes de la grille

Le nombre de points de la grille appartenant (bords et intérieur) a R vaut : (m + 1) (n + 1).
Si R n’admet pas d’autres points sur ses diagonales que ses sommets, on peut dire que le

nombre de points du triangle rectangle (de cotés m et n) vaut : %(m +1)(n+1)+1.
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Nous allons appliquer ces deux résultats a notre figure afin de déterminer le nombre de
points de la grilles du triangle rectangle (dans lequel nous avons inscrit notre triangle
ABCQC).

L’hypoténuse [AC] du triangle ADC n’admet pas d’autre point de la grille que les points A4
etC. Ona: AD=a+b et DC=c+d

Nous pouvons donc calculer directement le nombre de points N du triangle ADC.

Il vaut : NADC:%(a+b+1)(c+d+1)+1 = %(ac+bc+ad+bd+a+b+c+d+3) (1)

On peut calculer d’une autre maniére le nombre de points du triangle rectangle ADC. 11
s’agit d’utiliser la décomposition que nous avions faite sur la figure 3a.

Selon notre construction de départ (hypothése), le triangle ABC n’a aucun point intérieur
et il n’admet que ses sommets sur la grille.

Donc il n’existe pas de points entre 4 et B. Il en est de méme pour B et C.
Ona: NAEB:%(cHl)(c+1)+1=%(ac+a+c+3)

NBFC:%(b+1)(d+1)+1:%(bd+b+d+3)

Nepes=(b+1)(c+1)=bc+b+c+1
Avec ces résultats, on peut dire que pour le triangle ADC :
N apc=N pzs+Ngpc+N pppg—(c+1)—(b+1) .

Dans cette égalité, les soustractions renvoient aux points des cotés ( [EB] et [BF]) qui
ont été¢ comptés deux fois.

On obtient :

NADCZ%(GC*'G"‘C*‘?’)*‘%(bd+b+d+3)+(bc+b+c+1)—c—b—2

= %(ac+2bc+bd+a+b+c+d+4) )

Les égalités (1) et (2) nous permettent de poser que :
%(ac+bc+ad+bd+a+b+c+d+3):%(ac+2bc+bd+a+b+c+d+4)

ad—bc=1

):ad—bczl
2 2

D’ou, 1’aire du triangle 4BC vaut : Aire ( ABC

Conclusion
Tout triangle sur une grille ayant exactement 3 points de la grille sur ses bords (ses

e, .1
sommets) et aucun point intérieur, a pour aire 5 .
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2.5 - Cas des polygones réguliers

Dans (Grenier et Payan, 1998) la question de la constructibilit¢ sur une grille carrée
réguliére des n-polygones réguliers est résolue pour tout n>3 .

Dans cette partie nous voulons préciser que la formule de Pick peut étre utilisée pour
résoudre cette question.

En effet, elle permet de déduire que pour tout polygone P a sommets entiers, 1’aire de P est
entiecre ou (entier+1/2). Cette information permet donc de savoir si un polygone
quelconque peut étre construit sur une grille carrée régulicre dés qu’on connait son aire.

En particulier si nous prenons I’exemple le triangle équilatéral (donc pour n=3). Son aire
vaut 7302 ou c¢ désigne le coté. Ainsi tout triangle équilatéral a une aire irrationnelle. Par

conséquent il est impossible de le construire sur une grille carrée régulicre.

VIL.3 - ETUDE DIDACTIQUE

L’¢étude mathématique a montré que les questions autour de I’objet « théoréme de Pick »
permettent de mettre en ceuvre différents registres, ceux de la géométrie euclidienne, des
mathématiques discretes, de 1’arithmétique et, dans une certaine mesure, celui de
I’algorithmique. Ces registres et leurs interactions sont au centre de nos objectifs de
recherche. Mais quelle transposition du probléme et quel dispositif mettre en place pour
que I’étude de I’objet en jeu (théoreme de Pick) puisse étre prise en charge en adidactique
par des ¢éléves et étre porteuse d’apprentissages ? En particulier, quel choix faire pour
I’énoncé du probléme, et comment favoriser le développement de stratégies dans les
différents registres et la mise en ceuvre des savoirs transversaux (expérimenter, construire
des exemples, contre-exemples, conjecturer, résoudre des cas particuliers, et prouver).

Nos choix pour I’énoncé s’appuient a la fois sur les notions et savoirs repérés dans
I’analyse mathématique et les hypotheses sur les connaissances des éleéves. Pour la mise en
ccuvre des savoirs transversaux, la situation doit s’inscrire dans le cadre d’un contrat
didactique de type recherche. Le modele SiRC est tout-a-fait adapté pour cela. La
dévolution de la situation se fera en fonction des conceptions et connaissances des €léves
sur les notions mathématiques en jeu et les savoirs transversaux disponibles. Nous
présupposons que la formule de Pick n’est pas connue et que ce type de question n’est pas
usuel, ceci devrait favoriser une recherche empirique.

Nous allons préciser ces ¢léments.
Enoncé du probléme

On donne un polygone sur une grille carrée réguliere. On veut trouver une
méthode simple pour déterminer [’aire de ce polygone.

L’énoncé est compréhensible deés que ’on sait ce que sont un polygone et une aire. Le
contexte de la grille carrée réguliére donne un sens particulier a la question, et devrait
induire la recherche d’une méthode autre que celles de la géométrie euclidienne. L’énoncé
ne dit pas qu’il faut chercher une formule, ainsi, méme si c’est une interprétation probable
de la question, cet implicite permet de ne pas exclure d’autres stratégies (plus
géométriques). La tache « rechercher une méthode » n’est pas habituelle dans les pratiques
de classe, les méthodes et techniques sont données, rarement construites par I’¢léve.
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L’étude mathématique montre que les savoirs notionnels qui peuvent étre convoqués dans
cette situation sont nombreux et & des niveaux de connaissance différents :

— Polygones : définition et caractéristiques ;

— Formules usuelles de calcul d’aire (triangle, carré, rectangle, trapeze, etc.) ;

— Formule de Héron (pour le calcul de I’aire d’un triangle en fonction des trois

cotés) ;

— Théoréme de Pythagore ;

— Théoréme de Bézout, Théoréme de Gauss ;

— Théoreme de Bolyai (découpage, triangulation) ;

— Théoréme de la diagonale propre d’un polygone.

Des savoirs transversaux peuvent étre aussi convoqués :
— Expérimenter, faire des essais, étudier un cas particulier,
— décomposer et restructurer une figure,
— faire une conjecture,
— utiliser des types ou outils de preuve : exhibition d’exemple (sur des questions
d’existence), ou de contre-exemple, exhaustivité de cas, la récurrence.

Les méthodes de résolution

L’analyse mathématique nous fournit aussi des méthodes de résolution liées au probléme,
et les techniques de calcul associées. On peut les regrouper en fonction des registres
auxquelles elles appartiennent.
— Méthodes relevant du continu

* Découpage (triangulation, inscription dans un rectangle) : S_déc-t et S_déc-r.

* Estimation de I’aire a partir de calcul d’aire de figures usuelles : S_es-cal
— Méthodes relevant du discret

* Recherche empirique d’une formule en fonction des points de la grille : S_réc-f

* Estimation de I’aire par dénombrement de carrés unités : S_es-dén

* Application directe de la formule de Pick (lorsqu’elle est connue) : S pick
Les méthodes du continu mobilisent des savoirs étudiés dés le college. Nous faisons donc
I’hypothese qu’elles peuvent apparaitre des le début de la recherche.
Quant aux méthodes du discret, elle sont absentes dans la plupart des connaissances. On
peut s’attendre donc a des difficultés pour leur mobilisation. En effet, tout au long de
I’enseignement, le concept d’aire est construit dans les registres de la géométrie
euclidienne et de I’analyse (de 1’aire de figures de base en primaire, avec la calcul de
longueurs, au calcul intégral en analyse a ['université).

Situation et modéle didactique

La situation releve du modele SiRC (voir Chapitre. V). En effet :

— Le probléme est a priori « ouvert » : le théoréme de Pick n’est pas enseigné sauf dans
des cursus spécifiques post-bac, et dans le cas ou la formule serait connue, il reste a faire
la preuve du théoréme.

— Plusieurs stratégies initiales sont possibles, en particulier dans le registre de la géométrie
du continu, dés que les notions d’aires et de polygone sont connues.

— Les stratégies initiales ne permettent pas de répondre a la question posée, ce qui devrait
conduire a chercher comment la propriété « a sommets entiers » peut conduire a une
méthode « plus simple ».
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— La phase de recherche expérimentale permet de construire des solutions partielles et des
conjectures, et de donner des éléments de preuve.

— La recherche peut se développer dans différents registres (continu, discret,
algorithmique).

La situation peut étre proposée sous plusieurs formes suivants des choix didactiques. Nous
identifions particulierement les choix didactiques suivants :

* La nature de la question

L’enjeu de Dactivit¢ de recherche dépend de la formulation de la question.
Demander de « chercher une formule » peut réduire 1’activité de recherche alors
que « trouver une méthode ou un moyen » rend le probléme plus « ouvert ».

* La nature du polygone de [’énoncé (précisée ou pas)

Préciser un type de polygone par rapport au nombre de cotés ou a la convexité peut
limiter la résolution du probleme a des instances ou la généraliser.

* La présence (ou non ) d’un exemple de polygone associé a [’énoncé

Quel type de polygone donner ? Son aire doit-elle étre facile a calculer ou non ? En
proposant par exemple, de polygones habituels (triangles, carré, rectangle, etc.),
cela peut réduire 1’enjeu de trouver une autre méthode de calcul d’aire que celle
basée sur les formules classiques de la géométrie.

* La référence (ou non ) aux points de la grille

Le choix de faire (ou non) explicitement référence aux points de grille dans
I’énoncé du probléme va influencer la recherche empirique et les registres de
résolutions.

Ainsi, suivant les valeurs de choix didactiques, on peut mettre en place des situations
« fermées » ou « ouvertes » par rapport aux registres de résolution et/ou a ’activité de
recherche. Nous allons expérimenter différentes valeurs.

Nous faisons I’hypothése que la situation peut permettre :

— de passer du registre du continu de la géométrie euclidienne (habituel dans
I’enseignement) a celui de la géométrie discrete et de 1’arithmétique.

— de donner du sens a la formule de Pick. A savoir, par exemple, pourquoi, dans le calcul

de I’aire, un point a I’intérieur du polygone vaut 1 et un point sur le bord vaut 5

D’autre part, comparativement a 1’étude du probléme des « points entiers sur une droite »
(voir. Chapitre VI), celle-ci met en jeu une situation plus ouverte du point de vue de
I’activité de recherche. Elle nous permettra donc d’évaluer la capacité des étudiants a
s’approprier ce type de probleéme et d’identifier les savoirs notionnels et transversaux
mobilisés.

Le modele SiRC est privilégié pour mener I’étude. A terme, nous pourrons donc savoir si
ce choix est pertinent ou pas.

N .

Nous allons chercher a identifier dans nos expérimentations : les traces d’activités de
recherche, les méthodes de résolutions, les changements de registres, les savoirs notionnels
et transversaux mobilisés, ainsi que les blocages et les difficultés.
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3.1 - Situations de pré-expérimentation

Dans le déroulement chronologique de notre étude nous avons effectué deux mises en
situation du probléme afin de mieux préparer la situation expérimentale. Au vu des
résultats obtenus, il nous est paru important de les présenter. Toutefois, nous ne faisons ici
que des résumés.

a) Premiére pré-expérimentation
Nous avons fait les choix didactiques suivants :

— Proposer une formulation qui ne fait aucune mention des points de la grille. Il s’agit
donc d’une formulation « ouverte » du point de vue du registre de résolution.

— L’hypothese que les formules habituelles de calcul ne permettent pas de résoudre
facilement tous les problémes de détermination d’aire de polygones est précisée.

L’expérimentation est effectuée avec des étudiants de L3 maths de ['université¢ de
Grenoble. C’est un niveau d’enseignement qui dispose a priori des savoirs pour amorcer
des stratégies initiales. La durée prévue est une heure. Nous privilégions le travail en
groupe. Cette organisation permet de faciliter les interactions et la dévolution du
probléme. Des fiches de grille carrée réguliére sont données.

Enoncé présenté
Probléme. Etude de I’aire des polygones.

On veut chercher un « moyen » simple de déterminer I’aire des polygones (s’il existe
de moyens simples).

Vous avez appris a calculer avec des formules 1’aire de triangles, de quadrilatéres
(carré, rectangle, etc.) ou de polygones réguliers. Toutefois il n’est pas toujours
« simple » de trouver I’aire d’un polygone de fagon générale.

Pour cette recherche, on restreint le probléme aux polygones dont tous les sommets
sont sur une grille carrée régulicre.

On se demande si le fait de placer un polygone sur une grille peut nous aider a
calculer son aire.

Les résultats
L’expérimentation a montré que :

— La formulation proposée ne permet pas le passage du registre du continu de la
géométrie euclidienne au registre du discret. Le travail des étudiants s’est centré sur la
recherche de propriétés analytiques qui permettent d’¢laborer un algorithme de
construction de polygones sur une grille carrée réguliére. Bien que nous trouvons ce
travail intéressant, il est assez ¢loigné des hypotheses de notre analyse.

— Le probléme est présenté de fagon trop « ouverte ». Malgré nos relances pour que les
¢tudiants regardent le probleme sur des cas particuliers de polygones construits sur la
grille, cette approche ne leur dit rien. Il faudrait donc ajouter d’autres informations pour
espérer I’apparition du registre du discret.
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b) Deuxieme pré-expérimentation
Le public est constitué cette fois d’étudiants de Master 1 mathématiques de I’ENsup de
Bamako. Nous avons fait de nouveaux choix :
— Donner une fiche de travail avec des exemples de polygones a sommets entiers
(voir figure de la fiche).
— Préciser I'unité d’aire de la grille. Mais aucune référence n’est faite aux points de la
grille.
Avec ces choix, on a une situation un peu « fermée » du point de vue de ’activité de
recherche et des registres de résolution.

Nous faisons 1’hypothése que cette nouvelle formulation permettra aux étudiants d’adopter
une recherche empirique a travers les cas particuliers donnés et qu’ils vont se centrer
beaucoup plus sur des méthodes de résolution en lien avec la grille et les points entiers.

L’organisation du travail en groupe est maintenue.

Enoncé présenté

« On veut trouver un moyen simple pour déterminer I’aire d’un polygone dont tous
les sommets sont des points d’une grille carrée régulicre.

Pour cette recherche, on vous donne les exemples de polygones A, B, C et D sur la
fiche suivante. »

Fiche de travail

On vous donne le cas des polygones suivants (A, B, C, D). On considére que 'unité
d'aire de la grille est 1.
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Figure 1. Polygones de la fiche de travail de seconde pré-expérimentation
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Analyse des productions et résultats
Nous avons 5 groupes de travail de 2 ou 3 étudiants.

Le Groupe 1 a adopté la méthode par découpage (S _déc). Le choix du découpage des
polygones montre explicitement la triangulation en sommets entiers et sans points
intérieurs au polygone (voir figure 2). Le principe du groupe pour déterminer I’aire d’un
polygone P est de calculer I’aire des triangles t, , ensuite faire la somme des aires A (t;)
pour obtenir A(P), 4 désignant I’aire. Le calcul des aires des triangles se basent sur la
formule classique base X hauteur/2 . 1ls sont donc vite bloqués. Cela était prévisible
puisqu’on a pas les moyens pour déterminer toujours les hauteurs des triangles. On peut
pourtant déterminer ces aires de triangles en utilisant le théoréme de Pythagore et la
formule de Héron (voir § VIL.2. Etude mathématique).
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Figure 2. Copie du groupe 1

Les quatre autres groupes ont eu une méme approche (Voir Figure 3). C’est une méthode
qui est aussi basée sur le découpage (S_déc-r). Mais a la différence avec celle du Groupe 1,
le polygone P est d’abord inscrit dans un rectangle R. Ensuite en retranchant de ’aire de R,
Iaire des régions qui complétent P en R, on obtient alors A(P) .
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Parmi les quatre groupes, deux ont pu mener la méthode (S_déc-r) a terme, en choisissant
judicieusement des formes en triangles rectangles ou en rectangles de cotés paralleles aux
lignes de la grille. Ils se sont donc basés sur les figures dont on peut déterminer les
longueurs facilement en exploitant la grille.

Concernant les résultats, nous retenons :

— Le registre du continu de la géométrie euclidienne est prégnant. Les méthodes de
résolution (S_déc-t et S déc-r) des étudiants sont basées sur les formules de la
géométrie euclidienne.

— La formulation ne permet pas de faire le lien entre 1’aire d’un polygone et les points
de la grille. Les méthodes de résolutions apparues ne sont pas spécifiques a la
grille. En aucun moment de I’expérimentation, les points de la grille ne sont
évoqués par les étudiants. A la question s’il existe d’autre méthode, un seul étudiant
trouve que le probleéme lui évoque les estimations d’aire sous une courbe en analyse
numérique (la méthode des trapezes).

— Le probléme est cette fois trop « fermé » sur le plan de ’activité de recherche. Il
faut dire que les étudiants se sont focalisés exclusivement sur les exemples donnés
et non sur le probleme général.

Nous trouvons aussi que, les polygones d’exemple doivent étre assez « tordus » pour
espérer créer 1’enjeu d’explorer d’autres pistes de résolution.

3.2 - Situation expérimentée

Elle vise a expérimenter une nouvelle formulation de I’énoncé du probléme. Le public
cible est constitu¢ d’étudiants de L3 mathématiques de 1’université de Grenoble. Le travail
est effectué en groupe. Des observateurs sont associés a I’expérimentation. Leurs
interventions peuvent étre des explications de bases sur la compréhension de la situation.
Ils pourront aussi intervenir si les étudiants se « bloquent ». Ils pourront donner des
exemples ou contre-exemple, ou encore demander des précisions sur les stratégies de
résolution.

a) Choix didactiques

Nous avons choisi cette fois-ci d’expérimenter une formulation moins ouverte sur le plan
des registres de résolutions. Ainsi, on a fait les choix suivants :

— le probléme est présenté au tableau et un seul exemple de polygone sur la grille est
donné. Ce polygone est beaucoup plus « tordu » (voir figure 4).

— Il est explicitement recommand¢ d’utiliser les points de la grille dans la résolution (voir
§ Transcription de la présentation du probléme).

— deux séances de travail de 1h30mn sont prévues. Cela pour donner plus de temps de
résolutions et de réflexion aux étudiants, mais aussi pour avoir un moment
d’institutionnalisation.

Ces choix nous sont parus fondamentaux a la suite de nos pré-expérimentations, pour
espérer voir des méthodes en lien avec les points de la grille et une activité de recherche
plus soutenue.
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Figure 4 . Fiche de polygone exemple donné

Transcription de la présentation du probléme

Il est présenté au tableau par I’un des observateurs.
« Ob.S » désigne I’observateur et « Ed. » un étudiant.

Ob.S: On s'intéresse a des polygones. Je dessine un polygone. Ce qui
m'intéresserait de faire c'est de déterminer son aire. Mais de facon la plus
“simple” possible.

Ob.S : Tres certainement vous avez dans vos souvenirs, des formules pour des
polygones tres particuliers, qui vous permettent de déterminer 1’aire. Vous
aurez peut €tre envie de mettre cela en ceuvre pour calculer I’aire. Mais
j'appellerai cela des formules un peu compliquée déja par rapport a ce qu’on
veut chercher.

ODb.S : Alors pour chercher 1’aire, on vous invite trés fortement a placer le
polygone sur un objet : une grille.

Ob.S : On va placer le polygone sur la grille, de telle sorte que les sommets de
notre polygone soient sur la grille (avec des carrés).

(Dessin d’illustration au tableau par le I’observateur)
Ob.S : Donc j'ai posé mon polygone sur ma grille. A savoir que tous les
sommets sont sur la grille. En quoi cela va nous aider a déterminer I’aire?

Ob.S : A part le fait que le polygone est sur la grille, est ce que vous voyez
éventuellement d’autres ¢léments qui pourraient vous aider?

(Pas de réponse des étudiants)

Ob.S : Qu'est-ce que ¢a fait d'avoir dessiné le polygone sur la grille?
Ed. : On connait l'aire d'un carré.

ODb.S : Oui, mais pour le moment, restons plutdt sur le dessin et pas sur le
probléme.

Ed : il y a des points intérieurs et des points extérieurs.
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Ob.S : Effectivement, il y a des points intérieurs, il y a des points extérieurs, il
y a les sommets et on imagine aussi qu'il y a en sur le bord. Est-ce que ces
genres d’informations pourront nous aider pour déterminer 1'aire?

Ob.S : Donc le probléme est posé. Trouver une méthode assez simple pour
déterminer 1'aire de n’importe quel polygone qui peut étre complétement tordu
et dont tous les sommets sont sur une grille.

Ob.S : On souhaiterais que vous trouvez quelque chose de simple. Cela peut
étre méme une approche de la valeur de I’aire.

Ob.S : On va vous donner des fiches de travail. Une fiche avec un exemple de
polygone construit sur une grille et une autre portant uniquement une grille.

b) Analyse des productions

Nous avons trois groupes de travail et chacun des groupes a eu une approche particuliére
de la résolution. Nous allons donc regarder les productions par groupe de travail.

Groupe 1

Il est constitué de 3 étudiants. Au début de la résolution, les étudiants essaient de retrouver
un exercice étudié en classe qui serait semblable au probléme. Les notions du produit
scalaire en lien avec ’aire d’une figure géométrique sont évoquées. Cette approche revient
réguliérement dans les travaux lorsqu’ils sont en manque d’inspiration pour trouver
d’autres pistes de recherches. Cela montre que les étudiants n’ont pas 1’habitude de ce type
de situation. Les pratiques d’enseignement autour de résolution de probléme sont en
général des moments d’application de notions étudiées dans le Cours.

La premiere piste qui émerge finalement est la technique de I’estimation de ’aire (S_es-

dén). La détermination d’une approximation de I’aire est basée sur des polygones aux cotés
paralleles aux lignes de la grille (voir figure 5).

Figure 5. lllustration Copie d’étudiant
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Avec ce découpage, on a: 22<A(P)<76, A(P) désigne I’aire de P. Si ’encadrement
permet d’avoir une idée de 1’aire de P, I’amplitude est bien trop grande pour rapprocher
I’aire A(P). C’est la limite de la méthode comme nous 1’avons souligné dans notre analyse
mathématique.

Le dessin est finalement abandonné. A priori, il ne leur donne aucune information sur le
lien entre points intérieurs, points extérieurs, points du bord et I’aire du polygone P.

L’observateur intervient : « quelles sont les informations que ce dessin peut apporter pour
leurs recherches, et est ce qu’ils sont finalement stir qu’on ne peut rien en tirer ? »

Les expressions « plus » ou « moins » sont alors évoquées rapidement. Mais la piste de
résolution est écartée.

Ensuite, I’idée de regarder les points intérieurs est proposée. Voici une transcription des
¢changes en ce moment (les ¢tudiants sont désignés par E1, E2, E3) :

E2 : Si tu comptes les points qu’il y a sur la fronti¢re, il y a pas unicité.

E1 : Si tu prends deux figures qui ont les mémes points intérieurs alors elles ont la

meéme aire.

E2 : Pourquoi il y aurait ¢a ?

E1 : Ah ¢a me parait... Si tu essaies de faire des dessins, deux figures qui ont les

mémes points intérieurs et qui n’ont pas la méme aire. Déja faire des figures qui

n’ont que les mémes points intérieurs et qui ne se ressemble pas c’est compliqué,

et je pense qu’elles ont la méme aire.
On observe dans cet échange, les prémices d’une approche de résolution dans le registre
du discret. Mais le groupe constate finalement par essais que leur observation est fausse.
D’abord, I’'un des étudiants trouve un « contre exemple » (voir figure 6). En rajoutant le
triangle « bleu» au polygone P, le nouveau polygone a le méme nombre de points
intérieurs que P mais a une aire plus grande.

Figure 6. Contre-exemple a la proposition de [’étudiant E1 sur [’apport des points
intérieurs
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Ils s’intéressent ensuite aux triangles entiers sans points intérieurs. Les calculs donnent sur

des exemple que I’aire d’un triangle entier sans point intérieur a pour aire 5

Apres ces deux observations, les étudiants remettent en doute leur hypothése de travail :
les points intérieurs contribuent au calcul de [’aire. Malgré qu’un des étudiants propose
« qu’il faut peut étre considéré la frontiere (le bord) », I’intérét des points de la de grille ne
les accroche plus.

Nous observons ici un abandon de la méthode de recherche empirique (S_rec-f) du lien
entre points de la grille et I’aire du polygone par manque d’une investigation plus poussée
de la recherche.

Une intervention judicieuse d’un observateur peut pallier a un tel renoncement a une piste
de résolution.

Ensuite, I’idée de trianguler le polygone P apparait (S_déc-t). Ils trouvent qu’en découpant
P en triangles, le probléme se raméne a une étude de triangles « plus simple ». Mais quelle
triangulation choisir ? Voici deux propositions de triangulation explorées :

Figure 7a. Création d'un polygone convexe Figure 7b. Triangulation du polygone par
par ajout de triangles a P partir d’un point intérieur a P

On retrouve ici le second type de triangulation présenté dans I’analyse mathématique du
probléme. Les aires des triangles peuvent étre calculées car tous les sommets sont entiers.

Mais pour les étudiants, ces triangles ne sont pas « simples » car « on ne peut déterminer
les longueurs ». Ils évoquent alors le triangle rectangle d’aire 1/2 et « un quart de carré ».
Le situation leur parait toujours difficile a résoudre pour chacun de ces types de polygones.

Ils reviennent finalement & une recherche empirique de ’aire en lien avec les points de la
grille lors de la seconde séance (S_rec-f). Les essais se focalisent sur le triangle rectangle
1Xn (voir figure 8).
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Figure 8. lllustration des triangles étudiés par les étudiants

Ils commencent alors a faire des observations liant 1’aire des figures et les points des
bords. Mais ce travail ne leur permet pas d’exhiber une formule générique.

Le groupe ne parvient pas a aller plus loin dans la résolution du probléme.

Groupe 2

Ils sont trois étudiants au sein ce groupe. Nous les désignons par R, 7, S dans les extraits
de transcription des échanges.

Le groupe débute aussi ses recherches avec la méthode d’estimation (S_es-dén) de 1’aire
du polygone P (voir figure 9). Mais ils s’intéressent exclusivement a 1’aire de la région
intérieure a P (hachurée sur la figure).
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A partir de ce dessin, ils cherchent a reconstituer des carrés unités avec des portions de la
partie non hachurée dans P. On reconnait dans cette stratégie une application du théoréme

Figure 9. Copie de I’étudiant T

de Bolyai. Mais comme ils ne trouvent pas de justification, ils abandonnent la stratégie.

L’observateur intervient en leur rappelant qu’ils doivent penser a regarder aussi les points

de la grille. Etant donné que cela a été recommandé dans la présentation du probléme.

Mais I’idée de regarder les points ne leur semble pas pertinent. Ils s’interrogent sur les

données du probléme. Voici un extrait des échanges :

T : Qu’est ce qu’on nous donne au départ pour faire ce calcul ? Les coordonnées des

sommets ?
R : Avec ces histoires de points intérieurs et tout ¢a, je ne vois pas trop ou est ce que
¢a peut nous amener.

(Chacun sur sa fiche, commence a construire des polygones sur la grille et &8 marquer
des points.)

R : Je trouve que si on construit un polygone sur la grille, il y a des points intérieurs,
extérieurs et sur la frontiere.... Mais les points extérieurs ne doivent pas intervenir
pour déterminer 1’aire.

T : Je trouve que si on devait chercher une majoration ou une minoration de 1’aire, les
points peuvent nous aider.

R : Oui, je pense que pour une minoration de I’aire, les points intérieurs correspondent
aux carrés que nous avons coloriés a I’intérieur. Mais apres pour trouver [’aire
exacte... Le probléme me fait penser a du carrelage .

S : Je ne comprends pas trop ’histoire de points extérieurs.
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T: Et si on faisait une figure réguliére et on essaye de s’intéresser aux points
intérieurs si ¢ca nous donne une information sur son aire. Par exemple si on prend ce
triangle, on peut regarder les points intérieurs et sur les cotés. Puis on calcule I’aire.

Dans cet extrait, on observe que, 1’idée de 1’apport des points dans le calcul de 1’aire du
polygone commence a les convaincre (S rec-f). Le fait que les points intérieurs
n’interviennent pas dans la détermination de 1’aire du polygone est bien trouvé. Nous
estimons que I’approche du groupe leur permettra de donner du sens a la formule s’ils la
découvre.

Ils se lancent alors a faire des essais sur particuliérement des triangles (voir figure 10).
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Figure 10. Copie de [’étudiant R

IIs s’entendent finalement sur trois observations :
Observation 1. Un triangle sans point intérieur et qui n’a que ses sommets sur
la grille, a pour aire 1/2.

Observation 2. Dans un triangle, si le nombre de point intérieur est fixé, en
augmentant le nombre de point du bord de 1, I’aire du triangle augmente de
1/2

Observation 3. Dans un triangle, si le nombre de point du bord est fixé, en
augmentant le nombre de point intérieur de 1, ’aire du triangle augmente de 1.

Ils cherchent alors a vérifier I’observation 1. L’observateur leur propose un triangle trés
aplati.
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Figure 11a. Triangle proposé par [’observateur au Groupe 1

Ils inscrivent le triangle dans un rectangle (S_déc-r) puis effectuent le découpage suivants
(voir figure 11b).
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Figuf'e 11b. Dessin de référence du Groupe 1

On obtient : A(EFB):A(ABDE)—A(ABE)—A(EGF)—A(FCB)—A(GDCF):%

Ce résultat réconforte le groupe sur sa premiére observation.

Mais nous remarquons que les étudiants ont des difficultés a reproduire des triangles
aplatis sans points intérieurs.
Observateur : Comment construisez-vous donc ce type de triangle aplati ? Autrement
comment construire un segment qui n’a que ses sommets sur la grille ?

Aprés un moment de silence, un des étudiants propose :

T : Je trouve qu’il faut que le segment corresponde a la diagonale d’un rectangle dont
les cotés sont premiers entre eux.

La séance s’achéve sans que nous obtenons une justification de cette affirmation. Mais cet
¢change montre que jusqu’a ce moment, le travail effectué sur la grille n’a évoqué que trés
peu de savoirs notionnels chez les étudiants.

Lors de la seconde séance, le groupe repart sur ses observations précédentes.
Voici un résumé de leur stratégie :

110



R: on se disait que sur ¢a (cas du triangle d’aire 1/2), on a pas trop d’idée sur
comment le prouver. Du coup, on s’est dit qu’on allait le laisser a part et essayer de
revenir a la figure et de trouver, de relier cette histoire de points intérieurs, points au
bord avec (vraiment) pas que pour un triangle mais avec 1’aire d’une figure
quelconque pour essayer d’aller jusqu’au bout. Alors, on aura pas prouver ce qu’on
dit... Enfin, ¢a a I’air d’étre vrai. Il reste & le prouver, mais au moins, on serait allé
jusqu’au bout pour arriver a un résultat concret, méme si on a pas la preuve. Afin
qu’on ait quelque chose a présenter.

Observateur : d’accord.
T : I’idée ca sera donc de compter pour les triangles (qui restent), les points intérieurs,
les points au bord ?

R: ¢a voudrait dire par exemple, qu’il faudrait qu’on arrive a le trianguler, a
transformer la figure qu’en des triangles comme ¢a, tu vois.

Ils repartent avec une recherche empirique (S rec-f) sur des triangles et trouvent la

formule :
A(b ,i)=i+(b—3)><%+%=i+g— 1 ou A4 désigne I’aire, b = nombre de points du bord,

i = nombre de points intérieurs.

| i |
| |
Figure 12. Copie d’étudiant T

Ils vérifient ensuite la formule sur des régions du polygone P (voir figure 13a et 13b).
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Figure 13a. Polygone de référence Figure 13b. Polygone choisi pour vérifier
(b=5;i=11) lecasb=6¢eti=06

Observateur : vous pouvez me résumer votre idée ?

R : Notre idée, c’est que si la formule marche pour un triangle et que n’importe quel

quadrilatére est triangulable. On pourrait extrapoler la formule & n’importe quel

quadrilatére qui serait triangulable.

R : En tout cas, je pense que cette formule est vraie.

T : Mais apres, est ce que tout quadrilateére est triangulable ?

R : je pense que c’est oui. Pour un triangle c’est simple. Pour un quadrilatére, il suffit

de relier les points opposés. Pour un hexagone, je ne sais pas. Est ce que s’il n’est pas

régulier ¢a marche ?
Le groupe a donc découvert la formule. Ils ont aussi trouvé le principe de 1’additivité de la
formule et une approche de la preuve par induction. Mais hormis des vérifications par
essais, ils ne parviendront pas a amorcer la rédaction de la preuve.

Groupe 3

Ils sont aussi trois étudiants au sein de ce groupe. Nous les désignons par A, B, C dans la
suite du texte.

Dé¢s les premiers échanges, ils se sont convenus d’écarter 1’utilisation des formules
classiques, car les consignes exclues ces méthodes. L’estimation de 1’aire du polygone est
évoquée (S_es-dén). Mais ils ne s’attardent pas la dessus (voir figure 14a).
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Figure 14a. Copie de I’étudiant A

Voici une transcription des échanges :

C : On peut prendre tous les carrés entiers.
B : Le grand carré est une majoration.

A : Il y a des points intérieurs, extérieurs, bords. On peut prendre des cas simples au
départ.

Le groupe adopte donc assez vite une recherche empirique (S_rec-f) pour déterminer une
relation entre I’aire et les points de la grille. Ils aboutissent a la formule de Pick. Voici un
résumé de la démarche :

— Fixer le nombre de points intérieurs et faire varier celui des bords. Les différents
essais (voir figure 14b) leur permettent d’obtenir deux conjectures :

. . e b
Conjecture 1 : 1’aire d’un polygone sans point intérieur vaut A:E_l avec

b =nombre de points de la grille sur le bord du polygone.
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Figure 14b. Copie de [’étudiant A - Conjecture 1

— Faire varier a la fois les points intérieurs et ceux du bord (voir figure 14c). 1l
formule la conjecture suivant :

Conjecture 2 : I’aire d’un polygone avec des points intérieurs vaut : A=—+i—1 ,

avec i = nombre de points intérieurs et » = nombre de points sur le bord.
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Figure 14c. Copie de [’étudiant A - Conjecture 2
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Contrairement au groupe 2, on observe que le groupe 3 ne se fixe pas de figures
particuliéres pour effectuer les conjectures.
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Figure 14d. Dessins de référence des deux conjectures

Ils sont assez vites convaincus des deux conjectures. La formule est alors appliquée sur le
polygone donné. En trouvant : i = 36, b = 23, alors : Aire(P)=46,5 .
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Mais étant donné qu’ils ne disposent pas de moyen de « contrdle », ils ne peuvent se
convaincre de ce résultat. IIs tentent alors de vérifier la formule sur des figures familieres.
Le rectangle, le trapéze, le pentagone régulier sont essayés.

Dans le travail de ce groupe, il nous semble que I’étudiant « A » a déja travaillé sur la
formule de Pick. La détermination de la formule s’est déroulée beaucoup « trop vite » au
sein du groupe. Lorsqu’on se retrouve dans une telle situation, I’enjeu de la SiRC peut étre
réduit considérablement. Mais il reste toujours a trouver une preuve de la formule.

L’observateur relance le groupe sur la recherche d’une preuve de la formule.

Le groupe s’intéressent alors au cas particulier du triangle. La récurrence est évoquée pour
aboutir a une preuve. Ils se proposent de fixer un c6té du triangle et d’augmenter les points
sur un autre coté (voir figure 14e).

Figure 14e. Copie étudiant B

L’étudiant A4 affirme :
« En démontrant la formule pour le triangle. Nous pourrons par la suite, découper
n’importe quelle figure en triangle. ».

Cet extrait montre qu’ils ont compris I’intérét de la triangulation pour aboutir a une preuve.
Mais ils ne parviennent pas a donner une justification.

Le principe de la preuve descendante (en utilisant 1’additivité¢ de la formule) est aussi
exploré. On retrouve les traces de cette piste de recherche au bas de la copie de 1’étudiant
A. (voir figure 14f).
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Figure 14f. Copie de I’étudiant A

Malgré un schéma de la preuve trouvé et les relances de 1’observateur, le groupe ne
parvient pas a rédiger une preuve.

L’institutionnalisation

Durant cette phase collective, chacun des groupes a présenté au tableau ses résultats. Les
échanges ont porté non seulement sur la résolution du probléme, mais également sur les
démarches, les conjectures obtenues et les raisonnements qui ont été produits.

La solution détaillée du probléme n’est pas donnée aux étudiants. Les parties de preuves
qui sont prouvées et celles qui restent a prouver ont été¢ précisées. Il a aussi €té mis au
clair, les stratégies menées par les étudiants, des précisions sont données particulierement
sur le raisonnement par récurrence.

3.3 - Résultats de ’expérimentation

Globalement sur le plan du changement de registre, la troisieme expérimentation a permis
d’amener les étudiants a passer du registre du continu de la géométrie euclidienne, au
registre du discret. Chacun des groupes a débuté la résolution par une méthode
d’estimation de I’aire (S_es-dén) puis 1’a prolongé sur la rechercher d’une relation entre
I’aire et les points de la grille. Bien entendu, le temps mis pour faire ce pont est différent
selon les groupes. Par exemple, le Groupe 3 a été tres rapide (des le début de la premiere
séance) alors que le Groupe 1 n’est passé au discret qu’a la fin de la seconde séance.
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Concernant 1’activité de recherche, elle est mise en ceuvre durant les deux séances et par
chacun des groupes. On retrouve des essais, des expérimentations sur des cas particuliers,
des transformations et reconstitutions de figures. Deux groupes ont d’ailleurs pu aboutir a
la découverte de la formule de Pick.

Par rapport aux savoirs notionnels identifiés dans 1’étude mathématique, nous avons trouvé
qu’ils sont presque tous mobilisés ou évoqués : polygone (définition, intérieur, bord),
formules classiques de calcul d’aire de figures géométriques, le théoréme de Pythagore,
Théoreme de Bolyali, la triangulation, les nombres premiers entre eux.

Par rapport aux savoirs transversaux, les essais, I’exhibition de contre-exemple, des
formulations de conjectures apparaissent clairement. Toutefois nous ne sommes pas
parvenu a faire rédiger des preuves. Les étudiants ont tout de méme découvert des schémas
de preuves (notamment la récurrence). Le principal obstacle que nous avons observé est la
triangulation d’un polygone. Elle est évoquée par les étudiants sous différentes formes.
Mais aucun groupe ne parvient a la justifier.

Quand au modele SiRC, nous trouvons qu’elle est tout a fait pertinente pour effectuer cette
étude.

Par ailleurs, méme si cela n’est pas précis¢ dans nos hypotheéses de recherche, les
interventions de l’observateur lors de la conduite de I’expérimentation sont apparues
déterminantes. Elles ont permis a chaque fois d’inciter les étudiants a approfondir leurs
pistes de résolutions et a trouver des arguments de validation ou d’invalidation.

VI11.4 - CONCLUSION

L’analyse mathématique du probléme a permis d’identifier que la résolution permet de
convoquer de nombreux savoirs notionnels, & des niveaux de connaissances différents. On
peut rappeler entre autres, des notions sur le polygone (définition, intérieur, bord), des
formules « habituelles » de calcul d’aire de figures géométriques, le théoréme de
Pythagore, le théoréme de Bolyai, la triangulation, le théoréme de Bézout. Des savoirs
transversaux aussi peuvent €tre mobilisés : expérimenter, faire des essais, ¢tudier un cas
particulier, décomposer et restructurer une figure, faire une conjecture, utiliser des types ou
outils de preuve. L expérimentation a montré que ses savoirs (notionnels et transversaux)
sont presque tous mobilisés ou évoqués. En plus de I’utilisation des théorémes et propriété
ci-dessus cités, tout au long de I’expérimentation, il y a eu des essais, ¢tude de cas
particuliers, des décompositions et restructurations de figures, des formulations de
conjectures, utilisation de types ou outils de preuve.
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Les valeurs de variables de recherche ont été choisi pour inciter a une activité de recherche
et de passer du registre du continu de la géométrie euclidienne a celui du plan discret.
L’expérimentation a montré que la situation est bien efficace pour mener une activité de
recherche et qu’elle permet le passage du registre continu au discret. En effet, pour entrer
dans le probléme, diverses stratégies sont apparues. Cela nous semble lier au fait qu’il a
¢té demandé de « trouver une méthode simple » et non « de trouver une formule ». La
résolution s’est finalement centrée sur la recherche de stratégies liées aux points de la
grille. Pour ce passage au registre discret, la demande explicite d’utiliser les points de la
grille a été déterminante, au regard de la prégnance du continu préalablement identifié¢ (en
référence aux pré-expérimentations).

Le modele SiRC a été privilégié pour mener I’étude. L’expérimentation montre que ce
choix est tout a fait pertinent. Le probléme est bien apparu « ouvert » (les étudiants ne
connaissaient pas le théoréme de Pick). Les stratégies initiales n’ont pas permis de
répondre a la question posée. Cela a conduit d’abord au développement de différents
registres (continu, discret). Puis a la recherche de propriétés qui lient les points entiers de
la grille et 1’aire du polygone. Les essais ont permis de construire de solutions partielles
(cas des figures particulieres), de formuler des conjectures et de donner des ¢éléments de
preuves. Il faut noter que tout ce travail ne pouvaient étre mené dans les conditions d’une
séance de durée limitée (habituellement).

Du point de vue du concept d’aire de polygone, I’étude a permis de construire une autre
facon d’étudier I’aire. Le calcul d’aire est habituellement réduit a I’application de formules
usuelles (par les longueurs des figures). L’expérimentation a permis a des étudiants de
s’interroger sur « qu’est-ce que I’aire d’un polygone ? »

L’expérimentation montre aussi que la situation est intéressante pour aborder la preuve et
le raisonnement en mathématique. La récurrence a été identifiée par exemple comme étant
un moyen de preuve de la formule de Pick. Mais les hypothéses permettant d’amorcer la
rédaction de la preuve n’ont pu étre formulées par les étudiants. Ce blocage peut étre lié a
I’absence de ce type de situation dans la pratique de la preuve par récurrence dans les
enseignements. Il faut dire que, habituellement la récurrence s’applique a des situations ou
la propriété a démontrer est déja établie ou donnée dans le probleme.
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Cette these étudie la problématique de changement de registres dans I’enseignement des
mathématiques. Notre intérét pour ce théme est li¢ a une motivation professionnelle. Nous
cherchons des éléments épistémologiques et didactiques qui pourraient avoir un apport
pour ’enseignement de I’arithmétique ou enrichir les ressources.

Pour mener cet étude, nous avons commencé par une étude épistémologique qui a montré
qu’il existe de liens forts entre [I’arithmétique et la géométrie. Nous avons choisi
spécifiquement, d’étudier les interactions entre ces deux domaines a travers les registres
du continu et du discret.

Cette thése montre, en particulier, que les situations adidactiques / didactiques
« classiques » ne permettent pas de mettre en ceuvre de telles interactions. D’ailleurs les
travaux didactiques antérieurs n’abordent pas ces questions de changement de registres
concernant I’arithmétique et la géométrie. Ce travail est donc une contribution innovante
en didactique des mathématiques sur cette problématique.

Nous avons montré, qu’il y a une forte prégnance du continu dans les conceptions des
¢tudiants et méme une résistance a considérer le discret. Nos expérimentations ont été
réalisées aupres d’étudiants de Licence mathématiques et de formateurs en France et au
Mali.

Sans doute les choix d’enseignement que 1’on a identifié dans les manuels et les
programmes (France et Mali), sont I'une des causes de ces conceptions. De plus, dans
I’enseignement supérieur, 1’arithmétique est peu présente et la géométrie quasiment
absente.

Une des raisons de la résistance du passage au discret est que les questions d’arithmétique
ne sont considérées que dans des exercices sur les entiers. L’essentiel des contenus et les
types de tache proposés concerne le calcul numérique.

Notre premiere ingénierie aborde 1’étude des points entiers d’une droite du plan. Elle a mis
en évidence 1’obstacle a reconnaitre une caractérisation géométrique des solutions de
I’équation de Bézout (existence et exhaustivité).

Cela montre, que pour franchir cet obstacle de changement de registres, il est nécessaire de
proposer un type de situation plus « ouverte » et concernant un probléme mathématique
épistémologiquement consistant. Ce type de situation nécessite d’étre proposée dans un
contexte adidactique sur une durée « longue », ce qui permet, aussi, d’aborder des aspects
liés a I’activité de recherche (modélisation, expérimentation, conjecture, preuve...).
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Dans cette thése, nous avons étudié la possibilité¢ de faire la dévolution d’un changement
de registre continu/discret et arithmétique/géométrie dans le cadre du modele « Situation
Recherche pour la Classe ». C’est un des objectifs de notre seconde ingénierie portant sur
I’aire de polygones a sommets entiers (en référence au théoréeme de Pick).

Deux pré-expérimentations ont permis de cerner les conditions de prise en compte du
registre discret pour une question relevant de la géométrie. Nous avons ensuite construit
une dernieére expérimentation en tenant compte de ces conditions.

L’analyse didactique de la situation sur Pick nous permet d’affirmer que, d’une part, le
modele SiRC est adapté a 1’ingénierie de situations de changement de registres. D’autre
part, elle montre aussi que 1’arithmétique et la géométrie sont des domaines mathématiques
pertinents pour les interactions de registre et le travail sur la preuve et le raisonnement.

Parmi les conditions pour une bonne dévolution des changements de registre, la « nature de
la question » joue un role essentiel. Nous avons choisi dans I’ingénierie sur le probléme de
Pick (en référence au probléme sur 1’aire et les points d’un polygone) de demander de
chercher une « méthode » ou une « formule » sans préciser les variables et les registres
concernés.

Notre expérimentation a montré que ce type de question a permis le développement de
nombreuses stratégies identifiées dans I’analyse mathématique du probléme.

Une des perspectives a cours terme de notre thése serait de modifier la premiére ingénierie
sur « les points entiers sur une droite » en tenant compte aussi de ces conditions.
Autrement dit étudier ce probléme dans le modéle SiRC. On pourrait donner par exemple,
comme variable de recherche, la nature de la droite (aucun point entier, exactement un
point entier ou une infinit¢ dénombrable de points entiers).

Une des perspectives a long terme serait d’identifier des questions qui permettent de
travailler sur I’activité de recherche en mathématique et la représentation de ce que c’est
que « faire des mathématiques ». Une telle recherche permettrait de comprendre le role des
questions « ouvertes » dans le modele SiRC. Nous avons déja repéré que, une question du
type « chercher une méthode » ou «une formule » présente des similitudes avec les
situations de définition développées dans la thése de Ouvrier-Buffet (Ouvrier-
Buffet, 2003).
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ANNEXES
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Description détaillée
de expérimentation de la situation 2
(1a formule de Pick)




Groupe 1

Les étudiants seront désignés par E1, E2 et E3 et le polygone distribué¢ pour les recherches
sera nommé P dans la suite du texte.

Dans un premier temps les étudiants essaient de retrouver un exercice sur lequel ils ont
travaillé qui apparemment liait le produit scalaire et 1’aire d’une figure.

L’un d’eux décide de définir un polygone vert inclus dans P, qui est composé d’une réunion
de carrés strictement inclus P. Puis définit un polygone rouge qui est le plus petit contenant P,
et étant une réunion de carrés.

Voici ’illustration pour expliquer ce qui a été fait :

Figure 2

Ce dessin ne leurs donne aucune information sur le lien entre point intérieur, point extérieur,
point du bord et ’aire de la figure. Ils abandonnent rapidement celui-ci pour retrouver leurs
formules sur le produit scalaire.

Le chercheur intervient et pose quelques questions pour savoir quelles sont les informations
que ce dessin peut apporter pour leurs recherches, et est ce qu’ils sont finalement stir qu’on ne
peut rien en tirer ?

E2 « si par exemple on veut ’aire d’un triangle, ‘fin si le polygone c’est un triangle donc si
on décide que c’est un truc comme ¢a, ben 1’aire rouge sera zéro et 1’aire verte ce sera le
rectangle. »

Chercheur « Donc ? »

E2 « Donc ¢a donne pas vraiment d’information, pour.. »

Chercheur « Ah bon ? »

E2 « ‘fin ¢a majore déja mais... »

Chercheur « Oui mais est-ce que tu peux me dessiner, je sais pas moi, un polygone tel que
c’est 18 fois ton aire verte et 18 fois I’air de ton polygone, 18 fois ou un nombre quelconque
de fois parce que la ce que tu me dis c’est en gros la moiti¢. Tu peux me dire « je suis a la
moitié¢ de I’optimum » »

E2 « Oui »

I
Figure 3

Chercheur « j’ai quand méme cette approche. Est-ce que c’est toujours vrai ? je dis pas que
c’est toujours vrai hein, mais est-ce que c’est toujours vrai. Sinon... Par contre ce que ¢a
montre ¢’est qu’effectivement le rouge, il est arbitrairement mauvais parce que la il vaut 0 »
E2 « Oui oui voila »

Chercheur « Donc ce que ¢a montre, que le rouge... effectivement ce dessin la, que le rouge
peut étre arbitrairement mauvais mais montre pas que le vert... »
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E2 « Oui je vois je vois »

Cette discussion les améne a remarquer que 1’aire du polygone étudié est égale au maximum a
I’aire du polygone rouge dans la figure 1, et au moins €gale a 1’aire du polygone vert. La
notion de « au plus » et « au moins » est évoqué rapidement. L’un d’eux décide de s’intéresser
uniquement aux points intérieurs. Il partage 1’idée suivante :

E1 « si je prends des points... un nuage de point quelconque, et je considére une figure qui
n’a que ces points en coordonnées a I’intérieur.. a coordonnées entieres a 1’intérieur je pense
qu’elle est unique. Je pense pas que tu puisses en avoir deux. Si tu as unicité de la figure, tu as
unicité de 1’aire »

E2 « C’est-a-dire par exemple ces points rouge la y a que... »

E1 « Y a que cette figure qui peut les contenir »

E2 « tu comptes ceux qui sont a la frontiere ? Ils sont dedans ou dehors ? »

E1 « moi je les considéres pas en fait. Je considére que les points intérieurs. J’ai pas
I’impression que je puisse construire d’autres... »

E2 « si par exemple si tu prends ce point-1a. Si ce truc 1a tu le places ici. »

P
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Figure 4

E1 « J’aurai pas un nouveau point intérieur »

E2 « Tu auras des nouveaux points sur la frontiére »

E1 « Ah non tu as peut-étre pas unicité »

E2 « je sais pas »

E1 « oui, j’ai un doute »

E2 « si tu comptes les points qu’il y a sur la frontiére, il y a pas unicité »

E1 « si tu prends deux figures qui ont les mémes points intérieur alors elles ont la méme aire.»
E2 « Pourquoi il y aurait ¢a ? »

E1 « ah ¢ca m’apparait... Si tu essaies de faire des dessins, deux figures qui ont les mémes
points intérieurs et qui ont pas la méme aire. Déja faire des figures qui ont que les mémes
points intérieurs et qui se ressemble pas c’est compliqué, et je pense qu’elles ont la méme
aire.

Apres plusieurs essais pour trouver un contre-exemple a cette idée un étudiant propose ce
dessin, qui montre que le nombre de points intérieur est bien identique sur les deux polygones
(celui de base, et le deuxieme auquel on a ajouté 1’air bleu) :

i " " } . ;‘/‘ . 4

Figure 5
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A la suite de cette démonstration, ils décident de s’intéresser uniquement aux points intérieurs
dans le cadre des triangles. Mais le cas du triangle d’aire 1/2 leur pose toujours probléme car
il n’a pas de point intérieur. L’un d’eux leurs suggere de considérer qu'un polygone contient
au moins un point intérieur.

E2 « Si tu prends un triangle rectangle qui fait ¢a et un carré qui fait ¢ca »

Désigne le carré unité de la grille et le triangle rectangle d’aire 1/2

E1 « Oui mais ils ont pas la méme aire »

E2 « Peut-étre qu’il faut considérer la fronticre »

E1 « Oui ou considérer qu’il y a au moins un point intérieur »

Cela remet donc en cause pour eux I'intérét des points intérieurs. Plutoét que de chercher un
lien entre ces points et ’aire de la figure, ils décident de partir sur la triangulation, qui leurs
permettrait a partir du polygone proposé¢ de se ramener a un ensemble de triangle « plus
simple » a étudier. Plusieurs manieres de trianguler sont alors étudiées :

La premicre consiste a découper la figure en triangles quelconques et de sommer toutes leurs
aires, aprés quelques essaies ils pensent que le choix des triangles risque d’avoir des
conséquences sur les calculs. C’est pourquoi ils cherchent a mettre en place une autre
méthode qui ne dépendrait selon eux pas du choix de ces triangles.

E1 « Tu te raménes a une découpe ou tu as pas de choix a faire, parce que la on est obligé de
faire des choix, et comme c¢a t’as des triangles déterminés. Tu prends un point random dans la
figure pour avoir des triangles déterminés. Et ensuite bah apres a savoir déterminer 1’aire d’un
triangle dans un quadrillage en fonction d’a priori... ¢a ¢a va, en théorie on sait faire... »

|

Figure 6 Figure 7

Cette seconde méthode consiste a rendre le polygone P convexe en lui ajoutant des triangles.
(figure 6) Ils considérent cela toujours réalisable car ils ’ont vue en cours bien qu’il faudrait
le démontrer. Ensuite il faut calculer 1’aire o de ce nouveau polygone. Ils choisissent un point
intérieur (celui qu’on veut) et le relient a tous les sommets ce qui leurs permet de trianguler la
figure « simplement » (figure 7) et d’ensuite sommer les aires de tous ces triangles. Puis il
reste a soustraire a cette aire o, I’aire des triangles que I’on a ajouté pour construire ce
polygone convexe.

Ils s’apercoivent que le probléme revient au méme que le précédent et ¢’est a dire sommer des
aires de triangles sans s’intéresser aux points.

Une question se pose alors sur le choix du découpage de la figure. Au lieu de choisir des
triangles quelconques, pourquoi ne pas choisir une figure, la plus petite possible dont on
pourra déterminer « simplement » [’aire et qui pave tout polygone du plan. Ils excluent
rapidement les carrés pour paver n’importe quel polygone, et choisissent finalement les
triangles rectangles d’aire 1/2. Mais il leurs parait difficile de paver tout polygone avec
uniquement des triangles rectangles. Leurs recherches se terminent sur la recherche d’une
autre figure qui puisse paver n’importe quel polygone et I’un d’eux propose « un quart de
carréy.

----— début Séance 2

Cette séance dure 30 minutes de recherche. L’étudiant E1 de la séance précédente n’est pas
présent, mais un étudiant n’ayant pas suivis les recherches la fois dernicre rejoint le groupe. Il
sera désigné dans la suite comme I’étudiant E4.
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Les étudiants ne repartent pas sur leurs recherches établies la fois précédente. Tout de suite
I’un d’eux propose de remarquer cela :

E2 « tous les cotés sont la diagonale d’un rectangle »

A7

Figure 8
Avec cette observation il est plus simple pour eux de calculer 1’aire du triangle qui est
I’intérieur du polygone. Cependant en continuant leurs recherches sur tous les cotés du
polygone, ils remarquent que certains rectangles « se chevauchent ».

7 7]
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Figure 9
E4 « On utilise les formes, on utilise pas les points, le nombre de point...Ah ! euh..»
E2 « Ouais ? ... T’avais ’air d’avoir une idée fulgurante ! »
E4 « Ouais mais elle est partie aussi vite »
E2« Parce qu’on avait dé¢ja fait des trucs avec des points intérieurs, je vois pas trop trop.. »
E2 « Mais c’est quoi ton idée vas 'y ? »

E4 « C’¢était de voir si on pouvait calculer une aire avec juste les points.. en comptant le
nombre de point »

E2 « Ouais je sais pas »
E4 « Donc la on arrive.. L’aire de ce machin c¢’est 6, donc c’est 8-2 »

E2 « Aprés ouais le truc c’est que tu peux toujours faire des figures et des triangles avec 0
point intérieur... ah, ou que 3 points intérieurs si tu comptes les cotés. Tu pourras toujours en
faire comme ¢a »

A partir de cette derniere phrase de 1’étudiant E4, ils se mettent a essayer de trouver une
relation sur les figures suivantes :

e

Figure 10
Ils observent les relation suivantes pour chacun de ces triangles : Le premier nombre étant a
chaque fois le nombre de point du bord.
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Aire de A = (8-2)/2
Aire de B = (6-2)/2
Aire de C = (5-2)/2
Aire de D = (3-2)/2

136



Groupe 2
Les étudiants sont désignés par R, S, T.

R «on va hachurer les carrés strictement contenus dans le polygone. Ensuite, on s’intéresse
au bord, si on peut reconstituer les carrés ou pas ».

Les deux autres consentent.
R « on peut dire que les carrés pleins sont d’aire 1. »
S « oui c’est ¢a, pour tous les carrés intégralement contenus »

Les ¢étudiants hachurent chacun sur leur fiche « Exemple de polygone », les carrés identifiés
comme strictement contenus dans le polygone. Mais aucun ne dénombre ces carrés.

R continue son explication. Il montre sur sa fiche, des carrés sur un bord dont la somme des
aires (selon lui) est égale a 1.

R «J’ai I'impression que cet aire 13, si tu la compléte avec celle - ci tu obtiens 1. Celui-la et
celui - 1a aussi font un. Les deux autres.... Ha non il en manque une! C’est pas gagné. Ce
n’est peut €tre pas vrai ! ».

T « pourtant, je trouve que celui-la et celui-1a ce compléte ». Tout en indiquant des portions
de carrés.

S n’est pas convaincu par la méthode de R, pour ce qui concerne le calcul de I’aire des
portions de carrés des bords. Il propose de faire des rectangles sur les bords et de calculer
’aire a partir des formules.

R « ce que tu proposes va étre trop long ! Si on trouve un moyen de retrouver les parties qui
se completent en 1, cela serait beaucoup plus simple »

Ils poursuivent donc sur la proposition de R. IIs trouvent finalement que les portions de carrés
du bord ne se complétent pas toujours pour donner une valeur entiére. Ils se lancent alors a la
recherche de conditions pour lesquelles les portions de carrés se completent pour un bord.

En faisant des calculs sur quelques cas, ils font I’observation suivante :

« Si le coté du polygone est la diagonale d’un rectangle (impair*impair) alors la somme des
aires de portions de carrés est un entier+1/2. Sinon ’aire est égale un entier ».

L’étudiant R rajoute qu’ils ne savent pas pour le moment si cela peut étre généralisé ou pas.

Il formule alors cette conjecture : « L’aire des portions de carrés du bord est soit un entier, soit
un entier + 1/2 ».

On vient faire 26 minutes depuis le début. Les étudiants ne font toujours aucune référence aux
points de la grille.

Le chercheur intervient alors pour une faire une relance.

Chercheur « Ce que vous avez fait jusqu’a présent est intéressant mais selon 1’énoncé du
probléme, on voudrait savoir s’il y a une relation entre 1’aire du polygone et les points de la
grille »

Les étudiants semble avoir oublié les consignes du début de la séance.

L’un demande: «qu’est ce qu'on nous donne au départ pour faire ce calcul ? Les
coordonnées des sommets ? »

Chercheur « tout ce qu’on a c’est que le polygone est sur une grille carrée régulicre. Nous
pouvons tout simplement déduire de cela qu’il y a des points de la grille qui sont intérieurs au
polygone, des points extérieurs au polygone ou sur ses bords »

R « Avec ces histoires de points intérieurs et tout ¢a, je ne vois pas trop ou est ce que ¢a peut
nous amener »

Ils commencent alors a construire des polygones sur la grille et a marquer des points.

R «je trouve que si on construit un polygone sur la grille, il y a des points intérieurs,
extérieurs et sur la frontiére » ;

137



(Aprés un moment d’observation sur leurs fiches, R indique que les points extérieurs ne
doivent pas intervenir pour déterminer I’aire.)

S «je trouve que si on devait chercher une majoration ou une minoration de 1’aire, les points
peuvent nous aider. »

R «oui, je pense que pour une minoration de 1’aire, les points intérieurs correspondent aux
carrés que nous avons coloriés a l'intérieur. Mais aprés pour trouver 1’aire exacte... Le
probléme me fait penser a du carrelage ».

T « je ne comprends pas trop I’histoire de point extérieurs... »

S « et si on faisait une figure réguliere et on essaye de s’intéresser aux points intérieurs si ¢a
nous donne une information sur son aire. Par exemple si on prend ce triangle, on peut regarder
les points intérieurs et sur les cotés. Puis on calcule ’aire »

R et T, consentent a explorer cette piste.
C’est le tournant de leur résolution. Nous sommes a 35min depuis le début de la séance.

Ils commencent alors a construire des figures familiéres (triangles, carré, parallélogramme)
sur la fiche « grille » et a marquer les points intérieurs, les points du bord.

R « construit un parallélogramme et essaye de faire un lien avec un cours d’algebre. »

Il s’en suit alors une exploration par les étudiants de différent cas sur le triangle:

- Triangle sans point intérieur et 3 points au bord (sommets) ;

- Triangle sans point intérieur et 4 points au bord ;

- Triangle sans point intérieur et 5 points au bord ;

- Triangle avec 3 points au bord, 1 point intérieur ;

- Triangle avec 3 points au bord, 2 points intérieurs.

Ils en ont déduit les observations suivantes pour le triangle :

C1. « Un triangle sans point intérieur et qui n’a que ses sommets sur la grille, a pour aire 1/2 »

C2. « Dans un triangle, si le nombre de point intérieur est fixé, en augmentant le nombre de
point du bord de 1, I’aire du triangle augmente de 1/2

C3. « Dans un triangle, si le nombre de point du bord est fixé, en augmentant le nombre de
point intérieur de 1, I’aire du triangle augmente de 1.

Chercheur « Pensez-vous que votre observation (C1) est vraie pour tous les triangles de
cette forme sur la grille ?

Il leur propose un cas de triangle (sans point intérieur ) treés aplatit. En leur demandant de
trouver I’aire. R trouve trouve 1/2 comme solution en reconfigurant le triangle.

Chercheur « Comment construisez-vous donc ce type de triangle ? Autrement comment
construire un segment qui n’a que ses sommets sur la grille ?

Aprés un moment de recherche,

S propose : « je trouve qu’il faut que le segment corresponde a la diagonale d’un rectangle
dont les cotés sont premiers entre eux. »

La séance 1 s’arréte sur la recherche de preuve de I’observation C1

---------- — début séance 2

L’étudiant T est absent

Chercheur « est ce que vous vous rappeler de ce que vous avez fait la séance derniere ? »

R « oui, on voulait trouver une relation. En fait, on essayait de la conjecturer. Quand on a une
figure, notamment le triangle, il y a une relation entre le nombre de points intérieurs, le
nombre de points au bord, avec 1’aire. Donc, ce qu’on disait, sait que, a point intérieur fixé,
lorsqu’on augmente le nombre de points au bord de 1, ¢a faisait 1/2 de plus pour ’aire et
lorsqu’on augmentait le nombre de points intérieurs de 1, ¢a augmentait I’aire de 1. »
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Chercheur « je pense que vous avez trouvé aussi quelque chose sur 1’aire d’un triangle
particulier. »

R «oui, on avait trouver que lorsqu’on a un triangle qui n’a que ses trois sommets sur la
grille, son aire fait 1/2. On I’a fait sur plusieurs cas, 1’aire faisait toujours 1/2. Et on voulait
montrer que cela est vrai tout le temps ! »

Chercheur « vous avez effectivement fait sur plusieurs cas. On vous avait d’ailleurs donné
aussi le cas d’un triangle trés aplati. »

R « oui, j’avais trouvé que I’aire fait 1/2 pour ce cas aussi. Du coup, ¢a I’air d’étre vrai tout le
temps. Enfin, il faudrait qu’on arrive a le démontrer donc ! »

Chercheur « ce qu’on vous demande durant ces 20mn, c’est de rassembler vos résultats de la
séance derni¢re ou d’approfondir I’exploration d’une piste de solution. »

R «on se disait que sur ¢a (cas du triangle d’aire 1/2), on a pas trop d’idée sur comment le
prouver. Du coup, on s’est dit qu’on allait le laisser a part et essayer de revenir a la figure et
de trouver, de relier cette histoire de points intérieurs, points au bord avec (vraiment) pas que
pour un triangle mais avec I’aire d’une figure quelconque pour essayer d’aller jusqu’au bout.
Alors, on aura pas prouver ce qu’on dit. Enfin, ¢a a ’air d’€tre vrai. Il reste a le prouver mais
au moins on serait allé jusqu’au bout pour arriver a un résultat concret, méme si on a pas la
preuve. Afin qu’on ait quelque chose a présenter. »

Chercheur « d’accord. »

S «I’idée ¢a sera donc de compter pour les triangles (qui restent), les points intérieurs, les
points au bord ? »

R «¢a voudrait dire par exemple, qu’il faudrait qu’on arrive a le trianguler, a transformer la
figure qu’en des triangles comme ¢a, tu vois. »

(Il commence la triangulation de la figure).

S «je pensais qu’on allait prendre une figure centrale au maximum et on ne laisse que des
triangles. »

R «en fait, on doit trouver une relation, en enlevant pas les carrés pleins, mais juste en
comptant tous les points a ’intérieur de la figure. Et je pense que ¢a doit revenir a la méme
chose. Tu vois, si tu fais des triangles commence ¢a. »

(Il construit un triangle a partir des sommets de la figure donnée).

S « ha d’accord ! Les sommets des triangles correspondent a des sommets de la figure ? Et
carrément, on a que des triangles. »

R « oui. Du coup, comme on peut I’appliquer ici et ici, on aura I’aire de tout ¢a. »
(I montre a S deux triangles qu’il vient de construire.)

Figure 1. Deux premiers triangles construits

R : par exemple, pour ce triangle, on a deux points intérieurs et 3 points au bord. Cela veut
dire qu’on a une aire de 2+1/2 c’est a dire 5/2. (Cf. Figure 1 — triangle du haut)

S:c’estvraica?
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R : oui. Deux points intérieurs ca fait 2 unités et 3 points au bord (c’est le minimum). Donc ¢a
fait 5/2.

(Il essaye d’appliquer la méme méthode sur un autre triangle )
R : 13, on a 6 & I’intérieur et 3 a I’extérieur, donc 6+1/2. C’est a dire 13/2 (I’aire totale).

Du coup I’aire de cette partie 1a (il montre la partie qui regroupe les deux triangles). Elle fait
5/2+13/2=9.

Mais si au lieu de séparer ca (il montre la partie qui regroupe les deux triangles — Figure 1).
On dit (il compte les points) 8 points a I’intérieur, 4 points au bord. Du coup, on a bien ’aire :
8+1/2 (pour 3 points bord)+1/2 (1 point au bord ajouter), ce qui donne 8.

S suit attentivement les explications.

R « du coup, je pense que pour toute la figure, il suffit de compter tous les points intérieurs et
les points au bord. La, je pense qu’on va trouver une petite formule sympa, je pense. »

(Ca pourrait étre : si on appelle b le nombre de points au bord et pour I’intérieur i.
(Il commence a poser un formule.)

S « Donc rien que pour un triangle, on a la formule de 1’aire, en fonction des points intérieurs
et des points au bord ? »

R «oui. On avait, un point intérieur, il vaut 1. C’est a dire a chaque fois que tu ajoutes un
point a I’intérieur, tu ajoutes 1 a I’aire. Et pour les points au bord, on commence a 3. »

S « donc ¢a fait : i+(b-3)*1/2. Mais il faudrait ajouter 1/2 puisque 1’aire de départ fait 1/2. »
Ils notent sur leur copie : A(b, i) = i+(b-3)*1/2+1/2 =i+b/2 — 1

R « cette formule s’applique a un triangle, mais pour un carré ou n’importe quel quadrilatere
tu peux I’appliquer. Et méme pour la figure qu’on a. »

S ne semble pas trés convaincu.

S « vérifions pour des cas. »

R «par exemple, si on prend ce quadrilatére (il le construit sur la grille un quadrilatére avec
b=5, i=11). (cf. Figure 2)

Figure 2. Polygone (b=5,i=11)
Ils se partagent les calculs. E1 calcule 1’aire de fagon « classique » et E2 applique la formule
qu’ils viennent de trouver. Ils obtiennent le méme résultat : 25/2.
R «cette formule qui est vraie pour un triangle, est vraie pour n’importe quelle figure par
linéarité, en recollant, en additionnant en fait. Par exemple, cette figure 1a, on peut la diviser
en des triangles. »
Il commence la triangulation de la figure, mais il est bloqué aprés la construction de quelques
segments.

Chercheur « mais est ce que cela sera toujours possible ? »
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R « ah ! Bonne question ! »
Il parvient finalement a trianguler la figure. Il essaye alors de trouver une justification.

R «étant donné une figure avec un certain nombre de sommets, ¢a me parait assez naturel
qu’on parvienne, qu’on puisse le faire. Mais je ne sais pas si ¢’est vrai ! »

Chercheur « vous pouvez me résumer votre idée ? »

S «notre idée, c’est que si la formule marche pour un triangle et que n’importe quel
quadrilatére est triangulable. On pourrait extrapoler la formule a n’importe quel quadrilateére
qui serait triangulable. »

R « en tout cas, je pense que cette formule est vraie. »
S « mais apres, est ce que tout quadrilatére est triangulable ? »

R «je pense que c’est oui. Pour un triangle c’est simple. Pour un quadrilatere, il suffit de
relier les points opposés. Pour un hexagone, je ne sais pas. Est ce que s’il n’est pas régulier ¢a
marche ? »

Il construit un hexagone, puis un premier triangle (intérieur a ’hexagone).

R « peut étre que ¢a se fait avec une espece de récurrence. Parce que 1a, on a fait un premier
triangle. Et 13, on se retrouve avec le cas d’un quadrilatére qu’on a traité juste avant. »

S « mais avec ¢a, il faudrait qu’on le fasse avec toutes les formes géométriques possibles! »

R «oui c’est vrai. Mais je pense qu’il suffit d’'un ensemble de sommets, juste avec les
sommets. On ne pourra pas le faire avec les coordonnées. Mais par exemple, si on a un
polygone a 5 sommets, on peut relier forcement 3 d’entre eux. »

IIs se mettent a construire des cas.

S « mais en fait, comment se fait que la formule soit lin€aire ? Parce que si tu comptes les
points intérieurs ¢a va, mais pour ces points au bord, on les compte pour ce triangle et pour ce
triangle. »

R «ahoui ! »

S « donc pour un point au bord, il sera compter plusieurs fois. Mais pourquoi ¢a marche ? On
a bien le méme résultat. Mais c’est un peu bizarre non ?

R « pour autant, on trouve la méme chose ! Ah, ce n’est pas trivial que ¢a soit linéaire ! »
S « oui c’est ¢a. »

S (au chercheur) : qu’est ce que vous pensez de ¢a ?

Chercheur « je suis observateur ! »

R « peut étre que le cas qu’on a choisi est particulier. »

S « oui c’est possible. »

R « choisissons un autre. Si ¢’est vraie pour ce cas, on aura deux cas. On pourrait dire que
c’est vraie peut étre. On le fait pour étre siir au moins que la formule marche.

Ils se lancent alors a vérifier leur formule sur un second polynome : A(b=6, i=6)=15/2.

141



Figure 2. Polygone (b=6, i=6)
En conclusion, ils trouvent que la formule marche sur ce cas aussi.
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Groupe 3

O%w » =

B

A trace un tableau avec : nombre de points intérieur — extérieur — bord — aire

Ils sont trois dans ce groupe. Les étudiants sont désignés A, B, C.

i = points intérieurs et b = point du bord.

: on connait 1’aire d’un carré.

: prendre les carrés entiers.
: le grand carré est un bonne majoration.

C n’a pas compris « intérieur »
A dessine &

B dessine un carré unité : D

: 'y a des points intérieurs, extérieurs, bords. Il faut prendre des cas simples.
: ’aire d’un triangle, on connait. Ils ne veulent pas qu’on fasse ca.

A dessine un triangle rectangle et calcul : 1*2/2

B:

si on prend le rectangle : Elj

A observe les données du tableau

B : si on te donne le nombre de point .... toujours 0 a I’intérieur..

A : 1¢ére supposition : b/2-1. Il vérifie la formule sur les 4 exemples.

B:

pour ne pas avoir de points intérieurs

A a B : infinité de points intérieurs

Chercheur : et en travers ?

A

A : fig 6. Veut méme nombre de points aux bord mais intérieur différent de 1 (b=4, i=4)

dessine b=1, i=1 (fig.5). Il fait un 2¢ tableau.

A :j’avais tendance a dire que aire=5

B et C : vérifie, oui c’est bon
remplit le tableau. Oublions les points du bord. 4/2-1+4=5

A
A
B:
A

(Ils reviennent sur le polygone exemple donn¢)

: trace un E

C:

A

B

@ >

> QW 0O

hypothése b/2+i-1 ?
oui

y
maintenant essayer avec ,

dessine un triangle rectangle ?

: pas obligé

il est isocele

: numérote les figures
: fig7 a, i=4, b=8, — 9 ¢a marche !

: fig8 V en travers

: (base *hauteur)/2.. Rires !
: compte b=6
: prend un feutre vert et partitionne en D

, Z,j ,pas particulier
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B : passe par hauteur

A : tu veux faire base*hauteur toi ?

A et B compte

C : on peut calculer ? Il y a un probléme, la formule donne 6, nous on trouve 5.
A : c’est exacte a la formule ? Puis il hachure un des petits triangles intérieurs pour 1’étudier.
A, B, C, essaient de calculer les # aires

A : preuve que I’aire de la fleche, ¢a fait un

C : C’est pareil que ca. Pour lui la formule elle marche.

A : truc hyper-moche

Ils sont trés str de leur « conjecture 1 »

A : prouver ?

(Ils reviennent sur I’exemple proposé)

A colorie tous les carrés entiers a I’intérieur

C vérifie - en fait rajoute un — hésite sur un qui est un peu coupé
B compte 22 carrés

B et C comptent les points, les colorient pour mieux les voir
Pour les points frontieres :

C : compte les points fronticres : 5=23

A et B vérifient

Pour le points intérieurs :

B fait un petit rond

C colorie

A : compte de maniere ordonnée sur chaque ligne. i=36

C : je pense qu’on peur recompter

(A a fait un cours sur les graphes a Geneve)

B et C recompte les points intérieurs, en trouve 36.

A : aire=46,5. Au vue de nez, ¢a a I’air juste. Ca va étre horrible.

A demande une nouvelle feuille exemple et fait une partition différente en A faciles
— 6,3/2
B : j’aurais fait qu’avec des bords
A : pas grave, mais c’est un bord.
A : (le 4° triangle) : ¢a va étre horrible
Abandon sur le 5° triangle, trop compliqué
A : 1l vaut mieux prouver directement.
Chercheur : d’ou viennent les formules conjecturées en particulier « -1 ».
A : trace une nouvelle figure plus simple
montrer que la triangulation n’affecte pas notre formule.
C : probléme. Les points intérieurs, ils sont plus intérieurs,..
point intérieurs jamais comptés.
A explique, les points bords comptés 2 fois mais comme divisé par 2 (ok?)
A : si point au bord, il reste au bord
B : oui, mais de 2 triangles
A : donc ah oui va compter deux fois ?
A fait un rectangle et la diagonale
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On regarde la formule
A dessine un polygone, effectue un découpage hyper-compliqué
C, B comptent — ¢a marche : 8/2+1-1=4
A : 4 points au bords. Aire=4/2+0-1=1
B : maintenant, il faut la montrer la formule.
C dessine un pentagone régulier pour voir si ¢ca marche ?
A : est ce qu’on peut ?
AetB:non!
En diagonale ¢a ne marche pas
C dessine un pentagone pas régulier
B dessine un trapéze
A revient aux triangles
B dessine un k en augmentant plus les points du bord
A : un triangle son aire base*hauteur/2
C:Sion..
A fait le théoréme de Pythagore quelque soit le triangle (rires?)
C redit ah c’est intéressant !
A : ah quelque soit le triangle, on le découpe en de triangles rectangles
C prononce « récurrence »..
preuves un tordues

B : y a pas une récurrence a faire. Si 1 ’2\ N ’2\

A : je suis chaud (?)

Montrons pour un triangle rectangle 1*n et aprés quelque soit la figure on découpe.

B : tout triangle peut se découper en triangles rectangle 1*n.
C:strsdeca

A, B : pas sirs

C : on écrit

: connait que tout polygone se décompose en triangle

: admis

: tout triangle m*n

: montrons que la formule est invariante par rapport triangulation
:déja?

7

: on sait que la somme des aires des triangles est égale a 1’aire

> aOwr>w>w

: pas évident que « tout polygone se partitionne en triangle »

pour D ok, mais pour |

A : dessine un triangle quelconque a sommets entiers (presque rectangle).

c’est pas évident.

B : on cherche I’aire ?

(ils appliquent la formule)
B : b=4, i=13 donc aire=14
A : comment on va prouver
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(ils reprennent les calculs)
(Le Chercheur reparle de la récurrence)
A : on prouve de P(n) a P(n-1)
B : pour le triangle ?
C : montrons que ¢a marche pour les triangles d’abord — on a gagné
(Ils tentent d’écrire P(n))
C : il faut faire intervenir » dans la formule ?
(rires)
On rajoute un sommet ? Un triangle ? C’est la méme chose ?
B : le nombre minimal de triangle ?
Chercheur : c’est quoi une triangulation ?
Discussion sur définition de triangulation
---------- fin de la séance 1---------

Durant la séance 2, le groupe recentre ses recherche sur la preuve par récurrence. Il n’y arrive

pas.

146



Resumeé

Cette thése étudie la problématique de changement de registres dans
I’enseignement des mathématiques. Plus spécifiquement, nous avons choisi
d’étudier les registres de I’arithmétique et de la géométrie avec des interactions
des domaines du continu et du discret.

Cette thése montre, en particulier, que les situations adidactiques / didactiques
« classiques » ne permettent pas de mettre en ceuvre de telles interactions.

Nous avons montré, de plus, qu’il y a une forte prégnance du continu dans les
conceptions des étudiants et méme une résistance a considérer le discret. Nos
expérimentations ont été réalisées aupres d’étudiants de Licence mathématiques
et de formateurs.

Notre premiere ingénierie aborde I’étude des points entiers d’une droite du plan.
Elle a mis en évidence I’obstacle a reconnaitre une caractérisation géométrique
des solutions de 1’équation de Bézout (existence et exhaustivité).

Cela montre, que pour franchir cet obstacle de changement de registres, il est
nécessaire de proposer un type de situation plus « ouverte » et concernant un
probléme mathématique épistémologiquement consistant.

Dans cette thése, nous avons étudié la possibilité de faire la dévolution d’un
changement de registre arithmétique/géométrie dans le cadre de « Situation
Recherche pour la Classe ». C’est un des objectifs de notre seconde ingénierie
portant sur I’aire de polygones a sommet entier (en référence au théoréme de
Pick).

Deux pré-expérimentations ont permis de cerner les conditions de prise en
compte du registre discret pour une question relevant de la géométrie.

Nous avons construit une derniére expérimentation en tenant compte de ces
conditions.

L’analyse didactique de la situation sur Pick nous permet d’affirmer que, d’une
part, le modele SiRC est adapté a I’ingénierie de situations de changement de
registres. D’autre part elle montre aussi que I’arithmétique et la géométrie sont
des domaines mathématiques pertinents pour les interactions de registre et le
travail sur la preuve et le raisonnement.

Parmi les conditions pour une bonne dévolution des changements de registre, la
nature de la question joue un rdle essentiel. Nous avons choisi dans 1’ingénierie
sur le probleme de Pick de demander de chercher une « méthode » ou une
« formule » sans préciser les variables et les registres concernés.

Notre expérimentation a montré que ce type de question a permis le
développement de nombreuses stratégies identifiées dans 1’analyse
mathématique du probléme.

Mots clés : didactique, arithmétique, géométrie discrete, changement de registre
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