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Résumé
Mots clés : Internet des Objets - Radio cognitive - Codes linéaire - Identification aveugle -
Reconstruction de codes.
Les dernières décennies ont connu l’essor des communications numériques. Elles sont présentes
dans un grand nombre d’applications, qu’il s’agisse de la téléphonie mobile, de la télévision
numérique ou encore de l’internet. Ceci a donné lieu à la prolifération des standards de com-
munication, ce qui demande une plus grande adaptabilité des systèmes de communication. Une
manière de rendre ces systèmes plus flexibles consiste à concevoir un récepteur intelligent qui se-
rait capable, à partir du signal reçu, de retrouver l’ensemble des paramètres de l’émetteur. Dans
ce manuscrit, nous nous intéressons à l’identification en aveugle des codes correcteurs d’erreurs.
Nous proposons des méthodes originales, qui utilisent l’information souple (la fiabilité des bits
est conservée), basées sur le calcul de distances euclidiennes entre des séquences de symboles
bruités.

Toute l’étude proposée s’appuie sur l’observation des distributions de distances euclidiennes
en présence d’un code correcteur d’erreurs. Tout d’abord, un premier algorithme de classifica-
tion utilisant les distances euclidiennes permet la détection d’un code puis l’identification de
la longueur de ses mots de code. Un second algorithme basé sur le nombre de collisions per-
met quand à lui d’identifier la longueur des mots d’informations. Ensuite, nous proposons une
autre méthode utilisant cette fois les distances euclidiennes minimales pour l’identification de
la longueur d’un code en bloc. Enfin, une méthode de reconstruction du code dual d’un code
correcteur d’erreurs est présentée. Cette méthode repose sur l’observation de la distribution des
distances en présence d’un code de parité.
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Notations
Notations mathématiques

x Scalaire
x Vecteur
x(i) i-ième bit du vecteur x
X Matrice
xk,l Élément à la k-ième ligne et la l-ième colonne de la matrice X
X.,l l-ième colonne de la matrice X
X Ensemble générique
N Ensemble des entiers naturels
GF(2) Corps de Galois de cardinal 2

Symboles et opérateurs

In Matrice identité de taille (n× n)
XT Transposée de la matrice X
Card(X ) Cardinal de l’ensemble X , i.e., le nombre d’éléments dans l’ensemble X
dH(x,y) Distance de Hamming entre les vecteurs x et y, i.e. Card({i|x(i) 6= y(i)})
dE(x,y) Distance Euclidienne entre les vecteurs x et y, i.e.,

√∑
i(x− y)2

bxc Arrondi à l’entier inférieur de x
dxe Arrondi à l’entier supérieur de x
bxe Arrondi à l’entier le plus proche de x(m
i

)
Coefficient binomial (i parmi m)

Probabilité, statistique et variables aléatoires

X Variable aléatoire
P(x) Probabilité d’un événement x
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Notations

E(X) Espérance de X
N (µ, σ2) Distribution de loi normale de moyenne µ et de variance σ2

U(X ) Distribution de loi uniforme sur l’ensemble X
χ2(n) Distribution de loi du khi 2 à n degrés de liberté
X ∼ L Variable aléatoire X distribuée selon la loi L

Notations spécifiques à la transmission numérique

nc Longueur du code
kc Dimension du code
Kc Longueur de contrainte
rc Rendement du code
C(nc, kc) Code en bloc de paramètres nc et kc
C(nc, kc,Kc) Code convolutif de paramètres nc, kc et Kc

CT Code dual du code C
m Vecteur de symboles d’information (mots d’information)
c Vecteur de symboles encodés (mots de code)
c̃ Vecteur de symboles encodés entaché d’erreurs par un canal binaire symétrique
y Vecteur de symboles encodés et bruités par un canal à bruit blanc additif gaussien
w(a) Poids de Hamming du vecteur a
G Matrice génératrice d’un code
H Matrice de parité d’un code
y Séquence de symboles bruités reçue
N Nombre de symboles dans la séquence reçue
Ln Nombre de blocs de taille n reçus, Ln = bNn c
pe Probabilité d’erreur sur le canal binaire symétrique
σ2
b Variance du canal à bruit blanc additif gaussien

Notations spécifiques au chapitre 2 et 3

Z(n) Variable aléatoire : nombre de classes obtenu avec des blocs i.i.d. de taille n
z

(n)
c Nombre de classes mesuré obtenu avec des blocs contigus de taille n issus d’une

trame codée
∆DNC(n) Déficience du nombre de classes pour des blocs de taille n
B

(n)
i i-ième bloc de taille n

β Seuil de classification
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Notations

βopt Seuil optimal de classification
R(n) Ensemble des mots de référence de taille n
R(n,β) Ensemble des mots de référence de taille n après classification avec un seuil β
ϕ(n, β) Déficience du nombre de classes normalisée en fonction de la taille des blocs n et

du seuil sur les distances β
Ib(k) Ensemble des indices des blocs dont la distance euclidienne au k-ième bloc est

inférieure ou égale à b
Fb(k) Ensemble des indices des blocs dont la distance euclidienne à un mot de référence

est inférieure ou égale à b

βcol Seuil de collision
Pfa Probabilité de fausse alarme
Pd Probabilité de détection
Pcol Probabilité de collision

B(n) Matrice de distance de mots de taille n (à partir de la séquence interceptée)
D(n) Matrice de distance de mots de taille n ordonnée (à partir de la séquence inter-

ceptée)
X(n) Matrice de distance de mots de taille n ordonnée (à partir d’une séquence i.i.d.)
e(n)
d Vecteur des erreurs absolues composante à composante entre E(x(n)(i)) et d(n)(i)

pour des blocs de taille n
ε(e(n)

d ) Erreur absolue moyenne entre E(x(n)(i)) et d(n)(i) pour des blocs de taille n

Pnc Probabilité de correctement identifier la longueur d’un code
Pkc Probabilité de correctement identifier la dimension d’un code
n̂c Estimation de la longueur d’un code nc
k̂c Estimation de la dimension d’un code kc

Notations spécifiques au chapitre 4

h Relation de parité testée
w Poids des relations h testées
Lw Ensemble de relations de parité de poids w identifiées
Nh Nombre de relations identifiées

Msoft Matrice d’interception contenant des informations souples
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Notations

x(h) Vecteur de distances ordonnées mesurées à partir de la matrice Msoft pour la
relation testée h

X(par) Échantillon ordonné de variables aléatoires suivant la distribution des distances
pour des mots d’un code de parité

X(iid) Échantillon ordonné de variables aléatoires suivant la distribution des distances
pour des mots i.i.d.

NB Nombre de blocs contigus retenus pour l’identification
x̂(h) Vecteur de distances ordonnées moyennes pour la relation testée h
A(par)

h Mesure d’adéquation de x̂(h) à la distribution de X(par)

A(iid)
h Mesure d’adéquation de x̂(h) à la distribution de X(iid)

Sa Seuil sur le critère de décision A(iid)
h /A(par)

h

Pmd Probabilité de mauvaise détection

M Matrice d’interception binaire
ps Proportion de mots de M vérifiant une relation h
S Seuil sur le poids de h ·MT
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rappelée à leurs premières apparitions dans le corps des chapitres.

ADSL Asymmetric Digital Subscriber Line
AMC Adaptive Modulation and Coding
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BCH Bose Chaudhuri Hocquenghem
CBS Canal Binaire Symétrique
DNC Déficience du Nombre de Classes
DR Déficience de Rang
ESA European Space Agency
GF Galois Field
i.i.d. indépendant et identiquement distribué
IoT Internet of Things
ISD Information Set Decoding
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MAP Maximum A Posteriori
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Introduction
Les dernières décennies ont connu l’essor des communications numériques. Elles sont pré-

sentes dans un grand nombre d’applications, qu’il s’agisse de la téléphonie mobile, de la télévi-
sion numérique ou encore de l’internet. Tout particulièrement, la prolifération des équipements
connectés a marqué l’avènement de l’Internet des Objets (IoT pour Internet of Things). En
effet, l’IoT est présent dans beaucoup de domaines, qu’il s’agisse du domaine de la santé, de la
domotique, de l’industrie, etc.

Le principe d’une communication numérique est toujours le même, il s’agit de transmettre
une information d’un émetteur vers un récepteur, sous forme binaire par exemple appelé bit
(contraction de binary digit) et prenant pour valeur 0 ou 1. La transmission de l’information entre
l’émetteur et le récepteur est réalisée à travers un canal où le signal (vecteur de l’information)
à transmettre peut éventuellement subir des perturbations. Ce signal peut contenir des données
de type : fichiers ou flux vidéo, audio, des images, du texte, etc. Pour effectuer ce transfert
de données, l’émetteur et le récepteur suivent un protocole qui leur permettra de mener cette
opération à bien. Dans un premier temps l’émetteur doit transformer les données en une suite
d’éléments binaires qui correspond au message à transmettre. Puis, une première étape, appelée
codage de source, est ensuite réalisée afin de compresser l’information à transmettre, dans le
but, entre autres, d’améliorer le débit de la transmission. Ensuite, afin de protéger l’information
des erreurs engendrées par le canal de transmission, une redondance contrôlée est ajoutée au
message par le codage de canal. Pour finir, le message est transformé en un signal qui pourra
être transmis via le canal de transmission par le modulateur. A la réception, les étapes inverses
de l’émetteur sont réalisées afin de retrouver le message initial. Premièrement, le démodulateur
permet de retrouver l’information sous forme de symboles à partir du signal reçu. Ensuite, le
décodage de canal a pour rôle de détecter voire de corriger les erreurs dues à la transmission.
Finalement, le décodage de source consiste à décompresser le signal pour retrouver le message
initial.

Le bloc de codage de canal a un rôle très important dans une chaîne de transmission numé-
rique, puisqu’il permet de protéger des données du bruit et des perturbations engendrées par
le canal de transmission en ajoutant de la redondance contrôlée. De nombreuses recherches ont
été effectuées afin de trouver des codes qui permettent de garantir une capacité de correction
des erreurs très élevée tout en garantissant un débit important. En effet, dans cette optique,
les standards de la téléphonie mobile, que l’on parle des anciennes générations ou encore de la
5G, permettent l’utilisation de codes longs pour protéger les données. Toutefois, les nouveaux
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standards développés pour les objets connectés ont des contraintes différentes car ils doivent
tenir compte des spécificités de ces nouvelles communications. Pour l’IoT, les capteurs doivent
consommer peu d’énergie, il est donc impossible d’utiliser les mêmes standards qu’en téléphonie
mobile et donc les mêmes codes. Dans ce contexte d’IoT, les codes utilisés sont plutôt des codes
courts.

Contexte et objectifs

Les transformations du signal nécessaires à une transmission numérique demandent un grand
nombre d’opérations décrites dans les standards de communication spécifiques aux différents
champs d’application (téléphonie mobile, télévision numérique, objets connectés, etc.). L’aug-
mentation du nombre d’utilisateurs et l’accroissement exponentiel du nombre d’objets connectés
demandent une plus grande adaptabilité des systèmes de communication. Il devient nécessaire
que les systèmes gagnent en flexibilité pour qu’ils puissent s’adapter à leurs conditions envi-
ronnementales, telles que le nombre d’utilisateurs, la qualité du canal de transmission, etc. De
plus, pour les systèmes IoT, il est nécessaire qu’ils s’adaptent aux propriétés intrinsèques des
objets que ce soit en matière de consommation énergétique, de sécurité, de coût de gestion et de
transmission. L’explosion du nombre de standards ainsi que du nombre d’utilisateurs pose éga-
lement le problème de l’allocation de la ressource spectrale. Le domaine de la radio intelligente
(Cognitive Radio) apparaît comme une solution naturelle à ces problèmes.

Une solution globale à ces problèmes consisterait donc à concevoir un récepteur intelligent
qui serait capable, à partir du signal reçu, de retrouver l’ensemble des paramètres de l’émetteur.
Il n’y aurait dans ce cas plus aucun problème d’incompatibilité entre toutes ses normes et
l’obsolescence de ces objets diminuerait. Cependant ce contexte bien particulier est dit «non-
coopératif». Le récepteur n’a aucune information sur l’émetteur et il est alors nécessaire de mettre
en oeuvre des algorithmes lui permettant de retrouver l’ensemble des paramètres de l’émetteur
afin de décoder le signal reçu. Pour rendre les systèmes plus adaptatifs sans pour autant subir
des contraintes aussi fortes que dans le contexte non-coopératif, il est possible de se placer dans
un contexte semi-coopératif. Dans ce cas, le récepteur aura accès à une liste de paramètres
que l’émetteur peut utiliser et il devra, à partir du signal reçu et de cette liste, déterminer
les paramètres utilisés par l’émetteur. Les techniques dites d’AMC (Adaptive Modulation and
Coding) sont particulièrement adaptées à cette configuration puisqu’elles permettent de choisir
le codage et la modulation utilisés en fonction de l’état du canal.

Dans ce manuscrit, nous nous intéressons à l’identification en aveugle du bloc de codage de
canal. Nous développerons des méthodes qui permettent d’identifier le code correcteur d’erreurs
utilisé par l’émetteur à partir de la seule connaissance du signal reçu. Les méthodes qui traitent
de ce sujet dans la littérature utilisent, pour la majorité, des informations fermes (des 0 et des 1).
Dans ce manuscrit, nous proposons des méthodes originales, qui utilisent l’information souple (la
fiabilité des bits est conservée), basées sur le calcul de distances euclidiennes entre des séquences
de symboles bruités.
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Organisation du manuscrit

Pour répondre à ces problématiques, la suite de ce manuscrit est organisée de la manière
suivante :

Charitre 1

Ce premier chapitre présente le contexte de l’étude. Nous définirons les différents modèles de
canaux utilisés et les familles de codes correcteurs d’erreurs que recouvrent cette étude. Enfin,
un état de l’art sur l’identification de paramètres et sur la reconstruction de codes sera fait. Tous
ces éléments nous permettront de situer notre étude.

Charitre 2

Dans ce chapitre nous proposons une méthode permettant l’identification des paramètres
d’un code correcteur d’erreurs à partir d’une trame bruitée. Un premier algorithme de classi-
fication utilisant les distances euclidiennes permet l’identification de la longueur des mots de
code. Un second algorithme basé sur le nombre de collisions permet quand à lui d’identifier la
longueur des mots d’informations. Enfin, une analyse des performances de notre méthode est
présentée.

Charitre 3

A l’instar du chapitre 2, nous proposons une autre méthode permettant l’identification de
la longueur des mots de code en présence de bruit. La présentation de cette méthode basée sur
les distances euclidiennes minimales est suivie d’une analyse sur ses performances. Enfin, une
comparaison entre nos deux méthodes d’identification est réalisée.

Charitre 4

L’identification des paramètres d’un code correcteur d’erreurs ne suffit pas pour décoder les
données reçues et ainsi retrouver le message émis. Dans ce chapitre, nous proposons donc une
méthode de reconstruction de codes correcteurs d’erreurs. Cette méthode repose sur l’observation
de la distribution des distances d’un code de parité. Nous présentons également une méthode de
reconstruction connue qui est basée sur le paradoxe des anniversaires. Pour finir, nous comparons
notre méthode de reconstruction à celle basée sur le paradoxe des anniversaires.

La fin de ce manuscrit apporte des conclusions et quelques perspectives sur les méthodes
présentées.
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Ch
ap

itr
e

État de l’art sur la reconnaissance
aveugle de codes correcteurs d’erreurs

Dans ce premier chapitre, le contexte de l’étude portant sur la reconstruction en aveugle des
codes correcteurs d’erreurs est présenté. Dans la première section, nous définissons les contextes
non-coopératif et semi-coopératif ainsi que les canaux de transmission utilisés dans notre étude.
Nous présentons ensuite quelques généralités sur les codes correcteurs d’erreurs linéaires. Dans
la seconde section, nous proposons un état de l’art sur les méthodes d’identification et de recon-
naissance, aveugle ou semi-aveugle, des codes correcteurs d’erreurs.

1.1 Contexte et modèle de transmission

Le rôle d’une chaîne de transmission numérique est de transmettre une information d’un
émetteur à un récepteur. Dans le cas d’une transmission numérique classique, le récepteur connaît
les paramètres de l’émetteur et il peut aisément retrouver l’information transmise. Toutefois, si
nous nous plaçons dans un contexte plus défavorable, le récepteur peut n’avoir qu’une connais-
sance partielle voire nulle des paramètres de l’émetteur. Dans ce cas, retrouver l’information
transmise sera difficile voire impossible pour le récepteur. Il s’agit du contexte non-coopératif
ou semi-coopératif, selon que le récepteur connaît ou non quelques informations sur les para-
mètres de l’émetteur. La reconnaissance en aveugle des codes correcteurs d’erreurs se situe dans
ce contexte. Dans notre étude, nous ferons l’hypothèse que le récepteur ne connaît pas tous les
paramètres du code utilisé par l’émetteur et l’objectif sera de retrouver ses paramètres afin de
pouvoir remonter à l’information transmise.

1.1.1 Contexte non-coopératif

Usuellement, une chaîne de transmission standard permet d’acheminer de l’information d’une
source vers un destinataire. La Figure 1.1 détaille le principe de cette chaîne de transmission nu-
mérique. Cette chaîne se décompose en plusieurs étapes telles que le codage de source, le codage
de canal et la modulation. A l’émission, le codage de source permet la compression de l’informa-
tion initiale pour éliminer toute redondance et ainsi augmenter l’efficacité de la transmission. Le
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codage de canal permet quant à lui de rendre la transmission robuste aux altérations qui pour-
raient survenir lors du passage par le canal en ajoutant de la redondance. Enfin, la modulation
permet d’adapter la forme du signal que l’on veut transmettre aux conditions environnemen-
tales. Ces conditions dépendent, par exemple, du support utilisé pour la transmission (aérien,
filaire, etc.), de la présence d’autres utilisateurs (coopérant ou pas), etc. A la réception, ces trois
opérations sont inversées. La démodulation consiste à traduire le signal en symboles (binaires
ou non-binaires) possiblement entachés d’erreurs. Le démodulateur peut donner une informa-
tion souple ou ferme. Le décodage de canal permet quand à lui de détecter et éventuellement
de corriger les erreurs engendrées par le canal de transmission. Et enfin le décodage de source
restitue le message original.

Codage
de source

Codage
de canal Modulation

Canal

Décodage
de source

Décodage
de canal Démodulation

message m c

s

ym̃ c̃message

Émetteur

Récepteur

Figure 1.1 – Modèle d’une transmission dans un contexte coopératif

Le fonctionnement de cette chaîne de transmission standard repose sur la coopération entre
l’émetteur et le récepteur. Avant de commencer à communiquer, ces deux derniers s’accordent
sur le choix de la modulation et des codeurs. Ainsi, le récepteur peut «aisément» effectuer les
opérations inverses de celles de l’émetteur pour obtenir le message original. Dans un contexte
non-coopératif, le récepteur n’a pas nécessairement toutes ces informations à disposition. Dans
ces conditions, le récepteur ne peut pas effectuer les opérations inverses de l’émetteur. Cette
configuration, bien qu’issue du domaine militaire s’applique également au domaine civile. Dans
le domaine militaire, lors de l’interception d’une communication, nous nous retrouvons auto-
matiquement dans le cas du contexte non-coopératif. En effet, dans cette configuration, seul
le signal intercepté est connu. Dans le domaine civil, la prolifération des normes et des stan-
dards engendrent des problèmes d’incompatibilités entre les émetteurs et les récepteurs. Il peut
donc arriver qu’un récepteur ne connaisse pas les paramètres de l’émetteur, dans ces conditions
le récepteur ne peut pas décoder l’information. Ces incompatibilités sont de plus en plus fré-
quentes, en partie à cause de la forte augmentation du nombre d’objets connectés en réseaux
via l’Internet. Pour palier à ces problématiques, des nouveaux protocoles d’échange sont créés
pour administrer ce réseau de connections : l’IoT (Internet of Things : Internet des Objets).
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1.1. Contexte et modèle de transmission

Pour rendre ces échanges viables, l’adaptation en temps réel d’un récepteur aux paramètres de
différents récepteurs peut être une solution. Ce type d’adaptations est une problématique direc-
tement traitée à travers le concept de la radio cognitive. Par exemple, l’accès opportuniste au
spectre d’émission demande de sonder le canal pour déterminer sur quelle bande il est possible
de transmettre et le cas échéant, choisir les paramètres de transmission les plus adaptés. De ce
fait, de plus en plus de normes utilisent des techniques de transmission adaptatives. Ces tech-
niques consistent à adapter le codage et la modulation utilisés en fonction de l’état du canal de
transmission. Ces techniques, appelées couramment AMC (Adaptive Modulation and Coding)
ont pour objectif d’améliorer l’efficacité spectrale pour atteindre des débits plus élevés tout en
maintenant la qualité de la transmission. Dans ces conditions, l’émetteur doit connaître l’état
du canal en temps réel afin d’adapter ses paramètres de transmission. Le récepteur doit quant à
lui, évaluer l’état du canal d’une part, et connaître les paramètres utilisés par l’émetteur d’autre
part. Dans ce cas, nous nous situons dans le contexte semi-coopératif où le récepteur a une liste
de codeurs et de modulateurs que l’émetteur peut utiliser. A partir du signal reçu et de cette
liste, le récepteur doit identifier le codeur et le modulateur utilisés par l’émetteur.

La Figure 1.2 fait une synthèse des différences entre le contexte coopératif et le contexte non-
coopératif. Dans le cas coopératif, le récepteur aura accès à tous les paramètres de l’émetteur
(codeurs et modulateur) et au message reçu y. Par contre, dans le cas non-coopératif, le récepteur
n’aura accès qu’au signal reçu ou intercepté y. Dans la suite de notre étude, nous considérons
donc le modèle de transmission simplifié décrit par la Figure 1.2. Côté émetteur, en sortie du
codage de source, le message m est transformé en séquence codée c puis modulé en un signal
s et transmis à travers un canal. Du côté du récepteur, la seule information connue est donc le
signal reçu y. A partir de y, l’objectif sera de retrouver les paramètres utilisés à l’émission afin
de retrouver le message émis m.

Codage
de source

Codage
de canal Modulation Canal

message m c s y

Émetteur

Cooperatif
Non-cooperatif

connu connu connu
inconnu inconnu inconnu

inconnu
inconnu

connu
connu

Figure 1.2 – Comparaison des contextes coopératif et non coopératif

1.1.2 Canaux de transmission

Le rôle du canal de transmission est de propager l’information d’une source vers un desti-
nataire. Ce canal représente le support physique qui transmet l’information. La forme physique
du signal est adaptée au milieu qui peut provoquer certaines modifications du signal, telles que
des atténuations, des retards, des interférences, etc. Les canaux de transmission peuvent être
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Chapitre 1. État de l’art sur la reconnaissance aveugle de codes correcteurs d’erreurs

classés en deux groupes, les canaux stationnaires (paramètres fixes) et non-stationnaires (les
paramètres ainsi que les propriétés statistiques du canal changent). Dans cette section, nous
présentons deux modèles de canaux stationnaires qui serviront le propos de notre étude, le canal
binaire symétrique (CBS) et le canal à Bruit Blanc Additif Gaussien (BBAG).

1.1.2.1 Canal binaire symétrique

Le canal binaire symétrique est un modèle de canal discret. Il prend les valeurs binaires
0 et 1 en entrée et en sortie. Ce modèle a un paramètre : une probabilité d’erreur pe. Pour
chaque valeur binaire en entrée, le canal produit une valeur binaire en sortie dépendant de cette
probabilité d’erreur. La Figure 1.3 illustre ces transformations. Pour ce modèle, la nature des
altérations survenant sur le signal émis n’est pas considérée. Seules sont considérées les valeurs
du bit à la sortie du codeur de canal et à l’entrée du décodeur associé.

0 0

1 1

1− pe

pe

pe

1− pe

Figure 1.3 – Canal binaire symétrique

Si le bit c est émis et que la valeur reçue est c̃, alors :

P(c̃ = 1|c = 0) = P(c̃ = 0|c = 1) = pe

P(c̃ = 1|c = 1) = P(c̃ = 0|c = 0) = 1− pe

Ce canal à entrée et à sortie ferme (uniquement des éléments binaires) permet de modéliser
un ensemble de trois blocs de la chaîne de transmission numérique : la modulation, le canal de
transmission et la démodulation.

1.1.2.2 Canal à Bruit Blanc Additif Gaussien

Le canal à Bruit Blanc Additif Gaussien, appelé canal BBAG, est régulièrement utilisé pour
modéliser les canaux stationnaires. En effet, ce modèle de canal permet de synthétiser les phé-
nomènes physiques intervenant lors de la transmission tout en étant facile à mettre en oeuvre.
La Figure 1.4 en donne une représentation. Considérons un échantillon s du signal envoyé à
travers le canal. Cet échantillon correspond à un échantillon du signal en sortie du modulateur
(s). Les altérations sont modélisées par l’addition d’un bruit blanc gaussien b à l’échantillon émis
s. L’échantillon y correspondant du signal reçu est de la forme suivante :
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1.1. Contexte et modèle de transmission

y = s+ b (1.1)

Les échantillons b sont distribués selon une loi normale de moyenne nulle et de variance σ2
b :

b ∼ N (0, σ2
b ). Leur fonction de densité de probabilité est la suivante :

p(b) = 1√
2 · π · σ2

b

exp
(
− b2

2 · σ2
b

)
(1.2)

A partir de cette fonction de densité il est possible de déterminer la probabilité sur la valeur du
bit émis au regard de la valeur reçue.

Emetteur + Récepteur

b

s y

Figure 1.4 – Canal à Bruit Blanc Additif Gaussien

Contrairement au canal stationnaire, le canal non-stationnaire permet de prendre en compte
les fluctuations de certaines caractéristiques physiques du milieu de propagation. En effet, les
mouvements respectifs de l’émetteur et du récepteur entraînent des variations du milieu de
propagation qui peuvent générer des erreurs. Dans ce type de canaux, il est possible qu’il y ait
des pertes d’énergie (évanouissement) ou encore des trajets multiples (le signal arrive plusieurs
fois au récepteur avec différents retards). Dans cette situation le canal BBAG ne suffit plus pour
représenter les phénomènes physiques en jeu. Les canaux de type Rice ou Rayleigh peuvent être
utilisés pour modéliser ces différents phénomènes. Cela dit, seuls des bits et leurs fiabilités seront
utilisés dans les algorithmes présentés dans la suite. Le canal BBAG permet de facilement générer
ces valeurs fiabilisées. Nous ne nous intéresserons donc pas à l’utilisation de données issues d’une
transmission sur un canal de Rice ou de Rayleigh.

1.1.3 Codage de canal

Comme vu précédemment, les caractéristiques physiques du canal de transmission peuvent
avoir un impact néfaste. Le message reçu peut être erroné ce qui rend la communication impos-
sible. Dans ces conditions, il est d’usage de coder l’information côté émetteur avant de l’envoyer à
travers le canal. Cette opération est réalisée par le codage de canal. Le récepteur pourra décoder
et corriger le message si il n’est pas entaché de trop d’erreurs. En 1948, Claude Shannon énonce
un «théorème de codage» dans [80]. Il établit que pour tout canal sans mémoire d’une capacité
donnée, il est possible de coder l’information de telle manière que la probabilité d’erreur soit
aussi faible que souhaité après décodage. Le codage de canal a donc un rôle majeur dans les
systèmes de communication puisqu’il peut augmenter la fiabilité de la transmission. En effet, il
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permet de prévenir les éventuelles altérations sur le signal émis dues au canal de transmission.
Ces altérations peuvent avoir un effet direct sur la valeur des symboles reçus et rendre l’accès au
message original impossible. Pour palier à cela, le codage de canal est composé de un ou plusieurs
code(s) correcteur(s) d’erreurs. L’idée de base d’un code correcteur d’erreurs est d’ajouter de la
redondance de manière contrôlée au message transmis. Ainsi, à partir d’un mot d’information
comportant le message utile à transmettre, noté m, un mot de code, noté c, est créé par l’ajout
de cette redondance. Elle est ajoutée au message en appliquant une règle de codage. Connaissant
cette règle, le bloc de décodage peut détecter et/ou corriger les éventuelles erreurs dans les mots
de code reçus. L’ajout de cette redondance permet d’étendre la même quantité d’information
à transmettre sur un plus grand nombre de symboles. Ainsi, si une erreur survient, il est plus
aisé de la détecter, voire de la corriger, étant donnée la relation qui existe entre les symboles
codés. Les performances d’un code sont mesurées par sa capacité à détecter les erreurs et par sa
capacité à les corriger.

Dans un contexte de communication en temps réel, le débit utile est une contrainte non
négligeable. Un objectif est donc de trouver un code permettant de maximiser ce débit au
regard des conditions de communication tout en ayant de bonnes propriétés de détection et
de correction d’erreurs. D’après le théorème de codage de Shannon, il faut pour cela que le
rendement du code choisi soit inférieur à la capacité du canal. La capacité du canal correspond
au débit théorique maximal d’information utile qui peut être atteint sur ce canal pour une
quantité de bruit donnée. Tout l’objectif est donc d’atteindre cette capacité en choisissant le
code adéquat. En règle générale, plus on ajoute de redondance, plus les capacités de correction
et de détection des erreurs sont élevées. Mais en contrepartie, ces ajouts réduisent le débit de
la communication. Une solution est de créer des codes longs mais la complexité du décodage va
en augmentant. Il faut donc trouver un compromis entre efficacité et robustesse en prenant en
compte l’implémentation de l’ensemble codeur-décodeur.

Il existe différentes familles de codes, les codes en blocs, les codes convolutifs et les codes
concaténés. Dans la suite nous donnerons une définition de ces différentes familles de codes.
Nous restreindrons la présentation aux codes binaires dont les mots sont composés de symboles
dans GF(2) = {0, 1} (GF pour Galois Field). Pour l’ensemble de ces familles de codes, nous
utiliserons les notations suivantes :

- kc : nombre de symboles en entrée du codeur

- nc : nombre de symboles en sortie du codeur

- rc = kc/nc rendement du code

- m = [m(0), · · · ,m(kc − 1)] : un mot d’information de longueur kc
- c = [c(0), · · · , c(nc − 1)] : un mot de code de longueur nc

1.1.3.1 Codes en bloc linéaires

Une première approche est de coder les symboles par bloc de sorte qu’à kc symboles d’infor-
mation soient associés nc symboles codés, avec nc > kc. Notons alors G ∈ GF(2)kc×nc la matrice
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1.1. Contexte et modèle de transmission

génératrice de rang kc qui engendre l’espace codé C(nc, kc). Alors à chaque mot d’information
m est associé un mot de code c = [c(0), c(1), · · · , c(nc − 1)] à travers l’opération matricielle
suivante :

c = m ·G (1.3)

Les lignes de la matrice G forment une base du code C(nc, kc). Les mots de code c générés
appartiennent à l’espace codé C(nc, kc) et sont tels que c ∈ GF(2)nc . Par conséquent, C(nc, kc) ⊂
GF(2)nc et au regard de l’équation 1.3 le cardinal de C(nc, kc) est tel que : Card(C(nc, kc)) = 2kc .
En effet, l’application suivante est une bijection :

GF(2)kc → C(nc, kc)

m 7−→ m ·G (1.4)

Cette particularité soulève la question de la distribution des mots de code dans cet espace
codé. Il est possible d’avoir un aperçu de cette distribution en mesurant la distance entre les
mots de code deux à deux grâce à la distance de Hamming.

Définition 1. Soit c1 et c2 deux mots de même longueur composés de symboles prenant leurs
valeurs dans un corps de Galois. La distance de Hamming entre c1 et c2, notée dH(c1, c2),
correspond au nombre de symboles dont diffèrent les deux mots composante à composante.

La distribution des distances dans un espace codé est un indicateur de l’efficacité d’un code
correcteur d’erreurs. Cette mesure se fait par la distance minimale. Cette distance indique que
tous les mots de cet espace diffèrent d’un minimum de symboles.

Définition 2. La distance minimale (au sens de Hamming) correspond à la plus petite distance
de Hamming qui existe entre entre ses mots de code :

dmin(C) = min
c1,c2∈C,c1 6=c2

dH(c1, c2)

A partir de la distance minimale il est possible de quantifier l’efficacité du codage en terme
de capacité de détection et de correction d’erreurs. Quand la distance minimale est grande, il
est plus facile de discriminer les mots de code, et ce, même si ils contiennent des erreurs.

Définition 3. La capacité de détection correspond au nombre d’erreurs maximal qui peuvent
être détectées pour un code C et elle vaut dmin(C)− 1.

Définition 4. La capacité de correction correspond au nombre d’erreurs maximal qui peuvent
être corrigées pour un code C et elle vaut bdmin(C)−1

2 c.
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Deux codes C et C′ sont équivalents si ils génèrent le même espace codé et qu’il existe une
matrice inversible P telle que : G = G′.P. Dans ce cas, la distribution des distances est la
même et les codes ont la même distance minimale. Par conséquent, il auront aussi les mêmes
capacités de correction et de détection des erreurs. L’Exemple 1.1.1. illustre l’opération de codage
équivalent.

Exemple 1.1.1.

Prenons l’exemple du code à répétition qui consiste en la répétition de chaque bit d’infor-
mation pour obtenir un mot de code. Considérons des mots d’information m de longueur
2. Chaque bit est répété 3 fois pour obtenir le mot de code c :

m = [0 0]→ c = [0 0 0 0 0 0]

m = [0 1]→ c = [0 0 0 1 1 1]

m = [1 0]→ c = [1 1 1 0 0 0]

m = [1 1]→ c = [1 1 1 1 1 1]

Ce code est de longueur nc = 6, de dimension kc = 2 (C(6, 2)) et donc de rendement 1
3 . La

matrice génératrice correspondante est la suivante :

G =

1 1 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1


Cette matrice génératrice permet de générer l’ensemble des quatre mots de code définis
ci-dessus (c = m ·G). En lui appliquant la matrice :

P =



0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0


on obtient la matrice génératrice suivante permettant de générer un code équivalent C′(6, 2) :

G′ = G ·P =

0 0 0 1 1 1
1 1 1 0 0 0


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Le codage résultant c′ = m ·G′ est le suivant :

m = [0 0]→ c′ = [0 0 0 0 0 0]

m = [0 1]→ c′ = [1 1 1 0 0 0]

m = [1 0]→ c′ = [0 0 0 1 1 1]

m = [1 1]→ c′ = [1 1 1 1 1 1]

L’espace codé obtenu est exactement le même pour C et C’. Les deux codes sont donc
équivalent.

Pour tout code linéaire, il est possible de trouver un code équivalent particulier : le code
systématique. Le codage systématique est très utilisé car les étapes de codage et de décodage
sont peu complexes.

Définition 5. La matrice génératrice d’un code C(nc, kc) est dite systématique si ses kc pre-
mières (ou dernières) colonnes forment la matrice identité Ikc, i.e. les kc premiers (ou derniers)
symboles dans chaque mot de code correspondent au mot d’information dont il est issu.

Pour ce type de codage, à chaque mot de kc bits on ajoute (nc − kc) bits de redondance
résultant chacun d’une combinaison linéaire des kc bits d’information. L’Exemple 1.1.2. illustre
ce type de codage.

Exemple 1.1.2.

Considérons un C(3, 2) code de rendement 2
3 qui ajoute un bit de redondance à des mots

d’information de 2 bits. La matrice génératrice systématique de ce code est la suivante :

Gsys =

1 0 1
0 1 1


et les mots de code générés, c = m ·Gsys, sont les suivants :

m = [0 0]→ c = [0 0 0]

m = [0 1]→ c = [0 1 1]

m = [1 0]→ c = [1 0 1]

m = [1 1]→ c = [1 1 0]

Dans l’Exemple 1.1.1., le C(6, 2) code de rendement 1
3 a une distance minimale de 3. D’après

les définitions 3 et 4, ce code est capable de détecter au maximum 2 erreurs et d’en corriger
1 sur des mots de code de taille 6. Comparativement, le C(3, 2) code de l’Exemple 1.1.2. de
rendement 2

3 a une distance minimale de 2. Il est capable de détecter 1 erreur sur des mots de
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code de taille 3 et de n’en corriger aucune. Ces deux codes sont équivalents en terme de capacité
de détection d’erreurs mais le code à répétition (C(6, 2)) permet une meilleure correction des
erreurs. Toutefois, le code de l’Exemple 1.1.2. sera plus efficace en terme de débit utile puisqu’il a
un rendement plus élevé. Si le canal n’occasionne pas trop d’erreurs, il peut être plus intéressant
d’utiliser ce code malgré son manque de robustesse.

Le choix d’un code dépend donc de l’application et du besoin en correction et/ou en détection
d’erreurs. Ce choix dépend aussi de contraintes telles que la complexité du codage et de celle du
décodage. Pour le codage par bloc, il est fréquent que l’étape de décodage utilise le code dual
du code utilisé.

Définition 6. Un code CT est le dual du C(nc, kc) code ssi :

∀x ∈ C,∀y ∈ CT

 x · yT = 0

y · xT = 0
(1.5)

CT est un espace de dimension (nc − kc). Le code CT est orthogonal à C.

On note {h0,h1, · · · ,hnc−kc−1} une base de CT et nous formons la matrice H tel que ses
lignes sont les éléments de cette base :

H =


h0

h1
...

hnc−kc−1


H est une matrice génératrice du code dual CT . Cette matrice est appelée matrice de parité du
code C. Les mots de CT sont les relations de parité du code C.

Proposition 1. Soit G et H les matrices génératrices et de parité du code C respectivement
alors :

G.HT = 0 (1.6)

Par voie de conséquence, d’après la définition 6, pour tout mot de code c de C :

c.HT = 0 (1.7)

La matrice de parité du code C n’est pas unique. Étant elle-même la matrice génératrice du
code dual CT , il existe plusieurs matrice de parité engendrant le même code dual. Ces matrices de
parité permettent la détection voire la correction d’erreurs par contrôle de parité. La détection
et la correction d’une erreur peut être effectuée à l’aide du syndrome s de cette erreur. Si un
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mot de code bruité c̃ est reçu, alors le syndrome de l’erreur e est défini comme suit :

s = c̃.HT

= (c + e).HT

= c.HT + e.HT

= e.HT (1.8)

Si le syndrome n’est pas nul, alors le mot reçu est entaché d’erreurs. De plus, si le poids de e
est inférieur à la capacité de correction du code, la valeur du syndrome renseigne sur la position
des erreurs et il est alors possible de les corriger. L’Exemple 1.1.3. permet d’illustrer le contrôle
de la présence d’erreurs par parité.

Exemple 1.1.3.

Un exemple très connu de codage détecteur/correcteur d’erreurs est le code de Hamming
de paramètres nc = 7 et kc = 4. Ce code a une distance minimale de 3 : ses capacités
de détection et de correction d’erreurs sont donc respectivement 2 et 1. Voici une matrice
génératrice du code :

G =


1 0 0 0 0 1 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 0 1 1 0
0 0 0 1 1 1 1


Cette matrice génératrice étant systématique, chaque mot de code est la concaténation de
4 bits d’information et de 3 bits de parité. Si le mot d’information m =

[
0 1 1 1

]
est

codé grâce à G, on obtient le mot de code suivant :

c =
[
0 1 1 1 1 0 0

]
Une matrice de parité de ce code est :

H =


0 1 1 1 1 0 0
1 0 1 1 0 1 0
1 1 0 1 0 0 1


Cette matrice vérifie bien les équations 1.5 et 1.7. Supposons maintenant qu’une erreur soit
survenue sur le 6-ième bit de c (e =

[
0 0 0 0 0 0 1

]
) :

c̃ = c + e =
[
0 1 1 1 1 0 1

]
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La distance minimale de ce code étant de 3, l’erreur est détectée car c̃.HT 6= 0. La valeur
du syndrome pour ce motif d’erreur est :

s = c̃.HT =
[
0 0 1

]
Ce code étant capable de corriger 1 erreur par mot de code, le calcul du syndrome va
également permettre de corriger l’erreur intervenu sur le bit 6 du mot de code.

Avec l’idée de toujours améliorer le pouvoir de correction des codes, les soixante-dix dernières
années ont vu naître divers méthodes de codage en blocs comme par exemple les codes LDPC [36],
les codes Reed-Solomon [77], les codes Reed-Muller [69,76] ou les codes BCH [11,42]. Les codes
BCH et Reed-Solomon sont des codes cycliques dont les méthodes de codage et de décodage tirent
parti de la représentation polynomiale. Cette représentation permet de réduire la complexité
de ces opérations en utilisant le décodage d’interpolation Berlekamp-Welch [106] par exemple.
Les codes Reed-Solomon sont très utilisés dans les systèmes de stockages de données pour la
protection des fichiers contres les erreurs ou contre l’effacement (dans les CD par exemple).
Dans l’idée de réduire la complexité du décodage, les codes LDPC (Low Density Parity Check)
sont caractérisés par une matrice de parité creuse. En effet, les relations de parité utilisées pour
le décodage sont de poids faibles afin de minimiser la quantité de calculs nécessaires. Par leur
structure, les codes LDPC sont propices à l’utilisation d’algorithmes de décodage itératifs. Étant
donné les relations entre les bits dans les mots de code (relations de parité), il est possible de
faire passer des messages sur la valeur des bits à travers un graphe de Tanner [93]. Initialement,
cet algorithme par passage de message permet le renversement de bit : il opère sur le canal
binaire symétrique. Toutefois, d’autres types d’algorithmes à passage de messages existent : les
algorithmes à propagation de croyance pouvant opérer sur le canal BBAG. Dans ce cas, les
valeurs transmises sont des probabilités. Tous les noeuds du graphe échangent des probabilités
sur les valeurs a priori et a posteriori des bits reçus pendant un certain nombre d’itérations
ou jusqu’à convergence pour prendre une décision sur ces valeurs. Un exemple de ce genre
d’algorithmes itératifs est l’algorithme BCJR [1] (Bahl, Cocke, Jelinek et Raviv).

Le codage canal peut utiliser des symboles non-binaires comme cela peut être le cas pour les
codes Reed-Solomon par exemple. Toutefois, comme dit précédemment, nous traiterons exclusi-
vement des codes binaires dans la suite de notre propos.

1.1.3.2 Codes convolutifs

Les codes convolutifs sont un autre type de codage linéaire que l’on oppose souvent au codage
en blocs. Ils ont été introduit par Elias [72] en 1955. Dans le cas des codes convolutifs, le codage
s’effectue en flux, ce qui permet la création de mots de code de très grande taille (même infinie
théoriquement). Ceci permet de s’affranchir de la limite qu’impose les codes en blocs pour des
longueurs trop élevées. En effet, le décodage est moins complexe et aussi efficace que pour les
codes en blocs. Comme pour le codage en bloc, à un mot d’information est associé un mot de
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1.1. Contexte et modèle de transmission

code. De la même manière que pour les codes en blocs, nc bits codés sont générés à partir de kc
bits d’information. Cependant, la particularité du codage convolutif est qu’un effet de mémoire
se produit. En effet, si nous appelons Kc la longueur de contrainte du code, alors un mot de
code dépend d’un mot d’information et des (Kc − 1) mots d’information précédents. Un code
convolutif est donc représenté par ses 3 paramètres et nous le noterons C(nc, kc,Kc).

Pour faire état de cet effet de mémoire, il est possible d’utiliser une représentation polyno-
miale de l’opération de codage. Soit un C(nc, kc,Kc) code convolutif. Ce code possède nc · kc
polynômes générateurs appartenant à GF(2)[D] (ensemble des polynômes d’indéterminée D à
coefficients binaires) de degré au plus Kc. Soit gi,j(D) un de ces polynômes générateurs :

∀i ∈ [[1, kc]], ∀j ∈ [[1, nc]], gi,j(D) =
L∑
t=0

gi,j(t) ·Dt (1.9)

où gi,j(t) est le t-ième coefficient du polynôme gi,j(D) et L est un entier inférieur ou égal à Kc.
gi,j est donc un vecteur binaire de longueur Kc :

gi,j = [gi,j(0) gi,j(1) · · · gi,j(Kc − 1)] (1.10)

Étant donné que la transformation en mots de code repose sur des combinaisons linéaires
de bits d’information, le codage convolutif peut être vu comme un codage en bloc de longueur
infinie. A partir des vecteurs binaires gi,j nous pouvons créer la matrice génératrice G de taille
infinie :

G =



G0 G1 · · · GKc−1

G0 G1 · · · GKc−1
. . . . . . . . . . . .

G0 G1 · · · GKc−1
. . . . . . . . . . . .


(1.11)

où ∀l ∈ [[0, Kc − 1]] Gl est une matrice de taille (kc × nc) de la forme :

Gl =


g1,1(l) · · · g1,nc(l)

... · · ·
...

gkc,1(l) · · · gkc,nc(l)

 (1.12)

Dans G, les parties vides sont des zéros. Cette écriture n’est toutefois pas très concise, un
autre moyen de décrire le codage convolutif passe par la matrice polynomiale de taille (kc × nc)
suivante :

G(D) =


g1,1(D) · · · g1,nc(D)

... · · ·
...

gkc,1(D) · · · gkc,nc(D)

 (1.13)
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Comme dit précédemment, la description d’un code convolutif comme un code en bloc est
une représentation très intuitive de l’opération de codage mais elle est peu synthétique. Elle
ne rend pas forcément compte de la notion de mémoire utilisée pour ajouter de la redondance.
Une autre manière de représenter et d’effectuer le codage convolutif est l’utilisation d’un registre
à décalage de longueur Kc. Les Kc bascules du registre sont initialisés à 0 et à chaque cycle
d’horloge, kc bits informations entrent dans le codeur et nc bits en sortent. A chaque cycle, les
kc bits d’information se décalent d’un cran dans les bascules et nc nouveaux bits codés sortent
du registre. Ces nc bits dépendent des kc derniers bits entrés dans le registre ainsi que des
(Kc − 1) · kc bits entrés lors des (Kc − 1) cycles d’horloge précédents.

Exemple 1.1.4.

Soit un C(2, 1, 3) code convolutif de rendement 1
2 et de longueur de contrainte Kc = 3. Ce

codeur est donc composé de nc ·kc = 2 polynômes générateurs de degrés au plus Kc−1 = 2.
Pour cet exemple, prenons les 2 polynômes générateurs suivants : g1,1(D) = 1 + D2 et
g1,2(D) = 1 +D+D2. L’implémentation en registre à décalage est décrite par la Figure 1.5.
Les deux sorties du codeur sont notés c(1) et c(2) respectivement. Elles sont associées aux
polynômes générateurs g1,1(D) et g1,2(D), respectivement.

m D D

+ +

+ c(1)

c(2)

Figure 1.5 – Schéma d’implémentation sous forme de registre à décalage du codeur de matrice génératrice
G(D) = (1 +D2 1 +D +D2)

Codons le mot d’information m =
[
1 1 0 1 0 0

]
. En écrivant m sous sa forme

polynomiale, on obtient :
m(D) = 1 +D +D3

La représentation polynomiale de l’opération de codage est la suivante :

c1(D) = m(D) · g1,1(D) = 1 +D +D2 +D5

c2(D) = m(D) · g1,2(D) = 1 +D4 +D5

Ce qui correspond à l’écriture binaire suivante :c(1)

c(2)

 =

1 1 1 0 0 1
1 0 0 0 1 1


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Le mot de code obtenu correspond à la concaténation des deux sorties du codeur :

c =
[
c(1)(0) c(2)(0) c(1)(1) c(2)(1) · · · c(1)(5) c(2)(5)

]
=

[
1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1

]
(1.14)

Une autre représentation passe par un diagramme d’état du registre à décalage. Ce dia-
gramme d’état est un graphe orienté où chaque sommet représente un état interne du registre
à décalage et chaque arête est une transition d’un état vers un autre. L’état interne du registre
correspond à l’ensemble des valeurs binaires à la sortie de chaque bascule. A chaque cycle d’hor-
loge un changement d’état se produit : la transition dépend des kc nouvelles valeurs à l’entrée
du codeur. Il y a donc jusqu’à 2kc arêtes qui partent de chaque sommet. La présence d’une arête
dépend de la possibilité de passer d’un état à un autre. Chaque arête est étiquetée par l’entrée
m(t) permettant la transition, et par la sortie c(t). m(t) est un vecteur binaire contenant l’en-
semble des kc bits à l’entrée du codeur à l’instant t. De la même manière, c(t) est un vecteur
binaire contenant l’ensemble des nc bits générés par le codeur à l’instant t. Les étiquettes sont
de la forme : (m(t), c(t)).

Exemple 1.1.5.

Reprenons le codeur de l’Exemple 1.1.4.. La Figure 1.6 est la diagramme d’état associé
à ce codeur. Nous allons réaliser le codage de la séquence d’information suivante : m =[
1 1 0 1 0 0

]
. En partant de l’état initial (00), le premier bit d’information en entrée

est 1. Le codeur produit la sortie (11) (étiquette (1, 11)) et il passe de l’état (00) à l’état
(10). Au final, nous obtenons la séquence codée suivante :

c =
[
1 1 1 0 1 0 0 0 0 1 1 1

]
qui correspond bien au résultat obtenue précédemment.
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01

00

11

10

(0, 11)

(1, 00)

(0, 00)

(1, 11)

(1, 10)

(0, 01)

(1, 01)

(0, 10)

Figure 1.6 – Diagramme d’état du codeur de la Figure 1.5

Finalement, un autre type de graphe permet d’effectuer l’opération de codage : le treillis. Les
différents états que peut prendre le registre sont représentés par des noeuds, et les transitions
d’un état à l’autre le sont par des branches. Le codage s’effectue en suivant un chemin de gauche
à droite sur le treillis. L’étiquetage des branches du treillis s’effectue comme pour les arêtes du
diagramme d’état. Une fois le codage effectué, il est possible de lire le mot de code en suivant
le chemin de codage. A l’instar du diagramme d’état, le mot de code se lit en concaténant les
sorties du codeur inscrites sur chaque branche (deuxième composante). Les cycles d’horloge sont
signalés au-dessus de chaque colonne de noeuds. La valeur des bits dans le mot d’information
détermine les branches empruntées pour créer un chemin dans le treillis de gauche à droite.

Exemple 1.1.6.

La Figure 1.7 donne un exemple de treillis pour le code convolutif de rendement 1
2 utilisé

dans les exemples précédents. Le chemin dans le treillis pour le codage de la séquence de
bits d’information de l’Exemple 1.1.5. est en pointillés pour les premiers cycles d’horloge.
Comme précédemment l’état du codeur au deuxième cycle est marqué en rouge.

Le treillis est aussi un outil pour le décodage des codes convolutifs. L’algorithme de décodage
le plus connu est dû à Viterbi [100]. Pour décoder, la méthode consiste à rechercher le message
le plus probable à l’aide du treillis. Les arêtes du treillis sont pondérées par leur distance de
Hamming au mot de code reçu, puis on décode en y recherchant le chemin le plus court.
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1.1.3.3 Entrelacement

Lors d’une transmission, il est rare que les erreurs apparaissent de manière dispersée sur les
trames émises. En effet, il est fréquent que les erreurs arrivent en rafale et engendre donc des
paquets d’erreurs. Ces paquets d’erreurs peuvent être fatals pour le décodeur. Afin de réduire la
probabilité de l’apparition de ces paquets d’erreurs, les mots de code sont la plupart du temps
concaténés et les symboles qu’ils contiennent sont permutés selon un schéma d’entrelacement
avant d’être envoyés. Ainsi, si des erreurs se produisent en rafale, les symboles affectés sont
séparés à la réception par un désentrelaceur qui inverse la permutation. Les erreurs sont ainsi
réparties de manière plus uniforme entre les mots de code, ce qui permet de rendre le décodeur
plus robuste aux erreurs en rafale. Tout comme les codes, il existe plusieurs familles d’entrelaceur,
les entrelaceurs par bloc et les entrelaceurs convolutifs.

1.1.3.4 Codes poinçonnés

Comme dit précédemment, le théorème de codage de Shannon [80] impose de trouver, pour un
niveau de bruit donné, un compromis entre le débit utile et la complexité des étapes de codage et
de décodage. Pour répondre à cette problématique, une solution consiste à poinçonner les mots de
code. Le poinçonnage a été introduit par Solomon et al. au milieu des années 1960 [84,85] pour les
codes cycliques. L’opération consiste à retirer certains bits de la trame codée afin d’augmenter le
rendement du code et le débit utile par la même occasion. Plus particulièrement, le poinçonnage
des codes convolutifs a été proposé par Cain et al. en 1979 [15]. Les codes poinçonnés voient
leur rendement augmenter tout en conservant des performances de décodage proches de celles
du code non poinçonné. L’opération de poinçonnage est réalisée selon un motif de poinçonnage
qui est appliqué sur la trame codée. Le décodeur connaît la position des bits poinçonnés grâce
à ce motif de poinçonnage et peut le prendre en compte dans ses opérations. L’Exemple 1.1.7.
illustre le principe du poinçonnage pour le code convolutif de la Figure 1.5.

Exemple 1.1.7.

Reprenons le code convolutif C(2, 1, 3) de la Figure 1.5. Le codage des mots d’information
suivant : m =

[
1 0 1 1 0 0 1 1

]
, nous donne les mots de code suivant (pour les

sorties 1 et 2 du codeur) : c(1)

c(2)

 =

1 0 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 0


Considérons le motif de poinçonnage suivant :1 0

1 1


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1.1. Contexte et modèle de transmission

Les valeurs 0 dans le motif de poinçonnage correspondent aux bits poinçonnée (non trans-
mis). En l’appliquant sur la trame codée, on obtient :1 X 0 X 0 X 1 X

1 1 0 0 1 1 1 0

 =
[
1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0

]

Ainsi, le codage équivalent obtenu est de rendement 2
3 .

1.1.3.5 Codes concaténés

Une autre solution permettant cette fois d’améliorer la capacité de correction des codes réside
dans l’utilisation des codes concaténés. En 1965, David Forney établit que les codes concaténés
peuvent permettre de diminuer la probabilité d’erreur en augmentant la longueur du code pour
un décodage aussi complexe [35]. L’opération consiste alors à coder l’information avec un premier
code en bloc, (un code Reed-Solomon dans les travaux exposés par Forney), puis à coder la trame
codée par un second code pour que le tout forme un super codeur. La Figure 1.8 donne le modèle
de la transmission dans son acception originale. La structure est composée d’un codeur interne
et d’un codeur externe en série à l’émission (le super codeur) et des décodeurs associés en
série à la réception (le super décodeur). Du point point de vue de l’ensemble codeur-décodeur
externe, l’ensemble canal et codeur-décodeur interne forme un super canal avec une probabilité
d’erreur donné. Un exemple d’utilisation est la concaténation d’un code de Reed-Solomon en
codeur externe avec un code convolutif en codeur interne dans un modem ADSL. Entre les deux
codeurs est souvent placé un entrelaceur pour éviter le problème des erreurs en rafale.

Codeur
externe

Codeur
interne Canal Décodeur

interne
Décodeur
externe

Super codeur Super décodeur

Super canal

Figure 1.8 – Modèle de Forney d’une transmission utilisant des codes concaténés

Le modèle de la Figure 1.8 décrit la concaténation en série de codes correcteurs. En 1993,
Berrou et al. proposent de concaténer deux codes convolutifs en parallèle : le Turbo-code [6]. La
Figure 1.9 décrit le schéma de codage d’un tel codeur. Le Codeur 1 code le message informatif
m et le codeur 2 code une version entrelacée du message informatif m. En règle générale, les
deux codeurs sont identiques et sont systématiques. Dans ce cas, les sorties systématiques du
second codeur sont poinçonnées, comme illustré par la Figure 1.9 pour ne conserver que la partie
redondante générée par le codeur. Le Turbo-code est très prisé pour son codage et son décodage
rapide. Il connaît de multiples applications : le téléphonie mobile, l’ESA et la NASA à bord
de leurs sondes spatiales ou encore dans les standard de transmission pour la télévision haute
définition.
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Codeur 1

Codeur 2Entrelaceur

m c1 : redondance du codeur 1

c2 : redondance du codeur 2

m : partie sytématique

Figure 1.9 – Schéma de codage d’un Turbo-code parallèle

1.2 Identification des paramètres de codes correcteurs d’erreurs

Dans cette section, nous nous intéressons à la détection d’un code d’une part, et à l’identifi-
cation de ses paramètres (taille des mots d’information et taille des mots de code) d’autre part.
La détection consiste simplement à déterminer si un code est présent. Dans le contexte semi-
coopératif, la détection et l’identification du code consiste à choisir parmi un catalogue le code
utilisé par l’émetteur pour coder la trame reçue. Par contre, dans le contexte non-coopératif, il
faut établir la présence d’un code et identifier ses paramètres à l’aide d’algorithmes. La détection
et l’identification des codes peut se faire en utilisant des informations fermes (de l’information
binaire : des 0 et des 1) si une décision a été prise en sortie du démodulateur ou des informations
souples (valeurs réelles) tenant compte du niveau de fiabilité sur les bits.

1.2.1 Contexte semi-coopératif : identification sur catalogue

Le catalogue se définit comme un ensemble fini de codes correcteurs d’erreurs. La plupart
du temps, les codes issus de ce catalogue ont des propriétés différentes (comme le rendement
par exemple). Dans le cadre d’une communication semi-coopérative, il est envisageable qu’un
émetteur s’accorde sur la teneur du catalogue avec le/les récepteurs. Dans ce cas, l’émetteur
choisit un code dans la liste et le récepteur détermine lequel a été utilisé à partir de la trame
reçue. Ces approches sont particulièrement bien adaptées au contexte de l’Adaptive Modulation
& Coding (AMC), où l’émetteur choisit ses paramètres de codage et de modulation en fonction
de la qualité du canal de transmission. Par exemple, si le canal de transmission n’occasionne pas
trop d’erreurs, il sera plus judicieux de choisir un code de rendement élevé afin d’augmenter le
débit utile de la transmission. Le récepteur doit alors être en mesure de suivre les modifications
de paramètres de l’émetteur. Le choix du code est fait parmi un ensemble fini et de faible
cardinalité pour minimiser le coût en calcul. Généralement, les méthodes à base de catalogue
ont l’avantage d’être peu coûteuses, rapides et très performantes. Toutefois elles sont limitées à
la reconnaissance des codes présents dans un catalogue.

Le catalogue est constitué des matrices de parité des différents codes que l’émetteur a à sa
disposition pour communiquer. Pour le récepteur, une première approche consisterait à calculer
les syndromes à partir des bits reçus. Le code détecté serait celui pour lequel le plus grand
nombre de relations de parité est respecté. En pratique, prendre une décision sur l’information
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reçue peut provoquer une perte d’information. Pour éviter cet écueil, l’utilisation d’informations
souples est plus efficace. Dans ce cas, la fiabilité des bits est conservée pour identifier le codeur.
Dans [68, 107–111], les auteurs proposent des méthodes utilisant ces fiabilités. Ces méthodes
à base de catalogue sont basées sur le calcul d’une probabilité a posteriori sur la valeur du
syndrome. Dans la suite nous appellerons cette probabilité SPP (pour Syndrome a Posteriori
Probability). La SSP correspond donc à la probabilité que le syndrome soit nul connaissant la
trame reçue. Dans [68], à partir de la séquence reçue, des fiabilités des bits et pour chaque
matrice de parité du catalogue de codes, l’algorithme calcule une SPP. L’identification peut être
faite de deux manières :

- une recherche exhaustive sur l’ensemble du catalogue. Le code sélectionné sera celui qui
obtient la SPP la plus élevée.

- une approche sous-optimale : dès que la SPP est supérieure à un seuil, on arrête la re-
cherche. On considère que le code utilisé par l’émetteur est celui correspondant à la matrice
de parité ayant obtenue une SPP supérieure au seuil de décision.

Dans ces conditions, il est donc nécessaire que le récepteur connaisse les matrices de parité
des codes et qu’il soit synchronisé sur la trame (c’est-à-dire que la trame commence par le
premier bit d’un mot de code). Il est possible de résoudre le problème de la synchronisation
de trame conjointement à l’identification comme proposé dans [110]. Toutefois, l’estimation
demande une recherche exhaustive pour tous les codes et toutes les positions de synchronisation
possibles. Afin de réduire la complexité, les auteurs proposent un algorithme en deux étapes
pour la synchronisation : un balayage grossier sur les valeurs de synchronisation suivi d’une
recherche fine. Ceci est possible car la valeur moyenne des SPP est plus grande autour de la
valeur de synchronisation. Par ce biais, la première phase de recherche permet de mettre en
évidence la zone de synchronisation. Ensuite, la deuxième phase permet d’estimer la valeur de
synchronisation.

Il est facile d’utiliser la fiabilité des bits reçus pour évaluer la SPP. L’utilisation de cette
information supplémentaire octroie un gain de performances face au bruit sans pour autant
augmenter significativement la complexité calculatoire. Un autre avantage est que cette méthode
peut être mise en oeuvre pour toutes les familles de code à partir du moment où l’on dispose
d’une matrice de parité.

1.2.2 Contexte non-coopératif : identification aveugle

Contrairement au contexte semi-coopératif, l’a priori sur le code utilisé n’est plus présent
pour une communication dans un cadre non-coopérative. L’information que le récepteur a à sa
disposition est souvent restreinte à la mesure qu’il peut faire dans son environnement. Dans les
méthodes décrites ci-dessous, la trame reçue est traitées après une prise de décision, on parle
alors d’information ferme (0 et 1) et, dans certains cas, la fiabilité des bits peut être prise
en compte, on parle alors d’information souple. La détection et l’identification des paramètres
des codes est rendus possible grâce à l’ajout d’information redondante lors du codage. Cette
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particularité implique que les bits dans un mot de code ne sont pas indépendants. Dans le cas
des codes linéaires qui nous intéresse ici, chaque bit codé est obtenu par la combinaison linéaire
de bits d’information. Toutes les méthodes décrites ci-dessous sont basés sur cette particularité.
De nombreux travaux portent sur cette problématique : pour les codes linéaires de manière
générale [20,25,97,98], les codes LDPC [89], les codes convolutifs [34,62,87], les codes BCH [92,
104], les codes cycliques [50] et les codes non-binaires en général [122, 124]. Dans la suite nous
détaillons particulièrement un ensemble de méthodes basées sur le critère du rang.

1.2.2.1 Méthodes basées sur le critère du rang

Les méthodes basées sur le critère du rang permettent de traiter le problème de l’identification
dans son intégralité. En effet, elles nécessitent peu d’hypothèses et permettent d’estimer la taille,
le rendement et les relations de parité comme nous le verrons dans la suite. Le premier article
faisant mention du principe date de 2003. Dans [14], Burel et Gautier proposent un algorithme
permettant d’estimer la taille et le rendement d’un code en bloc dans le cas où la trame reçue
n’est pas entachée d’erreurs.

Pour une trame reçue composée de N bits, la méthode consiste a balayer différentes lon-
gueurs n pour le code. Pour chaque longueur n testée, la trame reçue est découpée en Ln = bLn c
blocs contigus de n bits. Ces blocs sont ensuite disposés pour former les lignes d’une matrice
d’interception notée M(n). Cette matrice est donc de taille (Ln × n). Sur les colonnes de cette
matrice est appliqué un pivot de Gauss afin de déterminer le rang de la matrice pour chaque
valeur de n. Lorsque n est un multiple de la longueur du code nc, la valeur du rang chute : ce
phénomène est appelé déficience de rang. Pour les autres valeurs de n la matrice est théorique-
ment de rang plein n. Comme dit précédemment, les bits de chaque mots de code sont issus de
la combinaison linéaire de bits d’information lors du codage. Ainsi, lorsque n est un multiple de
nc, il existe des colonnes de la matrice d’interception qui sont dépendantes d’autres colonnes, ce
qui explique la chute de rang de la matrice d’interception. L’ampleur de cette chute de rang est
directement liée au rendement du code. En effet, pour un code de rendement kc

nc
, la déficience

de rang observée est l · (nc − kc) quand la longueur testée est n = l · nc pour l ∈ N∗. Dans ces
cas, le rang de la matrice d’interception est : l · kc.

En 2005, Sicot et Houcke généralisent la méthode au traitement d’une trame entachée d’er-
reurs dans [82]. Le principe de l’algorithme reste le même. Toutefois, la présence d’erreurs dans
la trame reçue ne permet pas de détecter les déficiences de rang avec la même aisance. Pour
palier à cela, les auteurs proposent de rechercher des colonnes presque dépendantes. En posant
un seuil sur le nombre de 1 dans les colonnes de la partie inférieure de la matrice d’interception,
il est alors possible de déterminer les colonnes qui sont presque dépendantes et de détecter une
déficience de rang malgré la présence d’erreurs. La valeur de ce seuil dépend de la probabilité
d’erreur du canal. Les erreurs de transmission n’ont pas la même influence sur l’algorithme en
fonction de leur position dans la matrice d’interception. Elles peuvent empêcher l’identification
si elles sont présentes dans la partie échelonnée. En effet, la présence d’erreurs dans la partie
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supérieure de la matrice d’interception occasionne la propagation de celles-ci lors de l’application
du pivot de Gauss. Ce problème est géré par une procédure itérative.

Par la suite, la méthode a été généralisée à d’autres types de codes. Barbier et al. proposent
une analyse théorique de la méthode [3] et étendent son application aux codes convolutifs [4].
De même, dans [40,123], Marazin et al. apportent de nouvelles analyses théoriques pour l’iden-
tification de codes convolutifs. En 2014, Liu et al. [52] généralisent la méthode du critère du
rang pour qu’il puisse fonctionner sur le corps de Galois non binaire. Cela rejoint les travaux de
Zrelli et al. [124] de 2015. De même, d’autres méthodes s’adaptent à la reconnaissance de code
Reed-Solomon [54,71,91,118] ou au code BCH [113,119].

1.2.2.2 Améliorations utilisant les informations souples

L’algorithme basé sur le critère du rang repose sur l’algèbre binaire. Cependant il est possible
d’améliorer la procédure en utilisant les fiabilités sur les bits lorsqu’elles sont disponibles. Une
première implémention consiste à ordonner les lignes de la matrice d’interception selon leur
fiabilité comme proposé dans [83]. Cette manipulation permet de faire remonter les bits les plus
fiables dans la partie supérieure de la matrice d’interception. Ainsi, l’identification du rang de
la matrice est améliorée. Cette approche a aussi été utilisée dans [87] pour les codes convolutifs.

1.3 Reconstruction de codes correcteurs d’erreurs

L’identification des paramètres d’un code ne suffit pas à retrouver le message initialement
envoyé. En effet, pour cela il faut décoder le message reçu. Il est donc nécessaire d’identifier des
relations de parité appartenant au code dual. A partir de ses relations de parité identifiées il sera
possible de mettre en oeuvre un décodeur pour retrouver le message d’origine. Cependant, il est
fréquent qu’en plus d’un code correcteur d’erreurs, le bloc de codage canal soit composé d’un
entrelaceur, comme c’est le cas pour les Turbo-codes. Dans cette configuration, il est également
nécessaire d’identifier l’ensemble des permutations effectuées par cet entrelaceur [2, 14, 27, 37,
38, 45–47, 56, 57, 75, 79, 82, 90, 95, 96]. Certaines approches utilisent la structure du codeur [26,
55], comme cela peut être le cas lors de l’identification des polynômes générateurs d’un code
convolutif [12,13,31,41,41,61,101,105,112] ou pour les codes BCH [48,49,103,119] ou les codes
cycliques de manière générale [102,114,115,120]. D’autres méthodes traitent des codes convolutifs
et de leur code dual [40,60,66,112,121]. Des solutions ont aussi été trouvées pour reconstruire les
codes convolutifs poinçonnés [18,21,58,59,65,88] et les codes convolutifs non binaires [33,78,125].
Ces différents travaux ont naturellement ouvert la voie à l’étude de l’identification des Turbo-
codes convolutifs [116,117]. Dans [39,40], les auteurs utilisent le critère du rang pour estimer les
paramètres du premier codeur. Ensuite, en utilisant les résultats de cette première identification,
il peuvent identifier le deuxième codeur à une matrice de permutation près. Ils obtiennent ainsi
une version entrelacée de la matrice génératrice du second codeur codeur. Plusieurs articles
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traitent de la reconstruction de ce second codeur [63, 116, 117]. La reconstruction d’un Turbo-
code est traité dans [23,28–30,53,70,94] en adoptant parfois d’autres approches.

Pour les codes linéaires, de nombreuses méthodes consistent à reconstruire le code dual. La
reconstruction du code dual consiste à identifier quelques relations de parité afin de construire
une matrice de parité du code. Cette matrice est nécessaire pour réaliser le décodage de la trame
reçue. Dans la suite de cette section, nous nous attardons sur deux approches. Une première
approche consiste à identifier conjointement les paramètres et des relations de parité du code à
partir de la méthode basée sur le critère du rang. Une autre approche consiste à la recherche
de relations de poids faible en adaptant des algorithmes de décodage existant. Enfin, quelques
travaux ont aussi proposé d’effectuer une correction partielle d’erreurs à partir des relations
identifiées pour identifier de nouveaux éléments du code dual. Nous présenterons brièvement les
avantages et les inconvénients de telles méthodes

1.3.1 Méthodes basées sur le critère du rang

La méthode du critère du rang peut être étendue à la recherche de relations de parité.
Replaçons-nous un bref instant dans le contexte d’une trame reçue sans erreurs. A la création
d’une matrice d’interception à nc colonnes, la déficience de rang est maximale. Lors de l’ap-
plication du pivot de Gauss, (nc − kc) colonnes nulles apparaissent. Ces colonnes nulles sont le
résultat de la combinaison linéaire de colonnes de la matrice. Ces combinaisons linéaires sont des
relations de parité du code par définition. Notons M(n)

tri la matrice d’interception triangularisée
à n colonnes. L’opération de triangularisation de la matrice d’interception M(n) peut se résumer
ainsi :

M(n)
tri = M(n) ·P(n)

où P(n) est une matrice carrée de taille (n × n). Lorsque n = nc, des colonnes de M(nc)
tri sont

nulles. Les indices des colonnes nulles dans M(nc)
tri correspondent aux indices des colonnes de

P(nc) étant des relations de parité.
En présence d’erreurs dans la trame reçue, cette opération ne fonctionne plus aussi bien.

Dans [83], les auteurs proposent une solution pour tirer parti de l’information disponible dans
la partie non réduite de la matrice d’interception. Les erreurs de transmission n’ont pas la
même influence sur l’algorithme en fonction de leurs positions dans la matrice M(n). Elles ont
peu d’importance dans la partie inférieure de la matrice. Par contre dans la partie triangulaire
supérieure, elles peuvent empêcher la détection de certaines relations de parité. Néanmoins,
avec les mêmes données, il est possible de construire différentes matrices M(n) en changeant
uniquement l’ordre des lignes. Les erreurs ne seront plus aux mêmes positions et on pourra
alors éventuellement détecter de nouvelles relations de parité. L’algorithme proposé peut donc
être implémenté de manière itérative en opérant des permutations aléatoires sur les lignes de la
matrice d’interception.

Ces travaux ont naturellement donné lieu à leur adaptation aux codes convolutifs binaires [64,
87] et aux codes à symboles non-binaires [122,125].
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1.3.2 Méthodes basées sur la recherche de relations de parité de poids faible

Une recherche exhaustive des relations de parité peut être très coûteuse en calculs. Sans
hypothèse supplémentaire, la recherche est un problème NP-complet d’après Valembois [99].
Cependant, si le poids des relations est constant alors le coût de recherche est polynomial. Cette
hypothèse s’applique notamment aux codes convolutifs ainsi qu’aux codes LDPC réguliers. Elle
peut aussi être appliquée aux codes convolutifs entrelacés et aux Turbo-codes. Dans [17], [22]
et [97], les auteurs recherchent et testent des relations de petit poids. L’un des avantages de
ces approches est qu’elles nécessitent peu de mots de code reçus pour fonctionner (cf. [24]). La
probabilité qu’une équation de parité de poids w soit vérifiée après le canal binaire symétrique de
probabilité d’erreur pe est égale à 1+(1−2pe)w

2 . Donc plus w est petit plus il sera aisé de détecter
si la relation est vérifiée.

Dans son manuscrit de thèse [97] Audrey Tixier traite, entre autres, de la reconnaissance des
codes LDPC par recherche d’équations de parité de poids faible. Le chapitre 6 de ce manuscrit
présente une méthode basée sur l’algorithme de Dumer [32]. L’approche permet de généraliser
et d’unifier les méthodes existantes de Valembois [99] et de Cluzeau-Finiasz [22] mais aussi
celle de Sicot et Houcke [82]. Elle permet aussi de retrouver plus efficacement un ensemble
d’équations de parité de petit poids. Initialement, l’algorithme de Dumer est utilisé en décodage
et fait parti des méthodes de décodage appelées Information Set Decoding (ISD)(comme les
méthodes de Prange [74], de Léon [51] et de Stern [86] par exemple). Cela consiste à retrouver
les motifs d’erreurs de poids faible dans un mot de code reçu connaissant la matrice de parité
et le syndrome de l’erreur. Si on note H la matrice de parité d’un C(nc, kc) code et c̃ un mot
entaché d’erreurs. Le vecteur d’erreur e est tel que c̃ = c + e. Par définition, le syndrome de c̃
est s = c̃ ·HT = (c + e) ·HT = e ·HT . Les méthodes ISD permettent de déterminer un vecteur
d’erreur e de poids au plus w pour le syndrome s.

L’avantage de l’algorithme de Dumer par rapport à d’autres approches du même type est
de rendre la recherche efficace en imposant des contraintes moins grande sur la répartition des
poids dans les motifs d’erreur recherchés. Ceci augmente la probabilité de retrouver ces motifs
lors d’une itération. Cette méthode peut être adaptée à la recherche de mots de poids faible. En
effet, si on impose que s = 0 alors par définition e est un mot de code de C car e ·HT = 0. Pour
adapter la méthode de Dumer à la recherche de relations de parité, on construit une matrice
M, de taille (L× (nc + L)), à partir de L mots reçues du code C, noté c̃i (i ∈ [[1, L]]) et on lui
concatène une matrice identité de taille L comme indiqué par la Figure 1.10. A partir de là, le
but est de trouver les mots hM tels que :

hM ·MT = 0 (1.15)

D’après l’équation 1.15, hM correspond à une relation de parité du code ayant M pour matrice
génératrice. Comme indiqué par la Figure 1.10, hM = [h sh] où sh est de longueur L et de
poids ws. Si hM .MT = 0, alors sh est égal au produit de la partie gauche de la matrice M (qui
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M =

c̃1

c̃2

c̃L

1
1

1

L

hM = h sh

Lnc

= w = wspoids :

Figure 1.10 – Matrice des mots de code reçu concaténés à une matrice identité pour l’identification de relations
de parité h de poids t

correspond à une matrice d’interception) et de h. Le raisonnement pour retrouver des relations
de parité à partir de hM utilise la Proposition 2.

Proposition 2. Soit h = (h(0), ..., h(nc − 1)) un vecteur de poids w.

- Si h est une relation de parité du code C, alors pour tout i ∈ [[1, L]] :

P(h · c̃Ti = 1) = 1− (1− 2pe)w

2 (1.16)

- Sinon, pour tout i ∈ [[1, L]] :
P(h · c̃Ti = 1) = 1

2 (1.17)

D’après la proposition 2 on déduit que h est une relation du code si ws ≈ 1−(1−2pe)w
2 ·L et que

h n’est pas une relation du code si ws ≈ 1
2 ·L. Ainsi, avec un algorithme comme celui de Dumer,

il est possible de résoudre l’équation 1.15 et parmi les solutions, on sélectionne celles contenant
une relation de parité en observant la Proposition 2. Lors de l’exécution de l’algorithme, des
permutations aléatoires sur les colonnes de la matrice M sont réalisées avant de résoudre l’équa-
tion 1.15. Cela permet de faire varier la distribution des poids dans hM et de trouver de nouvelles
relations à chaque permutation. Dans son manuscrit de thèse Audrey Tixier [97] propose, une
méthode pour trouver des relations plus rapidement à partir de l’algorithme de Dumer. L’utili-
sation d’une permutation aléatoire à chaque itération de l’algorithme fait perdre la maîtrise de
la position des poids dans hM qui est a priori connue. Elle propose donc de contraindre le choix
des permutations pour accélérer la recherche. Elles sont choisies aléatoirement en vérifiant une
répartition pré-établie des colonnes provenant de la matrice identité et des colonnes provenant
des mots de code.

De même, Carrier et al. [16] proposent de directement appliquer la réduction de Gauss de
manière partielle sur les colonnes de la matrice d’interception M formée des L mots de code de
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taille nc reçus afin de réduire la complexité. L’application du pivot est de profondeur ` de sorte
que la partie supérieure gauche de la matrice réduite soit la matrice identité (` × `), notée I`.
Une fois la réduction opérée sur quelques colonnes de M, la recherche de relation h se réduit à
celle de relations hQ pour la sous-matrice Q, comme présentée dans la Figure 1.11. Ensuite les
relations de parité du code sont de la forme h = [M′.hTQ hQ].

M =

I`

0

M′

Q

×
h = hQM′ · hTQ

L

`

nc

Figure 1.11 – Forme de la matrice après le pivot partiel

1.3.3 Méthodes avec décodage partiel

Dans l’ensemble des méthodes brieffement présentées, les données souples sont peu exploitées.
Toutefois, une façon d’utiliser les données souples consiste à tirer parti des relations de parité
déjà identifiées pour essayer de corriger les erreurs de la séquence reçue et d’itérer le processus
pour identifier de nouvelles relations jusqu’à identification complète du code. Ce principe a été
proposé par Cluzeau [19] et repris dans la thèse de Zrelli [122]. L’idée est séduisante mais possède
plusieurs problèmes qui ne sont pas totalement résolus à ce jour :

- Une séquence codée très bruitée tend à être distribuée comme une séquence aléatoire.
L’application d’un algorithme de reconstruction sur une telle séquence peut engendrer
l’identification de mauvaise relations de parité. Dans ce cas, l’utilisation de ces mauvaises
relations de parité dans le processus itératif pour corriger la séquence va engendrer des
erreurs supplémentaires.
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- Il est a priori nécessaire de prendre une fiabilité en compte pour chaque relation de parité.
La définition de cette fiabilité et le processus de décodage tenant compte de cette fiabilité
sont à définir.

- Généralement, un code est utilisé pour fonctionner à un certain niveau de bruit. Malheu-
reusement la séquence reçue peut être obtenue avec un niveau de bruit plus élevé. Ce qui
signifie que les relations de parité et le décodeur associé risquent de ne pas être en mesure
de corriger toutes les erreurs. Lors des premières itérations, la restriction à un nombre
limité de relations identifiées rend la correction d’erreurs encore plus difficile.

L’avantage de ce principe est qu’il peut être couplé à n’importe qu’elle autre méthode d’identifi-
cation et permettre un gain de performance lorsque le niveau de bruit n’est pas trop important.

1.4 Conclusion

La majorité des méthodes présentées dans ce chapitre utilisent les informations fermes
pour l’identification et la reconstruction des codes correcteurs d’erreurs dans le contexte non-
coopératif. Des améliorations tirant parti des fiabilités des bits reçus ont été proposées pour
s’assurer que les bits les moins entachés d’erreurs soient utilisés pour déterminer les paramètres
d’un code ou pour identifier des relations de parité. Dans le contexte semi-coopératif, les mé-
thodes basées sur l’utilisation d’un catalogue de codes correcteurs s’inspirent des algorithmes de
décodage MAP (Maximum A Posteriori). En effet, ces méthodes estiment la vraisemblance de
la valeur d’un syndrome à partir de la vraisemblance sur la valeur des bits. A travers les travaux
présentés dans les chapitres qui vont suivre, nous proposons une alternative aux méthodes basés
sur l’algèbre binaire pour l’identification et la reconstruction de codes en bloc binaires. Dans
la suite, nous présentons donc des méthodes d’identification et de reconstruction à partir de
symboles bruités.
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Identification des paramètres par
Déficience du Nombre de Classes

La plupart des méthodes d’identification de code correcteur d’erreurs utilisent des approches
algébriques basées sur les données décidées. Il existe plusieurs façons de visualiser les transfor-
mations réalisées par un code correcteur d’erreurs. Le codage peut, par exemple, être caractérisé
par la disposition qu’il impose aux mots de code dans l’espace vectoriel créé. Une mesure de ce
phénomène peut être faite par l’observation des distances de Hamming entre les mots deux à
deux et/ou par la distance minimale. La Figure 2.1 permet d’observer la différence de distribu-
tion des distances de Hamming pour des mots de code de Hamming C(7, 4) (cf. Exemple 1.1.3.)
et des mots i.i.d. (indépendants et identiquement distribués) de longueur 7. L’absence de bruit
permet de distinguer sans ambiguïté que ce code de Hamming est de distance minimale 3. En
effet, les mots distincts les plus proches sont à une distance de Hamming de 3. La probabilité que
deux mots soient distants de 3 ou 4 bits est la plus élevée, alors que cette probabilité est nulle
pour des distances de 1, 2, 5 ou 6 bits. Dans le cas des mots i.i.d., les distances sont distribuées
selon une loi binomiale de paramètres n = 7 et p = 1

2 . La différence majeure est que dans le cas
du code de Hamming certaines zones de l’espace codé sont vides car certains mots de GF(2)7

ne sont pas des mots du code, en effet il n’y a que 24 mots de code (contre 27 dans le cas i.i.d.).
En présence de bruit, les distributions des distances peuvent être discriminées. La Figure 2.2
présente la distribution des distances de Hamming après un passage à travers un canal binaire
symétrique de paramètre pe = 3 · 10−3. Les distributions sont sensiblement les mêmes que pour
la Figure 2.1. Toutefois, les probabilités que deux mots soient distants de 1, 2, 5 ou 6 bits ne
sont plus nulles.

Ces distributions des distances présentent donc un caractère discriminant de la présence
ou non d’un code. L’inconvénient d’utiliser la distance de Hamming est la perte d’information
liée à la prise de décision sur les mots reçus. Dans ce chapitre, nous présentons une méthode
d’identification des paramètres d’un code linéaire en utilisant une information souple sur les
données reçues. Les mesures seront effectuées dans l’espace des réels, et nous utiliseront donc
la distance euclidienne à la place de la distance de Hamming. Nous notons dE(a,b) la distance
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Code de Hamming (7, 4)
i.i.d.

Figure 2.1 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour un code de Hamming C(7, 4) et pour des mots
i.i.d. de longueur 7
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Code de Hamming (7, 4)
i.i.d.

Figure 2.2 – Distribution des distances pour pe = 3 · 10−3 pour un code de Hamming C(7, 4) et pour des mots
i.i.d. de longueur 7
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euclidienne entre les deux vecteurs à composantes réelles a et b. Si a et b sont de taille n :

dE(a,b) =

√√√√n−1∑
i=0

(a(i)− b(i))2

L’identification reposera sur une nouvelle notion : la Déficience du Nombre de Classes. Cette
méthode a été publiée dans [8].

Dans la suite, nous présentons donc un moyen d’identifier la longueur d’un code et l’algo-
rithme associé. Ensuite, nous proposons une méthode pour déterminer la dimension du code.
Enfin, nous analysons les performances de ces techniques d’identification à travers des résultats
obtenus par simulation.

2.1 Déficience du Nombre de Classes

La méthode présentée dans ce chapitre est fondée sur des considérations géométriques. Intui-
tivement, s’il était possible de représenter un nombre infini de mots de code reçus bruités dans
un espace euclidien de dimension nc, leurs positions seraient modifiées par les effets du canal à
BBAG. En fait, chaque mot de code «se déplacerait vers un point proche selon une distribution
gaussienne sphérique» [81]. Par conséquent, il se formerait des «agglomérats» (si l’énergie du
bruit n’était pas trop élevée). Ces agglomérats se concentreraient autour des positions qu’avaient
les mots de code avant l’adjonction des altérations causées par le bruit. La répartition des mots
de code bruités dans cet espace suit donc une loi de mélange gaussien multivarié. De plus, comme
évoqué précédemment, on peut prédire que cet espace est lacunaire par rapport à un espace rem-
pli de mots i.i.d. bruités. En effet, en raison de la redondance introduite par le codeur, seuls 2kc

mots de code sont placés dans un espace pouvant en contenir 2nc . Autour des 2kc positions de
mots de code non bruités, les mots de code bruités se répartissent selon une distribution gaus-
sienne. Pour illustrer ce phénomène, la Figure 2.3 permet de comparer deux cas de distribution
dans un espace euclidien à trois dimensions pour un BBAG de variance σ2

b = 0.1 : avec des mots
de longueur 3 en l’absence d’un code correcteur d’erreurs (Figure 2.3(a)) et en présence du code
C(3, 2) de l’Exemple 1.1.2. (Figure 2.3(b)). En présence du code (Figure 2.3(b)), et malgré les
effets du bruit, il se forme des amas très denses autour des 2kc = 4 positions initiales des mots
de code. Dans le cas i.i.d., nous distinguons bien 8 agglomérats qui correspondent aux 8 mots
possibles (Figure 2.3(a)). Il apparaît visuellement facile de discriminer le cas codé du cas non
codé et la position initiale des mots de code grâce à leur nombre limité.

Dans ce chapitre, les algorithmes décrits visent à déterminer la longueur du code nc et
sa dimension kc à travers un processus de classification. Chaque agglomérat est une classe.
Chaque classe correspond à l’ensemble des mots bruités issus du même mot non bruité. Pour
un espace euclidien de dimension donnée, le nombre de classes sera donc plus faible en présence
d’un code correcteur d’erreurs que lorsque les mots sont i.i.d.. Par conséquent, nous souhaitons
déterminer quand des classes sont manquantes pour identifier les paramètres du code. Une
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(a) (b)

Figure 2.3 – Observation de mots bruités dans un espace euclidien de dimension 3 pour un canal BBAG de
variance σ2

b = 0.1 : (a) en l’absence de codage, (b) en présence de codage avec nc = 3 et kc = 2.

première définition de la Déficience du Nombre de Classes pourrait être : c’est un phénomène
dû à la redondance induite par un code de longueur nc où la quantité de classes est inférieure à
celle attendue dans un espace euclidien donné de dimension nc.

Définition 7. Déficience du nombre de classes (DNC)
Soit :

- Z(n) : la variable aléatoire comptant le nombre de classes dans un espace euclidien de
dimension n donné pour une classification de n-uplets i.i.d.

- zc(n) : le nombre de classes observées à partir du flux codé intercepté divisé en n-uplets.

La déficience ∆DNC(n) est définie comme suit :

∆DNC(n) , E(Z(n))− zc(n) (2.1)

Cette définition de la DNC est telle qu’elle permet de comparer le nombre de classes observé
en présence d’un code correcteur d’erreurs (zc(n)) à celui qui est attendu avec une trame i.i.d.
(E(Z(n))).

La section suivante développe l’établissement d’un critère à partir de la Définition 7 pour
identifier la longueur du code nc.

2.2 Identification de la longueur du code

Nous considérons le modèle de transmission simplifié décrit par la Figure 1.2. Côté émetteur,
le message m est codé par le code C(nc, kc) et transmis à travers un canal donné. Du côté du
récepteur, il est supposé que l’utilisateur a accès aux bits reçus et à une mesure de fiabilité de
chacun de ces bits. Nous ferons l’hypothèse que les données reçues résultent d’une modulation
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MP-2 (Modulation de Phase à deux états : au bit 0 est associé le symbole −1 et au bit 1 est
associé le symbole +1) et du passage à travers un canal à BBAG. Ce canal est caractérisé par la
variance du bruit σ2

b . De plus, la synchronisation est supposée parfaite (le flux de données reçues
commence par un mot de code complet). Le signal reçu y est composé de N échantillons :

y(k) = s(k) + b(k),∀k ∈ [[0, N − 1]] (2.2)

où s(k) (respectivement b(k)) est le k-ième élément du signal envoyé (respectivement du bruit).
La séquence s résulte d’une concaténation de mots de code modulés. La modulation étant une
modulation de phase à deux états, pour tout k, le symbole s(k) appartient à {±1}. Modélisé
ainsi, les symboles reçus y(k) sont proportionnels à des rapports de vraisemblance sur les bits
correspondants. C’est une manière simple de générer des mesures de fiabilité sur les bits reçus.

Dans ce qui suit, la probabilité d’un événement E et l’espérance d’une variable aléatoire X
seront notées P(E) et E(X), respectivement. Une variable aléatoire sera représentée par une
majuscule tandis que les lettres minuscules représentent la valeur déterministe correspondante.
La distribution uniforme sur un ensemble I est symbolisée par U(I). De même, N (µ, σ2) repré-
sente une distribution normale de moyenne de µ et de variance σ2 alors que χ2(n) décrit une
distribution du khi-2 à n degrés de liberté.

2.2.1 Processus de classification

Pour estimer la longueur du code, l’objectif est de trouver la dimension n pour laquelle la
déficience ∆DNC est la plus grande. À cette fin, la séquence bruitée reçue de N échantillons est
divisée en Ln blocs contigus, notés B(n)

i , de longueurs n comme décrit ci-dessous :

B
(n)
i = [y(i · n), · · · , y(i · n+ n− 1)] (2.3)

avec Ln =
⌊
N
n

⌋
et i ∈ [[0, Ln − 1]].

Ensuite, pour chaque valeur de n, un processus de classification basé sur un critère de distance
euclidienne est opéré sur ces blocs à travers les deux étapes suivantes :

1. Le premier bloc B(n)
0 définit le premier élément de la première classe : on le nomme mot de

référence R0. Pour chaque valeur i 6= 0, les blocs B(n)
i sont comparés à R0 : si la distance

euclidienne entre R0 et B(n)
i est inférieure à un seuil choisi β, alors ils appartiennent à la

même classe. Sinon, si cette distance est supérieure à 2β, alors B(n)
i est un candidat pour

être le mot de référence d’une autre classe. Autrement, lorsqu’une distance se situe entre
β et 2β, le bloc concerné est mis de côté jusqu’à ce que tous les autres aient été comparés
à R0. Ensuite, R1 est choisi parmi les candidats (qui était à une distance d’au moins 2β de
R0). Le mots R1 agglomère tout bloc non classé étant à une distance inférieure à β (même
s’il avait été mis de côté parce qu’il était trop près de R0). Ceux à au moins 2β de R1 sont
candidats pour devenir R2 et les autres sont mis de côté. Le processus est répété jusqu’à
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ce qu’il n’y ait plus de candidats pour le prochain mot de référence. Cette façon de choisir
les mots de référence permet de minimiser le phénomène de superposition de classes.

2. Les blocs mis de côté et non classés lors de l’étape 1 sont classés selon le même processus.
Néanmoins, le choix d’un nouveau mot de référence est moins contraint. Sa distance à un
mot de référence existant déjà peut prendre une valeur entre β et 2β.

Une fois qu’il entre dans une classe, un bloc est retiré de l’ensemble des blocs, i.e. chaque bloc
n’appartient qu’à une seule et unique classe. Finalement, ces deux étapes nous donnent accès
au nombre de classes zc(n) obtenu à partir de la trame codée :

zc(n) = Card(R(n)) (2.4)

où R(n) est l’ensemble des mots de référence pour un n donné, et Card(R(n)) son cardinal.
Une première appréciation de résultats obtenus par ce processus de classification est repré-

sentée par la Figure 2.4(a). Ici, C(nc, kc) est un code LDPC dont la longueur et le rendement
sont nc = 25 et ρ = 2

5 respectivement. Pour cet exemple, N = 25000 bits ont été envoyés. Pour
chaque taille de bloc n, l’espérance du nombre de classes en l’absence de codage (cercles rouges)
et le nombre de classes obtenues dans le cas codé (carrés noirs) sont comparés. Les quantités res-
pectives de classes dans le cas codé et dans le cas non codé coïncident approximativement pour
chaque taille de bloc n, à l’exception d’une seule. À n = nc = 25, le code génère un phénomène
de déficience (DNC). De même, nous remarquons quelques déficiences subsidiaires apparaissant
pour différentes valeurs de n comprises entre 10 et 15. Celles-ci sont dues à la structure parti-
culière du code LDPC considéré. De plus, en raison de la limitation du nombre de bits reçus N ,
pour n se situant entre 13 et 30, la valeur de E(Z(n)) diminue. Plus précisément, dans ce cas
bNn c est une borne supérieure de E(Z(n)). Ces déficiences subsidiaires et la forme générale de ces
courbes empêchent de directement exploiter ces résultats pour estimer la longueur du code. Pour
détecter automatiquement la déficience prépondérante, le critère est adapté : la DNC normalisée
(Définition 8). Les effets de cette normalisation sont illustrés par la Figure 2.4(b) qui révèle la
déficience la plus significative et libère de la limitation en données reçues.

Définition 8. La déficience du nombre de classes normalisée ϕ :

ϕ(n) = E(Z(n))− zc(n)
E(Z(n))

= ∆DNC(n)
E(Z(n))

(2.5)

Cette définition conduit au critère de détection suivant pour l’identification de la longueur
du code :

n̂c = argmax
n

(ϕ(n)) (2.6)
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Figure 2.4 – Mise en évidence de la déficience : (a) comparaison de E(Z(n)) et zc(n), (b) déficiences normalisées

Dans cette présentation du principe de notre algorithme, la définition du seuil β a été mise
de côté volontairement. Évidemment la valeur de ce paramètre est centrale dans cette méthode
d’identification. Par conséquent, dans ce qui suit, les dépendances au seuil β sont mises en
évidence grâce aux notations suivantes : le nombre de classes observées dans la trame codée
zc(n) et la variable aléatoire Z(n) sont dénotés zc(n, β) et Z(n)

β respectivement. Nous adaptons
aussi la notation pour l’ensemble des mots de référenceR(n) :R(n,β). La DNC normalisée devient
une fonction de β : ϕ(n, β).

2.2.2 Choix du seuil pour la classification

Dans l’idéal, il serait préférable d’appliquer l’algorithme de classification pour un seuil opti-
mal βopt, c’est à dire celui qui maximise la déficience du nombre de classes. Par exemple, avec
le même code LDPC que précédemment (nc = 25, kc = 10), il est possible de déterminer em-
piriquement le meilleur seuil comme le montre la Figure 2.5, pour n = nc. Le seuil optimal est
βopt ≈ 3.7. Un moyen d’obtenir le seuil optimal serait de résoudre le problème suivant :

1 3 5 7

0

0.2

0.4

βopt

β

ϕ
(2

5,
β

)

Figure 2.5 – Déficience normalisée lorsque n = nc = 25 pour différentes valeurs de β

39



Chapitre 2. Identification des paramètres par Déficience du Nombre de Classes

βopt = argmax
β

E (ϕ(n, β)) (2.7)

Malheureusement, il est difficile d’obtenir une expression analytique pour βopt puisqu’elle dépend
du code lui-même. Ainsi, au lieu de choisir un seuil fixe, nous proposons de balayer une plage
de seuils selon un pas choisi ∆β. De plus, d’après la Figure 2.5, ϕ(n = nc, β) est faible pour des
valeurs extrêmes de β. En effet, pour les seuils les plus élevés, tous les blocs sont agglomérés en
une seule classe. Par contre, lorsque β tend vers 0, chaque bloc est considéré comme une classe à
part entière. Par conséquent, il n’est pas nécessaire d’opérer la classification pour ces valeurs de
β. Ainsi, les valeurs du seuil trop éloignées de βopt ne sont pas explorées pour limiter la quantité
de calculs en définissant une valeur minimale et maximale pour β.

Tout d’abord, il semble inutile de classer des blocs pour β < mini 6=j(dE(B(n)
i ,B

(n)
j )) : il y

aurait autant de classes que de blocs créés. Dans ce contexte, il serait impossible d’observer une
DNC. Cela nous fournit le seuil minimum :

βmin(n) = min
i 6=j

(dE(B(n)
i , B

(n)
j )) (2.8)

Ensuite, il est inutile de choisir un seuil β plus grand que la distance moyenne entre deux blocs.
Définissons Y (k) = S(k)+B(k) la variable aléatoire portant la mesure de fiabilité du k-ième bits
de la séquence reçue y avec S(k) ∼ U({−1, +1}) et B(k) ∼ N (0, σ2

b ). Notons, Xd2 la variable
aléatoire représentant la distance euclidienne au carré entre deux blocs i et j choisis au hasard :

Xd2 =
n−1∑
p=0

(Y (i · n+ p)− Y (j · n+ p))2 (2.9)

Si nous considérons X(p) = (Y (i · n+ p)− Y (j · n+ p))2, alors X(0), X(1), X(2), · · · , X(n −
1) est une séquence de variables aléatoires i.i.d.. Ces variables sont toutes indépendantes les
unes des autres et chacune d’entre elle a la même distribution de probabilité que les autres.
Notons respectivement µX et σ2

X la moyenne et la variance de cette distribution. A partir d’une
approximation basée sur le théorème central limite [7], pour n grand, X(0)+X(1)+· · ·+X(n−1)
peut asymptotiquement être vu comme une variable aléatoire distribuée selon une loi normale de
moyenne n.µX et de variance n ·σ2

X . Par conséquent, si Xd2 tend à être normalement distribuée
avec pour moyenne µd2 = n · µX et pour variance σ2

d2 = n · σ2
X , alors :

P(d2
E(B(n)

i ,B
(n)
j ) 6 µd2) ≈ 1

2 (2.10)

Cela signifie qu’il y a une chance sur deux que deux blocs choisis au hasard appartiennent à la
même classe lorsque β2 atteint µd2 . Dans notre processus de classification, dépasser β = √µd2

donnerait trop de potentiel d’agglomération à chaque bloc. Ceci ferait tendre le nombre de classes
vers 1. Cette constatation mène à une borne supérieure pour β :

βmax(n) = √µd2 (2.11)
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Finalement, pour un n fixé :

min
i 6=j

(dE(B(n)
i , B

(n)
j )) 6 β 6

√
µd2 (2.12)

Malgré le fait que la valeur du seuil soit bornée, il est nécessaire de calculer plusieurs valeurs
de ϕ(n, β) pour β se situant entre βmin et βmax. Ainsi, pour chaque taille de bloc n, il faut
déterminer une valeur représentative de la déficience à partir de celles obtenues pour chaque
valeur de β entre βmin(n) et βmax(n). Pour prendre une décision sur la prépondérance d’une
déficience, nous définissons une nouvelle DNC normalisée :

Définition 9. La déficience du nombre de classes normalisée et fiabilisée ϕs :

ϕs(n) =
∑

β∈[βmin(n), βmax(n)]
aβ(n) · ϕ(n, β) (2.13)

avec aβ(n) le coefficient de normalisation dépendant de β et de n :

aβ(n) =
Z

(n)
β −minβ(Z(n)

β )

maxβ(Z(n)
β )−minβ(Z(n)

β )
(2.14)

Pour un n fixé, ϕs(n) est la somme pondérée de plusieurs valeurs de ϕ(n, β) (cf. Définition 9).
Chaque coefficient de normalisation aβ(n) permet de mettre à l’échelle chaque valeur de ϕ(n, β)
en fonction de sa fiabilité statistique. En effet, plus il y a de classes créées, plus la déficience
mesurée est fiable. Cette normalisation permet de palier au fait que lorsque β tend vers βmax
le nombre de classes créées est faible. Ceci génère des données aberrantes pour ϕ(n, β) comme
on peut en voir pour des seuils élevés sur la Figure 2.5. Ceci est d’autant plus vrai lorsque n
est grand, car la limitation dans la quantité de données reçues impose de créer peu de classes.
Finalement, une DNC doit être à la fois prépondérante et fiable pour être discriminante.

La Figure 2.6 représente la déficience du nombre de classes normalisée et fiabilisée (aβ(n) ·
ϕ(n, β)) du code LDPC C(25, 10) pour n ∈ [[10, 30]] et pour β ∈ [βmin(n), βmax(n)] avec un pas
de ∆β = 0.5. Les courbes blanches correspondent aux valeurs des seuils minimum (ronds) et
maximum balayés (triangles). Nous pouvons remarquer que les valeurs de aβ(n) ·ϕ(n, β) les plus
grandes sont obtenues pour une taille de bloc n = nc = 25 et pour un seuil β situé entre 2.5 et
5.5. Enfin, pour β > βmax et β < βmin, aβ(n) ·ϕ(n, β) n’est pas estimé et il est remplacé par un
0 dans cette figure. Dans cet exemple, le choix de βmax et βmin selon (2.12) réduit le temps de
calcul en n’éliminant aucune valeur d’intérêt.

La Figure 2.7 représente ϕs en fonction de n. La plus grande déficience est obtenue pour
n = nc. Le critère de détection devient :

n̂c = argmax
n

(ϕs(n)) (2.15)
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Figure 2.6 – Observation de aβ(n) · ϕ(n, β) pour une zone restreinte de valeurs de β
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Figure 2.7 – Déficience normalisée et fiabilisée

2.2.3 Algorithme d’identification aveugle

Le processus d’identification aveugle est résumé par l’Algorithme 1. Cette section décrit le
processus de classification de manière détaillée : spécifiquement les étapes 1 et 2 présentées pré-
cédemment. Elles correspondent aux deux étapes décrites dans la sous-section 2.2.1. Pour une
taille de bloc n et un seuil sur la distance β, l’objectif est de calculer un nombre de classes
zc(n, β) = Card(R(n,β)). Comme défini précédemment, R(n,β) est l’ensemble des mots de réfé-
rence pour n et β donnés. Sachant que Rz est le mot de référence de la z-ième classe créée :
R(n,β) = {Rz|z ∈ [[0, zc(n, β)− 1]]}. Ces mots de référence sont choisis à l’étape 1 et à l’étape 2
parmi les Ln blocs créés. De plus, ils agglomèrent d’autres blocs : cela forme des classes. Un bloc
est considéré comme classé lorsqu’il est lui-même un mot de référence ou lorsqu’il est aggloméré
par l’un d’entre eux. Pour un n donné, notons I(n)

b (k) un ensemble d’indices de blocs défini
comme suit :

I(n)
b (k) = {i| dE(B(n)

k , B
(n)
i ) 6 b} (2.16)

avec b qui correspond à un seuil valant β ou 2β.

A l’étape 1, le premier mot de référence est le bloc R0 = B
(n)
0 (ligne 8 de l’Algorithme 1).

I(n)
β (0) contient donc les indices de tous les blocs agglomérés par B(n)

0 pour un seuil β donné. Le
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Algorithme 1 DNC : algorithme d’identification aveugle
Entrées : y, nmin, nmax
1· Pour n = nmin à nmax Faire
2· Créer Ln blocs B(n)

i de longueur n à partir de y comme défini par (2.3)
3· Calculer βmin(n) et βmax(n)
4· Pour β = βmin(n) à βmax(n) Faire
5· F (n)

2β = ∅
6· F (n)

β = ∅
7· R(n,β) = ∅
8· k = 0
9· Tant que Card(F (n)

2β ) < Ln Faire
10· R(n,β) ← R(n,β) ∪ {B(n)

k }
11· F (n)

β ← F (n)
β ∪ I(n)

β (k)


Etape 1.

12· F (n)
2β ← F

(n)
2β ∪ I

(n)
2β (k)

13· k = min({0, 1, · · · , Ln − 1} \ F (n)
2β )

14· Fin Tant que
15· k = min({1, · · · , Ln} \ F (n)

β )
16· Tant que Card(F (n)

β ) < Ln Faire
17· R(n,β) ← R(n,β) ∪ {B(n)

k }
18· F (n)

β ← F (n)
β ∪ I(n)

β (k)


Etape 2.

19· k = min({0, 1, · · · , Ln − 1} \ F (n)
β )

20· Fin Tant que
21· zc(n, β) = Card(R(n,β))
22· Calculer ϕ(n, β)
23· Fin Pour
24· Calculer ϕs(n)
25· Fin Pour
26· n̂c = argmaxn(ϕs(n))
Sorties : n̂c
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choix du nouveau mot de référence (R1) correspond au premier bloc non classé distant d’au moins
2β de chaque mot de référence précédemment identifié (ici R0) (ligne 13). Sous cette dernière
contrainte, tous les blocs appartenant à I(n)

2β (0) sont inéligibles pour devenir R1 le prochain mot
de référence. Pendant l’étape 1, pour chaque itération, les blocs classés (I(n)

β (k)) et les blocs
compris dans I(n)

2β (k) sont respectivement répertoriés dans F (n)
β et dans F2β(n) (ligne 11 et

ligne 12 respectivement). À l’étape 2, la même classification est faite avec les blocs non classés
restants après l’étape 1 (c’est-à-dire avec les blocs dans {0, 1, · · · , Ln − 1} \ F (n)

β ). Le premier
mot de référence est choisi à la ligne 15 et les suivants sont sélectionnés à la ligne 19. A la fin
de l’étape 2, chaque bloc a été classé dans une des zc(n, β) classes. Ce qui permet le calcul de
ϕ(n, β) (ligne 22). Pour clarifier ce qui se produit lors de ces deux étapes, l’Exemple 2.2.1. décrit
le processus pour la classification de cinq blocs.

Ce processus de classification est répété pour chaque valeur de n et pour chaque valeur de β
pour permettre le calcul de ϕs(n) (ligne 24).

Exemple 2.2.1.

Considérons Ln = 5 blocs de taille n à classer selon un seuil β : B(n)
0 , B(n)

1 , B(n)
2 , B(n)

3

et B
(n)
4 . Afin de simplifier cet exemple, supposons que ces blocs ont les positions relatives

suivantes dans le plan à 2 dimensions :

•
B

(n)
0

β

•
B

(n)
1

β

•
B

(n)
2

•
B

(n)
3

•
B

(n)
4

β

Chaque bloc a un rayon d’influence de β qui est représenté par un cercle en pointillés. Le
tableau suivant donne un résumé des contraintes qui existent sur les positions relatives de
ces blocs. Il nous permettra de suivre les étapes de la classification :
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dE(B(n)
i ,B

(n)
j ) j = 0 j = 1 j = 2 j = 3 j = 4

i = 0 6 β > 2β 6 β > 2β > β et 6 2β
i = 1 > 2β 6 β > 2β 6 β > 2β
i = 2 6 β > 2β 6 β > 2β 6 β

i = 3 > 2β 6 β > 2β 6 β > 2β
i = 4 > β et 6 2β > 2β 6 β > 2β 6 β

Ce tableau définit si les distances euclidiennes entre les blocs deux à deux sont inférieures
ou supérieures à un seuil donné. Par exemple, β 6 dE(B(n)

0 ,B
(n)
4 ) 6 2β. A l’aide de ce

tableau, nous donnons le détail des opérations lors des étapes 1 et 2 de l’algorithme.

Étape 1 :

— R0 = B
(n)
0 est le premier mot de référence.

Entrée dans la boucle tant que à la ligne 9

boucle 1



- R0 = B
(n)
0 est ajouté à l’ensemble des mots de référence :

R(n,β)

- D’après la première ligne du tableau (i = 0), Iβ(0) = {0, 2}.
Il en résulte que seuls B(n)

0 et B(n)
2 appartiennent à la classe

de R0. B(n)
0 de manière triviale car R0 = B

(n)
0 , et B

(n)
2 car

dE(B(n)
0 ,B

(n)
2 ) 6 β. Finalement : F (n)

β = {0, 2}.

- De même, d’après la première ligne du tableau, I2β(0) =
{0, 2, 4}. Il en résulte que B

(n)
0 , B(n)

2 et B(n)
4 ne peuvent pas

être un nouveau mot de référence lors de l’étape 1. Plus spéci-
fiquement, B(n)

0 et B(n)
2 sont déjà classés, ils sont donc exclus.

Et B(n)
4 est trop près de R0. Finalement : F (n)

2β = {0, 2, 4}.

- Le choix de l’indice du nouveau mot de référence pour la
boucle suivante se fait ainsi : min({0, 1, 2, 3, 4} \ F (n)

2β ) =
min({0, 1, 2, 3, 4} \ {0, 2, 4}) = 1. Le nouveau mot de réfé-
rence est B(n)

1 .


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Chapitre 2. Identification des paramètres par Déficience du Nombre de Classes

boucle 2



- R1 = B
(n)
1 est ajouté à l’ensemble des mots de référence :

R(n,β)

- D’après la deuxième ligne du tableau (i = 1), Iβ(1) = {1, 3}.
Il en résulte que seuls B(n)

1 et B(n)
3 appartiennent à la classe

de R1. Finalement : F (n)
β = {0, 2} ∪ {1, 3} = {0, 1, 2, 3}.

- De même, d’après la deuxième ligne du tableau, I2β(1) =
{1, 3}. Finalement : F (n)

2β = {0, 2, 4} ∪ {1, 3} = {0, 1, 2, 3, 4}.

- Le cardinal de F (n)
2β vaut Lnc = 5, ce qui signifie que tous

les blocs ont été classés ou exclus parce qu’ils était trop près
d’un mot de référence (comme pour B(n)

4 ). Ceci provoque la
sortie de la première boucle tant que.


Sortie de la boucle tant que

Étape 2 :

— Choix du prochain mot de référence pour la deuxième étape : min({0, 1, 2, 3, 4} \
F (n)
β ) = min({0, 1, 2, 3, 4} \ {0, 1, 2, 3}) = 4. Le nouveau mot de référence est

B
(n)
4 .

Entrée dans la boucle tant que à la ligne 16

boucle 1



- R3 = B
(n)
4 est ajouté à l’ensemble des mots de référence :

R(n,β)

- D’après la cinquième ligne du tableau (i = 4), Iβ(4) = {2, 4}.
Finalement : F (n)

β = {0, 1, 2, 3} ∪ {2, 4} = {0, 1, 2, 3, 4}.

- Le cardinal de F (n)
β vaut Lnc = 5, ce qui signifie que tous les

blocs ont été classés. Ceci provoque la sortie de la deuxième
boucle tant que.


Sortie de la boucle tant que

Finalement, trois classes ont été créées par ce processus : Card(R(n,β)) = Card({R0, R1, R3}) =
Card({B(n)

0 ,B
(n)
1 ,B

(n)
4 }) = 3.

2.3 Estimation de la dimension du code par collision

Dans cette section nous présentons une méthode d’estimation de la dimension du code kc.
Il est supposé que la longueur de code nc a été correctement identifiée (à partir de l’algorithme
d’identification aveugle présenté précédemment). Avec un processus de classification parfait,
chaque classe créée serait une représentation fiable d’un mot de code donné. Cette hypothèse
permettrait de voir le nombre de classes comme le nombre de mots de code différents reçus. Par
conséquent, avec un temps d’observation infini, la déficience mesurée devrait être de 2nc − 2kc

dans un espace de dimension nc où il n’y a que 2kc de mots de code et l’estimation de kc serait
immédiate. Comme le temps d’observation du canal est fini, il est très probable que l’utilisateur
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2.3. Estimation de la dimension du code par collision

n’ait pas une représentation de chaque mot de code à sa disposition. De plus, le processus de
classification ne fournit pas une valeur unique de déficience (mais plusieurs correspondant aux
différentes valeurs de seuil testées). Dans ce contexte, une solution est d’utiliser certains résultats
du célèbre problème des anniversaires en comptant un nombre de collisions à l’instar de Bellard
et Tillich dans [5]. Une collision survient lorsque la distance entre deux blocs de taille nc est
inférieure à un seuil de collision donné. Dans la suite, nous noterons ce seuil βcol. En raison de
la redondance introduite par le code, le nombre de collisions attendues est lié à kc.

2.3.1 Espérance mathématique du nombre de collisions

En l’absence de bruit, pour K = 2kc mots de code possibles, la probabilité que deux blocs
choisis aléatoirement proviennent du même mot de code est 1

K . Pour Lnc = bNnc c mots de code
reçus, il y a Lnc ·(Lnc−1)

2 distances calculables pour détecter les collisions. Nous notons Xcol la
variable aléatoire comptant le nombre de collisions. Dans ce cas, l’espérance mathématique du
nombre de collisions est : E(Xcol) = Lnc ·(Lnc−1)

2 · 1
K . Dans le cas bruité, la probabilité que deux

blocs, B(nc)
i et B(nc)

j , entrent en collision est :

Pcol = P(dE(B(nc)
i , B

(nc)
j ) ≤ βcol)

Dans ce cas, l’espérance du nombre total de collisions Xcol devient :

E(Xcol) = Lnc · (Lnc − 1)
2 ·Pcol (2.17)

Par la suite, nous noterons si = [s(i · nc), · · · , s(i · nc + nc − 1)] un mot de code modulé, Pd

la probabilité de collision attendue et Pfa la probabilité de collision inattendue. D’après le
théorème de probabilité totale, la probabilité que deux blocs entrent en collision est donc :

Pcol = P(si = sj) ·Pd + P(si 6= sj) ·Pfa (2.18)

avec :

P(si = sj) = 1− P(si 6= sj) = 1
K

Pd représente la probabilité que deux blocs entrent en collision étant donné qu’ils sont tous les
deux des versions bruitées du même mot de code. L’expression de la probabilité Pd dérive d’une
loi du khi-2 à nc degrés de liberté :

Pd = P(dE(B(nc)
i , B

(nc)
j ) ≤ βcol| si = sj)

=
γ

(
nc
2 ,

β2
col

4σ2
b

)
Γ
(nc

2
) (2.19)
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Chapitre 2. Identification des paramètres par Déficience du Nombre de Classes

L’annexe A détaille le calcul de l’expression de Pd. Ici, Γ (·) et γ (·, ·) désignent respectivement la
fonction gamma et la fonction gamma incomplète. Pfa est la probabilité que deux blocs entrent
en collision étant donné qu’ils ne proviennent pas du même mot de code :

Pfa = P(dE(B(nc)
i , B

(nc)
j ) ≤ βcol| si 6= sj) (2.20)

Puisque la distribution des mots de code est inconnue, il n’est pas possible d’avoir une expression
pour Pfa. Cependant, Pfa est supposée négligeable pour β = βcol, tout particulièrement quand
le niveau de bruit est faible. Par conséquent, on en déduit l’approximation suivante :

Pcol ≈
1
K
·Pd (2.21)

Enfin, à partir de la séquence reçue, on mesure le nombre empirique de collisions :

x̂col = Card
(
{(i, j)16i<j6Lnc : dE(B(nc)

i ,B
(nc)
j ) 6 βcol}

)
(2.22)

Par conséquent, à partir des équations (2.17) et (2.21) :

x̂col ≈
Lnc · (Lnc − 1)

2 · 1
K
·Pd (2.23)

Etant donné que K = 2kc et que kc est un entier, on en déduit l’estimateur suivant pour la
dimension du code :

k̂c =
⌊
log2

(
Lnc · (Lnc − 1)

2 · x̂col
·Pd

)⌉
(2.24)

où bxe est l’entier le plus proche de x. Le nombre de collisions mesurées x̂col dépend d’un seuil
de collision βcol qui est relatif à la probabilité Pd.

2.3.2 Choix du seuil de collision

D’après l’équation 2.24, l’estimation de la dimension du code dépend du nombre de collisions
observées. Pour obtenir un nombre représentatif de collisions, il faut déterminer le seuil sur la
distance en dessous duquel deux mots de code initialement identiques entrent effectivement en
collision. Le choix de ce seuil est définie comme suit :

βcol , arg max
β∈[βmin, βmax]

f

(
β2

2 · σ2
b

, nc

)
(2.25)

où f(x, n) est la fonction de densité de probabilité correspondant à la distribution du khi-2 à n
degrés de liberté, i.e. :

f(x, n) =

(
1
2

)n
2

Γ
(
n
2
) (x)

n
2−1 e−

x
2 (2.26)

L’égalité (2.25) définit βcol comme la distance maximisant la densité des mots de code qui entrent
en collision. Même si Pfa est inconnue, cette valeur pour βcol assure que le nombre de collisions
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attendues est grand. Plus le niveau de bruit est important, plus il est nécessaire que le seuil de
collision soit élevé. En effet, lorsque la quantité de bruit augmente, la probabilité qu’un mot de
code s’écarte de sa position d’origine augmente. Il en résulte une augmentation de la distance
moyenne entre deux mots de code identiques. Toutefois, le seuil augmentant, la probabilité de
collisions inattendues augmente aussi, ce qui conduit à des erreurs d’estimation.

2.4 Résultats de simulation

Dans cette section, nous évaluons les performances de notre algorithme d’identification. Pour
illustrer nos résultats, nous utilisons trois codes LDPC :

- C1 : C(25, 10) de rendement 2
5

- C2 : C(25, 20) de rendement 4
5

- C3 : C(15, 10) de rendement 2
3

Le choix de ces trois codes est motivé par la volonté d’appréhender l’influence du rendement
du code sur les performances de notre méthode d’identification. Les matrices génératrices et de
parité des trois codes LDPC testées sont disponibles en Annexe A. Une représentation de la
distribution des distances de Hamming est également donnée dans cette annexe.

Pour mesurer les effets du niveau de bruit, nous utiliserons le rapport de l’énergie par bit
(utile) Eb et de celle du bruit N0 : Eb/N0 = Es/(rc.N0), avec Es est l’énergie par symbole
et rc = kc

nc
. Dans la suite, les probabilités de bonne identification des paramètres des codes

correcteurs sont obtenues à partir de 1000 itérations de Monte-Carlo. A chaque itération, une
nouvelle séquence codée est générée et est bruitée de manière aléatoire suivant le modèle du
canal BBAG.

2.4.1 Identification de la longueur du code

D’après la définition de la DNC (Déf. 7), il est nécessaire de connaître la distribution du
nombre de classes dans le cas d’une trame i.i.d. pour calculer les déficiences. En effet, la méthode
nécessite la connaissance de E(Z(n)) qui correspond à l’espérance du nombre de classes obtenues
pour une trame i.i.d. bruitée. Ces valeurs peuvent être tabulées car elles sont indépendantes
du code. Elles dépendent uniquement du niveau de bruit et du nombre de symboles reçus.
Ne disposant pas d’expression théorique de E(Z(n)), on l’estime par 1000 itérations de Monte
Carlo en appliquant la procédure de classification au cas d’une trame i.i.d. bruitée en utilisant la
moyenne empirique comme estimateur de l’espérance. Cette tabulation demande la connaissance
de la variance du bruit, σ2

b . Dans les résultats présentés ci-dessous, nous avons fait l’hypothèse
que cette variance était connue. Toutefois, il existe plusieurs méthodes dans la littérature pour
estimer le niveau de bruit [67,73].

Nous noterons Pnc la probabilité d’une estimation correcte de la longueur du code.
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Chapitre 2. Identification des paramètres par Déficience du Nombre de Classes

2.4.1.1 Impact du niveau de bruit

Dans cette sous-section, nous observons l’influence du niveau de bruit sur notre méthode
d’identification pour différents rendements. Pour les codes C1, C2 et C3, nous comparons la
probabilité d’une estimation correcte de la longueur du code (Pnc) pour 1000 mots de code
bruités en fonction du niveau de bruit. Les tailles de bloc testées (n) sont comprises entre 10
et 30. Sur la Figure 2.8, cette probabilité de bonne détection, Pnc , est tracée en fonction du
niveau de bruit. Le pas pour β est fixé à ∆β = 0.5. A partir de la Figure 2.8, nous remarquons
que plus le rendement du code est faible, meilleures sont les performances. Tout d’abord, pour
la même longueur de code nc égales (par exemple, nc = 25 pour C1 et C2), la distance moyenne
entre les classes tend à être plus grande pour le code avec moins de mots de code (ici C1). Il est
donc globalement plus aisé de discriminer les classes. Ensuite, pour la même dimension kc (par
exemple, kc = 10 pour C1 et C3), la distance moyenne est plus grande lorsque la longueur du
code augmente puisque tous les mots de code non bruités sont initialement sur la surface d’une
nc-sphère de rayon √nc. Ainsi, à dimension égale, la distance moyenne entre les mots de code
est plus élevée lorsque nc augmente.

−10 −8 −6 −4 −2 0 2 40

0.5

1

Eb/N0 (dB)

P
n
c

C1
C2
C3

Figure 2.8 – Comparaison des performances pour les différents codes correcteurs : C1, C2 et C3

2.4.1.2 Impact de la longueur des trames reçues

Le temps d’observation a un impact significatif sur la probabilité de détection. En effet,
plus il y a de données reçues, plus la détection est précise. Pour différents niveaux de bruit, la
Figure 2.9 montre la probabilité de détection par rapport au nombre de mots de code reçus Lnc
pour les codes C1, C2 et C3. Pour chaque code, nous choisissons un niveau de bruit pour lequel la
Pnc est proche de 1 dans le cas de 1000 mots de code et ∆β = 0.5. D’après la Figure 2.8, pour
C1, C2 et C3 l’algorithme atteint Pnc ≈ 1 pour Eb/N0 = −6 dB, −2 dB et −4 dB, respectivement.
Sur la Figure 2.9, la probabilité de bonne détection est tracée en fonction du nombre de mots
de code reçus pour le niveau de bruit fixé. Cela, nous permet d’observer les gains (ou pertes) en
augmentant (ou en diminuant respectivement) la longueur de la séquence reçue. Nous observons
que les trois codes ont le même comportement, l’augmentation du nombre de mots de code reçus
permet d’atteindre une meilleur détection.
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2.4. Résultats de simulation

Finalement, plus la séquence reçue est longue, meilleures sont les performances. Néanmoins,
le temps de calcul augmente significativement avec la quantité de mots reçus. En effet, à chaque
taille de bloc n testée, le nombre de distances calculées est Ln·(Ln−1)

2 .

200 500 1,000 1,5000

0.5

1

Lnc

P
n
c

C1 à −6 dB
C2 à −2 dB
C3 à −4 dB

Figure 2.9 – Effets de la quantité de mots de code reçus pour C1, C2 et C3

Enfin, l’augmentation de Lnc ne suffit pas à garantir de meilleures performances. En effet,
la Figure 2.10 nous montre que la méthode connaît une limite de fonctionnement à −8 dB. Le
fait de passer de Lnc = 1000 à Lnc = 2000 ne permet pas d’augmenter la probabilité de bonne
identification. Lorsque le niveau de bruit augmente, les mots bruités s’éloignent de plus en plus
de la position du mot de code dont ils sont issus. Quelque soit le choix du seuil, le phénomène
de superposition des classes est inévitable, ce qui provoque des erreurs d’identification. Cela se
produit lorsque le niveau de bruit est assez élevé et que la distance minimale du code correcteur
d’erreurs ne suffit plus pour distinguer deux mots de code différents.
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Figure 2.10 – Effets de la quantité de mots de code reçus pour C1 pour différents niveaux de bruit

2.4.1.3 Impact du pas de balayage sur le seuil de classification

La qualité de l’estimation de la longueur du code dépend également du choix du seuil β.
Cependant, n’étant pas en mesure de déterminer théoriquement un seuil optimal, nous calculons
ϕ(n, β) pour plusieurs valeurs de β. Ceci nous contraint au choix d’un pas de balayage ∆β. La
Figure 2.11 représente l’impact du pas de balayage ∆β sur la probabilité de détection pour les
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codes C1, C2 et C3 aux mêmes niveaux de bruit que précédemment et pour 1000 mots de code
reçus. Plus le pas ∆β est faible, meilleure est la détection, mais l’effort de calcul demandé est alors
plus grand. Le choix du pas sur le seuil est lié au rendement du code correcteur d’erreurs utilisé.
Pour un nc fixe, lorsque le rendement du code augmente, la redondance introduite diminue. Dans
ce cas, la discrimination des différentes classes est plus difficile car il y a moins de lacunes dans
l’espace de dimension nc. C’est le cas pour les codes C1 et C2 qui sont de même taille (nc = 25).
Nous observons sur la Figure 2.11 que l’identification pour le code C2 est plus sensible au pas
∆β.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 30
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C1 à −6 dB
C2 à −2 dB
C3 à −4 dB

Figure 2.11 – Influence du pas de balayage des seuil sur la détection pour C1, C2 et C3

2.4.1.4 Impact de la désynchronisation de trame

Jusqu’à présent, nous avons fait l’hypothèse que la trame reçue débutait par le premier
bit d’un mot de code. Nous allons étudier ici l’influence d’une non-synchronisation sur notre
algorithme d’identification par déficience du nombre de classes. Cet algorithme repose sur le
calcul des distances euclidiennes entre les blocs. Deux blocs sont donc susceptibles d’être séparés
dans des classes différentes, même s’ils partagent des parties identiques du même mot de code.

La Figure 2.12 montre l’impact d’une séquence non synchronisée sur les performances de
détection des trois codes (C1, C2 et C3) pour différents niveaux de bruit (−5 dB, 0 dB et 5
dB) et pour 1000 mots de code. Nous notons ∆t le pas de synchronisation. Pour les codes
C2 et C3, comme prévu, notre méthode d’identification fonctionne bien autour de la région de
synchronisation (quand ∆t tend vers 0 ou vers nc). Dans les autres régions de synchronisation,
notre algorithme ne fonctionne pas. Pour le code C1, nous remarquons que pour un niveau de
bruit raisonnable (0 et 5 dB), notre algorithme n’est pas sensible à la synchronisation. En effet,
pour ce code, la méthode est plus performante et ceci quelle que soit la synchronisation ∆t. Le
code C1 est un code quasi-cyclique de paramètre 5. La structure quasi-cyclique de ce code a une
influence particulière sur la robustesse de notre algorithme vis-à-vis de la synchronisation. Nous
pouvons donc en conclure que la robustesse de la méthode à la synchronisation de trame dépend
du type de code.
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Dans la littérature, il existe différentes méthodes de synchronisation trame [43, 44]. Mais il
serait également possible de trouver le début d’un mot de code, en exécutant l’algorithme pour
différentes valeurs de ∆t.
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Figure 2.12 – Effet de la synchronisation de trame sur la détection de la longueur du code

2.4.1.5 Comparaison de notre algorithme avec l’algorithme de déficience de rang

Pour les codes C1, C2 et C3, nous comparons notre méthode (DNC) avec la méthode par
déficience de rang (DR) (section 1.3.1) pour Lnc = 1000 mots de code reçus. La méthode
DR est appliquée pour 5 itérations de virtualisation. A chaque itération, l’algorithme opère
une permutation aléatoire sur les lignes de la matrice d’interception comme expliqué dans la
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section 1.3.1. A partir de la Figure 2.8, nous observons que notre méthode basée sur les distances
euclidiennes surpasse la méthode de réduction de Gauss quel que soit le code choisi. Pour une
probabilité d’identification correcte proche de 0.8, le gain avec notre méthode est d’environ 4
dB pour C1, et d’environ 3 dB pour C2 et C3.
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Figure 2.13 – Comparaison des méthodes par déficience du nombre de classe et par déficience du rang (triangles
rouges et ronds noirs respectivement) pour les codes C1 (2.13(a)), C2 (2.13(b)) and C3 (2.13(c))

2.4.2 Estimation de la dimension du code

Dans cette partie, nous allons analyser les performances de notre algorithme d’estimation de
la dimension du code. Nous ferons l’hypothèse que la longueur du code nc aura été correctement
identifiée au préalable par la méthode de déficience du nombre de classes. Nous noterons Pkc , la
probabilité de correctement estimer kc et les analyses porteront sur les trois codes précédents :
C1, C2 et C3. La connaissance de la variance du bruit σ2

b est nécessaire à l’identification de
la dimension du code. Dans la suite, nous supposons que cette variance est connue et nous
proposons d’étudier l’impact d’une estimation erronée de ce paramètre sur les performances de
l’identification.
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2.4. Résultats de simulation

2.4.2.1 Impact du niveau de bruit

La Figure 2.14 permet d’observer l’impact du niveau bruit sur Pkc pour 2000 mots de code.
Nous remarquons que notre algorithme est plus efficace pour le code C1. Avec la même dimension
kc = 10, l’algorithme est moins performant pour le code C3 qui a un rendement plus élevé que
C1.

Dans le cas du code C2, la quantité de mots de code reçus bNnc c = 2000 est trop faible. Quand
Eb/N0 est grand, il n’y a pas assez de collisions ou même pas de collision du tout pour estimer
kc. De plus, en raison de son rendement élevé, une légère augmentation du niveau de bruit fait
entrer en collision certains mots de code même s’ils sont initialement différents. Dans ce cas, la
Pfa est non négligeable. En effet, puisque K = 220 la Pfa a une plus grande influence sur la
probabilité Pcol d’après l’equation (2.18).

Dans ce qui suit, nous donnons plus de détails sur le temps d’observation et sur l’impact de
Pfa.
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Figure 2.14 – Probabilité d’estimation de la dimension du code en présence de bruit pour C1, C2 et C3 avec 2000
mots de code

2.4.2.2 Impact de la longueur des trames reçues

En plus de dépendre du niveau de bruit, l’efficacité de l’estimateur de la dimension du code
dépend de la quantité de mots de code reçus. Comme le montre la Figure 2.15, lorsque la
quantité de mots de code reçus augmente la probabilité d’avoir au moins une collision converge
vers 1. Nous pouvons également voir que le bruit a un impact sur la quantité de mots de code
nécessaire pour estimer correctement la dimension du code. En effet, l’ajout de bruit augmente
la Pfa. Pour le code C1, 1000 mots de code sont suffisant pour estimer parfaitement kc à 4 et
5 dB. En revanche, pour le code C3, si 1000 mots sont suffisants à 5 dB il en faut 1500 pour
atteindre la même performance à 4 dB. Pour le code C1, la probabilité de bonne estimation de
kc est également tracée à −4 dB. Dans ce cas, pour atteindre une estimation parfaite, il est
nécessaire d’avoir 2000 mots.

Cette différence de comportement est due au rendement respectif de chaque code. En effet,
pour deux codes ayant la même dimension kc (par exemple C1 et C3), il est plus facile d’estimer
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kc pour le code ayant le rendement le plus bas (ici, C1) puisque la distance moyenne augmente
lorsque le rendement diminue.

Il est à noter que la performance pour C2 n’est pas donnée puisque nous devrions revevoir
beaucoup plus que 2000 mots de code afin d’estimer kc pour ce code (en raison de sa longueur
et de son rendement).
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Figure 2.15 – Probabilité de bonne estimation de kc pour différentes quantités de mots de code et niveau de
bruit pour C1 et C3

2.4.2.3 A propos de la probabilité de fausse alarme Pfa

Dans la sous-sections 2.3.1, nous avons proposé une approximation pour Pcol en négligeant
Pfa pour des niveaux de bruit faibles. En effet, le nombre de fausses collisions tend vers 0 lorsque
la quantité de bruit diminue. Pour illustrer cela, la Figure 2.16 montre comment les fausses et
vraies collisions affectent la probabilité totale de collision pour différentes quantités de bruit.
Pour ce faire, nous comparons (1− 1

K ) ·Pfa et 1
K ·Pd pour le code C1 avec Lnc = bNnc c = 2000

mots de code reçus. Puisque nous avons une expression théorique pour Pd et une estimation de
la probabilité de collision P̂col = 2x̂col

Lnc ·(Lnc−1) , nous accédons facilement à une valeur estimée de
Pfa à partir de 2.18. Pour des niveaux de bruit peu élevées, l’impact de la probabilité de fausse
collision est comparativement négligeable dans le calcul de Pcol par rapport à la probabilité de
vraie collision. Si nous comparons ses résultats avec ceux de la Figure 2.14, nous remarquons
que tant que (1 − 1

K ) · Pfa >
1
K · Pd, la probabilité de bonne détection est à 0 (de −10 à −5

dB) et qu’ensuite cette probabilité passe à 1. La proportion de fausses collisions est trop élevée
entre −10 et −5 dB et empêche d’estimer kc.

Maintenant, nous effectuons la même analyse pour le code C2. Nous avons vu que l’estimateur
était moins efficace pour le code C2 avec 2000 mots de code. Nous remarquons sur la Figure 2.17
que (1− 1

K ) ·Pfa ≥ 1
K ·Pd pour tous les niveaux de bruit. Ce qui explique pourquoi la probabilité

de bonne détection de kc est proche de 0 sur la Figure 2.14. De plus, quelque soit le niveau de
bruit, Pcol ≈ (1− 1

K )·Pfa. D’après la Figure 2.14, la probabilité de bonne détection est différente
de 0 pour un niveau de bruit compris entre 2 et 5 dB. Dans ces circonstances, la plupart des
collisions survenant sont de fausses collisions, ce qui explique la mauvaise détection de kc. Ce
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Figure 2.16 – Comparaison des influences respectives de Pfa et Pd sur la probabilité de collision pour différentes
valeurs de Eb/N0 avec Lnc = 2000 pour C1

comportement est dû au rendement élevé de ce code. En effet, plus le rendement du code est
élevé, plus la distance minimale est faible. Toute altération due au bruit implique alors de fausses
collisions avec une probabilité élevée.
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Figure 2.17 – Comparaison des influences respectives de Pfa et Pd sur la probabilité de collision pour différentes
valeurs de Eb/N0 avec Lnc = 2000 pour C2

2.4.2.4 A propos de l’estimation de la variance du bruit

Jusqu’à présent nous avons fait l’hypothèse que la variance du bruit était connue or elle a un
impact sur le choix du seuil βcol pour l’estimation de la dimension du code. Par conséquent, une
valeur estimée erronée de σ̂2

b pour la variance du bruit pourrait affecter cette estimation. Nous
avons effectué des tests avec le code C1 pour évaluer l’impact d’une mauvaise estimation de σ2

b

sur notre algorithme d’identification. Pour cela, nous avons artificiellement généré des erreurs
εσ̂2
b

= ±1%, ±2%, ±2%, ±5%, ±10% (εσ̂2
b

= ±1% signifie que σ̂2
b = 0.99 · σ2

b ou σ̂2
b = 1.01 · σ2

b ).
La Table 2.1 résume les résultats en donnant la probabilité de bonne estimation Pkc à 0 dB.

D’après ce tableau, nous pouvons en conclure que des altérations mineures, de l’ordre des
±2 %, dans l’estimation de la variance du bruit n’ont pas d’effets sur les performances de notre
méthode.

57



Chapitre 2. Identification des paramètres par Déficience du Nombre de Classes

Table 2.1 – Probabilité d’estimation correcte de kc pour une valeur de la variance du bruit erronées

εσ̂2
b

0 % ±1 % ±2 % ±5 % ±7.5% ±10%
Pkc 1 1 1 0.7 0.14 0

2.5 Conclusion

La méthode présentée ici permet d’identifier la longueur et la dimension d’un code en aveugle
à partir d’informations souples reçues. L’identification de la longueur du code repose sur une
méthode de classification utilisant les distances euclidiennes comme critère. Cette méthode met
en évidence une différence de comportement dans le nombre de classes créées pour une séquence
codée d’une part et pour une séquence i.i.d. d’autre part. En présence d’un code, le nombre
théorique de classes est limité par la longueur des mots d’information. Pour récupérer cette
longueur, nous avons adapté un résultat du problème des anniversaires et proposé un estimateur.
Le nombre de collisions attendues dépend de la dimension du code. L’estimation de la longueur
et des dimensions dépend du temps d’observation et du niveau de bruit. Nous avons montré
que notre méthode permettant d’identifier la taille du code offrait de très bonne performance de
détection pour des codes courts. Toutefois, nous avons également mis en avant que la complexité
de mise en oeuvre pour des codes longs deviendrait rédhibitoire.

Étant donné que la méthode par déficience de classes est particulièrement efficace pour des
codes courts, il serait intéressant d’observer les résultats obtenus pour son application à des
codes convolutifs. Toutefois, il est envisageable que des longueurs de contrainte trop grandes
empêchent le bon fonctionnement de la classification. Par ailleurs, il serait possible d’étudier
l’identification de la longueur d’un entrelaceur, ou l’identification des paramètres du codeur
équivalent à des codes concaténés ou à des codes poinçonnés. Toutes ces opérations génèrent
certainement, elles aussi, des espaces euclidiens comportant des lacunes. C’est sur celles-ci que
s’appuient le critère d’identification de notre méthode. Enfin, la méthode de classification utilisée
est somme toute «naïve». En effet, le choix des mots de référence est laissé au hasard, il est sans
doute possible d’améliorer le processus de classification en choisissant des mots de référence plus
fiables.

Comme dit précédemment, la complexité de cette méthode peut être rédhibitoire. Dans le
chapitre suivant, nous souhaitons baser notre critère d’identification sur l’étude de la distribution
des distances euclidiennes pour nous affranchir du processus de classification.
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Identification de la longueur du code
à partir des distances euclidiennes

minimales
Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une idée intuitive de l’observation de la

distribution de mots dans un espace euclidien. Le critère de distance permet de mettre en
évidence le caractère lacunaire de cet espace en présence d’un code correcteur d’erreurs. A travers
l’exemple de la Figure 2.2, nous avons mis en évidence les particularités de la distribution des
distances de Hamming en présence d’un code correcteur d’erreurs. Dans le cas de l’utilisation
d’informations souples, nous nous intéressons à la distribution des distances euclidiennes qui est
également affectée par la structure du code. Pour le code de Hamming C(7, 4) et un niveau de
bruit de 15 dB, nous avons représenté cette distribution des distances sur la Figure 3.1. Comme
précédemment, nous comparons le cas codé avec le cas i.i.d. pour des mots de taille 7 et le même
niveau de bruit. Dans le cas du code de Hamming, en bleu, nous discernons bien les 4 modes de
la distribution des distances, centrés aux valeurs proche de 0.4, 3.5, 4 et 5.3, qui correspondent
aux 4 distances de Hamming existant pour ce code, respectivement 0, 3, 4 et 7. Encore une
fois, les deux distributions, cas codé et cas i.i.d., sont très différentes. Nous nous intéressons
particulièrement à l’effet de la distance minimale dmin. La distance minimale de Hamming du
code de Hamming C(7, 4) est dmin = 3. En l’absence de bruit et en présence du code, nous
sommes donc assurés que la distance euclidienne entre deux mots distincts est supérieure ou
égale à 2

√
3 ≈ 3.5. Pour un niveau de bruit faible (par exemple à 15 dB), la probabilité qu’il

existe une distance entre le premier et le deuxième mode est très faible. La méthode présentée
dans ce chapitre tire parti de cette particularité.

Dans ce chapitre, nous présentons donc un processus permettant d’identifier en aveugle la
longueur d’un code en bloc linéaire sans connaissance a priori du codeur. Cette méthode a été
décrite dans l’article [10]. Nous supposons que le signal acquis a été démodulé et synchronisé
avec succès. Par conséquent, nous considérons un flux modulé en modulation de phase à 2 états
(MP-2) à la sortie d’un canal à bruit blanc gaussien additif (BBAG). Ce choix de modélisation
permet de générer simplement des mesures de fiabilités des bits reçus (comme dans le chapitre
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Figure 3.1 – Comparaison de la distribution des distances euclidiennes à 15 dB pour des mots du code de
Hamming (7, 4) et des mots i.i.d. de longueur 7

précédent). A partir de ce flux, nous créons des blocs qui sont comparés deux à deux grâce à
la métrique de la distance euclidienne. Ces distances sont ordonnées dans une matrice dont la
forme est particulière lorsque la taille du bloc correspond à la longueur du code. De là, nous
parvenons à mettre en évidence cette particularité pour identifier la longueur du code. Dans les
sections suivantes, nous proposons une méthode pour estimer la longueur d’un code linéaire.
Tout d’abord, nous définissons ce que sont les matrices de distances et la manière dont elles
sont ordonnées. Ensuite, nous exhibons un estimateur de la longueur du code dépendant de
la distribution des valeurs des distances dans les matrices. Enfin, quelques tests et résultats
donnent un aperçu des performances de cette méthode.

3.1 Identification de la longueur du code

3.1.1 Définition des matrices de distances ordonnées

Afin de déterminer la longueur du code, nous cherchons à détecter une différence de com-
portement entre une séquence i.i.d. et une séquence codée y. A cette fin, la séquence y de N
échantillons bruités reçus est divisée en Ln blocs contigus B(n)

i de longueur n comme décrit par
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l’égalité 3.1, avec Ln =
⌊
N
n

⌋
et i ∈ [[0, Ln − 1]].

B
(n)
i = [y(i · n), · · · , y(i · n+ n− 1)] (3.1)

A partir des blocs créés, nous construisons une matrice de distance B(n). Notons b(n)
i,j , l’élément

sur la i-ième ligne et sur la j-ième colonne de cette matrice, B(n) est défini comme suit :

B(n) = (b(n)
i,j )06i,j6Ln−1

b(n)
i,j = d2

E(B(n)
i ,B

(n)
j ) (3.2)

Définie de cette façon, B(n) est une matrice symétrique de diagonale nulle. Dans cette configu-
ration, la i-ième ligne de B(n) correspond à l’ensemble des distances entre le bloc B

(n)
i et les

autres blocs créés. Chaque ligne correspond donc à une mesure de la distribution des distances
du «point de vue» d’un bloc.

De plus, il est à noter que pour un nombre fixe de symboles reçus N , la taille de la matrice
diminue quand n augmente. A partir de B(n), on obtient une matrice des distances ordonnées
D(n) par les deux étapes suivantes :

1. Pour tout i dans [[0, Ln − 1]], les éléments de la i-ième ligne de B(n) sont ordonnés de
manière croissante pour former la i-ième ligne de D(n). A ce stade, la première colonne
de D(n) est nulle (∀i ∈ [[0, Ln − 1]], b(n)

i,i = 0) et peut donc être retirée. Ainsi, la matrice
résultante est de taille (Ln × Ln − 1).

2. Chaque colonne de cette matrice est triée par ordre croissant de sorte que d(n)
i,j 6 d(n)

i+1,j

pour tout j dans [[0, Ln − 2]]. Enfin, d(n)
0,0 = mini<j d(n)

i,j et d(n)
Ln−1,Ln−2 = maxi<j d(n)

i,j . De
plus, d(n)

0,Ln−1 = maxi minj 6=i d
(n)
i,j .

Après ce processus, chaque colonne de la matrice D(n) est une mesure de la statistique d’ordre
sur les distances euclidiennes. Plus précisément, la i-ième colonne de la matrice D(n) correspond
à une mesure de la distribution de la i-ième statistique d’ordre de la distribution des distances
euclidiennes entre des blocs de taille n. L’Exemple 3.1.1. détaille la création de D(n) pour 6 mots
bruités.

Exemple 3.1.1.

Considérons 6 mots bruités de longueur 25 dont les positions relatives dans l’espace euclidien
sont décrites par la matrice de distance suivante :
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Lors de la première étape, les éléments de chaque ligne de D sont ordonnées de manière
croissante pour obtenir la matrice suivante :

1 2 3 4 5 6
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10

La première colonne de D(25) est retirée et lors de la deuxième étape, les éléments de chaque
colonne de D(25) sont ordonnés de manière croissante de sorte que la matrice résultante soit
de la forme :

1 2 3 4 5
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4
5
6

D(25)

0

5

10

Afin de comparer la distribution des distances euclidiennes du cas codé et du cas i.i.d., nous
appliquons le même processus à une séquence i.i.d. pour créer la matrice ordonnée correspon-
dante de taille (Ln × Ln − 1) : X(n). Lorsque nous comparons les éléments D(n) et X(n), leurs
distributions sont assez similaires pour la plupart des valeurs de n sauf pour n = nc. En effet, la
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distribution des mots de code a une grande influence sur la distribution des distances dans les
colonnes de D(nc).

Exemple 3.1.2.

Par exemple, considérons un code LDPC de longueur nc = 25, de dimension kc = 10 et de
distance minimale dmin = 6. La Figure 3.2 permet la comparaison des ordres de grandeur des
distances dans les cinq premières colonnes de D(n) et X(n) lorsque la taille du bloc est n = 24
et n = nc = 25. Pour cet exemple, N = 25000 échantillons ont été reçus (soit Lnc = 1000
mots de code). L’abscisse représente les indices des colonnes et l’ordonnée représente les
indices des lignes. Puisque la distance minimale de Hamming a un impact majeur sur la
distribution des distances les plus faibles, sur la Figure 3.2, nous nous concentrons sur les
colonnes 1 à 5 de D(n) et X(n).
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Figure 3.2 – Comparaison des premières colonnes de D(n) en présence du code (à droite) et de X(n) dans
le cas de la trame i.i.d. (à gauche) pour n = 24 (3.2(a)) et n = nc = 25 (3.2(b)) à 5 dB

Tout d’abord, lorsque n = 24, les distances dans D(n) ont une distribution similaire au
cas i.i.d. (X(n)). Par contre, pour n = nc = 25, D(nc) contient une quantité significative
de distances euclidiennes faibles dans ses premières colonnes contrairement aux colonnes de
X(nc). Nous voyons bien que les distributions des distances sont différentes lorsque n = nc.

Dans ce qui suit, nous nous concentrons sur la distribution des valeurs extrêmes de la dis-
tance entre deux blocs. Pour une séquence codée, la dimension et la distance minimale de
Hamming du code ont des effets particuliers sur cette distribution. Nous utilisons ces parti-
cularités pour estimer la longueur du code. La méthode d’estimation présentée ici repose uni-
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quement sur la première colonne des matrices D(n) et X(n). Cette colonne est notée d(n) =
[d(n)(0), d(n)(1), · · · , d(n)(Ln − 1)] = D(n)

·,1 et x(n) = [x(n)(0), x(n)(1), · · · , x(n)(Ln − 1)] = X(n)
·,1 .

3.1.2 Estimateur de la longueur du code

Pour estimer la longueur du code, nous voulons mettre en évidence la différence de compor-
tement entre d(n) et x(n) comme indiqué par la Figure 3.2. Avec notre méthode, chaque valeur
du vecteur ordonné d(n)(i) est comparée à l’espérance d’ordre correspondant dans le cas i.i.d. :
E(x(n)(i)). Pour ce faire, nous tabulons les valeurs de E(x(n)(i)) : nous calculons les valeurs
x(n)(i) pour 1000 essais de Monte-Carlo et estimons E(x(n)(i)) par une moyenne empirique.
Lorsque n est différent de la longueur du code, d(n) est distribué comme x(n) dans le cas i.i.d..
Par contre, lorsque n = nc, deux paramètres ont un impact discriminant sur la distribution de
d(n) : la dimension du code kc et sa distance de Hamming minimale dmin.

Le premier paramètre d’impact est kc. Lorsque n = nc, la probabilité que deux blocs pro-
viennent de la même séquence de bits nc est plus élevée dans le cas codé. En effet, le nombre
total de mots de code n’est que de 2kc dans ce cas, alors qu’il y a 2nc séquences possibles de nc
bits dans le cas i.i.d. (kc < nc). Par conséquent, il est plus probable que des distances faibles
apparaissent. Le deuxième paramètre d’impact est dmin. La distance minimale de Hamming du
code, dmin, ne permet pas à deux mots de code différents d’avoir une distance de Hamming
comprise entre 1 et dmin − 1 (pour dmin > 1). Par conséquent, il existe une plage de distances
euclidiennes dont la probabilité d’occurrence est plus faible. L’étendue de cette plage est évide-
ment liée à dmin mais également à la variance du bruit. En effet, plus le niveau de bruit sera
élevé, moins l’effet de la valeur de dmin sera prononcé et détectable. L’Exemple 3.1.3. montrent
l’ampleur de ces phénomènes pour le même code que l’Exemple 3.1.2..

Exemple 3.1.3.

Reconsidérons, le code C(25, 10) de l’Exemple 3.1.2.. La Figure 3.3 montre les valeurs de
distances ordonnées composant d(n) et E(x(n)) lorsque n = 24 et n = nc = 25 en fonction de
leur rang. Ces valeurs correspondent aux premières colonnes des matrices présentées dans
la Figure 3.2.
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Figure 3.3 – Comparaison des distributions des distances euclidiennes dans le cas i.i.d. (trait noir plein) et
en présence d’un code correcteur (tirets rouges) pour n = 24 (3.3(a)) et n = nc = 25 (3.3(b)) à 5 dB

Lorsque n = 24 les distributions de E(x(n)(i)) et d(n)(i) sont assez similaires dans la
Figure 3.3(a). D’après la Figure 3.3(b), pour n = nc = 25, la distribution de d(nc) (ligne
rouge pointillée) se distingue de celle de E(x(nc)) pour des valeurs de i < 660. En effet, pour
toutes les valeurs de i < 660, les valeurs de d(n)(i) sont particulièrement faibles (proches de
0). Dans cet exemple, les 660 premières distances sont plus susceptibles d’être des distances
entre des blocs provenant de mots de code identiques, ce qui explique leurs faibles valeurs.
En l’absence de bruit, ces 660 premières distances seraient égales à 0. Autour de 660-ième
distance, on remarque une augmentation conséquente des valeurs que prend d(n)(i). Elle
peut être observée à la première colonne de la Figure 3.3(b) pour le cas codé : il y a un
changement de couleur (passage de bleu à jaune). Cette augmentation est dûe à dmin, la
distance minimale du code. La distance minimale engendre des plages de distances qu’il est
très peu probable que d(n)(i) prennent pour valeurs. Enfin, lorsque i > 660, la distribution
de distance minimale a le même comportement que dans le cas i.i.d..

Pour quantifier les dissimilarités comportementales entre E(x(n)(i)) et d(n)(i), nous définis-
sons un vecteur e(n)

d contenant les erreurs absolues composante à composante e(n)
d (i) :

e(n)
d = {e(n)

d (i)}i∈[[0,Ln−1]] = {|E(x(n)(i))− d(n)(i)|}i∈[[0,Ln−1]]
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Pour chaque taille de bloc n, nous calculons l’erreur absolue moyenne :

ε(e(n)
d ) = 1

Ln

Ln−1∑
i=0

(e(n)
d (i)) = 1

Ln

Ln−1∑
i=0

(|E(x(n)(i))− d(n)(i)|) (3.3)

Comme dit précédemment, pour n 6= nc, les distances minimales entre deux blocs d(n)(i) sont
réparties comme dans le cas i.i.d. Par conséquent, l’erreur absolue moyenne ε(e(n)

d ) est proche
de 0. Lorsque l’erreur est maximale, n = nc, ce qui donne l’estimateur suivant :

n̂c = argmax
n

(ε(e(n)
d )) (3.4)

Exemple 3.1.4.

Avec le même code LDPC que pour l’exemple précédent (nc = 25, kc = 10), la Figure 3.4
représente ε(e(n)

d ) pour différentes valeurs de n comprises entre 10 et 30, lorsque N = 25000
échantillons sont reçus. Pour n 6= nc, les valeurs de ε(e(n)

d ) sont proches de 0. En revanche
pour n = nc = 25, ε(e(n)

d ) est maximale. D’après l’estimateur 3.4, la valeur de n̂c estimée
est 25, ce qui correspond bien à la taille des blocs.

10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 300

50

100

150

Taille des blocs n

ε(
e(n

) )

Figure 3.4 – Erreur moyenne entre les distances euclidiennes minimales dans le cas i.i.d. et le cas codé
ε(e(n)

d ) à 5 dB avec un code LDPC C(25, 10) pour N = 25000 échantillons bruités reçus

L’algorithme 2 donne une synthèse des étapes permettant l’identification de la longueur du
code.

66



3.2. Résultats de simulation

Algorithme 2 SOD : algorithme d’identification à partir des matrices de distances
Entrées : y, nmin, nmax
1· Pour n = nmin à nmax Faire
2· Créer Ln blocs B(n)

i de longueur n à partir de y comme défini par (3.1)
3· Calculer B(n) comme défini par (3.2)
4· Ordonner la matrice les éléments de B(n) pour obtenir D(n)

5· d(n) ← D(n)
·,1

6· Répéter les lignes 3 et 4 précédentes pour Ln blocs i.i.d. afin d’obtenir la matrice ordonnée
E(X(n))

7· E(x(n))← E(X(n)
·,1 )

8· Calculer ε(e(n)
d ) comme défini par (3.3)

9· Fin Pour
10· n̂c = argmaxn(ε(e(n)

d ))
Sorties : n̂c

3.2 Résultats de simulation

Dans cette section, nous évaluons les performances de la méthode d’identification de nc
proposée dans ce chapitre. Pour illustrer nos résultats, nous utilisons les trois codes en bloc
linéaires suivants :

- C1 : code LDPC C(25, 10) de rendement 2
5 et de distance minimale dmin = 6

- C4 : code LDPC C(32, 16) de rendement 1
2 et de distance minimale dmin = 4

- C5 : code de Hamming C(15, 11) de rendement 11
15 et de distance minimale dmin = 3

Les matrices génératrice et de parité de ces codes sont données dans l’Annexe B. Une représen-
tation de la distribution des distances de Hamming est également proposée dans cette annexe.
Comme dans le chapitre précédent, nous mettrons en évidence les performances de notre algo-
rithme en le confrontant à la méthode basée sur la déficience de rang (noté DR) [83]. La méthode
décrite dans ce chapitre sera notée SOD pour Statistique d’Ordre sur les Distances.

D’après l’équation 3.3, ε(e(n)
d ) nécessite la connaissance de la distribution des distances mi-

nimales ordonnées dans le cas d’une trame i.i.d. En effet, la méthode demande la connaissance
de E(x(n)(i)) qui correspond à l’espérance de la i-ième statistique d’ordre sur les distances mi-
nimales obtenue pour une trame i.i.d. bruitée. Ces valeurs peuvent être tabulées car elles sont
indépendantes du code. Elles dépendent uniquement du niveau de bruit et du nombre de sym-
boles reçus. Ne disposant pas d’expression théorique de E(x(n)(i)), on l’estime par itérations de
Monte Carlo en appliquant la procédure d’ordonnancement des distances au cas d’une trame
i.i.d. bruitée.

Dans la suite, nous noterons, Pnc , la probabilité de correctement identifier la longueur du
code. Pour chacune des courbes tracées dans cette section, 1000 tirages de Monte Carlo ont
été effectués. Au cours de chaque tirage, les séquences de mots d’information et de bruit sont
générées aléatoirement.
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3.2.1 Impact du niveau de bruit

Pour différents niveaux de bruit, la Figure 3.5 montre la probabilité d’identification Pnc

pour les codes C1, C4 et C5 lorsque le nombre de mots de code reçus est Lnc = 2000 et que les
valeurs de n testées s’étendent de nmin = 10 à nmax = 40. Puisque notre méthode repose sur la
mesure de distances minimales, les performances sont en lien direct avec dmin. En effet, plus la
distance minimale est grande, plus il est aisé d’identifier le code. Comme indiqué dans la sous-
section 3.1.2, l’amplitude du saut de distances euclidiennes (représentée dans la Figure 3.3(b))
dépend de dmin et du niveau de bruit. Si dmin est faible, alors le saut de distance est faible
également. La présence de bruit accentue ce comportement et quand le niveau de bruit est trop
élevé, les distances minimales dans le cas codé ont tendance à être distribuées comme dans le
cas i.i.d. Par conséquent, lorsque dmin est petit, les codes sont plus difficiles à identifier avec la
méthode SOD.
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Figure 3.5 – Comparaison de la probabilité de correctement identifier la longueur du code pour C1, C4 et C5 en
fonction du niveau de bruit à partir de Lnc = 2000 mots de code reçus

De plus, la probabilité d’avoir deux blocs provenant du même mot de code dépend de la
dimension du code kc. Les codes C1 et C5 ont une dimension proche, kc = 10 et kc = 11 respec-
tivement. Pour ces deux codes, Lnc est du même ordre de grandeur que 2kc comparativement
au cas du code C4. Cependant, la distance minimale de Hamming est dmin = 6 et dmin = 3
pour C1 et C5 respectivement. Par conséquent, la plage de distances minimales générée par dmin
permet de détecter C1 plus efficacement que C5 à des niveaux de bruit plus élevés. Pour C4, Lnc
est beaucoup plus petit que 2kc et notre algorithme fonctionne moins efficacement qu’avec C1.
Cependant, C4 donne de meilleurs résultats que C5 malgré le fait que Lnc � 216 et Lnc ≈ 211.
Pour C4, la méthode SOD est plus résiliente à la présence de bruit car sa dmin permet d’obtenir
un plus grand nombre de distances minimales faibles.

3.2.2 Comparaison avec la méthode de déficience de rang

Nous comparons ici les performances de notre algorithme d’identification de nc, noté SOD,
avec la méthode par déficience de rang, noté DR, pour le code C1. Nous analysons ces résultats
pour différents niveaux de bruit et pour Lnc = 500 et Lnc = 1000 mots de code reçus. La
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3.2. Résultats de simulation

méthode DR est calculée pour cinq itérations de virtualisation. A chaque itération, l’algorithme
opère une permutation aléatoire sur les lignes de la matrice d’interception comme expliqué dans
la section 1.3.1. La plage de taille de blocs n testée s’étend de nmin = 10 à nmax = 30.

A partir de la Figure 3.6, nous observons que notre méthode basée sur les statistiques des
distances minimales surpasse la méthode d’élimination de gauss quel que soit la durée d’obser-
vation. Elle exploite efficacement deux caractéristiques de la distribution des mots de code : la
distance minimale de Hamming et la dimension du code. Pour Lnc = 1000, la probabilité de
bonne détection est proche de 1 dès −6 dB pour notre algorithme d’identification contre −2 dB
pour l’algorithme DR, soit un gain de 4 dB. Pour Lnc = 500, cette même probabilité est atteinte
vers −5 dB pour notre algorithme contre −2 dB pour l’algorithme DR, soit un gain de 3 dB.
Nous remarquons également que le nombre de mots reçus a une influence sur notre algorithme
d’identification.
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Figure 3.6 – Comparaison des méthodes SOD et DR (triangles rouges et cercles noirs respectivement) pour le
code C1 à partir de Lnc = 500 et Lnc = 1000 mots de code reçus

3.2.3 Impact de la longueur des trames reçues

Comme le montre la Figure 3.6, la durée d’observation a une influence sur l’efficacité des
méthodes comparées. La Figure 3.7 représente la probabilité d’une identification correcte par
rapport à la quantité de mots de code reçus Lnc pour le code C1 et pour différents niveaux de
bruit. La tendance générale est la suivante : plus le nombre de mots reçus est grand, meilleures
sont les performances de notre algorithme. La Figure 3.7 permet de comparer les deux méthodes
SOD et DR pour un niveau de bruit de −3 dB. La quantité minimale de mots de code nécessaire
pour estimer la longueur du code est considérablement plus faible avec la méthode des statis-
tiques. Environ 250 mots de code sont suffisants avec la méthode SOD alors que l’approche DR
nécessite plus de 1250 mots de code. Nous pouvons également remarquer que même à un niveau
de bruit plus élevé (−5 et −7 dB), notre méthode surpasse les performances de la méthode DR
à −3 dB et ceci pour toutes les valeurs de Ln.
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Figure 3.7 – Influence du nombre de mots de code reçus Lnc sur la probabilité de correctement identifier la
longueur du code C1

3.2.4 Comparaison des deux méthodes basées sur les informations souples

Nous avons montré que la méthode par déficience du nombre de classes (DNC) proposée
dans le chapitre précédent et que la méthode par statistique d’ordre sur les distances (SOD)
surpassent la méthode par déficience de rang. Dans cette section, nous nous intéressons à la
comparaison des deux méthodes basées sur les informations souples.

Les performances des deux méthodes d’identification de nc pour le code C1 sont représentées
sur la Figure 3.8 pour différentes valeurs de Lnc . Nous constatons que pour Lnc = 2000 mots
de code reçus, la méthode basée sur les statistiques d’ordres surpasse la méthode par déficience
du nombre de classe. Pour Lnc = 500, nous pouvons faire le même constat mais le gain est
moins important pour des niveaux de bruit plus élevés. Pour Lnc = 1000, nous remarquons
que pour des niveaux de bruit élevés, compris entre −10 et −8 dB, la méthode SOD offre de
meilleures performances que la méthode DNC. En revanche, la méthode DNC permet d’obtenir
une probabilité de détection de 1 dès −7 dB contre −6 dB pour la méthode SOD. Pour la
méthode DNC, l’ajout de mots de code augmente la probabilité que deux mots appartiennent
à une même classe mais lorsque le niveau de bruit est trop élevé, les agglomérats formés par
les mots bruités sont plus difficilement discriminés quelque soit le seuil β, ce qui explique que
pour Lnc = 1000 et des niveaux de bruit élevés la méthode DNC ne permette pas d’identifier
correctement nc, contrairement à la méthode SOD.

Sur cette même figure, nous remarquons que pour la méthode DNC, le gain entre la courbe
pour Lnc = 1000 et Lnc = 2000 est quasiment nul. En revanche pour la méthode SOD, l’aug-
mentation du nombre de mots reçus permet l’augmentation de la probabilité d’avoir deux mots
de code initialement identiques à l’émission. Par conséquent, la probabilité de mesurer des dis-
tances faibles augmente. Comme le critère d’identification s’appuie sur les distances minimales,
il en résulte que la probabilité de correctement identifier nc tend à augmenter aussi.

La Figure 3.9 permet d’observer l’effet de l’augmentation de Lnc sur la distribution des
distances minimale. Nous observons que pour Lnc = 2000, la différence de comportement avec
le cas i.i.d. correspondant est plus grande (c.f. aire entre les deux courbes en bleu) que pour
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Figure 3.8 – Comparaison de la probabilité de correctement identifier la longueur du code pour C1 avec la méthode
DNC et la méthode SOD en fonction du niveau de bruit à partir de Lnc = 1000 mots de code reçus

Lnc = 1000 (c.f. aire entre les deux courbes en rouge). Le nombre de distances minimales entre
deux mots de code initialement identiques est d’environ 1700 pour Lnc = 2000 alors qu’il n’est
que d’environ 600 pour Lnc = 1000.
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Figure 3.9 – Comparaison de la distribution des distances minimales pour C1 pour Lnc = 1000 et Lnc = 2000
mots de code reçus à 5 dB

Pour finir, nous évaluons l’impact d’une mauvaise synchronisation sur notre méthode. La
Figure 3.10 donne un aperçu de l’impact de différentes valeurs de désynchronisation sur la
probabilité de bonne identification de la longueur du code à 0 et à −5 dB pour les méthodes
SOD et DNC. Nous remarquons que la synchronisation de la trame a les mêmes effets, quelque
soit la méthode. En effet, à l’instar de la méthode DNC, la structure quasi-cyclique du code C1

permet d’obtenir de très bonnes performances d’identification à 0 dB quelque soit la valeur de
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∆t avec la méthode SOD. A −5 dB, les résultats sont sensiblement les mêmes pour les deux
méthodes.
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Figure 3.10 – Comparaison de la probabilité de correctement identifier la longueur du code pour C1 avec la
méthode DNC et la méthode SOD en fonction de la valeur de désynchronisation ∆t à partir de Lnc = 1000 mots
de code reçus

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle méthode s’appuyant sur les statistiques
d’ordre pour identifier la longueur d’un code en bloc linéaire binaire. Il s’agit d’un algorithme
basé sur l’utilisation des informations souples. A partir d’une séquence reçue, il calcule les dis-
tances euclidiennes minimales entre des blocs de symboles bruités. La répartition des distances
minimales ordonnées dépend du codeur. Lorsque le nombre d’échantillons reçus est suffisant,
cette distribution diffère radicalement de la distribution obtenue à partir d’une séquence i.i.d.
Nous utilisons cette différence pour estimer la longueur du code. Cette méthode est particuliè-
rement efficace pour les codes avec une grande distance de Hamming minimale.

Nous avons montré que cette méthode est plus performante que la méthode par déficience
de rang basée sur des colonnes presque dépendantes dans [83] avec une quantité suffisamment
importante d’échantillons reçus. Il s’avère également que la méthode SOD est plus robuste à la
présence du bruit que la méthode par déficience du nombre de classes présentée dans le cha-
pitre précédent. En effet, l’augmentation de la quantité de mots reçus permet d’améliorer les
performances de la méthode car elle s’appuie sur l’observation des distances minimale qui sont
alors en plus grand nombre. Par conséquent, cette méthode est plus adaptée à l’identification
de codes plus longs que la méthode DNC. En effet, si leur distance minimale de Hamming est
assez grande et que la quantité de mots de code reçus est suffisante, l’identification de la lon-
gueur du code est peut être possible. Il serait donc intéressant d’établir des bornes inférieures
sur la quantité nécessaire de mots reçus en fonction du niveau de bruit et de la distance mini-
male du code à identifier. De même, la méthode SOD demande de tester différentes tailles de
blocs : l’établissement d’un critère d’arrêt permettrait de limiter le nombre de ces tests. Enfin,
l’utilisation de cette méthode sur d’autres familles de codes correcteurs d’erreurs est une voie à
explorer. Il serait par exemple intéressant d’observer les effets de la longueur de contrainte des
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codes convolutifs. Ensuite, l’étude de l’identification des paramètres de codeurs équivalents à des
codes concaténés et des codes poinçonnés ou d’un entrelaceur pourrait mener à l’identification
de turbo-codes.
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Reconstruction par observation des
distances euclidiennes

Dans les chapitres précédents nous avons présenté deux nouvelles méthodes basées sur le
calcul de distances euclidiennes permettant d’identifier la longueur d’un code. La connaissance
de cette longueur, bien que nécessaire, ne suffit pas pour décoder le signal reçu et donc retrouver
le message émis. En effet, il est nécessaire d’identifier des relations de parité du code afin de
construire une base du code dual pour mettre en oeuvre un décodeur et retrouver le message
d’origine. Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur la reconstruction du code qui consiste à
identifier un ensemble de relations de parité formant une base du code dual. Le problème est
formalisé comme suit : à partir de Lnc mots de code bruités reçus d’un code C, on souhaite
identifier des mots h appartenant au code dual CT . Ces mots h correspondent à des relations de
parité du code C.

Certaines méthodes s’appuyant sur les informations fermes donnent des solutions à ce pro-
blème comme celles présentées dans la section 1.3. Ces méthodes s’appuient sur des manipula-
tions algébriques [16, 22, 97] appliquées à une matrice d’interception M. Cette matrice M est
formée par les mots reçus de taille nc. Pour limiter la complexité algorithmique, certaines de
ces méthodes proposent de réduire ce problème à un sous-problème [16,97]. Cela consiste à ap-
pliquer la recherche de bits liés par une relation de parité à une sous-matrice de M, donc sur
un ensemble de mots plus courts. Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la résolution de ce
sous-problème.

Comme soulevé lors du développement des méthodes DNC et SOD, la distribution des dis-
tances euclidiennes dans un espace généré par un code a une distribution particulière. Pour
identifier des relations de parité du code, nous allons donc observer les distances euclidiennes
dans l’espace généré par un code de parité. La Figure 4.1 montre un exemple de la distribu-
tion des distances pour les éléments du code de parité C(4, 3), ainsi que pour des mots i.i.d. de
longueur 4. L’ensemble des mots d’un code de parité sont de poids de Hamming paire. Cette
particularité fait que la probabilité d’obtenir des distances euclidiennes entre 0.5 et 2.5 est très
faible en présence de bruit. Nous comparons ces distances euclidiennes avec celles obtenues à
partir de mots i.i.d. de taille 4 et nous observons qu’elles n’ont pas le même comportement.
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Partant de ce principe, à partir de mots de code bruités, la distribution des mots formés par
les symboles impliqués dans une relation de parité devrait avoir un comportement particulier.
En effet, cette distribution devrait être similaire à la distribution des mots du code de parité
C(4, 3) et donc différer de celle du cas i.i.d.
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Code de parité (4, 3)
i.i.d.

Figure 4.1 – Distribution des distances euclidiennes pour des mots du code de parité C(4, 3)

En partant de cette idée, dans la suite de ce chapitre, nous proposons une méthode pour
identifier des relations de parité d’un code en bloc linéaire quelconque à partir de mots de code
bruités reçus. Cette méthode repose sur l’observation de la distribution des distances entre les
mots formés à partir de symboles impliqués dans une relation de parité. Tout d’abord, nous
exposons les principes fondant la méthode. Ensuite, nous exhibons un critère permettant de
discriminer les différentes relations. Enfin, quelques tests et résultats donnent un aperçu des
performances de cette méthode que nous comparons à une méthode de la littérature fréquemment
utilisée lors de la résolution du sous-problème présenté précédemment, à savoir le paradoxe des
anniversaires [22]. Pour finir, une extension de cette méthode au cas des codes convolutifs est
proposée.
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4.1 Reconstruction basée sur l’observation de la distribution des
distances euclidiennes

Comme pour les méthodes DNC et SOD, la méthode présentée ici traite des symboles issus
d’une MP-2 bruités par un canal BBAG. Nous ferons l’hypothèse que la longueur du code est
connue ou parfaitement identifiée. A partir de la séquence reçue y de longueur N , la matrice
Msoft, de taille (Lnc ×nc) avec Lnc = bNnc c, est formée. Chacune des Lnc lignes de cette matrice
correspond à un mot de code bruité issu d’un code C(nc, kc).

4.1.1 Principes de la méthode de reconstruction

Cette méthode consiste à tester des relations h de poids w comme suit : dans chaque mot de
code reçu, on ne conserve que les bits impliqués dans la relation testée, pour former des mots plus
courts de longueur w. A partir des nouveaux mots formés, nous calculons toutes les distances
euclidiennes deux à deux pour observer leur distribution. Deux cas de figure sont observés :

- Lorsque la relation testée appartient effectivement au code dual de C(nc, kc), la distribution
des distances deux à deux des mots formés correspond à celle des distances pour un code
de parité de longueur w.

- A l’inverse, lorsque la relation testée n’appartient pas au code dual de C(nc, kc), la dis-
tribution des distances correspond à celle des distances pour des mots i.i.d. de longueur
w.

La détection des relations de parité h appartenant effectivement au code dual se fait donc par la
comparaison de la distribution observée des distances à celles d’une trame i.i.d. et d’une trame
issue d’un code de parité simple. En effet, lorsque h est effectivement une relation de parité, le
poids des mots formés par les bits impliqués dans cette relation est nécessairement paire, comme
dans le cas d’un code de parité.

Pour une relation testée h de poids w, nous gardons dans la matrice Msoft les w co-
lonnes correspondant aux bits impliqués par la relation testée. Ensuite, nous calculons les dis-
tances euclidiennes entre les Lnc mots de taille w et nous les ordonnons. Nous noterons x(h) =
(x(h)(0), x(h)(1), · · · , x(h)(d − 1)) les d distances mesurées à partir de la matrice Msoft pour la
relation testée h. Ces distances sont ordonnées de telle sorte que : x(h)(0) 6 x(h)(1) 6 · · · 6
x(h)(d−1). Afin de comparer ces distances à celles obtenues avec un code de parité, nous réalisons
le codage de Lnc mots d’information avec le code de parité C(w,w−1). Puis nous calculons l’en-
semble des distances euclidiennes entre les mots du code de parité deux à deux et nous ordonnons
ces distances. Nous noterons X(par) = (X(par)(0), X(par)(1), · · · , X(par)(d − 1)) un échantillon
ordonné de variables aléatoires suivant la distribution des distances euclidiennes des mots bruités
du code de parité de longueur w. Enfin, nous notons X(iid) = (X(iid)(0), X(iid)(1), · · · , X(iid)(d−
1)) un échantillon de variables aléatoires suivant la distribution des distances euclidiennes
deux à deux de mots i.i.d. bruités de longueur w. Comme pour les distances observées, ces
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échantillons sont ordonnés de sorte que : X(par)(0) 6 X(par)(1) 6 · · · 6 X(par)(d − 1) et
X(iid)(0) 6 X(iid)(1) 6 · · · 6 X(iid)(d − 1). L’objectif est donc de quantifier l’adéquation des
distances mesurées x(h) aux distributions de X(par) et X(iid). L’Exemple 4.1.1. donne un aperçu
de ce que peuvent être ces différentes distributions.

Exemple 4.1.1.

A partir de 16 mots du code de Hamming C7(7, 4), nous créons la matrice d’interception
Msoft. Cette matrice est donc de taille (16 × 7). Nous cherchons des relations de poids
w = 4. Pour chaque relation testée h, seules les colonnes indiquées par la position des 1
dans h sont conservées.

Prenons l’exemple d’une relation de parité du code h =
(
1 0 1 0 1 0 1

)
. Dans

la matrice Msoft seules les colonnes hachurées en rouge sont conservées pour former les 16
mots de 4 symboles dans le schéma suivant :

Msoft =

(
1 0 1 0 1 0 1

)
h =

Lnc = 16

nc = 7

Ensuite, les distances euclidiennes entre les mots de 4 symboles sont calculées et ordonnées,
deux à deux. Nous calculons également ces distances pour le cas d’un code de parité C(4, 3)
et dans le cas de mots i.i.d. de taille 4. Pour un niveau de bruit de 5 dB, la figure suivante
permet de comparer la distribution des distances calculées x(h) à E(X(iid)) et à E(X(par))
lorsque h est une relation de parité du code h =

(
1 0 1 0 1 0 1

)
.
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Figure 4.2 – Comparaison des distributions des distances euclidiennes en présence d’une vraie relation de
parité pour le code C7(7, 4)

Nous pouvons vérifier que la distribution pour x(h) est très similaire à E(X(par)) et
diffère de E(X(iid)) car h est une relation de parité du code de Hamming (7, 4).

Prenons maintenant le cas ou h n’est pas une relation de parité du code tel que h =(
1 0 1 1 0 0 1

)
. La figure suivante illustre les différentes distribution des distances

avec cette relation h :
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Figure 4.3 – Comparaison des distributions des distances euclidiennes en présence d’une fausse relation de
parité pour le code C7(7, 4)

Nous vérifions que la distribution pour x(h) est très similaire à E(X(iid)) et diffère de
E(X(par)) car h n’est pas une relation de parité du code de Hamming C7(7, 4).

Le nombre de distances calculées deux à deux, soit la valeur de d, dépend du poids des
relations recherchées. En effet, les distances calculées sont celles entre des mots de taille w. Il
y a donc 2w mots différents sur w bits. En pratique, on constate que l’utilisation de 2w mots
suffit à l’obtention d’une mesure représentative de la distribution des distances dans le cas du
code de parité ou de la trame i.i.d.. Ainsi en fixant à 2w le nombre de mots traités, on obtient
d = 2w·(2w−1)

2 distances calculées. Il est à noter que la quantité de mots nécessaires pour identifier
des relations de parité peut donc être très faible. En effet, ce sera toujours un multiple de 2w et,
pour limiter la complexité, w doit rester faible. Il n’y a pas de dépendance directe à la longueur
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du code nc, ce qui permet de potentiellement identifier des relations de grande taille nc et de
poids w faible à partir de 2w mots de code bruités.

4.1.2 Utilisation des informations souples

Pour profiter au mieux de l’information contenue dans les données reçues, les mots de lon-
gueur w créés à partir de la matrice Msoft sont ordonnés par fiabilité. La fiabilité de chaque mot
de poids w est déterminée par celle de son bit le moins fiable et la fiabilité d’un bit correspond
à la valeur absolue de son information souple.

Définition 10. Soit deux mots de w bits, m1 et m2 :
m1 est plus fiable que m2 si et seulement si mink∈[[0,w−1]]({|m1(k)|}) < mink∈[[0,w−1]]({|m2(k)|}).

Comme vu précédemment, les mots reçus sont traités par blocs de 2w. En réalisant ce tri
par fiabilité, il est donc possible de diminuer artificiellement le niveau de bruit sur les mots
utilisés, ce qui permet de diminuer la probabilité de fausse détection. En effet, il est possible de
n’utiliser qu’une portion réduite des N symboles reçus puisque 2w mots suffisent. Finalement,
les mots créés sont ordonnés et regroupés en bLnc2w c blocs contigus mais distincts de 2w mots.
Parmi ces bLnc2w c blocs, nous notons NB, le nombre de blocs contigus retenus pour l’identification
(NB ∈ [[1, bLnc2w c]]). Ce nombre de bloc NB est déterminé par l’utilisateur. Pour chacun des blocs,
les d = 2w·(2w−1)

2 distances euclidiennes sont calculées et ordonnées. On note x(h)
j , le vecteur de

distances ordonnées issu du j-ième bloc de mots ordonnés : x(h)
j = (x(h)

j (0), x(h)
j (1), · · · , x(h)

j (d−
1)), avec j ∈ [[1, NB]]. Dans un soucis de clarté, x(h)

j (1) est, par exemple, la deuxième valeur la
plus faible du vecteur de distance issu du j-ième bloc lors du test de la relation h. A partir de
tous ces blocs sont calculées les distances ordonnées moyennes x̂(h) pour la relation testée h :

x̂(h) = 1
NB

NB∑
j=1

(x(h)
j (0), x(h)

j (1), · · · , x(h)
j (d− 1)))

=

 1
NB

NB∑
j=1

x
(h)
j (0), 1

NB

NB∑
j=1

x
(h)
j (1), · · · , 1

NB

NB∑
j=1

x
(h)
j (d− 1)


= (x̂(h)(0), x̂(h)(1), · · · , x̂(h)(d− 1)) (4.1)

La Figure 4.4 résume la manière dont est obtenue le vecteur de distances moyennes ordonnées.
La matrice à partir de laquelle sont extraits les blocs correspond à la matrice obtenue lorsqu’on
se restreint à certaines colonnes de Msoft au regard de h.

Les variables aléatoires distribuées comme les distances issues du processus de fiabilisation
pour une trame i.i.d. (et pour des mots issus d’un code de parité respectivement) sont notée
X(iid) (respectivement X(par)). Ainsi, lorsque h est une relation de parité, x̂(h) suit la même loi de
probabilité que X(par). A l’inverse, lorsque h n’est pas une relation de parité, x̂(h) suit la même
loi de probabilité que X(iid). Deux calculs de distance quadratique permettent de quantifier

80
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Bloc 1

Bloc 2
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2w
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w

x(h)
1

x(h)
2

x(h)
j

x(h)
NB

x̂(h)

Figure 4.4 – Processus de fiabilisation : génération d’un vecteur de distances moyennes à partir de blocs de 2w
mots

l’adéquation des distances mesurées x̂(h) à l’une ou l’autre des distributions :

A(par)
h =

d−1∑
i=0

(x̂(h)(i)− E(X(par)(i)))2 (4.2)

et

A(iid)
h =

d−1∑
i=0

(x̂(h)(i)− E(X(iid)(i)))2 (4.3)

Exemple 4.1.2.

Pour le code de Hamming C7(7, 4) utilisé précédemment, nous calculons A(par)
h et A(iid)

h

pour évaluer l’adéquation des distributions avec le cas du code de parité et le cas i.i.d.,
respectivement. Pour calculer A(par)

h et A(par)
h , nous testons 18 relations différentes de poids

w = 4. La figure suivante donne un aperçu de la distribution du niveau d’adéquation à la
présence d’un code de parité pour ces 18 relations :
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Figure 4.5 – Distribution de A(par)
h pour le code C7(7, 4)

Cette figure représente l’histogramme de A(par)
h . Nous remarquons que deux groupes

distincts se forment. Lorsque le niveau d’adéquation entre x̂(h) et X(par) est élevé, la valeur
de A(par)

h est faible, ici elle est comprise entre 0 et 1. Il y a six relations qui correspondent
à ce cas de figure. Lorsque le niveau d’adéquation entre les deux distributions est faible,
la valeur de A(par)

h augmente, ici elle est comprise entre 3 et 5. Il y a douze relations qui
correspondant à ce cas de figure.

De même, la figure suivante donne un aperçu de la distribution du niveau d’adéquation
au cas i.i.d. pour ces mêmes relations :
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Figure 4.6 – Distribution de A(iid)
h pour le code C7(7, 4)

Cette figure représente l’histogramme de A(iid)
h . De même que pour A(par)

h , deux groupes
distincts se forment. Lorsque le niveau d’adéquation entre x̂(h) et X(iid) est élevé, la valeur
de A(iid)

h est faible, ici elle est comprise entre 0 et 0.5. Il y a douze relations qui correspondant
à ce cas de figure. Lorsque le niveau d’adéquation entre les deux distributions est faible,
la valeur de A(iid)

h augmente, ici elle est comprise entre 3.5 et 5. Il y a six relations qui
correspondant à ce cas de figure.
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Dans les deux figures précédentes, les groupes de 6 et 12 relations discriminés contiennent
respectivement les mêmes relations testées. Le groupe de 6 contient les véritables relations
de parité du code de Hamming C7(7, 4). C’est pour ce groupe que A(par)

h (respectivement
A(iid)

h ) est faible (respectivement grand).

4.1.3 Critère de détection d’une relation de parité

Finalement, notre critère pour décider si une relation h est effectivement une relation de
parité repose sur la valeur que prend le rapport A(iid)

h /A(par)
h . Plus sa valeur est élevée, plus

il est probable que la relation testée appartienne effectivement au code dual. En effet, cela
correspond au cas où A(iid)

h et A(par)
h ont respectivement une valeur très grande et très faible

conjointement.
Pour la plupart des relations testées, le critère a une valeur proche de 0 : ces relations

n’appartiennent pas au code dual. En effet, lorsque h n’appartient pas au code dual, A(par)
h est

prépondérant sur A(iid)
h et A(iid)

h /A(par)
h tend vers 0. A l’inverse pour une minorité de relations

testées, A(iid)
h est prépondérant sur A(par)

h . Ces cas de figure correspondent aux relations h telles
que h ∈ CT . L’identification de ces relations passe donc par le choix d’un seuil sur la valeur
minimale du critère de décision A(iid)

h /A(par)
h . Nous noterons Sa ce seuil et nous déciderons que :

Si A
(iid)
h
A(par)

h
≥ Sa alors h ∈ CT

Si A
(iid)
h
A(par)

h
< Sa alors h /∈ CT

N’ayant pas d’expression analytique pour ce seuil, le choix du seuil sera laissé à l’utilisateur à
partir de l’observation de l’histogramme du rapport A(iid)

h /A(par)
h .

Exemple 4.1.3.

Reprenons le code de Hamming de l’Exemple 4.1.2.. Pour les mêmes relations testées, l’his-
togramme du rapport A(iid)

h /A(par)
h prend la forme suivante :
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Figure 4.7 – Distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h pour le code C7(7, 4)
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Nous pouvons vérifier que le critère A(iid)
h /A(par)

h est quasiment nul pour les 12 relations
testées qui n’appartiennent pas au dual du code de Hamming. Pour les 6 relations testées
appartenant au dual du code de Hamming les valeurs du critère s’étendent de 7 à 45.
Ici, choisir un seuil autour de 5 permet d’exclure les 12 relations erronées et d’identifier 6
relations de parité de poids 4 du code.

L’application de cette méthode repose donc sur le calcul du critère A(iid)
h /A(par)

h pour tous
les mots h de poids w afin de déterminer ceux pour lesquels le comportement est différent.

4.2 Méthode basée sur le paradoxe des anniversaires

4.2.1 Principe de la méthode

Nous nous intéressons maintenant à une méthode utilisée dans la littérature permettant de
réduire la complexité de la recherche de relation de parité [22]. A partir de y, nous créons la ma-
trice d’interception binaire M dont les lignes correspondent aux Lnc mots de code de longueur
nc reçus. Pour cela une décision est prise à partir des symboles de la séquence y. La méthode
présentée dans cette section utilise le paradoxe des anniversaires pour éviter une recherche ex-
haustive des relations de parité et ainsi réduire la complexité temporelle. La recherche exhaustive
de relations de taille nc et de poids w reviendrait à tester

(nc
w

)
combinaisons. L’organisation des

recherches autour du paradoxe des anniversaires permet de ne tester que
(bnc/2c
bw/2c

)
.
(dnc/2e
dw/2e

)
. A

cette fin, la matrice d’interception M est scindée en deux sous-matrices d’interception [M1 M2]
(M1 contient la première moitié des colonnes de M et M2 la seconde) comme illustré par la
Figure 4.8. En l’absence de bruit, deux demi-relations h1 et h2 forment une relation de parité
si :

h1 ·MT
1 = h2 ·MT

2 (4.4)

Lorsque l’égalité (4.4) est vraie, on dit qu’il y a collision. L’idée du paradoxe repose sur le fait
que la probabilité d’une collision est élevée. En procédant ainsi le nombre moyen de relations à
tester avant d’en trouver une appartenant effectivement au code dual est peu élevé. Toutefois,
cette compartimentation ne permet pas de trouver toutes les relations de parité car elle impose
une contrainte sur la répartition des poids dans les relations testées. Une solution est d’itérer sur
la méthode en appliquant une permutation aléatoire sur les colonnes de la matrice d’interception
à chaque itération. De plus, l’égalité (4.4) n’est valable qu’en l’absence de bruit.

4.2.2 Algorithme de reconstruction par collision dans le cas bruité

Une amélioration de cette méthode consiste à relâcher la contrainte sur l’égalité (4.4). En
effet, en présence de bruit, même lorsque h = [h1 h2] appartient au code dual, l’égalité (4.4)
n’est pas nécessairement vérifiée. Lorsque h · [M1 M2]T 6= 0 certains mots de la matrice M ne
respectent pas la relation et empêchent la détection. Il convient donc de poser un seuil sur la
proportion de mots de [M1 M2] pour lesquels l’égalité (4.4) peut ne pas être vérifiée. Notons ps
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M = M1 M2 Lnc

×
h = h1 h2

bnc/2cdnc/2e

Figure 4.8 – Forme de la matrice pour le paradoxe des anniversaires

une telle proportion. Une relation testée sera considérée comme appartenant au code dual si le
poids de s = h1 ·MT

1 + h2 ·MT
2 = h · · ·MT est au plus de Lnc · ps. Nous définissons alors Lw

l’ensemble des relations h de poids w respectant cette condition :

Lw = {h ∈ GF(2)nc ;w(h1 ·MT
1 + h2 ·MT

2 =) 6 Lnc · ps, w(h) = w} (4.5)

Dans [22], les auteurs posent un seuil S sur le poids de s = [h1 h2] ·MT . Si le poids de s est
inférieur à S, alors on décide que h = [h1 h2] est une relation de parité. Le choix de ce seuil est
fait suivant la formule :

S = Lnc
2 −

√
Lnc ·

nc · log(2)
2 (4.6)

par conséquent : ps = S/Lnc .

4.3 Réduction de la complexité de notre méthode

Le principe de collision ne s’adapte pas à notre méthode basée sur la distribution des distances
euclidiennes. Toutefois, il est possible d’appliquer la division de la matrice d’interception pour
réduire le nombre de relations testées lors d’une itération. En effet, notre méthode nous contraint
à tester toutes les relations de taille nc et de poids w, soit les

(nc
w

)
combinaisons, pour obtenir

un aperçu de la distribution des valeurs de notre critère et décider quelles sont celles qui sont
effectivement des relations de parité. Il est donc possible de diviser la matrice d’interception en
deux et de tester les relations h1 de poids bw/2c et h2 de poids dw/2e sur la matrice Msoft.
Dans ce cas, il faudra donc tester

(bnc/2c
bw/2c

)
·
(dnc/2e
dw/2e

)
relations h. Par contre, toutes les relations

de poids w ne sont pas testées. A l’instar de la méthode par collision, il est possible de trouver
de nouvelles relations de poids w en réalisant une permutation aléatoire sur les colonnes de la
matrice Msoft.
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Dans les Exemples 4.1.2. et 4.1.3. du code de Hamming C7(7, 4), nous avions appliqué ce
principe. En effet, nous n’avions pas testé les

(7
4
)

= 35 relations de poids w = 4 et de longueur 7
possible. Nous n’avions testé que

(3
2
)
·
(4

2
)

= 18 relations de poids 4. Pour obtenir ces 18 relations,
nous avons réalisé toutes les combinaisons des relations de poids 2 sur des mots de taille 3 (pour
obtenir h1) et sur des mots de taille 4 (pour h2). Nous avons ensuite concaténé ces relations
afin d’obtenir les 18 relations h = [h1 h2] de poids 2 + 2 = 4. Ensuite, pour chacune de ces 18
relations, nous avons calculé le critère A(iid)

h /A(par)
h afin de décider de l’appartenance ou non de

la relation h au code dual. Nous pouvons voir que le fait de ne tester qu’une partie des relations
de poids 4 permet tout de même de détecter un ensemble de relation de parité tout en réduisant
la complexité de notre méthode.

Dans la suite, nous appliquerons donc ce principe. Notre algorithme d’identification des
relations de parité est résumé par l’algorithme 3.

Algorithme 3 Algorithme de reconstruction aveugle du code dual
Entrées : Msoft, nc, w, E(X(par)), E(X(iid)), NB

1· Pour h1 ∈ GF(2)bw/2c Faire
2· Pour h2 ∈ GF(2)dw/2e Faire
3· h = [h1 h2]
4· Ordonnancement des mots de Msoft de longueur w en suivant la Définition 10
5· Pour j ∈ [[1, NB]] Faire
6· Calcul des distances deux à deux et ordonnancement :

x(h)
j = (x(h)

j (0), x(h)
j (1), · · · , x(h)

j (d− 1))
7· Fin Pour
8· Calcul des espérances empiriques des distances :

x̂(h) = (x̂(h)(0), x̂(h)(1), · · · , x̂(h)(d− 1))
9· Calcul de l’adéquation à la distribution issue du code parité :

A(par)
h =

∑d−1
i=0 (x̂(h)(i)− E(X(par)(i)))2

10· Calcul de l’adéquation à la distribution issue d’une trame i.i.d. :
A(iid)

h =
∑d−1
i=0 (x̂(h)(i)− E(X(iid)(i)))2

11· Calcul du rapport A(iid)
h /A(par)

h
12· Fin Pour
13· Fin Pour
14· Lw = {h;A(iid)

h /A(par)
h > Sa}

Sorties : Liste des relations identifiées comme appartenant au code dual Lw

4.4 Étude comparative des résultats

Dans cette section, nous évaluons les performances de notre méthode de reconstruction. Pour
cela nous étudierons les performances des deux codes suivantes :

- C6 : code LDPC C6(20, 10) de rendement 1
2

- C7 : code de Hamming C7(7, 4) de rendement 4
7
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Les matrices génératrice et de parité de ces codes sont données dans l’Annexe B. Une représen-
tation de la distribution des distances de Hamming est également proposée dans cette annexe.

Afin de quantifier l’intérêt de l’utilisation des informations souples pour la reconstruction
d’un code correcteur d’erreurs nous proposons des résultats comparant les deux méthodes pré-
sentées ci-dessus pour le code C6. Dans chacune des méthodes un paramètre de seuil est à régler :

1- La proportion ps pour la méthode par collision :
On fixe sa valeur comme expliqué dans la section 4.2.2.

2- Le seuil Sa sur le rapport A(iid)
h /A(par)

h pour la méthode par distribution des distances :
Ne disposant pas d’expression analytique pour ce seuil, le choix de sa valeur est laissé à la
discrétion de l’utilisateur de la méthode sur la base de l’observation d’un histogramme du
rapport A(iid)

h /A(par)
h , tel que celui de l’Exemple 4.1.3.. En effet, dans cet exemple, pour

le code de Hamming C7(7, 4) un seuil adéquat pourrait être par exemple placé autour de
5. Ce seuil permettrait de détecter les 6 relations de parité mises en exergue.

Enfin, nous ne connaissons pas la distribution des variables aléatoires X(par) et X(iid). Une
solution consiste à tabuler des estimations des espérances E(X(par)

i ) et E(X(iid)
i ) pour tout i dans

[[0, d− 1]]. Ces espérances dépendent de la quantité de bruit, du nombre de blocs et du nombre
de mots par blocs (donc par extension du poids des relations recherchées : w). Pour effectuer
la tabulation, il faut donc estimer la variance du bruit blanc additif gaussien σ2

b résultant du
passage des bits par le canal de transmission. En effet, pour calculer A(par)

h et A(iid)
h , il est

nécessaire d’estimer E(X(par)
i ) et E(X(iid)

i ) pour les mêmes conditions de bruit que la trame
reçue. Comme nous l’avons vu dans les chapitres précédents, il existe dans la littérature des
méthodes permettant d’identifier la variance du bruit.

4.4.1 Observation des histogrammes du critère de détection pour le code C6

Comme nous pouvons le voir dans l’Annexe B, la matrice de parité du code C6 est composée
de 10 relations de parité de poids 4. Par conséquent, nous nous sommes limités à la recherche
des relations de parité indépendantes de poids 4 pour ce code. La Figure 4.9 représente un
histogramme de la distribution empirique de notre critère A(iid)

h /A(par)
h à 5 dB pour le code

C6(20, 10) et des relations de poids w = 4. Le nombre de relations h testées est de
(10

2
)
·
(10

2
)

=
2025. Pour la plupart des relations, 2016 exactement, le critère a une valeur comprise entre 0
et 1 : ces relations n’appartiennent pas au code dual. Cependant, 9 relations voient leur valeur
de critère s’écarter significativement du mode de cette distribution empirique. Ces 9 relations
sont visibles sur la Figure 4.10 qui donne un agrandissement de la zone encadrée en noir dans la
Figure 4.9. En effet, pour des valeurs du critère comprises entre 3 et 27, nous pouvons vérifier que
nous avons 9 valeurs du critère pour lesquelles nous identifions à chaque fois une relation. Ces
valeurs correspondent aux 9 relations h qui sont des relations de parité du code, soit h ∈ CT . La
sélection de ces relations passe donc par le choix d’un seuil sur la valeur minimale du critère de
décision A(iid)

h /A(par)
h . Par exemple, le choix d’un seuil à 2 permettra de détecter ces 9 relations

de parité.
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Figure 4.9 – Distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 5 dB pour le code C6(20, 10)
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Figure 4.10 – Agrandissement sur la distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 5 dB pour des valeurs entre 1 et 28
pour le code C6(20, 10)

La Figure 4.11 représente cette fois la distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 0 dB. Comme
dans le cas d’un niveau de bruit à 5 dB, nous remarquons que pour la plupart des relations
le critère à une valeur comprise entre 0 et 1. Il sera donc aisé d’écarter ses relations qui ne
seront donc pas considérée comme des relations de parité du code. Comme précédemment, la
Figure 4.12 permet d’observer un agrandissement de la zone encadrée en noir dans la Figure 4.11.
Nous pouvons voir que pour certaines relations le critère prend des valeurs différentes. Il y a 1
relation autour de la valeur 2 et 5 relations entre les valeurs 4 et 8. Un seuil autour de la valeur
2 permettrait d’identifier ces 6 relations comme étant des relations de parité du code. Toutefois,
la relation qui a été détectée autour de 2 (encadrée en rouge), qui correspond à une valeur faible
du critère, n’est pas une relation de parité de notre code. Faire le choix d’un seuil trop faible
peut donc mener à de mauvaises détections. Dans cet exemple, faire le choix d’un seuil supérieur
à 4 permet de détecter 5 relations de parité du code.

4.4.2 Impact du niveau de bruit

Comme nous venons de le voir, le choix du seuil dans notre méthode a un impact très im-
portant sur les performances de notre algorithme. En effet, si le seuil est trop bas on risque
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Figure 4.11 – Distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 0 dB pour le code C6(20, 10)
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Figure 4.12 – Agrandissement sur la distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 0 dB pour des valeurs entre 1.5 et
8 pour le code C6(20, 10)

d’augmenter la probabilité de mauvaise détection. Cette probabilité correspond au fait de sé-
lectionner des relations comme étant des relations de parité alors qu’elles ne le sont pas. Et au
contraire, si le seuil est trop élevé, on risque d’augmenter la probabilité de non détection des
relations de parité.

Analyse du code LDPC C6(20, 10)

N’ayant pas de formule théorique pour le choix du seuil Sa nous l’avons déterminé empirique-
ment. Les simulations ont été effectuées pour 200 mots reçus. Pour différentes valeurs de seuil
et pour 1000 itérations de Monte-Carlo, nous avons compté le nombre de fois où des relations
erronées étaient identifiées pour trouver le seuil minimal nécessaire. Ainsi, pour chaque valeur
de seuil et à chacune de ces 1000 itérations, une nouvelle séquence de symboles bruités reçus est
générée. Le nombre de blocs utilisés est fixé à NB = 10 et 10 permutations sur les colonnes de la
matrice d’interception sont réalisées afin d’identifier plus de relations de parité. La Figure 4.13
donne un aperçu de la probabilité de mauvaise détection, notée Pmd, en fonction de la valeur
seuil sur le rapport A(iid)

h /A(par)
h pour différents niveaux de bruits. Pmd correspond à la proba-

bilité qu’au moins une relation identifiée est fausse. Pour des niveaux de bruit allant de −0.5
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à 2 dB, ces résultats permettent de déterminer le seuil minimum pour lequel la probabilité de
mauvaise détection est nulle. La table 4.1 recense les seuils optimaux pour différentes quantités
de bruit au regard des résultats de cette simulation.
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Figure 4.13 – Probabilité de mauvaise détection en fonction du seuil sur la valeur de A(iid)
h /A(par)

h pour le code
C6(20, 10)

Table 4.1 – Valeur du seuil optimal pour différents Eb/N0 pour le code C6(20, 10)

Eb/N0 (dB) −0.5 0 0.5 1 1.5 2
Seuil Sa 4.5 3.9 2.7 2.7 1.1 0.7

En utilisant les valeurs du seuil optimal Sa (Tableau 4.1) pour notre méthode de reconstruc-
tion, nous pouvons comparer les performances des deux méthodes de reconstruction en terme
de robustesse au bruit. Pour comparer les performances de ces méthodes, nous allons compter
le nombre de vraies relations de parité indépendantes identifiées, nous le noterons Nh. En effet,
pour mettre en oeuvre un décodeur il est nécessaire de construire une base du code dual. Sur
la Figure 4.14, nous avons représenté Nh en fonction du niveau de bruit pour la méthode de
reconstruction à partir des distances et celle par collisions. D’après cette figure, la méthode de
reconstruction à partir des distances euclidiennes permet d’augmenter la robustesse aux bruits
puisque pour un même niveau de bruit, nous sommes capables de trouver plus de relations de
parité qu’avec la méthode par collision. Toutefois, ces résultats sont à prendre avec précaution
puisque pour notre méthode nous n’avons pas obtenu d’expression pour le seuil Sa et nous avons
donc utilisé la valeur du seuil optimal. De plus notre méthode est plus complexe à mettre en
oeuvre que la méthode par collisions. En revanche, il est très certainement possible d’améliorer
les performances de notre méthode en étudiant de plus près l’impact du nombre de blocs né-
cessaires et donc le nombre de données utiles afin de tirer profit au maximum de la fiabilité des
mots.

Analyse du code de Hamming C7(7, 4)

Nous pouvons également analyser les performances de notre méthode sur le code de Hamming
C7(7, 4) utilisé dans les Exemples 4.1.2. et 4.1.3.. Nous cherchons à mesurer le nombre de relations
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Figure 4.14 – Quantité Nh de relations identifiées en fonction du niveau de bruit pour le code C6(20, 10)

indépendantes identifiées pour des niveaux de bruit compris entre −0.5 et 3 dB. Comme pour le
code précédent, les seuils optimaux ont été déterminés empiriquement : 1000 itérations de Monte-
Carlo ont été effectuées pour chaque valeur de seuil testé. Les simulations ont été effectuées pour
200 mots reçus. Le nombre de blocs utilisés dans ces tests est de NB = 10, le nombre d’itérations
(en terme de permutations aléatoires appliquées sur les colonnes de la matrice d’interception)
est de 10. La Figure 4.15 donne l’allure de la probabilité de mauvaise détection Pmd en fonction
de la valeur du seuil pour différents niveaux de bruit. La table 4.2 recense les seuils optimaux
pour différentes quantités de bruit au regard des résultats de cette simulation.
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Figure 4.15 – Probabilité de mauvaise détection en fonction du seuil sur la valeur de A(iid)
h /A(par)

h pour le code
C7(7, 4)

Table 4.2 – Valeur du seuil optimal pour différents Eb/N0 pour le code C7(7, 4)

Eb/N0 (dB) −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Seuil Sa 5.9 5.3 3.1 2.9 2.7 1.3 1.1 1.1

En utilisant les valeurs du seuil optimal Sa (Tableau 4.2), nous obtenons les performances
décrites par la Figure 4.16 pour le code de Hamming C7. Sur cette figure, le nombre Nh de rela-
tions indépendantes de poids 4 identifiées est représenté pour des niveaux de bruit variant entre
−0.5 et 3 dB. La position des 1 dans la matrice de parité de ce code est donnée dans l’annexe B.
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La matrice de parité est composée de 3 relations de parité de poids 4. Pour chaque valeur du
niveau de bruit, 1000 essais de Monte-Carlo ont été effectués. Pour ce code, il existe uniquement
3 relations indépendante de poids 4. Nous pouvons voir qu’à partir de 2 dB, ces 3 relations de
parité indépendantes de poids 4 ont été identifié par notre algorithme de reconstruction.

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 30

1

2

3

Nb/N0

N
h

Figure 4.16 – Quantité Nh de relations identifiées en fonction du niveau de bruit pour le code C7(7, 4)

4.5 Extension de la méthode à la reconstruction des codes convo-
lutifs

Le principe de cette méthode peut être étendu à la reconstruction des codes convolutifs.
Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, un code convolutif diffère d’un code en bloc par la
mémoire introduite par le code convolutif. En effet, dans ce cas les mots de code de taille nc
ne dépendent pas uniquement d’un mot d’information de kc bits mais aussi des (Kc − 1) mots
d’information précédents. La matrice de parité H(D), sous forme polynomiale systématique, est
composée de ((nc − kc) × nc) polynômes générateurs de dégrée strictement inférieur à Kc. Elle
est de la forme suivante :

H(D) =


h1,1(D) · · · h1,kc(D) h0(D)

... · · ·
... . . .

hnc−kc,1(D) · · · hnc−kc,kc(D) h0(D)

 (4.7)

avec :

∀i ∈ [[1, nc − kc]], ∀j ∈ [[1, kc]], hi,j(D) =
L∑
l=0

hi,j(l) ·Dt (4.8)

et :

h0(D) =
L∑
l=0

h0(l) ·Dt (4.9)

hi,j(l) est le l-ième coefficient du polynôme hi,j(D), h0(l) est le l-ième coefficient du polynôme
h0(D) et L est un entier inférieur ou égal à Kc.
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Comme pour la matrice génératrice d’un tel code, il est possible d’écrire la matrice de parité
d’un code convolutif sous la forme d’une matrice à coefficients binaires. Notons H cette matrice
de taille infinie :

H =



H0

H1 H0
... . . . . . .

HKc−1 · · · H1 H0

HKc−1 · · · H1 H0
. . . . . . . . . . . .


(4.10)

où ∀l ∈ [[0, Kc − 1]] Hl est une matrice de taille ((nc − kc)× nc) de la forme :

Hl =


h1,1(l) · · · h1,kc(l) h0(l)

... · · ·
... . . .

hnc−kc,1(l) · · · hnc−kc,kc(l) h0(l)

 (4.11)

Cette matrice H est bien une matrice de parité du code si :

G ·HT = 0

avec G la matrice génératrice d’un code convolutif décrite par l’équation 1.11. La structure de
cette matrice de parité est particulière à cause de la mémoire introduite par le code.

4.5.1 Réorganisation de la matrice d’interception

Pour la reconstruction des relations de parité d’un code convolutif, la construction de la
matrice d’interception diffère de celle avec les codes en bloc. En effet, il faut dans ce cas tenir
compte de la mémoire introduite par le code. Pour un code convolutif, les relations de parité ne
sont pas de taille nc mais de taille :

na = nc ·Kc

En regardant la structure de la matrice H, nous pouvons voir que sa structure est basée sur
la répétition du bloc de sous-matrices

(
HKc−1 · · · H1 H0

)
. Ce bloc est décalé de nc bits à

chaque ligne. C’est ce décalage qui traduit l’effet de la mémoire introduit par le code. Ce bloc
correspond au (nc − kc) relations de parité de taille na = nc ·Kc.

Pour prendre en compte l’effet de mémoire, chaque ligne de la matrice d’interception doit cor-
respondre à la concaténation de Kc mots de code générés consécutivement par le code convolutif.
Ainsi, comme présenté dans [62], la matrice d’interception B obtenue est de la forme suivante :

B =
(
B0 B1 · · · BKc−1

)
(4.12)
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où les matrices Bl sont de taille ((Lnc −Kc + 1)× nc) :

Bl =


c(1)(l) · · · c(nc)(l)

c(1)(l + 1) · · · c(nc)(l + 1)
... · · ·

...
c(1)(Lnc −Kc + 1) · · · c(nc)(Lnc −Kc + 1)

 , ∀l = 0, · · · ,Kc − 1 (4.13)

L’Exemple 4.5.1. permet d’illustrer l’organisation des bits reçus dans la matrice B.

Exemple 4.5.1.

Considérons un code convolutif de longueur nc = 2, de dimension kc = 1 et de longueur de
contrainte Kc = 3. Une séquence issue de ce code est donc de la forme :

y =
(
c(1)(0) c(2)(0) c(1)(1) c(2)(1) c(1)(2) c(2)(2) c(1)(3) c(2)(3) c(1)(4) c(2)(4) c(1)(5) c(2)(5)

)
Les mots de code sont réorganisés comme suit :

B =


c(1)(0) c(2)(0) c(1)(1) c(2)(1) c(1)(2) c(2)(2)
c(1)(1) c(2)(1) c(1)(2) c(2)(2) c(1)(3) c(2)(3)
c(1)(2) c(2)(2) c(1)(3) c(2)(3) c(1)(4) c(2)(4)
c(1)(3) c(2)(3) c(1)(4) c(2)(4) c(1)(5) c(2)(5)



4.5.2 Observation de la distribution du critère de détection

Après avoir réorganisé les symboles reçus dans la nouvelle matrice d’interception, les relations
h testées sont appliquées en masque comme illustré dans l’Exemple 4.1.1.. Seules les colonnes
concernées sont conservées pour former des mots plus courts. De même que pour les codes
en bloc, les distances euclidiennes deux à deux sont calculées. La série ordonnée de distances
obtenue est comparée aux distributions obtenues dans le cas d’une trame i.i.d. et dans le cas
d’une séquence issue d’un code de parité. Tout ceci permet de calculer une valeur du critère
A(iid)

h /A(par)
h pour chaque relation testée h.

Code convolutif C(2, 1, 3)

Nous avons réalisé des tests sur un code convolutif C(nc = 2, kc = 1,Kc = 3) dont les matrices
génératrice et de parité sont :

G(D) =
[
1 +D2 1 +D +D2

]
et

H(D) =
[
1 +D +D2 1 +D2

]
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Sous forme binaire, la relation de parité de taille na = nc ·Kc = 6 obtenue à partir des équa-
tions 4.10 et 4.11 est :

hC(2,1,3) =
(
1 1 1 0 1 1

)
Cette relation est une relation de parité de poids 5. Pour ce code, la Figure 4.17 est un his-
togramme des valeurs du critère obtenues à partir d’une trame de symboles bruités à 5 dB.
Le nombre de mots reçus est Lnc = 500 et les relations testées sont de poids w = 5 et de
longueur 6, elles sont au nombre de

(6
5
)

= 6. La matrice d’interception B est alors de taille
(498 × 6). La réorganisation proposée permet d’identifier une relation de parité de poids 5 :
hC(2,1,3) =

(
1 1 1 0 1 1

)
. Cette relation est discriminée car elle génère une donnée aber-

rante du critère qui vaut environ 15. Pour toutes les autres relations testées, 5 exactement, le
critère a une valeur comprise entre 0 et 1 : ces relations n’appartiennent pas au code dual. La
relation identifiée est la seule vraie relation de poids 5 et de longueur 6. Dans cette configuration,
le choix d’un seuil Sa supérieur à 1 permettra de détecter cette relation de parité.
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Figure 4.17 – Distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 5 dB pour Lnc = 500 mots reçus avec le code C(2, 1, 3)

Pour le même code convolutif, lorsque que le niveau de bruit augmente (Eb/N0 = 1 dB)
la même relation est toujours identifiable pour 500 mots de code reçus comme le montre la
Figure 4.18. Cette fois, la valeur du critère obtenue pour hC(2,1,3) est plus faible (entre 2.2 et
2.3), mais le choix d’un seuil adéquat permet toujours de discriminer cette relation. De même,
lorsque le nombre de mots reçus est plus faible, la détection de cette relation est encore possible.
La Figure 4.19 est un histogramme du critère lorsque le nombre de mots reçus est de Lnc = 200
à 5 dB. Encore une fois, la valeur de A(iid)

h /A(par)
h est plus faible que dans le cas décrit par la

Figure 4.17 (entre 4.5 et 5), mais reste suffisamment discriminante si le seuil est correctement
choisi.

Code convolutif C(2, 1, 7)

Enfin, nous avons aussi testé cette méthode pour un code convolutif avec une mémoire plus
grande le C(2, 1, 7). La matrice génératrice G(D) et la matrice de parité H(D) sont telles que :

G(D) =
[
1 +D2 +D3 +D5 +D6 1 +D +D2 +D3 +D6

]
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Figure 4.18 – Distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 1 dB pour Lnc = 500 mots reçus avec le code C(2, 1, 3)
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Figure 4.19 – Distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 5 dB pour Lnc = 200 mots reçus avec le code C(2, 1, 3)

et
H(D) =

[
1 +D +D2 +D3 +D6 1 +D2 +D3 +D5 +D6

]
Sous forme binaire, la relation de parité de taille na = nc · Kc = 14 obtenue à partir des
équation 4.10 et 4.11 est :

hC(2,1,7) =
(
1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 1 1

)
Cette relation est une relation de parité de taille 14 et de poids 10.

Le nombre de mots reçu est de 500 et le niveau de bruit est de 5 dB. Les relations testées sont
de poids w = 10 et de longueur 14, elles sont au nombre de

(14
10
)

= 1001. La matrice d’interception
B est alors de taille (494 × 14). Comme précédemment, il n’y a qu’une seule relation de poids
10 à identifier : hC(2,1,7). La Figure 4.20 donne l’histogramme du critère. Comme précédemment
la détection de la relation est possible en choisissant le seuil Sa adéquat puisque pour 1000 des
relations testées la valeur du critère est proche de 0.65 et que pour une relation le critère vaut
1.5. L’occurrence de cette relation est visible sur la Figure 4.21 qui est un agrandissement de
la zone encadrée en noir dans la Figure 4.20. Le critère A(iid)

h /A(par)
h prend des valeurs entre
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0.5 et 0.8 pour les 1000 relations testées qui n’appartiennent pas au code dual et le critère vaut
environ 1.5 quand hC(2,1,7) est utilisée comme masque.
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Figure 4.20 – Distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h à 5 dB pour Lnc = 500 mots reçus avec le code C(2, 1, 7)
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Figure 4.21 – Agrandissement sur la distribution du rapport A(iid)
h /A(par)

h pour des valeurs entre 0.8 et 1.6 à 5
dB pour Lnc = 500 mots reçus avec le code C(2, 1, 7)

La procédure complète d’identification n’a pas été appliquée pour les codes convolutifs. En
effet, il n’y a pas eu d’ordonnancement par fiabilité des lignes de la matrice d’interception et
l’ensemble des mots de code a été utilisé dans cette expérience. De plus, il n’y a pas eu de test
de performances pour les codes convolutifs. Mais, ces premiers résultats nous permettent de
montrer que notre méthode de reconstruction peut être adaptée au cas des codes convolutifs.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode de reconstruction d’un code linéaire. La
méthode repose sur l’observation de la distribution des distances euclidiennes entre les mots
formés par les symboles prenant part à une relation de parité. Lorsque ces symboles sont liés
par une relation de parité, la distribution des distances est similaire à celle obtenue pour les
mots d’un code de parité. Cette particularité permet de discriminer l’existence d’une relation de
parité.
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Nous avons comparé cette méthode avec une méthode par collision. Nous avons montré que
notre méthode pouvait permettre d’obtenir des résultats sensiblement meilleurs que celle par
collision. En revanche nous avons mis en avant que les tests et analyses réalisés pour notre
méthode n’étaient pas suffisant pour conclure sur ses performances réelles. En effet, pour notre
méthode, il est nécessaire de mettre en oeuvre une expression pour déterminer le seuil sur la
valeur du rapport A(iid)

h /A(par)
h . L’établissement de ce seuil pourrait passer par la formalisation

de ce problème comme un test d’hypothèse pour lequel il faudrait choisir une probabilité de
fausse alarme par exemple. La complexité algorithmique de cette méthode nous pousse à penser
que cette méthode est particulièrement adaptée aux codes courts et à la résolution du sous-
problème évoqué en introduction de ce chapitre. En effet, la recherche exhaustive de relations de
parité demande de tester un nombre de combinaisons qui augmente grandement avec la longueur
du code nc. Par ailleurs, il est nécessaire de discuter de l’influence du nombre de blocs utilisés
NB sur l’efficacité de la méthode. Lorsque NB est grand, l’évaluation de la distribution moyenne
des distances ordonnées est plus fiable statistiquement car un grand nombre d’observations est
utilisée. Toutefois, si NB est trop grand, nous perdons l’avantage de la diminution artificielle du
niveau de bruit. Il faudrait donc trouver un compromis et évaluer une valeur adéquat de NB en
fonction du niveau de bruit.

Enfin, le critère employé dans cette méthode n’est pas contraint par la famille de code en bloc
binaire. Les codes LDPC sont toutefois des candidats privilégiés à la recherche de relations de
parité de poids faibles. Les codes convolutifs étant des codes relativement courts, ils sont aussi des
bons candidats pour cette méthode de reconstruction. Les premiers tests effectués pour des codes
convolutifs sont d’ailleurs plutôt positifs. En effet, pour ce type de code, nous avons montré qu’en
réorganisant la matrice d’interception afin de tenir compte de la longueur contrainte du code, il
était possible d’appliquer notre méthode de reconstruction. La connaissance de la longueur de
contrainte du code est également nécessaire pour reconstruire les relations de parité d’un code
convolutif. Il serait donc intéressant de développer une nouvelle méthode, basée sur les distances
euclidiennes, afin d’identifier l’ensemble des paramètres d’un code convolutif nc, kc et Kc.
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Conclusion et perspectives
La multiplication des objets communicants et des normes associées est un grand défi pour les

communications numériques. L’objectif est de maintenir une qualité de service malgré l’encom-
brement du spectre et les incompatibilités créées entre les différentes normes et objets connectés.
Des solutions sont trouvées dans la radio cognitive et dans l’AMC par la création de récepteurs
intelligents capable de s’adapter à un changement des conditions environnementales et à des
paramètres d’émission changeants. Ces récepteurs doivent alors identifier ces paramètres en
semi-aveugle. Cette problématique apparaît aussi dans le cadre d’applications de surveillance
et de sécurité. En effet, dans ce contexte une interception de signaux peut demander l’identifi-
cation en aveugle des paramètres d’émission sans connaissances a priori. L’identification de ces
paramètres se fait alors dans un contexte non-coopératif. Dans ce manuscrit, nous nous sommes
concentrés sur l’identification en aveugle des paramètres de l’étape de codage de canal. Notre
étude a porté sur la reconstruction des codes correcteurs d’erreurs binaires linéaires. Dans la
littérature, la plupart des méthodes permettant d’identifier ces codes s’appuient sur l’informa-
tion binaire reçue, soit des informations fermes. L’approche proposée ici se voulait originale en
basant toutes les méthodes présentées sur l’utilisation d’informations souples octroyant une me-
sure de fiabilité sur les bits reçus. Nous avons donc développé deux méthodes d’identification
de paramètres tels que la longueur du code et une méthode de reconstruction pour identifier
des relations de parité du code. Toutes ces méthodes utilisent les distances euclidiennes comme
métrique discriminante.

Dans le chapitre 2, nous avons présenté des méthodes permettant d’identifier la longueur
et la dimension d’un code en bloc linéaire. Ces méthodes utilisent des informations souples.
Ce chapitre introduit le concept de la déficience du nombre de classes. En effet, la méthode
d’identification de la longueur du code repose sur la disposition particulière des mots de code
bruités dans l’espace euclidien. A cause de la redondance introduite par le code, cet espace est
lacunaire comparé à un espace peuplé de mots i.i.d.. C’est ce phénomène que nous proposons
de détecter pour mettre en exergue la présence d’un code et identifier sa longueur. Pour cela, la
séquence bruitée reçue est divisée en blocs contigus de tailles identiques. Ces blocs sont ensuite
regroupés en classes. Chaque classe est formée sur un critère de distance. Les blocs appartenant
à une même classe sont proches au sens de la distance euclidienne. Lorsque la taille des blocs
atteint la longueur du code, le nombre de classes obtenues est plus faible que celui attendu pour
des blocs i.i.d. de cette longueur. La méthode a été comparée à une méthode de la littérature
basée sur la déficience de rang qu’elle surpasse en terme de robustesse au bruit. Toutefois,
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la complexité de cette méthode la rend peu viable pour des codes longs. Par conséquent elle
semble tout indiquée pour la reconnaissance de codes utilisés dans les communications de l’IoT
qui doivent être des codes relativement courts. Dans ce chapitre, une méthode d’identification
de la dimension d’un code a également été proposée. Cette méthode repose sur la notion de
collision et le paradoxe des anniversaires : la probabilité de recevoir deux fois le même mots de
code est relativement élevée si la séquence dont nous disposons est assez longue. En présence
de bruit nous définissons que deux mots entrent en collisions si leur distance est inférieure à un
seuil donné. Compter le nombre de collision nous permet ensuite d’identifier la dimension du
code. Ces travaux ont donné lieu à deux publications [8, 9].

La méthode par déficience du nombre de classe a introduit les phénomènes et les particularités
de la distribution des distances que nous souhaitions observer. Bien que cette méthode offre de
bonnes performances, nous avons vu que sa complexité rendait son utilisation rédhibitoire pour
des codes longs. Nous avons donc proposé une autre méthode d’identification de la longueur
d’un code en bloc linéaire. Cette méthode s’appuie sur une autre particularité de la distribution
des distances imposée par un code : la distance minimale. Comme précédemment, la séquence
bruitée reçue est divisée en blocs contigus de tailles identiques. Les distances deux à deux
entre ces blocs sont calculées pour ne conserver que la distance minimale pour chaque bloc.
Les distances minimales ainsi obtenues ont une distribution qui se dissocie nettement de celle
obtenue pour des blocs i.i.d.. Cette distinction permet d’identifier la longueur du code. Cette
méthode est plus performante que la méthode par déficience de rang. Elle surpasse aussi la
méthode par déficience du nombre de classes que nous avons proposée dans le chapitre 2 en
terme de robustesse au bruit lorsque la longueur de la séquence reçue augmente. Cette méthode
basée sur l’observation des distances minimales est plus adaptée que la méthode par déficience
de classe à l’identification des codes plus longs. Toutefois, cette méthode appelle à trouver un
critère d’arrêt pour limiter le nombre de taille de bloc à tester. Ces travaux ont donné lieu à une
publication [10].

L’étape ultime permettant le décodage de la séquence reçue est la reconstruction à propre-
ment parler du code correcteur d’erreurs. Cette étape consiste à identifier des éléments du code
dual : les relations de parité. A partir d’un ensemble de relations de parité formant une base
du code dual, il est possible de mettre en oeuvre un décodeur afin de décoder la trame reçue
pour retrouver le message original. Par soucis de complexité, les relations de parité identifiées
par notre algorithmes sont des relations de poids faible. Nous avons donc proposé une méthode
de reconstruction s’appuyant sur la distribution des mots formés par les symboles bruités impli-
qués dans une relation de parité. Lorsque des bits sont impliqués dans une relation de parité, ils
forment un mot de code de parité. Comme vu dans les chapitre 2 et 3, en présence d’un code les
blocs de symboles issus de mots de code ont une distribution particulière dans l’espace euclidien.
Il en va de même avec les mots d’un code de parité. Cette particularité nous permet de détecter
la présence d’une relation de parité. En effet, lorsqu’une relation de parité est testée, seuls les
symboles impliqués dans celle-ci sont conservés dans l’ensemble des mots reçus. En comparant

100



Conclusion et perspectives

la distribution des distances euclidiennes pour les nouveaux mots formés à celles obtenues pour
les mots d’un code de parité et des mots i.i.d., il est possible de déterminer si la relation tes-
tée appartient au code dual ou pas. Nous avons comparé cette méthode avec une méthode par
collision qui est aussi adapté à la recherche de relations de parité de poids faible. Nous avons
montré que notre méthode semblait offrir de meilleures performances que celle par collision. En
revanche, nous avons mis en avant que l’étude de certains paramètres restait à faire, comme la
quantité de symboles reçus, ou le nombre de blocs de mots de code traités parmi ceux reçus.
Cette étude devrait sans doute permettre d’améliorer les performances de notre méthode. De
plus, cette méthode ne permet pas de discriminer les relations testées individuellement. Il serait
certainement plus commode de faire un test d’adéquation à l’une et l’autre des distributions de
distances euclidiennes pour chaque relation testée en posant une seuil sur une probabilité de
fausse alarme. Enfin, la méthode paraît tout à fait adaptée à la reconstruction de code LDPC,
qui sont par nature des codes ayant des relations de parité de poids faible. Les codes convolutifs
étant des codes relativement court, l’utilisation de cette méthode de reconstruction est tout
indiquée. Les premiers tests que nous avons pu faire sur cette famille de code sont encourageant.

L’ensemble des méthodes présentées dans ce manuscrit sont nées avec l’idée que l’utilisation
de valeurs fiabilisées pour l’identification de codes correcteurs d’erreurs est paradoxalement peu
fréquente alors qu’elle est souvent préconisée lors des étapes de décodage correcteurs d’erreurs.
Nous avons donc pris le parti d’utiliser des symboles binaires bruités et la distance euclidienne
pour métrique pour effectuer ces travaux d’identification et de reconstruction. Dans ce contexte,
il a été nécessaire de voir quel était l’incidence de la présence d’un code sur ce type de données.
Les résultats présentés se concentrent sur les codes en blocs linéaires, cependant, l’adaptation
de ces méthodes aux codes poinçonnés et aux codes convolutifs semble être une piste viable à
explorer. Leur extension au cas des turbo-code et plus généralement aux codes concaténés est
également une voie à développer. Étant donné que les méthodes d’identification de la longueur
d’un code et la méthode de reconstruction s’appuient sur l’observation de distances, il serait
intéressant de faire ces deux étapes de manière simultanée. Ceci nous mènerait naturellement
à l’estimation du rendement du code. Enfin, toutes ces méthodes utilisent la comparaison à
des distributions de distances dans le cas d’une séquence i.i.d.. Il serait intéressant d’obtenir
des expressions décrivant ces distributions pour réduire la complexité de nos algorithmes et
possiblement définir des critères d’arrêt.
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AAnne
xe

Calcul de la probabilité de détection
Pd

Dans cette annexe, le détail du calcul de la probabilité Pd que deux blocs entrent en collision
est présenté.

Soit Y (k) = S(k)+B(k) la variable aléatoire portant le k-ième symbole bruité de la séquence
reçue y avec S(k) ∼ U({−1, +1} et B(k) ∼ N (0, σ2

b ). Si X(p) = (Y (i · n+ p)− Y (j · n+ p))2,
alors X(0), X(1), X(2), · · · , X(n−1) est une séquence de variables aléatoires i.i.d.. Ces variables
sont mutuellement indépendantes et chacune d’entre elles suit la même loi de probabilité. Notons
µX et σ2

X la moyenne et la variance de cette loi. A partir d’une approximation issue du théorème
central limite [7], pour nc grand, nous pouvons considérer que

∑n−1
p=0 X(p) = X(0)+X(1)+ · · ·+

X(n − 1) est une variable aléatoire normale de moyenne n · µX et de variance n · σ2
X . Par

conséquent, Xd2 =
∑n−1
p=0 (Y (i · n + p) − Y (j · n + p))2 =

∑n−1
p=0 X(p) est distribué comme une

variable aléatoire normale de moyenne µd2 = n · µX et de variance σ2
d2 = n · σ2

X .
Dans la section 2.3.1 nous nous intéressons à la probabilité que deux blocs i et j, avec i 6= j,

entrent en collision dans le cas où ils sont deux versions bruités du même mot de code de taille
n = nc :

Pd = P(dE(B(nc)
i , B

(nc)
j ) ≤ βcol| si = sj)

= P(Xd2 ≤ β2
col| si = sj)

= P(
nc−1∑
p=0

X(p) ≤ β2
col| si = sj)

D’après la condition si = sj , la variable aléatoire X(p) est telle que X(p) = (B(i · nc + p) −
B(j · nc + p))2. De plus, (B(i · nc + p)−B(j · nc + p)) suit une loi normale de moyenne nulle et
de variance 2.σ2

b . Dans ces circonstances, nous pouvons conclure que Xd2
2σ2
b
suit une loi du khi-2

centrée et réduite : Xd2
2σ2
b
∼ χ2(nc). Par conséquent, la fonction de répartition correspondante est

la suivante :

Pd =
γ

(
nc
2 ,

β2
col

4σ2
b

)
Γ
(nc

2
)
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Annexe A. Calcul de la probabilité de détection Pd

où Γ(·) et γ(·, ·), correspondent respectivement à la fonction gamma :

Γ(x) =
∫ +∞

0
tx−1e−tdt

et à la fonction gamma incomplète :

γ(a, x) =
∫ x

0
ta−1e−tdt
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BAnne
xe

Matrices génératrices et matrices de
parité des codes utilisés

Dans cette annexe, une représentation graphique des matrices génératrices et de parité des
codes utilisés dans les chapitres 2, 3 et 4 est donnée. Chaque carré noir donne les positions des
1 et les carrés blancs celles des 0. Pour chacun de ces codes, la distribution des distances de
Hamming en l’absence de bruit est donnée, ainsi que celle pour des mots i.i.d. de même longueur.
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Annexe B. Matrices génératrices et matrices de parité des codes utilisés

B.1 Code LDPC : C1(25, 10)

Figure B.1 – Matrice génératrice du code C1 : nc = 25 et kc = 10

Figure B.2 – Matrice de parité du code C1 : nc = 25 et kc = 10

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 240

0.1

0.2

0.3

Distances de Hamming

Code C1
i.i.d.

Figure B.3 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour le code LDPC C1(25, 10) et pour des mots
i.i.d. de longueur 25
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B.2. Code LDPC : C2(25, 20)

B.2 Code LDPC : C2(25, 20)

Figure B.4 – Matrice génératrice du code C2 : nc = 25 et kc = 20

Figure B.5 – Matrice de parité du code C2 : nc = 25 et kc = 20

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 240

5 · 10−2

0.1

0.15

Distances de Hamming

Code C2
i.i.d.

Figure B.6 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour le code LDPC C2(25, 20) et pour des mots
i.i.d. de longueur 25
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B.3 Code LDPC : C3(15, 10)

Figure B.7 – Matrice génératrice du code C3 : nc = 15 et kc = 10

Figure B.8 – Matrice de parité du code C3 : nc = 15 et kc = 10
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Code C3
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Figure B.9 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour le code LDPC C2(15, 10) et pour des mots
i.i.d. de longueur 15
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B.4. Code LDPC : C4(32, 16)

B.4 Code LDPC : C4(32, 16)

Figure B.10 – Matrice génératrice du code C4 : nc = 32 et kc = 16

Figure B.11 – Matrice de parité du code C4 : nc = 32 et kc = 16

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 320

0.1

0.2

0.3

Distances de Hamming

Code C4
i.i.d.

Figure B.12 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour le code LDPC C4(32, 16) et pour des mots
i.i.d. de longueur 32
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B.5 Code de Hamming : C5(15, 11)

Figure B.13 – Matrice génératrice du code C5 : nc = 15 et kc = 11

Figure B.14 – Matrice de parité du code C5 : nc = 15 et kc = 11
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Figure B.15 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour le code de Hamming C5(15, 11) et pour des
mots i.i.d. de longueur 15
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B.6. Code LDPC : C6(20, 10)

B.6 Code LDPC : C6(20, 10)

Figure B.16 – Matrice génératrice du code C6 : nc = 20 et kc = 10

Figure B.17 – Matrice de parité du code C6 : nc = 20 et kc = 10
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Figure B.18 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour le code LDPC C6(20, 10) et pour des mots
i.i.d. de longueur 20
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B.7 Code de Hamming : C7(7, 4)

Figure B.19 – Matrice génératrice du code C7 : nc = 7 et kc = 4

Figure B.20 – Matrice de parité du code C7 : nc = 7 et kc = 4
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Figure B.21 – Distribution des distances en l’absence de bruit pour le code de Hamming C7(7, 4) et pour des
mots i.i.d. de longueur 7
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