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Résumé - Abstract

Résumé : Le concept d’analyse isogéométrique généralise la méthode des éléments finis par 1'uti-
lisation de fonctions splines plus riches que les traditionnelles fonctions de Lagrange qui imposent
I'approximation de la géométrie considérée. Sa principale motivation est de lier plus fortement la
conception a ’analyse par 1'utilisation des mémes modeles géométriques comme supports pour la
création et la simulation numérique. La méthode isogéométrique a connu ces derniéres années une
activité de recherche tres soutenue et elle intéresse aussi bien le monde académique que le monde
industriel. De par la construction des fonctions splines, la géométrie issue d’un logiciel de conception
est nécessairement composée de plusieurs domaines (ou patchs). La majeure partie des applications
visées par les travaux publiés a ce jour concerne des pieces simples, constituées de quelques patchs
voir méme d’un seul, et ne sont donc pas applicables au contexte industriel. Certains champs d’ap-
plications restent encore a développer tel que le couplage multipatch ainsi que le contact afin de
traiter de maniere robuste et efficace des géométries complexes en petites et grandes transforma-
tions. Cette these s’inscrit dans un contexte industriel 1ié a 'automobile pour lequel la majorité des
pieces sont des structures minces modélisables par des coques épaisses. L’un des principaux enjeux
est de mettre en place la méthode isogéométrique multipatch, permettant 'utilisation de grandeurs
cinématiques exactes, pour des coques de type Reissner-Mindlin nécessitant un traitement efficace
du verrouillage numérique. Une méthode originale permettant de traiter le cas des grands dépla-
cements, avec en particulier des grandes rotations de normale, est proposée. Le développement de
méthodes de couplage multipatch et de contact non frottant associées a un modele de coque épaisse
non linéaire permet d’insérer la méthode isogéométrique dans un contexte industriel exigeant.

Abstract : The concept of isogeometric analysis generalizes the finite element method by the use
of spline functions richer than the traditional Lagrange functions which impose an approximation
of the considered geometry. Its main motivation is to link design with analysis by using the same
geometrical models as supports for creation and numerical simulation. The isogeometric method
have experimented these last years a very constant research activity and it is of interest to both
the academic field and the industrial one. By construction of spline functions, the geometry created
with a design software is necessarily composed of several domains (or patches). The majority of
applications dealt with published work relates to simple parts, made of a few patches or even
a single one, and are therefore not applicable to the industrial context. Some application fields
still need to be developed, such as multipatch coupling and contact, in order to handle complex
geometries in a robust and efficient way, combining accuracy and low computational cost. This
thesis is strongly related to the automobile industry for which most of the geometries are thin
structures and so can be modeled by thick shells. One of the main challenges will be to set up
the multipatch isogeometric method, allowing the use of exact kinematic quantities, for Reissner-
Mindlin shells requiring an efficient treatment of numerical locking. An original method concerning
finite deformations, with large rotations of normal, will be proposed. The development of multipatch
coupling and frictionless contact methods associated with a nonlinear thick shell model will allow
the isogeometric method to be applied to a demanding industrial field.
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CHAPITRE 1

Préambule

Le travail présenté dans ce document est issu d’un partenariat entre le Laboratoire de
Mécanique des Solides & 1'Ecole Polytechnique et le groupe PSA au travers de la chaire André
Citroén. Cette collaboration a déja permise d’explorer le concept d’analyse isogéométrique
(IGA) et de mettre en avantage ses avantages sur des géométries simples [Adam 2015a].
Nous proposons d’étendre les contributions de ce premier document, en particulier les
travaux portant sur lintégration numérique de structures minces, au cas de pieces plus
complexes issu d’un logiciel de conception assistée par ordinateur (CAD). L’enjeu sera donc
de proposer des méthodes permettant de mettre & profit les avantages de 'IGA sur des es-
sais numériques industriels qui requierent & la fois précision, robustesse et faible colit numérique.

Les logiciels de CAD sont désormais tres répandus et permettent de générer simplement
des modeles 1D, 2D et 3D sous des formats de lecture communs tel que 'IGES ou plus
récemment le STEP. Suite & la conception d’une piece, le modele doit étre préparé pour I'étape
d’analyse. Cette étape de préparation représente plus des trois quarts du temps consacré a
I’étude, du début de la conception jusqu’au post-traitement des résultats numériques. En effet,
avant de procéder aux essais numériques, il est nécessaire de décomposer la géométrie, réparer
certaines approximations tel que des arétes ou sommets non confondus avant de discrétiser
spatialement la structure. Cette derniere opération en particulier peut rapidement devenir
fastidieuse lorsqu’il est nécessaire de boucler entre la géométrie issue de la CAD et celle utilisée
pour l'analyse, notamment lors de processus d’optimisation structurelle.

Dans le but de concevoir des géométries de plus en plus complexes et facilement modifiables,
Pierre Bézier proposa en 1962 de rendre invariant par rotation du repere les courbes réguliéres
splines et donc de pouvoir les utiliser dans un logiciel de CAD. Il s’agit des courbes de Bézier
basées sur les polynémes de Bernstein. Les designers et les ingénieurs utilisent désormais un
méme support géométrique, basé sur des fonctions splines régulieres, mais avec des opérateurs
mathématiques différents. L’analyse par éléments finis (FEA) classique utilise des polynémes
de Lagrange et donc une géométrie facétisée apres maillage du modele. Il est donc nécessaire de
prendre du temps a créer un modele géométrique a part entiere pour I’analyse avec une nouvelle
description moins riche que la géométrie initiale issue de la conception. Le passage entre ces
deux modeles géométriques n’est pas trivial, avec des opérateurs mathématiques bien distincts,
et nécessite presque toujours l'intervention de I'ingénieur.

Les pieces issues de la CAD étant de plus en plus complexes, le nombre d’éléments discrets
décrivant le modele d’analyse est rapidement devenu le facteur a prendre en compte lors des
simulations numériques. Le domaine de I'automobile et notamment le groupe PSA, avec un




Chapitre 1. Préambule
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FIGURE 1.1 — Procédure de validation structurelle classique en FEA. La géométrie initiale est
maillée afin d’obtenir la géométrie utilisée pour I’analyse. Carter d’huile soumis a une pression.

nombre d’éléments qui double tous les deux ans, est d’autant plus concerné sachant que les
simulations peuvent étre multi-physiques et nécessitent donc un couplage fort entre les modeles
de conception et d’analyse. Le crash automobile est un exemple particulierement sensible quant
a ’écart de géométrie engendré par la FEA. La résolution se faisant généralement en dynamique
explicite pour des raisons de robustesse, il est nécessaire de satisfaire la condition de stabilité,
propre aux schémas explicites, qui peut engendrer un pas de temps relativement faible. A cette
discrétisation temporelle exigeante en temps de calcul, il faut rajouter la discrétisation en espace
du modele géométrique initial.

Pour le crash automobile comportant du contact et de I'auto-contact, un écart de géométrie
peut rapidement détériorer la qualité des résultats obtenus. La précision de la solution est
donc garantie par des maillages adaptatifs et localement raffinés. Ces maillages nécessitent
néanmoins un temps de préparation important, la tdche ne pouvant étre automatisée, de
méme qu’'un colit numérique élevé. De plus, le processus de validation d’un modele nu-
mérique nécessite de faire varier certains parameétres, tel que le matériau ou la géométrie,
afin de s’assurer de sa robustesse et de pouvoir mesurer la dispersion des résultats en
fonction des parameétres d’entrée. Il s’agit d’un contexte industriel exigeant, nécessitant un
lien fort entre la conception et ’analyse, qui requiere a la fois précision et faible colit numérique.

L’IGA, introduite pour la premiere fois en 2005 par Hughes et al. [Hughes 2005], permet
d’unifier la conception & I'analyse en utilisant le modele géométrique exact, c’est a dire celui issu
du logiciel de CAD, comme support pour les validations numériques. Dans I’idéal, un module
IGA pourrait étre directement intégré aux logiciels existant en utilisant les mémes fonctions
splines régulieéres, sans introduire de nouvelles fonctions de base qui, en plus de facétiser la géo-
métrie, nécessite un temps de préparation supplémentaire. Dans la pratique, la paramétrisation
des différents domaines (ou patchs) constituant une piéce complexe n’est pas nécessairement
identique entre le modele géométrique et le modele d’analyse ce qui est mis en évidence dans le
premier chapitre.

La méthode isogéométrique fait partie des méthodes de Galerkin et permet d’approcher la
solution d’'un systéme d’équations aux dérivées partielles (PDE) par l'utilisation des fonctions




Mesh-to-geometry loop

CAD geometry

FI1GURE 1.2 — Procédure de validation structurelle en IGA. L’analyse utilise les mémes fonctions
de base que celles définissant la géométrie initiale. Carter d’huile soumis a une pression.

B-splines rationnelles non uniformes (NURBS). Le domaine physique (domaine de calcul) est
défini & partir d’une paramétrisation NURBS et la solution du probléme considéré est construite
avec des espaces NURBS basés sur ce méme domaine. La paramétrisation NURBS utilisée
pour la géométrie sera donc, apres passage dans l'espace physique, utilisée comme espace
d’approximation pour la solution d’un probleme PDE. L'IGA est présentée en détails dans
[Cottrell 2009] ainsi que dans [Bazilevs 2006, Beirdao da Veiga 2014, Hughes 2017, Hughes 2018]
en ce qui concerne le cadre mathématiques. Les fonctions NURBS sont déja utilisées par la
plupart des logiciels de création (conception structurelle mais également artistique) ainsi que les
logiciels de fabrication sous la dénomination freeform surface. Dans la plupart des cas, ce sont
des B-splines ou des NURBS d’ordre trois qui sont utilisées, permettant ainsi d’avoir un chan-
gement de concavité sur la forme souhaitée. Les NURBS sont une généralisation des B-splines
au sens ou elles sont capables de représenter de maniere exacte les coniques mais elles partagent
les mémes propriétés d’approximation requise pour l'analyse. Pour des fonctions d’ordre (ou
degré) p, la régularité entre éléments peut atteindre CP~! la ol les polynomes de Lagrange
sont limités & une régularité C°. La haute régularité de ces fonctions et les propriétés d’ap-
proximation optimale ont fait de 'IGA un candidat de choix en mécanique des structures mais
également en mécanique des fluides [Bazilevs 2012, Hsu 2012, Wang 2017], en mécanique vi-
bratoire [Cottrell 2006, Hughes 2014] ou encore en électromagnétisme [Buffa 2010, Garcia 2019].

Nous proposons d’appliquer la méthode isogéométrique a des pieces complexes issues de
Iindustrie automobile. Une difficulté majeure vient du fait que ces pieces, définies a partir
de fonctions B-splines ou NURBS, sont composées de plusieurs domaines (également appelés
patchs). Chacun de ces patchs posseéde sa propre parametrisation dans ’espace de référence.
Ainsi, il est nécessaire de développer des méthodes de couplage des solutions du probleme
aux PDE considéré applicables sur chaque interface. Un couplage au sens faible permettra
de lier des patchs avec des maillages non conformes et des ordres différents et constitue
donc une méthode plus robuste qu'un couplage fort (ou ponctuel). Une méthode mortier est
proposée dans [Brivadis 2015] avec notamment des espaces duaux d’ordre p, p — 1 ou p — 2
par rapport & un espace primal d’ordre p. En particulier le couplage p/p, avec la création
d’un espace dual optimal, s’est avéré précis et adapté a des géométries académiques. Il est
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néanmoins nécessaire de créer un espace dual & part entiére et de localiser un ensemble de
points singuliers, appelés coins mortiers, afin de garantir I'unicité de la solution. Nous propo-
serons et nous analyserons dans un premier temps une méthode mortier p/p avec un espace
dual simplifié et donc facilement applicable au domaine industriel avec un faible coiit numérique.

Sachant que plus de 90% des piéces issues de lindustrie automobile sont des structures
minces, un modele de coque épaisse est retenu. Ce dernier permettra notamment de prendre en
compte le cisaillement transverse le long de ’épaisseur. L’utilisation d’un tel élément est soumis
au classique verrouillage numérique en membrane et cisaillement. Ce point a été traité en détail
dans [Adam 2015b] en proposant une méthode d’intégration réduite précise et a tres faible cotit
en temps de calcul. L’intégration réduite sera étendue ici au cas multipatch, c’est a dire aux
pieces composées de plusieurs patchs. Pour un probleme monopatch, en notant V' un espace de
Hilbert sur le domaine  C R? constitué d’un unique patch, le probléme classique au sens faible
consiste a trouver u € V tel que

a(u,v) =L(v), Vvev,

avec a(u,v) une forme bilinéaire continue et coercive sur V' et L(v) une forme linéaire continue
sur V, toutes deux dépendantes du probleme considéré. En utilisant la méthode de Galerkin
avec des fonctions B-splines ou NURBS, on définit I’espace discret conforme V;, C V' formé par
des combinaisons linéaires de ces mémes fonctions. Le probléme monopatch discret a résoudre
consiste désormais a trouver uy € Vj, tel que

a(uh,vh) = L(Vh), Vv € Vp.

Pour une géométrie multipatch, le domaine global 2 est formé par I'union de I’ensemble
des patchs tel que Q = |, Q, avec k le numéro du patch considéré. Les formes bilinéaire
a(+,-) et linéaire L(-) seront respectivement remplacées par leurs sommes sur l'ensemble
des patchs >, ar(ug, vi) et > Li(vk). L’espace global brisé et discret Vj, est formé par
I'ensemble des espaces locaux discrets tel que Vj, = []; Vi . Le premier chapitre porte sur le
développement de méthodes multipatchs, avec application de la contrainte d’interface au sens
faible, a visée industrielle sur des coques épaisses linéaires soumises a du verrouillage numérique.

En se limitant & un modele de coque linéaire avec un tenseur des déformations linéarisé,
le cas des transformations finies fréquemment rencontré dans le milieu industriel n’est pas
abordé. Une méthode originale a été proposée dans [Adam 2015a], dans un cadre monopatch, et
consiste en une formulation lagrangienne totale utilisant la normale actualisée grace a 1’algebre
des quaternions. Cette formulation a été obtenue en supposant des variations incrémentales
infinitésimales lors de la résolution par la méthode de Newton-Raphson. Nous développerons
dans le cadre de ce mémoire une méthode originale basée sur une formulation lagrangienne
totale et l'utilisation d’une normale en configuration initiale grace aux formules de rotation
de Rodrigues. Dans ce cas, aucune hypothese sur la valeur des rotations ne sera émise. Afin
de vérifier les résultats obtenus, la premiere méthode a néanmoins été retenue. Le modele de
coque épaisses non linéaire sera validée sur des exemples monopatch et multipatch classiques




dans le second chapitre.

Sachant que le contact est une part importante des essais numériques dans le domaine
automobile, la troisieme partie concernera le développement de méthodes de contact adaptées
a 'IGA. Deux méthodes seront proposées et comparées avec, en particulier, 'utilisation d’un
espace dual pour I'application de la contrainte d’interface défini aux méme points que celui
développé pour le multipatchs. Des validations seront proposées sur des cas multipatchs avec
un modele de coque linéaire et non linéaire. L’IGA devra permettre d’obtenir une solution
précise, en utilisant des grandeurs cinématiques exactes, tout en conservant une robustesse et
un faible colit numérique grace aux méthodes originales développées dans ce mémoire afin de
satisfaire les exigences du milieu industriel.

Le plan du travail est donc le suivant. Apreés avoir succinctement rappelé les notions de
base en isogéométrie, le modeéle de coque, 'intégration numérique et les différentes méthodes
multipatchs seront présentées dans le premier chapitre. La seconde partie du mémoire concer-
nera l’extension du modele de coque au cas non linéaire qui permettra de traiter le cas des
grandes rotations de maniére exacte. Enfin, le dernier chapitre portera sur le développement
de méthodes de contact dans le cadre de lisogéométrie. L’implémentation numérique est
entierement réalisée dans un code a part entiere qui prend en charge la gestion de fichiers IGES
[IGES/PDES Organization 1996] pour I'importation de modeles CAD. Le développement a été
réalisé sous Python avec une syntaxe permettant une compilation a la volée en langage de bas
niveau (librairie Numba [Lam 2015]). Les matrices sont stockées dans un format sparse CSR
grace a la librairie SciPy [Jones 2001]. La résolution de ’ensemble des systémes linéaires se
fera par le solveur Pardiso [Schenk 2001] pour Panalyse structurelle et le Lanczos (issu de la
collection ARPACK [Lehoucq 1998]) pour 'analyse fréquentielle.

Notions essentielles en isogéométrie

Les éléments essentiels et la notation utilisée dans I’approche isogéométrique sont succinctement
présentés. Pour plus de détails sur la méthode, voir le livre de Cottrell et al. [Cottrell 2009] ainsi
que [Piegl 1995] qui traite en détail I'implémentation numérique des fonctions splines et NURBS.

Vecteur noeud

Les fonctions NURBS, issues des fonctions B-splines, sont définies a partir d’un vecteur noeud.
On rappelle qu'un vecteur noeud est un ensemble croissant de réels

== {515 ... 7€n+p+1}7

correspondant & des coordonnées de ’espace paramétrique. Une base de n fonctions B-splines
univariées d’ordre p peut ensuite étre construite. Par simplicité et sans perte de généralité, le
segment paramétrique est choisi unitaire avec I = (0,1). La premiere et derniére valeur de = est
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répété p + 1 fois ce qui correspond & un vecteur noeud dit ouvert. Les vecteurs noeuds ouverts
sont largement utilisés dans la communauté CAD et garantissent que les fonctions de base sont
interpolantes aux extrémités de T.

On définit également le vecteur noeud de partition, i.e. le vecteur Z* correspondant a =
sans aucune répétition des coordonnées paramétriques. En notant m; le nombre de répétitions

(également appelé multiplicité du noeud), on a

B = {G=0,....8 =1}

= unique [ (&7 =0,...,§7 =0, &,...,& ;.. &pr1 =L &nipr1 =1

m1=p+1répétitions maq répétitions mp=p+1répétitions

Les noeuds de partition dans =Z* coupe ’espace paramétrique, sans élément de mesure nulle, et
définissent ainsi un maillage. Si les noeuds sont régulierement espacés, le vecteur noeud associé
est dit uniforme (dans le cas général il est non uniforme). Nous prendrons, pour les chapitres
suivants, uniquement des vecteurs noeuds ouverts et uniformes.

Fonctions B-splines

Les fonctions B-splines sont des courbes polynomiales par morceaux construites a partir de
combinaisons linéaires de fonctions B-splines d’ordre inférieur. On commence donc par construire
les fonctions B-splines univariées constantes par morceaux, i.e. d’ordre p = 0, tel que

1 if & <€ <&,

0 sinon,

NO(€) = Vie[1,n+p], Ve el

Pour p > 0, on utilise la formule récursive de Cox-de Boor afin d’obtenir les fonctions

Ni©) = SN+ S e, vie[in+p—dl, Vo€ [l Vee T,
Sitq — & Sitqr1 — &it1

avec la convention 0/0 = 0. Par simplicité de notation, on utilisera indiféremment & et

£, i.e. sans distinguer les éléments de mesure nulle. Par conséquent, on note SP(Z) =

span {NF (), i =1,...,n} lespace des splines d’ordre p. La base ainsi formée satisfait la pro-

priété de partition de 'unité

De plus, chaque fonction N/ est un polyndome positif par morceaux d’ordre p et a support
compact tel que N > 0 sur le support supp(N?) = [&,...,&4p+1]. En d’autres termes, N?
est non nulle sur p + 1 éléments au maximum et donc un élément contient au maximum p + 1
fonctions non nulles. La régularité entre chaque élément est CP~"™, elle dépend de la multiplicité
m; du noeud considéré. On donne deux relations quant a la multiplicité d’un noeud

E
ij:n—i-p—i—l, et rj=p—mj,
j=1
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FIGURE 1.3 — Base et courbe B-spline pour un vecteur noeud ouvert uniforme Z =

[0,0,0,0.2,0.4,0.6,0.8,0.8,1,1,1] et un ordre p = 2. Gauche : fonctions B-splines. Droite :
courbe B-spline. La répétition du noeud 0.8 entraine une continuité C° entre les deux éléments
adjacents. Le point de contréle est interpolant sur ce noeud.

la premiere nous renseigne sur la taille du vecteur noeud alors que la seconde précise la ré-
gularité atteinte au noeud j. Les dérivées k'™¢ avec k < p, des fonctions B-splines peuvent
naturellement, avec la relation de récursivité précédente, s’exprimer en fonction de B-splines
d’ordres inférieurs tel que

NP® () = oo Z ar NI, Vie[ln], veel,

avec

@p,0 = 1)
Ak—10

Qpo = —— "
Sivp—ht1 — &

Qk1i — Qo] i— )

apj = koL k=L 1, Vi e 1,k —1],
Sitprj—k+1 — Sitj

O = —Ok—1k—1

’ Civpr1 — itk

et par convention, pour les dénominateurs qui s’annulent, la valeur de aj ; est nulle. L’algo-
rithme A2.5 de [Piegl 1995] permet d’implémenter numériquement la dérivation des fonctions
B-splines de maniere robuste et peu onéreuse en temps de calcul.

Afin de construire une courbe B-spline, on considére un ensemble de n points de contrdle
X, ou les degrés de liberté (DOF) sont définis, et un vecteur noeud = pour obtenir

~ YN
=1
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De la méme facon, les objets B-spline multivariés sont construits a partir du produit tensoriel
de fonctions B-splines univariées. Par conséquent, une surface B-spline est décrite a partir de
deux vecteurs noeuds Z et H et un ensemble de n - m points de controle X;; tel que

n m

F(e ) =3 S N OMI)Xy = > Na(6.n)Xa,

i=1j=1 A=1

avec l'indexation linéaire A qui simplifie ’écriture. Naturellement, les objets volumiques sont
obtenus a partir du produit tensoriel de trois fonctions B-splines univariées.
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0 1
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FIGURE 1.4 — Espaces en IGA et fonctions de forme quadratiques pour 1’élément Qc. Gauche :
espace parent, application du schéma de quadrature. Centre : maillage et éléments dans I’espace
paramétrique Q pour un seul patch. Droite : image physique des éléments, et points de contréle
associés, par la transformation F pour des B-splines quadratiques.

Fonctions NURBS

Les fonctions B-splines rationnelles telles que les fonctions NURBS sont de plus en plus
utilisées dans les logiciels de CAD notamment grace a la possibilité de représenter de maniere
exact les sections coniques. Elles ne sont pas seulement caractérisées par les positions des points
de contrdle mais également par des grandeurs scalaires positives appelés poids w4 et sont définies
de la manieére suivante

_ NA(&,T/)'UJA _ NA(faTl)wA
27;1211 NA(fﬂ?)wA W(fﬂ?) '

Une surface NURBS est alors donnée par la transformation

RA(§7 77)

XA Na(§mwaXa R

Les poids sont des données d’entrées choisi au préalable dans le logiciel de CAD et permettent
de représenter la géométrie désirée. Les fonctions B-splines sont un cas particulier des NURBS
pour lesquelles I'ensemble des poids est unitaire, i.e. wq =1 et W(&,n) = 1.




Procédures de raffinement

La méthode isogéométrique possede trois possibilités de raffinement différentes. Il est impor-
tant de préciser que, indépendemment du raffinement choisi, la géométrie initiale est toujours
préservée et aucune approximation supplémentaire n’est introduite quant a la description phy-
sique de l'objet.

Le raffinement-A consiste a insérer un noeud supplémentaire dans le vecteur noeud considéré
afin d’augmenter le nombre d’éléments. En fonction du nombre d’ajout de ce noeud, la régularité
inter-éléments peut étre modifiée. Les deux autres méthodes de raffinement sont basés sur la
non-commutativité des opérateurs de raffinement-h, en nombre d’éléments, et raffinement-p, en
ordre.

Le raffinement-p prévoit d’insérer en premier lieu un nouveau noeud puis d’augmenter 1’ordre
p des fonctions de base. Sachant que 'opérateur p préserve la régularité initiale, nous avons ainsi
augmenter ’ordre des fonctions de base tout en conservant la régularité initiale.

Le raffinement-k, dénommé ainsi dans [Cottrell 2009], consiste & augmenter l'ordre p des
fonctions de de base et d’insérer un nouveau noeud seulement apres. La nouvelle base ainsi for-
mée préserve la continuité inter-éléments des noeuds déja existants et une continuité maximale
CP~1 est obtenue au nouveau noeud inséré.
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FIGURE 1.5 - Raffinement-hpk a partir d'un vecteur noeud ouvert uniforme = =

[0,0,0,0.25,0.5,0.5,0.75,1,1,1] et d’un ordre p = 2. Gauche : raffinement-h avec insertion du
noeud 0.1. Centre : raffinement-p avec insertion du noeud 0.1 puis élévation a 'ordre p = 3.
Droite : raffinement-k avec élévation a ’ordre p = 3 puis insertion du noeud 0.1. Le raffinement-%
permet d’atteindre une régularité maximale sur les noeuds insérés.

Pour I’ensemble des études présentées, seuls les raffinement-h et raffinement-k, dans le cas
ou l'ordre est augmenté a p > 2, sont utilisés. Le raffinement-k permettra d’obtenir une ré-
gularité entre éléments CP~! maximale par rapport au raffinement-p. Les fonctions B-splines
et NURBS permettent donc de décrire une géométrie de maniere exacte, avec une régularité
pouvant atteindre CP~! entre les éléments au contraire des polynomes de Lagrange qui sont
limités & du C°. Cet avantage majeur de la méthode isogéométrique est mis & profit sur des
problemes multipatchs, de formulation d’élément coque non linéaire ainsi que sur le contact.
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Méthodes multipatch pour des
coques épaisses
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2.1 Introduction

L’analyse isogéométrique (IGA) posseéde I'avantage de pouvoir mener 'étape d’analyse sur
la géométrie exacte, issue d’un logiciel de conception assistée par ordinateur (CAD), par I'utili-
sation de fonctions de forme identiques. Par conséquent, ’ensemble des grandeurs cinématiques
peuvent étre évaluées précisément sans introduire d’erreur due a la discrétisation spatiale du
modele.

Les géométries issues d’un logiciel CAD sont, dans la trés grande majorité des cas, composées
de plusieurs domaines, ou patchs en IGA. Les patchs sont dits trimmés s’il n’est pas possible
de les représenter par produit tensoriel des fonctions de base ou non trimmés si au contraire ces
patchs peuvent étre maillés exclusivement par des éléments quadrangulaires. La différence entre
une géométrie trimmée et cette méme géométrie non trimmée est visible sur la Figure 2.1.

L’analyse de structures trimmées [Breitenberger 2015, Guo 2018, Teschemacher 2018] est
récente et peut poser plusieurs difficultés parmi lesquelles l'intégration des éléments ou la
vérification de conditions au sens faible. Dans cette étude, nous considérons exclusivement
des géométries multipatch non trimmées complexes nécessitant un traitement robuste des
conditions de continuité entre domaines. Les structures industrielles de ce type comprennent
généralement une centaine de patchs.
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( () ]
(

FIGURE 2.1 — Exemples de géométries 2D. Gauche : un patch non trimmé. Centre : un patch
trimmé. Droite : cinquante-trois patchs non trimmés.

Ce travail concerne en particulier des pieces industrielles qui peuvent étre représentées par
des structures minces tel que les plaques ou les coques pour lesquelles 'effet du cisaillement
transverse ne peut pas étre négligé. A cet effet, le modele de Reissner-Mindlin est retenu et
les degrés de liberté (DOF) en rotation de la normal seront pris en compte. Un exemple de
géométrie issue du domaine de l'automobile et modélisée par des éléments coques est montré
en Figure 2.2.

FIGURE 2.2 — Modélisation par des éléments coques d’'un encadrement de portiere (138 patchs
et 253 interfaces).

La littérature est particulierement riche en ce qui concerne le couplage de domaines
en IGA pour des plaques et coques minces. Pour des maillages conformes, Kiendl et al.
[Kiendl 2010] proposent d’ajouter une bande de flexion fictive afin de transférer le moment
de flexion et conserver une continuité C° entre les patchs. Une autre méthode pour préserver
une continuité C°/G' consiste a projeter virtuellement les points de controle pour chaque
interface (algorithme d’Oslo [Cohen 1980]) puis d’utiliser une méthode statique condensée ou
une méthode de pénalisation de la contrainte, voir [Lei 2015]. Une formulation basée sur la
méthode de Nitsche est proposée dans [Apostolatos 2014], pour des problémes plans ou des
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Chapitre 2. Méthodes multipatch pour des coques épaisses

problémes en 3D [Nguyen 2014], permettant de conserver I'unicité de la solution au prix de la
résolution d’un systéme aux valeurs propres supplémentaire.

Les méthodes mortier sont reconnues pour étre une alternative intéressante afin
d’assurer les conditions de contact ou de continuité pour des problémes d’interface
[De Lorenzis 2012, Temizer 2012, Kim 2012, Dittmann 2014, Seitz 2016]. Dans ce cas, le
choix d’un espace dual est essentiel. D’un point de vue théorique, ’espace des multiplicateurs
de Lagrange doit satisfaire deux conditions. La premiere est la stabilité inf-sup et la seconde
requiert une bonne approximation de I'espace dual. En notant p 'ordre des fonctions splines
primales, un espace dual d’ordre p/p — 1/p — 2 est proposé par Brivadis et al. [Brivadis 2015].
Nous présenterons ici une méthode mortier simplifiée d’ordre p qui peut étre facilement
appliquée a des géométries industrielles avec un faible colit numérique. Le but de ce chapitre
est d’introduire, analyser et valider la méthode mortier en isogéométrie pour résoudre des
problémes de coques épaisses posés sur des géométries multipatch. Une attention particuliere
sera portée a I'introduction d’une formulation rigoureuse des conditions de couplage, avec un
intérét particulier pour la méthode du lagrangien augmenté, au choix des espaces mortier et a
I’élaboration de regles d’intégration pertinentes.

Ce chapitre est structuré en cinq parties distinctes. La Section 2.2 présente le modele de
coque linéaire de type Reissner-Mindlin. Dans la Section 2.3 le probleme multipatch et un cadre
fonctionnelle et de discrétisation seront donnés. Des résultats de convergence seront détaillés et
adaptés dans la Section 2.4 et les régles d’intégration seront discutées dans 2.5. Dans un dernier
temps, des résultats numériques sont proposés sur des géométries académiques et industrielles
en Section 2.6.

2.2 Modele de coque

2.2.1 Cinématique

On considére une coque de volume V', de surface moyenne () et d’épaisseur constante t.
Soit x4 le vecteur position d'un point matériel ¢ de la coque dans l'espace physique et §, =
(€,1,¢)T son équivalent dans I’espace paramétrique. La coordonnée ¢ (resp. 1) est associée au
vecteur noeud E (resp. H) et ¢ € [—1,1] définit la position transverse d’un point dans ’espace
paramétrique. En d’autres termes, le point p correspondant a &, = ({,n,O)T dans ’espace
paramétrique appartient a la surface moyenne 2. Localement, i.e. pour un patch donné, le
volume de la coque est 'image de ’espace paramétrique par la transformation

X,(€)) = %p(€) + (&) = 3 Ra(€,m)Xoa+ Ln(e.n) (21)
A=1

avec n(&,n) le vecteur normal a la surface moyenne au point x,(&, n). Le champ de déplacement
dans la coque est localement décomposé en un déplacement u,(x,) de la surface moyenne et
une rotation d’angle 6(x),) de la normale

uQ(Sq) = uy(xp) + 26 x n(xp) (2.2)
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2.2. Modeéle de coque

L’expression (2.2) est obtenue en supposant des petites rotations de normale (R(6) — Is)n ~
0 x n avec R la matrice de rotation usuelle. L’extension aux grandes rotations requiert une
paramétrisation non linéaire R(0) de ’ensemble des rotations de l’espace.

2.2.2 Formulation variationnelle

Nous souhaitons prendre en compte le cisaillement transverse. De tels modeles de coque
peuvent étre obtenus & partir d’'un modele tri-dimensionnel (3D) en supposant, comme dans
Pexpression (2.2), que la cinématique est linéaire dans la direction transverse et qu’elle peut
étre caractérisée par deux points de contréle a travers l’épaisseur, voir Figure 2.3. On suppose
un état plan de contraintes tel que o33 = 0 dans la base locale de I’élément. Le modeéle retenu,
présenté dans [Adam 2015b], suit le travail de Benson et al. [Benson 2010, Benson 2011].

d —>
v

FIGURE 2.3 — Construction d’un modele coque surfacique a partir d’un modeéle solide dégénéré.

La formulation variationnelle de ce modeéle de coque a été étudiée en détail dans
[Chapelle 2011], mentionné sous le nom de basic shell model. Nous utilisons ici la méme notation
pour présenter la forme variationnelle correspondante. Dans ce qui suit, les lettres grecques fe-
ront références aux quantités de la surface moyenne avec («, 5, A, ) € {1, 2} alors que les lettres
latines correspondront & celles dans le volume avec (i, j, k,1) € {1,2,3}. On note les quantités
exprimées dans la base covariante par des indices alors qu’un exposant fera référence aux quan-
tités exprimées dans la base contravariante. La base covariante associée a la surface moyenne
a, correspond aux dérivées X ¢ ou X, des positions dans le plan. En notant g, = a, + za3, et
g3 = ag = n les vecteurs covariants 3D, les coordonnées covariantes locales du tenseur métrique
sont gog = ga - g3 OU en base duale gs.

Pour une analyse linéaire, on écrit les composantes du tenseur des déformations associées
au déplacement (2.2) dans la base covariante

1
gij = 5 (8i - Ugj + 85 Ugi).

Avec un matériau linéaire élastique, la loi de Hooke classique exprimée dans la base locale est
o = kalgkla

avec C le tenseur des rigidités élastique défini par le module de Young F et le coefficient de
Poisson v. L’hypothese des contraintes planes nous permet d’éliminer la déformation transverse
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€33 afin de simplifier la relation précédente en

0_045 — Haﬂ)\y€>\ HQ/B)\H — L (ga)\gﬂﬂ + gaﬂgﬂ/\ + 2v gaﬁg)\u)
2 2(1+v) 1-v :
1 avec (2.3)
O'a3 = iGa)\E)\g, Ga)\ _ 2E a\
1+.7 -

En utilisant la loi élastique (2.3), 'action du champ des contraintes associé au déplacement
u sur le champ des déformations associé au déplacement virtuel v prend la forme

/V o(u):e(v)dV = /‘/(Ho‘ﬁ)"”e)\#(u)aag(v) + Gaﬁeag(u)agg(v))dv.

La surface moyenne de la coque (2 est supposée fixe sur la partie I'j de sa frontiere et aucune
rotation de normale n’est autorisée sur une partie possiblement distincte Fg. On définit ensuite
'espace de Sobolev H}(€2) des fonctions test admissibles par

H}(Q) = {v = (vp,9) € H(Q) x H'(Q),v, = 0sur I'4, 9 = 0 sur FZ}, (2.4)

ou v, représente le champ de déplacement virtuel de la membrane et 9 le champ de rotation
virtuelle de la normale. Ainsi, le probleme élastique de coque de type Reissner-Mindlin soumise
a un chargement extérieur se résume a ’équation variationnelle

/U(u):e(v)dV:/ fv.vdv+/fs.vd§z+/ (Vp-gp+9-m,)dl,  (2.5)
Vv Vv Q o0

avec les inconnues du champ de déplacement u € H} () et les fonctions test arbitraires v €
H Cll(Q) Sur I’équation précédente, f, et f; correspondent aux forces volumiques et surfaciques
imposées respectivement dans V' et sur {2 alors que g, et m, sont les tensions latérales et les
moments appliqués sur I' qui doit étre spécifié respectivement sur les parties complémentaires
de I'j et Ffl sur 0€). La preuve de continuité et coercivité de la forme bilinéaire correspondant
au terme de gauche de (2.5) est détaillée dans [Chapelle 2011] de laquelle nous pouvons déduire
Iexistence et l'unicité de la solution. L’analyse du modele de coque, avec en particulier la
continuité et la coercivité de la forme bilinéaire précédente, est donnée sur I’Annexe 2.A et la
formulation pratique de I’élément en coordonnées cartésiennes est précisée sur I’Annexe 2.B.

Remarque 2.1. On peut montrer, voir Annexe 2.A, que la constante de coercivité contient
des termes en O(t) pour les composantes de déformation en membrane et cisaillement (celles
ne variant pas selon 1’épaisseur) et en O(t3) pour les composantes de déformation en flexion
(celles variant linéairement en z). Cette différence d’ordre en épaisseur aboutit a l’obtention
d’un verrouillage numérique que nous traiterons par la suite en utilisant une regle d’intégration
réduite adéquate. |

2.3 Description d’un probléeme multipatch

2.3.1 Définition du domaine global

Nous souhaitons trouver les déplacements d’une coque constituée de plusieurs patchs avec
différentes paramétrisations. On considere a titre d’exemple les deux domaines de la Figure 2.4.
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2.3. Description d’un probléeme multipatch

— I 'y —7TI, -—>loadon) e3> loadinV

’
AL
A7

FIGURE 2.4 — Exemple d’un probléme de coque multipatch avec deux domaines a coller le long
de linterface I';.

Les deux patchs, défini par leurs surfaces moyennes €21 et {2, ont une frontiere commune I';.
Les deux autres frontieres I'y et I'),, correspondent respectivement a des conditions limites de
Dirichlet et de Neumann. Les arétes 0§, avec k = {1,2}, sont au moins C! par morceaux
de sorte a ce que la normale sortante vy de chaque patch puisse étre défini de maniére unique
presque partout. Plus généralement, soit  C R? une surface bornée divisée en K patchs non
chevauchant ;. qui constituent une partition de {2 au sens suivant

K
Q= Uﬁk et leﬂQkQ = () avec kq # ko.
k=1

La surface NURBS du patch € est définie par

n-m

Fy (5777) = Z Ra (5777) Xﬁ)

A=1

en rappelant que X4 € R? sont les coordonnées des points de contrdle. On note My, le maillage
dans l’espace physique, image du maillage M\k dans l'espace paramétrique par Fi. Soit O
et Q des éléments respectivement dans ’espace physique et paramétrique (Figure 1.4). Par
conséquent, on écrit

My ={0 C Q0 =F4(Q),Q € M}
Une interface 7y est définie comme ’intersection fermée entre les frontieres de deux domaines

Yoo =0 NOY avec 1<I<k<K.

L’ensemble de ces interfaces définissent le squelette I's = (., Vw. L’approche maitre-esclave
est retenue afin de définir une hiérarchie entre les domaines constituant une interface. Le coté
esclave s(kl) € {k,l} est a priori arbitraire. On souligne le fait qu’un patch peut étre choisi
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Ql i QQ Q2 Q2
O |02,

91 Q1
9|0 O |09 O

08 0Q5|0Qm

T, Iy Ty

(@) Y = Oty = Oty (D) Yt = Oty () Yir = 001y N Oty 7 Okt

FIGURE 2.5 — Trois cas différents de géométrie d’interface : géométriquement conforme (a),
conformité géométrique esclave (b) et complétement non conforme (c).

comme esclave pour une interface et maitre pour une autre.

Avec les notations précédentes, chaque interface v est définie comme étant l'intersection
d’un coté esclave 08y et d’un coté maitre m Sachant cela, on distingue trois types de
conformités géométriques. Une situation géométriquement conforme correspond au cas ol
est une aréte complete des deux cotés Y = Q1) = Oy, Figure 2.5 (a). La conformité

géométrique esclave, tel que détaillée dans [Brivadis 2015], correspond au cas ou 7y est un bord

entier du c6té esclave Qg = Fyry (QLsirr))s 1-€., Y = 01y tel que montré sur la Figure 2.5
(b). Toutes les autres situations sont représentées sur la Figure 2.5 (c).

2.3.2 Formulation faible du probléme multipatch

On commence par définir le cadre abstrait général tel qu’introduit dans [Ben Belgacem 1999,
Brivadis 2015]. La formulation faible initiale (2.5) est définie sur H}(£2). On divise cet espace
en plusieurs espaces locaux

Vi () = Hy() = {Vk: = ((vp)r, Ox) € HY(Qx) x H (), (Vo)klps = 0, Dklps = 0} :

et on définit les formes locales bilinéaire aj, et linéaire L, par

ar(ug, vi) = /Vl o(uy) : €(vy) dVolg,
ol

Ly(vy) = / (fs)k - Vi dVoly + / (fo)k - vi A, + _ (vp)k - (8p)k + Ok - (my), AL,
Vol Qp I'nNQg

avec Vol le volume de la coque associée a la surface moyenne 2.
On s’intéresse désormais au terme de couplage qui va lier chaque patch de €. Afin de donner
un cadre fonctionnel, on définit I’espace de Sobolev brisé V' = []; V} associé a la norme brisée

VI = D11 V)i oy + 195110 o)
k

Avec une intégration par partie standard, nous allons rappeler que nous avons

HC%(Q) = {{Vk} eV, {Trklvk — Tl"lel},Ykl =0, Vkl}, (26)
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2.3. Description d’un probléeme multipatch

avec Trgv,, la trace de vy, sur « . Dans cet espace on a a(u,v) = >, ar(ug, vg), avec vi
la restriction de v sur €, expression a utiliser dans le probléme variationnel (2.5). On définit
Popérateur de couplage C par

C:V = [[L(wm)?  {va} = {Trivi — Trgvi},,

k>l
de noyau
Ker(C) = {{vi} € V, {Trygvy, — Trgvi},, =0, WKL}, (2.7)
On peut alors introduire les deux problemes suivants.
Probléme monopatch. Trouver {u} € H}() tel que
a(u,v) = L(v), V{v} € H}(Q). (2.8)

Probléme multipatch abstrait. Trouver {u;} € Ker(C) tel que

> ag(ug, vi) = Y Li(vi), V{vi} € Ker(C). (2.9)
P p

Proposition 2.2 (Equivalence monopatch-multipatch). Les formulations (2.8) et (2.9) sont
équivalentes avec
HY(Q) = Ker(C),

sous lidentification v|q = v = ((vp)k, k) O

Preuve. On note D(2) l'espace des fonctions test ¢ régulieres s’annulant au bord. Par définition
de la dérivation au sens des distributions, on a

(Di(v).) = = (v.Dile)) = = [ Dile)-vaQ ¥ € D),
avec la méme construction de dérivée D;(vy) sur .

Soit v € H}(Q) de dérivée D;(v) € L?(2)2, on utilise cette méme construction de dérivée
pour ¢ € D(§) afin d’obtenir

@ Di(v)dQ = —/ v - Di(p) dQ, Ve € D(Q),

Q Qp

et donc la fonction vy = vl € HY(Q)? et Di(vlqg,) € L?(Q4,)? représente la dérivée de vy
sur Q. De plus, par unicité de la trace dans H*(Q2)? on a vy

que {V\Qk} est dans Ker(C) et vérifie D;(v|g, ) N

= vy = v|. , ce qui signifie

Ykl Ykl

= Di(V|Qk)'

Tkl

Réciproquement, en partant de {vi} € Ker(C) et en construisant v sur ) par V|Qk = Vg,
on a

~ [ Dite)-vaa == [ Difg) v
Q % Qi
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Avec une intégration par partie sur €2 on obtient
—Z deQk—Z/ ¢ - Di(vy) ko—/ © - Vi, v}, OQ,

avec 1/}; la i-éme composante de la normale sortante a 92 (& ne pas confondre avec la normale
associée au modele de coque) et D;(vy) € L?(Q)? la dérivée de v, au sens des distributions
sur ;. On développe 'expression précédente sur I’ensemble des interfaces pour obtenir

- Z v dQy = / ¢ - Di(vy) dQ, — Z/ (Vi + viv}) dy.

k>1 7Tkl

Sachant que I/li = —V,i, on peut écrire

(D; Z Ve dQy, = Z/ - Di(vy)dQy, — Z/ (v — vi)vj, dy.
k>17 Tkl
Comme {v;} € Ker(C) et que vl € L?(y)?, l'intégrale Lo oVt (v, — v;) dyg est nulle et
donc I'identité précédente montre que la dérivée D;(v) de v sur € est la fonction de L?(£)?
définie par D;(vlq, ) = Di(v). On peut donc identifier Ker(C) et HJ(Q) et de plus l'identité
D;(vlq, ) = Di(vy) montre que l'on a

= Zak(ukavk)7
k

d’ou I’équivalence entre (2.8) et (2.9). [ ]

On aimerait maintenant écrire le probleme multipatch abstrait (2.9) sous forme dualisée.
Pour ce faire, on rappelle le théoreme de 'image fermée et la définition du complément ortho-
gonal pour deux espaces de Banach quelconques.

Théoréme 2.3 (Image fermée). Soient X et Y deux espaces de Banach et C : D(C) — Y
un opérateur linéaire fermé dont le domaine D(C) est dense dans X. En notant X' le dual
topologique de X, on définit les quatre propositions équivalentes suivantes :

Im(C) est fermée dansY,
Im(CT) est fermée dans X/,

(
(
Im(C) = Ker(CT)J‘ = {y ey, (y,y")=0Vy* € Ker(CT)} ,
(

Im(CT) = Ker(C)* = {x* € X', (x,x") = 0¥x € Ker(O) } .

La preuve est présentée dans [Yosida 1978], en particulier pour D(C) = X, et dans un cadre
plus général dans [Banach 1932]. Si dans notre cas opérateur C était a image fermée, on aurait
équivalence entre les expressions (2.10) et (2.13). On remarque que le probleme (2.9) permet
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2.3. Description d’un probléeme multipatch

d’affirmer que 3, ar (g, Vi) — > L (Vi) est dans Ker(C)+t. Ainsi, I'égalité Ker(C)+ = Im(C7)
nous permettrait d’écrire

Zak uy, Vi +Z< (Akt), > Zak ug, vi) + > (A, C = > Li(vi).

k>l k>l k

Malheureusement, en présence de coins mortiers (présentés par la suite), méme en changeant
de topologie dans la construction de l’espace d’interface, on ne peut pas obtenir au niveau
continue un opérateur de saut C défini séparément interface par interface et d’image fermée
[Braess 1999]. 11 est donc nécessaire de discrétiser le probleme multipatch abstrait (2.9) avant
de le dualiser.

2.3.3 Discrétisation locale

On rappelle que chaque patch est défini par la paramétrisation NURBS Fk qui s’appuie
sur deux vecteurs noeuds Ej = {Ex, Hy} et qui envoie I'espace paramétrique Qk vers 1’espace
physique Q. (Figure 1.4). On utilise les mémes fonctions de forme R4 décrivant la géométrie
pour représenter I’ensemble des déplacements admissibles de la coque afin d’obtenir la relation
(2.2) discrétisée

(€)= 05) + 0 nx) = 3 Raten) (U + G0 xmien)), (19

avec Uy (resp. 04) les vecteurs déplacements (resp. rotations) aux points de controle de co-
ordonnées X 4. Par conséquent, on peut définir 'espace discret des déplacements Vi, C Vi
par

Vk,h = {Vk =V o0 F;l, Vi € RP*x (Ek)2} ,

avec RPk () = RPr(E)@RP*(Hy) I'espace généré par produit tensoriel de ’espace des fonctions
NURBS d’ordre pj défini respectivement sur = et Hy.

On introduit également ’approximation en dimension finie My, = M, de l'espace des
forces d’interfaces ¢ = Vi

Myn C L ().

Pour appliquer la contrainte de coninuité au niveau discret, on définit les formes bilinéaires
continues by; et ci; par

b VXV =R, (ug,vy) / (Trguy — Trggug, Tryg vy — Trggvy) dye, — (2.15)
Ykl

cr s L2(va)® X LAyw)? = R, (Aeu) = [ A ugr doya, (2.16)
Ykl

et on approxime l’espace des déplacements (2.7) par le noyau

Ker(Ch) = {Vk = ((Vp)k,’ﬁk) eV, = HVk’h, Ckl (“klv Try vy — Trklvl) = O,Vukl c Mkl’h,Vkl} .
k
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2.3.4 Probléme discret pénalisé

Il s’agit de I’approche la plus simple & mettre en oeuvre, elle permet notamment de conserver
la taille du systéme a résoudre et peut se résumer a un ajout de raideur sur la structure globale,
voir par exemple [Babuska 1973, Zienkiewicz 2005]. La convergence de la solution est garantie
si le facteur de pénalité augmente avec le niveau de raffinement-h. Dans la pratique, lorsque ce
parametre est trop élevé, le systeme devient mal conditionné d’out I'utilisation d’un parametre de
valeur modérée. Ce dernier point implique qu’une erreur sur la solution existe, indépendamment
du maillage considéré, ce qui en fait une méthode dite variationnellement inconsistante. La forme
bilinéaire (2.15) permet d’écrire le probleme pénalisé discret qui consiste a trouver {uy} € Vj, =
[T Vi, tel que V{vi} € V,

> ap(ug, vi) + Y ambr(ug, vi) = Y Li(vi), (2.17)
p

k k>l

avec oy le facteur de pénalité tel que oy et hy; les longueurs des éléments associées

_BE
e
a l'interface 7. Le choix du facteur de pénalité est critique puisque s’il est trop faible, la
contrainte ne sera pas appliquée, et s’il est trop élevé, il y aura un verrouillage numérique sur

le systéme a résoudre.

2.3.5 Probléme discret dualisé

Avec les notations précédentes, le probleme discret abstrait consiste a trouver {ug} €
Ker(Cyp,) tel que
Zak(uk,vk) = ZLk(Vk)y V{Vk} € Ker(Ch). (2.18)
k k

On remarque que Ker(Cy,) est le noyau de I'application linéaire Cy, : [Tj, Vi, = (ITp>s Myap)
définie par (2.16). Il sera géré par les multiplicateurs de Lagrange [Babuska 1972, Brezzi 1991]
comme ce qui a été développé en IGA dans le contexte de ’élasticité plane [Apostolatos 2014,
Brivadis 2015]. En utilisant le théoréeme de l'image fermée en dimension finie, Im(C}) =
Ker(Cyp,)™* et il existe alors un champ de multiplicateurs A = {Ag} = {(AY, A2} € ([Tpss Mir )
tel que (2.18) peut étre réécrit sous la forme : trouver {u,} € Vi, = [, Vi et {Au} € My, =
[11>1 My p tel que

> ar(ae, vie) + > o (At Trigvie — Trigve) = > Le(vi),  V{vi} € Vi,
k k>l k

> ert (g, Trggag — Trygwy) = 0, V{n}t € Mp.
k>l

(2.19)

Pour des maillages non conformes a une interface, cette formulation est parfois appelée mé-
thode mortier [Ben Belgacem 1997]. La formulation dualisée (2.19) est un probleme de point-
selle. La coercivité de la forme bilinéaire correspondante n’est plus assurée. Par conséquent,
le choix d'un espace dual approprié est essentiel afin de préserver 1'unicité de la solution
[Ben Belgacem 1999, Brivadis 2015, Fritz 2004]. La théorie mortier classique requiert la satisfac-
tion de deux hypotheses majeures qui seront détaillées par la suite. La premiére est la condition
inf-sup, parfois appelée L.B.B. (Ladyzenskaja-Babuska-Brezzi [Brezzi 1974, Bathe 2001]), alors
que la seconde concerne ’ordre d’approximation de I'espace dual choisi.
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2.3.6 Probleme discret augmenté

Une formulation lagrangienne augmenté, parfois appelée méthode mixte ou hybride, in-
troduit un terme primal supplémentaire dans (2.19) qui renforce localement la contrainte de
continuité, voir [Glowinski 1989, Le Tallec 1995], amenant une robustesse supplémentaire a la
fois au niveau de I’approximation et d’un point de vue algorithmique. Cette méthode est la com-
binaison de ’approche pénalisée et du probléme dualisé précédent. En conservant la notation
ay; pour le facteur de pénalité associé & l'interface ~y;, on peut désormais écrire le probléeme
pénalisé dualisé discret qui consiste a trouver {u;} € Vi =1 Vir et {Au} € My = T1ps; M
tel que

> ap(ae, vie) + > ap b (g, vie) + > ek (Akt, Trggvie — Trgvy) = Y Li(vi),  V{vi} € Vi,
k k>l k>l k

chl ([,l,k,l,TI‘kluk — Trklul) =0, V{Nm} € Mjy,.
k>1
Pour cette forme augmentée, le choix du facteur de pénalité n’est pas aussi important que
dans ’approche purement pénalisée en Section 2.3.4 écrite sans les multiplicateurs de Lagrange.
Les matrices de couplage ainsi que le systeme linéaire a résoudre, en prenant ’exemple de la
Figure 2.4, sont détaillées sur I’Annexe 2.C pour les trois méthodes précédentes.

2.4 Analyse de convergence

2.4.1 Hypothéses géométriques

Pour l'analyse & venir, nous reprenons les mémes hypothéses que [Brivadis 2015] concer-
nant la régularité de la transformation Fj permettant de passer de l'espace paramétrique a
I’espace physique. On utilisera le méme ordre p; des fonctions de forme selon les deux directions
paramétrique et on suppose que

Hypothése 2.4 (Transformation physique Fj). L’application Fj, sur chaque patch k est régu-
liere, avec son inverse F,;l bien défini, et dérivable par morceaux a n’importe quel ordre avec
des dérivées bornées. |

Avec la notation hq = diam(Q) et ho = diam(O) désignant respectivement les longueurs
caractéristiques du maillage dans I’espace paramétrique et physique, ’'Hypothese 2.4 affirme
que pour chaque patch hq ~ ho. On définit hy, la taille caractéristique du maillage associée au
patch k, par

h; = max {hQ, Qe M\k} ~ max {ho, Oe ./\/lk}

Nous limiterons aussi notre analyse au cas des maillages quasi-uniformes.

Hypothése 2.5 (Maillage quasi-uniforme, Hypothese 2 dans [Brivadis 2015]). On consideére le
maillage formé par les noeuds de partition de = = {&1,...,&pt1} €t H = {m, .., Dmip+1}
Alors il existe une constante Cp ), > 1 tel que tous les éléments h} = & =& et h? =M — 1
du patch satisfont

Coh < 70 < Cow, Vi, Vi, ¥(6.6') € {1,2). -
J
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Chapitre 2. Méthodes multipatch pour des coques épaisses

L’Hypothese simplificatrice 2.5, écartant les maillages biaisés ou a gradient de taille, permet
de considérer que la taille caractéristique hy est quasi-uniforme selon les éléments et les deux
directions paramétrique £ et n. Sous I’Hypothese 2.5, impliquant un maillage globalement quasi-
uniforme, il est classiquement reconnu que les NURBS présentent des propriétés d’approximation
optimale tel que montré dans [Bazilevs 2006].

Lemme 2.6 (Approximation NURBS optimale). On considére un maillage quasi-uniforme et
les entiers v et s tel que 0 < r < s < pp + 1. On note Cgpape une constante dépendante
de pi, Cor, Fi et des poids wa utilisés dans la construction des fonctions NURBS. Alors,
Vi = ((Vp)k, Ok) € H(Q)?, on peut définir une approzimation locale vy, € Vi, tel que

HVk - Vk,hHHT(Q;C)2 < Cshapehz_rHVk”Hs(Qk)Q’

avec [[VEl 3,02 = I1(V)kl ey + 19Kl 130y ”

2.4.2 Hypotheses sur ’espace dual

Le but de cette section est de passer brievement en revue ’analyse de convergence per-
mettant de justifier les choix spécifiques des espaces mortier et de les adapter au contexte des
coques épaisses multipatch en isogéométrie. Les résultats de convergence de la méthode mor-
tier ont été présenté dans [Ben Belgacem 1997, Ben Belgacem 1999, Braess 1998, Braess 1999,
Wohlmuth 1999, Wohlmuth 2000]. Le choix d’une stratégie d’approximation non conforme im-
pose de décomposer l'erreur sur la solution discreéte de (2.19) en une erreur d’approximation et
une erreur de consistance. Une difficulté technique se pose car les traces des solutions pour des
interfaces adjacentes ne sont pas indépendantes d’un patch a 'autre alors que notre stratégie de
discrétisation divise la contrainte de continuité en des conditions de continuité écrites au sens
faible, locales et indépendantes. Pour surmonter cette difficulté, on introduit I’espace réduit
Wi n de I'espace des traces du coté esclave Vi j sur 7y, s’annulant aux bords de I'interface

Wiin = TreVyery,n N H&,{)2('7kl)2

sur lequel nous devons vérifier la condition inf-sup locale [Malkus 1981], [Brivadis 2015,
Hypothese 4]. Dans ce contexte, 'analyse de coque multipatch en isogéométrie présente deux
difficultés supplémentaires : la complexité de la forme variationnelle comprenant des degrés
de liberté en rotation et le caractere non interpolant des fonctions de forme NURBS aux
points singuliers. Cette derniére difficulté a déja été rencontrée par [Brivadis 2015] et requiert
d’utiliser une norme L? pondérée sur l'interface comme dans [Braess 1999].

En notant C' une constante indépendante de la taile du maillage, mais pouvant dépendre de
Pordre d’approximation pg, on introduit nos trois principales hypotheses a vérifier par la suite
pour chaque choix spécifique de 'espace des traces. La premiére est la condition de stabilité
inf-sup standard

Hypothése 2.7 (Stabilité inf-sup locale). Pour tout [ < ke {1,..., K} et Vu; € My, on a

Wi g dVi

sup ki

> Ol 22 ()2 -
Wi EWgin ||WkHL2(’Ykz)2 (k1)
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Cette condition assure la continuité L? de I'opérateur de projection orthogonale IIy; p de
My, sur Wy, défini comme le point le plus proche Iy ,(v) € Wiy p, tel que

/ g p X (V) Ay =/ B pV Ak, Yy € Min, Ty p(V) € Wi
YEl Yil

Lemme 2.8 (Stabilité L? de I'opérateur de projection a I'interface [Braess 1999]). Sous I’Hy-
pothése 2.7, nous avons

1
||Hkl,h(v)”[/2(’ykl)2 S 5 ||VHL2("{M)27 \V/V E L2(7kl)2' D

Preuve. On note (-,-) et || - || le produit scalaire dans L? et la norme sur I'interface vg. La
projection w = Il 5 (V) est définie par

min |[W —v||> sous la contrainte (W, p) = (v, ),V € M.

we

Il s’agit d’un probléme de minimisation coercive sur un sous-espace fermé de W et qui, par
conséquent, possede une solution unique. Pour montrer que 1’espace

Wy = {W ew, (VAV7H’) = (V7N)7 V/*l’ € M}
n’est pas vide, il suffit de remarquer que 1’'on a
Wy =B~ (ITy(v))

ot ITj;(v) dénote la projection L? orthogonale sur M et ot B est I’application de W vers M’
définie par
(Bw, p) = (w,p), Ype M.

D’apres la condition inf-sup, I'image de B est d’orthogonal nul, donc B est surjectif car on est
ici en dimension finie, donc Wy n’est pas vide. Les conditions d’optimalité d’Euler-Lagrange
correspondantes sont

(W—v,W)+ (W,A) =0, VWwelW,weW,

(w, ) = (v, ), Yu e M, € M.

Sous I’'Hypothése 2.7 concernant la stabilité inf-sup, il existe un vecteur w) € W tel que
(Wx, A) > Cllwy[[|A]l- En utilisant ce vecteur en tant que fonction test dans la premieére égalité
on a
[WAlIAT € 5 (wa ) = 5 (w = v, wa) < w = v][[wy]|
—Cc C ’ - C

c’est-a-dire apres division
Al < *1 [w — ||
w — V]|.
C

En insérant ce résultat dans la premiere égalité écrite avec w = w et dans la seconde égalité
écrite avec pu = A, on obtient

Iw=v[?* = —(w=v,v)=(W,X) = =(w=v,v)=(v,2) < [|v[|(Jw=v][+]]}) < (%H)HVIIIIW—VH

d’ou, apres division, ||[w — v|| est borné par ||v| ce qui implique le résultat attendu suite a
I’application de I'inégalité triangulaire. |
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Chapitre 2. Méthodes multipatch pour des coques épaisses

L’hypothese suivante assure que les forces d’interfaces peuvent étre approximées de ma-
niere optimale avec notre choix d’espace pour les multiplicateurs de Lagrange aux interfaces
[Brivadis 2015, Assumption 5].

Hypothése 2.9 (Approximation d’interface optimale). Pour tout | < k € {1,..., K}, il existe
un ordre d’approximation n(kl) tel que VA = (A%, A%) € H"*D (~,)2 on a

. kl
inf (A = gl 22 < COE I prae) (g2
P €My n
2 _ 2 0112
avec H)‘HHnw)(%l)Q = ||>‘uHHn(k1)(7kl) +[|A Hchz)(%l)' u

La derniére hypothese garantie que la condition de continuité au sens faible implique la
continuité forte des mouvements de corps rigide. Elle est satisfaite, par exemple, dés que My, p,
contient des fonctions linéaires ou des fonctions bulle régulieres positives.

Hypothése 2.10 (Espace dual grossier pour les mouvements de corps rigide). Pour toute
interface vy, I < k € {1,..., K}, il existe un sous-ensemble My o C My, indépendant de hy,
tel que si vy et v; sont des mouvements de corps rigide respectivement sur €2 et €); satisfaisant

B (Vie = vi) dy = 0, Yy € My,
Ykl

alors vy = v sur . |

2.4.3 Résultats de convergence
2.4.3.1 Equivalence des normes

Dans cette partie, notre but est de prouver ’équivalence entre la norme de I’énergie et la
norme brisée de H' sur

Ker(Co) = {vi. = (vp)r, Ux) € V, cr (Bpys Trigvi — Trgavi) = 0, Yy € My o, VEl} .

Proposition 2.11. Sous [’Hypothése 2.10 et si les conditions limites globales sont telles qu’il
n’existe pas de mouvements de corps rigides globaux non nuls sur Hé(Q), la norme de I’énergie
est équivalente d la norme brisée de H' sur Ker(Cy)

a(v,v) =Y an(vi, vi) 2 [[VI[E = Y IIVilln o, ), Vv € Ker(CY),
k k

la constante d’équivalence étant dépendante de l’épaisseur. O

Preuve. La preuve est adaptée de la preuve par contradiction dans [Chapelle 2011]. Elle est
donnée afin d’illustrer le role de I’espace dual grossier. Si I’équivalence était fausse, il existerait
une suite (v?) dans Ker(C?) tel que

S an(vivi) - 0
k

— ,
— 00

Y IVEIn e = 1.
P
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2.4. Analyse de convergence

Avec la seconde condition, il existerait une sous-suite toujours notée(v}) qui convergerait au
sens faible dans H'(;)? et donc au sens fort dans L?(€2;)2. La convergence vers zéro en norme
de I'énergie et la propriété d’ellipticité H' locale permettent d’écrire

ap(Ve, Vi) + |\Vk||%2(gk)2 > C||Vk\|12ql(9k)2,

prouvé dans [Chapelle 2011, Proposition 4.3.2], la sous-suite est également une suite de Cauchy
pour la norme H'® brisée. Par conséquent, la sous-suite (v) converge vers v>° dans Ker(CY) et

Zak(voo,voo) =0,
k

DIV e = L
k

La limite v®° est donc un mouvement de corps rigide local, continu aux interfaces sous I’'Hypo-

par construction on a

these 2.10. Par conséquent il s’agit d’'un mouvement de corps rigide global dans H é(Q), il doit
donc étre nul, ce qui est en contradiction avec nos affirmations. On souligne que cette preuve ne
renseigne aucun indice sur la fagon dont la constante d’équivalence varie en fonction du nombre
de domaines, leurs tailles ou leurs formes. |

2.4.3.2 Erreur de consistance

Proposition 2.12 (Résultat de consistance). Sous I’Hypothése 2.9, toute solution u de (2.5)
appartenant a H™(Q)? avec 1/2 < r < ming(n(kl) + 1/2) satisfait

a u7v —L A%
Sup ’ ( h) ( h)| <C\/Zh2r||uk||H7‘+1 Qk) ‘:‘

vipEKer(Cy) ||Vh| |V

Preuve. Il s’agit d’'une simple adaptation de [Ben Belgacem 1999] & une formulation varia-
tionnelle d’un probléme de coque épaisse. Soit v la normale sortante a la frontiére 9€), a ne
pas confondre avec la normale associée au modele de coque. Soit P la projection sur la surface
moyenne §2, |‘ Ia ‘| le ratio entre I'aire d’un élément d.S de ’espace tangent a la distance z de la
surface moyenne et son aire da projetée sur la surface moyenne, IN et M sont les tensions et

moments généralisés définis par
t/2 d t/2 d
N = P .o Pt‘S| dz, M = / Pt|S’dz
—t/2 |dal a2 |dal

et q et r correspondent respectivement aux vecteurs des efforts de cisaillement du premier et
second ordre tel que

t/2 t/2
= / |dS| dz, r= / ZO - n@ dz.
t/2 ]da\ —t/2 |dal

Sous ’hypothese des contraintes planes, ces vecteurs n’ont pas de composante selon g3 = n. On
a donc

t/2 ds
/ | ‘dz—N+n®q+q®n
—t/? \da|
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et

t/2 \dS]
/ zZ0 - dz=M+n®r-+rQn.
~t/2 |dal

Par construction du champ de déplacement (vq)r = ((vp)r + 289, X n)(x,) dont le gradient
est

0
g((vp)k‘f‘Z'ﬂan)P"—ﬁkxn@n
P

la forme variationnelle locale se note

ag(u,vg) = /VOlk o(u) : €(vy)dVoly

t/2
= / / |dS‘ddek

Qg t/2 ‘d ‘
_ . O(vp)k .
= (N+n®q): ———+(M+n®r):
Qp 8XP

V(Vq)k: =

8(19k X n)

8Xp +q- ('19k X n)) dQy

_ —/Qk<(din(N+n®q) _ N g):p) (v A

—/ n x (divg(M +n®r) —q) '19k> dQy
Q

+ - ((N-I/k—i—nq'l/k)-(vp)k—i—(nxM‘Vk)-i‘}k> doQ2.
,

La présence de la seconde forme caractéristique de la surface @ apres la divergence dans

I’expression précédente correspond a la contribution de la Variatlon Spatiale de la fonction test
pour une composante normale fixée (v,) - n.

Sachant que la solution u; € H"™!(Q)? satisfait I’équation d’équilibre locale, les deux
intégrales sur () s’annulent pour toute fonction test (v, ) de H' () x H'(Q) et nous avons
donc

ar(u,vp) — L(vp) = Z/ Ak - Vien v,

1 YKL

avec la notation Ay, = {IN -vy +nq-vg,nx M -v}. Ainsi, aprés sommation sur les différents
patchs, on obtient
a(u,vp) => (Vi = Vi) dva-
k>l W
Par construction de vy, = {(vp)n, 9} € Ker(Cp), les sauts des déplacements aux interfaces
sont orthogonaux aux espaces duaux d’interface et, ainsi, en introduisant successivement la
projection L2 My p de Ag sur My, et un élément arbitraire fiy; , dans My p, on obtient

a(u,vi) = L(vi) => [ (M = tgn) - Ven — Vin — B p) dVe-
k>1Y Tkl
Sous I'Hypothese 2.9, nous avons d’une part (en supposant que k est le coté esclave de

l'interface kl)

Xk = mernllzepz = b (A= B pllz2 )2 < ChRll Al s ()2 < CRElkl[gstsr2 (0,2
By n €EMpi,n
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pour tout 0 < s < n(kl) et d’autre part

inf Vih — Vih — [ 2 2 < inf Vi — [ 2 2
By, n €M n i ot L MkhhHL (wa)® = By n €EMEp I kb uklvhHL (V1)
+ inf vy — [
By €My || L Hkl’h|‘L2(’Ykl)2
= Cm(‘|vk7h|‘H1/2(7kl)2 + ||Vl7hHH1/2(fy,€l)2)-

Au final, nous obtenons aprés sommation et en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz

a(u,vy) — L(vp) < ZCh [allgr+1p2 ([[Vepll a2 + Vel @,)2)
< \/z Bl By ¢Z Mkl 0,2
avec 1/2 < r < ming(n(kl) + 1/2). [ |

2.4.3.3 Erreur d’approximation

Soit I, = {I; 5} approximation optimale utilisée dans le Lemme 2.6. Soit Ej;p, : Wi p —
Vi(k1),n extension triviale obtenue en prenant une valeur nulle sur chaque point de controle du
patch esclave qui n’est pas sur 7. En s’inspirant de [Ben Belgacem 1999] et avec la notation
de [Melenk 2012], on introduit le projecteur local Py, défini par

P,: HY(Q)? — Ker(Ch)

v = Li(v) =Y Epp oMy, Ih(v))].
[

Le projecteur local Il ; permet de déplacer tous les sauts aux interfaces en dehors des
points singuliers et donc d’effectuer une correction locale sur chaque interface. Sachant que
IT;; 5, est orthogonal & My, 5, on observe que cette projection est bien dans Ker(Cj) sachant
que l'on a

/ Mg p [Pr(V)] dvg = / B In(V)] = g p X [Tn (V)] dyig
Ykl Ykl

- / i ()] = [, o = 0.

Nous obtenons alors le résultat d’approximation suivant.

Proposition 2.13 (Résultat d’approximation). Sous I’Hypothése 2.7 de 2.9 et si la taille
du maillage est uniforme entre les patchs adjacents, toute solution u de (2.5) appartenant a
H™ ()% avec 1/2 < r < ming g (pg, n(kl) + 1/2) satisfait

inf u—v <C h2r ull2, -
vpEKer(Cp) || h||V \/; || HH +1(Q,)2"
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Preuve. Par construction de Pp(u) € Ker(Cp), on a

IN

inf [[u—wullv [[u—Pp(u)lv,

vrEKer(Cy)

IA

[u =Ty + D [[Bazp 0 iy g [Tn(w)] ||y
k>l

Le dernier terme de l’inégalité précédente peut étre estimé de maniere semblable a
[Braess 1999, Melenk 2012]. On propose l'estimation de Hpkl,h o Iy p [In(0)] |[rm1(0y)2 avec
Ej; n, Uextension triviale d'un élément de Wy ;. On note Q et Q les éléments finis quadran-
gulaires respectivement dans l’espace parent et physique. Sachant que toutes les normes sont
équivalentes sur élément de référence Q, on a

[V Egn 0 Ty [Tn(1)] » < Oy p [In(u)]

2 2
122 122 (05,02

avec qy; Uinterface kl transportée dans I'espace parent. Apreés changement de variable, sachant
1= ~
VEu = FVEkl’h et dQ = h% dQ, on écrit
k
- ) )
HVEkl,h o Iy [Ih(u)] HLz(Q)z = HVEkl,h oIy p [Ih(u)} HL2(Q)27
ce qui amene

I VEkin 0 Ty [Tn(u)] [172(q)2

IN

C|[Myy p, [Th(0)] ||i2(aQrﬁkz)2

IN

C
h—k [Tk p, [T (w)] | ’%2(8(20%1)2 )

Aprés sommation et en utilisant la continuité L? du projecteur Il (Lemme 2.8), cela
donne

C
[[Egrn o Mg Tn(@)] |[m1(,)2 < \/TTCH [Ln (W] [ 22 (y)2

C
< ﬁ|! [u —Tn ()] [|22 (42

C
< = (e = Tl + lho = Ta() 2o, 2)-

On peut alors conclure par un argument d’échelle classique en FEA, bien qu’il puisse exister
une preuve plus précise pour des splines. Comme dans [Braess 1999], on s’intéresse a l'erreur
d’approximation d’un élément v¢ du maillage de 7. Par construction, une fois revenu dans
I’espace paramétrique du patch &k correctement déformé tel que 'image 4 de ~¢ soit de longueur
unitaire, la transformation I (V) — ¥ utilisée dans le Lemme 2.6 est continue de L2(Q) vers
L?(%) et donc de H ”H(Q) sur L2(%), ot @ est un domaine indépendant avec un maillage fixe
correspondant a 'union de tous les éléments du maillage dans I'espace paramétrique qui sont
utilisés pour la construction de ih(V). On observe également que 'approximation est exacte
pour des polyndomes de degré r sur Q

1,(4) —a =0,vq € P"(Q).
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2.4. Analyse de convergence

Par continuité de la transformation, il existe une constante indépendante du maillage tel que

1,(%) = ¥llz2s) = 1 Th(¥ — @) — (¥ —@)|l25y < inf
*) *) 4P (Q)

< CW‘[{rH(Q)a Ve e H™H(Q).

“A’ - qH[{v-H(Q)

En revenant & I'espace physique, avec la régularité de Fy, la norme de L2(v¢) évolue en v/hy
alors que la semi-norme de H"™1(Q) évolue en h; ", on obtient

l[vi — Ih(vk)H%?('ye)? < CthHl Z ‘V’?P“(Q)?'
QCQR*

Par sommation, et sachant qu'un élément () donné ne sera concerné qu'un O(p) nombre de fois
pour construire ’espace local d’approximation sur les segments ¢, on écrit

Vi =T (villlToe < D IIve = (Vi) |[72(ep2

e
Chzr-‘rl Z Z ’V|%IT+1(Q)2
€ QCQ*

2r+41 2
Chk |V’HT+1(QkJ)2.

IN

IN

En utilisant cette inégalité dans ’estimation précédente on obtient

C /ri1)2 r1/2
[ Bkth 0 Wit 0 (W)] 10,02 < —= (2 lasl i 2 + by 2l e oy 2)

Vhi

qui, combinée au Lemme 2.6, ameéne le résultat attendu. |

2.4.3.4 Résultat de convergence

Nous pouvons maintenant estimer ’erreur entre la solution continue et discrete du probléme
multipatch en utilisant ’approche de [Brivadis 2015, Théoréme 6].

Théoréme 2.14 (Résultat de convergence). Sous [’Hypothése 2.4 et 2.10 et si la taille du
maillage est uniforme entre les patchs adjacents, 'erreur entre la solution u de (2.5) et la
solution discréte uy, € Ker(Cyp) de (2.19) est bornée par

lu = wsl[f <O A |7 g2
K

avec HUH%TH(Qk)z = HupH%]r+1(Qk) + HOH%TH(QM -

Preuve. La preuve consiste a appliquer directement le second lemme de Strang. Avec I’équiva-
lence entre la norme de ’énergie et la norme brisée V', nous obtenons

la(u, wp) — L(wp)|

lu—wlly <Ci | inf  Ju—wplly+ sup

viE€Ker(Cp) wp €Ker(Cp) [[whlv ’

et le résultat attendu est obtenu avec le résultat de consistance de la Proposition 2.12 et le
résultat d’approximation de la Proposition 2.13. |
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--- elements — I's — 01y A X 0 Oy NTg @ Oy N O

FIGURE 2.6 — Espace dual quadratique pour un probleme constitué de quatre patchs ayant les
bords extérieurs encastrés. Les noeuds duaux sont construits coté esclave (€21 pour 21, Q2 pour
42, Q23 pour 31 et €4 pour y43). Avant correction, quatre noeuds duaux sont présents au centre.

2.4.4 Construction de I’espace dual

Le choix le plus simple et naturel consiste a utiliser les mémes fonctions de base sur chaque
interface vy, pour les variables primales (coté esclave) et duales (couplage p/p). Mais de part
la présence de points singuliers, la condition de stabilité 2.7 est violée a cause d’un exces local
de variables duales en ces points (voir Figure 2.6). De plus, le probleme de coins mortiers est
particulierement difficile en isogéométrie pour des situations de non-conformité géométrique,
sachant que 'IGA n’est pas interpolante aux points de controle intérieurs, et donc la valeur du
déplacement aux coins mortiers n’est pas forcément définie de maniere unique.

Deux solutions sont envisageables pour surmonter cette difficulté [Ben Belgacem 1997]. La
premiere est de grossir le maillage de ’espace dual prés des points singuliers. La seconde mé-
thode, valable pour des situations de conformité géométrique esclave, est de réduire locale-
ment Pordre d’approximation des éléments finis duaux qui sont adjacents aux points singuliers
tel que mis en place dans [Brivadis 2015] pour des probléemes 3D. Cette diminution locale de
la dimension de l’espace dual nécessite d’utiliser une base B-spline modifiée Nl-p donnée par
[Brivadis 2015]

NP(&) + aiNV(€), Vie{2,...,p+1},
§) = { NP (€), Vie{p+2,....n—p—1},
NP(&) + BiNE(E), Vie{n—p,...,n—1},

—~
e

pour laquelle les coefficients «; et 3; sont construits afin d’obtenir un ordre d’approximation
p — 1 et la partition de 'unité autour des points singuliers. Pour des maillages quasi-uniformes
(Hypothese 2.5), ces coefficients sont bornés et il est possible de montrer que I'hypotheése inf-sup
2.7 et la condition d’approximation 2.9 sont vérifiées dans ce cas [Brivadis 2015].
L’identification des élements adjacents aux points singuliers et la construction des coefficients
a et B peut néanmoins étre fastidieuse en pratique tel qu’illustré dans la Section 2.6.6 sur
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un exemple typique. Par conséquent, nous proposons une variante plus simple adaptée aux
géométries complexes rencontrées dans 'industrie, pour laquelle nous supprimons simplement
tous les degrés de liberté duaux aux coins du patch esclave (Figure 2.7)

MIiCIlld — {W e Trklvs(kl),h7wA =0, a tous les coins A € Qs(kl)} .

L0 0.75 15
0.8 0.60 11
- N -
06 045 R
! I I
Z 04 = 0.30 03
0.2 0.15 ~0.1
0.0 0.00 05
0.0(3) 02(x1) 04(x1) 0.6(x1) 08(x1) L0(x3) 0.0(x3) 02(x1) 04(x1) 06(xl) 08(x1) 1.0(x3) 0.0(x3) 0.2(x1) 04(x1) 0.6(x1) 0.8(x1) 1.0(x3)
3 13 3

FIGURE 2.7 — Comparaison des bases pour l’espace dual. Gauche : originale. Centre : simpli-
fice M = span;eqa ,—1] {V7 (€)}. Droite : optimale M°P* = span;cp, ,,_1j {Nf’(g)} Eléments
quadratiques p = 2 avec sept fonctions de forme n = 7. Pour la variante simplifiée, les mul-
tiplicateurs sont nuls aux points singuliers, ce qui simplifie la vérification du inf-sup au prix
d’une perte de précision sur les multiplicateurs d’interface. Cette dégradation sera atténuée en
choisissant le lagrangien augmenté.

Pour la situation de conformité géométrique esclave, out nous avons M, ;;l“,ll = Wiin, ce choix
trivial satisfait 'hypothese inf-sup 2.7 au prix d’une perte d’optimalité dans 'approximation
des multiplicateurs de Lagrange, tel que précisé ci-dessous.

Proposition 2.15. Pour des partitions respectant la conformité géométrique esclave, le choix
trivial M,ljl“}l = Wi satisfait

/ Wi by A Vg
Ykl

inf sup =1, (2.20)
HklEM;iJlld W EWki "WkHB(W)?"Nkl”ﬂ(m)?
. 1/2
inf A = ppllr2y0)2 < Chil A2 + Chy* Al 1y p2- O
ukLGM;Jl"h

Preuve. Par construction, on a Wy, = M, }jll% Par conséquent, en prenant Triywy = p;,;, nous
obtenons (2.20) avec la constante unitaire C' = 1. Pour la seconde ligne, sans perte de généralité,
on prend vg; = (0, 1) et on introduit

ty = Ta(X) = A(O)NT = A(1)N7

oi1 74 () est I'opérateur d’interpolation de H'(0,1)? vers M(i(r)‘”}) p = sPan;cpy 7 {V)}. On obtient
par I'inégalité triangulaire

A = prllr2 0,2 < 1A = ra(Mlle2,n2 + IMO) - [INT 22002 + IO [INFl 22(1-p,1)2-
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Chapitre 2. Méthodes multipatch pour des coques épaisses

Pour un domaine 1D, nous avons classiquement

1A = raMlz2 0,02 < CAIIV L2012,
max [A(z)| < Cl|A||g1(0,1)2

z€[0,1]
NP1 22 1yminy = PINT (120,10,

ce qui amene le résultat attendu. |

2.5 Intégration réduite et stabilité

2.5.1 Reconstruction des normales

Les déplacements dans (2.2) sont décrits en utilisant une normale exacte n définie par

Xe XXy
n(,n) = —"—"",
[Ix,e X xp][2
avec X¢ et x, les vecteurs covariants locaux. Les dérivées Ven = {n’f n, 0} vont donc

nécessiter les dérivées seconde de la géométrie, i.e. les dérivées secondes des NURBS, ce qui peut
étre incompatible avec 1'utilisation d’une intégration réduite. C’est pourquoi nous proposons
d’utiliser dans (2.2) une construction des normales & partir de 'interpolation

n(g,n) ~ Z Ra(& mna, (2:21)
A=1

utilisant les normales ny construites en des points de collocation donnés. Une difficulté inhé-
rente a 'IGA vient du fait que les points de contrble ne sont pas nécessairement interpolants
et, par conséquent, ne sont pas forcément situés sur la surface de la coque. Ainsi, nous devons
choisir judicieusement les points de collocation pour cette construction. Comme détaillé dans
[Adam 2015b], T'utilisation de la projection orthogonale des points de controle sur la surface
moyenne ou l'utilisation de normales uniformément réparties dans ’espace paramétrique pré-
sente respectivement un colit numérique élevé et un manque de précision. En se basant sur
lanalyse de [Adam 2015b, Section 3.4], notre choix se porte sur des normales de contrdle ny
définies aux abscisses de Gréville [Farin 1997]

_ 12
£ = EZ@M, Yk € [1,n].
=1

Ces abscisses correspondent au maximum des fonctions de base comme montré sur la Figure
2.8. En utilisant ces points de collocation, les normales de (2.21) sont construites par

Z R( x(€a) X Xn(€a) Z Ra(€)n(€y) = nff Ra(&)ny. (2.22)
Hxs(EA) xx, €Dl 12 =

h
7"7

dérivées premieéres de R4 (&, n), ce qui rend la normale compatible avec l'intégration réduite tout
en diminuant le cott numérique [Adam 2015b].

Avec cette derniere expression, les dérivées Vgnh = [nhg n 0} requiert uniquement les
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1.0 1.01
0.8 0.8
2 @
Z06 Z 0.6
I I
> 04 > 0.41
}»: 5L
02 0.21
0.0 0.0
& & & 3 ¢ & & 025 & 05 & 075 & &
3 3

FIGURE 2.8 — Abscisses de Gréville repérées par des ronds bleus. Gauche : fonctions linéaires.
Droite : fonctions quadratiques.

2.5.2 Intégration réduite

L’IGA permet de représenter de maniére exacte une géométrie réguliere ce qui nous per-
met ici de définir une normale précise sur I'ensemble de la coque (a l'exception des points
ou la continuité est réduite). Malheureusement, il est désormais connu que les éléments de
type coque épaisse souffrent de verrouillage numérique, quelques exemples étant donnés dans
[Belytschko 2000, Hughes 2000] pour des polynémes de Lagrange d’ordre faible. Ce verrouillage
en membrane et cisaillement est dii & un conflit d’ordre entre les différents termes compo-
sant ’énergie de déformation et malgré la haute régularité permise par les fonctions NURBS,
I'IGA souffre également de ce verrouillage [Echter 2010]. Une élévation d’ordre (raffinement-
p ou raffinement-k) peut réduire le verrouillage au prix d’un temps de calcul plus important
[Rank 1998]. Nous passerons cette difficulté en étendant la régle de quadrature réduite, don-
née dans [Adam 2015b], & des géométries multipatch. Cette régle réduit le nombre de points
d’intégration de un selon chaque direction pour les éléments dans les coins et de r; + 1 pour
les éléments intérieurs en utilisant I'avantage de la haute régularité r, entre les éléments per-
mise par 'isogéométrie. Par conséquent, 1'utilisation de normales exactes s’avere incompatible
avec la regle d’intégration réduite proposée car, comme précédemment souligné, le fait d’uti-
liser une normale exacte nécessite de calculer les dérivées premiéres et secondes du vecteur
position. Ainsi, nous utiliserons les normales reconstruites développées dans (2.21). Enfin, nous
utiliserons une régle d’intégration réduite similaire pour les termes de couplage aux interfaces.
L’intégration des termes d’interface sera effectuée sur un espace parent commun. Pour ce faire,
nous effectuons une projection symétrique knot-to-segment (KTS) pour tous les vecteurs noeuds
de chaque c6té des interfaces g en créant des sous-divisions de 1’espace parent. Un exemple
de projections K'TS, représentées dans I’espace physique, est montré sur la Figure 2.9 pour une
plaque constituée de quatre patchs.

Les intégrales mortier et les termes de pénalisation peuvent ensuite étre évalués sur chaque
élément joignant deux noeuds successifs de ’espace parent commun, i.e., sur quatre éléments
pour A1 et J31 et six éléments pour Y40 et Y43. En notant pg et p; 'ordre des fonctions de base
des patchs Qp et €, une régle de quadrature complete pour chaque élément de Jx; nécessite

nepc = Bsup {W] points d’intégration. Afin de réduire le coiit numérique, nous procé-
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F1GURE 2.9 — Création de vecteurs noeuds communs pour chaque interface. Apreés projection
knot-to-segment, on obtient une grille de ’espace parent divisé construit sur ce nouvel ensemble
étendu de vecteurs noeuds communs, avec quatre éléments pour o1 et 31 et six éléments pour

Y42 €t y43.

derons comme pour l'intégration des patchs, i.e., nous prendrons ngpc — 1 points a chaque
extrémité des vecteurs noeuds communs et un seul point sinon (Figure 2.10). L’Annexe 2.D
donne plus de détails sur les différents choix de schéma d’intégration.

2.5.3 Stabilité numérique

Afin de valider numériquement la pertinence du choix de la discrétisation précédente, on
commence par regarder la stabilité du probleme discret (2.19). Sous forme matricielle, ce pro-

bleme s’écrit [Malkus 1981]
Kistruc C*| |u _ F
CehHT o | |A]  |o|°

Soit Q la matrice du produit scalaire L? aux interfaces
ATQu :/ Nephdr,, VAR pt) e My,
Is

et soit la norme produit

Kgrue O
NZKStruc@Q:[ (t) Q‘|

En suivant [Malkus 1981], la stabilité numérique de (2.19) est caractérisée par la valeur propre
négative de plus petite norme oy, du probleme discret

KU =o¢NU.

Plus en détails, apres élimination de A dans ce probleme aux valeurs propres, il est possible de
2

montrer que |07 ;, — omin| €st égal & la plus petite valeur propre positive Spyi, du probléme aux

valeurs propres réduit [Malkus 1981, Théoréme 4]
C)\Q_I(CA)TU = SKstrucuu
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1.00+ X 1.00+1 ¥
x
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FIGURE 2.10 — Regles de quadrature pour quatre interfaces utilisant les vecteurs noeuds com-
muns de la Figure 2.9. Gauche : fonctions quadratiques. Droite : fonctions cubiques. Haut :
intégration complete. Bas : intégration réduite. L’intégration réduite est utilisée a la fois pour
les termes duaux et de pénalité.

qui s’écrit également apres division par a(h)
s

a(h)

ot nous avons introduit la matrice Q; = a;Q du produit L? pondéré par «(h). En particulier,

C*'Q; (€Y u = —=Ktrucu, (2.23)

le choix a(h) = h correspond a I'utilisation de la norme || -[|_ /5, introduite dans [Braess 1999
dans leur analyse des éléments mortier. Avec [Malkus 1981, Théoréme 2], on obtient ainsi ’es-
timation globale inf-sup

. VTC)\N . Smin
inf sup = =
nEMp veV, |[V]]struc|[£2] | a(h)
apres avoir muni V3 et Mp, respectivement de la norme structurelle en énergie || - ||struc €t la
norme L? pondéré par a(h) notée || - ||5.

On vérifie la stabilité sur le probléme modeéle de la Figure 2.11 comportant quatre
patchs encastrés sur les bords extérieurs. Quatre valeurs d’épaisseur t sont considérées t €
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| --- elements — I's Tq —0%mw) aX o00ywNTy 80y NIy

FIGURE 2.11 — Probléme modeéle de coque encastrée pour la vérification de la stabilité numérique.
Les quatre patchs sont géométriquement conformes mais pas leurs discrétisations.
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FIGURE 2.12 — Evolution de la constante de stabilité globale en fonction de 'épaisseur et de
la taille du maillage pour un ordre p = 2. Quatre valeurs d’épaisseur sont considérées t €
{10*4, 103,102, 10*1} (m). Gauche : intégration compléte. Droite : intégration réduite. Haut :
la contribution du cisaillement est prise en compte. Bas : la contribution du cisaillement est
corrigée en multipliant par un facteur t? la partie en cisaillement.

{10_47 1073,1072, 10_1} (m). L’estimation global du inf-sup est évaluée, en utilisant la norme
|| - 1/=1/2,n, en fonction de sa dépendance-h (Figure 2.12) et de sa dépendance-p (Figure 2.13).
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FIGURE 2.13 — Evolution de la constante de stabilité globale en fonction de D’épaisseur et de
lordre d’approximation pour une taille de maillage h = 0.25 (m). Quatre valeurs d’épaisseur sont
considérées t € {10_4, 1073,1072, 10_1} (m). Gauche : intégration compleéte. Droite : intégration
réduite. Haut : la contribution du cisaillement est prise en compte. Bas : la contribution du
cisaillement est corrigée en multipliant par un facteur ¢? la partie en cisaillement.

On remarque que quand la contribution en cisaillement est prise en compte (ce qui corres-
pond aux deux tracés du haut pour la dépendance en h et la dépendance en p), une dépendance
en O(t?) est clairement visible. Cette dépendance est liée aux termes de pénalisation du ci-
saillement qui sont présents dans la matrice de raideur Kgiue €t qui vont perturber le second
membre du probléme aux valeurs propres (2.23), méme en présence d’intégration réduite. Si
nous utilisons I'espace & énergie nulle en cisaillement (i.e. on multiplie par ¢? la contribution
en cisaillement), nous sommes capable de supprimer ces modes artificiels de cisaillement et on
obtient une estimation globale du inf-sup indépendante de I’épaisseur t. On observe ainsi la
stabilité globale de notre stratégie de discrétisation avec une constante inf-sup bornée loin de
zéro. Cette constante se dégrade légerement quand l'ordre p des NURBS augmente.

2.6 Résultats numériques

On propose de valider les formulations multipatch et les régles de quadrature sur des
exemples académiques et industriels. L’implémentation numérique a été réalisée sous Python
avec une compilation a la volée par le LLVM gréace a la librairie Numba [Lam 2015]. Les ma-
trices sont stockées au format sparse CSR avec la librairie SciPy [Jones 2001]. Ce choix nous
permet d’utiliser des solveurs linéaires performant tel que le Pardiso [Schenk 2001] pour I'ana-
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lyse de structure ou le Lanczos, inclus dans la librairie ARPACK [Lehoucq 1998], pour ’analyse
aux valeurs propres. La projection KTS, permettant de construire un espace parent commun
pour I'évaluation de I'intégrale mortier et des termes de pénalité, est assurée par l'algorithme
L-BFGS-B permettant de résoudre le probléeme d’optimisation au point le plus proche sous
contraintes de bornes en limitant la consommation de mémoire [Byrd 1995, Zhu 1997].

On utilise la description suivante afin de préciser le type d’élément et la régle de quadrature
retenue

1) : P ou S pour un élément plaque ou coque,

(1)
(2) : ordre des fonctions de base,
RM (1) (2)C(3) (4) o .
(3) : régularité des fonctions de base,
(4)

4): ... ou R pour intégration complete ou réduite.

A titre d’exemple, I'élément RMP3C1 est un élément plaque de Reissner-Mindlin avec des fonc-
tions de base d’ordre trois, une régularité C! entre éléments et muni d’une intégration compléte.
De plus, un élément plaque contiendra cinqg DOF, trois déplacements et deux rotations, alors
qu’un élément coque en aura six en tenant compte des trois rotations de normale.

2.6.1 Plaque simplement supportée

2.6.1.1 Validation

La premiere étude concerne une plaque de longeur L et largeur [ qui est simplement supportée
sur ses bords extérieurs I'y et soumise a un chargement concentré F en son centre, voir Figure
2.14.

-=-elements — I's 0 OvuNTy B Oy N Ovij I's —» load

FIGURE 2.14 — Description de la géométrie et propriétés physiques pour une plaque simplement
supportée. Quatre patchs géométriquement conformes avec des discrétisations non conformes
allant de quatre a seize éléments.

La structure comprend quatre patchs avec un point singulier au centre dii a 'intersection
des quatre interfaces. On utilise une approximation au premier ordre du probleme tel que, en
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séparant la déformation de membrane, flexion et cisaillement transverse

Uy 20y 2 0
Vy —204y 0
o 0 B 0 B 0
" Uy + V| X 2(0yy — O20) | s 0 ’
0 0 w,y — Oy
. 0 i 0 i (W + 0y |

on néglige la contribution de membrane e, et on ne considére que le déplacement hors-plan w et
les deux rotations ¢, et 6,. Par conséquent, il s’agit d’un probleme de flexion pure qui peut étre
affecté uniquement par du verrouillage en cisaillement transverse. La solution analytique pour
un probléeme de Kirchhoff-Love équivalent est obtenue par décomposition en série de la solution
dans [Timoshenko 1959, Gould 2013]. Le déplacement maximal au centre de plaque vaut alors

) I _48F(1*V2) oo 00 1
we = w (272> = sz::o;::o ((2771#)24- (2”l+1>2>2

Les premiers résultats, pour des NURBS quadratiques et avec I'approche mortier simplifiée,
sont montrés sur la Figure 2.15. Le ratio wg Jwc, entre la solution discréte et analytique, est
tracé en fonction du nombre d’éléments par direction pour différentes formulations multipatch
et regles de quadrature. La solution discrete wg est obtenue en prenant la valeur moyenne des
quatre points de contrdle situés au centre C. L’erreur |wg — w(’}\ est présentée, en fonction
du parametre de maillage h, a nouveau pour différentes méthodes multipatch et d’intégration.
Pour les méthodes primale et augmentée, le facteur de pénalité est fixé & oy = 103 - E. Un
exemple de déplacement hors-plan est visible pour des maillages conformes (haut-gauche) et
des maillages non conformes (haut-droite). On s’apercoit grace aux deux figures de gauche que
les trois méthodes multipatch, avec une intégration complete, présentent des résultats similaires
excepté pour la pénalité. Il s’agit d’un résultat attendu car, comme précédemment souligné, la
méthode est variationnellement inconsistante sur «y;. Le fait de fixer le facteur de pénalité a
une valeur constante ne permet pas d’assurer la condition de continuité de maniere exacte. La
méthode du lagrangien augmenté utilisant I’espace mortier simplifié est la plus efficace.

On remarque a partir des deux figures de droite que, pour 'approche augmentée, aucune
différence n’est observée entre une régle de quadrature complete et réduite aux interfaces yx,
seul le colit numérique est affecté. En revanche, I'intégration réduite dans chaque patch €
permet de diminuer significativement le verrouillage en cisaillement transverse.

2.6.1.2 Approches simplifiée et optimale

On souhaite désormais comparer ’espace mortier simplifié & 1’espace optimal proposé dans
[Brivadis 2015]. Les solutions pour des approches duale et augmentée sont données sur la Figure
2.16 pour des intégrations compléte et réduite et des fonctions de forme d’ordre p =2 a p = 4.
On rappelle que pour ’approche simplifiée, ’espace dual n’est pas d’ordre optimal avec un terme
additionnel en vh apparaissant dans ’estimation de convergence. Il s’agit de la conséquence du
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FIGURE 2.15 — Déplacement pour la plaque simplement supportée avec des NURBS quadra-
tiques. Gauche : méthodes multipatch et intégration complete. Droite : regles d’intégration et
approche augmentée. Haut : ratio wg /we. Bas : erreur |we — wg| Les deux figures de droite,
avec ’approche augmentée, ne montrent aucune différence entre une intégration compleéte et ré-
duite aux interfaces kl, seul le colit numérique est affecté. En revanche, I'intégration réduite dans
chaque patch k£ conduit & une diminution significative du verrouillage en cisaillement transverse.

non respect de la partition de I'unité sur les éléments supportant les fonctions de forme inter-
polantes aux points singuliers. Par conséquent, on peut voir des différences entre les approches
simplifiée et optimale pour la formulation duale. Néanmoins, cette différence devient tres faible
lorsqu’on utilise I'approche augmentée. Le fait d’ajouter un terme primal de régularisation nous
permet d’assurer localement la condition de continuité aux voisinages de chaque coin mortier.

2.6.1.3 Influence du facteur de pénalité

Nous avons utilisé pour les deux études ci-dessus un facteur de pénalité fixé & oy = 103 - E
pour les méthodes primale et augmentée. Ce facteur peut paraitre élevé, particuliérement pour
I’approche augmentée, et donc une étude plus approfondie est nécessaire. Sachant que nous
comparons les valeurs de wg au centre de la plaque (point singulier), un couplage fort des
conditions de continuité en ce point est nécessaire. Par conséquent, 'influence du facteur de
pénalité ne sera pas négligeable pour 'approche simplifiée. L’erreur |we — wg| est montrée sur
la Figure 2.17 pour les deux regles de quadrature, trois parametres de maillage h différents et
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FIGURE 2.16 — Approches mortier simplifiée et optimale pour la plaque simplement supportée.
Gauche : approche duale. Droite : . intégration complete. Bas :
intégration réduite.

approche augmentée. Haut

pour un facteur de pénalité ay; € [10*6 - E, 108 . E]. Comme attendu, 'influence du facteur de
pénalité est importante pour I'approche simplifiée alors qu’elle est négligeable pour I'optimale.
En ce qui concerne la regle de quadrature compléte (domaines et interfaces), le verrouillage en
cisaillement est particulierement visible pour les maillages fins et ’erreur peut augmenter pour
des facteurs de pénalité élevés. Dans ce cas, 'approche duale simplifiée engendre artificiellement
une faible erreur qui peut étre trompeuse. Ce n’est plus vrai avec 'intégration réduite (appliquée
pour chaque patch et interface) qui permet d’éliminer le phénomeéne de verrouillage. L’approche
du lagrangien augmenté avec un espace mortier simplifié présente la méme précision que les
méthodes duale et augmentée optimale pour un facteur de pénalité oy, > 10 E//h. Cette valeur
sera utilisée pour étudier I'influence de I’épaisseur sur la solution en déplacement.

2.6.1.4 Dépendance en épaisseur

La regle de quadrature réduite, appliquée ici pour chaque domaine et chaque interface, doit
permettre d’obtenir une solution indépendante de 1’épaisseur ¢ en ’absence de verrouillage en
cisaillement. Sachant que la solution analytique n’est valable que pour des éléments de Kirchhoff-
Love, nous faisons varier pour nos essais le ratio d’élancement L/t entre une plaque modérément
fine L/t = 103 et une plaque trés fine L/t = 105, Un chargement dépendant de 1’épaisseur
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FIGURE 2.17 — Influence du facteur de pénalité sur la plaque simplement supportée avec des
NURBS quadratiques. De gauche a droite : h = 1/10, h = 1/30 et h = 1/50. Haut : intégration
complete. Bas : intégration réduite. La construction simplifiée de ’espace mortier permet d’ob-
tenir une solution précise dés que le facteur de pénalité dépasse un certain seuil. On observe
également la présence de verrouillage pour l'intégration complete.

F =107 - t3 est appliqué de maniére & conserver un déplacement hors-plan wc constant. En
considérant les deux regles de quadrature et les trois méthodes multipatch (incluant les variantes
simplifiée et optimale) avec un facteur de pénalité de ay ~ 30 - E/h, erreur |we — wh| est
tracée sur la Figure 2.18. Comme précisé dans [Adam 2015b] pour des structures monopatch,
Iintégration compléte ameéne une solution qui dépend artificiellement de t et, naturellement,
c’est toujours le cas pour des géométries multipatch. La régle de quadrature réduite permet
d’éliminer en pratique le verrouillage en cisaillement. Un 1éger verrouillage résiduel peut néan-
moins subsister sachant que pour certaines conditions limites et en particulier dans le cas d’une
plaque simplement supportée, moins de points de Gauss pourrait étre utilisés [Adam 2015b].

2.6.1.5 Analyse de fréquence propre

Dans le but de valider la regle de quadrature réduite détaillée dans [Adam 2015b] et im-
plémentée ici pour des structures multipatch, on effectue une analyse modale. Cela permettra
de valider les méthodes multipatch et de s’assurer qu’aucun mode a énergie nulle n’est présent.
Pour cela, on consideére le probleme aux valeurs propres généralisé

pw?u+div(e) = 0 dans Vol,
u = 0 surly,
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FIGURE 2.18 — Influence de I’épaisseur sur la plaque simplement supportée avec des NURBS
quadratiques. De gauche a droite : méthodes multipatch primale, duale et augmentée. Haut :
intégration complete. Bas : intégration réduite. Le verrouillage en cisaillement est clairement
visible avec une solution dépendante de I’épaisseur tel que souligné par [Adam 2015b] lorsqu’on

utilise une intégration compléte dans les patchs.

avec p la densité et w la fréquence naturelle. On suppose un état plan de contraintes en élasticité
linéaire et isotropique. En plus des propriétés physiques de la Figure 2.14, la densité est fixée a
p = 7500kg.m 3. Apres discrétisation spatiale nous devons donc résoudre

KU = (w")?MU,

ou K désigne la matrice de raideur globale et M la matrice de masse globale

M; O 0
M: 0 '.' 0
0 0 Mg

Il a été montré dans [Adam 2015b] que, avec l'intégration réduite, aucun mode a énergie
nulle n’est obtenu si un nombre suffisant de points de Gauss est utilisé & chaque extrémité du
patch, i.e., aux lieux d’accumulation des fonctions de base. Cette affirmation doit rester valable
pour des géométries multipatch.

La géométrie étudiée est la méme que pour I’analyse structurelle mais la plaque est désormais
encastrée sur ses bords extérieurs. La plus petite valeur propre w! est comparée sur la Figure
2.19 a la valeur de référence wy, prise de [Harris 2002], pour différentes méthodes multipatch
et regles de quadrature, chacune utilisée avec un espace dual simplifié. On utilise des NURBS
quadratiques (gauche) et des fonctions cubiques (droite). Une référence numérique, issue du
logiciel Abaqus Finite Element est également considérée & titre de comparaison.

45



Chapitre 2. Méthodes multipatch pour des coques épaisses

102 102
-=---Analytical -=---Analytical
-=-=- Abaqus - S8R -==- Abaqus - S8R
1009  ==========z===oooo-oo-ooo-oieeevs = 100 A S = == e == n
98 =98y
§| 3 —@— Penalty - RMP2C1 =13 —8— Penalty - RMP3C2
— Lagrangian - RMP2C1 —B— Lagrangian - RMP3C2
96 —»—  Augmented - RMP2C1 —%— Augmented - RMP3C2
Penalty - RMP2CIR Penalty - RMP3C2R
Lagrangian - RMP2CIR Lagrangian - RMP3C2R
Augmented - RMP2CIR Augmented - RMP3C2R
0 20 40 60 80 100 10 20 30 40
Number of elements per direction Number of elements per direction
— O(hY), O(F®) —@— Penalty - RMP3C2
1024 -=-- Abaqus - S8R / 1024 B Lagrangian - RMP3C2
—»— Augmented - RMP3C2
Penalty - RMP3C2R
Lagrangian - RMP3C2R
= —— -
=3 04 Ry 0 Augmented - RMP3C2R
3 10 3 10 ugmentec
e =)
| |
3 —8— Penalty - RMP2C1 3
- - Lagrangian - RMP2C1 -
102 —»—  Augmented - RMP2C1 10724
Penalty - RMP2C1R
Lagrangian - RMP2CIR — O
Augmented - RMP2C1R ---- Abaqus - S8R
4 —4
10 1()‘—2 1d—1 10 21072 3% 107% 1% 1072 61072 1()‘—1
Mesh parameter h Mesh parameter h

FIGURE 2.19 — Premieére valeur propre de la plaque encastrée pour un espace mortier simplifié.

Gauche : fonctions quadratiques. Droite : fonctions cubiques. Haut : ratio w} /w;. Bas : erreur
h

|wy — wil.

Un exemple de solution est montré pour des maillages conformes (haut-gauche) et non
conformes (haut-droite). De méme que pour lanalyse structurelle, la méthode par pénalité
est moins précise que les méthodes duale ou augmentée qui conduisent aux mémes résultats.
L’intégration réduite permet de réduire significativement le verrouillage pour des fonctions qua-
dratiques mais n’est pas nécessaire pour des fonctions cubiques pour lesquelles le verrouillage
numérique est naturellement moins important. Nous pouvons ajouter que, comme précédem-
ment énoncé, aucun mode sablier n’est présent.

Remarque 2.16. La matrice de masse utilisée pour cette analyse modale est consistante. En
notant My = [My, B, |, pour k € [1, K], la matrice de masse du patch {2, on définit la matrice
de masse complete par

Ma, B, = /VOI pRa, Rp, dVoly.
k

Afin de diminuer le coit numérique, l'utilisation d’une matrice de masse condensée (ou lumpée)
a été envisagée. En utilisant la regle classique de sommation sur les lignes [Cottrell 2009], on
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définit la matrice de masse condensée par

3 / pRa, Rp, dVol, = / pRa, dVol, pour Ay = By,
Bk Volk

0 pour Ay # Bj.

Les résultats obtenus avec une matrice de masse condensée sont identiques & ceux issus d’une
résolution avec une matrice consistante. En particulier, aucun mode parasite n’a été observé
pour 'ensemble des méthodes multipatch et regles de quadrature retenues. |

2.6.2 Hémisphere pincé

On considere désormais une structure de type coque épaisse dont la solution est sensible au
choix de construction des normales a la surface. Nous utiliserons ici les normales définies aux
points de collocation de (2.22). Il s’agit d’'un bon compromis entre précision et colit numérique
et, de plus, c’est un choix compatible avec notre regle d’intégration réduite. La géométrie est
issue du classique shell obstacle course dont le but est de proposer des méthodes de validation
d’élément coque, voir [Belytschko 1985, MacNeal 1985]. Il s’agit d’un hémisphere de rayon R
avec un angle zénital a 18° tel que présenté sur la Figure 2.20.

elements — I 0 Oy NTy —» load
R=10 (m),
t =0.04 (m),
F=20 (N),
E =6.825-10" (Pa),
v =0.3.

FIGURE 2.20 — Description de la géométrie et des propriétés physiques pour un hémisphere
pincé. Les interfaces des patchs sont représentées par des lignes bleues continues et les éléments
par des lignes grises en pointillés.

La structure multipatch comporte quatre patchs, ne possede aucun point singulier et est
soumise a des efforts ponctuels égaux et opposés en ses quatre points cardinaux de ’équateur.
Les mouvements de corps rigide sont éliminés en fixant deux points de ’aréte supérieure et,
hormis ces points, les deux extrémités sont libres. Ce test est caractérisé par des modes de
flexion inextensible et doit garantir que I’élément ne souffre pas de verrouillage en membrane
ou cisaillement. On note ufﬁl le déplacement horizontal qui sera obtenu au point A et comparé
a la solution analytique us = 9.3-1072 (m). Les résultats sont présentés de la méme facon que
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pour la plaque simplement supportée, voir Figure 2.21.

Le facteur de pénalité est fixé & ay; = 103-F pour les approches par pénalité et par lagrangien
augmenté. Un exemple de déplacement horizontal est donné pour des maillages conformes (haut-
gauche) et des maillages non conformes (haut-droite). On peut voir que, avec une intégration
complete, les trois méthodes présentent des solutions identiques tel que mis en évidence par les
figures de gauche. En ce qui concerne la régle de quadrature réduite associée a une approche
augmentée, on observe qu’elle permet de réduire le verrouillage numérique. De plus, pour les
maillages les plus fins, les taux de convergence sont similaires entre les régles de quadrature
réduite et compleéte. L’intégration réduite développée ne semble pas aussi efficace que dans le
cas de la plaque a cause des conditions limites. En effet, la régle de quadrature réduite est adaptée
a des conditions limites de Dirichlet sur I’ensemble des arétes extérieures. Par conséquent, pour
des arétes libres comme c’est le cas ici, la regle d’intégration est trop restrictive, plus de détails
sont donnés dans [Adam 2015b]. Néanmoins, nous garderons cette régle de quadrature réduite
indépendante des conditions limites de facon & étre robuste sur les problemes industriels qui
vont suivre au prix d’un éventuel résidu de verrouillage numérique.
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FIGURE 2.21 — Déplacement pour 'hémisphére pincé. Gauche : intégration complete et diffé-
rentes méthodes multipatch. Droite : différentes regles de quadrature utilisant la méme formu-
lation du lagrangien augmenté simplifié. Haut : ratio u”| /ua. Bas : erreur |ua — ufy].
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2.6.3 Plaque trouée

Le dernier exemple académique considéré est une "plaque infinie", avec un trou circulaire
en son centre, soumise & un effort de traction uniforme et distribué de T = F - L = 10° (N) &
Pinfini. Par des arguments de symétrie, seul un quart de la plaque est modélisé. Une solution
analytique est renseignée dans [Gould 2013, Timoshenko 1951] et permet de prédire la valeur
de la contrainte 0., le long de I'axe de traction. Néanmoins, cette solution est donnée pour
une étude plane en 2D avec deux degrés de liberté en translation par point de contréle. Par
conséquent, 'utilisation d’un élément de type coque épaisse conduit a ’obtention d’une erreur
asymptotique de 4 - 1072 et, ainsi, nous prendrons comme solution de référence celle issue de la
géométrie composée de deux patchs discrétisés par le maillage le plus fin et des NURBS d’ordre
quatre (Figure 2.22).
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FIGURE 2.22 — Description de la géométrie et des propriétés physiques pour une plaque trouée.
On présente trois partitionnements : le premier a gauche contient deux patchs et aucun point
singulier. Celui du centre est géométriquement non conforme avec trois patchs et trois points
singuliers. Le partitionnement de droite est constitué de quatre patchs, il est géométriquement
conforme et contient également trois points singuliers.

Pour le partitionnement de gauche, la structure est constituée de deux patchs et aucun point
singulier n’est présent. Naturellement, les approches mortier simplifiée et optimale présenteront
les mémes résultats. Les deux autres partitionnement, au centre et a droite, contiennent respecti-
vement trois et quatre patchs et présentent tous deux trois points singuliers issues des conditions
limites et de l'intersection des interfaces. La paramétrisation avec trois patchs contient des in-
terfaces géométriquement non conformes alors que celle contenant quatre patchs est uniquement
constituée d’interfaces géométriquement conformes. La convergence est étudiée en utilisant la
norme L? brisée sur les contraintes

HamHQE = Z HamH%Q(Volk)?
k

qui est équivalente & une norme H'! brisée sur les déplacements. L’erreur relative peut alors étre
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FIGURE 2.23 — Méthodes simplifiée et optimale pour la plaque trouée. De gauche & droite :
paramétrisation avec deux, trois et quatre patchs. Haut : approche duale. Bas : approche aug-
mentée. On observe aucune influence majeure de la structure multipatch sur la précision des
résultats.

évaluée par

|02 _UibeE
lle(oza)lls = (1 —
o ||0mm _O'le;efH2 7

avec Gf,};ef correspondant & la solution obtenue par la paramétrisation constituée de deux patchs
avec le maillage le plus fin et des NURBS d’ordre quatre.

Ce probléme n’est pas soumis a du verrouillage numérique et, par conséquent, nous pré-
sentons uniquement les solutions obtenues pour une intégration complete. Les résultats sont
montrés sur la Figure 2.23 pour les trois type de paramétrisation. Des exemples de déplacement
suivant ’axe de traction sont donnés pour le partitionnement contenant deux patchs avec des
maillages conformes (haut-gauche) et non conformes (bas-gauche). Le facteur de pénalité pour
Papproche augmentée est fixé a ag; = 10 - E/h afin de mettre en évidence les différences entre
les approches simplifiée et optimale en fonction de la taille du maillage.

De maniere évidente, les approches simplifiée et optimale conduisent aux mémes résultats
quand la géométrie est décrite par deux patchs. En revanche, quand nous avons des coins
mortiers, 'approche optimale associée a une formulation duale conserve une erreur plus faible
que 'approche simplifiée. Ce point était particulierement attendu car I’espace dual de I’approche
simplifiée n’est pas d’ordre optimale avec un terme additionel en v/h. Néanmoins, quand nous
ajoutons un terme de régularisation, ce qui correspond aux cas du bas, les méthodes simplifiée
et optimale ont une convergence semblable avec notre choix ag; = 10 - E/h pour le facteur de
pénalité. On souligne qu’un facteur de pénalité plus élevé pourrait étre utilisé pour 'approche
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FIGURE 2.24 — Différents choix du c6té mortier pour la plaque trouée constituée de trois patchs.
Gauche : situation de conformité géométrique esclave (€2410y = Qo, Q420) = Qo et Qy21) = 21).
Centre : répartition équilibré du coté esclave (Qs(lo) = Qo, Qy(20) = Q2 et Qy01) = Q). Droite :
situation compleétement non conforme (£25(109) = Q0, Q20) = Q2 et Q21) = Q). Haut : approche
duale. Bas : approche augmentée. On observe aucune différence notable concernant le choix du
cOté mortier sur la précision des résultats.

augmentée simplifiée avec des NURBS d’ordre p = 3 et p = 4. Le terme de pénalisation dans
I’approche simplifiée est capable de maintenir la condition de continuité aux points singuliers.

En ce qui concerne les cas de non-conformité géométrique, les solutions de la Figure 2.23
sont obtenues en prenant chacun des trois patchs comme c6té mortier pour au moins une
interface. Pour cette répartition équilibrée nous avons respectivement {2519y = o, {25(20) = 2
et 95(21) = ;1 comme cOté esclave pour les interfaces 19, Y20 et 721. Afin de montrer la
robustesse de 'implémentation numérique, on présente sur la Figure 2.24 les erreurs obtenues
pour le partitionnement constitué de trois patchs avec différents choix de c6té mortier. Les
tracés de gauche sont obtenus dans le cas d’une conformité géométrique esclave ce qui a été le
choix de [Brivadis 2015]. Au centre nous avons la répartition équilibrée déja présentée. Pour les
courbes de droite, nous avons pris 2o comme cté esclave pour les interfaces géométriquement
non conformes o9 et v21. On obtient des convergences semblables pour les trois différentes
stratégies. Les géométries industrielles qui vont suivre utiliseront la stratégie de répartition
équilibrée du c6té mortier.

2.6.4 Pignon droit

Les géométries qui vont suivre sont plus complexes et, par conséquent, aucune solution
analytique n’est disponible. Ainsi, les solutions discretes obtenues en IGA, avec une base duale
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--- elements — I’ I'as — TI'obs —» load

t=10"" (m),
F =100 (N),
E =210-10° (Pa),
v=20.3.

FIGURE 2.25 — Description de la géométrie et des propriétés physiques pour un pignon droit.
Le partitionnement utilise 49 patchs et 67 interfaces.

simplifiée, seront comparées aux solutions numériques obtenues en éléments finis classique (avec
des éléments de type coque épaisse) grace au logiciel Abaqus. Apres résolution d’un probléme
de minimisation, les coordonnées paramétriques (£,7n) correspondantes aux noeuds d’Abaqus
sont trouvées et, avec la transformation vers l’espace physique Fy, les coordonnées physiques
le sont également. De cette fagon, les déplacements solution pourront étre comparés.

La premiere géométrie industrielle est un pignon droit simplifié. Dans ce cas, toutes les
interfaces sont géométriquement conformes. La structure est encastrée en son centre et des
forces ponctuelles sont appliquées sur chaque dent de maniére & obtenir un chargement dans le
plan, voir Figure 2.25.

Le domaine global Q est maillé en utilisant une taille homogene h ~ 0.1 (m) pour chaque
patch . La structure est composée de 49 patchs avec 67 interfaces. On peut visualiser les
déplacements obtenus pour des fonctions NURBS quadratiques sur la Figure 2.26.

U, (m)

1
+1.486e-05
+1:233e-05

1526005

1.2660-05

1.006e-05

7.4610-06

1861606

-2.930¢-06

-5.5300-06

-8.1300-06

107405

1334005

1591005

(a) IGA augmentée simplifiée - RMP2CI1R (b) FEM Abaqus - S8R

FIGURE 2.26 — Déplacement horizontal pour le probléme de pignon droit.
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FIGUurE 2.27 — Déplacement pour le pignon droit. Gauche : intégration complete. Droite :

intégration réduite. Haut : déplacement u,. Bas : écart relatif [ulG4 — wFEM| /| FEM|,

En utilisant le méme maillage pour les solutions issues de la méthode des éléments finis
classique (FEM) et IGA, on observe des résultats semblables entre I’approche augmentée avec
intégrations réduites et la référence numérique. Nous souhaitons désormais comparer les trois
méthodes multipatch et les différentes regles de quadrature. Pour ce faire, on trace le dépla-
cement horizontal le long de I'ghs qui est visible en vert sur la Figure 2.25. Ces solutions sont
montrées sur la Figure 2.27 pour des fonctions quadratiques avec intégrations compléte et réduite
sur les deux figures du haut. Les écarts entre les solutions issues de 'IGA et celles provenant
de la FEM sont présentés en dessous. Les facteurs de pénalité sont fixés & ay; = 10% - E pour
les déplacements et rotations.

On peut voir que les éléments ne souffrent pas de verrouillage car nous obtenons les mémes
résultats pour les intégrations complete et réduite. Cependant, on observe qu’en choisissant
un espace dual simplifié, la méthode duale est moins précise que la formulation du lagrangien
augmenté a cause d’un nombre important de points singuliers.

2.6.5 Rail latéral

On considére maintenant un rail latéral issu de 'industrie automobile et modélisé par une
structure de type coque épaisse. Comme pour le pignon droit, chaque interface est géométri-
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— patches Iy — Tobs —» load
F t=10"" (m),
F=10 (Pa),
F E =210-10° (Pa),
F v =0.3.

FIGURE 2.28 — Description de la géométrie et des propriétés physiques pour un rail latéral de
véhicule. Le partitionnement engendre 45 patchs et 76 interfaces.

quement conforme (Figure 2.28).

La structure est composée de 45 patchs avec 76 interfaces. Une pression verticale constante
F est appliquée sur trois des surfaces supérieures. Deux arétes extérieures, visibles en rose sur
la Figure 2.28, sont encastrées. Nous allons comparer les résultats d’IGA, avec un maillage de
1946 éléments quadratiques, et FEM qui sera notre référence numérique avec 11 550 éléments
quadratiques. Le déplacement vertical sera mesuré, comme précédemment détaillé, le long de

l'aréte I'gps. Dans un premier temps, on visualise ces déplacements pour les deux solutions sur
la Figure 2.29.

) u, U3
510303 +5.083e-03

3.827e-03 +2.ééﬂe-g§
- +1.694e-! -
+1.271e-03 /V‘
3.401e-03 +8.472e-04 g
+4.236e-04
+0.000e+00

2975603

2.550¢-03

2124003

1.699¢-03

1.273e-03

8.4T6e-04
1221604

-3479¢-06

(a) IGA duale simplifiée - RMS2C1R (b) FEM Abaqus - S8R,

FIGURE 2.29 — Déplacement vertical pour le probleme de rail latéral.

Apres une premiére validation qualitative entre ’approche duale avec un traitement simplifié
de l'espace mortier et la solution FEM, on compare les méthodes multipatch et les regles de
quadrature sur la Figure 2.30. Les figures de gauche correspondent a une intégration compléte
alors que celles de droite proviennent d’'une intégration réduite. Cette étude a mis en évidence
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un probléeme majeur de la méthode par pénalité, il s’agit de la sensibilité de la solution au
choix du facteur de pénalité. Prendre oy = 103 - E pour les déplacements et rotations conduit
a un manque de précision sur le déplacement vertical. Par conséquent, les facteurs de pénalité
sont fixés & oy =~ 1074 - E pour les déplacements et oy =~ E pour les rotations pour ’approche
pénalisée. Concernant la méthode augmentée, ce choix était bien moins sensible d’ou I'utilisation
d’un unique facteur de pénalité ay; = 107° - E pour les déplacements et rotations.

] x 10~ S x107%
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—&— Penalty - RMS2C1 —&— Penalty - RMS2C1R
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3 3
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A A 21
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6x 107" 1073,
—&— Penalty - RMS2C1 —&— Penalty - RMS2C1R
— Lagrangian - RMS2C1 — Lagrangian - RMS2C1R
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Normalized distance along I'opg Normalized distance along I

FIGURE 2.30 — Déplacement pour le rail latéral. Gauche : intégration compléte. Droite : inté-

gration réduite. Haut : déplacement u.. Bas : écart relatif [ulGA — ¢FFM| /|o,FEM|,

On peut voir dans un premier temps que les éléments souffrent d’un verrouillage numérique
car les trois formulations multipatch ne permettent pas de retrouver la référence en utilisant
une intégration complete. La regle d’intégration réduite semble essentielle pour des NURBS
quadratiques sur ce genre de probléme industriel. A Dinverse du probléme de pignon droit,
I’approche duale avec un espace mortier simplifié ne souffre d’aucun manque de précision. Cela
est di au fait que 'on utilise un maillage fin et, par conséquent, la base duale est assez riche
méme apres la suppression des fonctions interpolantes aux points singuliers.

2.6.6 Carter d’huile

Le dernier exemple requiert plus de robustesse, en particulier sur la création des vecteurs
noeuds communs sur chaque interface. La structure est un carter d’huile pour lequel la surface
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— patches T'q — T'obs —>» load

t=10"" (m),
F=10"% (Pa),
E =210-10° (Pa),
v =0.3.

FIGURE 2.31 — Description de la géométrie et des propriétés physiques pour un carter d’huile.

moyenne a été extraite d’une piece volumique crééee dans un logiciel de CAD. Sa complexité
justifie notre préférence pour notre traitement simplifié des points singuliers en comparaison
de la construction optimale qui est difficilement applicable ici. Ce cas présente de nombreuses
interfaces géométriquement non conformes et de différents type tel que détaillé dans la Remarque
2.17. Une description de la géométrie, ses patchs et propriétés est donnée sur la Figure 2.31.

Cette structure est constituée de 279 domaines avec 525 interfaces. Une pression verticale
constante est appliquée sur deux de ses surfaces supérieures et le partie basse I'y est encastrée.
Nous allons comparer la pénalité et les approches duale et augmentée, avec un espace mortier
simplifié, associées a l'intégration réduite. Pour les déplacements et rotations, les facteurs de
pénalité sont respectivement fixés a ag; = 10% - E et ag; = 107° - E pour I'approche primale et
augmentée. Les déplacements verticaux peuvent étre observés sur la Figure 2.32 pour les deux
solutions IGA et FEM.

U. (m)
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2.390e-02

-6.995e-05

(a) IGA augmentée simplifiée - RMS2C1R (b) FEM Abaqus - S8R

FIGURE 2.32 — Déplacement vertical pour le probléeme du carter d’huile.

On utilise 1047 (resp. 1570) éléments quadratiques pour les maillages des deux surfaces su-
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périeures en IGA (resp. FEM). Nous obtenons des résultats semblables pour les trois approches
multipatch tel que montré par les valeurs du déplacement vertical et de la rotation horizontale
le long de T'gps (Figure 2.33). Malgré un maillage plus grossier pour le modele IGA, les déplace-
ments et rotations sont similaires aux solutions numériques de référence données par Abaqus.
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FIGURE 2.33 — Solutions pour le carter d’huile. Gauche : déplacement u,. Droite : rotation 6,.
Haut : déplacement /rotation. Bas : écart relatif | {us /6, Y'Y — {u. /0, 7™M | /| {u /6, FEM .

Remarque 2.17. Le carter d’huile contient beaucoup d’interfaces géométriquement conformes
et non conformes. Une illustration de cette complexité est donnée sur la Figure 2.34 représentant
le patch 27 dans ’espace paramétrique et ses quatre interfaces représentées par des lignes noires.
On peut y voir trois situations de conformité géométrique avec des maillages non conformes (a),
des maillages hiérarchiques (b) et des maillages conformes (d). La situation (c) est géométri-
quement non conforme mais avec des maillages conformes. Par conséquent, les vecteurs noeuds
communs Z¢ sont différents, i.e., Z¢ = {0,0.25,0.5,0.75,1} et 5,5 ~ {0,0.08,0.16,0.25,0.32}
respectivement pour 27 et {2o15. |
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—— Patches

=== Elements

Interface 28 between patch 7 and patch 15 Interface 12 between patch 3 and patch 7
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FIGURE 2.34 — Interfaces du patch 27 dans ’espace paramétrique pour le carter d’huile.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé et analysé des méthodes multipatch en isogéométrie
pour des structures de type coque épaisse en détaillant des choix d’espaces mortier judicieux
afin d’imposer la continuité interpatch et en introduisant un terme de régularisation pour
aboutir au lagrangien augmenté a des fins de robustesse. Nous avons adapté la stratégie
d’espace mortier proposée dans [Brivadis 2015] au probléeme de coque épaisse. Cette derniere
utilise un ordre de couplage égal, pris de ’espace primal, et nécessite uniquement une réduction
locale de 'espace dual au voisinage des points singuliers. Afin de traiter le cas de situations
complexes rencontrées pour des pieces réelles issues de 'industrie, nous avons proposé et évalué
théoriquement et numériquement une correction plus simple de I'espace dual en supprimant
les fonctions de base interpolantes a chaque extrémité de l'interface sans aucune modification
supplémentaire. La stabilité de ’approche simplifiée est assurée au prix d’un ordre de conver-
gence non optimal pour ’espace dual. Néanmoins, ajouter un terme de régularisation, ce qui
correspond a la méthode augmentée, permet de corriger ce manque de précision.

Au final, en combinant la stratégie de couplage avec une reconstruction adéquate des nor-
males a la surface a partir de vecteurs de contrdle construits en des points spécifiques dans
lespace paramétrique, et avec la regle de quadrature réduite proposée dans [Adam 2015b] cor-
rectement étendue a un environnement multipatch, nous avons pu traiter une grande variété
de problémes académiques et industriels significatifs. Cela nous a permis de réduire significa-
tivement le verrouillage numérique sans introduire de mode sablier. Cette démarche nous a
également permis de résoudre des problémes complexes avec des interfaces géométriquement
non conformes, qui sont fréquemment rencontrées dans la pratique, mais qui étaient jusqu’alors
rarement traités dans la littérature. En particulier, cette technique semble bien adaptée a des
structures d’épaisseur modérée, décrites par un grand nombre de patchs de degré modérée avec
un grand nombre éventuel d’interfaces non conformes. Ainsi, cette démarche constitue une voie
prometteuse afin d’introduire I'IGA dans les applications industrielles.
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Annexes

2.A Compléments sur le modele de coque

2.A.1 Géométrie différentielle sur la surface

La géométrie différentielle et I'analyse du modele de coque sont étudiés en détails dans
[Chapelle 2011] sous le nom de basic shell model. On utilise ici les mémes notations pour arriver
a obtention de la continuité et coercivité de la forme bilinéaire associée au modele de coque.
Dans la suite, les lettres grecques feront référence aux quantités de la surface moyenne avec
(o, B, A\, ) € {1,2} alors que les lettres latines correspondront a celles dans le volume avec
(4,7, k,1) € {1,2,3}. On choisit de noter les quantités exprimées dans la base covariante par des
indices alors qu’un exposant fera référence aux quantités exprimées dans la base contravariante.
Soit p(X,,Y)y, Z,) un point de la surface moyenne € daPs le repére cartésien global. Chaque
point de  a pour coordonnées paramétriques (£1,¢2) € Q(0,1)? afin de condenser I’écriture.

La base covariante est définie par

20 = 22 o gy e 1,2),

pour chaque point de la surface moyenne. La base contravariante (ou duale) (a',a?) est notée

aq-a’ =57, ¥(a,8) € {12}, (2.24)

avec ¢ le symbole de Kronecker. Nous pouvons ainsi définir la premiére forme fondamentale de la
surface, c’est a dire la restriction du tenseur métrique 3D au plan tangent, par ses composantes
covariantes (resp. contravariantes)

o = a4 - ag (resp. a®® = a® - a?).

En utilisant la convention de sommation d’Einstein, on peut ainsi passer de composantes
covariantes & contravariantes par v® = a®? vg, pour un vecteur v(& 1. ¢2) quelconque. On définit
I’élément de surface infinitésimale d€2 par

dQ = |a; x ag|derde? = Vadetde?,

avec
a = det(aag) = a11G29 — (a12)2 = ]al X 2112|2 = |a1|2 + |a2]2 — (a1 . a2)2 > 0.

La preuve est établie dans [Chapelle 2011, pp. 27 et 39]. Afin de simplifier les notations, on
note as le vecteur normal unitaire défini par

a; X a
ag= "2 (2.25)
|lay x ag||
Soit b la seconde forme fondamentale (également appelée tenseur des courbures) associée a
la surface moyenne telle que

baﬁ = a3z - aq,B-
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Pour définir les courbures classiques associées a la surface moyenne, on développe la définition
de bnpg par
bop =a3-anp = —az g - aq, (2.26)

grace a la relation (2.25). Apres conversion en composantes duales on écrit

(e

5= Mg = —a*azz-ay = —azg-a® = ag - (@%) 5. (2.27)

Avec I'expression bg = a3z - (a%) 3, on peut expliciter respectivement les courbures moyenne
H et de Gauss K grace aux invariants de b telles que

1
H=2 (b1 +03) = Te(b), et K =b}b3 — bb? = det(b).

Enfin, pour compléter le cadre de I’étude, on écrit la troisieme forme fondamentale de §2 par
CaB = béb)\g.

On s’intéresse désormais & la dérivation covariante d'un tenseur de surface. Soit u(¢!, €2) un
vecteur défini par ses deux coordonnées paramétriques. On définit la dérivée de u, le long d’une
courbe appartenant a la surface moyenne et paramétrée par (£!(z), £2(z)), telle que
_dg*, [ Ou ou

a(f’f)a?a = (fa)/(x)@

d

[0 @, € @) (2.28)

On développe le terme de droite par

3651‘1" = uB@aB + ug (aﬁ)ya

= u57aaﬂ + uy (a>‘>

)

Afin d’exprimer (a/\) en fonction de a?, on décompose le terme en une partie tangentielle
«

et une partie normale avec az le vecteur unitaire normal au plan tangent. En utilisant la relation

(a’\) L= ((a)‘) . a5> af + ((a/\) . ag) ag on peut écrire

g; = (u5,a + uy, (a’\) L ag) a’ + <u>\ (a/\),a : a3> as. (2.29)

On définit les symboles de Christoffel T" ga, représentant 1’évolution des vecteurs de base

i

grace a leur dérivée covariante, par

Fga =agq- at = —ag - (a/\)’a,

la seconde égalité étant déduite de la définition de la base duale (2.24). On peut désormais
exprimer (2.29) par la dérivée covariante

g; = (w0 —ualha) a” (“* CO 33) ag = (ugo — w3, ) 2’ + biusas,

)
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la seconde égalité étant permise par I'expression (2.27). En notant v le vecteur tangent a la
courbe (£1(z),€2(z)) tel que v® = (£%)'(x), on définit le gradient surfacique du vecteur u par
Vu. Il s’agit d’'un tenseur de surface d’ordre 2 dont le produit scalaire par v donne la partie
tangentielle de (2.28). En notant ug, les composantes covariantes-covariantes de Vu on a

Ul = UB,a — uAFéa, (2.30)

ou ug|, est la dérivée covariante surfacique de ug. Finalement, on peut simplifier I'expression

(2.28) par
d

ey {u({l(x),fz(x))} = (umaaﬁ + bg‘éu)\ag) . (2.31)

2.A.2 Géométrie différentielle dans le volume

Soit ¢(Xg, Yy, Z,) un point quelconque situé dans le volume V' de la coque. Les coordonnées
x4 sont données par

xq(€1,€2%,€%) = xp(€1,€%) + a3 (€1, €)
pour (£1,€2,¢3) € V le domaine 3D tel que

v={e.eeanar e -5} (2:52)

avec t I’épaisseur constante de la coque. Les composantes covariantes dans le volume sont notées
Imn telles que
Gmn = 8m " 8n, Y(m,n) € {1,2,3}.

De méme que précédemment, pour la base contravariante on utilise la définition
gm g =0y, Y(m,n) €{1,2,3}.
On définit également le volume infinitésimal dV par

AV = |g1 - (g2 x 3)]d¢'dE?dE” = [[g1, g2, g3][dE dE?de® = \/gdeldede?,

avec [.| désignant le produit mixte et g = det(gmn) (démonstration présente dans
[Chapelle 2011, pp. 19]). On s’intéresse désormais aux vecteurs de base covariants 3D, en com-
mencant par le plan tangent

_ axq(§17527f3) _ 8Xp(€1a€2)
8a = 8504 - 850‘

=+ 5333 (51) 52)704 =aq,+ €333,o¢-

Par définition de la normale unitaire au plan tangent, az-a3 = 1 implique a3 -a3z = 0 apres
dérivation, ce qui signifie que a3, appartient au plan tangent. On peut donc écrire la relation
en composantes covariantes

ag o = (agq - ay) at.

La définition (2.26) permet de réécrire I'expression précédente telle que

az o = —bw\a)‘ = —béax. (233)
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Ainsi, les vecteurs de base covariants 3D associés au plan tangent se notent plus simplement
par
8o = (da — £°b3)an. (2.34)

On a de plus
o 17 27 3
g3 = Xq(fagﬁ ) g, (2.35)

Il est désormais possible d’expliciter ’ensemble des composantes covariantes du tenseur
métrique 3D par

9ap = 8a ' 83 = Aap — 2§3ba,3 + (63)20045;
9o3 = 8a - 83 =0,
933 =83-83=1.
On remarque que les trois formes fondamentales associées a la surface moyenne sont suffisantes
pour décrire simplement les vecteurs de base pour le tenseur métrique 3D. On peut également
écrire la quantité g, permettant I’évaluation de dV, par les deux premieres formes fondamentales
3 3y2)?
g=a(1-2H + K(£%)?)",

dont la preuve est dans [Chapelle 2011, pp. 39]. La dérivation covariante d’un tenseur 3D étant
semblable a celle présentée dans la section précédente, elle ne sera pas présentée.

2.A.3 Déformations linéarisées

En considérant un modele linéaire, on rappelle I’expression du déplacement d’un point ¢
quelconque

u (65,62, 6%) = u, (€1, €%) + 30\ (¢, H)ar (¢, €2). (2.36)

Par définition de la base contravariante, le déplacement £301al (resp. £362a2) correspond
a une rotation infinitésimale autour de ag (resp. a;). Pour une analyse linéaire, on écrit les
composantes du tenseur des déformations pour le déplacement (2.2) par

(8i-ugj +8gj-ugi), V(i,j) € {1,2,3}. (2.37)

DN =

€ij =

On souhaite écrire les composantes des déformations en fonction des déplacements u,, et des
rotations @ = #ya*. En différenciant partie tangentielle et normale, on a

Ju 0
fﬁj = @(U)\a)\ + Ugag).

Gréce a la définition de la dérivée covariante 2D issue de (2.30), comme pour l’expression
(2.31), on a
0

A A A
oo (una®) = uyea” + byuras.

g~
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On développe 'expression de départ en dérivant le terme normal tel que

Ouy A A
deo Upa@" + byuras + us aa3 + uzaz o

= (Ura — braus)a® + (us,q + b uy)as, (2.38)
en utilisant la relation (2.33). De la méme fagon pour les rotations, on note

0
@(eka’\) = 9)\‘&3)\ + bé\ﬂ)\ag.

Les dérivées dans I'espace tangent et normal d’un point g quelconque sont
0 (trja — baatiz + £205j0)a™ + (ug o + bpux + E20)0,)as,

=0 a’.

En injectant les expression (2.34) et (2.35) de g; ainsi que les dérivées partielles de u, dans
le déplacement (2.36), on obtient

504,3 = eOé,B(uP) + §3Xa,3(up7 6) - (63)2’%&,3(9)7 V(Oé?B) S {L 2}7
€a3 = Yal(up, ), Va € {1,2},
£33 = 0.

On détaille les différents termes précédents, notamment les déformations de membrane e,
de flexion y et de cisaillement transverse -y, par

1
€as(Up) = 5 (Uals + Ugla) — bagus,

1
Xap(Up, 0) = 5 (0ais + Opja — itz — batirjg) + CapUs,
. (2.39)

Kap(0) = 5(529A|a +bab)5),

1
Yo (W, 0) = 5 (0o + Uz + bhuy).

2.A.4 Loi de comportement

Il reste a définir les contraintes, liées aux déformations par la loi de comportement C. En

utilisant un matériau linéaire élastique, isotrope et homogene, la loi de Hooke classique permet
d’écrire en base locale

ol = Cijklekz, v(i, 4, k1) € {1,2,3},

avec le tenseur de comportement C d’ordre 4 défini par le module de Young E et le coefficient
de poisson v tel que

Ev
(I1+v)(1-2v)

Cidkl — g g + m(gikgﬂ + 9" g"%), V(i, 4, k1) € {1,2,3}.
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On s’attache désormais a préciser ces équations dans le cas d’une base curviligne attachée
a la surface moyenne. Avec les relations précédemment établies g2 = g3, ¢%% =1 et ¢®3 =0, on
écrit les simplifications

Caﬁz\3 _ Caﬂi‘])\ — C)\?)aﬂ — CSz\aﬁ — 0’ V(Oé,,@, )\) c {1’ 2}’
Ca333 — C3a33 — C33a3 — C333a — 07 Yo € {17 2} .

Les contraintes s’écrivent alors

508 — g, goon = B paxgsuy gongsn B o
Ho 2(1+v) 1—v ’
R avec oF (2.40)
0'04 — §G EN3, Go&\ — go&\
14+v?

2.A.5 Analyse du modele monopatch

Certaines démonstrations de [Chapelle 2011] seront reprises. On considére 'espace des
déplacements-rotations H(£2) défini par (2.4), auquel on lui associe la norme

[V, 917 = [1Vall7 o) + 19117 0 (2.41)

On définit également la norme euclidienne classique || || associée & la base (g!, g2, g®) pour
un tenseur Y du second ordre tel que

1Y11% = Young™ g™ Vi, (2.42)
avec le produit intérieur correspondant
(X, Y) g = Xing™" g™ Vi
On a en particulier pour un tenseur du premier ordre
Iyl =Y Y =yngd™ g et (X,¥)p =%y =209 Yn.

En développant les expressions des déformations dans I’équation (2.5), on écrit la forme
bilinéaire

HOP (eap(uy) + € Xas(uy, 8) = (6€7) ka3 (6))
< (exuvp) + Exu(vp ) = (€rau(9) AV (243)

+ / Gy (1p, 0) 12 (vp, 9) dV.
1%

a(u.v) = a((w,.0). (v,.9)) = [

|4

Afin d’établir la coercivité et la continuité de (2.43) pour un patch donné, il est nécessaire
de lier les quantités surfaciques aux quantités volumiques.
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Lemme 2.18. Sous l’hypothése de régularité 2.4 et a condition que ’épaisseur soit petite au sens
d’avoir 1 —2HE + K (£3)% > 0, il existe des constantes (c;,C;) > 0Vi € {1,2,3} indépendantes
de t tel que, pour tout (£1,£2,€3) € V défini par (2.32), on puisse écrire

civa(el, €2) < \fg(e, €%, €%) < Crva(el, €2), (2.44)
c2a®P (€1, €3 X0 X < g*P (€1, 2,63 Xo X5 < C2a®P (€', 6%) X0 X, V(X1, X3) € R?, (2.45)
c3a® (€, €2)alH (€, ) YasY s
< g*N(Eh €%, 29 (E 2, ) YasYau (2.46)
< C3a°M(€h, €2)aPH (€1, €)YapYau, V(Y11 Yia, Yar1, Ya) € R
O

La preuve est renseignée dans [Chapelle 2011, pp. 126] avec en particulier I’équivalence des
conditions 1 — 2HE3 + K(€2)2 > 0 et t < 2| Ruin| avec Ry le plus petit rayon de courbure de
la surface moyenne.

Proposition 2.19. Soit N(v, V) la forme bilinéaire définie par
N(v,v) = [lellfa) + VI 20y + X2 )2 + 118l Z2(0) (2.47)

o t dénote ’épaisseur de la coque. Nous avons [’équivalence

1
E—ta(v v) ~ N(v,v), Vv € H}(Q). O

Preuve. On rappelle que deux formes a(v,v) et N(v,v) sont équivalentes si et seulement si il
existe des constantes ¢ et C strictement positives et indépendantes de ¢ et E tel que

cN(v,v) <a(v,v) < CN(v,v), Vv € Hj(Q).

Soient (v;,¥) € H} () des fonctions test arbitraires. On utilise les lois de comportement (2.40)
pour obtenir 1’équivalence

a(v,v) / 9™ (eap + € Xap — (€*)*kap)
X (e)\u + £3X)\u - (53)25)\“) dV + /Vga)\'Ycﬂ/)\ dv.

On rapelle que dV = \/§d£1d£2d§3. En appliquant la relation (2.44) & dV et les expressions
(2.45) et (2.46) respectivement a la partie en cisaillement et & celle en membrane-flexion de
a(v,v), on obtient

1 a
Yo a(v,v) ~ / a®XaPr (eaﬁ +EXap — (fS)ZHaﬁ)
1%

< (ean €M — (6)0) Vadg'dg2d€” + | yamn vVadg!dgae?,
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Il est désormais possible de se ramener a une intégrale sur la surface moyenne en intégrant les
différents termes selon &3 le long de 1’épaisseur ¢ de la coque. On a 1’équivalence

1 t2 12 t
o a(v,v) ~ /Q lao"\aﬁ“ <€a5€,\p + 1o XeBXw = Eeaﬂ/@\“ 30FaBRAu + ao‘ﬁ%ﬁg dQ.

On s’intéresse alors au terme mixte eqg/), et on note r un réel strictement positif. En utilisant

la norme euclidienne (2.42) associée & la base (a!,a? a%) on a

|t2aa’\a5“ea5mu| = ’<e,t2 > ) = ‘< re, in>E|

Avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz on écrit

t2
[t2a**a eqpriru| < H\/;GHEHW iz

1 12
5 <H\/7"e|2E+ |Iﬁn|%>

<1 lell? +t4H 17
= [r|le —|ls
=5 BT E
1 ox s t
< ga a’ [ reagery + —FKagkru | -
T

On choisit r = 10 afin de simplifier rapidement le terme kogr), tel que

1
EG(V,V) > /Q

1
EQ(V,V) < /Q

Ainsi, nous obtenons les deux inégalités

1 t2 t
a]Oé)\aﬂ,U» <6€0466>\N + EXQBXAN 240/€a/3/€)\u> + aaﬁ’ya’)/ﬁ‘| dQ,

11 12 5
a®aPr <6€aﬁe>‘“ + EXWX)\M =+ mt4ma5mAM> + aaﬁvafyﬁ] dQ.

1 1 2 2 2 2

— > - dQ,

1 11 2 2 t2 2 4 2

— < — — —1 dQ,
g < | [6“9' F P+ oIl + 5ot

d’ou finalement, en notant ¢ et C' des constantes strictement positives indépendantes de t et E
I'inégalité

1
Fta(va
permettant de conclure cette preuve. |

cN(v,v) < v) < CN(v,v), Vv € H}(Q), (2.48)

Lemme 2.20 (Mouvements de corps rigide monopatch). Soient v, € H1(Q) et 9 € H(Q). On
suppose une déformation nulle telle que (e(vp),x(vp,3),v(vp,¥)) = (0,0,0) sur l’ensemble
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de la surface Q). Alors le déplacement (2.36) d’un point q quelconque de V' correspond d un
mouvement de corps rigide infinitésimal. En d’autres termes, il existe un vecteur de translation
T et un vecteur de rotation infinitésimal R tel que

{Vp(£1’£2) =T + R X Xp(fla£2)7
V(€ €%) =R x ag(¢h, &%),

ce qui implique
vo(€',6%,6%) = T+ R x (x,(¢",%) + ay(", ) . O
Xq (gl 7&2 753)

On retrouve la démonstration de ce lemme dans [Chapelle 2011, pp. 118-119].

Proposition 2.21 (Equivalence des normes - monopatch). L’expression (2.47) définit une
norme sur H}(Q). Cette norme est équivalente a celle associée a HY(Q) au sens suivant

N, V) = o®)| VI3 o) (2.49)

et
COIM By = Nv.v) = 18] o). (2.50)
avec c(t) et C(t) des constantes strictement positives dépendantes de ’épaisseur. O

La preuve par contradiction est présentée dans [Chapelle 2011, pp. 120-121] sachant que,
par le lemme 2.20, le seul mouvement de corps rigide permis avec les conditions limites imposées
correspond & un déplacement nul. Les arguments de la démonstration sont par ailleurs ré-utilisés
pour I’équivalence des normes dans le cas multipatch.

Corollaire 2.22 (Continuité et coercivité). La fonction a(u,v) est continue, plus précisément
il s’agit d’une forme bilinéaire sur H;(Q) Si de plus le lemme 2.20, associé aux conditions
limites imposées, permet de justifier l'absence de mouvements de corps rigide, alors la forme
a(u,v) est coercive sur H}(€2). O

Preuve. On montre dans un premier temps la coercivité. Pour cela, on utilise successivement
les relations (2.48) et (2.49) afin d’écrire

a(v,v) > EtcaN(v,v) > EtCQC(t)HVH?_Ié(Q). (2.51)

L’expression (2.51) établit directement la coercivité de a(u,v). Il reste alors & montrer la
continuité en partant de la relation (2.50) tel que

N(v,v) < C(t)HVH%{;(Q) + 4 |kl[2q).

Avec Vexpression (2.39) de k utilisant la dérivée covariante exprimée en (2.30) sur 9, on
obtient I'inégalité
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< C@)H"H?{;(Q) + t4’|19||12ql(9) (2.52)
< é’(t)HVH?{}l(Q)'

Finalement, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que les relations (2.48) et (2.52)
on obtient

la(u,v)| < \/a(u, u)\/a(v,v)
< EtCy \/N(u, u) \/N(V, V) (2.53)
< BCC(0) [l 1 IV 13-

La relation (2.53) montre la continuité de a(u, v) et conclut la démonstration. [ |

Remarque 2.23. La constante de coercivité ne varie pas de maniére uniforme en ¢, avec des
termes en O(t) pour les composantes en cisaillement et membrane et des termes en O(3) sur les
composantes de flexion. Cette différence d’ordre selon I’épaisseur est a l'origine du verrouillage
numérique traité par la regle d’intégration présentée dans ce chapitre. |
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2.B Coque linéaire en coordonnées cartésiennes

Le but de cette annexe est de transformer la formulation variationnelle (2.5) de maniére a
ne pas développer le travail des efforts intérieurs en base locale, mais de le calculer directement
en base cartésienne. Les déplacements dans (2.2) sont donnés pour une normale exacte

a] X a2

n=a3=-—"——.
lla1 x azl|2

On rappelle la définition d’une normale interpolée n*(¢,7) par

n(¢,n) ~n"(&n) =Y Ra(¢ n)na,
A=1

avec les normales ny construites en des points de collocation donnés. L’intérét d’utiliser une
normale approchée est détaillé dans la partie intégration réduite.

On définit la matrice de passage de la base cartésienne globale a la base locale covariante
pour les points situés sur la surface moyenne (2, i.e. pour ¢ = &> = 0, par

Feo=|a1 2 nl. (2.54)

A partir de expression (2.54), nous allons définir la matrice gradient de la transformation,
envoyant l’espace paramétrique {(&,7, ()} vers l'espace physique {x}, par
' t
F¢= [X,s X gx,c] =Fco+3 [n,s n, 0] :
La jacobienne de la transformation de I’espace paramétrique vers l’espace physique, en se
rappelant de I’expression du vecteur position (2.1), vaut

n-m
Jx = Fg = Z RA7§X£ + %(Cn),g. (2.55)
A=1
On peut choisir d’utiliser la jacobienne de la représentation exacte de la coque ou celle
associée a une représentation approchée en utilisant les normales n4 définies aux points de
collocation choisis. I’équation (2.55) va nous permettre d’évaluer les dérivées des fonctions de
forme dans I’espace physique tel que

N - - t
Rax=J'Rae et Rax=J;'Rae avec Ry = 5gRA, V¢ e [-1,1].

Avant d’écrire le lien entre les déplacements et déformations ou contraintes, il est nécessaire
de relier ces grandeurs entre l’espace local précédemment défini et l'espace cartésien global.
Sachant que la base locale (2.54) n’a pas de sens physique, il est nécessaire de la rendre ortho-
normale. Nous effectuons alors le choix arbitraire (non unique) suivant

a; X as al

ti=—— et to=mnxtq.

n—
[l |

|lar x ag|2’
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Parameter space Q Physical space 2
1 1
1 1
1 1
1 1
) 1
ST [
© 1 1
I ¢ i
Sho--gbod -
Lo
W
n &£ =cte

FIGURE 2.B.1 — Représentation de la base locale orthonormée dans I’espace physique.

On peut alors définir la matrice de passage P = {tl to n] de la base cartésienne globale

a la base locale orthonormée. L’exposant g (resp. [) désigne une grandeur dans ’espace global
(resp. local). Par soucis de clarté, les crochets [-] désigne un tenseur d’ordre deux alors que
I’absence de crochet renvoie a son équivalent en notation de Voigt.

Sachant que la loi de comportement est définie dans le repére local et que nous souhaitons
appliquer I’état plan de contraintes o33 = 0, on note la transformation

[09] = Ple'|PT et [€] = Pl€|PT.

En notation de Voigt nous obtenons o9 = Qo' et €9 = Qe avec les contraintes locales o! =
T
[011 099 033 =0 2012 2093 2031} . Il en est de méme pour la matrice de comportement

CY9 = QC'QT. On donne la loi de Hooke classique en contraintes planes dans le repére local

o O O O

ol =Cle avec C!'= , (2.56)

1—p2

N
il
|
<
To oo oo

O O O o o O

O O O O X
O O O O+~ X
—

o Ol\?‘éo o O

T
o w‘
>
]
]
L

et k le facteur de correction en cisaillement, généralement pris comme égal a %.

On note U = (u, ) le vecteur contenant les six degrés de liberté pour I’ensemble des points
de controle. Soit B 'opérateur reliant les déplacements aux déformations dans le repere global
avec B correspondant aux déplacements et B? aux rotations de normale tel que

B=[Bf B/ --- By B} - Bi, Bf,|.

71



Chapitre 2. Méthodes multipatch pour des coques épaisses

Les déformations sont évaluées par la relation €/ = 1 <u7x + (u,x)T) = BU avec

Raz 0 0
0 Ray 0
0 0 Ra: (2.57)

BY =
A7 |Ray Ra, O
0 RAZ RA,y

(Ra. 0 Rag)

et

i 0 (RAnZ)@ —(RAny),m
~(Ran®), 0 (Ran®),
0 (RanY) - —(Ran®) - 0
B = ) _(RAnzz’m (R:Anz),y (RAnx)Lm _ (RAny),y . (2.58)
(Ran¥)y — (Ran®).  —(Ran")y (Ran®) .z
(RAny)@ (RAnz),Z — (RAnz)yx —(RAny),Z

L’expression (2.58) est valable pour une normale exacte. Avec une normale approchée, celle-ci

s’écrit plus simplement par

[ 0 Ra.n% —Ra 1Y
—Rayn; 0 Rayniy
D Y 3 T
B = Razma R . 0 (2.59)
—Raany Rayn Rygnf — Rayn'y
Rayny — Razn%  —Raynj Razn%
RA,xTL%/L‘ Ra.n% — Razn’y —RA7Zan4

Il est désormais possible d’écrire de maniere classique le vecteur des forces intérieures
Fint = / BT CY%9 4V,
1%
avec V = Q x [—t/2,t/2] le volume de la coque. Enfin, la matrice de raideur est définie par
K = / BTC/Bav.
1%

En approximation isogéométrique, le probléeme (2.5) consiste a trouver le vecteur de degré

de liberté T
U:[ul 01 - uy 04 - Uy, onm:| 5

solution du systéme matriciel

KU =F,

avec F le vecteur des efforts extérieurs approchés par les fonctions NURBS tel que

%:/ (fs—i—tfv)RAdQ—l-/ ngAdFm
Q In

F :/vaRAdv+ [ m, Radr,
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2.C Systéme a résoudre pour le couplage de deux patchs

L’exemple de la Figure 2.4 est repris afin d’écrire explicitement les matrices de couplage.
Dans ce cas, le squelette 'y n’est constitué que d’une seule composante 21. On rappelle la no-
tation R4 (resp. Ra) désignant les fonctions de forme NURBS en déplacement (resp. rotation).
On définit I'interpolation NURBS, avec uy, = ((up)k, 0x) € Vin X Vi i pour k = {1,2}, par

ur = up k,Hk ZRkuﬁg

Ici i = i(A, B) correspond au numéro global du degré de liberté B = {1,...,6} du noeud
A={1,...,n;-my}. Siep € RS est le vecteur unitaire dans la direction B, la fonction de base
,i est définie par
! = Ri'ep, si B < 3 (déplacement),
{ ! = Ri'ep, si B > 3 (rotation).
Exemple de systéme pénalisé. En utilisant la forme bilinéaire (2.15) et en omettant
I’écriture de I'opérateur trace pour clarifier I’écriture, on a

ba1(ug, va) = / (ug —uy) (vo —vi) dyar
Y21

NURBS /m (;RW? ZR1“1> ZR2”2 ZJ:R{U{ dy21

= / ZZ R} R1 uiv] —RER uivd —RERI uhv] + RERS ubv) | dyar.
Y21 H,—/ H,—/ H/—/

P P P
LR 1 ) Ca.i9) Ky i)

On obtient alors les matrices de pénalité
P - i RJ
K =00 (RLRL)
P P i RJ
a (ig) T < b R2>L2(721) ’
4 - . i RJ
O3 i) = —0us (R, R1>L2(721) ’
avec (-, ->L2(721) le produit classique dans L? le long de 72;. On remarque ’égalité C? = (Cg)T
par symétrie du produit dans L?(7y21). On note Ky, pour k& = {1,2}, les matrices de raideur
des deux patchs issus de ag(ug, vi) et Fy les vecteurs des efforts extérieurs issus de Ly (vy). Le

systeme a résoudre s’écrit
K; + Kll) C]f uq _ F4
LV ) F2 '

Cl K,+Kj
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Exemple de systéme dualisé. Les duaux des déplacements et rotations Ag; € Mo j, sont
interpolés par les fonctions NURBS tel que

A9l = Z Ry,

avec R" = R4'ep ou R = R4ep suivant que le degré de liberté i(A, B) corresponde & un
déplacement ou une rotation. En notant k le coté esclave s(21) choisi, on a

Rl1 = Trgle *ep, si B <3 (déplacement),

R2’1 = Trgle’ ep, si B > 3 (rotation).

Avec la forme bilinéaire (2.16) et en omettant I’écriture de I'opérateur trace on obtient

c21(A21, v — V1) = A21 (vo —vy) dyar
Y21

NURBS /721 XZ: R3; Z Riv{ — Z RJv) | dya

= / > R 'RY Apyv] ~RERE N v) | dyar,
Y21 N—— N——

@ J A A
RNCE) ©2,6.9)

avec les matrices de couplage

A _ k+1 j
Ck,(l,j) - ( ) <R21 7R‘]ZZ>L2(721) .

Le systeme a résoudre dans le cas d’un probleme dualisé est

K1 0 (C{‘)T up F1
0 KQ (C%)T u2 = F2
C G 0 A21 0

Naturellement, la taille du systeme augmente avec 'introduction d’inconnues supplémen-
taires. Le bloc de zéros visible dans la matrice de raideur est caractéristique d’un probleme de

point-selle.

Exemple de systéme augmenté. Sachant que ’approche augmenté est la combinaison
des méthodes primale et duale, on utilise les matrices de couplage précédentes pour obtenir le
systeme augmenté a résoudre

K, +K/ CY CHT [w Fy
CIQ) Ky + Kg (C%‘)T w | = |Fs
Cc; C) 0 o1 0
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2.D Compléments sur ’intégration réduite

2.D.1 Intégration réduite dans les patchs

Afin de compléter 1’étude, l'intégration réduite des différents termes composant 1’éner-
gie de déformation est détaillée. Il s’agit simplement de présenter le travail de [Adam 2014,
Adam 2015b] afin de comprendre la démarche permettant d’obtenir une diminution significa-
tive du verrouillage numérique. On précise que le terme intégration complete fait référence a une
intégration exacte, c’est a dire une intégration Gaussienne a n points. En notant [a, b] 'intervalle
d’évaluation d’une fonction g, on obtient aprés discrétisation 'approximation

b n
/a g(z)w(x)dr ~ Zwig(xi),

i=1

avec W : [a,b] — R* une fonction de pondération et w; les poids de Gauss associés & chaque
noeud x; qui sont les racines de la famille de polyndémes orthogonaux choisie pour le produit
scalaire associé & L2. Nous avons choisi une intégration de Gauss-Legendre dont on rappelle
qu’un nombre de points

2P+ 1} (2.60)

ngpc = Esup |: 9

est nécessaire pour intégrer exactement un polynome d’ordre 2p (ici Eg,p[-] correspond a la
partie entiére supérieure). Néanmoins, il est connu qu’une intégration compléte pour des élé-
ments de type plaque/coque épaisse amene un verrouillage en cisaillement/membrane causé par
un champ dit inconsistant. On utilise donc l'intégration réduite de [Adam 2014, Adam 2015b]
dont I'un des avantages consiste a utiliser un méme nombre de points pour les termes de mem-
brane, flexion et cisaillement contrairement aux intégrations sélectives classiques ce qui en fait
une méthode adaptée a I’étude de géométries plus complexes. Le phénomene de verrouillage est
présenté sur une poutre courbe de Timoshenko soumise a un chargement dans le plan. On note
L sa longueur, R son rayon de courbure constant et (t,n,b) le repére de Serret-Frenet associé
(voir Figure 2.D.1).

Dans ce repere local, les déplacements le long de la fibre moyenne sont notés u(s) et les
rotations de la section transverse 6(s) tel que

u(s) = [u(s) unls) 0] et B(s)=[0 0 6(s)]"

On applique un moment par unité de longueur dépendant de I’épaisseur t de la poutre

T T\ 2 . s
m(s) = [0 0 m(s)} , avec m(s)=EFEI (211) sin <2Ls) ,
avec E le module de Young et I = % le moment d’inertie pour une poutre de largeur b. Ce
chargement permet d’imposer un état de flexion pur avec des énergies de cisaillement trans-
verse et de membrane nulles. Il s’agit d’un test classique afin de tester le verrouillage mem-
brane/cisaillement transverse pour une poutre courbe. Le phénomeéne de verrouillage améne
une solution artificiellement dépendante de ¢ car le probléme de flexion pur est alors susceptible
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s=1L —

clamped

X s=0

FI1GURE 2.D.1 — Description du probleme de poutre pour I’étude du verrouillage.

d’étre régi par les énergies de membrane et de cisaillement transverse induites par projection de
la solution continue sur I’espace des fonctions polynomiales par morceaux. Dans un contexte de
petites déformations en élasticité linéaire, les déformations de membrane, cisaillement transverse
et flexion s’écrivent respectivement

Un($)
em(s) = urs(s) — 7 Vs € [0, L],
s(8) = “t](? F U (s) — Op(s), Vs e0,L],
Xb(8) = Ob,s(5), Vs € [0,L).

D’un point de vue mathématiques, les verrouillages en membrane et cisaillement transverse
ont la méme origine, les énergies e,, et s contiennent des termes dérivatifs et non dérivatifs.
C’est en ce sens que le verrouillage est causé par un champ dit inconsistant, avec des termes
d’ordre différent dans I’énergie de déformation qu’il est pourtant nécessaire d’intégrer avec un
méme nombre de points de Gauss dans le cas d’une intégration complete. Par la suite, on
se concentre sur le verrouillage en cisaillement transverse sachant que la quadrature réduite
proposée diminue également le verrouillage en membrane, la seule différence vient du fait que
le verrouillage en cisaillement apparait pour un rapport L/t > 1 et celui en membrane pour
L/t > R/L [Adam 2014].

2.D.1.1 Eléments finis de Lagrange quadratiques

On étudie dans un premier temps le verrouillage sur des éléments finis classiques de Lagrange,
d’ordre quadratique et régularité C. Par soucis de clarté, on note w le déplacement normal u,,
et 6 la rotation de la section transverse. On divise la poutre en n. éléments de longueur 2L tel
que chaque élément i € [1,n.] possede six degrés de liberté, voir Figure 2.D.2.
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w*, 6 w’, 6

s=—-—L @ O ® s=1L_

wp w w)
0 01 05

FIGURE 2.D.2 — Element poutre quadratique de Timoshenko.

Le champ de déplacement de 1’élément i vaut

wie) = uhruip+ob(3)
S

0's) = 6h+0i+6) (L) ,

il est polynomial par morceaux en base locale. La condition de continuité C° entre deux éléments
successifs donnent les relations

. , . L s e
wh +wi +why = witt —wit +wht
S L i
00+ 0, +05 = o5t — ot 4oLt

En développant les déformations de cisaillement et flexion dans la base {1, s/L,1—3(s/ L)Q]
formée par les polynomes de Legendre, on obtient les expressions

i wh P 2w} ) s 0 52
V() = <L1_00_32>+(L2_01>L+32(1_3<L)>’
0 29§£

@ - 1

A partir de ces relations et en notant Hy, = GA, avec G le module de cisaillement et A I’aire
de la section, et H, = EI, on définit les énergies correspondantes pour chaque élément ¢

. .\ 2 . 2 .

, 1 N 2 wi 0 1(2wh 4(05)?
L= CHy | (4) ds=LH |2 -0 2) +5 |20 2
W 2 /(7> s <L 0 3) +3<L 1>+ 45 |

——
i 1GP 2GP 3GP
N2 N2
) 1 N2 0 4 (6
i _ i _ 1 =122
W, : b/i<Xb) ds = LH, <L> +3<L>
——
L 1GP 2GP

La notation "x GP" indiquent qu’au moins x noeuds d’intégration sont requis pour retenir le
terme considéré selon la quadrature décrite par (2.60). Sous la contrainte d’une poutre infiniment
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mince, I’énergie de cisaillement transverse doit s’annuler, d’ou

wzi i 9%
I
2w§ i
7 oY
0% — 0.
t—0

Les deux premieres équations sont physiques et représentent un champ consistant car elles
contiennent des inconnues a la fois en déplacement et en rotation. En revanche, la derniére
équation n’a pas de sens physique, elle n’inclut qu'une inconnue en rotation. Dans le cas limite
L — 0, la troisiéme équation s’écrit 6 ;s — 0. Cette contrainte artificielle est die a I'utilisation
de trois points de Gauss dans le cas d’une intégration complete. On observe également que,
lorsque t — 0 on a

N
1445 — LH, <0L1> car 6} —0,
Pénergie de flexion ne s’annule pas mais sa convergence est simplement réduite (elle serait
annulée avec des éléments linéaires de Lagrange). En ce sens, 'augmentation de l'ordre des
fonctions de base ne supprime pas le verrouillage mais permet d’atténuer la diminution du taux
de convergence.

L’utilisation d’une regle de quadrature réduite a deux points de Gauss permettra d’éliminer
cette contrainte purement numérique et d’obtenir des éléments libres de verrouillage. Dans ce
cas, I’énergie de flexion est inchangée et le dernier terme pour le cisaillement est supprimé tel
que

r . .\ 2 . 2
. w : E 1 [ 2w} .
W! = LH, (Ll—eg—;> +3<L2—9§> ,

- S\ 2 S\ 2
i 6i\° 4 (6
Wi = LH, <£> +3<L2>

2.D.1.2 Eléments finis B-splines quadratiques

On reprend le méme raisonnement précédent mais en tenant compte de la régularité C!
permise par les fonctions B-splines quadratiques. On rappelle les trois conditions obtenues avec
une intégration compléte pour une poutre infiniment mince

wli i 9%
2w§ i

7o =030, (2.62)

0, —0, (2.63)
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avec les conditions de continuité C°

wh +wl +why = whtt —wit 4wkt (2.64)
0+ 05 + 05 = g5 —gitl 4 it (2.65)

Il est désormais possible de satisfaire une continuité C' entre éléments qui implique en plus

wi 42wy = witt — 2wt (2.66)

Y

t20 = 0T — 205 (2.67)

En injectant les expressions (2.61) et (2.62) pour les éléments i et 7 + 1 dans (2.66), on
obtient

' 03 1 e, 05
i i +1 _ pi
On injecte alors I'expression (2.65) dans (2.68) tel que
i i+1

La continuité C'! impose une nouvelle contrainte 65 — 9§+1, entre les éléments 7 et ¢ + 1,
pour une poutre infiniment mince. On peut exprimer les expressions (2.63) et (2.69) par

fss — 0 et 055 — cte,
T =0 T =0

de tel sorte & remarquer que la contrainte artificielle (2.63) est renforcée par une plus haute

régularité permise par les B-splines. Ainsi, abaisser le nombre de points de Gauss a deux comme

précédemment permettra d’éliminer la contrainte 6 ﬁ 0 mais pas 6 s ﬁ cte engendrée par
— —

la continuité C'. Le nombre total de points de Gauss doit étre diminué. On s’intéresse alors aux
inconnues en rotation et au nombre d’équations associé. Si I’on considére une poutre formée
d’un seul élément, l'intégration a deux points précédente s’applique avec trois inconnues 91»1,
i € {0, 1,2}, pour trois équations

Ui g2 -
7 05 3 50 0, (deux points de Gauss),
2wy 1 :
A 0; v 0, (deux points de Gauss),
05 =0, (condition limite).

En ajoutant un deuxieme élément avec trois inconnues 9?, i € {0,1,2}, une intégration a
deux points amene quatre équations

Wi % (d ints de Gauss)
7 0= 3 30 eux points de Gauss),
2w3 2 -
< = 07 P 0, (deux points de Gauss),

06+ 61 + 05 = 05 — 03 + 63,
01 + 205 = 03 — 2603,

(continuité C?),

(continuité C1).
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Dans ce cas, une équation artificielle supplémentaire induit un verrouillage. En intégrant
avec un seul point I’élément suivant, on obtient le systéme constitué de trois équations

wi > 03

< = 05 — ) P 0, (un point de Gauss),
05 + 01 + 03 =02 — 07 + 63, (continuité CV),

01 + 205 = 07 — 262, (continuité C1),

qui n’est désormais plus surcontraint. Par conséquent, le verrouillage apparait lorsque plus
d’équations que d’inconnues sont présentes. Pour s’affranchir du phénomeéne de verrouillage,
chaque élément ajouté sera intégré avec un seul point de Gauss. L’unique condition limite
d’encastrement impose cependant qu’un élément, choisi arbitrairement, soit intégré avec deux
points de Gauss. On propose ici de prendre un élément du bord, ou il y a une accumulation de
points de controles et donc de fonctions B-splines, afin de s’assurer du bon conditionnement de
la matrice de raideur [Adam 2014, Adam 2015b]. Le raisonnement pour des éléments B-splines
cubiques peut étre directement déduit de l'approche précédente en rajoutant, si besoin, la
condition de continuité C2.

Remarque 2.24. Par construction de la regle de quadrature précédente, aucun mode a énergie
nulle n’est généré grace a un nombre suffisant de points de Gauss a 'extrémité (resp. aux extré-
mités) de la structure encastrée sur un bord (resp. ses deux bords) [Adam 2014, Adam 2015b].
Un nombre insuffisant de points d’intégration aux extrémités conduit a I’obtention d’un systeme
indéterminé (plus d’inconnues que d’équations) et sera a 'origine de modes sabliers. A contra-
rio, un nombre de points d’intégration trop élevé conduira a des équations supplémentaires
et artificielles d’ou I'apparition d’un verrouillage. Dans ’idéal, un nombre égal d’équations et
d’inconnues permet a la fois d’éviter tout mode a énergie nulle mais aussi de supprimer com-
pléetement le verrouillage. [ |

2.D.1.3 Quadrature réduite pour des plaques et coques

Les éléments coques et plaques étant simplement construits par produit tensoriel des
fonctions de base, la régle de quadrature précédente est directement applicable. En revanche,
afin d’anticiper des conditions limites quelconques, les deux extrémités de la structure auront
un nombre de points d’intégration plus élevé. Ceci permet d’éviter I'obtention de modes sabliers
mais sera a l'origine d’un verrouillage résidu dans le cas ou certains bords de la structure
ne seraient pas contraints [Adam 2014, Adam 2015b]. On résume les régles de quadrature
complete et réduite pour des fonctions de base d’ordre py, et régularité r; sur chaque domaine Qk

Quadrature compléte sur (), (exacte pour des polynémes d’ordre 2py).

2pg + 1]

ngpc = Esup [ 9

Quadrature réduite sur .
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{ngpc — 1, ngpc — 1} pour un élément de coin,
n {ngpc — . — 1, ngpc — 1}, pour un élément de bord horizontal,
GPR = N .
{ngpc — 1, ngpc — 1, — 1}, pour un élément de bord vertical,

{ngpc — rr — 1, ngpc — 1 — 1}, sinon.

Il est important de noter qu’en plus de réduire significativement le verrouillage en membrane
et cisaillement transverse, l'intégration réduite permet de diminuer le colit numérique d’un
calcul. Cette affirmation est d’autant plus vrai que la régularité choisie est élevée. En effet,
une haute régularité signifie des conditions de continuité supplémentaire & prendre en compte
et donc une diminution du nombre de points d’intégration dans les éléments adjacents. Par
conséquent, I'intégration réduite cumule & la fois précision et faible colit numérique.

100 L [ O e e Y Y R
+ + ++ + ++ + ++ +
. o S AU S e S AN A S N S S SR S S S S
+ o+ H+ o+ H+ o+ + o+
=050 PP L AN, 4 N A o SO A AP S, P I S S S NI S
=0 =09 Pulnbriniatrd shalniaiatrt ettt S R B S e T i % e S e e St i
+ o+ H+ o+ H i+ o+ F o+
. PP I K S L 3 SO S 1, SO A, o . S N O T S SR e S S T S S
+ o+ H i+ o+ H i+ o+ i F o+
0.00 popd ¥ Mt * H)F ¢ Hyw ¢ P S S S S S S S S ST S S
(a) Linéaire (b) Quadratique (c) Cubique
1.00 L00 1.00
+ + + + + +
+ o+ 4+ + 0+ + 4+ 4
=050 =050 =050
+ o+ 4 + 0+ + 9+ o+ 4+
0.2 0.25 0.2
+ + + + + +

FIGURE 2.D.3 — Schémas de quadrature pour chaque patch € représentés dans ’espace para-
métrique. Haut : intégration complete. Bas : intégration réduite. Pour 'intégration réduite, une
augmentation de la régularité engendre une diminution du nombre de points de Gauss.
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2.D.2 Intégration réduite aux interfaces

Par changements de variable successifs, I'intégrale le long d’une interface v dans ’espace
physique est d’abord transformée en intégrale pondérée dans ’espace paramétrique 7 puis dans
Pespace parent tel que 4 € (0,1) soit le parent de chaque élément 7, formant 'interface. On
rappelle que le scalaire W (&) = Y% Na(&)wa est la fonction somme des poids w4 associés
aux fonctions B-splines N4 (&) utilisée pour obtenir des fonctions NURBS. On note f, f €
Span; e[ ] {RY(&)} et f respectivement une variable & évaluer le long de v, 7 et 5 avec les
transformations

f=(foF)-W et f=(foF.).

En notant e un élément de 'interface, on a
[rar = [(foF) des®)ag
v F /5
- Z/A (f o F) - det(F) d7,
3 /((f oF) o F,) - det(F) - det(F,) d5
e 77

)

e

_ Zéf-W‘l-det(F)-det(f‘e)d’?-

La création de l’espace parent 4y, pour l'interface de composante kl, est réalisée par la
projection K'TS décrite en Section 2.5. Il s’agit d’une projection au point le plus proche symé-
trique, i.e. en changeant de c6té esclave afin de projeter I’ensemble des noeuds qui forment une
interface. Il est nécessaire de résoudre un probleme de minimisation sous contraintes de borne
sur les coordonées paramétriques &, de chaque noeud maitre tel que le probleme a résoudre
soit de la forme

min  d(&s, &), avec min(E,,) < &, < max(E,),
EmEVm (ki)

ou Z,, est le vecteur noeud c6té maitre. L’algorithme L-BFGS-B est utilisé pour la résolution de

ce probleme d’optimisation, il présente ’avantage d’une utilisation mémoire modérée et permet

de respecter les contraintes de bornes associées aux vecteurs noeuds [Byrd 1995, Zhu 1997].
On rappelle que la régle de quadrature compléte nécessite

(o + 1) + 1]

ngpc = Esup [ 9

points d’intégration sur chaque élément de 7y, avec pi et p; Uordre des fonctions de base des
patchs Q. et €.

Par extension de la quadrature réduite précédente, on propose également une regle d’inté-
gration réduite pour l'intégrale de couplage qui doit permettre de diminuer le colit numérique
sans avoir d’impact sur le verrouillage. Afin d’éviter une perte de positivité de la matrice de cou-
plage, un nombre de points d’intégration minimum est nécessaire aux extrémités de 'interface,
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c’est a dire aux lieux d’accumulation des fonctions de base. Par conséquent, nous proposons

d’utiliser un nombre

de points de Gauss réduit

. ngpc — 1, aux extrémités de l'interface,
GPR — .
1, sinon.

2.D.3 Résumé des schémas de quadrature

Quadrature compléete Quadrature réduite

+ Patch Q nGgpc = Esup |:

O Interface yi1  napc = Esup {2} NGPR =

{nepc — 1, ngpc — 1}
2pr + 1 {napc — & — 1, ngpc — 1}
5 NGPR =

{ngpc — 1, ngpc — 7 — 1}

{ngpc —rr — 1, napc — 7 — 1}

ngpc — 1
1

(o +m) +1

Exemple avec quatre patchs et fonctions de base quadratiques C!

+ Qrcpr O 7ki,GP + Qrcp O 7kl,GP

FF A F A F T E 4T 3 T3 sF F T %

T I - I A - M OF + + 1 + I+ +
+ o+ Akt b+ PHFR o+ + 45

S L A SR I - TR, Gt HLF L I+
+ + Ht + HE O+ b o e e i o + o+ o+ g+ +

R N RSB RISD O o+ x e e s
o)

++++++++btntntntt TR T e Taw TR

BB B P T T W
& & oot & % o dmioomb.b O 600 00—0R-dlololsradd- &
P e b 4 s yOF |+ 4+
Ok + ++ + ++ + +

ok okt L e o 4+ o+ + +
+ ++ + ++ + + + + + +0

IIIIII++++++++ + o+ o+ 1+ o+
+ ++ + ++ +_+ + +1+ +0

PR R - e S S S A 6 3T R
Ok + ++ + ++ + + . o+ e

R S . S . c S A P+ +, + g+ +

TABLE 2.D.1 — Résumé des regles d’intégration pour des géométries multipatch.
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Chapitre 3. Modele de coque épaisse en grandes transformations

3.1 Introduction

L’IGA présente I'avantage non négligeable de travailler sur la géométrie exacte, telle que
définie dans un logiciel de CAD. Afin de profiter de cet atout, nous proposons d’étendre I'analyse
précédente au cas des grandes transformations, c’est & dire en prenant en compte la partie non
linéaire des déformations. Sachant que les longueurs caractéristiques de la surface moyenne
d’une coque épaisse sont nettement supérieures & son épaisseur, il est fréquent de considérer
que la géométrie est sujette a des grands déplacements et a des déformations modérées. Par
conséquent, il va étre nécessaire de choisir une méthode de résolution adaptée au cas des non-
linéarités géométriques.

Parmi ces méthodes, les plus répandues sont la formulation lagrangienne to-
tale (FLT) et la formulation lagrangienne actualisée (FLA), wvoir par exemple
[Bathe 1975, Bathe 1980, Crisfield 1996a, Crisfield 1996b]. Dans un premier temps, on
propose de donner les caractéristiques de chacune afin de résoudre un probleme de coque non
linéaire par la méthode isogéométrique. On associera a ces méthodes un schéma de résolution
itératif de type Newton-Raphson qui sera discuté par la suite.

Formulation lagrangienne totale : le principe des travaux virtuels sera appliqué par
rapport & la configuration initiale Vg de la coque. L’équation de mouvement est alors notée

OWing — 0Wexe = | SETS V) — §Wexe = 0,
Vo
avec la mesure des déformations de Green-Lagrange E et le second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchhoff S. En appliquant le schéma de Newton-Raphson, la matrice de rigidité tangente,
établie par la suite, vaut

K, = | Bl(u)CoBu(u)dVp+ [ DT (w)SD(u)dVy+ [ DT(u)(H+DTA)TSdV}.
Vo Vo Vo

Le premier terme, c’est a dire la partie matérielle de la matrice de rigidité, est assez complexe
a évaluer puisqu’il comprend l'opérateur non linéaire Byj(u), reliant les déplacements aux
points de contrdle a la déformation linéarisée, dii a I'intégration par rapport a V5. De méme, la
partie géométrique ou contraintes initiales, c’est a dire les deux termes de droite, est également
relativement complexe a déterminer puisqu’elle est constituée des opérateurs non linéaires
D(u) et D(u) correspondant respectivement aux dérivées premiére et seconde du gradient des
déplacements par rapport aux degrés de liberté. En revanche, les contraintes S vont pouvoir
simplement s’ajouter au cours des incréments de résolution car elles se rameénent toutes a la
configuration initiale. Sachant qu’en IGA le degré des fonctions de forme peut étre élevé et
que, par conséquent, le support de chaque fonction peut étre élargi, I’évaluation de la matrice
de rigidité peut rapidement devenir coliteuse. Néanmoins, ’ensemble des intégrations étant
réalisées sur Vj, les fonctions de forme ramenées a ’espace physique peuvent étre stockées et
utilisées pour mettre a jour la matrice de rigidité tangente. De plus, les matrices de couplage
multipatch peuvent étre évaluées une seule fois pour ’ensemble de la résolution itérative.
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3.1. Introduction

Formulation lagrangienne actualisée : dans ce cas, la géométrie est actualisée a chaque
incrément ¢ de force. L’équation de mouvement devient

SWint — OWext = / SETSAV; — §Woy = 0.
Vi

En supposant des petits déplacements, en particulier des petites rotations, entre les configura-
tions V; et Viy1, la matrice de rigidité tangente est représentée dans ce cas par

K; = / B!C;BdV; + / D{ 6D, dV;.
V; Vi

Cette fois la partie matérielle est simple a évaluer par 'opérateur By reliant les déplacements
(supposés infinitésimaux) aux points de controle a la déformation. La partie géométrique est
également simple & déterminer, avec Popérateur linéaire D; indépendant du déplacement, mais
peut néanmoins étre cotiteuse. En effet, sachant que la géométrie est mise a jour, les contraintes
doivent étre rapportées a la géométrie actualisée. Pour cela, on écrit 1’égalité des vecteurs
contraintes entre la configuration initiale et déformée d’oti I’on obtient, par la formule de Nanson,

la relation
_ F,SF}
77 det(Fy)’

avec Fyx le gradient de la transformation entre la configuration V; et V. Ce tenseur des
contraintes o doit étre évalué a chaque itération ce qui peut représenter un colit numérique
non négligeable. De plus, les fonctions de forme et leurs dérivées ne peuvent plus étre stockées
dans D’espace physique mais seulement dans ’espace paramétrique (dans lequel leurs valeurs
sont invariantes) ce qui rajoute un cotit numérique supplémentaire. De méme, il sera nécessaire
d’évaluer les matrices de couplage multipatch pour chaque configuration actualisée.

Par conséquent, nous avons fait le choix de la FLT, tel que présentée dans [Adam 2015a]
et inspirée de [Crisfield 1996a, Crisfield 1996b], afin de résoudre un probléeme de coque en
grands déplacements. Il reste alors & préciser I’écriture choisie afin de paramétrer les rotations
associées au modele de coque épaisse. La littérature est tres fournie quant a une paramétrisation
par les angles d’Euler [Bathe 1975, Surana 1983, Stander 1989]. En reprenant les propos de
[Crisfield 1996a, Section 8.2], il s’avére que dans les premiers modeles de coque non linéaire
[Ramm 1976, Bathe 1980], la discrétisation par les fonctions de forme était appliquée au dernier
moment, notamment apres la linéarisation de 1I’équation de mouvement. Par conséquent, la
matrice tangente obtenue n’était pas consistante ce qui a été montré dans un premier temps par
Frey et Cescotto [Frey 1977] puis par Surana [Surana 1983]. Les travaux plus récents prennent
en compte ce terme [Surana 1983, Stander 1989, Crisfield 1996a], équivalent de la partie
géométrique de K; contenant le second gradient ]j(u) pour les angles d’Euler, dont I'influence
est qualifiéee de non négligeable dés que la rotation totale devient grande [Stander 1989].
Néanmoins, avec une paramétrisation par les angles d’Euler associée a la FLT précédente, le
fait de faire un choix quant a la séquence des rotations aboutit inévitablement & I’obtention
d’un vecteur des efforts intérieurs approché a cause de ’absence de commutativité des rotations
finies dans l’espace. Ce point est mis en évidence sur I’Annexe 3.C. Dans le but d’obtenir un
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Chapitre 3. Modele de coque épaisse en grandes transformations

bilan des efforts exact issu de la FLT, nous avons choisi une paramétrisation axio-angulaire
des rotations, c’est a dire 'utilisation d’un scalaire, la magnitude de la rotation, ainsi que d’un
vecteur directeur.

Dans ce chapitre, nous adopterons cette paramétrisation axio-angulaire associée a 1'utilisa-
tion de la normale en configuration initiale. Les formules de rotation de Rodrigues permettront
de mettre a jour la rotation totale sans émettre I'hypotheése de variations incrémentales
infinitésimales et sans devoir composer les rotations finies. Cela permettra également d’obtenir
un vecteur des efforts intérieurs exact et de conserver les six degrés de liberté par point
de contrdle au lieu de ré-écrire I'ensemble de la formulation en fonction de cing degrés de
liberté comprenant les deux angles d’Euler exprimés dans la base locale de I’élément. Afin de
vérifier les résultats obtenus, la FLT présentée dans [Adam 2015a] a également été développée.
Il s’agit dans ce cas de supposer une variation incrémentale infinitésimale des rotations et
d’utiliser la normale a la coque en configuration actuelle. L’algébre des quaternions permet
alors d’actualiser les normales de maniére simple et efficace, voir I’Annexe 3.B pour plus de
détails.

Ainsi, nous souhaitons résoudre un probléme de coque non linéaire en grands déplacements
et grandes rotations par une FLT associée a une paramétrisation axio-angulaire des rotations
et a I'utilisation d’une normale en configuration initiale. Pour cela, le chapitre est divisé en huit
parties distinctes. Dans les Sections 3.2, 3.3 et 3.4 nous développerons respectivement 1’écriture
des grands déplacements, le tenseur des déformations et la loi de comportement appliquée. Les
Sections 3.5, 3.6 et 3.7 concerneront I’écriture du probléme non linéaire, sa linéarisation par
la méthode de Newton-Raphson et I'obtention de la matrice tangente qui en résulte dans le
cas d’un probleme monopatch. Enfin, nous appliquerons le cas des grands déplacements a un
probléme multipatch en Section 3.8 avant de présenter les résultats numériques dans la derniere
partie de ce chapitre.

3.2 Déplacements avec grandes rotations

On rappelle que, pour un point ¢ quelconque de la coque, dans une description isogéomé-
trique avec une normale approchée le vecteur déplacement est donné par

u,(§,) = %n Ra(&p) (UA + %C(HA(HA) - nA,o)) = nfj Ra(&p) (UA + %C (R(64) — I5) HA,O) ;
A=1 A=1

(3.1)
avec n4 o la normale initiale et R(64) la matrice de rotation associée au pseudo-vecteur de
rotation @ 4. Dans le cas des petites rotations, nous avions la simplification

(R(@A) — Ig) ngo= 9A X1nygo 0A X 1y,

ce qui n’est plus le cas désormais. On considere alors la paramétrisation axio-angulaire (e, #)
afin de définir 'opérateur de rotation R qui est orthogonal, de déterminant unitaire et possede
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3.3. Tenseur des déformations de Green-Lagrange

les valeurs propres {1, exp(if), exp(—if)} tel que dans R? on ait
R(e,8) =13+ (1 — cos(0))[ex][ex] + sin(0)[ex],
avec ||e|| =1 et le tenseur anti-symétrique [ex] définit par
ex]lv=exv, VveR3

On note 0 le pseudo-vecteur, qui n’est pas un vecteur puisqu’il ne possede pas la propriété
d’additivité pour des rotations finies dans R?, de norme @ et direction e tel que 8 = fe = ||6|e.
On peut donc écrire 'opérateur R selon la formule de Rodrigues

R(6) =1s + 1_2(2)8(9)[6><}[9><] + Sm;e) 0], (3.2)
ou encore, sachant que 8 ® 6 — [@x] [@x] = 6?13 dans une base euclidienne, par I’expression
R(6) = cos(0)L; + 1_;‘58@9 ®0+ Sme(e) 6x]. (3.3)

En utilisant les développements en série de Taylor des fonctions sinus et cosinus, il est également
possible d’écrire R sous une forme exponentielle équivalente

00 « k
R(0) = exp((ox]) = 3 2
k=0 ’

3.3 Tenseur des déformations de Green-Lagrange

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange est adapté au cas des grands déplacements
pour des déformations continues. Dans le cas d’une FLT, I’ensemble des expressions, en particu-
lier les intégrales de volume pour le principe des travaux virtuels, seront exprimées par rapport
a la configuration initiale X. Afin de simplifier les notations, nous considérons dans un premier
temps un probleme monopatch tel que les indices en référence aux patchs k seront omis. Dans
ce cas, la position actuelle des points matériels s’écrit simplement x = X + u,. On rappelle
I’expression du gradient de la transformation Fy reliant la configuration actuelle x a celle de
référence X par

Fy=I3+u,x =I3+D,

avec I3 le tenseur identité en dimension trois et D la dérivée du déplacement ponctuel par
rapport aux positions initiales. On peut alors expliciter la mesure des déformations sous forme
tensorielle par

1 1
E= (FEFX—I?,) = (D+DT+DTD).

Il est évident qu’en simplifiant ’expression précédente au premier ordre, le tenseur des
déformations de Green-Lagrange E correspond au tenseur symétrique non quadratique €. On
peut ainsi décomposer, comme tout tenseur d’ordre deux, le gradient du déplacement en une
partie symétrique € et une partie antisymétrique w tel que

D= % (uqvx + uzx) + % (uqvx — u;F’X) =€+ w,
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Chapitre 3. Modele de coque épaisse en grandes transformations

avec respectivement € et w les tenseurs des déformations et des rotations. On obtient alors
directement l'expression du tenseur symétrique E en fonction de sa forme au premier ordre €
par

1
E = €+§DTD

3.4 Loi de comportement

Nous considérons le méme matériau que précédemment, c’est a dire un matériau élastique
homogene et isotrope associé a une hypothese de contraintes planes. En d’autres termes, nous
utiliserons une adaptation de la loi de Hooke classique au cas des grandes transformations selon
un modele hyperélastique. Le plus simple de ces modeéles est la loi de Saint Venant-Kirchhoff,
dont le tenseur des rigidités C permet de relier les déformations de Green-Lagrange E a son dual,
le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff noté S. Sachant que le modele hyperélastique
suppose l'existence d’un potentiel densité d’énergie interne ¥ tel que S puisse étre obtenu par
dérivation de ce potentiel par rapport aux déformations, celui-ci vaut dans notre cas

*
T2
avec A* et pu* les coefficients de Lamé en contraintes planes, voir par exemple [Curnier 1994,
Section 6.6.1], tel que

v (E) [Tr(E))* + u*Tr(E?),

2\ Ev E
b2 102 O M THETsa Ty

avec respectivement A, u, E et v les coefficients de Lamé classiques, le module de Young et

le coefficient de Poisson. Nous obtenons alors une écriture simple reliant les contraintes aux
déformations par

a‘ll * *

Finalement, nous avons en notation de Voigt et dans la base locale associée a 1’élément coque
la relation
s' = CHE,
associée a I’hypothese des contraintes planes Ség = 0. En anticipant une résolution incré-
mentale, on exprime naturellement les variations de contrainte en fonction des variations de
déformation AS! = CLAE!. Le tenseur du comportement sera toujours défini & partir de la
configuration initiale et on rappelle son expression en notation de Voigt dans la base locale par

1 v 0 0 0 0
vy 10 0 0 0
000 0 0 0

E 1—v
Ch=—-
b=13 |0 0 0 — 0 0o |,
1—v
000 0 k 0
1_
000 0 Ok2V

avec k le facteur de correction en cisaillement pris comme égal a 5/6.
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3.5. Ecriture du probléme non linéaire

3.5 Ecriture du probléme non linéaire

Avant d’appliquer le principe des travaux virtuels, nous allons expliciter la différentielle du
tenseur des déformations par rapport au champ de déplacement de la coque. On précise que
Pensemble des résultats ont été vérifiés grace au logiciel Maple [Maple 2014]. Nous commengons
par donner I’expression des déformations E en notation de Voigt

_EXX— i u.x ] i %(U?X + U,2X + W?X) !
Eyy vy %(U?Y + vy +w)
g |Bzz| _ (7 n 53U + 0% + w?) (3.4)
YXY Uy +vx Uxuy +vx0y +WxWyYy ’ '
Yz Vz+wy Uyl z +Vyvz +WyWwz
| YZX | | U,z + W x| U xU 7z +VXVz+WXWZ ]
€

1
-D™D
2

avec u, v et w les composantes du déplacement u, d'un point g quelconque de la coque exprimées
dans le repere cartésien global. En se rappelant de I'expression du déplacement en grandes
rotations avec une normale approchée (3.1), on peut écrire la matrice D sous la forme

D=u;x=» Rax®Us+Rax®R(04) —Is)nap, (3.5)
A

avec R Ax = zR 4 x les dérivées des fonctions NURBS associées aux rotations, na o la normale
initiale au point de contrdle A et R(64) la matrice de rotation associée au pseudo-vecteur de
rotation 0 4. L’ensemble des gradients sont évalués en coordonnées cartésiennes par rapport a
la configuration initiale. On note respectivement

T

T T
Ujsg = |Uax Uay UAZ} , 0a= [QAX V% GAZ} et nyo= [nAX,O NAY,0 nAZ,o]

le vecteur des translations, le pseudo-vecteur des rotations et la normale initiale exprimés dans
le repére cartésien global. Alors, on peut utiliser la formule de Rodrigues (3.2) afin d’obtenir

1 — cos(||@ sin(||@
(R(BA) — 13) napo= MBA X (GA X IIA70) + M(GA X IIA70).
1164 116l
Pour clarifier I’écriture, on notera par la suite
1 — cos(||64]l) sin(||6.4]])
CA(OA) = ——-> ¢t SA(OA) = " 1
1642 116.4]|

et on introduit les fonctions auxiliaires

Daxy(04) =ca(04)(0axnayo — 0aynaxo) +sa(0@a)nazo,
Dayz(04) =ca(@4)(0aynazo —0aznayo) +5a(04)nax.o,
Daxz(04) =ca(@a)(@aznaxo —0axnazo) +s5a(0a)nayp.
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On obtient alors I’expression décrivant la variation des normales

9Ayl:7AXY(9A) = 9AZI?AXZ(9A)
(R(04) —Is)napo = (ca(0a) [0ax] +54(04)) (0axnag) = |0azDayz(04) — OaxDaxy(6a)
O0axDaxz(04) —O0ayDayz(024)

Il est désormais possible d’exprimer le gradient des déplacements ponctuels D en notation
de Voigt, avec la simplification d’écriture uy = (U4, 04), par la relation

T
D— — } — D 3.6
UgX = |ux Wy Uz VX Uy Uz WX Wy Wz| = > Du(ua), (3.6)

avec notamment, pour le point de contrdle A, I'expression

RaxUax + Rax (9Ayf)AXY(9A) AZDAXZ(OA)
RayUax + Ray (0ayDaxy(04) —0azDaxz(04)
RazUax + Raz (0ayDaxy(04) —0azDaxz(04)
RaxUay + Rax )
Da(us) = | RayUay + Ray
RazUay + Raz
RaxUaz + Rax
RayUaz + Ray
_RAzUAZ +Raz

T~
— N — /

(

(

0azDayz(04) —0axDaxy (04

0azDayz(04) —OaxDaxy(04)

0azDayz(04) — (04)
)

0axDaxz(04) —0ayDayz(04

0axDaxy

TN

NS

\_/\_/v

0axDaxz(04) —0ayDayz(024)
( (04)) |

0axDaxz(04) — 04y Dayz(024

On souhaite désormais écrire les déformations de Green-Lagrange (3.4) sous une forme com-
pacte, toujours en notation de Voigt. Pour cela, on commence par sa partie au premier ordre €
qui peut étre décrite par la relation

e=HD, avec H=

O O O O O+
OO O O O
= o o o o O
O O O O O
O O O O = O
O R, O O O O
o o o o O
O R O O O O
O O O = O O

tel que H permette d’obtenir la partie symétrique et au premier ordre de E, toujours avec des
gradients évalués en coordonnées cartésiennes par rapport a la configuration de référence.
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0:000:0:00:0:0
0:000:0:00:0:0
0:000:0:10:0:0
0:000:0:00:0:0
0:000:1:00:0:0
0:001:0000:0:0

000000000
000000000
001000000
000000000
010000000
100000000

000000100
000000001
000000000
000000000
000010000
000000000
000100000
000001000
000000000
000000000
010000000
000000000
100000000
001000000

000000000

oo —Hoioo
000~ IO
=HelHelH oS
CoooIoio
el el el il e
el el el el e
el el el el e
el el el el e
el el el el e
\
\
\ o_A_UOOO
\
| O O
N o oo
o o o
o o o
R o o o
N ocioio
Y lloioio
\
|oioio
\
&=
<« \
\
I '
. \
2 \
2
<
I
o
b
<t
|

000000100
000000000
000000000
000000010
000000000
00000O0O0O01

000100000
000000000
0:000:0:00:0:0
0:000:1:00:0:0
0:000:0:00:0:0
0:000:0:10:0:0

1:0000:0:00:0
0:000:000:0:0
0:000:000:0:0
0:1.00:000:0:0
0:000:0:00:0:0
0:01:0:000:0:0

|

Concernant la partie quadratique de E, celle-ci peut également étre décrite en notation de Voigt

en utilisant le tenseur A d’ordre trois tel que

=(9%x6x9),

dim(A)

DTAD,

1
2

[D]" [D] =

— |

avec D I’équivalent en notation de Voigt de la matrice [D]. On souligne alors le fait que A

Apji, avec la

AT soit pour ce tenseur d’ordre trois Aiji

est symétrique, c’est a dire A

représentation de A ci-dessus.
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Chapitre 3. Modeéle de coque épaisse en grandes transformations

Le tenseur des déformations de Green-Lagrange peut alors étre mis sous une forme conden-
sée, en notation de Voigt, de maniére semblable & ce qui est proposé dans [Crisfield 1996a,
Adam 2015a]

1
E =HD + 5DTAD. (3.7)

Sachant que c’est la déformation virtuelle dE qui intervient dans I’équation du mouvement,
on s’attache désormais & développer ce terme. A partir de Pexpression (3.7) on a

1 1
SE = H6D + 55DTAD + 5DTMD,
c’est a dire, en utilisant la symétrie de A,
JE = (H+DTA) 4D. (3.8)

Il reste alors & développer la variation virtuelle du gradient ponctuel dD. En utilisant la
relation (3.6) on écrit
n-m aD n-m . . .
D=3 “"Asus = Du(04)0us = Déu, dim(D)= (9 x 6n-m), (3.9)
4o Oua A=1
tel que la contribution de chaque point de contréle soit notée

D = [Di(61),.... Da(04), -, Dyn(Onm)| . dim(Da(0.4)) = (9% 6),

avec la simplification d’écriture D A4(04) = 0D4/0uy qui rend compte de 'indépendance
de D4 par rapport aux degrés de liberté en translation U4. Afin de compléter le cadre de
’étude, on précise I'expression de D A(04), nécessitant 1’évaluation des neuf dérivées premieres
de [)Axy(OA), DAYZ(OA) et ﬁAXZ(BA) par rapport aux degrés de liberté correspondant aux
rotations, sur I’Annexe 3.A. Finalement, en injectant (3.9) dans (3.8) on obtient les déformations
virtuelles
OE = (H + DTA) Dou = By (u)du. (3.10)
Nous souhaitons exprimer les travaux virtuels des efforts intérieurs non plus sur la confi-
guration courante comme c’était le cas dans I’hypothése des petites perturbations avec le
tenseur des contraintes de Cauchy o, mais sur la configuration initiale. Le travail vir-

tuel des forces intérieures dans le repeére global est classiquement défini, voir par exemple
[Crisfield 1996a, Bathe 1980, Stander 1989], par

Wine = | SETS AV, (3.11)
Vo
avec Vj le volume de la coque a l'instant initial (cette expression peut étre obtenue a partir de

la formulation forte correspondante comme précisé en Section 3.8.1). Nous obtenons alors les
efforts intérieurs définis sur la configuration initiale grace a la relation (3.10) tel que
SWing = oulFip(u) avec Fiy(u) = . B (u)S(u)dVp. (3.12)
0
En notant Fey les efforts extérieurs, supposés constants et définis sur la configuration initiale,
le probléme non linéaire a résoudre peut s’écrire

(5Vant - 5Wext =0 soit Fint(u) - Fext =0. (313)

94
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Remarque 3.1. Par soucis de simplicité, nous avons utilisé dans la définition de D une normale
interpolée a partir de ses valeurs aux points de collocation n4 (correspondant aux abscisses de
Gréville). Une définition équivalente avec l'utilisation d’une normale exacte est possible en
remplagant n o par nox dans (3.5), c’est a dire en dérivant les composantes de la normale par
rapport aux positions initiales dans le repére cartésien global. |

3.6 Résolution par la méthode de Newton-Raphson

On souhaite désormais résoudre le probleme non linéaire (3.13) par une méthode itérative.
Pour cela, on part du travail virtuel des efforts intérieurs (3.11) afin d’en déduire sa variation
incrémentale

A (6Wing) = y A(GE)TS + 6ETAS dVj.
0

En utilisant ’expression (3.10), on développe 1’égalité précédente tel que

A (§Wiy) = 6u” ( ABL(n)SdV, + /V Bl (u)AS dVb) : (3.14)
0

Vo

Afin de résoudre ce probleme, un schéma itératif de type Newton-Raphson est envisagé
[Bathe 1980, Surana 1983, Stander 1989, Crisfield 1996a]

OF e (0) . |
+ ‘gtlf“ ) Auit! = it (3.15)

La pente 0Fiy(u’)/0u est appelée matrice de rigidité tangente et sera notée K;. La variation
incrémentale du travail virtuel des efforts intérieurs est approchée par

Fint(u' + Au'th) ~ Fiy(u')

A(0Wiy) = ou’ < ABL(u)SdV, + / Bl (u)AS dV0>
Vo VO
~ SuTK;Au. (3.16)

Cette méthode converge de maniére quadratique si I’écart entre chaque solution incrémentale
est faible. Ainsi, avec la paramétrisation axio-angulaire des rotations et 1’'utilisation de la nor-
male initiale, nous n’aurons pas besoin de supposer des variations incrémentales infinitésimales
des déplacements. Le fait de considérer des rotations incrémentales infinitésimales est néanmoins
particulierement répandue dans la littérature [Bathe 1980, Stander 1989, Crisfield 1996a, Sec-
tion 8.2] mais également dans des logiciels éléments finis tel que Code__Aster [Trinh 2009, cha-
pitre 3]. C’est d’ailleurs cette hypothese qui a été émise pour la variante proposée dans I’Annexe
3.B qui utilise la normale en configuration courante et nécessite donc de composer les grandes
rotations. Concernant la méthode par les angles d’Euler, qui requiert naturellement de composer
les grandes rotations, une alternative originale a été proposée par Surana [Surana 1983]. Malgré
cette proposition, ’association d’une FLT avec les angles d’Euler engendre toujours I'utilisation
d’un vecteur des efforts intérieurs approchés au sens ou il est dépendant de la séquence des ro-
tations choisie. On compléte cette étude en montrant dans I’Annexe 3.C d’une part ’absence de
commutativité des grandes rotations et d’autre part la proposition de moyenner les séquences de
rotation afin de pouvoir utiliser des incréments de déplacement plus important en conservant la
convergence du schéma de Newton-Raphson si les angles d’Euler sont envisagés [Surana 1983].
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3.7 Matrice de rigidité tangente

Dans ce qui va suivre, on s’attache a trouver ’expression de K; grace a la relation

KAu~ | [ ABT(w)Sdv;+ / B! (w)AS AV
Vo Vo

partie géométrique partie matérielle

L’expression précédente contient deux termes dont le premier correspond a la partie géomé-
trique, ou contraintes initiales, de la matrice de rigidité tangente. Le second terme décrit quant
a lui la partie matérielle de K.

3.7.1 Partie matérielle de la matrice de raideur tangente

Nous commencons par développer le terme Bgl(u)AS. En utilisant la loi de comportement
en Section 3.4, il est possible d’écrire la variation incrémentale des contraintes

AS = CyAE.

En adoptant la méme démarche que pour la variation virtuelle de E, qui s’écrit grice a
Péquation (3.10) 0E = By(u)du, la variation incrémentale des déformations de Green-Lagrange
se développe par

AE = B(u)Au.

On obtient alors Bl (u)AS = B} (u)CyB,i(u)Au d’ot le premier terme Ky1 qui représente
la partie matérielle de la matrice de rigidité tangente tel que

Ki — / BT (1)CoBu(u) dVp, (3.17)
Vo

On remarque naturellement qu’avec la loi de Saint-Venant Kirchhoff, hyperélastique isotrope et
homogene, la partie matérielle de la matrice de raideur tangente est symétrique.

3.7.2 Partie géométrique de la matrice de raideur tangente

On s’intéresse désormais au terme ABEI(U)S afin de construire K, qui représente la partie
géométrique ou de contraintes initiales de K;. On reprend 'expression de Byj(u) donnée par la
relation (3.10) afin d’en déduire sa variation incrémentale

ABy(u) = ADTAD + (H+DTA)AD : (3.18)
classique non-linéarité de la paramétrisation des déplacements

Le premier terme correspond a la raideur géométrique usuelle alors que le second est lié a la non-
linéarité du gradient induite par les grandes rotations. Avec la méme démarche que celle qui a
permis d’obtenir D par la relation (3.9), la variation incrémentale du gradient des déplacements
ponctuels se note

AD = DAu. (3.19)
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3.7. Matrice de rigidité tangente

On note le tenseur d’ordre trois D = D /0u tel qu’en notation indiciel nous pouvons exprimer
la variation itérative de D par

AD;; = o Aup = DjjpAug, avec dim(D) = (9 x 6n-m x 6n-m), (3.20)

et tel que la contribution de chaque point de contrdle soit notée

D = [D1(61),...,D4(84), -, Dyon(Bnm)|,  dim(D4(0.4)) = (9% 6 % 6).

De méme que pour la dérivée premiére, on donne I'expression de D 4(04), nécessitant I’évalua-
tion des vingt-sept dérivées secondes de Daxy (0.4), Dayz(04) et Daxz(04) sur I’Annexe 3.A.
Finalement, en injectant les relations (3.19) et (3.20) dans ’expression (3.18), nous pouvons
écrire

AB,j(u) = AuTDTAD + (H+ DTA)DAu.

La partie géométrique de la matrice de rigidité tangente se décompose donc en deux termes

Vo Vo Vo

avec pour rappel AT = A.

Partie géométrique classique K,q : en utilisant le produit tensoriel S’\m = A;j1S;, sem-
blable & celui décrit dans [Crisfield 1996a, Adam 2015a], nous obtenons 1’expression équivalente

K,;Au= [ DTADAuSdV; = [ DT'SDAudV,
Vo Vo

avec, en notant [S] la forme matricielle du tenseur S, ’expression de S donnée par

) S] 0 0
S=AS=[S|PSIPISI=|0 [s] o
0 0 [S]

La premiere partie géométrique de la matrice de raideur tangente vaut alors

K, = [ DTSDdV,. (3.21)
Vo

La symétrie de K, est assurée par celle de S.

Partie géométrique liée a la non-linéarité des déplacements Ko : le théoréme de
Schwarz appliqué & D assure la symétrie de D par rapport aux degrés de liberté en rotation et,
par conséquent, la symétrie de K,o. Ce point est notamment détaillé sur I’Annexe 3.A. Ainsi,
la raideur tangente liée a la non-linéarité de la paramétrisation des déplacements vaut

Ky, = [ DTH+DTA)Tsaw,. (3.22)
Vo
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Par définition de D, la contribution de chaque point de controle est découplée tel que on puisse

écrire
—KUQ(H) 0 0 0 0 i
0 - 0 0 0
K, = 0 0 Koouaa O 0
0 0 0 . 0
) 0 0 0 Koommnm)l

Chaque terme issu d’un point de contrdle A peut se mettre sous la forme

03x3 033 L, J
Ko' = y A 1, S 47 57 6.
2(A4) l03x3 Ka2(AA,ij)] e }

Cette contribution dans la partie géométrique de la matrice tangente n’étant pas classique,
on propose de développer les neuf termes de K,9(44). Pour cela, nous utilisons I'ensemble des
expressions D 4;1(04), i € {1...9} et {j,k} € {1...6}, détaillées sur I’Annexe 3.A ainsi que le
vecteur des contraintes, en notation de Voigt, suivant

T
S = [SXX Syy Szz Sxy Svz SXZ}
Termes diagonaux :

Kooa4,44) = Da142(8.4) (1 +u x)Sxx +uySxy +uzSxz)
+ Da2as(04) (uySyy + (1 +ux)Sxy +uzSyz)
+ Da34a(04) (uzS77 +uySyz + (1 +ux)Sxz)
+ Da4sa(04) (vxSxx + (1 +vy)Sxy +v.2z5x7)
+ Dasaa(024) (1 +vy)Syy +v.xSxy +v.2Sv7)
+ Dag1a(04) (02877 + (1 +vy)Syz +v.xSxz)
+ Dar4a(04) (w xSxx +wySxy + (1 +w,z)Sxz)
+ Dagaa(04) (wySyy +w xSxy + (1 +wz)Syz)
(04) (

+ Dagaa(0.4) (1 +w 2)Szz +wySyz +w xSxz),

Kooaass) = Daiss(04) (14 ux)Sxx + uySxy + uzSxz)
+ Dags5(04) (uySyy + (1 +ux)Sxy +u zSyz)
+ Dass5(04) (uzSzz +uySyz + (1+ux)Sxz)
+ Daass(04) (v,xSxx + (L +vy)Sxy +v,25x7)
+ Dass5(04) (14 vy)Syy +v.xSxy +v.25vz)
+ Dagss(04) (v,2S27 + (1 +vy)Syz +v.xSxz)
+ Dars5(04) (wxSxx +wySxy + (1 +wz)Sxz)
+ Dasgs5(04) (wy Syy +w xSxy + (1 +w,2)Syz)
+ Dags5(04) (1 +w 2)Szz +wySyz +wxSxz),
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K466 = Dates(04) (1 +ux)Sxx +uySxy +uzSxz)
+ Dazes(0.4) (uySyy + (14 u x)Sxy +uzSyz)
+ Dase(04) (uzSzz +uySyz + (1 +ux)Sxz)
+ Dases(0.4) (vxSxx + (L +vy)Sxy +v,25x7)
+ Dases(04) (1 +vy)Syy +v,xSxy + 0,25 7)
+ Dages(04) (v,2522 + (L +vy)Syz + v xSx7)
+ Dares(04) (wxSxx +wySxy + (1 +wz)Sxz)
+ Dasge6(04) (wySyy +w xSxy + (1 +wz)Syz)
+ Dages(04) (1 +w,z)Szz +wySyz +wxSxz),

Termes extra-diagonaux :

Kooaa,51) = Koo(an,45) = Darsa(04) (1 +ux)Sxx +uySxy +uzSxz)
+ Dassa(04) (uySyy + (1 +ux)Sxy +uzSyz)
+ Dassa(04) (uzSzz +uySyz + (1+ux)Sxz)
+ Days4(04) (vxSxx + (1 +vy)Sxy +v.z5x7)
+ Dassa(0.4) (1 +vy)Syy +v.xSxy +v,2Sv7)
+ Dagsa(04) (v,2S72 + (L +vy)Syz +v.xSx7)

+ Dar5a(04) (w xSxx +wySxy + (1 +wz)Sxz)

+ Dags4(04) (wySyy +w xSxy + (1 +wz)Syz)

+ Dagsa(04) (1 +w 2)Szz +wySyz +wxSxz),

Kooan 1) = Koo(anas) = Datea(04) (14 ux)Sxx +uySxy + uzSxz)
+ Da2es(04) (uySyy + (1 +ux)Sxy +uzSyz)
+ Das6a(04) (uzSzz +uySyz + (1+u x)Sxz)
+ Dassa(04) (vxSxx + (1 +vy)Sxy +v.zSx7)
+ Das6a(04) (1 +vy)Syy +v.xSxy +v.2Sv7)
+ Dagea(04) (v,2522 + (L +vy)Syz + v xSx7)
+ Dar6a(04) (w xSxx +wySxy + (1 +w,z)Sxz)
+ Dagea(04) (wy Syy +w xSxy + (1 +wz)Syz)
+ Dagea(04) (1 +w 2)Szz +wySyz +wxSxz),
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Koo(aa,65 = Kooaase) = Dates(04) (1 +u,x)Sxx +uySxy +u,z5x2)
+ Dages(04) (uySyy + (1 +ux)Sxy +u zSyz)
+ Dases(04) (uzSzz +uySyz + (1 +ux)Sxz)
+ Dases(0.4) (vxSxx + (1 +vy)Sxy +v,25x7)
+ Dases(04) (1 4+vy)Syy +v.xSxy +v.2Svz)
+ Dagss(04) (v.2S27 + (1 +vy)Syz +v.xSxz)
+ Dare5(04) (wxSxx +wySxy + (1 +wz)Sxz)
+ Dasges(04) (wy Syy +w xSxy + (1 +w,2)Syz)
+ Dages(0.4) (1 +w 2)Szz +wySyz +wxSxz) .

Finalement, en se rappelant de la variation itérative des travaux virtuels intérieurs (3.16),
le probleme (3.13) linéarisé consiste a résoudre

A(Wint) — Wies = 0, (3.23)

avec 0Wies le résidu de ’équation d’équilibre (—dWiny + 6Weyt) de litération courante pour
Pincrément de chargement actuel. Le résidu §W,es est 'incrément de chargement A(dWeyy) si la
valeur prédite du champ de déplacement correspond a la valeur d’équilibre au pas de chargement
précédent. En utilisant les trois expressions des matrices tangente (3.17), (3.21) et (3.22), nous
développons A (§Wiyt) = du’ AFy(u) par

K, = /V B (u)CyBy(u) dVyp,
0
A (§Wing) ~ du’ (Ky + Ky1 +Kp2) Au avec  { Ko = s DTSD dvy,
0
Ky .
Ky, = [ DTH+DTA)TSAV,.
Vo

(3.24)

3.8 Application a un probléme multipatch

3.8.1 Equivalence d’écriture pour 1’équilibre dans le volume

Avant d’appliquer la méthode précédente au cas multipatch, on souhaite écrire le travail
virtuel des efforts intérieurs de maniere classique, c’est a dire avec une formulation purement
continue laissant apparaitre le déplacement virtuel éu, d'un point ¢ quelconque de la coque. On
rappelle que le produit de I’équation locale d’équilibre par une fonction test s’écrit dans le cas
des grandes transformations

dug - divx (IT) dVp,
Vo
avec IT = F«S le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff qui n’est pas symétrique.
En utilisant successivement une intégration par parties et le théoréme de Gauss-Ostrogradski,
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I’expression précédente peut se mettre sous la forme du terme recherché ainsi que d’un autre
terme alimentant les travaux virtuels extérieurs tel que

su, - divx (TT) dVp = / (Suyx)" - (FxS) dVo + 6West = 6Wing + 6Wos.

V() VO

Il est également possible de montrer que

SWins = / (Sugx)T - (FxS) Vo = [ SETSAVp,
V(] VO

afin de retrouver 'expression (3.11). Pour cela, nous partons de la définition 2E = FIF, — I3
afin d’obtenir I’équivalent purement continu de (3.10) tel que

E = % (4DTFx + FL6D + O (6DT6D)),

avec 0Fyx = 0D = duyx et pour lequel le dernier terme est négligeable. Par conséquent on
montre bien 1’égalité précédente avec notamment, compte tenu de la symétrie de S,

6mnt == S . 6E d‘/o
Vo

1
= [ S:(FIsD +6DTF,)dV}
2 Jvy

= S:FléDdV,
Vo

= F«S : 6D dV}.
Vo

3.8.2 Probleme multipatch augmenté discret en grandes transformations

On souhaite désormais appliquer le cas des grandes transformations en formulation la-
grangienne totale aux problémes multipatch. Pour cela, nous conservons la numérotation
k€ {1,...,K} en référence au patch de surface moyenne {2 ainsi que I'écriture -y, pour dé-
signer l'interface de composante kil du squelette formé par I'union des interfaces. En revanche,
afin d’étre cohérent avec une FLT, ’ensemble des intégrations, c’est a dire dans le volume, sur
la surface moyenne et pour les termes de couplage, seront effectuées sur la configuration initiale.
Par conséquent, la notation suivante sera utilisée

surface moyenne initiale : QF,
volume initial : V¥ = QF x [—t/2,t/2],

interface de composante kl initiale : I'y;.

De méme pour les espaces associés aux déplacements et multiplicateurs de Lagrange qui
sont définis sur la configuration initiale mais dont la notation reste inchangée par rapport au
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cas des petites perturbations afin de simplifier I’écriture. On utilisera donc les espaces discrets
locaux

Vin(9) C Vi(Qf) = {u = (du,,50) € HL(Qf) x HL(Qf), Syl = 0, 66]p = o},
Mg p (D) € L2 (Tip)?,

ainsi que les espaces brisés

Vv, = H Vin(QF) et My = H Mgt (Tia)-
k k>1

Le travail virtuel des efforts intérieurs pour le probleme multipatch s’obtient alors en utilisant
Pexpression (3.11) et par différentiation des termes de couplage

Z/ OB S dVy + Z/ ol (Trgug — Trigw) (Trggduy, — Trydwy) dLy
k Vok k>l Drt
SWMP — + Z/ Akt (Trygduy, — Trygdwy) dlyy,
k> 7 Lkt
Ik (Trigug, — Trggwg) dDyy,
k> 7Tkt

(3.25)
avec respectivement 0E; = JE(dug) et S = S(uy) la restriction des déformations de Green-
Lagrange et des secondes contraintes de Piola-Kirchhoff au patch Q’g. On peut mettre cette
derniere expression sous une forme analogue a celle issue d’un probléme multipatch en petites
perturbations. Il est alors nécessaire de rappeler les formes bilinéaires continues a ’origine du
couplage par un lagrangien augmenté

bkl VXV = R, (uk, (5uk) — (Trkluk — Trklul, TrklcSuk — Trkl5ul) dFkl,
Iy

et pour la partie couplage dual
s LP(Tr)® x L2(T)® = R, (A, up) = /r Arrug AUy
kl

L’équivalence des notations de la section 3.8.1 permet de considérer les formes locales non
linéaire et linéaire suivantes

ak(uk,éuk) = /Vk 5EESk dVOk, (3.26)
0

Li(Suy) = /V (o) - S AV + /Q [(fo)s - Sy A0

(3.27)
[ (0w (@) + 00y - (mp0)] T
I'n

avec les efforts extérieurs supposés constants et définis sur la configuration initiale ainsi
que dulg = duy = ((dup)k, 60k) la restriction des déplacements et rotations au patch k. Les
problémes discrets pour les trois formulations multipatch peuvent ensuite étre écrits de maniére
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semblable au cas des petites perturbations, sachant que les intégrations sont effectuées sur la
configuration initiale et que les tenseurs des déformations € et contraintes o sont respectivement
remplacés par E et S. Par conséquent, le probleme non linéaire discret augmenté consiste a
trouver {ui} € V3 et {Ag} € My, tel que V{oui} € V}, et V{0 } € M} on ait

> ap(ug, 0ug) + > g b (g, Sug)+ Yt (Mg, Trpdug — Trigdwg) = > Li(6uy,),
! k>l k>l !

> crt (6Akt, Trgguy, — Trpguy) = 0.
k>l

(3.28)

3.8.3 Résolution par la méthode de Newton-Raphson

Nous souhaitons résoudre le probleme non linéaire (3.28) par la méthode de Newton-
Raphson. Pour cela, nous allons développer la variation incrémentale du travail virtuel des
efforts intérieurs (3.25) sous la forme

AQGWAT) = AGTWRT) + AGWT) + A(sTR™), (3.29)

avec respectivement A(SWRF), AGWRF) et A(SW'T) la variation itérative du travail virtuel
associée a la déformation, au couplage primal et au couplage dual.

Le premier terme a été développé pour un domaine monopatch avec la raideur tangente
(3.24), il est donc possible de I’adapter simplement aux problémes multipatch avec I’expression

A(SWAP) = %: /V A (OFx)" S + SETAS dVf = Ek: SulK, pAug. (3.30)

La variation itérative du couplage primal peut & son tour étre mise sous la forme

A(WMP) = ;; /F o (Trggdug = TrggAw) (Trygd — Trigd).
sachant que par définition des fonctions test A(duy) = 0, Vk. Apres discrétisation par les fonc-
tions de forme NURBS, la matrice de couplage primale se note

AWT) = kz;l ap (Sug — ow)" (Kpp + Ky + Cpp + Cpy) (Aug — Awy) . (3.31)
On rappelle la notation utilisée dans le chapitre multipatch concernant K, et C, qui sont

respectivement la matrice d’auto-couplage (raideur appliquée sur un méme patch) et la matrice
de couplage reliant les deux patchs a lier.

Il reste alors & exprimer la variation incrémentale du travail intérieur associé au couplage
dual A(6WMP). En utilisant (3.25) on a

> A (Trydug — Tryduy) dly,

A(SWMP) = { k177K
(SAkl (TrklAuk - TrklAul) dFkl
k> 7T
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avec la variation des fonctions test primales A(duy) = 0, Vk, et duales A(0A) = 0, Vkl. La
variation itérative du travail intérieur pour le couplage dual, apres discrétisation par les fonctions
NURBS, s’écrit
> (duy, — ouy) T CY AN,
MP\  _ k>l
AOWYT) NURBS Z(”\szA (Auy, — Auy). (3.32)
k>l
De méme que pour les variables primales, les grandeurs duales vont s’actualiser simplement tel
que
At = Al + AN, VR

Finalement, en injectant les expressions (3.30), (3.31) et (3.32) dans (3.29), on écrit la
variation itérative du travail virtuel des efforts intérieurs pour un probleme multipatch avec
couplage par lagrangien augmenté

Z / (SE1)T Sy, + SEFAS, dVF

+ Z/ agl (TrgAug — TrgAwg) (Trygduy — Trigduy) dlyy

A(6Win) ~ k>l (3.33)
+ Z A)\kl Trkléuk — Trkléul) dFkl,
k>0 7Tkl
Z 5)\kl (TrklAuk — TrklAul) dl‘kl.
k>0 7Tk

La relation (3.33) permet d’obtenir I’équivalent du probleme linéarisé (3.23) pour un domaine
multipatch tel que
ASWMPY _ swwMP — o (3.34)

int res

avec pour second membre §WMP qui correspond au résidu (—dWaF + sWMF) de l'itération

courante. On rappelle que

/k [A(fvo)k (5uk dVb —i—/ sO)k 5uk] dQO

Yo

MP MP
5Wres - A((SI/Vext ) _|_/ 5up

A(gpo)k + 00y - A(myg)y] Ay,
0,

si la valeur prédite du champ de déplacement correspond a la valeur d’équilibre de l'incrément
de chargement précédent. En utilisant les notations du chapitre concernant les méthodes de
couplage, le probléme multipatch en grands déplacements linéarisé par le schéma de Newton-
Raphson consiste & trouver {ui} € Vj et {Ag} € My, tel que V{dui} € V} et V{0Ax} € My on
ait
Z Aag (g, 6ug) + Y g b (Aug, dug)+ > cp (A, Trpgduy, — Trygduy) = > ALg(duy),
k>l k>l k
> ekt (6Ak, TrygAuy, — TrigAwy) = 0

k>1
(3.35)
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Sous forme matricielle, nous obtenons I’écriture équivalente

T T
Kteaeracp@cA] [Au AA} - [AFeXt 0} : (3.36)

Un avantage non négligeable de la FLT par rapport a une méthode actualisée consiste a
évaluer une seule fois les fonctions de forme et leurs dérivées sur la configuration initiale dans
I’espace physique et les stocker pour la résolution. Le stockage des NURBS permettra de mettre
a jour simplement les efforts intérieurs et extérieurs. Pour les matrices de couplage K,, C,
et C,, sachant qu’elles sont construites grace aux produits des NURBS sur la configuration
initiale, c’est a dire le long de chaque I'y;, elles pourront directement étre stockées et utilisées
pour I'’ensemble des résolutions incrémentales.

Remarque 3.2. Nous soulignons le fait que, comme dans le cas du multipatch en petites
perturbations, nous assurons la continuité au sens faible des rotations de normale 8 mais pas
directement celle des normales. En outre, un faible écart peut apparaitre sur les normales
aux interfaces dont la valeur dépend de la précision apportée sur la découpe de la géométrie
initiale. |

3.9 Reésultats numériques

Le développement numérique du modele de coque non linéaire est le prolongement du cas
linéaire avec, en particulier, 'utilisation du méme solveur direct. L’ensemble est développé
sous Python avec une compilation a l’éxécution grace a la librairie Numba [Lam 2015]. Les
matrices sont toujours stockées au format sparse CSR avec la librairie SciPy [Jones 2001]. Les
résolutions directes du systéme tangent se font par le Pardiso [Schenk 2001] qui représente
un réel atout dans le cas de ce modele non linéaire pour lequel le nombre de résolutions peut
rapidement devenir important. La désignation de I’élément coque considéré est identique au
chapitre précédent. A titre d’exemple, on rappelle que ’élément RMP2C1R est une plaque
épaisse de type Reissner-Mindlin avec des fonctions de base quadratiques, une régularité C*
entre éléments et une intégration réduite alors que 1’élément RMS3C2 est une coque épaisse
d’ordre trois avec continuité C? et intégration complete.

L’ensemble des résultats qui vont suivre concerne la FLT avec l'utilisation d’une normale
en configuration initiale. On précise que chacune de ces études a également été réalisée avec
une normale actualisée grace aux quaternions (voir Annexe 3.B) afin de vérifier les résultats
obtenus. Les solutions étant sensiblement identiques, seules les études avec une FLT utilisant la
normale initiale sont présentées. Afin de faciliter I'implémentation numérique de la FLT utilisant
la normale initiale, la partie géométrique K o sera négligée dans la matrice de raideur de la
méthode de Newton-Raphson pour I’ensemble des études.

3.9.1 Stabilisation numérique des rotations

Avant de présenter les divers cas d’étude, nous portons l'attention sur le fait qu’il puisse
étre nécessaire d’ajouter une raideur artificielle sur les degrés de liberté en rotation. En effet,
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sachant que les rotations de normale peuvent étre importantes, il est possible qu’au moins une
des normales se retrouve alignée avec I'un des axes du repere cartésien global. Dans ce cas
d’alignement singulier, il existe un mouvement de corps rigide en rotation autour de cet axe qui
est susceptible de dégrader le conditionnement de la matrice de raideur tangente. Ce défaut peut
ainsi provoquer la divergence du schéma de Newton-Raphson. Afin d’éviter cela, une raideur
artificielle est ajoutée sur les degrés de liberté en rotation au niveau de la matrice de raideur
tangente locale de chaque élément. En notant Kyo.(44) la raideur tangente locale associée au
point de controle A, on définit la matrice de raideur artificielle sur les degrés de liberté en

0 0
owin = 1] o[

rotation par

La constante asp,,r peut par exemple dépendre de la rotation maximale de Ky,c(a4), de la
somme des rotations ou encore étre indépendante de tout parametre. En négligeant la partie
géométrique Ko, la matrice de raideur tangente aura donc pour expression

Ko = /V B (1) CoBy(u) dVp,
K; ~ Ky + Ko + Kopur  avec ’
K, = / DTSDdv;.
Vo

3.9.2 Plaque en porte-a-faux

Les benchmarks qui vont suivre sont tous issus de l'article de Sze et al. [Sze 2004] qui est
une référence pour la validation d’un modeéle de coque non linéaire. Dans cet article, le logiciel
Abaqus, avec des éléments linéaires de type coque épaisse et de dénomination S4R, est utilisé.
Les solutions IGA seront donc comparées aux résultats FEM d’Abaqus sur des exemples
proposés par Sze et al. Chaque étude sera proposée en version monopatch et multipatch,
notamment afin de garantir l'efficacité du lagrangien augmenté avec traitement simplifié des
points singuliers dans le cas des grands déplacements. Les parametres de simulation seront
donnés pour chaque cas.

Cette premiere validation concerne une plaque en porte-a-faux de longueur L et largeur I.
Comme précisé sur la Figure 3.1, I'une des extrémités est encastrée alors qu’un effort linéique est
appliqué a son opposé. Il s’agit d’un essai classique de verrouillage en cisaillement qui permettra
de mettre en évidence l'intérét de l'intégration réduite. Dans la version multipatch, la plaque
est composée de quatre patchs disposés dans le sens longitudinal de la structure. Aucun point
singulier n’est présent pour cette étude. Les mémes conditions limites sont appliquées pour la
version monopatch. Un seul élément est utilisé dans le sens transverse de la plaque (axe y). Les
déplacements verticaux wyip selon I'axe z et horizontaux wuyjp, selon 'axe x seront comparés a la
référence. Dans notre cas, la moyenne des déplacements des trois points de contrdle en bout de
plaque sera utilisée.
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zZ
N,
X

— I Ty —>» load Fooox
L =10 (m), LT
=1 m),
. o
t=10" (m),
Foax =4 (N/m),
tip E=12-10° (Pa),
L v=20

FIGURE 3.1 — Gauche : géométrie et propriétés pour une plaque en porte-a-faux. Droite : plaque
en configuration déformée.

3.9.2.1 Monopatch

Parameétres de simulation :

modele de coque non linéaire (FLT avec normale initiale),
utilisation de la normale approchée aux abscisses de Gréville,
intégration dans ’épaisseur avec deux points de Gauss,
incrément d’effort constant de 0.05 - Finax,

tolérance de 0.1% en effort pour la convergence du Newton-Raphson.

L’évolution du chargement F'/F.x est tracée en fonction du déplacement horizontal u (en

noir) et vertical w (en marron) sur la Figure 3.2 pour trois maillages distincts et deux méthodes
d’intégration. Un exemple qualitatif de déplacement horizontal (haut) et vertical (bas) est visible
sur cette méme figure. Comme attendu, le probléme est soumis a du verrouillage en cisaillement

ce qui est visible avec l'efficacité de la méthode d’intégration réduite. Ce premier probleme a

permis de valider le modele de coque non linéaire sur un cas simple et monopatch.

3.9.2.2 Multipatch

Parameétres de simulation :

modele de coque non linéaire (FLT avec normale initiale),

méthode multipatch par lagrangien augmenté simplifié avec intégration réduite (pé-
nalisé de o = 1073 - E),

utilisation de la normale approchée aux abscisses de Gréville,
intégration dans ’épaisseur avec deux points de Gauss,
incrément d’effort constant de 0.05 - Finax,

tolérance de 0.1% en effort pour la convergence du Newton-Raphson.
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FIGURE 3.2 — Chargement normalisé en fonction du déplacement a 'extrémité de la plaque
monopatch en porte-a-faux. Haut : intégration complete. Bas : intégration réduite. Gauche a
droite : maillage de taille h = 0.25 (m), h = 0.125 (m) et h = 0.0625 (m).
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FIGURE 3.3 — Chargement normalisé en fonction du déplacement a 'extrémité de la plaque
multipatch en porte-a-faux. Haut : intégration compléte. Bas : intégration réduite. Gauche a
droite : maillage de taille h = 0.5 (m), h >~ 0.33 (m) et h = 0.25 (m).
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Le lagrangien augmenté simplifié est utilisé dans ce cas avec un facteur de pénalité faible
puisqu’aucun point singulier n’est présent pour cette étude. Il n’est donc pas nécessaire
de compenser ’espace dual non optimal par un facteur de pénalité élevé. L’évolution du
chargement F'/Fp,.x est tracée en fonction du déplacement horizontal u (en noir) et vertical
w (en marron) sur la Figure 3.3 pour trois maillages et les deux méthodes d’intégration des
différents termes constituant 1’énergie. Un exemple qualitatif de déplacement horizontal (haut)
et vertical (bas) est visible sur cette méme figure.

On constate une fois de plus 'efficacité de 'intégration réduite sur ce probleme. Les solu-
tions obtenues sont identiques au cas monopatch a taille de maillage équivalente. Les tailles
h = 0.5(m) et h = 0.25(m) du cas multipatch sont respectivement identiques aux tailles
h = 0.125 (m) et h = 0.0625 (m) de la version monopatch. Cette premiére géométrie a permis
de valider la FLT utilisant la normale initiale en monopatch et multipatch sur un cas de plaque
épaisse. Ces points sont désormais a valider sur des exemples utilisant des élément de type coque
épaisse.

3.9.3 Hémisphere pincé

Ce probléme est rigoureusement identique a celui étudié dans le cas du modeéle de coque
linéaire. La seule différence vient de I’amplitude de 'effort qui est deux cent fois plus importante
comme proposé dans [Sze 2004]. Pour rappel, il s’agit d’un hémisphére de rayon R avec un trou
défini par un angle zénital de 18°. Dans sa version multipatch, la strucure est composée de
quatre patchs. Des efforts ponctuels sont appliqués aux quatre points cardinaux de 1’équateur
comme représenté sur la Figure 3.4.

— T 0 Oy NTy —» load
R=10 (m), Funax
t=0.04 (m),

F Fumax =400 (N),
E =6.825-10" (Pa),
v =0.3. F fiax
z ¥ Fnax
y F
X Fmax

FIGURE 3.4 — Gauche : géométrie et propriétés pour un hémisphere pincé. Droite : hémisphere
en configuration déformée.

Afin d’éviter des mouvements de corps rigide, deux noeuds sont bloqués sur la partie supé-
rieure de I’hémisphere. 1l s’agit des deux seuls points singuliers puisqu’aucun coin mortier issu
d’une éventuelle intersection d’interfaces n’est présent. Comme dans le cas linéaire, cet essai
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caractérise des modes de flexion inextensible et permet de s’assurer que ’élément ne souffre pas
de verrouillage en membrane ou en cisaillement transverse. Concernant la version monopatch,
seul un quart de I’hémisphere est étudié en appliquant les conditions de symétrie adéquates et
un seul noeud est bloqué afin d’éviter des mouvements de corps rigide. Les déplacements seront
relevés en deux points d’application de I'effort concentré notés A et B. 1l s’agit des déplacements
selon la direction radiale de I’hémisphere, c’est a dire respectivement uﬁ le long de 'axe x au
point A et v% le long de 'axe y au point B. Dans la version multipatch, c’est la moyenne des
déplacements des deux patchs joints aux points A et B qui est considérée.

3.9.3.1 Monopatch

Parameétres de simulation :

modele de coque non linéaire (FLT avec normale initiale),

- utilisation de la normale approchée aux abscisses de Gréville,

- intégration dans I’épaisseur avec deux points de Gauss,

- incrément d’effort constant de 0.05 - Fiyax,

- tolérance de 0.1% en effort pour la convergence du Newton-Raphson.

L’évolution du chargement F'/Fj,x est tracée en fonction du déplacement sur la Figure
3.5 pour trois maillages distincts et deux méthodes d’intégration. Un exemple qualitatif de
déplacement le long de 'axe x pour le point A (haut) et le long de 'axe y pour le point B
(bas) est visible sur cette méme figure.

L’intégration réduite permet de diminuer significativement le verrouillage numérique en
présentant une faible erreur sur les deux solutions en déplacement par rapport a l'intégration
complete. Cet essai permet de valider I'implémentation du modele de coque épaisse non linéaire
sur une géométrie monopatch simple.

3.9.3.2 Multipatch

Parametres de simulation :
- modele de coque non linéaire (FLT avec normale initiale),
- méthode multipatch par lagrangien augmenté industriel avec intégration réduite
(pénalisé de o = 1073 - ),
- utilisation de la normale approchée aux abscisses de Gréville,
- intégration dans I’épaisseur avec deux points de Gauss,
- incrément d’effort constant de 0.05 - Fiyax,
- tolérance de 0.5% en effort pour la convergence du Newton-Raphson.

De méme que pour la plaque en porte-a-faux, sans coin mortier issu de l'intersection d’in-
terfaces, un faible facteur de pénalité suffit a obtenir une solution en déplacement précise. La
tolérance en effort pour la convergence du schéma de Newton-Raphson est augmenté dans ce cas
a 0.5% afin de réduire le cott numérique des six résolutions. L’évolution du chargement F'/Fpax
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FIGURE 3.6 — Chargement normalisé en fonction du déplacement aux points A et B de I'hé-
mispheére pincé multipatch. Haut : intégration complete. Bas : intégration réduite. Gauche a

droite : maillage de taille h = 0.125 (m), h = 0.0625 (m) et h =~ 0.04167 (m).
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est tracée en fonction du déplacement sur la Figure 3.6 pour trois maillages ainsi que deux
méthodes de quadrature différentes. Un exemple qualitatif de déplacement le long de l'axe x
pour le point A (haut) et le long de I’axe y pour le point B (bas) est visible sur cette méme figure.

Les résultats obtenus dans le cas multipatch sont sensiblement identiques a 1’étude en ver-
sion monopatch, en particulier sur 'efficacité de 'intégration réduite. Le lagrangien augmenté
industriel permet d’appliquer les conditions de continuité, au sens faible, de maniere efficace
sur un probleme de coque non linéaire ne comportant aucun coin mortier issu de l'intersection
d’interfaces.

3.9.4 Cylindre étiré

La derniére étude, également proposée par Sze et al. [Sze 2004], concerne un cylindre qui va
étre étiré par des efforts radiaux ponctuels. Le cylindre de longueur L et rayon R est, pour une
étude complete, constitué de huit patchs. En utilisant des arguments de symétrie, la version
multipatch du probleme comportera simplement quatre patchs, notamment afin d’accélérer la
résolution numérique. La structure et I'effort radial ponctuel sont représentés sur la Figure 3.7.
Afin d’éviter des mouvements de corps rigide, deux noeuds sont bloqués dans la direction longi-
tudinale du cylindre (axe y) sur sa partie inférieure et deux noeuds sont bloqués horizontalement
(axe x) sur sa partie supérieure. Pour la version monopatch, des conditions supplémentaires de
symétrie sont appliquées et aucun noeud n’est bloqué. Les déplacements radiaux seront relevés
aux points A, B et C' en moyennant la valeur des solutions obtenues sur chaque patch dans
la version multipatch. Par conséquent, le déplacement vertical wffl selon I'axe z au point A,
horizontal u}é selon ’axe x au point B et horizontal u}é selon 'axe x au point C' sera relevé.

— Ty 00yuNlyg & Oy NIy I'q —» load
F L =10.35 (m), Frnax
R = 4.953 (m),
t =0.094 (m),
Finax = 4.0-10* (N),
E=105-10° (Pa),
v =0.3125.

Z
y
X

FIGURE 3.7 — Gauche : géométrie et propriétés pour un cylindre étiré. Droite : cylindre en

C

configuration déformée.

Un point singulier issu de I'intersection d’interfaces est présent, dans la version multipatch du
probléme, et correspond au point A. L’enjeu de 1’étude sera donc double puisqu’elle permettra
a la fois de valider le lagrangien augmenté simplifié pour un modele de coque non linéaire sur
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un probléme comportant un coin mortier mais également de montrer la robustesse du schéma
de Newton-Raphson soumis a des changements de pente significatifs.

3.9.4.1 Monopatch

Parameétres de simulation :
- modele de coque non linéaire (FLT avec normale initiale),
- utilisation de la normale approchée aux abscisses de Gréville,
- intégration dans I'épaisseur avec deux points de Gauss,
- incrément d’effort variable de {0.025 x 19 0.00625 x 8 0.025 x 19] - Fhax,
- tolérance de 0.1% en effort pour la convergence du Newton-Raphson.

L’incrément d’effort n’est pas constant afin de garantir la convergence du schéma de
Newton-Raphson soumis & un changement de pente important en milieu de calcul. Comme
pour les études précédentes, 1’évolution du chargement F/Fy.x est tracée en fonction du
déplacement sur la Figure 3.8 pour trois maillages et deux méthodes d’intégration différentes.
Un exemple qualitatif de déplacement le long de I'axe x (haut) et le long de I'axe z (bas) est
visible sur cette méme figure.

Une fois de plus, lintégration réduite permet d’obtenir une solution précise pour des
maillages relativement grossiers. On constate néanmoins que, comme dans le cas de I’hémisphere
pincé linéaire, si 'erreur en déplacement est plus faible pour des maillages grossiers avec inté-
gration réduite, le taux de convergence est également plus faible. En effet, pour les maillages
fins, intégration compléte permet de retrouver précisément les déplacements référence alors
qu'une erreur subsiste encore pour I'intégration réduite qui nécessiterait de raffiner davantage
le maillage. La robustesse du schéma de Newton-Raphson, en utilisant uniquement le premier
gradient dans la matrice de raideur tangente, est mise en évidence dans ce cas monopatch.

3.9.4.2 Multipatch

Parameétres de simulation :

modele de coque non linéaire (FLT avec normale initiale),

- méthode multipatch par lagrangien augmenté simplifié avec intégration réduite (pé-
nalisé de a = 10® - E),

- utilisation de la normale approchée aux abscisses de Gréville,
- intégration dans I’épaisseur avec deux points de Gauss,
o . [0.025 x 18 0.005 x 10 0.025 x 20} - Fnax pour h = 0.125 (m),
- incrément variable )
{0.025 x 19 0.00625 x 8 0.025 x 19} - Fihax  sinon,

- tolérance de 0.5% en effort pour la convergence du Newton-Raphson.
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FIGURE 3.8 — Chargement normalisé en fonction du déplacement aux points A, B et C du
cylindre étiré monopatch (par soucis de clarté, un incrément sur deux est représenté). Haut : in-
tégration complete. Bas : intégration réduite. Gauche a droite : maillage de taille h = 0.125 (m),
h = 0.0625 (m) et h ~ 0.04167 (m).
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FIGURE 3.9 — Chargement normalisé en fonction du déplacement aux points A, B et C du
cylindre étiré multipatch (par soucis de clarté, un incrément sur deux est représenté). Haut : in-
tégration complete. Bas : intégration réduite. Gauche a droite : maillage de taille h = 0.125 (m),
h = 0.0625 (m) et h ~ 0.04167 (m).
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3.9. Résultats numériques

La partie primale du couplage multipatch est importante dans ce cas puisque leffort
ponctuel est directement appliqué sur le coin mortier. Par conséquent un facteur de pénalité
de o = 10% - E est appliqué, identique & la plupart des facteurs utilisés lors des études linéaires.
L’évolution du chargement F'/F,ax est tracée en fonction du déplacement sur la Figure 3.9 pour
trois maillages distincts et les deux méthodes de quadrature proposées. Un exemple qualitatif de
déplacement le long de I’axe x (haut) et le long de I’axe z (bas) est visible sur cette méme figure.

Un facteur de pénalité plus élevé permet de retrouver sensiblement les mémes solutions en
déplacement que dans le cas monopatch. Cette derniére étude a permis de finaliser la validation
de la FLT utilisant la normale initiale (mais également actualisée méme si les résultats ne sont
pas présentés). Le lagrangien augmenté avec traitement simplifié des coins mortiers est tout
aussi robuste que dans le cas du modele de coque linéaire. Enfin, on souligne le fait que malgré
I'approximation qui consiste a négliger la seconde partie de la matrice tangente géométrique
Ko, le schéma de Newton-Raphson est robuste et permet de traiter des cas plus complexes
comme le cylindre étiré multipatch.
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3.10 Conclusion

La FLT présentée dans ce chapitre a permis de résoudre des problémes de coque épaisse mo-
nopatch et multipatch soumis a des non-linéarités géométriques. Apres linéarisation de I’équa-
tion de mouvement par un schéma itératif de type Newton-Raphson, la variation des efforts
intérieurs lors d’un incrément de force, c’est a dire la matrice de raideur tangente, a pu étre éva-
luée afin de prédire les déplacements et rotations pour chaque itération. En utilisant la normale
en configuration initiale, reconstruite par interpolation des vecteurs de controle définis aux abs-
cisses de Gréville, les formules de Rodrigues associées a une paramétrisation axio-angulaire des
rotations ont permis d’obtenir un bilan des efforts exact sans aucune hypothése supplémentaire,
en particulier sans supposer des variations incrémentales infinitésimales sur les déplacements.
Malgré la complexité de la raideur tangente, notamment avec le second gradient des déplace-
ments D, le coiit numérique de cette approche reste raisonnable car I’ensemble des fonctions de
forme, incluant les fonctions interpolantes pour chaque patch 2 et pour chaque interface ~yy;
en multipatch, sont stockées dans I’espace physique et réutilisées a chaque itération.

Cette approche permet également de s’affranchir de composer les rotations finies comme
c’est le cas pour une normale prise en configuration déformée. Cette seconde méthode, détaillée
sur ’Annexe 3.B, a également été développée afin de comparer les résultats obtenus. Dans
ce cas, 'algebre des quaternions permet de composer simplement les grandes rotations et
I’évaluation de la raideur tangente est simplifiée sous 'hypothese des variations incrémentales
infinitésimales. Avec les incréments en effort utilisés pour les six essais numériques, cette
variante de la FLT permet de retrouver des solutions sensiblement identiques a la formulation
utilisant la normale initiale et peut donc s’avérer étre une alternative intéressante, dans un
contexte industriel, si une attention particulieére est portée sur les incréments en effort.

La robustesse et la précision de la méthode augmentée avec traitement simplifié des points
singuliers a pu étre mis en évidence sur des problemes régis par des grands déplacements et des
grandes rotations de normale. Dans ce cas, I'influence du facteur de pénalité est d’autant plus
importante, notamment pour des problemes comportant des points singuliers, afin d’assurer les
conditions de continuité puisque les sauts de déplacement aux interfaces peuvent rapidement
devenir non négligeables. De maniere plus générale, nous avons montré que 'implémentation
numérique est robuste avec un faible nombre d’incréments nécessaire sur des problemes qui
sont susceptibles de comporter des changements de pente importants et ce méme en négligeant
le second gradient des déplacements. Par conséquent, la FLT utilisant les normales initiales
et, sous certaines précautions, sa variante avec des normales actuelles permettent d’étendre le
domaine d’application de 'TGA en résolvant de maniere rigoureuse des problémes possédant des
non-linéarités géométriques fréquemment rencontrés dans I'industrie.
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3.A. Dérivées premiére D et seconde D du gradient ponctuel

Annexes

3.A Dérivées premiére D et seconde D du gradient ponctuel

L’ensemble des relations qui vont suivre ont été obtenues a 'aide du logiciel de calcul formel
Maple [Maple 2014]. On rappelle I'expression décrivant la variation de normale & I’abscisse de
Gréville A par

9AY1?AXY(9A) - 9AZ1?AXZ(9A>
(R(024) —Is)napo = (ca(04) [0ax] +54(04)) (Oaxnag) = (04zDayz(04) — OaxDaxy(04)]
O0axDaxz(04) —0ayDayz(024)

avec les simplifications de notation

1 — cos(]|0]])
107

sin((|64]1)

0.) = ,
c4(64) 16.]

et s4(04) =

ainsi que
Daxy(04) =ca(04)(0axnayo — 0aynaxo) +sa(@a)nazo,
Dayz(04) = ca(04)(Oaynazo — 0aznayo) + s4(04)nax.0,
Daxz(04) = ca(04)(0aznaxo — 0axnazo) + 54(0.4)nay0.

Expression de la dérivée premiére D 4 : on commence par donner les dérivées premiéres
de c4(04) et s4(04) par rapport aux degrés de liberté correspondant aux rotations

0
cApqr(04) = ﬁ (54(04) —2ca(04)),

Oar
SA0ar <0A) = HOAHQ (1 - HGAHQCA(GA) - SA(OA)) , VIe€ {Xa Y, Z}'

On détaille les neuf dérivées premiéres intervenant dans I'expression de D A(04) tel que

Daxygax(04) = capx(04)(Oaxnayo — Oaynaxo) +ca(@a)nayo + 540,y (04)0420,

)
)

Oaxnayo —Oaynaxo) +54,0,,(04)naz0,

Daxyony (04) = cap,y (04)(@axnayo — O0aynaxo) —ca(@a)naxo+ 540,y (04)0420,

Daxvpa,(04) =cap,,(04)
)(Oaynazo —0aznayo) + 540, (04)n4ax0,

)+ ca(@a)nazo+ 540,y (04)nax0,
) —

ca(@a)nayo+ 54,64,(04)nax 0,

Davzo,x(04) =cap,,(02a

Oaynazo —0aznayp

(
Dayzo,y (04) = cag,, (04)
( )

Davz0,,04) =ca0,,04)0aynazo—0aznavo

)
)
)
)
)
)

Dax70,x(04) = cap,y(04)0aznaxo—0axnazo) — ca(@a)nazo + 540,y (04)nay0,
Daxz6,,(04) =ca0,,(04)(0aznaxo—0axnazo) + 54,04y (04)04y,0,
Daxz6,,04) =cap,,(04)(0aznaxo—0axnazo)+ca(@a)naxo+ 540,,(04)nav,0-
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Sachant que 6D = S5 D 4(0.4)dus = Ddu, on donne expression de la contribution D 4(64)

[Rax O 0 Da1a(04) Dai5(04) Dais(02a)

Ray 0 0 Da24(04) Dazs(04) Daz(02a)

Raz O 0 Dasa(04) Dass(04) Dazs(6a)

' 0 Rax O DA44(9A) DA45(0A) PA46(9A)
Da(0a)=| 0 Ray 0 Dasa(0a) Dass(04) Dass(64)]
0  Raz 0 Daes(0a) Dags(0a) Daes(04)

0 0 Rax Dara(0a) Dars(64) Dare(6a)

0 0 Ray Dasa(0a) Dass(04) Dass(6a)

| 0 0 Raz Daga(0a) Dags(0a) Dags(04)]

avec chaque composante

Da14(04) = Ra x (HAYDAXY,GAX(GA) 0azDaxz OAX<9A))

Da24(04) = Ray (9AY[)AXY9AX (04) —0azDaxz eAX(BA))

Da34(04) = Raz (9AyDAXY9AX (04) — 04zDaxz eAX(GA))

Da15(04) = Rax (HAYDAXY,eAY(QA) + Daxy(84) —04zDaxz GAY(9A>)
Da2s(04) = Ray (9AY[)AXY9AY(9A) + Daxy(04) —0azDaxz0.y (HA))
Da3s(04) = Raz (9AyDAXY9AY(9A) + Daxy(04) —0azDaxz6,y (OA))
Da16(04) = Ra x (HAYDAXY,eAZ(GA) Daxz(04) —0azDaxz eAZ(eA))
Da2s(04) = Ray (9AyDAXY,eAZ(9A) Daxz(04) —0azDaxz eAZ(9A)>
Dass(04) = Raz (GAYDAXYGAZ(GA) Daxz(04) —0azDaxz eAZ(OA)>
Dass(04) = Rax (HAZDAYZ 0.x(04) — Daxy(04) — 0axDaxya,y (0A)> ,
Dasa(04) = Ray (9AZDAYZ,0AX (04) — Daxy(04) — 0axDaxvo,x (9A)) ;
Da6s(04) = Raz (GAZDAYZ 0.x(04) — Daxy(04) — 9AXDAXY9AX(9A)) ,
Dass(04) = Rax (HAZDAYZ 04y (04) — 0axDaxvo,y (GA))

Dass5(04) = Ray (9AZDAYZ 0ay (04) — 9AXDAXY9AY(9A)>

Dags5(04) = Raz (GAZDAYZ 04y (04) — 9AXDAXY9AY(9A)>

Dasg(04) = Rax (HAZDAYZ 017(04) + Dayz(64) — 9AXDAXY,9AZ(9A)> ;
Das6(04) = Ray (9AZDAYZ,9AZ(9A) + Dayz(04) — 9AXDAXY9AZ(9A)) ,
Dao6(04) = Ra z (9AZDAYZ,9AZ(9A) + Dayz(6.4) — 9AXDAXY9AZ(9A)> ;
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3.A. Dérivées premiére D et seconde D du gradient ponctuel

Da74(04) = Rax (HAXDAXZ,GAX (04) + Daxz(04) —0ayDayza,y (9A))

Daga(04) = Ray (9AXDAXZ 0ax(04) + Daxz(04) —0ayDayz eAX(HA)> ,
Daga(04) = Raz (QAXDAXZ 0ax(04) + Daxz(04) —0ayDayz GAX(HA)) ,
Dar5(04) = Ra x (HAXDAXZ,HAY(OA) Dayz(04) —0ayDayzo,, (GA)) ,
Dags5(04) = Ray (9AXDAXZ 0ay (04) — Dayz(04) — 0 YDAYZ,OAY(BA)> ;
Dags5(04) = Raz (QAXDAXZ 04y (04) — Dayz(04) — YDAYZ,eAY(OA)> ;
Dar6(04) = Ra x (HAXDAXZ,HAZ(OA) OayDayz eAZ(GA)) :

Dasgs(04) = Ray (9AXDAXZ,9AZ(9A) 04y Dayz 9AZ(9A)> ,

Dags(04) = Raz (9AXDAXZ,9AZ(9A) OayDayz,,(04 )) -

Expression de la dérivée seconde D4 :

CAB41047 (OA) =

+

SA,04104 (914) =

_l’_

les dérivées secondes de c4(04) et s4(04) sont

T (14 a0~ 18411) ~ 554(6.0)

“;521”2 (54(04) — 2¢4(6.)) ,

I (301041 ea(0.) = 1)+ 5403~ 64]1)

|gf||2 (1= 18alPca(82) = 54(0)) . ¥{I.T} € {X, Y, 2},

avec 07y le symbole de Kronecker classique. Nous pouvons alors exprimer les vingt-sept déri-
vées secondes intervenant dans expression de D A(0.4). On souligne le fait qu’en appliquant le
théoréme de Schwarz & D4 xy (604), Day 7(04) et Daxz (04), le nombre de dérivées nécessaire
est réduit a dix-huit. On obtient alors, V{I,J} € {X,Y, Z}, les termes suivants.
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Daxy0,x04x(04) = A 0,504 (04)(0axnay0 — Oaynaxo) + 2ca0,x (04)nav0
+ 54,04x0ax(04)1470,
Daxy0,x04y (04) = Capax0ay (04)(0axnayo — 0aynaxo) — cap,y (04)n4x0
+ a0,y (0A)NAY,0 + 540,504y (04)1420,
DAXY 0,x047(04) = Ca0,4x04,(04)0axnayo —0aynaxo) + can,, (04)nay0
+ 54.04x045(04)n420,
9 7 DAXY,QAyQAX (OA) = DAXerAXGAY (OA)’
0°Daxy y
00470041 | | PAXY,04y 04y (04) = CA04y04y (04)(0axnayo — O0aynaxo) — 2¢a,0,, (04)nAx0
t 54,04y60ay (04)naz0,
Daxy0,y0a7(04) = ca04y04,04)0axnayo—0aynaxo) — cana, (04)nax0
+ 54,04y045(04)10420,
DAXY:GAZOAX <0A) = DAXY,@A)(@AZ (914)7
DAxY0,704y (04) = Daxy,oay0.,(04),
DAXY04047(04) = Ca04704,04)(0ax14y.0 — Oaynaxo) + 54.0,4,04,04)0420,
DAy 2.0,x0ax(04) = ca0,4x0ax(04)(0aynazo —042n4v.0) + 54045045 (04)14x,0,
DAy 2,04x0ay (04) = Ca0ax04y (04)(0aynaz0 —0azn4y,0) + cap,x (04)1420
+ 54,04x0ay (04)14X,0,
DAy 20,x047(04) = ca0ax04,(04)(0aynazo — 0aznayo) — capay(04)n4av0
+ 54,0ax04z(04)NAX 0
DAy 26,y 04x(04) = Day 26,56,y (0.4),
92D ay 4 DAy 20,y 0ay (04) = Ca0ay 0.y (04)(0aynazo — Oaznayvpo) +2ca0,, (04)naz0
0047001 + 84,04y 04y (04)14x 0,

(
DAy 2.0 4y04704) = Ca04v04,(04)(0aynazo — 0aznayo) — can,y (04)nayo
)

+ca0,,04)na20+ 5404y04,04)nax0,
Day2,0,,04x(04) = Dayz,0,,04,(04),
Dy 204204y (04) = Day26,4y04,(04),

DAy 2.047047(04) = €A04204,04)0aynazo —0aznayo) —2ca0,,(04)n4v0
+ 54,0404, (04)1AX0,
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*Daxz

00470041

Dax70,x0ax(04) = Ao, x0ax(04)(0aznaxo —0axnazo) —2ca0,x(04)naz0

+ 54.04x0.4x (04)n4y0,

DAX 704504y (04) = Capaxoay (04)(0aznaxo —0axnazo) — cap,y (04)nazo

+ 54.04x04y (04)14Y,0,

(
DAXZ.04x04704) = Ca0,4504,04)(0a2n4x0 — Oaxnazo) + capay(0a)nax0
)

- CA,GAZ (OA nAZ,O + SA,OAXGAZ (BA)nAY,()?
DAXZ,64y04x(04) = Daxz,04x04y(04),
DAx70.4y0ay (04) = Ca0,4y04y (04)(0aznaxo — 0ax1420) + 540,304y (04)04v0

DaX764y604,(04) =Ca0,y04,04)0aznax0—0axnazo) + cap,y (04)n4x0
)

+ S4.04y04,(04)04Y0,
Dax20470ax (04) = Daxz,0,x04,(04),
Dax20470ay (04) = Dax204y0.,(04),

DAX7.64764,04) = CA0,,04,(04)0aznaxo—0axnazo) +2ca0,,(04)n4x0

T 85404204z (OA)nAyp.

Le tenseur d’ordre trois D = 9D /Ou est composé des contributions de chaque point de
controle A tel que

D:

[D1(01)....DA0). ... Dy (On)] . dim(D4(04)) = (9 6 x 6).

Le théoreme de Schwarz assure la symétrie de D A(04), par rapport aux degrés de liberté en
rotation, tel que l'on puisse affirmer D 4;x(04) = Dairj(04). Cette symétrie engendre natu-
rellement celle de la matrice tangente Ko issue de la non linéarité de la paramétrisation des

déplacements. On propose alors la représentation de D A(04) suivante.
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Chapitre 3. Modé¢le de coque épaisse en grandes transformations

1=9
.. . . )/ 03><3 03><3
DA(04) = Daijr(0a) = Daixj(04) | .
y D a944(04) Sy
03x3 Dags4(04) Dagss(04)
i=8 Dagea(04) Daoes(04) D aoes(04)
1] O3x3 03x3 ,
D ag14(6.4) sym. ) /
/ 03x3  Das54(04) Dagss(0.4)
i=7 ) Dagsa(04) Dases(04) Dases(6a) |
: 03)(3 03><3 !
Da744(84) Sym.

03x3 Dar54(04) Darss(04)

D 764(04) Dares(6.4)

Dares(64) |

1=26
/ 2 0353 03x3
Dagaa(64) sym.
033 Dagsa(04) Dagss(04)
i=5 Dao6a(04) Daces(04) Dages(04)
033 03x3 J/
D 514(0 1) Sym.
03x3  Dassa(64) Dasss(0a) y /
1=4 2 DA564(9A) DA565(0A) D 4566(64) /
O3x3 03x3 )
D a144(0 1) Sym. /

03x3  Dassa(04) Dasss(04)

Da61(04) Dases(04) Dases(04)
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1=3
| Osx3 03x3
. D 314(6.4) Sym.
/ 2 0353 Dassa(604) Dasss(64)
i=2 D364(04) Dazes(04) Dases(024)
033 03x3 /
/ D 4244(6.4) Sy ) /
03x3  Dassa(04) Dazss(04)
Da26a(04) Dazes(04) Dases(64)
033 03x3
DA144(84) Sym.
03x3 Dasa(64) Darss(62a)
Da164(04) Dares(04) Dares(6024)
k

Il reste alors a préciser les expressions des cinquante-quatre termes, en tenant compte de la

symétrie, constituant D 4(64).

D4144(04)
Da155(04)

Dates(6.4)

Dais5a(04) =

Dat6a(04) =

Dates(04) =

= Rax (0ayDaxvo,xo.y(04) —0azDaxz aneAX(GA))
= Rax (0ayDaxvo,yo,y (04) +2Daxye,y (04) —0azDaxz aAyeAY(GA)>

(

(
= Rax (9AyDAXY9AzeAZ(9A) ~2Dux76,,(04) — 9AZDAXZ,9AZ(9AZ(9A)) ,
D a145(6.4)
= Rax (9AyDAXY9AY9AX(9A) + Daxypo,y(04) — 9AZDAXZ,0Ay9AX<0A)> ,
D a146(6.4)
= Rax (9AyDAXY9AzeAX(9A) Daxz0,x(04) — 9AZDAXZ,0AZ(9AX(9A)) ,
D a156(64)
= Rax (HAY[)AXY,(;AZ(;AY(@A) + Daxy,,,(04)

~Daxzp,,(04) — 9AZDAXZ,€AZQAY(9A)> ;
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Da244(04) = Ray (QAYDAXYGAXGAX (04) —04zDaxz 9AX9AX(9A))
Dasss(04) = Ray (QAYDAxyeAyeAY(QA) +2Daxy o,y (04) — 9AZDAXZ,9AYOAY(9A)> ,

Dase6(04) = Ray (0ayDaxyo,,0.,(04) —2Daxz0,,04) —0azDaxz eAzaAZ(QA))
D 4254(04) = Da245(0.4)

=Ray (9AyDAXY9AY9AX(9A) + Daxyo,y(04) — HAZDAXZ,GAyeAX(eA)) ,
D a264(0.4) = Da2a6(64)

=Ray (9AyDAXY9A29AX(9A) Daxz6,y(04) — 9AZDAXZ,9AZ(9AX(9A)) ,

DAQGB(GA) = DA256( A)
= RA7Y (HAYBAXY,GAzeAY (014) + DAXY:QAZ (GA)
_DAXZ,GAY (OA) - QAZDAXZ,QAZGAY (OA)) ’

Da314(04) = Raz <9AYDAXY,9AX0AX (04) — 9AZDAXZ,9AX9AX(9A)) ,
Dasss(04) = Raz (HAYDAXY,OAyeAy(OA) +2Daxy .y (04) — 9AZDAXZ,9AY9AY(9A)) ,

Dases(04) = Raz (QAYDAXYﬂAZ@AZ(eA) ~2Dax704,(04) — QAZ[)AXZﬂAZ@Az(OA)) ’
DA354(0A) = DA345(0A)

= Rz (0ay Daxyioayoax (04) + Daxvigax (04) = 042D ax20.y04x(04))
D 364(0.4) = D 346(0.4)

=Raz (gAyf?Axy,eAzeAx (04) = Daxzp,x(04) — 04z DAXZﬁAz@Ax(eA)> ’
DA365(9A) = DA356(0A)

— Raz (QAYDAXWAZQAY (04) + Daxvo,,(04)

—Daxz0,y (04) — 9Azf)AXZ,9AzeAy(9A)) ;

Das1a(04) = Ra x (HAZDAYZ,QAonX(OA) —2Daxy,, (04) — QAXDAXY,eAxeAX(OA)) ,

Dasss(04) = Rax (0azDayzo,y6.4y (04) — 0axDaxyo,yony (GA)) ,

D 454(04) = Dasas(6.4)

Dases(04) = Rax (QAZDAYZ 0a704704) +2Davz0,,(04) —0axDaxyo, 0., (OA))
(

= Rax (QAZDAYZ 0axctay (04) — Daxyo,y (04) — 0axDaxyo,ouy (9A)> ;

(

D a464(04) = Dasas(0.4)
= Rax (QAZDAYZ,GAXGAZ(OA) +Davze,y(04)
~Daxyo,,(04) — 9AXDAXY,0AX9AZ(9A)> ;
Dase5(04) = Dasse(64)

=Rax (QAZDAYZ,GAZGAY (04) + Dayzo,, (04) — 0axDAxy 04,04y (9A)) ,
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Das1a(04) = Ray (QAZDAYZ,QAX(aAX(eA) —2DAxv0,y(04) — 0axDAXY0,x04x (9A)) ,

Dasss(04) = Ray (042D ay 20,y 604y (04) — QAXDAXY,QAYOAY(BA)) ;

Dass54(04) = Dasas(04)

Dases(04) = Ray (QAZDAYZ,QAZQAZ(QA) +2Dayz6,,(04) — HAXDAXY,eAzaAZ(GA)) ,
(

=Ray (GAZDAYZ 0ax0ay (04) — Daxyp,y (04) — 9AXDAXY,9AX9AY(9A)) ,

(

Das6a(04) = Dasas(04)
=Ray (QAZDAYZ,QAXQAZ(GA) +Dayzp,y(04)
~Daxye,,(04) — HAXDAXY,QAxeAZ(GA)) ,
Dases(04) = Dasse(04)
=Ray (QAZDAYZ 0az0ay (04) + Dayzo,, (04) — 9AXDAXY9A29AY(9A)) ,

Da61a(04) = Raz (042D Ay 2.0,x04x(04) — 2Daxy 0,5 (04) — 0axDAXY 041045 (OA))
Dagss(04) = Raz (HAZDAYZ,GAYQAY(GA) — GAXDAXY,GAYOAY(GA)) ,

D ages(04) = Raz (QAZDAYZﬂAZeAZ(aA) +2Day204,(04) - QAXDAXY’QAZQAZ(OA)) ’
D 4654(0.4) = D 4645(0.4)

=Raz (QAZDAYZ 6ax0ay (04) = Daxvoay (64) = Oax DAXW’AX9AY(9A)> ’
bA664(0A) = DA646(0A)

—DAXYﬁAZ (04) — GAXDAXY,QAX9AZ (914)> )
DA665(0A) = DA656( )

= Rz (042D 20420ay (04) + Day 204y (84) = 0ax Daxv.oaz0ay (82))

Da74a(04) = Rax (0axDaxz64y604x(04) +2Daxz0,x(04) — OayDayz eAxeAX(HA))

Daz66(04) = Rax (0axDaxz6,,6.,04) —0ayDayyz eAzeAZ(OA))

(
(
Dars5(04) = Rax (HAXDAXZ 0av0ay (04) = 2Day70,,(04) — HAYDAYZ’QAYHAY(OA)) ’
(
D a754(04) = D a745(04)

= Rux (QAXDAXZ(,AYQAX(OA) +Daxz0,y (024)

—Dayz,x(04) — 9AYDAYZ,9AY9A?((9A)> ’
D a764(0.4) = Da7as(024)

= Rax (0axDax201504,(04) + Daxz0,,(04) = 0ay Dav20,0,,(04))
D a765(0.4) = Dars6(0.4)

G

= Rax (0axDax204y0,,04) — Dayzo,,(04) — 9AYDAYZ,9AY0AZ(9A)) ;
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Dasas(04) = Rayy (0axDaxz04x04x(04) +2Daxz,0,,(04) — QAYDAYZﬂAXHAx(GA)) ’

DA855 0A RA v HAXDAXZ OayOay (9A> — QDAYZ Oy (HA) 9AYDAYZ,0Ay9AY (9A>) s

(
(
Dasos(04) = Ray (0axDax204,04,(04) = 0y Davz0,,0,,(04))
D ag54(0.4) = D agas(04)

— Ruy <9AXDAXZQAY9AX(0A) +Daxz0,y (024)

—Dayz.x(04) — 9AYDAY279AY9Ax(9A)) ’
D agea(04) = Dagas(024)

= Ray (‘9AX13AXZ,9AX9AZ (84) + Daxz0,,(04) = 0ayDay 20,50,z ((’A)) ’
D ages(0.4) = Dagss(0.4)

= Ray (0axDax70,,01,(04) = Day20,,(04) = 04y Day70,,04,(0.))

Dagas(04) = Raz (GAXEAXZ,HAXOAX(QA) +2Dax 704 (04) — HAYDAYZﬁAXGAx(OA)) ’
Dags5(04) = Raz (eAxﬁAXZ,eAYGAY(oA) —2Day 20,y (04) = 0y Day 20,1y 0.4 (OA)) ’

Dages(04) = Raz (QAXf)AXZ,eAzaAz (04) — 9AYDAYZﬁA29Az(9A)) )
D 4954(04) = D agu5(04)
= Ruz (QAXﬁAXZﬂAYgAX(eA) + Daxz,04y (04)
~Dayz0,y(04) — GAYDAYZﬂAyeAX(aA)) ;
D 4964(04) = D agus(04)
= Ray (HAXf?sz,eAonz(aA) +Daxz,04,(04) — 9AYDAY279AX9A2(0A)) ’
D 4965(0.4) = D ag56(04)

=Rayz (HAXﬁAXZﬁAYeAZ (04) = Davz,,(04) — QAYEAYZ"AY"AZ(GA)) '
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3.B Variante de la FLT avec une normale actualisée

3.B.1 Composition des rotations finies

Cette démarche est largement inspirée de celle présentée dans [Adam 2015a]. La principale
difficulté vient du fait qu’en utilisant la normale en configuration actuelle, il sera nécessaire de
composer des grandes rotations. Les rotations finies dans R? ne sont pas nécessairement additives
ou commutatives, comme c’est le cas dans le plan ou pour des petites rotations [Crisfield 1996b,
Section 16]. L’algebre des quaternions va permettre de donner une solution simple afin de
combiner ces rotations. On rappelle 'opérateur R définit selon la formule de Rodrigues

1 — cos(0)
02

sin (@)

R(O) =15+ [@x][0x] + [0x].
En utilisant les développements en série de Taylor des fonctions sinus et cosinus, on peut

écrire R sous une forme exponentielle équivalente

00 « k
R =exp([0x]) = Z [Hk'] .
k=0 ’

Avec les relations de trigonométrie classique, il est possible d’exprimer 'opérateur de rotation
R a partir de deux parameétres dépendants

o (?
0 = CoS 5 )
r sin <0> 0
_= 1 _ )
2/ 116]|

avec le lien 7"(2] +r-r = 1. Ces parameétres du quaternion unitaire r = (rp,r) permettent d’écrire
lopérateur de rotation équivalent de (3.2) et (3.3) tel que

R = exp([@x]) = (2r — 1)I3 + 21 [rx] + 2r @ r. (3.37)

Les quaternions généralisent les nombres complexes et sont définis a partir d’un scalaire et
d’un vecteur. On donne quelques propriétés liées au quaternion ¢ = (qo,q)

addition ¢+ = (@ +a.q9" +d%),
multiplication scalaire Aq = (Ao, \q),
produit ¢'o¢® = (9005 — a" - o, q0a” + pa’ +a' x ),
conjugué 7= (q0,—q),
norme lall = g5 +a-a,
: 1 q
inverse qg = Tl
Un quaternion unitaire r, avec ||r|| = 1, peut toujours étre écrit sous la forme

r = (cos(a), sin(a)n),
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avec n unitaire. Nous appelons x un vecteur unitaire obtenu par la rotation d’'un vecteur initial
X. On souligne le fait qu'un vecteur peut étre considéré comme un quaternion de parametre
scalaire nul. Ainsi, le vecteur unitaire X correspond au quaternion unitaire X = (0,X) et
nous pouvons appliquer le produit de quaternions précédemment énoncé. Grace aux relations
de trigonométrie classique ainsi que l'identité vectorielle n x (X x n) = X — (n - X)n, nous
obtenons
roXor ! = (cos(20)I3 + sin(2a)[nx] 4 (1 — 2 cos(2a))n @ n) X.

En comparant P'expression précédente a la relation (3.3), on observe que 'on a effectué une
rotation d’angle 2a et d’axe n. Finalement, pour obtenir un vecteur x issu d’une rotation d’angle
0 et d’axe e a partir d’'un vecteur initial X, on utilise le quaternion

r= <cos <Z> ,sin <g) e) (3.38)

et on applique deux multiplications au sens des quaternions

x=roXor 1l

Nous pouvons alors composer simplement des grandes rotations. Soit une rotation totale

R composée de deux rotations successives R; puis Rsg tel que R = RyR. Ces rotations sont
paramétrées par les quaternions 7' et 2. On appelle X le vecteur initial, x; le vecteur obtenu
par la rotation R; de X et x5 le vecteur obtenu par la rotation Ro de x7. Alors on écrit la
composition des rotations

x; = rltoXo(r) L,

xg = rloxyo(r)7!
— 7,2 o (7‘1 oXo (7,,1)—1> ° (7“2)_1
= (rPorhoXo(r?ort)™L

En d’autres termes, la rotation composée R est paramétrée par le quaternion r = r2 o r! avec

r=rorl = (r%ré —r2-r1,r(2)r1 +r(1]r2+r2 X r1>.

On voit clairement que la composition des rotations dans R? n’est pas commutative & cause
du produit vectoriel r? x r!'. La propriété de non-additivité des pseudo-vecteurs de rotation est
détaillée par Crisfield [Crisfield 1996b, Section 16.11] et présentée brievement dans la section
suivante.

Remarque 3.3. Pour des petites rotations, si on considere une rotation composée R = RoRy,
on a au premier ordre

R = exp([0x]) = exp([01x]) exp([02%]) ~ I3 + [61 %] + [02x] = exp([61¥] + [B2¥]).
En outre, la composée de deux rotations infinitésimales est caractérisée par
R = RyR; =RiRy,
[0x] = [01x]+[B2x],
c’est a dire que 'opérateur de rotation est commutatif et le pseudo-vecteur associé est additif. Il

ne s’agit donc pas d’un pseudo-vecteur comme pour les rotations finies mais bien d’un vecteur
de rotation. |
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3.B.2 Calcul incrémental des déplacements et normales

Nous partons d’une itération ¢ connue avec en particulier la rotation totale R;, c’est a dire
sa paramétrisation par le quaternion unitaire r’. Nous connaissons également le champ des
déplacements (U;, 0;) et sa variation actuelle (AU;41,AB;4+1). La mise a jour du champ des
déplacements est instantanée avec

Uit1 = (Uit1,0i41) = (U; + AU;41, 0, + AO,41).

On souligne le fait que les angles peuvent étre simplement ajoutés mais, comme précisé dans
la section précédente, les opérateurs de rotation ne possedent pas la propriété d’additivité, c’est
a dire

R([A0; 41 x])R([0:x]) £ R([A0;1x] + [0,x]),

méme lorsque la variation A@;, 1 est infinitésimale. Cela a notamment été montré par Crisfield
[Crisfield 1996b, Section 16.11] en distinguant le pseudo-vecteur non additif A@;; du pseudo-
vecteur additif AGX{ défini par

R([A0:11x]))R([6:x]) = R([AG;1] %] + [0;x]).

Alors, pour des petites variations incrémentales, il est possible de montrer [Crisfield 1996b,
équations 16.89 et 16.90]
AG; 1 = H(0,) A2,

avec

_ (sin(|l6ill) . 1 (sin(|[6:ll/2)\* sin([|0:]])\ 6: © 6
Iﬂ&)_< 6. ot ( 16:]]/2 ) 1o+ (1- 6. >|wm2>'

Lorsque les rotations tendent vers zéro, H(6;) tend vers le tenseur identité I3 et nous retrouvons
la propriété d’additivité énoncée dans la Remarque 3.3 pour des rotations infinitésimales. Le
pseudo-vecteur additif peut étre évalué en inversant H(0;) [Crisfield 1996b, équations 16.93 et
16.94] tel que

AG = H™'(0:)A0;1,

_ 0, 0, 0, 0, 0, 0, ®0;
00 = (120 o (1901, (1911 (1 18 (1)) 000

Afin d’éviter I’évaluation fastidieuse de H=1(6;) a chaque itération pour calculer la variation

incrémentale additive AG?EH, nous utiliserons les quaternions pour composer les grandes rota-

avec

tions dans R3. Dans ce cas, pour actualiser les rotations finies ; grace aux variations A1,

on évalue le quaternion Arit! qui parameétre la rotation itérative
, . . AG; AB; AG;
Arth = (Arfth Artth) = <cos <|| Hl”) ,sin (H HIH) s > . (3.39)
2 2 [AG;44]|
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La normale peut étre actualisée simplement, en utilisant les relations (3.37) et (3.39), grace a
I’'expression

't = R([A8;11x])R([6;x])n’
= R([AG;1x])n’
= ((2(Aré+1)2 - 1) I3 + 2Ar5  Ar T x] + 2Ar T @ Ar“‘l) n'
= (2(A7’6+1)2 - 1) n’ + 2Ar5T ArT x nt £ 2(Artt - n?) Arttt (3.40)

Remarque 3.4. L’algebre des quaternions permet de donner une écriture compacte, efficace
et numériquement stable des rotations quelconques dans l’espace. De plus, en utilisant une
paramétrisation axio-angulaire (e, #), on évite d’une part le probléme d’alignement singulier
(ou blocage de cardan) qui est susceptible d’apparaitre en utilisant les angles d’Euler, qui
permettent d’effectuer une rotation globale a partir de plusieurs rotations successives, mais
aussi et surtout I'utilisation d’efforts intérieurs approchés, lorsqu’on utilise une FLT, au sens ou
ils sont dépendants de la séquence des rotations choisie. L’Annexe 3.C permet de préciser ces
affirmations. |

3.B.3 Application de la méthode de Newton-Raphson

Afin de dissocier cette variante de la méthode FLT présentée dans le corps du chapitre, on
note D, = D(n,) le gradient des déplacements ponctuels dépendant de la normale actualisée par
les quaternions (naturellement cette normale dépend toujours du pseudo-vecteur des rotations
04). L’équation (3.8) donne les déformations virtuelles

T
0B = (H+ D] A)D,.
La variation virtuelle du gradient des déplacements en fonction de la normale actuelle s’écrit

5Dq = ZRAX X (5U,4 + RA,X X [(5 (R(GA) — I3> IIA,O] ,
A

= > Rax®dUs+ Rax ® [R(6.4)n40],
A

= Z Rax ®0Us+Rax ®[004 x R(O4)n4)],
A

= Y Rax®6Us+Rax ®[0604 x nag(64)],
A

= Z quA(nA)5uA.
A

11 s’agit d’une relation équivalente & (3.9) mais écrite explicitement selon la normale actualisée.
L’expression de Dy a(n4) est plus simple que celle de D4(04) détaillée en Annexe 3.A et
également moins cofliteuse d’un point de vue numérique puisqu’un nombre important de termes
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sont nuls tel que

[Rax 0 0 0 I?A,XnAz —IE’LA,XTLAY_
Ryy 0O 0 0 Raynaz  —Raynay
Raz 0 0 0 Raznaz  —Raznay
. 0 Rax 0 —Raxnaz 0 Raxnax
Dgama)=| 0 Ray 0 —Raynaz 0 Raynax
0 Raz O —Raznaz 0 Ry znax
0 0 Rax Raxnay —Raxnax 0
0 0 Ray Raynay —Raynax 0
| 0 0 Raz Raznay —Raznax 0 ]

On remarque que D, 4(n4) peut étre directement obtenu en limitant D 4(04) au premier ordre
tout en prenant la normale actualisée. Les déformations virtuelles sont alors notées

OB = (H+ D] A) Dydu = Byq(u)du.

Les efforts intérieurs étant défini, nous obtenons apres application du schéma de Newton-
Raphson ’expression

K, Au ~ / ABY, (w)S dVp + / BT, (W)AS dVp
Vo VO

partie géométrique partie matérielle

Afin de simplifier le développement, nous allons émettre I’hypothese que les variations incré-
mentales des rotations sont infinitésimales. 11 s’agit d’une hypothése particulierement fréquente
pour les coques [Bathe 1980, Stander 1989, Crisfield 1996a, Section 8.2] et notamment appliquée
dans des logiciels éléments finis tel que Code__Aster [Trinh 2009, Chapitre 3].

Hypothése 3.5 (Variation incrémentale des rotations infinitésimale). Pour la variante de la
FLT utilisant une normale actualisée grace a l'algebre des quaternions, nous supposerons que
la variation incrémentale des rotations est infinitésimale. En ce sens, la variation incrémentale
du gradient ponctuel des déplacements vaut

AD;, = > Rax®AUs+Rax ®[A(R(04) —I3)nagl,
A
= ZA: Rax ® AUy + RA,X ® [AR(04)n 4],
= % Rax @ AUs +Rax ®[A04 x R(O4)n4y],
= Z Rax ® AUs+Rax ®[A04 x n4(04)],
A

= Z Dq,A(nA)AuA.
A

Ainsi, I'expression de AD,, est semblable a celle de 6D,,. [ |
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Apres application de cette hypothese, on obtient la variation incrémentale du tenseur des
déformations

AE = (H+ D] A) DyAu = By (u)A,

et par conséquent la partie matérielle de la matrice de raideur tangente
Ky = /V B (1) CoBuiq (u) dVp.
0

Concernant la partie géométrique, on obtient le terme ABy), de maniere identique a I’ap-
proche utilisant une normale initiale tel que

_ TAT T .
AB,q(u) = ADTAD, + (H+DTIA)AD,
————
classique non-linéarité de la paramétrisation des déplacements

Le développement de la partie géométrique classique est identique a la version de la FLT
utilisant la normale non déformée. Cette derniere a pour expression

K1, = / DISD, dvp.
Vo

La seconde partie géométrique Ky9, peut étre simplement négligée dans ce cas. En effet,
sous I’hypothese des variations incrémentales infinitésimales, nous avons

A(Dy) = > Rax@[064 x Ans(624)],
A

= Z].:N{A’X ® [5014 x A@ 4 X AIIA(OA)],
A

= Z]quA(nA)AuA,
A

= Y ADga(ny).
A

Sachant que les variations virtuelles et incrémentales sont infinitésimales, nous pouvons dans
ce cas simplement négligé le terme du second ordre Ko4.

En appliquant le schéma de Newton-Raphson, sous I’hypothese des variations incrémentales
infinitésimales, nous développons A (6Winq) = 5uTAFimq(u) par

Kutg = | Bl(w)CoBuq(u) dli,
A (6Wintq) =~ su’ (Ki1g + Ko1g) Au  avec 0
—_——— o S TAT
K., Ko1g = /V 0 D,SD, dV.

Cette variante de la FLT utilisant la normale actualisée est plus simple d’implémentation
mais également plus légere d’un point de vue numérique puisqu’un grand nombre de termes
sont nuls dans la matrice de raideur tangente. Il s’agit donc d’une version moins précise, notam-
ment parce qu’elle exige des variations incrémentales infinitésimales, mais & portée industrielle
pertinente au sens ol son implémentation dans des codes éléments finis existants est simplifiée.
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3.C Angles d’Euler pour la paramétrisation des rotations

Au contraire d’une paramétrisation axio-angulaire, les angles d’Euler sont fréquemment
utilisés pour les rotations de normale concernant des modeles de plaque et coque non linéaires
[Bathe 1980, Surana 1983, Stander 1989, Crisfield 1996a]. Son écriture est moins compacte
et peut présenter certains défauts tel que l'alignement singulier (ou blocage de cardan) mais
aussi et surtout l'utilisation d’un vecteur des efforts intérieurs approché, pour une FLT,
au sens ou il est dépendant de la séquence des rotations d’Euler choisie. Néanmoins, cette
méthode permet de montrer explicitement 'absence de commutativité des grandes rotations
dans l’espace. Dans cette annexe, nous nous intéresserons également a la proposition originale
de Surana [Surana 1983] qui offre une alternative afin d’obtenir une meilleure convergence
de la méthode de Newton-Raphson dans le cas ou les rotations ne sont plus nécessairement
infinitésimales. La matrice de rigidité pourra alors étre directement écrite en fonction du
choix de la rotation incrémentale composée par les rotations successives d’Euler. L’obtention
de K; étant semblable & celle issue d’une paramétrisation axio-angulaire, nous renvoyons
dans le cas d’une paramétrisation par les angles d’Euler a Surana [Surana 1983] ou Crisfield
[Crisfield 1996a, Section 8.2.1].

On commence par rappeler le vecteur déplacement (3.1), d’un point ¢ quelconque de la
coque, avec une normale approchée défini grace aux abscisses de Greville

wi(€) = 3 Ralep) (Ua+ 5¢ma0) ~mao) ) = 3 Ral6y) (Uat 5 (RO T mao)
A=1 A=1

Nous utiliserons désormais les angles d’Euler a la place des parametres axio-angulaire. Pour
cela, on définit d’abord 'espace local orthonormé associé a 1’élément coque en configuration
initial (T14,T24, T34 = nap) et en configuration finale (t14,t24,t34 = ny4). Afin de ne pas
confondre les angles d’Euler avec les composantes du pseudo-vecteur des rotations € 4 exprimées
dans le repére cartésien global, on notera respectivement a4 et 84 les rotations autour de Toxg
et T14. On rappelle également que I'indice A fait référence a ’abscisse de Greville du point de
controle correspondant. La représentation de ’espace local ainsi que des parametres d’Euler est
donnée sur la Figure 3.C.1.

Le déplacement peut alors s’écrire en fonction de aq et 54 tel que

0(€) = 3 Ralp) | Un+ 3¢ malaafa) ~nao) | = 3 Ra(&y) (Ua+ 5¢Palan b))
A=1

F 4(aa,Ba) A=

L’avantage d’une telle écriture est de pouvoir écrire la matrice de rigidité tangente directement
en fonction du choix de F4(a4, 84), comme proposé par Surana [Surana 1983]. Il s’agit bien de
choisir F 4(a4, f4) car, comme précédemment énoncé, les rotations ne sont pas commutatives
dans ’espace. Avec la convention choisie pour les angles d’Euler en Figure 3.C.1, les matrices
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Physical space Tsa taa
Tsa
Tia
’ETQA Ao
A
tia
. . T1a tsa Tsa
Greville abscissa A Ba
toa
Ba
T2a
A

FIGURE 3.C.1 — Paramétrisation de la rotation par les angles d’Euler. Gauche : espace local
orthonormé de 1’élément coque. Droite : angles d’Euler dans le repére local.

de rotations dans I’espace local orthonormé s’écrivent

cos(q) 0 —sin(aqa) 1 0 0
Ry, , (aa) = 0 1 0 et R, ,(Ba) = |0 cos(Ba) sin(Ba)
sin(aq) 0 cos(ay) 0 —sin(B4) cos(54)
Premier cas : la séquence de rotations est as — (4, cest a dire R, =

R¢, ,(B4)Re,, (aa). Dans ce cas on obtient I'expression
Fl(aa, B4) = sin(ay)cos(B4)T1a — sin(B4)Taa + (cos(aq) cos(fa) — 1)T34. (3.41)

Deuxiéme cas : la séquence de rotations est B4 — aa, cest a dire RZ, =
R¢,, (@a)Rt, ,(84). Dans ce cas on obtient I'expression

F2 (ca, Ba) = sin(a)Tia — cos(aa)sin(B4)Toa + (cos(as) cos(Ba) — 1)T34. (3.42)

Troisiéme cas : Surana [Surana 1983] propose une moyenne des deux séquences de rotation
précédentes avec Ry, = 1 (Rl + RZ,) tel que

F(a, Ba) = 5 (Fhla, Ba) + Fi(aa, Ba)) - (3.43)

N | =

On peut remarquer que dans le cas de rotations infinitésimales avec sin(a4) ~ a4, sin(54) ~
Ba, cos(aq) ~ 1 et cos(S4) ~ 1 on obtient 'expression utilisée par Bathe et al. [Bathe 1980]

Fli(aa,Ba) = F4(aa, B4) = Fi(aa, Ba) = Fa(aa, Ba) = asTia — B4T2a.

Les dérivées des trois possibilités de rotation précédentes par rapport aux parametres d’Euler
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sont
OF}, .
G = cos(ay)cos(fa)T14 — sin(ay) cos(S4) T34, ( )
3.44

1

%‘ = —sin(aa)sin(B8a)T1a — cos(Ba)Taa — cos(aa)sin(fa) T34,
2

gz‘: = cos(aq)T14 + sin(ay) sin(B84)Toa — sin(aa) cos(B4)Tsa,

o (3.45)

TP = — cos{an) cos(5)Ta — coslaxa) sin(5) T,

OF% 1 1 . .

Py~ 2 (cos(aa) cos(Ba) + cos(aa)) Tia + B sin(aa) sin(B4)T2a — sin(aa) cos(84) T34,

OF3, 1. . 1 i

9Ba 2 sin(aa)sin(Ba)Tia — 5 (cos(Ba) + cos(aa) cos(Ba)) T2a — cos(aa) sin(Ba) Tsa.

(3.46)

Afin de mettre en évidence le domaine de validité des trois propositions précédentes, on
distingue quatre possibilités en fonction des valeurs de a4 et G4.

Possibilité 1 : F 4 ne dépend que de a4 avec en particulier 54 = 0. Alors, pour a4 # 0
et B4 = 0, F4 doit satisfaire les relations

OF 4
0Ba

Pour la premiére proposition, on injecte 54 = 0 dans les relations (3.41) et (3.44) pour obtenir

Fia=Fa(aa), Fa#F4(Ba) et = 0 ou cte.

F}4 = sin(aq)T14 + (cos(ag) — 1)Ts4,
OF!

—4 cos(aq)T14 — sin(aq) T34,
Oa g

OFY

TA Ty, = cte.

8/BA 2A cte

De méme pour la seconde proposition en injectant 54 = 0 dans (3.42) et (3.45) tel que

F? = sin(as)T1a + (cos(as) — 1)Tsa,
OF?

—A cos(aq)Ti4 — sin(aq) T34,
Oag

OF?

—A — _cos(ay)Taa # 0 ou cte.
dBa

Il est alors clair que la condition OF 4/884 = 0 ou cte n’est pas respectée par la fonction F%.
Par conséquent, pour un déplacement généré par les rotations ag # 0 et 54 = 0, seul le choix
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FL décrit par (3.41) est correct.

Possibilité 2 : on considere désormais le cas aq = 0 et 54 # 0 tel que F 4 doit satisfaire
les relations
OF 4

—— = 0 ou cte.
Oay

Fy=Fa(Ba), Fa#Fa(an) et

Avec les expressions (3.41) et (3.44) sous la condition ay = 0, on obtient pour la premieére
proposition

F}4 = — Sin(ﬁA)TgA + (COS(BA) — 1)T3A,
1

8& = cos(84)T14 # 0 ou cte,

Oag

OF!

—A4 = —cos(Ba)Toa —sin(B4)Ts4.

B4

Pour le second choix on injecte également a4 = 0 dans (3.42) et (3.45) afin d’obtenir

Fi = —sin(B4)Taoa + (cos(54) — 1)T3a4,
2

({)F—A = T4 = cte,

Oacg

OF?

—A__ cos(4)T24 — sin(B4)Tsa.

9Ba

Naturellement, dans le cas ot ay = 0 et B4 # 0, seul F% décrit par (3.42) est correct car la
condition OF 4/da 4 = 0 ou cte n’est pas respectée par la fonction F.

Possibilité 3 : dans le cas ou vy =0 et 4 = 0, c’est a dire lorsque F 4 ne dépend ni de
a4 ni de By, les trois choix (3.41), (3.42) et (3.43) sont corrects.

Possibilité 4 (cas général) : enfin, pour ay # 0 et 54 # 0, il apparait alors évident
qu’aucun des deux choix F}4 ou Fi n’est correct pour des grandes rotations. La premiere
possibilité serait de faire I’hypothése des rotations infinitésimales déja discutée dans cette
section. Le second choix, émis par Surana [Surana 1983], est d’utiliser F3 décrit en (3.43). Cette
possibilité a notamment été validée et comparée a Fl et F?4 sur plusieurs exemples numériques
en montrant des résultats moyennés, c’est a dire a mi-chemin entre un résultat complétement
erroné et un résultat correct issu de F}4 ou F?4 en fonction du probleme considéré. Une
interprétation physique, également apportée par [Surana 1983], consiste & considérer ’ensemble
des points accessibles par les rotations ay et S4 dans Uespace (T14,Toa, Tsa = nAyo), c’est
a dire la sphére unité. Si F}4 et Fi engendrent un déplacement identique (par exemple en
rotations infinitésimales), ils représentent deux chemins possibles sur cette sphére unité afin
d’arriver au méme point. Le choix Fi peut alors étre vu comme un chemin moyen entre les
deux chemins précédents.
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On soulignera le fait que, méme si le choix F3 de (3.43) permet de considérer de plus grandes
rotations indépendemment du probléme envisagé (c’est a dire la convergence du schéma de
Newton-Raphson), la formulation n’en reste pas moins inconsistante, pour une FLT, au sens ou
la rotation totale reste approchée a cause du choix de la séquence des rotations. Cette méthode
n’a pas été envisagée pour cette raison mais également car le probléme doit étre entierement ré-

T
écrit pour cinq degrés de liberté par point de controle avec Uy = |Uax Uay Uaz aa B A} ,
voir [Crisfield 1996a, Bathe 1980, Surana 1983] pour plus de détails.
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CHAPITRE 4

Contact pour des coques épaisses
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4.1 Introduction

Les problemes d’interface sont généralement sensibles aux erreurs liées a la discrétisation
spatiale de la géométrie. Les méthodes de couplage multipatch qui ont été présentées n’y
étaient que partiellement confrontées car 1’élément mortier a été mis en place dans l'espace
paramétrique 2D permettant de réduire les erreurs d’intégration. Désormais, nous souhaitons
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nous intéresser aux problemes de contact pour lesquels la géométrie joue un réle primordial sur
la qualité des résultats obtenus. Le traitement du contact unilatéral en IGA est pertinent afin
de mettre en évidence 'intérét d’utiliser des grandeurs cinématiques exactes, en particulier en
présence de grands déplacements et de grandes rotations de normale. Le fait de ne pas avoir a
évaluer une normale dite moyennée & cause d'une continuité C® entre éléments, comme c’est
le cas pour des interpolations classiques de Lagrange, va notamment permettre d’obtenir des
efforts de contact plus réguliers.

Les techniques de discrétisation du probleme de contact appliquées a I'IGA se
sont développées au cours des dix derniéres années et constituent toujours un axe
de recherche important. Parmi elles nous trouvons notamment les méthodes Gauss-
point-to-segment (GPTS) [Temizer 2011, Lu 2011, De Lorenzis 2011, Dimitri 2014] ou
plus généralement knot-to-segment (KTS) qui se distinguent des méthodes mortier
[Temizer 2011, Temizer 2012, De Lorenzis 2012, Seitz 2016] par leur fagon d’assurer les
conditions de contact. Une review des différentes techniques de discrétisation du contact en
IGA est proposée par De Lorenzis et al. [De Lorenzis 2014]. La formulation KTS consiste
a assurer les conditions de contact en un nombre prédéfini de points d’intégration (points
de Gauss dans le cas du GPTS) sur chaque élément du domaine esclave. L’approche KTS
est la plus utilisée pour la simplicité de sa formulation, de son implémentation ainsi que
de son colit numérique réduit par rapport aux méthodes mortier. L’unique inconvénient
d’une résolution de type KTS vient du fait que la solution obtenue sur l'effort normal de
contact peut étre oscillante. Pour une approche primale, le systéme a résoudre peut étre
surcontraint si le probleme de contact est résolu en un trop grand nombre de points de
quadrature et ce défaut peut s’amplifier avec le facteur de pénalité et 'ordre des fonctions
de base [Temizer 2011, De Lorenzis 2011]. Fischer et Wriggers [Fischer 2005] ont néanmoins
montré que la méthode GPTS assure le classique test du patch de contact (parfois appelé patch
de Taylor) [Papadopoulos 1992, Zavarise 2009], aux erreurs d’intégration pres, qui est une
condition nécessaire pour I’obtention d’une solution correcte. Un schéma de post-traitement des
efforts de contact, initialement proposé par Sauer [Sauer 2013], peut permettre de s’affranchir
des oscillations liées a la méthode KTS. Il s’agit en fait d’utiliser une pression moyenne en
chaque point de contrdle, telle qu'utilisée par le mortar-KTS de Temizer et al. [Temizer 2011],
par Tur et al. [Tur 2009] et [Kopacka 2018]. Les méthodes mortier quant & elles assurent
les conditions de contact au sens faible, par opposition aux conditions assurées de maniere
ponctuelle par les algorithmes KTS. Elles requierent la vérification de la condition inf-sup. Il
est possible de montrer qu’un nombre insuffisant de points de quadrature peut entrainer la
violation de la condition inf-sup [De Lorenzis 2011, Dimitri 2014]. La stabilité inf-sup, dans le
cas du contact frottant, est en particulier discutée dans [Alart 1991] avec une condition sur
la valeur du coefficient de frottement ou dans [Laborde 2008] de maniére générale. Le cofit
numérique de cette approche, passant notamment par ’évaluation de ’ensemble des intégrales
mortier, en fait une méthode difficilement applicable dans un contexte industriel, sauf a utiliser
des intégrations réduites. On souligne le fait que la méthode augmentée proposée dans ce
chapitre peut tout de méme étre vue comme une approche mortier au sens ou nous allons
introduire un espace de multiplicateur mais, contrairement au couplage multipatch, nous ne
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développerons pas la segmentation mortier.

Comme pour le probléeme de couplage multipatch, le traitement du contact est envisageable
par pénalité, par approche duale ou encore avec un multiplicateur dit augmenté. Sachant que
la principale difficulté de ce type de probleme est d’obtenir une résolution numérique simple et
robuste, la méthode par pénalité est fréquemment employée en IGA. C’est par exemple le cas de
[Lu 2011] qui propose de traiter le probleme de contact régularisé en s’attachant a la précision
apportée sur ’évaluation de l'intégrale de contact griace a un algorithme en deux passes. La
pénalité a également été mis en oeuvre pour des problemes de contact en thermomécanique
par Temizer et al. [Temizer 2011] avec, en particulier, la méthode mortar-KTS permettant de
diminuer les oscillations sur les pressions de contact. Outre le fait qu’il soit nécessaire de choisir
judicieusement le facteur de pénalité, le principal défaut provient de la régularisation des lois
de contact qui ne sont pas respectées de maniere exacte.

La méthode duale n’est pas utilisée en pratique pour traiter le probléeme de contact car,
bien que l'existence et 'unicité de la solution soit montrée dans [Haslinger 1996] et que la loi
de contact soit traitée de fagon exacte, la convergence numérique de ce probléme de point-selle
dépend fortement de I'espace dual ainsi que du schéma de résolution choisi. Sachant que la loi
de contact est transférée aux variables duales, cette derniére peut s’écrire sous la forme d’une
inégalité, dont I’obtention est détaillée dans [Haslinger 1996], et nécessite donc la mise en place
d’une résolution numérique adaptée. L’inégalité issue des lois de contact peut étre transformée
en une simple égalité par 'ajout d’un terme de pénalité dans la pression de contact, cette
variante est appelée méthode primale-duale ou augmentée.

La méthode primale-duale ou du lagrangien augmenté, permet de palier aux problemes
de convergence de l'approche duale en régularisant la fonctionnelle associée. Il s’agit de la
méthode la plus fréquemment employée pour sa robustesse notamment pour des résolutions
de type Newton. Par rapport a la pénalité, elle présente l'avantage d’utiliser une loi de
contact exacte. De plus, la loi de contact peut se résumer en une simple égalité ce qui
est un atout majeur face a la méthode duale. Dans le cas d’éléments finis classiques, cette
méthode est largement répandue avec des applications pour le contact non frottant en petites
déformations en 2D [Hiieber 2005], 3D [Flemisch 2007], en petites déformations avec frottement
[Hiieber 2008] ou encore en grandes transformations sans frottement [Popp 2009, Popp 2010)]
et avec frottement [Gitterle 2010]. La méthode primale-duale a ensuite été portée en IGA
par Seitz et al. [Seitz 2016] pour la résolution d’un probléme de contact frottant en grandes
transformations. Seitz et al. propose d’écrire les intégrales de contact aux points de controdle,
en utilisant une base duale identique a la base primale (méthode standard) ou en construisant
un espace dual bi-orthogonal. Lorsque les bases primale et duale sont identiques, les conditions
de contact ne sont pas découplées aux points de contrdle avec un couplage qui dépend de
l'ordre des fonctions de base. Pour des raisons pratiques évidentes, les lois de contact sont
tout de méme assurées de maniéres indépendantes aux points de controle, voir par exemple
[Temizer 2011, De Lorenzis 2011, Temizer 2012, De Lorenzis 2012], ce qui peut étre vu comme
un lumping [Seitz 2016]. L’intérét de construire une base duale bi-orthogonale est de permettre
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un découplage de I'égalité de contact en chaque point de contrdle. Cette méthode nécessite
néanmoins la construction d’une base duale a part entiére mais également la mise en place
d’un post-traitement permettant de visualiser les efforts de contact réels. De plus, la méthode
standard avec lumping ou la méthode bi-orthogonale nécessitent 1’évaluation précise des
intégrales mortiers et notamment de la fonction gap continue. Ce point est notamment traité
dans [Seitz 2016] par une intégration précise grace & une segmentation mortier 3D, également
présenté en 2D par Kim et al. [Kim 2012], ce qui peut s’avérer coliteux pour des piéces
complexes. Pour plus de détails sur la méthode du lagrangien augmenté appliquée au contact
frottant voir [Simo 1992, Klarbring 1995, Pietrzak 1999, Renard 2013]. Plus généralement, le
livre de Wriggers [Wriggers 2006] propose une revue exhaustive sur les méthodes de résolution
numérique d’un probléme de contact.

L’enjeu de ce chapitre sera donc le traitement du contact unilatéral sans frottement
pour des coques épaisses déformables multipatch en grandes transformations. Pour cela, une
méthode originale hybride KTS-mortier, utilisée avec un espace dual de multiplicateurs de
contact, permettra I’étude de pieces industrielles grace a sa simplicité de mise en oeuvre. La
méthode mortier classique, comprenant la segmentation mortier également appelée intégration
adaptée dans [Zarroug 2002, Ben Dhia 2002b], n’a pas été retenue pour des raisons de coft
numérique et de temps de développement nécessaire & sa mise en place. Plusieurs schémas
d’intégration seront envisagés afin d’observer l'influence d’un tel choix sur les oscillations
des efforts de contact. Pour rappel, ces oscillations peuvent étre dfies a l’association de la
projection discrete KTS et un facteur de pénalité élevé pour la méthode primale ou une
discrétisation KTS avec soit un nombre trop faible de points d’intégration (violation du
inf-sup) soit un couplage des conditions de contact pour la méthode primale-duale. Afin
de s’affranchir des oscillations liées a ce type de projection, un schéma de post-traitement
des efforts de contact sera également proposé. La méthode par pénalité sera comparée au
lagrangien augmenté, avec une approche complétement lagrangienne, sur un cas simple dans un
premier temps afin de mettre en avant la précision et la robustesse de la méthode primale-duale.

Ce chapitre est constitué de quatre sections principales permettant d’aborder les différents
aspects d’un probléeme non linéaire de contact. La cinématique du contact, comprenant les
définitions des reperes locaux et I'appariement des domaines, sera abordée en premier dans la
Section 4.2. Les méthodes d’application des conditions de contact sans frottement seront ensuite
détaillées en Section 4.3. La Section 4.5 portera sur les méthodes numériques et la résolution
discrete du probleme de contact en IGA. Enfin, quelques exemples de résultats obtenus dans le
cas des petites et grandes transformations seront présentés dans la Section 4.6.

4.2 Cinématique du contact

4.2.1 Géométrie

Afin de présenter la modélisation retenue pour le contact sans frottement en isogéométrie,
nous considérons un probléeme constitué de deux coques épaisses pouvant faire partie de la méme
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| Qi,o r, —r} —» load on ' ¥ load in V* [ ] Qi,t Ny — ’Y:L

FIGURE 4.1 — Exemple d’un probleme de contact avec des coques épaisses déformables multi-
patch.

structure multipatch. L’ensemble de I'analyse concernera un contact sur des coques déformables.
On considére le probleme modele de la Figure 4.1, sachant que par simplicité les coques ne sont
pas en contact a l'instant initial. L’approche maitre-esclave étant également retenue afin de
définir une hiérarchie entre les deux domaines, on note 2§ et €' respectivement les domaines
esclave et maitre dans la configuration initiale ainsi que €2 et Q2}* leurs images dans la configu-
ration actuelle. On définit Papplication de transport ¢’ de chaque domaine 0, pour i € {s,m},
tel que

¢ 0 x [0,7] = 9, (X' t) = x (1),

avec respectivement X’ et x* les coordonnées cartésiennes d’un point matériel situé sur la surface
externe de la coque dans la configuration initiale et déformée. On peut ainsi définir le champ
des déplacements associé a la trajectoire ¢’ par la relation u*(X’,t) = x*(t) — X?, i € {s,m}.
On rappelle que la frontiére de chaque patch composant les domaines maitre et esclave est a
minima C! par morceaux de tel facon & ce que la normale sortante n’ (et naturellement la base
locale) puisse étre définie de maniére unique presque partout sur 'ensemble des deux géométries
en contact, a chaque instant ¢ € [0, 7.

Les bords soumis a des conditions de Dirichlet et Neumann sont notés respectivement Fé
et '’ sur la configuration initiale et ’yfl et 4% sur la configuration actualisée. De méme pour la
surface potentiel de contact notée Qi,o a 'instant initial et Qi’t sinon. Afin de simplifier I’écriture
du probléme multipatch, on considerera dans toute la suite un seul domaine, éventuellement
non connexe, multipatch regroupant les entités maitre et esclave. L’auto-contact, c’est a dire
le contact au sein d’'une méme entité, est exclu de I’étude. La partie fermée de ’ensemble du
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domaine multipatch se note

Q= ﬁk, le N Qk2 = () avec ky = ko.

=

k=1

Les efforts externes volumiques et surfaciques sont notés f? et f! et agissent respectivement
sur Q’]}v X [—t/2,t/2] et sz}s. On considére qu’aucun chargement extérieur n’est appliqué sur la
surface potentiellement en contact tel que

Qin (), ual) =0

Enfin, les normales sortantes pour les deux domaines sont notées N* et n*, i € {s,m},
respectivement sur la configuration initiale et actuelle et peuvent étre évaluées a partir de la
base locale associée a la surface moyenne de la coque

AU XA}
|A] x Abll2

- al x al
et n'(&n) =77

Ni —_— s .
&m) ad < ail

4.2.2 Appariement et repéeres locaux

Nous souhaitons ici établir une bijection entre les deux domaines en contact. En effet, sachant
que les termes liés au contact seront traités en des points de collocation par un algorithme
KTS, il est nécessaire de trouver ’ensemble des points x™ = P, (x*) € Q" sur la surface maitre
susceptibles d’étre en contact avec les points x* € Q27 de la surface esclave. L’opérateur de
projection dans ’espace physique P, est noté

P,:Q - Q" x°—x",
qui peut également étre défini sur la configuration initiale. En pratique, la projection est faite
dans I’espace paramétrique avec des contraintes de borne sur les deux directions £™ = (§™,n™) €
Q7" grace a 'opérateur P¢ tel que

P : QF—Qr, €™

On remarque qu’il s’agit de la méme projection que celle effectuée pour la création des vecteurs
noeuds communs dans le cas du couplage multipatch. C’est également I'agorithme L-BFGS-B
[Byrd 1995, Zhu 1997] qui est utilisé dans le cas présent.

Deux approches sont alors possibles afin de définir I'opérateur de projection. La premiere
possibilité, parfois appelée ray tracing, est d’utiliser la normale esclave n® afin de trouver le
point correspondant sur la surface maitre, voir [Puso 2004, Seitz 2016]. L’autre choix est d’ef-
fectuer une projection au point le plus proche, notamment proposé dans [Curnier 1995], ce qui
revient a effectuer une projection orthogonale de x* selon la normale maitre n". Dans ce dernier
cas, l'existence et 'unicité de la solution ne sont pas assurés ce qui peut avoir un impact non
négligeable sur la solution du probléme de contact, voir [Konyukhov 2008] pour la résolution
d’un probléme type point le plus proche. Néanmoins, la haute régularité des fonctions B-splines
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—— Patches ---- Gap (t=1.0e-03)

FIGURE 4.2 — Méthodes classiques d’appariement. Gauche : projection au point le plus proche,
normale n™. Droite : projection de type ray tracing, normale n®. La sphere est la surface esclave
et le plan la surface maitre.

permet d’atténuer I'importance de ces conditions, voir de s’en affranchir moyennant des hypo-
theses préalables sur la géométrie considérée. Les deux choix de projection sont présentés sur
la Figure 4.2. Dans notre cas, nous retenons la méthode par projection au point le plus proche
pour sa simplicité de mise en oeuvre parce qu’elle permet de s’affranchir de 1’évaluation de la
normale esclave en chaque point de collocation. Il s’agira donc de résoudre le probleme

m

x™ =P, (x%) = argmin||x® — x||, Vx*e Q.. (4.1)
xeQm

Par construction nous aurons une normale n” portée par le vecteur x° — x" et orientée par
le signe de X® — X" avant déplacement. L’évaluation de la normale de contact actualisée n"*
sera effectuée en utilisant la base locale covariante de 1’élément coque aprés actualisation fictive
de la géométrie. Cette approche permet de considérer les deux variantes de la FLT car les
quaternions permettent de composer les rotations et donc d’obtenir la normale actualisée mais
pas les formules de Rodrigues qui utilisent uniquement la normale initiale et qui ne permettent
pas de composer les rotations finies dans l’espace (et donc ’évaluation de n™).

Afin de définir les repéres locaux pour le probléme de contact, on distingue désormais trois
situations géométriques. La premiere correspond a un cas surface-to-surface (STS) ou deux
coques épaisses sont en contact le long de leurs épaisseurs. On définit également le cas edge-to-
surface (ETS) pour compléter le cadre du discours mais qui ne sera pas utilisé par la suite. Enfin,
une situation de contact edge-to-edge (ETE) permettra de donner une premiére validation,
notamment par un contact hertzien, des méthodes retenues. Dans ce dernier cas, les deux coques
seront en contact le long du contour I'Y et I'influence de 1’épaisseur sera limitée. De méme que
pour un contact surfacique, on considerera qu’aucune condition de Dirichlet ou de Neumann
n’est appliquée sur la zone potentiellement en contact tel que

rin (ryur) =0.
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— Patches ---- Gap (t=1.0e-01) + x° + X" =Py(x%)

[\

ié

FIGURE 4.3 — Représentation des situations géométriques de contact. Gauche : contact STS
avec prise en compte des épaisseurs pour 'appariement. Centre : contact ETS avec prise en
compte d’une seule épaisseur pour ’appariement. Droite : contact ETE sans prise en compte

(X

=
5

des épaisseurs pour 'appariement.

Les trois situations sont représentées sur la Figure 4.3 avec, en particulier, I’appariement
des domaines en fonction du type de contact. La base locale covariante pour le contact peut
alors étre définie en fonction de la situation géométrique du probléme. En effet, si un domaine

%

!, nous utiliserons la

maitre ou esclave entre en contact selon 'un de ses contours, i.e. selon I'
restriction du tenseur métrique 3D au plan tangent pour obtenir, en un point p situé sur la

surface moyenne, le repere local

_OX(e,€)

Al x Al
AZ 1 2
a oge

et Ab=—1""2 = vVoe{l,2}, Vie{s,m},

A Ay et welsm
dans la configuration initiale. En revanche, si le contact a lieu sur la surface de la coque, il sera
nécessaire de considérer les vecteurs de base covariants 3D dont on rappelle la définition pour

un point ¢ quelconque

OXi(¢l,e2,¢%)
- Pl

G! =AL+EAL, et Gi:Ai:M Vo € {1,2}, Vi € {s,m}

a a 3,a 3 3 HA21><A12H2, ) ) ) )
également exprimés dans la configuration initiale. Dans ce cas, la coordonnée paramétrique selon
I'épaisseur est fixée a €3 = —1 ou €3 = 1 en fonction du c6té de la coque en contact. Dans le cas
général, on souligne la nécessité de prendre en compte les courbures de la coque afin de définir
les deux vecteurs tangents nécessaires en cas de contact frottant surfacique (STS ou ETS).

4.2.3 Distance normale de contact

Le vecteur distance ou gap g permet de quantifier I’écart entre les deux structures a chaque
instant. En utilisant la projection au point le plus proche de (4.1), on définit le vecteur distance
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4.2. Cinématique du contact

par
g = x5 — Pw(XS) =x° - x" (42)

L’orientation pratique du vecteur distance g, apres projection au point le plus proche, est visible
sur la Figure 4.4.

—— Patches — Gap g orientation + x° + XM =P, (x%)

FIGURE 4.4 — Orientation du vecteur distance g du domaine maitre vers le domaine ’esclave.

On définit également la distance normale algébrique g, a partir du vecteur gap g avec la
convention de signe suivante

gn=g-n" = (x*—-x")-n". (4.3)

Le scalaire g,, correspond a la distance normale de contact et son signe permet de distinguer
trois statuts géométriques caractérisant un probleme de contact. Avec la convention de signe
choisie, nous pouvons résumer ces différents cas par

absence de contact : g, > 0,
contact parfait : gn =0,

interpénétration : gn < 0.

On peut également écrire la distance g,, en fonction du déplacement, ce qui permettra par la
suite de développer les formulations faibles tenant compte du contact. Afin de simplifier I’étude,
nous négligerons le déplacement issu de la rotation des normales associé au modele de coque
épaisse. Ainsi, pour ’ensemble des contributions liées au contact, seules les translations uy,
pour un point p appartenant a la surface moyenne de la coque, seront considérées. Sous cette
hypothese, la distance normale de contact se note

g = (¢ —x")n
= (u;—ugl ™4+ (X =X"™).n™
= [u]n—i_[X}nv (4‘4)
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avec [ X ] la distance normale algébrique de contact en configuration initiale et [u],, le saut en
déplacement

En petites transformations, le saut [u], est une fonction linéaire du champ de déplacement
car, dans ce cas, la projection x™ et la normale n"™ sont définies une fois pour toute en chaque
point x°*. Dans le cas des grandes transformations, le probléme présentera une non-linéarité
dite d’appariement, présentée par la suite, car 'opérateur de projection P, et la normale n™
dépendent du déplacement. La distance normale de contact pour le probléme non linéaire d’ap-
pariement peut s’écrire

gn = (x* = (P2(x)) (u)) - n™ ().

4.3 Contact unilatéral sans frottement en quasi-statique

4.3.1 Loi de Hertz-Signorini-Moreau

Lorsque le contact est établi, la troisieme loi de Newton nous indique que les efforts de
contact sur l'esclave et le maitre ont la méme norme et direction mais sont de sens opposés.
Nous avons donc a chaque instant ¢ € [0, 7] la relation

p‘day =0’ -n*da, o° -n®=-c" -n",

avec p* une densité d’effort de contact mesurée par unité de surface non déformée. Nous pouvons
écrire ’expression précédente, en rappelant que le frottement n’est pas pris en compte dans
I’étude, & partir du vecteur contrainte de contact correspondant pour aboutir a

o™ -n"da =p,n"day = —o’ - n’ da. (4.5)

Des notations précédentes nous déduisons la loi de contact, également appelée loi de Hertz-
Signorini-Moreau, reliant la pression normale de contact p, a la distance normale de contact
Jn- Avec les conventions de signe précédemment établies, les trois relations sont résumées par

condition de non-interpénétration : g, > 0,

condition de compression : pn <0, (4.6)

relation de complémentarité : GnDn = 0.

La premieére relation assure que les domaines maitre et esclave ne se chevauchent pas, la
seconde évite le cas non physique de la traction et enfin la relation de complémentarité précise
que si le contact est actif (g, = 0) la force est compressive alors que s'il est inactif (g, > 0) les
domaines sont séparés et la force de contact est nulle. La loi de contact unilatéral est présentée
graphiquement sur la Figure 4.5.
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s Contact

Gap

FIGURE 4.5 — Représentation graphique des lois de Hertz-Signorini-Moreau.

4.3.2 Hypothese quasi-statique

Dans la continuité du chapitre portant sur les grands déplacements, nous allons considé-
rer que les déformations sont suffisamment lentes par rapport au chargement imposé pour
que le probleme puisse étre qualifié de quasi-statique. En conséquence, 'inertie ainsi que ’ac-
célération des structures susceptibles d’étre en contact sont négligées. L’évolution du temps
t = {0 <Ty<...<Tl= T} est remplacée par I'évolution du chargement extérieur corres-

pondant Feyx = {ngt, Fl,, ... ,F,J;Xt}. Chaque effort extérieur sera obtenu par des incréments
successifs tel que
1 . 1
F.l=F , + AF.,

ext ext *

4.3.3 Travail virtuel de contact pour des coques épaisses multipatch

Le probleme de contact étant proche de celui lié au couplage multipatch, les méthodes de
résolution numérique considérées ici sont analogues. Une des principales différences vient du
fait que les efforts de contact n’agissent qu’en compression afin de maintenir 1’équilibre globale
du systeme. Avec les notations précédentes, nous souhaitons ajouter a la formulation faible
multipatch le terme de contact. On rappelle que la densité d’effort liée au contact est notée sur
la configuration initiale ou déformée

p' =1II' . N° sur 92,07
p'dag =o' -n'da surQL,, Vie{s,m},
avec notamment IT le premier tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff. Sachant qu’une surface

de contact peut également regrouper plusieurs patchs, les domaines maitre et esclave susceptibles
d’étre en contact se notent

ﬁi = U Qk; le ﬂQkQ = () avec k1 ?é ko, Vi€ {s,m},
keC(i)

avec C(7) la liste des patchs qui peuvent entrer en contact coté esclave pour i = s ou maitre
pour ¢ = m. De méme que pour les grandes transformations, ’ensemble des intégrations seront
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réalisées sur la configuration initiale selon une approche complétement lagrangienne, notamment
utilisée pour le contact dans [Zarroug 2002]. Nous pouvons alors développer le terme de contact
a introduire dans la formulation faible par

> [ otontswdel v{sw}e Vi =[]V

Par choix d’un domaine esclave 2} ;, nous pouvons simplifier le terme précédent grace au
Kl
principe d’action-réaction (4.5) par

> / o'’ o A0 = /Q v (dug — supr) dog,,

Nous rappelons que l'appariement des domaines maitre et esclave a été réalisé par une
projection au point le plus proche définie par l'opérateur P, de (4.1). En ce sens, le saut de
déplacement virtuel dépend uniquement des positions des points de collocation sur la surface
esclave tel que

(duy — du) (X9) = u(x") — dup! (P (x)),  VX® € 3,

En choisissant la notation [-] pour désigner le saut en déplacement, on simplifie ’écriture
précédente avec
dup — ouy' = [ou].

En I'absence de frottement, le probleme n’est constitué que d’une partie normale. Avec la

notation p, = p; = —p® - n'™ tel que p, < 0 en cas de contact, on peut résumer le probleme de
contact par sa projection sur la normale n™ tel que
/ p* (dup —sur) Aoz, = - / pn [6u] - 0™ A
0 20
_ _/ pn[u], dO5,.
220

La forme général du terme de contact pour des coques épaisses multipatch est

_ /Q pa[0u], A3, V{ou} e Vi = [[VF. (4.7)
c,0 k

Sachant que nous avons discrétisé la surface de contact en des points de collocation par
un algorithme de type KTS, I'expression (4.7) peut se mettre sous une forme discrétisée plus
pratique. Soit ¢ I’ensemble des points de collocation situés sur la surface de contact esclave et
¢ = P,(c) leurs projections, en configuration actuelle, sur la surface maitre tel que [du], (c) =
(0uy(c) — duy(c)) - n™(<). Alors I'expression précédente se résume a

—>_w(e)|det(I ()| palc) [0ul, (c), V{éu} e Vi =[]V, (4.8)
c k
avec w(c) et det(J(c)) respectivement le poids et le déterminant de la jacobienne de la trans-

formation au point de collocation ¢ considéré, avec une jacobienne calculée en configuration de
référence.
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4.3. Contact unilatéral sans frottement en quasi-statique

4.3.4 Méthode primale pour ’application des conditions de contact

La méthode par pénalité a déja été développée pour le couplage multipatch. Celle-ci peut se
résumer en ’action d’un ressort qui, dans le cas du contact, travaille en compression. La raideur
de ce ressort, c’est a dire le coefficient de pénalité, selon la normale a la surface maitre est noté
ap > 0. Le probleme de contact unilatéral peut alors étre formulé sous la forme d’un probléeme
de minimisation sans contrainte. Apreés régularisation des lois de Hertz-Signorini-Moreau, la
nouvelle loi de contact unilatéral s’écrit

Ongn 1 gn <0, . )contact :gn <0, pn=angn <0, pngn #0,
Dn = soi
" 0 si gn >0, absence de contact : g, >0, p, =0, prg,=0.

(4.9)
Cette loi régularisée autorise une interpénétration des solides et n’est donc qu’une approxi-
mation de la loi de contact. Par conséquent, 'effort de contact peut étre évalué de maniere
continue en fonction de la distance normale de contact g, mais uniquement de facon approchée.
La loi de contact exacte serait retrouvée si o, tendait vers 'infini, ce qui n’est pas applicable en
pratique. L’avantage de la méthode reste sa facilité d’implémentation aux dépens de la qualité
des résultats obtenus puisque «,, doit étre suffisamment petit afin d’éviter des problémes de
conditionnement sur la matrice de raideur multipatch. Une représentation graphique de la loi
de contact régularisée est proposée sur la Figure 4.6.

pll,
A

m Contact

Gap

(!y,(A

FIGURE 4.6 — Représentation graphique des lois de Hertz-Signorini-Moreau régularisées.

Introduisons l'opérateur x : R — R par

1 si <0,

x\r) =
(@) 0 si =>0.

Il s’agit la fonction indicatrice de R™ parfois définie a partir des crochets de Macaulay. On
remplace donc ici la loi (4.9) par

Pn = X (Pn)gn- (4.10)
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En utilisant les relations (4.4), (4.7) et (4.10), on écrit le terme de contact avec I’approche
primale

— /QS anX(pn)gn [0u], dQ7y, V{du} €V}, = Hth. (4.11)
k

c,0

Avec la discrétisation KTS des surfaces de contact proposée en (4.8), on obtient I’expression
=Y w(e)[det(J(c))| anx(pa(c))gn(c) [dul, (c), V{ou} € Vi =]V
c k

Comme précédemment énoncé, si le nombre de points de collocation ¢ est trop impor-
tant, le systéme a résoudre est surcontraint. De maniere semblable au verrouillage en mem-
brane/cisaillement pour les coques, un nombre excessif d’équations sur les conditions de
contact aboutira a l’obtention d’un verrouillage numérique par manque de solutions dis-
cretes satisfaisant la condition de contact en tout point de collocation. Plus le facteur de
pénalité, assurant ces conditions de contact, sera élevé et plus le verrouillage sera impor-
tant. Ce systéme surcontraint se traduit par une solution oscillante sur les efforts de contact
[Temizer 2011, De Lorenzis 2011, Kopacka 2018].

4.3.5 Méthode duale pour ’application des conditions de contact

Dans ce cas nous allons introduire de nouvelles variables, notées A, représentant les efforts
de contact en compression a I'interface. Contrairement a I’approche primale, les lois de contact
ne sont pas régularisées et seront donc traitées de maniere exacte. En revanche, le systeme
a résoudre sera composé d’inconnues supplémentaires. De plus, cette méthode, qui n’autorise
aucune interpénétration, suppose que les surfaces potentielles de contact sont parfaitements
décrites et ne permet donc pas de traiter le cas de surface présentant des aspérités. La densité
d’effort de contact correspond alors au multiplicateur de Lagrange dans la direction normale

pn=A,=-p-n" =X-n" (4.12)

Nous pouvons alors exprimer les lois de Hertz-Signorini-Moreau non régularisées

gn 2 0,
) contact : g, =0, A, <0, Mg, =0,
An <0, soit
absence de contact : g, >0, A\, =0, A,gn=0.
gnAn =0,

Il est nécessaire d’introduire 1’espace des multiplicateurs de Lagrange. Nous choisissons de
placer les inconnues duales aux points de controle du domaine esclave (2 ;, de maniere analogue
au couplage multipatch. On introduit ainsi un espace discret

Wi C LQ( e0)-

Comme précisé par Hiieber et al. [Hiieber 2005], la solution faible d’un probléme de contact
avec la méthode duale peut étre obtenue par un probléme de minimisation [Haslinger 1980,
Boieri 1987] ou de maniére équivalente en satisfaisant une inégalité variationelle. Nous pré-
sentons ici brievement la méthode duale écrite sous la forme d’un probleme de point-selle
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4.3. Contact unilatéral sans frottement en quasi-statique

avec une loi de contact transférée aux variables duales s’écrivant sous la forme d’une inéga-
lité [Haslinger 1996, Hiieber 2005, Seitz 2016]. Pour cela, on définit ’ensemble discret convexe
global

WS = {m e Wy, /
QS

c,0

dAnful], d2y <0, V{[u],} € Tr(V}) avec [u], > 0}.

Nous pouvons alors utiliser les expressions (4.7) et (4.12) afin d’obtenir les travaux virtuels
de contact issu d’une approche duale

- An[0u], dQSy, V{ou} eV, =[] Vi (4.13)
Qi,o k

L’inégalité de contact, notamment obtenue dans [Haslinger 1996] et explicitée dans
[Hiieber 2005, Seitz 2016], peut se mettre sous la forme faible suivante

/Q (= 0An) gn A0 <0, V{OA} € W5, {A} € W5 (4.14)

s
c,0

L’existence et I'unicité de la solution sont montrées par Haslinger et al. [Haslinger 1996]. Bien
que les lois de contact soient traitées de maniére exactes, une telle méthode nécessite une
résolution numérique adaptée a 'inégalité précédente. L’ajout d’un terme de pénalité dans la
pression de contact (4.12) permettra de transformer la forme faible des lois de contact en une
simple égalité.

4.3.6 Méthode primale-duale pour ’application des conditions de contact

Il s’agit de la méthode la plus fréquemment employée du fait de sa robustesse et précision,
voir par exemple [Alart 1991, Pietrzak 1999, Ben Dhia 2000, Renard 2013]. Le principe consiste
a ajouter un terme de pénalité dans 'effort de contact de la méthode duale. Ce terme supplé-
mentaire permettra notamment de palier aux problemes de convergence de la méthode duale
grace a la régularisation <* fQ? . g2 d€2? 5 ajoutée dans la fonctionnelle associée ce qui en fait
une méthode adaptée aux résolutions de type Newton. Il sera également inutile de considérer
un facteur de pénalité a,, élevé puisque la condition de contact est déja traitée par les inconnues
duales. Des discussions autour de l'existence et 1'unicité de la solution sont présentées dans
[Laborde 2008], en particulier dans le cas du contact frottant avec une condition nécessaire et
suffisante de majoration sur le coefficient de frottement [Alart 1991]. Nous reprenons donc la
formulation du lagrangien augmenté telle que présentée dans [Alart 1991], généralisée pour le
frottement dans [Ben Dhia 2002b], & laquelle nous associerons par la suite une résolution nu-
mérique dite de contraintes actives [Zarroug 2002]. La force de contact augmentée du terme de
pénalité se définit comme

Pn = An + Qngn. (4.15)

Les lois de contact dépendantes du multiplicateur augmenté p,, se résument a

An = X(pn)pn (4'16)
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c’est a dire

{contact t9n =0, pp=x <0, Ppgn=Angn =0, (4.17)

absence de contact : g, >0, A\, =0, p,=apg, >0, Ag,=0.

Un avantage majeur de la méthode primale-duale en regard de la méthode duale est de
pouvoir résumer les relations (4.16) ou (4.17) & une unique égalité équivalente

X(Pn)pn — An =0, avec py = Ay + angn. (4.18)

L’expression (4.18) va nous permettre d’ajouter les lois de contact dans la formulation faible de
facon simple et directe. En utilisant les résultats (4.4), (4.13) et (4.18) on obtient le terme de

contact
xﬂmhdmﬂa—/ X(An+0mgn) (An + angn) [su], Ay, V{éu} € Vi, = [[ Vi
92, 0 k

-,
(4.19)

Il reste alors a prendre en compte la condition dualisée des lois de contact, ce qui est simplifié

s
c,0

par 'égalité (4.18) de laquelle nous obtenons au sens faible

1
/ — (X(Pr)Pn — An) AL A, =0, avec pp = Ap + angn, Y{0A,} € W;. (4.20)
Q bl

s QY
c,0 n

On définit 'interpolation par les fonctions NURBS des variables primales et duales associées
au contact avec les espaces discrets suivants.

Interpolation NURBS des variables primales pour le contact : sachant que les degrés
de liberté en rotation ne sont pas pris en compte pour le contact, nous utiliserons 'interpolation
NURBS pour chaque patch potentiellement en contact k € C(i) des domaines i € {s,m}

k __ k, k
u, = ZR’j Up,j> (4-21)
J

avec j = j(A, B) le numéro global du point de controle A = {1, ...,nF

mk} correspondant au
degré de liberté B = {1,2,3}. Dans ce cas, si eg € R? est le vecteur unitaire dans la direction

B, alors R;-“ = R’j‘eB.

Interpolation NURBS des variables duales pour le contact : nous utilisons les mémes
fonctions d’interpolation que pour la base primale, sans modification supplémentaire. On définit
alors l'interpolation des variables scalaires duales pour chaque patch potentiellement en contact
k € C(s) du domaine esclave par

k kyk
MG = RN, (4.22)
J

avec dans ce cas simplement j = A = {1, L mk} le numéro global du point de controéle.

154



4.3. Contact unilatéral sans frottement en quasi-statique

Comme pour la méthode primale, on peut écrire le terme de contact et la loi de contact
dualisée apres discrétisation de la surface de contact aux points de collocation ¢ par

=Y _w(e)det(J(c)) x(pn(€)) (Anle) + angn(c)) [dul, (c), V{éu} € Vi =[]V,
k

c

> w(c)| det(J(c))

C

(X(Pn(c)) (An(e€) + angn(c)) — An(c)) 0An(c) =0, V{oA.} € Wy,

(4.23)
avec pp(c) = Ay(c) + angn(c). On rappelle que, dans notre cas, nous allons utiliser le méme

|1
Qp

espace de multiplicateur que la méthode des mortiers mais en localisant les zones potentielles
de contact (méthode KTS) a partir des points de collocation.

En choisissant un espace dual identique a 1’espace primal, la condition inf-sup continue est
instantanément vérifiée par construction en norme L?. En prenant [du], = A,, on obtient une
constante inf-sup unitaire tel que

An (8], A2
Ce e % P Pedaleay
ANPY 5ull D -
A€W suecy, H n||L2(Qz’O)H u’ L2(Q§70) n LQ(Q(S; o)

Apres discrétisation KTS de la surface de contact, la condition inf-sup pour le contact peut se
mettre sous la forme

Y w(c)[det(I(c))| An(c) [dul, (c) > w(c)|det(J(c)) An(c)
inf sup < > inf -© =C.

AnEWS suev;, Anllz2 (s ll0all L2 (s ) AnEWS [[An] |%2(in0)

Si dans le domaine continu la condition inf-sup est assurée, elle ne l’est plus apres discrétisation
aux points ¢ de collocation. Un nombre trop faible de points d’intégration peut entrainer une
violation du inf-sup car >, w(c)|det(J(c))| A2(c) n’est plus défini positif, c’est & dire qu’il ne
s’agit plus d'un produit scalaire sur W;. En d’autres termes, en notant

Ker(W})) = {)\n e Wy, Zw(c)| det(J(c))| An(c) [0u], (c) =0, Véu € Vh} )

C

il existe AXer € Ker(W;) tel que -, w(c)|det(J(c))| (/\n(c) + )\Eer(c)) [du], (c) soit solution du
probléme de contact. Cette violation du inf-sup aboutit ainsi a 'obtention de modes sabliers sur
le multiplicateur de contact, par manquement du nombre d’équations par rapport au nombre
d’inconnues recherchées, ce qui a notamment été discuté dans la partie verrouillage pour les
coques.

4.3.7 Formulations faibles du contact multipatch en grandes transformations

On souhaite ici exprimer les formulations faibles associées aux trois méthodes de contact
précédentes pour un probléme multipatch, dont le couplage est assuré par le lagrangien augmenté
simplifié, soumis a de grands déplacements. Afin de ne pas confondre les variables associées au
probléme multipatch a celles utilisées pour le contact, on note Ayp et A¢ respectivement les
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multiplicateurs de Lagrange pour le probleme multipatch et celui de contact ainsi que app et
ac respectivement les facteurs de pénalité pour la continuité multipatch et le contact. En se
basant sur les notations des formes bilinéaires et linéaires détaillées dans le chapitre portant sur
les grandes transformations, on rappelle les expressions suivantes

a(u,du) = Zak(uk, duy), V{du} € Vi, =1 th,
k
L(éu) = ZLk(éuk), V{éu} eV, = Hk th,
k
b(u, (511) = ZO&MP bk(uk, (5uk), V{éu} S Vh = Hk th,
k>l
C()\Mp, (5u) = chl(AMP,kzl’Trkl(suk — Trkl(Sul), V{(Su} S Vh = sz th,
k>1
c(0Amp,u) =Y cp(6Amp ki, Trgug — Trigwy), YV {6Amp} € My = [Ty Misp-
k>l

On souligne une fois de plus le fait que cette approche est complétement lagrangienne. En
effet, la formulation lagrangienne totale développée pour les grands déplacements est associée
a une approche lagrangienne pour le contact et, par conséquent, ’ensemble des intégrations
seront réalisées sur la configuration initiale. Nous pouvons alors expliciter les formulations
faibles a partir des trois méthodes de résolution du contact précédentes.

Méthode primale. En utilisant le terme de contact pénalisé (4.10), le probléme consiste
a : trouver {u} € Vj, et {Ayp} € M, tel que V{ou} € Vj, et V{0Amp} € M}, on ait

a(u,ou) + b(u, ou) + c¢(Amp, ou) + / acX(pn)gn [du], dQZ o= L(0u),
Qs (4.24)

C(5)\Mp, u) =0

avec P, = QCGn.

Méthode duale. La relation (4.12) nous rappelle que la force de contact s’écrit p, = Ac.
Alors, en utilisant le travail virtuel de contact (4.13) ainsi que 'inégalité de contact (4.14), le
probleme de type point-selle se résume & : trouver {u} € Vi, {Amp} € My, et {\c} € W), tel
que ¥V {du} € Vi, V{6Amp} € M), et V {SAc} € W), on ait

a(u, du) + b(u, du) + c¢(Ayp, du) + Ac [du], dQ o = L(du),
20 7

[, Ge=bxc)gnan, <o (4.25)
Q 9

s
c,0

C((S)\Mp, u) =0.

Méthode primale-duale. On utilise alors le travail virtuel de contact (4.19) et la condition
de contact dualisée (4.20) afin d’écrire le probléme : trouver {u} € V3, {Ayp} € My et {Ac} €
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W tel que V{ou} € V3, V{dAup} € M}, et V{dAc} € W} on ait

a(u,ou) + b(u, 0u) + c(Ayp, ou)

4 / X(pn) Ac + acga) [ul, dO%, = L(5u),

) (4.26)
|, =)o+ ) AlShe 0
Q:, acC

C((SAMP, ll) = 0,

avec p, = Ac + acgn-

4.4 Discrétisation des intégrales de contact

4.4.1 Points de collocation pour la discrétisation de la surface de contact

Comme annoncé en introduction de ce chapitre, nous utiliserons une formulation
de type KTS [Temizer 2011, Lu 2011, De Lorenzis 2011, Dimitri 2014] afin de locali-
ser les zones potentielles de contact. Cette dernieére se distingue des méthodes mortier
[Temizer 2011, Temizer 2012, De Lorenzis 2012, Seitz 2016] en assurant les conditions liées au
contact en un nombre prédéfini de points de collocation méme si dans notre cas précis nous
utilisons le méme espace de multiplicateur que la méthode des mortiers. Il s’agit d’une méthode
simple a mettre en place et peu cofliteuse d’un point de vue numérique et semble ainsi adaptée a
I’étude de géométries industrielles. Le principal défaut de cette méthode concerne les oscillations
de pression A, qu’elle est susceptible d’engendrer. Pour ’approche primale, ces oscillations sont
le résultat d’un systeme surcontraint en imposant les lois de contact en un trop grand nombre
de points de collocation [Temizer 2011, De Lorenzis 2011, Kopacka 2018]. D’une part, pour les
approches duale et augmentée, si le nombre de points d’intégration est insuffisant, la violation
ou l'affaiblissement de la condition inf-sup engendrera une perte de stabilité du multiplicateur
et donc 'obtention d’une solution erronée ou oscillante [De Lorenzis 2011, Dimitri 2014]. Nous
allons comparer trois schémas d’intégration, pour la résolution du probléme de contact, afin
d’observer I’évolution de l'effort de contact apres discrétisation KT'S des surfaces.

Les deux premieres méthodes de quadrature proposées pour la discrétisation du contact
sont de type GPTS. Les points de collocation ¢ pour la résolution du contact seront les
points d’intégration de Gauss, identiques & ceux utilisés pour I’évaluation des différents termes
d’énergie associés au modele de coque. L’intégration gaussienne complete sera notamment
comparée a l'intégration réduite qui a permis de réduire le verrouillage en membrane et
cisaillement transverse pour notre modele de coque épaisse.

Les méthodes GPTS seront ensuite comparées a une intégration approchée de type Newton-
Cotes, formule (4.27). L’idée est de se rapprocher des segmentations mortier pour l'inté-
gration des termes de contact [Seitz 2016, Kim 2012], parfois appelées intégrations adaptées
[Zarroug 2002], qui peuvent étre difficiles & implémenter (en particulier en 3D) et peuvent avoir
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un colit numérique plus important qu’'une simple discrétisation KTS se basant uniquement sur
la surface esclave. Ces inconvénients ont motivé notre choix d’utiliser un schéma enrichi plus
simple de type Newton-Cotes. On retrouve dans [Zarroug 2002] une comparaison entre !'in-
tégration adaptée et une intégration en sous-éléments réguliers associée a un schéma de type
Newton-Cotes. Dans un cadre industriel, nous comparerons les approches GPTS & une mé-
thode KTS de type Newton-Cotes avec division en sous-éléments réguliers. Le principe de cette
méthode est de diviser chaque élément parent du domaine esclave en sous-éléments fictifs qui
ne serviront qu’a 'intégration numérique des termes de contact. Cela permet notamment de
conserver une certaine précision sans avoir a utiliser un ordre élevé pour le schéma de type
Newton-Cotes. Contrairement a une intégration adaptée, tous les éléments parents de contact
sont raffinés de maniére identique. On divise 1’élément parent § = (0, 1)2 en né sous-éléments
virtuels semblables .. Chaque sous-élément est intégré avec un schéma de type Newton-Cotes
identique en un nombre de points d’intégration noté nZ. Alors l'intégrale sur I’élément de réfé-
rence peut étre approchée par

’I’LE nx

/ fdz ~ / fdz ~ Zwl]f Zij), (4.27)

i=17=1
avec wj; le poids correspondant au point d’intégration Z;; pour j = {1,...,nZ} points d’intégra-
tion et i = {1,...,né} sous-éléments fictifs. Un exemple de quadrature de type Newton-Cotes

avec sous-éléments réguliers est montré sur la Figure 4.7. Cette méthode garantit la vérification
du inf-sup, pour les méthodes duale et augmentée, si le nombre de sous-divisions est suffisant.
Malgré sa simplicité d’implémentation et le fait qu’elle permette de choisir le nombre de points
de contact générés, elle peut rapidement devenir cotiteuse numériquement en fonction du nombre
de sous-divisions et naturellement de 'ordre de la méthode de Newton-Cotes.

4.4.2 Post-traitement des efforts de contact

D’autre part, dans I’approche duale, le multiplicateur A représente les pressions au sens
faible dans Tr(V,;) et ne garantit pas une convergence point par point. Un post-traitement est
envisagé pour traiter les oscillations sur les pressions normales de contact. Pour rappel, ces
solutions oscillatoires peuvent apparaitre si le facteur de pénalité est trop élevé pour ’approche
primale. En ce qui concerne la méthode duale ou augmentée, la loi de pression locale aux
points ¢ est g,(c) = x(pn(c))pn(c) avec py(c) = An(c) + angn(c). Dans 'approche mise en
oeuvre, I'égalité A\, = gy est écrite au sens faible dans (4.23) d’ou des oscillations possibles de
la différence g, — A, et de A,.

Le post-traitement de ’effort normal, proposé a 'origine par Sauer [Sauer 2013], commence
par ’évaluation de la pression de contact en chaque point de controle A tel que

> w(©)] det(I(e)) [ Ra(©)x(pa(e))pale / Rax(pn)pn A2

Cc
Pn,A = ~ , (4.28)
Zw )| det(J(c))|Ra(c) R4 dQs
92, ’
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FIGURE 4.7 — Intégration de Newton-Cotes sur Q avec sous-éléments réguliers. Haut : ordre deux
(Simpson 1/3). Bas : ordre quatre (Boole-Villarceau). Gauche : sans sous-division. Centre : avec
une sous-division. Droite : avec deux sous-divisions.

avec ¢ ’ensemble des points de collocation choisis. Nous pouvons ensuite, a partir des pressions
moyennes définies aux points de controle, utiliser 'interpolation NURBS classique

PNURBS = »_ Rapn 4, (4.29)
A

afin de déterminer un effort de contact moyen en tout point de la coque potentiellement en
contact. On souligne le fait que, contrairement & ce qui a été proposé dans [Temizer 2011,
Tur 2009], cette pression moyenne n’est évaluée qu'une seule fois, aprés avoir complétement
résolu le probleme de contact. Cela permettra notamment de réduire le colit numérique, dans un
contexte industriel, en s’affranchissant de I’évaluation de cette intégrale mortier, dite moyennée,
a chaque itération de chargement, de géométrie et de statut.

Remarque 4.1. Cette moyenne locale sur les pressions de contact a également été utilisée pour
évaluer les déformations et contraintes en tout point de la coque a partir de celles évaluées aux
points d’intégration. Nous pouvons ainsi évaluer les déformations sur la surface a une hauteur
z quelconque par la moyenne

>_w(c)|det(I(c))|Ra(c)e(c)

C

EA = , et l'interpolation eNyrBs = Z Ryeq,

> _w(c)|det(J(c))|Ra(c) A

C
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de méme pour les contraintes

Zw )| det(J(c))| Ra(c)o(c)
Z (c)| det(J(c))|Ra(c) , et 'interpolation UNURBS:XA:RAUA-

C

OA =

En utilisant l’interpolation NURBS sur les pressions de contact, les déformations ou les
contraintes, nous obtenons un champ solution régulier en tout point de la coque. Néanmoins, un
effet d’aliasing, c’est a dire d’oscillations, peut naturellement apparaitre dii & une interpolation
CP de grandeurs CP par morceaux. |

Remarque 4.2. Comme précisé en introduction du chapitre, 1’évaluation de l'intégrale de
contact par la méthode KTS introduit naturellement un couplage des conditions de contact
aux points de contréle du domaine esclave, pouvant engendrer des oscillations sur les efforts
de contact. Il est également possible de mettre en place une méthode mortier en imposant les
conditions de contact aux points de contrdle ou aux abscisses de Gréville correspondantes par
exemple. Dans ce cas, les équations de contact (4.23) peuvent étre modifiées et écrites apres
discrétisation NURBS par

— > w(c)|det(J Zx Pra)Ra(C)pnaloull (c), V{ou} eV, =][VF
¢ k
ZW(C)‘ det(J(c))| 07 Z Ra(c) (X(pn,A)pn,A - )‘n,A) Z RB(C)(S)‘n,B =0, V{i\}e W,
c noA B

avec [(5u] le saut normal discret des déplacements virtuels et p, 4 = A\, a4 + @,gn, 4 nécessitant
la définition de la fonction gap continu

A = / Ragn(c)dQ
Q%0

Seitz et al. [Seitz 2016] ont montré que cette méthode ne permettait pas de découpler les condi-
tions de contact aux points de controle avec une pression de contact qui peut étre oscillante.
Cette méthode dite primale-duale standard peut étre interprétée comme un lumping puisque
dans la pratique les conditions de contact sont quand méme assurées de maniere indépendante
sur chaque point de contrdle [Temizer 2011, De Lorenzis 2011, Temizer 2012, De Lorenzis 2012].
Afin de respecter le découplage des conditions de contact aux points de controle, Seitz et al.
proposent la construction de la base bi-orthogonale

/ GaRS A0S, 5AB/ R Q)
92 0

avec 0 op le symbole de Kronecker classique. En pratique, cette base est construite par combinai-
sons linéaires des fonctions NURBS primales et les résultats montrent des pressions de contact
sans oscillations [Seitz 2016]. Ces méthodes n’ont pas été retenues dans un cadre industriel
car elles nécessitent une intégration précise des termes de contact, notamment pour évaluer
la fonction gap continu, et donc le développement d’une segmentation mortier 3D. De plus,
la méthode bi-orthogonale requiert I’évaluation d’une base duale supplémentaire ainsi qu’un
post-traitement adapté des efforts de contact. |
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4.5 Aspects numériques pour le probléme non linéaire

4.5.1 Méthode de type point-fixe pour la non-linéarité d’appariement

La non-linéarité d’appariement apparalt dans le cadre des grandes transformations. Dans ce
contexte, I'opérateur de projection P, et la normale n” seront dépendants du déplacement et
la distance normale de contact s’écrit

gn = (x* = (P2(x%)) (w)) - 0™ (u).

En d’autres termes nous ne pouvons pas connaitre a priori le couple de points

(x*(c), Py (x*(c))) = (x*(c),x™(C))

qui vont entrer en contact sans connaitre & priori le champ de déplacement. Ce probléme non
linéaire peut étre résolu par une stratégie itérative de type point-fixe.

Le principe est de faire une premiere projection (algorithme du point le plus proche) sur
la configuration initiale et d’obtenir une premiere solution approchée. Cette solution servira a
prédire le déplacement par (4.26) puis a actualiser fictivement la géométrie afin de déterminer
un nouvel appariement jusqu’a l’itération suivante et ainsi de suite. La convergence sera ob-
tenue si I’écart entre les positions des points projetés x™(€) et I’écart de normale entre deux
itérations successives sont inférieurs a une tolérance fixée. On rappelle que I'actualisation de la
normale de contact n"™ au cours des itérations d’appariement sera effectuée en utilisant la base
locale de I’élément coque apres actualisation fictive de la géométrie. La méthode est présentée
succinctement sur I’Algorithme 1.

Algorithm 1: Fixed-point algorithm for unilateral frictionless contact problems.

1:Inputs:
2: | ep: tolerance on projected points positions.
3: | ¢g,: tolerance on contact normals.

4:Initialization:
5: L Compute first contact knots pairs (x*(c),x™ (<)) and normals n"™(c), Vc € Q-

6: Loop on: geometry j. // Fixed-point algorithm.
7: | Consider (x*(c),x™(c))’ and n™7(c).
8 Solve the mechanical problem to find u/*1, )\ﬁ}} and )\grl.
9 Compute (x*(c), x™ (<))’ and n™711(c) after a temporary update of the
geometry (X + u).
x™JH(E) — x™I (¢ n"Jit(€) — n™I (¢
10: | If I ||x’(ni)+1(c)|| Ol >ep or ! ||n7(”»J)'+1(c)| Ol > gy, then:
11: ‘ j+—J+ 1
12: | Else:

13: L Exit loop on geometry j.
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4.5.2 Méthode des statuts traitant la non-linéarité de contact

Le probléeme de contact est non linéaire au sens oll nous ne connaissons pas, a priori, la
surface de la coque qui va étre réellement en contact. En d’autres termes, nous ne pouvons
pas connaitre a l’avance la valeur de x(pn(c)), c’est a dire si les points de collocation seront
effectivement contactants ou non. Afin de traiter ce probléme, nous adoptons une stratégie
itérative de type prédiction-correction appelée méthode des statuts ou méthode des contraintes
actives [Dumont 1995, Ben Dhia 2002a, Ben Dhia 2002b]. Cette méthode a notamment été
développée dans le Code__Aster et est en particulier détaillée dans la note d’Abbas [Abbas 2019].

Le principe de la méthode est, dans un premier temps, d’associer un statut au point de col-
location en fonction de la valeur de x(pn(c)). On prédit le statut de chaque point de collocation,
on effectue la résolution du systéme linéaire classique KU = F puis on vérifie si le statut des
points de collocation a changé. Le schéma itératif est convergé une fois que le statut de I’en-
semble des points de collocation demeure inchangé. La méthode converge au sens de Newton
(en un nombre d’itérations inférieur ou égal & deux fois le nombre maximal de liaisons) si un
seul statut, celui qui viole le plus les conditions de contact, est changé a la fois, pour plus de dé-
tails voir [Abbas 2019, Hoppe 2006, Wong 2011]. Dans notre cas, nous utiliserons ’approche de
[Zarroug 2002] qui consiste a changer ’ensemble des statuts violant les contraintes de contact.
L’algorithme est ainsi plus rapide, adapté au contexte industriel, mais la convergence n’est pas
assurée car certains statuts, en particulier sur les bords de la région de contact, peuvent entrer
dans un état cyclique. Si tel est le cas il est naturellement possible de ne changer qu'un seul
statut a la fois afin de s’assurer de la convergence du schéma. Cette méthode est résumée sur
I’Algorithme 2.

Avec cette résolution de type prédiction-correction, le probleme non linéaire de contact se
ramene a une succession de problémes linéaires a résoudre jusqu’a convergence des statuts.
Les écritures matricielles des problemes décrits dans la Section 4.3.7 peuvent désormais étre
présentées.
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Algorithm 2: Active-set algorithm for unilateral frictionless contact problems (step 8
of Algorithm 1).

1:Initialization:

2: | First prediction of status x°(c).
// 1D array with values equal to 1 for contacting points and O otherwise.

3:Loop on: contact status k. // Active-set algorithm.
a: | Consider the status prediction x*(c).

5: | Solve the mechanical problem to find u*+!, /\1’3# and )\Iéﬂ.

6: | Loop on: collocation points c € c. // Compute new status x**!(c).
7: If Xk(c) = 0 then: // Check normal gap for non-contacting points.
8: If gk*1(c) < 0 then:

9: ‘ Xk+1(c) =1.

10: Else:

11: L x1(c) = 0.
12: Else: // Check normal pressure for contacting points.
13: If pftl(c) < 0 then:

14: ‘ Xk+1(c) =1.

15: Else:

16: | X" (e) =0.
17: | If x*1(c) # x*(c) then:
18: ‘ k<« k+1.
19: | Else:
20: L Exit status loop k.

4.5.3 Ecritures matricielles du contact multipatch en grandes transforma-
tions

Nous avons présenté trois méthodes qui permettent d’appliquer les conditions de contact.
La méthode duale se distingue des deux autres car, avec la démarche proposée, elle nécessite
la vérification de I'inégalité variationnelle (4.14) et n’est donc pas compatible en ’état avec la
méthode des statuts. Dans la suite de ce chapitre nous nous attacherons donc a résoudre le
probleme de contact par la méthode primale ou augmentée.

Nous commengons par rappeler 1’écriture matricielle de la forme bilinéaire a(u,du), de la
partie primale du couplage multipatch b(u, du) ainsi que de la partie duale du couplage multi-
patch ¢(Amp, du). La variation incrémentale de a(u,du) est toujours notée K, et correspond a
la matrice de rigidité tangente de la structure composée d’une partie matérielle K;; et de deux
parties géométriques K,1 et K, tel que Ky = Ky +Ky1 + Ko détaillée par 'expression (3.24)
du deuxiéme chapitre. La partie primale du couplage multipatch b(u,du) est composée d’une
partie dite d’auto-couplage notée Kyip ainsi que d’une partie reliant les fonctions de forme des
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deux patchs a lier notée Cyp. Enfin, la partie duale du couplage multipatch c¢(Ayp, du) sera
notée Cyyvp. En omettant pour le moment le probléme de contact, on rappelle que le probleme
multipatch en grandes transformations consiste a résoudre itérativement, pour les domaines
maitre et esclave, le systéme (3.36) réécrit

[Kt @ Kyp @ Cur D C)\MP} {Au AA} T [AFext 0] '

Si on reprend I'exemple d’application pour deux patchs k = {1,2} a coupler présenté dans I’An-
nexe 2.C du premier chapitre, on obtient pour le couplage augmenté avec traitement simplifié
des coins mortiers un systéme linéaire donné par

T

K + K}p Chp (C%\MP)T Au' AF

Cli/IP K7 ‘; Kip (Clup) A‘;i = |AFZ;
Cimvp Cimp 0 AXyrp 0

Nous souhaitons alors expliciter ’écriture matricielle du terme de contact et, le cas échéant,
celle de la loi de contact dualisée. On rappelle que nous avons discrétisé les multiplicateurs de
contact par (4.22). Dans ce qui va suivre, le terme (x(py) -, -) 1202, désigne le produit intérieur
des termes de contacts actifs par rapport a la surface de contact esclave en configuration initiale
tel que pour deux fonctions f et g quelconques on ait

(X(pn)f, ) 2(0: ) = D_w(e)|det(I(e))] x(pn(c))f(c) - g(e).

(¢

Ainsi, pour la méthode primale-duale, il est évident que le terme ((1 — x(pn)) -, -) L2905 ,) fera

référence aux termes de contact inactifs.

Méthode primale. En utilisant I'interpolation (4.21) dans le terme de contact (4.11), on
obtient les six matrices de contact

Kg’(j’p) = ac <X(pn) Rj ) nm7st) ’ nm>L2

©@0)
Kl =00 (xR0 Ry )
S = 00 (X(on) Ry -0 R0 L

cGp) — T AC <X(pn) A B >L2<nz,o>’

Fop =~ <X(pn) (X*=X")-n™ R, - nm>

Fglp) = ac <x(pn) (X*—X™) -n™ R - nm>

On remarque que par symétrie du produit dans L? on a C3 = (C’C”)T. Le probleme de
contact, avec couplage multipatch par lagrangien augmenté simplifié, par une approche pri-
male en grandes transformations se résume a la résolution incrémentale (telle que détaillée sur
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I’Algorithme 3) du systeme linéaire KAU = AF avec

(K" QK D Kiip @ Cilip)  (Clip

(K DK D K3p D Cipp) (Chyp)" cr
K— Cimp 0 0
Cs 0

T

AU = [Aw® AXjp Au™ AN
T
AF = [(AF, +Fy) 0 (AFZ, +Fg) 0] .

0

0
)

0

(4.31)

Méthode primale-duale. En introduisant les interpolations (4.21) et (4.22) dans le terme
de contact (4.19) et la loi de contact dualisée (4.20), on écrit les dix termes de contact (4.32),
les six qui proviennent de la partie primale déja présentée en (4.30) et les quatre nouvelles

ey, < (pn) R, R, - m>
CRe., < )R: R m> )
Ffe,@ = — {x(pa) (X = X™) -0, ;)

s —1 s s
Dieim = ag <(1 — x(pn)) B; ,Rp>

J LQ(Q“ )

L2(93 ) ’

(4.32)

Par conséquent le probleme de contact, avec couplage multipatch par lagrangien augmenté
simplifié, par une approche primale-duale en grandes transformations se résume a la résolution

incrémentale du systéeme linéaire KAU = AF avec

L’Algorithme 3 présente le schéma de résolution numérique de ce probleme en utilisant la
méthode de Newton-Raphson décrite dans le chapitre portant sur les grandes transformations
(étape 5 de I’Algorithme 2 et boucle 14 de I’Algorithme 3). Sous ’hypotheése des petites pertur-
bations, cet algorithme peut étre largement simplifié en supprimant la boucle 9 portant sur les
incréments de chargement et la boucle 10 sur la géométrie de contact. De plus, la boucle 14 du
Newton-Raphson sera alors remplacée par la résolution directe du systeme KU = F.
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Algorithm 3: General steps for the resolution of a multipatch contact problem for

shell structures undergoing finite deformations in quasi-static.

1:Inputs:

2: nlncF. // Number of loading increments.
3: ENR, €P and En- // Tolerance: global equilibrium, projected points and normals.
4: maxlter. // Maximum number of iterations for the Newton-Raphson loop.
5:Initialization:

6: | Compute first contact knots pairs (x*(c), x™(c))" and normals n"™°(c), Ve € Q20
7: | First prediction of status x°(c).

8: Compute and store coupling arrays (Kyp, Cyp, Cavp) for the augmented method.
9: Loop on: force increment i € {0, ...,nIncF — 1}. // Total lagrangian formulation.
10: Loop on: geometry j. // Fixed-point algorithm.
11: Recover contact knots pairs (x*(c),x™(c))’ and normals n”(c).

12: Loop on: contact status k. // Active-set algorithm.
13: Recover the status prediction x*(c) and compute contact arrays (4.30) and

(4.32).

14: Loop on: non-linear displacements and rotations . // Newton-Raphson.
15: Solve the linear problem K!AU! = AF! corresponding to (4.33).

16: If | < maxIter and ||Fl,, — Fl.|| > exr||Fly|| then:

17: ‘ I+ 1+1.

18: Else:

19: L Exit non-linear loop ! and return AU = AU'.

20: Compute x*1(c) after intermediate projection (x%(c),x™())** and

n"*+1(€) based on a temporary update of the geometry (X + U + AU).

21: If x**1(c) # x*(c) then:

22: | k+k+1

23: Else:

24: L Exit status loop k.

25: Set x™J*1(€) « x™*+1(€) and n™It1(€) «+ n™FF1(E).

26: If meﬂ;,fgh’((g"r(c)” > ep or ”nmﬁi,ln(ﬁ)flr(lg"f(c)” > ¢, then:

27: ‘ j—j+1

28: Else:

29: L Exit loop on geometry j.
30: | U=U+AU.
31: | If ¢ < nlncF then:

32: | | i+l
33: | Else:

34: L Exit loop on force increment ¢ and return {U}.
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4.6 Reésultats numériques

La validation numérique porte sur le contact sans frottement de coques épaisses multipatch
déformables. Pour cela, un développement sous Python en association avec Numba [Lam 2015]
a été mis en place. L’ensemble des matrices sont stockées au format sparse CSR avec SciPy
[Jones 2001] et la résolution directe des systémes linéaires se fera a partir de la bibliotheque
Pardiso [Schenk 2001]. On rappelle également que ’appariement des domaines potentiellement
en contact se fait par l'algorithme L-BFGS-B [Byrd 1995, Zhu 1997]. La nomenclature des élé-
ments coques est identique aux résultats numériques des chapitres précédents. A titre d’exemple,
I’élément RMP2C1 concerne une plaque de type Reissner-Mindlin d’ordre deux et régularité
C'! avec intégration compléete alors que I’élément RMS3C2R correspond & une coque de type
Reissner-Mindlin d’ordre trois et régularité C? avec intégration réduite. Le premier exemple
traité permettra de valider de maniere précise la méthode de contact retenue et de visualiser les
éventuelles oscillations sur les efforts de contact. Par la suite, des exemples sur des géométries
plus complexes puis en grandes transformations seront proposés. Les parametres de simulation
seront détaillés pour chaque exemple traité.

4.6.1 Contact hertzien en 2D

Ce premier exemple doit permettre de valider les différentes méthodes d’application des
conditions de contact de maniére précise et pertinente. Sachant qu’aucun exemple de référence
n’a pu étre trouvé dans la littérature concernant le contact entre des coques épaisses, le modele
hertzien classique a dii étre envisagé. Il s’agit donc d’un contact qui se fera sur les arétes des
plaques en contact, comme précédemment détaillé avec la discrétisation edge-to-edge (ETE) sur
la Figure 4.3 a droite. La géométrie, les propriétés matériaux et le chargement sont décrits sur
la Figure 4.8.

— I r} — T3 —» load

e § 3§ ] (o

)
t=10""  (m),
)
)

R F=10 (N/m
E=1000 (Pa
v =0.3,

ry:U,=U, =0,

I 1"3 : clamped.
i
X 2L

FIGURE 4.8 — Géométrie et propriétés pour un contact hertzien en 2D. Construction d’une

géométrie & deux corps et dix patchs géométriquement conformes.

Un demi-disque déformable, de rayon R = 1 (m) et composé de quatre patchs, est en contact
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avec un plan déformable, de longueur 2L, = R et composé de six patchs. Les deux structures
sont constituées du méme matériau élastique, homogene et isotrope. La partie inférieure du
plan est encastrée sur Fg alors que, pour éviter des déplacements hors-plan et des glissements
au contact, la partie supérieure F}i du demi-disque a ses degrés de liberté U, et U, bloqués.
L’épaisseur des plaques ¢ est donnée a titre indicatif mais est choisie suffisamment élevée pour
éviter des déplacements hors-plan. Un effort linéique vertical est appliqué sur la partie supérieure
du demi-disque afin d’avoir une force totale de P = (2R) - F' = 2 (N) suffisamment faible pour
permettre une comparaison avec les résultats analytiques (chargement et propriétés matériaux
semblables & ceux utilisés par Lu [Lu 2011]). On précise également que les valeurs de références,
voir par exemple [Johnson 1987], sont obtenues pour un probleme 3D, éventuellement ramené en
2D dans 'hypothese de déformations ou contraintes planes. Pour I’exemple numérique, il s’agit
de plaques en contraintes planes composées d’énergies de membrane, flexion et cisaillement. La
comparaison avec les valeurs analytiques ne sera donc donnée qu’a titre indicatif afin de vérifier
la cohérence des résultats obtenus. La demi-largeur de contact doit étre de a = /4PR/mE*,
environ 0.068 (m) pour ce probléme, avec E* = E/2(1 — v2). La pression de contact maximale
est évaluée par p™* = 2P/(ma) ~ 18.7 (Pa). Les résultats IGA seront également comparés a un
résultat de référence FEM classique, éléments en contraintes planes CPS8R d’Abaqus, utilisant
leur méthode par défaut pour assurer les conditions de contact. Une illustration des contraintes
selon ’axe de la normale au contact est donnée sur la Figure 4.9. De maniere qualitative, le
résultat attendu o2 = —p'®* est retrouvé pour les méthodes IGA et FEM avec des éléments

zz

de contact de tailles semblables h ~ 0.0166 (m).

.. (Pa)
s, 522
(Avg: 75%)
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-1.193¢400
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4185400
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7178400
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-L017e+01

-L167e+01

-1316e+01

-1466e+01

-1.615e+01

-1.765e+01

FIGURE 4.9 — Contraintes o,, selon 'axe de contact. Gauche : IGA et lagrangien augmenté -
RMP2C1. Droite : FEM et Abaqus - CPS8R.

Avant de tracer les différentes pressions de contact obtenues, on précise les options
numériques choisies et notamment utilisées pour obtenir les contraintes de la Figure 4.9.
Parametres de simulation :

- étude linéaire en petits déplacements et petites déformations (Algorithme 3 simpli-
fié),
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- méthode multipatch par lagrangien augmenté simplifié avec intégration compléte
(amp = 10° - B),

- intégration complete des différents termes d’énergie avec normale exacte,

- intégration dans I'épaisseur avec deux points de Gauss,

- méthode de contact primale (ac = 25 - E) ou primale-duale (ac = 1073 - E),
- utilisation de la normale exacte en 2D pour le contact.

On s’intéresse dans un premier temps a comparer le traitement du contact par la méthode
primale et par la méthode du lagrangien augmenté. En utilisant une intégration gaussienne
complete pour les termes de contact, ces deux méthodes sont comparées pour trois maillages
distincts sur la Figure 4.10. Pour la méthode primale, le facteur de pénalité est fixé a ac = 25-F
alors qu’il vaut ac = 1073 - E pour I'approche primale-duale. Les pressions normales de contact
obtenues aux points d’intégration pxrsg sont en bleues et celles post-traitées pnyurps, par les
relations (4.28) et (4.29), sont en rouge (avec les valeurs p, 4 aux points de controles représentées
par des ronds rouges).

---- Analytical (2D) ---- Abaqus - CPS8R —— IGA pkTs —— IGA pNURBS o IGA py.a
20 20 20
15 15 15
=10 =10 =10
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—0.10  —=0.05  0.00 0.05 0.10 —0.10  —=0.05  0.00 0.05 0.10 —0.10  —=0.05  0.00 0.05 0.10
z (m) z (m) z (m)
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FIGURE 4.10 — Pression normale de contact pour un probléme hertzien 2D avec intégration
gaussienne complete et élément RMP2C1 (les ronds rouges représentent les pressions moyennées
pour chaque point de contréle). Haut : méthode primale. Bas : méthode primale-duale. Gauche
a droite : parametre de maillage h = 0.1 (m), h ~ 0.0333 (m) et h ~ 0.0166 (m).

Afin de compléter le cadre de I’étude, on montre également 1’écart sur les pressions normales
de contact entre Abaqus et notre solution IGA pour les approches primale et augmenté sur la
Figure 4.11. Ces écarts sont obtenus en utilisant 'interpolation linéaire de la Figure 4.10.
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—— Gap FEM/IGA with pkrs —— Gap FEM/IGA with pnurBs
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FIGURE 4.11 — Ecart sur la pression normale de contact pour un probléme hertzien 2D entre
la solution FEM issue d’Abaqus (élément CPS8R) et notre solution IGA (élément RMP2C1).
L’écart avec les pressions aux points d’intégration pgrs est en bleu et celui avec les pres-
sions post-traitées pnurps est en rouge. Haut : méthode primale. Bas : méthode primale-duale.
Gauche a droite : parametre de maillage h = 0.1 (m), h ~ 0.0333 (m) et h ~ 0.0166 (m).

Comme attendu, la méthode primale ne permet pas de retrouver précisément le profil de
pression ni méme la pression maximale au centre de la zone de contact. La régularisation des
lois de contact est une hypothese trop forte dans le cadre d’un contact hertzien. Pour améliorer
la qualité des résultats, il serait possible d’augmenter le facteur de pénalité. Néanmoins, deux
problemes se posent si ce facteur est trop élevé. Comme précisé dans les sections précédentes,
un facteur de pénalité élevé peut entrainer une solution en pression oscillante ce qui peut
néanmoins étre évité grace au post-traitement mis en place. Le second point concerne la
convergence de la méthode des statuts et donc la robustesse de l'algorithme. Sachant que
pour des raisons de colit numérique, notamment sur des géométries complexes, ’ensemble des
statuts est modifié a chaque itération, la convergence au sens de Newton n’est pas assurée.
Ainsi, il est apparu que pour la méthode primale avec un facteur de pénalité élevé, le statut
des points d’intégration au bord de la zone de contact pouvait entrer dans un état cyclique
et empécher la convergence de 'algorithme. A Tinverse, la méthode primale-duale permet de
retrouver les profils et valeurs de pression attendus, notamment par rapport & Abaqus. En
plus d’étre indépendante du coefficient de pénalité choisi, I’approche augmenté s’est montrée
robuste concernant la convergence des statuts et ce méme en modifiant ’ensemble des statuts a
chaque itération. Pour des raisons de précision et robustesse, la méthode augmenté est donc a
privilégier. Pour le maillage le plus grossier, on souligne le caractere oscillatoire de la pression
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de contact, avec 'approche primale-duale, causé par le couplage des conditions de contact qui
ne sont pas indépendantes en chaque point de contrdle et qui sont soumises au support élargi
des fonctions NURBS en IGA. On remarque également le fait que le support sur p + 1 éléments
des NURBS introduit naturellement un élargissement erroné de la zone de contact pour la
pression pNurps post-traitée, ce qui peut étre considéré comme négligeable pour des maillages
fins mais pas pour des tailles d’élément h plus importantes.

Afin de visualiser le couplage des conditions de contact pour 'approche primale-duale, on
propose de représenter la pression normale de contact pour des NURBS d’ordre p=3ap=>5
et pour quatre méthodes d’intégration des termes de contact sur la Figure 4.12 avec une taille
de maillage au contact fixe h = 0.04 (m).

On souligne dans un premier temps la vérification numérique de la condition inf-sup, pour
les quatre méthodes d’intégration présentées, grace a un nombre de points de collocation
suffisant. Aucun mode sablier n’a été observé pour l'ensemble des résultats obtenus. Les
oscillations obtenues apres intégration gaussienne complete ne sont pas atténuées pour des
intégrations de Newton-Cotes d’ordre deux et quatre avec une sous-division (résultat également
observé sans sous-division). Ainsi, augmenter le nombre de points de collocation pour le contact
ne permet pas de régulariser les pressions de contact alors que le colit numérique est supérieur.
L’intérét des méthodes de type Newton-Cotes avec sous-divisions réguliéres serait de proposer
une localisation et un nombre de points d’intégration ajustables afin d’améliorer la convergence
de la méthode des statuts.

L’intégration réduite en revanche permet de limiter les oscillations issues du couplage des
différents termes de contact. En plus de diminuer le cotit numérique, la quadrature gaussienne
réduite permet, grace & un nombre de points de Gauss restreint, de s’approcher d’un découplage
des conditions de contact. La convergence de la méthode des statuts dépend fortement du
nombre de points d’intégration. Pour des maillages fins ou un ordre p élevé, les variations de
statut sont moins probables que pour une intégration complete. En revanche, si le nombre de
points d’intégration est trop faible (maillage grossier et/ou NURBS d’ordre faible), la qualité
des solutions obtenues peut s’avérer insuffisante et la convergence de la méthode des statuts
peut étre plus délicate en s’accordant sur un statut erroné, en particulier aux bords du contact.

Le post-traitement de la pression de contact a permis de s’affranchir du couplage des
conditions de contact pour la méthode augmenté mais induit naturellement un élargissement
de la zone de contact si le maillage est grossier. L’efficacité de l'intégration réduite est montrée
sur la Figure 4.13 qui permet de la comparer a la quadrature compléte avec un maillage fin.
Sur cet exemple, le nombre de points d’intégration est suffisamment élevé pour permettre
d’obtenir la convergence des statuts avec la quadrature réduite (et naturellement la quadrature
complete). Par conséquent, on observe que la solution obtenue avec une intégration réduite est
identique a celle issue d’une intégration complete mais pour un colit numérique inférieur.

On conclut cette étude en donnant une premiere validation de I’Algorithme 3 complet, i.e.
celui permettant de traiter le cas des grandes transformations. Dans ce cas, la boucle 9 sur
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FIGURE 4.12 — Pression normale de contact pour un probléeme hertzien 2D avec approche
primale-duale et h = 0.04 (m) (les ronds rouges représentent les pressions moyennées pour
chaque point de contréle). Haut en bas
Newton-Cotes d’ordre 2 avec une sous-division et Newton-Cotes d’ordre 4 avec une sous-division.
Gauche a droite : élément RMP3C2, RMP4C3 et RMP5CA4.
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: intégration gaussienne réduite, gaussienne complete,

172




4.6. Résultats numériques

---- Analytical (2D) ---- Abaqus - CPS8R —— IGA pkTs —— IGA pNURBS o IGA pn,a
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FIGURE 4.13 — Pression normale de contact pour un probleme hertzien 2D avec approche
primale-duale, h ~ 0.0166 (m) et élément RMP2C1 (les ronds rouges représentent les pres-
sions moyennées pour chaque point de contrdle). Gauche : intégration gaussienne compléte.
Droite : intégration gaussienne réduite. La finesse du maillage permet d’obtenir la convergence
des statuts pour les deux méthodes de quadrature d’ou ’obtention d’une solution identique mais
avec un cott numérique inférieur pour la quadrature réduite.

les incréments de chargement (avec un schéma itératif de type Newton-Raphson) ainsi que
la boucle 10 portant sur la géométrie de contact (avec une méthode de type point-fixe) sont
actives. On souligne le fait qu’il s’agisse toujours du probléme en petits déplacements et petites
déformations de la Figure 4.8 mais résolu ici avec un algorithme capable de traiter le cas des
grandes transformations. On donne dans ce cas les nouveaux parametres de simulation suivants.

Parameétres de simulation :

modele de coque non linéaire, FLT avec normale initiale ou actualisée (Algorithme
3 complet),

- méthode multipatch par lagrangien augmenté simplifié avec intégration complete
(amp = 10° - B),

- intégration complete des différents termes d’énergie avec normale interpolée (abs-
cisses de Gréville),

- intégration dans I'épaisseur avec deux points de Gauss,

- méthode de contact primale (ac = 25 - E) ou primale-duale (ac = 1072 - E) avec
quadrature gaussienne complete,

- utilisation de la normale exacte en 2D pour le contact,
- incrément d’effort constant de 0.5 - Fiax,
- tolérance de engr = 0.5% en effort pour la convergence du Newton-Raphson,

- tolérances de ¢, = 1.5% et ep = 0.1% respectivement sur la normale de contact et
la projection au point le plus proche pour la méthode du point-fixe.

La précision €, requise sur la normale de contact est plus élevée que celle sur la projection ep
afin de limiter le cofit numérique du calcul. Sans un tel choix, une composante non négligeable
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de la normale de contact dans la direction longitudinale du contact (axe x) empécherait
d’obtenir une convergence rapide sur la géométrie de contact.

En suivant la méme démarche que pour la Figure 4.11, on trace ’écart entre les pressions
normales de contact issues d’Abaqus avec celles issues des méthodes primale et primale-duale en
IGA pour deux maillages distincts. On compare les solutions obtenues avec 1’Algorithme 3 sim-
plifié (& gauche), I’Algorithme 3 complet avec une FLT utilisant la normale initiale (au centre) et
I’Algorithme 3 complet avec une FLT utilisant la normale actualisée (a droite) sur la Figure 4.14.

Les solutions obtenues avec I’Algorithme 3 complet et les deux versions de la FLT sont
rigoureusement identiques. En ce qui concerne la comparaison entre 1’Algorithme 3 simplifié
et complet, les résultats sont analogues avec toutefois un écart plus important au centre de
la zone de contact pour I’Algorithme 3 complet associé a la méthode primale-duale. Cet écart
peut s’expliquer par l'utilisation d’une normale de contact approchée. Avec la précision sur
la géométrie de contact choisie, la boucle 10 n’est constituée que d’une seule itération d’ou
I'utilisation d’une normale de contact approchée pour le second incrément de chargement. Cet
essai permet en tout cas de valider I'implémentation numérique de 1I’Algorithme 3 complet,
i.e. celui permettant de traiter le cas des grandes transformations, sur un cas simple en petits
déplacements avec un coit numérique faible (une seule itération sur la géométrie de contact et
deux incréments de chargement).
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FIGURE 4.14 — Ecart sur la pression normale de contact pour un probléme hertzien 2D entre
la solution FEM issue d’Abaqus (élément CPS8R) et notre solution IGA (élément RMP2C1).
L’écart avec les pressions aux points d’intégration pxrg est en bleu et celui avec les pressions
post-traitées pnurps est en rouge. Haut en bas : méthode primale avec h = 0.1 (m), méthode
primale avec h ~ 0.0333 (m), méthode primale-duale avec h = 0.1 (m) et méthode primale-duale
avec h ~ 0.0333 (m). Gauche a droite : Algorithme 3 simplifié, Algorithme 3 complet avec FLT
utilisant la normale initiale et Algorithme 3 complet avec FLT utilisant la normale actualisée.
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Chapitre 4. Contact pour des coques épaisses

4.6.2 Contact cylindre-plan en 3D

On propose de résoudre le probleme de contact sans frottement entre une coque épaisse
et une plaque épaisse, tous deux déformables et multipatch. Il s’agit dans ce cas d’'un contact
en 3D avec un appariement surface-to-surface (STS) tel que décrit par I'image de gauche sur
la Figure 4.3. Les deux domaines, les propriétés matériaux ainsi que les conditions limites et
chargements imposés sont donnés sur la Figure 4.15.

B Qo r, —r? ¢ —rh., —7TI%. > load
R=L=1 (m),
t=10"" (m),
F=20 (N/m),
Eey =210 -10° (Pa),
Epla = 210 - 10° (Pa),
v =0.3,

y F;:{U”_Uy_o’

U,=-5-107% (m),
I'; : clamped,

V. 2
X F r%:U. =0, =0,=0.=0.

FIGURE 4.15 — Géométrie et propriétés pour un contact cylindre-plan en 3D. Construction d’une

Z

géométrie & deux corps et six patchs géométriquement conformes. On dessine les lignes '}, et
ngs le long desquelles les solutions seront représentées sur les Figures 4.17 et 4.18.

Un demi-cylindre, de rayon R = 1(m), composé de trois patchs est en contact avec un
plan,de longueur 2L, = R, également composé de trois patchs. Le plan est constitué d’un
matériau beaucoup plus souple que le demi-cylindre, avec un module de Young Epj, = E¢y1/10,
mais tous deux possédent le méme coeflicient de Poisson. Un déplacement vertical est imposé
sur les arétes supérieures F}i du demi-cylindre et les déplacements U, et U, sont nuls de sorte a
éviter respectivement un glissement du contact et un déplacement hors-plan. Le plan possede
un bord Ffl encastré et un bord Fg simplement supporté avec des rotations bloquées. Un effort
linéique F' = 2(N/m) est également appliqué sur I'S. Avec les conditions limites et efforts
imposés, le plan est libre de subir une déformation ., selon sa direction longitudinale. Il ne
s’agit donc pas d'un probléme de flexion pure mais bien d’une étude en traction/compression
du plan. La résolution du probleme de contact pourra donc se faire en limitant ’influence
du verrouillage en membrane/cisaillement affectant les coques et plaques épaisses. Les allures
des pressions normales de contact et des contraintes de Von Mises entre notre solution IGA
et une solution FEM par Abaqus sont données sur la Figure 4.16. Pour cette illustration, la
méthode primale-duale en IGA et FEM a été utilisée sur un maillage relativement grossier afin
d’avoir une pression de contact visible, au sens répartie, mais proche du profil linéique attendu.
Les illustrations précédentes et les différents tracés qui vont suivre ont été obtenus avec les
parameétres de simulation suivants.
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4.6. Résultats numériques

Parameétres de simulation :

étude linéaire en petits déplacements et petites déformations (Algorithme 3 simpli-
fié),

- méthode multipatch par lagrangien augmenté simplifié avec intégration compléte
(OZMP = 103 ’ ECYI)?

- intégration réduite des différents termes d’énergie avec normale interpolée (abscisses
de Gréville),

- intégration dans I’épaisseur avec deux points de Gauss,

- méthode de contact primale-duale avec quadrature de Gauss compléte (g = 1074
Ecyl)a

- utilisation de la normale exacte en 3D pour le contact.

PN Pa
[pxures| (Pa) CPRESS SNEG
e +5.596e+00
5.589-+00 123306400
+4.664e+00
5.123c+00 157318400
+3.265e+00
+2.798e+00
4657e-+00 +2.332e+00
+1.865e+00
5
; +9.327¢
4191e+00 +4.664e-01
+0.000e+00
3.726¢+00
3.260e+00
2.794e-+00
2.3200-+00
1.863e-+00
1.397e-+00
9.314e-01
4.657e-01
0.000¢+00
oy (Pa
v (Pa) S, Mises
1.6290+05 fraction = -0.577350
(Avg: 75%)
+1.598e+05
1.499¢+05 +1.465e+05
+1.332e+05
iy
. +1.066e
1.368e+05 +9.327e+04
+7.996e+04
- +6.666e+04
1.237c+05 +5.335e+04
+4.005e+04
+2.674e+04
1107405 +1.344e+04
+1.341e+02
9.7630+04
8.458¢+04
71520404
5.8460-+04
4.541e+04
3.2350+04
1.9300+04
6.2300+03

FIGURE 4.16 — Comparaison des pressions normales de contact et contraintes de Von Mises entre
une solution IGA et FEM pour i = 0.05 (m). Haut : pression de contact |p,|. Bas : contraintes
de Von Mises oyy. Gauche : IGA et lagrangien augmenté - RMS2C1R/RMP2CI1R. Droite :
Abaqus et lagrangien augmenté - S8R.
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Chapitre 4. Contact pour des coques épaisses

L’étude consiste & comparer les solutions IGA et FEM obtenues pour la méthode primale-
duale avec une intégration gaussienne compléte et un maillage fixe h ~ 0.0166 (m). L’approche
par pénalité n’a pas été retenue dans ce cas pour les raisons de précision et robustesse évoquées
lors du contact hertzien. On peut néanmoins souligner le fait que pour ce type de contact 3D
moins rigide, des solutions sensiblement identiques sont obtenues avec la méthode primale.

Afin d’évaluer la qualité des solutions obtenues, on définit les chemins d’observation Fcl)bs
et ngs visibles sur la Figure 4.15. Le chemin F(l)bs est situé sur le demi-cylindre, au centre du
patch potentiellement en contact. Le chemin ngs quant a lui est défini au centre du plan, selon
sa direction longitudinale, sur les trois patchs qui le composent. Les solutions en déplacement
u, rotation @, et pression normale de contact |p,| le long de respectivement ngs, F(Q)bs et F(l)bs
sont sur la Figure 4.17.

o Abaqus augmented - S8R —— IGA augmented - RMS2C1R

0.75

10 X102 20
Oy cEFl

0.50

0.25

| (Pa)

A
0.001 @

y(x) (rad)

u(z) (m)

[pu(x)

= 025

-5 00 02 04 06 08 10
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 L0 Normalized x-coordinate along I'% | 0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

Normalized x-coordinate along I Normalized x-coordinate along I';),

FIGURE 4.17 — Solutions en déplacement et pression du probléme de contact cylindre-plan 3D
en IGA et FEM avec une approche primale-duale pour h ~ 0.0166 (m). Gauche : déplacement
vertical u, le long de ngs. Centre : rotation 6, le long de ngs. Droite : pression normale de
contact |py| le long de I‘ébs. Les chemins d’observation Fcl)bs et ngs sont représentés sur la Figure
4.15.

Pour les déplacements et rotations de normale, le profil et les valeurs relevés sont analogues
a ceux issus d’une solution FEM classique par Abaqus. La continuité interpatch au sens faible
des degrés de liberté en translation et rotation est assurée par le lagrangien augmenté avec
traitement simplifié des coins mortiers. On ne constate aucune discontinuité des solutions aux
interfaces des trois patchs du plan par lesquels passe le chemin ngs. La pression de contact le
long de F})bs est également semblable a celle obtenue par Abaqus avec 'approche primale-duale.
Sachant que c’est la pression post-traitée pnurps qui est utilisée, on observe comme pour le
contact hertzien 2D un léger élargissement de la zone de contact qui dépend du maillage et du
support des fonctions NURBS. Ces résultats sont complétés par les solutions en déformation et
contrainte obtenues sur le plan, le long de F(Q)bs, tel que décrit sur la Figure 4.18. Les déformations
et contraintes sont également analogues & celles obtenues par Abaqus avec les éléments coque
S8R.

Pour un contact 3D avec une discrétisation de type STS, la méthode primale-duale associe
précision et robustesse tel que souligné lors de ’étude du contact hertzien en 2D. La méthode par
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s Abaqus augmented - S8R —— IGA augmented - RMS2C1R

o.(x) (Pa)
ovi(r) (Pa)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 . N ’ P N
Normalized x-coordinate along ' 0.0 02 04 0.6 08 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

obs Normalized x-coordinate along I'% Normalized x-coordinate along I
FIGURE 4.18 — Solutions en déformation et contrainte du probléme de contact cylindre-plan 3D
en IGA et FEM avec une approche primale-duale pour A ~ 0.0166 (m). Gauche : déformation
€xz le long de F(Q)bs. Centre : contrainte o, le long de F(2>bs‘ Droite : contrainte équivalente oy
le long de F(Q)bs. Les chemins d’observation F})bs et ngs sont représentés sur la Figure 4.15.

pénalité n’est pas présentée afin de limiter le nombre de résultats mais les solutions obtenues
sont analogues a I’approche augmenté, contrairement au contact hertzien qui nécessitait une
rigidité de contact importante afin de retrouver la solution analytique. Les intégrations de
type Newton-Cotes ne sont pas présentées car les résultats sont analogues a celles issues d’une
quadrature gaussienne compléte mais pour un colit numérique, en particulier en 3D, prohibitif.
Si 'intégration réduite pour le contact semblait intéressante en 2D, ce n’est plus évident pour des
contacts 3D. Le faible nombre de points d’intégration généré ne permet pas toujours d’obtenir
la convergence de la méthode des statuts lorsque ’ensemble des statuts sont changés a la fois.
Pour des géométries de contact 3D complexes, pour lesquelles changer un seul statut a chaque
itération n’est pas envisageable, la quadrature gaussienne complete est donc a privilégier.

4.6.3 Contact cylindre-plan en 3D soumis a des grandes transformations

Pour cette derniere étude sur le contact, on propose de résoudre un probleme en grandes
transformations grace a I’Algorithme 3 complet. Il s’agit également d’un contact entre une
coque épaisse et une plaque épaisse, chacun déformable et multipatch, avec un appariement
STS. La géométrie, les propriétés matériaux, le chargement imposé et un exemple de déformée
sont donnés sur la Figure 4.19.

Il s’agit d’une géométrie de contact semblable au cas précédent. Un demi-cylindre de
rayon R = 0.1 (m) est en contact avec un plan rectangulaire de longueur L = 1 (m) et largeur
[ = 0.2 (m). Les deux corps sont constitués de trois patchs. La plaque épaisse est constituée
d’un matériau bien plus souple que le demi-cylindre avec notamment Ep, = FEgy1/10. Les
arétes I'y (condition de Dirichlet) correspondent a une condition limite d’encastrement et sont
représentées en rose sur la Figure 4.19. Les solutions seront données le long du chemin I'ypg
dessiné en vert sur cette méme figure. Un effort linéique est imposé a 'extrémité de la plaque
et peut prendre les valeurs Fipax = 3 (N/m) ou Fpax = 5 (N/m).
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] QC,O Fd — 1—‘obs —» load
l - 02 (m)7 Fmax
L=1 m),
P (m)
R=01 (m),
y t=10"" (m),
Frax =3.00r 5.0 (N/m),
l L Eeyi =210-10°  (Pa),
Epla = 210 - 10° (Pa),
v =0.3.

FIGURE 4.19 — Gauche : géométrie et propriétés pour un contact cylindre-plan en 3D soumis &
de grandes transformations. Construction d’une géométrie & deux corps et six patchs géométri-
quement conformes. Droite : géométrie déformée pour un chargement Fax = 5 (N/m).

Pour ce probléme en grandes transformations, la convergence des statuts n’est pas assurée
pour les maillages les plus raffinés et ce méme avec une quadrature gaussienne complete ou une
quadrature de type Newton-Cotes. Certains statuts rentrent dans un état cyclique, en particulier
au bord de la zone de contact, ce qui engendre ’obtention de plusieurs solutions possibles en
déplacement. Nous choisissons de prendre un maillage relativement grossier afin d’obtenir la
convergence de la méthode des statuts (et naturellement celles sur la géométrie de contact et
sur les incréments de chargement) au détriment de la précision sur la solution obtenue. Le
maillage en IGA est constitué de 216 éléments quadratiques RMS2C1R/RMP2CI1R, dont 72
éléments de contact, alors que le maillage FEM avec Abaqus contient 2620 éléments S8R, dont
780 éléments de contact. L’intérét de cette étude sera, en plus de confirmer la validation de
I’Algorithme 3 complet, de mettre en avant Iavantage d’utiliser des grandeurs cinématiques
exactes en IGA en présentant des solutions IGA/FEM proches mais avec plus de dix fois moins
d’éléments de contact pour le modele IGA. Un exemple de solution, sur la rotation de normale
8, et le déplacement vertical u,, entre la méthode FEM par Abaqus et ’approche par IGA est
donné sur la Figure 4.20 pour un effort linéique Fiyax = 3 (N/m).

Les parametres de simulation suivants ont été utilisés pour l’ensemble des solutions
présentées.

Parameétres de simulation :

- modele de coque non linéaire, FLT avec normale initiale ou actualisée (Algorithme
3 complet),

- méthode multipatch par lagrangien augmenté simplifié avec intégration complete
(OZMP = 103 . E),

- intégration réduite des différents termes d’énergie avec normale interpolée (abscisses
de Gréville),
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FIGURE 4.20 — Comparaison des rotations de normale 6, et déplacements verticaux u, entre une
solution IGA (216 éléments dont 72 de contact) et FEM (2620 éléments dont 780 de contact)
pour un effort linéique Fnax = 3(N/m). Haut : déplacement vertical u,. Bas : rotation de
normale 6. Gauche : IGA et lagrangien augmenté - RMS2C1R/RMP2C1R. Droite : Abaqus -
S8R.

- intégration dans I’épaisseur avec deux points de Gauss,

- méthode de contact primale-duale avec quadrature gaussienne compleéte (ac = 1074
Ecyouac = 2~10*4-Ecy1 respectivement pour Fi,ax = 3 (N/m) et Fiyax = 5 (N/m)),

- utilisation de la normale exacte en 3D pour le contact,
- incrément d’effort constant de 0.2 - Fiax,
- tolérance de engr = 0.5% en effort pour la convergence du Newton-Raphson,

- tolérances de £, = 0.015% et ep = 0.015% respectivement sur la normale de contact
et la projection au point le plus proche pour la méthode du point-fixe.

Les tolérances sur la normale de contact e, et sur la projection au point le plus proche
ep sont bien plus faibles que pour le contact hertzien car le glissement au contact n’engendre
pas une convergence lente sur la géométrie de contact (ces précisions ont pu étre obtenues en
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seulement deux itérations sur la géométrie de contact pour les cing incréments de chargement).
On choisit la méthode primale-duale (pour des raisons de précision et robustesse) associée a
une quadrature gaussienne compléte (pour assurer la convergence des statuts) afin de traiter
le probleme de contact 3D sans frottement. Les déplacements verticaux u, et les rotations de
normale 6, le long de I'gps sont tracés pour le modele IGA avec une FLT utilisant la normale
initiale ou actualisée et pour le modele Abaqus sur la Figure 4.21.

---- Abaqus - S8R —— IGA augmented (TLF with n4 ) - RMS2C1R --- IGA augmented (TLF with ns) - RMS2C1R

0.0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Normalized x-coordinate along I'gs Normalized x-coordinate along I'ypg

—0.4

—0.5

FIGURE 4.21 — Solutions en déplacement pour le probleme de contact cylindre-plan 3D en
grandes transformations pour les méthodes IGA, avec une approche primale-duale, (216 éléments
dont 72 de contact) et FEM (2620 éléments dont 780 de contact). Gauche : déplacement vertical
u; le long de I'gps. Droite : rotation 6, le long de I'op,s. Haut : effort Fiax = 3 (N/m). Bas : effort
Fnax = 5(N/m). La FLT avec normale initiale est la courbe bleue et celle utilisant la normale
actuelle est la courbe en pointillé rouge.

De méme que pour le contact hertzien, les deux approches par FLT présentent des solutions
rigoureusement identiques. Par ailleurs, les solutions IGA sont proches de celles issues d’Abaqus
avec, naturellement, un écart plus élevé a extrémité de la plaque. Cet écart est d’autant plus
marqué que effort est important. Cette étude a permis d’une part de mettre en évidence la
difficulté d’obtenir des statuts convergeant en grandes transformations d’ou la nécessité d’im-
plémenter une variante plus robuste de la méthode des statuts, i.e. une approche garantissant
la convergence des statuts en conservant ’avantage de pouvoir changer ’ensemble des statuts
violant les conditions de contact a chaque itération. D’autre part, nous avons pu faire ressortir
la richesse des fonctions NURBS avec des solutions en déplacement semblables entre les mo-
deles IGA et FEM en utilisant respectivement 72 et 780 éléments de contact pour 216 et 2620
éléments pour ’ensemble de la géométrie.
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4.7 Conclusion

Au terme de cette étude, nous résumons les développements et propositions établis dans ce
chapitre afin de traiter les problémes de contact non frottant en IGA pour des structures minces
déformables multipatch soumis & des grandes transformations. Une méthode de discrétisation
Knot-To-Surface des intégrales de contact, écrite uniquement a partir de la géométrie esclave,
a permis de résoudre ’ensemble des problemes non linéaires de maniére simple et peu cotiteuse
d’un point de vue numérique. Cette approche peut étre vue comme une méthode mortier, car
nous avons introduit un espace de multiplicateurs de contact correspondant aux points de
controle de la surface esclave, mais elle évite I’évaluation fastidieuse des intégrales mortier et
de la fonction gap. La projection au point le plus proche permet d’établir une bijection entre
les deux corps potentiellement en contact de maniere simple et robuste. Cet appariement a pu
étre proposé pour des situations géométriques de contact de type Edge-To-Edge et Surface-
To-Surface afin de valider les différentes méthodes de contact sur des exemples possédant une
solution analytique ou seulement une solution de référence numérique.

La principale difficulté du contact en grandes transformations vient du fait que plusieurs
non-linéarités se cumulent et s’ajoutent dans notre cas a la complexité du modele de coque
épaisse. Les non-linéarités géométriques de déformation sont traitées par un schéma itératif
de type Newton-Raphson avec les deux variantes de la Formulation Lagrangienne Totale
(FLT) proposées dans le deuxiéme chapitre. Sur chaque exemple montré, nous avons souligné
le fait que les solutions obtenues étaient rigoureusement identiques pour la FLT utilisant la
normale en configuration initiale et celle utilisant la normale en configuration actualisée. En
ce qui concerne les non-linéarités d’appariement, diies a la dépendance en déplacement de
l'opérateur de projection P, et de la normale n", celles-ci sont traitées par une méthode de
type point-fixe. La précision requise sur la géométrie de contact peut étre un facteur tres
influent sur la qualité des résultats obtenus et une précision trop importante peut ralentir
la convergence de la méthode notamment avec la présence de glissement au contact. La
méthode des statuts traite les non-linéarités de contact en permettant de trouver la surface
de la coque qui va étre réellement en contact. Il s’agit du point le plus complexe de ce
chapitre car la convergence n’est pas garantie dans notre approche a visée industrielle ou
nous changeons ’ensemble des statuts a chaque itération. Les statuts peuvent entrer dans
un état cyclique notamment pour des problémes en grandes transformations et ce en fonc-
tion de la méthode d’application des conditions de contact et du choix des points de collocation.

Comme attendu, la méthode primale s’est avérée peu précise et robuste. L’augmentation
du facteur de pénalité permettrait d’appliquer plus rigoureusement les conditions de contact
mais cela peut engendrer des oscillations sur les pressions de contact ainsi que l’absence de
convergence de la méthode des statuts. L’approche augmentée est particulierement précise et
robuste notamment en ce qui concerne la méthode des statuts. Le couplage des conditions
de contact, qui ne sont pas indépendantes pour chaque point de contréle, peut néanmoins
engendrer des oscillations sur les pressions de contact. Un post-traitement de la pression
de contact a été proposé et permet de s’affranchir de ces oscillations au cotit d’'un éventuel
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élargissement de la zone de contact en fonction de la finesse du maillage. Dans certains cas, le
choix des points de collocation permet également de réduire les oscillations sur la pression de
contact.

C’est le cas de la quadrature gaussienne réduite qui, dans le cas du contact hertzien 2D, a
permis de limiter les oscillations sur la pression de contact pour un cotit numérique plus faible
qu’une intégration complete ou de type Newton-Cotes. L’inconvénient d’un tel choix est que la
convergence des statuts est plus difficile si le nombre de points de collocation est insuffisant, i.e.
si le maillage est grossier ou l'ordre des fonctions de base est trop faible. C’est une approche
qui peut étre intéressante sur certains problémes simples et spécifiques mais qui s’est avérée
mangquée de robustesse, en particulier sur le contact en 3D. Les méthodes de type Newton-Cotes
présentent des résultats semblables a I'intégration gaussienne compléte mais peuvent rapidement
devenir cofiteuses d’'un point de vue numérique. L’intérét de ces méthodes est de laisser une
liberté quand au nombre de points de collocation ce qui peut faciliter la convergence des statuts.

La méthode augmentée associée a une intégration gaussienne compléte pour la résolution du
probleme de contact semble donc étre le choix a privilégier pour concilier précision, robustesse et
faible cotit numérique. C’est ce choix qui a été fait pour le dernier exemple numérique traitant
un probléme de contact 3D en grandes transformations. Cet exemple permet de mettre en
exergue d’une part la nécessité de rendre plus robuste la méthode des statuts proposée afin d’en
assurer la convergence dans le cas des grandes transformations et d’autre part la richesse des
éléments isogéométriques. Avec un modele IGA comportant plus de dix fois moins d’éléments
de contact par rapport & un modele FEM, nous avons été capable de retrouver des solutions en
déplacement sensiblement identiques. L’approche isogéométrique prend ici tout son sens afin de
traiter des problémes cumulant plusieurs non-linéarités complexes tel que le contact en grandes
transformations.
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CHAPITRE 5

Epilogue

Afin d’introduire la méthode isogéométrique dans un contexte industriel exigeant lié a
I’automobile, nous avons développé successivement des formulations de couplage multipatch,
un modele de coque non linéaire permettant de réaliser des essais numériques en grandes
transformations et des méthodes de traitement du contact non frottant. En plus d’utiliser un
modele de coque épaisse complexe trés largement utilisé dans le domaine du crash automobile,
ces développements ont été combinés dans le but de pouvoir réaliser des essais numériques
dont la complexité se rapproche de celle présente dans des codes de calculs FEM commerciaux.
En associant 'IGA présentée dans le chapitre 1 aux couplages multipatch du chapitre 2 puis
aux FLT du chapitre 3 et enfin aux méthodes de contact du chapitre 4, nous sommes parvenus
a résoudre un probleme de contact sans frottement pour des coques épaisses déformables
multipatch soumises a de grandes transformations tout en limitant le verrouillage numérique.

Le premier chapitre a permis d’introduire les éléments de base en IGA avec notamment
les fonctions de base B-splines ou NURBS qui permettent d’obtenir une régularité C?~! entre
éléments ou p est I'ordre des fonctions d’interpolation. L’avantage de la méthode isogéométrique
est d’utiliser les mémes fonctions de forme permettant de décrire la géométrie pour interpoler
les déplacements en tout point de la coque. La définition des différents espaces utiles et les
différentes procédures de raffinement possibles ont été présentées afin de compléter les notions
essentielles concernant I’approche isogéométrique.

Le deuxieme chapitre propose 'analyse et le développement de méthodes multipatch avec
des choix appropriés d’espaces mortier permettant d’assurer la continuité entre les patchs au
sens faible. La méthode du lagrangien augmenté s’est montrée particulierement robuste sur
I’ensemble des essais numériques présentés. En supprimant les fonctions de base interpolantes
aux extrémités de chaque interface, nous avons proposé une méthode originale afin de traiter le
cas de pieces complexes issues de l'industrie. L’espace dual simplifié a pu étre validé analytique-
ment et numériquement avec notamment la vérification de la stabilité inf-sup. En revanche, afin
de compenser le fait que ’espace dual proposé ne possede pas un ordre de convergence optimal
et souffre donc d’un manque de précision, ’ajout d’un terme de pénalisation a été proposé :
il s’agit de I'approche augmentée ou primale-duale. En associant le couplage multipatch a la
regle de quadrature réduite et a la reconstruction judicieuse des normales aux abscisses de
Gréville, nous avons pu traiter le cas de géométries complexes tel que le carter d’huile. Plus
précisément, nous sommes capables d’assurer la continuité des déplacements pour des interfaces
géométriquement conformes ou non conformes et ce indépendamment du choix des patchs
maitre et esclave.
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Chapitre 5. Epilogue

Afin de contribuer a I'introduction de 'IGA dans des applications industrielles, nous avons
proposé dans le troisiéme chapitre de traiter le cas des grandes transformations avec, comme
principale difficulté, la nécessité de prendre en compte les grandes rotations de normale. Pour
cela, la Formulation Lagrangienne Totale (FLT) a été privilégiée par rapport & une Formulation
Lagrangienne Actualisée car I’ensemble des fonctions de forme (y compris celles utilisées pour
le couplage multipatch et le contact) peuvent étre stockées dans I’espace physique et utilisées
pour ’ensemble de la résolution itérative. De plus, les contraintes de Piola-Kirchhoff peuvent
simplement s’ajouter au cours des itérations ce qui fait de la FLT un choix judicieux afin de
réduire le colit numérique amené par les non-linéarités géométriques. La FLT a été proposée
sous deux versions distinctes, chacune d’elle utilisant une paramétrisation axio-angulaire
des rotations. La premiere utilise la normale en configuration initiale et ne nécessite pas de
composer les rotations finies grace aux formules de Rodrigues. Dans ce cas, nous obtenons un
bilan des efforts exact sans avoir a supposer que les variations incrémentales des déplacements
sont infinitésimales au prix d’une matrice de raideur tangente assez complexe et coliteuse
numériquement. La seconde version de la FLT utilise la normale en configuration actualisée et
nécessite la composition des grandes rotations par l'algébre des quaternions. Il est nécessaire
dans ce cas de supposer que les variations des déplacements sont infinitésimales mais la matrice
de raideur tangente est grandement simplifiée et creuse, ce qui en fait une alternative intéres-
sante dans un contexte industriel. Ainsi, la FLT utilisant la normale initiale et, sous certaines
précautions, sa variante avec des normales actualisées permettent de résoudre des probléemes
multipatch comportant des non-linéarités géométriques qui peuvent présenter des changements
de pente important lors de la résolution itérative par le schéma de Newton-Raphson.

Nous ajoutons les bénéfices des deuxiéme et troisiéme chapitres au développement du
contact non frottant dans le quatrieme chapitre. Dans le but de conserver a la fois précision
et faible cofit numérique nécessaire aux applications industrielles, une discrétisation KTS
des intégrales de contact a été proposée. Cette derniére peut étre vue comme une méthode
mortier au sens ou nous avons introduit un espace de multiplicateurs mais sans devoir évaluer
des intégrales de type mortier. Nous avons validé sur des exemples 2D (discrétisation ETE)
et 3D (discrétisation STS) I'ensemble des aspects théoriques et numériques nécessaires a la
résolution d’un probléme de contact multipatch en grandes transformations. Le schéma itératif
de type Newton-Raphson a permis de traiter les non-linéarités géométriques causées par les
grands déplacements. La méthode du point-fixe a été développée pour prendre en compte les
non-linéarités d’appariement afin d’obtenir précisément la géométrie de contact dans le cas
des grands déplacements. La méthode des contraintes actives ou des statuts permet quant a
elle de définir les zones de contact actives et inactives. Cette approche constitue la principale
difficulté puisque la convergence est assurée uniquement si un seul statut est modifié a chaque
itération. Nous souhaitons ici modifier ’ensemble des statuts a chaque itération afin d’accélérer
drastiquement la résolution du probléme de contact. Alors, les statuts peuvent entrer dans un
état cyclique et empécher la convergence du probleme malgré la boucle portant sur la géométrie
de contact avec la méthode du point-fixe. L’absence de convergence des statuts est d’autant
plus marquée pour les grandes transformations et lorsqu’on choisit la quadrature réduite
comme points de collocation pour la discrétisation KTS. L’intégration gaussienne complete
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est a privilégier par rapport aux intégrations de type Newton-Cotes pour des raisons de coiit
numérique et par rapport a I'intégration réduite pour des raisons de robustesse. Naturellement
et comme pour le probleme de couplage multipatch, la méthode primale-duale est plus précise
et robuste que la méthode par pénalité car elle permet d’assurer les conditions d’interface de
maniére exacte.

En somme, pour des applications industrielles nécessitant a la fois précision, robustesse et
colit numérique modéré, nous recommandons d’utiliser les méthodes suivantes.

Méthodes recommandées pour la résolution d’un probleme de coques épaisses
multipatch susceptibles d’entrer en contact et soumises a des grandes transforma-
tions :

- Intégration réduite des différents termes d’énergie avec reconstruction des normales
aux abscisses de Gréville,

- Méthode multipatch par lagrangien augmenté avec traitement simplifié des coins
mortiers et intégration complete ou réduite des termes de couplage,

- Approche par FLT utilisant la normale initiale ou actualisée si les incréments de
chargement sont suffisamment faibles,

- Méthode primale-duale pour le contact associée a une quadrature gaussienne com-
pléte pour la discrétisation KTS des intégrales de contact.

Il est clair qu'un travail d’industrialisation reste encore a accomplir sur la mise en oeuvre
de manieére robuste de la méthode des statuts. L’ensemble des méthodes développées pourrait
s’appliquer a des structures trimmées en choisissant par exemple de réaliser les intégrations des
différents termes d’énergie sur des approximations linéaires des éléments qui forment 'espace
paramétrique trimmé. L utilisation de pieces trimmées, directement issues d’un logiciel de CAD,
permet de ne pas avoir & partitionner la géométrie, que ce soit manuellement ou par résolution
d’un probléeme de Poisson, et ainsi de gagner du temps lors des validations numériques. L’in-
troduction des non-linéarités matériaux constitue également une perspective intéressante afin
de proposer une alternative IGA sérieuse par rapport aux logiciels commerciaux qui se basent
presque exclusivement sur l'interpolation par les polynémes de Lagrange.
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Résumé : Le concept d’analyse isogéométrique
généralise la méthode des éléments finis par I'utili-
sation de fonctions splines plus riches que les tradi-
tionnelles fonctions de Lagrange qui imposent I'ap-
proximation de la géométrie considérée. Sa princi-
pale motivation est de lier plus fortement la concep-
tion a I'analyse par l'utilisation des mémes modeles
géométriqgues comme supports pour la création et
la simulation numérique. La méthode isogéométrique
a connu ces derniéres années une activité de re-
cherche trés soutenue et elle intéresse aussi bien le
monde académique que le monde industriel. De par
la construction des fonctions splines, la géométrie is-
sue d’un logiciel de conception est nécessairement
composée de plusieurs domaines (ou patchs). La
majeure partie des applications visées par les tra-
vaux publiés a ce jour concerne des pieces simples,
constituées de quelques patchs voir méme d’un seul,
et ne sont donc pas applicables au contexte indus-
triel. Certains champs d’'applications restent encore

a développer tel que le couplage multipatch ainsi
que le contact afin de traiter de maniére robuste
et efficace des géométries complexes en petites et
grandes transformations. Cette thése s’inscrit dans
un contexte industriel lié a I'automobile pour lequel
la majorité des pieéces sont des structures minces
modélisables par des coques épaisses. Lun des prin-
cipaux enjeux est de mettre en place la méthode
isogéométrique multipatch, permettant I'utilisation de
grandeurs cinématiques exactes, pour des coques
de type Reissner-Mindlin nécessitant un traitement
efficace du verrouillage numériqgue. Une méthode
originale permettant de traiter le cas des grands
déplacements, avec en particulier des grandes rota-
tions de normale, est proposée. Le développement de
méthodes de couplage multipatch et de contact non
frottant associées a un modele de cogue épaisse non
linéaire permet d’insérer la méthode isogéométrique
dans un contexte industriel exigeant.

Title : Multipatch isogeometric methods for nonlinear thick shells with contact

Keywords : Isogeometric analysis, Thick shell, Numerical locking, Multipatch methods, Finite deformations,

Frictionless contact

Abstract : The concept of isogeometric analysis ge-
neralizes the finite element method by the use of
spline functions richer than the traditional Lagrange
functions which impose an approximation of the consi-
dered geometry. lts main motivation is to link design
with analysis by using the same geometrical models
as supports for creation and numerical simulation.
The isogeometric method have experimented these
last years a very constant research activity and it is
of interest to both the academic field and the indus-
trial one. By construction of spline functions, the geo-
metry created with a design software is necessarily
composed of several domains (or patches). The majo-
rity of applications dealt with published work relates to
simple parts, made of a few patches or even a single
one, and are therefore not applicable to the industrial
context. Some application fields still need to be de-

veloped, such as multipatch coupling and contact, in
order to handle complex geometries in a robust and
efficient way, combining accuracy and low computatio-
nal cost. This thesis is strongly related to the automo-
bile industry for which most of the geometries are thin
structures and so can be modeled by thick shells. One
of the main challenges will be to set up the multipatch
isogeometric method, allowing the use of exact kine-
matic quantities, for Reissner-Mindlin shells requiring
an efficient treatment of numerical locking. An origi-
nal method concerning finite deformations, with large
rotations of normal, will be proposed. The develop-
ment of multipatch coupling and frictionless contact
methods associated with a nonlinear thick shell mo-
del will allow the isogeometric method to be applied
to a demanding industrial field.
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