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Résumé 
 

Ces travaux sont consacrés à l'étude numérique de la déformation de systèmes fluides diphasiques 

par des ondes acoustiques ou électromagnétiques. Dans ce but, nous avons développé et utilisé une méthode 
numérique basée sur la méthode des éléments de frontières afin de résoudre simultanément l'équation 

d'Helmholtz scalaire et l'équation de Stokes afin de considérer en même temps la propagation d’onde dans 

le système et l'hydrodynamique de celui-ci. Dans un premier temps, nous nous sommes intéressés à la 
déformation d’interfaces initialement planes par deux types de contraintes induites par la propagation 

d’ondes. La première est la force de diffusion, une force volumique générée par la propagation d’une onde 

électromagnétique dans des fluides turbides qui permet d’induire des écoulements permanents. Ces derniers 
exercent alors des contraintes visqueuses sur l’interface et peuvent mener à l’instabilité de cette dernière et 

à la formation de microjets. Ces microjets ont été caractérisés numériquement en termes de formes et de 

débits. Par la suite, nous nous sommes concentrés sur les contraintes de pression de radiation acoustique 
et optique exercées sur l’interface. Nous avons démontré numériquement qu’il existait une certaine 

universalité entre les déformations induites par des ondes acoustiques ou optiques et que ces dernières se 

comportaient comme des guides d’ondes parfaitement adaptés à l’onde les ayant induits. Dans un second 

temps, nous avons porté notre attention sur la déformation d’interfaces initialement sphériques comme des 
gouttes ou des liposomes par des systèmes de pinces optiques ou d’étireurs optiques. Dans le cas des 

gouttes, nous avons retrouvé des comportements similaires à ce que nous avions obtenu sur des interfaces 

planes soit un couplage entre leurs déformations et la propagation des ondes à l’intérieur de celles-ci. Nous 
avons de plus caractérisé numériquement pour la première fois la déformation de liposomes dans un étireur 

optique et avons comparé ces résultats à de récentes études expérimentales menées au laboratoire. Ces 

premières études sont prometteuses quant à la microrhéologie de gouttes liquides ou de systèmes 
biologiques. 

 

Mots clefs : optofluidique/acoustofluidique, méthodes des éléments de frontières, pression de radiation, 

couplage propagation/déformation, écoulement induit optiquement, pince optique, étireur optique. 

 

 

Abstract 
 

We numerically studied the deformation of two-phase fluid systems under acoustical or 
electromagnetic stress. We developed and used a numerical method based on the boundary element method 

to solve simultaneously the scalar Helmholtz equation and Stokes equation to consider at the same time 

the wave’s propagation and the hydrodynamic of the system. On the first hand, we considered the 
deformation of initially flat interfaces actuated by two kinds of waves’ induced stresses. First, we studied 

the scattering force, a bulk force induced by the propagation and the scattering of an incident 

electromagnetic waves into a turbid liquid phase. This force leads to the formation of eddies which in turn 
induce viscous stresses on the interface. Under high laser power, the viscous stresses can destabilize the 

interface into liquid microjets. We characterized numerically the shapes and the fluid flow of these microjets. 

Then, we focused on the acoustic and electromagnetic radiation pressure at the fluid/fluid interface. We 
showed that the induced deformations can be described by a universal model and these deformations act 

as liquid waveguides who are matching perfectly the incident wave which has induced them. On the other 

hand, we studied the deformation of micrometric droplets and liposomes with optical tweezers and optical 

stretcher. For droplets, we retrieved similar behaviour than for flat interfaces i.e., a coupling between the 
deformation of the droplets and the propagation of the wave into the latter. Additionally, we numerically 

characterize for the first time the liposome deformation in an optical stretcher and compared our result 

with recent experiments carried out in the laboratory. These initial studies are promising for the 
microrheology of liquid drops or biological systems. 

 

Keywords: optofluidic/acoustofluidic, Boundary Element Method, radiation pressure, 

propagation/deformation coupling, optically induced flow, optical tweezer, optical stretcher. 
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Chapitre 1

Contexte de l’étude

Durant ces dernières décennies, plusieurs recherches ont porté sur la possibilité
de manipuler, déformer, pousser des objets ou des interfaces fluides en utilisant des
ondes électromagnétiques ou acoustiques. La propagation de ces ondes dans des
milieux ou à travers des interfaces, est à l’origine de plusieurs mécanismes, comme
la formation d’écoulements fluides en volume ou la naissance de contraintes inter-
faciales. Ces contraintes permettent alors de manipuler et sonder la matière à des
échelles submillimétriques (dans le cas acoustique) et micro/nanométriques (dans
le cas électromagnétique). Si cela représente des outils prometteurs, une compré-
hension fine des phénomènes induits par la propagation d’ondes est nécessaire.
De plus, si les contraintes mécaniques générées sur des interfaces avec des ondes
électromagnétiques ou acoustiques peuvent produire des effets similaires, elles sont
cependant fondamentalement différentes. Les premières sont des ondes transverses
tandis que les autres sont des ondes mécaniques longitudinales. Cependant, nous
allons voir qu’il existe une certaine universalité dans les déformations qui sont
obtenues avec ces deux types d’ondes.

Afin d’apprécier pleinement les rapprochements que l’on peut réaliser, nous
présenterons dans ce qui suit les contraintes interfaciales et les forces volumiques
que peuvent induire des ondes sur une interface ou en volume. Nous discuterons
ensuite des pièges optiques, utilisés afin de manipuler un objet unique déformable.

1.1 Hydrodynamique et propagation d’ondes
1.1.1 La pression de radiation optique et acoustique
Optique

L’existence de la pression de radiation optique, théorisée par Maxwell (1873,
p.391) qui calcula la pression de radiation exercée par le soleil sur Terre, fut démon-
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1.1. HYDRODYNAMIQUE ET PROPAGATION D’ONDES

trée expérimentalement au début du XXème siècle par Lebedev (1901) et Nichols et
Hull (1903). Les forces relevées étant extrêmement faibles, il fallut attendre le dé-
veloppement du laser dans les années 1960 et les expériences fondatrices d’Ashkin
(Ashkin, 1970 ; Ashkin et Dziedzic, 1971, 1973) pour en voir les premières utilisa-
tions. Parmi celles-ci, intéressons-nous particulièrement dans un premier temps à
celle de 1973 (Ashkin et Dziedzic, 1973) dans laquelle il a été reporté pour la pre-
mière fois la déformation d’une interface eau/air avec un laser impulsionnel. Cette
expérience, motivée par ce que l’on appelle la controverse Abraham-Minkowski,
cherchait à donner une expression définitive à la quantité de mouvement d’un pho-
ton. Devait-elle, selon le formalisme de Minkowski, être proportionnelle à l’indice
de réfraction du milieu ou, selon Abraham, y être inversement proportionnelle ? La
pression de radiation sur une interface résultant de la conservation de la quantité de
mouvement lors du passage de l’onde d’un milieu à un autre, les deux formalismes
prédisent des sens de déformation opposés. De par sa tension interfaciale élevée
(≈ 72mN) ils n’ont pu observer la déformation à l’œil nu de l’interface eau/air.
Ils se sont cependant servi du fait qu’au passage de l’onde, l’interface déformée
se comporte comme une lentille telles celles qui peuvent être induites lors de phé-
nomènes d’autofocalisations (Kats et Kontorovich, 1969). Ainsi, suivant la forme
du faisceau après avoir traversé l’interface, ils purent déterminer la courbure de la
lentille et donc le sens de déformation de l’interface. Ils conclurent alors, que peu
importe la direction de propagation de l’onde, l’interface était toujours déformée
dans le même sens, du milieu le plus réfringent (célérité de l’onde la plus petite)
vers le milieu le moins réfringent (célérité de l’onde la plus grande) ; soit de l’eau
vers l’air dans ce cas précis. Si cette expérience semble mettre en évidence que le
formalisme à adopter serait plutôt celui de Minkowski, le débat ne fut pas clos
pour autant. Celui-ci a fait couler beaucoup d’encre depuis 1910, année de pu-
blication des travaux de Minkowski et Abraham, et continue encore aujourd’hui.
En effet de nombreux travaux expérimentaux se sont attelés à démystifier ce pro-
blème montrant pour certains, comme Ashkin et Dziedzic, qu’ils observaient des
contraintes de type Minkowski (Astrath et al., 2014 ; Capeloto et al., 2016 ; Verma
et al., 2017), et pour d’autres des effets qui coïncideraient avec le formalisme de
Abraham (Zhang et al., 2015 ; Choi et al., 2017 ; Kundu et al., 2017). Finalement,
il semblerait que les études théoriques les plus récentes tendent à dire que ces ex-
périences de pression de radiation ne sont pas suffisantes pour définir lequel des
formalismes est le « bon » ; elles penchent plutôt pour un consensus envers les deux
théories (Barnett, 2010 ; Brevik, 2018). La quantité de mouvement de Minkowski
serait liée à celle d’Abraham, Barnett les appelant respectivement les quantités de
mouvement canonique et cinétique. Pour Brevik, c’est celle de Minkowski qui re-
présente la quantité de mouvement intrinsèque du système, étant la somme de celle
d’Abraham plus une autre quantité de mouvement annexe. Pouvant ainsi exprimer
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CHAPITRE 1. CONTEXTE DE L’ÉTUDE

10µm

Figure 1.1 : Déformations d’interfaces fluide/fluide induite par la pression de
radiation optique. (a) Déformation d’une interface de phases micellaires de mi-
croémulsion proche du point critique réalisée avec un laser continu Ar+ de mode
TEM00 et de longueur d’onde dans le vide λ0 = 514.5nm. L’image est extraite de
(Casner et Delville, 2001). (b) Déformation d’une interface de phases de Winsor
III (eau salée - AOT - heptane) réalisée avec un laser continu Nd3+-YAG de mode
TEM00 et avec une longueur d’onde dans le vide λ0 = 532nm. La puissance injectée
dans ce cas est de P = 200mW. L’image est extraite de (Petit, 2011). Les flèches
indiquent le sens de propagation du faisceau. Dans les deux cas, le faisceau est
focalisé sur l’interface et la phase dont l’indice est le plus grand se déforme dans
celle ayant le plus petit.

l’une en fonction de l’autre, et en accord avec les observations expérimentales faites
au sein de l’équipe optoflow au loma comme nous pouvons l’observer sur la
figure 1.1, nous choisirons pour tout le reste de ces travaux d’utiliser le formalisme
de Minkowski.

Sans considérations supplémentaires sur cette controverse, citons les travaux
de Lai et Young (1976) puis de Brevik (1979) qui proposèrent un modèle théorique
pour décrire les premières expériences d’Ashkin et Dziedzic (1973) sur la déforma-
tion d’une interface fluide par un laser impulsionnnel. Ces deux modèles, utilisant
une approximation de faible déformation de l’interface (l’extension radiale du fais-
ceau ω0 étant la longueur caractéristique de la déformation et h/ω0 < 1 avec h la
hauteur de la déformation), considérant des ondes de surface de faibles amplitudes
et négligeant les effets visqueux, permettent de calculer la hauteur et la courbure
de la déformation en fonction du temps. Basés sur des raisonnements légèrement
différents, ils obtinrent des résultats en bon accord avec l’expérience, prédisant tou-
tefois que le rayon au col du faisceau serait environ deux fois plus grand que celui
annoncé expérimentalement. Un peu plus tard, Komissarova et al. (1988) considé-
rant une interface plane et toujours sur un modèle de fluide à interface libre, furent
les premiers à décrire la dynamique d’une interface fluide soumise à un pulse laser
en prenant en compte les effets visqueux. La même année, Zhang et Chang (1988)
présentèrent les premières observations d’interfaces considérablement déformées
(plusieurs dizaines de micromètres) comme nous pouvons l’observer sur les images
de la figure 1.2. Ils obtinrent leurs résultats en illuminant une goutte d’eau dans
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1.1. HYDRODYNAMIQUE ET PROPAGATION D’ONDES

l’air avec des pulses laser de 100mJ et 200mJ. Lai et al. (1989) et Brevik et Kluge
(1999) intervinrent là encore afin de décrire théoriquement ces observations. Re-
prenant les mêmes axes principaux que pour leurs études sur des interfaces planes,
ils calculèrent les contraintes électromagnétiques sur l’interface au repos (ici une
goutte), et considérèrent des déformations et des ondes de surfaces de faibles am-
plitudes (linéarisation de l’équation de Navier-Stokes). De par ces hypothèses, ils
cherchèrent uniquement à décrire les déformations observées sur la série d’image
de gauche de la figure 1.2. Ces études démontrèrent des accords qualitatifs avec
les résultats expérimentaux en considérant l’intensité laser comme étant deux fois
plus grande que celle qui fut reportée expérimentalement. L’apport de Brevik et
Kluge fût de généraliser les travaux de Lai et al. en considérant une polarisation
linéaire (au lieu d’une polarisation circulaire) et de démontrer l’émergence d’une
composante de déformation azimutale.

Les références citées jusqu’ici, exceptées celles liées aux travaux de Zhang &
Chang, considéraient des interfaces fluides dont la résistance capillaire était im-

Figure 1.2 : Déformation de gouttes d’eau dans l’air avec un laser impulsionnel. La
goutte, dont le rayon initial vaut 50µm, est deux fois plus petite que l’extension
radiale du col du faisceau ω0 = 100µm. Dans les deux cas le temps entre les
images est d’environ 2µs. L’énergie des pulses, se propageant de gauche à droite,
est respectivement 100mJ et 200mJ. Ces images sont extraites de (Zhang et Chang,
1988).
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CHAPITRE 1. CONTEXTE DE L’ÉTUDE

portante comparée aux forces optiques, ce qui ne permettait pas d’obtenir des
déformations visibles à l’œil. Afin de mieux rendre compte des différences entre
contraintes capillaires et pression de radiation, nous pouvons calculer les ordres
de grandeur de l’amplitude de ces contraintes. Nous avons évoqué jusqu’ici que
la pression de radiation résultait de la conservation de quantité de mouvement et
donc du contraste d’indice entre les deux milieux. Ainsi, pour faire simple (nous
reviendrons sur les calculs dans le chapitre suivant) nous avons la quantité de mou-
vement dans le fluide j, pj = njI/c et donc l’amplitude de la pression de radiation
sur l’interface Πrad ∝ ∆p = I∆n/c = 2P∆n/(πω2

0c) avec I et P respectivement
l’intensité et la puissance du faisceau, ω0 le rayon au col du faisceau et c la vi-
tesse de la lumière dans le vide. Pour une déformation d’interface de l’ordre de
ω0, l’amplitude de la pression de Laplace est Πlap ≈ σ/ω0. Donc, dans le cas de
l’interface eau/air pour une puissance de P = 1W un rayon au col du faisceau
de ω0 = 10µm le rapport de ces deux contraintes vaut Πrad/Πlap ≈ 10−3. Nous
voyons ainsi que pour obtenir des contraintes comparables il faudrait grandement
réduire la tension interfaciale. C’est dans ce but qu’ont été utilisées des phases de
microémulsions proches du point critique (Casner et Delville, 2001) ou des phases
fluides en équilibre de Winsor (Petit, 2011) permettant d’atteindre des tensions
interfaciales un million de fois plus petites que celle de l’interface eau/air. No-
tons que pour décrire la déformation de ces systèmes diphasiques, Wunenburger
et al. (2006b) proposèrent, à partir des travaux de Komissarova et al., un modèle
visqueux à deux fluides en bon accord avec les résultats expérimentaux.

Acoustique

Dans le même temps que les preuves expérimentales démontraient l’existence
de la pression de radiation électromagnétique, Lord Rayleigh (1902, 1905) proposa
les premières études théoriques sur la pression de radiation acoustique. S’appuyant
sur les travaux de Poynting (1905), il décrivit en 1905, comme dans le cas optique,
la pression de radiation acoustique comme résultant d’un transfert de quantité de
mouvement. Plus tard, Langevin dont les travaux furent publiés par un de ces étu-
diants (Biquard, 1932a,b,c), étudia aussi la pression de radiation acoustique pour
des ondes planes à incidence normale sur une surface. Il dériva une expression
de la pression de radiation légèrement différente de celle de Rayleigh. Il naquit
alors, un peu comme pour le cas de la quantité de mouvement en électromagné-
tique, une controverse au sujet de l’expression correcte à utiliser. Il est à noter
cependant, que les systèmes imaginés par Rayleigh et Langevin pour dériver leurs
expressions respectives sont foncièrement différents. Rayleigh considéra des ondes
planes confinées (sans interaction avec le milieu extérieur au train d’onde) tandis
que Langevin, préféra un système ouvert. Les différences entre ces deux théories
semblent alors provenir principalement du système expérimental utilisé (Hasegawa
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1.1. HYDRODYNAMIQUE ET PROPAGATION D’ONDES

Figure 1.3 : Déformations d’interfaces fluides par la pression de radiation acous-
tique. Ces images, extraites de (Hertz et Mende, 1939), montrent que le sens de
la déformation ne dépend pas du sens de propagation de l’onde. En effet, suivant
le sens des flèches, les ondes acoustiques sont émises par le transducteur (partie
haute des images) déforment l’interface, sont réfléchies par le réflecteur (partie
basse des images) et déforment une deuxième fois l’interface dans le même sens
que précédemment. Les systèmes utilisés ici sont à gauche eau/trichlorométhane
et à droite eau/aniline. Dans les deux cas, l’eau est la phase du haut.

et al., 2000).
Avant les travaux de Langevin, Brillouin (1925) est revenu sur ceux de Rayleigh

et notamment sur la notion de quantité de mouvement attribuée à la propagation
d’une onde acoustique. Il préfère au terme pression de radiation (qui est resté
finalement communément utilisé) le terme de tension de radiation, les contraintes
induites dépendant de l’orientation de la surface sur laquelle elles sont exercées.
Démontrant que l’onde acoustique ne possède pas de quantité de mouvement, il
introduit plutôt un flux de quantité de mouvement qui donne naturellement un
tenseur d’ordre deux décrivant les composantes de ce qu’il appelle la tension de
radiation. Nous reviendrons en détail sur la description tensorielle de Brillouin dans
le chapitre suivant, celle-ci étant plus générale que celles de Rayleigh ou Langevin
qui sont données dans des cas particuliers.

Les premières expériences notables utilisant la pression de radiation acoustique
pour déformer des interfaces fluides sont attribuées à (Hertz et Mende, 1939). Uti-
lisant différents systèmes diphasiques, ils montrèrent que, comme dans le cas élec-
tromagnétique, la déformation de l’interface ne dépend pas du sens de propagation
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Chloroforme

Eau

Figure 1.4 : Image de la déformation d’une interface eau/chloroforme induite par
la pression de radiation acoustique. La flèche noire représente le sens de propaga-
tion du faisceau acoustique. Le trait blanc est le profil de la déformation prédit
par l’équation (5.4) de (Issenmann, 2007) d’où est extrait l’image.

de l’onde. Des images de leurs expériences sont reportées sur la figure 1.3. Cette
affirmation n’est cependant pas toujours vraie. En effet, le sens de déformation
peut dépendre du sens de propagation de l’onde acoustique pour certains rapports
de vitesses du son et de masses volumiques des deux fluides en contact, mais nous
reviendrons sur ce point plus tard. Plus récemment, Issenmann (2007) s’est aussi
intéressé à la déformation d’interfaces fluides par des ondes acoustiques ; princi-
palement dans le cas de petites amplitudes de déformations (h < ω0 avec h la
hauteur de la déformation). Une image extraite de ses travaux est présentée sur
la figure 1.4. Il s’est, entre autres, servi de la dynamique de ces déformations pour
déterminer la tension interfaciale comme il est possible de le faire avec des ondes
électromagnétiques (Mitani et Sakai, 2005).

Plus tard, Issenmann et al. (2011) ont aussi généralisé les différents modèles à
un fluide présentés dans la partie traitant du cas électromagnétique. Leur modèle
couvre la pression de radiation électromagnétique et acoustique, dans les cas où le
faisceau incident est pulsé ou continu ainsi que dans des régimes de déformations
inertiels, intermédiaires et amortis.

1.1.2 Couplage entre la déformation d’une interface fluide
et la propagation d’ondes

Nous avons vu dans les sections précédentes qu’il était possible de déformer
des interfaces fluides sous formes de cloches avec des ondes électromagnétiques
ou acoustiques. Les déformations se produisent toujours dans le même sens et ce
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Figure 1.5 : Déformation d’interface fluide avec une très faible tension interfaciale.
(gauche) Calcul semi-analytique de la déformation d’une interface fluide par la
pression de radiation optique. La flèche représente la direction de propagation
du faisceau qui est incident depuis la phase la moins réfringente. (droite) Image
expérimentale correspondant aux déformations calculées semi-analytiquement. Les
longueurs de déformations semblent qualitativement en accord avec l’expérience
sans toutefois prédire l’épaulement qui forme la tétine. Les images sont extraites
respectivement de (Hallanger et al., 2005) pour la partie gauche et (Casner et al.,
2003) pour la partie droite.

quelque soit le sens de propagation du faisceau. Il a cependant été observé que
lorsque l’on augmentait l’amplitude de la pression de radiation, l’interface pou-
vait prendre des formes originales très différentes, suivant que la vitesse de l’onde
augmentait ou diminuait au passage de l’interface. Lorsque l’onde est accélérée,
l’interface prend des formes d’aiguilles liquides ou de jets avec une base conique
(Petit, 2011 ; Bertin, 2011 ; Girot et al., 2019). Tandis que dans le cas inverse, on
observe l’apparition de ce que nous avons appelé des tétines (Casner et al., 2003 ;
Issenmann et al., 2008 ; Bertin et al., 2012).

Dans les années suivant les premières observations de ces formes complexes,
plusieurs travaux furent conduits afin de comprendre précisément leurs origines et
d’étudier leur stabilité. Citons pour commencer ceux de Hallanger et al. (2005)
qui s’intéressèrent au cas d’un faisceau laser se propageant à partir du milieu le
moins réfringent (configuration tétine) et comparèrent leur modèle aux résultats
expérimentaux de Casner et al. (Casner, 2002 ; Casner et al., 2003). Ils détermi-
nèrent alors la forme de l’interface à partir de l’équilibre des contraintes sur celle-ci
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(sans approximation de petites déformations cette fois) et retrouvèrent des ordres
de grandeur similaires aux expériences sans toutefois mettre en avant la formation
d’épaulements caractéristiques des tétines comme nous pouvons le voir sur la fi-
gure 1.5. Les images expérimentales sont encadrées des couleurs correspondantes
aux profils obtenus par le modèle de Hallanger et al.

Suite à cela, Chraibi et al. (2008, 2010) présentèrent les premières études nu-
mériques ab initio, basées sur la méthode des éléments de frontières, résolvant
l’équation de Stokes et donc la dynamique de la déformation d’interface fluide
par la pression de radiation électromagnétique. La méthode s’est montrée parfai-
tement adaptée pour décrire le régime linéaire et prédisait qualitativement l’écart
à ce régime quel que soit le sens de propagation du faisceau. Ne permettant pas
de retrouver des formes en tétines, elle permit néanmoins d’avoir une première
approche numérique de la déformation d’interface et notamment d’étudier les ef-
fets du contraste d’indice ou de viscosité entre les deux phases. Si Aanensen et al.
(2013) proposaient que l’origine des épaulements dans les tétines puissent être liés
à des effets thermiques, il est peu probable que ce soit le cas. En effet, à quelques
mois d’intervalles, Bertin et al. (2012) montrèrent, en utilisant la méthode des
éléments de frontières résolvant l’équation d’Helmholtz scalaire sur des profils ex-
périmentaux de déformations, que les tétines se comportaient comme des guides
d’ondes liquides (dans les cas électromagnétique comme acoustique).

De leur côté, (Wunenburger et al., 2006a) s’intéressèrent au cas inverse ; lorsque
le faisceau laser se propage à partir du milieu le plus réfringent et que l’on observe
la formation de jets. L’argument proposé serait que l’instabilité se déclencherait
sur une réflexion totale interne de l’onde sur les bords de la déformation. Ce phé-
nomène est d’ailleurs bien visible sur les images expérimentales comme présentées
sur la figure 1.6. La base conique de ces déformations, qui rappellent les fameux
cônes de Taylor (Taylor, 1964) induits sur des gouttes sous fort champ électrique,
ont récemment fait l’objet d’une étude expérimentale et théorique approfondie par
Girot (2018) ; Girot et al. (2019) (dans le cas électromagnétique). Girot et al. ont
indirectement démontré dans leurs travaux que la formation du cône résulte bien
d’une réflexion totale interne de l’onde incidente. Ils présentent aussi un modèle
universel décrivant l’angle des cônes avec les grandeurs du système (tension inter-
faciale, indice de réfraction, rayon au col du faisceau, puissance injectée) en bon
accord avec leurs données expérimentales.

1.1.3 Écoulements en volume générés par une onde : jets
et gouttes

Nous avons considéré jusqu’ici la pression de radiation qui s’exerçait à l’inter-
face entre deux fluides. Cependant, il est aussi possible, avec des ondes électroma-
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Figure 1.6 : Série d’images montrant la propagation d’un faisceau laser dans des
phases micellaires de microémulsion quasi-critiques et la déformation en résultant
au cours du temps. On observe que la déformation prend une forme conique et que
le faisceau est totalement réfléchi sur les bords de la déformation. Ces images sont
extraites de (Wunenburger et al., 2006a).

gnétiques comme acoustiques, d’induire des écoulements en volume. Commençons
par considérer le cas des ondes acoustiques pour respecter la chronologie.

Les premières références relevant la mise en mouvement de fluides par des ondes
acoustiques datent du XIXème siècle avec Faraday (1831) et Dvořák (1876). Le pre-
mier nota la formation de courant d’air au-dessus d’une plaque oscillante et l’autre
dans un tube de Kundt. Rayleigh (1884) apporta sa contribution à la description
théorique de ces phénomènes. Ses résultats, proposés dans le cas d’écoulement le
long de parois parallèles furent généralisés bien plus tard par Nyborg (Nyborg,
1958). Tous ces écoulements correspondent à ce que nous appelons maintenant
des écoulements de couches limites. Dans le même temps, avec le développement
des transducteurs piézoélectriques en quartz, il a été observé qu’il était possible
d’induire des écoulements en volume dans un fluide. Ces transducteurs donneront
le nom de « quartz wind » à ce phénomène. Théorisés pour la première fois par
Eckart (1948) (on retrouve souvent le nom de « Eckart streaming » ou « acous-
tic streaming » dans la littérature), ces écoulements, toroïdaux et stationnaires,
sont induits par la dissipation visqueuse des ondes lors de leur propagation. Nous
pouvons observer leur manifestation dans les travaux de Liebermann (1949) dont
nous avons extrait une image sur la figure 1.7. Nous verrons de plus par la suite
que nous pouvons observer des écoulements similaires avec des ondes électroma-
gnétiques qui reposent cependant sur des mécanismes différents. Il est toutefois
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Figure 1.7 : Écoulement en volume de forme toroïdale induit par la dissipation
visqueuse d’ondes acoustiques dans de l’eau. L’écoulement est visualisé à l’aide de
particules d’aluminium en suspension. L’axe z a été rajouté et montre la direction
de propagation des ondes. L’image est extraite de (Liebermann, 1949).

normal que ceux-ci soient comparables en termes de formes, l’écoulement toroïdal
résultant simplement de la conservation de la masse dans le système. Dans ses ex-
périences, Liebermann s’est servi de la théorie de Eckart afin de mesurer la viscosité
en volume de plusieurs fluides. Les écoulements induits par des ondes acoustiques
continuent d’être largement étudiés (Lighthill, 1978 ; Boluriaan et Morris, 2016) et
peuvent permettre entre autres de générer sans contact des jets ou déformer des
interfaces (Issenmann, 2007 ; Issenmann et al., 2008 ; Bertin, 2011) et des gouttes
(Lonzaga et al., 2008) à des échelles submillimétriques.

De façon similaire à ce que l’on peut observer avec des ondes acoustiques, il
est possible de mettre en mouvement un fluide à l’aide d’une onde électromagné-
tique. Nous pouvons observer cela sur la figure 1.8. Cependant l’analogie repose
uniquement sur la forme des écoulements, leur mise en place relevant de méca-
nismes très différents. Nous allons donner ici une explication qualitative de ce que
l’on appelle « l’optical streaming » pour l’analogie avec le phénomène acoustique.
Nous reviendrons plus en détails sur les calculs et l’origine de la force volumique
qui induit ces écoulements, dans le chapitre suivant. Pour faire simple, cette force
provient d’un transfert de quantité de mouvement en volume de l’onde électroma-
gnétique au fluide. Considérons un fluide turbide et un faisceau laser, de longueur
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Figure 1.8 : Écoulement toroïdal induit par la diffusion d’une onde électroma-
gnétique dans un fluide diphasique dont l’une des phases est turbide. La ligne noir
représente la déformation de l’interface et la flèche noire la direction de propagation
du faisceau. L’image est extraite de (Chraibi et al., 2011).

d’onde donnée, se propageant dans ce fluide. Celui-ci est constitué de particules
ou de fluctuations de densités (comme dans le cas de fluides critiques) aléatoi-
rement distribués. Nous avons alors des hétérogénéités d’indice de réfraction au
sein du fluide qui diffusent la lumière incidente. Ainsi, le faisceau incident perd
de la quantité de mouvement dans sa direction de propagation ; c’est ce qui se
produit par exemple lors de l’opalescence critique. Ainsi par conservation de la
quantité de mouvement, une force volumique, appelée force de diffusion, est gé-
nérée et met le fluide en mouvement. L’absorption optique n’entrant aucunement
en jeu, cette force est seulement proportionnelle à la quantité de mouvement (de
Minkowski) p = (nI/c)z et à la turbidité (aussi appelé coefficient d’atténuation)
ϖ = (−1/I)dI/dz, avec n l’indice de réfraction du milieu, I l’intensité du faisceau,
c la vitesse de la lumière dans le vide et z la direction de propagation du faisceau
comme représentée sur la figure 1.8. Ces écoulements, décrits pour la première fois
théoriquement par (Savchenko et al., 1997) dans le cadre de la diffusion de l’onde
incidente par des diffuseurs uniques (voir les travaux de (Skipetrov et al., 1998b,a)
dans le cas de la diffusion multiple) et relevés expérimentalement par Mitani et
Sakai (2005), ont depuis été étudiés expérimentalement à travers la déformation
d’interfaces fluides (Schroll et al., 2007) ou la formation de jets (Wunenburger
et al., 2011 ; Petit, 2011 ; Chraïbi et al., 2013) dans des systèmes pour lesquels la
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tension interfaciale est très faible (typiquement les systèmes présentés figure 1.1
a). De plus, Schroll et al. calculèrent dans leurs travaux, les contraintes visqueuses
exercées sur l’interface par l’écoulement. Ils déterminèrent ainsi la déformation de
cette dernière dans un régime de faibles amplitudes de déformations pour un fais-
ceau se propageant à partir du milieu le moins réfringent ; les déformations induites
par la pression de radiation et les contraintes visqueuses sont alors de sens opposés.
Leurs prédictions théoriques sont en très bon accord avec les résultats expérimen-
taux. Par la suite, une étude numérique fut proposée, toujours basée sur la méthode
des éléments de frontières et la résolution de l’équation de Stokes, pour étudier ces
déformations d’interfaces sous l’influence de contraintes visqueuses (Chraibi et al.,
2011). Elle montra là encore de bons accords avec les résultats expérimentaux.
Finalement Chraïbi et al. (2013) se sont intéressés à la déstabilisation d’interfaces
fluides par les écoulements induits par la force de diffusion et la formation de jets.
Si cette dernière étude a apporté des résultats intéressants sur les fontaines (l’in-
terface est poussée), l’entrainement visqueux (l’interface est tirée) et les « fontaines
entrainées » (l’interface est poussée et tirée en même temps) elle a démontré es-
sentiellement des accords qualitatifs avec les expériences menées par Petit (2011)
dans ses travaux de thèse. Outre la déformation d’interfaces et la formation de jets,
il est à noter que ce phénomène a aussi été utilisé afin d’advecter efficacement des
microparticules à la surface libre d’une suspension (Kajorndejnukul et al., 2015).

1.2 Manipulation et déformation d’objets
uniques

Nous ne détaillerons pas dans cette partie la manipulation d’objets avec des
ondes acoustiques mais le lecteur intéressé peut se reporter à la revue de Bau-
doin et Thomas (2020) qui reprend l’historique des pièges acoustiques et leurs
développements récent.

Cette fois encore, il faut remonter aux travaux d’Ashkin et al.(Ashkin, 1970 ;
Ashkin et Dziedzic, 1971 ; Ashkin et al., 1986 ; Ashkin et Dziedzic, 1987 ; Ashkin
et al., 1987) afin d’observer les premières manipulations d’objets par laser. S’ils
commencent « simplement » par faire léviter des billes à l’aide de la pression de
radiation électromagnétique, ils mettent rapidement au point ce que l’on appelle
aujourd’hui les pinces optiques. Cette technique utilisant les forces de gradient
d’un faisceau laser fortement focalisé permet de piéger un objet (solide ou mou)
et ainsi de le déplacer à souhait. C’est ce qu’Ashkin et ses collaborateurs ont réa-
lisé sur des virus, des bactéries (Ashkin et Dziedzic, 1987) et des cellules (Ashkin
et al., 1987). Cependant, les pinces optiques peuvent compromettre l’intégrité de
cellules ou d’objets biologiques si nous désirons les étudier vivants. Même si dans
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Figure 1.9 : Étirement d’un globule rouge humain avec des billes de silice collées
sur la membrane. L’opération est réalisée en piégeant et en éloignant l’une de
l’autre les billes avec des pinces optiques. Images extraites de (Hénon et al., 1999).

ces références les résumés nous informent respectivement que « [...] viruses were
trapped in aqueous solution with no apparent damage [...] » et « We report here
the use of infrared light to make much improved laser traps with significantly less
optical damage to a variety of living cells. » ces dommages non apparents et moins
importants ne sont pas quantifiés. Il est en effet à attendre qu’en tenant compte
de la forte focalisation du faisceau, des effets d’endommagement thermique se pro-
duisent. Cela a été confirmé quelques années plus tard par Liu et al. (1995) qui
ont étudié par des techniques résolues spatialement en fluorescence l’élévation en
température de liposomes et d’ovaire de hamster chinois piégés dans des pinces op-
tiques. Ils ont alors relevé des augmentations de température de plus de 10°C W−1

dans les deux cas. Si l’on cherche alors à déformer un objet biologique pour en
connaître les propriétés mécaniques, il devient nécessaire de caractériser les ré-
ponses thermomécaniques de celui-ci (Waugh et Evans, 1979) ou de chercher à
minimiser les effets de l’absorption optique.

Dans ce but, de nouvelles techniques pour la manipulation d’objets biolo-
giques furent développées. Celles-ci utilisent toujours des pinces optiques, mais
s’en servent afin de tirer sur des microbilles (de silice) collées sur la membrane
d’un globule rouge (Hénon et al., 1999 ; Mills et al., 2004) comme le montrent les
images sur la figure 1.9. Ces billes sont collées en étant déposées dans une suspen-
sion d’hématie maintenue à 4°C pendant 1h. Dans ces conditions elles adhèrent
spontanément à la membrane des globules rouges (Svoboda et Block, 1994). Si
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(a)

(c)

Figure 1.10 : Étirement de globules rouges dans un étireur optique. (a) Schéma
de principe de l’étireur optique. L’objet biologique est piégé entre deux faisceaux
contra-propageant non focalisés. En augmentant progressivement la puissance des
faisceaux, il est possible d’étirer l’objet. (b) Globule rouge sphérique (osmotique-
ment gonflé) faiblement déformé dans un étireur optique. (c) Globule rouge sphé-
rique très déformé dans un étireur optique. On peut observer le passage du globule
sphérique à une forme ellipsoïdale puis à une forme très allongée. Ces images sont
extraites de (Guck et al., 2000, 2001).

on évite ici de chauffer l’objet étudié, cette méthode peut présenter toutefois des
limitations. Le principal inconvénient que nous pouvons relever est le fait que
d’une expérience à une autre, l’aire de contact des billes sur la membrane peut
être différente. Ainsi la contrainte résultante exercée sur la membrane, dépendant
du contact entre celle-ci et les billes (Sigüenza et al., 2017), peut ne pas être
parfaitement connue et résulter sur des incertitudes de mesures des propriétés mé-
caniques. Dans le même temps Constable et al. (1993) ont réalisé un autre type
de système expérimental afin de piéger des petites particules diélectriques ou des
systèmes vivants. Les auteurs ont utilisé deux faisceaux laser contra-propageant
non focalisés, filtrés et dirigés à l’aide de fibres optiques. (Guck et al., 2000, 2001)
montrèrent par la suite qu’il était possible d’étirer des objets biologiques en utili-
sant le même type de montage expérimental comme nous pouvons l’observer sur la
figure 1.10. Ainsi il prit naturellement le nom d’étireur optique 1. Ce nouvel outil
est prometteur dans l’étude des propriétés mécaniques de matériaux biologiques,

1. Optical stretcher dans la littérature anglophone.
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non seulement parce qu’il permet une manipulation sans contact directe (et ainsi
d’éviter toute contamination des objets biologiques étudiés), mais aussi parce qu’il
limite le chauffage local utilisant des faisceaux laser non focalisés. Ces effets de
chauffage ne sont cependant pas complètement à négliger suivant les longueurs
d’onde utilisées (Delabre et al., 2015). Ainsi l’utilisation de l’étireur optique s’est
répandue pour la caractérisation mécanique de divers matériaux biologiques (Ek-
penyong, 2009 ; Lautenschläger et al., 2009 ; Smart et al., 2017). Il a de plus été
démontré que les propriétés mécaniques de cellules ou globules rouges pouvaient
être grandement modifiées quand ceux-ci ne sont pas sains (Guck et al., 2005 ;
Suresh et al., 2005 ; Park et al., 2008 ; Smart et al., 2017) ; par exemple dans le cas
de cancers, où l’élasticité du cytosquelette des cellules infectées est altérée. Des
connaissances plus profondes de ces propriétés mécaniques pourraient ainsi ser-
vir de marqueurs cellulaires à des fins de diagnostics via le développement, entre
autres, d’outils tel que la cytométrie en flux à partir de la déformabilité des cellules
(Lincoln et al., 2004 ; Choi et al., 2020). Cependant la mise en place de tels pro-
cédés nécessite une connaissance fine des interactions entre l’étireur optique et les
cellules testées. Certains modèles théoriques et numériques ont déjà été développés
dans le but d’améliorer la compréhension que nous avons de ces systèmes. Nous
pouvons citer les travaux de Guck et al. (2000) ; Bareil et al. (2006, 2007) ; Delabre
et al. (2015) ; Girot (2018) dans lesquels les contraintes sont calculées à partir de
modèles d’optiques géométriques et les déformations considérées sont de faibles
amplitudes. Ainsi que les études numériques de Sraj et al. (2010, 2012, 2015) où
les auteurs simulent la déformation d’objets biologiques (en utilisant le formalisme
des capsules (Barthès-Biesel, 1980)) avec une méthode d’élément de frontières et
calculent les contraintes optiques à partir de modèles d’optiques géométriques dy-
namiques. Le terme dynamique signifie ici qu’à chaque itération est calculée la
nouvelle intersection des différents rayons lumineux avec l’objet étudié.

Outre des objets biologiques, il est possible de manipuler à l’aide de pinces
optiques d’autres objets déformables tels que des gouttes liquides. Dans cette op-
tique, Ellingsen (2013) étudia la déformation de gouttes et de bulles induite par
un faisceau laser focalisé au centre de ces dernières. Il détermina la déformation
induite sur ces objets à partir du calcul des contraintes optiques par la théorie de
Mie en considérant des déformations de faibles amplitudes. Ces travaux couvrent
des cas utilisant des faisceaux étroits (ω0/R0 < 1 avec R0 le rayon initial de la
goutte ou de la bulle), des faisceaux larges (ω0/R0 ≫ 1), des pulses et des fais-
ceaux continus. Dans le cas des lasers pulsés, Ellingsen et Brevik (2012) se sont
aussi intéressés à l’impact de la force électrostrictive sur la déformation de gouttes.
Cette composante de la force électromagnétique est souvent négligée et nous ver-
rons cela plus en détail dans le chapitre suivant. Ces travaux se basent sur les
mêmes approximations initiales que (Brevik et Kluge, 1999). Finalement, Tapp
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Figure 1.11 : Gouttes de très faible tension interfaciale sculptées à l’aide de deux,
trois et quatre pinces optiques. La première série d’images est extraite de (Ward
et al., 2006) et a été obtenue expérimentalement. Les deuxième et troisième séries
(Tapp et al., 2014) sont des simulations numériques reproduisant qualitativement
les déformations obtenues expérimentalement.

et al. (2014) proposèrent aussi un modèle théorique et numérique afin de détermi-
ner la déformation de gouttes de faibles tensions interfaciales avec un ou plusieurs
pièges optiques (Ward et al., 2006). L’équilibre de l’interface est calculée à par-
tir des contraintes exercées dessus ; la pression de Laplace, la pression intérieure
et la pression de radiation optique. Se plaçant dans le régime de Rayleigh-Gans
(le champ électromagnétique n’est pas perturbé par la goutte), ils calculèrent la
pression de radiation en fonction des coefficients de transmission et réflexion de
Fresnel et utilisèrent un modèle de différences finies pour calculer la déformation
à 3 dimensions de la goutte au cours du temps. Les résultats obtenus présentent
un accord qualitatif avec les expériences de Ward et al. (2006) comme nous pou-
vons le voir sur la figure 1.11. Cependant, considérant le couplage complexe qu’il
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existe entre propagation d’onde et déformation d’interface comme nous l’avons vu
pour des interfaces planes, il peut être intéressant de résoudre en même temps que
l’hydrodynamique de l’interface, la propagation de l’onde dans la goutte.

1.3 Plan du manuscrit
Vis-à-vis de ce que nous venons de discuter et de la disponibilité d’un nombre

important de données expérimentales, il parait légitime de développer un outil
numérique résolvant à la fois l’écoulement d’interface et la propagation d’ondes
à travers celle-ci. Nous étudierons ainsi plusieurs cas de déformations d’interface
dans ces travaux. Avant cela, nous présenterons dans le prochain chapitre les diffé-
rents systèmes physiques que nous étudierons et la méthode numérique développée
et utilisée. Les chapitres 3, 4 et 5 seront consacrés à la présentation de nos résul-
tats numériques mis continuellement en parallèle avec des résultats expérimentaux
obtenus au sein de l’équipe optoflow.

Plus précisément, le chapitre 3 traitera de la déformation d’interfaces planes
déformées par les contraintes visqueuses induites par la force de diffusion dans
des phases turbides. Nous étudierons la dynamique de déformation de l’interface
dans deux cas distincts. Lorsque les contraintes capillaires sont plus grandes que
les contraintes visqueuses et le cas inverse, lorsqu’elles sont plus faibles et qu’il est
alors possible de déstabiliser l’interface, formant ainsi un jet. Nous caractériserons
alors ce jet induit sans contact à travers son rayon et son débit.

Nous nous intéresserons dans le chapitre 4 à la déformation d’interfaces planes
par la pression de radiation optique et acoustique. L’objectif étant de valider les
hypothèses sur lesquelles reposent la formation et l’équilibre de ces objets ; les
tétines sont des guides d’ondes mono ou multimodes et la formation des aiguilles
liquides se déclenche suite à une réflexion totale interne de l’onde sur les bords
de la déformation. Nous pourrons ainsi obtenir une meilleure compréhension des
phénomènes de couplage entre propagation de l’onde et déformation de l’interface.

Finalement le chapitre 5 aura pour sujet la déformation d’objets sphériques par
un ou deux faisceaux laser dans des configurations de pièges optiques. Ce dernier
chapitre sera scindé en deux parties distinctes. La première traitera uniquement
de gouttes liquides sous contraintes optiques induites par des faisceaux focalisés
en leur centre. La deuxième introduira la mécanique des objets biologiques et sera
axée sur l’étireur optique.
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Chapitre 2

Modèle physique, méthode
numérique et description des
systèmes expérimentaux de
références

Nous développerons dans ce chapitre la physique sous-jacente aux différents
systèmes étudiés ainsi que le modèle numérique développé et utilisé au cours de
cette thèse.

Nous entamerons ce travail par une description des différents mécanismes phy-
siques que peuvent induire des ondes acoustiques et électromagnétiques lors de
leur propagation dans des fluides et à travers leur interface. Nous poursuivrons en
détaillant l’hydrodynamique de nos systèmes en y incluant les forces et contraintes
résultant de la propagation d’ondes. Sera ensuite présenté le modèle numérique
basé sur la méthode des éléments de frontières. Finalement nous détaillerons suc-
cinctement les différents systèmes fluides expérimentaux auxquels nous nous réfé-
rerons tout au long de ce manuscrit.

2.1 Hydrodynamique des interfaces

2.1.1 Équations de conservations
Nous considérons un système fluide formé de deux phases immiscibles notées 1

(phase du bas) et 2 (phase du haut). Le système possède une symétrie cylindrique
définie par le repère orthonormé (er, eθ, ez) et est représenté à trois et deux
dimensions sur la figure 2.1. Les deux phases, séparées par une interface dont
l’épaisseur ne sera pas prise en compte, seront dénotées dans tout ce qui suit par
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2 ω0

ρ2, η2,
n2, (c2)

ρ1, η1,
n1, (c1)

er

ez

eθ

Interface BI

Fluide 2

Fluide 1

Onde incidente

αi

nt
BW1

BW2

Figure 2.1 : Schématisation à 3 et 2 dimensions d’un système diphasique dont
l’interface est initialement plane. L’axe z, parallèle à la propagation de l’onde,
est dirigé de la phase 1 vers la phase 2 et son origine est définie sur l’interface au
repos. Les frontières du domaine numérique, soient l’interface, les murs de la phase
1 et 2, sont respectivement appelés BI , BW1 et BW2. αi est l’angle d’incidence de
l’onde sur l’interface et t et n sont respectivement les vecteurs unitaires tangent
et normal à l’interface.

l’indice j = 1, 2. Elles possèdent chacune une masse volumique ρj, une viscosité ηj
et un indice de réfraction nj (ou vitesse du son cj). Tout au long de ce manuscrit,
n1 < n2 (ou c1 > c2). Les différentes forces présentes dans notre système sont : la
force de pression hydrostatique, la force gravitationnelle, les forces visqueuses, et
les forces induites par la propagation d’ondes.

Les phases fluides sont considérées comme étant incompressibles (hydrodyna-
miquement parlant) et respectent donc la conservation de la masse :

∇ · vj = 0 (2.1)

À partir de la conservation de la quantité de mouvement, nous pouvons dériver le
bilan des forces dans chaque phase qui est donné par l’équation de Navier-Stokes :

ρj

(
∂vj

∂t
+ (vj · ∇)vj

)
= −∇pj + ρjg + ηj∇2vj + f

ac/em
j (2.2)

Avec v le champ de vitesse, t la variable de temps, p la pression, g = −gez

le champ de gravité et fac/em la somme des forces induites par la propagation
d’ondes acoustiques ou électromagnétiques.

2.1.2 Contraintes à l’interface
L’équilibre de l’interface h(r) est régi par la balance entre d’un côté, la discon-

tinuité des contraintes hydrodynamiques et acoustiques/électromagnétiques et de
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l’autre, la pression de Laplace :{(
Sh
2 − Sh

1

)
+
(
Sac/em
2 − Sac/em

1

)}
· n = σκn (2.3)

Avec Sh et Sac/em respectivement les tenseurs des contraintes hydrodynamiques et
acoustiques/électromagnétiques. n est la normale à l’interface allant du milieu 2
à 1 tel que représenté sur la figure 2.1. σ est la tension interfaciale et κ dénote la
courbure moyenne locale que l’on peut écrire dans un repère cylindrique comme
(Chraibi, 2007) :

κ(r) =
1

r

rh′′(r) + h′(r)3 + h′(r)

(1 + h′(r)2)3/2
(2.4)

Où h′(r) = dh(r)/dr. Le tenseur des contraintes hydrodynamiques s’écrit :

Sh
j = −pjI + ηj

(
∇vj +∇vt

j

)
(2.5)

Avec I la matrice identité. Le deuxième terme du tenseur des contraintes provient
du tenseur de taux de déformations défini comme :

Dj =
1

2

(
∇vj +∇tvj

)
(2.6)

Afin de prendre en compte l’effet de la gravité, qui est une force conservative,
dans les contraintes sur l’interface, nous l’inclurons dans le champ de pression en
définissant un champ de pseudo-pression qj. Notons aussi que dans le cas où nous
nous intéressons aux contraintes optiques, une partie de la force électromagnétique
sera aussi introduite dans le champ de pseudo-pression. Cela concernera la force
électrostrictive qui n’a pas d’effet sur la hauteur de déformation comme nous le
verrons dans la partie 2.3.1.

Nous allons dans ce qui suit déterminer les contraintes acoustiques et optiques.

2.2 Effets mécaniques induit par une onde acous-
tique

2.2.1 La pression de radiation acoustique
Considérons une onde acoustique se propageant dans le système diphasique à

partir de la phase j = 2. L’onde est représentée par un modèle gaussien (Bertin,
2011), possède une fréquence f , est monochromatique de longueur d’onde λ = c2/f
avec c2 la vitesse du son dans la phase 2 et son extension radiale au col du faisceau
est notée ω0. Elle se propage suivant l’axe −ez.
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La pression exercée par l’onde sera notée pa et la vitesse eulérienne d’une
particule fluide en présence de l’onde sera notée ua. Nous pouvons aussi introduire
ϕ le potentiel de vitesse tel que ua = ∇ϕ et pa = −ρ∂ϕ/∂t.

Les contraintes acoustiques sont exprimées à partir du tenseur de Brillouin
(Brillouin, 1925) qui peut être écrit dans la phase fluide j :

Sac
j = (< Kj > − < Vj >)I − ρj < ua ⊗ ua > (2.7)

Avec I la matrice identité et, dans une approximation d’acoustique linéaire, <
Kj >= (ρj/2) < u2aj > la densité d’énergie cinétique acoustique moyenne et <
Vj >= 0.5 < p2aj > χSj la densité d’énergie potentielle acoustique moyenne (Wei
et al., 2004) avec χSj = 1/(ρjc

2
j) la compressibilité isentropique de la phase j. La

notation < A > représente la moyenne temporelle de la grandeur A. La pression
de radiation s’exprime comme :

Πrad = (Sac
2 − Sac

1 ) · n (2.8)

Approximation des ondes planes

Nous dérivons dans ce qui suit la pression de radiation dans l’approximation des
ondes planes. Cette approximation est notamment valable lorsque le diamètre du
transducteur acoustique est grand devant la longueur d’onde, ce qui est le cas dans
les expériences de Bertin (2011) qui nous serviront de références dans le chapitre
4. En effet, le transducteur acoustique utilisé dans la thèse de Bertin a un rayon
rT = 19mm et émet à une fréquence f = 2.25MHz dans l’eau dont la vitesse du
son est ceau = 1490m s−1. Ainsi, λ ≈ 660µm et 2a/λ ≈ 70 ≫ 1.

Considérons une onde plane progressive se propageant dans le plan (r,z) ayant
un angle d’incidence αi avec la normale à l’interface. Nous pouvons alors écrire les
potentiels de vitesse incident ϕi, réfléchi ϕr et transmis ϕt tels que :

ϕi = Ai exp
(
−iω

[(
z − h

c2

)
+ t

])
(2.9)

ϕr = Ar exp
(
−iω

[
−
(
z − h

c2

)
+ t

])
(2.10)

ϕt = At exp
(
−iω

[(
z − h

c1

)
+ t

])
(2.11)

En considérant la continuité de la pression et de la vitesse normale sur l’inter-
face z = h nous obtenons les relations suivantes :

30



CHAPITRE 2. MODÈLE PHYSIQUE ET MÉTHODE NUMÉRIQUE …

ρ2 (Ai + Ar) = ρ1At (2.12)

(Ai − Ar)
cosαi

c2
= At

cosαt

c1
(2.13)

Avec αt l’angle de l’onde transmise avec la normale à l’interface. Nous pouvons
alors calculer le coefficient de réflexion en intensité R qui est défini comme le
rapport des moyennes temporelles des densités énergétiques des ondes réfléchies et
incidentes. Pour une onde plane, nous avons :

R =
< Er >

< Ei >
(2.14)

R =
c2ρ2 < u2ar >

c2ρ2 < u2ai >
(2.15)

R =

(
Ar

Ai

)2

(2.16)

R =

(
ρ1c1 cosαi − ρ2c2 cosαt

ρ1c1 cosαi + ρ2c2 cosαt

)2

(2.17)

En exprimant la composante tangentielle des vecteurs d’ondes incidents, ré-
fléchis et transmis sur l’interface on a ki∥ = ω/c2 sinαi, kr∥ = ω/c2 sinαr et
kt∥ = ω/c1 sinαt. On remarque alors que αi = αr et que sinαi/ sinαt = c2/c1.
En réinjectant cette deuxième relation dans l’équation (2.17), on peut exprimer le
coefficient de réflexion uniquement en fonction de l’angle d’incidence :

R =

(
ρ1c1 cosαi − ρ2

√
c22 − c21 sin2 αi

ρ1c1 cosαi + ρ2
√
c22 − c21 sin2 αi

)2

(2.18)

De plus, il nous sera utile pour la suite de noter que le flux d’énergie incidente par
unité de surface est égal à la somme des flux réfléchis et transmis. Nous pouvons
écrire cette condition sous la forme suivante :

c2 < Ei > cosαi = c2 < Er > cosαi + c1 < Et > cosαt (2.19)

< Et >=
c2 cosαi

c1 cosαt

(1−R) < Ei > (2.20)

À partir du calcul du flux de quantité de mouvement dans chaque phase j (Landau
et Lifschitz, 1987) :

< Sac
j >=< Ej > k ⊗ k (2.21)
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Avec le symbole ⊗ qui représente le produit tensoriel et k le vecteur unitaire de
propagation d’onde. Nous pouvons alors calculer la pression de radiation exercée
sur l’interface :

Πrad = (< Sac
2 > − < Sac

1 >) · n (2.22)
Πrad = (< Ei > + < Er >) cos2 αi− < Et > cos2 αt (2.23)

Πrad = (< Ei > + < Er >) cos2 αi −
c2
c1

cosαt cosαi(1−R) < Ei > (2.24)

Πrad =< Ei > (cos2 αi(1 +R)− sinαi

sinαt

cosαt cosαi(1−R)) (2.25)

Πrad =< Ei > sinαi cosαi(
1 +R

tanαi

− 1−R

tanαt

) (2.26)

Avec < Ei >= ρ2 < u2ai >=< p2ai > /(c22ρ2) l’énergie acoustique incidente.

Sens de déformation de l’interface.

Si nous reprenons les images extraites de (Hertz et Mende, 1939) que nous
avons présentées sur la figure 1.3, nous observons que le sens de déformation ne
dépend pas de la direction de propagation de l’onde. Il dépend cependant du
contraste d’énergie acoustique entre les deux phases. Nous pouvons représenter cela
en reprenant l’équation (2.26) et en considérant une onde incidente en incidence
normale sur l’interface αi = 0.

Πrad =< Ei >

(
1 +R− (1−R)

c2
c1

)
(2.27)

Πrad =
2 < p2 >

2

c2Z2

(
Z2

2 + Z2
1 − 2ρ1ρ2c

2
2

Z2
2 + Z2

1

)
(2.28)

Avec Zj = ρjcj l’impédance acoustique du milieu j. Dans le cas où l’onde se
propagerait à partir du milieu 1, il suffit d’inverser les indices dans l’équation (2.28)
afin d’obtenir la nouvelle pression de radiation. Si le signe de celle-ci change, le
sens de déformation est modifié avec elle. Il est possible de tracer un diagramme
de phase montrant les domaines dans lesquels le sens de propagation de l’onde
a un impact sur le sens de déformation et ceux où il n’en a pas. Les couples de
fluides auxquels nous nous réfèrerons en acoustique au cours de cette thèse, étant
ceux utilisés par Bertin (2011) dans ses travaux, nous extrayons son diagramme
de phase et l’affichons sur la figure 2.2. Les zones blanches et noires correspondent
respectivement aux situations où le sens de déformation de l’interface est invariant
(la déformation se produit toujours du milieu dans lequel la vitesse du son est la
plus faible vers celui où elle est la plus grande) et au cas où il ne l’est pas. Les
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couples de fluides auxquels on se réfèrera dans le chapitre 4 font tous partie de la
zone blanche.

Nous avons aussi évoqué dans l’introduction, le streaming d’Eckart qui corres-
pond à la mise en place d’écoulements stationnaires dus à l’absorption visqueuse
d’une onde acoustique dans un fluide. Ne nous intéressant cependant pas à ce phé-
nomène dans ces travaux, nous ne rentrerons pas dans les détails de ce mécanisme
ici.

Figure 2.2 : Diagramme de phase extrait des travaux de Bertin (2011). Les zones
blanches et noires représentent respectivement le cas où le sens de propagation de
l’onde n’a pas d’incidence sur le sens de déformation et celui où il en a. Les cercles
rouges et carrés bleus dénotent le sens de propagation de l’onde. Dans le premier
cas, l’onde se propage à partir du milieu où la vitesse du son est la plus grande
et dans l’autre à partir du milieu où la vitesse est la plus faible. Quoi qu’il arrive,
dans la zone blanche, l’interface est toujours déformée de la phase 2 vers la phase
1 (c2 < c1).
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ÉLECTROMAGNÉTIQUE

2.3 Effets mécaniques induit par une onde élec-
tromagnétique

2.3.1 La pression de radiation optique
Comme pour le cas acoustique, nous pouvons dériver la force exercée par une

onde électromagnétique dans un milieu à partir d’un tenseur de contraintes. Celui-
ci s’écrit dans un milieu diélectrique j comme (Landau et Lifschitz, 1960) :

Sem
j =

1

2
ϵ0E

2
j ρj

∂ϵj
∂ρj

I − 1

2
ϵ0E

2
j ϵjI + ϵ0ϵjEj ⊗Ej (2.29)

Avec ϵ0 la permittivité diélectrique du vide, Ej, ρj et ϵj respectivement le champ
électrique, la masse volumique et la permittivité de la phase j. Notons de plus
que dans le cas de matériaux magnétiques, le tenseur comprend des termes liés au
champ magnétique. Ce tenseur est communément appelé le tenseur des contraintes
de Maxwell lorsqu’il est calculé dans le vide. En prenant la divergence de ce tenseur,
nous obtenons la force électromagnétique dans la phase j :

f em
j = ∇ · Sem

j (2.30)

f em
j =

1

2
ϵ0∇

[
E2

j ρj
∂ϵj
∂ρj

]
− 1

2
ϵ0
(
E2

j∇ϵj + ϵj∇E2
j

)
+ ϵ0∇ · (ϵjEj ⊗Ej) (2.31)

Le dernier terme peut être ré-écrit comme :

ϵ0∇ · (ϵjEj ⊗Ej) = ∇ · (Ej ⊗Dj) (2.32)

Avec Dj le champ d’induction électrique. D’après la loi de Gauss, nous avons
∇ ·Dj = 0. Ainsi l’équation (2.32) prend la forme suivante :

Dj∇ ·Ej (2.33)

Finalement en ré-injectant ce terme dans l’équation (2.31) nous obtenons :

f em
j =

1

2
ϵ0∇

[
E2

j ρj
∂ϵj
∂ρj

]
− 1

2
ϵ0E

2
j∇ϵj + (−Dj∇Ej +Dj∇ ·Ej) (2.34)

f em
j =

1

2
ϵ0∇

[
E2

j ρj
∂ϵj
∂ρj

]
− 1

2
ϵ0E

2
j∇ϵj +Dj∇×Ej (2.35)

f em
j =

1

2
ϵ0∇

[
E2

j ρj
∂ϵj
∂ρj

]
− 1

2
ϵ0E

2
j∇ϵj (2.36)

Le premier terme de cette force est appelé électrostriction et le deuxième corres-
pond à la pression de radiation.
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L’électrostriction est un effet transitoire dont le temps caractéristique est la
nanoseconde (pour des faisceaux dont l’extension radiale est de l’ordre du micro-
mètre (Brevik, 2018)). Ainsi, la pression élastique qui se développe dans le système
pour contrebalancer ses effets, atteint un état stationnaire avant que des effets hy-
drodynamiques n’interviennent. De ce fait, l’électrostriction n’a pas d’impact sur
la déformation d’interfaces fluides lorsque celles-ci sont éclairées par des faisceaux
continus. Nous verrons cela explicitement lorsque nous reviendrons sur l’équation
(2.3). Elle peut cependant avoir des effets notables lorsqu’une interface est illu-
minée par des pulses laser très courts. Le lecteur intéressé peut, entre autres, se
référer aux travaux de Ellingsen et Brevik (2012). Dans ceux-ci, les auteurs s’inté-
ressent théoriquement à des gouttes sous l’influence d’un pulse laser plus ou moins
long ; lorsqu’une onde acoustique parcourt la surface de la goutte dans un temps
plus court que la durée du pulse, l’électrostriction doit être considérée. Pour finir
sur l’électrostriction, il est en général précisé si la variation de permittivité est cal-
culée à température (Landau et Lifschitz, 1960) ou à entropie constante (Brevik et
Kluge, 1999). Comme les fluides étudiés sont non polaires, il n’est pas nécessaire de
faire la distinction, la permittivité dépendant uniquement de la masse volumique
et pouvant être calculée à partir de la relation de Clausius-Mossotti.

Concernant le terme lié à la pression de radiation, nous voyons directement
qu’il provient d’un saut de permittivité (ou d’indice de réfraction). Dans des fluides
homogènes, celui-ci sera donc uniquement présent à l’interface.

Notons aussi que l’on retrouve dans certaines expressions de la force électro-
magnétique un terme appelé terme d’Abraham :

fA
j =

n2
j − 1

c2
∂

∂t
(Ej ×Hj) (2.37)

Avec nj et Hj l’indice de réfraction et le champ magnétique de la phase j et c la
vitesse de la lumière dans le vide. Ce terme est à la base de la controverse entre les
théories de Minkowski et d’Abraham (Brevik, 2018). Dérivant du tenseur énergie-
impulsion d’Abraham il est en général très faible et fluctue très rapidement. Il peut
être mesuré dans des conditions expérimentales particulières, mais peut être négligé
aux fréquences optiques (Brevik et Kluge, 1999) et ne sera donc pas implémenté
dans le modèle numérique.

Souhaitant obtenir la pression de radiation, exprimons les contraintes sur l’in-
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terface.
Πrad = (Sem

2 − Sem
1 ) · n (2.38)

Πrad =

{
1

2
ϵ0

[(
E2

2ρ2
∂ϵ2
∂ρ2

− E2
1ρ1

∂ϵ1
∂ρ1

)
+ ϵ0

(
E2

1ϵ1 − E2
2ϵ2
)]

I+

ϵ0ϵ2E2 ⊗E2 − ϵ0ϵ1E1 ⊗E1

}
· n

(2.39)

En connaissant les champs électriques dans les deux milieux, nous pouvons cal-
culer la pression de radiation optique. Cependant, nous utiliserons ici le pendant
corpusculaire de la lumière, pour lequel le développement est plus concis, afin de
calculer la conservation de la quantité de mouvement à travers l’interface ; le résul-
tat obtenu est exactement le même que si nous considérions son aspect ondulatoire.
Nous référant à la figure 2.1 nous pouvons exprimer sur l’interface la quantité de
mouvement de l’onde incidente pi, de l’onde réfléchie pr et de l’onde transmise pt :

pi = pi (cosαin+ sinαit) (2.40)
pr = Rpi (− cosαin+ sinαit) (2.41)
pt = Tpi (cosαtn+ sinαtt) (2.42)

Avec R et T = 1 − R les coefficients de Fresnel de réflexion et transmission
en énergie et pj = 2πNh̄νnj/c l’amplitude de la quantité de mouvement dans la
phase j. N = N0 cosαi la quantité de photons arrivant sur un élément de surface
de l’interface, h̄ la constante de Planck et ν la fréquence optique. À partir de la
variation de quantité de mouvement du milieu 2 à 1, nous pouvons calculer la
pression de radiation comme :

Πrad =
I

c
cosαi {(n2 cosαi(1 +R)− n1 cosαtT )n

+(n2 sinαi(1−R)− n1 sinαtT ) t}
(2.43)

Par la relation de Descartes n1 sinαt = n2 sinαi on observe instantanément que la
composante tangentielle de la pression de radiation est nulle. On a alors :

Πrad =
I

c
n2 cosαi sinαi

(
1 +R

tanαi

− 1−R

tanαt

)
n (2.44)

Nous voyons que l’expression de la pression de radiation optique est équivalente à
celle en acoustique que nous avons obtenue dans l’équation (2.26). Ceci n’est pas
vraiment surprenant. Nous pouvons en effet noter une équivalence mathématique
entre les tenseurs de contraintes acoustiques et électromagnétiques sur laquelle
nous reviendrons un peu plus en détail lorsque nous présenterons la méthode nu-
mérique.
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Sens de déformation de l’interface

Nous avons calculé ici la pression de radiation optique exercée sur l’interface
pour une onde provenant du milieu 2. Dans le cas où elle se propagerait depuis le
milieu 1, il suffit d’inverser les indices dans l’équation (2.44) (ainsi que la normale à
l’interface). Nous observons alors que la pression de radiation optique est toujours
dirigée de la phase possédant le plus grand indice de réfraction vers celle possédant
le plus petit.

Nous avons considéré dans cette partie des phases fluides homogènes. De ce fait,
le terme lié à la pression de radiation dans la force électromagnétique (équation
(2.31)) a une influence uniquement sur l’interface. Si nous nous plaçons maintenant
dans le cas de fluides turbides, comme des systèmes fluctuants ou des suspensions,
cette force aura aussi un impact en volume.

2.3.2 La force de diffusion optique
Lorsqu’une onde électromagnétique se propage dans un milieu turbide, elle

rencontre des inhomogénéités d’indice de réfraction en volume. Lors de sa propa-
gation, l’onde va alors perdre de la quantité de mouvement qui va être transmise
aux particules en suspensions ou aux fluctuations de densité et les mettre en mou-
vement. Ces dernières vont à leur tour entrainer le fluide environnant et induire
des écoulements permanents. Nous appelons force de diffusion, la force volumique
responsable de ce phénomène. Il est cependant nécessaire, afin d’avoir une force
qui se développe pleinement en volume, que le système étudié soit suffisamment
transparent optiquement. Cette condition peut se traduire par :

ϖL≪ 1 (2.45)

Avec ϖ = (−1/I)dI/dz le coefficient d’atténuation du faisceau et L la longueur de
la phase fluide.

La force de diffusion, provenant de la pression de radiation exercée sur un
ensemble de diffuseurs présent dans la phase fluide j, est proportionnelle à la
quantité de mouvement ainsi qu’au coefficient d’atténuation.

f scatt
j = pjϖj (2.46)

Afin d’en donner une expression en fonction des propriétés des fluides, il faut
calculer le champ diffusé par les hétérogénéités du fluide. Celui-ci dépend d’un
facteur de structure S = ⟨|δρ|2⟩ qui décrit la corrélation entre les fluctuations de
densité δρ. S est calculé dans l’approximation d’Ornstein-Zernike communément
utilisé dans des problèmes de diffusion de la lumière dans des fluides critiques
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(Berne et Pecora, 1990). À partir de là, nous pouvons déduire la fraction d’intensité
diffusée I(q, R)/I0 à une distance R d’un volume de diffuseur V :

I(q, R)

I0
=

(
π2

λ40

)(
∂ϵr
∂Φ

)2

kBTχT

[
1

1 + (qξ)2

](
V

R2

)
sin2 ϕp (2.47)

Avec I0 l’intensité du faisceau incident, q = |ki − kd| = 2ki sin(θ/2) où ki et kd

sont respectivement les vecteurs d’ondes de l’onde incidente et diffusée. λ0 est la
longueur d’onde dans le vide et θ l’angle de diffusion. ξ et Φ représentent la lon-
gueur de corrélation et la concentration des diffuseurs et χT est la compressibilité
isotherme. Nous pouvons réécrire (qξ)2 = α(1− cos θ) avec α = 2(2π

√
ϵrξ/λ0)

2 et
ϵr = n2. Et pour finir, ϕp est l’angle entre la polarisation de l’onde incidente et la
direction dans laquelle elle est diffusée kd.

Lorsque l’onde incidente est diffusée avec un angle θ sa quantité de mouvement
diminue d’un facteur −h̄ki cos θ. Ainsi, en intégrant sur une sphère de rayon R
la variation de quantité de mouvement h̄ki(1 − cos θ), corrigée par la fraction
d’intensité diffusée (équation (2.47)), nous obtenons la perte moyenne de quantité
de mouvement dans la direction ki. Finalement, en utilisant la seconde loi de
Newton, nous déterminons la force de diffusion dans la phase j :

f scatt
j (r) =

njI(r)

c

(
π3

λ40

)(
∂ϵr
∂Φ

)2

kBTχTg(α)
ki

|ki|
(2.48)

Avec g(α) = 1/α4 [8/3α3 + 2α2 + 2α− (2α2 + 2α + 1) ln(1 + 2α)]. Un calcul plus
détaillé de cette force est présenté en annexe A. Il peut être intéressant, en plus de la
condition (2.45), de déterminer pour quels types de systèmes, la diffusion de l’onde
incidente produit un écoulement ou pousse seulement les hétérogénéités d’indices
de réfraction. Nous pouvons, à partir de l’équation de Navier-Stokes (équation
(2.2)) donner un ordre de grandeur pour la vitesse de l’écoulement induit :

ηj∇2vscattj ≈ f scatt
j (2.49)

Initialement, seuls les diffuseurs dans le faisceau laser sont poussés et nous consi-
dérons donc ω0, l’extension radiale de celui-ci, comme la longueur pertinente.

vscattj ≈ f scatt
j

ω2
0

ηj
(2.50)

Dans le cas où nous nous intéressons à la vitesse d’un diffuseur unique, il nous
faut comparer la force de pression de radiation aux forces de frottements visqueux
agissant dessus ; comme ont pu le faire Savchenko et al. (1997) ou Wunenbur-
ger et al. (2011). La force de pression de radiation exercée sur un diffuseur peut
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s’exprimer comme f chro
j = ΩnjI/c et la force résultante des frottements visqueux

comme f η
j = −6πηjRdv

chro. Avec Ω la section efficace d’absorption et Rd et vchro
respectivement le rayon et la vitesse du diffuseur. Le nom « chro » est un diminutif
pour chromatographie. Nous avons choisi ce nom, car la chromatographie optique
repose justement sur le fait de discriminer des diffuseurs d’indices de réfraction
différents sans pour autant induire des écoulements (Kaneta et al., 1997 ; Hart
et al., 2007). Nous obtenons alors :

vchroj ≈ ΩnjI

6πηjRd

(2.51)

Combinant les équations (2.50) et (2.51) nous obtenons le rapport :

vscattj

vchroj

=
ω2
0ϖj

Ω
(2.52)

Des écoulements se mettent en place lorsque vscattj

vchroj
≫ 1. Ayant considéré un régime

de diffusion unique, nous pouvons écrire ϖ ≈ ΩNd avec Nd le nombre de diffuseurs
par unité de volume. La condition que nous venons de poser est donc satisfaite
lorsque :

Φ ≫ R2
d

ω2
0

(2.53)

Avec, nous le rappelons, Φ = (4/3π)NdR
3
d la concentration de diffuseurs.

2.4 Adimensionnement et système général
Afin de proposer un modèle numérique universel, nous souhaitons adimension-

ner les grandeurs et équations régissant la dynamique et l’équilibre de l’interface
de nos systèmes.

La taille des déformations étant du même ordre de grandeur que l’extension
radiale du faisceau, nous choisissons Lc = ω0 comme longueur caractéristique.
L’indice c signifie « caractéristique ».

Concernant la dynamique de déformation, nous avons mentionné dans l’intro-
duction l’étude de Wunenburger et al. (2006) dans laquelle ils ont généralisé un
modèle à un fluide élaboré initialement par (Komissarova et al., 1988). Wunenbur-
ger et al. ont alors montré que la dynamique de déformation se trouvait dans un
régime d’ondes de surface suramorties. Dans ce régime, le temps caractéristique de
déformation correspond à un temps de relaxation visqueux tel que τc ≈< η > ω0/σ.
De ces deux premières grandeurs caractéristiques, nous définissons une vitesse vis-
queuse vc = ω0/τ = σ/ < η >, avec < η >= (η1 + η2)/2 qui correspond à la
moyenne des viscosités des deux phases fluides en contact.
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Finalement, en reprenant l’équation de Navier-Stokes (équation (2.2)) nous
obtenons une pression caractéristique en comparant les forces de pressions et les
forces visqueuses pcj = ηjvc/ω0.

Considérant des écoulements à bas nombre de Reynolds (Rej = ρjω0vcj/ηj ≪
1) en acoustique (Issenmann et al., 2011) et en optique (Casner, 2002) les équations
(2.1) et (2.2) peuvent être adimensionnées comme :

∇∗ · v∗ = 0

−∇∗p∗j +∇2v∗
j +

ω0

pcj

(
ρjg + f

ac/em
j

)
= 0

(2.54)

Avec ∗ dénotant une grandeur sans dimension. Nous avons ici plusieurs points à
mettre en avant.

Dans le cas acoustique, nous considérons uniquement des effets de pression de
radiation agissant sur l’interface fac

j = 0. (ii) De plus, la force de gravité sera
introduite dans un terme de pseudo-pression. (iii) Dans le cas de l’optique, lorsque
le système fluide est homogène, seule la composante d’électrostriction est présente
dans la force en volume. Dans ce cas, cette composante est aussi incluse dans
le champ de pseudo-pression. (iv) Si le système fluide est turbide, nous avons la
composante d’électrostriction ainsi que la composante de pression de radiation
en volume qui donne naissance à la force de diffusion. Finalement, le système
d’équations (2.54) peut être ré-écrit comme :

∇ · v = 0

−∇qac/emj +∇2vj = −f
ac=0/scatt
j

qacj = p+ ρjgz

qemj = p+ ρjgz −
1

2
ϵ0∇

[
E2

j ρj
∂ϵj
∂ρj

] (2.55)

Nous avons délibérément omis les ∗ afin d’alléger l’écriture. Dans tout ce qui suit,
les équations seront adimensionnées.

Il nous reste à ré-exprimer les contraintes sur l’interface. Que ce soit en acous-
tique ou en optique, en adimensionnant la pression de radiation avec la pression
de Laplace Π∗

rad = Πradω0/σ, nous avons :

2

1 + λ

(
λSh

2 · n− Sh
1 · n

)
= (κ−Boz − Πrad)n (2.56)

Avec Sh
j = −qac/emj I + (∇v +∇vt) le tenseur des contraintes hydrodynamiques

sans dimensions corrigé par la pseudo-pression. Le rapport des viscosités est défini
par λ = η2/η1 et Bo le nombre de Bond compare les effets de la gravité et de la
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capillarité :
Bo =

∆ρgω2
0

σ
(2.57)

Où ∆ρ = ρ2−ρ1 < 0. Nous définissons aussi le nombre Π0 qui représente le rapport
entre la pression de radiation et la pression de Laplace pour r = 0 et θi = 0 :

Π0 =
Πrad(r = 0, θi = 0, θt = 0)

σ/ω0

(2.58)

Pour finir, nous réaliserons un suivi Lagrangien de l’interface tel que :

dx(t)

dt
= v(t) x ∈ BI (2.59)

Considérant des fluides immiscibles et une condition de non-glissement sur l’inter-
face, nous avons continuité des vitesses sur l’interface :

v1 = v2 x ∈ BI (2.60)

Et nous considérons une condition de non-glissement sur les parois du domaine
numérique telle que :

vj = 0 x ∈ BWj (2.61)

2.5 La méthode des éléments de frontières
2.5.1 L’équation de Stokes
Le problème fondamental de Stokes

La méthode des éléments de frontières (que nous appellerons aussi par la suite
BEM 1) est aujourd’hui très répandue pour résoudre des problèmes d’hydrodyna-
mique. Elle permet d’alléger la résolution de problèmes numériques qui seraient
résolus à trois dimensions avec des méthodes classiques de volumes finis en rédui-
sant la dimensionnalité du problème à deux (voire une) dimensions. Elle fut utilisée
pour des problèmes aussi variés que, l’entrainement visqueux d’une interface fluide
(Lister, 1989), la déformation de gouttes sous l’effet d’un champ électrostatique
(Sherwood, 1988), l’écoulement et la déformation d’un (Kwak et Pozrikidis, 2001 ;
Kaoui et al., 2008) ou de plusieurs (Veerapaneni et al., 2009) globules rouges ou en-
core la déformation de filaments flexibles dans un écoulement (Tornberg et Shelley,
2004). Devant calculer la courbure et la pression de radiation à chaque itération
qui sont étroitement liées à la forme de l’interface, la méthode des éléments de

1. Pour Boundary Element Method, sigle utilisé dans la littérature anglophone.
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frontières, qui permet un suivi précis de cette dernière, est parfaitement adaptée
à nos besoins.

Le système physique à résoudre comme présenté sur la figure 2.1, correspond à
un domaine cylindrique enfermant deux phases fluides séparées par une interface
plane sans épaisseur soumise à des contraintes extérieures. Nous cherchons donc
ici à déterminer le champ de vitesse v = (vr, vθ, vz) sur l’interface représentée par
la frontière BI ainsi que les contraintes t = (tr, tθ, tz) sur l’interface BI et sur les
parois BWj. Ces champs satisfont en tout point le système d’équations formé par
la conservation de la masse et la conservation de la quantité mouvement (équation
de Stokes) :

∇ · vj = 0

∇ · Sh
j + f em

j = −∇qj +∇2vj + f em
j = 0

(2.62)

Nous rappelons que les équations sont présentées sans dimensions. La pression
qj est elle aussi inconnue, mais nous verrons que la résolution se faisant en sur-
face, nous n’avons pas besoin de la déterminer afin de calculer la déformation de
l’interface.

Afin d’établir la solution du problème fondamental de Stokes à travers les
fonctions de Green, nous nous baserons dans ce qui suit sur les travaux de La-
dyzhenskaya (1987). Le problème fondamental de Stokes consiste à déterminer les
inconnues que sont les vitesses et les contraintes à travers la somme de champs de
vitesses et de contraintes fictifs induits par une somme de forces ponctuelles. Nous
pouvons l’écrire :

∇ · v̂k = 0

−∇q̂k +∇2v̂k + fk = 0
(2.63)

Avec k = (r, θ, z), fk = δ(x−y)ek une force unitaire ponctuelle appliquée en y et
ek le vecteur unitaire suivant la composante k. Le vecteur ûk(x,y) et la grandeur
q̂k(x,y) sont respectivement la vitesse et la pression fictive induites au point x
par la force ponctuelle. Les solutions de ce système d’équations sont ce que l’on
appelle les fonctions de Green, que l’on peut représenter par le tenseur d’ordre
deux V̂ avec les composantes v̂ik et le vecteur q̂ dont les composantes sont q̂k avec
i, k = r, θ, z. À trois dimensions, ces fonctions s’écrivent :

V̂ =
1

8π

[
I
d
+

dd

d3

]
(2.64)

q̂ =
1

4π

d

d3
(2.65)

Avec d = |d| la norme du vecteur d = x−y. Nous pouvons alors donner l’expression
du tenseur fictif des contraintes hydrodynamiques comme :

Ŝh = −q̂I +∇V̂ +∇tV̂ = −q̂I + K̂ (2.66)
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Avec K̂ le tenseur d’ordre trois représentant les contraintes visqueuses :

K̂ = − 3

4π

(
ddd

d5

)
(2.67)

Afin de proposer une résolution numérique au problème fondamental de Stokes
nous passons par sa représentation intégrale.

représentation intégrale

À partir des couples de champs (v,Sh) et (v̂, Ŝh), respectivement solution
des systèmes d’équations (2.62) et (2.63), nous pouvons dériver le théorème de
réciprocité (aussi appelé le second théorème de Green) :∫

V

∇ ·
(
v · Ŝh

)
dVx =

∫
V

v · ∇ · ŜhdVx + 2

∫
V

D(v)D(v̂)dVx (2.68)∫
V

∇ ·
(
v̂ · Sh

)
dVx =

∫
V

v̂ · ∇ · ShdVx + 2

∫
V

D(v̂)D(v)dVx (2.69)

L’intégration se fait au point d’observation x. En utilisant le théorème de la diver-
gence (ou théorème d’Ostrogradsky) sur le membre de gauche des deux précédentes
équations et effectuant leur différence, nous obtenons :∫

∂V

[
v · Ŝh − v̂ · Sh

]
· ndSx =

∫
V

[
v · ∇ · Ŝh − v̂ · ∇ · Sh

]
dVx (2.70)

Utilisant les propriétés des champs de contraintes hydrodynamiques, on obtient
finalement : ∫

∂V

[
V̂ · Sh − v · Ŝh

]
· ndSx =

∫
V

[
v · f − V̂ · f em

]
dVx (2.71)

Où l’intégration du premier terme du membre de droite donne :

∫
V

v · fdVx =


v(y) pour y ∈ V

1

2
v(y) pour y ∈ S

0 pour y /∈ V

(2.72)

Notre problème étant axisymmétrique, nous pouvons réduire les intégrales surfa-
ciques de l’équation (2.71) en intégrales linéiques en introduisant les fonctions de
Green ˆ̄S et ˆ̄V indépendantes de θ tel que :

ˆ̄V =

∫ 2π

0

V̂dθx (2.73)
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ˆ̄Sh =

∫ 2π

0

Ŝh · ndθx (2.74)

En introduisant le vecteur de contraintes t = Sh · n, nous obtenons finalement
dans chaque phase :

∫
∂S

[
ˆ̄V · t− v · ˆ̄Sh · n

]
rxdC = −

∫
∂S

ˆ̄V · f emrxdC +


v(y) y ∈ V

1

2
v(y) y ∈ S

0 y /∈ V

(2.75)

Avec C le contour fermé de la surface S. Les équations (2.73) et (2.74) sont inté-
grées analytiquement en se basant sur les travaux de Graziani (1989). L’équation
(2.75) nous permet alors de calculer les contraintes et le champ de vitesse sur l’in-
terface et les frontières du domaine numérique, mais aussi, de calculer le champ
de vitesse en tout point des deux phases. Nous mettrons de côté dans ce qui suit
la composante provenant des forces non conservatives (premier terme de l’équa-
tion (2.75)) dans la discrétisation du système, celle-ci étant calculée séparément
au moyen de quadratures de Gauss (Kontoni et al., 1991).

Discrétisation de l’équation intégrale.

Discrétisons maintenant l’équation (2.75). Le contour C est formé des frontières
BW1 et BW2 ainsi que de l’interface BI . Les frontières sont discrétisées avec des
éléments de longueur constante tandis que l’on pourra utiliser des éléments de
longueur variable sur l’interface. Le système numérique ressemble typiquement à
ce qui est présenté sur la figure 2.3.

L’interface est discrétisée avec n0 points, le milieu 1 avec n1 points et le milieu
2 avec n2 points. Nous avons un total de N = n1 + n2 points.

Sur chaque segment, les valeurs des vecteurs vitesses et contraintes sont prises
comme constantes ce qui nous permet d’écrire dans les deux phases :

n1∑
o=1

∫
Co

[
ˆ̄V · t(x)− v(x)

ˆ̄Sh

]
rxdC =

1

2
vs s = 1, n1 (2.76)

N∑
o=n1+1

∫
Co

[
ˆ̄V · t(x)− v(x)

ˆ̄Sh

]
rxdC =

1

2
vs s = n1 + 1, N (2.77)

(2.78)

Avec o l’indice du point d’observation et s l’indice du point source. Les fonctions
de Green sont aussi considérées comment étant constantes sur chaque segment et
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Figure 2.3 : Exemple de discrétisation du domaine numérique. L’interface est
dans ce cas maillée linéairement. Sont reportées sur les frontières les conditions aux
limites liées à la propagation d’ondes. Avec ωz(L2) et qz(L2) l’extension radiale du
faisceau et son rayon de courbure sur la frontière de la phase 2. zR représente la
longueur de Rayleigh.

peuvent être ré-écrites comme :

ˆ̄Vos =

∫
Co

ˆ̄VrxdC (2.79)

ˆ̄Sh
os =

∫
Co

ˆ̄ShrxdC +
1

2
δos (2.80)

Avec δos le symbole de Kronecker. Les équations précédentes prennent alors les
formes suivantes :

n1∑
o=1

ˆ̄Vos · to −
N∑

o=n1+1

ˆ̄Sh
osvo = 0 s = 1, n1 (2.81)

N∑
o=n1+1

ˆ̄Vos · to −
n1∑
o=1

ˆ̄Sh
osvo = 0 s = n1 + 1, N (2.82)
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Les conditions aux limites données dans la section précédente que sont, la conti-
nuité des vitesses sur l’interface, la condition de non-glissement sur les frontières
du domaine (condition donnée dans l’équation (2.61)) et le saut de contraintes sur
l’interface se traduisent par :

vo = vN−o+1 o = 1, n0 (2.83)
n1∑

o=n0+1

ˆ̄Sh
osvo = 0 (2.84)

N∑
o=N−n0+1

ˆ̄Sh
osvo = 0 (2.85)

2

1 + λ
(λto + tN−o+1) = ∆to o = 1, n0 (2.86)

Ce qui nous donne finalement le système suivant :

n1∑
o=1

ˆ̄Vos · to −
n0∑
o=1

ˆ̄Sh
osvo = 0 s = 1, n1 (2.87)

N∑
o=N−n0+1

ˆ̄Vos · to − λ

n0∑
o=1

ˆ̄V(N−o+1)s · to −
n0∑
o=1

ˆ̄Sh
(N−o+1)svo =

− 1 + λ

2

n0∑
o=1

ˆ̄V(N−o+1)s ·∆to s = n1 + 1, N

(2.88)

Nous obtenons donc un système d’équations linéaires avec 2N inconnue (compo-
santes r et z) qui peut être mis sous la forme :

Lυ = b (2.89)

Avec L une matrice 2N × 2N contenant les fonctions de Green, υ est le vecteur
d’inconnues et b les membres de droites du système. Ce système est résolu numé-
riquement avec une procédure de pivot de Gauss par factorisation LU.

Nous pouvons alors calculer les inconnues en vitesses et en contraintes sur
toutes les frontières du domaine pour n’importe quel saut de contraintes donné.
Dans notre cas, ce dernier contient la pression de radiation acoustique ou optique
qui sera aussi calculée par la méthode des éléments de frontières afin de prendre en
compte à chaque itération du calcul la propagation d’une onde incidente gaussienne
sur l’interface déformée.
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2.5.2 L’équation d’Helmholtz
Les détails de calculs de cette partie se basent sur les ouvrages de Colton

et Kress (2013) et Kirkup (2007). La méthode numérique implémentée repose
largement sur les travaux de Kirkup qui propose en libre accès sur son site internet 2

les routines qu’il présente dans son livre.

L’équation d’Helmholtz

Reprenons le même raisonnement que lors de la résolution de l’équation de
Stokes.

Nous cherchons à résoudre la propagation d’ondes acoustiques dans deux phases
fluides distinctes et immiscibles séparées par une interface plane sans épaisseur. La
propagation de l’onde peut être déterminée à partir du potentiel de vitesse ϕ(x, t)
avec x le vecteur position. Le champ de vitesse et la pression dans chaque phase
s’obtiennent à partir de ce potentiel comme :

uj = ∇ϕj (2.90)

pj = − 1

ρj

∂ϕj

∂t
(2.91)

Le potentiel de vitesse satisfait l’équation homogène d’Helmholtz dans chaque
phase j :

∂2ϕj

∂t2
− c2j∆ϕj = 0 (2.92)

Avec, comme précédemment, ρj et cj la masse volumique et la vitesse du son dans
la phase j = 1, 2. Considérant des ondes harmoniques nous pouvons ré-écrire le
potentiel de vitesse :

ϕj(x, t) = ψj(x) e−iωt (2.93)

Avec ω > 0 la pulsation de l’onde. Ainsi la partie spatiale du potentiel satisfait
l’équation d’Helmholtz homogène réduite :

∇2ψj + k2ψj = 0 (2.94)

Avec kj = ω/cj le nombre d’onde.
Comme pour le problème fondamental de Stokes, considérons un potentiel de

vitesse fictif ψ̂(x) induit par une force unitaire ponctuelle appliquée en un point
y :

∇2ψ̂(x) + k2ψ̂(x) = −δ(x− y) (2.95)

2. http ://www.boundary-element-method.com/helmholtz/

47



2.5. LA MÉTHODE DES ÉLÉMENTS DE FRONTIÈRES

La solution de cette équation peut être donnée par la fonction de Green G(x,y)
qui s’écrit à trois dimensions :

G(x,y) =
1

4π

eikd
d

(2.96)

Avec d = |d| = |x− y|. Cette fonction satisfait aussi la condition de radiation de
Sommerfeld :

lim
d→∞

d

(
∂ψ

∂d
− ikψ

)
= 0 (2.97)

Qui est un prérequis physique qui assure que toutes les ondes diffusées s’éloignent
de leurs sources. Notons aussi qu’en utilisant la symétrie de la fonction de Green
et de la force ponctuelle par rapport à x ou y il est possible dans ce qui suit
d’interchanger ces deux variables.

Représentation intégrale

Le premier théorème de Green nous permet d’écrire :∫
V

ψ∇2ψ̂dVy =

∫
∂V

ψ
∂ψ̂

∂ne

dSy −
∫
V

(
∇ψ · ∇ψ̂

)
dVy (2.98)

Avec ne la normale à la surface dirigée vers l’extérieur. L’équation (2.98) nous
permet de dériver le théorème de réciprocité :∫

V

(
ψ∇2ψ̂ − ψ̂∇2ψ

)
dVy =

∫
∂V

ψ
∂ψ̂

∂ne

dSy −
∫
∂V

ψ̂
∂ψ

∂ne

dSy (2.99)

Utilisant les équations (2.94) et (2.95) et remplaçant le potentiel fictif par la fonc-
tion de Green nous obtenons :∫

∂V

(
ψ
∂G

∂ne

−G
∂ψ

∂ne

)
dSy = −

∫
V

ψδ(x− y)dVy (2.100)

Où le membre de droite est égal à :

∫
V

ψδ(x− y)dVy =


ψ(x) x ∈ V

1

2
ψ(x) x ∈ ∂V

0 x /∈ V

(2.101)

Nous pouvons ré-écrire ces équations en termes d’opérateurs intégrales afin de
suivre les mêmes notations que Kirkup (2007) :

{Ma}∂V (x) ≡
∫
∂V

∂G

∂ne

(x,y)a(y)dSy (2.102)

{La}∂V (x) ≡
∫
∂V

G(x,y)a(y)dSy (2.103)
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Avec a une fonction scalaire quelconque. L’équation (2.100) peut alors s’écrire :

{Mψ}∂V (x) + ψ(x) = {Lun}∂V (x) x ∈ V (2.104)

{Mψ}∂V (x) +
1

2
ψ(x) = {Lun}∂V (x) x ∈ S (2.105)

Avec un = (∂ψ)/(∂ne). Nous pouvons, à partir des équations précédentes, calculer
le potentiel de vitesse sur les frontières du domaine ou en tout point x dans le
volume. Cependant, ces équations présentent certaines limitations. Dans le cas où
une condition limite de Dirichlet est utilisée, les équations (2.104) et (2.105) sont
des équations intégrales de Fredholm de premières espèces. Ces équations sont
en général problématiques pour la résolution numérique, les matrices en résultant
et représentant le système linéaire à résoudre étant mal conditionnées (Delves et
Mohamed, 1985). Il est cependant possible de reformuler ces équations. Prenons
pour commencer l’équation (2.104) dont nous dérivons tous les termes par un
vecteur quelconque vx(x) :

∂

∂vx

{Mψ}∂V (x) +
∂ψ(x)

∂vx

=
∂

∂vx

{Lun}∂V (x) x ∈ V (2.106)

Que l’on peut écrire :

{Nψ}∂V (x;vx) +
∂ψ(x)

∂vx

=
{
M tun

}
∂V

(x;vx) (2.107)

Avec les nouveaux opérateurs introduits :{
M ta

}
∂V

(x;vx) ≡
∫
∂V

G(x,y)a(y)dSy (2.108)

{Na}∂V (x;vx) ≡
∂

∂vx

∫
∂V

∂G(x,y)

∂ne

a(y)dSy (2.109)

Notons que les quatre opérateurs donnés jusqu’ici ne possèdent pas les mêmes
propriétés de continuité. Pour une fonction a(x) les opérateurs {La}∂V (x) et
{Na}∂V (x;vx) sont continus à travers la frontière ∂V . Tandis que les opéra-
teurs {Ma}∂V (x) et {M ta}∂V (x;vx) sont discontinus sur ∂V . Leurs propriétés
de continuité s’écrivent :

lim
ϵ→0

{Ma}∂V (x+ ϵne) +
1

2
a(x)

lim
ϵ→0

{Ma}∂V (x− ϵne)−
1

2
a(x)

 = {Ma}∂V (x) (2.110)

lim
ϵ→0

{
M ta

}
∂V

(x+ ϵne)−
1

2
a(x)

lim
ϵ→0

{
M ta

}
∂V

(x− ϵne) +
1

2
a(x)

 =
{
M ta

}
∂V

(x) (2.111)
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Ces conditions de continuité nous permettent finalement de transformer l’équation
(2.107) dans la limite où x approche de la frontière ∂V avec vx = ne en :

{Nψ}∂V (x;ne) =

{(
M t − 1

2
I
)
un

}
∂V

(x;ne) x ∈ S (2.112)

Un dernier problème se présente ici. Cette fois, cette équation est hypersingulière
pour des conditions limites de Neumann. Afin de définitivement lever ces singula-
rités, nous prenons une équation couplant l’équation (2.105) et l’équation (2.112) :{(

M +
1

2
I + µN

)
ψ

}
∂V

(x;ne) ={(
L+ µ

(
M t − 1

2
I
))

un

}
(x;ne) x ∈ S

(2.113)

Avec µ = i/(k + 1) un paramètre de couplage. C’est cette équation qui sera dis-
crétisée et utilisée pour calculer le champ dans les deux phases fluides. Pour la
résolution, il faudra prendre aussi en compte la condition aux limites suivante :

α(x)ψ(x) + β(x)un(x) = ζ(x) (2.114)

Avec α, β, ζ des fonctions complexes définies sur les frontières du domaine. Dans
notre cas, nous choisissons une condition sur les frontières qui dérive directement
de l’équation de Sommerfeld (2.97) :

∂ψ

∂d
= ikψ (2.115)

∂ψ

∂ne

∂ne

∂d
= ikψ (2.116)

En écrivant ∂ne

∂d
= d

d·ne
(voir section 3.2.4 de (Kirkup, 2007)) et en considérant,

comme précédemment, que lorsque x → ∂V , d = ne, nous obtenons finalement

un = −ikψ (2.117)

Avec γ = β/α = ik et ζ(x) le terme source. Considérant une onde incidente du
milieu 2, ζ représente la source gaussienne sur la frontière telle que représentée sur
la figure 2.3. Finalement, il faut aussi tenir compte de la continuité de la pression
sur l’interface :

p1 = p2 (2.118)
ρ1ωψ1 = ρ2ωψ2 (2.119)

ainsi que de la continuité de la vitesse normale :

un1 = −un2 (2.120)
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Discrétisation de l’équation intégrale

Considérons le même maillage que pour la résolution de l’équation de Stokes
avec n0 points sur l’interface, n1 points dans le milieu 1 et n2 points dans le milieu
2. Prenons le cas d’un opérateur dans le milieu 1 :

{Lψ}∂V (x) =

n1∑
n=1

∫
∆∂Vn

G(x,y)ψndSy (2.121)

Avec, là aussi comme pour la résolution de l’équation de Stokes, ψn une constante
sur chaque élément de frontière :

{Lψ}∂V (x) =

n1∑
n=1

ψn {L}∆∂Vn
(x) (2.122)

Les opérateurs peuvent s’écrire pour chaque phase :

Lmn = {L}∆∂Vn
(xm) =

∫
∆∂Vn

G(xm,y)dSy

Mmn = {M}∆∂Vn
(xm) =

∫
∆∂Vn

G

ne

(xm,y)dSy

M t
mn =

{
M t
}
∆∂Vn

(xm;vx) =
∂

∂vx

∫
∆∂Vn

G(xm,y)dSy

Nmn = {N}∆∂Vn
(xm;vx) =

∂

∂vx

∫
∆∂Vn

G

ne

(xm,y)dSy

(2.123)

Avec m = 1, 2, .., nj. Tous ces opérateurs peuvent donc être représentés par des
matrices nj × nj. Dans le cas où x /∈ ∆∂Vn les intégrales précédentes sont calcu-
lables avec des quadratures de Gauss à 8 points. Lorsque x ∈ ∆∂Vn les opérateurs
{L}∆∂Vn

(x) et {N}∆∂Vn
(x;vx) présentent des singularités. Ces singularités sont

levées en utilisant les propriétés asymptotiques des fonctions de Green suivantes :

lim
(y→x)

(G(x,y)−G0(x,y)) = O(r0) (2.124)

lim
(y→x)

(
∂2G

∂vx∂ne

(x,y)− ∂2G0

∂vx∂ne

(x,y) +
1

2
k2G(x,y)

)
= O(r0) (2.125)

Avec x, y ∈ ∂V et G0(x,y) la fonction de Green solution de l’équation de Laplace
(qui n’est autre que la solution de l’équation d’Helmholtz avec k = 0) :

G0(x,y) =
1

4πr
(2.126)
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Les singularités peuvent être levées en ré-écrivant les opérateurs {L}∆∂Vn
(x) et

{N}∆∂Vn
(x;vx) à l’aide des équations (2.124) et (2.125) :

{L}∆∂Vn
(x) = {L0}∆∂Vn

(x) +

∫
∆∂Vn

(G(x,y)−G0(x,y)) dSy (2.127)

{N}∆∂Vn
(x;vx) = {N0}∆∂Vn

(x;vx)−
1

2
k2 {L0}∆∂Vn

(x)+∫
∆∂Vn

(
∂2G

∂vx∂ne

(x,y)− ∂2G0

∂vx∂ne

(x,y) +
1

2
k2G(x,y)

)
dSy

(2.128)

Finalement, le système d’équations à résoudre est le suivant :
N∑

n=1

[
Mmn +

1

2
I + µNmn

]
ψn −

n1∑
n=1

[Lmn+

µ
(
M t

mn −
1

2
I
)]
ṽn = 0 m = 1, n1

(2.129)

ρ1ψn − ρ2ψN−n+1 + α1ψn + β1ṽn = ζn n = 1, n1 (2.130)
ṽn−n1 + ṽN−n+n1+1 + α2ψn + β2ṽn = ζn n = n1 + 1, N (2.131)

Avec αj = iωρj et βj = −ρjcj. Comme pour la résolution de l’équation de Stokes,
nous avons un système linéaire du type :

Lυ = b (2.132)

Où L est une matrice 2N × 2N , υ = [ψ1, ṽ1, ψ2, ṽ2] le vecteur d’inconnue de
longueur 2N et b contient les membres de droites du système à résoudre. Ce type
de système linéaire peut être résolu numériquement par une procédure de pivot de
Gauss par factorisation LU. Connaissant finalement le potentiel de vitesse dans les
deux milieux, nous pouvons calculer la pression acoustique p et la vitesse locale u
sur l’interface et ainsi remonter à la pression de radiation.

2.5.3 Propagation d’une onde électromagnétique
Ce que nous venons de développer dans la partie précédente peut aisément

être adapté au cas d’une onde électromagnétique. En effet, nous pouvons remar-
quer une équivalence mathématique entre les tenseurs de contraintes acoustiques
(équation (2.7)) et électromagnétiques (équation (2.29)). Considérant des ondes de
polarisation transverse électrique (TE) E = E0eθ ou transverse magnétique (TM)
H = H0eθ nous pouvons proposer les équivalences mathématiques entre le champ
acoustique et électromagnétique présentées dans le tableau 2.1 (Ikelle, 2012). Nous
pouvons ainsi utiliser la même méthode des éléments de frontière pour calculer la
propagation d’un champ acoustique comme électromagnétique.
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Acoustique Optique TE Optique TM
p Eeθ Heθ

u eθ ×H eθ ×E
ρ ϵr µr

χ µr ϵr

Table 2.1 : Tableau d’équivalence mathématique entre les grandeurs qui caracté-
risent le champ acoustique et électromagnétique.

2.5.4 Actualisation et lissage du maillage
Maintenant que nous avons calculé la pression de radiation sur l’interface, nous

pouvons l’insérer dans le saut de contraintes dans le système (2.88), avec le nombre
de Bond Bo qui est calculé à partir des propriétés des fluides et de l’onde incidente
et la courbure κ qui est calculée sur les points du maillage par différences finies.

Les nœuds du maillage sont alors advectés en utilisant la condition de suivi
Lagrangien (équation (2.59)) qui est discrétisée par un schéma d’Euler explicite
du premier ordre :

r(t+∆t)− r(t)

∆t
= vr(t) (2.133)

z(t+∆t)− z(t)

∆t
= vz(t) (2.134)

(2.135)

Avec ∆t le pas de temps choisi. Suite à cela l’interface est remaillée à l’aide un
lissage par splines cubiques. La routine utilisée peut être trouvée dans (Press et al.,
1996).

Pour résumer, l’interface est plane à l’instant t = 0. À partir de là, et pour
chaque itération, la procédure numérique est la suivante :

— Calcul des fonctions de Green solutions du problème fondamental de Stokes,
— Calcul de la pression de radiation par la résolution de l’équation d’Helm-

holtz scalaire,
— Calcul des vitesses des nœuds de l’interface et des contraintes hydrodyna-

miques sur toutes les frontières du domaine,
— Advection et lissage du maillage,
— Retour au premier point avec la nouvelle position de l’interface.

Ce schéma est répété jusqu’à ce qu’un état stationnaire soit atteint.
La méthode numérique décrite ici n’a pas été développée pendant cette thèse.

Elle l’a été par Chraibi (2007) pendant ses travaux de thèse et pendant les années
qui suivirent. Quelques ajouts y ont été cependant apportés dans le cadre de mes
travaux. J’ai parallélisé Le calcul de la propagation d’ondes par la résolution de
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l’équation d’Helmholtz à l’aide de la libraire OpenMP existante sous fortran.
Basée sur des architectures à mémoires partagées, cette interface définie comme
« standard industriel », est facile d’utilisation et rapidement implémentable.

J’ai de plus implémenté un module de calcul de la courbure et de sa dérivée
seconde en coordonnées curvilignes. Cela a été réalisé afin d’éviter des problèmes
de dérivées numériques sur des objets sphériques et des membranes. La procédure
est détaillée dans le chapitre 5.

Enfin un dernier module a été ajouté afin de calculer les contraintes de tensions
et de courbures des membranes.

2.6 Les systèmes fluides expérimentaux
Nous avons, au cours de nos travaux, assemblé et analysé les données expéri-

mentales brutes obtenues au sein de l’équipe optoflow au loma afin de pouvoir
continuellement comparer ces dernières à nos résultats numériques. Celles-ci pro-
viennent des travaux de Petit (2011) pour le cas électromagnétique dans les cha-
pitres 3 et 4. De ceux de Bertin (2011) pour le cas acoustique dans le chapitre 4. Et
finalement, nous utilisons des données extraites de (Girot, 2018) dans le chapitre
5. Le système expérimental lié à ce chapitre est traité au sein de celui-ci.

Tandis que des fluides classiques sont utilisés avec les ondes acoustiques (eau,
huile minérale, kérosène ...), ceux mis en œuvre en optique sont plus complexes.
Les deux systèmes que nous allons présenter ci-dessous possèdent néanmoins un
point commun qui est une très faible tension interfaciale (σ ≈ 10−6N m−1). En
effet, l’amplitude de la pression de radiation optique étant très faible pour des
tensions usuelles, il est indispensable de considérer des interfaces très molles afin
de pouvoir observer des déformations d’interfaces induites optiquement.

2.6.1 Les phases micellaires de microémulsion
La microémulsion est un mélange quaternaire, composé d’eau, d’huile (toluène),

de surfactant (dodécylsulfate de sodium ; SDS 3) et d’un co-surfactant (n-butanol).
Pour de faibles concentrations d’eau et de surfactants, l’équilibre thermodyna-
mique de la solution amène à la formation d’un système liquide binaire supra-
moléculaire. Ce système est composé d’une suspension de nanogouttes d’eau dans
l’huile, maintenues par une enveloppe de surfactant que l’on appelle des micelles.
Soluble dans l’eau et dans l’huile, le co-surfactant est utilisé afin d’équilibrer la
balance hydrophile/lipophile du SDS et permettre la formation des micelles. Pour
la composition choisie (fraction massique : eau 9%, toluène 70%, SDS 4% et n-
butanol 17%), le rayon des micelles est d’environ 4nm (Freysz, 1990). Comme

3. Le sigle SDS vient du nom anglais de la molécule sodium dodecyl sulfate
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Figure 2.4 : Schéma du diagramme de phase de la microémulsion. Φ0 représente
la concentration en micelles du système dans son état monophasique et Φ1 et Φ2

les concentrations en micelles des phases 1 et 2 lorsque T > Tc la température
critique (Tc = 35°C). ∆Φ représente la largeur de la courbe de démixtion.

pour tout mélange, la microémulsion possède une ligne de points critiques de dé-
mixtion, associée ici à une courbe de co-existence retournée (parabole convexe)
(Cazabat et al., 1982). Il a de plus été démontré que la microémulsion appartient
à la classe d’universalité (d = 3, n = 1) du modèle d’Ising (Jean-Jean et al., 1988).
Cela implique, que les effets mécaniques induits par la propagation d’une onde
électromagnétique et les effets en résultant, peuvent être généralisés à tout type
de liquide isotrope de cette même classe. Pour la composition choisie et donnée pré-
cédemment, la température critique de la microémulsion vaut Tc ≈ 35°C. Lorsque
le mélange est porté à une température supérieure à cette température critique,
celui-ci se sépare en deux phases micellaires de concentration Φ1 et Φ2 respective-
ment riche et pauvre en micelles. Un diagramme de phase schématique illustrant
nos précédents propos est présenté sur la figure 2.4. Comme tout système proche
d’un point critique, certaines de ses propriétés dans la région diphasique, ont des
comportements en loi de puissance qui divergent ou tendant vers zéro qui sont
caractéristiques des transitions de phases de second ordre. Le paramètre d’ordre
de cette transition de phases est le contraste de concentration en micelle (Φ1−Φ2)
et les propriétés physiques de la microémulsion variant avec la température sont
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les suivantes :
La longueur de corrélation des fluctuations de densité dans la région dipha-

sique dont dépend l’intensité diffusée dans un système turbide et donc la force de
diffusion (voir équation (2.47),

ξ = ξ0

(
T − Tc

Tc

)−0.63

, avec ξ0 = 2nm. (2.136)

La compressibilité isotherme dont dépend la turbidité et donc la force diffusion,

χT = χT0

(
T − Tc

Tc

)−1.24

, avec χT0 = 1.344× 10−6Pa−1. (2.137)

La tension interfaciale intervenant dans la pression de Laplace,

σ = σ0

(
T − Tc

Tc

)1.26

, avec σ0 = 5× 10−5N m−1. (2.138)

Le contraste de masse volumique que nous retrouvons dans le nombre de Bond,

∆ρ = ∆ρ0

(
T − Tc

Tc

)0.325

, avec ∆ρ0 = 53.625kg m−3. (2.139)

Le contraste d’indices de réfraction auquel est proportionnel la pression de
radiation,

∆n = ∆n0

(
T − Tc

Tc

)0.325

, avec ∆n0 = −0.0451. (2.140)

Et la viscosité de la phase j,

[1.46− 0.014 (T − 237)] (1 + 2.5Φj) 10
−3Pa s, (2.141)

qui dépend de la concentration micellaire, qui elle même dépend de la température :

Φj = Φ0 ±
∆Φ0

2

(
T − Tc

Tc

)0.325

,
avec ∆Φ0 = 0.11

et ∆Φ0 = 0.275.
(2.142)

Nous voyons alors qu’en plus de posséder une tension interfaciale très faible,
les autres propriétés de la microémulsion peuvent être modifiées continuellement
simplement en changeant la température du système expérimental. De plus amples
détails concernant les propriétés physiques ainsi que l’élaboration et la sélection
d’échantillons peuvent être trouvés dans la thèse de Petit (2011) en annexe deux.
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2.6.2 Phase de Winsor
Ce que l’on appelle une phase de Winsor est un mélange ternaire d’eau salée,

d’huile et de surfactants. Varier la concentration en sel de l’eau permet de mo-
difier la balance hydrophile/lipophile du surfactant et d’obtenir trois systèmes à
l’équilibre distincts. Ici, nous nous intéresserons particulièrement à celui que l’on
nomme équilibre de Winsor III qui est le système possédant la tension interfaciale
la plus faible et qui comprend trois phases, une centrale riche en surfactants et de
part et d’autre une phase en excès d’eau et une phase en excès d’huile. De plus,
contrairement aux phases de microémulsion décrites dans la partie précédente, les
phases aqueuse et organique de Winsor III sont homogènes et transparentes. Les
composants de notre échantillon sont, de l’eau salée, de l’heptane et de l’AOT
un surfactant anionique. La réalisation de ce mélange est basée sur les travaux
de (Binks, 2000). Ces mélanges sont composés, en pourcentage massique, à 49.5%
d’eau salée concentrée à cNaCl = 0.04mol L−1 ou cNaCl = 0.045mol L−1 et d’un
mélange heptane/AOT concentré à cAOT = 40 × 10−3mol L−1 (la concentration
micellaire critique (cmc) 4 est de l’ordre de ccmc = 1 × 10−3mol L−1). Lorsque le
mélange est réalisé, l’équilibre est atteint entre un et plusieurs mois plus tard. Une
fois un état stationnaire atteint, les phases en excès d’eau et d’huile sont prélevées
et misent en contact dans des cellules de spectroscopie scellées et thermostatées à
25°C.

La tension interfaciale, qui dépend de la salinité, a été mesurée pour une eau
salée concentrée à cNaCl = 0.045mol L−1 à σ = 1.4 × 10−6N m−1. Le contraste
d’indice est quant à lui constant, dépendant uniquement des phases en excès de
l’équilibre de Winsor III, et vaut ici ∆n = 5.5× 10−2 avec neau = 1.330 et nhep =
1.385. Les masses volumiques étant aussi constantes le nombre de Bond dépendra
uniquement de l’extension radiale du faisceau.

Encore une fois, le lecteur souhaitant trouver plus d’informations au sujet des
différents équilibres de Winsor ou sur la réalisation des échantillons expérimentaux,
peut se référer à l’annexe une de (Petit, 2011).

2.7 Conclusion
Nous avons au cours de ce chapitre posé les bases physiques de la déformation

d’interfaces fluides par des ondes acoustiques ou électromagnétiques. Nous avons
donné les expressions des différentes forces agissant sur le système et l’équilibre
auquel est soumise l’interface.

Nous avons de plus décrit la résolution numérique employée qui repose sur la

4. La cmc représente la concentration à partir de laquelle des micelles se forment spontané-
ment.

57



BIBLIOGRAPHIE

méthode des éléments de frontières et qui nous permet de résoudre l’équation de
Stokes ainsi que l’équation d’Helmholtz scalaire pour la propagation d’ondes dans
le domaine numérique.

Pour finir, nous avons donné une brève description des systèmes expérimentaux
utilisés avec des ondes électromagnétiques auxquels nous nous référons dans les
chapitres suivants.
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Chapitre 3

Propagation d’une onde
électromagnétique dans des
milieux liquides turbides

Nous avons discuté dans l’introduction du fait qu’il était possible d’induire
des écoulements stationnaires dans des fluides turbides via la diffusion d’une onde
électromagnétique lors de sa propagation. La force volumique résultante de la pro-
pagation d’onde est, nous le rappelons, proportionnelle à la quantité de mouvement
p = (nI/c)z et à la turbidité ϖ = (−1/I)dI/dz. Avec n l’indice de réfraction du
milieu, I l’intensité du faisceau, c la vitesse de la lumière dans le vide et z la
direction de propagation du faisceau. Ainsi, l’écoulement induit par cette force
l’est dans la même direction que la propagation de l’onde. Considérant des sys-
tèmes fermés et par conservation de la masse, l’écoulement formé est permanent
et toroïdal, comme nous l’avons vu dans le chapitre 1 sur la figure 1.8.

Cette force, décrite théoriquement par Savchenko et al. (1997) peut permettre
de générer sans contact des jets micrométriques et d’en contrôler le débit. En
effets, dans leurs travaux, Casner and Delville (2003) ; Casner et al. (2003), ont
montré qu’ils étaient capables de produire des déformations d’interfaces de grandes
amplitudes à l’aide de la pression de radiation optique dans des phases micellaires
de microémulsion ; ces dernières sont décrites dans le chapitre 2, . Ils mirent alors
en évidence des instabilités de jets avec production de gouttes à leur extrémité.
Or, la pression de radiation étant une contrainte normale à la surface, celle-ci ne
permet pas la mise en place d’écoulements permanents et donc la formation de
jets. De plus, l’absorption thermique étant négligeable et la turbidité du système
fluide divergeant proche du point critique, ces effets furent attribués à la diffusion
de la lumière par Schroll et al. (2007). Pour mettre cela en évidence, Schroll et al.
considérèrent un cas où l’onde se propage à partir du milieu le moins réfringent. On
peut observer sur la figure 3.1 (a) deux effets notoires. Le premier est l’apparition
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(a) (b) (c)

Figure 3.1 : Déformations d’interfaces fluides séparant des phases turbides par un
faisceau laser. (a) et (b) représentent respectivement des images de la déformation
d’une interface de phases de microémulsion et un modèle analytique décrivant
ces déformations. Les déformations sont obtenues en focalisant un faisceau laser à
l’interface qui se propage à partir de la phase la moins réfringente. Ces images sont
extraites de (Schroll et al., 2007). (c) Représente une déformation obtenue dans le
même système que précédemment mais avec un faisceau se propageant à partir de
la phase la plus réfringente. L’image est extraite de (Petit, 2011).

d’une déformation centrale dont l’origine est à attribuer à la pression de radiation.
Nous l’avons vu dans le chapitre précédent, celle-ci déforme toujours l’interface
du milieu le plus réfringent au moins réfringent. Le deuxième effet concerne la
formation d’une bosse dans le sens de propagation de l’onde, bien plus large que
l’extension radiale du faisceau (ω0 = 4.8µm ici). Cette bosse peut être décrite
semi-analytiquement en considérant de faibles amplitudes de déformations et en
injectant dans l’équilibre des contraintes sur l’interface les contraintes visqueuses
induites par l’écoulement permanent comme nous pouvons le voir sur la figure 3.1
extraite de (Schroll et al., 2007). Dans le cas où le faisceau se propagerait dans
l’autre direction (comme sur la figure 3.1 (c)), à partir du milieu le plus réfringent,
il est plus difficile d’observer les effets de la force de diffusion. En effet, la pression
de radiation et les contraintes visqueuses déformant l’interface dans le même sens,
il n’y a pas de moyen direct d’observer séparément ces effets. Il est cependant
intéressant de noter que (Wunenburger et al., 2011) ont caractérisé les rayons des
jets induits et leurs débits dans cette configuration en considérant la stabilisation
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des colonnes liquides formées par la pression de radiation (Brasselet et al., 2008 ;
Brasselet and Delville, 2008). Dans notre cas, afin de pouvoir caractériser plus
aisément la force de diffusion, nous resterons dans la configuration de Schroll et
al., soit lorsque le faisceau se propage à partir du milieu le moins réfringent.

Dans une première étude numérique, Chraibi et al. (2011) s’intéressèrent aux
propriétés de l’écoulement à travers la déformation d’une interface fluide dans un
régime de faibles amplitudes de déformations (h/ω0 ≪ 1). Cette première approche
numérique permit de mettre en évidence les propriétés des écoulements en fonction
de différents paramètres (géométriques ou d’excitations). Dans le même temps,
Petit (2011) étudia expérimentalement les jets formés dans cette configuration et
chercha à caractériser leurs rayons et débits. C’est ce qui nous intéressera ici. Une
autre étude numérique réalisée par Chraïbi et al. (2013), axée sur la forme des jets
une fois formés, apporta des résultats intéressants sur les différents systèmes que
l’on peut rencontrer (l’interface est poussée/tirée/poussée-tirée) sans s’intéresser
spécifiquement aux débits des jets produits.

Nous étudierons dans ce chapitre les propriétés dynamiques de l’écoulement à
travers la déformation d’interfaces et nous comparerons nos résultats à des données
expérimentales obtenues au sein de l’équipe optoflow au loma (Petit, 2011).
Dans ce but, nous commencerons par rediscuter des effets mécaniques induits sur
l’interface afin de comparer les ordres de grandeur des contraintes agissant dessus.
Par la suite nous décrirons la dynamique de la déformation d’interface dans deux
cas : régime linéaire, où la puissance injectée déforme faiblement l’interface puis
régime de jet, lorsque la puissance devient suffisamment importante pour déstabi-
liser l’interface et ainsi former un jet. Finalement, nous caractériserons les jets par
leurs rayons, vitesses d’écoulement et débits que nous comparerons à des données
expérimentales.

3.1 Forces induites par la propagation d’ondes et
système expérimental

En ce qui concerne la force de diffusion, nous pouvons à partir de l’équation de
Stokes (voir équation (2.2)), calculer un ordre de grandeur pour la vitesse axiale de
l’écoulement. Considérant que l’écoulement initialement induit est principalement
situé dans la zone illuminée par le faisceau laser, nous prenons le rayon au col du
faisceau comme grandeur caractéristique dans la composante visqueuse, et nous
obtenons :

vscatti ≈ ω2
0

ηi
f scatt
i =

2Pniϖi

πηic
(3.1)

Il est intéressant de remarquer que cette vitesse ne dépend pas de l’extension
radiale du faisceau, mais uniquement des propriétés de la phase fluide considé-
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rée et de la puissance injectée. Ceci avait été relevé expérimentalement et pré-
senté par Schroll et al. (2007) qui montrèrent que la déformation induite par les
contraintes visqueuses (la large bosse) ne dépend pas de l’extension radiale du fais-
ceau. Ainsi, la vitesse d’écoulement dans les phases de microémulsion, est de l’ordre
de vscatt ≈ 10−4m s−1 à des écarts à la température critique de ∆T = 1.5, 1.9K (les
températures qui seront considérées dans la suite du chapitre) et pour une puis-
sance injectée de P = 1W. Finalement, la contrainte visqueuse résultante peut
s’exprimer comme ηi∂vz/∂z ≈ ηiv

scatt/Lc ≈ σ/Lc, avec Lc la longueur caractéris-
tique de l’écoulement qui n’est autre que la plus petite longueur du domaine dans
lequel est généré l’écoulement. En effet, si l’échantillon est plus large que profond
(L < R avec L la hauteur de la phase fluide et R son extension radiale), l’écou-
lement est limité par la dimension axiale et Lc = L. Si au contraire il est plus
profond que large, l’écoulement, par conservation de la masse, prendra place dans
toute la phase fluide et Lc = R. Les résultats numériques qui démontrent cela sont
présentés dans (Chraibi et al., 2011). Expérimentalement, Lc = L = 1mm et la
contrainte visqueuse est de l’ordre de ηivscatt/Lc ≈ 10−4Pa.

Souhaitant calculer un ordre de grandeur pour la pression de radiation sur l’axe
de propagation comme pour les contraintes visqueuses, nous reprenons l’équation
(2.44) en r = 0 . Considérant que le faisceau est à incidence normale (interface
faiblement déformée) et pour des contrastes d’indices de réfraction ∆n ≪ 1 nous
pouvons écrire Πrad ≈ ∆nI0/c. Avec I0 = 2P/(πω2

0) l’intensité du faisceau sur
l’axe de propagation. Pour des valeurs typiques de contraste d’indice de réfraction
de ∆n ≈ 10−3, une puissance injectée de P = 1W et un rayon au col du faisceau
de l’ordre de ω0 = 10µm nous obtenons Πrad ≈ 10−1Pa. Tandis que la longueur
caractéristique des écoulements et de la contrainte visqueuse est la plus petite
dimension du domaine, celle de la pression de radiation est le rayon au col du
faisceau. En effet l’intensité du faisceau et donc la pression de radiation étant
exponentiellement décroissante, I(r > ω0) ≈ 0 et donc Πrad(r > ω0) ≈ 0.

Il résulte quatre points à prendre en compte compte tenu des ordres de gran-
deurs que nous venons de calculer. (i) Il n’est pas possible expérimentalement de
s’affranchir de la pression de radiation, celle-ci est présente dès que les deux phases
fluides ont des indices de réfraction différents. (ii) L’amplitude de la pression de
radiation est toujours très grande devant celle des contraintes visqueuses, il est
donc nécessaire d’utiliser un système expérimental dans lequel les deux contraintes
agissent dans des directions opposées afin de les discriminer correctement. (iii) Pour
pouvoir induire des écoulements, il faut des systèmes turbides tels que des suspen-
sions ou des systèmes fluctuants. (iv) Finalement, compte tenu de l’amplitude des
contraintes visqueuses, il est impératif d’utiliser des systèmes fluides dont la ten-
sion interfaciale est très faible afin de pouvoir surpasser les contraintes de Laplace
et déformer considérablement l’interface. Afin de remplir toutes ces conditions, les
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phases de microemulsion proches du point critique, dont la turbidité diverge et
la tension interfaciale tend vers zéro proche du point critique, s’avèrent être de
bonnes candidates.

Le système expérimental mis en place par Petit (2011) pour étudier la force de
diffusion est présenté schématiquement sur la figure 3.2 (a). Un faisceau laser est
focalisé sur l’interface initialement plane de phases de microémulsion proche du
point critique contenue dans une cellule de quartz scellée dont les dimensions sont
40× 10× 2mm3. Le faisceau continu est issu d’un laser Nd3+-YAG doublé en fré-
quence, de mode principal TEM00 et de longueur d’onde dans le vide λ0 = 532nm.
Le montage permet de faire varier facilement l’intensité et l’extension radiale du
faisceau, ces deux quantités servant à moduler la pression de radiation et la force
de diffusion. La puissance est contrôlée directement par l’alimentation du laser et
la transmission optique du système expérimental. Le rayon au col du faisceau (sur
l’interface) est défini comme suit. La lentille Le détermine la taille initiale du fais-
ceau sur le chemin optique, chemin dont la longueur, entre la lentille et l’objectif O
utilisé pour focaliser le faisceau sur l’interface, est modifié par le déplacement du
prisme Pr. La distance focale de la lentille étant de Fe = 80cm, le rayon au col du
faisceau est compris entre ω0 ∈ [3− 14]µm. Considérant ces valeurs et la longueur
d’onde du faisceau, la longueur de Rayleigh (la distance sur laquelle le faisceau
peut être considéré comme cylindrique) est comprise entre ZR ∈ [10−4 − 10−3]m.
Nous considérerons alors numériquement un faisceau non divergent. Finalement,
la position du rayon au col du faisceau variant avec le chemin optique, l’échantillon
est monté sur une plateforme de translation verticale afin de positionner manuel-
lement le faisceau sur l’interface. La température du système est contrôlée par un
PID avec une stabilité de ±0.05K.

Nous pouvons observer sur la figure 3.2 (b) une déformation d’interface typique
obtenue avec ce système expérimental. La dynamique de déformation est capturée
à l’aide d’une caméra rapide CMOS et, afin d’éviter la saturation de celle-ci, le
champ laser diffusé par l’échantillon est atténué par un filtre en verre coloré placé
devant la caméra. Un exemple d’expérience est présenté sur la figure 3.2 (c). À
un écart à la température critique donné (T − Tc = 1.6K dans cet exemple),
l’interface est de plus en plus déformée dans les deux directions à mesure que
nous augmentons la puissance du faisceau incident. À cause du contraste d’indice
de réfraction, la pression de radiation produit une déformation dans la direction
opposée à la propagation du faisceau dont la largeur est comparable à l’extension
radiale du faisceau (formation d’une tétine que nous étudierons plus en détail dans
le chapitre 4). Les phases fluides étant turbides, des écoulements permanents se
mettent en place et donnent naissance à une déformation bien plus large que le
faisceau dans la direction de propagation de celui-ci. La largeur de cette bosse
dépend de la puissance injectée et des conditions hydrodynamiques du système
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Figure 3.2 : (a) Schéma du montage expérimental. Le est une lentille conver-
gente avec une distance focale Fe = 80cm, M sont des miroirs et O est un objectif
Olympus de grossissement 10 avec une longue distance de travail. (b) Image d’une
interface déformée par un faisceau laser se propageant à partir de la phase la moins
réfringente. On peut y observer la déformation inhérente à la pression de radia-
tion (pointant vers le bas au centre de l’image) et ce qu’on a appelé l’épaulement,
résultant de la force de diffusion. (c) Expérience typique de l’observation de l’évo-
lution de la hauteur de déformation de l’épaulement en fonction de la puissance
injectée. La région grise représente le régime de jet. Les images expérimentales
sont extraites des travaux de Petit (2011).

68



CHAPITRE 3. PROPAGATION D’UNE ONDE
ÉLECTROMAGNÉTIQUE DANS DES MILIEUX LIQUIDES TURBIDES

(Schroll et al., 2007 ; Chraibi et al., 2011). Afin de mesurer les effets liés à la
force de diffusion, la hauteur de déformation reportée sur la figure 3.2 (c) est
mesurée sur ce que nous appelons l’épaulement de la déformation. L’épaulement
est l’endroit sur l’interface où les effets des écoulements sont les plus visibles (voir
figure 3.2 (b)). Pour les conditions choisies ici, la hauteur de l’épaulement devient
non-linéaire avec la puissance entre P = 0.5W et P = 1W. Au-dessus d’un certain
seuil de puissance, la déformation devient instable et forme un jet liquide hors
de l’axe de propagation du faisceau. Il est intéressant de noter aussi que la non-
linéarité apparait plus tôt pour la déformation issue de la pression de radiation
que pour celle induite par les contraintes visqueuses. Ceci est lié aux amplitudes
très différentes de ces deux contraintes.

Il nous reste à discuter les paramètres de la simulation numérique. Première-
ment, nous n’inclurons pas dans ce chapitre les effets de la pression de radiation
et simulerons des déformations symétriques par rapport à l’axe de propagation du
faisceau. Les effets couplés pression de radiation/force de diffusion ont déjà été
étudiés dans des cas stationnaires et pour de faibles amplitudes de déformations
(Chraibi et al., 2011). Afin de focaliser de plus notre attention sur les effets de la
turbidité, nous considérerons η1 = η2 dans nos simulations. Ce choix est de plus
consistant avec le système expérimental utilisé du fait que le rapport de viscosité
pour les températures étudiées ici est η1/η2 ≈ 1.1Pa s. Si la vitesse de l’écoulement
est inversement proportionnelle à la viscosité comme nous l’avons montré par de
simples arguments dans l’équation 3.1 (Chraibi et al. (2011) l’ont démontré numé-
riquement), ainsi que le fait que le contraste de viscosité ne joue pas sur la hauteur
de la déformation. Concernant les dimensions du domaine numérique choisies pour
les simulations, nous aurions pu prendre des grandeurs similaires aux cas expéri-
mentaux soient R ≫ L. Cependant cela n’est pas forcément nécessaire pour deux
raisons. Premièrement, à partir de R = L, l’extension radiale du domaine n’a plus
d’influence sur l’amplitude du champ de vitesse, comme démontré dans la figure 4
de (Chraibi et al., 2011). Ensuite, ne connaissant pas pour chaque expérience l’em-
placement exact de la focalisation du laser sur l’interface, et donc la distance de la
déformation aux parois latérales de la cellule, nous n’espérons pas réaliser ici des
simulations quantitatives absolues. Cependant, l’apparition du jet étant soumise à
un seuil, on s’attend à ce que les comportements à partir du seuil soient universels.
Finalement, nous avons choisi pour les dimensions numériques du domaine une
longueur 2L avec L = L1 = L2 = 150ω0 et un rayon R = 60ω0. Outre les raisons
de temps de calcul, ces dimensions ont aussi été choisies afin que les jets puissent
se développer pleinement avant d’atteindre l’extrémité du domaine. Il est à noter,
toujours selon (Chraibi et al., 2011), que l’amplitude axiale maximale du champ de
vitesse est proportionnelle à vzmax ∝ log(R/L) pour R/L < 1. Nous considérons
de plus, comme dit précédemment, des faisceaux cylindriques non divergents.
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Finalement, nous rappelons les nombres sans dimensions introduits dans le
chapitre précédent qui seront utilisés dans ce qui suit. Nous avons le nombre de
Bond :

Bo =

(
ω0

lc

)2

=
∆ρgω2

0

σ
(3.2)

Il représente l’équilibre entre les forces gravitationnelles et capillaires avec lc la
longueur capillaire. Ne pouvant nous affranchir de la pression de radiation ex-
périmentalement, ω0 est choisie comme longueur caractéristique dans ce nombre.
Le nombre nous intéressant tout particulièrement dans cette étude est le nombre
capillaire défini dans la phase i comme :

Cai = ηi(∂vzi/∂z)/σκ. (3.3)

Chraibi et al. (2011) ont montré que dans le cas où L ≫ ω0 l’extension radiale
de la déformation ainsi que sa hauteur sont proportionnelles à Lc la plus petite
longueur du domaine. Nous pouvons ainsi ré-écrire le nombre capillaire comme :

Cai = ηivzi/σ. (3.4)

Et en utilisant l’équation (3.1) nous obtenons :

Cai = (2Pniϖi)/(πcσ). (3.5)

Le nombre capillaire défini de la sorte peut cependant être problématique. En effet,
la déformation d’interface induite par la force de diffusion est ce que nous avons
appelé l’épaulement. Le jet obtenu expérimentalement, prenant naissance sur cet
épaulement, nous aimerions, à travers le nombre capillaire, comparer les contraintes
visqueuses et la pression de Laplace en ce point, soit approximativement à r ≈ ω0

(Πrad(r > ω0) ≈ 0). Il n’est cependant pas évident de déterminer exactement
les contraintes visqueuses in situ ou la position initiale du jet. Ainsi, reprenant
l’équation (3.1) nous avons :

vzi ≈
ω2
0

ηi
f scatt
i =

2Pniϖi

πηic
exp

(
−2

r2

ω2
0

)
(3.6)

Nous évaluons alors les nombres capillaires expérimentaux en r/ω0 = 1, la position
où se forme approximativement le jet et où les effets de la pression de radiation
sont négligeables, soit :

Cai =
2Pniϖi

πcσ
exp (−2) (3.7)

Cela revient à considérer une puissance renormalisée Pe = P exp (−2). Cette déci-
sion est renforcée par le fait que lorsque nous considérons des nombres capillaires
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Figure 3.3 : Dynamique de déformation de l’épaulement pour différents nombres
de Bond et pour différents nombres capillaires (avec les couples rayon au col du
faisceau et puissances suivants : (a) ω0 = 2.7µm et P = 346.5, 693mW ; (b)
ω0 = 5.3µm et P = 442, 885.5mW ; (c) ω0 = 7.5µm et P = 616, 1232mW ;
(d) ω0 = 9.8µm et P = 616, 1232mW). Expérimentalement (symbole creux), du
fait de la présence de la pression de radiation, la hauteur de déformation est prise
sur l’épaulement (voir figure 3.2 (b)). Numériquement (lignes en pointillés), nous
ne considérons pas la pression de radiation, et la hauteur est prise sur l’axe de
propagation. Tous les résultats ont été obtenus à T −Tc = 1.5K. Les lignes pleines
correspondent à des ajustements réalisés avec l’équation (3.8).

« centrés » nous obtenons des valeurs seuils Cas pour la formation du jet non
pertinentes (Cas ∈ [5− 10] (Chraïbi et al., 2013)).

Nous décrirons dans ce qui suit la dynamique de déformation d’interfaces sous
le seuil d’instabilité de jet. Dans la partie suivante et jusqu’à la fin de ce chapitre,
tous les nombres capillaires présentés seront Ca2 et notés Ca (sachant que pour
les températures étudiées ici, Ca1 ≈ Ca2).

3.2 Faibles amplitudes de déformation : Sous le
seuil d’instabilité de jet

Dans le cas où la puissance injectée ne permettrait pas de déstabiliser l’interface
et de former des jets, celle-ci prend la forme d’une large bosse. Nous intéressant à
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la dynamique de ces déformations, nous reportons sur la figure 3.3 l’évolution de
la hauteur de déformation h/Lc en fonction du temps t/τ avec τ = (Lcη2)/σ pour
différents nombres de Bond Bo et à différents nombres capillaires. La valeur Lc

prise dans l’adimensionnement est la valeur expérimentale Lc = 1mm. Il est à noter
que les dynamiques expérimentales (symboles creux) sont prises sur l’épaulement
(compte tenu des effets inhérents et inévitables de la pression de radiation) et que
les numériques (lignes en pointillés) le sont sur l’axe de propagation. Les nombres
capillaires expérimentaux sont calculés comme mentionné dans la partie précédente
et sont injectés dans le calcul numérique (la puissance correspondante est donnée
dans la légende de la figure).

Nous pouvons observer deux régimes distincts sur les dynamiques expérimen-
tales. Aux temps courts, l’interface est déformée par les contraintes visqueuses
dans la direction de propagation du faisceau laser. Puis sur des temps plus longs,
l’interface est tirée dans la direction opposée par la pression de radiation. En ef-
fet, les dynamiques numériques, ne prenant en compte que la force de diffusion,
montrent bien que la pression de radiation est responsable des comportements aux
temps longs expérimentalement. Ces deux temps caractéristiques semblant bien
distincts, nous reprenons le modèle empirique utilisé dans la thèse de Petit (2011)
qui considère l’addition des deux effets :

h(t)/Lc = α
[(

1− e−
1
τ1

t
τ

)
− β

(
1− e−

1
τ2

t
τ

)]
(3.8)

Avec α, β, τ1 et τ2 quatre paramètres libres. Cette loi empirique (lignes pleines)
tracée sur la figure 3.3 décrit très bien les résultats expérimentaux. Nous obte-
nons pour toutes les dynamiques expérimentales des temps caractéristiques τ1 ∈
[0.45− 0.65] s attribuable aux contraintes visqueuses en accord avec ceux obtenus
pour les dynamiques numériques τnum ∈ [0.65− 0.8] s. τ1 étant indépendant du
rayon au col du faisceau, cela démontre que les écoulements induits par la force
de diffusion sont bien des effets non locaux. Quant au temps τ2, celui-ci varie de
quelques à plusieurs dizaines de secondes. Ceci peut s’expliquer par le fait qu’une
interface fluide sous l’effet de la pression de radiation se comporte comme un guide
d’onde liquide (Bertin et al., 2012). Un couplage entre déformation de l’interface et
propagation de l’onde se met alors en place, et atteindre un état stationnaire peut
prendre un certain temps. En effet, nous verrons dans le chapitre suivant que le
champ et l’interface s’adaptent l’un à l’autre continuellement et que ce phénomène
est très probablement responsable de la diminution de la hauteur de l’épaulement
aux temps longs.

Nous nous intéressons dans la partie suivante à la déstabilisation de l’inter-
face au-dessus d’un nombre capillaire seuil Cas résultant en la formation de jets.
Comme le montre la série d’images de la figure 3.4 pour laquelle Ca > Cas, l’inter-
face est progressivement déformée jusqu’à ce qu’un jet se forme sur l’épaulement.
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0.48 s 0.96 s 1.44 s0 sLaser

1.92 s 2.40 s

Jet

0 s0.48 s3.36 s 3.84 s

5.28 s 1.44 s7.68 s 1.92 s10.88 s 15.20 s

Figure 3.4 : Évolution temporelle de la déformation d’une interface liquide molle
et sa déstabilisation sous forme de microjet. T − Tc = 1.5K, P = 1540mW, et
Bo = 8.6× 10−2 avec ω0 = 7.5µm. Le laser est allumé à t = 0s. La flèche blanche
montre l’émergence de ce qui deviendra le jet sur l’épaulement. Si le jet semble
centré à la fin de la série d’images, c’est uniquement car il s’est déplacé dans l’axe
de la caméra. En effet, l’épaulement est toujours présent et le jet ne peut se situer
sur l’axe de propagation du faisceau celui-ci étant constitué de la phase liquide la
moins réfractive. La série d’images est extraite des travaux de Petit (2011).

Statistiquement, ce jet peut se former n’importe où sur l’épaulement circulaire.
Expérimentalement, la symétrie du système étant brisée par l’apparition de ce jet,
notre méthode numérique développée jusqu’ici ne permet pas de simuler exacte-
ment ce qui est observé expérimentalement. De ce fait, nous conservons les ap-
proximations utilisées jusqu’ici, qui sont de ne pas inclure la pression de radiation
et simuler des déformations sur l’axe de propagation du faisceau en considérant
des nombres capillaires expérimentaux calculés avec l’équation (3.7).

3.3 Larges amplitudes de déformation : La for-
mation de jets liquides

3.3.1 Champ de vitesse de l’écoulement
Cherchant à déterminer les débits de fluides s’écoulant à travers les jets induits

optiquement, nous commençons par caractériser la vitesse des écoulements dans
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Figure 3.5 : Analyse du champ de vitesse hydrodynamique. (a) Image expérimen-
tale d’un jet induit par la force de diffusion et le profil numérique correspondant.
Ces résultats ont été obtenus à T − Tc = 1.5K, Bo = 8.6× 10−2 et Ca = 1.08. (b)
Champ de vitesse de l’écoulement calculé numériquement et (c) comparaison entre
la coupe du champ de vitesse représentée par la ligne en pointillés rouge dans la
figure (b) et la solution analytique obtenue à partir des équations (3.14) et (3.15).

les deux phases. Nous reportons sur la figure 3.5 (a) la dernière image de la sé-
quence de la figure 3.4 avec le jet numérique correspondant. Si nous remarquons
des différences à la base du jet, les résultats numériques et expérimentaux restent
cependant très proches. Il est à noter aussi que si le jet expérimental parait centré
ici, c’est uniquement parce qu’il est dans l’axe du système d’acquisition d’images.
En effet, la déformation de pression de radiation et le jet ne sont pas dans le même
plan, celui-ci peut très bien se trouver plus en avant ou plus en arrière.

En plus des profils expérimentaux et numériques, nous calculons numérique-
ment le champ de vitesse de l’écoulement induit par la force de diffusion sur la
figure 3.5 (b). Comme attendu de la conservation de la masse et comme démontrée
dans une étude précédente (Chraibi et al., 2011), nous observons des écoulements
toroïdaux se développant dans tout le domaine numérique borné par son extension

74



CHAPITRE 3. PROPAGATION D’UNE ONDE
ÉLECTROMAGNÉTIQUE DANS DES MILIEUX LIQUIDES TURBIDES

radiale. Notons aussi que comme nous avons considéré ici un faisceau cylindrique
non divergent, la vitesse de l’écoulement est constante sur l’axe de propagation sur
l’intervalle h/ω0 ∈ ±[25−125] . Afin de valider la vitesse calculée numériquement,
nous la comparons à un modèle analytique directement inspiré de (Wunenbur-
ger et al., 2011) dans lequel nous considérons des jets parfaitement cylindriques.
L’écoulement dans le jet est considéré comme laminaire, permanent, visqueux et
incompressible et nous considérons qu’il possède seulement une dépendance radiale
le long de l’axe z (ce qui est vrai numériquement lorsque nous ne sommes pas trop
près des bords comme nous pouvons le voir sur la figure 3.5 (b)). De plus, comme
la force de diffusion dépend aussi de r le long de l’axe z, l’équation de Stokes
adimensionnée (équation (2.55)) implique que :

∂qj
∂r

= 0 (3.9)

Nous rappelons que qj est le champ de pseudo-pression dans chaque phase compre-
nant la pression hydrostatique, la pression du champ de gravité et l’électrostriction.
Il en découle alors que le champ de pseudo-pression dépend uniquement de z. En
prenant alors la divergence de l’équation de Stokes, nous obtenons :

∂2qi
∂z2

= 0 (3.10)

Ainsi le gradient de pseudo-pression est constant dans les deux phases fluides :

∂qi
∂z

= ci (3.11)

Nous pouvons compléter notre expression du champ de pseudo-pression en utilisant
l’équation (2.56) de contraintes à l’interface. Si l’on se place à r ≫ ω0, l’interface est
plane (h(r ≫ ω0) = 0, donc la courbure est nulle κ(r ≫ ω0) = 0) et l’amplitude
du champ de vitesse est négligeable (ceci est vérifié par la figure 3.5 (b)). Cela
implique que q1 = q2 = q0 avec q0 une constante. Finalement, le champ de pseudo-
pression peut s’exprimer comme qi(z) = q0 + ciz. Ayant supposé que le champ
de vitesse et le rayon (donc la courbure) ne variaient pas le long du jet, tous les
termes dans l’équation (2.56) sont constants sur z et donc la différence de pression
doit être indépendante de z ce qui entraine que c1 = c2 = c. Ainsi, nous pouvons
ré-écrire l’équation de Stokes adimensionnée en coordonnées cylindriques comme :

1

r

d

dr
(r
d

dr
vzj(r)) = c− αjCaje

−2
(

r
ω0

)2

(3.12)

αj =

{ 1+λ
2

si j = 1
1+λ
2λ

si j = 2
(3.13)
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En intégrant dans chaque phase ces équations, nous obtenons le système d’équa-
tions couplées suivant :

vz1(r) =
c

4

(
r2

ω2
0

− r21

)
+
α1Ca1

8

(
Ei

(
−2

r2

ω2
0

)
− Ei

(
−2r21

)
− 2 ln

(
r

ω0r1

))
(3.14)

vz2(r) =
c

2

(
1

2

(
r2

ω2
0

− r23

)
− r22 ln

(
r

ω0r3

))
+
α2Ca2

8

(
Ei

(
−2

r2

ω2
0

)
− Ei

(
−2r23

)
− e−2r22 ln

(
r

ω0r3

))
(3.15)

Avec Ei la fonction exponentielle-intégrale et c, r1, r2, r3 quatre constantes cal-
culées numériquement. Elles sont déterminées à l’aide des conditions aux limites
suivantes : (i) la continuité de la composante tangentielle de la vitesse sur l’in-
terface, (ii) la continuité de la contrainte de cisaillement sur l’interface, (iii) une
condition de non-glissement sur les parois du domaine numérique (iv) et un débit
de fluide nul hors du jet dans la phase deux (phase du haut) de par la conservation
de la masse. Ces calculs et le système d’équations en résultant sont détaillés dans
l’annexe B. Une fois le système résolu, nous traçons sur la figure 3.5 (c), la vitesse
analytique vz(r) = vz1(r ≤ Rjet) + vz2(r ≥ Rjet) que nous comparons avec une
coupe extraite du champ de vitesse numérique (ligne rouge sur la figure 3.5 (b)).
Nous pouvons alors observer un bon accord entre les deux résultats.

3.3.2 Rayon des jets
Caractérisons maintenant le rayon des jets. Que ce soit expérimentalement ou

numériquement, les jets ne sont jamais parfaitement cylindriques. Ainsi, quand
nous parlons du rayon d’un jet, nous considérons le rayon moyen entre la base et
l’extrémité de celui-ci. Pour plus de clarté, nous avons représenté sur la figure 3.6
(a), le profil d’une interface déformée sous forme de jet, délimité en trois zones. La
zone I correspond à ce que l’on appelle la base, la zone II est la partie considérée
comme cylindrique et la zone III correspond à l’extrémité du jet. Ce point éclaircit,
nous traçons sur la figure 3.6 (b) l’évolution des rayons de jets expérimentaux
(symboles creux et pleins correspondant respectivement à un écart à la température
critique ∆T = 1.5K, et 1.9K) et numériques (lignes en pointillés) en fonction
du nombre capillaire ; l’encart (c) représente les mêmes données normalisées par
rapport à leur valeur au seuil avec Rs et Cas les rayons et nombres capillaires
seuils et l’encart (d) montre les contraintes visqueuses obtenues numériquement
sur l’interface du jet en fonction du rayon de celui-ci. Nous observons alors un
bon accord entre rayons expérimentaux et numériques malgré une surestimation
numérique systématique. L’encart 3.6 (c) montre que les rayons des jets, normalisés
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Figure 3.6 : Étude du rayon des microjets induits optiquement. (a) Profil
d’un jet numérique montrant les différentes zones que nous considérons quand
nous parlons d’un jet. Le rayon est calculé comme étant la valeur moyenne
du rayon de la zone II. (b) Évolution du rayon des jets en fonction du
nombre capillaire pour différents nombres de Bond (correspondant respective-
ment, dans l’ordre de la légende, aux extensions radiales du faisceau suivantes
ω0 = 3, 3.9, 4.4, 4.8, 4.4, 5.9, 5.5, 6.4, 5.9, 7.1µm). Les résultats numériques sont
représentés par des lignes en pointillés et les résultats expérimentaux par des sym-
boles creux (T − Tc = 1.5K) et pleins (T − Tc = 1.9K). L’encart (c) représente
les mêmes données normalisées par leurs valeurs au seuil d’instabilité. L’encart
(d) montre l’évolution de la contrainte visqueuse, normalisée par la viscosité, sur
l’interface du jet en fonction de son rayon pour différents nombres de Bond. Le
code couleur est le même que pour les figures (b) et (c).

par rapport au rayon au seuil, augmentent linéairement avec le nombre capillaire,
lui aussi renormalisé par sa valeur au seuil. De plus le nombre de Bond n’influe pas
sur les rayons des jets ce qui démontre encore un comportement non local résultant
de la force de diffusion. L’évolution linéaire peut être expliquée par les contraintes
visqueuses agissant sur le bord du jet (dans la zone II). Le nombre capillaire sur
un jet cylindrique dont l’interface serait soumise à de faibles fluctuations s’écrit
Ca = η(∂vz/∂r)/(σ/Rjet) avec ∂vz/∂r la contrainte de cisaillement radiale et la
courbure κ ∝ 1/Rjet. Si nous supposons que cette contrainte radiale ne varie pas
ou peu sur l’interface du jet nous pouvons écrire ∂vz/∂r ≈ A avec A une constante
et donc Ca ≈ A×Rjet. Afin de justifier notre hypothèse, nous traçons sur la figure
3.6 (d) la contrainte visqueuse (normalisée par la viscosité) sur l’interface du jet
en fonction de son rayon. On peut alors observer qu’elle est à peu près constante
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pour Rjet/ω0 > 1.
L’écoulement et les rayons des jets étant caractérisés, nous pouvons calculer le

débit de ces jets.

3.3.3 Débits
Expérimentalement, le débit est calculé par la même procédure que celle décrite

dans (Wunenburger et al., 2011). Celle-ci consiste à calculer le volume de gouttes
émises par un jet pendant plusieurs secondes. Le volume total est alors divisé
par le temps d’acquisition de l’expérience ce qui donne le débit moyen d’un jet.
Numériquement, nous intégrons simplement le champ de vitesse calculé sur la
circonférence du jet.

Q1 = 2π

∫ Rjet

0

vz1rdr (3.16)

Nous représentons alors sur les figures 3.7 (a) et (b) les débits mesurés numérique-
ment et expérimentalement en fonction du nombre capillaire. Les encarts montrent
les mêmes données normalisées par rapport à leurs valeurs au seuil de formation
du jet. Comme nous avons observé précédemment que Rjet ∝ Ca et ayant vz ∝ Ca
par la linéarité de l’équation de Stokes, nous nous attendons à observer des évolu-
tions cubiques du débit avec le nombre capillaire. Pour confirmer cela, nous avons
réalisé des ajustements sur l’ensemble des données numériques et expérimentales.
Si les données numériques semblent compatibles avec un tel modèle, cela est plus
discutable dans le cas expérimental.

Les différences observées entre le modèle numérique et les résultats expérimen-
taux peuvent provenir de plusieurs facteurs. Premièrement, comme nous l’avons
fait remarquer tout au long de ce chapitre les systèmes numériques et expérimen-
taux sont quelque peu différents. De par la présence de la pression de radiation et
de la déformation centrale, le jet expérimental n’est pas induit sur l’axe de propa-
gation du faisceau. Si nous retrouvons, malgré cela, des accords corrects concernant
le rayon des jets numériques et expérimentaux, le champ hydrodynamique dans
les deux cas est sûrement assez différent. En effet, numériquement, comme nous
pouvons le voir sur la figure 3.5 (b), le champ de vitesse est symétrique de part et
d’autre du jet. Ce qui ne peut pas être le cas expérimentalement la symétrie des
écoulements se faisant par rapport à l’axe de propagation du faisceau laser.

Deuxièmement, le débit n’est pas calculé par la même méthode dans les deux
cas. En effet, nous considérons dans le calcul numérique la zone II du jet. Or, si
cette partie est la plus stable, c’est aussi à cet endroit que le champ de vitesse est
le plus important (voir figure 3.5 (b)). À l’inverse, dans le cas expérimental, les
jets induits atteignent le sommet de la cellule (formant alors une colonne) pour des
puissances inférieures à deux fois la puissance seuil. De ce fait, l’extrémité du jet,
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(a)

(b)

Figure 3.7 : (a) Évolution du débit numérique et (b) expérimental en fonction du
nombre capillaire pour différents nombres de Bond. Les encarts montrent les mêmes
données normalisées par leurs valeurs au seuil d’instabilité. La ligne noire dans les
encarts représente des ajustements réalisés sur toutes les données pour lesquels
nous avons Q1/Qs = a × (Ca/Cas)

3 avec a = 1.9 pour les résultats numériques
et a = 0.6 pour les résultats expérimentaux. Toutes les données présentées ici
ont été obtenues à T − Tc = 1.5K et les nombres de Bond sont calculés avec
ω0 = 3.0, 4.4, 5.5, 6.4, 7.1µm. L’image jointe à la figure (b) montre l’exemple de
gouttes émises par un jet.
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source d’émission des gouttes, est souvent très proche de la paroi. Il est donc soumis
à un champ hydrodynamique de plus faible amplitude que sa partie cylindrique
et soumis à des effets de bords. Il pourrait alors être intéressant d’implémenter
numériquement la rupture de gouttes à l’extrémité du jet, afin de caractériser le
débit de la même façon que ce qui est fait expérimentalement.

Finalement, il est envisageable de penser que les parois de la cellule ont un
impact sur l’hydrodynamique du système. En effet, afin de pouvoir imager le jet
et les gouttes avec suffisamment de contraste, ceux-ci ne peuvent être induits au
milieu de la cellule. Il suffit alors que le laser soit focalisé un peu trop près de la
paroi latérale de la cellule pour modifier l’écoulement donc le débit. Il serait peut-
être plus simple expérimentalement de se placer dans des géométries contraignantes
connues afin de pouvoir réaliser des comparaisons quantitatives avec notre modèle
numérique.

3.4 Conclusion
Nous avons décrit dans ce chapitre les dynamiques de déformations, expérimen-

tales et numériques, d’interfaces molles sous l’effet de forces volumiques induites
par la propagation d’une onde électromagnétique dans des milieux turbides.

Nous avons caractérisé le temps caractéristique de déformations sous le seuil
d’instabilité et montré qu’expérimentalement ces déformations sont sujettes à plu-
sieurs mécanismes. Dans un premier temps, elles sont tirées et poussées par les
contraintes visqueuses induites par des écoulements stationnaires, eux-mêmes in-
duits par la propagation du faisceau laser. Par la suite, un couplage complexe entre
la déformation et la propagation de l’onde à travers celle-ci a tendance à tirer l’in-
terface sur des temps plus longs ; ce point sera étudié plus en détail dans le chapitre
suivant. Nous avons ensuite montré qu’au-dessus d’un certain seuil Cas ≈ 1, nous
avions une instabilité de l’interface qui prend alors la forme de microjets. Nous
avons observé que le rayon des jets et leurs débits augmentent respectivement,
linéairement et de façon cubique avec le nombre capillaire. Si nous trouvons des
ordres de grandeur comparables entre expériences et simulations, certains points
sont encore à approfondir. Pour cela deux axes principaux sont à mettre en avant :
Le premier serait d’implémenter numériquement l’émission de gouttes par les jets.
L’autre serait de refaire des expériences dans des conditions géométriques contrai-
gnantes bien définies afin de connaitre avec précision la forme des écoulements
induits.

Finalement, ces résultats apportent de premiers résultats importants sur la
manipulation optique de fluides et décrivent des méthodes uniques d’inductions
sans contact de jets à faible nombre de Reynolds à des échelles microscopiques.
De plus, si les expériences présentées ici ont été réalisées dans des phases de mi-
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croémulsion qui sont des systèmes fluctuants, ces études peuvent être généralisées
à toutes suspensions. En effet, comme évoqué dans l’introduction, Mitani and Sa-
kai (2005) ont déjà mis en évidence ces phénomènes dans des systèmes colloïdaux
et (Kajorndejnukul et al., 2015) se sont servi des écoulements générés en volume
dans une suspension pour advecter de petites particules à la surface libre de leur
système. « L’optical streaming » semble donc être une méthode prometteuse pour
induire des écoulements dans des fluides turbides à des échelles microscopiques
évitant alors l’utilisation de systèmes mécaniques qui peuvent être compliqués à
implémenter à ces échelles (Iverson and Garimella, 2008).
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Chapitre 4

Étude de la pression de radiation
sur des interfaces fluides planes

Nous nous sommes intéressés jusqu’ici à ce que nous appelons la force de diffu-
sion en omettant les effets de pression de radiation à l’interface. Dans ce chapitre,
nous nous concentrerons donc uniquement sur ce point.

Comme énoncé dans le chapitre 1, il est possible de déformer des interfaces
fluides à l’aide de la pression de radiation acoustique ou optique.

Dans le cas acoustique, des déformations de l’ordre du millimètre peuvent être
facilement induites comme on peut par exemple l’observer sur la figure 1.4 ; l’am-
plitude des contraintes résultantes de la propagation d’ondes étant du même ordre
de grandeur que la pression de Laplace (Issenmann et al., 2008 ; Bertin, 2010).
S’il est facile d’éliminer les écoulements induits avec des ondes électromagnétiques
en utilisant des milieux non diffusifs, c’est plus délicat dans le cas acoustique. En
effet, des écoulements en volume, appelés écoulements d’Eckart, sont générés par
dissipation visqueuse de l’onde et sont donc naturellement présents dans n’importe
quel fluide dès lors qu’une onde acoustique s’y propage. Il est toutefois possible de
sélectionner des couples de fluides particuliers afin de maximiser les contraintes de
pression de radiation par rapport aux contraintes visqueuses (voir (Bertin, 2011)
figure 1.13). Nous négligerons ces effets dans ce chapitre.

Les contraintes de pression de radiation optiques étant intrinsèquement très
faibles devant la pression de Laplace, les déformations induites sur des interfaces
fluides usuelles sont de l’ordre de la dizaine de nanomètres et nécessitent des mon-
tages expérimentaux particuliers afin de pouvoir les mesurer indirectement (Ashkin
et Dziedzic, 1973 ; Astrath et al., 2014 ; Verma, 2015). Pour remédier à cela, des
systèmes fluides de très faibles tensions interfaciales peuvent être utilisés. Nous
intéressant ici uniquement aux effets de pression de radiation, le système expé-
rimental de référence retenu est formé à partir des phases en excès d’huile et en
excès d’eau d’un équilibre de Winsor III (homogène et transparent à la longueur
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Figure 4.1 : Morphologies expérimentales obtenues avec des ondes acoustiques
(ligne du haut) et des ondes électromagnétiques (ligne du bas) dans des systèmes
diphasiques. Pour tous les cas présentés ici, la phase du haut est celle où la célérité
de l’onde est la plus faible. Dans le cas acoustique (a-d) ω0/λ = 0.86, et les couples
de fluides utilisés sont dans le sens haut/bas : (a) Huile silicone 100cSt/eau c2/c1 =
0.67, (b) FC72/ huile silicone 20cSt c2/c1 = 0.53, (c) kérosène/eau c2/c1 = 0.9,
(d) huile silicone 5cSt/eau+glycérol c2/c1 = 0.53. Pour les déformations obtenues
avec des ondes électromagnétiques, les fluides sont les phases en excès d’huile et
en excès d’eau d’un équilibre de Winsor III (voir section 2.6.2). Le rapport des
célérités est fixé et vaut c2/c1 = 0.96. Les déformations sont obtenues pour les
puissances et les rapports de l’extension radiale sur la longueur d’onde suivants :
(e) Π0 = 36, ω0/λ = 7.5 ; (f) Π0 = 10, ω0/λ = 18.7 ; (g) Π0 = 8, ω0/λ = 19.5 ; (e)
Π0 = 5.2, ω0/λ = 26.8.

d’onde utilisée λ0 = 532nm) présenté dans la partie 2.6.2. Ce système permet d’at-
teindre des tensions interfaciales de l’ordre de σ ≈ 10−6N m−1 et de produire ainsi
des déformations de plusieurs dizaines de micromètres pour des puissances laser
de l’ordre de la centaine de milliwatts (Petit, 2011).

Nous avons rappelé dans l’introduction et le chapitre de description physique
de nos systèmes que la pression de radiation déformait toujours l’interface dans la
même direction. Pour adopter un vocabulaire commun à l’acoustique et à l’optique,
nous parlerons dans ce chapitre, à la place d’une discontinuité d’indice de réfraction
et d’énergie acoustique, de discontinuité de célérité de l’onde. Ainsi, l’interface est
toujours déformée du milieu dans lequel l’onde a la plus petite célérité c2 (phase du
haut) vers celui dans lequel elle a la plus grande c1 (phase du bas). Cette invariance
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du sens de déformation fait que pour une puissance donnée et lorsque l’amplitude
de la pression de radiation est comparable à celle de la pression de Laplace, les
morphologies obtenues avec des ondes se propageant à partir du milieu 1 ou 2,
sont identiques en termes de forme et d’amplitude (Wunenburger et al., 2006a,b).
Il a cependant été démontré que lorsque la pression de radiation devient bien plus
grande que celle de Laplace et que nous sortons d’un régime linéaire de déformation
d’interface (h > ω0 avec h la hauteur de déformation et ω0 l’extension radiale du
faisceau) il existait une asymétrie entre les deux sens de propagation possibles
(Casner et al., 2003 ; Issenmann et al., 2008).

Les morphologies issues de cette asymétrie ont été classées en deux familles.
Lorsque la célérité de l’onde diminue lors de sa traversée de l’interface nous ob-
tenons des tétines tandis que dans le cas contraire nous obtenons ce que nous
appelons des aiguilles liquides dont la base est de forme conique. Des exemples
de tétines et d’aiguilles obtenues en acoustique et en optique sont exposés sur la
figure 4.1.

Afin de générer et d’étudier ces objets fluides, différents dispositifs expérimen-
taux ont été mis en place.

Deux montages distincts ont été utilisés en acoustique pour générer des té-
tines et des aiguilles. Dans le premier cas, le système fluide est contenu dans une
cellule cylindrique en verre. Un transducteur acoustique est placé dans la phase
dans laquelle l’onde a la plus grande célérité et un déflecteur conique en téflon est
utilisé dans l’autre phase afin d’éviter des réflexions parasites de l’onde incidente
sur l’interface. Le niveau de l’interface est modulé à l’aide de seringues permettant
d’ajouter ou d’enlever du fluide dans la phase du bas. Dans cette configuration,
l’interface est toujours déformée vers le transducteur et des tétines sont ainsi pro-
duites (images (a) et (b) de la figure 4.1). Dans le deuxième cas, le système fluide
est contenu dans un réservoir ouvert. La phase du haut a une interface libre avec
l’air et possède toujours la vitesse du son la moins élevée. Le transducteur acous-
tique est fixé sur une platine de translation à trois axes et est plongé dans la phase
fluide supérieure. Comme précédemment, la hauteur de l’interface au repos est
pilotée en modifiant la quantité de fluide présente dans la phase du bas à l’aide
de seringues connectées au réservoir. Dans ce cas, l’interface est toujours défor-
mée dans la direction de propagation du faisceau acoustique et nous obtenons des
aiguilles (images (c) et (d) de la figure 4.1). Dans les deux cas, le faisceau acous-
tique est focalisé sur l’interface au repos. Des schémas de ces deux systèmes sont
respectivement représentés sur la figure 4.2.

En optique, le système expérimental est similaire à celui décrit dans le chapitre
précédent. Une lame demi-onde et un cube séparateur sont cependant ajoutés res-
pectivement avant la lentille et entre le prisme et le premier miroir. La polarisation
de l’onde incidente est modifiée à l’aide de la lame et il est alors possible de l’en-
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Figure 4.2 : Représentation schématique des dispositifs expérimentaux utilisés
pour la production de (a) tétines et (b) d’aiguilles acoustiques.

voyer sur un autre chemin optique (que nous appellerons voie haute) identique à
celui schématisé sur la figure 3.2 (que nous appellerons voie basse). En fonction
des morphologies que l’on souhaite obtenir, il sera choisi d’envoyer le faisceau sur
l’une des deux voies. Ainsi, lorsque le faisceau se propage dans la voie basse, on
induit des tétines (comme nous pouvions déjà l’observer à la base des jets dans le
chapitre précédent) et lorsqu’il se propage dans la voie haute, des aiguilles.

En ce qui concerne la simulation de ces systèmes, la taille du domaine numé-
rique a peu d’importance. Typiquement, les dimensions du domaine sont choisies
telles que R = 4ω0 (le rayon) et L ∈ [10− 20]ω0 (la longueur).

Redéfinissons les nombres sans dimensions que nous utiliserons dans ce cha-
pitre. Les effets de gravité et de capillarité sont décrits par le nombre de Bond :

Bo =
∆ρgω2

0

σ
(4.1)

Cependant, nous intéressant principalement à la pression de radiation, les effets
de la gravité ne feront pas l’objet d’une attention particulière et le nombre de
Bond sera constant dans tous les résultats présentés ci-après Bo = 10−2. Afin de
caractériser l’amplitude de la puissance injectée, nous utiliserons le nombre sans
dimension Π0 qui représente le rapport entre la pression de radiation (sur l’axe de
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propagation et à incidence normale) et la pression de Laplace :

Π0 =
Πrad(r = 0, αi = 0, αt = 0)

σ/ω0

(4.2)

Nous avons discuté dans l’introduction des bases théoriques et numériques qui
existaient dans la littérature sur les processus de déclenchement et de stabilité de
ces différentes morphologies. Nous ne rentrerons donc pas une fois de plus dans les
détails, mais rappelons que, concernant les tétines, Bertin et al. (2012) ont mon-
tré à partir de profils de déformations expérimentaux que les différentes portions
cylindriques semblaient agir comme des guides d’ondes dans lesquels peuvent se
propager certains modes propres du champ incident. Les champs acoustiques et
optiques ayant été calculés par la méthode des éléments de frontières sur les pro-
fils stationnaires expérimentaux. Dans le cas des aiguilles, Casner et al. (2003) ;
Casner et Delville (2003) ; Wunenburger et al. (2006a,b) ont avancé que leur forma-
tion était déclenchée par la réflexion totale de l’onde incidente sur les bords de la
déformation. Concernant les études numériques menées jusqu’ici, celles-ci considé-
raient la pression de radiation calculée à partir de l’équation (2.44) qui dépendait
donc uniquement de facteurs géométriques. Si ces travaux permettaient de prédire
correctement le régime linéaire de déformation, ils étaient mis en défaut dans le
régime non linéaire.

Ce chapitre sera ainsi dédié à la simulation ab initio de ces morphologies com-
plexes, résolvant, comme décrit dans le chapitre 2, l’équation d’Helmholtz scalaire
pour la propagation d’onde et l’équation de Stokes pour l’hydrodynamique. Il
contiendra alors deux grandes sections consacrées aux tétines puis aux aiguilles et
leur base conique. Nous tâcherons de vérifier numériquement les modèles et hypo-
thèses formulées jusqu’ici tout en montrant que le modèle développé et présenté
dans cette thèse possède un caractère universel.

4.1 Diminution de la célérité de l’onde au pas-
sage de l’interface : les tétines

4.1.1 Formation et stabilisation des tétines
Dans leur étude, Bertin et al. (2012) ont montré que la stabilité des tétines

résultait de l’équilibre des forces gravito-capillaires et de la pression de radiation
dans les différentes sections cylindriques. Afin de classer les déformations obtenues
en fonction du nombre de leurs portions cylindriques, ils ont introduit un paramètre
de fréquence normalisé V = (2πω0/λ1)

√
(c1/c2)2 − 1 (que nous appellerons aussi

paramètre de guidage) similaire à ce qui est couramment utilisé dans le formalisme
des guides d’ondes (Okamoto, 2006). On voit dès lors qu’il est possible d’ajuster le
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nombre de modes se propageant dans la déformation en modifiant ce paramètre de
fréquence à partir du rapport ω0/λ ou de c1/c2. Notons qu’en optique c’est plutôt
le rapport ω0/λ qui est modifié, c1/c2 étant fixé pour un système de phases de
Winsor III donné (Binks, 2000). Tandis qu’en acoustique il sera plus aisé de jouer
sur c1/c2 en changeant simplement de couples de fluides.

Afin de mettre en évidence les propriétés originales de ces objets liquides que
sont les tétines, nous commençons par présenter quelques cas particuliers. Les té-
tines induites optiquement étant peu stables expérimentalement (voir figure 4.4 de
(Petit, 2011)), nous nous concentrerons sur l’étude de tétines acoustiques. Nous
reprenons pour cela des résultats expérimentaux obtenus par Bertin (2011) dans
sa thèse. Nous considérons alors les trois couples de fluides suivants, kérosène/eau,
chloroforme/eau salée (concentrée à 10%), FC72/eau+surfactant. Ceux-ci sont
donnés dans le sens phase haut/bas et possèdent respectivement les fréquences
normalisées V = 3, 7, 15 (c2/c1 = 0.9, 0.6, 0.35 et ω0/λ = 0.86). Les déformations
expérimentales obtenues ainsi que les simulations correspondantes sont données
sur la figure 4.3. La puissance injectée numériquement est la même dans les trois
cas et vaut Π0 = 15. Les résultats numériques représentés sur la figure sont don-
nés à plusieurs instants à partir de t/τ = 0 (lignes pleines noires ; instant auquel
le laser est allumé, la pression de radiation est de forme gaussienne et l’inter-
face est plane) jusqu’à un état stationnaire (lignes pleines rouges). Nous rappe-
lons que τ =< η > ω0/σ est le temps de relaxation visqueux de l’interface avec
< η >= (η1 + η2)/2 la moyenne des viscosités et σ la tension interfaciale.

Dans un premier temps, nous pouvons apprécier la ressemblance entre les défor-
mations expérimentales et numériques. Nous observons ensuite, comme pour les
résultats expérimentaux, une augmentation du nombre de portions cylindriques
avec le paramètre de guidage. Un point intéressant supplémentaire à mettre en
avant est l’évolution de la pression de radiation sur l’interface au cours du temps.
Initialement de forme gaussienne, le profil de la pression de radiation est modifié
par la déformation qu’elle induit. Acquérant un ou plusieurs pics secondaires en
fonction du paramètre de guidage, ces pics sont responsables de l’apparition des
portions cylindriques de l’interface. En fait, et nous allons le voir dans ce qui suit,
les pics sont des signatures des modes propres du champ se propageant dans la
déformation.

Reprenons le cas de V = 15 et calculons le champ acoustique qui se propage
dans la déformation. Nous pouvons calculer analytiquement l’évolution radiale des
modes propres du champ qui se propageraient dans des guides d’ondes parfaite-
ment cylindriques et de rayons équivalents aux différentes portions de nos tétines.
Nous noterons ces modes propres LPlm

1. Avec l ≥ 0 et m ≥ 1 représentant res-
pectivement les propriétés polaires et radiales du champ. Le champ incident étant

1. Pour ≪ Linearly Polarized ≫.
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Figure 4.3 : Tétines acoustiques et simulations correspondantes. Tous les résultats
numériques sont obtenus avec Π0 = 15, ω0/λ = 0.86 et c2/c1 = 0.9, c2/c1 = 0.5
et c2/c1 = 0.35. Sont représentés à plusieurs instants (de couleurs différentes)
les profils de pression de radiation et la déformation. Initialement, la pression de
radiation a un profil gaussien et l’interface est plane. Les profils de déformations
sont translatés pour une meilleure lisibilité.

gaussien, et donc invariant par rotation, nous assumons que seuls les modes ra-
diaux sont excités et posons l = 0. Finalement cherchant des solutions sous forme
d’ondes planes progressives harmoniques, le potentiel de vitesse ou le champ élec-
trique du mode m, se propageant dans un guide d’onde cylindrique de rayon R
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s’écrit :
q(m)(r) = q

(m)
0 e−j(βmz+ωt) F (m)(r) (4.3)

Avec q = Ψ le potentiel de vitesse dans le cas acoustique ou q = E le champ
électrique dans le cas électromagnétique, q(m)

0 l’amplitude du mode (m) et F (m)(r)
une fonction dépendant de R :

F (m)(r) =


J0(κmr)

J0(κmR)
, si r ≤ R

αac/em K0(γmr)

K0(γmR)
, si r ≥ R

(4.4)

Avec κm et γm qui sont les mième racines de l’équation de dispersion :

κm
J1(κmR)

J0(κmR)
= γmα

ac/emK1(γmR)

K0(γmR)
(4.5)

Ji et Ki sont respectivement les fonctions de Bessel de premières espèces et les
fonctions de Bessel modifiées de secondes espèces d’ordre i. αac/em est une constante
qui dépend du type d’onde étudiée. Dans le cas acoustique αac = ρ̃ = ρ2/ρ1
le rapport de masse volumique (Jacobi, 1949) et αem = 1 en électromagnétique
(Okamoto, 2006). Les nombres d’ondes κm et γm sont définis comme :

κm =
√

(k22 − β2
m), γm =

√
(β2

m − k21) (4.6)

Nous pouvons écrire :
(κmR)

2 + (γmR)
2 = V 2

g (4.7)

Avec Vg = (2πR)/λ1

√
(c1/c2)

2 − 1 le paramètre de fréquence normalisé pour un
guide d’onde de rayon R. Ainsi pour un rayon donné et à partir du système formé
par les équations (4.5) et (4.7), nous pouvons calculer numériquement les valeurs
de κm et γm. Ces valeurs sont ensuite injectées dans l’équation (4.3), ce qui nous
permet d’exprimer la dépendance radiale des différents modes se propageant dans
le guide d’onde. Ayant choisi ρ̃ = 1 (pour le calcul du champ) αac/em = 1 quel
que soit le cas étudié ici. Finalement βm est la plus petite racine de l’équation de
dispersion définie comme :

βm =

[(
ω

c2

)2

− κ2m

]1/2
=

[
γ2m +

(
ω

c1

)2
]1/2

(4.8)

ω étant la pulsation de l’onde incidente. Ces calculs et leurs dérivations sont donnés
plus en détail dans l’annexe C. Nous pouvons alors, pour un rayon donné de guide
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Figure 4.4 : Étude du champ de pression dans une interface déformée par une
onde acoustique. (a) Partie réelle du champ de pression. (b) Taux de transmission
des modes m = 1, 2, 3, 4, 5. En pointillés sont reportés les rayons de coupure des
différents modes sur la partie réelle du champ de pression. (c-f) Coupes du champ
calculées numériquement (lignes en pointillés) comparées aux résultats analytiques
calculés avec les équations (4.5), (4.7) et (4.3).

d’onde, calculer les modes qui s’y propagent et les comparer avec les résultats
numériques. Nous reportons sur la figure 4.4 la partie réelle du champ normalisée
par sa valeur maximale sur l’axe de propagation du faisceau pmax (a), le taux de
transmission des modes s’y propageant (b) et des coupes du champ en différentes
altitudes correspondant aux portions cylindriques (c-f). Sont tracés en pointillés
sur la figure (a) les rayons de coupures des différents modes qui correspondent aux
sections cylindriques.

Finalement, un bon accord est obtenu entre les coupes du champ numérique
et ceux calculés analytiquement. Dans le cas analytique, les valeurs sont obtenues
pour un z quelconque dans l’expression (4.3) et sont normalisées par la valeur
maximale sur l’axe. Seul le cas pour le mode LP04 diffère du résultat analytique
mais cela peut s’expliquer par le fait que les sections sont de moins en moins cylin-
driques devant se raccorder à l’interface plane. Nous montrons donc que les tétines
se comportent bien comme un empilement de guides d’ondes dont le nombre de
modes guidés, et donc de sections cylindriques, dépendent de la fréquence nor-
malisée V . Cette signature transverse du guidage conforte les premiers résultats
expérimentaux/numériques obtenus pas Bertin et al. (2012).
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Figure 4.5 : Évolution temporelle de la déformation d’une interface fluide induite
par une onde acoustique en calculant la pression de radiation (a) en fonction de
l’angle d’incidence (équation (2.44)) et (b) en prenant en compte sa propagation
à travers l’interface avec l’équation de Helmholtz. Dans les deux cas, Π0 = 9,
ω0/λ = 0.86, c2/c1 = 0.35 et donc V = 15.
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4.1.2 Effet du guidage sur la dynamique de déformation
d’interface

Si une attention particulière avait déjà été portée sur l’état stationnaire de
ces objets liquides inusuels, leur dynamique n’a jusqu’ici jamais été étudiée. Notre
modèle numérique nous en donnant l’accès, nous allons nous y intéresser dans ce qui
suit. Nous reprenons le cas de l’interface FC72/eau+SDS déformée par une onde
acoustique dont le paramètre de guidage vaut V = 15. Afin de mettre en évidence
les effets du guidage sur la dynamique de déformation, nous mettons en parallèle un
cas où la pression de radiation est calculée géométriquement (voir équation (2.44))
et un cas où elle est calculée à partir de l’équation d’Helmholtz. Ces résultats sont
respectivement reportés sur les figures 4.5 (a,b). Nous remarquons alors qu’en plus
d’une signature transverse de la propagation dans la déformation, on observe une
signature longitudinale dans la dynamique. Dans le cas où la pression de radiation
est calculée de façon géométrique, nous obtenons une dynamique suivant une loi
de saturation exponentielle qui se retrouve habituellement dans le cas du régime
linéaire de déformation pour Bo ≥ 10−2 (Wunenburger et al., 2006b). De plus,
la pression de radiation initialement gaussienne s’élargit de plus en plus, tout en
conservant son amplitude initiale (Π0 = 9) et induit une déformation sous forme
de long doigt ne présentant pas de sections cylindriques. Ceci a déjà été observé
numériquement dans de précédentes études (Chraibi et al., 2008). Lorsque nous
prenons en compte la propagation de l’onde, la dynamique est plus complexe. Il
semble que chaque portion cylindrique possède sa dynamique propre qui ralentit ou
accélère la dynamique globale selon les cas. On relève aussi, comme nous l’avons
remarqué précédemment, que des pics secondaires apparaissent progressivement
dans la pression de radiation et induisent les différentes portions cylindriques de
la déformation.

Finalement, un point peut paraitre surprenant. Alors que l’amplitude de la
pression de radiation ne varie pas dans le premier cas (sans propagation), elle aug-
mente dans le second. Cependant, cette augmentation d’amplitude ne se répercute
pas sur l’allongement de la déformation. Nous pouvons expliquer cela facilement
en nous intéressant à la courbure de l’interface sur l’axe de propagation du fais-
ceau (r/ω0 = 0) qui est reportée pour les deux cas sur la figure 4.6. Nous avons
de plus reporté les points de la figure précédente représentant les instants aux-
quels sont tracés les différents profils. On remarque alors que dès l’apparition de la
section cylindrique centrale, la courbure de la déformation sur l’axe augmente de
façon importante. Au final, la courbure à l’état stationnaire est presque deux fois
plus importante dans le cas avec propagation que dans le cas sans. Tout ceci n’est
toutefois pas inattendu. En effet en se référant à l’équation (2.56), les contraintes
capillaires (donc proportionnelles à la courbure) sont égales aux contraintes de
pression de radiation à l’état stationnaire.
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Figure 4.6 : Dynamique de la courbure de la déformation sur l’axe de propagation
du faisceau, selon les deux approches considérées sur la figure 4.5. Les points colorés
sur les dynamiques correspondent aux profils représentés sur la figure 4.5.

4.1.3 Un outil prédictif
Ayant montré que nous pouvions obtenir des résultats qualitatifs quant aux

formes de déformations, nous pourrions faire une étude complète montrant que
l’on peut prédire quantitativement les déformations. Ne souhaitant toutefois pas
établir ici une liste exhaustive de comparaisons expérience/numérique, nous consi-
dérerons un dernier cas particulier, afin de démontrer que notre modèle est capable
de prédire correctement les déformations d’interfaces fluides dans une configura-
tion tétine. Dans ce but, nous considérons trois couples de fluides utilisés dans
la thèse de Bertin (2011) et mesurons le diamètre de leur plus petite section cy-
lindrique (voir encart de la figure 4.7). Ces couples sont chloroforme/eau salée
(10%), chloroforme/eau salée (25%) et FC43/eau+SDS. Nous considérons cette
fois le rapport de masse volumique ρ̃ ̸= 1 ayant une influence dans la propagation
et donc sur le rayon des tétines (voir équations (4.4) et (4.5)). Pour ces couples
de fluides les rapports de masse volumique valent ρ̃ = 1.4, 1.3, 1.8. Nous mesu-
rons les diamètres des sections qui nous intéressent et les reportons sur la figure
4.7. Ceux-ci sont tracés à partir de leur puissance seuil d’apparition Π0s. Numé-
riquement, les diamètres sont mesurés à partir de la pente du profil (dy/dx ≈ 0).
Nous obtenons un bon accord entre les résultats numériques et expérimentaux. Il
est de plus remarquable de noter que dans tous les cas, le diamètre ne varie pas
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Figure 4.7 : Comparaison entre le diamètre de la section cylindrique centrale
numérique et expérimentale. Pour les cas numériques et expérimentaux ω0/λ =
0.86 et les rapports de célérités et masses volumiques valent respectivement c2/c1 =
0.62, ρ2/ρ1 = 1.4 ; c2/c1 = 0.56, ρ2/ρ1 = 1.3 ; c2/c1 = 0.44, ρ2/ρ1 = 1.8. L’encart
montre la section cylindrique considérée.

avec la puissance injectée. Cela s’explique par le fait que les modes guidés dans les
différentes sections cylindriques imposent l’extension radiale de celles-ci.

4.1.4 Généralisation du modèle
Nous pouvons finalement généraliser notre modèle en étudiant l’évolution du

nombre de modes guidés en fonction du paramètre de guidage V . Afin de donner au
maximum un caractère universel aux résultats présentés ci-après, nous reprenons
ρ̃ = 1 dans le calcul de la propagation et considérons une puissance injectée iden-
tique pour tous les calculs avec Π0 = 9. Notons toutefois que nous faisons varier V
à partir du rapport de célérité c2/c1 et que le rapport ω0/λ = 0.86 est constant. Si
le nombre de modes guidés dans la déformation dépend uniquement du paramètre
de fréquence, la forme de l’interface déformée peut dépendre du rapport ω0/λ. En
effet, considérant une source gaussienne (voir figure 2.3), nous prenons en compte
la divergence du faisceau. Celle-ci dépend de ce que l’on appelle communément
la longueur de Rayleigh ZR/ω0 = πω0/λ, distance sur laquelle l’extension radiale
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du faisceau est multipliée par un facteur
√
2. Ainsi, dans le cas où nous considé-

rerions des rapports ω0/λ plus important, le faisceau tendrait à avoir une forme
cylindrique et nous nous attendrions à obtenir des déformations plus allongées.

Nous présentons deux graphiques sur les figures 4.8 (a) et (b) représentant
respectivement l’évolution du profil de pression de radiation sur l’interface Πrad(r)
et de la hauteur de la déformation h(r) en fonction du paramètre de fréquence
normalisé. Les valeurs de Πrad(r) et h(r) sont normalisées, pour chaque profil,
par rapport à leur valeur sur l’axe h0 et Πrad0. On retrouve donc ce que l’on a
observé jusqu’ici, c’est-à-dire, des pics secondaires qui apparaissant dans le profil
de pression de radiation à mesure que le paramètre de guidage augmente et, allant
avec, des sections cylindriques guidantes dans la déformation. Nous regroupons
donc en deux graphiques, l’essentiel des caractéristiques observables des tétines.

Nous avons pu, dans cette première section, confirmer le fait que les tétines
peuvent être considérées comme des empilements de guides d’ondes cylindriques.
De plus, il est maintenant clair que le guidage joue un rôle prédominant dans
la forme ainsi que dans la dynamique de morphogénèse de ces objets liquides si
particuliers. Notre modèle numérique semble donc très bien décrire les interfaces

(a)

(b)

Figure 4.8 : Spectre de déformations que nous pouvons obtenir numériquement
dans la configuration tétine avec ω0/λ = 086. (a) Représente le profil de pression
de radiation et (b) le profil de la déformation. Les flèches sur la figure (a) montrent
les pics de pression de radiation associés aux différents modes propres.
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tétines et permet même de prédire le spectre complet des morphologies qu’il est
possible d’obtenir. Portons alors maintenant notre attention sur la configuration
inverse, soit lorsque la célérité de l’onde diminue lors du passage de l’interface et
sculpte celle-ci sous forme d’aiguilles.

4.2 Augmentation de la célérité de l’onde au pas-
sage de l’interface : les aiguilles

Nous reprendrons dans cette partie le schéma précédent en commençant par
présenter quelques cas particuliers afin de mettre en évidence le processus de for-
mation des aiguilles puis nous mettrons en avant le caractère universel du modèle.
Nous montrerons ici des exemples de déformations acoustiques et optiques, les ai-
guilles optiques expérimentales étant plus stables que les tétines. Nous nous pen-
cherons de plus sur la stabilité de ces objets qui présentent des cycles d’hystérésis
(Wunenburger et al., 2006b ; Petit, 2011).

4.2.1 Formation des aiguilles
Comme évoqué précédemment, commençons par considérer deux cas particu-

liers. Nous choisissons un couple de fluides huile silicone 5cSt/eau avec V = 6.3
(c2/c1 = 0.65 et ω0/λ = 0.86) pour l’acoustique et un système de Winsor III avec
V = 7.3 (c2/c1 = 0.96 et ω0/λ = 4) pour l’optique. La puissance injectée numéri-
quement est dans les deux cas Π0 = 9. Les images expérimentales et les résultats
numériques, comprenant le profil de déformation et l’intensité du champ, sont
reportés sur la figure 4.9. Nous pouvons relever plusieurs points. Premièrement,
comme dans les cas des tétines, nous obtenons un accord qualitatif satisfaisant vis-
à-vis des morphologies obtenues. Ensuite, nous pouvons remarquer sur les profils
de pression de radiation que celle-ci, proche de l’axe de propagation, est supérieure
à la puissance injectée. Il est d’autant plus remarquable de voir, sur les figures 4.9
(e,f) que l’essentiel de l’amplitude du champ incident est concentré au centre de la
déformation. Ces deux observations sont donc compatibles avec l’hypothèse de la
réflexion totale interne sur les bords de la déformation ou sur l’axe de propagation
du faisceau.

Nous pouvons aller plus loin pour confirmer cette hypothèse en rappelant tout
d’abord la définition de l’angle de réflexion totale interne :

θRT = sin−1(
c2
c1
) (4.9)

Si au regard de la figure 4.9 la réflexion totale interne semble être une explication
satisfaisante du phénomène de déclenchement de l’instabilité et de formation des
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Figure 4.9 : Aiguilles liquides expérimentales induites avec des ondes acoustiques
(gauche) et électromagnétiques (droite) et simulations correspondantes avec l’in-
tensité du champ de pression et électrique. Les flèches vertes représentent le sens
de propagation de l’onde.
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aiguilles et de leur base conique, cette idée a été remise en cause en optique et
pour certains cas en acoustique pour des angles de réflexion totale de l’ordre de
θRT > 70°. En effet, dans ces cas, l’instabilité se produit pour des angles plus
petits que θRT (Petit, 2011 ; Bertin, 2011). Nous pouvons observer cela sur la fi-
gure 4.10 (a) sur laquelle nous avons reporté pour plusieurs cas expérimentaux en
optique (avec des systèmes de Winsor III ; symboles pleins) et numériques (ligne
en pointillés), l’angle d’incidence maximal αimax de l’onde sur l’interface pour un
état stationnaire obtenu juste sous le seuil d’instabilité. Il semble premièrement
que le modèle numérique montre une dépendance de l’angle d’incidence maximal
avant instabilité avec le rapport ω0/λ1. Cela n’avait pas était mis en avant expé-
rimentalement, affichant plutôt une indépendance vis-à-vis de ω0/λ1 malgré une
certaine dispersion. Ceci n’est pas totalement surprenant. En effet, pour des va-
leurs de ω0/λ1 > 1 le faisceau sera très cylindrique et les conditions menant à
l’instabilité, soit avant que la déformation soit guidante, sont ainsi toujours les
mêmes peut importe la valeur du rapport ω0/λ1. Finalement, afin de montrer que
le fait que αimax < θRT n’est pas incompatible avec l’hypothèse de réflexion totale
interne, reprenons l’équation (2.44) et traçons Πrad(αi)/Π0, la pression de radia-
tion normalisée par son amplitude pour plusieurs rapports de célérités de l’onde.
La figure 4.10 (b) montre clairement l’augmentation drastique de la pression de
radiation lorsque αi → θRT . Cette augmentation étant d’autant plus importante
et rapide à mesure que c2/c1 → 1. Il est alors normal de s’attendre à ce que l’angle
d’incidence maximal avant instabilité soit inversement proportionnel à c2/c1. Nous
voyons de plus sur les profils de pression de radiation de la figure 4.9 que l’am-
plitude de la pression de radiation est bien plus importante dans le cas optique
(c2/c1 = 0.96) que dans le cas acoustique (c2/c1 = 0.65) ce qui est compatible avec
le calcul de Πrad/Π0(αi) représenté sur la figure 4.10 (b). Nous pouvons ainsi dire
que la réflexion totale interne ou du moins une augmentation importante de la
pression de radiation dans la déformation, est responsable de l’instabilité menant
à la formation des aiguilles liquides.

Comme pour la partie sur les tétines, nous proposons ici un spectre des mor-
phologies que nous pouvons obtenir dans la configuration aiguille. Comme pré-
cédemment, les profils obtenus et représentés sur la figure 4.11, le sont avec le
rapport ω0/λ = 0.86 et en faisant varier c2/c1. Nous observons alors que les pro-
fils de pression de radiation et les déformations centrales deviennent de plus en
plus étroits avec V . De plus, nous voyons des pics secondaires apparaitre dans la
pression de radiation dont la présence s’explique par le passage d’un guide d’onde
mono- à multimodal.

Finalement, nous pouvons étudier et comparer la base conique des profils nu-
mériques tracés sur la figure 4.11 (b) avec un modèle proposé récemment par Girot
et al. (2019). Les auteurs de ces travaux se sont intéressés aux cônes présents à la
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base d’aiguilles liquides induites par des ondes électromagnétiques avec différents
systèmes expérimentaux (microémulsions et phase de Winsor dont les descriptions

(a)

(b)

Figure 4.10 : Étude du mécanisme menant à l’instabilité d’une interface initiale-
ment plane sous forme d’aiguilles liquides. (a) Angle d’incidence maximal de l’onde
sur l’interface à l’état stationnaire avant instabilité. Tous les cas présentés ici sont
obtenus avec c2/c1 = 0.96 et en faisant varier le rapport ω0/λ. (b) Pression de
radiation normalisée par son amplitude en fonction de l’angle d’incidence sur l’in-
terface pour différents rapports de célérités. Les lignes en pointillés représentent
l’angle de réflexion totale interne.
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Figure 4.11 : Spectre de déformations que nous pouvons obtenir numériquement
dans la configuration aiguille avec ω0/λ = 086. (a) Représente le profil de pression
de radiation et (b) le profil de la déformation.

sont données dans le chapitre 2) et ont proposé un modèle universel pour prédire
l’angle de ces cônes qui présente un bon accord avec les résultats expérimentaux.
Ce modèle est le suivant. À partir des équations (2.56) et (2.58) nous pouvons
écrire la pression de radiation comme :

Πrad(r, αi) = Π0 e−2
(

r
ω0

)2

f(αi) (4.10)

Avec f(αi) = (cosαi sinαi(
(1+R)
tanαi

− (1−R)
tanαt

)/(2δc) où αi et αt sont les angles d’inci-
dences et de transmissions de l’onde incidente avec la normale à l’interface, R est
le coefficient de réflexion de Fresnel et δc = (c1 − c2)/(c1 + c2). Remarquons que
la fonction f(αi) n’est autre que ce que nous avons tracé sur la figure 4.10 (c). Il
a de plus été montré que l’angle d’incidence sur l’interface devient plus grand que
l’angle de réflexion totale de façon dynamique pendant l’instabilité (Wunenburger
et al., 2006b) et qu’après celle-ci, nous avons toujours αi > θRT (Girot et al., 2019).
Ainsi, considérant que l’angle d’incidence est supérieur à l’angle de réflexion totale,
nous avons R = 1 et donc f(αi) = cos2 αi/δc. Nous pouvons écrire les contraintes
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(a) (b)

Figure 4.12 : Étude de l’angle local du cône à la base des aiguilles liquides ob-
tenues sur la figure précédente 4.11 pour différentes valeurs du paramètre de gui-
dage. Notons que l’angle du cône est complémentaire de l’angle d’incidence tel que
θc = π/2−αi. Les figures (a) et (b) sont respectivement réalisées en considérant la
divergence du faisceau et en considérant un faisceau cylindrique (sans divergence).

sur l’interface à l’équilibre en négligeant la gravité (Bo = 10−2) comme :

κ = 2Π0
cos2 αi

δc
e−2

(
r
ω0

)2

(4.11)

Avec, nous le rappelons, la courbure κ = (1/r)(d/dr)(rdh/dr). Nous pouvons écrire
sinαi = h′/

√
1 + h′2 et l’angle local du cône étant complémentaire de l’angle d’in-

cidence tel que αi = π/2− θc nous obtenons :

sinαi = cosαc =
h′√

1 + h′2
(4.12)

Avec h′ = dh/dr. Ce qui nous permet de ré-écrire l’équation (4.11) comme :

1

r

d

dr
(r cos θc) = Π0

sin2 θc
δc

e−2
(

r
ω0

)2

(4.13)

L’angle d’incidence étant grand, l’angle local du cône est petit et nous pouvons
considérer cos θc ≈ 1 et sin θc ≈ θc ce qui nous conduit à :

θc =

√
δc
Π0

H(
r

ω0

) (4.14)

Avec H( r
ω0
) = e

(
r
ω0

)2

/
√
r/ω0. Traçons maintenant l’angle des cônes obtenus sur

la figure 4.12 (a). Nous observons que les résultats numériques obtenus décrivent
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un comportement universel et sont compatibles avec le modèle proposé par Gi-
rot malgré une surestimation numérique systématique. Cela montre que l’angle de
la base conique des aiguilles dépend uniquement des propriétés des fluides et de
l’excitation. Notons aussi que malgré l’expression 4.14 l’angle ne dépend pas du
contraste d’indice Π0 y étant proportionnel. De plus, nous n’avons pas reporté les
points pour r/ω0 < 0.4 qui correspondent à la zone centrale de la déformation.
Les variations visibles pour r/ω0 ∈ [0.4, 0.8] proviennent des épaulements formés
par les pics secondaires de la pression de radiation. Pour finir, rappelons une fois
de plus que numériquement nous prenons en compte la divergence du faisceau. Ce
point n’est pas considéré dans le modèle analytique et Girot (2018) a montré qu’en
général dans le cas optique, il n’est pas nécessaire de s’en inquiéter. Cependant,
les résultats de la figure 4.12 sont obtenus avec ω0/λ = 0.86 qui conduit à avoir
un faisceau très divergent. Ce point peut expliquer la surestimation du modèle et
en effet, en reprenant les cas V = 3, 6, 12 sans considérer la divergence du fais-
ceau, nous obtenons un bien meilleur accord avec le modèle comme nous pouvons
l’observer sur la figure 4.12 (b).

Nous avons caractérisé le mécanisme à l’origine de la formation des aiguilles
et de leur base conique ainsi que la forme que ces objets liquides peuvent prendre
pour toute une gamme de fréquences normalisées.

4.2.2 Stabilité des déformations induites : hystérésis
Il a été observé expérimentalement qu’une fois les aiguilles liquides formées,

lorsque Π0 > Π0s, celles-ci présentaient un cycle d’hystérésis (Petit, 2011)). Si
cela se produit avec des ondes électromagnétiques, aucune observation dans ce
sens n’a étonnamment été relevée en acoustique. Une fois de plus, la stabilité des
aiguilles repose sur le guidage des ondes incidentes dans la déformation. Ainsi une
ségrégation acoustique/électromagnétique n’est pas forcément pertinente. Il est
à notre sens, plus judicieux d’essayer de déterminer à partir de quelle valeur de
paramètre de guidage nous obtenons une hystérésis.

Étudions plusieurs cas pour lesquels nous fixons le rapport c2/c1 = 0.93 et
faisons varier ω0/λ. Nous appliquons la même procédure qu’expérimentalement,
c’est à dire, nous augmentons progressivement la puissance (à chaque fois qu’un
état stationnaire est atteint) jusqu’à obtenir une inflexion dans la courbe h/ω0 =
f(Π0) puis nous la diminuons afin de voir si le chemin emprunté est le même dans
les deux sens. Les résultats obtenus numériquement, ainsi qu’un cas expérimental
en optique, sont représentés sur la figure 4.13.

Nous observons qu’à partir d’une fréquence normalisée V > 2.1 un cycle d’hys-
térésis commence à apparaitre. Pour ces valeurs de V , les aiguilles liquides formées
deviennent guidantes et le champ s’y propageant permet alors de maintenir la dé-
formation même pour des puissances injectées plus petites que la puissance seuil.
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(e)
(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.13 : Stabilité et cycle d’hystérésis des aiguilles liquides. Les figures (a-
d) sont des résultats numériques pour lesquels c2/c1 = 0.93 et où nous faisons
varier ω0/λ. La figure (e) correspond à un cas expérimental obtenu avec des ondes
électromagnétiques dont les données sont extraites de (Petit, 2011). La flèche verte
représente le sens de propagation de l’onde.

Il est de plus intéressant de noter que la largeur du cycle d’hystérésis semble aug-
menter avec le paramètre de guidage.

Le cas de l’acoustique reste cependant intrigant. En effet, s’il nous semble
numériquement que la différentiation acoustique/électromagnétique n’a pas lieu
d’être, dans ses travaux de thèse Bertin (2011) n’a pas relevé d’hystérésis dans la
formation d’aiguilles liquides avec des ondes acoustiques. Il y présente un cas pour
lequel V = 6.3 et où les déformations obtenues sont exactement les mêmes lors de
l’augmentation comme lors de la baisse de puissance, contrairement à ce que nous
pouvons observer dans le cas de l’optique sur la figure 4.13 (e).

Finalement, nous avons observé numériquement que ces déformations ne pré-
sentaient pas que des états bistables, mais des états multistables. Comme nous
pouvons le voir sur la figure 4.14, une fois la déformation devenue guidante, plu-
sieurs chemins peuvent être empruntés afin de retomber sur la branche où seul un
état de stabilité existe.

Nous avons donc démontré numériquement la stabilité exceptionnelle de ces
morphologies qui agissent là encore comme des guides d’ondes liquides. Nous prédi-
sons numériquement qu’à partir d’un paramètre de fréquence V & 2 nous devrions
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Figure 4.14 : Multistabilité d’une aiguille liquide. La puissance est diminuée à
partir de différents états stationnaires stables. Plusieurs chemins peuvent être em-
pruntés jusqu’à ce qu’ils retombent tous sur la même branche, avant que la défor-
mation ne soit guidante.

toujours observer une hystérésis.

4.3 Conclusion
Nous avons étudié dans ce chapitre le couplage entre la propagation d’une onde

à travers une interface fluide/fluide et la déformation de cette même interface. Nous
avons montré que peu importe le type de déformations obtenues, celles-ci agissent
comme des guides d’ondes liquides reconfigurables à souhait en jouant simplement
sur les paramètres de l’onde excitatrice ou sur les propriétés des fluides.

Dans le cas où la vitesse de l’onde augmente lors de sa traversée de l’interface,
il est intéressant d’observer qu’en considérant numériquement la propagation de
l’onde à travers celle-ci, nous retrouvons quantitativement les tétines obtenues ex-
périmentalement. Ces tétines qui se comportent comme un empilement de guides
d’ondes cylindriques, sont modulables en modifiant leur paramètre de fréquence
normalisée V = (2πω0/λ1)

√
(c2/c1)2 − 1. Nous avons de plus démontré que la

dynamique d’une interface guidante était modifiée par l’onde incidente. Cette ob-
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servation explique les effets observés dans le chapitre précédent sur la dynamique
de l’épaulement induit par la force de diffusion (voir figure 3.3).

Dans le cas contraire, lorsque la célérité de l’onde diminue lors de sa traver-
sée de l’interface, nous avons montré que l’hypothèse de réflexion totale interne
était valide à travers l’étude du profil de pression de radiation et de l’intensité du
champ se propageant dans la déformation. Le fait que l’angle d’incidence maximal
de l’onde sur l’interface soit inférieur à l’angle de réflexion totale n’est donc pas
incompatible avec ce processus. Nous avons de plus montré que l’angle des cônes,
à la base des aiguilles obtenues numériquement, était en accord avec le modèle
universel proposé par (Girot et al., 2019). Finalement, nous avons retrouvé le com-
portement hystérétique des aiguilles liquides qui repose une fois de plus sur le fait
que ces déformations peuvent être considérées comme des guides d’ondes liquides.
Il semble de plus que l’hystérésis soit présente à partir d’un paramètre de fréquence
donné V & 2. Nous avons aussi pu mettre en évidence numériquement un compor-
tement multistable qui n’a jamais été observé expérimentalement. Il pourrait être
intéressant de vérifier cela.

Nous montrons donc à travers l’étude de ce couplage propagation/déformation
qu’un schéma universel émerge, quel que soit le type d’onde considéré, qu’elle fût
mécanique ou électromagnétique. Une onde peut donc sculpter une interface et
créer son propre guide d’onde parfaitement adapté à sa propagation.
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Chapitre 5

Manipulation optique de gouttes
et d’objets biologiques

Nous souhaitons montrer dans ce chapitre qu’il est possible, de façon similaire
à ce qui a été fait avec des interfaces initialement planes, de manipuler et déformer
des objets liquides ou biologiques, initialement sphériques, à l’aide de la pression
de radiation optique. À cette fin, deux systèmes peuvent être mis en avant : d’un
côté les montages de pinces optiques dans lesquels l’objet est piégé au moyen d’un
faisceau laser très convergent par l’intermédiaire de ce qu’on appelle la force de
gradient. Elle agit comme une force de rappel en attirant l’objet vers la zone la
plus intense du faisceau. De l’autre côté on va trouver des montages d’étireur
optique, utilisant cette fois deux faisceaux laser, en général peu divergents. Dans
ce cas, l’objet est piégé entre les deux faisceaux agissant chacun vis-à-vis de l’autre
comme une force restauratrice de la position d’équilibre (Ashkin, 1970). Ces deux
systèmes sont schématisés sur la figure 5.1. Ces schémas serviront de références
pour les expériences numériques réalisées par la suite.

Notons aussi qu’il est possible de réaliser, de façon similaire à ce qui se fait en
optique, des pinces acoustiques (Baudoin et Thomas, 2020). L’intérêt de l’utilisa-
tion d’ondes acoustiques est double : (i) l’amplitude de la pression de radiation
acoustique, est en général, des ordres de grandeurs plus importantes que celle ob-
tenue en optique ; des déformations d’interface macroscopique avec des tensions
interfaciales usuelles sont alors réalisables. (ii) Il découle du premier point que la
mise au point d’une pince acoustique nécessite des intensités moindres qu’une pince
optique. Il est ainsi possible d’éviter des effets de chauffage subséquents à la foca-
lisation d’un faisceau électromagnétique, et éviter la détérioration d’échantillons
biologiques lors de leur manipulation. Cependant, ce chapitre sera uniquement
dédié à l’étude de la pression de radiation optique malgré l’universalité de notre
modèle et la possibilité que nous ayons d’explorer aussi bien le monde de l’optique
que celui de l’acoustique.
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Figure 5.1 : Représentation schématique des systèmes de (a) pince optique et (b)
d’étireur optique.

Nous étudions ici deux objets pouvant être similaires par leur forme (gouttes
et vésicules sphériques), mais dont les propriétés mécaniques sont très distinctes.
Ce chapitre sera découpé de la façon suivante. Nous poserons dans un premier
temps la métrique de notre interface. Celle-ci permettra de calculer la courbure
d’un objet sphérique en évitant des problèmes de dérivation numérique et facilitera
le calcul de certains opérateurs intervenant dans la physique des vésicules. Nous
consacrerons ensuite une partie aux calculs des contraintes optiques sur un objet
sphérique afin d’étalonner notre méthode numérique. Une fois ces conditions préa-
lables posées, nous pourrons décrire la déformation de gouttes puis de vésicules par
des contraintes optiques. Il est à noter que la partie traitant des gouttes reprend
les mêmes adimensionnements et systèmes d’équations à résoudre que les chapitres
précédents. Le cas des vésicules est quelque peu différent et sera plus amplement
discuté le cas échéant. Nous réaliserons dans la dernière partie un parallèle entre
la déformation de gouttes et de vésicules afin de mettre en exergue les propriétés
particulières de ces dernières.

5.1 Métrique de l’interface
Dans le cas où nous considérions des interfaces initialement planes, le calcul de

la courbure, définie en coordonnées cylindriques, κ(r) = 1
r

d
dr
(rz′/

√
1 + z′), ne pose

en général pas de problèmes particuliers. Cependant, les dérivées peuvent être plus
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délicates à calculer aux pôles d’un objet sphérique où z′ → ∞. Nous définissons le
mot pôle que nous réutiliserons par la suite, qui est représenté par le point situé à
90° de l’axe de symétrie en r = 0 (voir figure 5.1). Nous redéfinissons la paramé-
trisation de notre interface en utilisant un formalisme de géométrie différentielle
(Pressley, 2010). Ce formalisme permet d’exprimer de façon simple et élégante les
propriétés d’une surface.

Considérons un point sur une surface dont les coordonnées sont données par
r = (r cos θ, r sin θ, z(r)) avec s la longueur d’arc de l’interface s =

∫ t

0
|r|2dt.

Choisissant les paramètres s la longueur d’arc et θ l’angle polaire, nous pouvons
écrire la première forme fondamentale de la surface G comme :

G =

(
∂sr · ∂sr ∂sr · 1

r
∂θr

1
r
∂θr · ∂sr 1

r2
∂θr · ∂θr

)
(5.1)

=

(
∂2sr + ∂2sh 0

0 1

)
(5.2)

La première forme fondamentale de la surface nous permet de calculer la normale
en tout point. Mais exprimons dans un premier temps le vecteur unitaire tangent
à cette surface. Dans la paramétrisation choisie, t s’exprime comme :

t = ∂sr (5.3)

Ainsi, G11 = |t|2=1 et la paramétrisation obtenue est appelée une paramétrisation
naturelle. Ce qui conduit à g =

√
detG = 1. Le vecteur unitaire normal à la surface

s’écrit alors :
n = 1

g
∂sr × 1

r
∂θr

n =

 −∂sh cos θ
−∂sh sin θ

∂sr

 (5.4)

Nous pouvons, à partir des vecteurs unitaires tangent et normal, calculer la seconde
forme fondamentale de la surface :

N =

(
∂2sr · n 1

r
∂sθr · n

1
r
∂sθr · n 1

r2
∂2θr · n

)
(5.5)

=

(
−∂2sr∂sh+ ∂2sh∂sr 0

0 1
r
∂sh

)
(5.6)

Nous obtenons ainsi les deux courbures principales de la surface qui sont les valeurs
propres de N , κmax = N 11 et κmin = N 22. La courbure est ainsi définie par κ =
κmin + κmax. Deux points sont à noter au sujet de la courbure. (i) Contrairement
à ce qui est souvent considéré dans la littérature, nous avons choisi d’utiliser la
courbure κ et non pas la courbure moyenne κ/2. (ii) La convention utilisée pour
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écrire la seconde forme fondamentale de la surface, fait que la courbure est négative
pour une sphère dont la normale pointe vers l’extérieur. Ces choix sont arbitraires
et n’ont absolument aucun impact sur le reste des calculs.

Dans le cas de la goutte, le calcul de la courbure est le seul point qui est modifié
vis-à-vis des interfaces planes. Afin de caractériser proprement ces déformations,
nous souhaitons dans un premier temps étudier la propagation d’une onde électro-
magnétique incidente sur ces objets sphériques et les contraintes optiques qui en
résultent. Nous comparerons les contraintes optiques calculées par la méthode des
éléments de frontières avec celles calculées par la diffusion de Mie.

5.2 Contraintes optiques sur un objet sphérique

5.2.1 Diffusion de Mie
La théorie de Mie (1908), aussi appelée Lorenz-Mie (Lorenz, 1904) ou Debye-

Lorenz-Mie (Debye, 1909), énoncée au début du XX siècle permet de calculer la
diffusion d’une onde électromagnétique sur un objet sphérique de rayon et d’indice
de réfraction quelconque. Si nous ne digressons évidemment pas ici sur le côté
historique du nom de cette théorie, le lecteur intéressé peut toutefois se référer à
l’ouvrage de Kerker (1969) pages 54-59.

La théorie de Mie pour des objets sphériques est très largement documentée
et les bases de calculs en sont, entre autres, posées dans l’ouvrage de Bohren et
Huffman (1983). Nous n’en détaillerons donc pas les calculs ici, mais résumerons
seulement « l’esprit » général.

Tout d’abord, aux vues de la symétrie du problème, nous nous plaçons en
symétrie sphérique sur la base orthonormée (er, eθ, eϕ). À partir des équations de
Maxwell on peut montrer que les champs complexes électrique E et magnétique H
satisfont, dans un milieu linéaire, isotrope et homogène, ce qu’on appelle l’équation
d’onde :

∇2E + k2E = 0 (5.7)
∇2H + k2H = 0 (5.8)

Avec k = 2π
λ

le nombre d’onde et λ la longueur d’onde dans le milieu. L’idée est alors
de déterminer le champ transmis dans l’objet et celui diffusé en les décomposant sur
une base de fonctions sphériques vectorielles. Ces fonctions doivent être solutions
elles aussi de l’équation d’onde et doivent avoir les mêmes propriétés que les champs
électrique et magnétique ; c’est à dire, leurs divergences doivent être nulles et ces
fonctions ne doivent pas être indépendantes l’une de l’autre. Ceci peut-être réalisé
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de la façon suivante. Considérons une fonction scalaire ψ solution de l’équation
d’onde scalaire. Nous pouvons construire une fonction vectorielle M telle que :

M = ∇× (vpψ) (5.9)
Avec vp un vecteur arbitraire appelé le vecteur pilote (en général, le vecteur choisi
est r). Nous pouvons, par des identités vectorielles, démontrer que M est solution
de l’équation d’onde si ψ l’est. Définissons ensuite une deuxième fonction vectorielle
à partir de la première :

N =
∇×M

k
(5.10)

Il est une fois de plus possible de montrer que N est solution de l’équation d’onde.
Nous avons de plus :

∇×N = −∇2M

k
= kM (5.11)

Ainsi nos deux conditions préalables sont satisfaites.
L’intérêt de cette représentation est que chaque fonction harmonique est diffu-

sée en une unique autre dont l’amplitude dépend uniquement du rayon de l’objet
et de son indice de réfraction. Ces deux paramètres interviennent dans des coef-
ficients donnés, dans le cas sphérique, dans le livre de Bohren et Huffman (1983)
(voir équations (4.52) et (4.53)). La somme de chacune de ces fonctions harmo-
niques permet alors de déterminer le champ dans l’objet et le champ diffusé. Si
en théorie il faut sommer sur une infinité de fonctions, en pratique, on tronque la
somme en utilisant le critère de Wiscombe qui correspond à la partie entière de
nmax = x + 4.05x1/3 + 2 avec x = k2R0 = (2πn2R0)/λ0 communément appelé le
paramètre de taille.

Connaissant maintenant les champs complexes à l’extérieur de l’objet, soient
le champ incident Ei et le champ diffusé Es, ainsi que le champ dans l’objet Et,
nous pouvons calculer la contrainte optique résultante. En effet, celle-ci s’exprime
comme la projection de la somme arithmétique des tenseurs des contraintes élec-
tromagnétiques extérieures et intérieures sur la normale à la surface :

Πrad = (Sem
2 − Sem

1 )r=R0
· n (5.12)

Ainsi en passant en coordonnées sphériques l’équation (5.12) peut s’écrire (Xu
et al., 2009) :

Πrad =
ϵ0
4

[(
ϵ1 − ϵ2

(
n1

n2

)2
)
E2

r2 − (ϵ1 − ϵ2)

(
E2

θ2 + E2
ϕ2

) ]
r=R0

· n
(5.13)
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Avec ϵ0 la permittivité diélectrique du vide et ϵ1, ϵ2 les permittivités respectives
du milieu ambiant et de la goutte (ou de la vésicule).

5.2.2 Comparaison des contraintes optiques calculées par
diffusion de Mie et par Méthodes des Éléments de
Frontières

Nous rappelons que dans le cas de la méthode des éléments de frontières nous
résolvons l’équation d’Helmholtz scalaire. De plus, simulant un domaine non borné,
nous devons nous assurer que le champ diffusé respecte la condition radiative de
Sommerfeld ; c’est-à-dire que l’intégralité du champ diffusé ne retourne pas vers
sa source. Pour cela, comme énoncé dans le chapitre 2, la condition aux frontières
considérée impose une adaptation d’impédance sur les bords du domaine numé-
rique qui se traduit par l’équation (2.117). Cependant, cette condition a montré
des limitations dans le cas d’objets sphériques et nous avons alors défini empiri-
quement des critères numériques afin que les contraintes calculées par la méthode
des éléments de frontières soient les plus proches possibles de celles calculées par
diffusion de Mie. Les résultats obtenus pour la diffusion de Mie sont obtenus à
partir d’un code développé par Mathias Perrin (loma) sous Matlab®. Empirique-
ment, la taille du domaine numérique pour calculer la propagation de l’onde est
définie comme étant trois fois plus large que l’extension radiale du faisceau. La
hauteur importe peu et englobe l’objet étudié plus quelques longueurs d’onde de
chaque côté ; typiquement quatre fois la longueur d’onde.

Nous pouvons maintenant réaliser une étude paramétrique dans laquelle nous
comparons les contraintes optiques induites par un faisceau, calculées par la mé-
thode des éléments de frontières et par la théorie de Mie. Deux cas sont étudiés,
dans le premier, nous fixons le rapport λ/ω0 = 0.125 et dans le second R0/λ = 12.5.
Ces valeurs ont été choisies afin d’avoir dans le premier cas des faisceaux avec une
faible divergence et dans le deuxième un objet très grand devant la longueur d’onde.
Cela nous permet de balayer toutes les situations envisageables dans le cadre de
l’étude des contraintes induites optiquement sur un objet initialement sphérique.
Afin de faciliter les observations qui suivront, nous appellerons respectivement face
avant, face arrière et pôle, le côté de la goutte face au faisceau laser (θ = 180°),
le côté opposé au faisceau laser (θ = 0°) et la partie la plus éloignée du faisceau
(θ = 90°). Ceux-ci sont représentés sur la figure 5.1.

Dans le premier cas, nous augmentons progressivement la taille initiale de la
goutte R0/ω0 ce qui de fait, accroît aussi le rapport R0/λ. Nous observons sur la
figure 5.2, globalement un bon accord. Il semble cependant que les meilleurs résul-
tats sont obtenus pour des rapports d’indices proches de 1. Ce qui est justifiable
par le fait que plus ∆n >> 1 plus on s’éloigne de la validité de l’approximation de
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Figure 5.2 : Comparaison entre les contraintes optiques calculées par la diffusion
de Mie (lignes pleines noires) et par méthode des éléments de frontières (lignes
rouges en pointillés) à λ/ω0 = 0.125 fixé.

l’équation d’onde par l’équation d’Helmholtz scalaire. Il est intéressant de noter
que même dans le cas R0/ω0 = 1 où les différences sont les plus frappantes, on
retrouve néanmoins les mêmes tendances. Le point positif est que l’on devrait donc
uniquement avoir des incertitudes sur l’amplitude de déformation et non sur les
morphologies obtenues.

Dans le cas où nous fixons le rapport de la taille initiale de la goutte (ou
de la vésicule) sur la longueur d’onde R0/λ, nous observons sur la figure 5.3 des
comportements, là encore, globalement satisfaisant. En effet, nous retrouvons dans
chaque cas des tendances similaires entre les deux méthodes de calculs avec des
différences principalement proches de l’axe de propagation du faisceau laser.

Nous pouvons donc conclure que nous avons un accord semi-quantitatif entre
la diffusion de Mie et la résolution numérique réalisée par la méthode des éléments
de frontières. Nous nous attendons donc à obtenir des morphologies similaires à ce
qui a pu être obtenu expérimentalement. Néanmoins, il serait intéressant à l’ave-
nir d’améliorer la condition aux frontières d’adaptation d’impédance afin d’obtenir
des résultats plus satisfaisants encore, c’est-à-dire avec un meilleur accord avec la
théorie de Mie. Nous pouvons citer par exemple la technique de « couche parfai-
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Figure 5.3 : Comparaison entre les contraintes optiques calculées par la diffusion
de Mie (lignes pleines noires) et par méthode des éléments de frontières (lignes
rouges en pointillés) à R0/λ = 12.5 fixé et n2/n1 = 1.05.

tement adaptée » 1 comme utilisée par Lu et al. (2018). Cette technique consiste à
définir un deuxième domaine numérique englobant le premier dans lequel les ondes
sont atténuées exponentiellement. On éviterait ainsi toute réflexion parasite des
ondes diffusées.

Ayant décrit la façon dont nous avons paramétré l’interface et les
contraintes optiques agissant dessus, nous nous intéressons maintenant à la dé-
formation de gouttes par un ou plusieurs faisceaux laser.

1. « Perfectly Matched Layer » (PML) dans la littérature anglophone.
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5.3 Gouttes liquides dans un piège optique

5.3.1 Pince optique

Introduction

Depuis les travaux de Ashkin et al. (1986) sur le piégeage optique de particules
solides ainsi que de virus et de bactéries (Ashkin et al., 1987), la pince optique
s’est largement répandue et démocratisée. Si le développement de cet outil a permis
l’émergence de champs de recherche tels que les atomes froids ou la manipulation
d’objet unique dans des chambres à vide, nous nous intéresserons ici plutôt à la
manipulation, déformation et caractérisation de gouttes déformables plongées dans
un autre fluide. Sur cet aspect, la pince optique à entre autres beaucoup servi dans
le domaine des aérosols pour déterminer les propriétés rhéologiques (Power et Reid,
2014 ; Bzdek et al., 2016) et optiques (Bain et al., 2018) de microparticules d’aé-
rosol. Elle a aussi été utilisée à des buts plus fondamentaux comme pour mesurer
les interactions électrostatiques entre des microbilles de silice ou microgouttelettes
d’émulsions d’huile dans l’eau (Griffiths et al., 2016). Ce genre d’outil se montre
aussi extrêmement pratique et polyvalent dans la manipulation de gouttes dans des
microcanaux (Bolognesi et al., 2015) ou dans un objectif de croissance en faisant
coalescer plusieurs microgouttes au centre du piège optique (Møller et Oddershede,
2009).

Un point important à relever concerne la condition pour laquelle la force de
gradient du faisceau prédomine dans le système étudié. En effet, dans le cas où le
faisceau est peu convergent, la pression de radiation (proportionnelle à l’intensité
du faisceau) domine en général la force de gradient (proportionnelle au gradient
d’intensité) et la goutte ou la particule solide étudiée est simplement poussée par le
faisceau. Cela s’explique par le fait que lorsque l’on intègre la contrainte exercée sur
la surface, on obtient une force résultante nette dans la direction de propagation du
faisceau comme on peut s’y attendre en observant les figures 5.2 et 5.3. Le même
phénomène peut être expliqué par une approche d’optique géométrique lorsque
le rayon de l’objet étudié est très grand devant la longueur d’onde (Guck et al.,
2001 ; Bareil et al., 2006 ; Girot, 2018). Néanmoins, il est toujours possible de pié-
ger l’objet étudié dans la direction de propagation du faisceau en contrebalançant
la gravité avec la pression de radiation (Ashkin, 1970). Évidemment, si l’intensité
du faisceau incident induit une pression de radiation plus importante que les forces
de gravité, l’objet sera alors poussé jusqu’aux parois du conteneur (expérimenta-
lement comme numériquement). Concernant les résultats numériques relatifs à la
déformation de gouttes avec un faisceau présentés dans ce qui suit (dans cette
sous-section 5.3.1), nous annoncerons explicitement les différents cas où la goutte
est piégée par les forces de gradient. Dans les cas où la goutte n’est pas piégée
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axiallement, nous appliquons un suivi Lagragien de celle-ci. Numériquement, cela
se traduit par le fait que lorsque la goutte se translate sous l’effet du champ laser,
tout le domaine numérique ainsi que le faisceau laser sont déplacés de la même
façon par rapport au centre de masse de celle-ci. Ceci représente bien entendu
un parti prit fort et arbitraire, mais permet la comparaison de nos résultats avec
certains travaux expérimentaux présents dans la littérature et présentés dans ce
qui suit. Il aurait aussi, bien entendu, été intéressant d’étudier des gouttes à la fois
poussées et déformées par la pression de radiation (lévitation optique) mais cela
ne fera pas l’objet de ces travaux. Notons aussi que ceci ne s’applique qu’au cas
de la pince optique, les objets étant totalement bloqués dès que l’on utilise deux
faisceaux contra-propageant.

Régime linéaire de déformation

Parmi les travaux cités dans l’introduction, ceux de Møller et Oddershede
(2009) nous intéressent particulièrement ici afin de mettre à l’épreuve notre modèle
numérique. Dans cette étude, les auteurs s’intéressent à la déformation radiale de
gouttes formées par coalescence dans le piège optique. Ils prédisent l’existence en
dessous d’un seuil non quantifié par leur théorie (voir dans la référence l’équation
(12)), d’un régime linéaire universel dépendant uniquement de la puissance laser
injectée et de la tension interfaciale du système comme ce que nous pouvons ob-
server pour des interfaces planes. Nous avons réalisé le même type d’expérience en
considérant des gouttes de faible tension de surface, initialement sphériques, illu-
minées par un faisceau laser dont le col est focalisé au centre de la goutte comme
schématisé figure 5.1.

Nous reportons sur la figure 5.4 un graphique extrait de la publication de
Møller et Oddershede (2009) ainsi que le taux de déformation radial calculé nu-
mériquement, de gouttes de rayons initiaux R0/ω0 = 2.3, 3, 4, en fonction de la
puissance injectée Π0 < 1. Deux séries de données sont présentées avec les rapports
λ/ω0 = 0.8 et λ/ω0 = 0.5. Dans les deux cas, le rapport d’indice de réfraction vaut
n2/n1 = 1.03. Nous pouvons relever plusieurs éléments sur cette figure. Première-
ment, nous retrouvons bien un comportement universel pour les différentes gouttes,
mais pour un rapport λ/ω0 donné. Les pentes obtenues sont (rmax −R0) /R0 =
−6.8 × 10−2Π0 pour λ/ω0 = 0.8 et (rmax −R0) /R0 = −8.9 × 10−2Π0 pour
λ/ω0 = 0.5. Ceci est en contradiction avec l’équation (12) de Møller et Odder-
shede (2009) qui prédit comme énoncé précédemment un comportement dépendant
uniquement de la tension interfaciale et de la puissance (donc concrètement uni-
quement de Π0 dans notre cas). Nous pourrions donc à priori changer à volonté le
rapport λ/ω0 afin de retrouver la même pente de (rmax −R0) /R0 = −3.2×10−2Π0

donnée dans l’article. De plus, nous observons que nous nous écartons du régime
linéaire lorsque Π0 ≥ 0.6 contrairement au régime linéaire de l’article qui s’étend
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Figure 5.4 : Déformation de gouttes avec une pince optique. (a) Graphique extrait
de (Møller et Oddershede, 2009) montrant l’évolution du rayon de gouttes de très
faible tension interfaciale (σ ≈ 2 × 10−6N m−1) piégées dans une pince optique.
Expériences réalisées avec un laser de longueur d’onde dans le vide λ0 = 1064nm.
Le rapport d’indice de réfraction de leur système est de n2/n1 = 1.03. La droite
noire représente leur modèle défini par l’équation (12). (b) Résultats numériques.
Les deux jeux de données ont été obtenus avec n2/n1 = 1.03 et les mêmes rayons
initiaux. Les images de gouttes déformées sont réalisées avec Π0 = 0.1, et Π0 = 0.8
à R0/ω0 = 3. Pour Π0 < 0.6 les gouttes conservent une forme sphéroïdale.
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jusqu’à P ≈ 0.2W ⇔ Π0 ≈ 7.7 comme nous pouvons le voir sur la figure 5.4 (a).
Il se pourrait en fait, comme nous le verrons par la suite, que le régime linéaire
observé ne soit pas attribuable à des gouttes sphéroïdales, mais à des gouttes ayant
une forme de cacahuète. Nous pouvons déjà observer que les gouttes n’ont plus
une forme sphéroïdale pour Π0 = 0.8. Expérimentalement, l’observation se faisant
par-dessus la goutte (Hansen et al., 2005) (le système d’imagerie est monté dans le
même sens que la direction de propagation du faisceau), si celle-ci prend une forme
de cacahuète le rayon observé sera alors le rayon projeté le plus grand. Ce système
expérimental ne permet pas de faire la différence entre une goutte sphérique ou
une goutte qui prendrait une forme plus exotique dans le sens de propagation du
faisceau.

Ayant ainsi des résultats numériques assez éloignés des expérimentaux, nous
nous référons à une autre étude, cette fois semi-analytique (Ellingsen, 2013), afin
de corroborer nos premiers résultats. Dans ces travaux, les contraintes optiques
exercées sur la goutte sont calculées par la théorie de Mie, puis la déformation
stationnaire résultante est déduite en passant par un développement perturbatif
tronqué au premier ordre (Brevik et Kluge, 1999 ; Ellingsen et Brevik, 2012 ; Elling-
sen, 2012, 2013). On comparera en parallèle les contraintes et les champs obtenus
avec le programme de Mathias Perrin.

Considérons dans un premier temps le cas d’une goutte d’émulsion d’huile dans
l’eau. Nous prenons les mêmes grandeurs que Ellingsen (2013) soit n1 = 1.33, n2 =
1.41, R0/ω0 = 1.33, λ/ω0 = 0.53. Commençons par comparer les amplitudes des
champs dans la goutte calculées avec la théorie de Mie et par la méthode des
éléments de frontières.

Nous pouvons observer aux premiers abords un accord qualitatif entre les deux
résultats sur la figure 5.5(a,b). Ces accords sont confirmés en traçant sur les figures
5.5(c-d) une coupe de l’amplitude du champ en r = 0 et les contraintes optiques
sur l’interface. On retrouve un accord correct sur les contraintes à l’interface avec
une différence d’amplitude de 2 et 9% sur respectivement la face arrière et avant
de la goutte. Nous calculons maintenant la déformation induite par les contraintes
optiques et la comparons à celle obtenue par Ellingsen. Nous trouvons un très
bon accord entre les deux morphologies au prix d’une légère augmentation de la
puissance injectée ; ce qui était prévisible compte tenu des différences d’amplitude
sur les contraintes optiques.

Nous pouvons réaliser la même opération pour le cas d’une goutte d’eau dans
l’air. Dans son étude Ellingsen (2013) insiste sur le fait que dans le cas eau/air ses
résultats doivent être considérés uniquement comme semi-quantitatifs. En effet,
le champ électromagnétique, et donc les contraintes, sont calculés sur l’objet sur
sa forme sphérique initiale. Si dans le cas de faible contraste d’indice cette ap-
proximation ne pose pas de problèmes à priori, il est possible que des corrections
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Figure 5.5 : Déformation d’une goutte d’émulsion d’huile dans l’eau avec un
faisceau laser. Les données suivantes ont été utilisées pour cette simulation :
R0/ω0 = 1.33, λ/ω0 = 0.53, n2/n1 = 1.06. (a-b) Amplitude du champ calculé
respectivement par la théorie de Mie et par BEM. (c-d) Respectivement une coupe
de l’amplitude du champ z/R0 = f

(
|E/E0|2

)
et les contraintes optiques exercées

sur l’interface. (e) Comparaison de la déformation obtenue par BEM avec la forme
obtenue par la méthode semi-analytique de Ellingsen (2013).

121



5.3. GOUTTES LIQUIDES DANS UN PIÈGE OPTIQUE

-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
r/ω0

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

z
/
ω
0

Semi-analytique Ellingsen
Π0 = 0.85

BEM Π0 = 2.96

Laser

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
θ(°)

0

2500

5000

7500

10000

12500

15000
C

on
tr

ai
nt

e
(P

a)
BEM
Mie

0 1 2 3 4 5
|E/E0|2

−2

−1

0

1

2

z
/
R

0

coupe BEM
coupe Mie

−2 −1 0 1 2
r/R0

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

z
/
R

0

|E/E0|2

1

2

3

4

−2 −1 0 1 2
r/R0

−2.0

−1.5

−1.0

−0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

z
/
R

0

|E/E0|2

1

2

3

4

5

Figure 5.6 : Déformation d’une goutte d’eau dans l’air avec un faisceau laser.
Les données suivantes ont été utilisées pour cette simulation : R0/ω0 = 1.33,
λ/ω0 = 0.71, n2/n1 = 1.33. (a-b) Amplitude du champ calculé respectivement par
la théorie de Mie et par BEM. (c-d) Respectivement une coupe de l’amplitude du
champ z/R0 = f

(
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)
et les contraintes optiques exercées sur l’interface. (e)

Comparaison de la déformation obtenue par BEM avec la forme obtenue par la
méthode semi-analytique de Ellingsen (2013).
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soient à apporter dans le cas de contraste plus important (Ellingsen, 2013 ; Brevik
et Kluge, 1999). Pouvant avoir aussi des contraintes sur de tels systèmes avec la
méthode des éléments de frontières du fait que nous nous éloignons de l’approxi-
mation de Helmholtz scalaire pour un contraste d’indice élevé, les comparaisons
présentées ci-après sont à prendre avec précaution.

Nous reportons donc sur la figure 5.6 les mêmes types de résultats que sur la
figure précédente. La focalisation d’intensité sur la face arrière de la goutte est
bien retrouvée sur la figure 5.6 (a,b). On observe ici encore une forme du champ
globalement comparable entre la théorie de Mie et la méthode des éléments de
frontières, mais avec quelques différences concernant l’amplitude du champ. Ces
différences se traduisent finalement par des écarts importants d’amplitude de la
contrainte sur la face arrière de 33% (insert (d)). Malgré cela, on retrouve, sur la
figure 5.6 (e), une goutte déformée semblable à ce qu’a pu obtenir Ellingsen, en
ayant considérablement augmenté la puissance.

Finalement il est satisfaisant de voir que malgré les différences observées dans le
champ où sur les contraintes optiques, on retrouve des morphologies très proches
de la prédiction semi-analytique dans les deux cas. Cela montre que les erreurs
sur la forme des contraintes semblent être relativement négligeables par rapport
à celles sur l’amplitude et que notre modèle reste qualitativement correct pour
étudier des cas avec n2/n1 relativement éloigné de l’unité.

Pour finir, Ellingsen tenta aussi de retrouver les résultats de Møller et Od-
dershede (2009). Il tire alors la même conclusion que nous, à savoir que la pente
semble dépendre de l’extension radiale du faisceau comme nous l’avons montré sur
la figure 5.4. De plus, alors que les résultats de Møller & Oddershede sont obtenus
en considérant que les gouttes ont des formes ellipsoïdales, Ellingsen, prédit plutôt
des formes ressemblant à des citrons, un peu comme ce que l’on peut observer sur
la figure 5.4 pour Π0 = 0.8.

Nous avons montré dans cette partie qu’il existe un régime de déformation
linéaire universel pour un rapport λ/ω0 donné. De plus, nous avons pu mettre en
parallèle avec un bon accord nos résultats de gouttes faiblement déformées avec
un modèle semi-analytique (Ellingsen, 2013).

Régimes non linéaires de déformations

Les résultats représentés sur la figure 5.4 montrent que nous nous écartons du
régime linéaire à partir de Π0 = 0.6. Reprenons le cas de la goutte de faible tension
interfaciale de rayon initial R0/ω0 = 2.3 avec n2/n1 = 1.03, mais en s’intéressant
cette fois à l’extension longitudinale de la goutte (dans le sens de propagation du
faisceau laser). Nous reportons les résultats obtenus sur la figure 5.7.

Nous notons l’existence de trois régimes de déformation distincts. (i) Le régime
linéaire précédemment décrit pour Π0 < 1, (ii) un régime où la goutte prend une
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Figure 5.7 : Goutte de faible tension interfaciale : Allongement en fonction de
la puissance injectée Π0. Le rayon initial des gouttes est R0/ω0 = 2.3, le rapport
d’indice de réfraction vaut n2/n1 = 1.03 et λ/ω0 = 0.8. Les morphologies affichées
sur la figure montrent l’évolution de la forme de la goutte en fonction de la puis-
sance. Celles-ci sont à l’échelle. (b-d) Amplitude du champ dans la goutte pour
Π0 = 0.9, 4, 8.
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forme de cacahuète pour 1 < Π0 ≤ 6.5 et (iii) un dernier régime ou plusieurs lobes
se forment pour Π0 > 6.5. Si le régime cacahuète a déjà été observé numérique-
ment dans la littérature avec des systèmes similaires (Tapp et al., 2014), le régime
multilobes n’a quant à lui, à notre connaissance, jamais été mis en évidence dans
le cas des pinces optiques. On peut cependant retrouver des objets similaires dans
le cas de l’électro/magnéto-hydrodynamique (Lac et Homsy, 2007). Il est à noter
que comme précédemment, la goutte ne se déplace pas dans ce cas lorsque l’on
augmente la puissance, celle-ci étant piégée par les forces de gradient.

La forme de cacahuète peut, selon nous, être expliquée par plusieurs phéno-
mènes. Le premier facteur serait simplement une instabilité de Rayleigh-Plateau.
Si l’on étire suffisamment la goutte, on s’attendrait, dépassé un certain rapport
d’aspect critique (Tomotika, 1935), à ce que les forces capillaires engendrent un
pincement de la goutte et en forment ainsi deux nouvelles. Ici cet effet va de concert
avec la force de gradient du faisceau qui a tendance à tirer l’interface vers la zone
la plus intense de celui-ci. De plus, la force de gradient est ici exacerbée par la
courbure de la face avant de la goutte qui agit comme une lentille convergente
et donc focalise le faisceau (Casner et Delville, 2001) ; ce phénomène est bien vi-
sible sur la figure 5.7b. Dans le même temps, un état stationnaire est atteint, car
les deux premiers effets évoqués ci-avant sont contrebalancés par la pression de
radiation optique qui tire sur l’interface du milieu le plus réfringent au milieu le
moins réfringent. On peut voir sur les inserts (b-d) de la figure 5.7 l’évolution de
l’amplitude du champ dans la goutte pour les trois morphologies présentées sur la
figure principale à Π0 = 0.9, 4, 8 respectivement. On observe dès la fin du régime
linéaire que le champ est focalisé dans la goutte par les effets de lentilles. Lorsque
la goutte a une forme de cacahuète, quasiment l’intégralité du champ est concen-
trée au niveau du pincement ce qui confirme nos premières hypothèses énoncées
précédemment. Finalement, la forme multilobes résulterait simplement d’une ca-
cahuète que l’on a étirée en augmentant la puissance du faisceau. Cependant, la
longueur de la goutte multilobes évolue peu avec la puissance. Ceci peut s’expli-
quer par le fait que la majeure partie de l’intensité étant focalisée au niveau du
pincement, augmenter la puissance augmente peu les contraintes sur la face arrière
de la goutte et donc la longueur de celle-ci.

Il est intéressant de noter que l’on retrouve une évolution de la déformation
longitudinale en fonction de la puissance qui ressemble une fois de plus à ce
qui peut être obtenu en électro/magnéto-hydrodynamique (Bacri et Salin, 1982,
1983 ; Sherwood, 1988). En effet, ces systèmes présentent une hystérésis de forme
qui peut être prédite par la minimisation, à volume constant, des énergies élec-
trique/magnétique interne et de surface de la goutte. L’hystérésis a tendance à
disparaitre en électro/magnéto-hydrodynamique lorsque le contraste de permitti-
vité électrique/susceptibilité magnétique diminue. Un exemple de cette hystérésis,
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extrait de la référence (Sherwood, 1988) est présenté sur la figure 5.8a. Nous avons
réalisé le même type d’expérience pour laquelle nous diminuons progressivement la
puissance afin de passer du régime cacahuète au régime linéaire pour la même confi-
guration que celle considérée en figure 5.7, soit avec un rayon initial R0/ω0 = 2.3.
Dans un second temps, nous diminuons le contraste d’indice afin d’observer la
disparition ou non de l’hystérésis.

La figure 5.8b montre clairement l’existence d’une hystérésis pour laquelle la
forme de cacahuète est conservée pour des puissances Π0 < 1 inférieures à son
seuil de formation. Dans notre cas, nous pouvons expliquer cela par un couplage
entre la forme de la goutte et la propagation de l’onde à l’intérieur de celle-ci,
de façon similaire à ce que nous avons pu mettre en évidence dans le chapitre 4
avec les tétines et les aiguilles. Comme expliqué précédemment, la face avant de la
goutte agit comme une lentille convergente qui a tendance à focaliser le faisceau
laser incident. Ainsi, une fois la forme de cacahuète obtenue, la goutte guide l’onde
incidente, et cette dernière parvient à maintenir la cacahuète pour des puissances
plus faibles que la puissance seuil initiale. C’est exactement ce que nous avions
déjà observé dans le cas des interfaces planes sur la figure 4.13.

On remarque de plus qu’en diminuant le contraste d’indice l’instabilité devient
de moins en moins marquée (voir l’insert de la figure 5.8). Cependant, l’hystérésis
semble exister pour des contrastes d’indices aussi faibles que ∆n = 3 × 10−6 ce
qui implique qu’elle devrait toujours être présente expérimentalement. De plus, la
diminution du rapport d’indice semble faire disparaitre le troisième régime mul-
tilobes comme on peut le voir sur les images de déformations jointes à la figure
5.8.

Une question légitime peut toutefois se poser ici. Si nous avons une instabilité
qui résulte de la forme de la goutte (effet de lentille et forme de cacahuète), que
devient-elle si nous introduisons des effets de volumes finis ? Prenons par exemple
des gouttes de rayons R0/ω0 = 1.5 et, R0/ω0 = 1 et conservons les mêmes para-
mètres que pour les résultats précédents. On peut alors observer sur la figure 5.9
que la contrainte en volume, qui joue un rôle prédominant sur la forme, tue l’insta-
bilité jusqu’à n’avoir plus qu’un seul régime linéaire. Cependant, les gouttes sont
toujours piégées par la pince optique. Ce qui montre bien que l’hystérésis repose
sur un couplage entre la forme de la goutte et le guidage de l’onde.

Comme nous l’avons fait dans la partie précédente sur l’étude du régime li-
néaire de déformation, nous pouvons nous intéresser à un cas avec un contraste
d’indice plus important, celui de la goutte d’eau dans l’air. Nous considérons alors
∆n = 3 × 10−1 et gardons le rayon initial précédent R0/ω0 = 2.3 ainsi que les
paramètres du faisceau λ/ω0 = 0.8. Nous réalisons la même expérience que précé-
demment, c’est à dire étudier l’allongement de la goutte en fonction de la puissance
laser injectée. Les résultats sont présentés figure 5.10. Nous pouvons observer cette
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Figure 5.8 : (a) Déformation de gouttes par un champ électrique. Ces courbes,
extraites de (Sherwood, 1988), représentent le rapport d’aspect théorique l/b de
gouttes (demi grand-axe sur demi petit-axe) en fonction de l’amplitude du champ
électrique pour différents rapport de permittivité diélectrique. (b) Gouttes de faible
tension interfaciale déformées par un faisceau laser : Taux de déformation en fonc-
tion de la puissance injectée Π0 pour des gouttes de rayon initial R0/ω0 = 2.3, avec
λ/ω0 = 0.8 et pour différents contrastes d’indices. Pour chaque contraste d’indice,
les symboles pleins/creux correspondent à un état stationnaire lorsque l’on aug-
mente/diminue la puissance. Le cycle d’hystérésis est mis en avant à l’aide des
flèches noires pleines. Les morphologies affichées sont obtenues pour ∆n = 3×10−4.
L’insert est un grossissement de la partie du graphique principal montrant l’hys-
térésis pour ∆n < 3× 10−2.
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Figure 5.9 : Goutte de faible tension interfaciale : étude des effets de volume
fini sur la déformation. Allongement de gouttes de rayons initiaux R0/ω0 = 1.5 et
R0/ω0 = 1. Le rapport d’indice vaut dans les deux cas n2/n1 = 1.03 et ω0/λ = 0.8.
Le profil de goutte affiché correspond à une goutte de rayon initiale R/ω0 = 1 et
Π0 = 32.

fois encore l’existence de trois régimes distincts. (i) Un régime linéaire classique
pour Π0 < 1. (ii) Un régime dans lequel la goutte s’allonge peu, mais où l’on voit
l’apparition d’une pointe sur la face arrière. Cette forme s’explique par le fait que
le faisceau incident est fortement focalisé derrière la goutte en raison du contraste
d’indice élevé. Nous pouvons observer cela sur l’amplitude du champ électrique se
propageant dans la goutte pour Π0 = 8 jointe à la figure 5.10. (iii) Finalement,
nous observons un dernier régime qui met en exergue les propriétés guidantes de
ces gouttes liquides. En effet, nous retrouvons ce que l’on a pu observer sur des
interfaces planes. C’est-à-dire une tétine sur la face avant de la goutte (lorsque le
faisceau passe du milieu le moins réfringent au plus réfringent) et un cône sur la
face arrière (lorsque le faisceau passe du milieu le plus réfringent au moins réfrin-
gent). Si la forme de cône n’a pas été observée auparavant cela est probablement
attribuable au rapport d’indice. Comme nous l’avons vu dans le chapitre 4, la
forme conique résulte d’une réflexion totale interne de l’onde dans la déformation.
Hors ce phénomène se produit à un angle d’incidence critique déterminé, nous le
rappelons, par le rapport d’indice tel que θRT = arcsin(n1/n2) ≈ 49° pour une in-
terface eau/air. Il est ainsi moins aisé d’atteindre cet angle dans le cas d’un rapport
d’indice proche de l’unité. Nous nous intéresserons plus en détail à cet angle dans
le cas suivant, étudiant là encore une goutte d’eau dans l’air. Dépassé Π0 = 10,
compte tenu des propriétés guidantes de la goutte, on retrouve une hystérésis entre
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Figure 5.10 : Goutte d’eau dans l’air : (a) Allongement en fonction de la puissance
injectée. Le rayon initial de la goutte est R0/ω0 = 2.3, le rapport d’indice de
réfraction vaut n2/n1 = 1.33 et la longueur d’onde λ/ω0 = 0.8. Les morphologies
affichées sont à l’échelle et données pour Π0 = 8, 12, 16. (b) Amplitude du champ
électrique se propageant dans la goutte déformée pour Π0 = 8.

le régime guidant et celui de formation de la pointe. Il est alors intéressant de no-
ter, à partir des figures 5.8 et 5.10, qu’en fonction des conditions d’injections de
l’onde excitatrice, et considérant notamment la lentille liquide sur la face avant
qui dépend de la courbure de la goutte et du contraste d’indice, il est possible
d’obtenir des gouttes guidantes différentes ainsi que deux types d’hystérésis. Dans
un cas, quand ∆n≪ 1, nous avons une hystérésis reposant sur la striction latérale
de la goutte qui allonge cette dernière par conservation du volume. Tandis que
pour ∆n ≥ 10−1, nous retrouvons l’instabilité d’aiguilles liquides décrites dans le
chapitre 4.

Pour finir cette étude sur les gouttes déformées par un seul faisceau laser, nous
souhaitons comparer nos simulations numériques aux travaux de Zhang et Chang
(1988) qui ont réalisé les premières déformations de gouttes à l’aide de la pression
de radiation optique. Plusieurs points sont cependant à noter avant de présenter
nos résultats. Zhang et Chang ont utilisé dans leur étude un laser impulsionnel.
Ils observaient alors l’oscillation et la déformation subséquente de la goutte après
avoir été illuminée par le pulse. Ces oscillations, liées à la nature inertielle de
l’eau pour des tailles habituelles de gouttes 2, que nous pouvons observer sur leur

2. Dans le cas de gouttes très petites, nous pouvons considérer être dans un régime de film
fin, dans lequel la dissipation visqueuse devient prédominante et où la goutte peut être traitée
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Figure 5.11 : Déformation d’une goutte d’eau dans l’air avec un faisceau laser.
(a) Série d’images extraite des travaux de Zhang et Chang (1988). La goutte d’eau
est déformée à l’aide d’un laser impulsionnel de longueur d’onde dans le vide
λ0 = 0.6µm focalisé sur le centre de la goutte. Le rayon au col du faisceau est de
ω0 = 100µm et le rayon de la goutte de R0 = 50µm. La durée d’un pulse est de
400ns et son énergie pour cette série d’images est de 200m J. (b) Allongement d’une
goutte d’eau dans l’air avec un laser continu en fonction de la puissance injectée.
Le rayon initial est R0/ω0 = 0.5, le rapport d’indice de réfraction n2/n1 = 1.33
et la longueur d’onde λ/ω0 = 0.1. (c) Courbure (en noire) et angle d’incidence
maximum (en rouge) sur la face arrière de la goutte. Les traits en pointillés sont
des ajustements linéaires considérant uniquement les points avant l’instabilité.
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figure 1 ont fait l’objet de plusieurs études (Lai et al., 1989 ; Brevik et Kluge,
1999). Pour notre cas, nous restons dans un régime de déformation visqueux, et
nous nous intéressons plutôt à la formation de la pointe que l’on peut observer
sur leur deuxième série d’images de Zhang et Chang que nous avons jointe ici
en figure 5.11a. Le faisceau étant très peu convergent, la goutte est poussée au
cours du temps et nous appliquons donc un suivi Lagragien de celle-ci. Attendu
ces différences, nous ne cherchons pas à faire ici des comparaisons quantitatives.
Nous prendrons cependant des grandeurs comparables aux leurs, notamment la
taille de la goutte R0/ω0 = 0.5 et le contraste d’indice eau/air n2/n1 = 1.33. Nous
choisissons de considérer λ/ω0 = 0.1 au lieu de λ/ω0 = 6 × 10−3 comme dans
leurs travaux pour des raisons de rapidité de calcul (rappelant que notre maillage
dépend de ce rapport d’aspect). Finalement, nous reportons les résultats obtenus
sur la figure 5.11b.

Nous pouvons observer, en augmentant la puissance, l’apparition progressive
d’une pointe puis d’un jet sur la face arrière de la goutte. Il est d’abord important
de noter que les formes obtenues ont une ressemblance flagrante avec celles de
Zhang et Chang (1988) présentées sur la figure 5.11a malgré les différences entre
les deux systèmes. Cependant, ce n’est pas surprenant. Même si les mécanismes
de formation des jets sont différents, la forme conique qui en résulte se retrouve
dans de nombreuses situations. Notamment lors de la déformation d’une interface
plane par une onde acoustique ou électromagnétique (Girot et al., 2019), comme
démontré dans le chapitre précédent. Mais aussi, par exemple, lors de l’écoulement
d’une pointe liquide induite par des contraintes de Marangoni solutale (Fernandez
et Homsy, 2004) ou encore lors de la formation inertielle d’un jet sur une interface
soumise à une oscillation forcée (Zeff et al., 2000). Finalement, avec tous les élé-
ments que nous avons apportés jusqu’à ici, les morphologies des gouttes dans notre
cas peuvent s’expliquer assez simplement. En effet, la courbure de la face arrière de
la goutte s’adapte continuellement à l’excitation et une pointe se forme sur la face
arrière. Ainsi, comme nous pouvons le voir sur la figure 5.11b, la courbure sur l’axe
de la face arrière et l’angle d’incidence maximum de l’onde sur cette même face
augmente linéairement avec la puissance jusqu’à ce que l’angle de réflexion totale
interne soit atteint (angle qui est le même que dans le cas précédent θRT = 47°).
On observe alors une instabilité lors de laquelle la longueur de la pointe augmente
dramatiquement et forme un cône/jet. L’absence de tétine dans ce cas doit être
imputée à des effets de volume fini.

Nous avons pu dans cette première partie valider notre modèle numérique,
mais aussi montrer plusieurs points nouveaux quant à la manipulation de goutte
avec un faisceau laser. Nous avons mis en évidence l’existence d’instabilité de
la taille des gouttes en fonction de la puissance menant à des formes nouvelles

avec un modèle visqueux. Nous sommes dans ce cas lorsque R0/ω0 ≪ 1.
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Figure 5.12 : Schéma de la double pince optique focalisée au centre de la goutte
initialement sphérique.

(multilobes, tétines/jets) où déjà observées dans la littérature (cacahuètes). Si
ces instabilités étaient déjà bien connues dans les domaines de l’électro/magnéto-
hydrodynamiques elles n’ont jamais, à notre connaissance, été mise en évidence
avec des ondes électromagnétiques. Leurs natures sont cependant quelque peu dif-
férentes dans notre cas, ces dernières résultant de l’interaction entre la déformation
de la goutte et la propagation de l’onde incidente. Il a été observé de plus que des
effets de volumes finis peuvent grandement jouer sur ces instabilités. Finalement,
nous avons pour la première fois, simulé des déformations très ressemblantes à
celles qu’ont pu obtenir (Zhang et Chang, 1988) expérimentalement, et ce malgré
des systèmes fondamentalement très différents.

5.3.2 Double pince optique
Nous reprenons le cas de la pince optique décrite en figure 5.1 et nous rajoutons

un deuxième faisceau focalisé lui aussi au centre de la goutte initialement sphérique
dont la direction de propagation est opposée au premier. Le schéma du système
est présenté sur la figure 5.12.

Nous considérons deux gouttes de rayons initiaux différents, R0/ω0 = 2.3 et
R0/ω0 = 4, avec le même contraste d’indice ∆n = 3 × 10−2 et le même rapport
ω0/λ = 0.8. Les taux de déformations ainsi que les morphologies obtenues sont
reportés sur la figure 5.13. À noter que comme d’habitude, Π0 correspond à la

132



CHAPITRE 5. MANIPULATION OPTIQUE DE GOUTTES ET
D’OBJETS BIOLOGIQUES

(a)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Π0

0

1

2

3

4

5

(z
−

z
0
)/

z
0

R0/ω0 = 2.3
n2/n1 = 1.03
λ/ω0 = 0.8

Laser

Laser

(b)

0 2 4 6 8 10
Π0

0

1

2

3

4

5

(z
−

z
0
)/

z
0

R0/ω0 = 4
n2/n1 = 1.03
λ/ω0 = 0.8

(c)

−20 −15 −10 −5 0 5 10 15 20
r/ω0

−20

−15

−10

−5

0

5

10

15

20

z
/
ω
0

≈ 1.2ω0

Figure 5.13 : (a-b) Taux de déformations longitudinaux et morphologies associées
pour des gouttes de rayons initiaux R0/ω0 = 2.3 et 4 piégées dans une double pince
optique. Les morphologies de gouttes jointes à ces graphiques sont à l’échelle. (c)
Comparaison des rayons des morphologies obtenues pour R0/ω0 = 2.3 à Π0 = 32
et R0/ω0 = 4 à Π0 = 8.

puissance totale injectée, soit ici la somme des amplitudes de chaque faisceau.
Nous retrouvons des comportements similaires à ce qui a pu être observé avec

une pince optique. Un régime linéaire pour Π0 ≤ 1, une instabilité pour Π0 > 1 avec
un passage d’une forme sphéroïdale à une forme de cacahuète qui est maintenant
symétrique ainsi qu’un troisième régime de saturation. On observe de plus, dans
le cas R0/ω0 = 4, un quatrième régime de formation de tétines. Plusieurs points
sont à noter sur ces tétines. Premièrement, si on observe une double tétine plutôt
qu’un double cône dans le cas de la grosse goutte, c’est attendu du rapport des
indices de réfraction. En effet, celui-ci étant proche de l’unité dans ce cas, l’angle
de réflexion totale interne est grand (θRT ≈ 76°) et c’est donc la tétine agissant
comme guide d’onde qui prédomine. Ensuite, comme nous l’avons montré dans le
chapitre 4 sur les interfaces planes, le nombre et le rayon des tétines ne dépendent
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pas de la puissance injectée (même si une certaine puissance seuil est nécessaire
à son apparition), mais du paramètre de fréquence V comme nous l’avons vu sur
la figure 4.8. Ainsi, les propriétés de guidages des deux systèmes présentés figure
5.13 étant les mêmes, on s’attend à retrouver des tétines similaires. C’est ce que
l’on peut observer sur la figure 5.13c où l’on voit que les rayons des guides d’ondes
sont sensiblement les mêmes.

5.4 Gouttes liquides et vésicules dans un étireur
optique

5.4.1 L’étireur optique
Contrairement à la section précédente, où les faisceaux étaient focalisés au

centre de l’objet étudié, nous étudions ici des objets piégés par deux faisceaux iden-
tiques contra-propageant, non focalisés et légèrement divergents dont l’extension
radiale, au niveau de l’objet, est plus grande que celui-ci (Ashkin, 1970 ; Constable
et al., 1993). Voir figure 5.1b. Un tel système trouve un intérêt particulier pour la
manipulation et la déformation d’objets biologiques. Nous pouvons aussi imaginer
faire de l’optorhéologie sur des gouttes de faibles tensions interfaciales tel que cela
a pu être réalisé sur des interfaces planes (Girot, 2018). Les faisceaux étant non fo-
calisés, l’énergie déposée localement est bien plus faible qu’avec une pince optique
et permet d’éviter l’endommagement thermique par absorption de l’objet étudié.
Cependant, suivant les longueurs d’onde utilisées, des effets de chauffage peuvent
subsister (Delabre et al., 2015). Ainsi depuis les années 2000 un engouement parti-
culier est né autour de ce genre de système permettant alors de mesurer localement
et sans contact les propriétés mécaniques d’objets biologiques vivants tels que des
cellules où des globules rouges (Guck et al., 2000, 2001 ; Ekpenyong et al., 2009).
Outre l’étude de la rhéologie de ces objets, l’étireur optique pourrait permettre la
réalisation de diagnostic en direct aux vues des études montrant aujourd’hui que la
physique d’une cellule se voit modifier lorsque celle-ci n’est pas saine (Guck et al.,
2005 ; Smart et al., 2017 ; Kwon et al., 2019). Une cellule vivante étant cependant
un objet relativement complexe, des vésicules simples, formées d’une bicouche lipi-
dique, ont régulièrement été utilisées afin d’en déterminer les réponses mécaniques
fondamentales (Solmaz et al., 2012, 2013 ; Delabre et al., 2015 ; Girot, 2018).

Nous serions en droit de croire que parallèlement à tous ces travaux expéri-
mentaux et théoriques de nombreuses études numériques furent réalisées. C’est en
partie vrai, mais seulement un faible nombre de celles-ci modélisent réellement un
étireur optique au sens de Guck et al. (2000). En effet, jusqu’à leurs travaux, les
cellules et autres matériels biologiques étaient étirés de façon légèrement différente.
Deux billes (en général de silice) étaient fixées sur la membrane de l’objet étudié.
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Ces billes étaient ensuite piégées avec des pinces optiques et manipulées par le
biais de ces dernières. Ainsi, on étirait de façon ponctuelle l’objet afin de déter-
miner ses propriétés mécaniques comme ce qui est réalisé par exemple par Hénon
et al. (1999). De ce fait, presque toutes les études numériques menées jusqu’à au-
jourd’hui (du moins, à notre connaissance) portant sur la déformation de cellules
(en général des globules rouges dégonflés) sont réalisées dans cette configuration.
Nous pouvons toutefois citer les travaux de (Sraj et al., 2010, 2012, 2015) dans
lesquels la contrainte optique est calculée sur des modèles d’optiques géométriques.
Sigüenza et al. (2017) dresse dans ses travaux une revue de ces différentes études
numériques. La modélisation de l’élasticité de la membrane y est de plus discu-
tée, mais nous reviendrons sur ce point plus en détail lorsque nous aborderons la
physique des vésicules.

Compte tenu des interactions ondes/matière complexes démontrées jusqu’ici,
mais aussi du nombre grandissant de données expérimentales disponibles sur la
déformation de cellules ou vésicules par un étireur optique dans la littérature (Sol-
maz et al., 2012, 2013 ; Delabre et al., 2015 ; Girot, 2018), il nous paraissait légitime
de développer un modèle simulant ce type de système.

Nous cherchons alors dans cette partie à simuler et à comparer la déformation
de gouttes et de vésicules dans un étireur optique. S’il est évident maintenant que
la simulation de gouttes ne nous posera pas de problèmes aux vues des résultats
précédents, il reste des points importants à considérer afin de réaliser la même
chose avec des vésicules.

5.4.2 Description physique d’une vésicule
Des vésicules « simples », appelées liposomes en biologie, formées d’une bi-

couche lipidique sont communément utilisées afin d’étudier les comportements mé-
caniques fondamentaux des cellules biologiques. En effet, celles-ci sont synthétisées
par des procédés maintenant bien connus et leurs propriétés mécaniques peuvent
être facilement modifiées. Le lecteur intéressé pourra se référer à la revue suivante
(Rideau et al., 2018) qui référence plusieurs méthodes de synthétisation ainsi que
les propriétés rhéologiques des vésicules obtenues.

Si une vésicule peut ressembler de premier abord à une goutte, leurs propriétés
mécaniques sont très différentes. La membrane d’une vésicule n’est pas « lisse
» comme le serait la surface extérieure d’une goutte, mais est repliée sur elle-
même à l’échelle micrométrique. Ces repliements, que l’on appellera par la suite
fluctuations, impliquent un coût énergétique pour déplier la membrane. Ainsi,
une vésicule ne possède pas de tension interfaciale intrinsèque. Son intégrité est
cependant régie, entre autres, par un terme énergétique de surface similaire à
la tension interfaciale. Ce sujet est largement traité dans la littérature et nous
reviendrons dessus dans la partie suivante. En plus d’être étirable, une vésicule est
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flexible. Là aussi, un coût énergétique est associé à la courbure de la membrane et
est associé à ce que l’on appelle le module de courbure.

Contraintes de membrane à l’équilibre

Les modèles mathématiques et notamment « l’équation de forme » 3 développés
pour décrire l’équilibre mécanique au repos des membranes des cellules ont permis
l’émergence d’un champ de recherche autour de la physique des membranes. Si
ces outils sont arrivés dans la communauté des biologistes dans les années 1970
(Canham, 1970 ; Helfrich, 1973 ; Evans, 1974) puis dans celle des physiciens dans
les années 1980 avec les travaux de Zhong-can et Helfrich (1987, 1989), ils étaient
bien connus de la communauté des mathématiciens depuis le début du XX siècle.
Deserno (2015), dans sa revue, dresse un bref historique de l’évolution des théories
décrivant la forme des membranes.

La fonctionnelle d’énergie d’une membrane bilipidique introduite par Helfrich
(1973) s’écrit :

F =
1

2
κc

∫
∂Ω

(κ− κ0)
2 dS +∆p

∫
Ω

dV + σ

∫
∂Ω

dS (5.14)

Avec κc le module de courbure, κ = κmax + κmin la courbure, κ0 la courbure
spontanée et ∆p et σ des multiplicateurs de Lagrange que nous allons discuter dans
ce qui suit. Nous rappelons aussi que, comme définie dans la section 5.1, la courbure
dans notre modèle est négative. La courbure spontanée κ0 décrit l’asymétrie de la
membrane ou du milieu environnant. Étudiant ici des membranes axisymétriques
plongées dans des milieux homogènes, nous prendrons toujours dans ce qui suit
κ0 = 0. ∆p représente une différence de pression osmotique entre l’extérieur et
l’intérieur de la membrane et assure la conservation du volume du système et
donc l’incompressibilité du volume intérieur. σ représente une contrainte liée à la
tension de la membrane qui a pour but de conserver la surface globale du système
due à l’inextensibilité de la membrane (Zhong-can et Helfrich, 1987, 1989). Dans
des travaux précédant ceux de Zhong-can et Helfrich, Jenkins (1977) a utilisé
une contrainte de tension locale variable spatialement et donc le dernier terme de
l’équation (5.14) devient

∫
∂Ω
σ(s)ds. Si la tension est bien non constante lorsque

la membrane n’est pas à l’équilibre comme on le verra par la suite, dans le cas où
l’on cherche son état stationnaire cette différence de définition n’a pas d’impact
sur l’équation de forme. Ainsi au repos, en minimisant l’énergie de la membrane à
partir de l’équation (5.14), on obtient les contraintes sur l’interface :

∆p+ σκ+ κc

(
1

2
κ
(
4K − κ2

)
−∆sκ

)
= 0 (5.15)

3. « shape-equation » dans la littérature anglophone.
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Il est intéressant de noter aussi que Laadhari et al. (2010) ont développé une
solution générale des contraintes de membrane au repos dans laquelle il est possible
d’injecter n’importe quelle fonctionnelle d’énergie. Dans l’équation (5.15) K =
κmaxκmin est la courbure gaussienne de l’interface et ∆s = 1√

g
∂i
(
Gij√g∂j

)
est

l’opérateur de Laplace-Beltrami. De par la métrique choisie pour décrire l’interface,
l’opérateur de Laplace-Beltrami peut se ré-écrire comme :

∆s = ∂s

(
G11∂s + G121

r
∂θ

)
+

1

r
∂θ

(
G21∂s + G221

r
∂θ

)
(5.16)

∆s = ∂2s +
1

r2
∂2θ (5.17)

Notre système étant axisymétrique, la courbure ne dépend pas de θ et l’opéra-
teur de Laplace-Beltrami devient simplement la dérivée seconde par rapport à la
longueur d’arc ∆s = ∂2s .

De par sa complexité, l’équation différentielle (5.15) ne présente pas de solu-
tions analytiques. Cependant, de nombreuses études se sont attelées à la résolution
numérique de cette équation afin de dresser une zoologie exhaustive des différentes
formes que peut prendre une vésicule à l’équilibre dans le cas axisymétrique (Sve-
tina et Žekš, 1989 ; Seifert et Lipowsky, 1990 ; Seifert et al., 1991 ; Lipowsky, 1991 ;
Jülicher et Lipowsky, 1993 ; Jülicher et Seifert, 1994 ; Miao et al., 1994 ; Laadhari
et al., 2010 ; Laadhari, 2012).

Ce qui nous intéresse ici est de déformer la membrane d’une vésicule par des
contraintes optiques. Nous décrivons alors dans ce qui suit les contraintes de mem-
brane hors équilibre.

Contraintes de membrane hors équilibre

À partir de l’équation (5.14) et en considérant une tension non constante
comme Jenkins (1977) il est possible de dériver les contraintes de membrane hors
équilibre. Il est nécessaire de considérer la tension comme étant inhomogène sur la
membrane afin d’assurer la conservation locale de la surface. Ainsi, toujours par
un calcul variationnel et en cherchant à minimiser l’énergie de la membrane, on
obtient la contrainte (Seifert, 1999) fm :

fm =

(
κc

[
−1

2
κ3 + 2Kκ− ∂2sκ

]
+ σκ

)
n+ ∂sσt (5.18)

La partie normale de la contrainte de membrane est similaire à ce que nous
obtenons pour une vésicule au repos, soit l’équation (5.15). La partie tangentielle
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provient du fait que la contrainte exercée n’est pas homogène sur l’interface 4.
La réponse mécanique de la membrane, visant à conserver la surface, s’adapte
localement à la contrainte. La tension devient donc une inconnue supplémentaire
à déterminer.

Calcul de la tension

La condition à rajouter au système d’équations général est une condition clas-
sique de mécanique des fluides. Considérant la membrane d’une vésicule comme un
fluide incompressible possédant une grande viscosité, celle-ci peut s’écouler libre-
ment. Ainsi, la vitesse d’écoulement de la membrane doit respecter la conservation
de la masse. Ceci s’exprime comme la projection de la divergence du champ de
vitesse sur l’interface :

∇sv = 0 (5.19)

Dans notre formalisme l’équation (5.19) s’exprime simplement comme :

∇sv = ∂sr · v = v · t = 0 (5.20)

Finalement, l’équation (5.20) discrétisée et le système formé par les équations
(2.87) et (2.88) (équations intégrales discrétisées dans chaque phase j = 1, 2 pour
résoudre l’hydrodynamique) forment un nouveau système linéaire sur l’interface
qu’il est possible de résoudre numériquement.

Si comme nous l’avons évoqué précédemment il existe peu de références quant à
la déformation numérique de vésicules dans un étireur optique, on trouve par contre
pléthore d’études consacrées à la déformation de celles-ci dans des écoulements ou
avec des billes collées à leurs membranes. Réunissant tout ceci, on trouve dans la
littérature trois méthodes différentes pour prendre en compte numériquement la
tension de membrane. (i) La résolution directe du système linéaire afin d’obtenir à
chaque itération la vitesse et la tension de la membrane induite par la contrainte
appliquée (Sukumaran et Seifert, 2001 ; Veerapaneni et al., 2009b,a, 2011 ; Zhao
et al., 2010 ; Zhao et Shaqfeh, 2011 ; Veerapaneni, 2016). (ii) Le remplacement de
la tension par un modèle de ressort afin de pénaliser le déplacement des points du
maillage. Ainsi la tension s’écrit σ = σr = Tr(ds−ds0) avec ds0 la distance initiale
séparant deux points donnés. En jouant sur la raideur du ressort Tr, il est alors
possible de rendre plus ou moins rigide notre membrane (Cantat, 1999 ; Cantat et
Misbah, 1999 ; Cantat et al., 2003 ; Misbah, 2006 ; Danker et al., 2007 ; Kaoui et al.,

4. Ce type de contrainte tangentielle existe aussi dans le cadre de déformations thermoca-
pillaires d’interfaces. Chauffée localement, une interface fluide/fluide voit sa tension interfaciale
diminuer avec la température. Ainsi, la tension devenant non constante sur l’interface, celle-ci
va exercer des contraintes tangentielles.
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2008 ; Seol et al., 2016). (iii) Et finalement, l’utilisation du formalisme de la méca-
nique des « capsules », terme introduit par Barthès-Biesel (1980) ; Barthès-Biesel
et Rallison (1981), qui modélise une cellule comme une goutte liquide incompres-
sible contenue par une membrane élastique. De nombreuses études utilisent des
lois constitutives différentes pour décrire l’élasticité de ces capsules et donc leur
déformation, mais des travaux récents (Dimitrakopoulos, 2012 ; Sigüenza et al.,
2017) semblent montrer que la seule loi valide est la loi de Skalak (Skalak et al.,
1973). Cette loi a été utilisée autant pour l’étude de vésicule en écoulement (Kwak
et Pozrikidis, 2001 ; Pozrikidis, 2005 ; Park et Dimitrakopoulos, 2013) que pour la
déformation à l’aide de pinces optiques (Gou et al., 2019). Ayant rencontré des
problèmes de stabilité numérique avec le premier modèle et par souci de simplicité
d’implémentation nous choisissons de considérer la méthode (ii) et remplacerons
donc la tension σ = σr = Tr(ds− ds0) par une contrainte de type ressort.

Ce choix fait, nous pouvons ré-écrire et implémenter les contraintes de mem-
brane :

fm =

(
κc

[
−1

2
c3 + 2Kc− ∂2sc

]
+ σrc

)
n+ ∂sσrt (5.21)

Finalement, les contraintes à l’interface, qui comprennent maintenant trois pa-
ramètres libres que sont l’amplitude de l’excitation, le module de courbure κc et
la constante de raideur Tr, s’écrivent :

(Sem
1 · n− Sem

2 · n) =
(
−Πrad −∆ρgz + fB

)
· n+ fσ (5.22)

Équation dans laquelle nous avons ré-écris la contrainte de membrane (5.21) comme
la somme d’une contrainte de courbure fB = κc

[
−1

2
c3 + 2Kc− ∂2sc

]
n et d’une

contrainte de raideur fσ = σrcn + ∂sσrt. Le terme de droite de l’équation (5.22)
peut ainsi être injecté dans les équations intégrales discrétisées qui redeviennent
le seul système d’équations à résoudre à chaque itération. La tension σr est alors
adaptée aux autres forces à chaque itération.

Adimensionnement et discussion à propos des paramètres libres

Si précédemment, dans le cas des interfaces planes et des gouttes, la pres-
sion de radiation optique était adimensionnée avec la contrainte de Laplace, ça ne
peut être le cas ici. En effet, la tension développée par la membrane en réponse aux
contraintes exercées n’est pas une propriété intrinsèque de cette dernière, et de plus,
elle est ici remplacée par une constante de raideur qui est un paramètre libre. Nous
considérons comme précédemment ω0 comme taille caractéristique et nous choisis-
sons alors, comme cela est régulièrement fait dans la littérature, d’adimensionner
les contraintes par la contrainte de courbure κc/ω3

0, κc étant le seul paramètre phy-
sique intrinsèque et constant d’une membrane. Ce choix nous donne naturellement
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les adimensionnements suivants : la vitesse de courbure vc = κc/(ηω
2
0) et le temps

τc = ω0/vc = ηω3
0/κc.

Si cette représentation découle d’une écriture logique et difficilement généra-
lisable autrement, elle pose cependant un problème. En effet, en écrivant Π0v =
Πrad(r = 0) × ω3

0/κc nous tentons de comparer deux contraintes n’agissant pas
de la même façon sur la membrane. La pression de radiation va avoir tendance à
tirer sur la membrane tandis que la contrainte de courbure s’adapte à la déforma-
tion induite. De plus l’amplitude de ces deux contraintes peut être très différente.
Prenons l’exemple de la vésicule utilisée et étudiée dans la thèse de Girot (2018)
figure 7.7 et dont il détermine le module de courbure dans la section 7.3.3. Il ob-
tient pour cette vésicule de rayon initial R0 = 8.78µm un module de courbure
κc = 7.29×10−21J. Même si cette valeur semble assez faible compte tenu de ce que
l’on peut trouver dans la littérature pour des vésicules similaires avec les mêmes
milieux internes et externes (κc ∈ [2.4− 16] × 10−20J (Solmaz et al., 2012, 2013 ;
Henriksen et al., 2004, 2006)) elle nous servira ici à illustrer nos propos. Si nous
considérons un rayon au col du faisceau de l’ordre du micron et un contraste d’in-
dice ∆n ∈ [10−2, 10−1] on obtient Πrad(r = 0) ≈ 2− 20N m−2 pour une puissance
totale injectée de P = 100mW (soit 50mW par faisceau) et κc/ω3

0 ≈ 10−2N m−2

soit Π0v ≈ 200 − 2000 ce qui est bien plus élevé que les valeurs usuelles. Si nous
comparons avec les déformations obtenues par Girot, cela correspond à moins de
2% d’allongement. Même si nous considérons la plus grande valeur de module de
courbure de la littérature soit κc = 20 × 10−20J nous obtenons encore des ampli-
tudes d’excitation de l’ordre de Π0v ≈ 10 − 100 pour des déformations de l’ordre
de 1%.

Néanmoins, ce choix étant fait et discuté, nous conserverons cette description
pour la suite tout en gardant à l’esprit ce que nous venons de développer ici.

Il nous reste alors à discuter le paramètre libre T ′
r = Tr × ω3

0/κc. Celui-ci est
important, car nous pouvons le modifier à souhait afin d’avoir des vésicules plus
ou moins difficiles à déformer. Cependant, il est nécessaire, pour conserver l’aspect
physique de cette constante de raideur, de rester dans un domaine où elle fait
sens. Pour cela, il faut que si la vésicule change de forme (dans un écoulement par
exemple ou dans un champ de gravité), son aire locale et totale ne varie pas ou
peu (dans la limite du dépliement des fluctuations). En général, le critère de 1%
de dilatation d’aire locale est retenu dans les différentes études de vésicules sous
écoulement (Cantat et al., 2003 ; Kaoui et al., 2008 ; Seol et al., 2016). Dans ce
but, la constante de raideur choisie est en général T ′

r ≈ 103. Nous pourrions choi-
sir arbitrairement une autre valeur plus importante afin de rendre notre vésicule
moins déformable. Cependant, si nous choisissons une valeur trop importante, la
contrainte de tension fσ peut écranter la contrainte de courbure fB et nous per-
drions à priori une partie de la physique de la vésicule. Nous pouvons démontrer
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(a) (b)

Figure 5.14 : Dynamiques de déformations de vésicules pour différentes constantes
de raideur. Dans les deux cas R0/ω0 = 1, n2/n1 = 1.04 et λ/ω0 = 0.4.

cela par une expérience simple. Prenons deux vésicules de rayon initial R0/ω0 = 1
mais de raideurs différentes T ′

r1 = 103, T ′
r2 = 106. Nous déformons alors ces vési-

cules en doublant à chaque fois la puissance injectée et la constante de raideur.
Dans les deux cas le rapport d’indice de réfraction et la longueur d’onde valent
respectivement n2/n1 = 1.04 et λ/ω0 = 0.4.

Nous reportons sur la figure 5.14 la dynamique du taux de déformation dans
la direction longitudinale de ces vésicules en fonction du temps. Les dynamiques
dépendant de la raideur, nous multiplions l’axe des abscisses de chaque courbe par
T ′
r/T

′
ri avec i = 1, 2. Premièrement, nous remarquons que la puissance nécessaire

pour obtenir des taux de déformations de l’ordre du pourcent est proportionnelle
à la constante de raideur choisie. De plus, dans le cas de la vésicule la plus rigide,
toutes les courbes ont exactement le même comportement. On a donc une linéarité
entre Π0 et T ′

r les contraintes de courbure étant dans ce cas très petites devant
celles de tensions. Nous garderons donc dans un premier temps T ′

r = 103.

5.4.3 Déformation de gouttes et de vésicules initialement
sphériques

Avant de présenter nos résultats numériques, posons plusieurs bases. Nous al-
lons présenter conjointement dans cette partie des déformations de gouttes et de

141



5.4. GOUTTES LIQUIDES ET VÉSICULES DANS UN ÉTIREUR
OPTIQUE

vésicules. Pour éviter toute confusion, nous avons défini au préalable l’amplitude
de la puissance injectée comme étant pour les gouttes Π0 = Πrad(r = 0) × ω0/σ
et pour les vésicules Π0v = Πrad(r = 0) × ω3

0/κc. Ces grandeurs n’étant pas di-
rectement comparables, nous ne réaliserons pas ici de comparaisons quantitatives
entre déformations de gouttes et de vésicules. Nous nous intéresserons plutôt aux
comportements globaux et aux formes obtenues. Notons aussi que comme pour le
cas de la double pince optique, Π0 et Π0v correspondent à la puissance totale soit la
somme des amplitudes des deux faisceaux. Finalement, dans ce qui suit le régime
linéaire de déformation sera défini tel que (z − R0)/(r − R0) = −2. Ceci vient du
fait que l’on s’attend à avoir des formes ellipsoïdales dans le régime linéaire. Le
volume d’un ellipsoïde étant :

V =
4

3
πab2 (5.23)

Avec a et b respectivement le demi grand-axe et le demi petit-axe de l’ellipse.
Ayant conservation du volume nous pouvons écrire :

∆V =
4

3
π
(
b2∆a+ 2ab∆b

)
= 0 (5.24)

Et nous obtenons ainsi :
− ∆b

∆a
= 2

b

a
(5.25)

Nos ellipsoïdes étant initialement des sphères, on s’attend donc à avoir un allon-
gement longitudinal deux fois plus grand que la valeur absolue de l’allongement
transversal.

Présentons pour commencer la déformation d’une goutte dans un étireur op-
tique. Considérons une goutte liquide très déformable de rayon initial R0/ω0 =
1, un rapport d’indice de réfraction entre l’extérieur et l’intérieur de l’objet de
n2/n1 = 1.04 et une longueur d’onde de λ/ω0 = 0.4. L’extension radiale du fais-
ceau au niveau du centre de la goutte vaut ω(z = 0)/ω0 = 1.7. Nous reportons
sur la figure 5.15, les allongements longitudinaux et transversaux en fonction de la
puissance. La physique de la goutte étant simplement régie par l’équilibre entre les
contraintes capillaires et les contraintes optiques, il était prévisible que, dès que
Π0 > 1, nous sortions du régime linéaire. Ainsi en augmentant la puissance, nous
ne faisons que tirer de plus en plus sur l’interface obtenant alors des gouttes très
allongées, qui prennent une forme de cigare comme représentées sur la figure 5.15.

Le cas des vésicules est un peu plus complexe. Pour commencer, présentons
certains résultats obtenus par Girot (2018) lors de sa thèse au loma. Le montage
optique utilisé (et décrit en détail dans (Girot, 2018)) pour réaliser l’étireur optique
est basé sur un laser continu TEM00 de longueur d’onde dans le vide λ0 = 532nm
dont la puissance en sortie est répartie équitablement entre deux fibres optiques. Le
rayon au col du faisceau en sorti de fibre vaut ω0 = 2.1µm. Ses résultats représentés
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Laser

Laser

Figure 5.15 : Déformation d’une goutte dans un étireur optique : Allongement
longitudinaux (dans le sens de propagation du faisceau laser) et transversaux (per-
pendiculaire au sens de propagation) en fonction de la puissance. Le rayon initial
de la goutte est R0/ω0 = 1, le contraste d’indice n2/n1 = 1.04 et la longueur d’onde
λ/ω0 = 0.4. Les morphologies jointes aux graphiques sont à l’échelle et données
pour Π0 = 1, 7, 20. Les traits en pointillés sont des ajustements linéaires sur le
régime ellipsoïdal.

sur la figure 5.16 (a) sont obtenus avec une vésicule phospholipidique géante sphé-
rique dont le rapport d’indice de réfraction vaut n2/n1 = 1.0067, de rayon initial
R0/ω0 = 4.18 et avec λ/ω0 = 0.19. L’extension radiale du faisceau au niveau du
centre de la vésicule vaut ω(z = 0)/ω0 ≈ 1.7. Un point est notable sur cette figure
avant de discuter des résultats en eux-mêmes. Les Π0v sont ici très élevés malgré le
contraste d’indice très faible ∆n = 9×10−3. Cela s’explique par le faible (comparé
à la littérature) module de courbure calculé par Girot κc = 7.29 × 10−21J, Π0v

y étant inversement proportionnel. Concernant les résultats maintenant, on peut
remarquer deux régimes. Un régime linéaire mis en avant par des ajustements li-
néaires dont les pentes valent, respectivement pour les allongements longitudinaux
et transversaux, (z − R0)/R0 = 3.0× 10−5Π0v et (r − R0)/R0 = −1.4× 10−5Π0v.
On observe ensuite un régime de saturation dans lequel la vésicule ne semble plus
s’allonger. Le modèle utilisé par Girot et développé par Delabre et al. (2015) prédit
la contrainte de transition de cet effet de saturation et est plutôt en bon accord
avec ses résultats (voir partie 7.4 et la figure 7.12).

Nous aimerions réaliser alors une simulation avec le même type d’objet que
Girot. Cependant, cela nous est malheureusement impossible pour le moment.
La taille de l’objet n’est pas le plus gros problème, mais la taille du domaine
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Laser

Figure 5.16 : Déformation d’une vésicule sphérique dans un étireur optique. (a)
Résultats expérimentaux de la déformation d’une vésicule phospholipidique géante,
dont le rapport d’indice vaut n2/n1 = 1.0067 et de rayon initial R0 = 8.78µm, ex-
trait de la thèse de Girot (2018). La déformation est réalisée à l’aide un faisceau
laser TEM00 de longueur d’onde dans le vide λ0 = 532nm dont la puissance est ré-
partie équitablement entre deux fibres optiques. Le rayon au col du faisceau en sor-
tie de fibre vaut ω0 = 2.1µm et l’extension radiale du faisceau au niveau du centre
de la vésicule vaut ω(z = 0) ≈ 15µm. (b) Résultats numériques de la déformation
d’une vésicule de rayon initial R0/ω0 = 1, avec un rapport d’indice n2/n1 = 1.04,
une longueur d’onde λ/ω0 = 0.4 et une constante de raideur T ′

r = 103. Les mor-
phologies affichées sont à l’échelle et données pour Π0v = 4, 64, 128. Pour (a) et
(b) les lignes en pointillés représentent des ajustements linéaires correspondant au
régime linéaire de déformation. (c-d) Mêmes résultats que (a-b) mais tracés sur
une échelle logarithmique pour une meilleur visualisation de la loi de puissance.
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numérique pour le calcul de la propagation de l’onde l’est. Réaliser une simulation
avec les données expérimentales nous prendrait des semaines voir des mois. Nous
nous limiterons donc pour le moment à des objets plus petits et des comparaisons
qualitatives.

Considérons alors une vésicule avec les mêmes paramètres que ceux considérés
pour la goutte, soit un rayon initial R0/ω0 = 1, un rapport d’indice de réfraction
n2/n1 = 1.04, une longueur d’onde λ/ω0 = 0.4 et ω(z = 0)/ω0 = 1.7. On observe
sur la figure 5.16 un comportement similaire à l’expérience. En effet, on passe d’un
régime linéaire où la vésicule est un ellipsoïde à un régime sous-linéaire contrai-
rement au cas de la goutte figure 5.15. De plus, le modèle utilisé ici est cohérent
avec l’approche d’un régime de saturation ou du moins d’un régime de « raidisse-
ment » de la membrane pour lequel la pénalisation du déplacement des points du
maillage devient de plus en plus contraignante avec la déformation. Ce régime est-
il cependant le même que celui observé par Girot qui semble simplement saturer ?
Pour mieux visualiser cela, nous retraçons seulement les allongements longitudi-
naux expérimentaux et numériques sur une échelle logarithmique et présentons le
résultat obtenu sur les figures 5.16 (c) et 5.16 (d). Nous observons que le régime
de saturation semble suivre une loi de puissance telle que (z − R0)/R0 ∝ Π

1/2
0v

dans le cas numérique. Si la loi de puissance semble relativement robuste dans le
cas numérique (avec approximativement une décade couverte), il serait intéressant
de pouvoir la confirmer pour le cas expérimental. Finalement, il est intéressant de
noter que la transition se produit dans les deux cas pour une déformation similaire.
C’est-à-dire, dans le cas expérimental la variation d’aire totale de la vésicule est
de l’ordre de ∆A ≈ 4% au moment de la transition tandis que numériquement on
a respectivement ∆A = 2% et ∆A = 6% pour Π0v = 16 et Π0v = 32. Ces valeurs
sont reportées sur les figures 5.16 (c) et 5.16 (d) pour plus de clarté. Ainsi, malgré
des objets considérés relativement différents, il semble qu’un comportement uni-
versel puisse être mis en avant pour toutes vésicules sphériques déformées par un
étireur optique.

Comme énoncé entre autres par Girot (2018), il est envisageable, une fois toutes
les fluctuations dépliées, de rentrer dans un régime dans lequel la membrane de
la vésicule serait réellement étirée. Nous pensons que ce qu’il appelle le régime de
saturation, terme que nous avons repris ici, correspond à ce régime d’étirement.
En effet, s’il ne mesure pas (ou peu) de variation d’allongement dans ce régime
de saturation, cela peut rentrer dans les 2% de sensibilité de la caméra utilisée.
Numériquement, l’accès à ce régime est facilité par la modification de la constante
de raideur. En effet, dans ce régime, les propriétés mécaniques de la vésicule sont
principalement régies par la tension de sa membrane (Evans et Rawicz, 1990). Nu-
mériquement, il nous suffit alors d’augmenter la constante de raideur pour accéder
plus facilement à ce régime.
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5.5 Conclusions
Nous avons montré dans ce chapitre que nous pouvions simuler le piégeage et

la déformation de gouttes et de vésicules avec différents systèmes optiques. Dans le
cas des gouttes, nous avons démontré qu’en plus d’être piégées, celles-ci pouvaient
agir comme des guides d’ondes. Leurs propriétés de guidage donnent ainsi nais-
sance à des morphologies et des comportements jamais observés auparavant avec
des ondes électromagnétiques (à notre connaissance) comme les gouttes multilobes,
tétines/jets et l’hystérésis. Pour la première fois aussi nous avons observé numé-
riquement la formation de gouttes-jets dont le déclenchement repose uniquement
sur des propriétés de guidage et de réflexion totale interne. Ces résultats offrent
d’intéressantes perspectives quant à l’implémentation de tels procédés pour des
applications microfluidiques par exemple.

Concernant les vésicules, nous avons retrouvé qualitativement, avec un mo-
dèle numérique simple, les comportements observés expérimentalement par Girot
(2018) et prédits par Delabre et al. (2015). Ces régimes représentent le dépliement
des fluctuations de la membrane d’une vésicule (régime linéaire) et un régime dans
lequel toutes les fluctuations sont dépliées et où la tension devient de plus en plus
grande (régime de saturation). La vésicule, initialement sphérique, devient alors
ellipsoïdale dans le régime linéaire, et s’en éloigne dès le régime de saturation at-
teint. Nous avons pour la première fois montré que, comme pour des méthodes
de caractérisation mécanique des vésicules (Evans et Rawicz, 1990), nous pouvons
atteindre un régime d’étirement de la membrane. De plus, notre modèle nous per-
met de jouer facilement sur la tension développée par la membrane et ainsi d’avoir
accès au régime désiré. Atteindre ce régime expérimentalement permettrait ainsi
de déterminer le module d’étirement de vésicules.

Si notre étude est ici entièrement qualitative, elle ouvre des perspectives inté-
ressantes quant à la manipulation sans contact de gouttes à l’échelle microscopique
et la caractérisation sans contact des propriétés mécaniques d’objets biologiques.
Évidemment, l’étude de vésicules modèles est un premier pas important, mais il
est largement envisageable dans le futur de pouvoir s’intéresser à des objets plus
complexes tels que des globules rouges ou même des cellules nucléées (Sraj et al.,
2015).

Un travail numérique important reste cependant à réaliser avant d’espérer pou-
voir se reposer sur notre outil et obtenir des résultats quantitatifs. Si nous avons
montré dans la première partie qu’une détermination exacte des contraintes op-
tiques n’était pas nécessaire pour retrouver des résultats qualitatifs satisfaisants,
une amélioration conséquente est néanmoins envisageable. En effet notre condition
aux limites considérée jusqu’ici posant problème dans le cas des objets sphériques,
il devient nécessaire de la repenser. Des solutions telles que les « couches parfai-
tement adaptées » peuvent s’avérer efficaces (Lu et al., 2018). Il serait de plus
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intéressant, dans le cas des vésicules, de développer le modèle dans lequel la ten-
sion est une inconnue à chaque itération afin d’y confronter nos premiers résultats
obtenus avec la méthode de ressort.
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Chapitre 6

Conclusion et perspectives.

Nous nous sommes intéressés au cours de cette thèse, à l’étude numérique des
effets mécaniques induits par la propagation d’ondes acoustiques ou électroma-
gnétiques sur des interfaces fluides planes ou sphériques. La méthode numérique,
basée sur la méthode des éléments de frontières, est utilisée afin de résoudre la
propagation d’onde et l’hydrodynamique d’un système fermé à travers l’équation
d’Helmholtz scalaire et l’équation de Stokes. Nous avons détaillé la résolution nu-
mérique de ces équations dans le chapitre 2 et nous rappelons que la résolution
de l’équation d’Helmholtz est basée sur les routines distribuées librement par S.
Kirkup sur son site internet 1.

S’il est maintenant bien connu que lors du passage d’une interface, une onde
exerce une pression de radiation sur cette dernière, elle peut aussi générer des
écoulements en volume. Dans le cas acoustique, ce sont des mécanismes observés
et compris depuis le XXième siècle qui reposent sur la dissipation visqueuse de l’onde
mécanique dans le fluide. L’observation de tel phénomène en optique est plus ré-
cente (Mitani et Sakai, 2005) et au contraire des écoulements acoustiques, ceux-ci
résultent de la diffusion de l’onde incidente sur des inhomogénéités d’indices de
réfraction présentes en volume et peuvent donc être uniquement induits dans des
systèmes turbides. Nous avons mené une étude numérique dynamique de ces écou-
lements à travers la déformation d’interfaces fluides molles dans le chapitre 3. Nous
y avons caractérisé la dynamique de ces interfaces dans un régime de déformation
linéaire et dans un régime d’instabilité où un jet liquide se forme. Malgré les ap-
proximations considérées sur le modèle numérique et notamment la simulation de
jets axisymétriques, nous retrouvons des résultats en accord qualitatifs avec les
expériences précédemment menées au loma. Afin d’obtenir de meilleurs résultats,
plusieurs options que nous avons déjà citées sont envisageables, comme implémen-
ter numériquement l’éjection de gouttes des jets, ou réaliser des expériences dans

1. http ://www.boundary-element-method.com/helmholtz/
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des géométries confinées afin de connaitre plus précisément les écoulements géné-
rés. Ces méthodes optiques sans contacts permettant d’induire des écoulements
et des jets micrométriques dans des milieux turbides seraient extrêmement bien
adaptées pour être implémentées dans des systèmes microfluidiques. On peut no-
tamment imaginer déplacer efficacement des particules microscopiques ne prenant
pas part à la formation de l’écoulement (ayant par exemple le même indice de
réfraction que le milieu extérieur) à l’aide de ces méthodes.

Nous avons consacré le chapitre 4 à l’étude de ce que nous appelons le couplage
propagation/déformation. Dans le cas où une interface plane fluide/fluide est dé-
formée sous l’effet de la pression de radiation, nous observons des couplages forts
entre la déformation de l’interface et sa faculté à guider l’onde qui la déforme.
Les différentes expériences menées au laboratoire durant les dernières années ont
montré que les déformations guidantes obtenues avec des ondes acoustiques ou
électromagnétiques sont très similaires et reposent sur les mêmes mécanismes de
formations. La morphologie générale de ces déformations dépend non pas du sens
de propagation de l’onde, mais du milieu d’incidence de celle-ci. En effet, la pres-
sion de radiation agit toujours dans la même direction 2 et si l’onde provient de
la phase dans laquelle elle possède la plus petite célérité, l’interface prend ce que
nous appelons une forme de tétine. Dans le cas contraire, nous formons des aiguilles
liquides avec une base conique. Nous avons montré que nous pouvions retrouver
numériquement des déformations semblables à ce qui pouvait être obtenu expé-
rimentalement et confirmé dans le cas des tétines qu’en fonction d’un paramètre
de guidage, issu du formalisme des guides d’ondes, celles-ci guidaient un certain
nombre de modes propres du champ incident. Nous avons de plus mis en évi-
dence le fait que la propagation de l’onde avait un impact sur la dynamique de
déformation des interfaces. Dans le cas des aiguilles, nous avons conforté de pré-
cédents résultats expérimentaux montrant que le déclenchement de l’instabilité
repose sur la réflexion totale interne et que les propriétés guidantes de ces aiguilles
leur confèrent une grande stabilité. Nous avons de plus comparé les bases coniques
de celles-ci au modèle proposé par Girot et al. (2019) et avons obtenu des résultats
cohérents avec celui-ci. Une compréhension fine de tous ces phénomènes complexes
de couplage entre propagation d’ondes et déformation d’interfaces est importante
pour la manipulation optique d’objets fluides ou biologiques.

Si le couplage entre la pression de radiation sur une interface et les écoulements
en volume n’ont pas été étudiés dans cette thèse c’est parce que nous avons sou-
haité porter notre attention sur les effets propres à chacun de ces phénomènes. Il
existe des études en acoustique (Bertin, 2011) comme en optique (Wunenburger
et al., 2011) montrant qu’il est possible d’induire des jets sur l’axe de propaga-

2. Rappelons toutefois que ce n’est pas toujours le cas en acoustique voir les explications
données dans la partie 2.2.1et la figure 2.2.
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tion du faisceau lorsque la pression de radiation et la direction de propagation du
faisceau sont orientées dans la même direction. Il pourra être intéressant d’étu-
dier ces cas numériquement, qui permettent de générer des jets et des gouttes
submillimétriques (en acoustique) et micrométriques (en optique).

Finalement, le chapitre 5 a été dédié à l’étude d’interfaces initialement sphé-
riques sous contraintes optiques. Alors que la résolution de l’équation d’Helmholtz
scalaire ne posait pas de problèmes particuliers dans le cas d’interfaces planes, nous
avons dû déterminer empiriquement des dimensions numériques pour lesquelles les
contraintes calculées étaient cohérentes avec celles déterminées à partir de la théo-
rie de Mie. Nous avons d’ailleurs proposé dans ce chapitre l’implémentation future
de nouvelles conditions aux frontières pour la résolution de l’équation d’Helm-
holtz afin d’améliorer l’accord entre notre méthode des éléments de frontières et
la théorie de Mie. Suite à cela, nous avons pu étudier la déformation de gouttes
liquides de faible tension interfaciale dans des dispositifs de pinces optiques ou
d’étireur optique. Nous avons non seulement pu mettre en évidence des similari-
tés avec la déformation de gouttes en électro-hydrodynamique(Sherwood, 1988 ;
Lac et Homsy, 2007), mais aussi retrouver pour la première fois des formes simi-
laires aux premières expériences de déformations de gouttes macroscopiques avec
un faisceau laser (Zhang et Chang, 1988). Nous avons de plus montré que nous
retrouvions sur des interfaces sphériques les mêmes types de déformations que sur
des interfaces planes ; des tétines et des déformations coniques. La simulation nu-
mérique de gouttes dans des étireurs optiques peut s’avérer importante pour le
développement futur de tels systèmes expérimentaux. En effet, la caractérisation
rhéologique de gouttes liquides dans un étireur optique peut permettre sa calibra-
tion ainsi qu’un premier pas vers des systèmes plus complexes tels que des cellules
biologiques. Nous avons pour finir comparé le comportement de gouttes dans un
étireur optique à celui de liposomes, utilisé comme système modèle, permettant une
première approche avec les systèmes vivants qui sont bien plus complexes. Nous
avons pour cela implémenté les contraintes de membranes et de tensions néces-
saires au calcul de la déformation de tels systèmes et avons comparé nos résultats
à des mesures expérimentales réalisées par Girot (2018). Si nous n’avons pas pu
réaliser de comparaisons quantitatives avec les expériences, nous retrouvons néan-
moins des comportements similaires. Cette première étude, simulant réellement
un étireur optique, ce qui n’a jamais été réalisé auparavant, est prometteuse, mais
nécessite des développements supplémentaires afin de pouvoir parvenir à des com-
paraisons quantitatives. Il sera notamment important d’implémenter la condition
d’inextensivité de membrane afin de tester la robustesse de nos premiers résultats
obtenus en imposant des contraintes de type ressort.
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Annexe A

Calcul de la force de diffusion

Nous présentons ici le calcul de la force de diffusion induite par l’interaction
entre un faisceau laser et un fluide turbide.

Nous considérons une phase fluide diélectrique et isotrope, avec une constante
diélectrique moyenne ⟨ϵ(r, t)⟩ = ϵl = ϵ0ϵr, dans laquelle une onde plane inci-
dente se propage. Le champ électrique de cette onde est de la forme Ei(r, t) =
niE0 exp ([i (ki · r − ωit)]), avec ni sa polarisation, ωi sa pulsation et ki le vec-
teur d’onde. Le milieu fluide est considéré turbide dans le sens où la constante
diélectrique locale est fluctuante telle que ϵ(r, t) = ϵl + δϵ(r, t). De plus, nous
considérons que le milieu diélectrique est non absorbant ce qui conduit à des in-
teractions élastiques entre l’onde incidente et les diffuseurs présents en volume.
Finalement, nous assumons que le nombre de diffuseurs est suffisamment petit
pour négliger la diffusion multiple.

A.1 Champ diffusé et intensité
Premièrement, nous considérons que l’amplitude du champ diffusé par les fluc-

tuations δϵ est très petite devant celle du champ incident. Notons que le champ
incident ainsi que le champ diffusé satisfont les équations de Maxwell. Dans l’ap-
proximation de Born (Berne et Pecora, 1990), le champ diffusé s’écrit :

Ed (R, t) =
E0

4πεlR
e[i(kdR−ωit)] kd ×

[
kd × ni

∫
V

d3r e[i(q·r)] δε (r, t)
]

(A.1)

Où R représente la distance entre un volume de diffuseurs V et le point de mesure
du champ diffusé, kd est le vecteur d’onde de l’onde diffusée et q = ki − kd.
Il est possible de ré-exprimer l’équation (A.1) en utilisant la relation vectorielle
suivante : kd × kd × ni = (kd · ni)kd − (kd · kd)ni = k2i

(
cosϕpk̂d − ni

)
, avec ϕp
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l’angle entre la polarisation de l’onde incidente et le vecteur d’onde diffusé et en
définissant la transformée de Fourier : δϵ(q, t) =

∫
d3rδϵ(r, t) exp [i (q · r)] :

Ed (R, t) =
k2dE0

4πεlR
e[i(kdR−ωit)]δε (q, t)

(
cosϕpk̂d − ni

)
(A.2)

L’intensité diffusée est déterminée à partir de la fonction d’auto-corrélation du
champ diffusé telle que :

⟨E∗
d (R, 0) ·Ed (R, t)⟩ =

k4d|E0|2

16π2ε2lR
2
⟨δε (q, 0) δε (q, t)⟩ e−iωit

∣∣∣cosϕpk̂d − ni

∣∣∣2 .
(A.3)

Avec ⟨A⟩ = limT→∞(1/T )
∫ T

0
A(t)dt. Ainsi, l’intensité diffusée et mesurée par un

détecteur à une distance R est donnée par :

I (q, ωd, R) ≡
1

2π

∫ +∞

−∞
eiωdt ⟨E∗

d (R, 0) ·Ed (R, t)⟩ dt. (A.4)

Après développement, nous pouvons ré-écrire l’intensité diffusée comme :

I (q, ωd, R) =

[
I0k

4
dsin2ϕp

16π2ε2lR
2

] 〈
|δε (q)|2

〉
, (A.5)

Avec I0 = |E0|2 l’intensité de l’onde incidente et
〈
|δε (q)|2

〉
qui représente les pro-

priétés diffusives du milieu turbide. Après évaluation du terme ⟨|δε (q) |2⟩ dans l’ap-
proximation d’Ornstein-Zernike pour des fluides quasi-critiques, nous obtenons :

I (q, ωf , R) =

[
I0k

4
fsin2φ

16π2ε2lR
2

] ∣∣∣∣∂εl∂ρ

∣∣∣∣2 β−1ρχT ⟨N⟩

 1

1 +
(

q
q0

)2
 , (A.6)

Avec β = 1/(kBT ), χT la compressibilité isotherme et q−1
0 = ξ la longueur de

corrélation des fluctuations de densité. Utilisant ρ = ⟨N⟩ /V , avec ⟨N⟩ le nombre
moyen de diffuseurs dans le volume V , εl = ε0εr et kd = (2π

√
εr)/λ0 = (2πn)/λ0

(avec λ0 la longueur d’onde du faisceau incident dans le vide), nous avons :

I (q, ωd, R)

I0
=
π2

λ40

(
ρ
∂εr
∂ρ

)2

kBTχT

 1

1 +
(

q
q0

)2
 V

R2
sin2ϕp. (A.7)

Dans le cas d’un mélange binaire, la fraction volumique de diffuseurs est ρvi =
(⟨N⟩ vi)/V = Φ (avec vi le volume du diffuseur i). Finalement, nous obtenons
l’intensité diffusée dans un milieu turbide :

I (q, ωd, R)

I0
=
π2

λ40

(
∂εr
∂Φ

)2

kBTχT

 1

1 +
(

q
q0

)2
 V

R2
sin2ϕp, (A.8)
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A.2 La force de diffusion dans un milieu turbide
L’intensité diffusée dans un mélange binaire est donnée par l’équation (A.8)

avec q = |ki − kd| = 2kisin (θ/2) =
(
4π

√
εr/λ0

)
sin (θ/2) et (q/q0)

2 = (qξ)2 =

α (1− cosθ), où α = 2
(
2π

√
εrξ/λ0

)2 et ξ est la longueur de corrélation des fluc-
tuations de densité. θ représente l’angle de diffusion et nous rappelons que ϕp est
l’angle entre la polarisation de l’onde incidente et la direction de propagation de
l’onde diffusée. Nous pouvons aussi définir φ l’angle entre la polarisation de l’onde
incidente et le plan dans lequel elle est diffusée. Ce qui nous donne cosϕ = cosφsinθ.
L’équation (A.8) peut ainsi être ré-écrite comme :

I (q, ωd, R)

I0
= AχT

[
1− cos2φsin2θ

1 + α (1− cosθ)

]
V

R2
, (A.9)

Avec A = (π2/λ40) (∂εr/∂Φ)
2 kBT .

Quand un photon, dont la quantité de mouvement est h̄ki, est diffusé de façon
élastique avec un angle θ, sa quantité de mouvement dans la direction k̂i devient
h̄ki (1− cos θ). Cette perte de quantité de mouvement est transmise en volume au
fluide environnant et donne naissance à la force de diffusion. Ainsi, nous pouvons
calculer la quantité de mouvement moyenne perdue par photon dans la direction
k̂i. Cette dernière est donnée par l’intégration de la perte d’intensité dans cette
même direction sur une sphère de rayon R dont un élément de surface est donné
par R2dφ sin θdθ :

∆pd = }k
∫ 2π

0

dφ
∫ +1

−1

R2d (cosθ) I (q, ωd, R)

I0
(1− cosθ) . (A.10)

Après intégration nous obtenons :

∆pf = }kAV χTπg (α) , (A.11)

Avec la fonction g(α) qui s’écrit comme :

g (α) =
1

α4

[
8

3
α3 + 2α2 + 2α−

(
2α2 + 2α + 1

)
ln (1 + 2α)

]
. (A.12)

Si nous définissons N le nombre de photons par unité de surface et de temps émis
par le faisceau laser incident, la force de diffusion par unité de volume peut être
écrite f scatt = N∆pf/V et nous obtenons :

f scatt = Nhν

√
εr
c
AχTπg (α) . (A.13)
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Finalement, nous remplaçons dans l’équation (A.13) A par sa valeur donnée pré-
cédemment et nous utilisons I0 = Nhν pour obtenir la force de diffusion par unité
de volume dans un mélange binaire turbide :

f scatt(r) =
nI0(r)

c

(
π3

λ40

)(
∂εr
∂Φ

)2

kBTχTg (α) , (A.14)

Notons que l’équation (A.14) décrit correctement la force de diffusion tant que
(i) l’approximation d’Ornstein-Zernike est vérifiée (ii) et que la diffusion de l’onde
incidente est élastique et unique.

Le lecteur intéressé pourra trouver tous les détails de calcul ainsi que des infor-
mations supplémentaires sur l’approximation d’Ornstein-Zernike et sur la diffusion
unique dans la thèse de Petit (2011) (section 2.2.2.).
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Annexe B

Calcul de la vitesse axiale dans un
jet parfaitement cylindrique

Nous allons détailler ici l’intégration des équations (3.12) ainsi que le système
d’équations en résultant afin d’obtenir les constantes c, r1, r2 et r3 dans les équa-
tions (3.14) et (3.15).

B.1 Intégration du champ de vitesse
Commençons par la phase 1, soit dans le jet.

1

r

d

dr

(
r
d

dr
vz1(r)

)
= c− α1Ca1e

−2
(

r
ω0

)2

(B.1)

r
d

dr
vz1(r) =

c

2

(
r

ω0

)2

+
α1Ca1

4
e
−2

(
r
ω0

)2

+ A (B.2)

d

dr
vz1(r) =

c

2

r

ω0

+
α1Ca1
4 r
ω0

e
−2

(
r
ω0

)2

+
A
r
ω0

(B.3)

Avec A une constante d’intégration. Nous rencontrons ici un problème. Alors que
la contrainte visqueuse est nulle en r = 0, l’équation (B.3) n’est pas définie en
r = 0. Nous approximons alors A en considérant exp−2

(
r
ω0

)2

|r→0 = 1.

d

dr
vz1(r → 0) = 0 =

α1Ca1
4 r
ω0

+
A
r
ω0

(B.4)

A = −α1Ca1
4

(B.5)
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Ce qui nous permet d’écrire :

d

dr
vz1(r) =

c

2

r

ω0

+
α1Ca1
4 r
ω0

(e
−2

(
r
ω0

)2

− 1) (B.6)

vz1 =
c

4
(
r2

ω2
0

− r21) +
α1Ca1

4

Ei(−2 r2

ω2
0
)

2
− Ei(−2r21)− ln

(
r

ω0r1

) (B.7)

Pour que l’expression de la vitesse vz1 soit définie sur l’axe, nous avons introduit
une constante d’intégration r1 qui sera déterminée à postériori.

Le processus pour la vitesse dans la phase 2 est relativement similaire.

d

dr

(
r
d

dr
vz2(r)

)
= c− α2Ca2e

−2
(

r
ω0

)2

(B.8)

r
d

dr
vz2(r) =

c

2

(
r

ω0

)2

+
α2Ca2

4
e
−2

(
r
ω0

)2

+ A (B.9)

d

dr
vz2(r) =

c

2

r

ω0

+
α2Ca2
4 r
ω0

e
−2

(
r
ω0

)2

+
A
r
ω0

(B.10)

d

dr
vz2(r) =

c

2

(
r

ω0

− r22
ω0

r

)
+
Ca2
4 r
ω0

(
e
−2

(
r
ω0

)2

+ e−2r22

)
(B.11)

vz2(r) =
c

2

{
1

2

(
r2

ω2
0

− r23

)
− r22 ln

(
r

ω0r3

)}
+
α2Ca2

4

Ei(−2 r2

ω2
0
)

2

−Ei(−2r23)

2
− e−2r22 ln

(
r

ω0r3

)) (B.12)

N’ayant considéré aucune condition limite jusqu’ici, nous avons introduit deux
constantes d’intégrations supplémentaires r2 et r3. Utilisant les quatre conditions
limites décrites dans la partie 3.3.1 qui sont la continuité de la vitesse en r = Rjet,
la continuité des contraintes en r = Rjet, la condition de non-glissement en r = R
le rayon du domaine numérique et un débit nul dans la phase 2, Q2 = 0, nous
obtenons le système d’équations suivant :

(i) vz1(r = Rjet) = vz2(r = Rjet)
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ANNEXE B. CALCUL DE LA VITESSE AXIALE DANS UN JET
PARFAITEMENT CYLINDRIQUE

0 =
c

2

[(
r23 − r21

)
− r22 ln

(
Rjet

ω0r3

)]
+
α1Ca1

4

Ei(−2
R2

jet

ω2
0
)

2
−

Ei(−2r21)

2
− ln

(
Rjet

ω0r1

)}
− α2Ca2

4

Ei(−
R2

jet

ω2
0
)

2
−

Ei(−2r23)

2
− e−2r22 ln

(
Rjet

ω0r3

)}
(B.13)

(ii) d
dr
vz1(r = Rjet) = λ d

dr
vz2(r = Rjet)

0 =
c

2

(
Rjet

ω0

(λ− 1)− r22ω0

Rjet

)
+
α1Ca1ω0

4Rjet

(
e
−2

(
Rjet
ω0

)2

− 1

)
−

α2Ca2ω0

4Rjet

(
e
−2

(
Rjet
ω0

)2

− e−2r22

) (B.14)

(iii) vz2(r = R) = 0

0 =
c

2

{
1

2

(
R2

ω0

2

− r23

)
− r22 ln

(
R2

r3

)}
+
α2Ca2

4

Ei(−2R2

ω2
0
)

2

− Ei(−2r23)

2
− e−2r22 ln

(
R

ω0r3

)] (B.15)

(iv)
∫ R

Rjet
rvz2dr = 0

0 =
c

8

{
1

2

(
R4 −R4

jet

ω4
0

)
−
(
R2 −R2

jet

ω2
0

)
r23 − r22

[
R2

ω2
0

(
2 ln

(
R

ω0r3

)
− 1

)

−
R2

jet

ω2
0

(
2 ln

(
Rjet

ω0r3

)
− 1

)]}
+
α2Ca2
16

R2

ω2
0

Ei(−2
R2

ω2
0

) +
e
−2

(
R
ω0

)2

2

−2
R2

jet

ω2
0

Ei(−2
R2

jet

ω2
0

)− e
−2

(
Rjet
ω0

)2

2
− Ei(−2r23)

(
R2 −R2

jet

ω2
0

)
−e−2r22

[
R2

ω2
0

(
2 ln

(
R

ω0r3

)
− 1

)
−
R2

jet

ω2
0

(
2 ln

(
Rjet

ω0r3

)
− 1

)]}
(B.16)

Nous pouvons alors résoudre ce système de quatre équations pour des valeurs
données de Rjet, R, Cai, et α. Nous utilisons pour cela une méthode itérative de
Newton-Raphson implémentée sous Python.
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Annexe C

Dérivation de la relation de
dispersion

Nous dérivons dans cette partie l’expression (4.3) des champs guidés dans un
guide d’ondes cylindrique en acoustique et en électromagnétique ainsi que la rela-
tion de dispersion donnée par l’équation (4.5).

Gaine n1, c1
Cœur n2, c2

z

Onde
incidente

R

er
ez eθ

Figure C.1 : Schéma d’un guide d’onde cylindrique formé d’un cœur de rayon R
et d’indice n2 (vitesse du son c2), et d’une gaine d’indice n1 (vitesse du son c1).
n2 > n1 (c2 < c1).

C.1 Modes guidés dans un guide d’ondes acous-
tiques

Nous considérons un faisceau acoustique gaussien injecté dans un guide d’ondes
cylindrique présentant une discontinuité d’impédance acoustique. Celui-ci est com-
posé d’une gaine et d’un cœur de rayon R, dont les vitesses du son sont respecti-
vement c1 et c2 (c2 < c1). La figure C.1 représente schématiquement ce système.

La propagation de cette onde dans le milieu j = 1, 2 est régie par l’équation
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d’onde :
1

c2j

∂2ϕj

∂t2
−∇2ϕj (C.1)

Avec ϕj le potentiel vitesse dans le milieu j. Nous considérons, comme dans le
chapitre 2, des ondes planes progressives et harmoniques telles que le potentiel de
vitesse peut s’écrire :

ϕj(r, θ, z, t) = ψj(r, θ) ei(ωt−βz) (C.2)
Avec ω la pulsation de l’onde et β la constante de phase. Le guide d’ondes et le
faisceau gaussien possédant une symétrie cylindrique, ϕj et ψj sont indépendant de
θ. Nous injectons l’expression du potentiel vitesse équation (C.2) dans l’équation
d’onde (C.1) ce qui nous permet d’obtenir :

1

r

∂

∂r

(
r
∂ψj(r)

∂r

)
+
(
k2j − β2

)
ψj = 0 (C.3)

Avec kj = ω/cj le nombre d’onde. Nous reconnaissons alors une équation différen-
tielle de Bessel. Nous pouvons définir les nombres d’ondes dans le cœur et dans la
gaine du guide d’ondes tels que :

κ =
√
k22 − β2 (C.4)

γ =
√
β2 − k21 (C.5)

L’équation de Bessel (C.3) peut être ré-écrite dans chaque phase comme :

∂2ψ2

∂r2
+

1

r

∂ψ2

∂r
+ κψ2 = 0, r ≤ R (C.6)

∂2ψ1

∂r2
+

1

r

∂ψ1

∂r
− γψ1 = 0, r > R (C.7)

Les solutions de ce système d’équations sont les suivantes :

ψ(r)(m) = ψ
(m)
0

{
AJ0 (κmr) +BN0 (κmr) r ≤ R

CI0 (γmr) +DK0 (γmr) r > R
(C.8)

Avec m ≥ 1 ∈ N un entier et ψ(m)
0 l’amplitude du mième mode. A,B,C,D sont

des constantes et J0, N0, I0, K0 sont respectivement les fonctions de Bessel de pre-
mière espèce, les fonctions de Neumann, et les fonctions de Bessel de première et
deuxième espèce modifiée. Cependant, N0 diverge pour r = 0 et I0 diverge pour
r → ∞. Ainsi, le potentiel de vitesse est correctement décrit par :

ψ(r)(m) = ψ
(m)
0

{
AJ0 (κmr) r ≤ R

DK0 (γmr) r > R
(C.9)
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Les constantes A et D peuvent être déterminées à partir des conditions aux limites
que sont la continuité de la pression et de la composante normale de la vitesse sur
r = R :

ρ1ψ1 = ρ2ψ2 (C.10)
∂ψ1

∂r
=
∂ψ2

∂r
(C.11)

Ce qui nous donne directement :

A =
1

J0(κmR)
(C.12)

D =
ρ2
ρ1

1

K0(γmR)
(C.13)

Finalement, en injectant les expressions de ψj(r)
(m) dans les expressions de condi-

tions aux limites et divisant l’une par l’autre, nous obtenons l’équation de disper-
sion suivante :

κm
J1(κR)

J0(κmR)
= γm

ρ2
ρ1

K1(γmR)

K0(γmR)
(C.14)

Afin de déterminer les valeurs de κm et γm l’équation de dispersion est à résoudre
avec :

(κmR)
2 + (γmR)

2 = V 2
g (C.15)

Avec Vg = (2πR)/λ1

√
(c1/c2)

2 − 1 le paramètre de fréquence normalisé pour un
guide d’ondes de rayon R.

Dans le chapitre 4 nous avons évoqué le fait que les modes guidés pouvaient
être décrits par deux entiers l et m correspondant respectivement aux propriétés
polaires et radiales du champ. Ayant directement considéré ici un champ invariant
selon eθ, le nombre l n’est pas explicitement introduit et l = 0.

C.2 Modes guidés dans un guide d’ondes électro-
magnétiques

Nous considérons une onde électromagnétique gaussienne injectée dans un
guide d’ondes cylindrique à saut d’indice. Celui-ci est composé d’une gaine et
d’un cœur de rayon R, dont les indices sont respectivement n1 et n2 (n2 > n1). Les
calculs présentés ci-après se basent sur un cours de l’institut d’optique (Jonathan,
2020).
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C.2.1 Propagation d’une onde électromagnétique dans un
milieu dont l’indice varie spatialement

Commençons par rappeler les équations de Maxwell dans un milieu :

∇× Ẽ(r, t) = −∂B̃
∂t

(r, t) (a) ∇× H̃(r, t) =
∂D̃

∂t
(r, t) (b)

∇ · D̃(r, t) = 0 (c) ∇ · B̃(r, t) = 0 (d)
(C.16)

Avec Ẽ(r, t) et H̃(r, t) les vecteurs champ électrique et magnétique et D̃(r, t) =
ϵ0ϵr (r) Ẽ(r, t) et H̃(r, t) = µ0H̃(r, t) les vecteurs d’induction électrique et d’in-
duction magnétique. Nous considérons des ondes planes progressives harmoniques
et pouvons écrire les champs électriques et magnétiques comme :

Ẽ = E(r, θ) ei(ωt−βz) (C.17)
H̃ = H(r, θ) ei(ωt−βz) (C.18)

Ainsi les équations de Maxwell peuvent prendre la forme suivante :

∇×E (r) = iωµ0H (r) (a)
∇×H (r) = −iωϵ0ϵr (r)E (r) (b)
∇ · (ϵ0ϵr (r)E (r)) = 0 (c)
∇ · (µH (r)) = 0 (d)

(C.19)

Notons que l’onde incidente étant gaussienne, les champs électriques et magné-
tiques ne dépendent pas de θ. De plus, comme nous considérons un guide d’ondes
à saut d’indice, ϵr(r) dépend uniquement de la coordonnée radiale. Pour établir
l’équation de propagation du champ électrique, nous prenons le rotationnel de
l’équation (C.19) :

∇× (∇×E(r)) = ∇× (iωµ0H(r)) = ω2µ0ϵ0ϵr(r)E(r) (C.20)

À partir de la relation vectorielle suivante :

∇× (∇×E) = ∇ (∇ ·E)−∇2E (C.21)

Nous obtenons :

∇2E(r) + ω2µ0ϵ0ϵr(r)E(r) = ∇ (∇ ·E(r)) (C.22)

Le membre de droite de l’équation (C.22) peut être ré-écrit en considérant une
autre relation vectorielle :

∇ · (ϵrE) = ϵr (∇ ·E) + (∇ϵr) ·E (C.23)
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Ce qui donne :
∇ (∇ ·E(r)) = −∇ (E(r) · ∇ ln ϵr(r)) (C.24)

En utilisant un raisonnement similaire pour le champ magnétique, l’équation de
propagation s’écrit alors :

∇2E(r) + k20n(r)
2E(r) = −∇ (E(r) · ∇ ln ϵr(r)) (C.25)

∇2H(r) + k20n(r)
2H(r) = (∇×H(r))×∇ ln ϵr(r) (C.26)

Avec le nombre d’onde k0 = ω/c et l’indice de réfraction n(r) =
√
ϵr(r).

Nous pouvons décomposer les champs en considérant leurs composantes trans-
versales ET (r) et HT (r) et leur composante longitudinale Ez(r) et Hz(r). De la
même façon, nous décomposons l’opérateur ∇2 comme :

∇2 = ∇2
T +

∂2

∂z2
= ∇2

T − β2 (C.27)

Ce qui nous permet de ré-écrire les équations de propagation :(
∇2

T + k20n
2(r)− β2

)
(ET + Ezez) = − (∇T − iβez)

(
ET · ∇T lnn2(r)

)
(C.28)(

∇2
T + k20n

2(r)− β2
)
(HT +Hzez) = [(∇T − iβez)×HT ]×∇T lnn2(r) (C.29)

Nous obtenons alors un jeu de deux équations vectorielles :(
∇2

T + k20n
2(r)− β2

)
ET = −∇T

(
ET · ∇T lnn2(r)

)
(C.30)(

∇2
T + k20n

2(r)− β2
)
HT = [∇t ×HT ]×∇T lnn2(r) (C.31)

Et deux équations scalaires :(
∇2

T + k20n
2(r)− β2

)
Ez = iβ

(
ET · ∇T lnn2(r)

)
(C.32)(

∇2
T + k20n

2(r)− β2
)
Hz = [−iβez ×HT ]×∇T lnn2(r) (C.33)

Dans les cas étudiés dans ces travaux n2/n1 ≈ 1. Nous pouvons alors décrire
la propagation d’onde dans l’approximation des ondes faiblement guidées couram-
ment utilisée dans le formalisme des fibres optiques.

C.2.2 L’approximation des ondes faiblement guidées
Équation de propagation des ondes

Pour un guide d’ondes à saut d’indice, nous pouvons écrire l’indice comme :

n2(r) = n2
1 [1 + 2∆f(r)] avec ∆ =

n2
2 − n2

1

n2
1

(C.34)
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Avec f(r) une fonction de forme qui décrit la géométrie du guide d’ondes telle que :

f(r) =


1

2
si r ≤ R

0 si r > R
(C.35)

Et considérant ∆ ≪ 1 nous obtenons :

n(r) = n1

√
1 + 2∆f(r) ≈ n1 (1 + ∆f(r)) (C.36)

Nous reprenons le paramètre de fréquence normalisé introduit dans le cas acous-
tique dans l’équation (C.15) que nous pouvons ré-écrire dans un formalisme élec-
tromagnétique :

Vg = k0R
√
n2
2 − n2

1 (C.37)

Vg = k0Rn1

√
∆ (C.38)

Nous pouvons alors ré-exprimer l’équation d’onde transverse du champ électrique
en utilisant ln(n2) = 2 ln(n), et en introduisant le nombre d’onde normalisé w2 =
γ2R2 = (β2 − k0n

2
1)R

2 1 :(
(∇′

T )
2 + 2V 2f(r)− w2

)
Et = 2∆∇′

T [ET · ∇′
Tf(r)] (C.39)

Avec ∇′
T = R∇T l’opérateur normalisé. Dans l’approximation des ondes faiblement

guidées, le terme de droite de l’équation précédente est négligeable. Finalement
nous avons : (

(∇′
t)

2 + 2V 2f(r)− w2
)
Et = 0 (C.40)

Les valeurs propres w2 sont de l’ordre de l’unité et nous avons donc de par la
définition du nombre d’onde et l’équation (C.38) :

βR ≈ k0R ≈ Vg

n1

√
∆

≫ 1 (C.41)

Transversalité des champs dans l’approximation des ondes faiblement
guidées

Dans l’approximation des ondes faiblement guidées, nous pouvons montrer que
les champs longitudinaux sont négligeables par rapport à leurs composantes trans-
versales. Reprenons pour cela l’équation (C.19) (c).

∇
(
n2(r)E(r)

)
= 0 (C.42)

n2(r) [∇TET (r)− iβEz(r)) +ET (r)
[
∇Tn

2(r)
]
= 0 (C.43)

1. Le nombre d’onde γ est le même que dans le cas acoustique.
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Nous exprimons alors Ez en fonction de ET , nous normalisons l’équation avec R
le rayon du guide d’ondes et simplifions par n2

1 :

iβREz(r) = ∇′
TET +∆ET · [∇′

Tf(r)] (C.44)

Nous avons donc :

Ez(r) ≈ − i

βR
∇′

TET ≈ n1

√
∆

Vg
∇′

TET (C.45)

Finalement, avec un raisonnement similaire pour le champ magnétique :

|Ez|
|ET |

≈ n1

√
∆

Vg
≪ 1 (C.46)

|Hz|
|HT |

≈ n1

√
∆

Vg
≪ 1 (C.47)

Nous avons donc, dans l’approximation des ondes faiblement guidées, des champs
principalement transversaux.

Relations de continuité

Les relations de continuité des champs sont les suivantes :

n21 × (E2 −E1) = 0 (a) n21 × (H2 −H1) = 0 (b)
n21 · (D2 −D1) = 0 (c) n21 · (B2 −B1) = 0 (d)

(C.48)

Avec n21 la normale à l’interface orientée du milieu 2 à 1. Les champs transversaux
ET et HT peuvent être décomposés en une composante tangentielle à l’interface
Et, Ht et en une composante normale à l’interface En, Hn. De par les condi-
tions de l’équation (C.48), les composantes tangentielles Ez, Et, Hz et Ht sont
continues à l’interface. De la même façon, les composantes normales des induc-
tions électriques et magnétiques sont elles aussi continues à l’interface. De plus,
dans l’approximation des ondes faiblement guidées les équations (C.48) (c-d) nous
donnent :

En2 ≈ En1 (C.49)
Hn2 = Hn1 (C.50)

Ainsi, nous pouvons dire à partir de l’équation (C.45) que la composante Ez est
continue sur l’interface si et seulement si ∇TET est continue sur l’interface. De plus,
le terme ∇TET est lui même continu si et seulement si la dérivée de sa composante
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normale par rapport à la normale à l’interface est continue. Nous pouvons traduire
cela par la relation suivante :

Ez continue ⇐⇒ ET continue ⇐⇒ dEn

dn
continue (C.51)

Dans l’approximation des ondes faiblement guidées, les dérivées normales des
champs sont continues à l’interface.

Équation de propagation des ondes scalaires

Comme nous avons montré que nous pouvions facilement calculer Ez à partir
des composantes tangentielles et que nous considérons des milieux diélectriques,
nous nous intéressons dans ce qui suit uniquement à ET . Le champ transverse peut
s’écrire :

ET (r) = ET (r) ei(ωt−βz) eT (C.52)
Avec eT un vecteur unitaire transversal. Comme nous considérons une géométrie
cylindrique, eT = er. En injectant cette expression dans l’équation (C.31) et en se
plaçant dans l’approximation des ondes faiblement guidées, nous obtenons l’équa-
tion de propagation d’ondes scalaire suivante :(

∇2
T + k20n

2(r)− β2
)
ET (r) = 0 (C.53)

Nous rappelons que nous considérons des champs gaussiens donc invariant suivant
eθ. L’équation (C.53) peut alors être développée comme :

1

r

∂

∂r

(
r
∂ET (r)

∂r

)
+
(
k20n

2(r)− β2
)
ET = 0 (C.54)

Ce qui suit est similaire au cas acoustique, nous considérons une décomposition
modale du champ, nous introduisons les nombres d’ondes dans le cœur κm =√
k22 − β2

m et dans la gaine γm =
√
β2
m − k21 et obtenons ainsi le champ électrique

du mième mode :

E
(m)
T = E

(m)
T0

{
AJ0 (κmr) r ≤ R

BK0 (γmr) r > R
(C.55)

Avec E(m)
T0 , l’amplitude du mode m. Les constantes A et B peuvent être détermi-

nées à partir de la continuité du champ. Nous avons montré précedemment que
dans l’approximation des ondes faiblement guidées les champs transverses et leurs
dérivées normales étaient continus à l’interface. Dans la géométrie cylindrique, la
dérivée normale est simplement la dérivée par rapport à la coordonnée radiale :

AJ0 (κmR) = BK0 (γmR) (C.56)
AκmJ1 (κmR) = BγmK1 (γmR) (C.57)
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Nous obtenons directement :

A =
1

J0 (κmR)
(C.58)

B =
1

K0 (γmR)
(C.59)

Pour finir en remplaçant les constantes par leur valeur dans les conditions aux
limites et en les divisant l’une par l’autre, nous retrouvons l’équation de dispersion :

κm
J1 (κmR)

J0 (κmR)
= γm

K1 (γmR)

K0 (γmR)
(C.60)
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