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Introduction

0.1 Les matériaux négatifs

Cette these est une contribution a la compréhension mathématique de modeles décrivant des
matériaux particuliers, appelés ici matériaux négatifs, qui ont suscité beaucoup d’intérét au sein
des communautés de la physique et des mathématiques appliquées au cours des deux dernieres
décennies. Dans le domaine de 1’électromagnétisme, la plupart des matériaux “ordinaires” sont
décrits par (au moins) deux grandeurs positives : la permittivité électrique et la perméabilité
magnétique. Un matériau négatif est un matériau pour lequel I'une au moins de ces deux grandeurs
devient négative dans certaines plages fréquentielles. Une telle propriété donne naissance a des
phénomenes inhabituels, notamment

— la localisation spatiale d’ondes électromagnétiques a la surface d’un matériau négatif, sur-

tout connues sous le nom de plasmons de surface,

— le phénomene de réfraction négative, qui se traduit par le renversement de la direction de

propagation d’un rayon transmis a 'interface entre un milieu négatif et un milieu ordinaire
(on parle alors de “matériau & main gauche”, ou “matériau d’indice négatif”).
Ces propriétés extraordinaires sont toujours la trace a une échelle macroscopique d’une structure
microscopique ou se produit un phénomene de résonance particulier.

Le début de I'histoire des matériaux négatifs date en réalité de plus d’un siecle, notamment avec
les travaux de Sommerfeld en 1899 ou de Zenneck en 1907 sur la description mathématique d’ondes
radio se propageant a la surface d’un conducteur. Il ne s’agit pas ici de retracer toute cette histoire,
qui appartient surtout a la communauté de 1’électromagnétisme. On en trouvera cependant une
description treés compléte par exemple dans le livre de Stefan Maier [59]. Les matériaux négatifs du
20eme siecle sont surtout des métaux précieux, comme l’'or, dont la permittivité devient négative
dans le régime fréquentiel du visible : on pourrait parler de matériaux “simplement négatifs” au
sens ol leur perméabilité magnétique reste positive. Les plasmons de surface apparaissent pour
ces matériaux. Le phénomene de réfraction négative se produit quant a lui pour des matériaux
“doublement négatifs”, c¢’est-a-dire dont la permittivité et la perméabilité sont toutes les deux
négatives. Ceux-ci ont été envisagés théoriquement par Victor Veselago [75] en 1968. Mais il faut
attendre la fin du 20éme siecle pour que de tels matériaux puissent étre réalisés. John Pendry fut
le premier a identifier une facon pratique de créer un tel matériau et montra qu’il pourrait servir
a réaliser une lentille plate parfaite [67]. Ce fut le début d’une spectaculaire effervescence autour
de ces matériaux artificiels qualifiés généralement de métamatériauxr et dont les applications
potentielles ne cessent de se multiplier.

Le point de vue adopté dans cette these est celui des mathématiques appliquées, plus pré-
cisément celui de la théorie spectrale. Nous allons tenter dans cette introduction de dresser un
panorama des différents travaux que 1’on peut trouver dans la littérature des mathématiques ap-
pliquées sur les matériaux négatifs, sans prétendre en donner une image exhaustive. Nous nous
appuyons pour cela sur un probleme modele, que nous allons présenter dans le paragraphe suivant
et que nous retrouverons tout au long de la these.
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0.2 Un probléme modele

Le probleme que nous allons étudier est un probleme scalaire qui peut étre déduit des équations
de Maxwell. C’est pourquoi nous conservons les notations habituelles de 1’électromagnétisme, a
savoir € et p pour décrire les caractéristiques physiques d’un matériau. Dans le cadre de 1’électro-
magnétisme, ces parametres sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité ma-
gnétique. Mais notre probleme modele peut aussi modéliser d’autres phénomenes de propagation
d’ondes. Nous présentons ici le cas bidimensionnel, auquel nous nous sommes limités dans cette
these. L'intérét de ce paragraphe est surtout qu’il va nous permettre de situer et de comprendre
les liens entre les différents travaux que ’on peut trouver dans la littérature des mathématiques
appliquées sur le theme des matériaux négatifs : ceci fait 'objet du paragraphe suivant.

Définition du probléme modeéle

On considére un milieu de propagation, noté C C R2. Dans les chapitres qui suivent, ce sera
toujours une cavité bornée, mais dans cette introduction, ce peut étre I’espace tout entier R?,
ou l'extérieur d’'un domaine borné. Ce milieu de propagation est partiellement rempli par un
matériau négatif, occupant un domaine N’ C C qui sera toujours supposé borné, le reste étant du
vide (ou un matériau “ordinaire” homogene), qui occupe donc le domaine V := C \ A/. On note
Y := ON N OV linterface entre les deux milieux.

En régime fréquentiel, c¢’est-a-dire lorsqu’on s’intéresse aux vibrations monochromatiques de
notre milieu de propagation a une fréquence fixée w, les propriétés physiques du milieu négatif sont
décrites par deux parametres, a priori complexes, notés Ei}/ et uﬁf . IIs dépendent nécessairement de
la fréquence : un matériau négatif est toujours dispersif. Lorsque ces deux parametres sont réels,
le matériau est dit conservatif, alors que si 'un des deux (ou les deux) est de partie imaginaire
strictement positive, le matériau est dit dissipatif, ce qui signifie que la propagation dans le milieu
s’accompagne d’une perte d’énergie. On suppose que notre matériau est homogene, autrement dit
que les deux parametres z—:ﬁf et ui}f sont constants dans tout le domaine N. Dire que le matériau est
négatif signifie que dans certaines zones fréquentielles, typiquement un intervalle de fréquences ou
une union d’intervalles, so/:/ et/ou ,uﬁf ont une partie réelle négative. En revanche, du coté du vide,
ces deux parametres seront supposés réels et positifs; ils seront notés € et . Afin de décrire ces
deux parametres dans le milieu tout entier, on introduit les fonctions constantes par morceaux
suivantes :

cola) = co Ly(@) + & Lula) and pule) = po Ly(a) + i Lue(a)

pour tout z € C, ol on a noté respectivement 1y, et 1, les fonctions indicatrices de V et N.

L’équation de notre probleme modele peut étre vue comme une équation de Helmholtz a
coefficients variables, écrite sous la forme

1
div ( grad cp) +w?e, o= f dansC, (0.1)

w

ou w désigne la fréquence et f une fonction donnée représentant 'excitation du systeme. Dans
cette équation, les opérateurs grad et div sont a interpréter au sens des distributions, et toutes les
quantités en présence sont supposées implicitement étre de carré intégrable. Ainsi, cette équation
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est une écriture condensée du probleme de transmission suivant

Ap+w? NN o= f dans NV, (0.2)
A +wequop = f dans V,
1 Oy
—0et |— 22| =0 0.4
s =0er [ 52] o, (0.4)

ou la notation [X]x désigne le saut de la fonction X a la traversée de ¥ et n un vecteur unitaire
normal a ¥. Autrement dit, on s’intéresse a deux équations de type Helmholtz (0.2) et (0.3),
posées respectivement dans N et V, couplées par les conditions de transmission (0.4).

Ces équations doivent étre complétées par des conditions aux limites si la frontiere dC de C
n’est pas vide, par exemple une condition de Dirichlet homogene

=0 sur dC.

Enfin, dans le cas ot C est 'espace tout entier R? ou l'extérieur d’'un domaine borné, il faut
adjoindre a ces équations une condition de rayonnement qui s’écrit par exemple

9L _ —3/2
Al iw+/Eo o cp‘ = O(|x| )

Pour comprendre la difficulté centrale de I’étude théorique de ce probleme modele, il suffit
d’en écrire une formulation variationnelle. Nous nous plagons pour cela dans le cas ou le domaine
de propagation C est borné. Le choix d’une condition de Dirichlet homogene sur le bord dC nous
amene & introduire l'espace de Sobolev HJ(C). Notre probléme modele s’écrit alors sous la forme
variationnelle suivante : il s’agit de trouver ¢ € HJ(C) tel que

1 S _ _
/Cugradgo-gradwd$ — w? /C€w@¢d$=—/cf"¢d$ pour tout ) € Hy(C). (0.5)

a(p,) b(p) L)

Dans le cas d'un matériau “ordinaire” non dissipatif, ot z\" est un nombre réel positif (comme
to), la forme sesquilinéaire a(-,-) est coercive sur H}(C). Elle définit en fait un produit scalaire
sur H}(C) dont la norme associée est équivalente a la norme usuelle. Ainsi, par le théoréme
de représentation de Riesz, on peut définir un opérateur B : H}(C) — Hy(C) et une fonction
F € H}(C) par les relations

a(Beo, ) = blp.w) et a(F,4) = £(¥) pour tout ¥ € H(C),

de sorte que notre équation variationnelle s’écrive de fagon équivalente
¢ —w*Bp=F dans Hy(C). (0.6)

Le domaine C étant supposé borné, I'injection canonique de H'(C) dans L*(C) est compacte, ce
qui montre que B est compact. Il s’agit donc ici d'une équation de Fredholm. Elle releve alors
de l'alternative de Fredholm qui nous dit qu’elle est bien posée si et seulement si ’équation
homogene associée (c’est-a-dire pour F' = 0) n’admet que la solution triviale ¢ = 0, autrement
dit, si w™2 n’est pas valeur propre de B. De plus, l'analyse numérique d'une telle équation est
bien connue : on peut assurer la convergence des méthodes habituelle de discrétisation, évaluer
I'ordre de convergence, etc. Ainsi, nous sommes la dans un cadre trés bien connu tant sur le plan
théorique que numérique.
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Cependant, dans la situation qui nous intéresse ici, nous sortons de ce cadre : si ,uﬁf est un
nombre réel négatif, la forme sesquilinéaire a(-, ) n’est plus coercive sur H}(C). Plus exactement,
la coercivité de a(-,-) disparait si la cavité C contient a la fois un matériau positif (1 > 0) et
un matériau négatif (u < 0). Que peut-on alors dire de notre équation variationnelle dans ce
cas ? Cette question, a priori purement théorique, cache en réalité les propriétés extraordinaires
des matériaux négatifs qui, du point de vue des mathématiques appliquées, se traduisent par la
présence d’'un spectre essentiel inhabituel. Explorer ce spectre essentiel constitue la motivation
centrale de cette these.

Approximation quasi-statique

Nous introduisons maintenant un probléme voisin de (0.1), souvent appelé approximation
quasi-statique, qui joue un role essentiel dans ’étude des matériaux négatifs. Il s’agit formellement
de passer a la limite w — 0 dans (0.1), ce qui revient donc simplement & retirer le terme w? e, @,
soit

div (1 grad gp) = f dansC. (0.7)
w
Pour cette nouvelle équation, si C est R? tout entier, la condition de rayonnement doit étre
remplacée par une condition spécifiant le comportement a 'infini de ¢, qui est nécessairement de
la forme Alog |x| + B + o(1) en deux dimensions.

Une fagon habituelle de s’intéresser a la résolution de cette derniere équation consiste a utiliser
une représentation intégrale de ¢, qui nous conduit a transformer ’équation (0.7) posée dans C
en une équation intégrale posée sur l'interface ¥ : on “gagne” ainsi une dimension d’espace.
Nous nous placons pour simplifier dans le cas ott C = R2. Sans rentrer dans les détails techniques,
contentons-nous de dire que 1’on peut dans un premier temps se ramener au cas ou f = 0 avec une
condition de transmission (0.4) inhomogene (un second membre non nul sur le saut des dérivées
normales), ce qui permet alors de représenter ¢ sous la forme d’un potentiel de simple couche

o) = [ ply) Gle,y)do(y) pour tout = € R\ %,
)
ol p est une densité a déterminer et G est la fonction de Green du laplacien en deux dimensions
donnée par
1
G = — log |z —y|.
(1,9) = 5 loal —y

En utilisant alors les propriétés usuelles des potentiels de simple et double couche, on se ramene
a résoudre I'équation intégrale suivante portant sur la densité p :

114 /o
21— /o

et IC, appelé opérateur de Neumann-Poincaré, est défini par

Kp—XAcp=g ou MIg¢:= (0.8)

Kp(z) := /Zp(y) 8Ga(s;y) do(y) = 217r /Ep(y) W do(y) pour tout z € X. (0.9)

On voit ici qu’il est fondamental de connaitre les propriétés de cet opérateur pour résoudre (0.8)
qui, comme ’équation (0.6), apparait comme une équation de Fredholm dans le cas de matériaux
ordinaires. Mais en présence d’une interface entre matériau classique et matériau négatif, I’'opéra-

teur IC va posséder un spectre essentiel. Comme nous le verrons plus loin, de nombreuses études
sont consacrées a cet opérateur.
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Une autre fagon d’aborder le probleme quasi-statique consiste a introduire 1’opérateur de
Poincaré variationnel [57). Pour cela, on commence par récrire (0.7) sous forme variationnelle
(analogue a (0.5)) :

1 - _
/— grad@-grad¢dx:—/f¢dm pour tout ¥ € H,
C [y c

ot H = Hj(C) si C est borné (sinon c’est espace de Beppo-Levi habituel pour le Laplacien). On
peut récrire cette équation sous la forme

/Ngradcp-gradl/Jd$ /grad<p gradl/zdac— /f¢dx

— Ho / N — Ho / T
On introduit alors U'opérateur T : H — H, appelé opérateur de Poincaré variationnel, ainsi que
la fonction F' € H définis a I'aide du théoreme de représentation de Riesz par

/ grad(T¢) - grad ¢ doe = /Ngradap - grad ¢ dz, (0.10)
c

/gradF.gradwdx:/fadx,
C C

pour tout ¢ € H. Notre équation variationnelle s’écrit ainsi

1

m. (0.11)

Tﬁ,O — )\TQO = uo)\TF ou )\7’ =

Ici encore, la résolution de cette équation dépend des propriétés spectrales de l'opérateur 7. En
fait, on peut montrer que celles-ci sont directement reliées a celles de I : le spectre de I'un se
déduit de celui de l'autre par une simple translation de 1/2, ce qui se comprend aisément a 1’aide
des définitions (0.8) et (0.11) de Ac et Ay, qui nous montrent que

1
A == — A1
2
Cette présentation étant faite, nous sommes maintenant en mesure de faire un tour d’horizon

de la littérature sur le théme qui nous intéresse ici.

0.3 Une tentative de panorama

Dans ce paragraphe, nous allons commencer par retracer rapidement I'histoire des matériaux
négatifs au sein de I’équipe ou s’est déroulée cette these : le laboratoire POEMS (Propagation
d’Ondes : Etude Mathématique et Simulation) qui est une Unité Mixte de Recherche entre le
CNRS, 'ENSTA-Paris et 'INRIA. Nous parlerons ensuite des travaux fondateurs (entre 1985 et
2000), puis des études mathématiques qui ont suivi la grande vague d’intérét pour les métamaté-
riaux, apres 2000.

0.3.1 Les matériaux négatifs a POEMS

Le sujet de cette these s’inscrit dans la poursuite de travaux engagés depuis plus de 20 ans
au laboratoire POEMS (avant que I’équipe POEMS ne prenne ce nom). L’histoire a commencé
a la fin du siecle dernier sous I'impulsion d’Anne-Sophie Bonnet-Ben-Dhia dans le cadre de la
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these de Karim Ramdani [70]. Le theme central de cette these était consacré aux milieux supra-
conducteurs, notamment au modele dit de London qui conduit a une permittivité négatived [23].
Les theses suivantes ont été encadrées par le duo formé d’Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et de
Patrick Ciarlet. Celle de C.M. Zwolf [76] a exploré de premiéres pistes pour palier la perte de
coercivité et/ou de compacité liée a la présence d’un matériau négatif [17, 18, 20, 19]. Celles-ci
sont arrivées a maturité au cours de la these de Lucas Chesnel [35], qui a marqué un progres
considérable dans I’étude théorique des matériaux négatifs, notamment par l'introduction de la
méthode dite de T-coercivité [13, 14, 15]. Les travaux présentés dans ce manuscrit s’appuient en
grande partie sur les résultats obtenus dans le cadre de la these de Lucas Chesnel. Enfin, la theése
de Camille Carvalho [31] s’est surtout focalisée sur le développement de méthodes numériques
adaptées aux matériaux négatifs, tout particulierement lorsque l'interface entre le matériau négatif
et le milieu environnant possede des coins [11, 12].

0.3.2 Les premiers travaux

Il semble que les premiers travaux théoriques sur notre probléme modele reviennent a Martin
Costabel et Ernst Peter Stephan, dans un article [41] de 1985 consacré précisément a la résolution
de (0.1) par équations intégrales, lorsque le domaine de propagation occupe l’espace tout entier
(pour toutes dimensions d’espace). Ils montrent en particulier que dans le cas ou linterface ¥
entre les deux milieux est C*, ce probleme est bien posé si et seulement si

el

Ho

Ce rapport 1Y /uo, qui intervient notamment dans les définitions (0.8) et (0.11) de g et Ar,
joue un role clef dans tout ce qui va suivre. Cette quantité représente un contraste entre les
deux milieux. On pourrait considérer aussi le contraste eﬁ\f /€o. Celui-ci joue un role analogue au
précédent dans les équations de Maxwell, mais n’a aucun intérét pour notre probléme scalaire.
Le seul contraste qui importe ici est celui qui apparait dans les conditions de transmission (0.4).

Le résultat de [41] nous dit que —1 est une valeur critique pour le contraste pN'/po. Que se
passe-t-il pour cette valeur précise du contraste ? Il faut attendre une dizaine d’années pour voir
apparaitre de premiers éléments de réponse : Uarticle [65] de Petri Ola de 1995 s’intéresse a la
régularité des solutions de notre probleme modele (0.1). Il montre notamment (dans le cas de la
dimension supérieure ou égale a 3, toujours pour une interface C*) que les résultats usuels de
régularité elliptique s’appliquent dans le cas non-critique, alors qu’il y a une perte d’un ordre de
dérivation dans le cas critique.

Qu’en est-il des frontieres qui ne sont pas C> 7 A notre connaissance, la premiere étude sur le
sujet date de 1997 et revient a Monique Dauge. Celle-ci a en effet proposé a un de ses étudiants,
Benjamin Texier, de revisiter la théorie de Kondrat’ev pour étudier la régularité de la solution du
probléme (0.7) en deux dimensions lorsque 'interface posseéde un coin [44]. Cette étude concerne
le cas non-critique. Le cas critique est abordé deux ans plus tard dans le cadre d’une collaboration
entre Monique Dauge, Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Karim Ramdani, au début de I'histoire
des matériaux négatifs dans 'équipe POEMS. Leur article [21] montre grace a l'utilisation de
la transformation de Mellin que dans le cas (bidimensionnel) ou l'interface présente un coin, il
n’y a plus simplement une valeur critique du contraste en uﬁf /o = —1, mais tout un intervalle
critique, situé autour de la valeur —1, qui dépend de I’angle du coin. Par exemple, pour un angle
droit, l'intervalle critique est [—3, —1/3].

Les résultats qui sont démontrés dans cet article méritent d’étre détaillés (ce qui nous aidera a
comprendre les travaux postérieurs). Il concernent les propriétés de opérateur div(u' grad) ap-
paraissant dans notre probleme modele (0.1) ou dans son approximation quasi-statique (0.7). Dans

—1.
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I'optique d'une approche spectrale, il est naturel de considérer cet opérateur en tant qu’opérateur
non borné sur L?(C) en posant

D(A) := {cp € Hy(C); div(u,'gradyp) € LQ(C)}, (0.12)
Ap = —div(u,' grad p) pour tout ¢ € D(A). (0.13)

Il est bien connu que si p,, est a valeurs réelles positives, cet opérateur est auto-adjoint, positif
(du fait du choix du signe — dans (0.13)) et a résolvante compacte (si C est borné). Cette derniere
propriété montre en particulier que le spectre de A est constitué uniquement de valeurs propres
de multiplicité finie. Ces résultats reposent notamment sur la coercivité de la forme sesquilinéaire
a(-,-) introduite en (0.5). Que peut-on dire si p,, change de signe a la traversée de l'interface 3 ?
Les réponses de [21] sont les suivantes.

— Si linterface est réguliere, A est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte si le
contraste 1\ /1o ne prend pas la valeur critique —1 (ce qui découle de [41]).

— Si l'interface possede un coin, A est auto-adjoint pour un contraste en dehors de I'intervalle
critique [—3,—1/3] (cas d'un angle droit). Pour un contraste dans l'intervalle critique, A
n’est plus auto-adjoint, mais il est symétrique et il est possible de construire différentes
extensions auto-adjointes de A & l'aide de fonctions singuliéres S* dont le comportement
au voisinage du coin est de la forme

SE(r,0) = r*n d(9) = 8T o () (0.14)

ou (r,0) désignent les coordonnées polaires centrées sur le coin, 1 est un parametre réel
dépendant du contraste, et ®(0) désigne la modulation angulaire, déterminée elle aussi par
le contraste. Ces fonctions sont donc hautement oscillantes pres du coin (il est facile de
voir que leur gradient n’est pas de carré intégrable du fait de ces oscillations).

0.3.3 Et ensuite...
Autour des valeurs critiques du contraste

Les travaux effectués dans le cadre de la these de Lucas Chesnel [35] ont donné un nouvel
éclairage sur les valeurs critiques du contraste évoquées ci-dessus, grace la notion de T-coercivité.
Comme nous l'avons mentionné a propos de la formulation variationnelle (0.5), la forme sesqui-
linéaire a(-,-) n’est plus coercive dés que p, change de signe. La T-coercivité permet en quelque
sorte de retrouver une coercivité cachée du probleme, et ce précisément en dehors des valeurs cri-
tiques du contraste. On peut ainsi montrer qu’en dehors de ces valeurs critiques, notre probléme
modele (0.1) et son approximation quasi-statique (0.7) sont bien posés au sens ou ils relevent
de l'alternative de Fredholm. Ceci est démontré dans [13] en considérant un cadre fonctionnel
différent de (0.12)-(0.13) pour l'opérateur div(u;' grad), vu non plus comme un opérateur non
borné, mais plutot comme 'opérateur borné

A:HNC) — H™Y(C)
@ — —div(p, ' grad @) (0.15)

qui est un opérateur de Fredholm (d’indice 0) en dehors des valeurs critiques. Cette approche a été
ensuite généralisée aux équations de Maxwell [14, 15], ainsi qu’a un opérateur de type bi-laplacien
[36] de la forme Ap 'A. La notion de T-coercivité est aussi trés utile sur le plan numérique :
elle a permis de développer des méthodes d’approximation stables en utilisant la T-coercivité au
niveau discret, ce qui a conduit notamment a la notion de maillage T-conforme [12, 32].
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Si le contraste prend la valeur critique —1, que peut-on dire de 'opérateur A défini en (0.12)-
cas d’une géométrie trés particuliere ot N et V sont deux carrés identiques reliés par un coté 3. Il
est en effet montré que pour le contraste critique —1, 'opérateur — div(u_! grad) est auto-adjoint
si, au lieu de (0.12), on choisit comme domaine

10
D(A) = {(10 S L2(6)7 A90|Vouj\/ € L2<V0U.N),g0|ac =0et [QD]E = l 90] = 0} .
P ON | s

On voit ici qu’on n’impose plus & ¢ d’appartenir & HJ(C) (ce qui demande de prendre quelques
précautions pour définir la trace de ¢ sur 9C et les sauts de ¢ et de sa dérivée normale sur ). Il est
montré dans [10] que le spectre de A est alors constitué de la valeur propre 0 qui est de multiplicité
infinie et de deux suites de valeurs propres de multiplicité finie tendant vers 400 et —oo. Le noyau
de A constitue précisément 'espace des plasmons de surface (solutions du probléme (0.7) pour
f =0). Certains de ces plasmons posseédent un comportement singulier au voisinage de l'interface
(au sens ou ils n’appartiennent & aucun espace H® pour s > 0). Ces résultats ont été généralisés
dans [30, 66] pour une interface réguliere quelconque, ainsi qu’aux dimensions supérieures a 2.

Ces études sont a rapprocher des travaux tres récents de Monique Dauge et Serge Nicaise
[42, 43] qui permettent d’établir une équivalence entre 1) une propriété locale d’ellipticité, c’est-
a-dire une propriété d’inversibilité de symboles définis localement (a l'intérieur d’un domaine, a
I'interface, ou sur un coin) et 2) le caractére Fredholm de opérateur A défini en (0.15), qui est
une propriété globale.

Etudes mathématiques des résonances plasmoniques

Dans le cas d'une interface ¥ réguliere, la valeur critique —1 du contraste est associée a la
notion de plasmons de surface mise en évidence par les physiciens. Sur un plan mathématique, la
notion de waleur propre plasmonique est introduite par D. Grieser dans [52] comme étant toute
valeur du contraste ,uﬁ\f /o pour laquelle le probléeme quasi-statique (0.7) admet une solution non
nulle pour f = 0. Il montre notamment que ces valeurs s’accumulent autour de la valeur critique
—1 du contraste et étudie les fonctions propres associées, qui sont précisément les plasmons de
surface. Cette accumulation se traduit par la présence inhabituelle d'un point de spectre essentiel
pour les divers opérateurs évoqués plus haut.

L’une des applications des plasmons de surface qui a le plus motivé la communauté des ma-
thématiques appliquées est la notion d’invisibilité (ou de camouflage : “cloaking”), c’est-a-dire la
possibilité de créer des dispositifs permettant de rendre un objet invisible. La littérature sur le
sujet est abondante. On pourra consulter en particulier [2, 27, 56, 60, 63, 64].

Une autre application importante concerne 'exploitation des plasmons de surface pour I'ima-
gerie, plus précisément 'utilisation de la tres forte luminescence visible observée au voisinage de
nanoparticules de métaux nobles en interaction avec la lumiere. Ce phénomene est étudié notam-
ment dans [3, 4, 5, 6, 7]. Ces travaux reposent sur 1’étude de 'opérateur de Neumann-Poincaré
IC défini en (0.9). IIs s’intéressent aussi au passage a la limite entre le modele fréquentiel (0.1) et
son approximation quasi-statique (0.7). La compréhension de ces phénomenes qui se produisent
a une échelle nanométrique fait 'objet de diverses études asymptotiques. Citons [25] qui étudie le
comportement asymptotique des valeurs propres de 'opérateur de Poincaré variationnel 7 défini
en (0.10) lorsque la distance entre deux particules de matériau négatif tend vers 0. Citons aussi
[39] qui s’intéresse au comportement asymptotique des valeurs propres de l'opérateur A défini en
(0.15) (a w fixé), lorsque le diametre de la particule tend vers 0.
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Etudes liées a la présence de coins

Les travaux concernant les coins sont beaucoup moins nombreux que ceux qui concernent les
frontieres régulieres.

Revenons un instant sur les fonctions singulieres S* définies en (0.14). Celles-ci ont été inter-
prétées comme des ondes de trou noir, au sens ou elles se propagent vers le coin sans provoquer
aucune réflexion : elles n’atteignent jamais vraiment le coin car leur vitesse de propagation tend
vers 0 avec la distance au coin, de sorte que toute I'énergie qui se propage vers le coin y reste
accumulée. Le coin se comporte ainsi comme un trou noir. Il joue un role analogue a l'infini
dans un probleme de diffraction. Ceci a été justifié mathématiquement dans [16] par un principe
d’absorption limite et simulé numériquement [11] par une adaptation au voisinage du coin de la
technique bien connue des PML (Perfectly Matched Layers).

Tout comme dans le cas d'une frontiere réguliere, les intervalles critiques associés aux coins
correspondent & des intervalles de spectre essentiel des opérateurs K et T définis en (0.8) et (0.11).

— Pour l'opérateur de Neumann-Poincaré IC, ceci est démontré dans [69] par une technique
assez abstraite qui permet de considérer le cas d'un polygone courbe. Cette étude est
poursuivie dans [68] qui démontre qu’il s’agit de spectre absolument continu (il n’y a pas
de spectre singulierement continu) et établit un principe d’absorption limite au voisinage
de tout point de ce spectre.

— Pour l'opérateur de Poincaré variationnel 7T, ceci est étudié dans [26] par une technique
plus explicite (construction d’une suite de Weyl) dans le cas d’un polygone droit. Le cas
plus singulier d’une inclusion de matériau négatif en forme de noeud papillon (deux coins
qui se touchent) est traité dans [24].

La question de 'existence de valeurs propres plongées dans le spectre essentiel associé a un
coin est explorée dans [58] : leur existence est démontrée dans certaines situations particulieres.
Dans le prolongement de cette idée, il est possible de définir des résonances complexes (souvent
appelées quasi-modes ou fréquences de diffusion pour les problemes de diffraction) qui quantifient
I'interaction entre le milieu de propagation et le coin; leur caractérisation et leur calcul peuvent
étre effectués par une technique de PML adaptée au coin [22].

Notons pour terminer que d’un point de vue physique ou expérimental, un coin parfait ne
peut exister, puisqu’on peut toujours se placer a une échelle spatiale ou le coin va devenir arrondi.
Pour un coin arrondi (régulier), la seule valeur critique du contraste est —1, alors que pour un
coin parfait, il s’agit d’un intervalle. Il est donc légitime de se demander comment s’effectue la
transition d’un coin arrondi & un coin parfait. Des éléments de réponse sont donnés dans [37, 38].

0.4 Notre démarche : une approche spectrale de la dis-
persion

Dans la plupart des travaux évoqués ci-dessus qui s’intéressent au probleme modele (0.1), la
fréquence est fixée et seule compte la valeur du contraste ,ui\f /1o- Le point de vue adopté dans cette
these consiste a s’intéresser a ce probleme en considérant la fréquence w comme un parametre
spectral. L’intérét d’une telle approche est notamment d’obtenir des informations précises sur le
probléme transitoire sous-jacent (voir par exemple [33]).

Dans le cas de l'approximation quasi-statique, la fréquence n’intervient qu’au travers du
contraste, et on peut donc se permettre de choisir le contraste lui-méme comme parametre spec-
tral, ou toute fonction de ce contraste, comme par exemple les valeurs A\ et A7 définie en (0.8)
et (0.11). Les études spectrales des opérateurs de Neumann-Poincaré ou de Poincaré variationnel
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FIGURE 0.1 — Comportement de p\'. A gauche : pour le modele de Drude non dissipatif. A droite :
pour le modele de Lorentz non dissipatif. En gris : la plage de fréquences dans laquelle le matériau
a un comportement négatif.

évoquées ci-dessus peuvent donc étre traduites en termes de fréquence en inversant la relation
W A OU W — AT

Les choses ne sont plus si simples pour le probleme modele (0.1), puisque la fréquence n’in-
tervient plus seulement au travers du contraste. Une étude spectrale en fréquence nécessite donc
de savoir précisément comment eﬁf et uﬁf dépendent de la fréquence. Dans les différents modeles
que nous allons considérer dans cette these, la dépendance est rationnelle. Ceux qui décrivent ng
et 1 étant similaires, on se concentre sur V. Les modeles que 1'on utilise sont de la forme

2

i1 = o (1 - “’) (0.16)

2 2 4 i
w® — wy + 1w

ol w, (fréquence plasma), w, (fréquence de résonance) et vy (dissipation) sont des constantes
positives qui caractérisent le matériau. Lorsque w, = 0, on parle de modéle de Drude, sinon on
parle de modéle de Lorentz. De plus, le modele (de Drude ou de Lorentz) est dit conservatif si
v =0, et dissipatif si v # 0. Le modele le plus simple est donc le celui de Drude non dissipatif.
Dans ce cas, I'expression de /£ donnée en (0.16) devient

w2
1 = pto (1 - w‘;)

et on peut voir en figure 0.1 (& gauche) l'allure de w — . Dans le cas du modeéle de Drude
non dissipatif, le matériau a donc un comportement négatif a basse fréquence (plus précisément
pour w? < wy).

Dans le cas du modele de Lorentz non dissipatif, 'expression de ¥ donnée en (0.16) devient

2
N “p
My = Ho (1 - M)

et allure de w — u{d\f est montrée en figure 0.1 (a droite). Dans ce cas, le comportement négatif
du matériau a lieu pour des fréquences proches de 4-w;, (plus précisément pour w? < w? < wf—l-wg).
Que ce soit dans le cas du modele de Drude ou de celui de Lorentz, lorsqu’on ajoute une petite
dissipation, c’est la partie réelle de ;ﬂb}f qui devient négative dans une plage fréquentielle proche
du cas non dissipatif.

Comme nous 'avons indiqué plus t6t dans cette introduction, c¢’est le parametre u,,, et non
£u, qui est clef dans I'étude du probleme (0.1), car c’est lui qui apparait dans les conditions de
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transmission (0.4) . Lorsqu’on remplace i, par son expression (0.16) dans (0.1), cette derniere
peut se réécrire

w2

div | (14 1n P grad ¢ | + w2u05£/g0 =0.
w? —w? +iyw — w3

On remarque que dés que le milieu N est non vide, & cause de la dépendance en w de ,ufy ,
I’équation (0.1) est un probléme aux valeurs propres non linéaire en w. Heureusement, on peut
pallier ce probleme grace a l'introduction de variables auxiliaires, qui permettent de construire
un probleme de plus grande dimension, mais linéaire en w. Ce probleme augmenté peut s’écrire

sous la forme
A (5) —w (5) (0.17)

ou U contient les variables auxiliaires, et ou 'opérateur A ne dépend pas de w. La construction de
A dépend du modele choisi pour ,uﬁf , et cet opérateur est autoadjoint dans les cas non dissipatifs
(Drude ou Lorentz). Cette theése se consacre a I’étude du spectre, et plus particulierement du
spectre essentiel de cet opérateur, en se basant sur la construction de suites singulieres, ou suites
de Weyl. Ce manuscrit est composé de quatre chapitres.

Les chapitres 1 et 3 sont consacrés a I’ étude théorique du cas ol les milieux N et V sont
polygonauz (voir figure 0.2, & gauche). Le premier chapitre détaille 1’étude du modele le plus
simple : celui de Drude non dissipatif, et le troisieme celle du modele le plus général : celui de
Lorentz (dissipatif ou non). On présente également dans ce chapitre le cas du modele de Drude
dissipatif, de fagon moins détaillée, puisqu’il est similaire au cas de Lorentz dissipatif. Dans chacun
des cas, on construit un probléme augmenté de la forme (0.17) avec le cadre fonctionnel adapté,
puis on en étudie le spectre essentiel. On montre que ce dernier possede plusieurs composantes,
liées a différents phénomeénes de résonance, toujours associés aux mémes valeurs du contraste
Ky 1= ui}f /0. Du point de vue fréquentiel, ces phénomeénes dépendent du modele choisi (0.16).
On est donc amené a inverser la relation w — k,, : on obtient les deux antécédents

—i7 £ \4w? + W}/ (1 — k) =72
2
—iy £ i\/—4(w§ +w2/(1—r) + 7
2

si 4(w! +wi/(1—kK)—~*>0

=

si 4(w? —l—wg/(l —K)) =72 <0.

On distingue alors trois composantes du spectre essentiel liées a des phénomenes de résonance,
montrées en figure 0.4 :

— w*__ (= 0 pour Drude non dissipatif), associé¢ a une résonance volumique dans le milieu
N tout entier;

— w¥, (= +w,/V/2 pour Drude non dissipatif), associé & une résonance surfacique au niveau
de n’importe quel point régulier de I'interface entre les milieux AV et V : la suite singuliére
construite pour ce point de spectre essentiel repose sur les fameux plasmons de surface
cités plus tot dans cette introduction;

— un continuum autour de la valeur w*,, associé & une résonance de coin au niveau d’un
sommet de l'interface. Ce continuum dépend I’angle de ce coin, et correspond a un intervalle
de contrastes autour de la valeur —1 (k € [—1/3,1/3] dans le cas d’un angle droit), que
'on retrouve notamment dans [21], [13] et [35]. Les suites singuliéres associées aux points
de ce continuum repose sur les fonctions singulieres (0.14), ou ondes de trou noir.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’ étude numérique du modéle de Drude non dissipatif. 11

consiste a expérimenter 'effet d’une discrétisation éléments finis du probléme augmenté introduit
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FIGURE 0.2 — Géométries de la cavité étudiées : a gauche : dans les chapitres 1 et 3; a droite :
dans le chapitre 4

dans le chapitre 1, afin d’observer comment se retrouvent numériquement les différents phéno-
menes de résonance. Ce passage au numérique n’a en effet rien d’évident car un spectre essentiel
ne peut évidemment pas se retrouver dans un probleme discret. Ce type d’expérimentations nu-
mériques est 'un des centres d’intérét de certains chercheurs de Uinstitut Fresnel (Marseille),
laboratoire avec lequel nous avons eu 'occasion d’échanger a plusieurs reprises. Ils se focalisent
plutét sur les équations de Maxwell, ¢’est pourquoi c¢’est le contraste des permittivités qui a chez
eux un role clef, mais des phénomenes similaires a ceux notre étude sont observés pour les mémes
valeurs de ce contraste. On pourra en particulier regarder [45], [28] et [29]. Dans le troisieme
chapitre de ce manuscrit, on fait d’abord ’étude d’un cas test, celui d'un rectangle coupé en deux
parallelement & I'un des cotés (voir figure 0.3, & gauche), dans lequel on peut calculer algébri-
quement les fonctions propres et trouver une équation de dispersion, afin de pouvoir vérifier la
cohérence des éléments propres calculés numériquement. Ensuite, on fait I’étude d’une géométrie
type contenant tous les phénomenes de résonance espérés : celle d’'un camembert dont une portion
est composée de matériau négatif (voir figure 0.3, a droite). Les conclusions qu’on peut tirer de
ces expérimentations numériques sont les suivantes :

F1GURE 0.3 — Géométries de la cavité utilisées dans les simulations numériques

— La résonance volumique n’a aucun mal a étre observée numériquement : les éléments
propres sont, bien calculés.

— Sans précaution particuliere dans le choix du maillage, les éléments propres liés a la réso-
nance surfacique sont mal calculés : les valeurs propres s’étalent beaucoup trop autour de
la valeur wg /2, et les fonctions propres associées correspondent a la vibration de quelques
mailles seulement au niveau de l'interface : elles ne correspondent a rien de physique. Plus
on raffine le maillage au voisinage de I'interface, plus on trouve d’éléments propres mal cal-
culés. En revanche, on parvient a éviter ce probléme en construisant un maillage symétrique
par rapport a l'interface au voisinage de cette derniere (technique utilisée notamment dans
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[31], [35] et [22]).

— On trouve des fonctions propres correspondant & une résonance de coin associées a des va-
leurs propres situées sur 'intervalle théorique de spectre essentiel, mais les valeurs propres
numeériques ne recouvrent pas du tout I'intervalle. En fait, on se rend compte qu’on ne peut
pas espérer d’accumulation des valeurs propres numériques sur l'intervalle entier, méme
pour des maillages tres précis au voisinage du coin.

Dans les chapitres 1 et 2, puisque la fréquence w n’apparait qu’au carré dans le modele de Drude
non dissipatif, on posera A = w? et on prendra A comme parametre spectral. De plus, on notera
A = w? afin de simplifier le modeéle de Drude en

A

N m
=(1—-——1.
K, < )\>

Enfin, le quatrieme chapitre traite le cas de frontiéres courbes pour le modele de Drude non
dissipatif. Plus précisément, on fait le choix d’une inclusion de matériau négatif ' dans la cavité
(voir figure 0.2, & droite), ot I'interface ON entre les deux milieux est de classe C3. Ce chapitre
est surtout consacré aux plasmons de surface pour une frontiére courbe. Dans le chapitre 1, la
construction de suites de Weyl pour le contraste -1 repose sur la connaissance des plasmons de
surface apparaissant sur une interface rectiligne. Ceux-ci ne peuvent malheureusement pas étre
utilisés pour une interface courbe. En introduisant de nouveaux plasmons pour une interface de
courbure constante, on montre comment généraliser la démarche du chapitre 1.
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Chapitre 1

Etude théorique du modele de Drude
non dissipatif

Ce chapitre a fait 'objet de I'article [54], qui est & paraitre aux annales Henri Lebesgue. I est
présenté ici tel qu’il a été accepté, donc laissé en anglais. Seule 'annexe 1.B, rédigée en francais,
a été ajoutée au contenu de 'article.

1.1 Introduction

An electromagnetic negative-index material (NIM), often also called left-handed material, is
a material whose microscopic structure leads to an unusual macroscopic behavior : in some fre-
quency range(s), both macroscopic electric permittivity and magnetic permeability (or at least
their real parts) become negative. Such materials were first introduced theoretically in the late
sixties by Veselago [75] who exhibited the concept of negative refraction. The potentialities of
NIMs for practical applications were investigated about 30 years later, mainly after the famous
paper by Pendry [67] who opened the quest for spectacular devices such as the perfect flat lens or
the invisibility cloak. Since then, these extraordinary materials have generated a great efferves-
cence among the communities of physicists and mathematicians. Surprisingly very little has been
achieved in the spectral analysis of systems involving a NIM. The present paper intends to bring
a contribution in this framework. Its purpose is to show on a simple example that the presence
of an interface between a NIM and a usual material is responsible for an essential spectrum.

One inherent difficulty of the spectral analysis of NIMs follows from an intrinsic physical
property of such materials : frequency dispersion. Indeed, an electromagnetic NIM is necessarily
a dispersive material in the sense that in the frequency domain, its permittivity and permeability
(thus also the wave velocity) depend on the frequency. As a consequence, contrary to the case
of a usual dielectric medium, the time-harmonic Maxwell’s equations depend non-linearly on
the frequency. Hence, when looking for the spectrum of an electromagnetic device involving a
NIM, one has to solve a non-linear eigenvalue problem. This issue is very rarely mentioned in
the mathematical literature. Indeed, most existing works concern the behavior of NIMs in the
frequency domain, that is, propagation of time-harmonic waves at a given frequency. Our study
relies on these works, which enlighten the fundamental role played by the contrasts, that is,
the respective ratios of permittivity and permeability across the interface. The first study in
this context is due to Costabel and Stephan [41] in the mid-eighties. They considered a scalar
transmission problem (which involves only one contrast) and showed by an integral equation
technique that in the case of a smooth interface, the transmission problem is well-posed if and
only if the contrast is different from the critical value —1. The detailed study of this critical

19



20 CHAPITRE 1. ETUDE THEORIQUE DU MODELE DE DRUDE NON DISSIPATIF

value of the contrast is achieved in [65] and more recently in [30], both for smooth interfaces.
The case of a two-dimensional non-smooth interface was tackled about fifteen years after the
pioneering work of Costabel and Stephan : it was understood in [21] that in the presence of a
corner, this critical value becomes a critical interval (which contains —1) depending on the angle
of the corner. About another fifteen years later, the elegant T-coercivity technique gave a new
light on these critical sets for two- and three-dimensional scalar transmission problems [13, 62],
as well as Maxwell’s equations [14, 15]. An alternative point of view, based on the so-called
Neumann—Poincaré operator, has received recently a resurgence of interest [2, 5, 8, 26, 69] : it
provides another way to investigate these critical sets. From a physical point of view, the critical
sets of the contrast are related to remarkable physical phenomena. On the one hand, the critical
value —1 associated to a smooth interface ensures the existence of surface waves (localized near
the interface) called surface plasmons [50, 52]. On the other hand, the critical interval associated
with a corner on the interface gives rise to a possible concentration of energy near the vertex,
which has been interpreted as a “black hole” effect at the corner [11].

There are very few papers in the literature which deal directly with the non-linear eigenva-
lue problem resulting from frequency dispersion. Let us cite for instance [40] where some generic
well-posedness results are established thanks to Fredholm’s analytical theory, with various appli-
cations to metamaterials. In cases where the dependence on the spectral parameter is rational,
it is possible to get rid of the spectral non-linearity by introducing suitable auxiliary fields. The
initial non-linear eigenvalue problem can then be re-written as a linear one which involves both
original and auxiliary fields. This augmented formulation technique actually comes within a ge-
neral approach for rational operator valued functions which can be related with block operator
matrices. It has a long history which seems to start at the end of the 70’s with the concept of
transfer function [9] and was then widely developed under the name Schur complement borrowed
from the theory of matrices [61, 74]. Similar ideas also apply for the numerical solution of rational
eigenvalue problems [53, 71]. From a theoretical point of view, this approach was used for instance
in [1] to study completeness properties of a family of eigenvectors of a rational operator valued
function. More recently, it is developed in [47] to establish min-max characterizations of eigenva-
lues of some kinds of rational operator functions, with applications to photonics which are closed
to the problem addressed in the present paper. The augmented formulation approach is used in
[33] to achieve a complete spectral analysis of Maxwell’s equations in the case of a plane interface
between a NIM and vacuum. It is also developed in [29] to perform the numerical calculation of
modes for cavities or photonic crystals containing a dissipative NIM. Let us finally mention that
in the context of Maxwell’s equations, the idea of introducing auxiliary fields was investigated by
Tip [72] in dissipative and dispersive linear media. Compared to the Schur complement technique,
the originality of the augmented formulation proposed by Tip concerns dissipative problems for
which a suitable choice of auxiliary variables leads to a selfajoint operator. The same idea ap-
plies actually in a very wide frame of systems [48] which observe two fundamental assumptions :
causality (causes precede effects) and passivity (nothing comes from nothing).

The aim of the present paper is to explore the spectrum of the linear augmented formulation
constructed from the initial non-linear eigenvalue problem, considering an elementary situation.
Firstly, instead of the three-dimensional Maxwell’s equations, we deal with a two-dimensional
scalar equation (which can be derived from Maxwell’s equations in a medium which is invariant
in one space direction). Secondly, we choose the simplest existing model of NIM, namely the non
dissipative Drude model, for which negativity occurs at low frequencies. Finally, we consider the
case of a bounded cavity consisting of two polygonal parts : one part filled with a Drude material
and the complementary part filled with vacuum. We will see that contrary to a cavity filled with
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a usual dielectric (for which the spectrum is always purely discrete : it is made of a sequence of
positive eigenvalues which tends to +00), the presence of the Drude material gives rise to various
components of an essential spectrum corresponding to various unusual resonance phenomena :

(i) A low frequency bulk resonance : the zero frequency is an accumulation point of positive
eigenvalues whose associated eigenvectors are confined in the Drude material.

(ii) A surface resonance : for the particular frequency which corresponds to the critical value
—1 of the contrast, localized highly oscillating vibrations are possible near any “regular point” of
the interface between the Drude material and the vacuum (by “regular point”, we mean a point
which is not a vertex of a corner).

(iii) A corner resonance : for any frequency in the frequency intervals which correspond to the
critical intervals of the contrast associated to each corner, localized highly oscillating vibrations
are possible near the vertex, which is related to the “black hole” phenomenon.

A crucial issue will remain open at the end of the paper : what is the relation between the
essential spectrum of the linear augmented formulation studied here and that of the initial non-
linear problem? Can we deduce from our results that the latter has the same components of
essential spectrum ? In some situations, the answer to such a question follows from general results
(which is one of the main objectives of spectral theory of block operator matrices, see [74]).
Unfortunately, none of these general results applies to our situation and we are unable to give
here a satisfying answer to this delicate question.

The paper is organized as follows. In section 1.2, we present our scalar problem as well as
its augmented formulation and give the main results of the paper. Section 1.3 is devoted to
the proof of these results, which mainly consists in investigating the above mentioned resonance
phenomena using the notion of Weyl sequences. We conclude with some perspectives. Finally
section 1.A presents a short discussion about the tricky question of the relation between the
respective essential spectra of both linear and non-linear problems.

Throughout the paper, we use the following notations for usual functional spaces. For an
open set @ C R? (d > 1), we denote by D(Q) the space of infinitely differentiable functions
with compact support contained in €2, by L?(Q) the space of square integrable functions in 2, by
H*#(Q), for s € R, the usual Sobolev space of order s and by H} () the closure of D(2) in H(Q).
Moreover, in order to avoid the appearance of non meaningful constants in inequalities, we employ
the symbols < and 2 which mean that the inequality is satisfied up to a positive factor which

does not depend on the parameters involved in the inequality (for instance, |f(x)| < 1 means that
f is bounded).

1.2 Formulation of the problem and main results

1.2.1 Original non-linear problem

Our aim is to study the spectral properties of a two-dimensional bounded cavity partially
filled with a NIM. We consider a polygonal cavity C (bounded open set of R?) divided into two
open polygonal domains N and V (such that N UV = C and NNV = 0, see Figure 1.1). As
these notations suggest, N and V are filled respectively with a NIM and vacuum. We denote
by ¥ the interface between A and V (that is, 3 := ON N 9V), which clearly consists of one or
several polygonal curve(s). In the case of several curves, we assume that they do not intersect (in
particular checkerboard-like cavities are excluded).

We consider in this paper the simplest model of NIM, known as the non-dissipative Drude
model, for which the electric permittivity and the magnetic permeability are respectively defined
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By

B,

FIGURE 1.1 — Left : The polygonal cavity C divided into N/ (NIM : dark gray) and V (vacuum :
light gray). Middle : an inner vertex C), of the interface ¥ between A" and V. Right : a boundary
vertex B, of X.

in the frequency domain by
Ae Ap,
E'ﬁ\v =& (1 — A) and ILL'é\V- = o (1 — )\) s (11)

where A := w? denotes the square of the (circular) frequency, €y and pg are the permittivity
and the permeability of the vacuum and the coefficients A, and A,, are positive constants which
characterize the Drude material. Such a material is a negative material at low frequencies (since
e < 0if 0 < A < A, respectively pd" < 0if 0 < A < Ay) and behaves like the vacuum at
high frequencies (since £y — ¢ and pd — po when A — +00). Note that the ratio 1’ /puo
(respectively, eV /go) is equal to the critical value —1 if A = A,,/2 (respectively, A = A./2).

In V), the permittivity and permeability are those of the vacuum, which leads us to introduce
two piecewise constant functions defined in the cavity C by

ex(z) := g (1 — 1py(x) %) and  py(x) == po (1 — 1y (2) A;) (1.2)

for € C, where 1, denotes the indicator function of . The starting point of our study is the
following eigenvalue problem, which describes the resonances of the cavity :

Find A € C and a nonzero ¢ € Hy(C) such that

1
div (M gradgp) +Aexp =0 inC. (1.3)
A

The latter equation has to be understood in the distributional sense. In other words, the above
problem is a condensed form of the following system :

Ap+ AN o =0 in W, (1.4a)

Ap + Negipe =0 in V| (1.4b)
1 Jyp

s =0and |2 5] —o (L

¢=0 ondC, (1.4d)

where [f]x denotes the jump of a function f across ¥, that is, the difference of the traces of
f obtained from both sides. In the transmission conditions (1.4c), n denotes a unit normal to
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FIGURE 1.2 — The dots on the M\-axis represent the inverse image of o(—Adr) = {X};r; n > 1}
under the function f defined in (3.6) (in the case Ao < Ay).

Y. These conditions couple the Helmholtz equations (1.4a) and (1.4b) on both sides of . The
Dirichlet boundary condition (1.4d) is contained in the choice of the Sobolev space H}(C) for ¢.

The above eigenvalue problem is clearly non-linear with respect to A, unless N is empty (i.e.,
C only contains vacuum). In this latter case, (1.3) is linear since it reduces to (1.4b)-(1.4d), which

means that Aeguo is an eigenvalue of the Dirichlet Laplacian, that is, the selfadjoint operator
— A% defined by

— AT, = —Ap, Ve D(—Ad) = {go € Hy(C); Ay € L2(C)}- (1.5)

It is well known that the spectrum o(—Ad") of this operator is purely discrete : it is composed of
a sequence of positive eigenvalues of finite multiplicity which tends to 4oc0.

On the other hand, if V = ) (i.e., if C only contains the Drude material), (1.3) reduces to
(1.4a)-(1.4d), which means that A1) is an eigenvalue the operator —AY" defined above. Hence
the set of eigenvalues of our non-linear problem is simply the inverse image of o(—A%Y") under the
function f defined by

FO) == AN = Xeouo (1 — i) <1 — A;“) , (1.6)

which is represented in Figure 1.2. As f(\) tends to 400 when A goes to 0 or +o00, the eigenvalues
accumulate at +o0o as well as 0.

Of course, when both vacuum and Drude material are present in the cavity, such simple
arguments can no longer be used. As mentioned in the introduction, general techniques of block
operator matrices allow us to transform the non-linear eigenvalue problem (1.3) into a linear one
which involves a selfadjoint operator, thanks to the introduction of an additional unknown. This
is the object of the following subsection.

1.2.2 Linearization of the problem

Let us first introduce some notations. We denote by R : L*(C) — L*(N') the operator of
restriction from C to N and by R* : L?(N) — L*(C) the operator of extension by 0 from N to
C, that is, for all (¢,v) € L*(C) x L*(N),

Y(x) ifxeN,
0

Ry = ply and RY(z):= { eV,
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These operators are clearly adjoint to each other since
/ Reo(x)(r)do = / o(x) R*(z) de.
c

Note that RR* is the identity in L*(N), whereas R*R is the operator of multiplication by 1,
in L?(C). We shall keep the same notations R and R* if ¢ and 1 are replaced by vector-valued
functions in L?*(C)? x L*(N)2.

The construction of a linear eigenvalue problem equivalent to (1.3) is quite simple. We assume
in the sequel that A # Ay, so that p,' remains bounded. Note that for A = 0, problem (1.3) still
makes sense provided we replace (,uﬁf )~! and )\ef\‘/ by their limiting values, respectively, 0 and
—eo/\e . Using the definition (1.2) of €, and py, which shows in particular that

1—1(1+1 Am)
Bx o NAA)

we can rewrite (1.3) in the form

1 A
— di 1+1 = d A—1pA) p=0.
- 1v{< + N)\_Am>gra gp}—i-( NA) =0

Hence, setting

An
= 1.
U= Angrad ®, (1.7)
equation (1.3) is equivalent to
8— div{grado + R*u} + Iy Aep =Ap inC, (1.8a)
0H0
AnRgradp + Apu=Au inN, (1.8b)

where the latter equation is nothing but the definition (1.7) of w. In this system of equations, A
only appears in the right-hand side : it is a linear eigenvalue problem for the pair (¢, ). To sum
up, if A # A,,, a function ¢ € H}(C) is a solution to (1.3) if and only if (¢, u) € HJ(C) x L*(N)?

satisfies
A (i) )\ (‘5) (1.9)

—d d * 1y A
A (gp) | {grado + R*u} + 1y Ac (1.10)
U ApRegradp + Ay u

It remains to make precise the proper functional framework in which A is selfadjoint. Consider
the Hilbert space

where

H = L*(C) x L*(N)?
equipped with the inner product

(0. () =z [ o) F@ o+ 1 [ ula S

Proposition 1.1. The operator A defined by (1.10) with domain

D(A) = {(gp,u) € HI(C) x L*(N)?; div(grad ¢ + R*u) € L?(C)} (1.12)

is selfadjoint and non-negative in H.



1.2. FORMULATION OF THE PROBLEM AND MAIN RESULTS 25

Proof : Consider the following sesquilinear form a defined for all pairs ® := (¢, u) and ¢’ :=
(¢',u) in D(a) := H{(C) x L*(N)? equipped with the usual norm, denoted by | - ||p() :

a(®,d') = /C(gradw + R*u) - (grad ¢’ + R*u') dx + Acgotio /Ngmp’da:.
Thanks to Green'’s formula, we deduce from the definition (1.10) of A that
(AD, D)y = a(P,P") VP € D(A), VO € D(a). (1.13)

It is clear that a is continuous, non-negative and symmetric in D(a), which is continuously em-
bedded in H. Hence, if there exist A € R and m > 0 such that

a(®, @) + A[®3, > m|[ @[}, V@ € D(a), (1.14)

it is well-known [55, Theorem 2.1, p. 322] that (1.13) defines a unique non-negative selfadjoint
operator A with domain

D(A) := {® € D(a); 3V € H, Y®' € D(a), a(®, ') = (¥, ')y}

It is easy to see that this definition coincide with (1.12). In order to check inequality (1.14), note
that for any A > 0, we have

A A
* 112 m *
lerad ¢ + R*ul| 72y = H\/ - grade+ VA R

Am A
+ (1 —~ )\> lgrad |7z (c) + (1 A ) el

2
L2(C)

As a consequence,

A
a(®,®) + A|®[3, > (1 - A) | grad |22 ¢, + Moo ]2, + 2200,

So, if A > Ay, inequality (1.14) holds with m = min(1 — Ay, /A, Aeopo, 1). O
Summing up, the above linearization process amounts to identifying the point spectrum o,(A)
of A with that of a rational family of operators associated to the original non-linear problem (1.3).

It seems natural to consider here the family C\ {A,} 3 A — S, of unbounded operators defined
in L*(C) by

D(Sy) :== {go € Hy(C); div(uy'gradyp) € LQ(C)} and (1.15)
Sap = —div (,u;l grad go) —dexp Yo e D(S,y). (1.16)

Thus if we define
op(Sx) = {A € C\ {An}; Ker(8y) # {0}, (1.17)

we have proved that 0,(Sy) = op(A) \ {An}-

Proposition 1.1 tells us that the spectrum o(A) of A is real and non-negative. Contrary to the
case of a cavity filled by ordinary materials, this spectrum is not only discrete. The rest of the
paper is precisely to describe and analyze the content of the essential spectrum oes(A) of A. The
latter should reasonably be expected to coincide with that of Sy. Unfortunately, we are not able
to prove rigorously such a plausible assertion. Some explanations about this awkward question
are given in the Appendix.
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1.2.3 Main results

Recall (see, e.g., [46]) that the discrete spectrum ogis.(A) is the set of isolated eigenvalues of
finite multiplicity. The essential spectrum is its complement in the spectrum, that is, gess(A) :=
o(A)\ ogisc(A), which contains either accumulation points of the spectrum or isolated eigenvalues
of infinite multiplicity. Our study of gess(A) is based on a convenient characterization of the
essential spectrum : a real number A\ belongs to oess(A) if and only if there exists a sequence
(Pr)nen € D(A) such that

| Pl =1, nh_}rgo |AD,, — A\D, ||z =0 and T}l_{{.lo(@n, U)y =0, VU € H,

which is called a Weyl sequence for A (or a singular sequence). The two first conditions actually
characterize any point of o(A), whereas the last one (weak convergence to 0) is specific t0 Tess(A).

We summarize below the main results of the paper about the various components of gegs(A).

First, the value A\ = A,, is an eigenvalue of infinite multiplicity of A (see Proposition 1.3).
The non-linear eigenvalue problem (1.3) does not make sense for this particular value, since py*
becomes infinite in /. We will see that this eigenvalue of A is actually an artifact of the augmented
formulation (see Remark 1.4).

The other components of gess(A) correspond to various unusual resonance phenomena. A bulk
resonance in the Drude material corresponds to the value A = 0, which is an accumulation point
of the discrete spectrum. A surface resonance at the interface ¥ between N and V corresponds
to the value A = A,,/2. Finally, a corner resonance at every vertex of the interface ¥ gives rise
to a continuous set in the essential spectrum. To make this set precise, we have to distinguish
between the inner vertices {C, € ¥; p = 1,..., P} located inside C and the boundary vertices
{B, € &; ¢ =1,...,Q} located on the boundary dC (see Figure 1.1). On the one hand, for
an inner vertex (), the corner resonance is observed in two intervals which are symmetric with
respect to Ay /2 :

A A «
—IreR L P LY 1.1
A {/\e 0 < [\ 5 5 7r} (1.18)
A o A A, A «
_ | Am 1_1_1’) Am mm<1 ‘1_1’)
]2( ’ T ’2[U]2’2 A A

where o, € (0,27) \ {m} denotes the angle of the Drude sector as shown in Figure 1.1. We see
that if «, is close to 0 or 27 (which means that the corner is sharp either in A or in V), this
set fills almost 0, Ap[\{Am/2}, whereas if «, is close to =, this set concentrates near A,,/2 (it
becomes empty if oy, = 7, i.e., no corner). On the other hand, for a boundary vertex By, the
corner resonance is observed in only one interval defined by

A 2 A 2
7, ::1m min <1,6q> , — max( 7@;)[7 (1.19)
2 Yo ) 2 Yq

where the angles §,,7, € (0,27) are defined in Figure 1.1. As above, if 3,/v, is close to 0
(respectively, to 1), this set fills almost |0, Ay, /2] (respectively Ay /2, Am[), whereas if 5,/7, is
close to 1/2, this set concentrates near A,,/2 and becomes empty if 3, = 7,/2.

The main result of this paper is the following theorem whose proof is the subject of the next
section (in particular section 1.3.6).

Théoréme 1.2. Suppose that N # 0 and V # 0. Then the essential spectrum oess(A) C o(A) C
[0,+00) of A is given by

UCSS(A>:{O,Am/2,Am} U U 717 U U z

p=1,P =1,Q



1.3. EXPLORATION OF THE SPECTRUM 27

V
V N
N
v % N
0 % Am 0 % Am 0 % A2m ?)ATm Am

- —0—0 0 ) . e e

FIGURE 1.3 — Examples of cavities leading to an essential spectrum which is symmetric with
respect to A, /2. Each column shows two different cavities leading to the same essential spectrum
represented by dots and a thick line on the A-axis.

Moreover the eigenvalues of the discrete spectrum ogisc(A) accumulate at 0 and +oc.

Figures 1.3 and 1.4 show various examples which illustrate this theorem.

In Figure 1.3, each cavity has an essential spectrum which is symmetric with respect to A, /2.
This clearly holds if there is no boundary vertex B, (that is, if ¥ NdC = (), since the sets J, are
symmetric. This is shown in the left column where we notice that the essential spectrum remains
unchanged if we interchange both media, since 7, is unchanged if o, is replaced by 27 — oy,. The
middle column highlights the fact that Z, = 0 if 8, = v,/2, that is, if the angles of both Drude
and vacuum sectors at a boundary vertex B, are equal. Finally, the right column illustrates the
fact that Z, is equal to one of the two intervals which compose J, if 23,/v, = o, /7. Hence, two
very different cavities may have the same essential spectrum.

Figure 1.4 shows examples of cavities leading to an essential spectrum which is no longer
symmetric with respect to A, /2. We notice that if we interchange both media, the new essential
spectrum is simply deduced from the initial one by a symmetry with respect to A, /2, which holds
true for all cavities considered here.

1.3 Exploration of the spectrum

1.3.1 Preliminaries

We first consider the two particular values A = 0 and A = A,,, which are poles of 5/{ and
(11A) ! respectively (see (1.1)). The following proposition tells us that 0 is not an eigenvalue of
A, whereas A, is an eigenvalue of infinite multiplicity of A.

Proposition 1.3. We have Ker A = {0} and Ker(A — Apl) = Hoo @ Ho where Hoo := {(0, u) €

H; divu =0 in N and u-n =0 on E} is of infinite dimension whereas Hy is a finite dimensional
subspace of H.
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FIGURE 1.4 — Examples of cavities leading to an essential spectrum which is not symmetric with
respect to A, /2. In each column, the domains filled by the Drude material and vacuum are
interchanged.

Proof : Suppose that (p,u) € Ker A, which means that (¢, u) € D(A) satisfies (1.8a) and (1.8b)
with A = 0. Equation (1.8b) shows that u = —R grad ¢, so that (1.8a) becomes

div(1y grad ) = Aclye in C.
€oto

The left-hand side of this equation vanishes in N, therefore ¢ = 0 in N, which implies that
u = 0. Moreover, this equation shows that Ay = 0 in V. The trace of ¢ vanishes on 9V N dC
(since p € Hj(C)) as well as on X (since ¢ is continuous across X, see (1.4¢)), which implies that
¢ =0 in V. We conclude that (p,u) = (0,0).

Suppose now that (¢, u) € Ker(A — A, I), which means that (p,u) € D(A) satisfies (1.8a) and
(1.8b) with A = A,,, that is,

-1
Eolto
Regradp =0 in N,

div{grad p + R*u} + (Iy Ae —Am) =0 inC,

The latter equation implies that ¢ is constant in A/. Assuming for simplicity that ON N IC # 0,
this constant must vanish (since p|gec = 0), so the former equation shows on the one hand that
oy = |y is a solution in H}(V) to

—Apy —eoptoAmpy =0 in V,

and on the other hand that w satisfies

divu=0in N/ and u-n:% on X.
on
If egpoAn is not an eigenvalue of the Dirichlet Laplacian in V, we conclude that ¢y, = 0.
This shows that Ker(A — A,,l) coincide in this case with the subspace H., defined in the
proposition, whose dimension is clearly infinite since it contains all pairs (0, curlyp 1)) where
Y € HY(N) satisfies ¢|s, = 0 (here, curlyp denotes the two-dimensional curl of a scalar func-

tion, i.e., curlyp ¢ := (¢ /0y, —0¢/0x)).
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But if by chance, equgAy, is an eigenvalue of the Dirichlet Laplacian in V), then ¢y can be
any associated eigenfunction, which yields element (¢, u) € Ker(A — A,I) with ¢ # 0. Hence
in this case, Ker(A — A,,I) does not reduce to H.,, but the orthogonal complement of H,, in
Ker(A — A,I) has necessarily a finite dimension since the eigenvalues of the Dirichlet Laplacian
have a finite multiplicity.

The above arguments are easily adapted if ON N OC = 0. O

Remark 1.4. The above proposition shows that the fact that A,, belongs to the essential spectrum
of A is related to the infinite dimensional subspace Ho,. The eigenfunctions (p,u) of this subspace
are such that ¢ = 0. Hence these states cannot be revealed by the nonlinear eigenvalue problem
(1.3). This is why Ay, can be seen as an artifact of the augmented formulation (1.9).

1.3.2 Bulk resonance in the Drude material

As mentioned in section 1.2.3, each point of the essential spectrum of A (except A,,) is related
to an unusual resonance phenomenon. The case of A = 0 is related to the existence at low
frequencies of highly oscillating vibrations which are confined in the Drude material. Assuming
9V NAC # ) (which is not necessary in Proposition 1.5 below), this can be understood intuitively
from (1.4a)-(1.4d) by first noticing that in the second transmission condition of (1.4c), 1/puy
tends to 0 when A tends to 0, which shows that on the vacuum side, the normal derivative of ¢
must be small. Hence, in the vacuum, ¢ is close to a solution to the Helmholtz equation (1.4b)
which vanishes on 9V N 9C and such that d¢p/0n = 0 on 3. The eigenvalues A\ of this problem
are positive (thanks to the assumption 9V N AC # (), so the only possible solution for small \ is
¢ly = 0, which means that ¢ is confined in N. Besides, we have seen in section 1.2.1 that in a
cavity which only contains a Drude material, eigenvalues accumulate at 0. This gives the idea of
the construction of a Weyl sequence for A = 0.

Consider a sequence (¢) of eigenfunctions of the Dirichlet Laplacian in N, i.e., a sequence
of nonzero solutions ¢ € HY}(N) to —AgY = N\ ¢V, where (),) is the sequence of associated
eigenvalues, which tends to +o00. The idea is simply to extend gpj}f by 0 in V and introduce the
corresponding auxiliary unknown defined by (1.7) with A = 0.

Proposition 1.5. Let ®,, := (¢n, u,) where o, := R*go{lv and u, := —R grad ¢,,. Then ®,/||®,||x
is a Weyl sequence for A = 0.

Proof : As ¢V € HYN), we have grad(R*¢Y) = R*grad ¢, so ¢, € H)C) and u, =
—grad ¢’ € L*(N). Moreover, div(grad ¢, + R*u,) = 0, which shows that ®, € D(A) (see
(1.12)).

Besides, from the definition (1.10) of A, we see that A®,, = (1yAc ¢y, 0), so

1A®all2 _ lleN llzeon _ N lleon 1
[Pnllze ™ Nunllzeony  lgrad @ llzony VA

where the last equality follows from the definition of . As )\, — +o0, we deduce that 0 is in
the spectrum of operator A.
It is not necessary here to check the weak convergence to 0 of ®,,/||®,,||3. Indeed, Proposition
1.3 tells us that 0 is not an eigenvalue of A, so it belongs necessarily to its essential spectrum. [J
We show in the next subsections that the other components of the essential spectrum of A
are located outside a vicinity of 0. In other words, 0 is an isolated point of oeg(A). Therefore, as
it is not an eigenvalue, 0 is an accumulation point of cgisc(A), as in the case V = () mentioned in
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vacuum NIM

F1GURE 1.5 — Cartesian coordinates near a point of the interface ¥.

section 1.2.1. The following proposition confirms the initial intuitive assertion of this subsection :
the eigenfunctions associated to eigenvalues close to 0 are actually confined in the Drude material.

Proposition 1.6. Assume that OV NOC # 0. Let ()\j)jen be a sequence of ogisc(A) which tends
to 0 and ®; = (pj,u;) a sequence of associated eigenvectors chosen such that ||®;||y = 1. Then
the restrictions |y tend to 0 in H*(V).

Proof : In section 1.2.2, we have seen that the linear eigenvalue equation A®; = \; ®; is
equivalent to the initial nonlinear one

1
div < grad g0j> +Ajen ;=0 inC,
10y

together with u; = Ay, (A\; — Ap) ™! R grad ;. Using Green’s formula, we deduce from the above
equation that

1
— Jerad v;]> — N ey '2>dx:O.
/C(Mj!g ©;1° = Ajen, o5

Splitting the integral in two parts on V and N and gathering the terms with same sign yields
1 / 2 N 2 1 2 2
grad p;|“dz + A, |e) / |“dr = / grad p;|"dz + A e / |° de.
10 V| il il AJ| N,|90J| |/j/)}/]’| N| @il j €0 V|‘P]|

The right-hand side of this equality tends to 0, for both integrals are bounded (since ||®;]/% = 1)
and both factors 1/ ,uﬁg and \; tend to 0. Therefore the left-hand side also tends to 0, which implies
that grad ¢;|y — 0 in L?(V). Thanks to the assumption 9V N IC # 0, Poincaré’s inequality then
shows that ¢,y tend to 0 in H'(V). O

1.3.3 Surface resonance at the interface between both media

We prove now that A = A, /2 also belongs to the essential spectrum. This value corresponds
to the case where 1\ = — i, that is, the critical value —1 of the contrast 1)’ /o, which is known
to lead to an ill-posed time-harmonic problem (see the references quoted in the introduction). As
shown below, it is related to the existence of highly oscillating vibrations that can be localized
near any point of the interface > except the vertices. We first show how such surface waves can
be derived from our initial equation (1.3).

Surface waves

Consider the case of a rectilinear interface between two half-planes. Choose a Cartesian co-
ordinate system (O, x1,23) so that the half-plane z; > 0 is filled by our NIM, whereas z; < 0
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contains vacuum (see Figure 1.5). Consider then the equation

1
div ( grad ¢> =0, (1.20)
KA /2

which is deduced from (1.3) with A = A,,,/2 by removing the term A €, ¢ (as shown in the following,
this term acts as a “small” perturbation for highly oscillating solutions). It is readily seen that
for any k > 0, the function exp(ik(zy + i|z1]) is a solution to (1.20). It represents a surface wave
which propagates in the direction of the interface and decreases exponentially as z; — 4+o00. Any

superposition of such surface waves (for various k) is still solution to (1.20). In particular, for a
given f € D(R™), the function ¢ defined by

Y(x) = (1, 22) 1= / f(k) ei*@tilen) qp

is a solution to (1.20), as well as

1 kY . .
Un(x) == (nxy, nas) :/ —f () etb@Hilzl) gk for n > 1.
R

tn n

Remark 1.7. By successive integrations par parts, we see that ¥(x) = o(|xz|™?) for allp € N

as |x| := /a2 + 23 goes to +oo, and the same holds for the first-order partial derivatives of v
(note that O /0xy is discontinuous across 1 = 0). This shows in particular that 1 € H'(R?).
Hence 1) represents vibrations which are localized in a bounded region near the interface, whereas
b becomes more and more confined near O as n increases. Notice that ¢ (as well as 1) is
symmetric with respect to 1 = 0, that is, ¥(—x1, x2) = Y(x1, 23).

A Weyl sequence

Returning to our cavity, we are now able to construct a Weyl sequence for A = A, /2. Suppose
that the center O of our coordinate system (O, z1,x3) is a given point of the interface 3 different
from the vertices and that the x; and xs-axes are chosen such that our medium is described by
Figure 1.5 in a vicinity of O. More precisely, this means that one can choose a given small enough
R > 0 such that B € C, NN B C {1 > 0} and VN Br C {21 < 0}, where we have denoted
Bg :={x € R?% |z| < R} the ball of radius R ce