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Introduction

0.1 Les matériaux négatifs

Cette these est une contribution a la compréhension mathématique de modeles décrivant des
matériaux particuliers, appelés ici matériaux négatifs, qui ont suscité beaucoup d’intérét au sein
des communautés de la physique et des mathématiques appliquées au cours des deux dernieres
décennies. Dans le domaine de 1’électromagnétisme, la plupart des matériaux “ordinaires” sont
décrits par (au moins) deux grandeurs positives : la permittivité électrique et la perméabilité
magnétique. Un matériau négatif est un matériau pour lequel I'une au moins de ces deux grandeurs
devient négative dans certaines plages fréquentielles. Une telle propriété donne naissance a des
phénomenes inhabituels, notamment

— la localisation spatiale d’ondes électromagnétiques a la surface d’un matériau négatif, sur-

tout connues sous le nom de plasmons de surface,

— le phénomene de réfraction négative, qui se traduit par le renversement de la direction de

propagation d’un rayon transmis a 'interface entre un milieu négatif et un milieu ordinaire
(on parle alors de “matériau & main gauche”, ou “matériau d’indice négatif”).
Ces propriétés extraordinaires sont toujours la trace a une échelle macroscopique d’une structure
microscopique ou se produit un phénomene de résonance particulier.

Le début de I'histoire des matériaux négatifs date en réalité de plus d’un siecle, notamment avec
les travaux de Sommerfeld en 1899 ou de Zenneck en 1907 sur la description mathématique d’ondes
radio se propageant a la surface d’un conducteur. Il ne s’agit pas ici de retracer toute cette histoire,
qui appartient surtout a la communauté de 1’électromagnétisme. On en trouvera cependant une
description treés compléte par exemple dans le livre de Stefan Maier [59]. Les matériaux négatifs du
20eme siecle sont surtout des métaux précieux, comme l’'or, dont la permittivité devient négative
dans le régime fréquentiel du visible : on pourrait parler de matériaux “simplement négatifs” au
sens ol leur perméabilité magnétique reste positive. Les plasmons de surface apparaissent pour
ces matériaux. Le phénomene de réfraction négative se produit quant a lui pour des matériaux
“doublement négatifs”, c¢’est-a-dire dont la permittivité et la perméabilité sont toutes les deux
négatives. Ceux-ci ont été envisagés théoriquement par Victor Veselago [75] en 1968. Mais il faut
attendre la fin du 20éme siecle pour que de tels matériaux puissent étre réalisés. John Pendry fut
le premier a identifier une facon pratique de créer un tel matériau et montra qu’il pourrait servir
a réaliser une lentille plate parfaite [67]. Ce fut le début d’une spectaculaire effervescence autour
de ces matériaux artificiels qualifiés généralement de métamatériauxr et dont les applications
potentielles ne cessent de se multiplier.

Le point de vue adopté dans cette these est celui des mathématiques appliquées, plus pré-
cisément celui de la théorie spectrale. Nous allons tenter dans cette introduction de dresser un
panorama des différents travaux que 1’on peut trouver dans la littérature des mathématiques ap-
pliquées sur les matériaux négatifs, sans prétendre en donner une image exhaustive. Nous nous
appuyons pour cela sur un probleme modele, que nous allons présenter dans le paragraphe suivant
et que nous retrouverons tout au long de la these.
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0.2 Un probléme modele

Le probleme que nous allons étudier est un probleme scalaire qui peut étre déduit des équations
de Maxwell. C’est pourquoi nous conservons les notations habituelles de 1’électromagnétisme, a
savoir € et p pour décrire les caractéristiques physiques d’un matériau. Dans le cadre de 1’électro-
magnétisme, ces parametres sont respectivement la permittivité électrique et la perméabilité ma-
gnétique. Mais notre probleme modele peut aussi modéliser d’autres phénomenes de propagation
d’ondes. Nous présentons ici le cas bidimensionnel, auquel nous nous sommes limités dans cette
these. L'intérét de ce paragraphe est surtout qu’il va nous permettre de situer et de comprendre
les liens entre les différents travaux que ’on peut trouver dans la littérature des mathématiques
appliquées sur le theme des matériaux négatifs : ceci fait 'objet du paragraphe suivant.

Définition du probléme modeéle

On considére un milieu de propagation, noté C C R2. Dans les chapitres qui suivent, ce sera
toujours une cavité bornée, mais dans cette introduction, ce peut étre I’espace tout entier R?,
ou l'extérieur d’'un domaine borné. Ce milieu de propagation est partiellement rempli par un
matériau négatif, occupant un domaine N’ C C qui sera toujours supposé borné, le reste étant du
vide (ou un matériau “ordinaire” homogene), qui occupe donc le domaine V := C \ A/. On note
Y := ON N OV linterface entre les deux milieux.

En régime fréquentiel, c¢’est-a-dire lorsqu’on s’intéresse aux vibrations monochromatiques de
notre milieu de propagation a une fréquence fixée w, les propriétés physiques du milieu négatif sont
décrites par deux parametres, a priori complexes, notés Ei}/ et uﬁf . IIs dépendent nécessairement de
la fréquence : un matériau négatif est toujours dispersif. Lorsque ces deux parametres sont réels,
le matériau est dit conservatif, alors que si 'un des deux (ou les deux) est de partie imaginaire
strictement positive, le matériau est dit dissipatif, ce qui signifie que la propagation dans le milieu
s’accompagne d’une perte d’énergie. On suppose que notre matériau est homogene, autrement dit
que les deux parametres z—:ﬁf et ui}f sont constants dans tout le domaine N. Dire que le matériau est
négatif signifie que dans certaines zones fréquentielles, typiquement un intervalle de fréquences ou
une union d’intervalles, so/:/ et/ou ,uﬁf ont une partie réelle négative. En revanche, du coté du vide,
ces deux parametres seront supposés réels et positifs; ils seront notés € et . Afin de décrire ces
deux parametres dans le milieu tout entier, on introduit les fonctions constantes par morceaux
suivantes :

cola) = co Ly(@) + & Lula) and pule) = po Ly(a) + i Lue(a)

pour tout z € C, ol on a noté respectivement 1y, et 1, les fonctions indicatrices de V et N.

L’équation de notre probleme modele peut étre vue comme une équation de Helmholtz a
coefficients variables, écrite sous la forme

1
div ( grad cp) +w?e, o= f dansC, (0.1)

w

ou w désigne la fréquence et f une fonction donnée représentant 'excitation du systeme. Dans
cette équation, les opérateurs grad et div sont a interpréter au sens des distributions, et toutes les
quantités en présence sont supposées implicitement étre de carré intégrable. Ainsi, cette équation
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est une écriture condensée du probleme de transmission suivant

Ap+w? NN o= f dans NV, (0.2)
A +wequop = f dans V,
1 Oy
—0et |— 22| =0 0.4
s =0er [ 52] o, (0.4)

ou la notation [X]x désigne le saut de la fonction X a la traversée de ¥ et n un vecteur unitaire
normal a ¥. Autrement dit, on s’intéresse a deux équations de type Helmholtz (0.2) et (0.3),
posées respectivement dans N et V, couplées par les conditions de transmission (0.4).

Ces équations doivent étre complétées par des conditions aux limites si la frontiere dC de C
n’est pas vide, par exemple une condition de Dirichlet homogene

=0 sur dC.

Enfin, dans le cas ot C est 'espace tout entier R? ou l'extérieur d’'un domaine borné, il faut
adjoindre a ces équations une condition de rayonnement qui s’écrit par exemple

9L _ —3/2
Al iw+/Eo o cp‘ = O(|x| )

Pour comprendre la difficulté centrale de I’étude théorique de ce probleme modele, il suffit
d’en écrire une formulation variationnelle. Nous nous plagons pour cela dans le cas ou le domaine
de propagation C est borné. Le choix d’une condition de Dirichlet homogene sur le bord dC nous
amene & introduire l'espace de Sobolev HJ(C). Notre probléme modele s’écrit alors sous la forme
variationnelle suivante : il s’agit de trouver ¢ € HJ(C) tel que

1 S _ _
/Cugradgo-gradwd$ — w? /C€w@¢d$=—/cf"¢d$ pour tout ) € Hy(C). (0.5)

a(p,) b(p) L)

Dans le cas d'un matériau “ordinaire” non dissipatif, ot z\" est un nombre réel positif (comme
to), la forme sesquilinéaire a(-,-) est coercive sur H}(C). Elle définit en fait un produit scalaire
sur H}(C) dont la norme associée est équivalente a la norme usuelle. Ainsi, par le théoréme
de représentation de Riesz, on peut définir un opérateur B : H}(C) — Hy(C) et une fonction
F € H}(C) par les relations

a(Beo, ) = blp.w) et a(F,4) = £(¥) pour tout ¥ € H(C),

de sorte que notre équation variationnelle s’écrive de fagon équivalente
¢ —w*Bp=F dans Hy(C). (0.6)

Le domaine C étant supposé borné, I'injection canonique de H'(C) dans L*(C) est compacte, ce
qui montre que B est compact. Il s’agit donc ici d'une équation de Fredholm. Elle releve alors
de l'alternative de Fredholm qui nous dit qu’elle est bien posée si et seulement si ’équation
homogene associée (c’est-a-dire pour F' = 0) n’admet que la solution triviale ¢ = 0, autrement
dit, si w™2 n’est pas valeur propre de B. De plus, l'analyse numérique d'une telle équation est
bien connue : on peut assurer la convergence des méthodes habituelle de discrétisation, évaluer
I'ordre de convergence, etc. Ainsi, nous sommes la dans un cadre trés bien connu tant sur le plan
théorique que numérique.
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Cependant, dans la situation qui nous intéresse ici, nous sortons de ce cadre : si ,uﬁf est un
nombre réel négatif, la forme sesquilinéaire a(-, ) n’est plus coercive sur H}(C). Plus exactement,
la coercivité de a(-,-) disparait si la cavité C contient a la fois un matériau positif (1 > 0) et
un matériau négatif (u < 0). Que peut-on alors dire de notre équation variationnelle dans ce
cas ? Cette question, a priori purement théorique, cache en réalité les propriétés extraordinaires
des matériaux négatifs qui, du point de vue des mathématiques appliquées, se traduisent par la
présence d’'un spectre essentiel inhabituel. Explorer ce spectre essentiel constitue la motivation
centrale de cette these.

Approximation quasi-statique

Nous introduisons maintenant un probléme voisin de (0.1), souvent appelé approximation
quasi-statique, qui joue un role essentiel dans ’étude des matériaux négatifs. Il s’agit formellement
de passer a la limite w — 0 dans (0.1), ce qui revient donc simplement & retirer le terme w? e, @,
soit

div (1 grad gp) = f dansC. (0.7)
w
Pour cette nouvelle équation, si C est R? tout entier, la condition de rayonnement doit étre
remplacée par une condition spécifiant le comportement a 'infini de ¢, qui est nécessairement de
la forme Alog |x| + B + o(1) en deux dimensions.

Une fagon habituelle de s’intéresser a la résolution de cette derniere équation consiste a utiliser
une représentation intégrale de ¢, qui nous conduit a transformer ’équation (0.7) posée dans C
en une équation intégrale posée sur l'interface ¥ : on “gagne” ainsi une dimension d’espace.
Nous nous placons pour simplifier dans le cas ott C = R2. Sans rentrer dans les détails techniques,
contentons-nous de dire que 1’on peut dans un premier temps se ramener au cas ou f = 0 avec une
condition de transmission (0.4) inhomogene (un second membre non nul sur le saut des dérivées
normales), ce qui permet alors de représenter ¢ sous la forme d’un potentiel de simple couche

o) = [ ply) Gle,y)do(y) pour tout = € R\ %,
)
ol p est une densité a déterminer et G est la fonction de Green du laplacien en deux dimensions
donnée par
1
G = — log |z —y|.
(1,9) = 5 loal —y

En utilisant alors les propriétés usuelles des potentiels de simple et double couche, on se ramene
a résoudre I'équation intégrale suivante portant sur la densité p :

114 /o
21— /o

et IC, appelé opérateur de Neumann-Poincaré, est défini par

Kp—XAcp=g ou MIg¢:= (0.8)

Kp(z) := /Zp(y) 8Ga(s;y) do(y) = 217r /Ep(y) W do(y) pour tout z € X. (0.9)

On voit ici qu’il est fondamental de connaitre les propriétés de cet opérateur pour résoudre (0.8)
qui, comme ’équation (0.6), apparait comme une équation de Fredholm dans le cas de matériaux
ordinaires. Mais en présence d’une interface entre matériau classique et matériau négatif, I’'opéra-

teur IC va posséder un spectre essentiel. Comme nous le verrons plus loin, de nombreuses études
sont consacrées a cet opérateur.
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Une autre fagon d’aborder le probleme quasi-statique consiste a introduire 1’opérateur de
Poincaré variationnel [57). Pour cela, on commence par récrire (0.7) sous forme variationnelle
(analogue a (0.5)) :

1 - _
/— grad@-grad¢dx:—/f¢dm pour tout ¥ € H,
C [y c

ot H = Hj(C) si C est borné (sinon c’est espace de Beppo-Levi habituel pour le Laplacien). On
peut récrire cette équation sous la forme

/Ngradcp-gradl/Jd$ /grad<p gradl/zdac— /f¢dx

— Ho / N — Ho / T
On introduit alors U'opérateur T : H — H, appelé opérateur de Poincaré variationnel, ainsi que
la fonction F' € H définis a I'aide du théoreme de représentation de Riesz par

/ grad(T¢) - grad ¢ doe = /Ngradap - grad ¢ dz, (0.10)
c

/gradF.gradwdx:/fadx,
C C

pour tout ¢ € H. Notre équation variationnelle s’écrit ainsi

1

m. (0.11)

Tﬁ,O — )\TQO = uo)\TF ou )\7’ =

Ici encore, la résolution de cette équation dépend des propriétés spectrales de l'opérateur 7. En
fait, on peut montrer que celles-ci sont directement reliées a celles de I : le spectre de I'un se
déduit de celui de l'autre par une simple translation de 1/2, ce qui se comprend aisément a 1’aide
des définitions (0.8) et (0.11) de Ac et Ay, qui nous montrent que

1
A == — A1
2
Cette présentation étant faite, nous sommes maintenant en mesure de faire un tour d’horizon

de la littérature sur le théme qui nous intéresse ici.

0.3 Une tentative de panorama

Dans ce paragraphe, nous allons commencer par retracer rapidement I'histoire des matériaux
négatifs au sein de I’équipe ou s’est déroulée cette these : le laboratoire POEMS (Propagation
d’Ondes : Etude Mathématique et Simulation) qui est une Unité Mixte de Recherche entre le
CNRS, 'ENSTA-Paris et 'INRIA. Nous parlerons ensuite des travaux fondateurs (entre 1985 et
2000), puis des études mathématiques qui ont suivi la grande vague d’intérét pour les métamaté-
riaux, apres 2000.

0.3.1 Les matériaux négatifs a POEMS

Le sujet de cette these s’inscrit dans la poursuite de travaux engagés depuis plus de 20 ans
au laboratoire POEMS (avant que I’équipe POEMS ne prenne ce nom). L’histoire a commencé
a la fin du siecle dernier sous I'impulsion d’Anne-Sophie Bonnet-Ben-Dhia dans le cadre de la
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these de Karim Ramdani [70]. Le theme central de cette these était consacré aux milieux supra-
conducteurs, notamment au modele dit de London qui conduit a une permittivité négatived [23].
Les theses suivantes ont été encadrées par le duo formé d’Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et de
Patrick Ciarlet. Celle de C.M. Zwolf [76] a exploré de premiéres pistes pour palier la perte de
coercivité et/ou de compacité liée a la présence d’un matériau négatif [17, 18, 20, 19]. Celles-ci
sont arrivées a maturité au cours de la these de Lucas Chesnel [35], qui a marqué un progres
considérable dans I’étude théorique des matériaux négatifs, notamment par l'introduction de la
méthode dite de T-coercivité [13, 14, 15]. Les travaux présentés dans ce manuscrit s’appuient en
grande partie sur les résultats obtenus dans le cadre de la these de Lucas Chesnel. Enfin, la theése
de Camille Carvalho [31] s’est surtout focalisée sur le développement de méthodes numériques
adaptées aux matériaux négatifs, tout particulierement lorsque l'interface entre le matériau négatif
et le milieu environnant possede des coins [11, 12].

0.3.2 Les premiers travaux

Il semble que les premiers travaux théoriques sur notre probléme modele reviennent a Martin
Costabel et Ernst Peter Stephan, dans un article [41] de 1985 consacré précisément a la résolution
de (0.1) par équations intégrales, lorsque le domaine de propagation occupe l’espace tout entier
(pour toutes dimensions d’espace). Ils montrent en particulier que dans le cas ou linterface ¥
entre les deux milieux est C*, ce probleme est bien posé si et seulement si

el

Ho

Ce rapport 1Y /uo, qui intervient notamment dans les définitions (0.8) et (0.11) de g et Ar,
joue un role clef dans tout ce qui va suivre. Cette quantité représente un contraste entre les
deux milieux. On pourrait considérer aussi le contraste eﬁ\f /€o. Celui-ci joue un role analogue au
précédent dans les équations de Maxwell, mais n’a aucun intérét pour notre probléme scalaire.
Le seul contraste qui importe ici est celui qui apparait dans les conditions de transmission (0.4).

Le résultat de [41] nous dit que —1 est une valeur critique pour le contraste pN'/po. Que se
passe-t-il pour cette valeur précise du contraste ? Il faut attendre une dizaine d’années pour voir
apparaitre de premiers éléments de réponse : Uarticle [65] de Petri Ola de 1995 s’intéresse a la
régularité des solutions de notre probleme modele (0.1). Il montre notamment (dans le cas de la
dimension supérieure ou égale a 3, toujours pour une interface C*) que les résultats usuels de
régularité elliptique s’appliquent dans le cas non-critique, alors qu’il y a une perte d’un ordre de
dérivation dans le cas critique.

Qu’en est-il des frontieres qui ne sont pas C> 7 A notre connaissance, la premiere étude sur le
sujet date de 1997 et revient a Monique Dauge. Celle-ci a en effet proposé a un de ses étudiants,
Benjamin Texier, de revisiter la théorie de Kondrat’ev pour étudier la régularité de la solution du
probléme (0.7) en deux dimensions lorsque 'interface posseéde un coin [44]. Cette étude concerne
le cas non-critique. Le cas critique est abordé deux ans plus tard dans le cadre d’une collaboration
entre Monique Dauge, Anne-Sophie Bonnet-Ben Dhia et Karim Ramdani, au début de I'histoire
des matériaux négatifs dans 'équipe POEMS. Leur article [21] montre grace a l'utilisation de
la transformation de Mellin que dans le cas (bidimensionnel) ou l'interface présente un coin, il
n’y a plus simplement une valeur critique du contraste en uﬁf /o = —1, mais tout un intervalle
critique, situé autour de la valeur —1, qui dépend de I’angle du coin. Par exemple, pour un angle
droit, l'intervalle critique est [—3, —1/3].

Les résultats qui sont démontrés dans cet article méritent d’étre détaillés (ce qui nous aidera a
comprendre les travaux postérieurs). Il concernent les propriétés de opérateur div(u' grad) ap-
paraissant dans notre probleme modele (0.1) ou dans son approximation quasi-statique (0.7). Dans

—1.



0.3. UNE TENTATIVE DE PANORAMA 11

I'optique d'une approche spectrale, il est naturel de considérer cet opérateur en tant qu’opérateur
non borné sur L?(C) en posant

D(A) := {cp € Hy(C); div(u,'gradyp) € LQ(C)}, (0.12)
Ap = —div(u,' grad p) pour tout ¢ € D(A). (0.13)

Il est bien connu que si p,, est a valeurs réelles positives, cet opérateur est auto-adjoint, positif
(du fait du choix du signe — dans (0.13)) et a résolvante compacte (si C est borné). Cette derniere
propriété montre en particulier que le spectre de A est constitué uniquement de valeurs propres
de multiplicité finie. Ces résultats reposent notamment sur la coercivité de la forme sesquilinéaire
a(-,-) introduite en (0.5). Que peut-on dire si p,, change de signe a la traversée de l'interface 3 ?
Les réponses de [21] sont les suivantes.

— Si linterface est réguliere, A est un opérateur auto-adjoint a résolvante compacte si le
contraste 1\ /1o ne prend pas la valeur critique —1 (ce qui découle de [41]).

— Si l'interface possede un coin, A est auto-adjoint pour un contraste en dehors de I'intervalle
critique [—3,—1/3] (cas d'un angle droit). Pour un contraste dans l'intervalle critique, A
n’est plus auto-adjoint, mais il est symétrique et il est possible de construire différentes
extensions auto-adjointes de A & l'aide de fonctions singuliéres S* dont le comportement
au voisinage du coin est de la forme

SE(r,0) = r*n d(9) = 8T o () (0.14)

ou (r,0) désignent les coordonnées polaires centrées sur le coin, 1 est un parametre réel
dépendant du contraste, et ®(0) désigne la modulation angulaire, déterminée elle aussi par
le contraste. Ces fonctions sont donc hautement oscillantes pres du coin (il est facile de
voir que leur gradient n’est pas de carré intégrable du fait de ces oscillations).

0.3.3 Et ensuite...
Autour des valeurs critiques du contraste

Les travaux effectués dans le cadre de la these de Lucas Chesnel [35] ont donné un nouvel
éclairage sur les valeurs critiques du contraste évoquées ci-dessus, grace la notion de T-coercivité.
Comme nous l'avons mentionné a propos de la formulation variationnelle (0.5), la forme sesqui-
linéaire a(-,-) n’est plus coercive dés que p, change de signe. La T-coercivité permet en quelque
sorte de retrouver une coercivité cachée du probleme, et ce précisément en dehors des valeurs cri-
tiques du contraste. On peut ainsi montrer qu’en dehors de ces valeurs critiques, notre probléme
modele (0.1) et son approximation quasi-statique (0.7) sont bien posés au sens ou ils relevent
de l'alternative de Fredholm. Ceci est démontré dans [13] en considérant un cadre fonctionnel
différent de (0.12)-(0.13) pour l'opérateur div(u;' grad), vu non plus comme un opérateur non
borné, mais plutot comme 'opérateur borné

A:HNC) — H™Y(C)
@ — —div(p, ' grad @) (0.15)

qui est un opérateur de Fredholm (d’indice 0) en dehors des valeurs critiques. Cette approche a été
ensuite généralisée aux équations de Maxwell [14, 15], ainsi qu’a un opérateur de type bi-laplacien
[36] de la forme Ap 'A. La notion de T-coercivité est aussi trés utile sur le plan numérique :
elle a permis de développer des méthodes d’approximation stables en utilisant la T-coercivité au
niveau discret, ce qui a conduit notamment a la notion de maillage T-conforme [12, 32].
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Si le contraste prend la valeur critique —1, que peut-on dire de 'opérateur A défini en (0.12)-
cas d’une géométrie trés particuliere ot N et V sont deux carrés identiques reliés par un coté 3. Il
est en effet montré que pour le contraste critique —1, 'opérateur — div(u_! grad) est auto-adjoint
si, au lieu de (0.12), on choisit comme domaine

10
D(A) = {(10 S L2(6)7 A90|Vouj\/ € L2<V0U.N),g0|ac =0et [QD]E = l 90] = 0} .
P ON | s

On voit ici qu’on n’impose plus & ¢ d’appartenir & HJ(C) (ce qui demande de prendre quelques
précautions pour définir la trace de ¢ sur 9C et les sauts de ¢ et de sa dérivée normale sur ). Il est
montré dans [10] que le spectre de A est alors constitué de la valeur propre 0 qui est de multiplicité
infinie et de deux suites de valeurs propres de multiplicité finie tendant vers 400 et —oo. Le noyau
de A constitue précisément 'espace des plasmons de surface (solutions du probléme (0.7) pour
f =0). Certains de ces plasmons posseédent un comportement singulier au voisinage de l'interface
(au sens ou ils n’appartiennent & aucun espace H® pour s > 0). Ces résultats ont été généralisés
dans [30, 66] pour une interface réguliere quelconque, ainsi qu’aux dimensions supérieures a 2.

Ces études sont a rapprocher des travaux tres récents de Monique Dauge et Serge Nicaise
[42, 43] qui permettent d’établir une équivalence entre 1) une propriété locale d’ellipticité, c’est-
a-dire une propriété d’inversibilité de symboles définis localement (a l'intérieur d’un domaine, a
I'interface, ou sur un coin) et 2) le caractére Fredholm de opérateur A défini en (0.15), qui est
une propriété globale.

Etudes mathématiques des résonances plasmoniques

Dans le cas d'une interface ¥ réguliere, la valeur critique —1 du contraste est associée a la
notion de plasmons de surface mise en évidence par les physiciens. Sur un plan mathématique, la
notion de waleur propre plasmonique est introduite par D. Grieser dans [52] comme étant toute
valeur du contraste ,uﬁ\f /o pour laquelle le probléeme quasi-statique (0.7) admet une solution non
nulle pour f = 0. Il montre notamment que ces valeurs s’accumulent autour de la valeur critique
—1 du contraste et étudie les fonctions propres associées, qui sont précisément les plasmons de
surface. Cette accumulation se traduit par la présence inhabituelle d'un point de spectre essentiel
pour les divers opérateurs évoqués plus haut.

L’une des applications des plasmons de surface qui a le plus motivé la communauté des ma-
thématiques appliquées est la notion d’invisibilité (ou de camouflage : “cloaking”), c’est-a-dire la
possibilité de créer des dispositifs permettant de rendre un objet invisible. La littérature sur le
sujet est abondante. On pourra consulter en particulier [2, 27, 56, 60, 63, 64].

Une autre application importante concerne 'exploitation des plasmons de surface pour I'ima-
gerie, plus précisément 'utilisation de la tres forte luminescence visible observée au voisinage de
nanoparticules de métaux nobles en interaction avec la lumiere. Ce phénomene est étudié notam-
ment dans [3, 4, 5, 6, 7]. Ces travaux reposent sur 1’étude de 'opérateur de Neumann-Poincaré
IC défini en (0.9). IIs s’intéressent aussi au passage a la limite entre le modele fréquentiel (0.1) et
son approximation quasi-statique (0.7). La compréhension de ces phénomenes qui se produisent
a une échelle nanométrique fait 'objet de diverses études asymptotiques. Citons [25] qui étudie le
comportement asymptotique des valeurs propres de 'opérateur de Poincaré variationnel 7 défini
en (0.10) lorsque la distance entre deux particules de matériau négatif tend vers 0. Citons aussi
[39] qui s’intéresse au comportement asymptotique des valeurs propres de l'opérateur A défini en
(0.15) (a w fixé), lorsque le diametre de la particule tend vers 0.
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Etudes liées a la présence de coins

Les travaux concernant les coins sont beaucoup moins nombreux que ceux qui concernent les
frontieres régulieres.

Revenons un instant sur les fonctions singulieres S* définies en (0.14). Celles-ci ont été inter-
prétées comme des ondes de trou noir, au sens ou elles se propagent vers le coin sans provoquer
aucune réflexion : elles n’atteignent jamais vraiment le coin car leur vitesse de propagation tend
vers 0 avec la distance au coin, de sorte que toute I'énergie qui se propage vers le coin y reste
accumulée. Le coin se comporte ainsi comme un trou noir. Il joue un role analogue a l'infini
dans un probleme de diffraction. Ceci a été justifié mathématiquement dans [16] par un principe
d’absorption limite et simulé numériquement [11] par une adaptation au voisinage du coin de la
technique bien connue des PML (Perfectly Matched Layers).

Tout comme dans le cas d'une frontiere réguliere, les intervalles critiques associés aux coins
correspondent & des intervalles de spectre essentiel des opérateurs K et T définis en (0.8) et (0.11).

— Pour l'opérateur de Neumann-Poincaré IC, ceci est démontré dans [69] par une technique
assez abstraite qui permet de considérer le cas d'un polygone courbe. Cette étude est
poursuivie dans [68] qui démontre qu’il s’agit de spectre absolument continu (il n’y a pas
de spectre singulierement continu) et établit un principe d’absorption limite au voisinage
de tout point de ce spectre.

— Pour l'opérateur de Poincaré variationnel 7T, ceci est étudié dans [26] par une technique
plus explicite (construction d’une suite de Weyl) dans le cas d’un polygone droit. Le cas
plus singulier d’une inclusion de matériau négatif en forme de noeud papillon (deux coins
qui se touchent) est traité dans [24].

La question de 'existence de valeurs propres plongées dans le spectre essentiel associé a un
coin est explorée dans [58] : leur existence est démontrée dans certaines situations particulieres.
Dans le prolongement de cette idée, il est possible de définir des résonances complexes (souvent
appelées quasi-modes ou fréquences de diffusion pour les problemes de diffraction) qui quantifient
I'interaction entre le milieu de propagation et le coin; leur caractérisation et leur calcul peuvent
étre effectués par une technique de PML adaptée au coin [22].

Notons pour terminer que d’un point de vue physique ou expérimental, un coin parfait ne
peut exister, puisqu’on peut toujours se placer a une échelle spatiale ou le coin va devenir arrondi.
Pour un coin arrondi (régulier), la seule valeur critique du contraste est —1, alors que pour un
coin parfait, il s’agit d’un intervalle. Il est donc légitime de se demander comment s’effectue la
transition d’un coin arrondi & un coin parfait. Des éléments de réponse sont donnés dans [37, 38].

0.4 Notre démarche : une approche spectrale de la dis-
persion

Dans la plupart des travaux évoqués ci-dessus qui s’intéressent au probleme modele (0.1), la
fréquence est fixée et seule compte la valeur du contraste ,ui\f /1o- Le point de vue adopté dans cette
these consiste a s’intéresser a ce probleme en considérant la fréquence w comme un parametre
spectral. L’intérét d’une telle approche est notamment d’obtenir des informations précises sur le
probléme transitoire sous-jacent (voir par exemple [33]).

Dans le cas de l'approximation quasi-statique, la fréquence n’intervient qu’au travers du
contraste, et on peut donc se permettre de choisir le contraste lui-méme comme parametre spec-
tral, ou toute fonction de ce contraste, comme par exemple les valeurs A\ et A7 définie en (0.8)
et (0.11). Les études spectrales des opérateurs de Neumann-Poincaré ou de Poincaré variationnel
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FIGURE 0.1 — Comportement de p\'. A gauche : pour le modele de Drude non dissipatif. A droite :
pour le modele de Lorentz non dissipatif. En gris : la plage de fréquences dans laquelle le matériau
a un comportement négatif.

évoquées ci-dessus peuvent donc étre traduites en termes de fréquence en inversant la relation
W A OU W — AT

Les choses ne sont plus si simples pour le probleme modele (0.1), puisque la fréquence n’in-
tervient plus seulement au travers du contraste. Une étude spectrale en fréquence nécessite donc
de savoir précisément comment eﬁf et uﬁf dépendent de la fréquence. Dans les différents modeles
que nous allons considérer dans cette these, la dépendance est rationnelle. Ceux qui décrivent ng
et 1 étant similaires, on se concentre sur V. Les modeles que 1'on utilise sont de la forme

2

i1 = o (1 - “’) (0.16)

2 2 4 i
w® — wy + 1w

ol w, (fréquence plasma), w, (fréquence de résonance) et vy (dissipation) sont des constantes
positives qui caractérisent le matériau. Lorsque w, = 0, on parle de modéle de Drude, sinon on
parle de modéle de Lorentz. De plus, le modele (de Drude ou de Lorentz) est dit conservatif si
v =0, et dissipatif si v # 0. Le modele le plus simple est donc le celui de Drude non dissipatif.
Dans ce cas, I'expression de /£ donnée en (0.16) devient

w2
1 = pto (1 - w‘;)

et on peut voir en figure 0.1 (& gauche) l'allure de w — . Dans le cas du modeéle de Drude
non dissipatif, le matériau a donc un comportement négatif a basse fréquence (plus précisément
pour w? < wy).

Dans le cas du modele de Lorentz non dissipatif, 'expression de ¥ donnée en (0.16) devient

2
N “p
My = Ho (1 - M)

et allure de w — u{d\f est montrée en figure 0.1 (a droite). Dans ce cas, le comportement négatif
du matériau a lieu pour des fréquences proches de 4-w;, (plus précisément pour w? < w? < wf—l-wg).
Que ce soit dans le cas du modele de Drude ou de celui de Lorentz, lorsqu’on ajoute une petite
dissipation, c’est la partie réelle de ;ﬂb}f qui devient négative dans une plage fréquentielle proche
du cas non dissipatif.

Comme nous 'avons indiqué plus t6t dans cette introduction, c¢’est le parametre u,,, et non
£u, qui est clef dans I'étude du probleme (0.1), car c’est lui qui apparait dans les conditions de
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transmission (0.4) . Lorsqu’on remplace i, par son expression (0.16) dans (0.1), cette derniere
peut se réécrire

w2

div | (14 1n P grad ¢ | + w2u05£/g0 =0.
w? —w? +iyw — w3

On remarque que dés que le milieu N est non vide, & cause de la dépendance en w de ,ufy ,
I’équation (0.1) est un probléme aux valeurs propres non linéaire en w. Heureusement, on peut
pallier ce probleme grace a l'introduction de variables auxiliaires, qui permettent de construire
un probleme de plus grande dimension, mais linéaire en w. Ce probleme augmenté peut s’écrire

sous la forme
A (5) —w (5) (0.17)

ou U contient les variables auxiliaires, et ou 'opérateur A ne dépend pas de w. La construction de
A dépend du modele choisi pour ,uﬁf , et cet opérateur est autoadjoint dans les cas non dissipatifs
(Drude ou Lorentz). Cette theése se consacre a I’étude du spectre, et plus particulierement du
spectre essentiel de cet opérateur, en se basant sur la construction de suites singulieres, ou suites
de Weyl. Ce manuscrit est composé de quatre chapitres.

Les chapitres 1 et 3 sont consacrés a I’ étude théorique du cas ol les milieux N et V sont
polygonauz (voir figure 0.2, & gauche). Le premier chapitre détaille 1’étude du modele le plus
simple : celui de Drude non dissipatif, et le troisieme celle du modele le plus général : celui de
Lorentz (dissipatif ou non). On présente également dans ce chapitre le cas du modele de Drude
dissipatif, de fagon moins détaillée, puisqu’il est similaire au cas de Lorentz dissipatif. Dans chacun
des cas, on construit un probléme augmenté de la forme (0.17) avec le cadre fonctionnel adapté,
puis on en étudie le spectre essentiel. On montre que ce dernier possede plusieurs composantes,
liées a différents phénomeénes de résonance, toujours associés aux mémes valeurs du contraste
Ky 1= ui}f /0. Du point de vue fréquentiel, ces phénomeénes dépendent du modele choisi (0.16).
On est donc amené a inverser la relation w — k,, : on obtient les deux antécédents

—i7 £ \4w? + W}/ (1 — k) =72
2
—iy £ i\/—4(w§ +w2/(1—r) + 7
2

si 4(w! +wi/(1—kK)—~*>0

=

si 4(w? —l—wg/(l —K)) =72 <0.

On distingue alors trois composantes du spectre essentiel liées a des phénomenes de résonance,
montrées en figure 0.4 :

— w*__ (= 0 pour Drude non dissipatif), associé¢ a une résonance volumique dans le milieu
N tout entier;

— w¥, (= +w,/V/2 pour Drude non dissipatif), associé & une résonance surfacique au niveau
de n’importe quel point régulier de I'interface entre les milieux AV et V : la suite singuliére
construite pour ce point de spectre essentiel repose sur les fameux plasmons de surface
cités plus tot dans cette introduction;

— un continuum autour de la valeur w*,, associé & une résonance de coin au niveau d’un
sommet de l'interface. Ce continuum dépend I’angle de ce coin, et correspond a un intervalle
de contrastes autour de la valeur —1 (k € [—1/3,1/3] dans le cas d’un angle droit), que
'on retrouve notamment dans [21], [13] et [35]. Les suites singuliéres associées aux points
de ce continuum repose sur les fonctions singulieres (0.14), ou ondes de trou noir.

Le deuxieme chapitre est consacré a I’ étude numérique du modéle de Drude non dissipatif. 11

consiste a expérimenter 'effet d’une discrétisation éléments finis du probléme augmenté introduit
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FIGURE 0.2 — Géométries de la cavité étudiées : a gauche : dans les chapitres 1 et 3; a droite :
dans le chapitre 4

dans le chapitre 1, afin d’observer comment se retrouvent numériquement les différents phéno-
menes de résonance. Ce passage au numérique n’a en effet rien d’évident car un spectre essentiel
ne peut évidemment pas se retrouver dans un probleme discret. Ce type d’expérimentations nu-
mériques est 'un des centres d’intérét de certains chercheurs de Uinstitut Fresnel (Marseille),
laboratoire avec lequel nous avons eu 'occasion d’échanger a plusieurs reprises. Ils se focalisent
plutét sur les équations de Maxwell, ¢’est pourquoi c¢’est le contraste des permittivités qui a chez
eux un role clef, mais des phénomenes similaires a ceux notre étude sont observés pour les mémes
valeurs de ce contraste. On pourra en particulier regarder [45], [28] et [29]. Dans le troisieme
chapitre de ce manuscrit, on fait d’abord ’étude d’un cas test, celui d'un rectangle coupé en deux
parallelement & I'un des cotés (voir figure 0.3, & gauche), dans lequel on peut calculer algébri-
quement les fonctions propres et trouver une équation de dispersion, afin de pouvoir vérifier la
cohérence des éléments propres calculés numériquement. Ensuite, on fait I’étude d’une géométrie
type contenant tous les phénomenes de résonance espérés : celle d’'un camembert dont une portion
est composée de matériau négatif (voir figure 0.3, a droite). Les conclusions qu’on peut tirer de
ces expérimentations numériques sont les suivantes :

F1GURE 0.3 — Géométries de la cavité utilisées dans les simulations numériques

— La résonance volumique n’a aucun mal a étre observée numériquement : les éléments
propres sont, bien calculés.

— Sans précaution particuliere dans le choix du maillage, les éléments propres liés a la réso-
nance surfacique sont mal calculés : les valeurs propres s’étalent beaucoup trop autour de
la valeur wg /2, et les fonctions propres associées correspondent a la vibration de quelques
mailles seulement au niveau de l'interface : elles ne correspondent a rien de physique. Plus
on raffine le maillage au voisinage de I'interface, plus on trouve d’éléments propres mal cal-
culés. En revanche, on parvient a éviter ce probléme en construisant un maillage symétrique
par rapport a l'interface au voisinage de cette derniere (technique utilisée notamment dans
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[31], [35] et [22]).

— On trouve des fonctions propres correspondant & une résonance de coin associées a des va-
leurs propres situées sur 'intervalle théorique de spectre essentiel, mais les valeurs propres
numeériques ne recouvrent pas du tout I'intervalle. En fait, on se rend compte qu’on ne peut
pas espérer d’accumulation des valeurs propres numériques sur l'intervalle entier, méme
pour des maillages tres précis au voisinage du coin.

Dans les chapitres 1 et 2, puisque la fréquence w n’apparait qu’au carré dans le modele de Drude
non dissipatif, on posera A = w? et on prendra A comme parametre spectral. De plus, on notera
A = w? afin de simplifier le modeéle de Drude en

A

N m
=(1—-——1.
K, < )\>

Enfin, le quatrieme chapitre traite le cas de frontiéres courbes pour le modele de Drude non
dissipatif. Plus précisément, on fait le choix d’une inclusion de matériau négatif ' dans la cavité
(voir figure 0.2, & droite), ot I'interface ON entre les deux milieux est de classe C3. Ce chapitre
est surtout consacré aux plasmons de surface pour une frontiére courbe. Dans le chapitre 1, la
construction de suites de Weyl pour le contraste -1 repose sur la connaissance des plasmons de
surface apparaissant sur une interface rectiligne. Ceux-ci ne peuvent malheureusement pas étre
utilisés pour une interface courbe. En introduisant de nouveaux plasmons pour une interface de
courbure constante, on montre comment généraliser la démarche du chapitre 1.
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Chapitre 1

Etude théorique du modele de Drude
non dissipatif

Ce chapitre a fait 'objet de I'article [54], qui est & paraitre aux annales Henri Lebesgue. I est
présenté ici tel qu’il a été accepté, donc laissé en anglais. Seule 'annexe 1.B, rédigée en francais,
a été ajoutée au contenu de 'article.

1.1 Introduction

An electromagnetic negative-index material (NIM), often also called left-handed material, is
a material whose microscopic structure leads to an unusual macroscopic behavior : in some fre-
quency range(s), both macroscopic electric permittivity and magnetic permeability (or at least
their real parts) become negative. Such materials were first introduced theoretically in the late
sixties by Veselago [75] who exhibited the concept of negative refraction. The potentialities of
NIMs for practical applications were investigated about 30 years later, mainly after the famous
paper by Pendry [67] who opened the quest for spectacular devices such as the perfect flat lens or
the invisibility cloak. Since then, these extraordinary materials have generated a great efferves-
cence among the communities of physicists and mathematicians. Surprisingly very little has been
achieved in the spectral analysis of systems involving a NIM. The present paper intends to bring
a contribution in this framework. Its purpose is to show on a simple example that the presence
of an interface between a NIM and a usual material is responsible for an essential spectrum.

One inherent difficulty of the spectral analysis of NIMs follows from an intrinsic physical
property of such materials : frequency dispersion. Indeed, an electromagnetic NIM is necessarily
a dispersive material in the sense that in the frequency domain, its permittivity and permeability
(thus also the wave velocity) depend on the frequency. As a consequence, contrary to the case
of a usual dielectric medium, the time-harmonic Maxwell’s equations depend non-linearly on
the frequency. Hence, when looking for the spectrum of an electromagnetic device involving a
NIM, one has to solve a non-linear eigenvalue problem. This issue is very rarely mentioned in
the mathematical literature. Indeed, most existing works concern the behavior of NIMs in the
frequency domain, that is, propagation of time-harmonic waves at a given frequency. Our study
relies on these works, which enlighten the fundamental role played by the contrasts, that is,
the respective ratios of permittivity and permeability across the interface. The first study in
this context is due to Costabel and Stephan [41] in the mid-eighties. They considered a scalar
transmission problem (which involves only one contrast) and showed by an integral equation
technique that in the case of a smooth interface, the transmission problem is well-posed if and
only if the contrast is different from the critical value —1. The detailed study of this critical

19
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value of the contrast is achieved in [65] and more recently in [30], both for smooth interfaces.
The case of a two-dimensional non-smooth interface was tackled about fifteen years after the
pioneering work of Costabel and Stephan : it was understood in [21] that in the presence of a
corner, this critical value becomes a critical interval (which contains —1) depending on the angle
of the corner. About another fifteen years later, the elegant T-coercivity technique gave a new
light on these critical sets for two- and three-dimensional scalar transmission problems [13, 62],
as well as Maxwell’s equations [14, 15]. An alternative point of view, based on the so-called
Neumann—Poincaré operator, has received recently a resurgence of interest [2, 5, 8, 26, 69] : it
provides another way to investigate these critical sets. From a physical point of view, the critical
sets of the contrast are related to remarkable physical phenomena. On the one hand, the critical
value —1 associated to a smooth interface ensures the existence of surface waves (localized near
the interface) called surface plasmons [50, 52]. On the other hand, the critical interval associated
with a corner on the interface gives rise to a possible concentration of energy near the vertex,
which has been interpreted as a “black hole” effect at the corner [11].

There are very few papers in the literature which deal directly with the non-linear eigenva-
lue problem resulting from frequency dispersion. Let us cite for instance [40] where some generic
well-posedness results are established thanks to Fredholm’s analytical theory, with various appli-
cations to metamaterials. In cases where the dependence on the spectral parameter is rational,
it is possible to get rid of the spectral non-linearity by introducing suitable auxiliary fields. The
initial non-linear eigenvalue problem can then be re-written as a linear one which involves both
original and auxiliary fields. This augmented formulation technique actually comes within a ge-
neral approach for rational operator valued functions which can be related with block operator
matrices. It has a long history which seems to start at the end of the 70’s with the concept of
transfer function [9] and was then widely developed under the name Schur complement borrowed
from the theory of matrices [61, 74]. Similar ideas also apply for the numerical solution of rational
eigenvalue problems [53, 71]. From a theoretical point of view, this approach was used for instance
in [1] to study completeness properties of a family of eigenvectors of a rational operator valued
function. More recently, it is developed in [47] to establish min-max characterizations of eigenva-
lues of some kinds of rational operator functions, with applications to photonics which are closed
to the problem addressed in the present paper. The augmented formulation approach is used in
[33] to achieve a complete spectral analysis of Maxwell’s equations in the case of a plane interface
between a NIM and vacuum. It is also developed in [29] to perform the numerical calculation of
modes for cavities or photonic crystals containing a dissipative NIM. Let us finally mention that
in the context of Maxwell’s equations, the idea of introducing auxiliary fields was investigated by
Tip [72] in dissipative and dispersive linear media. Compared to the Schur complement technique,
the originality of the augmented formulation proposed by Tip concerns dissipative problems for
which a suitable choice of auxiliary variables leads to a selfajoint operator. The same idea ap-
plies actually in a very wide frame of systems [48] which observe two fundamental assumptions :
causality (causes precede effects) and passivity (nothing comes from nothing).

The aim of the present paper is to explore the spectrum of the linear augmented formulation
constructed from the initial non-linear eigenvalue problem, considering an elementary situation.
Firstly, instead of the three-dimensional Maxwell’s equations, we deal with a two-dimensional
scalar equation (which can be derived from Maxwell’s equations in a medium which is invariant
in one space direction). Secondly, we choose the simplest existing model of NIM, namely the non
dissipative Drude model, for which negativity occurs at low frequencies. Finally, we consider the
case of a bounded cavity consisting of two polygonal parts : one part filled with a Drude material
and the complementary part filled with vacuum. We will see that contrary to a cavity filled with
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a usual dielectric (for which the spectrum is always purely discrete : it is made of a sequence of
positive eigenvalues which tends to +00), the presence of the Drude material gives rise to various
components of an essential spectrum corresponding to various unusual resonance phenomena :

(i) A low frequency bulk resonance : the zero frequency is an accumulation point of positive
eigenvalues whose associated eigenvectors are confined in the Drude material.

(ii) A surface resonance : for the particular frequency which corresponds to the critical value
—1 of the contrast, localized highly oscillating vibrations are possible near any “regular point” of
the interface between the Drude material and the vacuum (by “regular point”, we mean a point
which is not a vertex of a corner).

(iii) A corner resonance : for any frequency in the frequency intervals which correspond to the
critical intervals of the contrast associated to each corner, localized highly oscillating vibrations
are possible near the vertex, which is related to the “black hole” phenomenon.

A crucial issue will remain open at the end of the paper : what is the relation between the
essential spectrum of the linear augmented formulation studied here and that of the initial non-
linear problem? Can we deduce from our results that the latter has the same components of
essential spectrum ? In some situations, the answer to such a question follows from general results
(which is one of the main objectives of spectral theory of block operator matrices, see [74]).
Unfortunately, none of these general results applies to our situation and we are unable to give
here a satisfying answer to this delicate question.

The paper is organized as follows. In section 1.2, we present our scalar problem as well as
its augmented formulation and give the main results of the paper. Section 1.3 is devoted to
the proof of these results, which mainly consists in investigating the above mentioned resonance
phenomena using the notion of Weyl sequences. We conclude with some perspectives. Finally
section 1.A presents a short discussion about the tricky question of the relation between the
respective essential spectra of both linear and non-linear problems.

Throughout the paper, we use the following notations for usual functional spaces. For an
open set @ C R? (d > 1), we denote by D(Q) the space of infinitely differentiable functions
with compact support contained in €2, by L?(Q) the space of square integrable functions in 2, by
H*#(Q), for s € R, the usual Sobolev space of order s and by H} () the closure of D(2) in H(Q).
Moreover, in order to avoid the appearance of non meaningful constants in inequalities, we employ
the symbols < and 2 which mean that the inequality is satisfied up to a positive factor which

does not depend on the parameters involved in the inequality (for instance, |f(x)| < 1 means that
f is bounded).

1.2 Formulation of the problem and main results

1.2.1 Original non-linear problem

Our aim is to study the spectral properties of a two-dimensional bounded cavity partially
filled with a NIM. We consider a polygonal cavity C (bounded open set of R?) divided into two
open polygonal domains N and V (such that N UV = C and NNV = 0, see Figure 1.1). As
these notations suggest, N and V are filled respectively with a NIM and vacuum. We denote
by ¥ the interface between A and V (that is, 3 := ON N 9V), which clearly consists of one or
several polygonal curve(s). In the case of several curves, we assume that they do not intersect (in
particular checkerboard-like cavities are excluded).

We consider in this paper the simplest model of NIM, known as the non-dissipative Drude
model, for which the electric permittivity and the magnetic permeability are respectively defined
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By

B,

FIGURE 1.1 — Left : The polygonal cavity C divided into N/ (NIM : dark gray) and V (vacuum :
light gray). Middle : an inner vertex C), of the interface ¥ between A" and V. Right : a boundary
vertex B, of X.

in the frequency domain by
Ae Ap,
E'ﬁ\v =& (1 — A) and ILL'é\V- = o (1 — )\) s (11)

where A := w? denotes the square of the (circular) frequency, €y and pg are the permittivity
and the permeability of the vacuum and the coefficients A, and A,, are positive constants which
characterize the Drude material. Such a material is a negative material at low frequencies (since
e < 0if 0 < A < A, respectively pd" < 0if 0 < A < Ay) and behaves like the vacuum at
high frequencies (since £y — ¢ and pd — po when A — +00). Note that the ratio 1’ /puo
(respectively, eV /go) is equal to the critical value —1 if A = A,,/2 (respectively, A = A./2).

In V), the permittivity and permeability are those of the vacuum, which leads us to introduce
two piecewise constant functions defined in the cavity C by

ex(z) := g (1 — 1py(x) %) and  py(x) == po (1 — 1y (2) A;) (1.2)

for € C, where 1, denotes the indicator function of . The starting point of our study is the
following eigenvalue problem, which describes the resonances of the cavity :

Find A € C and a nonzero ¢ € Hy(C) such that

1
div (M gradgp) +Aexp =0 inC. (1.3)
A

The latter equation has to be understood in the distributional sense. In other words, the above
problem is a condensed form of the following system :

Ap+ AN o =0 in W, (1.4a)

Ap + Negipe =0 in V| (1.4b)
1 Jyp

s =0and |2 5] —o (L

¢=0 ondC, (1.4d)

where [f]x denotes the jump of a function f across ¥, that is, the difference of the traces of
f obtained from both sides. In the transmission conditions (1.4c), n denotes a unit normal to
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FIGURE 1.2 — The dots on the M\-axis represent the inverse image of o(—Adr) = {X};r; n > 1}
under the function f defined in (3.6) (in the case Ao < Ay).

Y. These conditions couple the Helmholtz equations (1.4a) and (1.4b) on both sides of . The
Dirichlet boundary condition (1.4d) is contained in the choice of the Sobolev space H}(C) for ¢.

The above eigenvalue problem is clearly non-linear with respect to A, unless N is empty (i.e.,
C only contains vacuum). In this latter case, (1.3) is linear since it reduces to (1.4b)-(1.4d), which

means that Aeguo is an eigenvalue of the Dirichlet Laplacian, that is, the selfadjoint operator
— A% defined by

— AT, = —Ap, Ve D(—Ad) = {go € Hy(C); Ay € L2(C)}- (1.5)

It is well known that the spectrum o(—Ad") of this operator is purely discrete : it is composed of
a sequence of positive eigenvalues of finite multiplicity which tends to 4oc0.

On the other hand, if V = ) (i.e., if C only contains the Drude material), (1.3) reduces to
(1.4a)-(1.4d), which means that A1) is an eigenvalue the operator —AY" defined above. Hence
the set of eigenvalues of our non-linear problem is simply the inverse image of o(—A%Y") under the
function f defined by

FO) == AN = Xeouo (1 — i) <1 — A;“) , (1.6)

which is represented in Figure 1.2. As f(\) tends to 400 when A goes to 0 or +o00, the eigenvalues
accumulate at +o0o as well as 0.

Of course, when both vacuum and Drude material are present in the cavity, such simple
arguments can no longer be used. As mentioned in the introduction, general techniques of block
operator matrices allow us to transform the non-linear eigenvalue problem (1.3) into a linear one
which involves a selfadjoint operator, thanks to the introduction of an additional unknown. This
is the object of the following subsection.

1.2.2 Linearization of the problem

Let us first introduce some notations. We denote by R : L*(C) — L*(N') the operator of
restriction from C to N and by R* : L?(N) — L*(C) the operator of extension by 0 from N to
C, that is, for all (¢,v) € L*(C) x L*(N),

Y(x) ifxeN,
0

Ry = ply and RY(z):= { eV,
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These operators are clearly adjoint to each other since
/ Reo(x)(r)do = / o(x) R*(z) de.
c

Note that RR* is the identity in L*(N), whereas R*R is the operator of multiplication by 1,
in L?(C). We shall keep the same notations R and R* if ¢ and 1 are replaced by vector-valued
functions in L?*(C)? x L*(N)2.

The construction of a linear eigenvalue problem equivalent to (1.3) is quite simple. We assume
in the sequel that A # Ay, so that p,' remains bounded. Note that for A = 0, problem (1.3) still
makes sense provided we replace (,uﬁf )~! and )\ef\‘/ by their limiting values, respectively, 0 and
—eo/\e . Using the definition (1.2) of €, and py, which shows in particular that

1—1(1+1 Am)
Bx o NAA)

we can rewrite (1.3) in the form

1 A
— di 1+1 = d A—1pA) p=0.
- 1v{< + N)\_Am>gra gp}—i-( NA) =0

Hence, setting

An
= 1.
U= Angrad ®, (1.7)
equation (1.3) is equivalent to
8— div{grado + R*u} + Iy Aep =Ap inC, (1.8a)
0H0
AnRgradp + Apu=Au inN, (1.8b)

where the latter equation is nothing but the definition (1.7) of w. In this system of equations, A
only appears in the right-hand side : it is a linear eigenvalue problem for the pair (¢, ). To sum
up, if A # A,,, a function ¢ € H}(C) is a solution to (1.3) if and only if (¢, u) € HJ(C) x L*(N)?

satisfies
A (i) )\ (‘5) (1.9)

—d d * 1y A
A (gp) | {grado + R*u} + 1y Ac (1.10)
U ApRegradp + Ay u

It remains to make precise the proper functional framework in which A is selfadjoint. Consider
the Hilbert space

where

H = L*(C) x L*(N)?
equipped with the inner product

(0. () =z [ o) F@ o+ 1 [ ula S

Proposition 1.1. The operator A defined by (1.10) with domain

D(A) = {(gp,u) € HI(C) x L*(N)?; div(grad ¢ + R*u) € L?(C)} (1.12)

is selfadjoint and non-negative in H.
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Proof : Consider the following sesquilinear form a defined for all pairs ® := (¢, u) and ¢’ :=
(¢',u) in D(a) := H{(C) x L*(N)? equipped with the usual norm, denoted by | - ||p() :

a(®,d') = /C(gradw + R*u) - (grad ¢’ + R*u') dx + Acgotio /Ngmp’da:.
Thanks to Green'’s formula, we deduce from the definition (1.10) of A that
(AD, D)y = a(P,P") VP € D(A), VO € D(a). (1.13)

It is clear that a is continuous, non-negative and symmetric in D(a), which is continuously em-
bedded in H. Hence, if there exist A € R and m > 0 such that

a(®, @) + A[®3, > m|[ @[}, V@ € D(a), (1.14)

it is well-known [55, Theorem 2.1, p. 322] that (1.13) defines a unique non-negative selfadjoint
operator A with domain

D(A) := {® € D(a); 3V € H, Y®' € D(a), a(®, ') = (¥, ')y}

It is easy to see that this definition coincide with (1.12). In order to check inequality (1.14), note
that for any A > 0, we have

A A
* 112 m *
lerad ¢ + R*ul| 72y = H\/ - grade+ VA R

Am A
+ (1 —~ )\> lgrad |7z (c) + (1 A ) el

2
L2(C)

As a consequence,

A
a(®,®) + A|®[3, > (1 - A) | grad |22 ¢, + Moo ]2, + 2200,

So, if A > Ay, inequality (1.14) holds with m = min(1 — Ay, /A, Aeopo, 1). O
Summing up, the above linearization process amounts to identifying the point spectrum o,(A)
of A with that of a rational family of operators associated to the original non-linear problem (1.3).

It seems natural to consider here the family C\ {A,} 3 A — S, of unbounded operators defined
in L*(C) by

D(Sy) :== {go € Hy(C); div(uy'gradyp) € LQ(C)} and (1.15)
Sap = —div (,u;l grad go) —dexp Yo e D(S,y). (1.16)

Thus if we define
op(Sx) = {A € C\ {An}; Ker(8y) # {0}, (1.17)

we have proved that 0,(Sy) = op(A) \ {An}-

Proposition 1.1 tells us that the spectrum o(A) of A is real and non-negative. Contrary to the
case of a cavity filled by ordinary materials, this spectrum is not only discrete. The rest of the
paper is precisely to describe and analyze the content of the essential spectrum oes(A) of A. The
latter should reasonably be expected to coincide with that of Sy. Unfortunately, we are not able
to prove rigorously such a plausible assertion. Some explanations about this awkward question
are given in the Appendix.
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1.2.3 Main results

Recall (see, e.g., [46]) that the discrete spectrum ogis.(A) is the set of isolated eigenvalues of
finite multiplicity. The essential spectrum is its complement in the spectrum, that is, gess(A) :=
o(A)\ ogisc(A), which contains either accumulation points of the spectrum or isolated eigenvalues
of infinite multiplicity. Our study of gess(A) is based on a convenient characterization of the
essential spectrum : a real number A\ belongs to oess(A) if and only if there exists a sequence
(Pr)nen € D(A) such that

| Pl =1, nh_}rgo |AD,, — A\D, ||z =0 and T}l_{{.lo(@n, U)y =0, VU € H,

which is called a Weyl sequence for A (or a singular sequence). The two first conditions actually
characterize any point of o(A), whereas the last one (weak convergence to 0) is specific t0 Tess(A).

We summarize below the main results of the paper about the various components of gegs(A).

First, the value A\ = A,, is an eigenvalue of infinite multiplicity of A (see Proposition 1.3).
The non-linear eigenvalue problem (1.3) does not make sense for this particular value, since py*
becomes infinite in /. We will see that this eigenvalue of A is actually an artifact of the augmented
formulation (see Remark 1.4).

The other components of gess(A) correspond to various unusual resonance phenomena. A bulk
resonance in the Drude material corresponds to the value A = 0, which is an accumulation point
of the discrete spectrum. A surface resonance at the interface ¥ between N and V corresponds
to the value A = A,,/2. Finally, a corner resonance at every vertex of the interface ¥ gives rise
to a continuous set in the essential spectrum. To make this set precise, we have to distinguish
between the inner vertices {C, € ¥; p = 1,..., P} located inside C and the boundary vertices
{B, € &; ¢ =1,...,Q} located on the boundary dC (see Figure 1.1). On the one hand, for
an inner vertex (), the corner resonance is observed in two intervals which are symmetric with
respect to Ay /2 :

A A «
—IreR L P LY 1.1
A {/\e 0 < [\ 5 5 7r} (1.18)
A o A A, A «
_ | Am 1_1_1’) Am mm<1 ‘1_1’)
]2( ’ T ’2[U]2’2 A A

where o, € (0,27) \ {m} denotes the angle of the Drude sector as shown in Figure 1.1. We see
that if «, is close to 0 or 27 (which means that the corner is sharp either in A or in V), this
set fills almost 0, Ap[\{Am/2}, whereas if «, is close to =, this set concentrates near A,,/2 (it
becomes empty if oy, = 7, i.e., no corner). On the other hand, for a boundary vertex By, the
corner resonance is observed in only one interval defined by

A 2 A 2
7, ::1m min <1,6q> , — max( 7@;)[7 (1.19)
2 Yo ) 2 Yq

where the angles §,,7, € (0,27) are defined in Figure 1.1. As above, if 3,/v, is close to 0
(respectively, to 1), this set fills almost |0, Ay, /2] (respectively Ay /2, Am[), whereas if 5,/7, is
close to 1/2, this set concentrates near A,,/2 and becomes empty if 3, = 7,/2.

The main result of this paper is the following theorem whose proof is the subject of the next
section (in particular section 1.3.6).

Théoréme 1.2. Suppose that N # 0 and V # 0. Then the essential spectrum oess(A) C o(A) C
[0,+00) of A is given by

UCSS(A>:{O,Am/2,Am} U U 717 U U z

p=1,P =1,Q
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FIGURE 1.3 — Examples of cavities leading to an essential spectrum which is symmetric with
respect to A, /2. Each column shows two different cavities leading to the same essential spectrum
represented by dots and a thick line on the A-axis.

Moreover the eigenvalues of the discrete spectrum ogisc(A) accumulate at 0 and +oc.

Figures 1.3 and 1.4 show various examples which illustrate this theorem.

In Figure 1.3, each cavity has an essential spectrum which is symmetric with respect to A, /2.
This clearly holds if there is no boundary vertex B, (that is, if ¥ NdC = (), since the sets J, are
symmetric. This is shown in the left column where we notice that the essential spectrum remains
unchanged if we interchange both media, since 7, is unchanged if o, is replaced by 27 — oy,. The
middle column highlights the fact that Z, = 0 if 8, = v,/2, that is, if the angles of both Drude
and vacuum sectors at a boundary vertex B, are equal. Finally, the right column illustrates the
fact that Z, is equal to one of the two intervals which compose J, if 23,/v, = o, /7. Hence, two
very different cavities may have the same essential spectrum.

Figure 1.4 shows examples of cavities leading to an essential spectrum which is no longer
symmetric with respect to A, /2. We notice that if we interchange both media, the new essential
spectrum is simply deduced from the initial one by a symmetry with respect to A, /2, which holds
true for all cavities considered here.

1.3 Exploration of the spectrum

1.3.1 Preliminaries

We first consider the two particular values A = 0 and A = A,,, which are poles of 5/{ and
(11A) ! respectively (see (1.1)). The following proposition tells us that 0 is not an eigenvalue of
A, whereas A, is an eigenvalue of infinite multiplicity of A.

Proposition 1.3. We have Ker A = {0} and Ker(A — Apl) = Hoo @ Ho where Hoo := {(0, u) €

H; divu =0 in N and u-n =0 on E} is of infinite dimension whereas Hy is a finite dimensional
subspace of H.
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FIGURE 1.4 — Examples of cavities leading to an essential spectrum which is not symmetric with
respect to A, /2. In each column, the domains filled by the Drude material and vacuum are
interchanged.

Proof : Suppose that (p,u) € Ker A, which means that (¢, u) € D(A) satisfies (1.8a) and (1.8b)
with A = 0. Equation (1.8b) shows that u = —R grad ¢, so that (1.8a) becomes

div(1y grad ) = Aclye in C.
€oto

The left-hand side of this equation vanishes in N, therefore ¢ = 0 in N, which implies that
u = 0. Moreover, this equation shows that Ay = 0 in V. The trace of ¢ vanishes on 9V N dC
(since p € Hj(C)) as well as on X (since ¢ is continuous across X, see (1.4¢)), which implies that
¢ =0 in V. We conclude that (p,u) = (0,0).

Suppose now that (¢, u) € Ker(A — A, I), which means that (p,u) € D(A) satisfies (1.8a) and
(1.8b) with A = A,,, that is,

-1
Eolto
Regradp =0 in N,

div{grad p + R*u} + (Iy Ae —Am) =0 inC,

The latter equation implies that ¢ is constant in A/. Assuming for simplicity that ON N IC # 0,
this constant must vanish (since p|gec = 0), so the former equation shows on the one hand that
oy = |y is a solution in H}(V) to

—Apy —eoptoAmpy =0 in V,

and on the other hand that w satisfies

divu=0in N/ and u-n:% on X.
on
If egpoAn is not an eigenvalue of the Dirichlet Laplacian in V, we conclude that ¢y, = 0.
This shows that Ker(A — A,,l) coincide in this case with the subspace H., defined in the
proposition, whose dimension is clearly infinite since it contains all pairs (0, curlyp 1)) where
Y € HY(N) satisfies ¢|s, = 0 (here, curlyp denotes the two-dimensional curl of a scalar func-

tion, i.e., curlyp ¢ := (¢ /0y, —0¢/0x)).
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But if by chance, equgAy, is an eigenvalue of the Dirichlet Laplacian in V), then ¢y can be
any associated eigenfunction, which yields element (¢, u) € Ker(A — A,I) with ¢ # 0. Hence
in this case, Ker(A — A,,I) does not reduce to H.,, but the orthogonal complement of H,, in
Ker(A — A,I) has necessarily a finite dimension since the eigenvalues of the Dirichlet Laplacian
have a finite multiplicity.

The above arguments are easily adapted if ON N OC = 0. O

Remark 1.4. The above proposition shows that the fact that A,, belongs to the essential spectrum
of A is related to the infinite dimensional subspace Ho,. The eigenfunctions (p,u) of this subspace
are such that ¢ = 0. Hence these states cannot be revealed by the nonlinear eigenvalue problem
(1.3). This is why Ay, can be seen as an artifact of the augmented formulation (1.9).

1.3.2 Bulk resonance in the Drude material

As mentioned in section 1.2.3, each point of the essential spectrum of A (except A,,) is related
to an unusual resonance phenomenon. The case of A = 0 is related to the existence at low
frequencies of highly oscillating vibrations which are confined in the Drude material. Assuming
9V NAC # ) (which is not necessary in Proposition 1.5 below), this can be understood intuitively
from (1.4a)-(1.4d) by first noticing that in the second transmission condition of (1.4c), 1/puy
tends to 0 when A tends to 0, which shows that on the vacuum side, the normal derivative of ¢
must be small. Hence, in the vacuum, ¢ is close to a solution to the Helmholtz equation (1.4b)
which vanishes on 9V N 9C and such that d¢p/0n = 0 on 3. The eigenvalues A\ of this problem
are positive (thanks to the assumption 9V N AC # (), so the only possible solution for small \ is
¢ly = 0, which means that ¢ is confined in N. Besides, we have seen in section 1.2.1 that in a
cavity which only contains a Drude material, eigenvalues accumulate at 0. This gives the idea of
the construction of a Weyl sequence for A = 0.

Consider a sequence (¢) of eigenfunctions of the Dirichlet Laplacian in N, i.e., a sequence
of nonzero solutions ¢ € HY}(N) to —AgY = N\ ¢V, where (),) is the sequence of associated
eigenvalues, which tends to +o00. The idea is simply to extend gpj}f by 0 in V and introduce the
corresponding auxiliary unknown defined by (1.7) with A = 0.

Proposition 1.5. Let ®,, := (¢n, u,) where o, := R*go{lv and u, := —R grad ¢,,. Then ®,/||®,||x
is a Weyl sequence for A = 0.

Proof : As ¢V € HYN), we have grad(R*¢Y) = R*grad ¢, so ¢, € H)C) and u, =
—grad ¢’ € L*(N). Moreover, div(grad ¢, + R*u,) = 0, which shows that ®, € D(A) (see
(1.12)).

Besides, from the definition (1.10) of A, we see that A®,, = (1yAc ¢y, 0), so

1A®all2 _ lleN llzeon _ N lleon 1
[Pnllze ™ Nunllzeony  lgrad @ llzony VA

where the last equality follows from the definition of . As )\, — +o0, we deduce that 0 is in
the spectrum of operator A.
It is not necessary here to check the weak convergence to 0 of ®,,/||®,,||3. Indeed, Proposition
1.3 tells us that 0 is not an eigenvalue of A, so it belongs necessarily to its essential spectrum. [J
We show in the next subsections that the other components of the essential spectrum of A
are located outside a vicinity of 0. In other words, 0 is an isolated point of oeg(A). Therefore, as
it is not an eigenvalue, 0 is an accumulation point of cgisc(A), as in the case V = () mentioned in
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vacuum NIM

F1GURE 1.5 — Cartesian coordinates near a point of the interface ¥.

section 1.2.1. The following proposition confirms the initial intuitive assertion of this subsection :
the eigenfunctions associated to eigenvalues close to 0 are actually confined in the Drude material.

Proposition 1.6. Assume that OV NOC # 0. Let ()\j)jen be a sequence of ogisc(A) which tends
to 0 and ®; = (pj,u;) a sequence of associated eigenvectors chosen such that ||®;||y = 1. Then
the restrictions |y tend to 0 in H*(V).

Proof : In section 1.2.2, we have seen that the linear eigenvalue equation A®; = \; ®; is
equivalent to the initial nonlinear one

1
div < grad g0j> +Ajen ;=0 inC,
10y

together with u; = Ay, (A\; — Ap) ™! R grad ;. Using Green’s formula, we deduce from the above
equation that

1
— Jerad v;]> — N ey '2>dx:O.
/C(Mj!g ©;1° = Ajen, o5

Splitting the integral in two parts on V and N and gathering the terms with same sign yields
1 / 2 N 2 1 2 2
grad p;|“dz + A, |e) / |“dr = / grad p;|"dz + A e / |° de.
10 V| il il AJ| N,|90J| |/j/)}/]’| N| @il j €0 V|‘P]|

The right-hand side of this equality tends to 0, for both integrals are bounded (since ||®;]/% = 1)
and both factors 1/ ,uﬁg and \; tend to 0. Therefore the left-hand side also tends to 0, which implies
that grad ¢;|y — 0 in L?(V). Thanks to the assumption 9V N IC # 0, Poincaré’s inequality then
shows that ¢,y tend to 0 in H'(V). O

1.3.3 Surface resonance at the interface between both media

We prove now that A = A, /2 also belongs to the essential spectrum. This value corresponds
to the case where 1\ = — i, that is, the critical value —1 of the contrast 1)’ /o, which is known
to lead to an ill-posed time-harmonic problem (see the references quoted in the introduction). As
shown below, it is related to the existence of highly oscillating vibrations that can be localized
near any point of the interface > except the vertices. We first show how such surface waves can
be derived from our initial equation (1.3).

Surface waves

Consider the case of a rectilinear interface between two half-planes. Choose a Cartesian co-
ordinate system (O, x1,23) so that the half-plane z; > 0 is filled by our NIM, whereas z; < 0
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contains vacuum (see Figure 1.5). Consider then the equation

1
div ( grad ¢> =0, (1.20)
KA /2

which is deduced from (1.3) with A = A,,,/2 by removing the term A €, ¢ (as shown in the following,
this term acts as a “small” perturbation for highly oscillating solutions). It is readily seen that
for any k > 0, the function exp(ik(zy + i|z1]) is a solution to (1.20). It represents a surface wave
which propagates in the direction of the interface and decreases exponentially as z; — 4+o00. Any

superposition of such surface waves (for various k) is still solution to (1.20). In particular, for a
given f € D(R™), the function ¢ defined by

Y(x) = (1, 22) 1= / f(k) ei*@tilen) qp

is a solution to (1.20), as well as

1 kY . .
Un(x) == (nxy, nas) :/ —f () etb@Hilzl) gk for n > 1.
R

tn n

Remark 1.7. By successive integrations par parts, we see that ¥(x) = o(|xz|™?) for allp € N

as |x| := /a2 + 23 goes to +oo, and the same holds for the first-order partial derivatives of v
(note that O /0xy is discontinuous across 1 = 0). This shows in particular that 1 € H'(R?).
Hence 1) represents vibrations which are localized in a bounded region near the interface, whereas
b becomes more and more confined near O as n increases. Notice that ¢ (as well as 1) is
symmetric with respect to 1 = 0, that is, ¥(—x1, x2) = Y(x1, 23).

A Weyl sequence

Returning to our cavity, we are now able to construct a Weyl sequence for A = A, /2. Suppose
that the center O of our coordinate system (O, z1,x3) is a given point of the interface 3 different
from the vertices and that the x; and xs-axes are chosen such that our medium is described by
Figure 1.5 in a vicinity of O. More precisely, this means that one can choose a given small enough
R > 0 such that B € C, NN B C {1 > 0} and VN Br C {21 < 0}, where we have denoted
Bg :={x € R?% |z| < R} the ball of radius R centered at O. Let us then define

n =1 x and u,:=—-2Rgradg,, (1.21)

where x € D(R?) is a cutoff function which vanishes outside Bp, is equal to 1 in some ball Bg,
with 0 < R; < R and is symmetric with respect to x; = 0, that is, x(—x1,x2) = x(21,x2). Note
that the above definition of w,, follows from (1.7) with A = A, /2.

Proposition 1.8. Let ®,, := (¢y, u,) defined by (1.21). Then ®,,/||P,||% is a Weyl sequence for
A= Ay/2.

Proof : (i) Let us first prove that ®,, € D(A). It is clear that 1, is a C*° function in both half-
planes +z; > 0 and is continuous at the interface z; = 0. Hence ,, € HJ(C) (since x = 0 on 9C),
which implies that u,, € L*(N)?. It remains to check that div(grad ¢, +R*u,) = — div(s; grad ¢,,)
belongs to L?(C), where s; denotes the sign function s;(xy, 72) := sgnz;. As ¢, is smooth on both
sides of the interface, this amounts to proving that s; dg, /0x; is continuous across the interface.

We have
Opn _  Ox n Oy,
8:1:1 o 81'1 a$1 X
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As x € D(R?) is symmetric with respect to x; = 0, its partial derivative 9x/dz; vanishes on the
interface. On the other hand, 1, is continuous but not differentiable on the interface. However it
is symmetric with respect to 1 = 0, so that s; 9, /Jz; is continuous across the interface, which
yields the desired result.

(ii) We prove now that ||A®,, — (An/2) ®nll% /|| Pnll% tends to 0 as n — oco. First, using the
fact that 1), is solution to (1.20) where p,, /2 = —51 f1o, we infer that

A
An o1 ( . ) ~ Am
X — 2grad ¢, - grad x + ¥, Ax | + [ LyAe - Un X

= | €oko
0
As grad x and Ay vanish outside Br \ Bg,, we deduce
A
‘Aq)” 9 ”¢”’ H'(BR\Bg,) H¢” L2(Bg)’

Both terms of the right-hand side tend to 0 as n — oo, which follows from the fact that 1 € H'(R?)
(see Remark 1.7). Indeed, by a simple change of variable nz +— z, we have on the one hand,

1

2 2
[0l gy = [, Wetm)Pde = [ )P e < e 0 a22)
and on the other hand, for j =1, 2,
Oy 2 o ||
H v - / (@) de< |2 ~ 0. (1.23)
al‘] LQ BR\BR nR\Ban 81'] 8«7;‘7 LZ(RZ\Ban)
It remains to check that ||®, || = 1. First notice that
Ion My,
O P e TR e e < T
il 19l “ilzz v
As x =1 1in Bpg, and x = 0 outside Bg, we infer that
M, Ix
e T - T
2(Bf,) “llz By

where we have denoted Bf :== B NN. We know from (1.22) that [|1,|/12(p,) tends to 0, thus so
does [|1)n]| ;2 (8- Moreover, similarly as in (1.23), we have

Hawn / 0 oy ||
B+

— >0 .
(9:1:1 nR, 8951( ) (‘3:1:1 asm = oo

dm—)’

L2(Bf; ) L2(R+xR)

We conclude that ||®,[|4 2 1 for large enough n, so ||A®, — (Awn/2) Ppll% / || Pnll3 tends to 0 as
n — 0o.

(iii) Lastly, we prove that ®, converges weakly to 0 as n — oo (so the same holds true for
D, /||®,||% since ||®,|l% = 1). For any given @' := (¢’,u’) € D(C) x D(N)?, we have

< / (’w(nx)‘ + n‘ grad @Z)(nz)’) dz.
Br
So, using again the change of variable nz — x, we deduce that

N /BnR <732 ‘w(a:)‘ + ib ‘ grad ¢(:U)D dx

As (x) = o(|x|™?) and grady(z) = o(|z|7P) for all p € N as |z| — +oo (see Remark 1.7), we
infer that ¢» and both components of grad ¢ belong to L!(R?). The conclusion follows. O

‘((I)n7 (I)/)H

(q)m (I)/)H
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FIGURE 1.6 — Polar coordinates near an inner vertex C, (left) and near a boundary vertex B,
(right).

1.3.4 Corner resonance at an inner vertex

It remains to deal with the intervals of essential spectrum J, and Z, defined in section 1.2.3,
associated respectively with the inner and boundary vertices of the interface ¥ between A and
V. In this subsection, we consider the case of an inner vertex C, near which the NIM fills a sector
of angle oy, € (0,2m) (see Figure 1.1). The next subsection is devoted to boundary vertices.

Black hole waves

The part of the essential spectrum that we study here is related to the existence of highly
oscillating vibrations localized near C,, which have been interpreted as a “black hole” phenomenon
n [11]. We first recall the construction of the so-called black hole waves, first introduced in [21].
As in section 1.3.3, we are interested in solutions to

div(py* gradvy) = 0 in the whole plane R?, (1.24)

but instead of a plane interface, we suppose now that the two sectors of NIM and vacuum defined
near C,, are extended up to infinity. More precisely, by choosing polar coordinates (r,0) € Rt x
(—m, 47| centered at C, and such that the Drude sector corresponds to |0| < a,/2 (see Figure 1.6,
left), this equation writes equivalently as

o (w9 (Lo _,
"ar \"ar ) "M e\ o0 ) T
where iy = p1x(0) is defined by px(0) = pd if |0] < a,/2 and px(0) = po if |0] > a,/2. In this

situation, we can use the technique of separation of variables (which would have not been possible
without removing the term Aey ¢ in (1.3)), which yields

Ua(r,0) = '™ ma(6), (1.25)
where 7, is a complex parameter and the angular modulation m) is a 27-periodic solution to

d 1 dm)\ .

It is easily seen that this equation admits a non-trivial solution if and only if 1, satisfies the
dispersion equation

. 2
sinh (77,\(7r - ap)) TN ’ L po+ i A= Aw/2
_ =|—% where v = . (1.27)
sinh (7, 7) fo — 1} fo — 11} Aw/2
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FIGURE 1.7 — For a, = 7/4, representation of the real part of the black hole wave " m, (6) for
A = An/4 (left, my given by (1.28)) and A = 3A,,/4 (right, m, given by (1.29)).

We are actually interested in real solutions 7, of this equation. Indeed, in this case, the ra-
dial behavior " = exp(iny logr) of 1, has a constant amplitude and is increasingly oscillating
as r goes to 0. Because of these oscillations, grad, is not square-integrable near C, (indeed
|0 (r,8)/0r| = r~1). From a physical point of view, this means that any vicinity of C), contains
an infinite energy. In fact, v, represents a wave which propagates towards the corner and whose
energy accumulates near this corner, which explains its interpretation as a black hole wave.

Without loss of generality, we can restrict ourselves to positive n,. Noticing that the function
(0,+00) 51— ‘Sinh (77(7T - ap))/sinh(mr)‘ is strictly decreasing with range (0, |1 — o, /7|), we
infer that (1.27) has a unique solution 7, € (0, +oc0) if and only if

A,
0< <‘1—ap
2 T

9

Ao A
2

which leads to the definition (1.18) of 7,. Moreover, when X varies in one of the two intervals which
compose J,, the solution 7, ranges from +oo (as A = Ay, /2) to 0 (as A = {1x |1 —a,/7|} Aw/2).

For a given A\ € J,, the expression of the corresponding solution my to (1.26) depends on the
respective signs of the quantities inside both squared terms in (1.27). Two situations occur. On
the one hand, if (o, < m and A < A,,/2) or (o, > m and A > A,;,/2), then the angular modulation
my is given (up to a complex factor) by

_sinh(mf) if o] < %
sinh(may/2) ol < 5

mx(0) := sgn(f) sinh (m(w — |€D) £ 10] > a, (1.28)
sinh (m(ﬂ - ap/Z)) 2

On the other hand, if (o, < 7 and A > A,,/2) or (o, > 7 and A < A,,/2), then

h
_cosh(mf) if 9] < 22,
cosh(nra,/2) 2
m(0) = cosh (m(ﬂ - |‘9|)> if 0] > ap (1.29)
5

cosh (77,\(7T - ap/2)>

These formulas are illustrated by Figure 1.7 which represents the associated black hole wave
defined by (1.25) in two particular cases that correspond to the same 7. Both figures are very
similar : both represent surface waves which propagate along the interfaces and concentrate near
the vertex. The main difference is the symmetry or skew-symmetry with respect to the symmetry
axis of the corner.
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Weyl sequences

Black hole waves are the basic ingredients for the construction of Weyl sequences here. As
mentioned above, the gradient of ¢, is not square-integrable near C),, because of its increasingly
oscillating behavior. Hence, a natural idea for a Weyl sequence is to truncate ¢, using a sequence
of cutoff functions whose supports get closer and closer to C,. As shown at the end of this
subsection, this is a bad idea! A proper idea to define a Weyl sequence for a given A\, € J,
consists in considering continuous superpositions of the black hole waves 1, choosing smooth
densities of superposition with increasingly small supports near A,. Such superpositions regularize
the behavior of the black hole waves near the corner (thanks to the smoothness of the densities)
and resemble more and more 1, (thanks to the increasingly small supports).

From a practical point of view, it is actually more convenient to consider superpositions with
respect to the variable n (instead of \) near 7, := n,, € (0,+00). This leads to introduce the
inverse function n — A(n) of A — 0, considered in the half part of 7, which contain our given
A«. We deduce from (1.27) that this function is given by

Aln) = A (1 + sgn (A* - Am) n .(77 I~ %D) , V€ (0,+00).

2 2 sinh(n )

Then, for all integer n > 1, we define

Bui= [ fal)indy and
(Zjn> =X (:j") where (1.30)
" " wi= [ iRgrad Uago) A,

where x and f,, are chosen as follows. First choose some R > 0 such that A'N Br and V N By
are contained respectively in the sectors |0| < a,/2 and || > «,,/2. On the one hand, x € D(R?)
is a cutoff function with support in the ball By of radius R centered at C), and equal to 1 in Bpg,
for some Ry € (0, R). On the other hand, for a given function f € D(R) with support contained
n (—n., +n.) and such that [; f(n)dn = 1, we define f,(n) := nf(n(n - 77*)) for all n > 1 (it is
an easy exercise to prove that f, tends to the Dirac measure at 7, in the distributional sense).
Note finally that, as in section 1.3.3, the above definition of 4, follows from that of ¢,, using (1.7)
inside the integral.

Proposition 1.9. Let ®,, := (v, u,) defined by (1.30). Then @, /||P,||x is a Weyl sequence for
A € Tp.

Proof: (i) Let us first examine some general properties of ¢,, and 4, in particular their behavior
near the vertex. Using the change of variables & = n(n — n,), we have

Bl 0)] = | [ £ 70 1 (6) €] S 1. (1.31)

since the sequence of functions (§,6) +— my, 1¢/n(f) is uniformly bounded. Setting g¢,(&,6) =
J(&) My, +¢/n(0) and integrating by parts yields

n rin- gy
ilogr Jr 0¢

|Pn(r, 0)| =

i&/n
S e.6)r df‘ S oo

which shows that unlike vy, each function ¢,, tends to 0 as r — 0.
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Similar arguments can be used for both components of grad ¢, and u,. The only change is
the appearance of a factor r—!. We obtain on the one hand

1 1
lgrad @, (1, 0)| S~ and  [d,(r,0)] < -, (1.32)
r r
and on the other hand
n n
d 0 d n(r, 0 1.33
|gra (pn(T )| |10g7"| an |u (T )| T|lOgT| ( )

(ii) We check now that ®, € D(A). First, (1.31) shows that @, € L*(C) and ||@,]|2(c) is
bounded, so the same holds true for ,. Then, as 7~ !|logr|~2 is integrable near r = 0, (1.33)
shows that grad ¢, € L*(C)? and @, € L*(N)?, so ¢, € H}(C) (since y vanishes near dC) and
u, € L*(N)2. Tt remains to check that div(grad ¢,, + R*u,) € L*(C). We have

div(grad ,, + R*u,) = x div(grad ¢,, + R*@,) + grad x - (2 grad @, + R*ﬂn> + (Ax) @

The first term of the right-hand side writes as

x div(grad @, + R*a,) = x / fu(n) div ( Ho
R

HX(n)

grad w)\(n)> d777

which vanishes since 1y, satisfies (1.24). Both remaining terms belong to L*(C), for ¢,,, grad @,
and R*t, are square integrable in C, which yields the desired result. Moreover, we can notice that
these terms are bounded in L?(C), which follows from (1.31) and (1.32) and the fact that grad x
and Ax vanish near C,. Hence div(grad ¢, + R*u,) is bounded in L*(C).

(iii) Let us prove that A®, — A\, ®,, is bounded in H. We have

—— div{grad v, + R*u,} + (IyAe — A ”
A, A, — | 2oV ETAAY b+ (v )¢ .
A Rgrad ¢, + (Am — /\*) U

The first component is bounded in L?(C) since we have just seen that div(grad , + R*u,) and
¢, are bounded in L?*(C). The second component can be split as

A (Rgradx) @n + x (Am R grad @, + (Am — A) i ).

The first term is clearly bounded in L?(N')? (by (1.31)) and the second writes as x A, I, where

/ fu(n 7Rgradw,\

m

We can use the same arguments as in (i) to study this integral, noticing that

An) = A
m =m—n) 1)

where 7 € C®(R") (since A € C®°(R™), A(n.) = A« and A(n) — Ay, never vanishes). Using the
change of variables £ = n(n — 7.), the integral becomes

L= [ £(8) 2 701 +&/m) R grad vy re/m de.
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Compared with the case of grad ¢, and @, considered in (i), the only change lies in the factor
n~'. Hence, instead of (1.33), an integration by parts shows that |I,,(r,0)| < r~'|logr|™t, which
implies that I, is bounded in L?(N')? and yields the conclusion.

(iv) It remains to prove that ||®,||3 tends to oo as n — oo. First notice that ||®,|x =
|ty - €r]| 2(nry, Where e, is the unit local basis vector in the radial direction. For all r € (0, R,)
and 0 € (—m, +m|, we have x(r,0) = 1, so

iAm M\ (n) (Q)

U, - €-(r,0) ( 5 9> rémd¢  where g(n,0) :=
By the Lebesgue dominated convergence theorem, we see that the above integral tends to g(7., 6)
as n — oo (recall that we have chosen f such that [; f(£)d¢ = 1). In order to estimate the rate
of convergence, define

/f ( §9> i de — g(n., 0),

which can be rewritten as the sum

/Rf(é’) (g (m + ie) — g(m,@)) e e + g(n,, 0) /Rf(f) (riﬁ/" — 1) de.

On the one hand, we deduce from the differentiability of A(n) and m,, with respect to 7 that
lg(ne + &/n,0) — g(n.,0)] < 1/n (uniformly with respect to € in the support of f and 6 €
(=7, +7]). On the other hand, we have |r'¢/" — 1] < |logr|/n (since | — 1| < |z| for all x € R).
As a consequence, |D,(r,0)| < (14 |logr|)/n. Assuming for simplicity that Ry < 1 (so that
|logr| > |log Ry| > 0 for all » € (0, Ry)), this shows that there exists a constant C' > 0 such that
rin | log 7|

. gn., ) <C pm Vr e (0,Ry), V0 € (—m,+].

Up, - (1, 0) —

Therefore, by the triangle inequality (squared), we infer that

2o 190 \10gr|2’
- 2r2 n?r?

[up - e,.(r,0)] Vr e (0,Ry), V0 € (—m, +].

As ¢g(0,n*) is not zero everywhere in (—m, ), one can find an interval (61,6,) C (—m,7) and
a constant gmi, > 0 such that [g(6,m*)] > gmin for all 6 € (61,6,). Hence, for any s > 0 and

n > ng = max {1,5‘1] log Rll}, we have

R (g2, logr|?\ d
Up * Ep 22 Z (92—91 Fnin —02 ’ 0g7“| l
L2(N) .

—sn \ 2 n? r

Notice that |logr|/n < s in the interval of integration. So, choosing s = gmin/(2C), we infer that
for all n > ng,

Ri 2. d
Up - e |[P2inn > (05 — 64 Min>lo,g.>;R1+3n.
L) e—sn 4 r =~

To sum up, we have proved that ||®,]|3 = /n for large enough n. Together with (iii), this shows
that [|[(A®, — A\e®,||3/||Pn]|2 tends to 0, which means that A, belongs to the spectrum of A.
To conclude, we do not need to check the weak convergence to 0 of ®,,/||®,|3. Indeed we
know now that any point of 7, belongs to o(A). Hence it is an accumulation point of o(A), so it
belongs to gess(A). O
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A natural but bad idea

At first glance, the above construction of a Weyl sequence for a given A € J, may seem
complicated and one can legitimately wonder if there is no simpler way to deduce a Weyl sequence
from the black hole waves. In particular, a natural idea (applied in [26] for the Neumann-Poincaré
operator) is to truncate ¢, closer and closer to C,, by setting for instance ®,, := (¢, u,) with

(@) = xn(lz]) Ya(z) and  un(2) := xn(|2]) R grad ¢x(z).

A=A
where (Xn)nen € D(RT) is a sequence of radial real-valued functions such that y,(r) = 0 if
r < 1/n orr > R, whereas x,(r) = 1if 2/n < r < R/2 (where R is chosen as in (1.30)). It is
easy to see that @, € D(A) for all n € N. But ®,,/||®,,||3 is not a Weyl sequence for A. Indeed the

ratio ||A®,, — A D, ||3/||®n||% does not tend to 0 as n — oo. To see this, notice that [y (r,0)] <1
and |grad ¢, (r,0)| < r~! in Bg, which shows on the one hand that

Xn (T B |xn(r
2 5 [P rar [F R0 g ¢ bR

On the other hand, using the fact that 0y, /0r = iny 1\ /r, we obtain

—Axn N Lo\ X,
InvAe = AN )xnp —iq— |1+ — | =
Ad, -\, = <{ Eolho +( N )X } 1{ffouo ( +M>\ r 2

AR (¥ grad x,)

Noticing that both terms in braces in the first component are real and |, (r,8)| = |mx(0)|, we
deduce that

R / 2
||A<1>n—mn||%z/ b4
0 r

R R 2
||<I> H?—l U
The right-hand side cannot tend to 0. Otherwise it would contradict the inequality

As a consequence

[t g, B TRGOIR

r 4 r

which follows from the expression x,(r) = [y /s (X;L(S) /+/s) ds and Cauchy—Schwarz inequality.

1.3.5 Corner resonance at a boundary vertex

The construction of Weyl sequences associated to a boundary vertex B, is exactly the same
as for inner vertices. The only difference lies in the expression of the black hole wave 1. As
in section 1.3.4, this function is still solution to (1.24), but instead of the whole plane R? we
consider now an infinite sector of angle 7, divided in two sub-sectors of angles 3, and v, — f,
filled respectively by our NIM and vacuum (see Figure 1.6, right). Moreover ¢, must vanish on
the boundary of the sector of angle 7,. Using polar coordinates as shown in Figure 1.6, separation
of variables yields again 1, (r,0) = "™ m,(#), where n, € C and m, is a solution to (1.26) in
(0,7,) which satisfies the boundary conditions m(0) = mx(7y,) = 0. One can readily check that
this equation admits a non-trivial solution if and only if 1, satisfies the dispersion equation

" tanh(nyG,) + po tanh (77,\( ﬁq)) = 0. (1.34)
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Again we are only interested in positive real solutions 7, to this equation. By a simple monotonicity
argument, we see that it admits a unique solution if and only if A belongs to the interval Z, defined
in (1.19). In this case, we conclude that the angular modulation of the black hole wave is given
(up to a complex factor) by

Sinh(n/\ﬁq) B
m,\(Q) = sinh (n,\(vq — 9)) 5 <0<
q q-

sinh (m(*yq — ﬁq))

We can remark that this expression can be deduced from (1.28) by a simple angular dilation
which consists in replacing simultaneously in (1.26) 6 by 6 7/v, and 7, by 7, 7,/7 and choosing
a, = 20, m/7,. Actually, the same angular dilation also connects the dispersion equation (1.27)
with (1.34), since the latter can be written equivalently

sinh (m(yq — 25,1)) kot N
sinh (117, po — 4

This remark is related to the comment made about the examples of cavities shown in the right
column of fig. 1.3.

Thanks to this new black hole wave adapted to a boundary vertex B,, we can reuse the
definition (1.30) of (¢n,u,) and follow exactly the same lines as in the proof of Proposition 1.9,
which yields :

Proposition 1.10. Let &, := (p,,u,) defined by (1.30) with the above definition of V¥(r,0) =
I my(0). Then @,/ Pl is a Weyl sequence for A, € 1.

1.3.6 Proof of Theorem 1.2

We can now collect the results of the preceding subsections. We have constructed Weyl se-
quences for A = 0 (Proposition 1.5), A = A,,/2 (Proposition 1.8), A € J, for p = 1,..., P
(Proposition 1.9) and A € Z, for ¢ = 1,...,Q (Proposition 1.10). Moreover, Proposition 1.3 tells
us that A = A, is an eigenvalue of infinite multiplicity. Hence all these points belongs to ges(A).
As the essential spectrum is closed, we have proved that

oan = {0,An/2, A} U U Jp U U T, C oes(A).

p=L1,P q=1,Q

It remains to check that there is no other point in ges(A), that is, oa D ess(A). To do this, we
use the following characterization of the complementary of the essential spectrum [46] : a point
A € R does not belong to gess(A) if and only if A — Al is a semi-Fredholm operator (i.e., its
range is closed and its kernel is finite dimensional) !. We thus have to check this property for all
A € R+ \ Tall-

1. On utilise abusivement le terme "semi-Fredholm". En effet, le terme "semi-Fredholm" regroupe habituellement
deux catégories d’opérateurs (voir définition 3.14 dans [46]). La premiére catégorie correspond aux opérateurs dits
semi-Fredholm de type +, notés F, dans [46], qui sont les opérateurs dont I'image est fermée et le noyau est
de dimension finie. La deuxiéme catégorie correspond aux opérateurs dits semi-Fredholm de type —, notés F_
dans [46], qui sont les opérateurs dont I'image est fermée et de codimension finie. Nous parlons ici d’opérateur
semi-Fredholm pour parler en réalité seulement des opérateurs semi-Fredholm de type +.
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This result is far from obvious. Fortunately, it can be easily deduced from an existing nearby
result proved in [13], which involves a functional framework that is slightly different from ours.
Keeping our notations, this paper studies the operator A : HJ(C) — H'(C) defined by Ap :=
—div(o grad ¢) where o is a bounded real-valued function such that |o(z)| > ¢ for almost every
x € C, for some constant ¢ > 0, and which is positive in V and negative in /. Here we are only
interested in the case where o is constant in both subdomains V and A/. Denoting by o < 0 and
oy > 0 these constants, we define the contrast between both media by x := o/oy. Theorem 4.3
of [13], proved by means of the so-called T-coercivity technique, provides sufficient conditions on
k for A to be a Fredholm operator, thus a fortiori a semi-Fredholm operator. These conditions
exclude a set of critical values of the contrast which always contains —1. This set is the union of
critical intervals associated to the vertices of the interface ¥ which are defined as follows. For an
inner vertex C,, the critical interval is

2m —
]C(Cp) = [_ppv _/01:1] where Pp = max{ X i ap} > 1,

)
2T — ay ay

whereas for a boundary vertex B, it is given by

K(B,) = [min {—1, %__Bqﬂq} , ax {—1, Vq_—ﬂqﬁq H .

For our model problem, the contrast is a function of A given by k) = (1—A,,/A)~! (see (1.1)), which
is negative for all A € (0,Ay,). Using (1.18) and (1.19), it is then readily seen that k) € K(C,)
if and only if A € J,, whereas ky € K(B,) if and only if A\ € Z,. As a consequence we know
that for all A € (0, A,,) which does not belong to the union of these closed intervals, the operator
¢ + div(uy ' grad o) considered from H{(C) to H~1(C) is Fredholm. Besides, the fact that it is
also Fredholm for all A\ > Ay, is a straightforward consequence of Lax—Milgram theorem which
actually shows that it is an isomorphism. Hence, by virtue of the compactness of the embedding
H}(C) C L*(C), the operator

Sy: Hy(C) — HY(C)
p —> —div (u;l gradgp) —dexp

is Fredholm, thus semi-Fredholm, for all A € Rt \ g,y.

This implies that A — Al is a semi-Fredholm operator for all A € R \ oy, Wthh follows from
two results proved in the Appendix where we introduce the operator Sy = g5 Sy (see (1.37)).
Indeed, the first implication of Lemma 1.11 tells us that Ran(A — \) is closed in A if Ran(S,) is
closed in H*(C), whereas (1.41) shows that Ker(A — \) is finite dimensional if Ker S, is so. This
concludes the proof of the equality ga; = Tess(A).

Finally, as regards the two accumulation points 0 and 400 of the discrete spectrum og;sc(4),
we have already justified in section 1.3.2 the case of 0. For +o00, recall that A is an unbounded
selfadjoint operator, so its spectrum is necessarily unbounded. We have proved that its essential
spectrum is contained in [0, Ay, hence there is a sequence of eigenvalues of ogis.(A) which tends
to +o00. This completes the proof of Theorem 1.2.

1.4 Conclusion

In this paper, we have explored in a simple academic situation the spectral effects of an
interface between vacuum and a negative-index material. Much more needs to be done to deal
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with more involved situations. In particular, it should be interesting to understand whether the
results obtained here extend to cavities with piecewise smooth (curved) boundaries. Besides,
instead of the Drude model studied here, one could consider a Lorentz model [50, 51], for which
negativity arises near a non-zero frequency : the Drude’s laws (1.1) are replaced by

Ae Am
eV =g (1—>\_)\> and i = po (1—>\_)\ ),

where A, Ao, Ay and A, are non-negative coefficients which characterize the medium. For ge-
neralized Lorentz material [73], e\ and p} express as finite sums of similar terms. The case of
dissipative media should also be studied (see [34] for an overview of the possible models). Fi-
nally, it seems necessary to tackle three-dimensional problems, for scalar and vector propagation
equations, in particular Maxwell’s equations. Works in these directions are in progress.

1.A Non-linear versus linear

In this appendix, we go back to the links between the initial non-linear eigenvalue problem (1.3)
and its linearized version (1.9) studied in the present paper, more precisely, the link between the
spectrum of the rational family of operators A — S, defined in (1.15)-(1.16) and that of operator A
defined in (1.10)-(1.12). We have seen in section 1.2.2 that their respective point spectra coincide.
But what can be said about the other components of their spectra? Such an issue comes within
spectral theory of block operator matrices [74] which explores in particular the relation between
the spectrum of a block operator matrix, here our operator A, and that of its Schur complement,
here the family S). Unfortunately, general results of this theory cannot apply here. This is mainly
due to the fact that the domain of Sy depends on A, which is related to the coupling between
both fields ¢ and v in the definition of the domain of A.

In order to make this difficulty clear, we first introduce bounded operators S, and A similar
to S, and A but acting in a different functional framework. In addition to the Hilbert space
H = L*(C) x L*(N)? defined in section 1.2.2, consider the Hilbert spaces

H' = H}C) x L*(N)? and H':= H () x L*(N)? (1.35)

which are dual to each other if H is identified with its own dual. Hence we have H' C H C H !
where both embeddings are continuous and dense. Moreover, the duality product between H!
and H ™! appears as an extension of the inner product (-,-)y given by (1.11) in the sense that
(X,Y)=(X,Y)y forall X € H and Y € H'. We then define the bounded block operator matrix

A:H — H L by

—1 —1
~ A B* —A+1yA. — divR"
A= (B C) = | Eolo N Eolo , (136)
A R grad Ay

where A : H}(C) = H'(C), B: H'(C) — L*(N)?, B*: L*(N)> = H!(C) and C : L*(N)* —
L?*(N)? are bounded operators (note that the fact that B and B* are adjoint to each other results
from the choice of the inner product (1.11)). The so-called Frobenius-Schur factorization provides
the link between A — )\ and its Schur complement

Sx:=A—-\A—B*(C—-)\"'B.
It can be written for all A in the resolvent set of C' as

A—Az’f}@,\f\ where
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(S, 0 _ I 0 -~ (I B*(C-)\""
DA'_<O C—A)’TA'_<((J—/\)1B I) andTA"(o I '

The same calculation as in section 1.2.2 shows that the Schur complement is given here by

€o

~ 1 1
S)\Sp = — (— div ( gradgp) — A&y go) , (1-37)
X

which appears as a bounded operator from Hj(C) to H '(C). The other term of the diagonal
block operator matrix Dy : H* - H~1is simply C' — XA = A, — \. Finally, for all A\ # A,,, the
triangular block operator matrix 7y is an automorphism of H! :

g I 0 . B A
Ty = (B)\ ]> where B, := o = Am_/\Rgrad,
whereas T, appears as an automorphism of H . Denoting B, := (Am — A)71B*, the above
Frobenius-Schur factorization can be rewritten
x © Sa@ + (Am — A) BA(Bagp + u) © 1
A— )\ = N ., VA#£ AL, V eH, 1.38
B0 (7) = Ty e ) v 139

from which we deduce in particular that

(A -\ <9"> _ (}f) = {u=—-Bpand v =Sip}. (1.39)

u

It is readily seen that the initial definitions (1.10)-(1.12) and (1.15)-(1.16) of A and S, can
now be reformulated equivalently as

AX =AX, VX eD(A)={XeH; AX eH} and
Sxp =coSap, Ve € D(S)) = {p € Hy(C); Sap € L*(C)}-

Note that (1.39) implies that

peDS)) = (_ gw) € D(A), (1.40)
as well as
¢ € Ker(Sy) = Ker(S,) <« ( ? ) € Ker(A — \) = Ker(A — \). (1.41)
—Byp

The latter equivalence is nothing but a condensed expression of the linearization process of sec-
tion 1.2.2, that is, the equality of the respective point spectra of A and Sy (see (1.17)). What
can be said about their respective essential spectra? First recall that for A, the various possible
definition of ge(A) coincide since A is selfadjoint [46, Theorem 1.6, p. 417]. This is no longer
true for Sy which is symmetric but not necessarily selfadjoint (see below). Following [74, §2.4],
define

Tess(Sy) 1= {)\ € C; S, is not Fredholm},

where we recall that Sy is said to be Fredholm if it is a closed operator whose range Ran(Sy,)
is closed and both nullity dim (Ker(S,\)) and deficiency dim (Lz(C) / Ran(S,\)) are finite. Hence
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relating the respective essential spectra of A and S, amounts to relating their respective Fred-
holmness. This is where the problem lies : we did not succeed in proving any such relation! The
difficulty arises from the fact that there is no Frobenius-Schur factorization connecting directly
A — X\ and S,. This is mainly due to the impossibility of relating all the elements of D(A) with
those of D(S,). Indeed (1.40) provides only a partial relation : many elements X = (¢, u) of D(A)
are such that ¢ ¢ D(S,). The difficulty is twofold. On the one hand, if S is Fredholm, we cannot
prove that Ran(A — A) is closed. As shown in Lemma 1.11 below, we need a stronger assumption,
namely that Ran(S,) is closed in H~'(C). On the other hand, if A — X is Fredholm, we can prove
that Ran(S,) is closed (this is the second implication of Lemma 1.11), but not that the operator
S, itself is closed !

Lemme 1.11. For all X\ # Ay, we have (i) = (ii) = (iii) where

(i):  Ran(S,) closed in H1(C),
(ii) :  Ran(A — \) closed in H,
(iii) :  Ran(Sy) closed in L*(C).

Proof : For the first implication, assume that Ran(g)\) is closed in H~*(C) and consider a
sequence (X,) € D(A)N such that Y, := (A — \)X,, converges in H to some Y. Denote X,, =
(P, Un), Yo = (¥, v,) and Y = (¢, v). As H is continuously embedded in H ™!, the convergence
Y,, — Y holds true a fortiori in H~', which means from (1.38) that

Sa@n + (Am — A) Ba(Bagn + un) = ¢ in HH(C),
(A — ) (B/\cpn +u,) = v in LA(N)2

As B, is continuous from L*(N)? to H~'(C), we deduce that Sxpn — b — Byv in H1(C). Hence
there exists ¢ € HL(C) such that Syp = ¢ — By, since Ran(SA) is closed. Setting X = (¢, )
with u := (Am — A)~'v — By, we have by construction (A — \)X =Y € H, so X € D(A) an
(A — M\ X =Y, which shows that Ran(A — \) is closed in H.

For the second implication, consider a sequence (,) € D(S »)Y such that 1, := Sy, converges
in L2(C) to some 1. Setting X, := (¢n, —Brgn), which belongs to D(A) by (1.40), we deduce

from (1.39) that
(A—NX, = (%f”) Y = (g) in H.

As Ran(A — \) is assumed closed in H, there exists X := (¢, u) € D(A) such that (A—\) X =Y.
Relation (1.39) then shows that u = —Bg and 1) = Syp. Hence ¢ € D(S,) and 1) = Syp, which
shows that Ran(S,) is closed in L?(C). O

To sum up, the present paper gives no information about the essential spectrum of Sy. There
are few results about this operator in the literature. A necessary and sufficient condition for Sy
to be selfadjoint was shown in [21] : it corresponds exactly to A ¢ 0es(A). Besides for some
geometric situations which exclude corner resonances, it is proved in [30, 66] that S, is selfadjoint
with compact resolvent for A ¢ {0, A,,/2}, whereas it is not closed but is essentially selfadjoint if
A = An/2 (the case A = 0 is not dealt with). This shows that {An,/2} C 0ess(Sy) C {0,An/2} in
these situations, which supports the natural conjecture that cess(Sy) = Tess(A) \ {Am}-

In view of the above discussion, one can legitimately wonder if the definition (1.15)-(1.16)
of the non-linear family of operators A — S, is well suited to tackle the spectral properties
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of the physical model studied here. Our feeling is that the nonlinear formulation hides some
essential features of the problem, which are unveiled in the linear formulation. One of these
features is energy conservation which seems no longer ensured since Sy is not selfadjoint for all \.
Actually a natural definition of energy for the linear model is ||(¢,u)||3,/2 (see (1.11)). It involves
||w||L2(ar2)2 which plays a crucial role in the construction of the Weyl sequences in section 1.3. This
contribution is hidden in the nonlinear formulation, which prevents us to deduce Weyl sequences
for Sy from those we have constructed for A. To our knowledge, the construction of Weyl sequences
for S, remains an open question.
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1.B Annexe : Lescas A,,=0et A\, =0

Dans tout ce chapitre on a supposé que la perméabilité u) et la permittivité e, étaient toutes
les deux décrites par le modele de Drude non dissipatif, c’est-a-dire que A, > 0 et A, > 0. On
peut donc se demander ce qu’il se passe si A, ou A, est nul.

Commencons par remarquer que le probleme augmenté n’a aucun sens si A, = 0, c¢’est pour-
quoi on ne peut parler que du probleme non linéaire dans ce cas-la.

On rappelle que si A, = A, = 0, cela correspond a avoir uniquement du vide dans la cavité
et le probleme non linéaire (1.3) devient

— Ap = gopo) p dans C
0 =0 sur OC,

ce qui revient a dire que gqpoA est valeur propre de I'opérateur —A" défini en (1.5). On a donc
un spectre purement discret qui consiste en une suite de valeurs propres qui tend vers I'infini.
De méme, si A, = 0 mais A, # 0, le probleme non linéaire (1.3) devient

1

Eolto
p=0 sur OC.

Ap 4+ Ly Aep = A\p dans C

Dans ce cas, le spectre du probleme ne peut évidemment plus se déduire de celui du laplacien de
Dirichlet. Mais on peut encore affirmer que celui-ci est purement discret et formé d’une suite de
valeurs propres qui tend vers +oo. On vérifie en effet tres facilement que 'opérateur A défini par

Ap = —EOLOA@ + 1y Ao, Vi € D(A) := {p € Hy(C); Ap € L*(C)}
est un opérateur auto-adjoint, positif, a résolvante compacte.

Intéressons-nous a présent au cas ou A, # 0 et A, = 0. Dans ce cas-la, on peut bien s’intéresser
au spectre du probleme augmenté, et les suites singulieres construites dans les cas des résonances
surfacique et de coin restent les mémes. En effet, les calculs faits dans les sections 1.3.3, 1.3.4 et
1.3.5 restent valables en prenant A, = 0. En revanche, la résonance volumique avec accumula-
tion en 0 change. Pour le voir, on peut commencer par regarder le cas d'une cavité uniquement
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composée de matériau négatif. Comme montré en sous-section 1.2.1, A est solution de (1.3) si et
seulement si f(\) := Aeypy est valeur propre de —AY. Mais si A, = 0, on a f(\) = gopo(A — Aw),
quantité qui ne tend pas vers +oo lorsque A tend vers 0. On perd donc 'accumulation des va-
leurs propres en 0. Cependant, on peut montrer que 0 est toujours dans le spectre essentiel de
Iopérateur A :

Proposition 1.12. Si A, =0 et Ay, # 0, 0 est valeur propre de multiplicité infinie de l’opérateur
A.

Proof :  Soit (p,u) € D(A). Alors (¢, u) € Ker(A) si et seulement si

div(gradp + R*u) =0
Rgrady +u =0,

c’est-a-dire, en injectant la deuxieme ligne dans la premiere, si et seulement si

div(1ly gradyp) =0
Rgrady +u =0,

Ainsi, tout couple (¢,u) ot ¢ € H(C) est a support dans N et ot u = —Rgrad ¢ est dans
Ker(A). Cela représente un ensemble de dimension infinie, dans lequel on retrouve la résonance
volumique dans le milieu . O

On peut se demander si dans ce cas, 'appartenance de la valeur 0 au spectre essentiel de
I'opérateur A est toujours liée a un phénomene de résonance volumique dans le milieu négatif.
Autrement dit, un vecteur propre associé a la valeur propre 0 vérifie-t-il forcément ¢ = 0 dans
V (sauf éventuellement pour un espace de dimension finie) ? Dans le cas ou C NV # 0, ¢ vérifie
Ay = 0 dans V et sa trace s’annule sur C N V. Donc on a forcément ¢ = 0 dans le vide. En
revanche, si CNY = 0, il est a priori possible que ¢ ne soit pas identiquement nulle dans le vide,
mais comme dans I’étude de Ker(A — A1) a la sous section 1.3.1, cela n’ajouterait qu’un ensemble
de dimension finie.

Ainsi, dans le cas ou A, = 0 # Ay, 0 est dans le spectre essentiel de 'opérateur A, et cela est
lié & une résonance volumique dans le milieu NV.






Chapitre 2

Etude numérique du modele de Drude
non dissipatif

Le but ici est d’étudier numériquement les propriétés spectrales d’une cavité 2D bornée, com-
posée en partie de matériau négatif. Le cadre reste le méme que dans le chapitre précédent,
puisqu’il s’agit d’observer numériquement les résultats théoriques qui y sont présentés, mais un
petit rappel sera fait dans la premiere section.

Le chapitre est organisé comme ceci : en section 2.1 est expliqué le cheminement qui va du
probléeme continu traité dans le chapitre précédent a sa résolution numérique; en section 2.2
est présentée I'étude d'un cas test, avec a la fois le calcul algébrique des solutions et les tests
numériques associés afin de vérifier le fonctionnement du code; et enfin, en section 2.3, sont
présentés les résultats numériques dans le cas d'une géométrie regroupant tous les phénomenes
de résonance présentés dans le chapitre précédent.

2.1 Du continu aux éléments finis

Commencons par un petit rappel du cadre. On considere une cavité C, c¢’est-a-dire un ouvert
borné de R2. On se restreint, comme dans le chapitre précédent, au cas des cavités polygonales
(voir figure 2.1). Cette cavité est divisée en deux domaines, eux-mémes polygonaux, N, composé
de matériau négatif, et V, composé de vide. Nous conservons également le modele de Drude
non dissipatif pour le matériau négatif, ce qui correspond a la permittivité électrique et a la
perméabilité magnétique suivantes dans le cadre fréquentiel :

Ao A
5{::50<1—)\> uf\\/::u()(l—/\),

FIGURE 2.1 — Exemple de cavité polygonale.

47
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ol 'on rappelle que A\ = w? correspond au carré de la fréquence, et &g et p sont respectivement
la permittivité et la perméabilité dans le vide. Cela conduit a définir les fonctions constantes par
morceaux suivantes :

ex(z) :==¢gg (1 - /;e lN(a:)> () == o (1 - A)in 1N(x)> pour x €C

ol 1 est la fonction indicatrice du domaine N
Le point de départ de notre étude est le probleme suivant :

Trouver A € C et ¢ € Hy(C) non nulle tels que

(1 (2.1)
div [ — grad(p) | + Aexp =0 dans C.
Hx

Ce probleme est non linéaire a cause de la dépendance de py en A, mais on a vu dans le chapitre
précédent comment le linéariser. C’est en effet sur le probleme linéaire augmenté que la résolution
numérique se base.

Rappelons d’abord quelques notations : on note R : L*(C) — L*(N') Uopérateur de restriction
de Ca N, et R*: L*(N) — L?*(C) l'opérateur de prolongement par 0 d’une fonction définie sur
N a la cavité entiére. On considere 'espace de Hilbert

H = L*(C) x L*(N)?

muni du produit scalaire

— 1 —
(e (o)), = eopo [ @ da+ 5 [ u-Wda. (2:2)

On a vu au chapitre précédent que si A # Ay, le probleme (2.1) est équivalent a trouver (p,u) €

H}(C) x L*(N)? tel que
A <i> =\ <5> (2.3)

1 9. *
AT Em div{grad p + R*u} + IxAep (2.4)
u AnR grad ¢ + Ayu

ou

et que cet opérateur, défini sur le domaine
D(A) = {(¢,u) € H}(C) x L*(N)? div(grad ¢ + R*u) € L*(C)},
est autoadjoint et positif.

On rappelle dans la figure 2.2 ’allure du spectre de 'opérateur A.
Celui-ci est lié a trois phénomenes de résonance :

— deux types de résonances volumiques liées chacune a une accumulation du spectre discret
de I'opérateur A : dans la cavité entiere, phénomene classique ne nécessitant pas la présence
de matériau négatif dans la cavité (accumulation des valeurs propres en +00), et dans le
seul milieu négatif N (accumulation des valeurs propres en 0, valeur qui est de ce fait dans
le spectre essentiel de A);

— surfacique au niveau de n’importe quel point de U'interface ou celle-ci est rectiligne ( point
de spectre essentiel en A, /2);
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Résonance surfacique

0 Aﬁn An]
—®eoo ° V ’ ° ° 3/9 ° A
Résonance de coin Résonance volumique C

Résonance volumique N

FIGURE 2.2 — Allure du spectre de 'opérateur A et phénomenes de résonance associés : En rouge,
le spectre essentiel et en bleu, le spectre discret.

— de coin au niveau d’un sommet de Uinterface (les deux intervalles de spectre essentiel
autour de la valeur A,,/2).

Ce qui nous intéresse dans ce chapitre est d’explorer 'effet d’une discrétisation éléments finis
du probléme augmenté (2.3), et d’observer comment les différents phénomeénes de résonance sont
restitués par le probleme discret. Ce passage au numérique n’a rien d’évident et il serait vain de
chercher a le justifier rigoureusement (il s’agit plutét d’une expérimentation numérique) : en effet,
les phénomenes théoriques qui nous intéressent sont liés a du spectre essentiel, qui ne peut pas se
retrouver en dimension finie.

Pour cette discrétisation éléments finis, on commence par introduire la formulation variation-
nelle de ce probleme.

Proposition 2.1. Soit D(a) := H}(C) x L*(N)%. Le probléme (2.3) est équivalent d :

Trouver X\ € C et un couple non nul (p,u) € D(a) tels que

(.00, (6,0)) = M(,0), (8,0)). ¥(,0) € D(@) 2

(o), (0, 00) = [ (rad o+ Reu) - Grad 65 o) e+ Accoiy [

Démonstration. C’est une conséquence des calculs faits dans la preuve de la proposition 1.1. [

FIGURE 2.3 — Maillage d’une cavité rectangulaire avec un pentagone contenant du matériau
négatif.

Pour approcher les solutions de (2.5), on construit un sous espace V' de dimension finie de
D(a). On utilise pour cela une approximation de Galerkin : on choisit un sous-espace de dimension
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finie H? := vect(wy) de H}(C) et un sous-espace de dimension finie H* := vect(w}) de L*(N)?.
On peut alors définir un probléme approché en remplacant simplement D(a) par H? x H" dans
le probléme continu (2.5). Celui-ci s’écrit sous la forme du systéme matriciel suivant :

AX = AMX (2.6)

ou X est le vecteur formé des coordonnées de la solution (¢, u) du probléeme approché, soit

Pi

U= Zuzwf

X = , avec

et A et M sont les matrices définies par

/c gradw? - gradw{ dz 4 Acgopto //\/ wfwifdx /c Rwj - gradwy dx
A=
/gradw}p - Rrwl dx /R*w;‘ - Rrwd dx
c c
et
€0/to /w;?7 w? dz 0
c
M = )
1 _
0 7/ v i
A wide

la matrice A résultant de la forme bilinéaire a, et la matrice M du choix du produit scalaire dans
H.

Ici, pour les espaces H? et H", on choisit des espaces de polynémes par morceaux dont la
construction repose sur le choix d’un maillage (méthode des éléments finis). Ici, 'espace de poly-
némes par morceaux que ’on choisit pour approcher une composante est 1’espace P1 (Lagrange
d’ordre 1) : on construit un maillage en simplexes (des triangles puisque nous travaillons en deux
dimensions) de la cavité C (en prenant soin qu’aucun triangle ne soit a la fois dans les deux
milieux A et V, voir figure 2.3) ; alors, on note w; le polyndme affine par morceaux (sur chaque
triangle) qui vaut 1 sur le i-ieme noeud du maillage et 0 sur les autres. Les w} ne sont autres que
les w; tels que le i-ieme noeud soit dans C (I'inconnue ¢ étant dans Hy (C), elle est nulle sur 9C).
Pour la construction des wy, il faut prendre en compte que 'inconnue v a deux composantes et
qu’elle n’est définie que sur AV : les w! ne sont autres que les (Rw;,0) et les (0, Rwy) tels que les
j-iémes et les k-iémes noeuds du maillage soient dans N.
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Le caractere autoadjoint positif de 'opérateur A implique que la matrice A est symétrique et
positive : son spectre est lui aussi inclus dans R*.

Ce qui nous intéresse dans ce probleme, c¢’est de retrouver les différents phénomenes de réso-
nance présentés dans le chapitre précédent, correspondant aux différentes composantes du spectre
essentiel de I'opérateur A. Bien siir, aucun spectre continu ne sera observé ici du fait du caractere
discret du probléme (2.6), mais lorsqu’on raffine le maillage, on peut s’attendre a observer la den-
sification du spectre de la matrice A au niveau du spectre essentiel de 'opérateur A, ainsi qu’a
reconnaitre les différents phénomeénes de résonance dans le comportement des vecteurs propres
associés. Pour retrouver ces différents phénomenes, il faut chercher les valeurs propres de la ma-
trice A proches des valeurs correspondantes du spectre essentiel de A. L’outil de résolution (ici
ARPACK) permettant de calculer les plus petites valeurs propres (et vecteurs propres associés)
d’une matrice, on introduit un parametre, appelé ici "shift", qui va permettre de chercher les va-
leurs propres proches de cette valeur. Concretement, si 'on veut avoir acces aux valeurs propres
proches d’un shift Ay, il suffit de remarquer que

AX = AMX & (A= AM)X = (A — A\g)MX.

Si on calcule les plus petites valeurs propres de la matrice A— oM, il suffit de leur ajouter la valeur
Ao pour obtenir les valeurs propres de A proches de la valeur A\, et les vecteurs propres associés
sont les mémes. Dans le code ci-dessous, cette démarche est intégrée a ’appel de "eigensolve',
fonction qui fait la recherche des éléments propres. En pratique, les valeurs intéressantes pour le
shift sont :

— une valeur grande devant A, pour retrouver les résonances volumiques dans la cavité

entiere ;

— une valeur petite devant A, pour les résonances volumiques dans le matériau négatif ;

— A /2 pour les résonances surfaciques;

— des valeurs situées dans les intervalles de spectre essentiel pour les résonances de coin.

Voici le code qui réalise I'ensemble de la démarche qui vient d’étre décrite, qui utilise la librairie
éléments finis XLiFE++, codée en C++ et développée au sein de notre équipe de recherche, POEMS,
a I’'Unité de Mathématiques Appliquées de TENSTA.

// Definition des parametres du probleme

Real h=0.5,1=0.4,L=1.2; // dimensions du domaine
Real Lambda_e=0.25, Lambda m=0.25, epsilon0=1.,mu0=1.; // constantes du probleme
Number n__points=20; // mombre de points du maillage par unite de longueur

Real shift__vpr= 100.; // choiz du shift
// Geometrie du domaine

Number nxd=(L—1)#*n_ points, ny=hxn_points, nxv=l*n_points;

// calcul du mnombre de points du maillage pour les differents segments
Rectangle D(__origin=Point(1 , 0.) , _xlength =L—1 , __ylength =h ,_nnodes=Numbers(nxd ,ny,nxd, ny) ,
__domain_name="omegad", _side__names=Strings ("Gamma" ,"Gamma" ,"Gamma" ,"Sigma") ) ;
// construction du milieuw Drude en nommant sa frontiere : Gamma pour la frontiere de C et Sigma pour
I interface
Rectangle V(__origin=Point (0. , 0.) , _xlength =1 , __ylength =h , nnodes=Numbers(nxv , nyxd, nxv, ny),
__domain_name="omegav ", _side_names=Strings ("Gamma" ,"GammSigma" ,"Gamma" ,"Gamma")) ;

// construction du milieu Vide
Geometry C=D+V;
// construction de la cavite comme union des deuz milieux

Mesh mesh(C, triangle, 1, gmsh); // maillage du domaine C

Domain OmegaD
Domain OmegaC

mesh.domain ( "omegad") ;
mesh.domain( "Omega") ;

Domain Gamma = mesh.domain ( "Gamma") ;
//nom des domaines pour la formulation wvariationnelle
// Espaces pour interpolation
Space VkC(OmegaC, P1, "VKC", true);
// premiere inconnue, scalaire, choixz de | approzimation Pl1
Unknown phi(VkC, "phi");
TestFunction psi(phi, "psi");

// fonction test associee a | inconnue
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Space VKD (OmegaD, PO, "VkD", false);

// deuzieme inconnue, wvectorielle de dimension 2, choiz de | approzimation PO
Unknown u(VkD, "u',2);
TestFunction v(u, "v'");

// Formes bilineaires

BilinearForm auv = intg(OmegaC, grad(phi) | grad(psi)) + Lambda_e * epsilon0 % mu0 * intg(OmegaD, phi x
psi) + intg(OmegaD, u | v)

+ intg (OmegaD, u | grad(psi))+ intg(OmegaD, grad(phi) | v) ;

// forme bilineaire apparaissant dans la formulation wvariationnelle

BilinearForm muv = epsilon0 * mu0 * intg(OmegaC, phi * psi) + 1./Lambda_m % intg(OmegaD,u | v);
// forme bilineaire qui correspond au choiz du produit scalaire

EssentialConditions ecs=(phi|Gamma = 0);
// prise en compte de la condition de bord phi=0

// Matrices elements finis
TermMatrix M(muv, ecs , ReductionMethod (__pseudoReduction ,1), "M");

// matrice de masse
TermMatrix A(auv,ecs ,ReductionMethod (_pseudoReduction ,444) ,"A");

// matrice de |l ’operateur dont on veut calculer les waleurs propres
A.toGlobal(_cs,_dual);
M. toGlobal(_cs,_dual);

// les matrices etant definies par blocs, il faut les concatener
//Calcul des elements propres
EigenElements eigs =eigenSolve(A, M, _nev=10, _sigma=shift_vpr);
thePrintStream << eigs.values;

saveToFile("eigs", eigs.vectors, vtu);
//Sauvegarde des elements propres

2.2 Validation du code sur un cas test

Dans cette section, on va s’intéresser a la résolution numérique décrite précédemment dans le
cas d'une géométrie particuliere : celle d'un rectangle coupé en deux parallelement a un des cotés
(voir figure 2.4). Le domaine V occupe ici le rectangle [0,1] x [0, h] et le domaine A le rectangle
[, L] x [0, h]. Cette géométrie a la particularité de permettre une résolution algébrique de (2.1),

L

FIGURE 2.4 — Domaine C.

grace a laquelle on peut obtenir I'expression des solutions ¢ ainsi qu'une équation de dispersion,
dont les valeurs propres sont solutions. Pour vérifier que notre résolution numérique est fiable, il
est donc intéressant de mener le plus loin possible le calcul des éléments propres, afin de pouvoir
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les comparer a ceux que l'on trouve numériquement. Dans un premier temps, dans le paragraphe
2.2.1, est donc présentée I’étude "a la main" du probléme (2.1) pour la géométrie du rectangle ; et
dans le paragraphe 2.2.2 sont présentés les résultats numériques liés a cette méme géométrie.

Le théoreme 1.2 permet de connaitre le spectre essentiel de 'opérateur A. Puisqu’il y a présence
de matériau négatif, 0 € ges(A). L'interface étant rectiligne, on a Ay, /2 € 0ess(A), mais il n'y a
aucun intervalle de spectre essentiel lié a un sommet intérieur. Enfin, pour ce qui est des deux
coins extérieurs, on a, avec les notations de la figure 1.1 : v, = 23, : (1.19) affirme donc qu’il n’y
a pas non plus d’intervalle de spectre essentiel lié & un coin extérieur. Ainsi, on a

A
Uess(A) - {O, ;»Am} .

2.2.1 Etude théorique du cas test

On rappelle que si A # Ay, une fonction ¢ € Hj(C) est solution du probleme (2.1) si et
seulement si le couple (p,u) € H}(C) x L*(N)? est solution du probléeme augmenté (2.3). Excepté
pour A, on peut donc résoudre indifféremment un probleme ou 'autre. Numériquement, avec les
outils utilisés, il faut que le probléme soit linéaire en la valeur propre, et c¢’est donc le probleme
augmenté qui est utilisé. En revanche, pour un calcul a la main des éléments propres dans une
géométrie particuliére, il est plus aisé de résoudre le probléme (2.1). Pour récupérer les éléments
propres de l'opérateur augmenté A & partir des solutions (A, ¢) € C x H}(C), il suffit alors de
prendre

u= Rerady € L*(N)2

A — A

On a déja vu dans le chapitre précédent que 0 n’était pas valeur propre de l'opérateur A (sauf
dans le cas A, = 0) et que A, était valeur propre de A de multiplicité infinie (et ce pour n’importe
quelle géométrie). La recherche des solutions du probleme (2.1) permet donc de reconstituer les
éléments propres de l'opérateur A ; c’est 'objet de la proposition 2.2.

Proposition 2.2. Les valeurs propres de l'opérateur A différentes de Ay, et 0 sont les solutions
sur RY de la famille d’équations de dispersion paramétrées par n € N*

(1 - Am> tanh (b,(\)(I = L)) tanh (a,(M)) an

by b (N) T an(N)

ol

= () (1) (1-5)

pour n € N*, ou l'on étend la fonction racine définie sur RT a C par : pour z = re” avec

0 € (—m, 7], 7z :=+Ted2

Les fonctions propres associées (@, u) sont, a coefficient multiplicatif prés, de la forme

sinh(a,(\)zy) 5 o<l
. (nm smh(an()\)l)
sinh( n(A) (1 — L))
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m

Un\ = A'—I\m

ou A\ est solution de [’équation de dispersion.

R grad ¢, »

Remarque 2.3. Le choix de la détermination de la racine complexe est ici arbitraire, et les
expressions des oy, x n'en dépendent pas.

Remarque 2.4. Pour un entier naturel n donné, il peut y avoir plusieurs solutions A de l’équation
de dispersion (2.7). En revanche, rien ne permet d’affirmer qu’un réel X est solution de (2.7) pour
différentes valeurs de n, on ne sait donc a priori pas si les valeurs propres trouvées sont multiples.

Démonstration. On a vu juste avant la proposition qu’il fallait et suffisait de résoudre le probleme
(2.1).

(i) On va voir que l'on peut séparer les variables pour le résoudre. Soit ¢ une solution du
probleme (2.1). Alors ¢ € L*(]0, L[x]0, k). Soit z1 €]0, L[ : xo — @(z1,x2) est dans L*(]0, h[).
On note, pour tout n € N* :

2
En i kg —> 7 sin (TZT:@) i

{&,,n € N*} est une base hilbertienne de L%(]0, h[) (ce sont les fonctions propres de opérateur
transverse de A, qui est auto-adjoint a résolvante compacte). Il existe donc une suite (¢, (1) )nen=
telle que

<P(951,-) = Z @n(ﬂﬁl){n

neN*

ou pour tout n € N* :

puler) = [ plar,2)eu(a2) ds

¢ étant solution de (2.1), les ¢, sont dans H}(]0, L]) (puisque ¢ € H}(C)), et

0 1 9p(xy,xs) 1 9%p(zy,12) _
/]o,h[ <8x1 (MA(%) 0xy ) " pa (1) (%% ¥ AeaE1)elon,2) | Gnlea) da =0

2
Puisque ¢ = — (”—;) &,, deux intégrations par parties donnent

0 1 0p(z1,x9) nm\? 1 B
/]07}1[ (851:1 <M($1) o, ) - (h) r(m)w(%,ﬁz) + >\€A($1)90($1:$2)> &n(2) dzg = 0.

Le théoreme de dérivation des intégrales a parametre donne finalement (en n’oubliant pas la
condition de Dirichlet puisque ¢, € H{(]0, L[))

nm

,u)\(xl)ail (M)\(lxl)goil(:xl)> + ()\[L)\(ﬂfl)E)\(gjl) _ (h>2> on(x1) =0 pour = €0, L]

QOH(O) = SOH(L> =0.

(2.10)

nm

Réciproquement, si (A, ¢,,) solution de (2.10), ¢ 1= >, cn+ @n(21) sin ( 7 :132) est bien solution du
probleme (2.1).

Pour trouver les solutions de (2.1), il suffit donc de les chercher sous la forme ¢, (z1) sin (T;l—”wg),
ou (A, ¢,) solution de (2.10).
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(ii) Notons k, := 5 (n € N*). L’équation (2.10) se réécrit, en distinguant les domaines V' et

N en introduisant les conditions de transmission sur la frontiére entre ces deux milieux :
on(x1) — (k2 — Aeopo)on(a1) = 0 pour x; € ]0,(]
ol (1) — (l{fl — Aeolto (1 — A;) (1 — /}\e>> on(r1) =0 pour z; € ]I, L]
n(0) = ¢n(L) =0

oo = 0 [ 1 8%] 0
x1=I

(2.11)

K Oz

ou [f]z,= désigne le saut de la fonction f a la frontiere x; = [. Cela conduit a introduire les

notations
an(N) = \/k2 — Aeopo

= e (132 (1)

ou la racine complexe est définie dans la proposition, puisque les solutions du probléme (2.11)
sont, pour x; < [, combinaisons linéaires de exp(a,(A)z1) et exp(—a,(N)x1), et pour xz; > [, com-
binaisons linéaires de exp(b,(A)z1) et exp(—b,(A)z1) (on ne considere pas ici les cas ot a,(A) =0
ou b, () = 0, qui feront 'objet de la remarque 2.5). Quatre constantes apparaissent donc pour ex-
primer ces combinaisons linéaires, et les conditions de bord et de transmission de (2.11) conduisent
a quatre équations qui vont les déterminer. En fait, o, étant solution d’un probleme linéaire, il
reste forcément une de ces constantes dont les autres dépendent, et la derniére des équations prise
en compte devient finalement une équation en A, c’est-a-dire ’équation de dispersion. Ainsi, apres
prise en compte des quatre équations, on obtient :

Csinh(an()\)x )

1 si T l
B sinh(a, (A\)!) A
on(@1) = Csinh(bn()\)(xl — 1)) sioxyp >1
sinh(b,,(A)(I — L))

et

A tanh (b,(\)(I = L)) tanh (a,(A)1)
( - A) ba(N) BTN OVE

Réciproquement, si on considere de tels ¢,, et A, on vérifie aisément que p(z1, 3) = @, (1) sin(k,z2) €
H}(C) et que

1
div (M grad(gp)) + Aexp =0 dans C.
A
[

Remarque 2.5. Si b,(\) = 0 ou a,(A\) = 0, les solutions p, et l’équation de dispersion s’ob-
tiennent en faisant un équivalent quand b,(\) tend vers 0 ou a,(\) tend vers 0 de (2.9) et (2.7).

L’équation de dispersion (2.7) est difficilement résoluble algébriquement. Cependant, une lo-
calisation de ses racines permet de retrouver les accumulations en +o00, 0 et A, /2, et de valider
les calculs numériques faits dans le paragraphe suivant.

La premiére observation que 'on peut faire est que selon le signe de a? (\) et b2 (), les tangentes
sont soit classiques soit hyperboliques. Cette étude de signe permet donc d’en dire plus sur I'allure
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de I’équation de dispersion. En effet, dans le cas ou l'on a une tangente classique, comme on le
verra plus concretement dans les figures 2.7, 2.6 et 2.8, il y aura une plus grande concentration
de solutions que dans le cas de tangentes hyperboliques.

Discutons donc le signe de a?()) et b2(\). Commengons par I'étude du signe de a,(\)2. On a
directement, en reprenant son expression donnée en (2.8) :

an(N)? >0 & A< An

ou

n’m?
Aan = . 2.12
’ heopo (2.12)
En ce qui concerne b,(\)?, en le remplagant par son expression donnée en (2.8), on a
n?n?
bn(/\)2>0<:))\2—< +Ae+Am>)\+AeAm<O.
oMo
Le discriminant de cette équation vaut
2,2 2 2,2 2 2,2
A::<n7r +Ae+Am> _4AeAm:<n7r +Ae_Am> +4nﬂ- Am>0
heo o heopto heopo
Les deux racines du trindome étudié sont donc
1 2.2
A = (T A+ A — VA,
’ 2 \ heopo
1 2.2
A= (T A+ A+ VA
’ 2 \ heopo
Or,
n’n? 2
( —i—Ae—i—Am) — A =4AA, > 0.
heopo
Donc ces deux racines sont positives. Ainsi, on a
bu(A)? >0 & AL <A<
L’équation de dispersion se réécrit donc comme suit :
A tanh (lba (M| = L)) tanh (Jan(A)]1)
Cas1: [1—-—= = siA €N, ALIN0, Aan
-5) " 0.0 Pasw 2000, A
A tanh (lba(M)|( = L)) tan (Jan(A)]1)
Cas 2 : (1 — m) = si A€ AL N Aan, 00
A |6 (A)] |an ()] p
A tan (I (W - 1)) tanh (Jan(A)]1)
Cas3: [1——= = si A €10, Aanl \ N0 Abnl
< A ) |bn (M) |an(A)] pr
A tan (Ibn (W = L)) tan (|an (A1)
Casd: [1—-—2 =2 siAE€ am, 00 \ A, AL
( A ) |bn(A)] |an ()] b
Voyons a présent quand les différents cas se présentent : quand, en fonction de A et n, se

trouve-t-on dans chacun des cas? Pour cela, il faut faire I'’étude des fréquences particulieres A},

Apn €t Aam. Cela est résumé dans la figure 2.5.
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AA

Cas 4 :
tan = tan

T

max(A., A

Cas 2 :
tanh = tan Cas 1 :
tanh = tanh
n]in(f\mf\m) e e e Al
Cas 4 : . ActAm
I
tan = tan !
: Cas 3 :
I
! tan = tanh
I
' 2
,”2 P AcAn heopo T
‘c " Aet+Am w2

FIGURE 2.5 — Comportement des fréquences particulieres A, ,, )\{,\’[n et )\{; en fonction de n?, avec
les différents cas pour 1’équation de dispersion.

Remarque 2.6. Ces fréquences particuliéres apparaissent également dans [33], ot elles repré-
sentent aussi des limites entre différents cas dans le cadre de [’étude d’une interface entre matériau
classique et matériau négatif.

Remarque 2.7. Dans la figure 2.5, les valeurs et comportements asymptotiques peuvent se prou-
ver par le calcul, qui est fait en annexe 2.A.

La figure 2.5 nous montre la forme des deux branches de ’équation de dispersion selon les
valeurs de n et de A\. On y voit qu’il y a trois cas selon la valeur de n par rapport a celle de n, (défini
en figure 2.5) : ces trois cas sont montrés dans les figures 2.6, 2.7 et 2.8, ou sont tracés les deux
membres de I’équation de dispersion en fonction de A pour des valeurs fixées de n respectivement
inférieure, égale et supérieur a n.. Dans ces figures, on peut observer une accumulation (& n fixé)
des solutions dans les zones ou il y a une tangente classique.

Accumulation en 0

Sur les figures 2.6, 2.7 et 2.8, on visualise I'impact d’avoir une tangente non hyperbolique au
voisinage de A = 0 : entre deux points successifs de non définition de la tangente, il y a un point
d’intersection des deux courbes et donc une solution de 1’équation de dispersion. Cela est vrai
uniquement si A, > 0 (voir figure 2.5).

Proposition 2.8. Si A, > 0, pour chaque n € N*, [’équation de dispersion admet une suite de
racines qui tend vers 0.
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Cas'1 Cas 4 Cas 2 Cas 4
tan tan tanh I tan .
|
| || | \\1|L | ||| || || |I IIII |II I|| ‘ | | |
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i || ['l SREREWA TR = / ——F i II L >
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)\a,n A n n
FIGURE 2.6 — Membres de l’éqlfébtion de dispersion pour n < n.. En vert, le membre de gauche,

et en rose le membre de droite.

Cas 3 Cas 2 Cas 4
tan _ _ tanh tan
n ]

| | f [ |
‘ \i“-l L] L— || I Il I| || | III II| ,'I |II| II|| | f \
| W L] ANA, |:| ULV A
' T VT VT T = 17 17 1/ AT
‘ | T |I T L [ || |,4|‘| |I
R N N | | |

f
|
. ‘
HMH_‘\'HM‘ R
N AP

Apn = Aa, b
FIGURE 2.7 — Membres d%nl’équation de dispersion pour n = n,.. En vert, le membre de gauche,

—————
—

et en rose le membre de droite.
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Cas 3 Cas'1 Cas 2 Cas 4
tan . tanh | tanh tan
W
\\ J_,,/"/ ‘ | ‘ | || l‘ | | l‘ l‘ ‘ |‘ | || | |
P |
} \\“‘"--aﬁ ‘| | I| || I| II| || II | II| | .'I III | .'I ‘ , | \J |I ||||
T | ANININAR! ,'I M ey
] hi-JlfT I!"I—ll _I:|_.4II 'l |III '= 'I a 'IJ 'II] 'III Hf| 'ili lll I{ "
| |r| |"4|'TI“|L-4I --L__L'__‘{.' L I ll.' 11
‘ |‘||'|||'||||'IH'|*“" (I
AUHERRARRIAY
(AR R Ry i
A e
En vert, le membre de gauche,

)\IZ)V a,n
FIGURE 2.8 = 'Membres de I'équation de dispersion pour n > n..

et en rose le membre de droite.

Démonstration. Raisonnons a n fixé. Pour A < min(Asn, Ay, ), cest le cas 3 de I'équation de
dispersion qui se présente. Le membre de droite de 1’équation de dispersion vaut

tanh (|a.(A)|1)
|an(N)]

Y

qui est continu sur |0, min(Asn, A},)[- Et le membre de gauche vaut

et effectue une surjection sur R entre deux point consécutifs de non définition de la tangente. Il
y a donc une solution (au moins) de 1’équation de dispersion entre deux lambda successifs qui

(2.13)

vérifient
T fkr (keN).

bl =) = 3

En mettant (2.13) au carré, en rappelant que pour A < )\gn, on a b,(\)? < 0, on obtient que

les points ou tan(b,(\)(L — 1)) n’est pas définie sont les solutions de

s (12) (-4 ) - o)

c’est-a-dire de
2

k+3 2
A2 — | Ao+ A + %2+(( ) | ~0. (2.14)
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Le discriminant de cette équation est

2
) n2 (k+ ?
A=A+ A, - — 4A A,

N[
~——
o

> 0.

L’une des deux racines vaut donc

N1 n? (k+%)2 m? A
Al .2((Ae+Am+(h2+ (L_l)2>€m)\/l).

En utilisant la premiére expression de A, on a directement AY > 0. De plus, en notant

= >0
€0M0h2 EOﬂQ(L — l)2

on a, en utilisant les expressions de Ay et A,
A <A,
S Z (Y +Z+ Ao + M) — 4AA, < =/ (Y + A+ Ay)? — AAA,,
S Z4 (Y + Ao+ An)? — 40N, < (Y +Z + Ao + Ap)? — 4AA,.

D’ot1, en mettant au carré et en développant :
A< AN,
S 224 (Y + A+ An)® +22/(Y + Ao+ Ap)2 — 4AA, < (Y + Z + Ac + A,
& 2Z/(Y + Ao+ Aw)? — 4MA, < 2Z(Y + Ao+ Ay),

ce qui est toujours le cas puisque Z > 0. Ainsi, pour tout k € N*, ANV < )\é\fn donc AY est bien un
point de non définition de tan(b,(\)(L — 1)) sur I'intervalle |0, A\, [.
Voyons maintenant le comportement de A quand k tend vers linfini (& n fixé). Notons

w2 (k1)) a2
= A+ A — :
Uk e+ Am + 12 + (L — l)2 Collo

Alors uy, tend vers l'infini quand k& tend vers l'infini et

1
)\iv =3 (uk —\Jui — 4AeAm>

_1( AR,
T\t u?
— 1 1 20eAm + (i)
k:oo 5 U U u% o "
AAn 1
- +o(—).

k—o0 Uk Uk
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)\b.n

Cas 4 :
tan = tan

)\a,n

Cas 2 :

tanh = tan

Cas1:
tanh = tanh

v
S

FIGURE 2.9 — Cas particulier A, = 0 : Comportement des fréquences particulieres A, ,, et /\5 , €N
fonction de n?, avec les différents cas pour I’équation de dispersion.

Donc on a une suite (AY)z qui tend vers 0 avec une solution de I’équation de dispersion entre
deux éléments de la suite. Il y a donc une suite de solutions de I’équation de dispersion qui tend
vers 0.

]

Regardons maintenant le cas particulier ot A, = 0. Alors I'équation b, (\)? = 0 n’a plus qu'une
solution : )\{i s €t les différents cas pour ’équation de dispersion se retrouvent en figure 2.9. On
voit que pour toute valeur de n, au voisinage de A = 0, on se trouve dans le cas ou il y a deux
tangentes hyperboliques dans I’équation de dispersion, et il n’y a donc pas d’accumulation en 0.
Voici en figure 2.10 I'allure des deux membres de 1’équation de dispersion. On voit en effet que
pour n fixé, il n’y a plus accumulation en 0 des valeurs propres. De plus, si on note, pour tout n,
A, une solution de I’équation de dispersion pour le parametre n, en faisant un équivalent quand
n tend vers 'infini dans I’équation de dispersion évaluée en )\, on obtient que

A
=1 =t

donc forcément A, — 4o00. Ainsi, il n’y a pas d’accumulation de valeurs propres en 0 non plus
en faisant tendre n vers l'infini.

Accumulation en l'infini

Pour voir I'accumulation des valeurs propres en l'infini, on peut raisonner comme pour ’accu-
mulation en 0 : dans tous les cas, au voisinage de 'infini, on se trouve dans le cas 4 de ’équation
de dispersion : celui ou il y a deux tangentes. Il y aura une solution de I’équation au moins entre
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Cas 2 Cas 4
tan
[ |

Cas 1
tanh . tanh
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FIGURE 2.10 — Membres de 1’équation de dispersion pour A, = 0. En vert, le membre de gauche,

et en rose le membre de droite.

deux points successifs de non définition d’une tangente donnée. Puisque les calculs ont été faits
sur I'une des deux pour 'accumulation en 0, on va donc étudier le comportement des points de

non définition de tan (|b,(A)|(1 — L))
Proposition 2.9. Pour chaque n € N*, [’équation de dispersion admet une suite de racines qui

tend vers +00.
Démonstration. On a vu dans la preuve de la proposition (2.8) que les points de non définition
de tan(b,(\)(L — 1)) sont solutions de 1'équation 2.14. L’une des deux solutions de cette équation

était inférieure a A}, mais on montre de méme que 'autre, donnée par
2
1 n? (/f + 5) 72 ~
+ VA

A= 2 Ao+ Ay —
K 2 + + h? + (L - l)2 Eolbo

est supérieure a AL .
De maniere similaire a la preuve de la proposition 2.8 et en utilisant les mémes notations, on

montre de plus que
1
P _
AL LTkt O<Uk) oo
O

Résonance surfacique en A, /2

En évaluant I’équation de dispersion en A, /2, il n’est pas évident de voir si cette valeur en est
bien solution. En faisant cette évaluation numériquement pour différentes valeurs des parametres,
on observe que, sauf cas particuliers, A,,/2 n’est pas solution de 'équation de dispersion. Dans
le cas général, A,,/2 n’est donc pas valeur propre de 'opérateur A. Sachant que cette valeur est
dans son spectre essentiel, c’est donc qu'’il y a une accumulation de valeurs propres en A, /2.
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Voyons s’il peut y avoir une accumulation des solutions de 1’équation de dispersion a n fixé.
Puisque x —— tanh(x)/z est strictement décroissante sur R* et que x — tan(z)/z effectue
une bijection de | — 7/2,7/2] dans R, dans le cas ou I’équation de dispersion comporte une
tangente classique et une tangente hyperbolique, il y a un nombre fini de solutions de 1’équation de
dispersion entre deux points successifs de non définition de la tangente classique. Sur l'intervalle ou
les deux tangentes sont hyperboliques, il y a exactement une solution de ’équation de dispersion.
(Le cas de deux tangentes classiques ne se produit pas au voisinage de A,,/2 : voir figure 2.5).
Ainsi, il y a une accumulation des solutions de I’équation de dispersion (& n fixé) seulement aux
endroits ou il y a accumulation des points de non définition de la tangente, ¢’est-a-dire la ot a,,(\)
ou b,(\) tendent vers l'infini, i.e. en 0 en Uinfini. Il n’y a donc pas d’accumulation des solutions
de I'équation de dispersion en A, /2 a n fixé. Ainsi, lorsque A, /2 n’est pas valeur propre de
l'opérateur A, il y a une accumulation des valeurs propres de A en A,,/2, et il faut faire tendre
n vers 400 pour voir cette accumulation. En fait, dans les cas ou il n’y a pas accumulation des
valeurs propres de A en A, /2, c’est-a-dire lorsque A,,/2 est valeur propre de multiplicité infinie
de A, on a tout de méme besoin de faire tendre n vers +o0o0 pour observer la dimension infinie de
I’espace propre associé a Ay, /2. En effet, a n fixé, si A,,/2 est solution de I’équation de dispersion,
le vecteur propre associé est défini par (2.9) : il y a un seul vecteur propre par valeur de n.

Remarque 2.10. Un cas particulier : si on a Ae = Ay, on a a,(Ay/2) = by (Am/2). L’équation
de dispersion en Ay, /2 se transforme donc en :

o () (o (22) - 2) = (2 o (22)).

Si on ajoute de plus un caractére symétrique a la cavité (iel = L—1), alors ’équation de dispersion
est vérifiée trivialement pour tout n en Ay /2. On est ici dans le cas ot Ay, /2 est valeur propre
de multiplicité infinie de ["opérateur A.

2.2.2 Etude numérique du cas test

Ici, le but est de rester dans le cadre de la géométrie du paragraphe précédent : celle d'un
rectangle coupé en deux, pour confronter les résultats obtenus avec XLiFE++ et les résultats
théoriques obtenus dans le paragraphe 2.2.1, afin de vérifier le fonctionnement de notre code.
On regardera en particulier si les valeurs propres sont bien calculées numériquement grace a
I’équation de dispersion obtenue précédemment, et si l'allure des vecteurs propres est cohérente
avec les expressions explicites de la proposition 2.2. Voici, dans la figure 2.11, les différentes valeurs
numeériques prises pour les simulations.

On va séparer les résultats en fonction du choix du maillage : on commence par un maillage
simple et naif (maillage uniforme), et ensuite on fera évoluer ce maillage afin de mieux observer
les résultats escomptés.

Maillage uniforme

On commence par choisir un maillage uniforme de la cavité, c’est-a-dire un maillage ou 1'on
impose le méme nombre de noeuds par unité de longueur sur toute la frontiere de la cavité ainsi
que sur l'interface. La figure 2.12 montre un tel maillage. Il y est volontairement grossier afin que
I’image soit lisible, mais pour les simulations, le maillage utilisé est évidemment plus précis.

Tout d’abord, en figure 2.13, voici la vue globale que 'on peut avoir des éléments propres
calculés par XLiFE++ (pour un maillage de 100 noeuds par unité de longueur) : on trouve bien 3
groupements de valeurs propres : un proche de 0, associé a des fonctions propres localisées dans
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FIGURE 2.12 — Maillage uniforme d’une cavité rectangulaire.

le matériau négatif, un proche de la valeur A,,/2, associé a des fonctions propres localisées sur
I'interface, et un contenant des valeurs tres grandes devant A,,, associé a des fonctions propres
excitant toute la cavité. Regardons a présent ces phénomenes un par un.

A/Am=1.3131x10"4 A/Am=0.548 A/ Am=1.4354%103

/- B =
{
- S5

N

MM
1 »
1

_
2z

A/Am=1.1342%10"3 A/Ax=0.4986 A/Am=1.673%103

FIGURE 2.13 — Eléments propres calculés avec XLiFE++. En rouge : le spectre essentiel calculé
théoriquement dans le chapitre précédent. En bleu, les valeurs propres discretes obtenues avec
XLiFE++, fléchées depuis les fonctions propres associées.

Pour le phénomene de résonance volumique dans la cavité entiere, pour des valeurs propres
s’accumulant en +o00, comme expliqué dans le paragraphe 2.1, on choisit un shift grand devant
la valeur de Ay, et on calcule les valeurs propres proches de ce shift. On prend ici un shift égal a
150, et on regarde les 6 valeurs propres les plus proches. Voici en figure 2.14 'allure de quelques



2.2. VALIDATION DU CODE SUR UN CAS TEST 65

= 46.7259 = 165.208 = 185.687

FIGURE 2.14 — Fonctions propres pour A grand devant A,.

Npoints = 25
W+t >

Npoints = 50
%% &>

Npoints = 100
*+ >

Npoints = 200
50 90 130 170 210

FIGURE 2.15 — Valeurs propres calculées numériquement pour un shift de 150 et différentes valeurs
de Nyoints (nombre de noeuds du maillage par unité de longueur). En étoile bleue, celles qui sont
calculées avec XLiFE++, et en croix orange celles que 1’on obtient apres une méthode de Newton
pour I’équation de dispersion.

fonctions propres obtenues avec un tel shift . On reconnait bel et bien une résonance volumique
dans la cavité entiere.

Il s’agit maintenant de vérifier que les valeurs propres sont bien calculées, et pour cela, on
se sert de 'équation de dispersion (2.7) trouvée dans le paragraphe 2.2.1. Pour cela, on résout
numériquement cette derniere avec la méthode de Newton. Puisque I’équation a de nombreux
points de non définition (& cause des tangentes), il faut initialiser correctement ’algorithme : on
choisit de l'initialiser en la valeur propre calculée par XLiFE++, il reste a voir si la méthode de
Newton converge vers une valeur proche. Il y a tout de méme une difficulté dans cette méthode,
qui réside dans le fait que I’équation dépend d’un parametre n, lié au nombre d’oscillations dans
la direction de I'interface. Il est donc nécessaire de regarder 'allure de la fonction propre, afin de
savoir pour quelle valeur de n il faut résoudre ’équation. Par exemple, dans la figure 2.14, dans
la fonction propre de gauche, il y a une seule oscillation verticale : n = 1, alors que dans les deux
de droite, il y en a deux : n = 2.

Voici donc en figure 2.15, les valeurs propres calculées avec XLiFE++ pour différentes précisions
du maillage et celles que 'on obtient apres leur avoir appliqué la méthode de Newton.

Et voici dans le tableau suivant, les huit premieres valeurs propres plus grandes que Ay,
trouvées par XLiFE++ pour différentes précisions du maillage. Chaque colonne correspond a une
précision de maillage (le nombre indiqué correspondant a npeinss), sauf la derniere qui donne les
valeurs calculées apres méthode de Newton sur I’équation de dispersion.
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XLiFE++25 | XLiFE++50 | XLiFE++100 | XLiFE++200 | Newton
46.9834 46.7799 46.7362 46.7259 46.7225
67.7501 67.3277 67.2353 67.2137 67.2067
102.779 101.776 101.563 101.513 101.4968
152.187 150.085 149.622 149.513 149.478
168.501 165.885 165.34 165.208 165.166
189.731 186.543 185.853 185.687 185.633
216.52 212.367 211.445 211.226 211.156
225.785 221.22 220.243 220.008 219.932

Dans le tableau suivant sont indiquées les erreurs relatives correspondantes : chaque ligne corres-

pond a la méme ligne dans le tableau précédent.

XLiFE++25 | XLiFE++50 | XLiFE++100 | XLiFE++200
5.58 %1073 | 1.22% 1073 | 293+ 10~ | 7.28 %x107°
809%1073 | 1.80% 103 | 4.26%x10~* | 1.04% 104
1.26%1072 [ 2.75% 1072 | 6.52%107% | 1.60 % 1074
1.81%1072 | 4.06 %1072 | 9.63%107% | 2.34%107*
2.02%107% | 4.35% 1073 | 1.05% 1072 | 2.54%10~*
221 %1072 | 490%1073 | 1.18 %102 | 2.91 % 10~*
2.54%1072 | 5.74% 1073 | 1.37%107% | 3.31%10°*
2.66% 1072 | 5861073 | 1.41 %102 | 3.46%10~*

On a bien une précision de plus en plus satisfaisante lorsque 1’on raffine le maillage ; et on observe
qu’a maillage donné, la précision baisse quand la valeur propre augmente : en effet, les vecteurs
propres correspondant possedent de plus en plus d’oscillations et sont donc moins bien approchés
par le maillage.

Etant donné que l'on a une expression analytique des fonctions propres (dans la proposition
2.2), on vérifie aussi que les fonctions propres calculées avec XLiFE++ correspondent bien a celles
calculées théoriquement et qui sont associées aux valeurs propres obtenues aprés Newton. C’est
bien le cas : deux valeurs propres associées (celle de XLiFE++ et celle apres Newton) correspondent
bien a la méme fonction propre. Le calcul fait avec XLiFE++ est donc bien cohérent pour les grandes
valeurs propres.

Passons a présent a I’accumulation en 0. On ne change rien aux valeurs numériques citées
précédemment, si ce n’est celle du shift : ici on prend un shift de 0.01. Voici en figure 2.16 trois
des fonctions propres obtenues avec XLiFE++ pour ce shift. On reconnait bien le phénomene de
résonance volumique dans le matériau négatif. Voyons maintenant si les valeurs propres obtenues
sont correctes. Pour cela, on utilise la méme méthode que pour les grandes valeurs propres : on
résout numériquement 1’équation de dispersion avec une méthode de Newton que 'on initialise
grace aux valeurs propres calculées avec XLiFE++. La encore, il faut savoir quel parametre n il faut
choisir dans ’équation de dispersion, en regardant I’allure de chaque fonction propre. Ce travail
a été réalisé sur les 50 premieres valeurs propres. Dans la figure 2.16 sont montrées les valeurs
propres calculées avec XLiFE++ pour différentes précisions du maillage et celles qui sont calculées
en python avec I’équation de dispersion, ainsi que quelques fonctions propres associées.

La encore, les valeurs propres calculées par XLiFE++ semblent correctes, et plus elles sont
petites, plus il faut raffiner le maillage pour les calculer précisément car les fonctions propres
associées sont de plus en plus oscillantes.
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A = 0.000149306
Erryg =2.65%1073
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A =0.00112724
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= (0.00014972217 = 0.000168367794
FIGURE 2.16 — Eléments propres numériques pour un shift de 0.01. En rouge, les valeurs propres
calculées avec XLiFE++ pour différentes précisions du maillage, en bleu celles obtenues avec python
a partir de I’équation de dispersion. En haut, trois fonctions propres calculées avec XLiFE++ pour
la précision maximale avec les valeurs propres correspondantes et ’erreur relative sur ces valeurs
propres. En bas, les trois fonctions propres correspondantes obtenues avec python et les valeurs
propres associées.
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FIGURE 2.18 — Fonctions propres pour A proche de A, /2.

Remarque 2.11. Dans le cas ou l'on prend A, = 0, avec XLiFE++, on ne trouve que des valeurs
propres inférieures a 10717, concentrées dans le matériau négatif, et les vecteurs propres associés ne
ressemblent a rien de particulier (voir un exemple en figure 2.17). Pour rapprocher cela de ’étude
théorique, on rappelle que dans le paragraphe 2.2.1, on a vu qu’il n’y avait plus d’accumulation en
0 de valeurs propres non nulles. En revanche, dans le chapitre 1, en section 1.B, on a vu que dans
ce cas précis, 0 est valeur propre de multiplicité infinie associée a des vecteurs propres concentrés
dans le matériau négatif, qui vérifient simplement v = —R grad ¢ pour n’importe quel ¢ € H}(C)
a support dans N'. Il est donc cohérent de trouver ce genre de fonctions propres.

Passons a la résonance surfacique. On ne change a nouveau rien aux valeurs numériques
choisies jusque la, et on prend un shift de 0.125, qui correspond a la valeur de A,,/2. Voici en
figure 2.18 trois des fonctions propres obtenues pour ce shift. L’allure des fonctions propres semble
satisfaisante : on reconnait bien le phénomene de résonance surfacique décrit dans le chapitre 1 : les
fonctions propres montrent des oscillations dans la direction de I'interface localisées autour d’un
point de l'interface. Ici, pour calculer numériquement les valeurs propres a partir de 1’équation
de dispersion, on peut se baser sur ce que I'on observe en figure 2.8 : & n > n, fixé, I’équation de
dispersion n’a qu’'une seule solution entre )\{Xn et Agn. Il est donc possible de résoudre I'équation
de dispersion par dichotomie sur un intervalle inclus dans ])\{Xn, Aan[, qui contient bien A,,/2 pour
n assez grand. De cette fagon, on peut trouver une suite de valeurs propres qui tend vers A, /2. La
mise en application de cette méthode confirme numériquement le postulat fait : on parvient bien,
pour chaque valeur de n, a trouver une solution de I’équation de dispersion de cette maniere. Les
valeurs propres calculées a partir de I’équation de dispersion en python et celles qui sont calculées
avec XLiFE++ sont montrées en figure 2.20, respectivement en rouge et en bleu. Malgré 'allure
a priori pertinente des fonction propres, les valeurs de A ne sont pas solutions de I’équation de
dispersion, et on n’observe pas d’accumulation des valeurs propres avec XLiFE++ en A, /2.

A ce stade, on peut penser que le choix du maillage n’est pas approprié. En effet, on cherche
a observer des fonction propres tres oscillantes au niveau de l'interface, on peut donc penser que
le maillage utilisé était trop grossier dans cette région, et on peut espérer obtenir de meilleurs
résultats avec un maillage plus fin autour de I'interface.

Maillage raffiné a l’interface

Dans ce paragraphe, on change de maillage pour les simulations. On désire augmenter la
densité de nceuds au voisinage de 'interface, et pour cela, on augmente le nombre de nceuds sur
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FI1GURE 2.19 — Maillage d'une cavité rectangulaire raffinée au niveau de 'interface.

I'interface lorsque I'on construit la géométrie de la cavité dans XLiFE++. Le nouveau maillage est
montré en figure 2.19.

Voici, en figure 2.20, les éléments propres calculés avec python a partir de I’équation de dis-
persion et avec XLiFE++ pour différents maillages. Dans cette figure, le nombre 7,,4n:5 représente
le nombre de noeuds par unité de longueur sur la frontiere de la cavité, et d est le rapport entre le
nombre de nceuds par unité de longueur sur l'interface et celui sur la frontiere. Par exemple, d = 2
signifie que la distance entre deux noeuds voisins est deux fois moins importante sur l'interface
que sur la frontiere : le maillage est deux fois plus précis sur I'interface.

En raffinant le maillage au voisinage de 'interface, on trouve de plus en plus de valeurs propres
au voisinage de A,,/2 : il y a bien une accumulation autour de cette valeur. Le fait d’utiliser un
maillage raffiné a 'interface permet de gagner significativement en temps de calcul par rapport a
une densification dans la cavité entiere. En revanche, les valeurs propres calculées avec XLiFE++
s’étendent énormément et vont beaucoup plus loin de Ap,/2 que les valeurs propres théoriques :
beaucoup d’entre elles ne correspondent pas a des solutions de I’équation de dispersion. Quant
a lallure des fonctions propres : celles qui sont tracées avec python a partir de leur expression
algébrique (donnée en (2.9)) excitent la totalité de 'interface (pas d’atténuation dans la direction
x9), alors que celles qui sont obtenues avec XLiFE++ ont un comportement localisé autour d’un
point donné de l'interface. Ce comportement est d’autant plus localisé que la valeur propre calculée
est loin de A, /2 : pour les plus éloignées, il est nécessaire de zoomer pour déceler les oscillations qui
correspondent & la vibration de quelques mailles seulement (voir fonction propre pour A = 0.11662
dans la figure 2.20). Finalement, plus on raffine le maillage, plus on trouve des valeurs propres
loin de A,,/2 : cela ne permet pas de mieux calculer les éléments propres.

Maillage symétrique autour de ’interface

Dans différents travaux numériques sur les ondes plasmoniques, notamment dans [31], [35] et
[22], il a été remarqué que des maillages symétriques par rapport a la surface de propagation de
ces ondes permettaient de mieux les calculer. Ici, tout en maintenant un raffinement du maillage
au voisinage de l'interface, on impose une symétrie du maillage par rapport a l'interface. Pour
cela, on construit d’abord le plus petit des deux milieux (ici V), puis son symétrique par rapport a
I'interface . Enfin, on compléte le milieu N par la portion non encore construite. Un tel maillage
est montré en figure 2.21.

Dans la figure 2.22, on montre les éléments propres calculés avec XLiFE++ pour le maillage non
symétrique du paragraphe précédent, pour le maillage symétrique, et ceux obtenus avec python a
partir de I'équation de dispersion. On prend la méme précsion pour les deux maillages (npgints = 50
et d = 4). Avec le maillage symétrique, 1’étalement des valeurs propres a disparu. Les valeurs
propres calculées correspondent bien aux solutions de ’équation de dispersion (erreur relative
de T'ordre de 107°). Les cinq premicres fonctions propres ont exactement la méme allure que
celles calculées a partir de leur expression algébrique : elles ne sont plus concentrées au voisinage
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FIGURE 2.20 — Eléments propres numériques pour un shift de 0.125. En bleu, les valeurs propres
calculées avec XLiFE++ pour des maillages uniformes de différentes précisions, en vert, les valeurs
propres calculées avec XLiFE++ pour des maillages raffinés a I'interface d’une méme précision sur la
frontiere de la cavité, mais pour différents raffinages a 'interface, et en rouge celles obtenues avec
python a partir de I’équation de dispersion. En haut, trois fonctions propres calculées avec XLiFE++
pour la précision maximale avec les valeurs propres correspondantes. En bas, trois fonctions
propres obtenues avec python.

FIGURE 2.21 — Maillage d’une cavité rectangulaire raffinée au niveau de l'interface et symétrique
par rapport a celle-ci.
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FIGURE 2.22 — Eléments propres numériques pour un shift de A, /2 = 0.125. En vert, les valeurs
propres calculées avec XLiFE++ pour un maillage non symétrique, avec nppints = 50 et d = 4, en
bleu celles obtenues avec XLiFE++ pour un maillage symétrique de méme précision. En rouge, les
valeurs propres calculées avec python a partir de I’équation de dispersion. En bas, trois fonctions
propres calculées avec XLiFE++ pour le maillage symétrique.

d’un point de l'interface, contrairement a celles qui étaient obtenues a partir du maillage non
symétrique. En revanche, des la sixieme, méme si les fonctions propres ont un comportement qui
recouvre l’ensemble de l'interface, elles ne ressemblent plus a celles que 'on doit obtenir (avec leurs
expressions algébrique). En effet, les valeurs propres (aussi bien calculées avec XLiFE++ qu’avec
python) sont toutes tellement proches de A, /2 que la différence n’est pas faite numériquement :
les fonctions propres observées sont probablement une superposition de plusieurs étant considérées
comme étant associées a la méme valeur propre. On avait d’ailleurs observé en remarque 2.10 que
dans le cas d’'une cavité symétrique par rapport a U'interface avec A, = Ay, A /2 était valeur
propre de multiplicité infinie de 'opérateur A.

Afin d’éviter d’avoir une convergence trop rapide des valeurs propres vers A, /2, on refait donc
la comparaison entre le calcul d’XLiFE++ pour le maillage symétrique et le calcul de python a
partir de I’équation de dispersion en changeant la valeur de A., afin de ne plus avoir A, = A,.
Cette comparaison est faite dans la figure 2.23, pour A, = 0.1. Dans cette figure, on ne fait
plus apparaitre les valeurs propres obtenues avec un maillage non symétrique : les valeurs propres
calculées avec le maillage symétrique et avec I’équation de dispersion sont beaucoup plus localisées
autour de la valeur Ay, /2, on fait donc un zoom sur ces valeurs dans la figure 2.23. L’accumulation
est moins brutale que dans le cas A, = A,,, ce qui permet de différencier visuellement les valeurs
propres sur 'axe. Tant que le maillage est assez fin pour observer les oscillations, des valeurs
propres sont calculées avec une erreur relative de l'ordre de 1075 (cette erreur augmente quand
les oscillations deviennent petites), et les fonctions propres associées ont la méme allure que celles
obtenues a partir de leur expression algébrique.

Finalement, on a observé un résultat contre-intuitif : quand on raffine le maillage au voisinage
de I'interface sans prendre de précaution particuliere, on obtient de plus en plus de valeurs propres
au voisinage de A,,/2, mais celles-ci n’ont rien a voir avec le probleme continu. Elles correspondent
a un étalement des valeurs propres bien plus important, et surtout, les fonctions propres associées
reviennent pour la plupart a des vibrations tres localisées de quelques mailles du maillage situées
contre l'interface (ce qui explique qu’on en trouve de plus en plus). Mais en choisissant un maillage
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A =0.124993 A = 0.124999 A = 0.125000
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FIGURE 2.23 — Eléments propres numériques pour un shift de A, /2 = 0.125 pour un maillage
symétrique, ou on a changé la valeur de A, pour avoir A, # A, : ici, on prend A, = 0.1. On
fait un zoom qui permet de différencier visuellement les valeurs propres. En bleu, les valeurs
propres calculées avec XLiFE++ pour un maillage avec npeints = 50 et d = 4. En rouge, les valeurs
propres calculées avec python a partir de I’équation de dispersion. En haut, trois fonctions propres
calculées avec XLiFE++. L’axe est gradué afin d’apprécier 1’écart relatif des valeurs propres avec
la valeur de A, /2.

symétrique dans un voisinage de l'interface (en suivant les idées développées dans [31], [35] et [22],
on supprime ces valeurs propres parasites, méme si nous n’avons a ce jour pas trouvé d’explication
a ce phénomene).
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2.3 Résultats numériques dans la géométrie du camem-
bert

Dans cette section, maintenant que le code XLiFE++ est validé, il s’agit de 1'utiliser dans
une autre géométrie regroupant ’ensemble des phénomenes de résonance mis en évidence dans
le chapitre 1. Pour cela, on fait le choix d'un disque contenant un secteur angulaire composé
de matériau négatif. La cavité C est un disque de rayon r = 1, le milieu N/ est un secteur
angulaire d’angle o = 7/2 et le milieu V le reste de la cavité. Les valeurs numériques choisies sont
récapitulées en figure 2.24.

FIGURE 2.24 — Domaine utilisé pour les simulations avec valeurs numériques.

Les résultats numériques seront organisés de la méme fagon que pour le rectangle : en fonction
du choix du maillage, que 1'on fera a nouveau évoluer du plus naif au plus adapté.

Maillage uniforme

On commence tout d’abord par prendre un maillage uniforme de la cavité (voir figure 2.25).
Encore une fois, pour des raisons de lisibilité de I'image, ce maillage est grossier et est moins
précis que celui qui est utilisé dans les simulations.

Afin de voir I'ensemble des phénomeénes sur un méme axe, voici tout d’abord, en figure 2.26,
les éléments propres calculés pour un tel maillage (100 noeuds par unité de longueur) avec une
échelle logarithmique pour les valeurs propres. Seules les fonctions propres correspondant aux
accumulations en 0 et en l'infini sont montrées (les autres feront I'objet de la figure 2.27). Ces
deux accumulations n’ont aucun mal a étre observées.

Pour les phénomenes se situant sur l'intervalle de spectre essentiel, voici en figure 2.27 les
éléments propres obtenus avec XLiFE++ pour le méme maillage, ou I'axe est cette fois-ci linéaire.
Les accumulations en 0 et l'infini ne sont plus visibles sur un tel axe, mais on y voit mieux la
répartition des valeurs propres numériques sur l'intervalle de spectre essentiel.

Tout comme dans le cas du rectangle, on trouve peu d’ondes de surface si on ne raffine pas
le maillage au voisinage de l'interface. Pour ce qui est de la résonance de coin, on ne voit pas
d’accumulation particuliere sur 'intervalle.
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FIGURE 2.25 — Maillage uniforme d’une cavité circulaire.
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FIGURE 2.26 — Eléments propres calculés avec XLiFE++ pour un maillage uniforme. En rouge :
le spectre essentiel calculé théoriquement dans le chapitre précédent. En bleu, les valeurs propres
discretes obtenues avec XLiFE++, fléchées depuis les fonctions propres associées. L’axe est en

échelle logarithmique et les valeurs données sont celles du rapport A\/A,.
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FIGURE 2.27 — Eléments propres calculés avec XLiFE++ pour un maillage uniforme. En rouge :
le spectre essentiel calculé théoriquement dans le chapitre précédent. En bleu, les valeurs propres
discretes obtenues avec XLiFE++, fléchées depuis les fonctions propres associées. L’axe est en
échelle logarithmique et les valeurs données sont celles du rapport A/A,.
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Maillage raffiné a l’interface

Dans un deuxiéme temps, on utilise un maillage raffiné au niveau de 'interface : on augmente
simplement le nombre de noeuds du maillage sur I'interface, comme on ’avait fait dans le cas du
rectangle (voir figure 2.28).

FIGURE 2.28 — Maillage d’une cavité circulaire densifié au niveau de 'interface.

Comme pour le rectangle, avec un tel maillage, on a un étalement des valeurs propres corres-
pondant & des ondes de surface autour de A,,/2. Quant aux ondes de trou noir, on ne trouve pas
significativement mieux que pour le maillage uniforme : avoir un maillage de I'ordre de 5 fois plus
fin sur la surface ne suffit pas a observer les oscillations au voisinage du coin, et on trouve les
mémes valeurs propres sur 'intervalle qu’avec le maillage uniforme. Il faut énormément raffiner
pour observer le comportement au niveau du coin, ¢’est pourquoi un troisieme maillage peut-étre
envisagé, plus adapté que ceux qui ont été utilisés jusque la, qui permettra d’observer des petites
oscillations au voisinage du coin, et donc, on 'espere, une accumulation des valeurs propres sur
I'intervalle théorique de spectre essentiel.

Maillage raffiné a l’interface et vers le coin

Pour ce nouveau maillage, il s’agit donc d’étre plus fin au voisinage du coin. Concretement, on
agit sur la distance entre deux noeuds voisins sur l'interface de la maniere suivante : on impose la
distance entre les deux premiers nceuds au coin, ainsi que celle entre les deux derniers (ceux qui
sont contre la frontiére de la cavité), et on fait évoluer la distance entre les nceuds intermédiaires
comme une suite géométrique. Si on note d,(n < N — 1) la distance entre le nceud n et le noeud
n+1 (le noeud 0 étant le coin et le noeud NV étant sur la frontiere), on impose dy et dy_1 et on a

-1 r —dy log(dy—1) — log(do)
dy = doo—= ot b=""% o N=E([1
-1 NPTy © * log (D)

ou E(x) désigne la partie entiere de x. On rappelle qu’ici, on a pris r = 1. Un tel maillage est
montré en figure 2.29. Avec un tel maillage, voici en figure 2.30 ce que 1'on obtient avec XLiFE++.

Ici, il n’y a rien a ajouter quant aux résonances volumiques et surfacique par rapport aux
précédents maillages. Pour ce qu’il se passe au niveau de I'intervalle théorique de spectre essentiel,
il y a plusieurs choses a observer. Tout d’abord, au voisinage de A, /2, la densité de valeurs propres
est encore plus importante que dans le cas du maillage raffiné uniformément sur I'interface. Il y
a toujours un étalement de valeurs propres a ce niveau-la, mais a présent, il y a deux types
de vecteurs propres associés : sur la figure 2.30, on peut observer deux valeurs propres tres
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FIGURE 2.29 — Maillage d’une cavité circulaire densifié au niveau de l'interface, et exponentielle-
ment vers le coin.

0.2771 0.3359 0.4977 0.4999

A A
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FIGURE 2.30 — Eléments propres calculés avec XLiFE++ pour le maillage raffiné au voisinage du
coin. En rouge : le spectre essentiel calculé théoriquement dans le chapitre précédent. En bleu, les
valeurs propres discretes obtenues avec XLiFE++, fléchées depuis les fonctions propres associées.

Au dessus / en dessous des fonctions propres : un zoom de celles-ci au voisinage du coin. Les
valeurs données sont celles de A/A,,.
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proches (A/Ap = 0.4977 et A\/A,, = 0.4999), mais qui ne relevent pas du méme phénomene de
résonance. En effet, lorsque I'on zoome sur le coin, on peut voir que la fonction propre associée
a A/A, = 0.4999 a un comportement tres oscillant au voisinage du coin : c¢’est une onde de
trou noir, alors que celle qui est associée a A/A,, = 0.4977 est nulle au voisinage du coin : c’est
une onde de surface. Dans le nuage de valeurs propres autour de la valeur A, /2, il y a donc un
mélange entre les ondes de trou noir et 1’étalement des ondes de surface. Lorsque I'on s’éloigne de
A /2 dans lintervalle, les fonctions propres ont uniquement un comportement d’ondes de trou
noir, comme on peut le vérifier en zoomant sur le coin. En revanche, les valeurs propres sont tres
espacées et 'intervalle n’est pas recouvert de valeurs propres. Les valeurs propres liées a 1'effet
trou noir sont beaucoup plus concentrées autour de la valeur A,,/2 que sur le reste de 'intervalle.

Ainsi, contrairement & ce qu’on aurait pu espérer, méme un maillage raffiné au voisinage du
coin (le maillage utilisé pour la figure 2.30 impose une distance entre les deux premiers noeuds
proches du coin de I'ordre de 10™*) ne permet pas d’observer d’accumulation des valeurs propres
sur tout l'intervalle de spectre essentiel.

Maillage raffiné a ’interface, au coin, et symétrique par rapport a ’interface

Tout comme pour le cas du rectangle, on essaie ici de faire disparaitre 1’étalement les valeurs
propres correspondant a des ondes surfaciques. On se sert donc ici d’un maillage symétrique par
rapport a 'interface. Pour le concevoir, on construit d’abord le milieu A/ en deux fois (la portion
N correspondant a 6 €]0, /2] et la portion Ny correspondant a 6 €] — «/2, 0], voir figure 2.31).
Ensuite, on construit la partie V; C V correspondant a 6 €]a/2, af comme le symétrique de N;
par rapport a l'axe 8 = «/2, la partie du milieu Vo, C V correspondant a 0 €] — «, —a/2[ comme
le symétrique de N5 par rapport a 'axe § = —«/2. Enfin, on compléte la cavité avec la portion
qui n’a pas encore été construite. Un tel maillage est montré en figure 2.31.

En figure 2.32, on montre les éléments propres obtenus avec XLiFE++ pour un tel maillage. On
remarque que 1’étalement des valeurs propres correspondant a des ondes de surface a disparu. Il
n’y a plus alternance d’ondes de surface et d’ondes de trou noir sur I'intervalle théorique de spectre
essentiel : les ondes de surfaces sont associées a des valeurs propres tres concentrées autour de la
valeur Ay, /2, et les valeurs propres que l'on distingue visuellement de A, /2 sont toutes associées
a des ondes de trou noir. On observe cependant que les valeurs propres associées a des ondes de
trou noir s’accumulent aussi en A, /2.

Ainsi, contrairement a ce qu’on s’attendait a observer numériquement, quel que soit le maillage
utilisé, le continuum spectral du probleme de départ ne semble pas étre restitué par une discréti-
sation par éléments finis. En dehors de A, /2, aucune densification de valeurs propres numériques
n’est observée.
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FIGURE 2.31 — Maillage d'une cavité circulaire densifié au niveau de l'interface et du coin, symé-
trique par rapport a l'interface.
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FIGURE 2.32 — Eléments propres calculés avec XLiFE++ pour un maillage raffiné a I'interface et
vers le coin, symétrique par rapport a 'interface. En rouge : le spectre essentiel calculé théorique-
ment dans le chapitre précédent. En bleu, les valeurs propres discretes obtenues avec XLiFE++,
fléchées depuis les fonctions propres associées. Avec les fonctions propres, les valeurs de A/Ap,
correspondant.
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Absence d’accumulation des valeurs propres sur ’intervalle de spectre essentiel

A posteriori, il existe une explication a ce phénomene qui aurait pu étre intuitée. L’idée
suivante a été suggérée par Lucas Chesnel, de 'INRIA. Le comportement des fonctions propres
que l'on espérait observer est concentré au niveau du coin : dans un disque donné centré au coin,
il est censé y avoir une infinité d’oscillations. Mais le maillage a une précision finie. Regardons
cela a partir du probleme non linéaire de départ.

On rappelle le probléme (2.1) :

1
div ( grad cp) +Xexp =0 dans C
Hox .
=0 sur I’

La premiere ligne se réécrit, en coordonnées polaires, de la facon suivante :

2
28@ T@g@ 4 iaﬁ +/JJ)\E)\>\7‘2Q0=O.
fx 00

Ou encore, en coordonnées (z,6) := (In(r), ) :

¢ 9, 1 9y 0
@ + ,U)\(G)% <M)\(0> 80) + M)\<19)8)\(6))\e Y = 0. (215)

Ces dernieres coordonnées reviennent a voir la cavité C comme le guide d’onde semi infini | —
00, 0]x] — m, 7| (en fixant le rayon de la cavité & 1 pour plus de simplicité), ou la condition de

Dirichlet se retrouve en z = 0, et ou ’on ajoute une condition de périodicité en § = +x. Dans ce
guide, le coin du camembert se retrouve en z — —oo. Ce guide est montré en figure 2.33.

0
A
0
L r
a N > 2
1%

FIGURE 2.33 — Guide semi-infini équivalent a la cavité en coordonnées (z, 6).

Le dernier terme montre que 1'on ne peut pas résoudre I’équation (2.15) en effectuant une
séparation de variables. En revanche, étant donné que e** tend vers 0 quand z tend —oo, on peut
avoir I'intuition qu’il ne change pas grand chose au comportement des solutions au niveau du coin.
D’ailleurs, dans le paragraphe 1.3.4, les ondes de trou noir sont construites a partir du probleme
(2.1) auquel on a retiré ce terme. On considere donc dans la suite le probleme simplifié

P 0 1 Op
o0t m(ﬁ)% (m(e)ae> =0 (2.16)
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FIGURE 2.34 — Camembert tronqué.

avec condition de Dirichlet sur dC. En reprenant les calculs faits dans le paragraphe 1.3.4, on

trouve .
¢(z,0) = sin(nz)m,(0)

NE(y) = A (1 L ooh (ot - a>))

sinh(nm)

ot n € R, m,, la modulation angulaire définie en (1.29). L’étude de la fonction A*(n) conduit &
I'intervalle de spectre essentiel étudié jusque la. Le guide d’onde semi-infini montré en figure 2.33
conduit donc a un continuum de valeurs propres.

Pour prendre en compte la limite de précision du maillage utilisé dans les simulations, on peut
considérer la situation théorique du méme camembert, mais tronqué au voisinage du coin (comme
montré en figure 2.34) : on retire a la cavité un disque centré au coin de rayon 4, qui correspond
moralement a un voisinage du coin dans lequel le maillage n’est plus assez précis pour voir des
oscillations dans le cadre des simulations. Sur la frontiere I'y on choisit de mettre une condition
de Neumann, mais ce choix reste arbitraire et des conditions de Dirichlet ne changent pas les
résultats qui vont suivre.

Ce camembert tronqué, dans les coordonnées (z, ), devient le guide tronqué montré en figure
2.35. Les solutions du probleme (2.16) (avec conditions de Dirichlet sur I" et de Neumann sur I'y)
sont alors les mémes que dans le guide non tronqué, mais avec

/2 +knm
= keZ*
T= @y 0 "€

On perd donc le continuum puisqu’il ne reste plus que les

. w/2+km
A sinh (== T —
/\:I:_m(]_:l: (1(5) ( )))  kez,

b sinh (”{i(fsliﬂw)

ce qui parcourt un ensemble discret de l'intervalle précédent. On a
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FIGURE 2.35 — Guide fini équivalent & la cavité tronquée en coordonnées (z, ).

et on retrouve une accumulation en A,,/2 de part et d’autre de cette valeur (comme observé
avec le maillage symétrique). En revanche, les valeurs propres les plus proches des extrémités
de l'intervalle de spectre essentiel de A sont les /\f correspondant aux petites valeurs de k. Ces
extrémités ne sont donc jamais atteintes, et les valeurs propres sont visiblement espacées les unes
des autres (il faudrait prendre un ¢ incroyablement petit pour les voir se rapprocher). Afin de
mieux visualiser, voici, dans la figure 2.36, la répartition des A\¥ pour différentes valeurs de 4.

§ =102 A

§=10"° A

A
b e p—t—

§=10"1" A
N R IR I I IR TR

FIGURE 2.36 — Répartition des A\j- (en bleu) sur I'intervalle de spectre essentiel (en rouge) pour
différentes valeurs de §.

En effet, méme pour des valeurs tres faibles de § (§ = 1072), on n’observe pas d’accumulation
sur tout l'intervalle. Lorsque § diminue, les valeurs propres sont de plus en plus proches les unes
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des autres et la distance entre les A\f et les extrémités de I'intervalles devient de plus en plus
petite, mais cette évolution est tres lente et il faut prendre plusieurs ordres de grandeur d’écart
pour ¢ avant de voir une différence significative dans la densité des valeurs sur l'intervalle. En
comparant la position des )\f avec celle des valeurs propres calculées avec XLiFE++, le résultat
des simulations de la figure 2.32 est semblable a 1’axe obtenu pour § = 1073, ce qui correspond
a la valeur choisie pour dy dans la résolution numérique (écart entre le nceud du coin et son plus
proche voisin).

On comprend donc pourquoi on ne peut espérer observer une accumulation des valeurs propres
numériques sur tout I'intervalle de spectre essentiel théorique, méme pour des maillages tres précis
au voisinage du coin.

2.A Annexe : Comportement des fréquences particulieres

Premi¢rement, en n = 0, on a A = (A, — A,)?, et donc
1
>‘1]Xo = §(Ae + Am — |Ae — An|) = min(Ae, Ap),

1
)‘5,0 = §(Ae + An + [Ae — An|) = max(Ae, An),
)\a,O =0.

Deuxi¢mement, concernant la position relative de A, , A\l et A,,, on a tout d’abord, avec le

calcul précédent,
N P
>\(l,0 < >\b,0 S /\b,O'

De plus, en utilisant leurs expressions, \,, < A}, si et seulement si

2,9
DT (Aot An) < —VA,
heopo
c’est-a-dire si et seulement si
2,2 2,2 2
LT (At Am) <Oet (n d —(Ae+Am)) > A
heopio oMo

La premiere condition est équivalente a

heopo

2
n® < (Ae + Am) —

et la deuxiéme, en remplacant A par son expression, a

2< AcAm th/vbO
Ao+ A, 72 7

n

Or,

(Ae +An)? 280 + A5+ An®  Ach,
Ae+Am Ao+ A T Ao+ Ay

On en déduit que A, ,, < )\{,\”n si et seulement si

Ao+ A =

2 AeAm hEO/LO

Pl Ry (2.17)

n? <n
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Et c’est ainsi que 'on conclut sur la position relative de A, et A},

Puisque A, — A}, = 24/(A) > 0 pour n > 0, on a donc Ay, < A, < Af, pour 0 < n < ne.

Il reste a comparer A, ,, et )\5 ., bour n > n.. En procédant de méme que pour la comparaison
de Agp et A, ona Ay, < Agp si et seulement si

n?m?

heopo

2,2
— (Ae +Apm) >0et (nw
€00

— (Ae + Am)>2 > A.

et les calculs faits pour A,,, et )‘ljz\,]n montrent que ces deux conditions sont incompatibles. On a
donc, pour n > n, :
Ao > Aam > Aph-

Enfin, il reste a décrire le comportement de ces trois fréquences lorsque n tend vers l'infini.
Commencgons par )\{)Yn. En la remplacant par son expression, on a

2.2

) 22 I,
YA +Ae+Am—<n7T +Ae+Am> 1 _
, 2 | heopo heopio ( :2’;2 + A+ Am)
EQHO
1 2.2 2.2 2N AL
~ o | 2T +Ae+Am—<”7T +Ae+Am> 1— 5
n—oo 9 thNO heo,uo (1?27;2 A +Am>
E0 M0
A AL

~J
n—oo n2m?

heopo +Ae 4+ A
— 0.

n—oo

De maniere similaire, on a

2,2
P

bn

n:oo th,UO - Ae - Am n:oo )\a,n njoo 0.



Chapitre 3

Le modele de Lorentz dissipatif

Le but de ce chapitre est d’étendre 1’étude faite dans le chapitre 1 a d’autres modeles pour le
matériau négatif. En effet, il y était étudié le modele de Drude non dissipatif, alors que 1'on se
concentre ici sur le modele de Lorentz avec dissipation ; et on abordera également le cas du modele
de Drude dissipatif. L’objectif est d’étudier le spectre essentiel d’une formulation augmentée
obtenue a partir du méme probleme non linéaire que dans le chapitre 1, dans une cavité composée
partiellement de matériau négatif décrit avec ces nouveaux modeles.

Dans les chapitres précédents, on a vu le spectre essentiel en terme de fréquence : on s’est
intéressé aux valeurs de A\ = w? qui faisaient partie du spectre essentiel de I'opérateur A. Ici, on
va plutot raisonner en terme de contraste, c’est-a-dire en terme de rapport entre les perméabilités
magnétiques des deux milieux : gy /uo. En effet, cette notion permet de faire le lien entre les
différents modeles, puisque nous allons voir que les spectres essentiels des différents modeles
étudiés dans cette these se ramenent aux mémes valeurs de ce contraste.

Le modele de Drude non dissipatif avait ainsi mis en lumiere trois phénomenes de résonances
associés a trois valeurs ou plages de valeurs pour le contraste des perméabilités magnétiques :

— Une résonance volumique dans le matériau négatif, lorsque le contraste tend vers —oo
(A = 0 pour le modele de Drude non dissipatif) ;

— Une résonance surfacique au niveau de l'interface entre le matériau négatif et le vide pour
le contraste —1, correspondant a des ondes tres oscillantes dans la direction de 'interface et
localisées autour de n’importe quel point régulier de I'interface (A = A,,/2 pour le modele
de Drude non dissipatif) ;

— Une résonance de coin au niveau d’un sommet de I'interface, menant a ce qu’on appelle
un effet "trou noir" pour deux intervalles de contrastes de part et d’autre de la valeur —1
(A € T, et A € I, pour le modele de Drude non dissipatif, ou les intervalles 7, et Z, sont
définis en (1.18) et (1.19)).

Nous allons voir que ces trois phénomeénes se retrouvent dans les modeles de Drude dissipatif et de
Lorentz, pour les mémes valeurs du contraste, mais ces valeurs ne correspondent pas aux mémes
fréquences.

Ce chapitre est organisé de la maniere suivante : les deux premieres sections sont consacrées
au modele de Lorentz : en section 3.1 est rappelé le probleme initial, sa formulation augmentée est
introduite et les principaux résultats sont présentés, et la section 3.2 présente la démonstration
de ces résultats. En section 3.3 sont présentés les résultats équivalents pour le modele de Drude
dissipatif, avec des démonstrations moins détaillées car similaires a celles du modele de Lorentz.

85
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B,

FIGURE 3.1 — A gauche : La cavité polygonale C divisée en N/ (NIM : gris foncé) et V (vide : gris
clair). Au milieu : un sommet intérieur C, de Uinterface ¥ entre N et V. A droite : un sommet
extérieur B, de X.

3.1 Probleme étudié et principaux résultats

3.1.1 Probleme de départ

Le but est d’étudier les propriétés spectrales d’une cavité bidimensionnelle bornée composée, en
partie, de matériau négatif. De méme que dans le chapitre 1, on considére une cavité polygonale
C (ouvert borné de R?) divisée en deux domaines polygonaux N et V (avec N UV = C et
NNV =0), composés respectivement de matériau négatif et de vide. On note 3 U'interface entre
ces deux milieux (i.e. ¥ = N N 9V), qui est donc dans le cas présent une ou plusieurs lignes
brisées (qui ne s’intersectent pas). Une telle cavité est montrée en figure 3.1.

On considere a présent un modele plus général pour le matériau négatif : le modele de Lorentz,
mais uniquement pour la perméabilité magnétique. En effet, le modele choisi pour la permittivité
électrique ne change pas le spectre essentiel : on a vu dans le chapitre 1 que prendre le modele
de Drude non dissipatif ou le modele du vide pour €, ne modifiait pas le spectre essentiel de
l'opérateur A ; de plus, dans [13], d’ou est issu le résultat qui nous permet d’affirmer que notre
étude du spectre essentiel est compléete une fois les différentes résonances traitées, le modele choisi
pour la permittivité électrique n’a pas la moindre incidence sur les résultats, voir paragraphe 1.3.6.
Dans le milieu NV, on prend donc

2

N N “p
— 1, = 1— 3.1
Cw €o €t W, Ho ( UJQ _ wrz + l’yu)) ( )

ot les coefficients w, > 0 (fréquence plasma), w, > 0 (fréquence de résonance) et v > 0 (dissipa-
tion) caractérisent le matériau. En ce qui concerne le modele de la perméabilité magnétique, on
peut remarquer qu’en prenant w, = 0 et v = 0, on retrouve le modele de Drude non dissipatif
du chapitre 1 (en posant A,, = wg). En fixant seulement w, = 0, on obtient le modele de Drude
dissipatif, et en fixant seulement v = 0, le modele de Lorentz non dissipatif. La figure 3.2 montre
le comportement de i dans ce dernier cas. Pour le modele de Lorentz non dissipatif, on voit que
le matériau a un comportement négatif pour w? €Jw?, w? + w?[ (zone grisée dans la figure 3.2).
Dans le modele de Drude non dissipatif, le comportement négatif avait lieu pour des fréquences
proches de 0, alors que dans le modele de Lorentz non dissipatif, il a lieu dans une plage de
fréquences voisine de fw,, qui sont les poles de ,uff . Dans le cas ou v > 0, ces poles deviennent
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1 / 1o

F1GURE 3.2 — Comportement de i, pour le modele de Lorentz non dissipatif.

complexes. Nous les noterons dans la suite :

—iy £ /4 w? —~?
i ! si 4w?—~*>0
wi, = 2 (3.2)

- —iy £iy/7? — 4 w?

2

si 4 w?—~%<0.

Dans le cas général ol on a v # 0, le modele ne fait pas seulement intervenir des termes en
w?, mais aussi en w, c’est pourquoi on ne peut plus, contrairement au chapitre 1, raisonner en

A = w?, et on travaille directement en w.

Comme expliqué en introduction de ce chapitre, ce n’est pas la valeur de la perméabilité
magnétique du matériau négatif ,uﬁ[ qui est importante, mais le rapport entre cette valeur et la
perméabilité du vide py. C’est pourquoi on définit ici le modele de Lorentz directement pour le
contraste kYN = N /uo. On introduit donc la fonction constante par morceaux définie dans la
cavité C tout entiere par

1 dans V;

Ky 1= w? 3.3
KN o=1-— P dans N. (3:3)
w? —w? +iyw

Dans la suite, pour simplifier les calculs et sans perte de généralité, on prendra pug = g9 = 1.
Le probleme de départ de ce chapitre est finalement le probléeme aux valeurs propres suivant, qui
décrit les résonances de la cavité :

Trouver w € C et ¢ € H}(C) non nulle tels que
1
div < grad <p> +w?p=0 dansC, (3.4)

w

cette équation étant a comprendre au sens des distributions.
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En d’autres termes, le probleme ci-dessus est une forme condensée du systéme suivant :

Ap+w?kN =0 dans N, (3.5a)

Ap+w?o=0 dansV, (3.5b)
1 O0p

(ol =0 et lf% (971]2 =0, (3.5¢)

=0 surdC. (3.5d)

Le probléme aux valeurs propres ci-dessus est clairement non linéaire par rapport a w (et a
w?), sauf si A est vide (i.e. C ne contient que du vide). Ce cas-la a été expliqué au chapitre 1
dans le paragraphe 1.2.1 en se ramenant & I’étude du spectre de I'opérateur autoadjoint — A"
défini par

—AdirgO — _A907 vgp e D(—Adir) = {90 c H(%(C% A(,O € LQ(C>}

En revanche, dans le cas ot V = (), de maniére similaire au paragraphe 1.2.1 du chapitre 1, les
valeurs propres de notre probléme non linéaire sont simplement I'image réciproque de o(—Adr)
par la fonction f définie par

w2

On rappelle que le spectre o(—A") est purement discret : il est composé d’une suite de valeurs
propres de multiplicité finie qui tend vers +o0o. En notant (A,) cette suite de valeurs propres, on
peut exprimer facilement les solutions w,, de notre probleme non linéaire en fonction des \,, dans
le cas non dissipatif. En effet, dans le cas ou v = 0, les w,, tels que f(w,) = A, sont solutions
d’une équation bicarrée :

wp — wi (Wi +wl+M) + Wl = 0.

On a donc quatre solutions pour chaque n :

1
W, = i\/Q (@24 w2+ A (W2 + w2+ )2 — 4hw? ).

De maniere immédiate, puisque A\, — +00 on a

1
i\/2 (wg +wZ4+ A\, + \/(wg + w2+ A\,)2 — 4)\nw§) = Foo.

De plus,

4 \/; (624 2 £ Mo — (@2 + &2+ Aa)? — AAe?)

1
- i\/Q (w2 + w2+ An = (@2 — w2 + Xn)? + dw?)

1 dww?
=+ 5 (wg+w3+An— (wg—w3+x\n)J1+ (2 w2 A2
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L’étude asymptotique de ces w, montre ainsi quatre accumulations : une en 400, une en —oo,
une en w, et une en —w,. Mais dans le cas dissipatif, méme s’il existe des formules explicites pour
résoudre les équations de degré 4, ces dernieres sont tres longues et 1'étude asymptotique a partir
de ces formules est bien trop pénible. Dans le cas général, on préfere donc utiliser un résultat
général d’analyse complexe, qui est expliqué dans 'annexe 3.A. Puisque |A,| — oo, la proposition
3.18 montre que pour tout pole de f, il existe une suite (w,) tendant vers ce pole tel que pour
tout n (suffisamment grand), f(w,) = A,. Il y a donc aussi dans le cas général (ot v n’est pas
forcément nul) une accumulation des valeurs propres de notre probléme non linéaire en les deux
poles de mﬁf . Les solutions ¢,, associées ne sont autres que les fonctions propres de —AY" associées
aux A,.

Dans le cas général on les deux milieux V et N sont présents dans la cavité, on ne peut pas
raisonner directement sur le probleme non linéaire. Le paragraphe suivant présente sa linéarisation.

3.1.2 Linéarisation du probleme

Dans ce paragraphe, on va voir comment construire un probleme aux valeurs propres linéaire
équivalent & (3.4). Rappelons pour cela deux notations utiles. Soit R : L?(C) — L*(N') 'opérateur
de restriction de C a N, et R* : L*(N) — L?*(C) l'opérateur de prolongement par 0 de N a C;
c’est-a-dire, pour tout (¢, 1) € L*(C) x L*(N),

i} P(r) st zeN
Ry = et RY(z) = {

0 si zeV.

Rappelons que ces opérateurs sont adjoints I'un de 'autre, puisque
J, Re@i@) dr = [ p(@) R da.

Rappelons également que RR* est I'identité de L2(N), alors que R*R est 'opérateur de multi-
plication par 1, dans L*(C), 1 étant la fonction indicatrice du milieu N. Les notations R et
R* restent les mémes, qu’on les applique a des fonctions a valeurs scalaires ou vectorielles.

On suppose dans ce qui suit que w # 0 et &Y # 0 (ces cas seront traités dans le paragraphe
3.2.1). En effet, le probleme (3.4) n’est pas défini pour Y = 0; la nécessité de considérer un w non
nul sera observée des la premiere étape du procédé de linéarisation. La démarche est a peu pres
similaire a celle qui est utilisée au chapitre 1 : il s’agit de se débarrasser des termes problématiques
(qui empéchent la linéarité de I’équation (3.4)) en introduisant de nouvelles variables. En revanche,
ici, c’est w, et non A\ = w?, qui va jouer le role de la valeur propre. Réécrivons donc (3.4) en isolant
le terme we. Pour cela, il suffit de la diviser par w, ce que 'on peut faire puisqu’on a supposé
w # 0, ce qui donne

1
—div ( grad cp) = we.

WKy,

On peut ici poser

1
p:=—grady (3.7)
w

w

et alors, I’équation (3.4) est équivalente &
—divp = wey, (3.8a)

1
— grad ¢ = wp (3.8b)

w
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ou la deuxiéme équation n’est autre que la définition (3.7) de p. Cette derniére équation peut se
réécrire

11—k,
(1 + ) grad ¢ = wp.

w
En remarquant que dans V, on a 1 — k,, = 0, on introduit cette fois une nouvelle inconnue définie

uniquement sur N par
1 — N

,{/w
V= iy R grad . (3.9)
Alors, I’équation (3.8b) est équivalente a
gradp + R*v = wp, (3.10a)
11—V
R grad ¢ = v. (3.10b)

KN

w

Cette derniere équation peut se réécrire, en remplagant /@ﬁf par son expression et en utilisant (3.7),
w wf) Rp = (W — w2 +iw) v

c’est-a-dire, en divisant par w et en isolant le terme wv,

2
wf)Rp—i-w—rv—iyvzwv. (3.11)
w

11 reste alors un terme problématique dans I’équation (3.11), et il est nécessaire de poser

1
= —. 12
U= v (3.12)

L’équation de départ (3.4) est alors équivalente a

—divp= w¢ dans C
gradp+R*v= wp dans C (3.13)

v=wu dans N
2 2 S
WiRp +wiu—iyw= wv dans N
ce qui correspond & un probléme aux valeurs propres linéaire en w pour (¢, p,u,v).

Pour résumer, si w # 0 et £\ # 0, alors une fonction ¢ € HZ(C) est solution de (3.4) si et
seulement si (¢, p, u,v) € HY(C) x L*(C)? x L*(N)? x L*(N)? vérifie

% 0 —div 0 0 @ ®
p|  _ |grad 0 0 R pl P
Al 0o 0 0 1 ||u] “lu (3:.14)
v 0 wR w —iy) \v v
Pour cela, il a suffi de définir les inconnues supplémentaires p, u et v a partir de ¢ par
1
p = —gradyp
Why
1— &V
= Z- R grad
u o grad ¢ (3.15)
1— /ﬁ{f
Vo= R grad ¢.
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Remarque 3.1. Dans le cas du modéle de Lorentz non dissipatif, w n’apparait pas seul dans (3.4)
et on aurait pu travailler en X\ = w?, comme dans le chapitre 1. On aurait alors eu seulement
besoin de deux inconnues : l'opérateur A étudié dans le chapitre 1 aurait alors été défini par

A (90) = ( — div{grad ¢ + R*v} )

2 2 2
v wiR grad ¢ + (w; + w;)v

en rappelant que Ay = 0 et Ay, = wg. En fait, la seule différence est le terme w?v. Mais si on
veut étudier un probléme aux valeurs propres en w et non en w?, ce qui est nécessaire si on veut
étudier le cas général ou 7y est éventuellement non nul, il est nécessaire de considérer un modéle
a quatre variables.

Dans les sections qui suivent, on s’intéresse a I’étude de I'opérateur A.

3.1.3 Cadre et propriétés du probleme linéarisé

Commengons par définir un cadre fonctionnel pour 'opérateur A dans lequel ce dernier est
autoadjoint dans le cas non dissipatif. En effet, dans le cas dissipatif, le terme en iy ne permet
pas a l'opérateur A d’étre autoadjoint. Pour cela, considérons ’espace de Hilbert

H = L*(C) x L*(C)* x L*(N)? x L*(N)?
muni du produit scalaire défini, pour tous X := (¢, p,u,v)" et X' := (&, p/,u’,v")T, par :
(X, X" )3 = (0,9 )120) + (0.0 1202 + wy 2wl (u, ) 22 + wy  (0,0) 2wz (3.16)
Dans la suite, on note H(div;C) := {p € L*(C)? divp € L*(C)}.
Proposition 3.2. L’opérateur A: D(A) C H — H défini par (3.14) ,ou
D(A) := H}(C) x H(div;C) x L*(N)* x L*(N)?, (3.17)
est fermé a domaine dense. De plus, il est autoadjoint si v = 0.

Démonstration. (i)Commengons par remarquer que D(A) est bien dense dans H (car H}(C) est
dense dans L*(C) et H(div;C) dense dans L*(C)?).

(i) Montrons que A : D(A) — H est fermé. Pour cela, prenons une suite (X,,) € D(A)N, X
et Y dans H tels que X,, — X dans H et AX,, — Y dans H : montrons qu’alors X € D(A) et
que AX =Y.

On notera X = (p,p,u,v), Xy = (©n, Py Un, V) €t Y = (¢°,p%, u,v®). Puisque X € H, il
faut montrer que p € H}(C), p € H(div;C) et que Ap =Y.

Tout d’abord, AX,, — Y dans H, c’est-a-dire, avec (3.14) :

—divp, — ¢* dans L*(C)

grad ¢, + R*v, — p* dans L?*(C)?

v, — u® dans L*(N)?

WERPy + Wity — iyv, = v° dans  L*(N)%.

(3.18)

Or, puisque X,, — X dans H, on a

v, — v dans L*(N)?
szpn + wiu, — iyv, — wiRp +wu —iyv dans L*(N)%
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Par unicité de la limite, les troisieme et quatrieme lignes de (3.18) donnent

vt (3.19)
WeRp + wiu — iyv = v’ '

Ensuite, puisque v, — v dans L*(N)?, avec la deuxiéme ligne de (3.18), on a grad p, —

p* — R*v dans L%*(C)% De plus, pour tout n, ¢, € H}(C) puisque X,, € D(A) et ¢, — ¢ dans
L*(C). L’opérateur

B,: H;(C)cL*C) — L*C)?

3.20
p +— gradyp ( )

étant fermé (voir annexe 3.B), on a donc
© € Hy(C) et gradp = p* — R*v. (3.21)

Enfin , la premiére ligne de (3.18) donne divp, — —¢* dans L?(C). Or, pour tout n, p, €
H(div;C) puisque X,, € D(A) et p, — p dans L?*(C)?. L’'opérateur

By: H(div,C) Cc L*(C)*> — L*C)

3.22
p +— divp (3-22)

étant fermé (voir annexe 3.B), on a donc
p € H(div;C) et divp=—¢°. (3.23)
Finalement, (3.19), (3.21) et (3.23) montrent qu’'on a bien X € D(A) et Ap =Y.

(iii) Fixons v = 0 et montrons qu’alors l'opérateur A est autoadjoint. Commengons par
montrer que A est symétrique. Soient donc X := (¢, p, u,v)" et X' := (¢, p/, v/, v")T deux éléments
de D(A). Alors

(AX,X')H:/C—divpa—i—/cgrad@]?—l—/cflz*vﬁ
—l—w*wa/ UU+/ R W—l—wﬂwf/ u v,
P N wop P N

En utilisant une formule de Green sur les deux premiers termes et en rappelant que R* est I’adjoint
de R, on obtient

(AX,X’)H:/]) grad@’—/gpdivp’+/ v Ry
c c N
+w*2w2/ vU—l—/ R*v’—l—w”uﬂ/ u v,
PN e’ PN

ie. (AX, X"y = (X, AX")y. L'opérateur A est donc symétrique.
Il reste a vérifier que le domaine de A* est bien inclus dans D(.A). Par définition, ce domaine
est

D(A") = {X" € H,3c > 0,VX € D(A) : [(X', AX )| < | Xl }. (3.24)
Soit donc X' := (¢, p/,u/,v’) € D(A*) et montrons que p’ € H(div,C) et ¢’ € H}(C).

Commengons par p’. En prenant p = 0, u = 0 et v = 0 dans la définition (3.24) de D(A*), on
a donc une constante ¢ > 0 telle que

Yo € Hol(C) : ‘ /Cp’ grad ¢ ’ <c HSOHL2(C)-
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D’apres la définition du domaine de 'adjoint, p’ est donc dans D(B}) ou l'opérateur By est
défini par (3.20). Or, Bf = By ou By est défini par (3.22). D’ou p' € H(div,C).

Passons a ¢'. En prenant ¢ = 0, u = 0 et v = 0 dans la définition (3.24) de D(A*), on a donc
une constante cq ¢ > 0 telle que

Vp € H(div,C) : ' /Cgo' dvp+ /Nu Ry ‘ < ot 1012202 (3.25)
Or, avec Cauchy-Schwarz dans L?*(N)?, on a

[ Re| < gz 1ol < I llzzove lipllzecep (3.26)

L’inégalité triangulaire sur le membre de gauche de (3.25) et (3.26) donnent

Vp S H(diV,C) : ‘ /C(p/ divp ‘ < (Cext + HUIHLQ(N)z) ||p||L2(C)2'

D’apres la définition du domaine de l'adjoint, ¢’ est donc dans D(B3). Or, By = B;. D’ou
! 1
¢' € Hy(C).

Ainsi, (¢, p/,u/,v") € D(A).
Donc D(A*) C D(A).
Finalement, 'opérateur A est bien autoadjoint.
O

Dans la suite, on va étudier le spectre essentiel de I'opérateur A. On rappelle que dans le
cas d'un opérateur non autoadjoint, il existe différentes définitions du spectre essentiel, qui ne
coincident pas forcément. On en rappelle ici 4, avec les égalités qui ont lieu dans le cas d’opérateurs
fermés a domaine dense, ce qui est le cas ici. Ces résultats sont rassemblés dans I'annexe A.1 de
la these de Benjamin Goursaud [49].

Oessi (A) = 0(A)\ { valeurs propres de multiplicité finie isolées dans le spectre }
Oess2(A) = C \ {w tq A — wl est Fredholm d’indice 0 } = (1 oA+ K)
K compact
Oess 3(A) = C \ {w tq A — wl est Fredholm }
Oessa(A) = C \ {w tq A — wl est semi-Fredholm } = {w € C,3 une suite de Weyl pour w}

(3.27)
On rappelle pour cela qu’'un opérateur 7' est
— semi-Fredholm ! si son image est fermée et son noyau est de dimension finie ;

— Fredholm si son image est de codimension finie et son noyau est de dimension finie;
— Fredholm d’indice 0 s'il est Fredholm et si IndT := dim(Ker(L)) — codim(Im(T)) = 0.

1. On utilise abusivement le terme "semi-Fredholm". En effet, le terme "semi-Fredholm" regroupe habituellement
deux catégories d’opérateurs (voir définition 3.14 dans [46]). La premiére catégorie correspond aux opérateurs dits
semi-Fredholm de type +, notés F, dans [46], qui sont les opérateurs dont I'image est fermée et le noyau est
de dimension finie. La deuxiéme catégorie correspond aux opérateurs dits semi-Fredholm de type —, notés F_
dans [46], qui sont les opérateurs dont I'image est fermée et de codimension finie. Nous parlons ici d’opérateur
semi-Fredholm pour parler en réalité seulement des opérateurs semi-Fredholm de type +.
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La liste des différentes définitions du spectre essentiel ci-dessus n’est pas exhaustive : on trouvera
les autres notamment dans [46]. De plus, la numérotation de ces différentes définitions n’est pas
celle que 'on retrouve dans [46] : on utilise un ordre inverse.

On a toujours Tess 4(A) C Tess 3(A) C Oegs2(A) C Oess1(A). Dans le cas non dissipatif, puisque
A est autoadjoint, il y a égalité dans ces inclusions. Mais dans le cas général, on ne sait a priori
pas si ces inclusions sont strictes ou pas. En fait, dans la suite, c’est toujours oess4(A) que 'on
utilise : en effet, ce dernier est compatible avec les outils utilisés dans le chapitre 1, certains calculs
qui y sont faits pourront ainsi étre réutilisés. Il existe toutefois un résultat pour montrer que les
différentes définitions coincident, mais ce-dernier nécessite de connaitre 'allure de egs 4(A) (qui
correspond & la proposition A.9 de [49]) :

Proposition 3.3. Soit A un opérateur fermé de domaine dense. Si, pour j € {1,2,3,4}, chaque
composante conneze de C\0ess j(A) contient un point de ’ensemble résolvant de A, alors oess j(A) =

Uess,l (A) .

Il s’agira donc, une fois oess 4(A) déterminé, d’utiliser cette proposition pour montrer que toutes
les différentes définitions du spectre essentiel citées en (3.27) coincident (ess 4(A) et Tess 1 (A) étant
chacun a une extrémité de la chaine d’inclusion des définitions).

La proposition 3.2 montre que dans le cas non dissipatif (7 = 0), le spectre de 'opérateur
A est réel. Dans le cas général, il faut bien sir considérer le plan complexe tout entier pour la
recherche des éléments propres. La proposition qui suit donne un autre résultat sur la répartition
de ce spectre, qu’il y ait ou non de la dissipation.

Proposition 3.4. Le spectre de l'opérateur A est symétrique par rapport a l'aze imaginaire.

Démonstration. (i) Commengons par observer ce résultat de symétrie sur les valeurs propres de

A.

Soit w une valeur propre de A et X := (¢, p,u,v)’ un vecteur propre associé. Cela signifie
que X € D(A) et
—divp = we
gradp+Rv = wp
v = wu
ngp + wiu — iyv = wo.

En conjuguant chaque ligne et prenant I'opposé des lignes 1 et 4, ce systeme est équivalent a

—div(-p) = -w P
gradp+RT = —w (—p
T = —w(—u
w2 R(=p) + wi (-u) — 7 = —w7,

ce qui montre que w est valeur propre de A associée a (¢, p, u,v) si et seulement si —w est valeur
propre de A associée a (g, —p, —u, 7). Cela veut dire que les valeurs propres de I'opérateur A sont
symétriques par rapport a ’axe imaginaire. Montrons que ce résultat est en fait valable pour tout
le spectre de A.

(ii) Pour montrer cette propriété de symétrie sur le spectre de A, on passe par ’ensemble
résolvant de cet opérateur. Notons p(A) 'ensemble résolvant de A et montrons que w € p(A) si
et seulement si —w € p(A) .
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- Soient X := (%pﬂa“)T € D(A) et F:= (s, s, Us, vs) € H. Notons X = (@, —p, —u, ) et
F := (@s, —Ds, —Us, U5). Alors, avec (3.14) :

—divp — w =g

(A-w)X = F o gradp + R*'v — wp=ps
Vo— WU = U

ngp +wiu — iyv — wov =0,

En conjuguant chaque ligne et prenant 'opposé des lignes 1 et 4, ce systeme est équivalent a

—div(-p) - (—w) P = %
gradp+ R0 — (-w) (-p) = Ps
v — (-0) (-1u) = T
Wi R(=p) + w? (-u) — W7 - (-0) 7, = -7,

ce qui équivaut & dire que (A — (—w))X = —F.

Puisque les problémes (A —w)X = F et (A — (—w))X = —F sont équivalents, w € p(A) si et
seulement si —w € p(A).

Ainsi, w est dans le spectre de A si et seulement si —w est dans le spectre de A.

3.1.4 Principaux résultats

Puisque I’on raisonne en terme de contraste et qu'un point du spectre correspond a une valeur
de w, il convient tout d’abord d’avoir une relation qui permet d’obtenir la ou les valeurs de w
correspondant a une valeur de H{Y donnée. Ce sont uniquement les contrastes négatifs qui nous
intéressent, c’est pourquoi on résout 1’équation /iﬁf = k d’inconnue w pour k réel négatif, ce qui
mene & définir pour tout k € (—o0,0),

—iy & \/4(cur +;Jp/(1 —K)) =7 si 4(w! +wi/(1=kK) =9 >0
N (3.28)
—iy £ 1y/—4(W? + W/ (1 - K)) + 72
2

=

si 4(wf +wl/(1— k) —7*<0.

Premierement, on peut s’intéresser aux valeurs de w correspondant aux cas que l'on a exclus
pour I’équivalence des problemes non linéaire et augmenté, c’est-a-dire tels que w = 0 ou /iﬁf = 0.
Les valeurs 0 et wi sont valeurs propres de multiplicité infinie de I'opérateur A, alors que le
probléme (3.4) n’est pas défini en wi (puisque ' devient infini). Cela fait I'objet de la proposition
3.8. Ces valeurs sont donc dans le spectre essentiel de 1'opérateur A.

Les autres composantes du spectre essentiel de A correspondent aux mémes phénomenes de
résonance que ceux qui ont été mis en évidence dans le chapitre 1, associées aux mémes valeurs
du contraste. Une résonance volumique dans le matériau négatif correspond a

—iy & /dw? — 2
wt = lim w? 2

7 kom0 R —iry /7% — 4w?

2

si dw? — 4% >0

si dw? — 4% > 0.
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Une résonance surfacique sur I'interface ¥ entre A" et V correspond & la valeur w*,. Enfin, une
résonance de coin a chaque sommet de I'interface > donne lieu a un ensemble continu de spectre
essentiel. Pour étre plus précis, il convient de distinguer les sommets intérieurs {C, € X;p =
1,..., P} situés dans la cavité (ouverte) C, et les sommets extérieurs {B, € ;¢ = 1, ..., Q} situés
sur la frontiere C de la cavité (voir figure 3.1). Pour un sommet intérieur C), la résonance de
coin est observée pour JF := {wF, k € Kint(ap)} avec

1

Cint (O‘p)

2T — ap

Kt () = | —cin (), — \{—1} avec cpnlay) = max( ) (3.29)

)
Q) 2T — ay

ou a, € (0,27)\{7} est l'angle du milieu négatif montré en figure 3.1. En termes de valeurs
propres, en regardant la définition (3.28) de wZ, cela correspond & l'intérieur de deux segments
ou lignes brisées autour de la valeur w®;. En fonction de la valeur des paramétres w,, w, et 7, ces
ensembles peuvent se retrouver sur la droite Jm(z) = —~/2, sur I'axe imaginaire ou sur les deux
(voir figure 3.3). On voit que quand «, est proche de 0, Ky remplit presque toute la demi-droite
réelle strictement négative (privée de —1), alors que quand «,, est proche de m, Ky est presque
vide et concentré autour de la valeur —1 (il devient vide lorsque o, = , c¢’est-a-dire lorsqu’il n’y
plus de coin).

Pour un sommet extérieur B,, la résonance de coin est observée pour I;E = {w r €
Kext By, vq)} avec

Vg — By
P
(3.30)

ou les angles /3, et v, sont définis dans la figure 3.1. En termes de valeurs propres, cela correspond
a lintérieur d’un segment ou d’une ligne brisée (montré en figure 3.4). Ainsi, si 5, < v,/2,
cet intervalle de contrastes est inclus dans | — oo, —1[, le remplissant presque en entier pour /3,
proche de 0 alors que si 5, > 1,/2, Kext(5Byq, Vy) est inclus dans | — 1,0[, le remplissant presque
completement lorsque S, est proche de v,. Pour 8, = v,/2, Kext(5,, v,) disparait.

Le principal résultat de ce chapitre est le théoreme suivant, dont la preuve fait I’'objet de la
prochaine section.

Kext (Bg, V) 1= min (—cext (By, vg), —1) ; max (—Coxt(Bg, Vg), —1)[ oW cext (By, vg) 1=

Théoréme 3.5. Supposons que N # (0 et que V # (. Alors le spectre essentiel 0essa(A) C
{iR} U (R —iv/2) de l'opérateur A est donné par

Uess,4(A) = {07w§7wf17wfoo}u U TP:EU U z?

p=1,P q=1,Q

et
Uess,l(A) = Oess,2 (-/4) = Oess,3 (A) - O-ess,4(-’4)-

Remarque 3.6. Dans le théoreme 1.2 pour le cas du modeéle de Drude non dissipatif, il y a un
résultat d’accumulation du spectre discret (en X = 0). Un résultat similaire pour le modéle de
Lorentz serait une accumulation du spectre discret en w®__. Méme si dans la suite, on montre que

wt __ n’est pas valeur propre de multiplicité infinie, on ne peut pas affirmer pour autant que c’est

o
un point d’accumulation du spectre, car si v # 0, Uopérateur A n’est pas autoadjoint. Ce résultat
d’accumulation est donc peut-étre vrai dans le cas général, mais on ne sait le montrer que dans

le cas non dissipatif.
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Jmw
A
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- — + +
W_1/cing(a) —cing(a) —cing(a) W_1/cing(a)
- @ - - —Y—) — — — — — — @ — — — — — — |~~~ _ & — ———— - ® PN o - -0 - — -
— - - i + +
Wo W_1q W_oo T3 W00 Wy Wo
TJmw
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ow’
Jr
? 7Cint(a)
- +
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+
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0w—Cim(a)
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FIGURE 3.3 — Spectre essentiel d’une cavité contenant un seul sommet : un sommet intérieur
d’angle o. En haut, le cas ott v2 — 4w? < 0 : tout le spectre essentiel est de partie imaginaire —ivy.
Au milieu, le cas ot v* — 4w? > 0 > 7% — 4(wf 4+ w?). En bas, le cas ot 0 < 7% — 4(w? 4+ w}) : tout
le spectre essentiel est imaginaire pur. Dans tous les cas, les éléments du spectre essentiel ont une
partie imaginaire négative.
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TJmw TJmw
A
Re w Re w
+ +
. Wecext (B ) . Y —cexi (B.0)
—15 F---- > - — - . - —1gr---- * - *—o -0 -

+ + + + + +
wh w’y Wy wr wry Wy

FIGURE 3.4 — Spectre essentiel d'une cavité contenant un seul sommet : un sommet extérieur
défini par les angles et v. A gauche : cas ou § < v/2. A droite : cas ou > v/2. Ici, on se place
dans le cas on 7 — 4w? < 0 et on ne trace que la partie de ce spectre essentiel de partie imaginaire
positive, le reste pouvant étre obtenue par symétrie par rapport a I’axe imaginaire. Dans le cas ou
v —4w? > 0, une partie (ou la totalité) du spectre essentiel peut se retrouver sur I’axe imaginaire,
de maniere similaire a la figure 3.3.

3.2 Les différentes composantes du spectre essentiel

Dans cette section, pour simplifier les notations, on ne traitera que la partie en w! (la partie
en w; se traitant de maniere identique), et pour simplifier les notations, on ne notera plus les "+"
en exposant, ni des wy, ni des intervalles. De plus, pour éviter de distinguer les cas selon le signe
de 4(w? +w?2/(1 — K)) —~*, on notera, pour z € R :

\/_::{\/E si x>0

iv—z si z<0

3.2.1 Reésultats préliminaires

On considere d’abord les valeurs w = 0 et wy, pour lesquelles on n’a pas équivalence entre le
probléme non linéaire et la formulation augmentée, ainsi que w_,, qui ne correspond pas a une
valeur finie du contraste. Les propositions suivantes nous disent que 0 et wq sont valeurs propres
de multiplicité infinie de A, alors que w_,, n’est dans le cas général pas valeur propre de A, et
au plus valeur propre de multiplicité finie dans certains cas tres précis.

Proposition 3.7. On a Ker(A—w_,I) = {0} siy # 0, et Ker(A—w_xI) est de dimension finie
sty = 0.
Démonstration. Soit (¢, p,u,v) € D(A). Alors
—divp= w_w
rade + R'v = w_
(p,p,u,v) € Ker(A—w_oI) < sracy o P
V= W_go U

2 2 : _
wy Rp + wy u — i v = w_oov.

En rappelant que w_, vérifie w?  — w? + iy w_o, = 0, on obtient, en remplacant v par w_,u
dans les lignes 2 et 4,

—divp= w_ @

radp + w_oo R'u = w_o

(p,p,u,v) € Ker(A—w_oI) < sracy b
V= W U

2

wr Rp = (W —wf +iy w_s)u = 0.
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Dong, si (p,p,u,v) € Ker(A — w_,I), alors on a, dans N : p = 0 (avec la ligne 4), puis ¢ = 0
(avec la ligne 1), puis u = 0 (avec la ligne 2), et enfin v = 0 (avec la ligne 3). Dans V, on a

—divp = w_
gradp = wW_q P,

d’ott —Ap = w? __p dans V, avec ¢ = 0 sur OV (condition de Dirichlet sur dC' et continuité de
¢ a travers X). Il existe des solutions non nulles & ce probléme si et seulement si w? _ est valeur
propre du Laplacien dans V avec condition de Dirichlet sur V. On sait que cet opérateur a un
spectre purement discret inclus dans R™.

Or,siv#0, w o ¢ R, donc w?__ ¢ R d'out ¢ = 0. On a donc aussi p = 0. Finalement, si
(p,p,u,v) € Ker(A — w_s1), alors (¢, p,u,v) = (0,0,0,0).

Si v = 0, il est possible de trouver des solutions non nulles, mais elles formeraient un es-
pace vectoriel de dimension fini, que l'on peut noter £. Alors, on aurait Ker(A — w_,I) =
{(p, =1/w_s grad ), i = 0 et @y € £}, qui est de dimension finie.

[

Proposition 3.8.
Ker(A) = { (0, p, —w)/w? Rp, 0) € D(A), divp =0}

est de dimension infinie.

Ker(A — wol) = Hoo @ Ho
ot
Hoo :==1 (0, p, Rp, woRp) € D(A), p=0 dans V, divp =0 dans N et pn =0 sur ¥ }
est de dimension infinie. Hy est vide si v # 0, et au plus de dimension finie si v = 0.

Démonstration. Commencgons par étudier Ker(.A). Soit (¢, p, u,v) € D(A). Alors

—divp=20

rade + R*'v = 0
(p,p,u,v) € Ker(A) < & 0<P

fU:

ngp—wau —iyv = 0.

En utilisant le fait que ¢ = 0 sur 9C (car ¢ € H}(C)) et en utilisant la troisiéme ligne dans la
deuxieme, on obtient que

divp=20
p =0

(¢, p,u,v) € Ker(A) < ¢ v =0

2
w

u = —2 Rp
wr

et on retrouve bien Ker(A) = {(0, p, —w?/w? Rp,0) € D(A), divp = 0}. Cet espace est de dimen-
sion infinie. En effet, il suffit de prendre p := rotyp(¢) ot v» € H'(C) pour que (0,p, —w/w? Rp,0)
soit dans cet ensemble.
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Passons a 1'étude de Ker(A — wpl). Soit (¢, p,u,v) € D(A). Alors

- lep = Wy @
radyp + R*v = w
(¢, u,0) € Ker(A —wol) & 4 5007 0D
V= Wy u

2 2 :
wy, Rp + wyu — iyv = wo v.

En rappelant que wy vérifie w? — w? + iy wy = wg et en remplacant v par wou dans les lignes 2 et
4, on obtient que

—divp= wy ¢

radyp + wo R'u = w
(p,p,u,v) € Ker(A — wpl) & sracy 0 or

V= wou

Rp = u.

La deuxiéme équation, dans A, en utilisant la quatriéme, signifie que ¢ est constante dans N
Dans un souci de simplification, supposons que N N IC # (). Cela signifie alors que ¢ = 0 dans
N, et donc que divp = 0 dans V.

Les deux premicres équations dans V donnent —Ay = waep, et on a ¢ = 0 sur 9V (condition
de Dirichlet sur dC et continuité de ¢ sur ).

Siy # 0, wy ¢ R et de méme que dans la preuve de la proposition précédente, on obtient
¢ =0 dans V), et donc p = 0 dans V. Dans ce cas, on a

p =0 dans V
divp = 0 dans N/

‘n=0sur X
(o, p,u,v) € Ker(A — wpl) & pen .

=20
u="Rp
V= Wy U

et on retrouve bien H.,. Pour vérifier qu’il est de dimension infinie, il suffit de lui trouver un
sous-ensemble de dimension infinie. Soit ¢ € H'(C) de support inclus dans A, et p = rotep ¥.
Alors on a bien (0, p, Rp,wo Rp) € Ker(A—wpl). L’ensemble formé par de telles fonctions ¢ étant
de dimension infini, on obtient bien que Ker(A — wpl) est de dimension infinie.

Dans le cas ot v = 0, w? pourrait, par chance, étre une valeur propre du Laplacien avec
condition de Dirichlet dans V. Et alors on pourrait avoir des éléments de Ker(A — wopl) pour
lesquels ¢ n’est pas nulle dans V. Mais alors, 1'orthogonal de H., dans Ker(A — wgl) serait
nécessairement de dimension finie puisque le Laplacien avec condition de Dirichlet n’a que des
valeurs propres de multiplicité finie.

Si ON'NIC = (), on n’a plus directement ¢ = 0 et div p = 0 dans N, mais seulement ¢ = K ou

K est une constante et divp = wyK dans N. Puisque la différence entre deux champs de vecteurs

de méme divergence est de divergence nulle, cela ajouterait seulement en espace de dimension

1 dans 'orthogonal de H., @ Hy : 'espace engendré par (1nr, R*po, Rpo, woRpo), ot py est une
solution particuliere de div p = wy dans N.

O



3.2. LES DIFFERENTES COMPOSANTES DU SPECTRE ESSENTIEL 101

3.2.2 Résonance volumique dans le matériau négatif

Comme mentionné au paragraphe 3.1.4, chaque point du spectre essentiel (exceptés 0 et wy)
correspond a un phénomeéne de résonance particulier. Ici, on s’intéresse au contraste k = —oo,
¢’est-a-dire au point

—Iy 4+ (JAw? =77
Weoo = )

2

qui correspond & une résonance volumique dans le milien N. De la méme facon que dans le
paragraphe 1.3.2, on peut voir que les fonctions propres associées a des valeurs propres proches
de w_4 sont concentrées dans le milieu N. De plus, on a vu dans le paragraphe 3.1.1 que dans le
cas d’'une cavité contenant uniquement un matériau négatif, il y avait une accumulation des valeurs
propres en w_ ... Cela donne donc la méme idée que dans le paragraphe 1.3.2 pour construire une
suite de Weyl pour w = w_,. Considérons une suite (gpﬁ/ )n de fonctions propres du Laplacien
aux conditions de Dirichlet dans A, c’est-a-dire une suite de fonctions non nulles ¢ € H}(N)
solutions de —Agp )\ngoﬁlv , oi (A,), est la suite de valeurs propres associées, qui tend vers +o0.
L’idée est simplement de prolonger les gpﬁf par 0 dans V et d’introduire les variables auxiliaires
p,u, v correspondantes données en (3.15) pour w = w_ .

Proposition 3.9. Soit X,, := (¢n, D, Un, Vn) 0U 0y := RN, pp =0, u, 1= —ﬁRgrad o, et
vy = —Rgrad v,. Alors X,,/||Xu||lu est une suite de Weyl pour w = w_ .

Démonstration. (i) Commengons par montrer que pour tout n, X, est bien dans D(A). Puisque
©N € HY(N), onagrad(R*¢Y) = R* grad ¢, donc ¢, € H}(C). De plus, u, = —iR grad ¢, €
L*(N), v, = —Regrad ¢, € L*(N) et p, =0 € H(div,C). On a donc bien X,, € D(A).

(ii) Passons maintenant a la propriété de convergence forte des suites singulieres. Avec la
définition (3.14) de A, on a AX,, — w_oo X,y = (—wW_sn, 0,0,0), donc

IAX, = woco Xl _ llon llzon _ llen ey 1
|| X |34 ~vallzove llgrad @)l Vg

ot la derniere égalité vient de la définition de V. On en déduit que w_, est dans le spectre de

A.

(iii) La proposition 3.7 montre que w_,, n'est pas valeur propre de A. w_., ne peut donc
pas étre dans le spectre discret de A. Dans le cas ou v # 0, malheureusement, a ce stade,
NOUS Ne Savons Pas Si Oegsa(A) €t Oess1(A) coincident, cela ne donne donc pas d’information
sur le fait que w_o est dans le spectre essentiel oegs4(A) de 'opérateur A. C’est pourquoi il
est nécessaire de montrer que X,,/|| X, || tend faiblement vers 0. Soit donc X := (¢, p,u,v) €

D(C) x D(C)? x D(N)? x D(N)2.

— 0,

w? —
< IvoN® —wy? [y grad o (wwaJFU)
%] -
o By + 2 (1) Il grad g

En utilisant une formule de Green dans la deuxi¢me intégrale et en utilisant le fait que || grad V| |3, =
Aol |13, on obtient

2
r

( X ) L I e [+ wp?div (7 +7)
Xalbe :
e e |1+ (G + 1)

N
y

2
r
—o0
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T2

FI1GURE 3.5 — Coordonnées cartésiennes au voisinage d’un point de I'interface 3.

Avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz et du fait que ¢, u, v sont bornées ainsi que leurs dérivées,

on a

1
— 0.

()f ,X> <
el S

w‘;’?+1>>\n

Ainsi, X,,/||Xy||x tend faiblement vers 0 et est donc une suite singuliére pour w_ .

3.2.3 Résonance surfacique sur l’interface entre les deux milieux

Il s’agit a présent de montrer que

—iy + 42 + wl/2) — 7
W_q =
2

est dans le spectre essentiel de 'opérateur A. Pour cela, on va, comme dans le chapitre 1, construire
une suite singuliere a partir d’ondes de surfaces dérivant de notre probléme initial (3.4).

Rappel sur les ondes de surface

On rappelle qu’il s’agit de commencer par considérer le cas d’une interface rectiligne entre
deux demi-plans. On choisit les coordonnées cartésiennes (O, 1, x2) de telle sorte que le demi-
plan z; > 0 soit constitué de NIM et le demi-plan x; < 0 de vide (voir figure 3.5). Considérons

I’équation

div (sgn(zl) grad @Z)) =0, (3.31)
qui n’est autre que l’équation (3.4) pour mﬁ\f = —1 a laquelle on a retiré le terme w?y (vu

comme une "petite" perturbation, voir chapitre 1). On rappelle que pour tout k£ > 0, la fonction
exp (ik(xg + i$1)) est solution de (3.31). Ce sont des ondes de surfaces qui se propagent dans la
direction de l'interface et décroissent exponentiellement quand x; — 4o0o. Toute superposition
de telles ondes de surface (pour différents k) est toujours solution de (3.31). En particulier, pour
n’'importe quel f € D(R™), la fonction ¢ définie par

U(x) =Pz, 20) = / F(k) oik(@atilz1l) g1,

R+
est solution de (3.31), de méme que

Un(a) = d(nzrnms) = [ T (k

)eik(xfrifl)dk pour n > 1.
R+ N n
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Une suite de Weyl

Retournons au cas de la cavité polygonale. Supposons que le centre O des coordonnées
(O, x1,x9) est un point donné de linterface 3 différent des sommets, et choisissons les direc-
tions x1 et x5 de telle sorte que notre milieu soit décrit par la figure 3.5 dans un voisinage de O.
Plus précisément, pour un R > 0 suffisamment petit tel que B C C, N N Br C {x; > 0} et
VN Br C {x; < 0}, ot 'on note By := {z € R? |z| < R} la boule centrée en O et de rayon R.
On définit

~ sgn(z)
-1

©On = UpX, Dni= grad ¢, u,:=2Rp, et v, =w_ju, (3.32)

olt Y € D(IR?) est une fonction de troncature qui s’annule en dehors de Bp, qui vaut identiquement

1 dans une certaine boule B, avec 0 < Ry < R et qui est symétrique par rapport a l'axe 21 =0

(c’est-a dire x(—x1,x2) = x(z1,22) ). Les définitions de p,, u, et v, ne sont autres que (3.15)
N=-1

pour ki, = —1.

Proposition 3.10. Soit X, := (pn, Pn, Un, Un) définie par (3.32). Alors X,,/||Xnu||w est une suite
de Weyl pour w = w_;.

Démonstration. La preuve de cette proposition est tres similaire a celle de la proposition 1.8
correspondant au cas du modele de Drude non dissipatif. Cette-derniéere sera donc évoquée souvent
ici, afin de ne pas refaire des calculs identiques.

(i) Commengons par montrer que X, est dans D(A). ¢, est identique a celle de la proposition
1.8 : elle est bien dans Hj(C). De ce fait, p, € L*(C), u, € L*(N)? et v, € L*(N)?. Enfin, on a

montré dans la proposition 1.8 que div (sgn(xl) grad gon) € L*(C), donc p, € H(div,C).

(il) Montrons a présent que || AX,, —w_1X,||%/||Xn||% tend vers 0 quand n tend vers l'infini.
Grace aux définitions de p,,, u, et v, a partir de ¢, on a

_w%l div (sgn(ml) grad gpn) — W_1¥n
0
0
0

AXn — w,an =

Or, puisque 1, est solution de (3.31), on a div (sgn(wl) grad gpn) = 2grad,. grad x + ¥, Ay.
Donc

IAX, = wr Xl S [¥nllarsase,) + [[¥all2sg)-

Cette quantité tend vers 0 d’apres les calculs du point (ii) de la preuve de la proposition 1.8.
De la méme maniére que dans la proposition 1.8, on montre aussi que ||X,||» = 1.

(iii) Reste a prouver que X, /|| X,||» converge faiblement vers 0. Il suffit donc de montrer que
X, tend faiblement vers 0, puisque || X, ||z = 1. Pour tout X’ € D(C) x D(C)? x D(N)? x D(N)?,
de la méme facon que dans la proposition 1.8, on a

(X0 Xl S [ (1 (na)] 40 grad o(n2)]) o,

quantité qui tend vers 0 (montré dans le point (iii) de la preuve de la proposition 1.8).
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FIGURE 3.6 — Coordonnées polaires pour un sommet intérieur C, (a gauche) et pour un sommet
extérieur B, (a droite).

3.2.4 Résonance de coin sur un sommet intérieur

Ici, il s’agit de montrer que les intervalles J, définis avec (3.29), associés a des sommets
intérieurs dans 'interface ¥, sont dans le spectre essentiel de I'opérateur A. Dans ce paragraphe,
on considere le cas d'un sommet intérieur C), au voisinage duquel le matériau négatif constitue
un secteur angulaire d’angle oy, € (0, 2m) (voir figure 3.1).

Remarque 3.11. On ne détaille pas dans ce chapitre le cas des sommets extérieurs, car il se
déduit du cas des sommets intérieurs exactement de la méme facon que dans le paragraphe 1.3.5.

Ondes de trou noir

On rappelle dans ce paragraphe comment on construit ce que 'on appelle des ondes de trou
noir a partir du probleme (3.4). Ce sont des vibrations localisées au voisinage du sommet C,,
tres oscillantes, qui correspondent a l'interaction de deux ondes de surface au niveau du coin.
Comme dans le paragraphe précédent, on s’intéresse non pas aux solutions du probleme (3.4),
mais a celles du probleme simplifié

1
div ( grad ww> =0 dans le plan entier R?. (3.33)
Rw

mais au lieu d’une interface plane, on suppose ici que les deux secteurs angulaires de matériau
négatif et de vide définis au voisinage de C, sont infinis. Plus précisément, on choisit ici les
coordonnées polaires (r,0) € RT x (—m, 7] centrées en C,, telles que le secteur de matériau négatif
corresponde a |0 < a,/2 (voir figure 3.6).
On a vu dans le chapitre 1 que les solutions d’un tel probleme s’obtiennent par séparation de
variables et sont de la forme
Yo (r,0) = r'"m,, () (3.34)

ol 7, est un parametre complexe et la modulation angulaire m,, est une solution 27 périodique

de

d (1 dm, 2
T (fiw 0 > —nmy, =0 dans (—m, 7). (3.35)

Cette équation admet des solutions non triviales si et seulement si 7, satisfait 1’équation de

dispersion 2
(sinh (nw(ﬂ - ap))) _ (M)Q ‘ (3.36)

sinh(n,,m) 1— kN

En fait, ce sont les solutions 7, réelles qui nous intéressent. En effet, dans ce cas-la, le compor-
tement radial r™ de 1), a une amplitude constante et est de plus en plus oscillant quand r tend
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vers 0, ce qui correspond aux ondes de trou noir recherchées. Sans perte de généralité, on peut se
restreindre a des 7, positifs. L’étude de la fonction constituant le membre de gauche de I’équation
(3.36) (qui a été faite au chapitre 1) nous amene a retrouver £ € Kiy(a) ot Kine(ay) est défini
n (3.30), c’est-a-dire w € J,.
La formule de m,, est la méme que dans le chapitre 1 : elle est donnée en (1.28) et (1.29), dans
lesquelles il suffit de remplacer les indices A par w.

Suites de Weyl

Comme dans le chapitre 1, les ondes de trou noir sont les ingrédients de base pour construire
des suites de Weyl associées au coin. On rappelle que le gradient de v, n’est pas de carré intégrable,
et la méthode qui consisterait a tronquer brutalement 1), au voisinage du coin ne fonctionne pas
non plus ici. De méme que dans le chapitre 1, la construction d’une suite de Weyl associée a un
w* € J, consiste a considérer des superpositions de différentes 1,,, pour des densités régulieres
et de support de plus en plus concentrées au voisinage de w*. Cela permet de régulariser le
comportement des ondes de trou noir au niveau du coin (grace a la régularité des densités utilisées)
et le comportement de ces superpositions ressemble de plus en plus a 1, (grace au choix du
support des densités).

En pratique, il est plus commode de considérer des superpositions en 7, et non en w, autour
de n* :=n,+ € (0,400). Cela conduit a introduire la fonction réciproque n — w(n) de w — n,,
définie sur la partie de J, contenant w*. On déduit de (3.36) que cette fonction est donnée par

—iy 4 |4 w2+ (1+sgn<9{e(w—w_1))w>] — 2

w(n) = 5 , Vn € (0, +00).

Puis, pour tout n > 1, on définit

2 Poi= [ faln) grad vy i,

on prﬁ W(77) w(n)
Pl x| 22 on { 1— k& (3.37)
tn tn Up = | fu(n)————Rgrad b dn,
Un Un, R w(n) w(n)

e 0

Bi= [ faln) R grad g di,

Feom)

ou x et f, sont choisies comme suit. Tout d’abord, soit R > 0 suffisamment petit pour que
Br C C et tel que NN Bgr C {|0] < a,/2} et VN Bgr C {|f] > «,/2}. D’une part, soit x € D(R?)
une fonction troncature a support inclus dans Bpr et identiquement égale a 1 dans une certaine
boule By, (avec 0 < Ry < Ry). D’autre part, soit f € D(R) a support dans (—n*,n*) et telle que
Jg f(n)dn = 1. On définit alors f,(n) := nf(n(n - 77*)) pour tout n > 1 (de telle sorte que f,
tende vers le Dirac en n* au sens des distributions). Enfin, les définitions de p,,, u, et v, ne sont
autres que (3.15) que l'on a intégré.

Proposition 3.12. Soit X,, := (¥n, Dn, Un, vy) définie par (3.37). Alors X, /|| X,||n est une suite
de Weyl de A pour w* € J,.
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Démonstration. Cette preuve s’appuie sur les calculs déja faits dans la preuve de la proposition
1.9 du chapitre 1, qui sera donc souvent citée.
(i) De la méme fagon que dans le point (i) de la preuve de la proposition 1.9, on a les inégalités

suivantes :

n
On(r,d)| <1 et |gradp,(r,6 _ 3.38
Ga(r0)] <1 et | (O] S s (3.38)
PO S, @<t jmrne) <t (3.30)
n\'» N/,ﬂ? nm\'» N/r7 n\'» NT’
n n n
Dn(r,0 —— |up(r,0)| S ———, |va(r, 0 3.40
PO oy 1O o OO S gy G40

(ii) Montrons que pour tout n, X, est bien dans D(A). Les inégalités (3.38) et le support de
X montrent que ¢, est dans H}(C). Les inégalités (3.40) montrent que p, € L*(C)?, u, € L*(N)?
et v, € L?(N)2. Reste & montrer que divp, € L*(C). On a divp, = x div p, + grad x - p,. Puisque
pn € L2(C)?, il suffit donc de montrer que div p, € L?(C). Or,

1
divp, = / fu(n ) div (/{ o grad ¢W(n)> dn.
w(n

Ce terme est nul puisque 9, est solution de (3.33). On a donc bien X,, € D(A).

(iii) Montrons maintenant que ||AX, —w*X, ||y est bornée. On a

—divp, —w e,
grad ¢, + R*v,, —w*p,
v, — W,
2 2 : *
wapn + Wiy, — iy, — w o,

AX, —w*'X, =

On va maintenant montrer le caractere borné de chaque composante. Commencons par la pre-
miere. Avec le calcul de divp, fait en (i), il s’agit de montrer que grad x - p, — w*@, est bornée
dans L?*(C). Avec la premiere inégalité de (3.38), w*¢, est bornée dans L?(C). De plus, puisque
grad y = 0 dans Bg,, avec (3.39), grad x - p, est bornée dans L*(C).

Passons a la deuxieéme composante. Avec (3.37), cette composante vaut

X [ fa 7777 gradwwm) .

Or, n = w(n)kKw(y ne s’annule pas, w(n*) = w* et n — w(n) et N — Ky sont C°. 1l existe donc
une fonction C'*° 7 telle que

= (n—n")u(n),
et on se rameéne au calcul de I,, dans le point (iii) de la preuve de la proposition 1.9.

Les deux derniéres composantes se traitent de maniere similaire : en effet, en utilisant (3.37), la
troisieme et la quatrieme composantes valent respectivement

1- w
X o) S 2 ) = ) grad g d
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et
— Ry %
) = ) — ) grad g d

(n—n*)73(n)

avec Ty et 3 C'°.

(iv) Reste a montrer que || X, || — oo. Commengons par voir que || X, |[3 > [|ps - €]|r2Bs,)
ol e, est le vecteur unitaire radial des coordonnées polaires. Or, on a, puisque y = 1 sur Bg, :

\ 1 i,
Pn.e,n:/Rf(n(ﬂ—n ))w(mwfr m,(6) dn.

Avec le changement de variables x = n(n —n*), on a

mn(0>
w(1)Kus(n)

Tin* * X in/n .
Pty = — /Rf(x)g (?7 +n,9>r” dx avec g(n,0) :=in

et on revient sur le méme calcul qu’au point (iv) de la proposition 1.9 : on obtient de méme
[| Xl 2 +/n pour n assez grand.

Les points (iii) et (iv) montrent que || AX,, — w*X,||2/||Xn||% tend vers 0 quand n tend vers
I'infini, ce qui implique que w* est dans le spectre de 'opérateur A.

(v) Dans la preuve de la proposition 1.9, on ne s’occupe pas de la convergence faible de la suite
singuliere, puisque tout point d’accumulation du spectre est directement dans le spectre essentiel
de l'opérateur A. Ici, on ne sait pas & ce stade si Oessa(A) = Tess1(A), il est donc nécessaire
de montrer que X,,/||X,||» tend faiblement vers 0 pour montrer que w* € 0egs4(A). Soit donc
X" = (¢, p,u',v") € D(C)x D(C)? x D(N)? x D(N)?. On sait par le point (iv) que || X,||3 — oo,
il suffit donc de montrer que (X, X’)3 est bornée. Avec (3.37), on a

(X0, X = (@nX, @) r2ic) + (XPns 1) 12 22 T % w? (X%au/)LZ(Ny + w;2 (XVn, U/)Lz(N)2 .
Tout d’abord, on a, avec I'inégalité de Cauchy-Schwarz

[(x@n: @) 120 < NIx@nll2oll¢l2) < [1@nllzell#]l2e) S 1,

la majoration de ||@y,||r2(c)|| ayant été faite au point (i), et ¢’ étant dans D(C). Ensuite, avec
(3.39), on a

1
o o < S0 r d0dr < 1,
O ez | S L W00) r dodr
1
i, ! <[ S W) r dfdr < 1,
| O U)L2(N)2|N rel0,R[ JO€]—ap /2,0, /2] T [, 0)] v "

1
Uy, V' </ / = '(r,0)] r dodr < 1.
| O, )2z | 5 re]0.R] JOe]—ap/2.0p/2[ T (. 6) ~

Ainsi, (X, X")3 est bornée, d’ou X,,/||X,||x tend faiblement vers 0.
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3.2.5 Preuve du théoréme 3.5

On peut a présent réunir les résultats des précédents paragraphes. On a construit des suites de
Weyl pour w_, (proposition 3.9), w_; (proposition 3.10), et w € J, pour p = 1, ..., P (proposition
3.12); pour w € Z, ot ¢ = 1, ..., @), voir remarque 3.11. De plus, la proposition 3.8 nous dit que 0
et wy sont valeurs propres de multiplicité infinie de A. Ainsi, tous ces points sont dans gess (A).
Notons

oan = {0,wy,wr,wr U |J TFU U IF
p=1,P =1,Q
Pour démontrer le théoreme 3.5, il faut donc montrer qu’on a bien ou = Tess 4, PUIS qUE Oegs 4 =
Oess1- Pour montrer ces deux résultats, on voudrait s’appuyer sur le probleme non linéaire (3. 4)
c’est-a-dire relier les propriétés des opérateurs non bornés A et S, défini pour tout w € C\{0, w; }
par

D(S,) = {go € Hy(C); div (ﬁlw grad <p) € LQ(C)} et (3.41)

Sop = —div < grad <,0> —wp Yo eD(S,). (3.42)

WKy

Malheureusement, le cadre fonctionnel de ces opérateurs n’est pas adapté pour faire ce lien. C’est
pourquoi il faut d’abord introduire un nouveau cadre pour les problemes non linéaire et augmenté,
qui s’appuie sur la factorisation de Frobenius-Schur de maniere similaire a 'annexe 1.A.

Factorisation de Frobenius-Schur
De méme qu’en (1.35), on définit les espaces
L% = L*C)* x L*(N)? x L*(N)?
H' = H;(C) x L? (3.43)
H=HYC) x L?

ainsi que Popérateur A : H! — H ! par

[0 | —div 0 0 \
~ (A B*\ _ |grad 0 0 R*
A= (B C) 0 0 0 1 (3-44)
WwR Wl —iy

ot B: Hy(C) — L? B*: L* = H™'(C) et C': L* — L sont des opérateurs bornés. Introduisons
le complément de Schur de A

1 2=2 Ful V-1 1« —2 w1 s
T WrWy e R Wy e R
N N N
-1 _ Ky —1 2 —92 Kk —1 1 —2 k-1
N N N
Ky —1 2 —2 Kk, —1 —2 Ky —1
s~ R Wrwy, e Wy T W e
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On a donc, en remplagant A, B, B* et (C'—w)~! par leurs expressions :

. 1
S,p = —div < grad go) —we, (3.46)
Wk,
qui est un opérateur borné de Hj(C) dans H~!(C). La factorisation de Frobenius-Schur s’écrit,
pour w dans I’ensemble résolvant de C' :

(S, 0 o I 0 -~ (1 BY(C—w)
Dw'_<0 C—w)’%'_<(C—w)_1B I) et Toi= (0 I )

Avec (3.45), w est dans 'ensemble résolvant de (C' — w) si et seulement si w # 0 et &N # 0, et on

peut écrire
1

5 I 5 WK
To = (é ?) avec B, = — IJT’Z‘“R grad . (3.47)
@ 1—Fky

Rw

On voit ainsi que 7., est un automorphisme de H!, alors que 7., est un automorphisme de H 1.
En notant B, := B*(C' — \)7}, la factorisation de Frobenius-Schur permet d’écrire, pour w # 0
et kN # 0 et pour tout (¢, U) := (¢, p,u,v) € H"

ool () e

En particulier :
(A—w) (U) = <O> & {U =—B,p et —Swgp}. (3.49)
Les définitions (3.14)-(3.17) et (3.41)-(3.42) de A et S,, peuvent ainsi étre reformulées en

AX = AX VX € D(A) = {X ¢ H', AX € H},
Sup = Sup Y € D(S,) = {p € H)(C),S.p € L*(C)}.

On a alors, avec (3.49),

v eDS,) & (_ fgw) € D(A) (3.50)
ainsi que
¢ € Ker(S,) = Ker(S,) < <_gw¢> € Ker(A) = Ker(A). (3.51)

On reconnait ici le procédé de linéarisation du probleme (3.4) vu au paragraphe 3.1.2, puisque 1'on
a exclu les deux mémes valeurs (w = 0 et &Y = 0) et I'expression de —B,¢ (donnée en (3.47))
correspond a la définition des variables augmentées (3.15). (3.51) montre I’égalité des spectres
ponctuels de S, et de A, ou on définit celui de S, par

0u(Ss) == {w € C\{0,wi}; Ker(S,) # {0}}.

En revanche, pour faire le lien entre le spectre essentiel de S,, et celui de A, on fait face aux
mémes difficultés que dans le cas du modele de Drude non dissipatif (voir annexe 1.A), que 1'on
ne développera pas ici. Heureusement, ce lien n’est pas nécessaire a la démonstration du théoréme
3.5.
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Preuve de o0, = 0css4

Puisque le spectre essentiel est fermé, on a montré que o C 0ess 4(A). Il reste a vérifier qu'il
n’y a aucun autre élément dans e 4(A), c'est-a-dire que oay D Tessa(A). Pour cela, on rappelle
qu’'un point w n’est pas dans oeg 4(A) si et seulement si A — wl est un opérateur semi-Fredholm
(c’est-a-dire d’image fermée et de noyau de dimension finie). On doit donc vérifier cette propriété
pour tout w € C\oay.

Pour cela, on va s’appuyer sur le complément de Schur S., défini en (3.46).

Le théoreme 4.3 de [13] permet d’affirmer que
Hy(C) — H7(C)

1
@ — —div ( grad go)
WK

w

est Fredholm, donc semi-Fredholm, pour tout

wliﬁf N o 1
wim 2 e \(10.-130 U KnpU U Kewa).

p=1,P q=1,Q

ce qui correspond bien & w € C\o,y. L'inclusion Hj(C) C L*(C) étant compacte, c’est donc aussi
le cas de S,,. 11 s’agit maintenant de montrer que le caractere semi-Fredholm de S., entraine celui
de A — wl.

Commengons par remarquer que (3.51) montre que Ker(.A—wl) est de dimension finie lorsque

Ker(S,,) 'est. On peut conclure sur le caractére semi Fredholm de (A — wl) grace au lemme
suivant.

Lemme 3.13. Pour tout w ¢ {0,wi}, on a

Ran(S,) est fermé dans H™'(C) = Ran(A—wl) est fermé dans H.
Démonstration. Supposons que Ran(S,,) soit fermé dans H~(C). Soit une suite (X,,) := (¢n, Uy,) €
D(A)N telle que Y, := (A — w)X,, converge dans H vers un certain Y. On note Y,, = (¢, V,,)
et Y = (¢, V). L'inclusion H C H~! étant continue, puisque Y, — Y dans H, on a donc aussi
Y, — Y dans H~'. Avec (3.48), on a donc

~ A v

So pn + B, (C—w) (Bypn +U,) = dans H_l(C),
(C'—w) (Bopn +U,) =V dans £2.

Puisque B, est continu de £2 dans H~'(C), on en déduit que S, ¢, — ¥ — B,V dans H}(C).
Ran(S,,) étant fermé, il existe donc ¢ € HE(C) tel que S, ¢ = ¢ — B,V. En posant U :=
(C'—w) 'V — Byp et X := (p,U), on a par construction (A —w)X =Y ol Y € H, d'on
X €D(A) et (A—wl)X =Y, ce qui permet de conclure que Ran(A — wl) est fermé. O

Ainsi, A — wI est semi-Fredholm lorsque S, est.
On a donc bien e 4(A) = gan.
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Preuve de ¢4 = Oess.1

Maintenant que l'on connait l'allure de 0es4(A), montrons que ce dernier coincide avec
Oess1(A). Pour cela, on utilise la proposition 3.3. L'opérateur A est bien fermé a domaine dense
d’apres la proposition 3.2. De plus, en remarquant que e a(A) C iR U (—iy + R) et qu’il est
borné, on en déduit que C\oess 4(A) est connexe : pour obtenir I'égalité des différentes définitions
du spectre essentiel de 'opérateur A, il suffit donc de montrer que ’ensemble résolvant de A est
non vide. Pour cela, on se sert a nouveau du complément de Schur S, grace au lemme suivant.

Lemme 3.14. Soit w € C\{0,wi}. 8i S, : HI(C) — H(C) est inversible, alors A — wI :
D(A) — H est aussi.

Démonstration. Soit w € C\{0, w5 }.

(i) Montrons tout d’abord que Iinjectivité de S, entraine celle de A — wI. Supposons pour
cela que S., est injectif, ¢’est-a-dire que Ker(S,,) = {0}. Soit X := (p,U) € Ker(A — wl). Alors
on a (A—wl)X = 0. Avec (3. 49) on a donc ¢ € Ker(S,) et U = —B, ¢, d’olt ¢ = 0, puis U = 0.
On a ainsi montré que Ker(A — wl) = {0}.

(ii) Montrons maintenant que la surjectivité de S, entraine celle de A — wl. Supposons pour
cela que S, est surjectif. Soit Y := (¥, V) € H. Alors ¢ — B,V € HY(C). S, étant surjectif, il
existe ¢ € HY(C) tel que S,¢ = ¥ — B, V. Soit U := (C' —w)™'V — B,g. Alors X := (¢, U) € H!
et avec (3.48), ona (A—wh)X =Y e #, dott X € D(A) et (A—wh)X =Y € H. Ainsi, A — wI
est bien surjectif.

O

Grace au lemme 3.14, pour montrer que les différentes définitions du spectre essentiel de
l'opérateur A coincident, il suffit donc de montrer qu’il existe une valeur de w dans C\{0, wy}
telle que S, est inversible, ce qui est équivalent & montrer qu'il existe w dans C\{0,wp} telle que
wgw est inversible.

Soit C\{0,wo} et 1» € H(C). Montrons qu'il existe un unique ¢ € HZ(C) tel que wS, ¢ = 1),
c’est-a-dire tel que

1
—div ( grad gp) —wlp =1
KRy
La formulation variationnelle de ce probleme est

Trouver ¢ € Hy(C)tel que
a(e,¢") = b(y') V' € Hy(C) (3.52)

avec

1 - _
a(p, ¢') :Z/C;gradso - grady’ — w? /Cso @

b(¢') = (¥, <P/>H—1(C) :

Avec I'inégalité triangulaire et celle Cauchy-Schwarz dans L?(C)? et L*(C), on a

la(p, ¢')| < max (17 ,|w|2> (Ilerad ¢llz2cp> 1 grad @[| 2y + el 2ol 2(0))

K

puis, avec Cauchy Schwarz dans R? :

a(¢, )] < max (17 w) el 11€lm e

N
I{UJ
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La forme sesquilinéaire a est donc continue.
De plus, on a
()| < 1Yl a-10) 11|10
donc la forme linéaire b est continue.
Il reste & montrer la coercivité de a. Soit w = id avec § > 0. Alors —w? € R** et

1 w?
—=1- L e R™.
kN —0%2 — w2 — 0

On a donc
. 1
o) 2 min (1, =2 lolcr

a est donc coercive pour un tel w et le théoreme de Lax Milgram permet d’affirmer que le probleme
(3.52) admet une unique solution.

Ainsi, pour w = id avec § > 0 et w # wy, S, est inversible, donc A — wl aussi. L’ensemble
résolvant de 'opérateur A est bien non vide, et on a Tess 4(A) = Tegs1(A).

3.3 Modele de Drude dissipatif

On va voir dans cette section que les résultats montrés pour le modele de Lorentz sont similaires
a ceux du modele de Drude dissipatif. On peut d’ailleurs travailler dans un cadre fonctionnel tres
proche (et différent de celui du chapitre 1).

3.3.1 Linéarisation du probleme
Construction d’un probléme augmenté linéaire

Dans le cas ol w, = 0, c’est-a-dire dans le cas du modele de Drude (éventuellement dissipatif),
on peut arréter la linéarisation plus tot que pour le modele de Lorentz : en effet, on s’arréte a
trois inconnues puisque ’équation (3.4) est équivalente a

—divp= wy dans C
gradp+R'v= wp dans C (3.53)
wRp—iyw= wv dans N

ce qui correspond a un probleme aux valeurs propres linéaire en w pour (¢, p,v). On a vu dans le
chapitre 1 que dans le cas du modele de Drude non dissipatif (w, = 7 = 0), deux inconnues étaient
suffisantes pour obtenir un probléme aux valeurs propres linéaire (en w?). Mais si on ajoute de
la dissipation, on est obligé de considérer un probléme aux valeurs propres en w et non en w?.
De plus, que le modele de Drude soit dissipatif ou non, a partir du moment ou 'on désire un
probléme en w et non en w?, trois inconnues sont nécessaires, on ne peut pas faire mieux.

Dans la suite, toutes les démonstrations peuvent étre similaires a celles du modele de Lorentz :

il suffit de leur retirer la variable w.

Ainsi, dans le cas du modele de Drude (dissipatif ou non), si w # 0 et Y # 0 alors une
fonction p € HJ(C) est solution de (3.4) si et seulement si (¢, p,v) € Hy(C) x L*(C)* x L*(N)?
vérifie

® 0 —div 0 © ©
Ap|p| = |grad 0 R* pl=wl|p (3.54)
v 0 wR —iy) \v v



3.3. MODELE DE DRUDE DISSIPATIF 113

Pour I’étude de I'opérateur Ap, on peut considérer ’espace de Hilbert

Hp = L*(C) x L*(C)? x L*(N)?

muni du produit scalaire défini par, pour tous X := (¢, p,v)? et X' := (¢',p/,v")T :
(X, XV = (0, ¢ )e + (0,0)e + wp? (0,0 v (3.55)
L’opérateur Ap : D(Ap) — Hp défini par (3.54), ol
D(Ap) := H}(C) x H(div;C) x L*(N)?, (3.56)

est fermé. De plus, il est autoadjoint si v = 0 (méme preuve que pour Lorentz en retirant la
variable u).

De plus, en retirant de méme la variable u de la démonstration, on obtient le résultat de symé-
trie pour le spectre de 'opérateur Ayp : il est lui-aussi symétrique par rapport a ’axe imaginaire.

Remarque 3.15. Dans le chapitre 1 sur le modéle de Drude non dissipatif, on travaille en X\ = w?,

on obtient done les w correspondant & du spectre essentiel de l'opérateur A comme étant les £v/\
pour X € 0ess 4(A), et on peut retrouver ainsi la symétrie en w.

Factorisation de Frobenius-Schur

Tous les résultats obtenus dans le cadre du modele de Lorentz restent valables, il suffit pour
cela de changer les expressions de B, B* et C avec ces nouvelles définitions :

R \ [0 | —=div 0 )
AP = (‘é %) =|grad | 0 R* |. (3.57)
0 WwiR iy

Le complément de Schur reste celui qui est défini en (3.46), et tous les calculs et démonstrations
restent identiques.

3.3.2 Résultats sur le spectre

Les résultats sur le spectre pour le modele de Drude dissipatif sont les mémes que ceux du
modele de Lorentz en terme de contraste. Comme pour le modele de Lorentz, on peut facilement
résoudre ’équation k, = k d’inconnue w, ce qui conduit a noter

—iy +,/4w?/(1 — k) — 7?2 w2
v pé si k>1—4-2
wPE = e T i (3.58)
—iy xi\/v* —4dwsi/(1 — K 2
v P Siok<l— 4P
2 ~2

qui n’est ni plus ni moins que w, défini en (3.28) ou l'on a pris w, = 0. Pour un x donné, w,
est dans le spectre essentiel de A (modele de Lorentz) si et seulement si w? est dans le spectre
essentiel de AP (modele de Drude). En effet, toutes les démonstrations restent valables en retirant
la variable u. De méme que pour le modele de Lorentz, le spectre essentiel se retrouve soit sur la
droite Jm(z) = —v/2, soit sur I'axe imaginaire, selon les valeurs des parametres w;, et . D’ailleurs,
le contraste kK = —oo donne toujours lieu a deux valeurs de w sur I’axe imaginaire : 0 et —i7y.

On peut définir pour les sommets intérieurs C,, : jpi = {wP* Kk € Kine(ay)} ot King(ay,) est
défini en (3.29), et pour les sommets extérieurs B, : I := {wl*, k € Kext (g, Vg) } 0t Kext (Bq: vg)
est défini en (3.30).

On a donc le résultat suivant :
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TJmw TJmuw
A
+ I Rew n Re w
wr - wr -
+
o Yrem@)  @vew ~Cint (1"‘1) W_1/cime(a)
2 wW_1 wo B 2 w_1 Wo
7Cint(a)
W Ww-,®

FIGURE 3.7 — Spectre essentiel d’une cavité contenant un seul sommet : un sommet intérieur
d’angle a. Ici, on ne trace que la partie de partie réelle positive, le reste pouvant étre déduit d'une
symétrie par rapport a ’axe imaginaire. A gauche, le cas ou tout 'intervalle de spectre essentiel
est inclus dans R —iy/2; a droite : le cas ot une partie de 'intervalle de spectre essentiel est sur
iR.

Théoréme 3.16. Supposons que N # 0 et que V # 0. Alors le spectre essentiel Oesss(AP) de
lopérateur AP est donné par

{0=w’,wi,w5,w U Jru U 7t
p=1,P q=1,Q

et
O-ess,l(AD) - Uess,Q(AD) = Oess,3 (AD) - Uess,4(AD)~

3.A Annexe : Un résultat d’analyse complexe

Lemme 3.17. Soit f méromorphe sur un ouvert  de C, et zy un pole de f. Alors il existe un
voisinage V de zy et v > 0 tels que f(V\{20}) = {z € C,|z| > r}. De plus, on peut choisir V tel
que le seul pole de f dans V soit z.

Démonstration. Soit n I'ordre de 0 en tant que pole de f. Alors on peut choisir un ouvert U de
C contenant zy tel que U ne contient aucun autre pole de f et aucun zéro de f. Il existe alors h
holomorphe sur U ne s’annulant pas sur U telle que

Vz e U\{2}, f(2) = (zh—(z)oyf
Considérons la fonction g définie sur U par
z—2)"
4(2) = (h(z)O) si 2z # 2,
0 Ssi z =2
Alors g est holomorphe sur U et
Vz e U\{2} : g(2) # 0. (3.59)

g étant holomorphe et non constante sur U, le théoreme de ’application ouverte permet d’affirmer
que g(U) est ouvert, et que par conséquent il existe R > 0 tel que B(0, R) C g(U).
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Soit V := ¢! (B(O, R)) On a par construction ¢g(V') = B(0, R). De plus, g(z9) =0 € B(0, R)
donc zy € V. Donc, avec (3.59), on a

g(V\{z}) = B(0, R)\{0}.

On a donc ] {

f(V\{z ——{zE(C,z>}.
On a ainsi le résultat escompté en posant r := 1/R (0 est bien le seul pole de f dans V car
vV cU).

[]

Proposition 3.18. Soit (A, )nen € CN une suite dont le module tend vers +oo, et f une fonction
méromorphe sur un ouvert 0 C C ayant un pole en zs, € . Alors il existe ng € N et une suite
(Zn)nsne € QN qui tend vers zy, tels que pour tout n > ng, f(z,) = Ay

Démonstration. Avec le lemme 3.17, il existe un voisinage V' C § de z5 et r > 0 tels que
f(V\{z0}) = {# € C,|z| > r}. De plus, on peut choisir V afin que le seul pdle de f dans V soit
Zoo-

Or, |\, = 00 donc il existe ng € N tel que pour tout n > ng, |\, > 7.

Donc, pour n > nyg, il existe z, € V tel que f(z,) = A,-

De plus, puisque 2z, est le seul pole de f dans V et | f(2,)| = _0o,ona forcément z, = oo

O
3.B Deux opérateurs fermés
Notons B Hy(C) Cc L*(C L*(C)?
: C —
1 0(C) ) ) (3.60)
w +— gradyp
“ By: H(div,C) C L*(C)* — L*()
' ’ (3.61)

p — divp
Proposition 3.19. Les opérateurs By et By sont fermés.

Démonstration. Commencons par By. Soit (¢,) € HY(C)Y, ¢ et V tels que ¢, — ¢ dans L?(C)
et Bip, — V dans L*(C)2.

Puisque (p,) et (grad ¢,) convergent respectivement dans L?(C) et L?*(C)?, elles sont de Cau-
chy. On en déduit que (p,) est de Cauchy dans H'(C), qui est complet. Donc (¢,) converge dans
H'(C) vers un certain 1.

Or, llgn — Blzze) < lém — lliney = 0, done o = 1 € H'(C).

De plus, || grad ¢, — grad ¢||r2c)2 < [|¢on — ¥||a1c) — 0, donc grad = V. Mais ¢ = 1) donc
V = grad ¢.

Enfin, on a ¢, — ¢ dans H'(C) et pour tout n : Trep, = 0. Donc, par continuité de la trace
(de H'(C) dans L*(9C)), Tre = 0.

Ainsi, ¢ € H}(C) et Bip = V.

Passons a Bsy. Soit (p,) € H(div;C)Y, p et f tels que p, — p dans L*(C)? et Bop, — f dans
L3(C).
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La méme méthode que pour By s’applique : (p,) et (divp,) convergent respectivement dans
L*(C)? et L*(C), donc sont de Cauchy. On en déduit que (p,) est de Cauchy dans H(div;C), qui
est complet, donc (p,,) converge dans H (div;C) vers un certain gq.

De méme que pour Bi, on en déduit la convergence de (p,) vers g et de (divp,) vers divg
respectivement dans L?*(C)? et L*(C), d’out ¢ = p et divp = divg = f.

Ainsi, p € H(div;C) et Bap = f.



Chapitre 4

Interfaces courbes

Dans le chapitre 1, on a étudié le spectre d'une cavité polygonale. Notamment, on a vu qu’'une
portion d’interface rectiligne entre le vide et le matériau négatif donnait lieu a des ondes de
surface localisées au voisinage de n’importe quel point de cette portion rectiligne, ces ondes étant
associées a un contraste —1 des perméabilités magnétiques. L’aspect rectiligne de 'interface était
nécessaire a la construction des suites singulieres qui permettent de prouver ce résultat. Le but
de ce chapitre est de I’étendre a une interface courbe suffisamment réguliere : on traite ici le cas
d’une inclusion de matériau négatif dans du vide, sans coin dans l'interface.

Dans la section 4.1, on rappelle le probleme étudié, qui est le méme que dans le chapitre 1
(seule la géométrie de la cavité change), afin de présenter le résultat principal de ce chapitre. La
section 4.2 montre comment on peut construire des ondes de surface dans cette nouvelle géométrie.
Enfin, la section 4.3 présente la construction d’une suite de Weyl dans ce nouveau cas.

4.1 Présentation du probleme

Le but est d’étudier les propriétés spectrales d’une inclusion de matériau négatif dans du vide,
dans le cas ou l'interface est réguliere, mais pas forcément rectiligne. On considére une cavité C
(ouvert borné de R?), un domaine ouvert N strictement inclus dans C (i.e. tel que N' C C) et un
milieu V := C\N (voir figure 4.1 ). A/ et V sont respectivement constitués de matériau négatif et
de vide. On note ¥ := N linterface entre N et V . Ici, pour des raisons qui apparaitront plus
clairement dans les démonstrations, on suppose que l'interface est de classe C3.

On remarque que par rapport au chapitre 1, on autorise la partie réguliere de I'interface a étre
courbe, mais on ne traite pas le cas des coins.

On considere le méme modele de matériau négatif qu’au chapitre 1, c¢’est-a-dire le modele de
Drude non dissipatif, ¢’est pourquoi on considere a nouveau les fonctions constantes par morceaux
suivantes pour la permitivité électrique et la perméabilité magnétique dans la cavité :

ex(r) =g (1 — 1y () &3) et pn(x) = Ho (1 ~ () A;)

pour x € C, ou 1y est la fonction indicatrice de N. Le point de départ de notre étude reste le
probleme suivant :

Trouver A € C et ¢ € H}(C) non nulle tels que

1
div ( grad go) +Aexp =0 dansC. (4.1)
Hx

117
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FIGURE 4.1 — Cavité C composée de vide V avec une inclusion de matériau négatif N séparés par
une frontiere X.

On rappelle que ce probleme est non linéaire en A, mais qu’on peut construire un probleme
augmenté équivalent (pour A\ # Ap,) :

Trouver A € C et (¢,u) € Hy(C) x L*(N)? non nul tels que
Gy
u u

-1

— di d R* 1y A

A <90> = | €oMo v {gra 1 * U} * N v . (43)
u ApnRgradyp + A u

ou

Pour rappel, on se place dans l'espace de Hilbert H := L?(C) x L*(N)? muni du produit scalaire

/o e ! L cul
(e () = com [ (@) P@de+ 5= [ ute)-ww)ar (14)
et le domaine de 'opérateur A est donné par
D(A) = {(90, w) € HY(C) x L*(N)?; div(grad ¢ + R*u) € L?(C)}. (4.5)

On rappelle que cet opérateur est autoadjoint et positif (d’apres la proposition 1.1).
Le but de ce chapitre est de montrer le résultat suivant :

Théoreme 4.1. Le spectre essentiel de 'opérateur A est

Uess<A) = {Oa /\2m7Am} .

Pour démontrer ce théoréme, une bonne partie du travail a déja été fait. En effet, la démarche
suivie dans les paragraphes 1.3.1 et 1.3.2 reste valable pour la géométrie considérée dans ce
chapitre. Ainsi, les propositions 1.3 et 1.5 nous disent que 0 et A, font partie du spectre essentiel
de A. En revanche, le raisonnement du paragraphe 1.3.3 utilise de fagon cruciale le fait que les
deux milieux V et N sont polygonaux. Plus précisément, ce raisonnement pourrait étre réutilisé
si 'on supposait que l'interface > contient une partie rectiligne. Que dire du cas général d'une
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interface courbe quelconque? C’est précisément l'objet de ce chapitre ou nous allons voir que
A, /2 appartient encore au spectre essentiel pour une interface C3.

Pour conclure, il reste a vérifier qu’aucun autre point n’est dans le spectre essentiel. Et la
encore tout a déja été fait. La démarche du paragraphe 1.3.6 s’applique encore ici. En effet,
celle-ci repose sur le théoréme 4.3 de [13] qui est vrai pour une interface C?.

Ainsi, le reste de ce chapitre est destiné a montrer que la valeur A, /2, associée au contraste
/ﬂ)\\/ /o = —1, appartient au spectre essentiel, en construisant encore des suites de Weyl pour cette
valeur particuliere.

4.2 Ondes de surface

Dans le paragraphe 1.3.3, la construction d’une suite de Weyl reposait sur la connaissance
explicite d’ondes de surface, souvent appelées plasmons de surface, qui sont des ondes hautement
oscillantes et localisées pres de 'interface. Plus précisément, nous avons utilisé une suite de fonc-
tion 1, représentant des ondes de surface de plus en plus oscillantes et de plus en plus localisées au
voisinage d'un point M situé sur une partie rectiligne de 'interface 3. Ces fonctions ne sont pas
exactement des solutions de notre équation (4.1) pour A = A, /2, mais de 1’équation “simplifiée”

1
div ( grad 1/1n> =0 (4.6)
[ /2

considérée dans un voisinage de Mj.

Pour traiter le cas de frontieres courbes, il semblait assez naturel de réutiliser ces mémes
fonctions pour construire une suite de Weyl. En effet, les ¢, étant de plus en plus localisées au
voisinage d’un point, on peut s’attendre a ce que l'effet de la courbure soit de moins en moins
visible : la courbe vue au microscope est bien peu différente de sa tangente. Malheureusement,
I'intuition était fausse, comme nous le verrons plus loin (voir la fin du §4.3). La courbure semble
en réalité jouer un réle essentiel pour ces ondes de surface.

La bonne nouvelle est que nous sommes encore capables de construire explicitement des solu-
tions de notre équation “simplifiée” (4.6) a condition de supposer que la courbure est constante
sur une portion de I'interface . Ces solutions, qui généralisent celles que nous avons construites
dans le paragraphe 1.3.3 pour une portion d’interface rectiligne, nous permettront d’obtenir une
suite de Weyl pour une interface quelconque (de courbure variable, supposée C*).

Pour ce faire, nous allons commencer par introduire un systeme de coordonnées curvilignes
locales pour une courbure variable et nous verrons ensuite comment exprimer les ondes de surfaces
dans ce systeme de coordonnées lorsque la courbure est constante.

4.2.1 Coordonnées curvilignes locales

Soit My un point fixé de 'interface 3. On suppose que dans un voisinage de My, l'interface X
est représentée par une courbe paramétrée

| =1, +I[>s+— M(s) € R?

ou s désigne 'abscisse curviligne le long de ¥ (comptée a partir de My = M(0)). On note 7(s) et
v(s) les vecteurs unitaires respectivement tangent et normal & 3 en M (s), le second étant déduit
du premier par une rotation d’angle +7/2, soit

7(5) = (). 2(6) = o et () = (11 (s), 10(s)) o= (~7a(s), ()
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t
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FIGURE 4.2 — A gauche : le rectangle C. A droite : le voisinage tubulaire F (C~) du point M.

On suppose pour fixer les idées que I'orientation de s est choisie de sorte que la normale v(s) soit
dirigée vers N, autrement dit, pointe dans la direction du matériau de Drude (voir figure 4.2).
La courbure x(s) en M (s) est définie par la relation

dr(s)
ds

—: k(s) v(s) ou, de manicre équivalente, dls) = —k(s) 7(s).

ds

On considere alors la transformation F' définie par

F: =1L+l x]—=06+ — R? (47)
(s,t) — M(s)+t v(s), '

ou 'on suppose que [ et d sont choisis assez petits de sorte que I'image par F' du rectangle
C:=]—1,+I[ x]—6840]

soit bien contenue dans la cavité C. L’image de ce rectangle constitue un voisinage tubulaire de
M, (voir figure 4.2). Compte tenu des définitions ci-dessus, la matrice jacobienne de F' dans la
base (7(s),v(s)) est donnée par

J@ﬂ:(“@“@g> (4.8)

Son déterminant est
det J(s,t) =1 —tk(s).

En plus de I’hypothese ci-dessus pour §, nous supposerons que
1 -1
0< o | sup [|w(s)[]|
2 s€ =1+

de sorte que

; <1—tr(s) <=, W¥(s,t)eC. (4.9)

N W

Ainsi det J(s,t) ne s’annule pas dans C, ce qui montre que F est un C*-difféomorphisme local au
voisinage de M. Quitte a considérer un rectangle plus petit inclus dans ce voisinage, on peut
supposer que F est un C!-difféomorphisme sur C. Les calculs qui vont suivre reposent sur ce
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changement de variable. Nous allons commencer par rassembler quelques propriétés élémentaires
relatives a ce changement de variable qui nous seront tres utiles. Nous noterons

N =] =1+ x]0,+0] et
Vi=]—1+I[x]-460

Ainsi le voisinage tubulaire F' (5) C C de M, se divise en deux parties F' (ﬁ ) et F (f/) composées
respectivement de matériau négatif et de vide.

4.2.2 Changement de variable
Pour toute fonction X : F (@) — C? (avec d > 1), on note X la fonction
X:=XoF:C—C%

Les notations g?z;d et div désignent respectivement le gradient et la divergence par rapport aux
variables (s, t). On a les propriétés suivantes, valables pour un changement de variable quelconque :

gradp = I grad 3, (4.10)
div U = [detJ| " div <]detJ\ 7 (7). (4.11)

La premiere est simplement la formule de dérivation d’une fonction composée qui s’écrit
gﬁ&@ = gi&& (gpo F) =J (gradgp) o F' = J'grad ¢,

compte tenu de la définition de la matrice jacobienne. La seconde s’en déduit. En effet, pour toute
fonction ¢ € D(C), on a

/N(i\\f_(/] %] ‘det .,]]‘ dsdt = / B (div U) pdx (changement de variable x = F'(s, 1)),
: H(0)
=— / A U -grad pdx (intégration par parties),
#(¢)

= — /~(~] : g/r;d—fp ’det J ) dsdt (changement de variable inverse),
c

- —/f/-Jﬁ grad ¢ |detJ|dsdt (formule (4.10)),
c

- /fﬂ\/f <’det J‘ J1 (7) pdsdt  (intégration par parties).
C

Les formules (4.10) et (4.11) nous permettent en particulier de récrire notre équation de départ
(4.1) dans les coordonnées (s,t) (plus précisément, la restriction de cette équation au domaine
tubulaire F (é)) On obtient immédiatement

—_— 1 —_ ~
h~ div (/7 H grad gE) +Aéxp=0 dansC, (4.12)
A

ou on a noté

ho= \dew\ et H:= \detﬂ\ g
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c’est-a-dire

s,t)=1—tr(s) e s,t) = 1_“€(8)71 0
h(s,t)=1—tr(s) et Hi(s,t) (( 0 ) 1—t/§(s)>' (4.13)

La proposition ci-dessous nous montre que le changement de variable (4.7) transforme le
caractére L? d’une fonction ou de son gradient, ou de la divergence d'un champ de vecteurs. Ces
propriétés nous seront tres utiles dans la suite.

Proposition 4.2. On a les équivalences suivantes :
p € L*(F(C)) <= ¢ € L*(C),
—\2 — -
grad ¢ € L2<F(C)> <= grad g € L*(C)?,
divU € L*(F(C)) <= div (hJ7' U) € L*(C),
et il existe des constantes positives ¢ et C telles que
c HSB”LQ(E) < ||§0||L2(F((Ff)) <C HQEHL?((?)’
c H grad SEHL2(5)2 < || grad QDHLQ(F((?))? <C H grad@”L%am
¢ |[div (r371 0| gy < N div Ullagpyy < € [ div (371D

L2(c)’

L2

Démonstration. La formule habituelle de changement de variable nous montre que

/F(g) ’90(93)‘2‘15” = /5‘95(8,15)‘2 h(s,t)dsdt

et on déduit alors de (4.9) que

1 ~ 2 2 3 ~ 2
5 /Agp(s,t)’ dsdt < /F@ ’gp(x)‘ dz < 9 /8‘90(5,15)‘ dsdt.
De la méme fagon, pour grad ¢, on a d’apres (4.10)
2 2
/ _ ’gradgp‘ dr = /W‘J gradgp‘ hdsdt.
F(C) c
En utilisant a nouveau (4.9) et 'expression (4.8) de J, on obtient
2 — 2 2 — 2
— /N‘gradgp’ dsdt < / _ ’gradgp’ dr <6 /ngradtp‘ dsdt.
9 Je F(C) c
Enfin, pour div U, en utilisant (4.11), on obtient cette fois
/ aivol e = ﬁ‘h‘l div (b3 0)[* hdsar,
F(C) c
d’ou 'on déduit que

§ A’ﬁz(hﬂ‘lﬁ)fdsdtS/F(g)‘divUrdxg2 H&%(hqﬂ—lﬁ)fdsdt.
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4.2.3 Plasmons de surface pour une courbure constante
Ondes guidées par 'interface

Nous supposons ici que dans notre voisinage tubulaire F (C~) de My, la courbure de l’interface

X est constante, soit

K(s)=ko#0 Vse]|—1,+l.
Dans ce cas particulier, nous noterons J au lieu de J la matrice jacobienne définie en (4.8), ainsi
que hg et Hy au lieu de h et H (voir (4.13)). Ces quantités sont maintenant des fonctions de la
seule variable ¢.

Grace a I’hypothese ci-dessus, on va pouvoir construire explicitement des solutions de notre
équation “simplifiée” (4.6) transformée en coordonnées (s, t), autrement dit I’équation (4.12) pour
A = A, /2 sans le terme A&, . Rappelons que le cas A = A,,/2 correspond au contraste critique
—1 entre les deux milieux, soit pa,, j2(x) = po siz € Vet pp,, j2(x) = —pio si z € N, ce qui montre
que fip,,/2 est une fonction de la seule variable ¢ définie par

[ir/2(t) = po sgn(t), Vi€ ]—0d,4d]
Ainsi, I’équation des plasmons de surface est maintenant
div (sgn(t) Hog/rgacﬁ) =0 dans C. (4.14)
Cette équation peut étre récrite plus explicitement

g 4+ sen(t) (1= o t)aat (sgﬂ( ) (1= rot) gt

On voit ici que 'hypothese d'une courbure constante nous permet de séparer les variables s
et t. On trouve alors une famille de solutions dépendant d’un parametre k& > 0 définies a une
constante multiplicative pres par

>—0 dans | — 1, +I[ x | — 0, +4].

. k
Wy(s,t) == e** (1 — ko t)enOrro — exp (iks + sgn(t) — log(1 — ko t)> : (4.15)
Ko

Quelques commentaires a propos de cette expression :

(i) Tout d’abord, il est clair qu’elle définit une fonction C* de part et d’autre de U'interface,
C’est-a-dire séparément dans V et N et continue dans C. On vérifie aisément qu’il s’agit bien
d’une solution de (4.14) en remarquant que

owy, owy, —k sgn(t)

s, t ik wi(s,t) et —(s,t) = —"—=
as( ) =ik (s, t) 6t( ) 1 — kot
Ces formules nous montrent clairement comment les dérivées successives se raccordent & 'inter-

face. Par exemple sgn(t) 0wy /0t est continue en t = 0, donc dérivable (au sens des distributions).

Wi (s, 1). (4.16)

(ii) Nous nous limitons ici & des k > 0 alors que pour tout k£ € C, la fonction wy est encore
solution de (4.14). La raison est simple : d'une part, lorsque k est réel, Wy est oscillante dans la
direction de 'interface, et d’autre part, si k est positif, ‘ﬁ)k‘ est alors une fonction décroissante de
|t|, autrement dit @y, est localisée pres de Uinterface. Il s’agit donc bien dans ce cas d’une onde
de surface guidée par l'interface.

(ili) L’expression (4.15) de wy n’a pas de sens lorsque kg = 0, mais que si 'on fait tendre s
vers 0, alors w(s,t) tend vers exp (ik;(s + 1|t|)) pour (s,t) fixé, c’est-a-dire exactement 'onde de
surface que nous avons introduite dans le paragraphe 1.3.3 pour une interface plane. Nous allons
suivre ici la méme démarche que dans ce paragraphe en construisant une suite de solutions de
(4.14) de plus en plus localisées au voisinage de l'origine (s,t) = (0,0), obtenues en superposant
les wy,.
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Une famille de plasmons de surface

On se donne une fonction f € D(RT) (non nulle) et on définit pour tout n > 1,

(s, ) = /Rf< )wk(s,t)dk pour (s,1) € C.

+n

A T’aide du changement de variable k' = k/n, cette expression s’écrit aussi (en omettant le prime)

Un(s,t) = /+ f(k)e™?=) dk pour (s,t) € C, (4.17)
R
oll on a noté .
p(s,t) :==1is + sen(t) log(1 — ko t).
Ko

Comme 1wy, est solution de (4.14) pour tout k, il s’ensuit que wn I’est aussi pour tout n > 1. De
plus, elle est C* séparément dans V et N. La continuité de @y, en t = 0 et la formule (4.16) nous
montrent que

i a&n .

Y, et sgn(t) s sont continues en t = 0. (4.18)

Les expressions des dérivées de v, découlent de (4.16) par le théoreme de convergence dominée
)

16
(en utilisant le fait que f € D(R™) et que ‘wnk < 1 pour tout (s,t) € C). Nous aurons besoin

dans la suite des dérivées suivantes :

aain(s,t) =in /wkf(k) ek est) dg, (4.19)
a{;i " (s,1) = _1”_5%;(;) /]R kf (k) e oD g, (4.20)
a;;é" s,t) = —n? / k2 f(k) et qk, (4.21)
gt (sgn(t) agi”) (5,1) = g fir;(f))z /R K2 f(k) e P . (4.22)

Pour vérifier que les 1, sont de plus en plus localisées au voisinage de I’origine lorsque n — oo,
on ne peut plus utiliser 'argument trés simple que nous avons invoqué dans le paragraphe 1.3.3
pour une interface plane : on ne peut plus dire ici que &n(s,t) = @El (ns,nt). En revanche, le
comportement de 1, au voisinage de l'interface t = 0 est tres voisin des plasmons de surface que
nous avons introduits pour une interface plane puisque

p(s,t) =is+ [t| + O(t?) lorsque t — 0.

Remarquons qu’en utilisant ce comportement ainsi que (4.9), on vérifie facilement qu’il existe
deux constantes ¢; > 0 et ¢y > 0 telles que

e V82 +12 < |p(s,t)| < ca Vs + 2 pour tout (s,t) € C. (4.23)

La proposition suivante rassemble les propriétés sur les zzn dont nous aurons besoin dans la
suite. Elle nous montre en particulier qu’en dehors d'un voisinage de 'origine, ces plasmons de
surface décroissent tres rapidement avec n. Nous verrons plus loin (dans la seconde étape de la
démonstration du Théoreme 4.4, point (ii)) que leur énergie se concentre effectivement pres de
I'origine.
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Proposition 4.3. (i) (Estimations en norme L? en dehors de 'origine). Soit B € C un voisinage
fixé de Uorigine (s,t) = (0,0). Alors

|40

et le méme résultat reste vrai pour les dérivées partielles (4.19) & (4.22) de 1.
(ii) (Estimations en norme L? sur tout le domaine). On a

__=0(n"?) pour tout p >0
12(C\B)

lim |[e, =0
n—oo LQ(C)
aNn N 5 0%y, 0 N
et le méme résultat est vrai pour les fonctions p 95 gt PP awz et p* e <sgn(t) gi >
(iii) (Estimations en norme L' sur tout le domaine). On a
. 0% ('3%
lim = lim =
n—00 n—00

1

Démonstration. La plupart de ces estimations reposent sur des intégrations par parties, en utili-
sant simplement le fait que

enk p(s,t)

0
o =np(s,t) e

nk p(s,t)

(i) Commencons par l'utiliser dans expression (4.17) de t,. Il vient

-1

/+f/(k:) nke(st) k.  pour (s,t) € C.
R

On peut bien stir itérer les intégrations par parties, ce qui montre que pour tout entier p > 0,

—1
np(s,t)

P
Un(s,t) = ( ) N FP (k) e D Ak pour (s,t) € C.

nk p(s,t)

Comme ‘ ’ < 1 pour tout (s,t) € C, il s’ensuit que

pour (s,t) € C. (4.24)

Inls,1)| < el

np | p(s, t ’p L1(RY)
Ainsi, si (s,t) € C\ B, la quantité |p(s, )] est bornée d’aprés (4.23), par conséquent ’@En(S, t)‘ =
O(n~P) uniformément par rapport a (s,t). On en déduit que Hi;n = O(n~P) pour tout
p=0. ~
On procede de méme pour les dérivées de 1,. Par exemple, en intégrant par parties dans
(4.19), on obtient

L2(C\B)

o, -1\ dar
o) —in [t / (k: k ) nko(s) g, 4.25
Os (s,8) = in <n p(s,t)) r+ dkP Jk))e (4.25)
ce qui montre que pour tout p > 0, il existe une constante C), telle que

Gy pour (s,t) € C. (4.26)

I,
‘ 55 =) ‘ P I
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Dans le cas de la dérivée seconde (4.22), on a cette fois

I L 1 e

ce qui, en utilisant (4.9), conduit a

0 O, C,
5 (sgn( ) g; ) (s,t)‘ < Wi’smp pour (s,t) € C. (4.28)

(ii) Passons maintenant aux estimations sur le domaine C tout entier. Commencons par le cas
de v, en repartant de son expression (4.17). Soit (s,t) un point fixé de C tel que t # 0 (autrement
dit (s, t) n’est pas sur l'interface). On sait alors que Qe p(s,t) < 0. Il s’ensuit que pour tout k > 0,

lim {f(k;) e”kﬁ(svt)} —0 et ’f(k?) otk p(s,t)

n—0o0

< [f(R)I.

Comme f est intégrable, le théoréme de convergence dominée nous montre alors que v,,(s,t) — 0
lorsque n — oo. On peut ensuite appliquer une seconde fois le théoreme de convergence dominée

sur 'intégrale
2
‘ L2(C) B /C~

Un
On vient en effet de montrer que lintégrande tend vers 0 pour presque tout (s,t) € C (on
exclut seulement le segment ¢ = 0) et on sait d’apres (4.24) avec p = 0 que celui-ci est borné

~ tend vers 0.
L2(C)

Considérons maintenant le cas de p&zn /0s. On ne part plus cette fois de 'expression (4.19),
mais plutot de la formule (4.25) pour p = 1 qu’on peut récrire sous la forme

pls,1) ;i”( ) =i /wi(kf(k;)) &P )

N 2
Un(s,t)| dsdt.

uniformément par rapport a (s,t) € C. Il S’ensuit que H'(Zn

Les mémes arguments que ci-dessus nous montrent maintenant que pour tout (s,t) € C tel que
t # 0, cette quantité tend vers 0 lorsque n tend vers +oo. Et I'inégalité (4.26) (encore pour p = 1)
nous dit que cette méme quantité reste bornée uniformément par rapport a (s,t) € C. On en
déduit que H p O, / 85‘ 2@ tend vers 0.

Les autres dérivées se traitent de la méme fagon. Pour les dérivées secondes, on voit clairement
qu’il faut maintenant choisir p = 2 dans (4.27) et (4.28) pour faire disparaitre les puissances de n,
ce qui explique la présence de p?. Ce poids (p pour les dérivées premieres et p® pour les dérivées
secondes) compense les grandes valeurs des dérivées au voisinage de (0, 0).

(iii) Pour démontrer les estimations en norme L', la démarche est similaire. Par exemple, pour
0, /0s, nous utilisons a nouveau le théoréme de convergence dominée sur 'intégrale

|| O 8%

1

| ds dt.

Nous avons vu ci-dessus que l'intégrale tend vers 0 pour tout (s,t) € C tel que t # 0 et I'inégalité
(4.26) pour p = 1 nous dit que cet intégrale est majorée par C;/|p(s,t)|. Or d’apres (4.23), cette
5 tend vers 0. Pour 0v,,/0t, on procede

L'(C

fonction est intégrable sur C. Il s’ensuit que H@zzn / 65“

de la méme facon. m
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4.3 Une suite de Weyl

Nous sommes maintenant en mesure de construire une suite de Weyl pour A = Ay, /2 a partir
des plasmons de surfaces 1,, définis en (4.17). Le support des v, étant le rectangle C tout entier,
il nous faut tout d’abord tronquer ces fonctions. Pour cela, on introduit une fonction ¥ € D(C)
que 'on suppose symétrique par rapport d la variable t (c’est-a-dire : X(s, —t) = X(s,t)) et telle
que

X(s,t) =1 pour tout (s,t) € B:=]—r,+r[x]| —r +r|,

ott 7 > 0 est un nombre fixé tel que r < min(/, ) (autrement dit B est strictement contenu dans

C). On pose alors, N
On =X ¥, pour tout n > 1. (4.29)

Il nous reste simplement a revenir dans les variables spatiales du probleme initial. On définit ainsi,
pour tout n > 1,

@no F~1 dans F(C)
= ~ = =2 4.
©On { 0 dans C\ F(C) et u, R grad @, (4.30)

ou F est définie en (4.7). Le théoréme suivant est le principal résultat de ce chapitre.

Théoréme 4.4. Soit ,, := (p,, u,) défini par (4.30). Alors @, /|| Py |3 est une suite de Weyl de
Popérateur A pour la valeur X = Ay, /2.

La démonstration qui suit, décomposée en trois étapes, est analogue a celle de la Proposition
1.8. Elle est cependant plus compliquée, d'une part parce que les plasmons de surface ne sont plus
aussi simples, mais aussi du fait que la courbure de I'interface n’est pas nécessairement constante
(alors que les plasmons de surface sont calculés pour une courbure constante). Nous terminerons
cette section par un paragraphe expliquant pourquoi on ne pouvait pas utiliser les plasmons de
surface correspondant a une interface rectiligne.

Premiere étape
Il s’agit ici de vérifier que ®,, € D(A) pour tout n > 1 (la définition de D(A) étant rappelée
en (4.5)). Comme u, := —2R grad ¢,, et R*R = 1y, ceci revient a vérifier que

on € HAC) et div{(l — 1) gradgpn} € I2(C).

D’apres la proposition 4.2 et la définition (4.30) de ¢, la premiére propriété est équivalente a
dire que @, € H' (C) ou encore que IZ@V e H'(C), ce que nous savons déja puisque nous avons vu
que 1, est C® séparément dans V et A, et est continue le long de Pinterface ¢ = 0.

Pour la seconde propriété, on utilise & nouveau la proposition 4.2 ainsi que la formule (4.10)
qui nous montrent que cette propriété est équivalente a dire que

&3{(1 2T hII g;faa@n} € 12(0),

soit encore

divU, € L*(C) ot U, := sgn(t) H gr\aag'én, (4.31)
compte tenu de la définition (4.13) de H et du fait que 1 — 215 (t) = —sgn(t). Comme précé-

demment, il est clair que les deux composantes de U, sont C* de part et d’autre de 'interface
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t = 0. Pour que aﬁﬁn appartienne a L2(5), il faut et il suffit que la composante de U,, normale
a I'interface, c’est-a-dire la composante selon ¢, soit continue en ¢t = 0. Celle-ci s’écrit

0% o 0%, _ Ot X
ot > ot~ X ot ot

Par hypothése Y est continue en ¢ = 0. De plus, on sait (cf. (4.18)) que v, et sgn(t) 8, /ot le
sont aussi. Il reste a constater que c’est aussi le cas de sgn(t) dx/0t puisque nous avons supposé
X symétrique par rapport a la variable ¢, ce qui entraine que dx/0t = 0 en t = 0 (on aurait pu
se contenter de cette seule hypothése, sans supposer que Y était symétrique). Ainsi U}f] est bien
continue en ¢t = 0, ce qui acheve la premiere étape.

U (s, 1) = sgn(t) (1 — t w(s)) + 1y

Seconde étape

C’est la partie la plus technique de la démonstration. Il s’agit de montrer que

Ad, — (An/2) D
i 1420 = (/) @4
R [

=0,

ce qui signifie que A,,/2 est bien dans le spectre de A. Pour cela, nous allons montrer d’une part
que [|[A®, — (An/2) D,||% tend vers 0, d’autre part que ||®,||3 est minorée par une constante
strictement positive.
(i) D’apres la définition 4.3 de A et la définition (4.30) de ¢,,, on a
A%—Am%:<%»
2 0

ou on a noté

A
0, = div {(1 —21y) grad gon} + <1NAe - m) On-

oMo 2
On a donc ||[A®, — (An/2) Pnll = ||0nllr2(c)- 1 est clair que le support de 6, est inclus dans le

domaine tubulaire F'(C), de sorte que ||0y |2y = [|0nl] ;2 (r(@)- On peut donc utiliser la proposition

- Nz2(r@)y
4.2 pour 6, := 0, o F' : il nous suffit de vérifier que ||6,]|,, @ tend vers 0. D’aprés les calculs de la

premiere étape, on a
-1

0, =

. A
div U, + (L\/Ae — m> Dns
Eolo 2

ou U, est défini dans (4.31). Par conséquent,

16

_< HdTvﬁn
©

L2 L2(C) T H@” L2(C)’

Compte tenu de I'expression (4.29) de @, on sait déja que

5|

L2c) ™~

H(pn @ 0 quand n — oo, (4.32)

d’apres le point (ii) de la proposition 4.3. Il nous reste donc & montrer que H Ei:;fﬁn 2@ tend

vers () aussi, ce qui demande un peu plus d’effort. Tout d’abord, en utilisant a nouveau (4.29), on
peut développer la divergence. On sait d’apres la premiere étape que U}ﬂ est continue en t = 0;
on obtient alors

divl, = &(sgn(t)ﬂgfaﬁ&n) +sen(t) {QH arad 5 - grad ¥, + G, &Q(H g&ﬁy)}.

Ay, bn
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Commencons par b,. Comme gr\aa X s’annule dans B, on a
6] 2 g5 = [

ou le terme de droite tend vers 0 d’apres le point (i) de la proposition 4.3. Pour conclure, il nous
reste & montrer que ||a,||,. @ tend aussi vers 0. Pour cela, remarquons que si la courbure était

H(C\B)’

constante dans notre domaine tubulaire, autrement dit, si H(s,t) = Hy(t) pour (s,t) € C, alors
a, serait identiquement nulle puisque v, vérifie (4.14). Ceci nous suggere de récrire I'expression
de a,, sous la forme

a, = div (sgn(t) (H — Hy) g;;az;n).

En utilisant I'expression (4.13) de H, ce terme, une fois développé, vaut

_ sen()tw/(s) 0, sen(t)1 (5(s) = ko) 0%,
(1 —t /4;(3))2 s (1 — tﬁ(s)) (1 — t,«;o) 0s?

+sen(t) (k(s) — ko) 8;”" +t (k(s) — ko) gt (sgn(t) ai"). (4.33)

C’est ici que nous avons besoin de notre hypothése initiale sur la régularité C* de l'interface. La
courbure x(s) étant C!, la fonction x/(s) est bornée et on sait par le théoréme des accroissements
finis qu’il existe une constante K telle que ‘/{(s) - /{0‘ < K'|s|. Ainsi, d’apres (4.9), on a

0 O,
sta (sgn(t) ;i )

Le fait que chacun des termes de droite tend vers 0 découle du point (ii) de la proposition 4.3 en
remarquant simplement que d’apres (4.23), les fonctions s/p(s,t) et t/p(s,t) sont bornées sur C.

O
ot

0%,
0s?

)
< _rn
Ha’nHLQ(C) ~ Ht 88

+
£2(C)

(4.34)

+ Hst

+ Hs

L2(C) L2(C) L2(C)

(ii) Pour achever cette seconde étape, il nous reste a montrer que
123, = ll@nllZaiey + llunllZeny 2 1.

Il est clair que la contribution principale de ||®,||3 vient de la composante u, := —2R grad ¢,
(voir (4.30)). En effet, d’apres la proposition 4.2 et (4.32), on sait que

lenllizo) S 1Gall o —2 0. (4.35)

n—oo

En utilisant encore la Proposition 4.2, on a

Dn

[@alln 2 Nl 2y Z || grad @al| , o0 2 H

L2(NNB)

ou la dernicre inégalité découle du fait que la fonction de troncature x est identiquement égale a
1 dans B (notons qu’on a choisi ici de privilégier la dérivée par rapport a s, mais que la méme
démarche s’applique aussi avec la dérivée par rapport a t). D’apres (4.19), on a

- L

2
/ F(k) ™60 4k dsdt,
R+

&l

L2(NNB)
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puis, avec le Changement de variables s’ = ns et t' = nt (et en omettant les primes),

WL
.

On peut alors alors passer a la limite n — oo par deux applications successives du théoréme de
convergence dominée (comme dans la démonstration de la proposition 4.3). On commence par
remarquer que si (s,t) est un point fixé de N'N B (donc tel que ¢ > 0), on a, pour tout k > 0,

. {kf( ) nkps/nt/n} {kf( e ”“')} ot ‘k:f(k)e"’“p(s’t) < |k f(k)],

/ k(K "’“”S/”t/”)dk' ds dt

NmB

ds dt.

kf(k) enk‘p(s/n,t/n) dk
R+

n—o0

ce qui montre que

lim kff( ) nk p(s/n,t/n) dk = / k’f k (is+]t]) dk.

n—oo Jr+

Ensuite, comme

Rt
on conclut que

+r r 2 +r r
lim / / dsdt = / /
n—0o0 Je— o Ji—0 s=—r Jt=0

Il reste a remarquer que le terme de droite est strictement positif, car la fonction intégrée est
positive et non identiquement nulle. Ceci termine la démonstration du fait que ||®,||3; est minorée
par une constante strictement positive.

2
/ k£ (k) " s+ qrl” ds dt.
R+

k)f(k’) enkp(s/n,t/n) dk
R+

Troisieme étape

Les deux premiéres étapes nous montrent que A = A,,/2 appartient bien au spectre de A.
Cette troisieme et derniere étape est destinée a vérifier que ®,,/||®,||% tend faiblement vers 0
dans H, et donc que A = A,,,/2 est bien un point du spectre essentiel de A.

Comme nous venons de voir que ||®, || = 1, nous devons vérifier que ®,, tend faiblement vers
0 dans H, autrement dit que ¢, tend faiblement vers 0 dans L*(C) et que u, := —2R grad ¢,
tend faiblement vers 0 dans L?(A\)?. Le premier point est évident puisque ¢, tend fortement vers
0 dans L?*(C) (voir (4.35)). Pour vérifier le second, nous allons monter que grad ¢,, tend vers 0
dans L'(N)?, ce qui entraine bien la convergence faible dans L*(N')2. En effet, pour toute fonction

v € D(N)?, on a

|| Loo (A2

(graud(,omU)L,Z(N)2 < ngad@n‘Ll(N)z

En utilisant les mémes arguments que dans la démonstration de la proposition 4.2, on a

ngadson YRS ngad%\p(ﬁ)g-
Comme égacﬁn = @Zn &Eai—" X g/r;ia@;m on a
Hgaa@” LY(N)2 S H&"’ LY(N) + ngad¢” LY(N)?
Or on sait d'une part que B N
H%‘ LY(N) S H% L2(N) ——a

d’apres (4.32), et d’autre part que H grad ¥,

LRy tend vers 0 d’apres le point (iii) de la propo-
sition 4.3. Ceci achéve la démonstration du théoreme 4.4.
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Aurait-on pu faire plus simple ?

Comme nous ’avons mentionné au début de la section 4.2, il semblait a priori naturel de cher-
cher a réutiliser pour une interface courbe les plasmons de surface que nous avons introduits dans
le chapitre 1 pour une interface rectiligne. Les calculs ci-dessus nous permettent de comprendre
a posteriori pourquoi 'idée n’était pas bonne.

L’intuition consistait simplement a déformer ces plasmons de surface a ’aide du changement
de variable (4.7), ce qui reviendrait tout simplement a choisir une courbure nulle, soit kg = 0,
dans le paragraphe 4.2.3, autrement dit a prendre pour matrice Hy(t) la matrice identité, et donc
a remplacer notre définition (4.17) de Y, par

Un(s,t) = /R+ f(k) e s+ qk pour (s,t) € C. (4.36)

Le probleme se situe dans le point (i) de la seconde étape de la démonstration ci-dessus : on ne
peut en effet plus montrer que ||[A®,, —(A,,/2) ®, || tend vers 0. En effet, pour kg = 0, expression
(4.33) de a,, devient

_ sen()tR(s) O | sen()tn(s) %
T (1-tnls) 05 T ta(s) 0w T uDAls)

Oy, ) Oy,
gt +tK(s) 5% (sgn(t) awt ) )

n

Ainsi, au lieu de (4.34), on a maintenant

O 0"
e =

L2(C)

L2(C)

Ny
+ H ot

+ Htgt (sgn(t) 8;;")
L2(C)
On voit ici que le poids s qui apparaissait dans trois des quatre normes du terme de droite de
(4.34) a disparu : seule la premiére norme est inchangée. Les autres ne tendent pas vers 0 : on
sait en particulier que la troisieme est minorée par une constante strictement positive.

Bien siir, ces arguments ne constituent pas une démonstration qu’il est impossible d’utiliser

les plasmons de surface (4.36) pour une frontiére courbe. Il y a peut-étre une fagon plus astucieuse
de le faire, mais nous ne ’avons pas trouvée.

L2(C)

4.4 Perspectives

Dans ce chapitre, nous nous sommes contentés de traiter le cas d’'une interface réguliére entre
le matériau de Drude et le vide. Ceci peut laisser un gotit d’inachevé, si on considere ce chapitre
comme une extension du chapitre 1. Que peut-on dire du cas ou le domaine occupé par le matériau
de Drude est un polygone courbe 7 Comment peut-on trouver le spectre essentiel associé a un “coin
courbe”? Par manque de temps (et par manque d’idée), nous n’avons pas pu avancer sur cette
question, qui reste donc pour l'instant ouverte. Notons qu’a notre connaissance, les deux seuls
articles qui considérent des polygones courbes sont [69, 68]. Ces deux articles s’intéressent au
spectre de l'opérateur de Neumann-Poincaré (voir (0.9)), mais ne nous permettent pas d’en tirer
des informations pour notre probleme.

Une autre question ouverte concerne la régularité de l'interface. Pour les besoins de la dé-
monstration, nous avons supposé que linterface était de classe C3. Pourrait-on affaiblir cette
hypothese ? Nous savons en effet que pour montrer qu’en dehors de 0, A, /2 et Ay, il n'y a pas de
spectre essentiel, on peut se contenter d’une régularité C' de l'interface (voir le théoréme 4.3 de
[13]). La valeur A,,/2 est-elle encore dans le spectre essentiel pour une interface C!' ? On imagine
difficilement répondre par la négative. Mais nous ne savons pas le démontrer.
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