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Résumé

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2 et de carac-
téristique résiduelle p. La correspondance théta locale sur F' établit une bijection entre
des sous-ensembles de représentations lisses irréductibles complexes d’un premier groupe
réductif H et d’un second groupe réductif H’', ou (H, H') forme une paire duale dans un
groupe symplectique. Soit R un corps de caractéristique ¢ positive différente de p. Dans ce
travail, on donne des conditions minimales sur R pour généraliser le théoréme de Stone-von
Neumann au cas des représentations modulaires i.e. & coefficients dans R. Cela permet en-
suite de construire la représentation de Weil modulaire qui vérifie des propriétés analogues
au cas complexe [MVWS8T7]. Quand R est algébriquement clos, on généralise la preuve de
la correspondance classique pour les paires duales non quaternioniques [GT16] sous deux
hypotheses. La premiére est que £ soit suffisamment grand vis-a-vis d’une borne explicite
dépendant des pro-ordres H; et Hs. La seconde est une hypotheése qui résulterait d’une
meilleure connaissance de la théorie des opérateurs d’entrelacement dans le cas modulaire.

Mots-clés

Représentations, Correspondance théta, Correspondance de Langlands locale, Groupes
p-adiques, Théorie des représentations modulaires, Paires duales.



Abstract

Let F be a local non archimedean field of characteristic not 2 and residual characte-
ristic p. The local theta correspondence over F' gives a bijection between some subsets of
irreductible smooth complex reprensentations of a first reductive group H and a second
reductive group H', where (H, H') is a dual pair in a symplectic group. Let R be a field
of characteristic ¢ different from p. In this thesis, we give minimal conditions on R so that
Stone-von Neumann’s theorem can be generalised in the setting of modular representation
theory, which means when the coefficient field is R. This generalisation enables to define
a modular Weil representation which verifies analogous properties to that of the complex
case [MVW87]. When R is algebraically closed, we generalise the proof of the classical
correspondence for non quaternionic dual pairs [GT16] under two assumptions. Firstly,
the characteristic £ has to be greater than a certain explicit bound which depends on the
pro-orders of H1 and Hy. The second hypothesis have a deep connection to the theory of
intertwining and would result from a better understanding of that theory in the modular
setting.

Keywords

Representations, Theta correspondence, Local Langlands correspondence, p-adic groups,
Modular representation theory, Dual pairs.
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Introduction

Cette these s’inscrit dans le cadre de la théorie des représentations des groupes p-
adiques. Elle propose de généraliser la correspondance théta locale sur un corps local non
archimédien & des représentations dont le corps de coefficients est quelconque.

Il existe une version globale et une version locale de cette correspondance. Elles mettent
toutes deux en jeu la notion — introduite par Howe dans les années 70 — de paires réduc-
tives duales dans un groupe symplectique. Dans sa version globale, elle établit une bijection
entre formes automorphes de deux groupes formant une telle paire et généralise la cor-
respondance de Shimura. Pour citer une de ses applications arithmétiques, la formule du
produit scalaire de Rallis relie des propriétés analytiques de fonctions L a la non nullité
de certains relevés dans la correspondance. Sa version locale établit quant & elle une bi-
jection entre des représentations lisses irréductibles complexes de deux groupes définis sur
un corps local formant une paire réductive duale. Ses développements se divisent en deux
catégories, selon que le corps local considéré est archimédien ou non archimédien.

L’étude des représentations lisses des groupes réductifs p-adiques sur un corps de ca-
ractéristique ¢ différente de p a été débutée par Vigneras a la fin des années 80. Elle
a ensuite étendue cette théorie [Vigd6] aux corps locaux non archimédiens et a montré
[Vig01] dans ce cadre la correspondance de Langlands pour les groupes linéaires GL,,(F')
sur Fy. Ses méthodes permettent également d’explorer des questions liées aux congruences
entre formes automorphes. On opére souvent la distinction en désignant comme classique la
théorie des représentations a coefficients complexes, et modulaire celle des représentations
a coefficients quelconques.

On invite maintenant & présenter au lecteur ce qui constitue le résultat central au cceur
de la correspondance théta locale pour des représentations a coefficients complexes. On
exposera ensuite un petit récapitulatif concernant les représentations modulaires, avant
d’examiner les principales contributions que ce travail de these entend produire.

Correspondance théta locale classique

Dorénavant, F' désignera un corps local non archimédien de caractéristique différente de
2 et de caractéristique résiduelle p. On donne sans plus attendre un énoncé plus précis de la
version locale de la correspondance pour enfin rendre justice aux principaux contributeurs
dans le cas classique.

Soit W un espace symplectique de dimension finie sur F. Une paire duale (Hy, Hs)
dans Sp(W) est un couple de sous-groupes de Sp(W) qui sont centralisateurs 'un de
Pautre d.e. Zgpuw)(H1) = Ha et Zgyw)(Hz) = Hi. On dit que cette paire est réductive
si Hy et Hy sont des groupes réductifs et si W est Hi-semi-simple et Hs-semi-simple.

9



10 INTRODUCTION

La classification des paires réductives duales de Sp(W) a été faite par Howe a l'aide des
paires dites irréductibles. Ce sont celles qui ne s’obtiennent pas comme produit de paires
plus petites. Généralement, il suffit de prouver les énoncés que 'on va rencontrer pour
ces paires élémentaires pour qu’ils soient vrais pour toute paire réductive duale. Aussi
vont-elles concentrer toute I'attention. Les paires duales irréductibles sont de deux sortes :
les paires dites de type I, qui comprennent les groupes symplectiques, orthogonaux et
unitaires; les paires de type II, qui concernent des groupes linéaires sur des algebres a
division de dimension finie sur F'.

La notion de paires duales réductives trouve tout son intérét au travers de la représen-
tation de Weil qui sert a définir la correspondance. Soit ¢ : F' — C* un caractére additif
non trivial. Dans les années 60, Weil a défini [Wei64] une représentation lisse complexe
wy, du groupe métaplectique Sp(W), ot ce groupe est une extension centrale topologique
de Sp(W) par C*. Elle se restreint aux relevés de paires duales de Sp(W) de la facon
suivante. Pour H un sous-groupe fermé de Sp(W), on note H I'image réciproque de H
dans Sp(W). Alors le relevé (Hy, Ha) d’une paire duale réductive (Hy, Ha) dans Sp(W) est
une paire duale dans Sp(WW) et la multiplication Hy x Hy — Sp(W) induit un morphisme
de groupes. On note encore w,y, la représentation de H, x Hy obtenue en composant la
représentation de Weil avec ce morphisme.

Pour H un sous-groupe fermé de Sp(WW), on note Repq(H) la sous-catégorie des re-
présentations lisses complexes de H telles que m(1,A) = Ald. Le théoréme suivant, dont
on va lister les contributeurs immédiatement apres, constitue I’énoncé essentiel de la cor-
respondance théta classique :

Théoréeme (Correspondance théta classique). Soient (Hi, Hz) une paire réductive duale
dans Sp(W) et wy € Repe(Sp(W)) la représentation de Weil que l'on restreint & Hy x Ho.
Soit m1 € Repe(Hy) irréductible. Alors :

(i) il existe O(my) € Rep(c(fl/g) telle que le plus grand quotient w1 -isotypique (wy)x, de
wy, s0it isomorphe d m ® O(m1) dans Repe(Hy x Hy) ;

(it) le plus grand quotient semi-simple 6(m) de O(m1) est, nul si O(my) = 0, et irré-
ductible sinon ;

(7ii) de plus, quand ©(m1) #0, on a :

O(m) = 0(m}) & m ~ 7.

En notant Irre (H) les classes d’équivalence de représentations irréductibles de Repg(H),
les points (i) et (i) assurent donc que la correspondance théta définit une bijection entre
les sous-ensembles de Irrc(H7) et Irre(Ha) :

{m € Iirc(Hy) | O(m1) # 0} et {my € Irre(Ha) | 3my € Irre(Hy), m = 6(m)}.

Resté pendant des années conjectural, ce résultat aujourd’hui pleinement démontré est
aussi connu sous le nom de conjecture de Howe ou dualité de Howe ou encore correspon-
dance de Howe. Tout d’abord, Howe a prouvé [How89] I’analogue de ce théoréme quand F'
le corps des nombres réels. Pour ce qui est du cas non archimédien, il a également donné
une preuve lors d’un séminaire pour les paires duales de type I non ramifiées quand p # 2
dans les années 80, qui a été rédigée par Waldspurger dans [MVW87, Chap. 5. Ensuite,
Waldspurger a démontré [Wal90] le cas général des paires de type I, toujours avec cette
restriction p # 2. Le cas des paires de type I, réputé vrai, est resté longtemps sans preuve
jusqu’aux années 2000 et le travail de Minguez [Min08], qui ne porte pas de restriction sur
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la caractéristique résiduelle p. S’inspirant des arguments de ce dernier, Gan et Takeda ont
donné [GT16] une nouvelle preuve de la correspondance pour les paires de type I commu-
tatives (cf. tableau de la Section 2.3) sans restriction aucune sur p. Enfin, Gan et Sun ont
complété [GS17] le cas restant en traitant les paires de type I quaternioniques.

La preuve de Gan et Takeda présente un double avantage qui est le point de départ de ce
travail de these : en plus d’étre relativement courte, elle se base sur des idées qui traitaient a
I’origine de représentations a coefficients modulaires. C’est Minguez qui a opéré le premier
travail [Min06] en direction d’une correspondance théta locale (-modulaire. Il a prouvé, en
prenant un analogue ad-hoc de la représentation de Weil pour une paire (Hy, Hz) de type
I1, que le théoréme précédent était vrai en remplacant C par Fy & condition que £ ne divise
pas le pro-ordre de H; et Hs. Il donne également un contre-exemple que 'on détaille plus
loin quand cette condition sur ¢ n’est pas vérifiée. Malheureusement, cette approche ne
fournit pas de cadre pour traiter des paires de type I a moins de reconstruire la théorie
depuis le départ. C’est le parti pris de ce travail : de partir de zéro et de généraliser au
cas modulaire le développement du livre-référence [MVWS87] sur la correspondance théta
locale dans le cas non archimédien. On mentionne toutefois les travaux de Shin qui porte
sur une construction géométrique de la représentation de Weil et donne une représentation
en caractéristique p qui est inaccessible par les méthodes que 'on envisage.

Représentations modulaires

Dans toute la suite, F' désigne un corps local non archimédien de caractéristique rési-
duelle p et de cardinal résiduel ¢. Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur
F'. On appelle groupe réductif conneze sur F I’ensemble des points rationnels G = G(F))
de tels groupes algébriques. C’est un groupe topologique qui est localement profini, ce
qui signifie qu’il existe une base de voisinage de I'identité constituée d’ouverts compacts.
En particulier, la topologie de tels groupes est totalement discontinu. Une représentation
(m,V) de G a coefficients dans un anneau R est la donnée d’'un R-module V' et d’un mor-
phisme de groupes 7 : G — GLR(V'). On s’intéresse exclusivement ici aux représentations
dites lisses i.e. celles pour lesquelles le stabilisateur de tout élément v € V' est ouvert dans
G. Une représentation lisse est admissible si pour tout sous-groupe compact ouvert K de
G, le R-module VX des vecteurs fixes par K est de type fini en tant que R-module. On
note Repp(G) la catégorie des représentations lisses a coefficients dans R et Irrp(G) len-
semble des classes d’équivalence de représentations irréductibles. Pour 7,7’ € Repr(G),
on note Homg(7w, ') Pensemble des morphismes de R-modules de 7 dans 7' qui sont
G-équivariants.

On emploiera dorénavant le mot « représentation » pour signifier « représentation
lisse ». On rappelle la distinction déja évoquée entre le cas dit classique quand R = C
et le cas dit modulaire quand R est un corps de caractéristique positive. Une des diffé-
rences notables est que la théorie est tres sensible a la caractéristique £ de R. Soit G un
groupe localement profini. Le pro-ordre |G| de G est le plus petit commun multiple de
I'ensemble des pro-ordres |K|, ou K parcourt les sous-groupes compacts ouverts de G.
Pour un groupe réductif sur F, il existe n € N tel que |G| = n.p>. Par convention, 0 ne
divise pas le pro-ordre de G. On dira que ¢ est banal vis-a-vis de G si R est algébriquement
clos et £ ne divise pas le pro-ordre de G.

Cette sensibilité a la caractéristique £ du corps des coefficients R que I'on vient d’évo-
quer se manifeste tout particulierement avec la distinction cuspidale/supercuspidale qui
n’a pas lieu dans le cas complexe. Avant de définir ces représentations, on fait remarquer
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qu’elles constituent en quelque sorte les briques élémentaires permettant d’obtenir et clas-
sifier toutes les représentations irréductibles, ce qui leur donne une place prépondérante
au coeur de la théorie et justifie I'intérét qu’on leur porte. Soient G un groupe réductif
connexe sur F et R un anneau. Soit P = M N un parabolique de G de facteur de Levi
M et de radical unipotent N. On suppose que R contient une racine carrée de ¢, que 'on
fixe alors. Cela permet de définir les foncteurs d’induction et de restriction paraboliques
normalisés, ou le premier est I’adjoint a droite du second :

i% : Repr(M) — Repr(G) et r5 : Repr(G) — Repr(M).

Une représentation m; € Repr(G) est dite : cuspidale si pour tout parabolique propre
P = MN de G, on a rg(w) = 0; supercuspidale si m; est irréductible et si pour tout
parabolique propre P = M N de G, pour toute o € Repp(M), la représentation 7; n’est
pas sous-quotient de iIGp(U). Toute représentation supercuspidale est irrédutible cuspidale.
Dans le cas complexe, ces deux notions coincident. Plus généralement, la réciproque est
vraie sur un corps algébriquement clos R si sa caractéristique £ ne divise pas le pro-ordre
de G/Z(G), ou Z(G) est le centre de G. On dira dans ce cas que ¢ est faiblement banal.
Une représentation est dite projective modulo le centre (resp. injective modulo le centre)
si elle admet un caractere central x et si elle est un objet projectif (resp. injectif) dans la
sous-catégorie Repr(G, x) des représentations a caractere central x fixé. Vigneras prouve
[Vigd6] que quand ¢ est faiblement banal vis-a-vis de G, les représentations irréductibles
cuspidales sont projectives modulo le centre et injectives modulo le centre. On en déduit
dans la Section 1.2.3 un corollaire utile pour la suite, a savoir que quand G est & centre
compact et que ¢ est banal vis-a-vis de G, on peut enlever la mention « modulo le centre »
précédente. Cela signifie dans ce cas que les représentations irréductibles cuspidales sont
des objets projectifs et injectifs de la catégorie Repr(G).

Dans le cas complexe, les notions que l'on vient de présenter s’étendent facilement
[GH97] aux groupes réductifs non-connexes G = G(F') a condition que le quotient de G
par sa composante neutre G? soit abélien. Un examen minutieux mais sans difficulté montre
qu’il en va de méme de leurs versions modulaires. En particulier, on gardera a I'esprit que
la théorie des représentations du groupe orthogonal se traite de maniere similaire a celle
de tout groupe réductif connexe.

Représentation de Weil modulaire

Dans [MVW8T7], le point de départ pour construire la représentation de Weil est le
théoréme de Stone-von Neumann. Aussi commence-t-on par généraliser ce résultat au cas
modulaire. Il se trouve que ces constructions font également sens pour des corps finis. On
conserve ce niveau de généralité aussi longtemps que possible, bien que 'on fasse remar-
quer que ces deux théories, 7.e. pour les corps finis et pour les locaux non archimédiens,
connaissent ensuite des développements radicalement différents. On signalera I'arrivée de
ce carrefour & partir duquel on abandonnera cette voie en se concentrant exclusivement a
la théorie non archimédienne.

Soit F' un corps qui est, soit fini de caractéristique p, soit local non archimédien de
caractéristique résiduelle p, mais toujours de caractéristique différente de 2. Sauf mention
du contraire, R sera un corps de caractéristique £. On suppose qu’il existe un caractere
non trivial ¥ : F' — R*. En particulier, cela impose que £ # p. Soit H = W x F muni de
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la loi de groupe :

1
(w, t)(w', 1) = (w+w',t+t'+§ <w,w' >).

On appelle ce groupe le groupe d’Heisenberg. Son centre est F' ~ {(1,t) | t € F}. Le
premier résultat important que 1’on obtient est démontré dans la Section 3. Il s’agit de la
généralisation du théoreme de Stone-von Neumann :

Théoréme A (Stone-von Neumann modulaire). Il existe d isomorphisme prés une unique
représentation lisse irréductible de H a coefficients dans R et dont le caractére central
soit 1. On note py cette unique classe d’isomorphisme et on l’appelle R-représentation
métaplectique de H associée a 1. De plus, Endg(py) = R.

Ce théoreme est la clé pour définir la représentation de Weil. On va décrire succinc-
tement les étapes essentielles pour y arriver et qui sont développées dans la Section 4, a
laquelle on réféere pour plus de détails. Le groupe symplectique Sp(W) agit sur le groupe
d’Heisenberg H en préservant son centre. En particulier, cette action induit une action du
groupe symplectique sur I'unique classe d’isomorphisme affirmée par le théoreme. Si (py,, S)
est un modele de la R-représentation métaplectique, alors cette action entraine I’existence
d’un morphisme de groupes pg : Sp(W) — PGL(S) qu’on appelle R-représentation projec-
tive. La théorie des représentations projectives assure qu’on peut relever ce morphisme en
une vraie représentation wy, ¢ du produit fibré, dans la catégorie des groupes topologiques,
de Sp(W) et PGL(S) au-dessus de PGL(S) :

§f>¢,s(W) - GL(S)

| lred

Sp(W) —22+ PGL(S)

Ce produit fibré est une extension centrale topologique de Sp(W) par R* dont la classe
d’isomorphisme ne dépend pas du choix de S. A l'exception du cas F = F3 et dimp W = 2,
ou le groupe Sp(W) n’est pas parfait, ces groupes sont canoniquement isomorphes en
tant qu’extension centrale de Sp(W) par R*. On appelle R-groupe métaplectique cette
unique classe d’isomorphisme d’extension centrale. En fixant un modele é?)(W) pour le
R-groupe métaplectique, et en notant is : §f)(W) — §f)w7S(W) I’unique isomorphisme
d’extension centrale entre ces deux groupes, on obtient que la classe d’isomorphisme de
Wy,5 0105 € RepR(gf)(W)) ne dépend pas du choix de S. On la nomme R-représentation de
Weil associée a 1 et on la note wy. En revanche, comme la notation semble le suggérer,
cette classe d’isomorphisme dépend du choix de 1. On indique finalement qu’il existe une
autre méthode pour construire la représentation de Weil dans le cas modulaire [CT13]
en suivant la construction d’origine [Wei64] plutot que [MVWS87]. Dans I’Annexe A.2, on
montre que toutes ces constructions sont équivalentes.

Il y a maintenant suffisamment d’ingrédients pour espérer obtenir un analogue du point
(1) de la correspondance théta classique. En pensant qu’aucune confusion ne soit mainte-
nant possible, on réemploie les notations de cette partie avec R en lieu et place de C. Soit
(Hi, H2) une paire duale réductive dans Sp(1/). On note encore wy, la restriction de la
R-représentation de Weil a Hiy x Hs. Le résultat suivant constitue I'aboutissement de la
Section 4. Il est le premier pas en direction d’une correspondance théta modulaire en don-
nant un cadre d’étude clair pour les analogues des points (ii) et (iii) de la correspondance
théta classique. Le carrefour dont on a parlé s’opere directement apres ce théoréme.
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Théoreme B (Définition de ©(m)). On suppose que R est algébriquement clos. Soit
m1 € Irrr(Hy). Alors il existe une représentation ©(m1) € Repg(Hz) telle que le plus grand
quotient T -isotypique (wy)x, de wy soit isomorphe d m ® O(my) dans Repr(Hy x Ha).

On suppose maintenant que I’ est local non archimédien. On rappelle que le cosocle
d’un module est le quotient dudit module par 'intersection de ses modules propres maxi-
maux. Quand le cosocle de la représentation ©(m) est semi-simple, on peut définir le
plus grand quotient semi-simple 6(m) de ©(m1), qui est donc son cosocle. C’est le cas par
exemple si ©(m1) est de longueur finie. Supposons que ’on puisse définir 6(7;) pour un mo-
ment. On énonce les analogues évidents des points (i7) et (i7i) de la correspondance théta
classique sous la forme de deux questions : la représentation 6(m;) est-elle irréductible ?
quand elle est, a-t-on unicité au sens o 0(m;) ~ (7)) = m ~ 77 7 On y référe comme
les énoncés de la correspondance portant sur [’irréductibilité et 'unicité. Minguez a étudié
[Min06] en détail le cas des paires de type II. Dans ce travail de thése, on se concentre
sur les paires de type I qui demandent un traitement complétement différent. Il existe
néanmoins des contre-exemples a 'irréductibilité de #(m) dans le cas non banal : Minguez
en fournit un pour les paires de type II; cette these en fournit un autre dans la Section
7.2 pour les paires de type I. Le premier cas qu’il vient & I’esprit de tester concerne les fa-
meuses briques élémentaires déja mentionnées : les représentations cuspidales. Dans le cas
classique, Kudla a d’abord prouvé [Kud86] que pour des paires symplectique-orthogonale
(type I), les énoncés sur l'irréductibilité et I'unicité étaient vrais pour les cuspidales. Ce
resultat a ensuite été étendu [MVWS87] a toute paire de type I. Ces deux approches ont
en commun une utilisation fine de deux filtrations que ’on nomme filtration de Kudla et
filtration de Rallis. La premiere, introduit en quelque sorte une forme de récurrence pour
traiter les problémes en jeu en se ramenant a une paire duale de méme type, mais de rang
plus petit. Ce sont les techniques des tours de Witt que I'on va présenter dans un moment.
En ce qui concerne le travail de Rallis [Ral84], il porte & l'origine sur une méthode qui
introduit la notion de paires duales balancoires et qui porte le nom de doubling method.
On en exposera le cadre sans pouvoir la décrire précisément, mais pour le dire de ma-
niere treés grossiere, cela revient a « doubler » la paire duale pour se ramener au cas de la
représentation triviale en étudiant ©(1). Pour plus de précision, on invite le lecteur & se
reporter a la Section 5.1.

Le cas des paires de type I

Les méthodes de Kudla et Rallis, que 'on vient de citer, pour étudier les paires de
type I vont étre maintenant décrites. Pour ce faire, il est nécessaire d’introduire quelques
considérations techniques en définissant les tours de Witt et les conventions dont on se
dote pour la R-représentation de Weil dans ces tours. Dorénavant, F' est un corps local
non archimédien de caractéristique différente de 2, de caractéristique résiduelle p et de
cardinal résiduel ¢; R est un corps algébriquement clos de caractéristique ¢ différente de
2 et p, dans lequel on a fixé une racine carré de ¢q. On généralise dans la Section 5.1 la
procédure de [MVW87| qui meéne a la correspondance modifiée.

Soit D un corps qui est, soit F' lui-méme, soit une extension quadratique de F', soit
'unique corps de quaternions sur F. Soit W7 un espace £1-hermitien sur D qui est aniso-
trope. Pour m; € N, on pose :

W™ =W +mH

ou H est le plan hyperbolique e;-hermitien. L’ensemble {W{"™" | m; € N} est appelée une



15

tour de Witt. De méme, soit WY un espace eo-hermitien sur D qui est anisotrope. Soit
W3 la tour de Witt associée. On suppose que €2 = —¢;. Alors W™ @ p W5"? est un espace
symplectique sur F et (U(W{™),U(W3"?)) est une paire duale réductive irréductible dans
SpWI™ @p Wi™).

Soit m; € N. Pour tout my € N*, les images réciproques U(W{nl)wglg de U(W{™)
dans les différents groupes métaplectiques S\f)(Wlml ®@p W3'"?) sont toutes isomorphes en
tant qu’extension centrale de U(W{"") par R*, mais pas de maniére canonique a priori.
On pose alors :

U(Wl)wo si W20 7& 0;
H™ = ’
1=

U(W1) x R*  sinon.

On décrit dans la Section 5.1.1 comment fixer des isomorphismes :

—_——

Gt PHY™ = U(W™ s

mi,m2

On procéde de méme en sens inverse en fixant des isomorphismes :

.2 —_—

Tmgmy H"? — U(WQmQ)Wlml.
Soient m1,ma € N, wy, € Repr(Sp(Wi™ ©p W5)) un modeéle de la R-représentation de
Weil et :

imms ¢ (U1, u) € HY™ 5 HY™ =5 Gh (1) 52, m, (u2) € SP(W™ @ W),

On pose :
Wmy,mge = Wy © my,ma-

On appelle R-représentation de Weil pour les tours de Witt la famille de représentations :

{Wmy,ms | M1, mg € N},

Pour m; € Repp(H{™), on note ©(m, W5"?) la classe d’isomorphisme de représenta-
tions dans Repr(H3™) telle que (Wi, my)m = m1 ® O(m1, W5'?), et 6(m1, W5'?) son plus
grand quotient semi-simple. On peut alors partir en quéte des énoncés d’irréductibilité et
d’unicité pour 0(my, W5'?) a l'aide des deux outils principaux évoqués que sont les filtra-
tions de Rallis et de Kudla. On généralise chacune de ces deux dans la Section 5.1. On a
d’abord besoin de préciser les conventions liées aux sous-groupes paraboliques.

On peut donner une définition des sous-groupes paraboliques dans H{"'. Comme ce
niveau de généralité n’est pas nécessaire dans cette introduction, on le fait seulement
pour les paraboliques maximaux. Pour les groupes classiques, ’ensemble des paraboliques
maximaux est en bijection avec ’ensemble des espaces totalement isotropes de W{""*. Afin
de le comparer & ce cas bien connu, on remarque qu'un parabolique maximal de H{"" est
simplement une extension centrale d’un parabolique maximal de U (W7 ) par R*. Le choix
d’un drapeau totalement isotrope complet de W{™"' produit un ensemble des paraboliques
standards vis-a-vis de ce drapeau, qu'on note de maniere évidente P"! ou k € [0,m1]
correspond la dimension du sous-espace totalement isotrope stabilisé. Ainsi, pour toute
décomposition de Levi P,"' = M, x N;"* ot N;"* est un radical unipotent dans U (W "),
on a un morphisme de groupes surjectifs qui provient de la multiplication dans H{"" :

mi mi1—k mi
G x Hy — M},
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o G}"' est une extension centrale GL;(D) par R*. On emploie des notations similaires
pour Hy". De cette maniére, les foncteurs d’induction et de restriction parabolique sont
bien définis. On peut alors définir les classes d’équivalence de représentations irréductibles
cuspidales et supercusidales par Irr%mp et Irr%usr’. On suppose désormais effectués des
choix de paraboliques standards et de Levi standards.

La filtration de Rallis porte en un certain sens sur un des cas les plus simples, et a
d’abord été établie dans le cas classique par [Ral84] dans le cas symplectique-orthogonal,
puis généralisée & toute paire de type I dans [MVWS87]. On suppose que W3 = 0. Alors
H™ = U(W{™) x R*. En particulier, cela fait sens de considérer la représentation triviale
de Repr(U(W{™")) comme une représentation dans Repp(H{"') étendue & R* en posant
7(1,A) = AId. Par abus de notation, on écrira dans cette situation ©(1,,,, W5"?). On note
ny = dimp W™ et ng = dimp W;"*. On aura besoin dans la suite de poser n; = €1,0, =5
selon que D est le corps F, un corps quadratique ou un corps de quaternion. On obtient
dans la Section 5.1.2 :

Théoréme C. On pose s = ny — ng + m. Alors la représentation ©(1,,,, W3'?) est une
sous-représentation I(s) = Zg?;; (vs), ou P2 = G2 x N2 est le parabolique de Siegel et
vs = vo|det|2 est un caractére 2de G2

De plus, pour toute décomposition orthogonale Wy'? = Wy, +(—Wa,), la représentation

1(s) posséde une filtration Hay, X Ha,-équivariante dont les sous-quotients sont explicites

(cf. Théoréme 5.1.2.4) :
0C Ip(s) C Ii(s) C--- C I.(s) = I(s)

ot r = min(ma,, ma,) est le minimum des indices de Witt de Wy, et Wa,, et les sous-

—_~— /—~

groupes Ha, et Ha, de Hy" sont isomorphes d U(WQI)Wlo et U(WQQ)WP.

La filtration de Kudla porte sur le foncteur de Jacquet de la R-représentation de
Weil, et a d’abord été établie dans le cas classique par [Kud86] dans le cas symplectique-
orthogonal, puis généralisée a toute paire de type I dans [MVW87]. Soit 7" le foncteur de
restriction parabolique vis-a-vis de P;"* = M;"' x N,"*. Par abus de notation, on considere
grace a la surjection précédente G x H {nl_k — M;™ que la restriction parabolique est
un foncteur :

™ Repp(H™) — Repp(GR x H™M™F).

On obtient dans la Section 5.1.3 :

Théoréme D. On a une filtration Gy x H™ " -équivariante de )" (wm, my) dont les
sous-quotients sont donnés de maniére explicite (cf. Théoréme 5.1.3.1) :

Tznl(wml,mg) = RO D) Rl DEEEED) R o Rr+1 -0

ot r = min(k, ma).

Conséquences des filtrations

On rappelle les principaux résultats qui découlent du calcul des filtrations dans le cas
complexe. Pour alléger les notations, on sous-entend les indices my et ms quand le contexte
est clair. On reprend les notations ny et ny pour les dimensions de W™ et W5 sur D.
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Théoréme ([Kud86],[MVWS8T]). Soit w1 € Irrc(Hy). Alors :
(i) il existe ma(m1) € N tel que ma(m1) < ny et :

@(ﬂl,Wznw) 7’5 0 mo > mg(m) ;

(it) pour tout me € N, la représentation © (w1, W5'?) est de longueur finie ;
(7ii) On suppose que 1 est cuspidale.
(a) la représentation ©(my, WQmQ(m)) est cuspidale ;
b) pour tout mo > mo(m1), la représentation © (w1, Wa'?) est irréductible ;
2
(c) si©(m, W) est cuspidale, alors mg = ma(m1) ;
(iv) plus généralement, on connait le support cuspidal de tout quotient irréductible de

O(m1, W3™?).

On s’arréte sur ce théoreme pour donner quelques commentaires préparatoires. Le
point (i) définit le premier indice d’occurrence mo(m1) dans la tour de Witt. Le point
(b) est lirréductibilité pour les cuspidales i.e. le point (i) du Théoreme dans le cas ou
71 est cuspidale. Le point (i7) sur la longueur finie garantit que O(m, W5) # 0 si et
seulement si 6(m, W5"?) # 0. On a de maniere évidente que la longueur finie pour les
cuspidales (i7) provient de leur irréductibilité (b). Le point (c¢) affirme qu’il y a un unique
quotient irréductible cuspidal dans toute la tour. Le point (ii) pour des représentations non
cuspidales découlent du cas cuspidal (i7i), de méme que le calcul du support cuspidal (iv)
se fait a partir de celui des représentations cuspidales.

Une des différences majeures, qui va apparaitre dans les énoncés, provient du fait que
les représentations irréductibles cuspidales ne sont plus forcément des objets projectifs
et injectifs de la catégorie Reppr(Hi). Seulement, dans le cas ou ¢ est banal vis-a-vis de
U(W1) et U(W35"), on aura des résultats aussi satisfaisants que dans le cas complexe. En
revanche, le cas £ non banal se révele extrémement problématique. On ne sait méme pas
dans ce cas si les représentations O (w1, W5"?) sont de longueur finie. Quand ¢ est non nul,
il existe un seuil a partir duquel les probléemes arrivent. En effet, si £ est non nul et ms est
suffissamment grand, alors ¢ divise le pro-ordre de U(W5"?). Cela donne lieu a la définition
suivante. Si £ # 0 et £ est banal vis-a-vis de U(WY), on définit :

ma(ban) = max{mgy € N | £ ne divise pas |U(W3"?)|}.

Par convention, mg(ban) = +oo si £ = 0.

On prouve dans la Section 5.2 :

Théoréme E (Premier indice d’occurrence). Pour tout my € Irrg(Hy), il existe mo(m1) €
N tel que ma(m1) < mnj et :

@(’Nl,WQmQ) 7'5 0 mg > mz(’iﬁ).

Quand 7 est cuspidale, voici les analogues du point (iii) du théoréme obtenus dans
ce travail dans le cas banal. Dans la Section 5.2.2, on établit également des résultats dans
le cas non banal qui se révelent plus fins et que l'on invite & comparer a ceux que 'on
présente ici. Le point (b) se révele différent du cas complexe a cause de l'existence du rang
ma(ban) au-dela duquel ’hypothése de banalité échoue.

Théoréme F (Cuspidalité de la premiere occurrence). Soit m € Irry™P(Hy).

ng (m1)

(a) La représentation ©(my, W, ) est cuspidale.
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Théoréme G (Irréductibilité pour les cuspdiales). On suppose que £ est banal vis-a-vis
de U(Wh) et que ma(ban) > ny. Alors pour toute représentation m € Irr°P(Hy) :

(b) pour tout mao € N tel que ma(ban) > ma > ma(m), la représentation ©(my, W5'?)

est irréducitble ;

(c) si ©(m, W3'?) admet un quotient cuspidal, alors ma = ma(my) ;

(iv) on connait explicitement le support cuspidal de tout quotient irréductible de

O(m1, W5"?) en fonction de celui de ©(my, QmQ(m)).

Pour m € Irr;*"(Hp) donné, on peut affaiblir mg(ban) > ny en mg(ban) > mo(m).
Afin de donner des hypotheéses aussi faibles que possible, cette distinction est faite de
maniere récurrente dans la Section 5.2.2 bien qu’on ne la présente pas ici. On renvoie
également a la Section 5.2.2 pour un énoncé plus précis en ce qui concerne le support
cuspidal quand mg(ban) > n; et £ est banal vis-a-vis de U(W7). Cependant, peu de choses
sont connues sur la longueur finie quand ¢ # 0. Le probléme reste donc ouvert dans le cas
général méme si 'on s’attend a ce que cela soit vrai. On a néanmoins le résultat suivant,
sur lequel on va donner quelques précisions :

Théoréme H (Longueur finie pour les cuspidales). On suppose que les paires consi-

dérées sont commutatives. Soit m € IrrgSp(Hl). Alors, si la représentation cuspidale

O(m1, W;M(M)) est irréductible et injective, la représentation O (mwy, W3'?) est de longueur
finie pour tout mo > 0.

Dans le Théoréme G, la représentation cuspidale ©(my, Wo" 2(7”)) est irréductible et in-
jective. On en déduit que les représentations O (1, W2m 2 (Wl)) sont de longueur finie pour les
paires commutatives quand ma(ban) > n; et £ est banal vis-a-vis de U(W;) . Malheureu-
sement, on ne sait pas prouver ce fait en général i.e. quand les paires sont quaternioniques

ou en retirant les hypotheses de banalité.

Quand 71 n’est pas cuspidale, on prouve dans la Section 5.2.3 que la longueur finie se
déduit de la longueur finie pour les cuspidales. Une fois de plus, on ne donne que la version
dans le cas banal bien que des résultats plus fins soient disponibles dans le cas non banal
dans la Section 5.2.3. Pour plus de détail sur I’énoncé concernant le support cuspidal, on
renvoie a la méme section.

Théoréme I. On suppose que ma(ban) > ny et ¢ est banal vis-d-vis de U(W1). Alors,
pour toute représentation w1 € Irrg(Hy) qui n’est pas cuspidale :

(it) pour tout mg € N tel que mg < ma(ban), la représentation ©(mwy, W) est de
longueur finie. De plus, si les paires duales considérées sont commutatives, la re-
présentation O (w1, W5'?) est de longueur finie pour tout mg € N.

(iv) on sait calculer le support cuspidal de tout quotient irréductible de ©(my, W3'*?).

Une preuve conditionnelle de la correspondance

Dans la derniere partie de ce travail, on généralise la preuve de la correspondance
par Gan et Takeda [GT16] quand la caractéristique ¢ est suffisamment grande, sous une
hypothese que ’on pense pouvoir éliminer & terme. Avant de préciser le résultat que 1’on
obtient, on introduit quelques notations et on précise cette hypothese, qui est réputée
vraie dans le cas complexe [KR92, Swe95, KS97] et dont on trouve un résumé concis dans
[GI14, §7 - §8]. Méme si cela sort du cadre que l'on considére ici, on signale que cela est
aussi vrai pour les paires duales quaternioniques [Yam11].
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Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2, de caractéris-
tique résiduelle p et de cardinal résiduel qr. Soit R un corps de caractéristique £ différente
de p et 2. On suppose fixée une racine carrée de qr dans R. On désigne ici par E le corps
F lui-méme ou un extension quadratique de F. On note gg le cardinal résiduel de E et
or(qg) Vordre de qr dans R*. Soit (U(W1),U(W3)) une paire duale irréductible de type
I commutative dans Sp(W; @ g W5). On note ny et no leurs dimensions respectives sur E
et on rappelle que 171 = €1,0 selon que E est F' lui-méme ou une extension quadratique
FE de F. Quitte a échanger W7 et Ws, on suppose que ny < nj + 11 et on pose alors
s =ng —ny + 11, de sorte que s < 0. Enfin, m; et my désigne I'indice de Witt de W;. On
reprend les notations précédentes en les allégeant en posant Hy = H{"" et Hy = Hy'".

Hypotheése (H). Soit W; = W; + (—=Wj). Le couple (U(W;),U(W3)) est alors une
paire duale dans Sp(W; ® g Wa). En posant H] = U (Wl)wg> notre hypothese, dont on
expliquera ensuite le caractére raisonnable, est la suivante :

(H) 1l existe un morphisme surjectif de Repp(Hj) :

U

I(=s) = ip (v_s) = O(1, W1 + (~W1))

ou P,, est le parabolique de Siegel dans H/ et v_g est un caractére paramétré par

la norme, au sens ou v_; = vy|det F\_§ avec 1y un caractere du Levi G, de P,,.
On conjecture que (H) est vraie dans le cas modulaire indépendamment de la caractéris-
tique. L’objet de la Section 6 est de prouver ce qui constitue I'aboutissement de ce travail
de these :

Théoréme J. On suppose que l'hypothése (H) est satisfaite et que og(qr) > n1 + 2m;.
Alors pour toute représentation m € Irrg(Hy) -
— le plus grand quotient semi-simple (w1, Wa) de ©(my, Wa) est irréductible quand
@(7‘1’1, WQ) 75 0 5
— quand O(m1, Ws) #0, on a :

O(m) = 0(m}) & m ~ 7.

En pratique, quand F', n1 et ng sont fixés, il n’existe qu'un nombre fini de premiers ¢
tels que la situation og(qg) < n1 + 2m;. En particulier, la condition or(qg) > n1 + 2my
implique que ¢ est banal vis-a-vis de U (W) et U(Ws). Dans la Section 7.2, on construit un
contre-exemple & 'irréductibilité de 6(m1, Wa) quand ¢ n’est pas pas banal. C’est un fait
important puisque la correspondance théta n’a aucune chance d’étre une bijection dans ce
cas.

Hypothése (H) et compatibilité a la réduction : un probléme immeédiat

Dans le cas complexe, I'hypothese (H) est toujours vérifiée. On note désormais le
corps des coefficients de la représentation en question. Quand s < 0, la représentation
Oc(1, Wy + (—W7)) précédente est irréductible. Il y a alors deux maniéres de prouver que
la surjection précédente existe.

La premiére est qu'’il existe un foncteur contravariant F' de Repg(Hj) dans elle-méme,
obtenu comme le composé du foncteur contragrédient et d’une involution dualisante appe-
lée involution MVW, qui est exact et tel que F(O¢(1, W1+ (—=W1))) ~ O¢ (1, W1+ (=W1))
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et F(I(s)) ~ I(—s). Il suffit alors de I'appliquer a l'inclusion ©¢ (1, W1 + (=W7)) < I(s)
pour obtenir la surjection désirée.

La seconde consiste a étudier les opérateurs d’entrelacement I(—s) — I(s) qui entrent
dans une théorie plus générale. En particulier, on sait paramétrer ces opérateurs de maniere
méromorphe en la variable s et définir leurs facteurs de normalisation. On montre alors
classiquement qu’il existe un morphisme I(—s) — I(s) dont l'image est semi-simple et
contient la représentation irréductible ©¢(1, Wy + (—=W1)).

A Theure actuelle, on ne sait pas si O, (1, W1 + (=W1)) est irréductible ou non, bien
que l'on conjecture que ce soit vrai si £ est tres grand vis-a-vis de ny, ne et g. Si tel était
le cas, comme l’analogue de l'involution MVW est bien définie dans le cas modulaire, il
existerait alors une preuve directe identique & la premieére qui assurerait que I’hypothese
(H) est vérifiée, au moins pour ¢ suffisamment grand. Cela raméne donc au probléme de
prouver I'irréductibilité de O, (1, W1 + (—=W1)). Pour linstant, les arguments de compa-

tibilité & la réduction Z, — F, que 1'on développe dans la Section 7 font apparaitre de
sérieux doutes quant a la possibilité d’obtenir I'irréductibilité de @E(l’ Wi+ (=W)) a
partir d'un modele entier de la représentation irréductible ©g-(1, W1 + (~=W1)). Si l'on
revient un instant au cas complexe, la stratégie pour prouver ce résultat consiste a étudier
précisément les constituants des induites I(s) et fait un usage intensif de la théorie des
opérateurs d’entrelacement I(—s) — I(s). Par conséquent, la deuxiéme option parait étre
un point inévitable. Ce point reste & explorer en utilisant la théorie des opérateurs d’en-
trelacement et de leurs réductions, tel que développée dans [Dat05], et promet I’apparition
de phénomenes intéressants.

Perspectives

La correspondance théta f-modulaire développée dans ce travail souleve de nombreuses
questions. Outre ces questions liées aux opérateurs d’entrelacement I(—s) — I(s), une des
premieres est de développer la théorie esquissée dans la Section 7 pour comprendre un
peu mieux la maniére dont cette correspondance se comporte vis-a-vis de la réduction
modulo /. Cela signifie, étant donné une représentation a coefficients dans Q, qui possede
un modele entier & coefficients dans Q; et qui se réduit en une représentation a coefficients
dans Fy, quel est le comportement de la correspondance vis-a-vis de cette opération de
réduction ? On peut également explorer les propriétés et contre-exemples qui apparaissent
dans le cas non banal, afin de mieux comprendre les phénomenes en jeu. Enfin, pour ce qui
est des perspectives immédiates envisageables, il existe une preuve de la correspondance
dans le cas quaternionique par [GS17]. Sa validité dans le cas modulaire reste a prouver.

Pour ce qui est de perspectives plus lointaines, une preuve de la correspondance de
Langlands pour GSp,(F) a été donnée dans [GT11] et utilise la correspondance théta
généralisé i.e. pour les groupes de similitude. Avant toute chose, un des pré-requis en
direction de ce résultat serait de généraliser les relations de conservation prouvées au
cas modulaire. Ces relations sont longtemps restées conjecturales, bien que certains cas
étaient connus, et ont été prouvés assez récemment [GS17]. Elles affirment que les premiers

indices d’occurrence pour des tours de Witt Wy">" et W,">" distinctes sont en réalité
liés par une formule qui est assez explicite. Enfin, il s’agirait également de généraliser la
correspondance théta pour les groupes de similitude développée dans [Rob96].



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Représentations lisses modulaires des groupes locale-
ment profinis

Tout le long du manuscrit, R désignera un anneau commutatif unitaire et G un groupe
topologique. On dit qu'un R[G]-module V est lisse si le stabilisateur Stabg(v) de tout
élément v € V est ouvert dans G. On dira aussi que V est une représentation lisse de
G a coefficients dans R. Quand le contexte sera clair, les références a 'anneau R et a
la lissité pourront étre omises en disant simplement que « V est une représentation de
G ». Toute action linéaire donne lieu & un morphise de groupes G — GL(V). On donne
une formulation équivalente qui sera commode par la suite. On munit V de la topologie
discrete. On a que GL(V') est un groupe topologique pour la topologie de la convergence
simple V' — V. Une prébase d’ouverts est :

Upp={M € GL(V) | Mv = w}

pour v, w € V. Rappelons le fait suivant qui pourra étre utile : une application entre deux
espaces topologiques est continue si et seulement si I'image réciproque de tout élément de
la prébase est ouverte. En munissant GL(V') de la topologie associée a la prébase d’ouverts
(Uy,w), on obtient qu'un R[G]-module est lisse si et seulement si le morphisme de groupes
G — GL(V) associé est continu.

On note Repy(G) la catégorie des R[G]-modules lisses, avec comme morphismes les
applications R-linéaires G-équivariantes. C’est une catégorie abélienne avec des sommes
directes et des produits directs. On désigne par Irrg(G) 'ensemble des classes d’isomor-
phismes d’objets simples de cette catégorie.

1.1.1 Groupe localement profini et mesure de Haar

Un espace localement profini est un espace topologique séparé tel que chaque point
admette une base de voisinage d’ouverts compacts. Les résultats de cette partie sont un
simple rappel de [Vig96].

Définition 1.1.1.1. Un groupe localement profini est un groupe topologique dont 1’espace
topologique sous-jacent est localement profini.

21



22 CHAPITRE 1

Il existe d’autres caractérisations de ces groupes topologiques. Notamment : il existe
une base de voisinages de 1’élément neutre constituée de sous-groupes ouverts compacts.
La topologie localement profinie est aussi nommée topologie localement compacte et to-
talement discontinue. D’ou la dénomination de « groupe (l.c.) t.d. » parfois rencontrée.
On renvoie & [BH06] ou [Ren09] ou encore [Vig96] pour plus de détail sur cette classe
de groupes. On releve simplement les deux faits suivants : tout sous-groupe fermé d’un
groupe localement profini est localement profini; il en va de méme de tout quotient par
un sous-groupe fermé. Dans toute la suite, G désigne un groupe localement profini et R
un anneau commutatif unitaire.

Pro-ordre. Un entier supernaturel n est une fonction de I’ensemble des nombres pre-
miers dans N U {co}, notée aussi n =[] p")_ Un entier naturel est alors un entier super-
naturel de support fini & valeur finie. Le pro-ordre |K| d’un groupe profini K est le plus
petit commun multiple — au sens des entiers supernaturels — des indices [K : K'], ou K’
parcourt I’ensemble des sous-groupes ouverts compacts de K. Cette définition s’étend na-
turellement & tout groupe localement profini G en prenant le plus petit commun multiple
des pro-ordres de ses sous-groupes ouverts compacts. Par exemple, si G = F' désigne :

— un corps fini, son pro-ordre est le cardinal de F';

— un corps p-adique, son pro-ordre est p™;

— une extension finie de F,((¢)), son pro-ordre est p>.
On note aussi :
[K : (KNK")
[K": (K NK"]

I'indice généralisé de deux sous-groupes ouverts compacts K et K’ de G.

K : K'] =

Proposition 1.1.1.2 ([Vig96, 1.1.6]).

1. Soit 1 - H — G — G/H — 1 une suite exacte de groupes localement profinis.
Alors on a égalité des pro-ordres :

|H| = K| x [H/K].

2. Soit K un groupe profini. Soit H un sous-groupe fermé. Le pro-ordre de H divise
celui de K.

3. Soient G un groupe localement profini et | un entier positif tels que |G| et | soient
premiers entre euzx. Alors pour tout sous-groupe fermé H de G, le pro-ordre |H| et
l’entier I sont premiers entre eu.

Mesure de Haar. On appelle caractéristique de R l'entier naturel n qui engendre le
noyau de ¢ : k € Z — k.1 € R. Un nombre entier est dit inversible dans R si son
image par ¢ 'est. Plus généralement, un entier supernaturel est dit inversible si tous ses
facteurs premiers sont inversibles. Soit C2°(G) le R-module des fonctions f : G — R
localement constantes a support compact. Quand le contexte le nécessite, on insistera sur
les coefficients en écrivant C2°(G; R). Une mesure sur G est alors une forme R-linéaire
de C*(G) dans R. Une mesure de Haar (d gauche, resp. a droite) sur G est une mesure
non-nulle pg qui est invariante par translation a gauche (resp. a droite) de G. Il y a des
conditions d’existence et d’unicité relatives aux mesures de Haar :

Théoréme 1.1.1.3. [Vig96, 1.2.4.] Il existe un sous-groupe compact ouvert K de G dont
le pro-ordre est inversible dans R si et seulement s’il existe une mesure de Haar p sur G
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a valeurs dans R telle que :
p(K) = 1.

De plus, quand elle existe, une telle mesure est unique. On appelle celle-ci la mesure de
Haar normalisée de K, que l’on note pg. On écrit dans ce cas pour f € CX(G) :

u(f) = /G f(g)dula)-

Remarque 1.1.1.4. Pour éviter d’encombrer le texte avec des questions de normalisation
quand on se retrouve sur un anneau R quelconque, on écrira simplement « mesure de Haar »
en sous-entendant « mesure de Haar normalisée sur un sous-groupe compact ouvert de pro-
ordre inversible ».

On suppose dorénavant qu’il existe une mesure de Haar p sur G a valeurs dans R.

Corollaire 1.1.1.5. Soit 0 un automorphisme bicontinu de G, et 0.0 = poo la mesure de
Haar associée. Alors il existe un unique 6g(c) € R* tel que 0.0 = ég(o)p. Et ce scalaire
ne dépend pas du choix de p. Enfin, pour tout sous-groupe compact ouvert K de G de
pro-ordre inversible dans R, on a une expression explicite a aide de ’indice généralisé :

On appelle alors module de G D'application §g qui a tout automorphisme bicontinu o
associe cet unique élément dg (o). C’est un caractére du groupe des automorphismes bi-
continus, muni de la loi de composition, qui est & valeurs dans R*. On dit qu'un groupe G
est unimodulaire si son module est trivial sur le sous-groupe des automorphismes intérieurs
de G. Le lemme suivant donne une condition pour qu'un automorphisme bicontinu ait un
module trivial :

Lemme 1.1.1.6. Soit 0 un automorphisme bicontinu de G. On suppose qu’il stabilise un
sous-groupe compact ouvert de G de mesure non-nulle. Alors o.; = . C’est en particulier
vrai si o est d’ordre fini.

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact fixé par o et de mesure non-nulle.
On a alors dg(0) = [0(K) : K] = 1 i.e. o.p = p. Si maintenant o est d’ordre fini,
pour n’importe quel compact K de mesure non-nulle, on a que Ko = N;ezo'(K) est un
sous-groupe compact ouvert de mesure non-nulle fixé par o. O

Corollaire 1.1.1.7. 57 G est unimodulaire, les mesures de Haar d gauche et a droite
coincident. Et on peut étendre le lemme précédent aux anti-automorphismes bicontinus de

G.

Mesure de Haar quotient. Soit H un sous-groupe fermé de G. Soit x un caractere de
H a valeurs dans R*. Pour suivre les conventions habituelles [Vig96, 1.2.8], [BHO06, 1.3.4],
on note C°(H\G, x) le R-module des fonctions localement constante & support compact
modulo H et qui sont y-équivariante a gauche pour H. On définit la mesure quotient de
H\G [Vig96, 1.2.8] :
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Proposition 1.1.1.8. On suppose qu’il existe un sous-groupe compact ouvert de G de
pro-ordre inversible dans R. Soient ug une mesure de Haar d droite sur G et upg une
mesure de Haar a droite sur H. On pose x = 5H(Sg|;11. L’application :

pi: CR(G) — C°(H\G, )
A (Y R FORT0)

est un G-morphisme surjectif. Il existe une unique forme linéaire pmg non nulle G-
invariante a droite sur l’espace C2°(H\G, x) telle que le diagramme suivant commute :

Cx(G) L~ R.

ipH
LE\G
Ce(H\G, x)

Remarque 1.1.1.9. Il y a au moins deux remarques & faire sur ces mesures quotients.
Tout d’abord, la mesure quotient g obtenue dépend a la fois de u¢ et de py. Par
abus de langage, on ’appelle parfois la mesure quotient car il y a unicité de ces mesures
a multiplication par un inversible de R prés. Ensuite, il n’y a pas besoin d’hypothese
supplémentaire pour assurer ’existence d’une mesure de Haar sur H. En effet, I’existence
d’un sous-groupe compact ouvert K dans G de pro-ordre inversible dans R entraine qu’il
en existe également un pour H : d’apres la Proposition 1.1.1.2, le pro-ordre de K N H

est inversible dans R puisque c’est un sous-groupe fermé de K. Enfin, on écrit pour f €
Ce(H\G, x)

pma(f) = e f(h)dpma(h).

Algeéebre de Hecke. On suppose qu’il existe une mesure de Haar p sur G a valeurs
dans R. L’algébre de Hecke Hr(G) de G sur R est la classe d’isomorphisme de 1'algebre
formée par le R-module C2°(G) muni du produit de convolution induit par p défini pour
f.f' € C(G) par :

fou [ s w—s /G (@) (g~ 2)dug).

On définit également H (G, K) qui est la sous-algebre de H z(G) des fonctions bi-invariantes
— ¢.e. invariante a gauche et a droite — par les éléments de K. Pour un sous-groupe compact
ouvert K de pro-ordre inversible dans R, on appelle idempotent associé ¢ K 'indicatrice
de K normalisée par son volume ex = u(K )*11 k. Dans ce cas, ex est une unité de
Hr(G,K) = ex * Hr(G) * ex. Un Hp(G)-module a gauche M est dit non-dégénéré si
HR(G)M = M. On note Mody () la catégorie des H g(G)-modules non-dégénérés.

Proposition 1.1.1.10. On a une équivalence de catégories entre Repr(G) et Mody, (-

Il est donc associé & tout R[G]-module lisse (7, V') un morphisme 7 : Hr(G) — Endgr(V)
défini sur les éléments f € Hyr(G) par :

w(f) 10— /G f(g)m(g)vdulg)-
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1.1.2 Actions de groupes sur les espaces localement profinis et distribu-
tions invariantes

Le résultat original est dans [GK71, Th. 1], puis a été généralisé dans [BZ76, 6.]. On
en donne la version et la preuve de Gelfand-Kazhdan, car la preuve (et les hypotheses) de
Bernstein-Zelevinski ne semblent pas exploitables pour tout corps R, et il faudrait préter
attention a la caractéristique, ce qu’on ne préfere évidemment pas. Nous préférons plutot
nous concentrer sur la preuve du résultat dans le cas du faisceau des fonctions lisses a
support compact C2° et donner une preuve inconditionnelle dans 'esprit de [GKT71].

Soit G un groupe localement profini. Soit X un espace localement profini sur lequel G
agit de maniére continue via . Les faits suivants proviennent de [BZ76, §6]. On dit que
I’action de G sur X est réguliere si le graphe de cette action est fermé. De plus, 'action
est réguliere si et seulement si I'espace topologique quotient X /G est séparé. On dit qu'un
sous ensemble d’un espace topologique est constructible s’il est réunion d’un nombre fini de
sous-ensembles localement fermés. L’action de G sur X sera dite constructible si le graphe
associé est constructible.

Dans le cas d’une action constructible, les orbites sont localement fermées, ce sont
donc encore des espaces localement profinis pour la topologie induite. Il existe un ouvert
non-vide U de X sur lequel I'action de G sur U est réguliere. De plus, si le groupe G
est dénombrable & l'infini — 7.e. réunion dénombrable d’ensembles compacts, on a que
G /Stab, est homéomorphe & G.x d’une maniére évidente. S’il existe une mesure de Haar
sur G.x invariante pour I'action de G, on note ug., celle-ci. S’il n’en existe pas, on prend
par convention ., la mesure nulle. On rappelle enfin qu’une distribution est simplement
une forme linéaire sur C2°(X).

Théoréeme 1.1.2.1. Soit v une action constructible de G sur X. On suppose donné un
homéomorphisme o : X — X qui vérifie :

1. pour tout g € G, il existe g, € G tel que v(g) oo =0 0v(g9s) ;

2. s’il existe une distribution T non-triviale et G-invariante sur une orbite S, alors
o(S)=SetoT=T.

Alors toute distribution G-invariante sur C°(X) est o-invariante.

Démonstration. Soit T une distribution G-invariante. D’apres le premier point, 0.7 est en-
core G-invariante. Donc 0.7 —T est une distribution G-invariante dont on note supp(o.7' —
T') le support. Par définition, c’est un fermé dans X. Il est de plus G-invariant puisque
o.T — T Tlest. Il est donc constitué d’orbites de l'action de G sur X. S’il est non-vide,
comme ’action est constructible, il existe un ouvert non-vide S dans supp(c.7 — T') qui
est réunion d’orbite et pour lequel 'action de G sur S est réguliere. En particulier, toute
orbite contenue dans S est fermée dans S. En effet, pour toute orbite S7, So dans S, on
a S1 NSy qui est vide si Sy est distincte de S puisque S/G est séparé. On note ensuite
U = “supp(¢T —T) U S qui est un ouvert de X, S est alors fermé dans U. Enfin, si
feCX(U), on note fz € CX(Z) sa restriction a un fermé Z de U.

Montrons que pour tout f € C°(U) on a T'(f? — f) = 0, ce qui contredira I’hypothése
sur le support. Soit f € C°(U). On écrit S = UrS; comme réunion de ses orbites, ot
I’ensemble I est en bijection avec S/G.

Soit 7 € I. D’apres le paragraphe précédent, S; est fermé dans S. C’est alors un fermé
de U, donc on a bien fg, € C°(S;). Le point 2 entraine qu’il existe une famille finie de
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fonctions hy, € C2°(S;) et d’éléments gx € G tels que f3 — fs, = Zh?f,f — hij (cf. le
préambule a la Proposition 1.1.2.4). On reléve chaque h;j, € C2°(S;) arbitrairement en
une fonction f;, € C:°(U). On pose :

VI(8;) ={z e U| f(z) # Y i3 (@) — flx(@)}.

C’est un ensemble qui est ouvert, fermé, et compact dans U, et d’intersection vide avec
Si. Soit V(S;) = p~L(p(V'(S;)) o p : U — U/G est la projection. On voit facilement
que V (S;) est un sous-ensemble saturé strict de U, qui est ouvert et fermé par définition
de la topologie quotient. On pose alors U(S;) = U — V(5;), qui est un ensemble saturé
ouvert-fermé non-vide.

On procede ainsi pour tout i € I. Comme fg est & support compact et les (U(.S;))ier
forment un recouvrement de S, on peut extraire un sous-recouvrement fini du support
de fg dont on note J C I l’ensemble fini associé. On peut construire & partir de ce
recouvrement fini un raffinement (Uy)rcx de sorte que : K soit un ensemble fini; chaque
U}, soit un ensemble saturé ouvert-fermé ; les Uy, soient deux-a-deux disjoints ; il existe une
application « : K — J telle que U C U(Sa(k)). Posons enfin :

4 ) fux)siz e Uget alk) =1
fia(x) = { 0 sinon

On obtient donc un ouvert-fermé V = Ux Uy, = U U(S;) sur lequel f&— fyy = 3 £ — fis
et dont on note ¢V le complémentaire dans U. Ainsi :

T(f7 =) =T = fv)+ T = fev) = 0.

En effet, le deuxiéme terme T'((f — f)ey) est nul par définition du support de T'. Le

premier I'est aussi en vertu de 'égalité f{; — fiy = > l.g ;l — fi1 et par invariance de T sous

G. O]

Corollaire 1.1.2.2. On suppose que G est dénombrable a l’infini. Soit v une action
constructible de G sur X. On suppose donné un homéomorphisme o : X — X qui vé-

rifie :
1. pour tout g € G, il existe g, € G tel que v(g) oo = o 07v(gs) ;
2. o conserve les orbites et leurs mesures i.e. 0(G.x) = G.x et 0.uG2 = UG.x-

Alors toute distribution G-invariante sur C°(X) est o-invariante.

Démonstration. 1l faut donc montrer que les hypotheses du théoreme sont vérifiées. Toutes
les orbites sont stables par o, il s’agit donc de seulement vérifier pour une orbite que loca-
lement toute distribution G-invariante est o-invariante. Une orbite G.x est homéomorphe
a lespace homogene G/Stab, car G est dénombrable & I'infini. Supposons dorénavant que
X est un espace homogene i.e. il existe une sous-groupe fermé H de G tel que X = G/H.
On adapte la preuve de [HC70, Lem. 17] pour montrer :

Lemme 1.1.2.3. Soit T une distribution G-invariante sur C°(X) ou X ~ G/H, alors
il existe ¢ € R tel que pour tout f € C°(X) :

T(f) = c /X F(u)dpe.a(w).
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Démonstration. Ceci provient de 'unicité de la mesure de Haar sur G. Supposons qu’il
existe une mesure 7' (non-nulle) G-invariante sur C2°(X), on va montrer que ¢, factorise
la mesure de Haar a gauche sur G. Tout d’abord, le R-module C2°(X) est isomorphe au
R-module C°(G/H,1) des fonctions de C*°(G) & support compact modulo H et H-
invariante a droite. Si 'on note 7 : G — H\G la surjection canonique, alors l’application
feCX(H\G) — form e CX(H\G,1) est un isomorphisme. En composant la surjection
f e CX(G) — (9 — [y flgh)duu(h)) € C(G/H,1) avec T grace a 'isomorphisme
précédent, on obtient une mesure C°(G) — R qui est invariante a gauche par G. C’est
donc un multiple de la mesure de Haar de G. On a donc prouvé que toutes les mesures
G-invariantes sur C$°(X) sont proportionnelles. Il en existe une non-nulle a condition que
la mesure de Haar se factorise par la surjection C2°(G) — C°(G/H,1) précédente. Or
ceci n’est possible qu’a condition qu’on ait 1’égalité og|g = . O

Ainsi toute distribution G-invariante sur une orbite G.z est proportionnelle & g, d’apres
le lemme, et g, est o-invariante par hypothese. ]

Reformulons ce résultat pour obtenir un fait qui sera utile ensuite. Toute distribu-
tion G-invariante est par définition un morphisme G-équivariant de V' = Cg°(X) dans
R ou laction de G sur R est triviale. Ainsi, on voit facilement qu’il y a un isomor-
phisme Homg(V, R) ~ Homp(V/V(G), R) ou 'espace vectoriel V(G) est < g.f — f | g €
G,f € V >. En d’autres termes, ’espace des distributions G-invariantes s’identifie a
I'ensemble des applications linéaires de V/V(G) dans R. L’espace V(G) est donc l'inter-
section des noyaux de toutes les distributions G-invariantes sur V. De méme, on peut
définir V(o) =< o.f — f | f € V >. Toute distribution o-invariante s’identifie alors a un
élément de Hompg(V/V (o), R). Le théoréeme précédent se reformule ainsi :

Proposition 1.1.2.4. Sous les hypothéses du Théoréme 1.1.2.1, on a V(o) C V(G). En
particulier, si l'on a f € V alors o.f — f € V(Q).

Intégrales orbitales et coinvariants. Soit X un espace localement profini muni d’une
action continu d’un groupe localement profini G. On suppose que toute orbite pour cette
action est localement fermée dans X, de sorte qu’une orbite est un espace localement profini
pour la topologie induite. Notons comme précédemment pg, une mesure sur 'orbite
G.z i.e. une distribution G-invariante non nulle sur C°(G.z), s'il en existe une, ou la
distribution nulle sinon.

Définition 1.1.2.5. Soit f € C°(X) et G.z une orbite de 'action de G sur X. On dit
que lintégrale de f converge sur G.z s’il existe un ouvert U de X tels que G.z soit fermé
dans U et une fonction h € CX(X)(G) =< g.f — f | g € G, f € CX(X) > telle que la
restriction de f — h a “U soit nulle. Ainsi la quantité ug..(f — h) a bien un sens. Elle ne
dépend ni de U, ni de h, et on 'appelle intégrale orbitale de f sur G.x.

Pour justifier rapidement que cette définition est consistante, on remarque d’abord que
I’on peut toujours supposer que U est un ouvert saturé, quitte a le remplacer par 'ouvert
saturé p~1(p(U)) dans lequel G.x est encore fermé, o p : X — X/G est la projection.
Ensuite, pour deux ouverts (saturés) U et U’ comme dans la définition, G.z est fermé
dans U UU’. On est donc ramené & montrer que pour toute fonction f € C(UUU')(G),
on a pug..(f) = 0. Or ce point est évident quand U U U’ est saturé puisqu’on a alors une
surjection C2°(U UU')(G) - CX(G.x)(G) induite par la restriction & G.x.
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Proposition 1.1.2.6. Soit F' un fermé de X stable par laction de G. Soit f € C(X).
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe h € C°(X)(G) telle que f — h soit a support dans °F ;
(7i) pour toute distribution T qui est G-invariante sur C°(X) et a support dans F,
onaT(f)=0.
(iii) pour toute orbite G.x dans F, l'intégrale de f sur G.x converge et elle est nulle.

Démonstration. L’implication (i) = (i7) est évidente. On fait une remarque utile et
qui montre au passage que (i) = (7). Se donner d’une distribution G-invariante sur
C(X) est équivalent & se donner une forme linéaire sur C°(X)/C(X)(G). Et se don-
ner une distribution a support dans F' est équivalent a se donner une forme linéaire sur
CX(X)/C(°F) = CX(F). Donc si f vérifie (i), cela entraine que f € C°(X)(G) +
C2°(°F). De maniére évidente, (i) = (iii) est toujours vraie.

Le point qui reste se révele étre le plus délicat. On suppose que ’action est construc-
tible. Il suffit de montrer que la restriction f|r de f a F est dans C°(F')(G). En effet, cela
signifie qu’il existe un nombre fini de g; € G et de h; € C°(F) tels que f|p = > gi-hi — h;.
On reléve alors h; en un hl quelconque via la surjection C°(X) — C°(F). Ainsi, la res-
triction de f — (3 g;.h; — hl) & F est nulle. On est donc ramené & prouver I’énoncé quand
F = X i.e. a montrer que f € C°(X)(Q).

Il est loisible de supposer que U est stable par I'action de G dans la définition des
intégrales orbitales, ce que l'on fait désormais. Par hypothése, on peut fixer pour toute
orbite G.z dans X un ouvert Ug, de X et un élément hg, € C°(X)(G) de sorte que
Iintégrale de f associée a Ug, et hg., converge et soit nulle. D’apres le Lemme 1.1.2.3,
cela entraine que (f — hg.z)|cz € CP(G.2)(G). Donc il existe hy, . € C2°(X)(G) tel que
f — hag.z — hg, s’annule sur G.z. Pour chaque orbite G.x dans X, on fixe un tel hg .

On procede alors comme dans la preuve du Théoréme 1.1.2.1. On pose V/(G.x) = {z €
X | (f —hgs — hg ) (x) # 0}. Cest un ouvert fermé de X d’intersection vide avec G.x.
Donc V(G.x) = p~1(p(V'(G.x))), ot p: X — X/G est la projection, est un sous-ensemble
saturé strict de X qui est ouvert et fermé. Ainsi U(G.z) = U —V(G.z) est un ouvert fermé
saturé non-vide. On a un recouvrement de X par U(G.x), et comme le support de f est
compact, on peut en extraire un sous-recouvrement fini U(G.z); pour ¢ € I du support de
f. comme dans la preuve du Théoréme 1.1.2.1, on tire de celui-ci un raffinement (U J’) jeJ
pour un ensemble fini J ou les U ; sont des ouverts fermés saturés deux-a-deux disjoints.
On construit une fonction par morceaux sur chacun de ces ouverts fermés une fonction

égale a f et dans C2°(U})(G). On en déduit donc que f € C°(X)(G). O

Corollaire 1.1.2.7. On suppose que l'action de G sur X est constructible. Soit U 'ouvert
régulier pour cette action. On suppose que toutes les intégrales orbitales de f dans U sont
nulles. Alors l'intégrale de f converge sur toute orbite de U.

Démonstration. Tout d’abord, toute orbite est localement fermée quand ’action construc-
tible. Ensuite, par définition, U le plus grand ouvert sur lequel l'action est réguliére.
De plus, toute orbite de U est fermée de U. D’apres la proposition précédente, il existe
h € C(X)(G) tel que f — h soit a support dans U. Donc la restriction de f — h a G.x
est a support compact et 'intégrale de f sur G.x converge. 0

Sur la désintégration des mesures. Soit F' un corps local non-archimédien. On re-
prend la définition de [HC70, V.2] qui est plus restrictive que celle de [Ser92, Part IT Chap.
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I11].

Définition 1.1.2.8. On appelle variété analytique de dimension n un espace topologique
séparé M muni d’une famille d’applications ® qui satisfait :

1. tout ¢ € ® est un homéomorphisme d'un ouvert U; de M dans un ouvert Vy =
¢(Up) de F;

2. si ¢1, g2 € @, 'homéomorphisme induit de ¢1(Ug, NUy,)) dans ¢2(Uy, NUy,)) par
@9 © ¢1_1 est analytique;

3. (Ug)gca est un recouvrement de M ;

4. la famille ® est maximale par rapport aux trois propriétés précédentes.

Ceci est la définition « naive » des variétés analytiques, on peut définir les objets de
la géométrie classique de cette maniere : d’apres [Ser92, Part IT Chap. III], on peut parler
de fibré tangent, cotangent, de formes différentielles, etc. Le dernier point de la définition
précédente nous dit simplement que I’atlas définit par la famille ® est maximal, les éléments
de cette famille représentant les cartes sur notre variété. On dira qu'une application entre
espaces analytiques est analytique si, lue dans les cartes, cette application est analytique.
On définit sans difficulté la différentielle d’'une application analytique.

Définition 1.1.2.9. Une application analytique o : X — Y est une submersion en = €
X si sa différentielle da, est surjective i.e. de méme rang que la dimension de Y. Une
application analytique qui est une submersion en tout « de X est simplement appelée une
submersion.

Proposition 1.1.2.10 ([Ser92, II1.10]). Une application analytique o : X — Y est une
submersion en x € X si et seulement s’il existe des voisinages ouverts U de x dans X,V de
a(z) dansY et W de 0 dans FAim(X)=dim(Y) “ ot 4y jsomorphisme de variétés analytiques
v :U—=V XW tel que a(U) =V et le diagramme suivant est commutatif :

| A

V xW

ot py : V x W — V désigne la projection sur V.

Définition 1.1.2.11. Soit R un anneau de sorte que la caractéristique résiduelle de F' soit
inversible dans R. On dit qu’'une forme linéaire p : C2°(X) — R est une mesure sur X si,
pour tout z € X, il existe un voisinage ouvert U de x et une carte ¢ : U — ¢(U) tels que
la forme linéaire définie par f € C°(¢(U)) — p(f o ¢~ 1) € R soit égale & ¢ ppdim(x) (0

dim(X)

avec ¢ € R, i.e. un multiple de la restriction de la mesure de Haar de F a ouvert

o(U).

On dit qu'une mesure est partout non-nulle si son support est égal a X. De maniere
équivalent cela revient a demander que pour tout z € X, le ¢ dans la définition précédente
n’est jamais nul. On dit qu'une mesure est partout inversible si pour tout z € X, on a
¢ € R* dans la définition précédente. Bien évidemment, ces deux définitions coincident
quand R est un corps.

Proposition 1.1.2.12. Soit R un anneau de sorte que la caractéristique résiduelle de F
soit inversible dans R. Soit o : X — Y wune submersion de variétés analytiques sur F'.
Soient ux et py deux mesure partout inversibles sur X etY .
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Soit f € C°(X). Alors il existe une unique fonction My € C°(Y') telle que pour tout
FeCx(Y), on ait :
px (f x (Foa))=py(My x F).

L’application ainsi définie M : f — My est un morphisme surjectif de R-modules tel que,
pour tout f € CX(X), on a supp(My) C asupp(f)). Et en particulier px = py o M.

Démonstration. La preuve est la méme que [HC70, V.2, qui elle-méme se base sur la
preuve dans le cas des variétés analytiques réelles [HC64]. Soit f € C2°(X). Déja, I'unicité
vient du fait que py est partout non-nulle. En effet, pour tout H € C2°(Y'), la distribution
F — py (HF) est une mesure. Elle est nulle si et seulement H est la fonction nulle. Ensuite,
il s’agit de construire une telle fonction My qui satisfait a 1’égalité voulue. Pour ce faire,
il suffit de prouver ce résultat localement. Recoller ces mesures selon les différentes cartes
ne pose pas de probléme ici car la topologie localement profini permet de s’abstraire des
conditions de recollement en considérant des recouvrements composés d’ouverts-fermés
disjoints.

On sait que localement, i.e. pour des systémes de coordonnées au voisinage de z € X
et a(r) € Y oun = dim(X) et m = dim(Y), Papplication « lue dans les cartes est de
la projection sur les premieres coordonnées (z1,...,z,) € OF — (x1,...,2,) € Of. Le
probleme local est donc le suivant. Soit m < n. On pose X = O% et Y = OF. Comme
les mesures sont partout inversibles par hypothése, on peut se ramener & pux = pupn|x et
py = ppmly. On note p la projection sur les m premieres coordonnées. On décompose la
mesure fipn en fpm X fpa—m. Soit f € C°(X). On pose :

My (x1,...,2m) — _— flxy, .. xp)dppn—m((Tmt1, - Tn)).
Alors My € C*(Y) et supp(My) C p(supp(f)). L'application M : f € C*(X) — My €
C(Y) ainsi définie est un morphisme de R-modules qui vérifie, pour tout F' € C°(Y) :

ppn(f X (Fop)) = ppm(My x F).

De plus, elle est surjective car il existe v € Co° (O ™) telle que [pn—m Y(Tmt1, .-, Tp)dptpn-—m =
1. En effet, si un tel v existe, alors pour tout F' € CX(Y), on a F' x v € C°(X) et
Mpy, = F. L'existence d'un tel 7 est assurée par ’hypothése sur R, & savoir que la ca-
ractéristique résiduelle de F' est inversible dans R. Dans le cas général, on procede ensuite
comme dans [HC64, 3] pour recoller selon les différentes cartes qui recouvrent X et Y. [

Il existe toute une variété de submersions que ’on peut construire. On reprend ici les
définitions de [BZ76, Append.]. Si a: X — Y est un F-morphisme corégulier — i.e. (da),
est surjective pour tout x € X — de variétés algébriques lisses définies sur F', alors a induit
une submersion de variétés analytiques ap : X(F) — Y(F). On peut alors appliquer la
proposition sur la désintégration des mesures. Donnons-en un exemple :

Corollaire 1.1.2.13. Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur F'. Soit H un sous-
groupe fermé de G. On pose X = G(F) et Y = H(F)\G(F). Soit R un anneau de sorte
que la caractéristique résiduelle de F soit inversible dans R. Alors pour toutes mesures

partout inversibles px de X et uy de Y, il existe un morphisme surjectif de R-modules
M: feCX(X)— CX(Y) tel que :

px = py o M.
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Démonstration. 11 s’agit de montrer que le morphisme « : G — H\G induit une submer-
sion de variétés analytiques ap : G(F) — (H\G)(F). Tout d’abord, G et H\G sont des
variétés algébriques lisses dont toutes les composantes irréductibles ont méme dimension
(voir [Bor91, Prop. 6.7 & Th. 6.8]). Enfin, le morphisme G — H\G induit une submer-
sion de variétés analytiques ar : G(F)\(H\G)(F') (voir la preuve du [BZ76, Lem. A.3]).
L’image de cette submersion est H(F)\G(F) qui est un ouvert de (H\G)(F) d’apres
[PR94, Th. 6.14] et [Kot05, §3.2]. On applique alors la Proposition 1.1.2.12 pour la sub-
mersion ap : G(F) — H(F)\G(F). O

Mesure quotient et désintégration. On éclaire ce corollaire a l'aide de la mesure
de Haar quotient pour donner explicitement un tel M. Dans ce cas treés particulier, cela
fonctionne pour des groupes localement profinis plus généralement. Soit G un groupe
localement profini et H un sous-groupe fermé. D’apres la Proposition de [Ser97, 1.1.2], il
existe une section de la restriction de p : G — H\G a tout sous-groupe compact ouvert
K de G. Par suite, on peut construire une section de p de la maniere suivante. Soit sy
une section de p|x et soit {xpgx } un systeme de représentants dans G des doubles classes
HgK. On pose K, = ngKKJ:I_{;K et on fixe une section sg, de p|g,. Alors I'application :

geG— sKg(Hg:v;I:;K)ngK €q.

est continue et constante sur les classes a droite modulo H. Elle induit une application
continue s : H\G — G qui est une section de p.

Soit x un caractere lisse de H a valeurs dans R. Gréace a l'existence d’une section s
de p, on peut définir explicitement un isomorphisme de R-modules entre C°(H\G, x) et
C*(H\G). En effet, on associe a f € CX(H\G, ) la fonction g — x(s(Hg)g™!)f(g).
On vérifie facilement qu’elle est constante sur les classes & droite modulo H. Elle induit
alors une fonction ¢y € C(H\G). L'inverse de f + ¢y est donné par F' — (g —
xX(s(Hg) 'g)F(Hg)). On reprend les notations de la Proposition 1.1.1.8 pour pp\¢ et py.
On prouve sans difficulté le fait suivant :

Proposition 1.1.2.14. On suppose qu’il existe un sous-groupe compact ouvert de G de
pro-ordre inversible dans R. On pose x = 85 dg|5'. Soit ¢ : C(H\G,x) — C(H\G)
lisomorphisme de R-modules que l’on vient de décrire. On définit une distribution p' :
CE(H\G) — R en posant p' = i\ © oL, Alors le diagramme suivant est commutatif :

0 (@) —2 C(H\G NS R
@l /
“w
Ceo(H\G)
1l existe donc un morphisme surjectif de R-modules défini par :
M: feCX(G)—popu(f) € CF(H\G)
tel qu’on ait pg =@ o M.

1.1.3 Représentations lisses modulaires des groupes localement profinis

Soient G un groupe localement profini et R un anneau commutatif. Il existe un foncteur
appelé partie lisse [Vig96, 1.4.1] qui & tout R[G]-module V associe le plus grand R[G]-
module lisse contenu dans V', que 'on note V*>°. Ce foncteur covariant est exact a gauche,
mais pas a droite. Soit H un sous-groupe fermé de G.
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Induction-restriction et contragrédiente.

Définition 1.1.3.1.

1. L’induction non-normalisée de H d G est un foncteur noté § — Indg, qui a tout
R[H]-module lisse (o, V) € Repg(H) associe | — Ind% (o), la partie lisse du R[G]-
module {f : G — V | f(hg) = o(h)f(9),Yg € G,h € H} muni de l'action de G
induite par la translation a droite de GG sur lui-méme.

2. L’induction compacte non-normalisée de H a G est un foncteur noté fj — ind%, qui
associe & tout R[H]-module lisse le sous- R[G]-module lisse §—ind% (o) de 1—Ind$ (o)
constitué des fonctions & support compact modulo H.

3. La restriction de G d H est le foncteur d’oubli, noté ResZ, qui associe a tout R[G]-
module lisse (7,V) € Repg(G) le R[H]-module lisse ResZ (1) = V sous-jacent.

4. La contragrédiente (w¥, V") de (m,V) € Repr(G) est la partie lisse du dual V* =
Hompz(V, R) qui hérite de I'action de G : si v* € V*, 7%(g) v* = v* om(g7!).

D’apres [Vig96, 1.4.18], le foncteur contragrédient V — V'V est exact a condition que R soit
un corps et qu’il existe un sous-groupe ouvert compact de G de pro-ordre inversible dans
R. Dans ces conditions, la contragrédiente d’une représentation non-nulle est non-nulle.
En général, ces faits ne sont pas garantis [Vig96, 1.4.12].

On a la propriété classique dite de réciprocité de Frobenius :

Proposition 1.1.3.2. L’induction fj — Indg est ladjoint a droite du foncteur Resg.

Soient (m,V’) dans Repr(G) et K un sous-groupe fermé de G. On construit deux re-
présentations du normalisateur de K dans G. Le premiere est I’ensemble des vecteurs
K-invariants définis par VX = {v € V | n(k)v = v}. La deuxiéme est donnée par les
coinvariants vis-a-vis de K, que 'on appelle K -coinvariants, définis comme Vi = V/V[K]
ou VIK] =< w(k)v —v | k € K,v € V}. Clest le plus grand quotient de V sur lequel
I’action de K est triviale. Dans le cas ou K = G, le foncteur des G-coinvariants possede
un adjoint & droite qui est I’extension triviale Modr — Repr(G), ot Modg est simplement
la catégorie des R-modules.

Proposition 1.1.3.3. On suppose maintenant qu’il existe un sous-groupe ouvert compact
de pro-ordre inversible dans R. On pose x = 55151{ vu comme un caractére de H. Alors
pour tout (o,W) € Repr(G), on a :

(5 — indf(0))" =~ & — Indf (x o).

Définition 1.1.3.4. S’il existe un caractere X% a valeurs dans R* de carré y = 55151{,
on définit les induites normalisées comme Ind% (o) = f — Indg(X%U) et ind% (o) = —
ind% (xz o).

Ainsi, en reprenant les hypotheéses de la proposition, on a (ind%(0))Y ~ Ind%(cV).
Cette définition dépend bien évidemment du caractere x2 choisi. Mais quand G est un
groupe réductif p-adique, fixer un tel caractére revient a se donner d’une racine carrée de
q dans R.
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Admissibilité. On dit que V' € Repp(G) est admissible si pour tout sous-groupe ouvert
compact K de G, le R-module V¥ est de type fini.

Lemme 1.1.3.5. Soit H un sous-groupe fermé d’un groupe localement profini G. Soit o
une représentation lisse de H. Les points suivants sont équivalents :

— i~ Indf (o) = § — indf(0) ;

— une des induites est admissible ;

— H\G/K est fini pour tout sous-groupe compact ouvert K ;

— H\G/K est fini pour un sous-groupe compact ouvert K.

Démonstration. Soit K un sous-groupe ouvert compact de G. On a :

(f—indG(@)* =P R et (1—Indf0)* =[] &
HgK HgK

On a égalité entre ce produit et cette somme directe si et seulement si le nombre de doubles
classes HgK est fini. Les autres équivalences sont élémentaires. O

Proposition 1.1.3.6 (Lemme de Schur). Soit R un corps. Soit o une représentation
irréductible admissible dans Repr(G). On fize une cloture algébrique R de R et on suppose
que la représentation o obtenue par extension des scalaires est encore irréductible. On a
alors :

EndR[G](a) = R.

Démonstration. Comme o est irréductible, Endpg (o) est un corps. En effet, soit f €
Endg(g (o). Le noyau et 'image de f sont des sous-représentations de o, donc f est soit
nulle, soit inversible. De plus Endgg) (o) aussi un R-espace vectoriel. L’application linéaire
évidente Endg(g)(0)®@ R — End gy (0) est injective. Par [Vig96, 1.6.9], on a End gi1(0) =
R. Donc par un argument de dimension, End (g (o) est un R-espace vectoriel de dimension
1. O

Groupe de Grothendieck. On définit le groupe de Grothendieck comme le groupe
abélien libre engendré par les classes d’isomorphisme des représentations irréductibles
admissibles de G. Pour une représentation m dans Rep(G), on note [7]ss la classe de sa
semi-simplifiée dans le groupe de Grothendieck. On rappelle que la semi-simplifiée d’une
représentation de longueur finie est simplement la somme de ses sous-quotients simples.

Caractére trace. Juste pour ce paragraphe, R est simplement un anneau. On suppose
qu’il existe un sous-groupe compact ouvert de G de pro-ordre inversible dans R. Soit u
une mesure de Haar sur G. Soit (7, V') une représentation lisse admissible de G. Soit K
un sous-groupe ouvert compact de G. Pour tout f € H(G, K), on note tr(7%(f)) la trace
de 'endomorphisme de VX défini par v — [ f(9)m(g9)v du(g). Par hypothese, comme 7
est admissible, cette quantité est bien définie. On considere également tr 7% comme une
forme linéaire sur H(G, K). Inversement, si f € H(G), il existe un ouvert compact K tel
que f € H(G,K). La quantité tr(7*(f)) ne dépend pas du choix d’un tel K, on la note
tr(m(f))). La forme linéaire tr m est alors bien définie sur H(G) comme f +— tr(w(f)).
Elle dépend bien évidemment de p, mais par unicité de la mesure de Haar, tout autre
choix de mesure donne une forme linéaire proportionnelle a la précédente. On 'appelle
caractere-trace — ou tout simplement trace — de w. On déduit facilement des définitions
que deux représentations lisses admissibles isomorphes ont méme caractere-trace.



34 CHAPITRE 1

On suppose maintenant que R est un corps et on note £ sa caractéristique. On va donner
une réciproque partielle a la derniere assertion du paragraphe précédent. Le corollaire
[Boul2, A VIII.376] assure que pour les représentations (lisses) semi-simples de dimension
finie sur R, le caractere-trace est discrimant & multiplicité ¢ preés. En se ramenant aux
vecteurs fixes sous un sous-groupe ouvert compact, on peut énoncer le méme résultat pour
les représentations lisses admissibles semi-simples. C’est en particulier vrai dans le cas
irréductible :

Théoréme 1.1.3.7. Deux représentations lisses irréductibles admissibles sont isomorphes
st et seulement si elles ont méme caractére-trace.

Démonstration. 11 suffit de le prouver pour les tr 7% pour tout sous-groupe compact ouvert
K. Et ceci est vrai en vertu du corollaire [Boul2, A VIIL.376] car 7 est irréductible et
de dimension finie. ]

On peut alors démontrer un énoncé qui sera a la base de la construction de I'involution
MVW dans la Section 2.5. Pour tout automorphisme ou anti-automorphisme bicontinu o
de G et toute représentation lisse 7, on pose 77 (g) = m(c(g)). Cette opération préserve
bien évidemment la lissité, I’admissibilité, la semi-simplicité et 'irréductibilité.

Théoréme 1.1.3.8. Soit R un corps. Soit G un groupe localement profini contenant un
sous-groupe ouvert de pro-ordre inversible dans R et qu’on suppose unimodulaire. Soit
o : G = G un homéomorphisme qui est un automorphisme ou un anti-automorphisme de
groupes. On suppose que :

1. laction par conjugaison de G sur lui-méme, notée vy, est constructible ;
2. pour tout g € G, il existe g° € G tel que y(g) oo =ocoy(g97);

8. o conserve chaque classe de conjugaison ;

4. il existe un entier n et un élément go € G tel que o™ = v(go).

Alors, pour tout w € Irrg(G) admissible, on a w7 ~ .

Démonstration. 11 suffit de montrer que tryo = tr;. On va montrer que la distribution
tr; est o-invariante, ce qui impliquera le résultat. En effet, les distributions tr o et (try)?
sont égales car, d’apres I’hypothese 4 et le fait que G soit unimodulaire, le module de o
vaut 1. Enfin, on applique le Corollaire 1.1.2.2 pour montrer que tr; est o-invariante. On
a bien pour toute orbite G.x que o.ug.. = pa.. car o est de module 1, et s’il existe une
distribution G-invariante non nulle sur C¢°(G.x), alors elle provient de la mesure de Haar
sur G d’apres la preuve du Lemme 1.1.2.3. O

1.1.4 Filtration provenant d’une stratification

Proposition 1.1.4.1. Soit X un espace localement profini muni d’une action d’un groupe
localement profini G. On suppose que l'action de G sur X a un nombre fini d’orbites,
indicées par une réunion croissante ouverte X = Ug<i<,X; i.e. pour tout 0 < k < r,
Uensemble Yj, = Up<i<kX; est ouvert. On considére le R[G]-module lisse C°(X, R) muni
de laction de G héritée de celle sur X. Alors on a une filtration :

0=R'cR'CR'--CR =C>X)
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ot RF = CX(Yy). Pour0 < k <, soit xj, un élément de l'orbite X}, et Sty, le stabilisateur
de xp dans G. Les quotients successifs de la filtration sont alors :

Jp = RF/RM! > — Ind§;, (1).

En particulier, la classe d’isomorphisme des ces quotients ne dépend pas du choix de xy.

Démonstration. Le fait que 'on puisse ré-indicer la décomposition en orbites, en réunion
croissante ouverte d’orbites, est un fait bien connu [BZ76, 1.5], [Ren09, I1.3.3]. On a tout
d’abord un isomorphisme de R[G]-modules lisses C°(Yy)/C°(Yi—1) ~ C°(Xk) induit
par f — f|x,. Et comme I'application g € G — g~ Y.z, € X}, induit un homéomorphisme
[Ren09, I1.3.3] entre Stg, \G et X} (muni de la topologie induite par celle de X), on en
déduit que CZ°(Xy) = C2°(Stz,\G) = § — ind§;, (1) O

1.1.5 Rappels sur le lemme géométrique

Le théoreme que l'on présente est adapté de [BZ77, 5.]. On utilise [Vig96] pour don-
ner le cadre minimal qui est nécessaire. Soient G un groupe localement profini et U un
sous-groupe fermé de G limite de ses sous-groupes compacts ouverts [Vig96, 1.4.10]. On
suppose que R est un corps tel que GG contient un sous-groupe compact ouvert de pro-ordre

inversible dans R, et le pro-ordre de U est inversible dans R. Le module éyy de U est donc
1

bien défini d’apres le Corollaire 1.1.1.5. On suppose enfin qu’il existe un caractere 65 a
valeurs dans R de carré dy. Soit M un sous-groupe fermé du normalisateur de U dans G
tel que M NU = {e}. Le produit semi-direct P = MU est un sous-groupe ferméde G.
On voit dy comme un caractere de M via action naturelle de M sur U. On définit }e

foncteur i% : Repp(M) — Repp(G) obtenu en tensorisant d’abord par le caractére &7,
puis en étendant trivialement l'action de U via M ~ P/U, et en composant avec 'induite
compacte non-normalisée :

1
i%(p) = & — indB(57p).
On définit ensuite le foncteur rf : Repr(G) — Repr(M) comme la composée du foncteur
d’oubli Repp(G) — Repg(P), puis des U-coinvariants Repp(P) — Repr(M) normalisés
1

par le caractere d;;2. Ce que l'on résume ainsi :

rE(m) = 05 [l

Le foncteur rf est exact d’apres [Vig96, 1.4.10].

Enoncé général. Soient R, G, P = MU et Q@ = NV comme dans le paragraphe précé-
dent. On dit qu'un sous-groupe H de G est décomposable vis-a-vis de la paire (M,U) si
HNMU = (HNM)(HNU). Et pour tout w € G on note w(g) = wgw~! la conjugaison
par w. On énonce trois conditions :

1. le groupe G est dénombrable & I'infini;

2. Q agit sur I'espace homogéne X = P\G par q.(Ph) = Phq ! ot Ph € X et ¢ € Q,
et n’a qu’un nombre fini d’orbites, notées Z1, ..., Z; et rangées telles que chacun
des ensembles suivants soit ouvert dans X :

Yi=2Z1, Yo=Z1UZy,....Y, =2Z1U---UZL =X ;
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3. pour tout w € G, les groupes w(P), w(M) et w(U) sont décomposables vis-a-vis
de (N,V); les groupes w=1(Q), w™'(N) et w1 (V) sont décomposables vis-a-vis
de (M,U).

Si tous ces points sont vérifiés, on définit un foncteur ®z : Reprp(M) — Repr(N) ou
Z = Pw™'Q est la Q-orbite contenant Pw~'. On le fait comme suit :

M =Mnw ' (N), N =w(M)=wM)NN,

V' =Mnw V), U =Nnw().
Ces éléments définissent des foncteurs :

MV Repp(M) — Repgr(M'), w: Repp(M’) — Repr(N'), iNipr : Repp(N') — Repp(N).

1 1 1 1

Soit €1 le caractere 526Um —1(Q) de M’, et g9 le caractére 62 5Vﬂw( P) de N’. Posons alors

®y =iy oegowoe otV i Repr(M) — Repp(N).

Théoréme 1.1.5.1. Supposons les conditions précédentes vérifiées. Alors le foncteur de
restriction-induction F = rg o zP : ReppM — ReppN provient du recollement des
foncteurs ®z ou Z parcourt l’ensemble des Q-orbites de X. Pour étre plus précis, il existe

0=FyCF, C--- CFy=F une filtration tel que F;/F;_1 ~ ®z,.

La preuve de ce théoréeme [BZ77, 5.] utilise deux faits de maniére cruciale. Tout d’abord,
il faut assurer que 'intégration soit valable sur tout sous-groupe fermé de U et V, ainsi
que sur tout quotient par des sous-groupes fermés. La Remarque 1.1.1.9 sur les mesures
quotients assurent que I’hypothese sur les pro-ordres de U et V' est suffisante. De plus,
il est nécessaire d’avoir I'exactitude de tous les foncteurs r_ qui interviennent, ce qui est
assuré par [Vig96, 1.4.10]. La preuve se généralise alors facilement, le lemme géométrique
[Vig96, 11.2.18] étant un cas particulier.

Cas particulier. Au vu des applications que 'on fait de ce théoréme, cette construc-
tion se simplifie grandement. C’est pourquoi nous en donnons tout de suite une version
simplifiée.

On suppose que V est trivial et Q = N. Le foncteur r%lvl est alors simplement la
restriction de M & M’. De méme, le foncteur F' est le composé de 'induction ig et de
la restriction de G a N. Ensuite, on suppose que G (resp. N) est unimodulaire et que
dy = dp en tant que caracteres de M (resp. d0yr = Iy sur N'). Enfin, remarquons que
le stabilisateur de Pw~! dans N est N N w(P). Par hypotheése w=!(N) se décompose
par rapport a (M,U), donc N se décompose par rapport a (w(M),w(U)), ce qui donne
N' = NNnw(M) et U' = NNw(U). Ce qui nous donne Staby (Pw~!) = N'U’. Finalement,
si o est une représentation lisse de M, Pw; L€ Z; et St; est son stabilisateur dans N :

©7,(0) = iy (wi o (525Uéw—1(N)0)|M')-
Soit, puisque U! = w;(U Nw; *(N)) :

Dz, (0) = — indd (w; o (330)|ar).
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1.1.6 Décomposition d’une représentation d’un produit de groupes

Soient G, G deux groupes localement profinis. D’apres [Fla79], 'ensemble des repré-
sentations admissibles dans Irrc (G x G2) est en bijection avec I'ensemble des couples de
représentations admissibles dans Irrc(G1) X Irrc(G2). On suppose dans cette section que R
est un corps algébriquement clos et qu’il existe un sous-groupe compact ouvert de G; X Go
de pro-ordre inversible dans R. On rappelle que cette derniere condition est équivalente
grace au Théoreme 1.1.1.3 a l'existence d’une mesure de Haar sur G; x G a valeurs dans
R. En particulier, il existe aussi des mesures de Haar sur G et Gs.

Théoréme 1.1.6.1 ([Vig01, Th. A.4)).

1. Si m; est une représentation irréductible admissible dans Repgr(Gi), i = 1,2, alors
1 @ mo est une représentation irréductible admissible dans Repp(G1 X Ga).

2. Si 7 est une représentation irréductible admissible dans Repr(G1 x Ga2), alors il

existe une représentation irréductible admissible m; dans Repr(G;), i = 1,2, de
sorte que m >~ m ®my. Les classes d’isomorphisme des w; sont déterminées par celle
de .

Démonstration. La preuve succincte de [Vig01l, Th. A.4] affirme que l'on peut généraliser
les arguments de [Fla79]. Dans le souci de rendre cette preuve plus explicite, on se propose
ici d’en reprendre pas a pas toutes les étapes. Les propriétés suivantes sont relativement
immédiates :

— Hr(G1 x G2) ~ Hr(G1) ® Hr(G2);

— HR(Gl X G, K1 X KQ) ~ HR(Gl,Kl) ®7‘[R(G2,K2) ;

— (W) @ W)k ~ it @ k2,
pour tout W; € Repgr(G;) et tout sous-groupe compact ouvert K; de G; de pro-ordre
inversible dans R, ou ¢ = 1,2. La premiere assertion du théoreme résulte du troisieme
point et du lemme classique :

Lemme 1.1.6.2. Soit G un groupe localement profini qui admet un sous-groupe ouvert
compact de pro-ordre inversible dans R. Alors un R[G]-module lisse W est irréductible si
et seulement si, pour tout sous-groupe compact ouvert K de pro-ordre inversible dans R,
le Hr(G, K)-module WE est irréductible.

Pour le deuxieme point du théoreme réciproquement, soit W une représentation irréduc-
tible admissible dans Repr(G1 X G2). Soit K = K; x Ky, ou K; est un sous-groupe
compact ouvert de G; de pro-ordre inversible dans R et tel que W # 0. L’espace W&
est de dimension finie, donc on peut appliquer les résultats de [Boul2, A VII1.208] : il
existe un couple de Hr(G;, K;)-modules WiKi et un isomorphisme ax de Hr(G1 x Ga, K)-
modules tels que WX soit isomorphe & WlK1 ® W2K2. De méme pour tout sous-groupe
ouvert K’ = K| x K} inclus dans K, on peut construire un isomorphisme ag-. Il existe
alors un couple de morphismes de Hg(Gj, K;)-modules b; = b;(K, K') : W — Wl-KZ{ tels
que le diagramme suivant commute :

177453 aKW1K1 Q WQI(Q

e

/ aK, K/ K/
WK By g e
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De plus, les morphismes b; (K, K') peuvent étre choisis de sorte que les sous-groupes com-
pacts ouverts précédents K, K’ forment un systéme inductif. Alors :

W~ W, @ Wa, ou W; = lingiKi,

K;

et W, est une représentation irréductible admissible dans Repp(G;). La classe de W est
déterminée par celle de W, car la restriction de W a G; est W;-isotypique. O

Les deux lemmes suivants généralisent [MVW87, Chap. 2, Lem. I11.3 & Lem. IIL.4].
Les modifications apportées aux preuves sont mineures, mais on les reprend en détail pour
insister sur ces légers changements.

Lemme 1.1.6.3. Soient (w1, V1) une représentation irréductible admissible dans Repr(G1)
et (w2, Va) une représentation dans Repr(Ga2). Alors, pour toute sous-représentation V
de Vi ® Va, il existe une sous-représentation Vi de Va telle que V. = Vi ® V3§ dans
RepR(Gl X Gg)

Démonstration. Posons Vi = {vg € Vo,Vu1 € Vi,v1 ® v € V}. Cet espace est invariant
par Ga, et V4 ® VJ est une sous-représentation de V. Quotientions par V; ® V. On est
ramené au cas ou Vy = {0}, et on veut montrer qu’alors V = {0}. Si V' # {0}, soit v € V
non-nul. On peut écrire :
n
v = Z vi & vé
i=1

avec des vecteurs v} linéairement indépendants, et v # 0 pour tout i. Soit K; un sous-
groupe compact ouvert de pro-ordre inversible dans R stabilisant chaque v%. Il en existe
toujours un, puisque, N;Stabg, (vi) est un sous-groupe ouvert comme intersection finie de
sous-groupes ouverts et il existe un sous-groupe compact ouvert de pro-ordre inversible
dans G. Les éléments v! appartiennent donc tous a VlKl. La représentation sur VlKl
déduite de m est irréductible i.e. VlK1 est un Hr(G1, K1)-module simple. De plus, m; est
admissible. Par le théoréme de Burnside, on déduit que Papplication m : Hr(G1, K1) —
Endg V& est surjective. Il existe donc f € Hr(G1, K1) telle que :

i ) 0 sii#l

()] _{ ol osii=1
Si 'on choisit maintenant un sous-groupe compact ouvert de Go de pro-ordre inversible
dans R stabilisant vd, on a alors v} ® vi = (m1(f) ® ma(ek,))(v) € V. Soit v; € V;
quelconque. Comme 7 est irréductible, il existe un élément f’ dans Hr(G1) tel que que
71 (f)vi = v1. On obtient alors que v; ® v = (m(f') ® malex,))(vi ® vi) € V. D'ou
vs € V3, contradiction. O

Lemme 1.1.6.4. Soient (71,V1) € Irrr(G1) admissible et (m,V) € Repr(G1 X G2). On
pose :
Vim] = N Ker(f).
feHomg, (V;V1)

C’est une sous-représentation de V' et on dit que Vy, = V/V[m] est le plus grand quotient
m1-isotypique. Cela signifie que Vi, est, a isomorphisme pres, l'unique représentation my-
isotypique dans Repr(G1) qui soit d la fois un quotient de V' et qui factorise toute fléche de
V' wvers une représentation m-isotypique. De plus, il existe une représentation (mwa, Va) dans
Reppr(G2), unique d isomorphisme prés, telle que la représentation Vi, de Repr(Gi x G2)
soit isomorphe a la représentation Vi ® Vo = m & ma.
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Démonstration. On ne vérifie que la deuxiéme partie du lemme concernant l’action de G,
la premiére ne posant pas de probleme particulier. Quitte a quotienter, il suffit de prouver
ce lemme dans le cas ot V' est une représentation qui vérifie V|| = {0}. Pour tout R[G1]-
module Uy, on note (Uy)g, le plus grand quotient de U; sur lequel G agit trivialement.
Soit (), V1") la représentation contragrédiente de (71, V). Comme dans le cas complexe
[Ren09, IT1.1.9.], 1 irréductible admissible entraine que 'on a (V1Y®V;)g, ~ R. Supposons
d’abord que 5 existe. Alors :

VY eoV)eg ~WN @VieWe ~ (VY e@W)g @ Vo~ Va.

D’out I'unicité de Va. Réciproquement, posons Vy = (V¥ ®@ V)g,, soit p: V1V @V — Vj la
projection naturelle. L’espace V5 est naturellement muni d’une action lisse 75 de G2. On
définit une application linéaire :

¢: V. —  Hompg(V1",Vy)
v o— (U] = p(v) ®v))

Cette application entrelace m € Repp(G1 x Ga) avec 'action de G x G sur Hompg (V1 V, V)
déduite de 71" et 5. Soient v € V et K un sous-groupe ouvert compact de G de pro-ordre
inversible dans R fixant v. Soit ex l'idempotent associé dans l'algebre de Hecke Hr(G1)
de G1. Pour v; € V;¥, on a :

P(v) (1) = p(vh @ v) = p(t1 @ 7(ex)v) = p(m1” (k)1 ® v1)

oll ek est image de ex par 'automorphisme g +— ¢g~!. Mais ek = ex, d’ou ¢(v)(v]) =
B(v)(m1" (ex)v1). Autrement dit ¢(v) se factorise par 71" (e ). On a un plongement naturel
Vi ® V4 — Hom(V1", V). L’admissibilité de 1 implique que son image est le sous-espace
des f € Hom(V1Y,Vq) tels quil existe un sous-groupe ouvert compact K de Gj — de
pro-ordre inversible — tel que f se factorise par m Y (ex). Alors ¢ se factorise par ¢ :
V — V1 ® V§. Montrons que ¢’ est injective. Soit v € V, v # 0. Il existe par hypothese
f € Homg, (V, V1) tel que f(v) # 0. Fixons un tel f, et v tel que v o f(v) # 0. Par
fonctorialité, f définit une application :

f, : (Vlv & V)Gl — (Vlv X VI)G1 ~ R.

On a f op(v1 ®v) = vj 0 f(v) # 0. Donc p(v7 ®v) # 0 et ¢(v) # 0. Donc ¢ est injective et
@' Test a fortiori. Alors V s’identifie & un sous-G1 X Ga-module de V; @ V4, et I'existence
de (mg, V2) résulte du lemme précédent. O

Remarque 1.1.6.5. Bien entendu, la classe d’isomorphisme de 71 définit sans ambiguité
une classe d’isomorphisme qu’on continue de noter V,.

Remarque 1.1.6.6. Ceci est une remarque préparatoire pour la suite. Les deux lemmes
précédents seront d’une importance capitale pour la construction de la représentation
O(m1), qui sera définie dans la section 4.5.3 comme le plus grand quotient mj-isotypique
de la représentation de Weil pour le produit de deux groupes G1 x Go, ou (G1, G2) forme
une paire duale.

Un lemme utile sur la représentation réguliére. On suppose que G est un groupe
unimodulaire et qu’il existe un sous-groupe compact ouvert de G de pro-ordre inversible
dans R. On plonge G diagonalement dans G x G, et on note p = f — inngG(l) = CX(G),
munie de l’action par translation a droite et & gauche. On étend la preuve de [MVWS87,
Chap. 3, Lem. IL.3].
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Lemme 1.1.6.7. Soit © une représentation irréductible admissible dans Repgr(G). Alors
le plus grand quotient w-isotypique de py = plax1 est isomorphe a ™ @ 7 en tant que
(G x G)-représentation. Autrement dit, si w1 et wy sont des représentations irréductibles

de G :
Homgxa(p, ™1 @ ) # 0 < m ~ ).

Démonstration. Soit (m, V') une représentation irréductible admissible. Comme V est ad-
missible, 'application :

(v,9) €V x VY s (v = 0(v)v) € Endg(V)

induit un isomorphisme d’espace vectoriel entre V ® V'V et les endomorphismes de V' de
rang fini. De méme, 'image de tout élément de Hr(G, K) par 7 est de rang fini. En
choisissant une mesure de Haar a gauche p sur G, on obtient un (G x G)-morphisme :

fECE(G) s (f) = /G fg)m(g)dulg) € Ve VY.

Il est non-nul car, par hypothese, il existe un sous-groupe compact ouvert de pro-ordre
inversible. L’image de l'idempotent associé sera bien non-nulle. De plus, le Théoréme
1.1.6.1 entraine que la représentation V@ V" est irréductible. Donc f +— m(f) est surjectif.

Le noyau de ce morphisme est exactement Netome (p,,m) Ker(A). En effet, si 7(f) =0,
on a pour tout ¢ € C°(G) et tout A € Homeg (pg, 7) :

Apg(f)¢) = m(f)A(9) = 0.

Donc py(f)p = f * ¢ est dans Ker(A). En prenant ¢ un idempotent d'un sous-groupe
compact ouvert bien choisi — i.e. de pro-ordre inversible, on obtient que f € Ker(A).
Réciproquement, si f € Ker(A) pour tout A dans Homg(pg, ), alors pour tout v € V,
on définit A, : f — 7w(f)v. Il est clair qu'on a A, € Homg(pg, 7). De plus, A,(f) =0
pour tout v € V entraine que 7(f) = 0. Le (G x G)-morphisme f — 7(f) réalise donc la
projection sur le plus grand quotient m-isotypique de C2°(G). O

On désigne par 14 la représentation triviale de G. Une mesure de Haar p sur G a valeurs
dans R est un opérateur d’entrelacement non nul dans Homg(C°(G), 1¢). L'unicité de
la mesure de Haar montre que l'on peut considérer de maniere équivalente p comme
un élément non nul de Homgxc(CP(G), 1g ® dg). Par analogie, on déduit de la preuve
précédente un corollaire qui généralise en un certain sens 'unicité de la mesure de Haar.

Corollaire 1.1.6.8. On reprend les mémes hypothéses sauf que l’on ne suppose plus G
unimodulaire. Alors le plus grand quotient w-isotypique de py = plax1 est isomorphe d T®
dam en tant que (G x G)-représentation. En particulier, la dimension de Homgxg(p, T ®
damY) est 1.

Démonstration. La démonstration est identique a celle du lemme, a ceci pres que I'image
du (G x G)-morphisme f — 7(f) est 7@ §gm". L’hypothese sur la dimension provient du
lemme de Schur 1.1.3.6 que 'on applique & 7™ ® dgm” qui est irréductible et admissible, R
étant ici algébriquement clos par hypothese. ]
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Produit tensoriel d’objets projectifs. Dans ce paragraphe seulement, R est un corps
et il n’y a pas d’hypothese sur les groupes localement profinis en jeu.

Définition 1.1.6.9. Soit G un groupe localement profini. Une représentation est dite
projective si elle est un objet projectif de la catégorie Repg(G). On définit de méme les
représentations injectives.

Proposition 1.1.6.10. Soient m1 € Repr(G1) et m2 € Repr(Ga) deux représentations
trréductibles projectives. Alors :
(i) la représentation m @ mao est un objet projectif dans la catégorie Repp(G1 X Ga) ;
(ii) la contragrédiente (m @ )Y est injective dans Repr(G1 X G2) ;
(iii) si i et wo sont admissibles, la représentation my @ my est injective.

Démonstration. En effet, il s’agit de prouver que le foncteur Homeg, xg, (71 ® 72, —) est
exact. Ceci provient du fait que, si V € Repp(G1 x G2), on a un isomorphisme :

Homg, xg,(m ® m, V) —> Homg, (2, Homg, (71, V))

f — <vg = (foy 01 f(u1 ®vg))> ’

Par hypothese, les foncteurs Homg, (71, —) et Homg, (71, —) sont exacts, donc m ® o
est projective. Ensuite, d’apres [Vig96, 1.4.13.] la contragrédiente d’une représentation
projective est injective. Donc (m; ® 7)Y est injective. Et quand ces représentations sont
admissibles, on a (11 ® m)¥ = 7/ @ 7y. O

Plus grand quotient 7i-isotypique ou mi-coinvariants. On revient au cadre général
de cette section, & savoir : R est un corps algébriquement clos et le groupe G1 x G2 admet
un sous-groupe compact ouvert de pro-ordre inversible dans R. On développe les propriétés
du foncteur « plus grand quotient 7mq-isotypique » pour donner des régles de calcul plus
claires en fonction des caractéristiques de la représentation .

Proposition 1.1.6.11. Le foncteur V +— V., de la catégorie Repr(G1 x G2) dans elle-
méme est exact a droite. Si m est un objet injectif, il respecte les injections et est donc
exact.

Démonstration. 1l est clair que V — V, est un foncteur et qu’il respecte les surjections.
Pour toute flache U 2 V', on note fr, l'image de f par ce foncteur. Il reste a montrer
que pour toute suite exacte courte 0 — U = V 5 W — 0, on a ker(pr,) = Im(in, ).
L’inclusion « D » est évidente. Pour I'inclusion réciproque, on factorise d’abord p,, en p;:
Vi, /Im(iz, ) — Wy, . On va montrer que le admet une section s qui est un isomorphisme.
En effet, le morphisme surjectif V' — Vi, /Im(ir, ) se factorise par V/Im(m1) — Vi, /Im(ir, )
et donc induit une fleche W — Vi, /Im(ir, ). On applique le lemme 1.1.6.4 & Vi, qui
est donc une représentation de la forme m; ® Vo, et le lemme 1.1.6.3 entraine que la
sous-représentation Im(ir,) est aussi de la forme m ® Uy avec Uy C Va. Le quotient
Vi, /Im(ir, ) est alors de la forme m ® V3, qui est mi-isotypique, et par définition du
plus grand quotient m;-isotypique il existe un unique morphisme s : Wy, — Vi, /Im(ir, )
qui factorise le morphisme surjectif précédent W — Vi, /Im(ir, ). Par conséquent s est
surjective. Enfin, on voit facilement en factorisant p’ : V' — W, de différente maniére que
ceci implique que p’ :p;1 osop’. Comme p’ est surjectif, on en déduit que le os = Idw,, .
Donc s est aussi injective.
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Quand 7 est un objet injectif, on a que ¢ € Homg, (V,71) — ¢oi € Homg, (U, ) est
surjectif. Alors Uy, — Vi, est bien injective car :

Ulm] = N ker(f) = N ker(f oi) =i ' (V[m]) = ker(U — Vq,).

feHomg, (U,m1) feHomg, (V,m1)
O]

Corollaire 1.1.6.12. Le foncteur qui a V associe la classe d’isomorphisme de Va, ot
Vi, = m1 @ Va dans Repp(Ga), est également exact d droite. Il est exact si w1 est injective.

Démonstration. Le produit tensoriel est pris au-dessus d’un corps R, 1 est donc fidélement
plat dans la catégorie des R-espaces vectoriels. En particulier, les G1 x Gao-morphismes
sont des applications R-linéaires. De plus, comme 7 est irréductible et R algébriquement
clos, on a un isomorphisme Homg, ¢, (11 @ V2, m1 @ Vy) = Homg, (Va, V) via f — Id., ® f.
Cela signifie que la suite exacte :

0—-meUy—=>meVe—=>m Wy —0
induit une suite exacte de représentations de Gy :
0—>Uy— Vo — Wy —0.
On termine en invoquant la Proposition 1.1.6.11. O

Remarque 1.1.6.13. D’apres la Proposition 1.1.6.11, on peut aussi définir V5 en se

ramenant aux coinvariants pour G; c’est-a-dire (7 ® V)lcl-

Proposition 1.1.6.14. Soient Hy un sous-groupe fermé de Go et V € Repp(G1 x Ha).
On a alors :
h - indgﬁ (Vﬂ'l) = h - indfli (V)ﬂ'l'

Démonstration. 11 suffit de le prouver dans le cas oul m; = 1g,. En effet, les propriétés
de finitude de I'induite compacte entrainent qu’elle commute au produit tensoriel au sens
suivant :

Y ® 4 —ind%2 (V) = § — ind32 (ry @ V).
Et d’apres la remarque précédente, démontrer le résultat pour 1g, suffit a le déduire pour
tout m car (m) @ V)ig, = Vi, Cela nous ramene donc a montrer que :

1 — indf2 (Vig,) = § — ind 2 (V)1g,

Par exactitude du foncteur d’induction, cela revient a prouver que :

1 indf2 (V[le,)) = b — ind 2 (V)[Le, -

Dans le cas complexe, ce fait est prouvé dans [MVW87, Chap. 3, Lem. I1.2] & 'aide de la
théorie des faisceaux de [BZ76], qui est encore valable ici. On procéde donc de méme. Le
membre de droite M = ﬂ—ind%(V)[lGl] est muni d’une structure de C5°(Hz\G2)-module
via o.f 1 g — p(Hag)f(g). De plus, il est non dégénéré au sens ou C°(Ho\G2).M = M.
Par [BZ76, Prop. 1.14], il existe un faisceau F sur Hs\G3, unique & isomorphisme pres,
tel que les sections & support compact de ce faisceau s’identifient a g — ind%(V)[lGl].
Le faisceau F est muni d’une action lisse — appelée « algébrique » dans [BZ76] — de G»
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sur ses sections & support compact, qui est simplement I'action héritée de celle sur fj —
ind% (V)[1g,]. Enfin, [BZ76, Prop. 2.23] affirme que toute action lisse de G sur les sections
a support compact d’'un faisceau sur Ho\G2 s’identifie & une induite & support compact
h— indgz (p), ou p désigne laction de Hg sur la fibre en Hj. Il reste donc a prouver que
p = V[lg,]. La restriction & Hy induit une G x Ha-surjection :

feb—ind3 (V) — f(1) e V.

De plus, pour W une Gi-représentation, W[lg,| s’identifie & < gr.w —w | g1 € G, w €
W >. La restriction & Hs induit donc une Gy x Ha-surjection h—ind% M[1le,] = Vg,
La fibre en Hy s’identifie bien a V[1g,]. O

1.2 Représentations [-modulaires des groupes réductifs p-
adiques

Soit I un corps local non-archimédien de caractéristique résiduelle p et de cardinal
résiduel ¢. Tout ce qui suit, quand les énoncés font sens, est aussi valable sur les corps
finis. Soit G un groupe algébrique réductif connexe défini sur F'. On consideére les points
rationnels G = G(F), ce qui est habituellement nommé — non sans préter a confusion — un
groupe réductif connexe sur F. Un tel groupe est toujours un groupe localement profini
pour la topologie induite par celle de F'. Il est également unimodulaire.

Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique [ # p. On fixe dés a présent
une racine carrée de g dans R. Les faits suivants sont exposés dans [Vigd6, Chap. II] et
constituent les éléments de base pour étudier les représentations des groupes réductifs
connexes. Soit Ag un tore déployé maximal. On fixe un parabolique minimal Py de G qui
contient Ag, de sorte qu’on appelle paraboliques standards les sous-groupes paraboliques
de G contenant Py ; et Levi standards les sous-groupes de Levi de G qui contiennent Aj.

1.2.1 Induction et restriction paraboliques

Soit P = M N un parabolique de G. L’induction parabolique est le foncteur :
i% : Repp(M) — Repp(G)

obtenu comme la composée de I'extension triviale de 'action de N via la projection P —
P/N ~ M et de l'induite normalisée de P a G. Signalons au passage qu’il n’y a qu’'une
seule induite de P & G. En effet, comme P\G est compact, les deux induites de la Définition
1.1.3.1 coincident. On définit la restriction parabolique, ou foncteur de Jacquet, associé a
P=MN:
r& : Repr(G) — Repg(M)

comme la composée de la restriction au sous-groupe P avec les coinvariants normalisés
vis-a-vis du radical unipotent N de P.

Proposition 1.2.1.1 ([Vig96, 11.2.1 & 11.5.13]). On a les propriétés classiques suivantes :
1. ces deux foncteurs sont exacts, et transitifs;

2. ils respectent l'admissibilité et la longueur finie ;

3. fr’g est ladjoint a gauche de z']GD ;
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4. ig commute a la contragrédiente.

La propriété d’adjonction entre ig et rg provient essentiellement de la Proposition
1.1.3.2 et est plus connue sous le nom de réciprocité de Frobenius. La derniere propriété
est & mettre en relation avec la Proposition 1.1.3.3 et signifie qu'on a i%(cV) ~ i%(0)V.
On peut se demander s’il existe des résultats similaires aux deux précédents, a savoir :
I'induction parabolique admet-elle un adjoint a droite? quid de la contragrédiente et de
la restriction parabolique 7 1l se trouve que ces deux questions sont intimement liées. Les
résultats sont bien plus partiels que dans ou R est le corps des nombres complexes. Ils sont
cependant valides [Vig96, 11.3.8] dans la sous-catégorie des représentations admissibles.
C’est parce que une représentation admissible est isomorphe a son bidual que la situation
se révele plus simple.

Soit P = M N un parabolique. On note P°P le parabolique opposé vis-a-vis de M. La
dualité de Casselman est valable pour les représentations admissibles :

Proposition 1.2.1.2 ( [Vig96, I1.3.8]). Pour tout parabolique standard P = M N et toute
représentation admissible m dans Repr(G), on a :

rg(ﬂ)v ~ rgOp (V).

Ceci entraine que rgnp est l’adjoint a droite de ig dans la sous-catégorie des représentations
admissibles de G. De plus, pour toute représentation o de M, on a :

Homg (i% (o), 7) ~ Homps (o, 7&" (7).

En procédant en sens inverse, il existe une condition nécessaire pour que la dualité de
Casselman soit valide. D’apres [Dat09], si la propriété de seconde adjonction est vérifiée,
alors, sont noethériennes, la catégorie Repr(G) et 'algebre de Hecke Hr(G, H) pour tout
pro-p-sous-groupe ouvert H de G.

Un lemme utile [MS14, Lem. 2.4.]. 1l existe un énoncé analogue de ce lemme en
termes de quotient et de parabolique opposé. Méme si on ne l'utilise pas par la suite, il
est signalé comme un corollaire immédiat a toutes fins utiles.

Lemme 1.2.1.3. Soit P = M N un parabolique de G. Soit o une représentation irréduc-

tible de M telle que la semi-simplifiée de rE(i% (o)) contienne o avec multiplicité 1. Alors

iIGD(U) contient une unique sous-représentation irréductible. De plus, la multiplicité de cette

sous-représentation est 1.

Démonstration. Tout d’abord, pour toute sous-représentation irréductible = C iIGD(U), on
a par réciprocité de Frobenius £ (7) — o. De plus, par exactitude du foncteur de Jacquet,
on a r5(o) € rE(i%(0)). On en déduit que la longueur du socle de i%(c) — 4.e. son plus
grand module semi-simple — est majorée par la multiplicité de ¢ dans la semi-simplifiée
de 7£(i%(c)). Comme i% (o) est de longueur finie, la longueur de son socle est au moins

1. O

Rappelons que toute représentation irréductible dans Repp(G) est admissible [Vig96,
I1.2.8]. On déduit de la dualité de Casselman :

Corollaire 1.2.1.4. Soit P = M N un parabolique de G. Soit o une représentation irré-

ductible de M telle que la semi-simplifiée de rE™ (i%(0)) contienne o avec multiplicité 1.

Alors ig(a) possede un unique quotient irréductible. De plus, la multiplicité de ce quotient

est 1.
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1.2.2 Cuspidales, supercuspidales, et support

Soit M; et My deux sous-groupes de Levi standards de G. On dit que M; est associé
a Mo s’ils sont conjugués. Pour deux sous-groupes de Levi associés M; et Mo, on dit
que m € Repp(My) est associée a my € Repp(Ma) si m1 est conjuguée a my. La classe
d’association de (M, ) est ensemble des (M’ 7’) tels que 7 est associée a 7.

Une représentation o dans Repp(G) est dite cuspidale si elle est annulée par tous
les foncteurs de Jacquet propre i.e. pour tout parabolique propre P = MN de G, on a
rE (o) = 0. Soit (m, V) une représentation irréductible de G. 1l existe alors [Vig96, 11.2.4]
un parabolique standard P = M N et une représentation irréductible cupsidale p de M
telle que 7 C i%(p). On définit le support cuspidal de m comme l’ensemble des classes
d’association de telles paires (M, p).

Proposition 1.2.2.1 ([Vig96, 11.2.20.]). La classe d’association de (M, p) est unique. On
dit dans ce cas que le support cuspidal est unique.

On appelle supercuspidale une représentation irérductible qui n’est sous-quotient d’au-
cune induite parabolique propre. Une représentation supercuspidale est cuspidale. Soit
(m, V') une représentation irréductible de G. Il existe alors un parabolique standard P =
MN et une représentation irréductible supercuspidale p de M telle que 7 soit un sous-
quotient de ig(p). Contrairement au cas complexe, le support supercuspidal n’est pas
unique en général pour les représentations modulaires. Il existe un contre-exemple dans le
cas fini [Dud18] — pour le groupe Spg(F,) quand ¢/¢*> +1 — qui a été relevé au cas p-adique
[Dat18]. En revanche, 'unicité du support supercuspidal est au moins vraie pour GL,,. Ce
résultat a d’abord été prouvé sur un corps p-adique [Vig96], puis a été étendu aux algebres
a division [MS14] :

Proposition 1.2.2.2 ([Vig96], [MS14]). Soit D une algébre a division de dimension finie
sur F'. Dans le groupe GLy, (D), le support supercuspidal est unique.

1.2.3 Banalité

Bien évidemment, les définitions précédentes ne sont pas vides puisqu’il existe des
exemples dans le cas modulaire de représentations cuspidales qui ne sont pas supercus-
pidales. On perd également la projectivité modulo centre le centre des représentations
cuspidales. Par analogie avec les représentations des groupes finis, les problemes inter-
viennent principalement quand la caractéristique du corps est « mauvaise » vis-a-vis du
pro-ordre du groupe G et des ses sous-groupes de Levi. Nous donnons la version la plus
forte pour la définition de [ banal.

Définition 1.2.3.1. On note [ la caractéristique de R. On dit que I’entier [ est banale
vis-a-vis de G si, ou bien [ = 0; ou bien [ # 0 ne divise pas le pro-ordre de G.

Remarque 1.2.3.2. Il existe des versions plus faibles pour définir la banalité [Vig96,
I1.3.9]. La premiére est d'imposer quand [ > 0 que la caractéristique [ ne divise ni |G/Z(G),
ni |M/Z(M)| pour tout sous-groupe de Levi M de G. Il y en a également deux autres encore
plus faibles qui sont impliquées par cette derniére version, a savoir : toute représentation
cuspidale d’'un Levi de G est supercuspidale ; toute représentation cuspidale d’un Levi de
G est projective modulo le centre. Rappelons [Vig96, I11.3.9] que la deuxiéme implique la
premiére car une représentation cuspidale projective modulo le centre est toujours super-
cuspidale. On emploiera le mot banal seulement pour se conformer a la définition que nous
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avons donnée. Nous mentionnerons parfois, et seulement a titre de remarque, ’hypothese
la plus faible qui marche, par exemple : banal faible; cusp = supercusp ; cusp = proj.

Remarque 1.2.3.3. Si G est abélien, [ est automatiquement banal faible puisque G ne
contient aucun parabolique et Z(G) = G. En particulier, deviennent tautologiques : cusp
= supercusp et cusp = proj.

Il faut prendre garde au fait que I'on perd en général des résultats incontournables du
cas complexe.

Proposition 1.2.3.4 ([Vig96, I1.3.]). On suppose que cusp = supercusp vis-a-vis de G.
Soient My un Levi standard de G, Py le parabolique standard associé et p1 € Repr(M;)
une représentation cuspidale. On emploie les mémes notations pour un sous-groupe de Levi
standard M.

1. si pa n'est pas associée a p1, les induites paraboliques igl (p1) et i%(pg) n’ont aucun
sous-quotient en commun ;

2. si pa est associée a p1, les induites paraboliques igl (p1) et iIGDQ(pQ) ont mémes fac-
teurs de Jordan-Hdlder.

En particulier dans le contexte cusp = supercusp, le support supercuspidal est unique.

Le fait suivant sera d’une importance capitale dans la Section 5.2.

Proposition 1.2.3.5. Soit G un groupe d centre compact Z(G). On suppose que £ ne
divise pas le pro-ordre de Z(G). Alors toute représentation projective modulo le centre
(resp. injective modulo le centre) est projective (resp. injective).

Démonstration. Soit x un caractere lisse de Z(G). On note Repr(G, x) la sous-catégorie
de Rep(G) des représentations qui ont pour caractere central x. Par définition, une repré-
sentation m est projective modulo le centre si elle a un caractére central y, et qu’elle est
projective dans la sous-catégorie Repp(G, xx). Comme Z est compact, ’hypothese sur ¢
entraine que la catégorie Repp(Z(G)) est semi-simple. Il vient alors une décomposition en
produit de catégories :

Repgr(G) = [] Rep(G,x).

XE/Z\R

Cette décomposition entraine que 7 est projective dans Repp(G). Le fait d’étre injective
se traite de la méme maniére. ]

Corollaire 1.2.3.6. Soit G un groupe da centre compact. On suppose que £ est banal vis-
a-vis de G. Alors toute représentation irréductible cuspidale est projective et injective.

Démonstration. En effet, la Proposition 1.1.1.2 implique en particulier que ¢ ne divise pas
en particulier le pro-ordre de G/Z(G). Donc toute représentation irréductible cuspidale
est projective et injective modulo le centre d’apres la Remarque 1.2.3.2. On peut retirer la
mention « modulo le centre » car, toujours d’apres la Proposition 1.1.1.2, £ ne divise pas
le pro-ordre de Z(G). O
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1.3 Extensions centrales et représentations projectives

Extensions centrales. Soit G un groupe et A un groupe abélien. On dit que F est une
extension de G par A si on a une suite exacte courte 1 — A 5 E 5 G — 1. Dans ce cas,
cela munit A d’une structure de G-module. En effet, si EE FE est un élément qui reléve g,
alors g.a = i~'(g i(a) 571) ne dépend pas du choix de ¢. Deux extensions F et E' de G
par A sont dites équivalentes (ou isomorphes) s’il existe un isomorphisme ¢ : E — E’ tel
que le diagramme suivant commute :

On a le théoréme de classification suivant :

Théoréme 1.3.0.1. [Wei94, Th. 6.6.3.] On suppose que A est doté d’une structure de G-
module. Le groupe de cohomologie H*(G, A) classifie les classes d’équivalences d’extensions
E de G par A telle que la structure de G-module induite par E sur A soit la structure
initiale de G-module sur A.

On dit que E est une extension centrale de G par A si A C Z(F). Ceci équivaut a dire
que la structure de G-module sur A est triviale. Donnons quelques idées pour interpréter
le théoréme précédent dans le cas des extensions centrales.

Soit E une extension centrale de G par A. Toute section ¢ : G — E détermine, via
I'application v € E — (p(u),i '(uo(u)~1)), une loi de groupe sur I'ensemble G x A.
Celle-ci est donnée par le 2-cocycle ¢4 (g, ¢') (a valeurs dans A) déterminé par o(g)o(g') =
i(cs(9,9))o(g9g’). Et toute autre section ¢’ : G — E définit un 2-cocycle qui lui est coho-
mologique. En effet, soit f : G — A telle que o'(g9) = i(f(g9))o(g). Alors ¢, (g,9) =
flgd)f(9) f(g) teo(g, g') cest-a-dire c,r = Of co. L'ensemble des 2-cocycles ainsi
construits définissent bien une classe de cohomologie dans H?(G, A). Réciproquement,
H?(G, A) identifie (3 équivalence preés) 'ensemble des structures de groupes qui font de
G x A une extension centrale de G par A.

On connait bien la structure des isomorphismes qui rendent une extension centrale
équivalente & elle-méme :

Proposition 1.3.0.2. L’ensemble des automorphismes ¢ de E tels que le diagramme :

1 A gp-r.@q 1
Ida iqs Ide
1 A—>F G 1

commute est en bijection avec les caractéres de G dans A.

Démonstration. Soit un tel ¢. On pose pour u € E, x(u) = ¢(u)u~!. On voit facilement
que : I'image de x est dans i(A); le noyau de x contient i(A) qui est distingué dans E.
De plus x est un morphisme de groupe : x(uu') = ¢(uu')(uu') ™t = ¢(u)p(u)u'~tut =
p(u)u'"tp(u)u~t car ¢p(u')u' "t € i(A) C Z(E). Ainsi,  se factorise en un caractére de G
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dans i(A), donc de G dans A par injectivité de 7. Réciproquement, on peut faire ’opération
inverse : a tout caractére y : G — A on associe un automorphisme ¢(u) = i(x(p(u)))u de
FE qui vérifie les propriétés escomptées. O

Corollaire 1.3.0.3. Si7 G est parfait i.e. égal a son propre groupe dérivé, alors les exten-
sions centrales de G au sein d’une méme classe d’équivalence sont toutes canoniquement
isomorphes.

Corollaire 1.3.0.4. Si G est parfait et si A est un groupe abélien fini de cardinal premier,
alors toute extension centrale non-triviale de G par A est parfaite.

Démonstration. On a pour tout u € E, p(u) € G = [G,G], ou |G, G| désigne le groupe
dérivé de G. Par surjectivité du morphisme de groupes p, il existe donc v’ € [E, E] qui
releve p(u) d.e. uu/~! € ker(p). En particulier, le morphisme de groupes p induit un mor-
phisme de groupes surjectif p|[E7 B [E, E] — G, qui ne peut étre un isomorphisme car E
est une extension non-triviale de G par A. Le groupe dérivé de E contient donc un élément
non-trivial de i(A), et cet élément engendre i(A) si A est de cardinal fini premier. O

Extensions centrales topologiques. On peut généraliser la discussion précédente au
cas des groupes topologiques. Soit G un groupe topologique localement compact et sépa-
rable, et A un groupe topologique abélien localement compact et séparable muni d’une
structure de G-module topologique (G agit sur A par homéomorphismes). Une extension

topologique de G par A est une suite exacte de groupes topologiques 1 — A = F Haoi
telle que ¢ soit un homéomorphisme sur un sous-groupe fermé de E et p induit un iso-
morphisme de groupes topologiques E/i(A) ~ G. Dans ce contexte, [Moo68] a défini des
groupes de cohomologie H&p(G, A) qui prennent en compte la topologie des groupes, et
qui redonne un résultat analogue au théoreme de classification précédent. Le groupe de
cohomologie HEOP(G, A) classifie donc les extensions topologiques de G par A.

Soit W un espace symplectique sur F' un corps local non-archimédien. On s’intéresse
aux extensions centrales topologiques de G = Sp(W). On munit G de la topologie issue de
F;et A= {£1} de la topologie discrete et d’une structure de G-module triviale. Grace a
[Moo68, Th. 10.4.], on sait que :

Proposition 1.3.0.5. H? (Sp(W),{£1}) = Z/2Z.

En d’autres termes il n’y a que deux classes d’équivalence d’extensions centrales topo-
logiques du groupe symplectique par {£1} : la triviale qui s’identifie au produit cartésien
Sp(W) x {£1} et un « revétement d’ordre 2 non-trivial », appelé le groupe métaplectique
réduit et noté §£)(W) Du fait que le groupe symplectique soit parfait, on déduit des deux
corollaires précédents que : premiérement, la classe d’équivalence d’un tel revétement est
canonique ; deuxiemement, le groupe métaplectique réduit est parfait.

Définition 1.3.0.6. Soit R un anneau. On le munit de la topologie discrete. On appelle
groupe métaplectique sur R la classe d’isomorphisme :

Sp(W) = Sp(W) x R*/ ~
ot ((g,€),7) ~ ((¢',€),7") & g =g et (e,7) € {(¢',7"), (=€', =) }.

Dit grossierement, on a « identifié » les {1} de chacun des deux groupes. On voit de
plus R* comme un sous-groupe de Sp(W) via I'inclusion évidente r» € R* > ((1,1),7) €

Sp(W).
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Remarque 1.3.0.7. Il faut bien faire attention au fait que ce groupe métaplectique n’est
pas exactement le groupe métaplectique classique quand R = C. En effet, C n’est habituel-
lement pas muni de la topologie discrete. Cependant, comme le 2-cocyle métaplectique est
localement constant sur Sp(W), le groupe métaplectique classique est a fortiori un groupe
topologique si C est muni de la topologie discrete.

Représentations projectives. Soit R un anneau. Une représentation projective de G
est la donnée d'un R-module S et d’'un morphisme de groupes G — PGL(S). Il existe
une philosophie pour traiter ce type de représentations : toute représentation projective se
releve en une « vraie » représentation d’une extension centrale du groupe en question. Cette
opération est réalisée a ’aide du produit fibré. Soit p : G — PGL(S) une représentation
projective de G. Alors le produit fibré Gg= G xpar(s) GL(S) de G et GL(S) au-dessus de
PGL(S) est une extension centrale de G qui reléve la représentation projective p en une
représentation ; de Gg via la projection sur la deuxieme coordonnée. Pour le reformuler
en terme de diagramme :

Gg —2L>GL(S)

T

G —L5% PGL(S)
Proposition 1.3.0.8. Sous les hypothéses précédentes, on a une suite exacte courte :

13 R =5 Gs—G—1 (1.1)

Démonstration. Pour tout g € G, on choisit un relevé M, de p(g) dans GL(S). Alors
G's s'identifie a lensemble {(g,AM,) | A € R*}. On voit facilement que le noyau de

la projection sur la premiére coordonnée Gg— G est {(1g,ANIdg) | A € R*} qui est
canoniquement isomorphe a R*. ]

On suppose maintenant que G est un groupe topologique. On munit .S de la topologie
discrete et GL(S) de la topologie de la convergence simple.

Proposition 1.3.0.9. Si le morphisme p : G — PGL(S) est continu, alors Gg est le
produit fibré dans la catégorie des groupes topologiques. A ce titre, la représentation définie
par p est lisse. Et la suite exacte :

15 R LGB G—1 (1.2)

entraine que CNJS une extension centrale topologique de G par R*.

Démonstration. La lissité découle du fait que Z est continu car c’est la seconde projection.
Il faut montrer ensuite que cette suite définit bien une extension topologique. Tout d’abord,
la topologie trace de GL(S) sur son centre R* est la topologie discrete. Et i(R*) est
Pimage réciproque par p du fermé {Ids} de GL(S), donc fermé. On vérifie facilement sur
un ouvert produit que p : és — G est ouverte, et réalise donc un isomorphisme de groupes
topologiques Gg/i(R¥) ~ G. O
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Sections locales et ouverts trivialisant. Une section locale de p : Gs — G est la
donnée d’un ouvert U de G et d’une application continue s : U — és telle que pos = Idy.
Quitte & translater (la multiplication par un élément est un homéomorphisme dans les
groupes topologiques), l'existence d’une section locale de p au voisinage d’un point est
équivalente a 'existence de sections locales de p au voisinage de tout point. De plus, on
dit qu’un sous-groupe ouvert K de G est un sous-groupe ouvert trivialisant s’il existe
une section s sur K telle que s : K — Gg est un morphisme de groupes et induit un
isomorphismes de groupes topologiques K x R* = p~}(K).

Proposition 1.3.0.10. S’il existe un sous-groupe ouvert trivialisant, alors il existe une
section globale de p.

Démonstration. S’il existe un tel sous-groupe ouvert, alors il existe une section locale
s: K — G qui soit continue. Quitte & translater par des représentants de G /K, on peut
supposer que cela entraine 'existence de sections locales s4 : gK — Gg de p. Comme les
ouverts gK sont disjoints, on peut recoller ces sections. O

La donnée d’une section globale o : G — Gg de p détermine alors un 2-cocycle to-
pologique i.e. continu. On le note encore ¢,. Celui-ci induit un isomorphisme de groupes
topologiques entre ’extension centrale topologique és et celle sur G x R* associée a la
loi de groupe du 2-cocycle en question :

Gg~ G x R*

ou la loi de droite (g,\).(¢',N) = (9¢',¢cx(g,9")A\N). Toute autre section globale ¢’ de p
differe de o par une fonction continue f : G — A telle que o(g) = i(f(g))o’. Le 2-cocycle
cor = Of ¢, est dans la méme classe de cohomologie que ¢, .

Pour finir, les isomorphismes d’extensions centrales topologiques sont les isomorphismes
d’extensions centrales qui sont des homéomorphismes. Ainsi, les seuls automorphismes
d’extension centrale topologique sont donnés par les caractéres continus de G dans R*.
Comme R* est muni de la topologie discrete, ces caractéres sont des applications locale-
ment constantes.



Chapitre 2

Contexte de la correspondance
théta

2.1 Rappels sur les espaces c-hermitien et leurs parabo-
liques

Généralités sur les espaces c-hermitiens. Soit D un corps — pas nécessairement
commutatif, mais de dimension finie sur son centre — muni d’une involution 7 7.e. d’'un
anti-automorphisme de carré l'identité. Soit W un espace vectoriel a droite sur D de
dimension finie. Soit & dans le centre de D tel que e7(g) = 1. Un produit e-hermitien est
une application sesquilénaire non-dégénérée <,> de W x W dans D telle que pour tout
w,w' e W, d,d €D :

<wd,w'd >=7(d) <w,w’ >d et <ww>=er(<w,w >)

Deux éléments w, w’ € W sont orthogonauz si leur produit < w,w’ > est nul. Deux espaces
e-hermitiens sont dits isométriques s’il existe une application D-linéaire bijective de I'un
sur Pautre conservant le produit. Les isométries de (W, <,>) dans lui-méme forment le
groupe des isométries de (W, <, >), aussi appelé groupe unitaire et noté U(W).

Lien avec les groupes « classiques ». Ces groupes d’isométrie U(W) généralisent
les définitions de groupes symplectiques, orthogonaux et unitaires. On note F' le corps
commutatif formé par les points fixes de 7 et E le centre de D. On suppose désormais que
le corps F' est soit fini, soit local non archimédien. D’apres [MVW87, Chap.1, 1.4], E est
une extension séparable de degré au plus 2 sur F. Dans le cas ou D est commutatif, on
a donc D = E et on choisit pour l'involution 7 le générateur de Gal(E/F). on retrouve
alors :

D commutatif
(E,e) | E=F,e =—1, charF # 2 E=Fe=1 [E:F]|=2e==1
uw) Sp(W) ow) uw)
Nom groupe symplectique groupes orthogonaux | groupe unitaires

TABLE 2.1 — Groupes classiques et espaces e-hermitiens.
On peut donner plus de précision [Vig96, Chap.1, I.4] sur le cadre qui motive ici ce travail :

o1
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F fini local non archimédien

D commutatif commutatif non commutatif
(D,E,F) | D=FEet|[E:F|<2|D=FEet[E:F|]<2| D corps de quat. sur £ = F

T <7 >= Gal(E/F) <71 >=Gal(E/F) involution canonique

TABLE 2.2 — Le cas fini et local non archimédien.

En résumé, quand D est commutatif, nous serons dans une des trois situations exposées
en fonction de la valeur de € : symplectique, orthogonale ou unitaire. Nous appellerons
groupes unitaires quaternioniques les groupes d’isométrie U(WW') obtenus quand D est un
corps de quaternions sur £ = F.

Remarque 2.1.0.1. On peut toujours se ramener a ¢ € {£1}.

Plan hyperbolique. On note D(a) les espaces e-hermitien de dimension 1 : si a €
D vérifie a = e7(a), on munit le D-espace vectoriel a droite D du produit e-hermitien
< d,d >= 7(d)ad’. On appelle plan hyperbolique e-hermitien, noté H, I'espace vectoriel
W = D? muni du produit e-hermitien :

< (dy,dy), (d},dy) >= 7(d1)dy + e7(d2)d) .

Sous-espaces totalement isotropes et série de Witt. Soit W un espace e-hermitien.
On dit que w € W est isotrope si < w,w >= 0. Si W contient un vecteur isotrope, on peut
montrer qu’il existe une isométrie entre H et un sous-espace vectoriel de W contenant w.
L’indice de Witt de W est défini comme le plus grand entier naturel m tel que mH soit
isométrique a un sous-espace vectoriel de W. Un sous-espace vectoriel X de W est dit
totalement isotrope si la restriction de <,> a X x X est nulle. Si X est un sous-espace
totalement isotrope de W, alors il existe un sous-espace totalement isotrope X* de W tel
que (X + X*, <, >) soit un espace e-hermitien isométrique a dim(X) H. Et il existe alors

1
un unique W0 qui est Porthogonal de X + X* dans W tel que W = (X + X*) @ W° que
'on note également W = X @ W9 @ X* quand il n’y a pas d’ambiguité. On dira alors que
X et X* sont en dualité via <,>. Notons que W9 est isométrique & X+/X.

Soit X un sous-espace totalement isotrope maximal de W et X™* un sous-espace dual.
En particulier on a dim(X) = m l'indice de Witt de W. On appelle partie anisotrope de
W la classe d’isométrie de W9, I'orthogonal de X @ X* dans W. Cette classe ne dépend
évidemment ni du sous-espace totalement isotrope maximal X choisi, ni de son dual. On
dit que la suite d’espaces e-hermitiens (Wj)ren est une tour de Witt construite sur W si

L
Wo = W et Wi1 est isométrique a Wy, & H. Enfin, on définit la série de Witt associée
a W : ce sont I'’ensemble des espaces e-hermitiens W' tels qu’il existe un entier naturel k

1 1
vérifiant, ou bien W est isométrique & W’ @ kH, ou bien W @ kH est isométrique & W’.
Pour finir, deux espaces e-hermitiens sont dans la méme série de Witt si et seulement leurs
parties anisotropes sont isométriques.

Espaces scindés, lagrangiens et polarisation compléte. On note Q(W) 'ensemble
des sous-espaces totalement isotropes maximaux de W. On dit que W est scindé ou
hyperbolique s’il est isométrique a une copie de plans hyperboliques. Ou dit autrement :
s’il est dans la série de Witt que I’espace vectoriel nul. En particulier, cela signifie que les
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éléments de Q(W) sont de dimension diméw) et que la dimension de W est paire. Quand
W est un espace vectoriel symplectique, les éléments de Q(W) sont également appelés
lagrangiens. Supposons W est hyperbolique. On appelle polarisation compléte de W toute
décomposition W = X + X* ou X et X* sont dans (W) (d’intersection nulle). Soit g €
U(W). Il existe alors d’uniques applications linéaires a € Homp (X, X), b € Homp (X, X*),
¢ € Homp(X*, X) et d € Homp(X*, X*) telles que g(w) = g(z + z*) = (a(z) + c(z*)) +
(b(z) +d(z*)). On note leurs adjoints vis-a-vis du produit hermitien a*, b*, ¢* et d*. Alors,
les morphismes correspondants pour ¢! sont d* € Hom(X, X), b* € Hom(X, X*) ¢* €
Homp(X*, X) et a* € Homp(X*, X*) i.e. g~z +2*) = (d*(x) +c* (%)) + (b*(x) +a*(x)).
En représentation matricielle cela donne pour W = X + X* :

. a b 1 s b
stg=1 . 4 alors g7~ = gt |

Action sur les drapeaux et paraboliques de U(W). Soit (W, <,>) un espace &-
hermitien. Soit ® = {0 ¢ X; ¢ --- & X, } un drapeau totalement isotrope. On appelle
type du drapeau ® la suite d’entiers {0 < dim(X;) < --- < dim(X,)}. On note Qypea) (W)
I’ensemble des drapeaux totalement isotropes de méme type que ®. Le groupe des isomé-
tries U (W) agit sur 'ensemble de ces drapeaux, et on note P(®) le stabilisateur associé a
.

Proposition 2.1.0.2. L’action de U(W) sur les drapeauz totalement isotropes préserve
le type des drapeauz et agit transitivement sur les drapeaux d’un type donné. Et linvariant
associé a une orbite est le type du drapeau. De plus, si ® est une drapeau totalement
isotrope, on a

Op ~U(W)/P(®) ~ Qtype(Q)(W)

Démonstration. Ce fait se déduit du théoreme de Witt [MVW87, Chap. 1] :

Théoréme 2.1.0.3 (Witt). Soit V' est un sous-espace vectoriel de W. Toute une appli-
cation linéaire injective f : V. — W qui respecte le produit e-hermitien i.e. Yv,v' € V, <
f(v), f(v) >=<v,v" > peut étre prolongée en une isométrie de W.

En effet, étant donné deux drapeaux de méme type, il existe toujours une application
linéaire injective qui envoie 'un sur un autre. Par le théoreme de Witt, on peut toujours
prolonger une telle application en un élément de U(W'). Donc pour tout drapeau tota-
lement isotrope @, I'orbite de ® est Op =~ U(W)/P(®) et s’identifie & Qyype(a) (W), les
drapeaux totalement isotropes de méme type que P. O

Par ailleurs, P(®) est le sous-groupe parabolique de U (W) associé a ®, dont on note
N(®) le radical unipotent. On sait que les sous-groupes de Levi de P(®) sont uniques a
conjugaison pres par un élément de N (D).

Paraboliques maximaux. On s’intéresse a une classe particuliere de drapeaux aux-
quels correspondent des sous-groupes paraboliques maximaux. Si X # {0} est un espace
totalement isotrope de W, {0 & X} est un drapeau dont on note P(X) = P({0 € X}) le
sous-groupe parabolique correspondant. Tout facteur de Levi M de P(X) est isomorphe
a GLp(X) x U(W?) ott WO est un sous-espace e-hermitien de W isométrique & X+ /X.
Le radical unipotent N(X) est un sous-groupe unipotent a deux pas, au sens ou il est en
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général extension de deux groupes additifs. Le premier, Nq(X), est central dans N(X) et
on a la suite exacte courte :

1 — Ni(X) = N(X) — Homp(W?, X) — 1

ott Homp(W? X) est le deuxiéme groupe en question (qui est évidemment abélien). Si
ce dernier est non-trivial, la suite n’est pas scindée. Décrivons explicitement ces groupes
pour une décomposition de la forme W = X & W0 @ X* :

1. on note A = {s € Hom(X, X*) | s* = —s}, alors on a l'isomorphisme n; : 2 —
Ni(X) :

S = O
= O »

1
s—ni(s)=10
0

2. une section (et pas un morphisme!) no : Homp (W%, X) — N(X) peut-étre choisie

comme : hh*

1 h b
hisna(h)=10 1 —h*
0 0

1

3. le Levi le mieux adapté a cette décomposition est alors donné par m : GL(X) x
UMWY — P(X) :

0

m: (a,u) —

o O Q
o 2 O

(a*)™!

Paramétrage de (W) dans le cas hyperbolique. Si W est hyperbolique, on se

donne une décomposition W = W, é (—W3) en espaces e-hermitiens, ou — W5 est un espace
e-hermitien construit a partir de W5 en remplagant simplement le produit e-hermitien <, >
de Wy par son opposé — <,> (et donc U(—Ws) s’identifie canoniquement a U(W3)). En
particulier cela implique que W7 et W5 sont dans la méme série de Witt. Pour Z; C W;, on
note Z;- orthogonal de Z; dans W;. On note P*(Z;) les paraboliques respectifs de U (W;)
stabilisant Z;. De plus, quitte a permuter ces deux espaces, on peut supposer que les indices
de Witt m; de W; vérifient m; < ma. Soit n; = dim(Wj;), alors ny — 2m; = ny — 2ma. La
décomposition de W induit un paramétrage de Q(W) :

Proposition 2.1.0.4. Il existe une bijection entre Q(W) et
{(Z1, Zy,®) | Z; sous-espace isotrope de W; et ¢ est une isométrie Zi-|Z, — Zy | Zo}.
L’action sur Q(W) de U(W1)U(Ws) plongés diagonalement dans U(W) est alors :
(ur,u2)(Z1, Z2, §) = (w1 21, upZ2, uap(ur) ™)

Il 2’y a qu’un nombre fini d’orbites pour cette action. Ces orbites sont au mombre de
m1 +1 et sont paramétrées par la seule dim(Zy). Enfin, le stabilisateur de (Zy, Za, ¢) dans

U(Wl)U(WQ) est :

{urug € UWN)UWa) | w12y = Z1,ugZa = Za,updur ™ = ¢}
= {U1UQ S Pl(Zl)PQ(ZQ) | Ug = ¢U1¢)71}
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1l est isomorphe a
(GL(Z1) x GL(Zy) x U(Zi/Z1)) % (N(Z1) x N(Z2))

m(ai,u) ny 0
via (a1, ag, u,ni,ng) —
0 m(az, pugt) ng

Démonstration. Soit Z un sous-espace isotrope maximal de W. On note 7 la projection
sur Wi parallelement a Ws. De méme pour s la projection sur Wy parallelement a Wi.
Ainsi m + w9 = Idyw. Z; = W; N Z est un sous-espace isotrope de W;, et on a ZZ-J- =mi(Z2).
En effet, l'inclusion Zi* D 7;(Z) est facile & vérifier. On montre ensuite qu’ils ont méme
dimension : W;/Zi- est de méme de dimension que Z; car il s’identifie & son dual. Donc
dim(Zi- © Z5) = dim(W1) — dim(Z;) + dim(Z3) et dim(Z; @ Zy) = dim(Zy) + dim(Ws) —
dim(Z3), ce qui donne : dim(Zi- © Z3) +dim(Z; @ Zy) = dim(W;) + dim(W3) = dim(W).
On déduit des égalités Z = m(Z2) D Zy = Z1®7a(Z) que ZZ-L et 7;(Z) ont méme dimension.
Pour finir, I'isométrie est induite par 'application z = z{- + 29 € Z + ma(22) € Z5. On
compose avec la projection Zs- — Z3 /Z et le noyau est exactement Z; @ Zy. C'est bel
et bien une isométrie en vertu de : < z,2 >=< z-, 24" > — < 23, 24 >= 0 pour toute
décomposition de z et 2’ dans Z = Zf‘ + ZQJ- (écriture n’est pas unique mais ces quantités
sont bien définies!).

Réciproquement, soit un triplet (Z1, Zs, ¢) satisfaisant aux hypothéeses de la proposi-
tion. Cette donnée permet de construire un sous-espace totalement isotrope maximal de
W par une opération inverse de la précédente en posant :

Z={n+mecW| 21 €2Z{ 2 € Zy et ¢(z1 + Z1) = 20+ Zo}

Enfin, de Z = Z{ © Zy = Z1 © Z3 et dim(Z;-) = dim(W;) — dim(Z;) on tire également
dlm(Zl) = dlm(Zg) + (m1 — mg)

L’action de U(W1)U (W3) plongé dans U (W) agit sur Z, et donc sur un triplet par I’action
décrite. Et la définition du stabilisateur donne immédiatement les assertions suivantes. [

On tire de ceci un corollaire extrémement utile qui permet d’expliciter un paramétrage
de doubles classes qui apparaitront, dans le calcul de la filtration de la section 5.1.2, quand
on voudra utiliser une version simplifiée du Théoréme 1.1.5.1 (lemme géométrique).

Corollaire 2.1.0.5. Soit X un sous-espace isotrope maximal de W. On identifie alors
QW) a G/P(X).

1. il y a une réunion croissante ouverte qui provient de la décomposition en doubles
classes de U(W) :

W)U (Wa)\U(W)/P(X) = | | O;
1=0

ot O; ={g € G| gP(X) e QW) vérifie dim(gP(X)NW1) =i}. Ceci signifie que
k

Ll O; est ouverte pour tout k € [0, m1].

=0

7=
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2. Le stabilisateur St; d’un élément Z € Q(W) ~ G/P(X) dans une orbite O; pour
Uaction du groupe U(Wh)U(W3) est isomorphe d

(GL(Z1) x GL(Z2) x U(Wy)) X (N(Z1) x N(Z2))

ot Z; = ZNW; et Wy ~ Zi- /74 2 Zy | Zy. 1l est contenu dans P'(Z1)P%(Zs) ou
PY(Z;) est le parabolique de U(W;) qui stabilise Z; = Z N W;. Et le stabilisateur
de tout autre élément appartenant a la méme orbite lui est conjugué, et est donc
contenu a conjugaison prés dans PY(Z1)P?(Zs).

Démonstration. Conséquence directe de la proposition précédente. O

2.2 Calcul du module d’un parabolique

Soit W un espace e-hermitien de dimension n sur un corps D. Avant d’expliciter le
calcul du module §p d’'un parabolique P de U(W), on fait quelques rappels utiles sur les
déterminants. Rappelons qu’il n’existe pas de corps non-commutatifs de dimension finie
sur un corps fini.

Déterminant, trace et norme réduites. Soit D un corps quelconque et W un espace
vectoriel & droite sur D de dimension finie. Soit G = GLp (W) 'ensemble des endomor-
phismes inversibles de W. On note [G, G| le groupe dérivé de G. Alors :

Théoréme 2.2.0.1. [Die43, Thm 1] Les groupes G/|G,G| et D*/[D*,D*]| sont iso-
morphes. On appelle déterminant de G le morphisme de groupe detp : G/|G,G] —
D*/[D*,D*]. Par définition, il vérifie la propriété universelle classique : il factorise tout
morphisme de groupe de G vers un groupe abélien quelconque.

Rappelons la définition de la trace et de la norme réduite pour les algebres centrales
simples. Soit A une algebre centrale simple sur un corps (commutatif) F'. Sa dimension
[A: F] = d? est un carré et on appelle I'entier naturel d le degré de A sur F. La norme
réduite et la trace réduite sont définis a 'aide des coefficients du polyndéme caractéristique
sur n’importe quel corps de déploiement, rendons cet énoncé plus explicite. Soit K une
corps de déploiement pour A, alors on définit pour x € D le polyndéme caractéristique de
r®pl € A®p K comme detg (X Id —2®p 1) = X%+ aq 1 XL+ + a9 € FIX].
Alors la trace réduite est Trda(z) = —ag_1, et la norme réduite est Nrda(x) = (—1)%a.
On note A° le noyau de la trace réduite et A' le noyau de la norme. Si A est scindé, on
obtient simplement la norme (déterminant) et la trace usuelles sur My(F).

Proposition 2.2.0.2. [Vig06, Prop. 1.3.5] On suppose que F' n’est pas de caractéristique
2 et que D/F est un corps de quaternions — donc d = 2. Alors D' = [D*, D*].

Définition 2.2.0.3. Pour unifier toutes les notations par la suite, on désigne par Npp :
G — F* le caractere :
— Nrdp o detp si D est un corps de quaternions sur F ou D = F est un corps
commutatif ;
— Ng/podetg si D = E est une extension quadratique de F', Ng/p étant la norme
associée.
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Remarque 2.2.0.4. On prendra garde au fait que, dans le cas d’un corps de quaternions,
sid € D, la quantité detp(d) désigne généralement — par abus de notation ! — le déterminant

du F-endomorphisme d obtenu par oubli de structure : D* — GL4(F') WU X Avec cette
convention, on a la relation detyp = ]\% /P Alors que dans le cas ou D = FE est une

extension quadratique de F', on a detp = Np,p. Et bien évidemment, Np,r = detp si
D=F.

Modules des sous-groupes paraboliques. Soit G un groupe réductif connexe sur
un corps local non-archimédien F' de caractéristique résiduelle p, c’est-a-dire les éléments
de G sont les points rationnels d’un groupe algébrique réductif connexe défini sur F.
Soit P = M N un parabolique de GG. On a une formule pour calculer le module de d’un
parabolique [Ren09, V.5.4.] qui est ici encore valable :

Proposition 2.2.0.5. Soit R un corps de caractéristique différente de p. Alors, pour tout
a€eM:

ép(a) =dn(a) = H |7(a)_mv—2m2v|F
YEX(P)

ot X(P) est le systéme des racines positives réduites de P (définies sur F') et m, la
multiplicité de v en tant que racine.

Démonstration. 11 s’agit de justifier que ceci est encore vrai dans R par un argument
de réduction. Dans le Corollaire 1.1.1.5, le module dp(c) apparait a la fois comme un
élément de R, et comme 'image dans le corps premier de R d’une quantité rationnelle
[0(K) : K] € Q. L’égalité est encore valable dans R puisque chaque terme qui intervient
est une puissance de p et a donc une image bien définie dans le corps premier de R. [

Ici, nous rencontrons un premier probleme : il n’y a priori aucune garantie que le
groupe U (W) msoit un groupe réductif connexe. Cependant :

Proposition 2.2.0.6 ([MVW87, Chap. 1, III.1]). Soit W wun espace e-hermitien sur
(D, 7). Le groupe U(W) est un groupe réductif connexe sur F' sauf si W est orthogonal. Au-
quel cas SUW) = SO(W) est un groupe réductif connezxe d’indice 2 dans U(W) = O(W).

Il faut donc préter plus attention au calcul du module dans le cas orthogonal. Soit W
un espace orthogonal sur D = F. Si l'on note SP(®) le stabilisateur dans SU (W) d’un
drapeau totalement isotrope ®, alors on a SP(®) est d’indice au plus 2 dans P(®). De
plus, il existe des éléments d’ordre 2 dans U(W)\SU(W). Par exemple, on choisit une
base orthogonale, on inverse le signe d’un seul élément de cette base :

[ ey 0
L | B |

On procede de méme pour P(®)\SP(P) si cet ensemble n’est pas vide. On en déduit que
0p = dgp car SP est d’indice fini, donc ouvert dans P. Et dgp(u) = 1 car u est d’ordre
fini. Donc la formule pour le calcul du module reste valable.

Nous donnons les valeurs du module pour des paraboliques maximaux dans les cas les
plus souvent rencontrés. W désigne un espace e-hermitien de dimension n sur (D, 1), d’in-
dice de Witt m. Soit X un sous-espace totalement isotrope de W de dimension dimp X = k
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et W = X + W% + X* une décomposition de W. Soit P(X) = M(X)N(X) une dé-
composition de Levi. On a un isomorphisme naturel M(X) ~ GLp(X) x U(W?). Pour
a = (a,u) € M(X), on note par abus de notation Np,r(a) au lieun de Np,p(c).

Proposition 2.2.0.7. Le module de P(X) est :
[D = F] én(a) = ND/F(G)n_k_E
[D = E] én(a) = Npyp(a)"™*
[D quat.] én(a) = Np,p(a)*—2+e
On résume ceci en une seule formule en prenant n = €,0,—5 et en posant detx(a) =
detF(Oé) e F* :
on(a) = |detX(a)|”_k_”.

Démonstration. On peut bien évidemment utiliser la formule de la Proposition 2.2.0.5 en
procédant pour les différents systémes de racines qui apparaissent. On choisit de procé-
der plutét par un calcul brut car cela se révele plus instructif quant a la forme de ces
paraboliques.

On a:
dp(a) =dn(a) = ]detX(a)]”’%&Nl(a).

Il reste a calculer ’action sur Ny. Pour ce faire, rappelons que :
Ny~ A={se€Hom(X,X") | s =—s}.

1
Dans ce cas, en notant Iy = la matrice carré de taille k avec seulement des

1 sur 'antidiagonale, on a :
A~ {scsp(D)|s=—71(e)llr(s)p}

S1,1 .- S1k Skk -+ Skl
ou s = : : — Igsly = : : donc Ip'sly est la transpo-
Skl --- Skk S1,k --- S1,1
sée vis-a-vis de l'antidiagonale. Les éléments antidiagonaux vérifient donc s;x41-; =
—7(e)7(Si ht1-i) i€ Sig+1—i € ker(s — s+ 7(es)). Ensuite, il n'y a aucun condition
sur la moitié supérieure gauche : on a simplement sy11—jpr1—i = —7()7(8i ;).

[D=F,c=—1etnpair] on a UW) = Sp,,,(F) et dn,(a) = |detX(a)](k_1)+2 =
| detx (a)|"+1;

[D=F,c=1] ona UW) = 0,(F) et dn,(a) = ]detx(a)|(k_1)+0 = |detX(a)]k_1 :

[D = E] on a dy,(a) = | dety(a)|* D! = | detx(a)|*;

[D quaternions, e = 1] on a oy, (a) = ]detx(a)|(k*1)ND/F(a)3 = ]ND/F(a,)

[D quaternions, e = —1] on a dy, (a) = |detX(a)\(k_1)ND/F(a) = \ND/F(a)]%_l.

|2k+1 .
)

2.3 Paires duales

Produit tensoriel d’espaces e-hermitiens. Soit W un D-espace a droite e-hermitien
de dimension finie. On dit que W = W ® p, W» est un produit tensoriel hermitien si : Dy
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est un corps dont le centre contient celui de D; W7 est un espace vectoriel a droite sur
D1 ; Wy est un espace vectoriel a gauche sur D; et a droite sur D ; les algebres associés
Endp, (W1) et End(p, py(Wa) sont stables sous I'involution adjointe (héritée du produit
e-hermitien!) de Endp(W). On peut voir W) comme un espace vectoriel e;-hermitien a
droite sur D1, et W5 comme un espace vectoriel a droite sur un corps Dy que l'on ne décrit
pas ici. Pour plus de détail, [MVW87, Chap. 1, 1.16].

Paires duales [MVW87, Chap. 1, 1.17-1.20]. Soit G un groupe. Un sous-groupe de
Howe de G est un sous-groupe de G égal a son double commutant. Une paire duale de G
est une paire (H, H') ou H est un sous-groupe de Howe et H' = Zg(H) est le commutant
de H. Bien évidemment, un produit de paires duales est une paire duale pour le groupe-
produit. Une paire duale balangoire de G est un couple de paires duales (H, H') et (K, K')
si HC K et K/ C H. On le représente grace au dessin suivant :

K H

H K’
Soit W un D-espace & droite e-hermitien de type 1 ou 2. Une paire duale (H, H') de
U(W) est dite réductive si H et H' sont réductives, et si W est semi-simple en tant que

D[H]-module, ainsi qu’en tant que D[H']-module. Elle est dite irréductible s’il n’existe pas
de décomposition orthogonale de W stable par D[H x H].

Proposition 2.3.0.1 ([MVW87, Chap. 1, 1.19]). Toute paire réductive duale de U(W') est
produit de paires duales réductives irréductibles. Les paires duales réductives irréductibles
sont de la forme :
— (U(Wh),U(W2)) pour toute décomposition de W en produit tensoriel hermitien
W = W1 @p Wy (sauf si un des facteurs est orthogonal hyperbolique de dimen-
sion 2 sur D' = F3 ou anti-hermitien de dimension 1 sur un corps de quaternions
D" avece D=F);
— (GLp,(X1), GLp,(X2)) si W est scindé de type 1, et X = X; @p Xo est une
décomposition d’un lagrangien X de W.

Le cas qui nous intéresse le plus dans ce manuscrit est quand W est un espace symplec-
tique de dimension 2n sur F. Il suffit donc de chercher les décompositions de W en produit
tensoriel hermitien. Soit tp,p € Homp (D, F) tel que la forme bilinéaire (d,d’) — tp,p(dd’)
soit non-dégénérée sur D (penser a un multiple de la trace réduite dans la majorité des
cas).

Lemme 2.3.0.2 ([MVW87, Chap. 1, 1.20]). Soient (W1, <,>1) est un espace €1-hermitien
a droite sur D et (Wa,<,>9) est ea-hermitien d gauche sur D, avec e1e9 = —1. Alors le
produit tensoriel W = Wy @ p Wa muni de la forme :

<< w ®w2,fw’1 ®w§ >>= tD/F(< wl,wll >1 T(< wg,wé >2))

est un espace symplectique. Inversement, toute décomposition de W en produit tensoriel
hermitien est de ce type.

Définition 2.3.0.3 ([MVW87, Chap. 1, 1.20]). Pour tout espace (W, <, >) anti-hermitien
sur (D, 7), 'espace (W,tp,p(<,>)) est symplectique sur F’, on dit qu'il est « déduit par
restriction des scalaires » de (W, <,>) et tp,p. Une paire duale dans U(Wp) différente de
({£1},U(Wp))) devient une paire duale de Sp(Wr) par restriction des scalaires.
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On connait la liste des paires duales irréductibles de Sp(2n, F') qui ne proviennent
pas par restriction des scalaires de Sp(2n/, F’) ou F’ est une extension de F telle que
[F": F]n’ = n. Elles sont de deux types. On pose d = [D : F] :

[type 2] (GL(m,D),GL(m/, D)), D corps de centre F\, n = mm/[D : F|;

[type 1, symplectique-orthogonale] (O(m, F),Sp(2m/, F)) avecn = mm' et O(m, F') #

0(27 F3) )

[type 1, unitaires] (Ut (m, D), U~ (m’, D)) avec 2n = mm'd, U*(k, D) est le groupe
des isométries d’une forme +-hermitienne & k variables sur D, et D'/F une ex-
tension quadratique ou un corps de quaternions avec m’ # 1 muni de I'involution
canonique.

On reproduit la description de [Kud96, I1.1] qui permettent de rendre ces cas beaucoup

plus clairs et explicites, dans le cas des paires ne provenant pas de restriction des scalaires.

Paires de type I. Soit (D, 7) une F-algébre munie d’une involution qui est : soit (F,1d);
soit (F, o) avec E/F quadratique et o € Gal(E/F') non-trivial ; soit (D, 7) une algebre de
quaternions de centre F' muni de son involution 7. Soient (W1, <,>1) et (Wa, <, >9) deux
D-espaces vectoriels €1 et eg-hermitien, avec e1e9 = —1. On peut identifier de maniere
canonique ’espace vectoriel a gauche W5 = Homp(Wa, D) et Wy vu comme D-espace
vectoriel a gauche (canonique elle aussi) : d x wy = waT(d). Cet isomorphisme est explicite,
et il est le suivant : wa > (P, : whH —< wae, wh >2). On notera toujours U(W3) le groupe
des isométries de Wy comme D-espace vectoriel a droite, mais il est facile de remarquer
que, pour la structure d’espace vectoriel a gauche, ces groupes d’isométries sont en réalité
canoniquement isomorphes. Le F-espace vectoriel W = W; @ p Wa est alors symplectique
pour la forme <<,>> précédente associée a tp,p. Le morphisme canonique :

i UWL) xUW,) — Sp(W)
(9,h) = g®h

induit un isomorphisme entre U (W7) et ¢(U(W7) x1). De méme pour U(W3). On confondra
dorénavant U(W1) et U(W3) avec leurs images dans Sp(W) par i.

Pour plus de clarté dans les énoncés, il sera fait référence a la classification suivante
dorénavant :

D commutatif D = F non commutatif £ = F
(E,F) E=F E/F quad. D/F quat.
(UMW), UWs)) | (Sp(W1), O(Ws)) ou (O(Wh), Sp(Wa)) | (U(W1),U(W2)) (UMW), U(W2))
Paires duales symplectique-orthogonale unitaires unitaires quaternioniques
de type 1 commutatives non commutatives

TABLE 2.3 — Paires duales de type L

Paires de type II. Soit D une algebre a division de centre F. Soient A et B deux
D-espaces vectoriels a droite de dimension finie sur D. On pose A* = Homp(A, D) ou
D est un D-espace vectoriel a droite sur lui-méme. A* est alors un D-espace vectoriel a
gauche, dont I’action sur un élément a* € A* est d.a* : a — d.[a*,a] ou [,] : A* x A — D
est le couplage canonique de A et A*. Pour tout h € Endp(A), on note h* I'adjoint de
h vis-a-vis de [,]. Soit maintenant X = A ®p B* et Y = B ®p A*, on a un couplage
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non-dégénéré :
[]: X xY — F
(a@b*,b®a*) — tpp(la”,a]b”,b])

out € Hom(D, F) sera la trace réduite de D/F en général. Le F-espace vectoriel W = X +
Y est alors un espace symplectique pour la forme << z1+y1, xo+y2 >>= [z1,y1]—[y1, 2].
Il y a un morphisme canonique :

GLD(A) X GLD(B) — Sp(W)
(9,h) = g () +he ()

Remarque 2.3.0.4. On peut éviter le recours aux espaces vectoriels a gauche, ou a la
dualité, en disant qu'un D-espace a droite s’identifie canoniquement a un D-espace a
gauche via d x v = v7(d). Il faudra cependant faire attention avec les représentations
matricielles car le plongement dépend de ces conventions.

2.4 Invariant de Leray généralisé et fonction z(g) a la Rao

Ces deux notions ont été exploitées pour le groupe symplectique dans [RR93] afin
de donner une expression explicite du 2-cocyle associé au groupe métaplectique de la
Définition 1.3.0.6. Ensuite, la définition de l'invariant de Leray a été généralisée dans
[Kud94] a tout espace e-hermitien dans le but de comprendre la restriction de ce 2-cocyle
a certains sous-groupes du groupe métaplectique. On suit la convention en « —e » qui est
celle de [Kud94, 1.], de sorte que l'invariant de Leray sera un espace e-hermitien.

L’invariant de Leray généralisé. Soit (W, <,>) un espace (—¢)-hermitien scindé sur
une algebre a division D. Le groupe des isométries G = U(W) de W agit sur les triplets de
lagrangien (X7, Xo, X3) € Q(W) via 'action canonique de G sur W. On peut attacher un
espace e-hermitien Lp (X7, X2, X3) & tout triplet de sorte que deux triplets (X7, X, X3)
et (X1, X%, X34) sont dans la méme orbite sous l'action de G si et seulement si les espaces
Lp(Xi, X2, X3) et Lp(X7, X5, X5) sont isométriques.

Soit donc (X7, X2, X3) un triplet de lagrangien de W. On reprend le développement
exposé dans [Kud94], qui est une généralisation des résultats de [RR93]. Il existe un élément
u € N(X1) tel que u(Xs2) = X3 si et seulement si XoN X1 = X3N X;. De plus, cet élément
est unique si et seulement si Xy et X3 sont transverses a X i.e. XoN X3 = X3NX; = {0}.

Dans un premier temps, supposons que X1, Xo et X3 sont transverses deux-a-deux.
Dans la base X1 @ X, cet élément u € N(X1) est de la forme :

_ | 1dx, p
“_[ 0 Idxgl

ou p € Hom(X3, X7). On peut aussi l'interpréter de cette maniére : si 'on note Idy = w1 @
73 la décomposition en projecteur vis-a-vis de X1 @ X3, alors u : (z1,22) — x1 + m3(x2) =
x1 + x9 — m(z2). Dot p = —m; sur Xy. On pose alors Lp(Xi, Xo, X3) = Xo, et pour
tout x,y € Lp, on définit (z,y)r, =< z,uy >=< z,py >. C’est un espace e-hermitien,
et deux tels espaces Lp (X1, Xa, X3) et Lp(X7, X5, X4) sont isométriques si et seulement
les deux triplets sont dans la méme orbite sous l'action de G [Kud94, 1.1].

Dans un second temps, on étend ces définitions au cas ou (X7, X2, X3) ne sont pas
deux-a-deux transverses. Soit M = X1 N Xo + Xo N X35+ X3N X, et M+ son orthogonal
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dans W. On pose Wy, = ML/M et X; v les images des X; N M+ dans Wj;. On définit
alors :

Définition 2.4.0.1. On appelle invariant de Leray associé a (X3, Xo, X3) l'espace e-
hermitien de dimension [ = % (dimp W — dimp M) :

Lp(X1,X2,X3) = Lp(X1,m, Xom, X3 0m)-

Remarque 2.4.0.2. De plus, il est prouvé, a l'aide du [Kud94, Lem. 1.2] dit de la dé-
composition en 5 a la Rao, qu’on a une bijection entre les orbites des triplets lagrangiens
sous 'action de U(W) et les classes d’isométrie de tels espaces Lp construits.

Les fonctions z(g) a la Rao. Soit (W, <,>) un espace (—¢)-hermitien scindé sur une
algebre a division D. On note n = %dimD W. Alors le choix d’une base orthogonale
adaptée pour <, > donne lieu & une isométrie entre (W, <,>) et (D", <,>) tel que pour
tout (z1,v1), (w2,y2) € D?" :

< (z1,91), (T2,92) >= 21."y] — eyr.'2]

pour lequel D** = X +Y, ot X = {(z,0) | # € D"} et Y = {(0,y) | y € D"} sont

deux lagrangiens de D?" mis en dualité par <,>. On choisit donc une base hermitienne

€1,.. . en, e, ... e de W qui réalise 'isométrie W ~ D?" de sorte que X soit engendré
par ej,...,e, et Y par e}, ... el,. On définit 7 € G par Te; = —¢ce) et Te, = e; pour tout
i € {1,...,n}. On a la relation 72 = —¢ Id. Pour tout sous-ensemble S C {1,...,n}, on

définit Wg comme le sous-espace de W engendré par {e;, e} }ics. Le complémentaire de S
est noté S, alors on a une somme orthogonale W = Wy + W3. De méme pour X et Y. On
définit 7¢ € G par 75 = T|WS @ Idw, pour la décomposition orthogonale W = Wg + Wg.
On a de plus la décomposition en doubles classes modulo P = P(X) :

n
G=|]|PrP
j=0

ou 7; = 7,5} et PrsP = P7;P si et seulement si j = [S]. Un élément g € G de la

forme :
_|a b
9=\ ¢ 4

dans la base W = X +Y est dans PP, ou j(g) = n — dimp ker(c) et ker(c) =
X N (g71X). La [Kud94, Prop. 1.3] inspirée de l'article de Rao est alors :

Proposition 2.4.0.3. Soient g1,g92 € G, il existe des éléments p,p1,p2 € P tels que :

g1 =pirip” " et ga = praps
avec : .
k1 = diag(Idw,, 7wy, Idw,, 7wy, Tw,n(p))
Ko = diag(IdWo y TW1s TWa s IdW3 y ’7'W4)
ot chaque bloc dans k; provient du [Kud94, Lem. 1.2], dit de la décomposition en 5 termes
d la Rao W =Wy + Wy + -+ Wy associé au triplet (X, g2X, gl_lX), qui met en jeu une

partition SoU---USy de {1,...,n}. Enfin, [’élément p = ep” est une matrice e-hermitienne
Id
non-dégénérée dans la classe d’isométrie de Lp(X,g2X, g7 X) et n(p) = [ 5(4 I(f ]
Yy

dans la base canonique de Wy = X4+ Yy,
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Soit v = Nrdp o detp. C’est la composée Nrdp o detp dans le cas quaternionique, et
simplement le déterminant sur D dans le cas commutatif.

Remarque 2.4.0.4. Quand D = F est une extension quadratique de F', le caractere v
est différent du caractere Np,p introduit dans la Définition 2.2.0.3. En effet, v = detg est
a valeurs dans E* alors que Np/p = Ng/p o detg est a valeurs dans F'*.

Le [Kud94, Lem. 1.4] assure alors que la définition suivante est consistante :
Proposition 2.4.0.5 ([Kud94, Cor. 1.5]). Soit g € G tel g = p17sp2 € P1sP, alors la
quantité :

z(g) = V(P1p2|x)

est bien définie dans E* /NE* si D/F est une extension quadratique, et dans F* /F*? si
D = F ou D/F est un corps de quaternion.

Pour terminer, voici une relation qui sera utile dans la suite :
Proposition 2.4.0.6 ([Kud94, Prop. 1.6]). Soit g1,92 € G et p = Lp(X,gX,9; ' X)
Vinvariant de Leray associé. On pose | = dimp p et t définit par la relation 2t = j(g1) +
J(g2) — 3(g192) — L. Alors :

z(g192) = x(g1)2(g2)(—€)'v(p).

2.5 Involution MVW

Soit F' un corps soit fini, soit local non archimédien. Soit F une extension quadratique
de F ou F lui-méme. On note 7 le générateur de Gal(E/F'). Soit W un espace e-hermitien
sur E, avec € € {£1}. D’apres [MVW87, Chap 4. 1.2], il existe un élément § de GLg(W),
7-linéaire (i.e. g(Aw) = 7(\)g(w) pour tout A\ € E et w € W) et tel que :

< dw, 6w >=<w',w >

pour tous w,w’ € W. Pour (m,V) € Repgr(U(W)), on définit la représentation 7° €
Repy(U(W)) par 7°(z) = m(6x6~1) pour tout = € U(W). Ce résultat généralise MVWS87,
Chap. 4 Th. II.1] au cas modulaire.

Théoréme 2.5.0.1. Soit R un corps. On suppose qu’il existe un compact owvert de U(W)
dont le pro-ordre est inversible dans R. Alors, pour toute représentation irréductible ad-
missible m de U(W) a coefficients dans R, les représentations ©° et w¥ sont isomorphes.

Démonstration. En vertu du Théoréme 1.1.3.7, ceci est équivalent a prouver que tr,s =
trpv en tant que distribution sur C°(U(W)). Comme U(W) est unimodulaire et que
§:x — dxd~ ! est de carré la conjugaison par §2 € U(W), on a pour tout f € C°(U(W)) :

trs (f) = tra(f°) et trov (f) = tra(f )

ott f7l iz fla™h et fO:x— f(d267"). Cela revient donc & prouver que :

tro(f) = tra(f7)

oto:x € G 6z~ 16! € G est un homéomorphisme qui est aussi un anti-automorphisme.
Pour montrer que la distribution trace est invariante par o, on utilise le Théoréme 1.1.3.8.
En effet, il reste seulement a justifier que 'action par conjugaison de U(W) sur lui-méme
est constructible, ce qui est vrai car elle provient d’une action algébrique, et que o préserve
les classes de conjugaison, ce qui est prouvé dans [MVW87, Chap. 4 Prop. 1.2]. O
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Quand U (W) est le groupe symplectique, un tel élément ¢ est un élément de GSp(W)
de facteur de similitude —1. On a un résultat similaire pour le groupe métaplectique réduit.

Théoréme 2.5.0.2. Soit R un corps. On suppose qu’il existe un compact owvert de U(W)
dont le pro-ordre est inversible dans R. Alors, pour toute représentation irréductible ad-
missible m de Sp(W) a coefficients dans R, les représentations 70 et V' sont isomorphes.

Démonstration. 1l s’agit d’appliquer & nouveau le Théoréme 1.1.3.8 avec o(z) = dz~ 1§ ou
la conjugaison par § a bien un sens dans SY)(W) d’apres [MVW8T7, Chap. 4 1.8] (on prouve
également ce fait lors du dernier point de la Proposition 4.3.0.4). Il s’agit principalement
de justifier deux choses : 'action du groupe métaplectique sur lui-méme par conjugaison
est une action constructible ; anti-automorphisme o préserve les classes de conjugaison.

La constructibilité vient du fait qu’une §f)(W)—orbite est toujours réunion de deux co-
pies identiques de Sp(W)-orbite. En effet, si 'on note p : Sp(W) — Sp(W) la projection,
alors pour toute orbite o dans Sp(W) pour I'action par conjugaison, I'ensemble p~1(0)
est évidemment stable par conjugaison et est réunion de deux Sp(W)-orbites chacune ho-
méomorphe a o. On vérifie que p~1(0) est réunion de deux Sp(W)-orbites si et seulement
si, pour tout (u,1) € Sp(W), lorbite de (u,1) ne contient pas (u,—1). De plus, (u,1) et
(u, —1) sont dans la méme orbite si et seulement s’il existe un élément z dans le centrali-
sateur de u tel que (z,1)(u,1)(z,1)~" = (u, —1). Or, le Lemme 4.2.2.3 montre que (z,1) et
(u,1) commute dans Sp(W). Donc (u,1) et (u,—1) appartiennent & deux Sp(W)-orbites
distinctes.

La préservation des classes de conjugaison se prouve comme dans [MVW87, Chap.
4 Prop. 1.8], bien que leur proposition ne concerne que les classes de conjugaison semi-
simples régulieres. On réemploie leurs notations et on procéde par récurrence pour prouver
le résultat en général. On montre I’hérédité, I'initialisation provenant des calculs explicites
dans Sp(W) pour W de dimension 2 i.e. 'unique extension centrale non triviale de SLo(F')
par {+1}. Soit g € Sp(W) ou W est de dimension 2m. Soit P son polynoéme minimal.
Comme dans [MVW87, Chap. 4 1.3], on décompose W = @;c;W;. Il n’y a que deux cas
dans lesquels on ne peut pas appliquer 'hypothese de récurrence : quand le polynoéme
minimal P est de la forme (X #+ 1)?™; quand le polynéme minimal est de la forme (X —
A)™(X — A~1)™. Dans tous les autres cas, on peut se ramener & I’hypothése de récurrence,
soit en décomposant W en une somme orthogonale stable, soit en considérant W comme
un espace symplectique sur une extension finie de F'. On vérifie dans chacun de ces deux
cas, en utilisant les modeles explicites et 'expression du cocycle métaplectique, que Sxo~ !
est bien conjugué a =1 dans Sp(W).

O]

2.6 Groupes « classiques »

On introduit les notations x et x pour l'induite parabolique de GL,, et de groupes
d’isométries comme les groupes orthogonaux, symplectiques, et unitaires.

Notation x de Bernstein-Zelevinsky. Soit n € N. On choisit comme parabolique
minimal de GL,,(F') le sous-groupe de Borel B,, des matrices triangulaires supérieures. Les
sous-groupes de Levi standards sont donnés par les partitions de ’entier n et sont donc de
la forme GLy, (F') x --- x GLj, (F) ot ny + - - - +n, = n. Soient deux représentations m; €
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Reppr(GLy, (F)) et m3 € Repp(GLy, (F)). On adopte les notations de Bernstein-Zelevinsky
ol Py, n, est le parabolique standard de GL,,, 45, (F') de Levi GLy, (F') X GLy, (F) :

m % my = Tndpy 2 (1) @ m3) € Repg(GL, 1y (F)).

Le produit que I'on vient de définir est associatif, on peut donc généraliser cette définition
a une famille de r représentations. Soient (ng,ng,...,n,) une suite d’entiers positifs, dont
on note « la partition de n = ny +- - - +n, associée. Soient (71, ...,7,) des représentations
de chaque facteur GL,,(F') et P, le parabolique standard de GL,(F') de Levi M, =
GL,, (F) x -+ x GLy, (F), alors :

TLX o X T = Ind%f"(F)(m R ®mp).

Notation x de Tadic. On adopte ensuite les notations de Tadic pour les groupes
d’isométrie. Soit W un espace e-hermitien avec D = E une extension quadratique de F
ou bien F' lui-méme. Alors la donnée d’un drapeau complet totalement isotrope fixe un
choix de tore maximal déployé et de parabolique minimal de U(W). Si I’on note m l'indice
de Witt de W et n sa dimension, pour toute suite d’entiers positifs a« = (mq,...,m,)
de somme my, = my1 + -+ +m, < m, correspond un sous-groupe de Levi standard de la
forme :

GLyp, (E) X +++ X GLyy,, . (E) x U(W,,)
ou W, est un espace e-hermitien de dimension n — 2m, qui est déterminé par le drapeau
complet totalement isotrope que 1’on a choisi. Les deux espaces W et W, sont dans la

méme tour de Witt et déterminent en ce sens des groupes d’isométrie du « méme type ».
Pour une représentation 71 de GLy, (E) et une représentation p de U(W(,,,)), on note :

T X p = Indg((:? (m1 ® p)

ot P, ) est le parabolique standard de U(W) de Levi GLy, (E) x U(W(,,)). Ce produit
est compatible au produit précédent au sens suivant. Soit a« = (n1,n2) et m, my des
représentations de chaque bloc GL,,(E), alors :

71 X (w2 X p) >~ (71 X m2) X p.
On notera donc indifféremment pour une famille de r représentations :
Ty X - X T X p,

pour signifier I'induite parabolique de m ® - -+ ® 7, ® p vis-a-vis du parabolique standard
de U(W) de Levi GLy, (E) X -+ x GLyy,, (E) x U(W,).

Compatibilité a (=) et (—)™YW. Comme l'induction parabolique normalisée com-
mute & la contragrédiente, on a (m x mo)Y =7 X 7w et (w x p)Y =m) x pY.

On suppose que E est une extension finie de F' de degré au plus 2. Soit ¢ un générateur
du groupe de Galois Gal(E/F). Soit X un espace vectoriel de dimension n sur E. Pour
toute représentation m de GL(X), on définit le c-conjugué de cette représentation “m de
7 de la maniere suivante. Le choix d’une base a de X détermine un isomorphisme a :
GL(X) = GL,(F). L’action naturelle de ¢ a droite se transporte en une action a gauche
que I'on écrit c.g = aocoa!(g) pour g € GL(X). On définit alors pour g € GL(X) :

(“m)(g) := m(c.g).
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Cette définition dépend bien évidemment du choix de base a que l'on s’est donné car
laction de ¢ sur GL(X) en dépend. Cependant, tout autre choix de base revient différe de
la représentation ¢ par un automorphisme intérieur de X, et donc la classe d’isomorphisme
de “m est bien déterminée et indépendante du choix de base. Bien évidemment, si £ = F
on a simplement ‘T = 7. On a alors une formule pour relier les notations de Tadic avec
I’action de I'involution MVW :

W

PMVW _ e s MVW,

(mxp

Lemme géométrique explicite a la Tadic. On peut interpréter le lemme géométrique
dans le cas ou les paraboliques qui interviennent sont des paraboliques maximaux de
groupes d’isométrie. Cette idée a d’abord été explicitée par Tadic [Tad95] pour les groupes
Span (F) et SOgy,11(F). Puis ils ont été étendu a d’autres groupes, le plus problématique
étant le groupe orthogonal scindé en dimension impaire [Ban99]. Les rappels suivants
[MTO02, 1.] sont ceux de article de Moeglin et Tadic.

On note :
R =D R(GL.(E)))
n>0
ou R(GL,(E)) désigne le groupe de Grothendieck de GL,,(E). L’opération X induit une
application bilinéaire R x R — R qui se factorise par m : R® R — R. De méme, on a une
comultiplication m* : R — R ® R qui est donnée par les foncteurs de Jacquet vis-a-vis
de paraboliques maximaux [Tad95, 2.]. Ces deux opérations munissent R d’une structure
d’algebre de Hopf.

On fixe une tour de Witt (W,,)n>0 de sorte que le premier élément Wy soit anisotrope.
Toutes les formes e-hermitiennes que 1’on considére sont « commutatives » i.e. telles que

D = E. On note S, =U(W,,) et :
R(S) = P R(Sn).

n>0
En fixant pour chaque W, un drapeau complet totalement isotrope (X;')o<k<n, on ob-
tient les paraboliques standards maximaux (P})o<k<n Vis-a-vis de ce drapeau. Pour une
représentation 7 de longueur finie de .S,,, on définit :

n

p(r) = Z [Rk(7)]ss

k=0
ou Ry, est la restriction parabolique vis-a-vis du parabolique standard F}!. Cette application
s’étend additivement en p* : R(S) - R® R(S). Enfin, x définit également un morphisme
X : R x R(S) — R(S).
Soit M* = (m®1)o("®@m*)osom* : R - R® R on, " est un morphisme qui
envoie une représentation irréductible m sur ¢(7V) et étendu linéairement & R; s permute

les éléments de R ® R au sens ou le tenseur élémentaire = ® y est envoyé sur y ® x, et on
étend linéairement a tout R.

Théoréme 2.6.0.1. SiT € R et o € R(S), ona :
W 5 @) = M*(x) i i*(0).

Remarque 2.6.0.2. En particulier, si ’on considére la représentation mxo = IndISD’% (T®0)
k

et que l'on veut analyser les constituants donnés par le lemme géométrique pour Ry (7 x o),
il suffit d’extraire de p*(7m x o) les termes qui appartiennent & R(GLy/ (E)) ® R(Sp—k)-
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2.7 Groupe orthogonal et groupe métaplectique

Les résultats précédents se généralisent de maniere assez immédiate a d’autres groupes
qui sont proches des groupes réductifs connexes sur un corps local non archimédien. Par
exemple, et cela suffira dans la suite, les résultats que l'on énonce sont vrais pour les
groupes orthogonaux — qui ne sont pas connexes en général — et les extensions centrales de
groupes réductifs connexes — en particulier pour le groupe métaplectique, qui est défini plus
loin. Excepté pour le groupe orthogonal scindé en dimension paire, les groupes de Weyl
sont les mémes que ceux de leur composante neutre. L’article de Goldberg et Herb [GH97]
contient les détails concernant 'unicité du support cuspidal pour les groupes non connexes
de quotient abélien fini, et dont on trouve un résumé rapide dans la these de Cohen [Coh13].
Cela se généralise a l'identique dans le cas modulaire. Pour les extensions centrales, un
parabolique est par définition I'image réciproque d’un parabolique classique. Les définitions
et propositions de la présente section se réécrivent sans changement majeur. Le cas du
groupe métaplectique est traité en détail par Hanzer et Muic [HM10], en particulier en
particulier en généralisant les résultats a la Tadic.
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Chapitre 3

Théoreme de Stone-von Neumann
et représentation métaplectique

Toute la suite imite scrupuleusement le développement de [MVW87, Chap. 2]. Nous
allons généraliser le théoreme de Stone-von Neumann qui sera dans la section 4 la pierre
angulaire pour construire, a partir d’une représentation projective du groupe symplectique,
la représentation de Weil. Le cadre est le suivant.

Groupe d’Heisenberg. Soit F' un corps qui est soit fini, soit local non archimédien. Le
nombre premier p désignera la caractéristique de F' dans le premier cas, et la caractéristique
résiduelle dans le second. On suppose de plus que la caractéristique de F est différente
de 2. Soit W un espace vectoriel de dimension finie (et paire) sur F', muni d’une forme
symplectique < , >.

Définition 3.0.0.1. Le groupe d’Heisenberg H(W,< , >), noté H dans la suite, est
I’ensemble W x F' muni de la topologie produit et de la loi de groupe :

1
(w,t).(w',t') = (w+w',t+t’—|—§ <w,w’ >).

On identifie F" avec le centre de H via t — (0, ).

Remarque 3.0.0.2. L’espace W peut étre identifié avec I’ensemble {(w,0) € H | w € W},
on prendra garde toutefois : ce n’est pas un sous-groupe de H.

Caractéres additifs. Soit R un anneau. On reprend les hypotheses du Corollaire A.1.1.12:

P(R) = {{€eR* | =1} ~7Z/pL si la caractéristique de F est positive;
WUY = {eeR* | Ik eN,& =1} ~Q,/Z, sinon.

L’ensemble F' r des caracteres lisses de F' a valeurs dans R est donc muni d’une structure
d’espace vectoriel sur F' de dimension 1. On rappelle que dans ce cas, on a un isomorphisme
entre Wg et W* = Homp (W, F) qui dépend du choix d’un caractére non trivial dans Fg.
Si l’on note v un tel caractere, I'isomorphisme associé est w* — (w — ¥ (w*(w))). De plus,
on a ici un isomorphisme canonique entre W* et W, qui est donné par w € W — (v’ —<
w,w’ >) € W*. On obtient donc un isomorphisme entre Wgk et W — qui dépend du choix
d’un caractére non trivial.

69



70 CHAPITRE 3

Remarque 3.0.0.3. Quand R est un corps, la condition sur pu?(R) impose que la carac-
téristique de R est différente de p. En particulier, il existe une mesure de Haar de W a
valeurs dans R.

Théoréme de Stone-von Neumann et représentation métaplectique. Avec les
notations précédentes, on a :

Théoréme 3.0.0.4. On suppose que R est un corps (de caractéristique différente de p)
tel qu’on ait les hypothéses précédentes sur pP(R). Soit ¢ € Fr un caractére additif non-
trivial. A isomorphisme prés, il existe une unique représentation irréductible (p,S) dans
Reppr(H) telle que, pour toutt € F, p((0,t)) = ¢(t)Ids.

On appellera représentation métaplectique associée a 1, toute représentation irréduc-
tible qui est dans la classe d’isomorphisme précédente.

Remarque 3.0.0.5. D’aprés la Remarque 3.0.0.3, ’hypothese sur la caractéristique est
superflue. On la signale toutefois pour rendre plus explicites les conditions sur R.

3.1 Preuve du théoréme

En ce qui concerne la preuve de ce théoréeme, nous allons d’abord donner de bons
candidats qui satisfont aux hypotheéses du théoréme, et nous montrerons enfin que ce sont
les seuls. Une premiere tentative naive et brutale serait de proposer l'induite compacte
g — ind# (1) du caractére 1) comme prétendante. Elle satisfait toutes les hypotheses du
théoreme, excepté l'irréductibilité. Néanmoins, il existe des induites plus fines qui vérifient
ce que nous souhaitons. En effet, nous montrons qu’il existe un sous-groupe fermé Ay O F
de H et un caracteére lisse 14 qui étend ¥ & Ap tels que § — indff 4, (¥4) est irréductible.

3.1.1 Construction de A et ¥4

Soit A un sous-groupe fermé de W. On définit l’orthogonal de A comme le sous-groupe
fermé AL = {w € W | Va € A, (< w,a >) = 1}. L’isomorphisme W ~ W permet alors
d’identifier A+ au groupe des caracteéres de W qui sont triviaux sur A, en d’autres termes,
les caracteres de W/A.

Lemme 3.1.1.1. Soient A et B deux sous-groupes fermés de W. On a :
1. (AHt =4;
2. (A+B)t =AtnB*;
3. si At + Bt est fermé, on a At + B+ = (AN B)*.

Démonstration. Les deux premiers sont faciles a prouver. Le troisiéme résulte des deux
premiers. Notons que la condition du dernier point est toujours vérifiée si A ou B est
compact. ]

On dit d’un sous-groupe fermé A C W qu'il est autodual si A+ = A. 1l existe toujours
de tels sous-groupes. Pour ne citer que les plus simples, sont auto-duaux, les lagrangiens
définis dans la section 2.1, et les réseaux auto-duaux. On les explicitera dans les exemples
de modeles explicites. Soit A un sous-groupe auto-dual de W. On pose Ay = Ax F C H.



3.1. PREUVE DU THEOREME 71

C’est un sous-groupe de H, dont 'image dans H/Ker(1)) est un sous-groupe commutatif
maximal.

Lemme 3.1.1.2. [l existe un caractére lisse 4 qui prolonge 1 a Ag. De plus, si p # 2
ou si A est un lagrangien, on peut choisir ¥4 trivial sur A.

Démonstration. Tout caractére qui étend ¢ & Ay doit vérifier pour tout a,a’ € A :

Ya((a,0))¥a((d’,0)) = va((a+d', 0))#}(% <a,a’>).
Si A est auto-dual et A = $A, en posant ¥4((a,0)) = 1, le caractére 14 est bien défini.
Il est évident que 14 est lisse. La condition A = %A est équivalente & p # 2 ou A est un
lagrangien. En effet, si p # 2, on a toujours %A = A. De plus, la caractéristique de F est
différente de 2 par hypothese. Quand p = 2, le corps F' est une extension finie de Q9. Si A
est un lagrangien, c’est en particulier un F-espace vectoriel et donc %A = A.

Donnons maintenant une preuve qui construit ¥4 de maniére inconditionnelle. On
est ramené a résoudre le probleme équivalent suivant : soit C' = F/Ker(¢), on cherche
a étendre v a D = Ap/Ker(¢). Ces deux groupes sont abéliens. Quitte a le choisir
suffisasamment petit, on peut prendre un sous-groupe compact ouvert L de W tel que
% < L,L >C Ker(¢). On pose B=LNAet By = BxF.On peut a ce moment-la étendre
1 trivialement & ouvert C’ = (B x F')/Ker(¢)) de D. Notons 14 ce prolongement. Soit
x € D\C’. On va montrer qu’on peut étendre 4 & C'+ < x >. On a que D/C’ ~ A/B
est un p-groupe. Donc ord(z) est la plus petite puissance de p telle que ord(z)x € C'.
Etant donné les hypotheses sur z?(R), on sait qu’il existe € R une racine ord(z)-éme de
Y a(ord(z)z) dans R. On se donne un tel u et on prolonge 1 4(c+k x) = 1 4(c)u*. Par mini-
malité de ord(z), ce prolongement est bien défini. Ainsi, si I’on se donne un prolongement
maximal 14, s’il n’est pas défini sur tout D, on peut toujours le prolonger. Par le lemme
de Zorn, on a donc un prolongement 14 défini sur tout D. Il est lisse car Ker(¢4) est un
sous-groupe ouvert de C’, lui-méme ouvert dans D. On obtient finalement un caractére
lisse de D qui étend v, donc de Ay en composant par la projection Ag — D. O

3.1.2 Pseudo-irréductibilité de § — ind’{, (¢4)

Proposition 3.1.2.1. Soit A un sous-groupe auto-dual de W, et soit S4 = h—indgH (Ya).
Alors tout sous-R[H]-module lisse de Sa est de la forme IS4, ot I est un idéal de R.

Démonstration. La preuve va se dérouler ainsi : nous allons d’abord montrer que 1’espace
Sa est engendrée par un ensemble de fonctions ., s indexé par des éléments w € W et
des réseaux L de W. Le but sera alors de prouver qu’étant donné un sous-R[H]-module
S" de Sy, tout élément f € S’ peut étre envoyée sur une fonction proportionnelle & x.p,r, ;
et ces coefficients de proportionnalité parcourt I’ensemble image de f. On se propose donc
de montrer que S’ = IS4 ou I est I'idéal de R engendré par les ensembles images des
fonctions de S’ i.e. I =< f(h) | h e H, fe€ S >.

Soit w € W et L un sous-groupe compact ouvert de W tel que AgN(w,0)(L,0)(—w,0) C
Ker(14). On appelle cette condition (%,). On peut toujours choisir un L,, suffisamment
petit de sorte que tout L C Ly, vérifie (). On définit x,, 1, de la fagon suivante :

Xw,L(CL(’LU,O)(l,O)) = ¢A((I)7 siae€ AH etlel
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Xw,r(h) = 0 sinon
Cette fonction est bien définie grace a la condition (). C’est un élément non trivial de

Sa, donc Sy # 0. L’ensemble {xu.1}wew, LcL, engendre S4 en tant que R-module.

Soit S" # 0 un sous-R[H]-module de S4. Soit f € S’ non nulle. Pour tout hy € H, il
existe un élément de l'algebre de Hecke de H qui envoie f sur f(hg).xw,r. En effet, soit
w € W. Quitte a translater, on peut supposer que la valeur de f en ((w,0)) est f(hg). Il
existe un sous-groupe compact ouvert L de W tel que L x Ker(1)) soit un ouvert compact
dans le fixateur de f et L vérifie la condition (k). Soit @4 une mesure de Haar sur A.
Soit ¢ et ® les fonctions localement constante a support compact dans A :

1
pla) = m¢(< —w,a >)lp1n4(a) et ®(a) =Ya((—a,0))p(a)
Alors
1
A¢(< w',a >)p(a)dpala) = m /LLmA¢(< w' —w,a >)dpa(a)
lsiw' e A+w+L
0 sinon

En effet,

/ P(<w —w,a >)dpala) = / (< w —w,a >)dpala)
LtnA L+A)+

vol LLﬂA ysiw' —weA+L

0 sinon

Remarquons au passage que pour h = (w',t) € H, la condition w’ € A+ w + L est
équivalente & la condition h € AgwlL.

Soit p(¢) lapplication linéaire qui & une fonction f de Sy associe :
s [ 6(a)f (ke 0)dua(a)
On a alors si h = (w',t) :
— [ st 0)ot@dpata) = [ v(< 0l >)ala,0) (B)dua(a)
= 1) [ w(< w0 >)e(a)duala)
A
= 1) [ (< v >)p(@duala)
A
f(h)ysiw' e A+w+ L
0 sinon

= f((w7 O))'Xw,L(h)
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On a donc p(¢)(f) = f(ho).Xw,- Comme ¢ est localement constante & support compact
dans A, un fermé de H, il existe un élément de ’algebre de Hecke de H qui étend ¢ et tel
que 'image de f par cet élément soit encore p(¢)(f). Finalement, on a bien S’ = IS4 ou
I est I'idéal de R engendré par {f(h) | f € S’, h € H}. O

Le corollaire suivant se déduit immédiatement de la Proposition 3.1.2.1.

Corollaire 3.1.2.2. S4 est un R-module simple si et seulement si R est un corps.

3.1.3 Deux exemples importants : modeles de Schrodinger et latticiel

Suivant que A est un lagrangien ou un réseau auto-dual, voici les deux exemples qui servent
de briques élémentaires a la construction ultérieure de la correspondance théta.

Modéle de Schrodinger. Soit W = X +Y une polarisation complete de W (cf. section
2.1). On pose A = X ; et on a bien A+ = X. On peut simplement prolonger trivialement
¥ a Apg d’aprés le Lemme 3.1.1.2, en posant ¥ 4((z,0)) = 1, Vz € A. On identifie S4 a
CX(Y) via f— (y— f((y,0))). Si h = (z +y,t), Paction de H sur I’espace de droite est
alors donnée par :

p(h)Fy) = 6(< o > 45 <y > +1) [y +)

Modéle latticiel. Supposons F local non archimédien. On note O ’anneau des entiers
de F et Pp son idéal maximal. Soit [, le niveau/conducteur de 1. C’est le plus petit entier
n tel qu'on ait Pp C Ker(z)). Soit A un réseau de W i.e. un sous-Op-module de type fini et
de rang maximal. On a alors A+ = {w € W |Va € A, < w,a >€ Pélb} C’est de nouveau
un réseau de W, qui peut s’exprimer facilement dans une base hyperbolique. Explicitons
les. Si (€;)ije[1,n] désigne une base hyperbolique de W et A = @ Prie; est un réseau, alors
Al = @Pﬁ;”_aie_i. I est auto-dual a condition qu’on ait [y, = a; + a—;. On suppose donc
cette condition vérifiée. D’apres le Lemme 3.1.1.2, il existe un caractére ¥4 de A x F tel
¥4((0,t)) = ¢(t) pour tout ¢ € F. Enfin, 'application linéaire f — (w — f((w,0))) définit
un isomorphisme entre S4 et les fonctions de C2°(W) qui vérifient :

fla+w) =Ya(<w,a>)f(w) , pour tout a € A et we W.

Et si h = (w,t), Paction de H transportée sur le sous-espace de C°(WW) en question est :

p(h) (') = (V5 < w0 >) (' +w).

3.1.4 Unicité (pour R un corps)

On suppose maintenant que R est un corps. Soit (7, V') une représentation lisse irréduc-
tible de H telle que F' agisse par un caractere non trivial 1. On va d’abord prouver que 7
est contenue dans la représentation droite pg de 'induite compacte S(H, ) = §—ind# (1).
On conclut alors en montrant que pgy est isotypique.

Soit donc (7, S) une représentation vérifiant les hypotheses du théoréme de Stone-von
Neumann. On note (7¥, V") sa contragrédiente, qui est non-nulle d’aprés [Vig96, 1.4.18]
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puisque R est un corps de caractéristique différente de p. On rappelle que pour tout
v € VV, l'action de H sur V'V est définie par 7V (h)d : v — ¥(m(h~)v). On note py et
pg, les représentations droites et gauches de S(H, ). Pour v € V et ¥ € V'V, on définit le
coefficient f3, : h — ¥(m(h)v). Cette fonction est & support compact modulo le centre F
de H. En effet, il existe un sous-groupe ouvert L de W tel que v et © soient invariant par
(L,0). Soit w € W tel que fi,((w,0)) #0 :

fop(w,0)) = d(x((w,0))v) =v(x
= P(<w,l>)
= P(<w,l>)
= P(<w,l>)

Comme R est integre, les égalités précédentes doivent étre vraies pour tout [ € L, cela
entraine que w appartient au sous-groupe ouvert compact L. Le support de [0 est donc
contenu dans LT, et finalement fop € S(H,v). On a un H x H-morphisme non trivial de
/' @ m dans pg X pg ol I'image du tenseur élémentaire ¥ @ v est fp, :

VYoV — S(H,p).

D’oti, pour ¥ # 0, on obtient par restriction un H-morphisme non trivial v — fi, qui
identifie (7, V') a une sous-représentation irréductible de (pgq, S(H,1)). Il reste maintenant
a prouver que pg est isotypique.

Soit W = X + Y une polarisation complete. On note S(U) = C°(U). On considere
la représentation de Schrodinger associée a 1) et A = X, notée (py, S(Y)). On définit une
dualité entre S(X) et S(Y') par :

<s s>= s'(2)s(y)y (< z,y >)dpx (x)dpy (y)
XxY
pour ' € S(X), s € S(Y), ou on a fixé deux mesures de Haar px et uy sur X et Y.
La contragrédiente de la représentation (py, S(Y')) s’identifie alors a la représentation de
Schrodinger associée a 1h~! et A =Y, c’est-a-dire (py-1,S(X)). On a donc, comme dans
le paragraphe précédent, un morphisme entre les représentations (p:[) ® py, S(X) @ S(Y))
et (pg % pa, S(H,v)). L'espace S(H, 1)) s’identifie d'une maniére naturelle & S(W). En ce
qui concerne, S(X) ® S(Y) cela parait moins immédiat. On prend 'unique morphisme de
S(X)®S(Y) — S(W) qui envoie un tenseur élémentaire s’ @ s sur le produit w = z+y
s'(x) s(y). Pour s’en convaincre, prenons 17, I'indicatrice d’un sous-groupe ouvert compact
L de W. Si L s’écrit sous la forme L=LNX 4+ LNY, on asimplement 1, = 1;~x1rny
qui est I'image de 1pnx ® 1ny - Sinon, on sait que K = LN X + LNY est un sous-groupe
ouvert compact de L. Par conséquent on a, pour u parcourant un systéeme de représentants

de L/K :
Ip(w) = Z Lyt i (w)

ueL/K

= Z 1 (w —u)

ueL/K

= Y liax(z—ue)liay (y — uy)
ueL/K

= > lugrzax (@) lurray (y)-
ueL/K
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Soit ¢ le morphisme de S(W) +— S(W) obtenu en composant
SW) ~S(X)@S8(Y) = S(H,¢) ~S(W)

On déduit que cette application est bijective du fait qu’elle ressemble & une transformée
de Fourier. En effet, 'image de I'indicatrice d’un compact ouvert 1y, :

wr= Z fluz+LﬁX:1uy+LﬁY((w70))-
ueL/K

En reprenant ’action explicite de H sur S(Y'), on obtient pour h = (w,0) :

fé,s((wao)) = < Sl,pw((w,O))S >
= / s'(2)Y(< y,wy > +
XxY

< Wy, Wy >

5 )s(y +wy) (< 2,y >)dux (z)dpy (y)

= (g <) [0 0= vy~ >)8 @)s()dx @y ()

= wé < wy, Wy >) oy Y([z +y, w)Y(< x,y >)s'(x)s(y)dpx (z)dpy (y)

= U <wpun>) [ o)) F((0.0)duw ()

ou le crochet est défini par [w',w] =< w’y,wx > + < wy,w, > permet d’identifier W
et son dual via w — [.,w], et la fonction 8 : v = x + y — (< x,y >) est localement
constante et posséde un inverse (pour la multiplication des fonctions). Ainsi, ¢ est la
composée de f +— [f, qui est un automorphisme de S(WW), et de la transformée de Fourier
sur S(W) plus un twist. Comme R est integre, la transformée de Fourier est bijective de
S(W) = S(W) d’apres la Proposition A.1.2.1. Ainsi, p, X pg est isomorphe & p; @ py, via
¢. De l'irréductibilité de py, on déduit finalement que (pq, S(H, 1)) est somme directe de
représentations isomorphes a (py, S(Y)). Cela termine la preuve.

3.2 Propriétés de la représentation métaplectique

On reprend les notations et les hypotheses précédentes, que ’on rappelle :

— R est un corps (de caractéristique différente de p) tel que :

P(R) = {{eR* | =1} ~7Z/pZ si la car. de F' est positive;
a Sl {¢€eRX | 3ke N, ¢P" = 1} ~Q,/Z, sinon.

— pour Y € Fp un caractére non trivial, la représentation métaplectique p, est
I'unique classe d’isomorphisme du théoréme de Stone-von Neumann ;

— pour tout sous-groupe auto-dual A de W, ona Sy =104— indg (104) est un modele
de la représentation métaplectique associée a v ;

— les représentations p, et pg désignent respectivement l’action par translation a

gauche et & droite de H sur S(H, ) = § — ind ().

H

Proposition 3.2.0.1. On a les faits suivants :

[contragrédiente] ,01\2 > py-1, de plus py-1 & py est isomorphe d pg X pg ;
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[influence de <,>] si a € F*, on a par abus de notation pgy = py © jo 0U ja est
lisomorphisme de groupes (w,t) € H(W,<,>) — (w,at) € HW,a <,>);

[somme orthogonale] si W = Wy @ Wy est une somme orthogonale, notons py, p}b, p?p
les représentations des groupes H(W, <,>), H(W1,<,>), H(Ws,<,>), et j l’ho-
momorphisme surjectif ((w1,t1), (wa,t2)) € (H(W1,<,>),H(W2,<,>)) — (w1 +
wa, t1 +t2) € H(W, <,>) dont le noyau est {((0,t),(0,—t) | t € F'}. Alors pyoj =~
Py @ Py i

[semi-simplicité] soit (p,S) une représentation lisse de H telle que p((0,t)) = (t)Idgs,
alors (si F est fini on suppose de plus R algébriquement clos) p est isomorphe d
une somme directe de copies de py i.e. (p,S) est py-isotypique ;

[admissibilité] si R est intégre, Sa = — indflIH (14) est un R[H|-module lisse admis-
sible ;

[absolue irréductibilité] Sa est absolument irréductible ;

[lemme de Schur] Sa vérifie le lemme de Schur i.e. Endgg)(Sa) = R.

Démonstration. [contragrédiente] Ces faits ont été vus dans la preuve de 'unicité.

[influence de <,>] + [somme orthogonale| Il s’agit de vérifier que ces représentations
vérifient les hypotheéses du théoréme de Stone-von Neumann. Ceci est assez immédiat au
vu des définitions.

[semi-simplicité] Si F est fini, comme H est un p-groupe fini et que la caractéristique de R
est premieére a p, la représentation p est semi-simple. Et chaque facteur irréductible est de
dimension finie et a comme caractere central ¢, donc est isomorphe a p,, par le théoréme
de Stone-von Neumann.

Supposons maintenant F' local non archimédien. Pour toute représentation lisse (p’, S’)
de H vérifiant p'((0,t)) = 1(¢)Idg, notons S’(¢4) I'espace des vecteurs s € S’ tels que
p'(a)s’ =1a(a)s’ pour tout a € Ag. Le foncteur S" — S’(14) des 1 4-invariants est exact
d’apres [Vig96, 1.4.11]. En effet, A x F est filtré par ses sous-groupes compacts ouverts,
dont les pro-ordres sont p>°, donc inversibles dans R. Utilisons py le modele de Schrédinger
construit précédemment. On a que S4(14) est de dimension 1. En effet, si f € Sx(v4) :

¢A((a70))f((w70) = pw((a,O))f((w,O)) = f((w70)(a70)) = f((av <w,a >)(w70))
= (< w,a>)pa(a)f((w,0))

Comme R est intégre, on obtient que (< w,a >) = 1 pour tout a € A. Donc le support
de fy,) est contenu dans A+ = A qui est un réseau de W. Ainsi, le support de f est Ay
et Sa(ta) est engendré par la fonction xo 4. Notons 5 = S(H, 1), et 74 l'espace des
fonctions f € 4 telles que py(a)pa(a’)f = wa(a)yy (a’)f pour tous a,a’ € Ay. On a vu
plus haut que p; X pg = py ® py-1, donc H#) est de dimension 1. Il est engendré par la
fonction définie par :

Yit(h)sih € Ag
fa(h) = xoa(h™!) =

0 sinon
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Fixons une mesure de Haar sur W telle que A soit de mesure 1. L’espace 5 muni du
produit de convolution est une algebre, et pour (p/,S’) comme ci-dessus, # agit na-
turellement dans S’. C’est le cas en particulier de J#4. L’opérateur p'(f,) est un pro-
jecteur de S, d’image S’(14). Soient alors S’ I'espace de I’énoncé, s € S(¢4), s # 0,
et S" le sous-H-module de S engendré par s. On a S’ = p(H#)s = p(H * fa)q, donc
S'(Ya) = p(fa)S = p(fax A x fa)s = p(54)s = Rs. Par exactitude, et grace au théo-
réme de Stone-von Neumann, S’ admet donc au plus un sous-quotient irréductible, i.e.
S’ est irréductible. Soit alors S” le sous-module de S engendré par S(14). D’apres ce qui
précede, S” est engendré par ses sous-modules irréductibles et est donc somme directe
de tels sous-modules. D’autre part S”(14) = S(¢4), donc par exactitude (S/S”)(¢4), et
comme précédemment S/S” = {0}. D’ou S = S”, ce qui achéve la preuve.

[admissibilité] On va montrer que § — Ind’{, (4) = — ind¥, (¥4) et utiliser le Lemme
1.1.3.5. Il suffit donc de montrer que toute fonction de h—Indﬁf " (14) est & support compact

modulo Ay. En effet, soit L un compact ouvert de W tel que (L, 0) soit dans le fixateur
de f. Soit w € W tel que f((w,0)) #0. Pourl € LN A, on a

f((w70)) = f((w,O)(l,O)) = f((lv <w,l >)(w70)) = 1/)(< w, ! >)1/)A((l70))f((w70))

d’olt 'on déduit que ¥(< w,l >) = 1p4((—1,0)). L'image de w dans W/(L N A)* est donc
bien déterminée. Comme (L N A)*t = L+ + A et L+ est compact, 'image de w dans W/A
est dans un compact bien déterminé. Le support de f est donc bien contenu dans un
compact modulo Ag.

[absolue irréductibilité] Soit donc R’ une extension de corps de R, et Sy = f—ind{, (¥4) un
modele de la représentation métaplectique pour un sous-groupe autodual A. Par propriété
de I'induite compacte, S4 ® R’ est simplement I'induite compacte de 14 vu comme un
caracteére a valeurs dans R, en d’autres termes, ce sont les fonctions lisses f: H — R’ a
support compact modulo Ay qui vérifient f(ah) =1p4(a)f(h) pour tout a € Ay, h € H.
Comme R’ est un corps, cette représentation est bien irréductible d’aprés la Proposition
3.1.2.1.

[lemme de Schur] L’admissibilité et I’absolue irréductibilité de S4 permettent d’appliquer
le lemme de Schur 1.1.3.6. D’ott End g)(Sa) = R. O

3.3 Opérateurs d’entrelacement Sy, — Sy,

On reconduit les mémes hypotheéses sur R qu’a la Section 3.2. L’unicité affirmée par
le théoreme de Stone-von Neumann entraine que pour deux sous-groupes auto-duaux de
W (cf. Section 3.1.1), les modeles construits sont isomorphes. Dans ce paragraphe, nous
cherchons & décrire explicitement 1’opération de changement de modele. Soient donc A
et As deux sous-groupes autoduaux de W. On suppose de plus que A + Ao est fermé. On
note 14, (resp. 14,) un caractere de A; g = Ay X F (resp. Az i) qui étend 1. On peut
alors définir explicitement un morphisme d’entrelacement entre S, et Su,.

Proposition 3.3.0.1. Soit ju une mesure de Haar sur Ay g N A g\As g = A1 NA\As d
valeurs dans R. 1l existe w € W, unique d addition prés d’un élément de A1+ Ao, vérifiant
la condition :

Ya € Al N A27 ¢A1((a7 0))¢A2((a7 0))71 = ¢(< a,w >)'
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Alors Uapplication qui a f € Sa, associe :

h — Ya, (a)_lf((w, 0)ah) du(a)
A1, aNAs g\ A2 g

est un isomorphisme qui entrelace les représentations Sa, et Sa, de H. On la note
IA17A27/—L7°J'

Démonstration. L’existence d’un tel w provient de l'isomorphisme entre W, W* et Wip.
L’unicité & addition prés d’un élément de A; + Az vient du fait que si w et w’ vérifient
la condition de 1’énoncé, alors pour tout a € A3 N Ag, on a (< a,w —w' >) =1 ie.
w—w' € (A N As)t. Or, Aj + Ay est fermé par hypothese, il suffit donc d’appliquer le
dernier point du Lemme 3.1.1.1 car A; et Ay sont autoduaux.

Ensuite, il y a un léger abus de notation puisque a — 14,(a)™ 1 f((w,0)ah) est une
fonction sur Ay fr. Mais cette fonction est invariante a gauche par Ay N Asg fr. Elle est bien
a support compact modulo Ay g N A g car 'hypothese A; + Ay fermé assure que I'image
de Ay g dans Ay g\ H soit fermée. D’oti la consistance de la notation (et la convergence
de l'intégrale). On montre ensuite facilement que la fonction intégrale définie est dans
Sa,. L’application de la proposition est donc un morphisme d’entrelacement entre deux
représentations irréductibles de H, c’est donc un isomorphisme si et seulement s’il est
non-trivial. Il suffit enfin de remarquer que I'image d'une fonction indicatrice x,, 7, de S4,
est bien non-triviale. O

Remarque 3.3.0.2. L’expression du morphisme d’entrelacement se simplifie grandement
si 'on peut étendre v trivialement a A; et Ao, ce qui est vrai d’apres le Lemme 3.1.1.2 si
p # 2,0usi A et Ao sont des lagrangiens. Ainsi, w = 0 convient et on obtient simplement :

IALAQ,Hf th— f((aa O)h)du((av 0))
AlﬂAQ\AQ

Remarque 3.3.0.3. Supposons que 1’on se restreigne exclusivement au cas ou les A; sont
des lagrangiens. Alors le lemme de Schur 3.2.0.1 entraine que :

_ x
IAQ,As,u’ o Lay Ay = IA17A37UH mod R

oll = signifie que ces deux opérateurs sont proportionnels & un scalaire de R* pres. Clest
précisément l'enjeu de l'article de [Per81] de déterminer dans le cas complexe de bons
choix de mesures, et d’établir ensuite les formules de composition de ces opérateurs d’en-
trelacement. On montre dans la Section 4.4 que cette stratégie s’applique encore et qu’on
obtient des formules similaires a celles de [Per81].



Chapitre 4

Le groupe métaplectique et la
représentation de Weil

On reprend les hypotheses et notations de la section 3 :

— F est un corps de caractéristique différente de 2, et qui est soit fini de caractéristique
p, soit local non archimédien de caractéristique résiduelle p;

— W est un espace symplectique de dimension finie (et paire) n sur F';

— R est un corps (de caractéristique différente de p) tel que :

P(R) = {EeR* [ =1} ~Z/pZ si la car. de F' est positive;
s T {€e R | JkeN, ¢ =1} ~Q,/Z, sinon.

— pour Y € Fr un caractére non trivial de F & valeurs dans R, la représentation
métaplectique py, est I'unique classe d’isomorphisme affirmée par le théoréme de
Stone-von Neumann 3.0.0.4;

— pour tout sous-groupe sous-groupe auto-dual A de W et tout caractére ¥4 qui
étend ¢ & A x F (cf. Section 3.1.1), la représentation S4 = f — inde (14) est un
modele de la représentation métaplectique associée & 1) (cf. Section 3.1.3 & Section
3.1.4).

On ajoute les hypothéses suivantes :

— on suppose que R n’est pas® de caractéristique 2 et contient une racine carrée de
p que 'on fixe dorénavant ;
— de la Section 4.5.3 a la fin, le corps R est supposé algébriquement clos.

On définit dans cette section la représentation de Weil. Elle est construite a partir
d’une représentation projective du groupe symplectique, qui est elle-méme obtenue a ’aide
du théoréme de Stone-von Neumann. Cette représentation de Weil est définie sur une
extension centrale du groupe symplectique par R*, que I'on montre étre Sp(W) x R*
quand F' est fini, et le groupe groupe métaplectique (cf. Définition 1.3.0.6) quand F' est
local non-archimédien. On montre au passage que le groupe métaplectique est localement
profini et que la représentation de Weil est lisse et admissible. On déduit de la Section

1. L’hypothese R de caractéristique différente de 2 assure que 'on retrouve les résultats classiques
concernant le groupe métaplectique et la représentation de Weil. Il serait intéressant de développer la
situation qu’en la caractéristique de R est 2, les constructions de [CT13] et les notres fonctionnant encore.
En effet, la Proposition 4.1.0.1 est encore valable. Le temps ne permet pas de plus développer ce point
dans ce travail malheureusement.

79
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3.1.3 des modeles explicites pour la représentation de Weil. Celle-ci possede également
des propriétés héritées de celles de la représentation métaplectique (cf. Section 3.2). Cette
partie est une généralisation des résultats de [MVW87, Chap. 2, II].

Ensuite, on exprime alors la loi du 2-cocyle associé pour le groupe métaplectique a
l'aide des méthodes de [Per81] et [RR93]. Pour finir, on se concentre sur la restriction
de la représentation de Weil aux paires duales (cf. Section 2.3), ou plutot aux relevés
de ces paires duales dans le groupe métaplectique. On retrouve les résultats de [Kud94]
concernant les scindages de ces paires et on donne les formules explicites pour la restriction
de la représentation de Weil selon les types des paires considérées. Cette section se clot
en définissant la représentation O(7), ainsi que les paires duales banalgoires et I'identité
seesaw.

4.1 Définition de la représentation de Weil

Soit (py, S) € Repr(H) un modele de la représentation métaplectique du groupe d’Hei-
senberg H. Le groupe symplectique Sp(W) agit sur H via g.(w,t) = (g.w,t). Cette ac-
tion fixe le centre de H, et préserve la représentation métaplectique au sens suivant : si
g € Sp(W), on note pf, : h = py(g.h), alors la représentation (pf,,S) est un autre mo-
dele de la représentation métaplectique. Par le théoréeme de Stone-von Neumann, elle est
équivalente & py i.e. il existe My € GL(S) tel que :

Mgpw(h)Mjl = py(g.h), pour tout h € H. (4.1)

Le lemme de Schur 3.2.0.1 assure qu'un tel M, est projectivement unique c’est-a-dire
unique a un inversible pres de R. On obtient ainsi une représentation projective p : g €
Sp(W) — Mg € PGL(S) du groupe symplectique. Appliquons-lui la machinerie exposée
dans la section 1.3 :

Proposition 4.1.0.1. Le produit fibré §]/)¢75(W) = Sp(W) x pgr(s) GL(S) de Sp(W) et
GL(S) au-dessus de PGL(S) reléve la représentation projective Sp(W) — PGL(S) via la
seconde projection. C’est une extension centrale de Sp(W) par R* et on a donc une suite
exacte courte :

1= R* 5 Spy (W) B Sp(W) — 1. (4.2)

Sauf dans le cas F =g et dimp W = 2, toutes les extensions centrales ainsi construites
sont canoniquement isomorphes. Si S et S’ sont deux modéles de la représentation mé-
taplectique associée a ), alors pour tout isomorphisme de représentations ¢ : S — S’,
Uapplication : N -
Spy,s(W) = Spy /(W)
(9, M) = (g.0Mo¢~")

est un isomorphisme d’extension centrale qui ne dépend pas de ¢, qu’on note ®g g.

Démonstration. On utilise les résultats de la Section 1.3 sur les extensions centrales de
groupes. Il est évident que tout ¢ € HomR[H](S, S’) induit un isomorphisme d’extension
centrale de §f)¢7 g(W) vers §f)¢7 g (W). Le seul point qui peut poser probléme est le caractere
canonique de l'identification pour deux modeles S et S’. Or, le lemme de Schur 3.2.0.1
assure que Hompy H](S, S’) est de dimension 1 sur R et que tous les éléments non-nuls sont
inversibles. Donc le morphisme de groupes :

M € GL(S) — ¢Mo ' € GL(S)
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ne dépend pas du choix de 1’élément non-nul ¢ € HomR[H](S, S’). Et comme le groupe
symplectique est parfait, excepté dans le cas exceptionnel SLa(F3), le Corollaire 1.3.0.3
entraine que tout automorphisme d’extension centrale Sp,, (W) — Sp,, ¢(W) est I'iden-
tité. Le morphisme Lg, M) — (g,¢M$~1) est donc le seul morphisme d’extension centrale
entre Sp,, (W) et Spy, ¢/(W). Et ce morphisme est compatible a la structure de produit
fibré. O

Pour voir ces extensions comme des extensions topologiques, nous avons maintenant
besoin de spécifier un modele S et d’étudier les propriétés de la représentation Sp,, (W) —
GL(S), ou S est muni de la topologie discrete et GL(S) de la topologie de la convergence
simple (cf. Section 1.1). Et transférer si possible les propriétés a toutes les autres extensions
a l'aide de ®g g/, qui sont manifestement continues pour la topologie en question. Il y a
un vrai leitmotiv pour aborder ce type de probléme, a savoir, toujours choisir le modele
explicite S le plus pratique au vu du contexte et de notre but.

Théoréme 4.1.0.2.
1. Si F est fini, il existe un homomorphisme de groupes continu Sp(W') — :9'\]/911,73(W)

qui scinde la suite exacte (4.2). A Uexception du cas exceptionnel F = Fs3 et
dimpW = 2, cet homomorphisme est unique.

2. 81 F est local non archimédien, un tel homomorphisme n’existe pas. En revanche,
il existe un unique sous-groupe Sp,, (W) de Spy, s(W) tel que la restriction de p d
ce sous-groupe soit surjective et ait un noyau d’ordre 2. Ce sous-groupe est ouvert,
et la restriction de p a ce sous-groupe admet des sections locales.

Démonstration. On munit donc Sp(W) de la topologie issue de F' et GL(S) de la topologie
de la convergence simple. Il s’agit de prouver que §f)¢7S(W) est bien un groupe topolo-
gique. Pour ce faire, il suffit de prouver la continuité de I'application Sp(W) — PGL(S)
précédente, o PGL(S) est muni de la topologie quotient GL(S) — PGL(S).

Dans le cas fini, le morphisme Sp(W) — PGL(S) est toujours continu puisque Sp(W)
est muni de la topologie discrete. Il reste a prouver l'assertion concernant le scindage
Sp(W) — Spy, s(W). Excepté dans le cas évoqué, le groupe symplectique est parfait. Ce
scindage sera automatiquement unique car il induit un isomorphisme d’extension centrale
Sp(W) x R* — Spy, (W), qui est unique d’apres le Corollaire 1.3.0.3. Enfin, le scindage
en question existe bel et bien en vertu du [Ste62, Th. 3.3.]. En effet, quand F est fini, le
groupe symplectique est son propre revétement universel au sens de [Moo68]. Cela signifie
que toute extension centrale du groupe symplectique est scindée.

Dans le cas local non-archimédien maintenant, il s’agit d’abord de prouver que la
représentation projective p : Sp(W) — PGL(S), définie & partir de S, est continue. On
montrera dans la Proposition 4.3.0.1 que si A est un réseau autodual de W, on peut relever
p: Sp(W) — PGL(S4) en une application continue Sp(W) — GL(S4). Donc Sp,, (W)
est un groupe topologique. On prouvera également dans la Proposition 4.3.0.1 qu’il existe
un sous-groupe ouvert trivialisant de Sp(W) pour p : Sp,, g, (W) — Sp(W). Cela mu-

nit SAf)WS (W) d’une base de voisinages de I'identité constituée de sous-groupes ouverts

compacts, donc Spy, g, (W) est un groupe localement profini. On voit ensuite facilement
que le morphisme ®g, ¢v défini dans la Proposition 4.1.0.1 réalise un homéomorphisme
Spy.s, (W) = Spy, ¢ (W) qui commute aux projections.

Ensuite, on prouve l’assertion sur le sous-groupe §1\3,¢,7 g(W). Quand R = C, [Wei64]
montre qu'il existe un caractere (continu) Ac — C* d’une extension centrale Ac de Sp(W)
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par C*, dont le noyau est gl\)(W), I'unique extension centrale non-triviale de Sp(W) par
{£1} (cf. Définition 1.3.0.6). Ce résultat a été étendu dans [CT13, §5]. Il est valable ici
étant donné les hypotheéses sur R. On en déduit qu'’il existe un caractere (lisse) A — R*
dont le noyau est également gl\)(W) On explique dans I’Annexe A.2 comment traduire ces
résultats dans notre contexte en identifiant Ag et Sp,, (W). On obtient donc un caractere

(lisse) %w7S(W) — R* dont le noyau gﬁw’s(W) est gl\)(W) D’apres le Corollaire 1.3.0.4,
le groupe gf’w,S(W) est parfait. De plus, il contient le groupe dérivé de é?)w (V). D’ou
[Spy,s(W),Spy, s(W)] = Spy, (W). O

Le groupe métaplectique éE)(W) provient de la Définition 1.3.0.6.

Corollaire 4.1.0.3. Soit (py,S) un modéle de la représentation métaplectique associée d

Y.

[F fini] excepté dans le cas exceptionnel ou Sp(W) = SLz(F3), il existe un unique

morphisme d’extensions centrales entre le produit cartésien Sp(W) = Sp(W) x R
et le groupe Spy, s(W).

[F local non archimédien] on fize une réalisation %(W) du groupe métaplectique, alors
il existe un unique isomorphisme d’extensions centrales topologiques Sp(W) —

:q?%,s(W)-

Définition 4.1.0.4 (Représentation de Weil.). Excepté dans le cas exceptionnel, on ap-
pelle représentation de Weil associée a W et 1) la classe d’isomorphisme wy, des représen-

tations obtenues en composant Sp(W) — é{)d),s(W) — GL(S). Dans le cas exceptionnel

il demeure une ambiguité : cela nécessite de préciser le plongement Sp(W) — E}Bw’ (W)
donc un caractere SLa(F3) — R*.

Cette représentation est lisse d’aprés la Proposition 1.3.0.9. Des questions plus ou
moins liées surgissent alors si I’on veut comprendre un peu plus le groupe métaplectique
et la représentation de Weil. Les sections 4.2, 4.3 et 4.4 seront ’occasion d’apporter des
réponses claires aux questions que ’on formule ici.

Question 1 : quels modeéles sait-on expliciter ?

En se servant des modeles explicites S4 de la représentation métaplectique (cf. Section
3.1.3), on obtient des expressions tout aussi explicites de modeles de la représentation
de Weil. On obtient alors les trois décalques de la représentation de Weil : & savoir les
modeles de Schrédinger, mixte et latticiel. Mais il en existe d’autres — au moins autant
que de modeles de la représentation métaplectique! — qui ne proviennent pas de cette
construction.

Question 2 : peut-on rendre explicite la loi de groupe de Sp(W) ou de §f)w7 s(W)?

Dans le cas non-archimédien, celle-ci est déterminée par la classe de cohomologie du
2-cocycle associé a une section globale de la projection p. La stratégie de Perrin [Per81] est
d’expliciter ce
2-cocycle dans le cas d'un modele de Schrodinger de la représentation de Weil (A est
un lagrangien). Comme le groupe métaplectique est scindé sur le groupe métaplectique
réduit, il suffit de connaitre la loi explicite dans ce dernier. [RR93] obtient par une autre
méthode un 2-cocyle dans la méme classe de cohomologie. On fait le lien entre ces deux
méthodes.
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Question 3 : quelles sont les propriétés de la représentation de Weil (lissité, admissibilité,
etc.)?

La réponse que I'on formule reprend le leitmotiv déja évoqué : on choisit le modele le
plus adapté a la situation, et I’on sait que c’est ensuite vrai pour toute la classe d’isomor-
phisme définie par la représentation de Weil.

4.2 Modeles explicites de la représentation métaplectique

4.2.1 Modeles de la représentation de Weil comme décalque des S,

On note (pg,f — Ind# (1)) la représentation ot H agit par translation & droite. Pour
tout sous-groupe auto-dual A de W, on peut voir le modele (py, S4) de la représentation
métaplectique comme contenue canoniquement dans pg. L’action de Sp(W) sur H donne
un isomorphisme I, : S4 — Sga qui a toute fonction f € Sy associe la fonction g.f : h
f(g71.n). L’action de H sur Sy4 via I, est donnée par :

Ig © pd(w7t) = pd(gw7t) © Ig-

En composant avec les morphismes I, a, .. de la section 3.3, on obtient :

! Iga,a.p,
Sa =5 Sga T Sy,

qui vérifie :
Tga,A e © g © pa(w,t) = pa(g.w,t) o Iga apw o Iy.
Ainsi : .
(9, Lga,Apw © 1g) € Spy g, (W).

Modele de Schriédinger. Soit W = X 4+ Y une polarisation complete. Identifions Y
a X* et réalisons p,, dans S(X*). D’apres la Remarque 3.3.0.2, I'opérateur Iox, x ,,w © Iy
devient :

rulgl s e (h s / (9-£)((a,0)h) du((a,0))).

XNX\X

Sig € P(X), on fixe y14 la mesure du singleton g X N X\ X comme égale a 1. Plus générale-
ment, on choisit des mesures 14 de sorte qu’on ait pour tout p € P(X), pgp = p14. La mesure
ptg ne dépend donc que de gX N X\X. Alors o : g € Sp(W) = (g,7,,[9]) € A%%SX(W) est
une section ensembliste de la projection p : Spr sy (W) = Sp(W). Ceci permet d’identifier
SA'E)% sy (W) avec le groupe Sp(W) x R* muni d’un 2-cocycle que I'on explicitera dans
la Proposition 4.4.0.7. Enfin, on a un isomorphisme canonique d’extension centrale entre
Sp(W) x R* et Sp(W) qui est donné par une section ¢ : g € Sp(W) — R*. Ainsi :

wy((g, M) f (") = M(g)rlglf («7).

En identifiant tout élément g € Sp(WV) a la matrice

d ] qui lui correspond pour la

décomposition W = X + X* on obtient finalement :
— sur le parabolique P(X) pour lequel ¢ =0 :

rlglf(z*) = \a*yéw(% <a*z bt >)fla*z") ;
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0 ¢t
— pour un élément de la forme . :

rolfa) = [ v(<aat >)fea)le dux @),

Modeéle de Schrodinger "mixte". Soit X un sous-espace totalement isotrope non nul
et non maximal de W. Identifions W & X + WY + X*. Soit (p%,SO) un modele de la
représentation métaplectique de H(W?, <, >). Réalisons la représentation métaplectique
de H(X + X*,<,>) dans S(X*). Alors S(X*) ® SV est un modele de la représentation
métaplectique de H(W, <,>). Soit P(X) le stabilisateur de X dans Sp(W) et j : P(X) —
Sp(W?) I'homomorphisme naturel. Notons p : Spy, g0 (W9 — Sp(WY) la projection. Soit
P'(X) Tensemble des (g, u) € P(X) x Sﬁf)wso(Wo) tels que j(g) = p(u). On consideére les
sous-groupes M'(X) = {(p,u) € P'(X) | p = m(a,u) € M(X)} et N'(X) = {(n,1) | n €
N(X)} de P/(X). Alors P'(X) est le produit semi-direct de M’(X) et N'(X). On définit
une représentation (g, u) —s Mg, u] du groupe M’(X) sur S(X*) ® SO ~ S(X*,5Y), en
posant pour f € S(X*,S°) :

M[g,a]f e |a|%M0f(a*w*), ou (g, Z) = (m(a,u), (u, M°)) € M'(X).

De méme, on définit une représentation de N’(X) en posant :
— pour g =ny(s) € N (X) et u=1,

Mg, u) f(z") = p(——F——
— pour g = ny(h) € Na(X) et u=1,

Mg, u]f(«*) = py,((h*x*,0)) f ().
Ces formules se prolongent en une représentation (g, Z) — M [g,ﬂ] du groupe P'(X).
En choisissant un lagrangien de W°, on a de plus (g, M[g, u]) € SPy,5x 1 xg (W) pour tout
(9,u) € P'(X). En particulier 'image réciproque P(X) de P(X) dans %%S)uxo (W) est
isomorphe & P'(X).

Modeéle latticiel. Supposons F' de caractéristique résiduelle différente de 2. Soit A un
réseau autodual de W (cf. section 3.1.1). L’hypothese sur F' permet d’étendre le carac-
tere 1 trivialement & A d’aprés le Lemme 3.1.1.2, ce qui simplifie considérablement les
changements de modele décrits dans la section 3.3. Pour g € Sp(W), A/gA N A est fini.
On le munit de la mesure de comptage. On sait alors que (g,M(g)) € Spy g, (W) et
M|g] = Iya,4 o I,. Pour rendre cet opérateur explicite, on a pour tout w € Weta e A :

Mlglf((w,0) = S (LAa,0w0) = Y (L") (g (a+w),0)).

acA/gANA a€A/gANA :

Ainsi, si K est le stabilisateur de A dans Sp(W), la formule se simplifie. Pour tout k € K,
on a :

MIk]f((w,0)) = f((k~ w,0))

Cela définit une représentation lisse de K car fly € C°(W).
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Remarque 4.2.1.1. Le modele latticiel existe en caractéristique résiduelle 2. Seulement,
le fait que le caractére 14 ne soit plus trivial sur A ameéne a des formules qui ne sont guere
exploitables. On les donne a titre de remarque. Des calculs peuvent aussi étre menés sur
ce modele. Soit A un réseau auto-dual de W et 14 un caractere qui étend p a A x F'. On
note K le stabilisateur de A dans Sp(W). On peut choisir ¥4 = 14 pour étendre ¥ a
kA x F = A x F. Ainsi, on peut choisir w; = 0 dans la Proposition 3.3.0.1. On trouve que
pour tout k£ € K, l'action de K sur S4 vu comme un sous-espace de C°(W) est donnée
par :

MIk]f((w,0)) = f((k™ w,0)).

Pour les mémes raisons que précédemment, cette action de K sur Sy est lisse. En re-
vanche, les formules pour tout g € Sp(WW') changent. En effet, si on choisit un systéme de
représentants de Sp(W)/K dans Sp(W), pour tout g € Sp(W), on a gA = gpA ou gg est
le représentant de g. Ainsi, en posant g4 = Vg4 : a € goA X F +— wA((go_la,t)) € R* et
en choisissant wgy, comme dans la Proposition 3.3.0.1, on a :

Mglf((w,0)) = > ©al(a,0)" (Iyf)((wgy, 0)(a, 0)(w,0)).

a€A/goANA

Ce que l'on peut développer en :

Mgl ((w,0)) = 0 < wo,w > ) x

> %al(a,0)” 1/1( <wo —w,a>)f((g7" (wg, +a+w),0)).

a€A/goANA

4.2.2 Un autre modele de la représentation de Weil

Soit (py,S) un modele de la représentation métaplectique de H. Soit g € Sp(W).
Fixons une mesure de Haar p, sur 'espace vectoriel W/Ker(1 — g). On vérifie que pour
tout s € S, la fonction w € W — (=282 )p((1 — g)w,0)s € R est constante sur les
classes modulo Ker(1 — g).

Si F est fini, on définit M[g] pour tout s € S :

. <w,gw > B
M[Q]S—/W/Ker(l g)w(72 )py((1 = g)w,0))sdpgw

Sinon, soit L un réseau de W/Ker(1 — g). Pour s € S, on définit un élément M|g]s € S
par :

Migls = [ (=02 )pu((1 = g)uw,0)) sy

Lemme 4.2.2.1. Pour tout s € S, Mps ne dépend pas de L au sens suivant : il existe
un réseau Ly C W/Ker(1 — g), et un élément noté Ms € S tels que si L est un réseau de
W/Ker(1 —g), si Ls C L, on a l’égalité Mps = Ms.

Démonstration. La preuve est identique a celle de [MVW87, Chap.2, Lem. I1.2]. O

Ce lemme définit une application M[g] : s — M s dont on vérifie qu’il est un endomor-
phisme. On obtient la propriété suivante :



86 CHAPITRE 4

Proposition 4.2.2.2. Pour tout g € Sp(W) et et tout h € H, on a ’égalité

Mglpy(h) = py(g-h) Mg].

De plus il existe c¢(g) € R* tel que
M[g~").M[g] = c(g)1ds.

On a done (g, Mlg]) € Spy, 5(W).

Démonstration. On renvoie encore a la preuve de [MVW87, Chap.2, Lem. 1.3 & Lem.
I1.4]. A noter que la non nullité de ¢(g) provient du fait que cette quantité est exprimée
comme la mesure d’un réseau de W. C’est donc une puissance de p, qui est bien inversible
dans R par hypothese. O

Lemme 4.2.2.3. Soient g1, g2 € Sp(W). Supposons que g1g2 = g2g1. Alors :
M(g1]Mg2] = M{g2] M [g1].

Démonstration. Une nouvelle fois, on renvoie & la preuve de [MVW87, Chap. 2, Lem. I1.5].
Un changement de variables w = g1 L' est effectué et dont le jacobien vaut :

’ det(gl_l‘W/Ker(l—gz)ﬂ - ‘ det(gllw)‘_l‘ det(.ql’Ker(l—gz)"

Ce sont des puissances de p, donc des quantités bien définies dans R. Ensuite, le premier
terme de droite vaut 1 car g1 € Sp(W). Un argument de [SS74, IV.2.] donne une description
explicite du commutant de go, et le second terme de droite vaut alors 1 lui aussi. ]

4.3 Propriétés du groupe métaplectique et de la représen-
tation de Weil

Sections locales, ouvert trivialisant et scindages. On suppose que F' est local non
archimédien. Soit GG un sous-groupe fermé de Sp(W), et G son image réciproque dans
Sp(W). On a une suite exacte :

1+ R*5G5G—1.
On dit que G est scindé dans Sp(W) s'il existe un homomorphisme de groupes (continu)
o : G — G qui scinde la suite ci-dessus. On dit alors que o est un scindage de la suite
exacte. Et dans ce cas, G ~ G x R* est une extension centrale triviale de G par R, et
deux tels scindages différent par un caracteére (continu) G — R*.

Les notions de sections locales et d’ouvert trivilisant sont définies dans la section 1.3.
Le groupe Sp,, (W) est celui de la section 4.1. Les deux premiers points de la proposi-
tion suivante completent la preuve du Théoreme 4.1.0.2, on reprend donc librement les
notations qui y étaient utilisées.

Proposition 4.3.0.1. Soit (py, S) un modele de la représentation métaplectique de H(W).
On a les faits suivants :

[groupe topologique] le groupe %¢7S(W) est un sous-groupe topologique de Sp(W') X
GL(S) ;
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[ouvert trivialisant] tout sous-groupe compact ouvert K de Sp@/ ) qui stabilise un ré-
seau autodual est un sous-groupe ouvert trivialisant de p : Spy, (W) — Sp(W) ;

[scindage canonique| s’il existe un scindage canonique G — G dans SA']J)M (W) pour un

modéle donné, alors il en existe également un dans g})(W) ;

[groupe dérivé] le groupe dérivé de S’va’S(W) est EE%,S(W): qui est l'unique extension
centrale non triviale de Sp(W) par {£1} ;

[unicité du scindage] tout sous-groupe /pprfait qui est scindé posséde un unique Scin-
dage, et celui-ci est a valeurs dans Spy, ¢(W).

Démonstration. [groupe topologique] Tout d’abord, le morphisme de groupe ®g g/ de la
Proposition 4.1.0.1 s’étend en un homéomorphisme de groupes :

(9. M) € Sp(W) x GL(S) + (g,6M¢~") € Sp(W) x GL(S")

ot les groupes linéaires sont munis de la topologie de la convergence simple (cf. Section 1.1).
Le groupe Sp,;, (W) est défini comme le produit fibré Sp(W) xpgrsy GL(S) C Sp(W) x
GL(S). C’est un sous-groupe topologique & condition que le morphisme p : Sp(W) —
PGL(S) qui permet de le définir soit continu. Il suffit de prouver l’assertion pour un seul
modele S et d’utiliser ensuite I’'homéomorphisme de groupes ®g g/. Le modele latticiel de
la Section 4.2.1 se révele particulierement pratique ici. On peut prendre K le stabilisateur
d’un réseau auto-dual A et considérer p : Sp(W) — PGL(S4). Alors, un morphisme de
groupes continu o : K — GL(S) qui reléve p|x i.e. red o 0 = p|g. Cest précisément
celui donné par M dans la description du modele latticiel, qui est une représentation lisse
de K, donc défini un morphisme de groupes continu K — GL(S). Ensuite, 'existence
d’une telle application o permet de construire une application ¢’ : G — GL(S) telle
que red o ¢’ est continue, et coincide avec p. En effet, soit (my) AeG/K un systeme de
représentant dans G des classes a droite modulo K. Soit r : G — GL(S) n’importe quelle
application qui reléve p. Alors pour tout A € G/K, on définit ¢’ sur 'ouvert fermé my K
par o’ : mak — r(ma)o(k). Cette application est bien continue car elle 'est sur chacun
des ouverts m4 K. Par construction, on a bien p =red o o’.

[ouvert trivialisant] D’apres le preuve du point précédent, le modele latticiel associé a un
réseau auto-dual A fournit un morphisme de groupes continu o : K — GL(.S) qui releve
p|k. Par propriété universelle du produit fibré, il existe un unique morphisme de groupes
continu ¢ : K — Spy, (W) correspondant a K — GL(S) et K — G. De plus, I'image
de ¢ est ouverte dans le groupe métaplectique. En effet, ¢(K) est I'intersection de deux
ouverts : p~'(K) d’une part ot p : Spy g, (W) — Sp(W) est la premicre projection; et
I'image réciproque de 'ouvert Uy , 1, par la seconde projection, ot 14 désigne I'indicatrice
de A dans C°(W). Enfin, ¢ est un homéomorphisme de groupes sur son image et c’est
une section (locale) de p. L’application ¢ induit donc un homéomorphisme de groupes :

(k,\) € K x R* = ¢(k).(1spm), ) € p~ (K.

On termine en transportant a tout modele S a 'aide de ®g, s (cf. Proposition 4.1.0.1).

[scindage canonique] Cela provient du Corollaire 4.1.0.3 qui identifie §f)(W) et é?)w’ s(W)
canoniquement.
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[groupe dérivée] Dans la preuve du Théoréme 4.1, il est mentionné que [CT13] prouve
existence d'un caractere Spy, ¢(W) — R* dont le noyau Sp,, (W) est une extension

centrale non triviale de Sp(W) par {£1}. En particulier, le groupe dérivé de ‘6’51#7 (W)
contient ce noyau. On conclut a 1’aide du Corollaire 1.3.0.4 que §I\)w7 (W) est parfait.

[unicité du scindage] Deux scindages o1 et o9 différent au plus d’un caracteére de G. En effet
ils induisent des automorphismes d’extensions centrales de G dans lui-méme. Et comme
G est parfait, cette automorphisme est I'identité, ce qui entraine que o1 et o9 sont égaux.
Enfin, les morphismes de groupes préservent les éléments dérivés au sens ou, si f : A - B
est un morphisme de groupes, alors f([A, A]) C [B, B]. Ainsi I'image de G par un scindage
est contenue dans le groupe dérivé de Spy, g(W) i.e. dans le groupe métaplectique réduit
Spy s(W). O

Corollaire 4.3.0.2. Soit ® ={0¢ X; ¢ --- & X,} un drapeau totalement isotrope dans
W. Soit le sous-groupe Py (®) ~ GL(®) x N(®) de P(®), qui est le noyau de la projection
sur le facteur unitaire UWY) ou W = X, + WY + X*. Il existe un scindage canonique
Pi(®) — Spy g(W) ou S est le modéle de Schridinger (mivte si X, n’est pas mazimal)
associé a la décomposition précédente de W. Tout autre scindage est donné par un ca-
ractére de P1(®), et tout sous-groupe de Pi(®) est donc canoniquement scindé. Il existe
un scindage o : N(®) — Sp(W) normalisé par P(®). A lexception du cas exceptionnel
Sp(W) = SLy(F3), ce scindage est unique et o valeurs dans Sp(W).

Démonstration. On a une inclusion canonique P(®) C P(X,). On va prouver la propriété
seulement pour les paraboliques maximaux, ce qui suffira. En ce qui concerne le radical
unipotent, c’est un groupe parfait, sauf dans le cas exceptionnel évoqué. Son scindage est
donc unique si P(®) en possede un, et il est facile de voir qu’il est normalisé par P(®).
L’existence du scindage canonique de P(®) provient des formules explicites liées au modéle
de Schrodinger (mixte si X, n’est pas maximal). O

Lissité, admissibilité et contragrédiente. La représentation de Weil wy, est lisse et
méme admissible. Ces propriétés se remarquent en utilisant le modele latticiel qui permet
de le prouver avec le moins d’effort.

Proposition 4.3.0.3. La représentation de Weil (wy, S) : Sp(W) — S’;w,s(W) — GL(S)
est lisse, admissible. Et a pour contragrédiente (wy-1,S).

Démonstration. D’apres la Proposition 1.3.0.9, la représentation wy, est lisse.

Pour prouver qu’elle est admissible, on utilise le modele latticiel. On suppose que F
est local non-archimédien. On choisit un réseau auto-dual A et on étend 1 trivialement &
A. Par définition, Sq = — indfﬁxvxxlﬁD (14). Soit K’ un sous-groupe compact ouvert inclus
dans le stabilisateur de A. Pour tout f € (Sa)% c C®(W), soit L un réseau de W tel
que :

— f soit bi-invariante sous L i.e. f((Il+w,0)) = f((w,0)) pour tout [ € L et w € W;

— pour tout k € K et tout [ € L, on a ¥4((k~1,0)) = 1.

On peut supposer que L C A quitte a choisir le réseau L N A. On a alors pour tout [ € L,
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pour tout k € K’ et tout w € W :
f((w,0) = f((w+1,0) = f(k~ (1 +w,0)) = f((k‘ll,% < k7w, k7N >) (k7 w, 0))
= a0 < wd ) (w,0))

1
= 1/1(5 <w,l>)f((w,0)).
Comme R est intégre et v est non-trivial, on en déduit que supp(f) € L* (cf. Section
3.1.1). Donc l'espace vectoriel des vecteurs fixes sous K’ est au plus de dimension |(A X
F)\(L*+ x F)/K'|.

Pour terminer, la contragrédiente de wy, est wy,—1 en utilisant I'identification des repré-
sentations métaplectiques ((py)",SY) =~ (py-1,S5) de la Proposition 3.2.0.1. O

Propriétés héritées de la représentation métaplectique. Les propriétés de la suite
proviennent de la Proposition 3.2.0.1 sur la représentation métaplectique. On reprend
librement les notations qui y étaient adoptées.

Proposition 4.3.0.4. On a les faits suivants :

[influence de <,>]| si a € F*, la représentation de Weil associée d l’espace vectoriel
symplectique (W, a <,>) et au caractére 1 coincide avec la représentation de Weil
associé a l'espace symplectique (W, <,>) et au caractére a1 ;

[somme orthogonale] si W = W1 @ Wy est une somme orthogonale, il existe un unique
(resp. canonique, dans le cas exceptionnel) morphisme de groupes :

%w,sl(Wl) X 57;’¢,52(W2) - SNI’w,S(W)

qui reléve le plongement Sp(W1) x Sp(Wa) — Sp(W) et commute aux projections.
Son noyau est R* plongé anti-diagonalement i.e. {((Lspw,)> A)s (Lspna) AH) A e
R>< } R

[influence de ] si b est un carré, wy.y est équivalente @ wy.

Démonstration. [influence de <, >] Ceci provient du point de la Proposition 3.2.0.1 cor-
respondant.

[somme orthogonale] Soient Wi, Wy deux espaces symplectiques, et W = W; & Wa leur
somme orthogonale. Pour i € {1,2}, on note S; un modele de la représentation métaplec-
tique H(W;, <,>). Un modele de la représentation métaplectique de H (W, <, >) est alors
S =51 ® 8, (cf. Proposition 3.2.0.1). On a un plongement Sp(W7) x Sp(Ws) — Sp(W), et
un homomorphisme GL(S;) x GL(S2) — GL(S) de noyau 'ensemble {(tIds,, ¢ 'Idg,) | t €
R*}. D’ott un homomorphisme :

(Sp(W1) x GL(S1)) x (Sp(Wa) x GL(Ss)) — Sp(W) x GL(S).

L’image de SAI/)w(Wl) X é})w(Wg) par cet homomorphisme est incluse dans é?)w(W) En
d’autres termes, il existe un homomorphisme (unique en dehors du cas exceptionnel) :

5+ Spy(W1) x Spy(W2) — Spy (W)
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de noyau R* plongé antidiagonalement dans le produit de gauche, commutant avec les
projections sur les groupes symplectiques, et équivariant pour l'action de R*. La repré-
sentation wy, o j est équivalente au produit tensoriel externe wy, 1 ® wy, 2, avec une notation
évidente.

[influence de ] On montre un résultat plus général qui concerne le groupe des simili-
tudes symplectiques GSp(W), qui agit sur H via v.(w,t) = (yw,N(v)t). L’application

h +— py(7.h) est une réalisation de py()., dans S. On a alors (v gy, M) € SPN(1).06,5 (W)

et (g, M) — (y"gy, M) est un isomorphisme de §f)¢’S(W) sur S‘f)N(V)_wS(W). Ce n’est a
priori pas un isomorphisme d’extension centrale puisqu’il ne couvre pas forcément ’identité
sur Sp(W). On obtient qu'’il existe un unique automorphisme (excepté dans le cas excep-
tionnel) de §f)¢’ (W) relevant la conjugaison par 7, qu’on note encore ~y :g— 1 g . Les

représentations du groupe métaplectique §|—> WN(r).a (y1 5 7v) et wy, sont équivalentes. En
prenant a € F* et v = a Idy € GSp(W), on obtient I'équivalence de wy (4.4 et wy, olt
N(vy) = a2 O

4.4 Expression du cocycle métaplectique

On suit ici de tres pres article de [Per81], qui, combiné & [CT13], permet de récupérer
les constructions des opérateurs d’entrelacement et la formule du cocycle que l'on va
présenter ici. Soit F' un corps local non-archimédien de caractéristique différente de 2 et
de cardinal résiduel g. On continue de noter p sa caractéristique résiduelle. On rappelle
qu’en début de section a été fixé un choix de racine carrée de p dans R. Cela détermine
une racine carrée de ¢ dans R sans ambiguité.

Définition 4.4.0.1. Soit X et Y deux lagrangiens de W. L’isomorphisme z — (y —<
x,y >) de W sur W*, restreint a X, induit un isomorphisme de X/ X NY sur (Y/XNY)*
noté Ayx.

Soient dx et dy des mesures de Haar sur X et Y, deux lagrangiens de W. Prenons une
mesure de Haar quelconque sur X NY notée dt; d’ou des mesures quotients dit et dy sur
X/XNY et Y/XNY. Notons |Ay x| (c’est une puissance de ¢!) le module de Ay x vis a
vis de di et de la mesure duale de dy vis-a-vis de ¢ (cf. Annexe A.1.2). Alors 'expression

| Ay X\%dy ne dépend pas de la mesure dt choisie sur X NY et on a une reformulation de
la Proposition 3.3.0.1 :

Proposition 4.4.0.2. L’opérateur
1.
Fex (D) = [ 5y 0mlAvx|ids
Y/XNY
défini sur les éléments de Sx entrelace les modéles de Schrondinger Sx et Sy. De plus,
Fyx = Fxv-

Démonstration. La preuve fonctionne exactement comme celle de [Per81, Prop. 1.2]. L’exis-
tence de mesure auto-duale provient du choix d’une racine carrée de gq. O

Remarque 4.4.0.3. Remarquons également que 'opérateur Fy x est simplement 1’(1)pé—
rateur 14, A, ;ux .y ,0 de la section 3.3, ot A} = X et A2 =Y pour la mesure pu = |Ay x|2dy.
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Remarque 4.4.0.4. Prenons garde au fait que Fx x n’est pas I'identité mais dépend du
choix des mesures dx et dy faites sur X et... X! Sauf mention du contraire, quand un
méme lagrangien apparait plusieurs fois dans une expression, on considérera que la mesure
choisie est toujours la méme.

On cherche alors a connaitre les régles de composition de ces opérateurs. Cela nécessite
des résultats de [Wei64] qui ont été généralisés par [CT13]. Avec leurs notations, il suffit
d’évaluer en z* = 0 leur [CT13, Prop. 3.3] pour obtenir :

Proposition 4.4.0.5. Soit Xy un F-espace vectoriel de dimension finie et Q une forme
quadratique non dégénérée sur Xo. On note p l’endomorphisme symétrique associé au
caractére du second degré ¥ o Q : x — Y(Q(x)). Il existe un élément de R* noté w(y o Q)
tel que l'on ait pour tout f € C°(Xy) :

_1
| # = 210@Q@)dady = w0 QI * [ f(a)do
XO Xo XO
ot |p| est le module de p : x € Xo — p(x) € X§ avec p(x) : u — p(z)(u) = Q(x + u) —
Q(z) — Q(u) et la mesure de sur Xg est la mesure duale vis-a-vis de 1 de la mesure sur
Xo.

Si @ est dégénérée, on notera w(1oQ) le scalaire correspondant a la forme quadratique
induite sur X/ ker(Q). On convient que w(0) = 1. Le scalaire en question est le facteur de
WEeil qui vérifie toutes les identités bien connues — que I'on ne rappelle pas ici. On renvoie
a [CT13, §3] pour ces propriétés. Perrin fait un choix de convention, devenu non-standard
par la suite, en définissant le facteur de Weil de @ comme celui de %Q, principalement
pour ne pas avoir un facteur % dans ses expressions plus loin. Nous ne suivons pas son
choix car, partout ailleurs dans la littérature, ce facteur apparait. Ainsi, le [Per81, Th.
1.4.] reste valable :

Théoréme 4.4.0.6. Soient X1, Xo et X3 trois lagrangiens de W, munis de mesures de
Haar quelconques. On leur associe la forme quadratique Q(X1, X2, X3) = Q123 définie sur
l’espace X1 x X9 X X3 par

ngg(wl,xg,xg) =< T1,x2 >+ < T2, x3 >+ < T3,T1 > .

Alors :
1
]:X1X2 O]:XQXS = W<¢ © (5 Q(XlaXQ,X?))))]:Xng,'

Démonstration. Les calculs explicites d’intégrales effectués par [Per81] restent valables
grice a la proposition clé précédente [CT13, 3.3.]. Le seul fait délicat concerne les change-
ments de mesure pratiquées dans les intégrales, examinons ceci de plus pres. Comme dans
la preuve de Perrin, il suffit d’étudier le cas ou X7 est est transverse a Xo et Xs.

1 1
-&&Wma=A<AmwﬂwW%WMmMﬁMmWﬂ
1 2 3 2

- /X1 (/xmxg\XQW_; < msy, my >) f(my + x1,0)) x

1 1
|AX2X3 ’2dy) ’AX1X2 | 2dxq
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ou m; P s est la décomposition en projecteur vis-a-vis de X1 @ X3. Or,ona m : Xo & X3
qui se factorise en X5 N X3\ Xs — X7, on note alors %1 la bijection réalisé sur son image.
Soit W’ un complémentaire de Im(71) dans X;. L’intégrale se réécrit alors par changement
de variable :

1
/ </ / (=5 < may,my >) f((my +y +w',0)x
1\ JX2nX3\ X2 J XoNX3\Xo 2

Lo~ 1
Ao |yl 7y 71 ) A, B
et en utilisant la proposition précédente, on obtient :

1 o~ 1
J(wtwo@lad [ 0) A Ry ) A
w’ XQﬂXg\XQ

ol @ est la forme quadratique y — —% < my, w3y > sur Xo N X3\ Xs. Enfin, il reste a
montrer que :

w(th 0 Q)| Ax,x, || Ax, x5 7|0 2 /X F((21,0))da1 = w(th 0 Q) Fx, x, £(0)

c’est-a-dire que :
1 1 _1 1
|Ax, x5 12 [Ax, X, 12 10|72 = |Ax, x5 |2

Or on peut réécrire Ax, x, comme la composée :

1xA -1
X3~ (Xo N X3) % (Xo N X5\ X3) 23 (Xo 1 X3) x (X2 N X3\ Xo)* 225
(Xz N Xg) X (Xz N Xg\Xg) ~ Xy

et composer enfin avec Ay, x, : X2 — X]. Ceci donne I'égalité recherchée. Ul

Lien avec la représentation de Weil. Soit maintenant Xy un lagrangien de W,
(py, Sx,) le modele de Schrédinger associé a X et 1) (ou1 1) est étendue trivialement a Xj).
On fixe une mesure de Haar ji9 sur Xy, ainsi quune polarisation compléte W = Xy + X.
Ainsi, Sx, s’identifie & S(Xj). Le groupe symplectique Sp(WV) agit sur les espaces vecto-
riels Sx via 'application I, définie par :

SX — SgX

[ = gf

oi1, rappelons le, g.f : h = (w,t) — f(¢g~*.h) = f((¢g"'w,t)). On choisit comme mesure
sur gXo celle de X transportée par 'isomorphisme g i.e. la mesure pg qui a tout compact
ouvert K de gXo associe uy(K) = po(g ' K). Ainsi, on a la relation suivante en notant
7(g) = Ig0 Fy1xy.x, = FXo,9Xo © Iy

En d’autres termes, g — (g,7(g)) est une section — qui est donnée de maniere explicite! —
de Sp(W) dans Sp,,(W). On connait de plus le 2-cocycle qui lui est associé via la relation
héritée du théoréme précédent.
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Proposition 4.4.0.7. Soient g et go deux éléments de Sp(W), alors :
1
r(g1)r(g2) = w( o (5 Q(Xo0,91X0,9192X0)) | r(9192)-

Démonstration. Provient du théoréme précédent et de la commutativité du diagramme.

I4
SXO = PgXo
]:glxovxol \L‘FXO’QXO
Iy

Sg-1xo — Sx,

Et on a également une expression explicite des opérateurs r(g) :

Proposition 4.4.0.8. Soit ® € Sx,. Soit W = Xy + X la polarisation compléte pré-

b
cédente. On note g = [ CCL d ] un élément de Sp(W) wis-a-vis de cette polarisation et

as b* . . .. L
dont g~ ! = « x| estlinverse. La notation w = x + y désigne les coordonnées évi-
& a

dentes selon cette décomposition. On rappelle que la restriction de Sx, a C°(Xg) est un
isomorphisme.
e Sic est nul, r(g) est Uopérateur qui a ® associe la fonction :

H(9)B((5,0)) = 0" [FU(; < 'y, by >)((a"y,0));

e Sic est non nul, on désigne par (c*) lisomorphisme induit par ¢* de X/ ker(c*)
vers (Xo/d*(ker(c*)))*, et l'opérateur r(g) associe a ® la fonction :

r(9)®((y,0)) =

/X J Ker( )¢(<ay’y>+ < c*z, by > +M)¢((a*y+6*x,0))|(c*)’|%d§c,
o/ Ker(c*

2 2

Démonstration. 11 suffit d’écrire explicitement I'expression de l'opérateur I, o Fy-1x, x,-
La discussion préliminaire [Per81, 2.1.3.] concernant le module [Ax, x| s’applique ici de
la méme maniére en considérant X = g~ ' X et ¢* en lieu et place de X = Xpget c. O

Expression du cocyle métaplectique. Avec tous ces ingrédients, on peut donner une
expression explicite du cocycle métaplectique. Le théoréme suivant donne une réduction
du 2-cocycle

cx,(91,92) = w<¢ o (% Q(X0,91X079192X0))> = w(l/} o (% Q(gllXOaX(]ngXO)))

obtenu a 'aide de l’expression des r(g). En effet, on a une résolution du carré de ce 2-
cocyle — c’est I'objet du théoréme 1.6. de [Per81]. Notons w(«) le facteur de Weil associé
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au caractére du second degré x — 1p(ax?). L’élément w(a) ne dépénd que de la classe de
a modulo F*2. Posons :

. [ a b ]
w(3) w(=1det(d")) sig=14y 4

ther(g) = -
e(ta*c*) w(%)lfrg(c*)w(—%D(c*')) sig= Z Z

ol € est I'invariant de Hasse attaché & ’endomorphisme symétrique ‘a*c*.

Théoréeme 4.4.0.9. On a alors un isomorphisme de groupes :

— —

Sp(W) —  Spy.sy, (W)
(g;m) +— (9,1 tper(g) 7(9))

Autre expression du cocycle. Les lemmes de [RR93, §2.] concernent la géométrie du
groupe symplectique, ceux-ci peuvent donc étre réutilisés librement. Il n’est pas nécessaire
d’examiner en détail la preuve de [RR93], mais seulement de prouver que le 2-cocycle qu’il
obtient est identique au cx, que nous venons d’obtenir grace aux méthodes de [Per81].
Pour définir le 2-cocyle & la Rao, nous avons besoin de la notion d’invariant de Leray
(cf. Définition 2.4), qu’'on notera Ly car 1’espace e-hermitien W considéré est simplement
un espace symplectique sur F. On continue avec la méme notation ou Xy désigne un
lagrangien de W.

Théoréme 4.4.0.10. Soit g1, g2 € Sp(W). On a :
1
cxo(91,92) =w( o (5 <@ pa> )
ot p est la classe d’isométrie donnée par l'invariant de Leray de LF(Xo,ggXo,gl_lXo).

Démonstration. Montrons donc que w (v o (3 Q(gy " X0, X0, 92X0))) = w(@o (3 <z,px>
)). Soient X1, Xo, X3 trois lagrangiens transverses deux a deux. Le lemme [Per81, 1.4.2.]
donne I’égalité entre les facteurs de Weil de 1o (%Q(X 1, X2, X3)) et du caractére du second
degré défini sur Xo par ¢(3q(z2)) = (3 < mza, 22 >) olt m est la projection sur X;
vis-a-vis de X7 @ X3. Or, on a z9 € Xy +— x93 — mi(x2) € X3 et donc v = Idw — m;
i.e. p = —m sur Xo. Enfin, quitte a quotienter, on peut toujours se ramener au cas de
lagrangiens transverses deux a deux. O

De méme, [RR93] donne des sections pour obtenir un cocycle métaplectique réduit,
c’est-a-dire a valeurs dans {£1}. On redirige vers la section 2.4 pour les notations em-
ployées. Pour le méme lagrangien Xg de W, on rappelle la définition des doubles classes
Q; = {9 € Sp(W) | rg(c) = j} = P(Xo)rjP(Xo) ou 0 < j < n et 75 € Sp(W) sont
des représentants bien choisis. On pose z(g) = detx,(pip2) mod F*? si g = pi7;pa,
et tRao(g) = w(%x(g))*lw(%)lfj si g € Q; [RR93, 5.2.]. Les sections tpey et trao diffé-
rent au plus d'un facteur +1 en chaque élément. On peut prouver facilement que trao
et tper sont égaux sur P(Xp) = Q. En effet, pour g € P(Xy), on a x(g) = det(d) et
det(d*) = (det(d))~! = det(d) det(d)~2. En se rappelant que le facteur de Weil w(a) ne
dépend que de la classe de v modulo les carrés, on obtient w(—3 det(d*)) = w(3 det(d))~".
Et donc tpey = tRao sur P(Xp).
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Remarque 4.4.0.11. Il faut faire attention au fait que, méme si le 2-cocycle cx, est
trivial sur P(Xjp), le cocycle réduit ne l'est pas : le 2-cobord défini par les sections ¢ n’est
pas trivial sur P(Xp).

4.5 Restriction de la représentation de Weil aux paires duales

On aimerait restreindre la représentation de Weil wy de %(W) a des paires duales
de Sp(W). Ces paires sont définines dans la Section 2.3. Soit (Hp, Hz) une paire duale

de Sp(W) et p : Sp(W) — Sp(W) la projection associée a I'extension centrale Sp(W) de
Sp(W) par R* (cf. Définition 1.3.0.6). On note H; et Hs les images réciproques de Hy et
H> par p. Le Lemme 4.2.2.3 entraine que :

Proposition 4.5.0.1. Le couple (Hl,Hg) est une paire duale dans :%(W), au sens ou le
commutant de Hy dans Sp(W) est Hy, et vice versa.

On dit que ces deux groupes I?l et E; sont des relevés de paires duales. 11 est loisible
de restreindre la représentation de Weil a H; x Hy d’apres la Proposition 4.5.0.1. L’enjeu
est de déterminer si ’on peut maintenant la restreindre a Hy et Hs. Pour ce faire, il s’agit
de savoir si les relevés de notre paire duale contiennent H; et Hs. En d’autres termes,
la question a laquelle nous voulons répondre est la suivante (la notion de scindage est
défini en début de Section 4.3) : le relevé H, (resp. Hy) du groupe Hj (resp. Hy) est-il
scindé sur Hy (resp. Hs)? Malheureusement, la réponse est non en général. Le Théoreme
4.5.1.5 fournira une réponse en ce sens en distinguant les différents cas. De plus, quand
la représentation de Weil se restreint en une représentation de Hy x Ha, cela nécessite de
systématiquement spécifier les scindages H; — H; dont on se dote. On finit cette partie
en donnant les formules explicites de la représentation de Weil restreintes aux relevés des
paires duales, et dans le cas les plus favorables, aux paires duales elles-méme.

4.5.1 Scindage des relevés de paires duales

Scindage. Un résultat utilisé sans cesse pour les relevés des paires métaplectiques est le
suivant : si H se plonge dans un sous-groupe de Sp(W) qui est scindé dans Sp(W), alors H
est scindé. Donnons une illustration de ce fait qui est souvent utilisé de maniere implicite
pour qui est familier de ces questions. Les notations pour les paraboliques maximaux P(X)
et le vocabulaire pour les espaces e-hermitien sont repris de la Section 2.1.

Lemme 4.5.1.1. Soit H un sous-groupe de Sp(W). S’il existe un sous-espace totalement

k * k

isotrope X de W tel que H soit contenu dans GL(X)x N(X) = | 0 1 x | C P(X),
0 0 =«

alors H est scindé.

Démonstration. Ceci résulte immédiatement du Corollaire 4.3.0.2. O

Etant donné le théoreme de classification des paires duales de Sp(W), on en déduit comme
corollaire :

Corollaire 4.5.1.2. Les paires duales de type II sont scindées. Pour toute paire duale
(UWL),U(Wa)) de type I, si Wa est scindé, alors U(Wy) est scindé dans Sp(Wy, @ Wa).
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On va améliorer ce corollaire a l'aide des résultats de [Kud94]. Avant de présenter le
contexte, on explique comment se ramener au cas des paires duales qui ne proviennent pas
de restriction des scalaires d'une extension F’ de F' (cf. Définition 2.3.0.3). Comme dans
[MVW87, Chap. 3, Lem. 1.1}, on a :

Lemme 4.5.1.3. Une paire duale dans ‘%ww (Wgr) est scindée si et seulement si la paire

duale associée par restriction des scalaires d tp/p € Homp/(F', F) dans ,%¢(W) est scin-
dée.

Cette réduction permet de se concentrer sur les paires duales irréductibles ne provenant
pas de restriction des scalaires. La Proposition 2.3.0.2 assure qu’il une décomposition en
produit tensoriel hermitien W = W3 ®@ p Ws telle que Hy = U(W7) et Hy = U(W3), ou
(D, T) est un corps a involution de centre F et dont le corps des éléments fixes sous 7 est
F'. On note enfin ¢ le plongement :

7 (ul,ug) € U(Wl) X U(WQ) = Ul @ Uug € Sp(W)

Quand F est local non-archimédien, d’apres les tableaux récapitulatifs de la Section 2.3,
les possibilités pour (D, E, F,7) sont :

1. D=FE=Fet7T=1Idp;

2. D est 'unique corps de quaternions sur £ = F' muni de son involution canonique

T3
3. D = FE est une extension quadratique de F' et 7 est ’élément non-trivial de
Gal(E/F).

Dans le cas ou 'espace W est scindé, et que 'extension E Pest aussi, [Kud94] donne un
scindage explicite H; — Hj. Il définit 'invariant de Leray généralisé L p pour les espaces e-
hermitien scindés (cf. Définition 2.4.0.1). Il prouve ensuite I’égalité entre Lp(X1Q@Wa, Xo®
Ws, X3 ® Wa) et la classe d’isométrie de l'espace quadratique Lp(X1, X2, X3) ® Wa. Les
invariants de cet espace quadratique sont donnés explicitement en fonction de ceux de
Lp(Xy, X2, X3) [Kud94, §2]. Cela permet alors de calculer explicitement les facteurs de
Weil qui interviennent, puis de déterminer une résolution — explicite elle aussi — du cocyle
métaplectique cx,ew, si Xo € Q(W1). Avant de revenir sur ses arguments, remarquons
que ceci traite le cas ot W est scindé. On se ramene ensuite a ce cas par une procédure
qui consiste a remplacer W1 par 'espace scindé double Wi @& (—W7).

Remarque 4.5.1.4. Pour rappel dans les cas 1 et 2, on a toujours ¢ € {£1}. Et les
espaces hermitiens (¢ = 1) ne sont jamais isométriques aux espaces anti-hermitiens (¢ =
—1). Enfin dans le cas 3, il existe une identification entre les espaces e-hermitien et les
espaces hermitiens (¢ = 1). Seulement, cette identification n’est pas canonique. On suit
les conventions de [Kud94] en considérant partout € = +1.

Soit e = 41. On suppose que Wj est un espace (—e)-hermitien scindé de dimension nq
sur D. En notant my son indice de Witt, on a donc n; = 2my. De méme, ny désignera la
dimension de Ws. Soit Xy € Q(W7), alors Xo@ W5 € Q(W). On note P = P(Xy) C U(Wh).
Par un choix adapté & X d’une base de Wi, on peut considérer qu’on a W; ~ D?™
(vecteurs colonnes). Ce D-espace vectoriel a droite est muni de la forme (—¢)-hermitienne :

< (z1,91), (w2, 92) >1="w1.95 — e'y1.03
et son groupe d’isométrie est :

UWy) ={g € GLom, (D) | < gw,gw’ >1=< w,w’ >1,Yw,w" € Wi}.
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En particulier W; admet une polarisation complete Wi = X1+ Y7, avec X7 = {(x,0) | z €
D™} identifié & Xy et Y1 = {(0,y) | y € D™} identifié & son dual. Pour rappel, W =
W1 ®p Wy est un espace vectoriel symplectique de dimension ninsd muni du produit
<< >>=K tD/F(<,>1 < >h)ouk =1siD=Fetk= % sinon. On distingue de
nouveaux cas 1., 2., 3. selon les valeurs de €. Dans le cas 3 avec E = F(§) et 2 = A € F*,
on choisit un caractére { de E* dont la restriction & F* est (z, A)’%2, qui est une puissance
du caractére quadratique de l'extension F/F'. Enfin, on note RW; l'espace quadratique
(Wa, %tE/F(<, >9)) dans le cas 3., et 'espace quadratique RW} est (Wa, %tE/F(d <,>9))
dans le cas 3_.

Théoréme 4.5.1.5. Pour g € P;P C U(Wh) dans la jéme cellule, on définit :

w(32(9))™" w(3)™ (x(g),det(W2))p w(th o (3qwy)) ™) pour 14

1 pour 1_
G pour 2.4
Bws(g) = ‘ ‘
((—=1)"2 det(W2),z(g9))r (—1,det(Ws))% hp(D)m27 pour 2_
£(z(9)) w(%sz)fj pour 34
£(x(9)) (8 w(zRW3)™ pour 3_

Alors si on exclut le cas 14 avec ny impair, le 2-cocyle cx,ow, (0Bw,) ™" est trivial sur
i(U(Wh)). En d’autres termes, la classe du cocycle métaplectique dans H*(U(W7), R*) est
la classe triviale.

Démonstration. La preuve du théoréme est identique a la preuve de [Kud94, Th. 3.1], et
provient des propriétés arithmétiques des facteurs de Weil et des symboles de Hilbert. [

Donnons un corollaire immédiat qui traite le cas W; scindé :

Corollaire 4.5.1.6. On suppose que W1 est scindé. Excepté dans le 14+ avec ng impair,
auquel cas U(W7) est le groupe métaplectique Sp(W1), lextension U(W1) est scindée dans
Sp(W). De plus, un scindage explicite est donné par :

w19 € UWL) = (9© 1, B, (9)) € Sp(W)

ou W =Wy ®@p W est une décomposition en produit tensoriel hermitien et la réalisation
de Sp(W) est donnée, pour g1, ga € Sp(W), par le 2-cocyle :

CxoaWs (91, 92) = w<¢ o (%L(Xo ® Wa, go(Xo @ Wa), g7 (Xo @ Wz))))-

Conformément a [Kud94|, on déduit de ce fait le cas général par une méthode que 'on
rappelle en preuve :

Théoréme 4.5.1.7. Excepté dans le 1. avec ny impair, auquel cas ﬁ(Wl) est le groupe
métaplectique Sp(Wh), Uextension U(Wh) est scindée dans Sp(W).
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Démonstration. Tout d’abord, dans le cas 11, W7 est toujours scindé, ce qui nous ramene
au cas précédent. Ensuite, pour 1_, c’est W qui est scindé, et il suffit d’utiliser le Corollaire
4.5.1.2. 1l reste donc a étudier le cas ou, ni Wi, ni Ws, ne sont scindés.

Soit W1 @ (—=W7) qui est scindé. On plonge U(W7) dans U(W7 @ (—=W7)) en étendant
laction trivialement & —W;. On a de plus W = W, @ Wy et —W = (=W;) @ Wa. On a
alors un diagramme commutatif :

U(W1) UWr & (—Wh))

| l

Sp(W) x Sp(=W) ——Sp(W @ (-W))

On a déja explicité la fleche du haut. L’inclusion de gauche est g — (g ® 1,1), la fleche
du bas est Iinclusion évidente et celle de droite est 'action g — g® 1 ou W & (=W) =
(W1 (=W1))®@Ws. On sait par le corollaire qui précede que extension U (W, @ (—W1)) est
scindé dans éjp&WGB (—W)). On déduit de la commutativité du diagramme que I’extension
U(W1) dans Sp(W) est isomorphe & un sous-groupe de Pextension U(W; & (—W1)) dans

Sp(W @ (—=W)). Comme la seconde est scindée, la premieére I’est aussi. O

Remarque 4.5.1.8. On peut décrire formellement le 2-cocycle associé dans le cas général,
mais il n’est malheureusement pas aussi agréable que le 2-cocyle cx,ow, précédent. Pour
ce faire, on peut suivre le développement de [Kud94, §4] pour expliciter le plus possible
le 2-cocycle en question dans le cas non-scindé. On s’arréte ici a ’expression dans le cas
scindé, et on fait simplement remarquer que ce travail pourrait étre reproduit sans trop

de difficulté.

4.5.2 Formules explicites

Formules explicites pour les paires de type II. Pour une polarisation complete
représentant une paire de type Il associée a W = A®p B*+ B®p A* et tp,p, on rappelle
le plongement :

i: (a,b) € GL(A) x GL(B) » a® (0*) ' +b® (a*) " € Sp(W)

Prenons le modele de Schrodinger associ¢ a X = A ®p B*. Les formules pour ce modele
donne un plongement p € P(X) = (p,7(p)) € Spy s, (W), et donc P(X) C Sp(W)
est scindé et P(X) contient GL(A) x GL(B) via le plongement i. On convient de choisir
p > (P, tRao(p) ') comme plongement de P(X) dans P (X), ce qui correspond a la situation

naturelle a laquelle on s’attend sur GL(Sx) :

~

P(X) x R = P(X) — Spy.s, (W)
(2A)  — (DtRao(P) A — (p,Ar(p))

et en définissant GL(A) comme I'image réciproque de i(GL(A)) dans Sp(W), et de méme
pour B, on obtient pour la paire précédente la représentation :

((i(a, 1), \), (i(1,b), X)) € GL(A) x GL(B)
— Mt Rao(i(a; 1))t rao(i(1,b))r(i(a, 1)) o r(i(1,b)) € GL(Sx)
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ou encore pour ¢ le cocycle métaplectique réduit :

((i(a: 1), V), (i(1, ), X')) € GL(4) x GL(B)
= AN'¢(i(a, 1),4(1,0))tRao(i(a, b))r(i(a, b)) € GL(Sx)
On fait une nouvelle mise en garde, & savoir que {(i(a,1),1) € GL(A)} n’est pas un sous-
groupe de GL(A), mais il faut choisir a — (i(a,1),tRrao(i(a,1))™!) par exemple car c’est

bien a +— r(i(a,1)) qui est un morphisme de groupe. En fixant le scindage précédent, on
arrive a une représentation :

(a,b) € GL(A) x GL(B) + r(i(a,b)) € GL(Sx)

dont il ne reste plus qu’a calculer I'expression explicite ot m = dimp(A) et m’ = dimp(B) :

ri(a D) f(Sh®at) = |b-1®a*|%f<<b-1®a*><m®a*>)
- \detF<a>\"5detF<b>|—’?f(zb1<ﬁ>®a*<a*>)

via l'identification Sx ~ S(Y) avec Y = B ® A*.

En choisissant une base (e;) de A et (f;) de B*, auxquelles correspondent des bases

duales (ej) et (ff) vis-a-vis de [,] du crochet de dualité, on exprime cette action en

terme matriciel. De plus, on identifie naturellement ¥ = B ® A* et My, ., (D). Pour
(M,N) € GLjn(D) x GLy (D), f € S(Y) et & € M, (D), on définit la représentation :

wap(M, N)f(x) = |detp(M)|F |det ()|~ f(N~1zM)

Formules explicites pour les paires de type 1. Soit W = W; ® W5 une paire duale
de type I associée a tp,p, on rappelle le plongement :

7 (ul,U2) € U(W1) X U(Wg) = Ul Q@ ug € Sp(W)

Prenons le/r\n_gdéle d/e_\?ghrédinger associé a un sous-espace isotrope maximal X de W.
On note U(W) et U(Ws) les images réciproques de i(U(W1)) et i(U(Wy)) dans Sp(W).
L’isomorphisme d’extension centrale (g,\) € Sp(W) — (g, Mrao(g)r(g)) € SY)%SX(W)
nous donne une représentation :

—_~

((Ul & 1, )\), (1 ® u2, )\/)) S U(Wl) X U(WQ)
= AN Rao(U1 @ DtRao(1 @ ug)r(ug @ 1) or(1 @ uz) € GL(Sx)

ou encore pour ¢ le cocycle métaplectique réduit :

P

(i1 @1, A), (1@ uz, X)) € UW1) x U(W2)
— )\)\’E(ul ® 1,1 ® u2)tRao(ur ® ug)r(uy ® uz) € GL(Sx)
- Si (]/(171//1 ) est scindé, on choisit un scindage :

—_—

(u1,\) € UMW) x R* = (uy @ 1, B, (u1)tRao(u1 ® 1)7IN) € U(Wy)
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Ainsi on obtient une représentation :
((u1,A), (L ®ug, X)) € (UW1) x R*) x U(Wa)
= AN By (41)tRao (1 ® ug)r(u1 ® 1) o (1 ® uz) € GL(Sx)

P

On peut recommencer avec U(W2) si ce dernier est scindé. Sinon, on ne peut pas faire
mieux.

- Si W7 est scindé, alors on peut prendre X = X; ® Wy avec X7 € Q(W7). Ainsi, il y
a une inclusion naturelle de U(W3) dans P(X) via ug — 1 ® uz. On a alors :

—_——

(uz,\) € U(Wa) x R* — (ug, tpao(u2) "I \) € U(Ws)

et ainsi la représentation devient :

((U1®1,>\), (UQ,)\/)) S U(Wl)X(U(WQ)XRX) — )\)\/tRao(ul®1)T(U1®1)OT(1®’LL2) € GL(S)()

et si U(W1) est lui-méme scindé, on prend alors :
(ui,ug) € UW1) x U(Wa) — B, (u1)r(u1 @1) or(1@ug) = Bw, (u1)r(u1 @ug) € GL(Sx)

Remarque 4.5.2.1. Remarquons que tout autre scindage de ﬁ(Wl) est associé a un
caractere lisse y de U(W7), et que cela change de maniére mineure la correspondance
au sens ol, le nouveau O(7) défini en prenant le plus grand quotient m-isotypique pour
T € Irry(wy) est alors « O(m ® x~1) » pour I'ancien scindage. Cela ne change moralement
pas les résultats que l'on attend de la correspondance, méme si cela change celle-ci dans
les faits. Il faudra donc faire attention aux conventions liées aux scindages.

4.5.3 Définitions de O(m) et 0(r)

On suppose dorénavant que R est algébriquement clos. Soit (Hy, Hz) une paire duale
de Sp(W). Soient H; et Hj les relevés de ces paires au groupe métaplectique Sp(W) et
(wy, S) la représentation de Weil associée a H x H'. Par définition, c’est la composée — ou
restriction — de la représentation de Weil définie pour le groupe métaplectique :

Hy x Hy — Sp(W) =% GL(S).

Soit 7 une représentation irréductible de Hj telle que sa restriction & R* soit m((1, X)) =
Aldg. On note S le plus grand quotient m-isotypique de S. Le lemme 1.1.6.4 assure qu’il
existe une représentation O(7) de H,, unique a isomorphisme pres, telle que Sy ~ TRO (7).
Sa restriction au centre de Hy vérifie O(7)(1,\) = Aldg(r)- On note enfin () le plus grand
quotient semi-simple de O(7). On formule la conjecture suivante :

Conjecture. Si F' est un corps local non-archimédien, et si la caractéristique | de R
est banale vis-a-vis de Hi et Ho, alors :

1. O(m) est irréductible quand O(7) # 0;

2. si f(m) ~0(x') # 0, alors T ~ 7.

Remarque 4.5.3.1. On sait grace a [Min06, 4.5.2] qu’il existe un contre-exemple dans le
cas | non banal pour les paires duales de type II (cf. Section 2.3). Ce contre-exemple est
le suivant : si D = F un corps local non-archimédien, prenons la paire duale de type II
(GL(1),GL(m)) ot m > 2. On suppose de plus que ¢ =1 mod l et ¢ # 1 mod I. Alors,
les représentations 1; ® 1,,, et 1; ® (| det|z'1,,) sont des quotients de la représentation w.

Remarque 4.5.3.2. On donnera dans la Section 7.2 un contre-exemple dans le cas non
banal pour une paire de type I symplectique-orthogonale.
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4.5.4 Identité seesaw, paires duales balancoires
On suppose encore que R est algébriquement clos. On rappelle la définition des paires

duales balangoires ou « seesaw pairs » en anglais. C’est un couple de paires duales (H1, Hs)
et (K1, K2) de Sp(W) telles que Hy C K; et Ko C Hy. On écrit :

K Hy
H, Ky

ou les fleches verticales représentent les inclusions et les fleches obliques les relations de
paires duales. Elles se relevent de maniere évidente en des paires duales du groupe méta-

plectique Sp(WW') en conservant les inclusions prescrites. L’identité seesaw ou « balangoire »
est la suivante.

Proposition 4.5.4.1. Pour m une représentation irréductible de Hy et T une repré-
sentation irréductible de Ko, dont les restrictions a R* sont comme dans le paragraphe
précédent, on a :

Homﬁz(@(ﬁg),ﬂl) = Homk;(@(m),ﬂg).
Démonstration. Soit wy la représentation de Weil. On a par définition du plus grand
quotient mo-isotypique :

Hom}[‘zxk‘;(w,lp,ﬂ'l &® 71'2) = HOm}I‘IXE(@(T(Q) X 9, T1 X 77-2).

En effet, les inclusions H1 C Ki et K9 C Hy assurent que les éléments de Hy et Ko
commutent entre eux. Enfin, comme R est algébriquement clos, le lemme de Schur permet
alors d’identifier le membre de gauche avec Hom}{vl(@(m), 71) puisque Hom (72, m2) = R.
De méme, en considérant cette fois le plus grand quotient 71-isotypique, on obtient I'égalité

désirée. O
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Chapitre 5

Paires duales de type I

Les paires duales d’un groupe symplectique sont définies dans la section 2.3. On
concentre ici nos efforts sur les paires duales de type I (cf. tableau de la Section 2.3),
celles de type II ayant été pleinement traitées dans [Min06]. On reprend les hypothéses
qui ont permis de définir la représentation de Weil dans la Section 4.1, a savoir :
— F est un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2, et de ca-
ractéristique résiduelle p;

— D est un corps qui est, soit F' lui-méme, soit une extension quadratique F', soit un
corps de quaternion sur F';

— W est un espace symplectique de dimension finie (et paire) n sur F';

— R est un corps (de caractéristique différente de p) tel que :

P(R) = {{eR* | =1} ~7Z/pZ si la car. de F' est positive;
a |l {¢eRX | 3ke N, ¢P" = 1} ~Q,/Z, sinon.

— pour ¥ € Fg un caractere non trivial de F & valeurs dans R, la représentation
de Weil wy, (cf. Définition 4.1.0.4) est une représentation du groupe métaplectique
Sp(W) qui se retreint aux relevés de paires duales de Sp(W) (cf. Section 4.5);

— on suppose que R n’est pas de caractéristique 2 et contient une racine carrée de p
que l'on fixe dorénavant ;

— a partir de la Section 5.2, R sera supposé algébriquement clos.

5.1 Tours de Witt et filtrations

Le vocabulaire sur les espaces e-hermitiens (indice de Witt, espace scindé, etc.) est
repris de la Section 2.1. La restriction de la représentation de Weil, les relevés des paires
duales, et leurs scindages, sont discutés dans la Section 4.5. Dans toute la suite, les conven-
tions sont les suivantes : W7 désignera un espace e1-hermitien anisotrope sur D (cf. Section
2.1). On note W{™ = W +m;H la série de Witt associée et n; = dimp(W;™"). De méme,
I’espace W20 sera eg-hermitien anisotrope avec g = —&7 et W2m2 la série de Witt associée.
Les applications tr,o sont définis dans la Section 4.4.
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5.1.1 Représentation de Weil pour les tours de Witt

Conventions. Pour alléger les notations, on pose W1 = W' et Wy = W3"2. Le couple
(U(W1),U(W3)) est une paire duale réductive de type I dans Sp(W; ® W3). On rappelle
la forme de l'inclusion canonique (cf. Section 2.3) :

i UWy) xU(Wy) — Sp(W; @ Ws)
(u1,u2) = u®uy

—_—~— —_—

On note alors U(W1)yy, 'image réciproque de i(U(W1) x 1) dans Sp(W1 ® Wa). Et quand

—_~—

Ws parcourt une série de Witt, tous ces groupes U(VVl)W2 sont isomorphes en tant qu’ex-
tensions centrales de U (W), mais pas canoniquement a priori. Il faut donc fixer de tels
isomorphismes, ce qui revient & choisir des caractéres de U(W7). On confondra dorénavant
U(W7) et son image i(U(W1) x 1) dans Sp(W; @ Wa).

Définition 5.1.1.1. Soit m; € N. On pose :

UWi)yg i WE #0:
HM™ = ’

U(W1) x R*  sinon.

On explique maintenant comme fixer des isomorphismes entre Hy et U (Wl)WQ. On
écrit donc Wy = WQO + moH. Soit S° un modeéle de la représentation de Weil associée &
W1 @ WS, Soit X5 un lagrangien de moH et S = Sy, x, le modele de Schrédinger associé
a W1 ® moH. On rappelle que, d’apres la Proposition 4.3.0.4, I'inclusion :

Sp(W1 @ W) x Sp(W; @ moH) — Sp(W; @ W)
se releve de maniere canonique en un morphisme :

Spy.s0 (W1 @ W) x Spy, s(Wi @ maH) = Spy, g0s5(W1 @ W) '
((¢°, M), (g, M)) = ("eg, M e M)

A celui-ci correspond un morphisme :

j: Sp(W1 ® WS) x Sp(W1 @ moH) — Sp(W; @ Wh).

L’image réciproque de U(W1)y, par j est U(Wl)wg x U(W1),,,m- La seule ambigiiité
repose alors sur un choix de scindage de U(W1) dans Sp(Wi @ maH). Or, le modele de
Schrodinger S est muni d’une action « naturelle » de U(W7). En effet, en choisissant une
polarisation compléte moH = Xy + X3, le groupe U(W;) agit sur C°(W; ® X;) par
laction géométrique classique sur Wy i.e. l'action héritée de u.w; = u(w;). On la note o.
On obtient donc que le morphisme de groupes :

(u, M) € Spy g0 (W1 ® WE) = (u, M @ ou]) € Spyy 5005 (W1 ® Wa).

induit un isomorphisme de groupes H{"' ~ U(W)w, grace & j. On note cet isomorphisme
d’extension centrale j,. Il ne dépend pas du choix de Xo.
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Représentation de Weil pour les tours de Witt. Pour tout mqi,me € N, on fixe
des isomorphismes de groupes a ’aide de la méthode que ’on vient de décrire :

-1 . m1 /\_Tﬁg

Jmyms P HY W — U(Ws )Wlml.
De méme, pour 'autre coté :

-2 . mo /\_n/u

Jmgmy + Ha? — U(W] )W2m2'

Définition 5.1.1.2. Soit (wy, S) un modele de la représentation de Weil associé a W™ &
W52, S0it iy my ¢ (u1,u2) € H™ x Hy™ — i (u1)jR, m, (u2) € Sp(W™ @ W52).
On pose :

Wmi,mo = Wy © lmy my-

De plus, on a des inclusions canoniques H{"* C H T ! pour tout m; < mj. En effet, on
éerit W™ = W™ + kH ot k = m) — my. Soit X; un lagrangien de kH. On considére le

U
N o1 . ez N m 7
modele de Schrédinger mixte associé a Wi ' @ WY et X; ® W3. On peut procéder comme
précédemment en relevant ’inclusion canonique :

Sp(W{™ @ W) x Sp((m) —my)H & WE) — Sp(Wy™ @ WY)

en un morphisme j, et considérer 'image j(H;"*,1) de H{"* C é{)(Wlm LRWY) par ce relevé,
qui est un sous-groupe de Hin '. Par abus de notation, on écrira donc que H{"' C H;n L
Elle ne dépend pas du choix de Xj.

Bases adaptées et paraboliques standards. On fixe maintenant des bases adaptées
aux séries de Witt. On suppose donc que pour tout mq € N, on a une famille de vecteurs
(1) 1<icm, €t (f1)1<i<m, de W™ de sorte que W™ = , X7 + W™k 4 (XT)* o , X ™
est engendré par (€%)m, —k+r1<i<m;, e (kX171 par (f)m,—k+1<i<m,, les autres vecteurs
étant dans Wlmlfk . On suppose de méme pour la série construite a partir de WY. On
obtient ainsi des paraboliques standards maximaux de U(W{"!), on reprend les notations
de la Section 2.1 en écrivant P(X{"') = M (s X7™) x N(xX{"") ou le Levi M (;X7™) ~
GL(, X™) x U(W™ ). On note P M™ et G les images réciproques de P(,X7"),
M (1 X{") et GL(xX{") dans H{"'. On a un morphisme de groupe surjectif donné par la
multiplication dans H{™ :
G x HM ™8 = M.

De plus, on P" ~ M;"™ x N(,X7") o N(;X{"") est vu comme un sous-groupe de H{"!
grace au scindage canonique du Corollaire 4.3.0.2. De méme, on adopte des notations simi-
laires pour W32 et la base adaptée associée. Toutes les représentations que 1'on considére
ont une action de R* prescrites comme dans la Section 4.5.3, a savoir 7(1,A) = A Id. On
note alors :

Repp(GM™) = {r | VA € R*, (1, \) = Ald}.

De méme, Irrr(G}'') désignera les classes d’équivalence de représentations irréductibles
dans Repg(G}'). Pour k' < k, on a un parabolique standard maximal de G}"* déterminé
par la base adaptée :

(G x MR & Ny
ot Ny = N(pX{"") NG'" en tant que sous-groupes de H{"'. La loi sur G}'* est donnée
par un 2-cocycle dont la classe de cohomologie est triviale. Il existe donc une résolution de
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ce 2-cocycle par une section ¢ : GL(;X]"") — R* qui définit un caractére dans Repg(G,'")
en posant :
xt : (9, A) € Gi't — Mt(g) € R™.

Si le 2-cocyle qui définit G"* est c(g1,92) = (det(g1),det(g2)), alors on peut prendre
comme dans [Kud86, §1] la section ¢ : g — w(3 det g) ™! olt w(a) est défini juste avant le
Théoréme 4.4.0.9. Un tel caractere x; détermine un isomorphisme entre Repz(GL(xX7"))
et Repg(GR') qui envoie o sur oy, : (9,A) — o(g)xe(g9,A). On emploie des notations
similaires pour H™ %, On définit de plus Irr',"P(H{"™) comme les représentations irré-
ductibles dont tous les foncteurs de Jacquet vis-a-vis des paraboliques standards sont
nuls, ainsi que Irr%uSp(H 1) pour ensemble des représentations supercuspidales. Dans ce
cas, on emploiera les notations de Tadic x (cf. Section 2.6). Pour des représentations p €

my
i (p®0)

m1 mi1—k s . . .
Reppr(GL(xX{"") et 0 € Repgr(H; ), on écrira parfois pxo = IndGL(lenl)fo‘l_k

my
pour signifier I'induite py, x o = Indginl xHI”l’k(pXt ® o).

5.1.2 Premiére filtration (Rallis), série principale dégénérée

On suppose que W3 = 0 d.e. W3 est scindé pour tout m; € N. Soient my et mgy des
entiers naturels. Pour alléger les notations, on pose Wi = W{"' et Wy = W5"2. On réalise la
représentation de Weil wy, € Rep R(Sp(W1®W3)) comme le modele de Schrédinger associé
au lagrangien W1 ® X», ol X2 est un lagrangien de W5 dont on fixe le dual X3 dans Ws. On
identifie Sy, gx, ~ S(W1 ® X3) via la décomposition Wi @ Wy = W1 ®@ X9 + W7 @ X5. De
plus, isomorphisme d’espaces vectoriels w ® x5 € Wi ® X3 — (22 — w1 < 23,22 > ) €
Homp(X2, W;) induit un isomorphisme de représentations Sy, gx, ~ S(Hom(Xs2, W1)).
S0it Wy, ,m, la représentation de Weil associée a Wy et Wy dans le paragraphe précédent.
Par définition, on a H; = U(W1) x R* puisque Ws est scindé. Donc cela fait sens de
prendre les coinvariants (W, my ) (wy) d€ Wiy m, Vis-a-vis du sous-groupe U(W1) de Hj.
D’apres le paragraphe précédent, I'action de U(W7) est « géométrique » au sens o, si
[ € Sw,ex,, Vaction d'un élément u; € U(W7) est donnée par :

Wiy ms (w1, 1), (1,1))f : 2 € Hom(Xa, W) = f(ufz) = f(uj'z) € R.
Enfin, on note P(X2) le parabolique de U(W3) qui stabilise X5 et P, l'image réci-
proque dans Hy de {1®@p € PW{ ® Xs) | p € P(X2)} ~ P(X3).

Théoreme 5.1.2.1. L’espace des U(Wh)-coinvariants (Wmy m,)uw,) est isomorphe, en
tant que représentation de Ho, a l'espace de fonctions sur Hy engendré par les ¢y : h —
(Wi mo ((1,1),h).£)(0), pour f € Sw,ex,, et muni de laction naturelle de Hy par trans-
lation a droite.

De plus, pour tout (1 ® p,\) € Pp,,, les fonctions ¢y vérifient I’équation :

¢(L@p, A)h) = vxym (1 @ p,A)) s (h)

0l Vx, n, €St un caractére de Pp,, défini par :
1 n
Vo (1@, N) = A trao(1 @ ) |detiyox, (1@ p)|2 = A trao(1 @ p) |detx, (p)] 2

Démonstration. Nous commencons par la premiere assertion, dont la deuxiéme est une
conséquence facile au vu des modeles explicites pour les paires duales de type I (cf. Section
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4.2.1 & 4.5.2). Par définition, on a :

(Wm1,m2)U(W1) = Wmy,ma /wm17m2 (U(Wl))

Ol Winy me (U(W1)) =< (Wimymoh).f — f | R € UWh), f € Wy my >. On considere ensuite
le morphisme ¢ : f — ¢ dans Repg(Hz2), ot 'action sur I’espace de droite est décrite dans
I’énoncé du théoreme. Nous sommes donc ramenés a prouver que ¢y = 0 si et seulement
si f € wmyme(U(W1)). Le sens indirect est clair puisque les actions de U(Wj) et Hs
commutent. Pour prouver le sens direct, nous allons utiliser la Proposition 1.1.2.6 et le
Corollaire 1.1.2.7 qui relient coinvariants et nullité des intégrales orbitales.

Soit donc f dans le noyau de ¢ i.e. pour tout h € Ha, ¢¢(h) = (Wm;moh).f(0) = 0.
Rappelons que la représentation wy,, m, s’identifie & S(Hom(X5,W1)). On a une action
constructible de U(W}) sur Z = Hom(X3,W;) via celle de U(W;) sur Wi. On pose
r = min(ma,n1). Sil’'on note Z; 'ensemble des éléments de rang i dans Z, alors Z est filtré
par le rang et Z, est ouvert dans Up<i<,Z;, ou chaque Z; est une réunion de U (W7 )-orbites
donc stable par 'action de U(W7). On procéde par récurrence finie pour montrer que si
les intégrales orbitales de f sur Up<;<rp—1Z; sont nulles, alors les intégrales orbitales de
f sur Zj sont nulles. Ce qui impliquera le résultat d’apres la Proposition 1.1.2.6. Tout
d’abord, il faut justifier que les intégrales de f sur chaque orbite de Zj, convergent. Ce fait
provient du Corollaire 1.1.2.7. En effet, Z est ici 'ouvert régulier de 'action de U (W) sur
Uo<i<kZi et I'hypothese de récurrence entraine la nullité d’intégrales orbitales sur chaque
orbite de Up<;<k—1Z;. L’initialisation en r = 0 revient simplement & dire que f(0) =0, ce
qui est vrai puisque ¢¢(1) = f(0) = 0.

Il reste donc a montrer qu’il existe des intégrales orbitales nulles sur toute orbite

. _ b
dans Zj. Rappelons que d’apres la Proposition 4.4.0.8, on a pour tout g = [ ch d ] €
Sp(Z + Z%) :

wy (9, A)-£((0,0)) = A tRao(g)_l/ m)ﬂ(c%,@))l(ﬁ)'l%di

Z [Ker(c*) 2

Par hypothese, (W, moh).f((0,0)) = 0 pour tout h € Hy. En choisissant judicieusement
des éléments h € U(W3), on va montrer le résultat. Soit (e;) une base de X3 et (e]) une
base duale dans XJ3. On note ; X3 le sous-espace vectoriel de X9 engendré par les ¢ premiers
vecteurs. De méme avec ; X5. Soit ;W tel que Wy = (; X2 + ;X5) + ;Wa. Alors, on définit
hr(d) € U(W3) ou d € Endp(xX3) avec d qui est (—ez)-hermitienne, et vis-a-vis de la
décomposition Wy = , Xo + ;Ws + 1 X3, la matrice de hi(d) est de la forme :

0 0 621
01 0
1 0 d

En particulier, on a en écrivant W1 @ Wy = W1 ® , Xo + Wi @ ;) Wa + W1 ® X5 :

511
1 ® hg(d) = €Sp(Z+Z%)
1 d®1
et donc ¢* réalise un isomorphisme (c*)" : Z/Ker(c*) ~ Hom(; X2, W1) = Hom(; X3, W1)
qui consiste simplement a envoyer la base canonique de ;X2 sur sa base duale dans ;X3 .
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On obtient alors :

/ Uz 2d) () = 0
Hom(z X5, W1)

ol zd = zod et [z,2/] =< z,(c*) 12’ > est donnée par la dualité définie par (c*)'.

On va utiliser la Proposition 1.1.2.12 pour réécrire cette derniere intégrale et conclure.
On décompose Hom(, X5, W7) en U(Wi)-orbites. Deux éléments de rang k sont dans la
méme U (W7 )-orbite si et seulement s’ils ont la méme matrice de Gram d’apres [MVWS87,
Chap. 1, I, 9]. En choisissant une base de (z1,...,z)) de X5, on remarque que la restric-
tion aux éléments de rang k de ’application :

z € Hom(p X5, W1) = Gr(z) = (< 2z(xi), 2(xj) >2)1<ij<k € M (D)

est une submersion au sens des variétés analytiques (cf. Section 1.1.2). En effet, les espaces
vectoriels Hom(; X35, W1) et M?(D) (Pensemble des matrices carrées ep-hermitienne de
taille k) sont de dimension finie sur F', il posséde donc des structures naturelles de variétés
analytiques. Ensuite, I’ensemble des éléments de rang k dans Hom(p X35, W;) forme un
ouvert de Hom(; X3, W1), qui est donc muni d’une structure de sous-variété. En choisissant
une base de Wy et en notant M € M} (D) la matrice qui définit le produit hermitien sur
W1, on obtient en notation matricielle :

Gr:zw Gr(z) ="2Mz.

Cette application est analytique car ses coefficients peuvent étre vus comme des po-
lyndémes a coefficients dans F. Sa différentielle est dGr, : h — "2zMh + "hMz =
T2Mh + &' (1"2Mh). Elle est surjective a condition que z soit de rang k. De plus,
z +— Y([z, zd]) est constante sur les U(Wp)-orbites. Sur les tenseurs élémentaires, on a :

(w1 ® i, w) ® x5] =< w1 @ x5, Wy @ >=trppT((< i, 25 >1) < wi,wy >1).

On obtient donc [z, zd] = trp/p o try (p)(Gr(2)d) = t(Gr(z)d) en posant t = trp,p o
ter(D)'

On pose donc X = Z; N Hom(; X35, W7), 'ensemble des éléments de rang k, et Y =
M;* (D). On vient de montrer que Gr : X — Y définit une submersion de variétés ana-
lytiques. On va appliquer la Proposition 1.1.2.12. Soit py la mesure de Haar de M (D).
On prend pour px la restriction de la mesure de Haar sur Hom(; X5, W1) a X. Alors il
existe un morphisme surjectif de R-espace vectoriel M : f € CX(X) — My € CX(Y) tel
que px = pty o M. On obtient pour tout d € M, “*(D) = M;' (D) :

[tz )£ dux(2) = [ (@) My )iy ) = 0.

On reconnait dans cette derniére égalité la transformée de Fourier de My sur Y. Comme
celle-ci est inversible d’apres la Proposition A.1.2.1, on en déduit que My est la fonction
nulle sur Y.

Il reste & montrer que M se factorise par toute intégrale orbitale en un sens que I'on va
préciser. Soit U(W1).z une orbite dans X, on note pig7(,).. la mesure U (W7 )-invariante sur
U(W1).z. Comme l'action de U(W7) sur X est réguliere, 'orbite U(W7).z est fermée dans
X. Il est possible qu'il n’existe pas de mesure qui soit U(Wj)-invariante sur U(W1).z,
mais si elle existe, elle est unique & scalaire pres. Soit U(W7).z = y € Y, on définit la
distribution T}, : h € C(X) — My(y) € R. Cette distribution est U(Wj)-invariante
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puisque I'application h € C°(X) — M, € C°(Y) lest. En effet, cela provient du fait que
la mesure px est U(W)-invariante. Soit h € C°(X) et u € U(W7). Par définition de M,
on a pour tout F' € C°(Y), I'égalité :

py (F x Myp) = px((FoGr) x (u.h)) = px(u.((FoGr) x h)) = uy(F x My).

La mesure py étant partout non-nulle, on en déduit que M, = M;. Ensuite, pour
tout U(W1).2 =y, on a C(X\(U(Wh).2)) C ker(T,). 1l existe donc une unique distri-
bution T" : C(U(W1).2) — R telle que T, = T" o resy(yy,).. ol resy(w,).. : C(X) —
CR(UWh).z) = CX(X)/C2(X\(U(W7).z)) est la restriction au fermé U(W7).z. De plus,
T' est U(Wh)-invariante car M Pest. On obtient donc que 7" est un multiple de KU (Wr).z-
Si iy wy).. # 0, alors T” est non nulle car M est surjective. Ainsi, M¢(y) = 0 pour tout
y € Y entraine que g (w,).. (resyary).-(f)) = 0 4.e. toutes les intégrales orbitales de f sont

nulles. Cela entraine le résultat. O

On en déduit le corollaire :

Corollaire 5.1.2.2. L'espace (Wi, m,)umw,) des U(Wh)-coinvariants de wpm, m, est une

sous-représentation de l'induite non-normalisée § — Indgj1 (VXami1)-
2

Remarque 5.1.2.3. On notera dans la suite ©(1, W2) la représentation (Wi, m,)uwy)s
qui est bien le plus grand quotient 1y (w,)-isotypique de wp, m,. Pour étre tout a fait
rigoureux, méme si le caractere 1y yy,) n'est pas une représentation de Rep r(H1), comme
Hy = U(W;) x R* quand Wy est scindé, cette notation signifie que 'on considére —
implicitement — le caractére 1g, : (9, \) € Hy — A € R* qui lui est dans Repr(H).

Le cas général. La compréhension de 'induite du Corollaire 5.1.2.2 est une étape incon-
tournable dans I’étude de la correspondance théta. Celle-ci possede une filtration naturelle
qui a d’abord été calculée dans le cas symplectique-orthogonal [Ral84] et qui a ensuite été
étendue a toute paire réductive duale de type I [MVW87, Chap. 3, IV]. On se place dans
un cadre légerement plus général en étudiant l'induite normalisée (s) = IndgiQ (Vxy,5) =

indgiQ(uXM) ou s € Z si D est commutatif (resp. s € %Z dans le cas des quaternions).
Remarquons que ce cas englobe bien le précédent malgré I'utilisation de I'induite normali-
sée : en effet, le facteur de normalisation I'induite est toujours une puissance entiére (resp.
demi-entiére) du caractére |det Xz’% d’apres la Proposition 2.2.0.7.

Soient deux espaces ea-hermitiens Wy, et Wa, dans la méme série de Witt. On leur
associe ’espace hyperbolique :

Wy = WQl D (—W22).

Quitte a échanger Wa, et Wa,, on peut supposer que leurs indices de Witt vérifient ma, <
ma,. On pose alors d,, = mg, — ma,. Soit X7 € Q(Ws) un lagrangien, P» = P(X3)
le parabolique associé et I(s) l'induite précédente. On plonge diagonalement U (W3, ) X
U(Ws,) dans U(W3), et on voit chacun de ces groupes comme un sous-groupe de U(W3).
On note Ho, et Ho, les images réciproques de U(Wa,) et U(Wa,) dans Hy. On consideére
I(s) comme une représentation de Ho, X Ha, en composant avec le morphisme de groupes
Hy, x Hs, - Hy donné par la multiplication dans Hs. On a alors :

Théoréme 5.1.2.4. Comme représentation de Hy, X Hs,, la représentation I(s) posséde
une filtration équivariante de la forme :

0C Io(s) CIi(s) C -+ C Iy, (s) = I(s).



110 CHAPITRE 5

Les quotients successifs sont donnés par :

Ji(s) = Ii(s)/Ii-1(s)

. Ho, xHo
~ ind ;’ 2

1., p2
Py XPt+6m

<(VtY1,8+t+5m X VtYQ,s—i-t) by C?(UQWQ)))

ou :

— Y] est un sous-espace totalement isotrope de W, de dimension t ;

— +Ya est un sous-espace totalement isotrope de Wa, de dimension t + oy, ;

— Wy est dans la méme série de Witt que Wao, et Wa,, de dimension ng, — 2t =
N2, — 20t +0m) ;

— P} est le relevé d Ha, du parabolique P(+Y;) stabilisant ;Y; et de Levi GL(:Y;) X
U(tWO) ;

— les notations pour les caractéres v,y, — et vy, _ sont reprises du Théoreme 5.1.2.1;

— U(:Wo) x U(:Wh) agit sur C=°(U(:Wy)) par (u,u).f(v) = fu™tou').

Démonstration. D’apres la Proposition 2.1.0.2, I'application g —+ g~!(X5) induit une iden-
tification P\ Hy ~ Q(W3) . L’action de Haz, x Hs, & droite donne la décomposition en
doubles orbites du Corollaire 2.1.0.5 :

m21

P(Xo)\U(W2)/(U(Wa,) x U(Wa,)) ~ P,\Hy/(Hy, x Hy,) =[] O
t=0

ot O = {Y € QW) | dim(Y N Wy,) = t} = {Y € QW) | dim(Y N Wa,) = 0m +
t, dim(Y NWa,) = t}.

Comme dans [KRO05], on peut exhiber des éléments w; assez élémentaires qui appar-
tiennent aux différentes orbites O;. Il suffit en effet de choisir un lagrangien dans O, puis
de choisir une base intelligemment pour écrire explicitement un élément w;. Par exemple,
en choisissant deux sous-espaces totalement isotropes maximaux Xg, et Xo, de Wy, et
Wa,, ainsi que leurs duaux X3, et X3 . Alors Wy, = (Xo, + X3,) + W3, avec W5, et Wy,

CométT 1 1 2 2

tous deux isométriques. On note eq,.. +> €y, Une base de Xy, et ef,...,en, de X,
ol 1x 1% * A *

ainsi que ef”, ..., €, . pour X3,, de méme pour X3 . Enfin, pour 0 < ¢ < mg,, on pose

+X2, le sous-espace de Xy, engendré par les ¢ premiers vecteurs. Idem pour Xp,, ainsi
que pour les espaces duaux. Finalement, on a Wo, = (145, X2, + 146, X3,) + 145, W5,
et Wy, = (¢ Xo, +X3)) + Wy, avec 1y, Wy, et (W5 isométriques & un méme es-
pace e-hermitien ;Wy. Pour rappel, Wo = Wy, @ (—Wb,) est scindé, et dans (W3 @&
(—t46,,Ws,) =~ tWo @ (—:Wp), la diagonale A(;Wy) = {(wo,wo) | wo € {Wo} et I'antidia-
gonale A~ (;Wy) = {(wo, —wp) | wy € Wy} sont deux sous-espaces totalement isotropes
maximaux de ;Wy @ (—Wy), duaux I'un de 'autre. On prend pour w; un qui réalise 1'iso-
morphisme p € P(X3) — wtpwt_1 € P(1 X2, + t45,, X2, + A(tWy)). Le plus simple est de
choisir une base de X3, d’envoyer les ¢ premiers vecteurs de X; sur la base canonique de
+Xa,, les t + 0, suivants sur celle de (45, X2,, puis les derniers sur une base de A(;Wy).
Un représentant de Oy est donc w; .

On applique la version simplifiée du lemme géométrique (Théoréeme 1.1.5.1) avec P =
Py, G = Hy, N =Hy x Hy,, 0 =vx, et oy = 6N(X2). En notant St; le stabilisateur de
Pw; ! dans N, il vient :

1
Do, (0) = — indg, (wy o (67vx,,8) | Mr)-

Donnons une description plus explicite de St;. Si on regarde son image directe par la
projection p : Sp(Wa) — Sp(Ws), on obtient p(St;) = wiP(X2)w; ' N p(N) ot p(N) =
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U(Wo,) x U(Wa,) est un groupe réductif. On note la projection sur le premier facteur
71 : p(N) — U(Wa,). On a alors des inclusions 1 (wy Pyw; ' Np(N)) € P(;Xa,) € U(Wy,).
En effet pour tout u = (uy,us) € p(Sty) tel que up = wprw; ', on a I'égalité :

u (1 X2,) = wprwy (1. Xo,) O Wa, = wyp1 (:.X1) N Wa, = (w X1) N Wa, = ¢ Xo,.
On procéde de méme pour Hy,. Et donc :
p(Stt) - P(tX21) X P(t+5mX22) C U(W21) X U(W22)'

On pose +Y1 = X2, et 1Yo = 445, Xo,. Le Corollaire 2.1.0.5 donne que le stabilisateur est
obtenu comme le produit fibré de P(;Y1) et P(;Y2) au-dessus de U(;Wp) :

p(Sty) —— P(:Y1)

L

P(Y2) —=U(Wo)

Ensuite, de wyN(Xo)w; ' N (U(Wa,) x U(Wa,)) = N(;Y1) x N(;Y2), on tire de la
Proposition 2.2.0.7 que wio(dn(x,) M) = dn(,vy)| det,v; |t+5m®5N(ty2)\ det,y, |* en tant que
caractere de P(;Y7) x P(+Y2), ce qui permet de passer a 'induite parabolique normalisée.
Sauf dans le cas ma, = ma, et t = 0, le stabilisateur d’une orbite O; est contenu dans
le sous-groupe P;Jr 5, X P?, et contient lui-méme le radical unipotent d'un sous-groupe
parabolique propre de Ha, x Hj,. Ainsi :

. Ho., xH> . Pt1XPt2+5
q)Ot(U) =ind ;! 2 ViYis4t+6m @ Vy Yo s+t @ (h - 1ndSt " 1) :
Py XPt+6m t

. \ s . . Ptl XPt2+5 - s
Pour finir, le seul terme a décrire est f — indg;, ™ (1). Etant donnée la forme de

Sty, celle-ci est isomorphe a f — indggzgggxwtwo)(l) ou U(:Wy) est plongé diagonalement

dans le produit. Or, pour le plongement diagonal G — G x G, 'induite § — inngG(l) est
isomorphe a C2°(G), ou l'action de G x G provient de 'action naturelle par multiplication
a gauche et a droite. D’ou le résultat.

Dans le cas exceptionnel évoqué 6,, = t = 0, on a p(Stg) = U(Wy) ~ U(Wa,) ~
U(Ws3,). On plonge U(W)) diagonalement dans le produit U (W3, ) x U(Wa,) et 'action de
(g1,92) € U(Wa,) x U(Wha,) est donnée par x — g1rge L. Et on obtient la représentation
Cee(U(W))- [

Le cas souvent rencontré. Soit W un espace e-hermitien de dimension n. On pose
Wo, = Wo, = W et Wy = W + (=W). Soit AW = {(w,w) € Wa | w € W}. C’est un
lagrangien de W5 et on note P, l'image réciproque de P(AW) dans Hy. Comme précé-
demment, Hy, et Hy, désigne les images réciproques de U(Ws, ) et U(Ws,) dans Hs. Les
groupes Ho, et Hs, sont canoniquement isomorphes, on les note donc H indifféremment.
On obtient ainsi pour la représentation I(s) = indgj(uxz,s) :

Lemme 5.1.2.5. Comme représentation de H x H, la représentation I(s) posséde une
filtration équivariante de la forme :

0C Io(s) C Ii(s) C--- C ILy(s) = I(s)
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dont les quotients successifs sont :
Ri(s) = Ii(s)/T—1(s)
= indj} 5%, <(VtX7$+t X v, xs11) @ CEO(U(tW)))

5.1.3 Deuxiéme filtration (Kudla), foncteurs de Jacquet

Filtration. Soit (U(W1),U(W2)) une paire duale de type I dans Sp(W; ® Ws). Soit
(W) en la tour de Witt construite sur WY telle que Wy = W™ On se fixe un drapeau
totalement isotrope complet (X1, Jo<k<m, de Wi ainsi qu'un drapeau dual (X7, Jo<k<m, de
sorte que Wy = X, + W+ + X7, . La donnée de (X1, )o<k<m,; détermine I'ensemble des
paraboliques standards, alors que la donnée supplémentaire du drapeau dual détermine
I'ensemble des Levi standards. On note P(X},) le sous-groupe parabolique maximal de
U(W,) qui stabilise X;,. Son Levi est de la forme GL(X;,) x U(Wi™ %), et son radical
unipotent N (X7, ) s’insere dans la suite exacte :

1 — Ni(X1,) = N(X1,) = Hom(W™ % X1.) — 1

ot N1(X1,) C N(Xj,) est central, avec égalité dans cette derniere inclusion si et seulement
W1 est scindé et k = m;. Enfin, pour j <k, on note Q1 (X1,) le sous-groupe parabolique
de GL(X1, ) qui stabilise X . Il a une décomposition en parabolique standard de GL(X1,,),
en effet, son Levi standard est de la forme GL(Xj;) x GL(XJ’-“) ou X;C = X1, N (X, 4—Xi‘j)L
est le supplémentaire de X3, dans X, déterminé par ces données. On adopte des notations
similaires pour Wa.

Dans la suite, Ry, désigne le foncteur de Jacquet normalisé associé au sous-groupe
parabolique P;"* = M, x N(X,) de H;. A un caractére pres de M(Xy,), qui sert a la
normalisation du foncteur de Jacquet, connaitre R, a calculer les coinvariants vis-a-vis
de N(Xj,). On va utiliser la suite exacte précédente pour découper ce calcul en deux
étapes : d’abord en prenant les coinvariants vis-a-vis du sous-groupe central Ny (X7, ), puis
en terminant avec la partie restante vis-a-vis de Hom(Wlml_k, X1,)-

Théoréme 5.1.3.1. Soit k € [0, m1]. On pose r = min(k, m2). Les coinvariants admettent

une filtration :
le(wml,mg) —ROSR'S..ORHODR*T =90

dont les quotients successifs Jy = R'/R'*" sont donnés explicitement :

o XHInl_kXHQ

G
Jt =ind k
k my1—k mo
by X Hy x Py

(‘St ® Cgo(Hom(tha X2t)) ® wml—kﬂnz—t)
ou :

— Q’,j_t est le parabolique de G} qui stabilise Xy, ,, image réciproque dans Hy de

Qk(Xlk—t) ;

— le caractere & est donné par VX, s+ (k—t) ® VXE stt Q Vx,, ,—s+t—2k QUEC S = N —
ni + m,

— le groupe GL(X;“) x GL(X3,) agit sur CSO(Hom(th,th)) via ((g1,92).f)(g) =
flgy zgn).

En particulier, si mg > k, alors J, = Jj, est une sous-représentation de Ri, (Wm, ms)
de la forme :

mq mq1—k
Jk ~ IndG’“ x H X Ho
GILXH™ P2

(c?<Hom<X1k,X2k>> ® wmkmk)
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Démonstration. Soit (w,S) le modele de Schrondinger mixte associé & la décomposition
suivante

W=WieW, = X;,oWs + WM aW, + X{ oW

- X, o+ W, +  Xp

On note (pi, Sk) le modele de la représentation métaplectique de H(Wx,,<,>). On iden-
tifie les espaces S(X}) ® Sy et S(X}, Si); ainsi que X}; & Hom(X1,, Wa). Ainsi :

S ~ S(Hom(Xlk, Wg), Sk)
On a le lemme suivant :

Lemme 5.1.3.2. On a un isomorphisme de P."* x Hy-module :
Sni(xr,) — S(Z, k)

ou Z est le fermé de X, = Hom(X;,,Ws) constitué des morphismes x dont l’image
x(X1,) C Wy est un espace totalement isotrope.

L’espace Z posséde une stratification Z = ||[_oZ: ot les Zj, sont des orbites sous
Vaction de P{"* x Hy, indexées par le rang des éléments de Z i.e. par 0 < dimz(Xy,) <
r = min(k,mg). On note T la représentation S(Z,Sy). Cette stratification induit une
filtration sur T :

T=79>57" 5 .70 5 {0}

ot les quotients successifs Ty = T(t)/T(t‘H) sont explicites et de la forme :

T, ~ S(Z) ® S

Démonstration. 11 s’agit d’appliquer le lemme de [MVW87, Chap 3. V.1.] qui relie les
coinvariants avec le lieu des points de Hom (X7, , W3) ot I'action sur la fibre Sy, est triviale.
Le groupe N1 (X7, ) agit trivialement sur Hom(X7, , W2), et action sur la fibre Sj au point
z € Hom(Xy,,Ws) est donnée par le caractére n(s) — ¢(=25£2). D’apres [MVWST,
Chap. 3 V.3.], Z est exactement l'ensemble des éléments de Hom(X7, , Ws) pour lesquels
ce caractere est trivial. Cela donne la premiére assertion.

Pour expliciter la situation, l'action de P;"™* x Hy sur Z est ((p, \), (he, \')).x = hy' o
z o p. Elle se factorise donc par GL(Xj,) x U(W3). Les orbites pour cette action sont
constituées des éléments de méme rang. Soit z; € Hom(X7,, W») de noyau X, , et d’image
Xy, = :Ut(Xf) ou th est un supplémentaire de Xy, , dans X,. L’orbite de x; est Z,
et le stabilisateur de z; est contenu dans Qr(Xi,_,) X P(X2,), dont les Levi respectifs
sont GL(X1, ,) x GL(XF) et GL(X3,) x U(Wx,,). L’action sur z; se factorise & nouveau
par GL(XF) x GL(Xy,), et le stabilisateur est constitué des éléments (ay,as) tels que
ay' oxyoa; = x¢. On considére I'action du groupe (M i Hom (W™ % X)) x Hy sur

my
Ti = S(Z:, Si) = S(Z:) @ Sk. La représentation T} est isomorphe & § — ind]SVt[ X (Sklz,)

ol Sk, est I'action du groupe St,, sur la fibre Sy en z; € Z. Conformément aux formules
de la Section 4.2.1 sur le modele de Schrodinger mixte, le groupe M;" x Hj agit sur Sy
via VX, ny ® Wiy —km, €t le groupe Hom (W™ kX1 ) agit par na(h) pi((mt o h,0))
ol (x¢ o h,0) est un élément du groupe d’Heisenberg H (W, ). Enfin, comme Sj, est une
représentation de P;""' x Hy, on peut réécrire :

k
Tt

. MM H: . LQF
Ty =4 — 1nng7tXp3n2 (h— indgy’ (1) ® Sk).

t
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On obtient alors une induite, qui n’est pas parabolique, car le radical unipotent de P;"*?
n’agit pas trivialement sur wy,, —km, :

K
G:Ll xH"™ 7" x Hy
mi—k

Ty = — ind
t=1 Qb xHM T pm2

(Cso(Hom(th,th)) QVx,y, ,mne @ VxEn, ® Wiy —kyms ) -
O

Si Ni(Xi,) = N(X1,), on peut s’arréter 1a. Sinon, on peut réaliser la représentation
Ty a l'aide d’'un modele de (Sk, W, —km,) POUr connaitre (Wml,mz)N(Xlk)~ Réalisons Sj,
comme la représentation de Schrodinger mixte associée a la décomposition Wy = Xy, +
WX% + th* :

Wy, = W eX; + W FeWy, + W e X,
= Xt + Wit + ng,t

Ainsi, en recommencgant comme précédemment, on réalise S; & 'aide du modéle mixte
S(X7 4 Skt) = S(Hom(Wlmlfk,Xi),Sm), qui est donc une représentation de (H™ ™% i
Hom(W[™ % X)) x P™2. L’action d'un élément de Hom(W/™ ™% X, ) est donnée par
les formules du modele de Schrondinger mixte de la représentation métaplectique. L’action
d’un élément z;0h € Hom(Wi™ % X5,) est alors p%((xtoh, 0).f(y) = Y(< y,zoh >) f(y).
Le lieu des y € Hom(Wlml_k, X3,) pour lequel I'action est triviale sur la fibre Sy ; est donc
réduit a {0}. On en déduit par le lemme de [MVW87, Chap 3. V.1.] que les coinvariants
pour l'action du groupe Hom(Wf”rk,Xlk) sont S({0}, Sk,¢) ~ Sk, Donc :

(wml_k’m2)Hom(W1m1_k,X1k) = Sk,t = VXQt,’nl—Qk & Wmy—k,ma—t-

Par la Proposition 1.1.6.14, on déduit que :

my m1—k
Gk x H X Ho

k my—k mo
Qp_xHy X Py

(Tt)HOm(Wlml"“,Xlk) =f§—ind (C°(Hom(Xf, X2,)) ® &0 @ Wny—kmo—t)

ou § = VX1, 2 @ VxEn, Q VX, n1—2k- Or Ry, (wimnyms) = 5N(X1k) ® (wm17m2)N(X1k)' 1l
reste alors & donner l'expression normalisée de J; = (1})

[

Hom (W™ ", X1,)

—k
Tl H" T x Hy

k
k my—k_ pmo
o} Hy x Py

. .G k
Jiy = ind (€ ® C°(Hom(X", X3,)) ® Wny —kmsy—t)
ou § = VX, _,ma—ni+m+(k-t) ® VXEny—ni4m+t Q VX, ny—notnz+t—2k AVEC N1 = —T)2, soit en
notant s = na—nj+mn1, le caractere devient £ = VX1, s+ (k—t) OVxh o 1 OVXy —sti—2k- ]

Remarque 5.1.3.3. Dans [MVWS&87, p. 70], 'induite n’est pas normalisée, cependant
on remarquera que le £ de notre preuve correspond au leur. En effet, il y a égalité des
restrictions des caracteres VXF o ® VXy, ny—2k €t VXE nytny—2k ® 1 au stabilisateur de x.
Comme précisé dans [MVW87, p.75], on peut choisir arbitrairement le caractére y; ® x2
qui releve celui du stabilisateur v 5, 4, —2k-

Remarque 5.1.3.4. Les formules de Kudla sont différentes des ndtres car l'action qui
y est considérée consiste a multiplier a gauche par la transposée — comparer la formule
[Kud86, (5.20)] avec notre stabilisateur — et non par 'inverse, qui est la convention adoptée
tout le long de ce travail.
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5.2 Conséquences des filtrations

Le corps R sera dorénavant supposé algébriquement clos. Cette condition assure que
I'on peut définir pour m € Irrr(H{"") (admissible) le plus grand quotient mi-isotypique
(cf. Section 1.1.6) de la représentation de Weil wy,, m, pour le groupe H{"* x Hy'? comme
une représentation de Hy*?. Comme représentation de H{"' x H3", le plus grand quotient
m-isotypique est un produit tensoriel de deux représentations de chacun de ces groupes
d’apres le Lemme 1.1.6.4. Il est de la forme m ® O (71, W5"?) ot ©(71, W5?) € Repr(Hj™).

Avant de commencer, on rappelle simplement les résultats généraux obtenus a ’aide
des filtrations dans le cas des paires duales de type I pour des représentations a coefficients
complexes. La suite sera une discussion autour de la validité de chacun de ses points pour
les représentations modulaires.

Théoréme 5.2.0.1 ([Kud86],[MVW8T]). Soit m € Irrc(Hy). Alors :
(i) il existe mo(m1) € N tel que :

O(my, W3) #£ 0 & mg > ma(m) ;

(it) pour tout me € N, la représentation © (w1, W5'?) est de longueur finie ;
(7ii) On suppose que 1 est cuspidale.
a) la représentation ©(my, w2y gt cuspidale ;
2
(b) pour tout mg > ma(m1), la représentation O (my, Wy''?) est irréductible ;
c) si ©(my, W*?) est cuspidale, alors ma = mo(m) ;
2
(iv) plus généralement, on sait calculer le support cuspidal de tout quotient irréductible
de ©(my, W5"?).

Remarque 5.2.0.2. Les preuves de ces résultats exploitent les filtrations de Kudla et de
Rallis de la Section 5.1. Excepté pour 'indice de premiére occurrence mg(my), on établit
d’abord ces faits pour les représentations cuspidales, duquel on déduit ensuite les propriétés
de longueur finie et de calcul du support cuspidal dans le cas général.

5.2.1 Tours de Witt et indice d’occurrence

Indice de premiére occurence. On obtient le théoréme classique donnant I’existence
de l’indice de premiére occurrence, ainsi que l’existence de relevés — aussi appelés theta-
lifts dans la littérature — non-triviaux au-dessus de cet indice. On reprend les notations
de la partie précédente, soit WY un espace e-hermitien anisotrope ou nul, et soit Wy
I'espace e-hermitien d’indice de Witt mg parcourant la série de Witt construite sur W2.
Pour my € N fixé, on pose Wi = W' et H; = H{"'. Pour rappel, (U(W1),U(W3"?)) est
une paire duale dans Sp(W; ® W3"?).

Théoréme 5.2.1.1. Pour tout m; € Irrr(Hi) admissible, il existe un plus petit entier
naturel ma(m1) tel que pour tout mg > mo(m), on ait ©(mw, Wy'?) # 0. De plus, on a
ma(m) < nj.

Démonstration. 1l suffit de prouver les deux faits suivants : 71 est quotient de wy,, », ; et si
mg > Mb, W, m, SE surjecte sur Winy mi, - Soit W1@Ws = W1 @Xe+W1@Wx,+Wi1®X5 une
décomposition de W7 ®Ws ot X5 est un sous-espace isotrope de dimension k. Le modeéle de
Schrédinger mixte (cf. Section 4.2.1) associé s’identifie alors & S(Homp (X2, W1)) ® S¥. On
considere I'action naturelle de U(W;) sur Homp (X2, W7). Remarquons ensuite qu’étant
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donnée une orbite fermée A pour cette action, la restriction & ladite orbite fournit une
Hi-surjection de S(Homp (X2, W7)) sur S(A). Ce dernier est isomorphe a fj — indgtlw(l)
via le choix d’un élément x de l'orbite A. On peut produire toute une variété d’orbites
fermées en s’inspirant de l'appendice de Rallis [Ral84] : montrons donc que 'orbite d’un
élément x € Homp(Xs, W1) d’image non-dégénérée est fermée. Soit u,, = g,.z une suite de
A = U(W1).z qui converge vers a € Homp (X2, W7). On note k la dimension de I'image de
z, et on choisit une base (ea,,. .., e, ) telle que (z(ez;))1<i<q soit une base hermitienne
de I'image de z, et la queue (e2,)k+1<i<m, — possiblement vide — engendre le noyau de x.
On voit facilement que Ker a = Ker x. Ensuite, on a pour tout %, j :

< (gn-w)(e2,), (gn-z)(e2;) > = < a(es;),alez;) > .

Comme g, € U(W1), le membre de gauche est simplement < x(ea,), z(e2,) > i.e. constant.
Dot < z(ez;), z(e2;) >=< a(ez,),alez;) >. Le groupe U(W1) agit transitivement sur les
bases hermitiennes. En particulier, il existe u € U(W7) tel que a = u.z. Le stabilisateur
d’une telle orbite est un sous-groupe de U (W), noté U(V1), tel que Vit soit Iimage de
xz. On note U(V;) I'image réciproque de U(V;) dans H;. Ainsi, la représentation wi,, m.,
admet comme quotient :

h - lnd%(l) ® Wm1,m2—k = h - ind%(wml,mz—k|m)

En prenant my = n; et k = mg, on obtient que U(V7) est trivial. La représentation

précédente est alors la représentation réguliere, et elle admet comme quotient n’importe

quelle représentation m; de H; d’apres le Lemme 1.1.6.7. Si 'on prend maintenant & =

mg — mb, on obtient la surjection désirée via f — ind%(l) — 1. O
1

5.2.2 Le cas 7 cuspidale

Dans le cas modulaire, une représentation irréductible cuspidale d’un groupe réductif a
centre compact n’est pas forcément projective, ni injective. Cela conduit a des changements
majeurs dans les énoncés de la correspondance. Principalement parce que l'on perd la
garantie que le foncteur des mi-coninvariants soit exact, ce qui n’est assuré que si m; est
injective d’apres la Proposition 1.1.6.11. En sens inverse, I'utilisation récurrente du fait
que les représentations complexes irréductibles cuspidales de H5" sont projectives pose
également probléme ici, puisque que cela se révele faux en général dans le cas modulaire.
Les hypotheses de banalité (cf. Définition 1.2.3.1) que l'on fait présentent toujours des
limites quand la caractéristique ¢ de R est positive. En effet, a partir d’un indice mgo
suffisasamment grand dans la tour de Witt, la caractéristique ¢ divisera le pro-ordre de
U(W3"). Donc les preuves calquées sur le cas complexe échouent & partir d'un certain
rang dans la tour, ce qui donne lieu & la définition suivante.

Définition 5.2.2.1. On note ma(ban) le plus grand indice avant que cette situation
n’arrive c’est-a-dire le plus grand entier de {mg € N | £ est banal vis-a-vis de U(W5"?)}.
Par convention, mg(ban) = oo si 'on a [ = 0.

A cause de ce phénomene quand ¢ # 0, la preuve de irréductibilité de O(m1, Wy'?)
échoue au-dela de cet indice mg(ban). La situation se révele donc un peu moins satisfaisante
que dans le cas complexe. Cependant, on donne des conditions pour que les représenta-
tions O (w1, W5*?) soient de longueur finie, ce qui, en définitive, constitue une propriété
importante en général. Elle assure notamment ’existence d’un quotient irréductible non
nul ainsi que Padmissibilité de ©(my, W5"?).
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Premiére occurrence et cuspidalité. Commencgons par un résultat d’ordre général
dont on déduira plusieurs corollaires dans le cas banal. On rappelle [Vig96, 1.7.10] un
résultat que 'on utilise dans I’énoncé suivant : une représentation irréductible admissible
projective d’un groupe localement profini G est un objet injectif dans Rep(G) a condition
que R soit algébriquement clos et qu’il existe un compact ouvert de G dont le pro-ordre
est inversible dans R. Les hypotheses sur R garantissent la validité de ce résultat dans le
présent contexte.

cusp

Théoréme 5.2.2.2. On pose s = ny —ny + 1. Soit mp € Irry  (Hy).
(i) Pour tous entiers naturels mo et k, on a (avec égalité si my est injective) :

Vk,—s+k & O(m1, W2m27k) - R2k(®(ﬂ-17 WzmQ))
En particulier, ©(m, Wzmﬂm)) est cuspidale.
(ii) On suppose que w1 est projective. S’il existe mgy tel que O(mwy, W5'"?) admet un
sous-quotient irréductible cuspidal projectif wo, alors :

mo = mz(m) et m9 = @(Wla W27712(ﬂ1))'

Ce sera de plus 'unique quotient cuspidal dans la tour de Witt au sens ot :

st ©(my, W2m2) admet un quotient cuspidal non nul T, alors mb = mo(my)

et T = O(m, WQmQ(M)).

Démonstration.

[(i)] Soit m ® O(m1, W5'?) le plus grand quotient 7i-isotypique de wiy, m,. Comme le
foncteur de Jacquet Ry, est exact, on a que Ry, (11 @O (71, Wy"?)) = m1 @Ry, (O(m1, Wy'"?))
est quotient de Ry, (W, m,), donc se factorise par Ry, (Wi, msy)m - En étudiant les sous-
quotients de la filtration de Ra, (wm, m,), on a que Hompg, (R, (W, ms)/Jo, 1) = {0}
puisque 7 est cuspidale. Donc (R, (Wm, ms)/Jo)m = {0}. D’apres la Proposition 1.1.6.11,
le foncteur que V' +— V., est exact a droite (resp. exact si w1 est injective). De la suite
exacte courte 0 — Jo — R, (Wmy,ms) — R2, (Wmy,ms)/Jo — 0, on tire une surjection (resp.
un isomorphisme) :
(Jo)m, = B2y (Wi ma ) -

On obtient le résultat en composant par R, (W, mg)m — T1 @ R, (O(m1, W5"?)) et en
remarquant que :
(']0)71’1 =m® (Vk7—s+k ® @(7‘-17 Wgnsz))

ma(71)

Enfin, ces surjections impliquent que Ry, (O(m1, W, )) = 0 pour tout k > 0 par défi-
nition du premier indice d’apparition. Comme tout parabolique est inclus dans un para-

bolique maximal, cela suffit pour conclure que ©(my, W2m 2(m)) est cuspidale.

[(ii)] S’il existe my irréductible cuspidale projective qui est sous-quotient de ©(m, W3'?),
alors d’apres la discussion qui précede le théoréme, la représentation my est également
injective. Cela signifie que mo est un quotient de O (w1, W5"?). On peut dont supposer
qu’il existe une représentation irréductible 7o cuspidale projective telle que 711 ® o soit
quotient de Wy, m,- Soit 75 une représentation cuspidale telle que m; @ 75 soit quotient de
Winy - On insiste sur le fait que 75 n’est pas supposée irréductible. On va montrer que
mg = mbh et mg = mh. D’aprés la Proposition 1.1.6.10, la représentation m ®s est projective
et sa contragrédiente 7y ® my est injective. Comme ) ® 7y est sous-représentation de
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(Wimy.my) ", elle est également quotient. La représentation (wm, my)¥ ® Winym;, admet alors
(m ®@my) @ (m1 @7) comme quotient. Or, la représentation (Wi, ms)" @ Wy, my s'identifie

a la représentation de Weil de Sp(W; ® W), ou Wy = WQm 2@ (—W3") est un espace
hyperbolique.

De plus, le couple (U(Wy),U (W5 + (_Wng)) est une paire duale dans Sp(W; @ Wa).
On obtient donc un morphisme (U (W) x R*)-équivariant non trivial de (wm, mq )V®wml,m/2
dans 7 ® m; ot U(W7) x R est plongé diagonalement dans Hy Hy, I'image de Hy x H;
dans §f)(W1 ® Wa) par les morphismes jy,,, Jmi, €t J de la Section 5.1.1. Comme 7, ® m;
admet comme quotient la représentation triviale de U(W7), on en déduit que la restriction
de @(I,VI/'ZmI2 + (=W3")) € Rep(H}) au sous-groupe H3™ x H;né, ou H) = [7(I/If2ml2 +
(=W3"))wo, admet comme quotient 73’ & 7.

D’aprés le Théoreme 5.1.2.1, la représentation @(1,VV2m/2 + (=W3")) est une sous-
représentation d’une induite parabolique I(s). On considére la restriction de ces deux
représentations a Hy'"? X H;n 2. L’injectivité de 7 entraine que le plus grand quotient 7y -
isotypique de ©(1, W," 2 +(—=W3")) s’injecte dans celui de I(s) ; et Pexistence d’un quotient
cuspidal 7y ® 7, pour O(1, T/VQm/2 + (=W3")) entraine que (I(s))ry # 0. En appliquant la
premiére filtration & I(s) avec W3 et W,," /2, on voit que la cuspidalité de 73 ® 7 entraine
que ceci n’est possible que si mg = mb. En effet, quand mgy # m), tous les sous-quotients
qui apparaissent dans la filtration sont des induites paraboliques propres. La cuspidalité de

7y entraine que le plus grand quotient 7y -isotypique de Jy se surjecte sur (I (8)),,2v. Par le
Lemme 1.1.6.7, celui-ci ne peut étre que my @y avec multiplicité 1. D’ou (L(s))ry = Ty @,

et par suite 7 = mp. De plus, on a dans ce cas dim (Hom(O(m, W5"?),m2)) = 1. On
applique ce que I'on vient de montrer & 75 = O(my, W' 2(7”)), qui est bien cuspidale en
vertu du premier point. On a donc mg = ma(m1) et O(my, W2m2(m)) = 9. O

Le point (ii) est encore valable en affaiblissant les hypotheses et en supposant seule-
ment que 7o et Ty sont injectives. La discussion qui précede le théoréme assure que o est
injective quand 7y est projective. De plus, la contragrédiente d’une représentation projec-
tive est injective quand le foncteur V — V'V est exact [Vig96, 1.4.13], ce qui est bien le
cas ici. La raison de ce choix est qu’il existe une caractérisation précise des représenta-
tions projectives, a savoir avec les hypothéses que nous avons ici, ce sont exactement les
représentations qui sont compactes et ont un degré formel [Vig96, 1.7.9].

Corollaire 5.2.2.3. Soit m € Irry"P(Hy). On suppose que m est projective. Alors, si
ma(ban) > ma(m), la représentation cuspidale @(ﬂl,Wsz(m)) est irréductible, projective
(et injective). Elle est par ailleurs l'unique quotient cuspidal de toute la tour de Witt

O(m1, Wy?).

Démonstration. C’est une application du théoréme précédent. Pour ce faire, il s’agit de
justifier que tout sous-quotient irréductible de ©(my, Wy 2(7”)) est projectif. Ce dernier
point est vrai d’apreés ’hypothese de banalité mo(ban) > mo (7). O

On peut donner une version plus forte de ce corollaire :

Corollaire 5.2.2.4. On suppose que { est banal vis-d-vis de U(W1). Soit w1 € Irr ™ (Hy).

Alors, si ma(ban) > ma(m), la représentation cuspidale O (my, WQmQ(m)) est irréductible,
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projective (et injective). Elle est par ailleurs l'unique quotient cuspidal de toute la tour de
Witt ©(my, Wy'?).

On déduit enfin de ce dernier corollaire et du Théoréme 5.2.1.1 :

Corollaire 5.2.2.5. On suppose que { est banal vis-a-vis de U(W7) et que ma(ban) > ny.

Alors pour toute m € Irt'y*P(Hy), la représentation cuspidale ©(m, WQmQ(m)) est irréduc-

tible, projective (et injective). Elle est par ailleurs l'unique quotient cuspidal de toute la
tour de Witt ©(my, W3'?).

Remarque 5.2.2.6. Ces deux corollaires ne signifient pas que la représentation O (my, W5"?)
n’admet jamais de sous-quotient cuspidal si mo > mg(7m1). Seulement, pour tout sous-

quotient irréductible cuspidal o de © (71, W5'*?) avec ma > ma(m1), on aura mg > me(ban)

et mo est cuspidale non injective. En particulier, elle n’est pas non plus projective. Une

telle représentation cuspidale 7y apparait comme sous-quotient de © (w1, W5"'?) mais pas

comme quotient.

Paires commutatives et longueur finie. On se restreint, dans ce paragraphe seule-
ment, aux paires duales commutatives de type I qui sont répertoriées dans le tableau de
la Section 2.3. On se réfere a la Section 2.5 pour dire que ce sont les paires pour lesquelles
I'involution MVW est définie.

Proposition 5.2.2.7. On suppose que les paires considérées sont commutatives. Soit
m € Irey"P(Hy). Alors, si la représentation cuspidale @(ﬂ_l’Wsz(m)) est irréductible et

injective, la représentation ©(my, Wy'?) est de longueur finie pour tout mg > 0.

Démonstration. Si 'on prend un modele de ww, w,, et de ww, w,, associé & un méme
caractere ¢, on a qu’un modele de wyy, w,, +w,, s’identifie & ww, w, @ww, w,,- De plus, en

N . N . o m
appliquant 'involution MVW, on a w%}fw% = W~ W, - Ainsi, en prenant Wy, = W, A

et Wy, = W, *?, comme l'involution MVW est exacte on obtient une surjection :
W, Wa, ® WWi,—Wa, = 71 ® @(7717 W21) ® Wi\/IVW ® @(7[-17 W22)MVW'

Par suite, en prenant l'inclusion diagonale H; C (E)W21 X (lr;fl)w22 et en se rappelant

%/IVW ~ MVW

que 7 ~ )/, on obtient m; ® m) ~m ®m — 1 et donc:

@(17 W21 + (_W22)) - @(7['1, W21) ® @(7['1, W22)MVW'

Si 7 = O(m, Wa,) est irréductible, cette surjection entraine que le plus grand quotient
T-isotypique de ©(1, Wy, + (—=Wha,)) se surjecte sur 7 @ O(my, Wa, )MYW. On va montrer
que quand mg, = ma(m), le plus grand quotient T-isotypique de ©(1, Wy, + (—Wha,)) est
de longueur finie, ce qui est suffisant pour conclure. Rappelons que O(1, Wy, + (—Wha,))
est une sous-représentation d’une induite parabolique I(s) pour un certain s € Z d’apres
le Corollaire 5.1.2.2. On connait de plus des filtrations explicites de telles induites d’apres
le Théoréme 5.1.2.4. Par hypothese, la représentation cuspidale 7 = ©(my, Wy" 2(7r1)) est
irréductible et injective, la surjection précédente est donc un opérateur d’entrelacement
de représentations de I/{;1 X EVQZ :

O(1, Wa, + (—Wa,)) = 7 @ O(my, W, )MVW.
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On a de plus d’apres la Proposition 1.1.6.11 que le plus grand quotient T-isotypique de
O(1, Wy, + (—Wha,)) est inclus dans celui de I(s), que 'on note I(s);. Au vu de la filtra-
tion du Théoreme 5.1.2.4, du Lemme 1.1.6.7 et de la Proposition 1.1.6.14, ce dernier est
isomorphe a la représentation :

H
P72n222 (TV)

om

I(s); =7 ®ind

qui est bien de longueur finie. Donc O(1, Wy, + (—Wha,)), est aussi de longueur finie
comme sous-représentation de I(s),. D’ou le résultat pour ©(m, W5"?) en remarquant
que l'involution MVW préserve la longueur d’une représentation. O

Seuil d’irréductibilité. La Proposition 5.2.2.7 ne peut pas étre réellement transposée
pour les paires duales quaternioniques (cf. Section 2.3) puisqu’elle repose sur 'utilisation
de l'involution MVW. On peut néanmoins citer un résultat qui parait assez satisfaisant
dans le cas banal, bien que ’on ne s’en serve pas dans la suite :

Proposition 5.2.2.8. On suppose que { est banal vis-d-vis de U(W7). Soit m € Irr'y ™ (Hy).
On suppose que ma(ban) > ma(my). Alors pour tout entier ma tel que ma(ban) > mg >
ma(m1), la représentation O (w1, W5'?) est irréducitble.

Démonstration. On procede par récurrence. L’initialisation en mg = mg(m1) provient du
Corollaire 5.2.2.5. En effet, par hypothese ¢ est banal vis-a-vis de U(WW7) donc toute re-
présentation irréductible cuspidale est projective et injective. On suppose donc que pour
tout entier my tel que ma(m) < mg < mY < ma(ban), la représentation O (71, W5"?)

0
est irréductible. On va montrer que ©(m, Wy 2+1) est irréductible. D’apres le Théoreme
5.2.2.2, on a pour tous entiers naturels k et mo une égalité :

Uk —sik @ O(m1, Wa %) = Ry, (O(m1, W3™)).

En particulier, ’hypotheése de récurrence implique que pour tout mg < mJ+1 et tout k > 0,
la représentation Ry, (O(m1, Wy'*?)) est soit nulle, soit irréductible. Ainsi, si ma(m) < ma <
m9 +1et 0<k<mg—ma(m), on a égalité :

Vg, —s+k & @(le W2m2_k) = RQk (9(7T17 W2m2))

0
Maintenant, il existe un sous-quotient p de @(Wl,WQmQH) tel que Ry, (p) = Vi,—s41 ®
0 0
O(m1, W, ?). Cela entraine que pour tout k > 0, Ry, (p) = ng(@(m,WgnQH). En effet,
la restriction parabolique vis-a-vis du parabolique P(®), ou ® est le drapeau totalement

isotrope {Xo, C Xy, }, est donnée par Ry, o Ry, , = Ry, , 0 Ra,. Or, Ry, , o Ry (p) =

0 041
Vo1, — (514 (k—1) ® V1,—s41 ® O(m1, W5 ?) # 0. Donc Ry, (p) = Ry, (O(m1, W5 *" ) pour
tout k. De plus, les foncteurs de Jacquet Ry, parcourt I'ensemble des paraboliques maxi-
maux. Donc les foncteurs de Jacquet propres de tout autre sous-quotient irréductible de

O(m, W2m 8+1) sont tous nuls. C’est-a-dire tous ses autres sous-quotients irréductibles sont
cuspidaux. Par hypothése my + 1 < mgo(ban). Donc s’il y avait un sous-quotient cuspidal
irréductible, il apparaitrait aussi comme quotient. Mais ceci est impossible en vertu du
Corollaire 5.2.2.4. O

Remarque 5.2.2.9. En particulier, quand la caractéristique [ est nulle i.e. mo(ban) =
400, on retrouve ’énoncé classique sur l'irréductibilité pour les cuspidales.
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Support cuspidal. On reprend les notations de la Section 5.1.1. On désigne par Iy,
I'induction parabolique dans Hj'? depuis le parabolique P;”Q. On a une surjection de

G7"? % HY" ™ vers son Levi M". Si p € Repg(G”?) et 0 € Repr(Hy? ), Pinduite &
Hs est Igj (p® o). On pose s = ny —ny + 11, ou 'on rappelle que n; est la dimension de
Wy = Wi™ sur D, ng celle de Wy et ny € {€1,0, =5} selon que D € {F, E,quat.} (cf.
Proposition 2.2.0.7).
Théoréme 5.2.2.10. Soit m; € Irr'y*P (Hy).

(i) Sim ® mo est un quotient de Wy, m, avec :

my < Ia,(p2 ® 02), 0t pa, 02 sont drréductibles,
alors : .
O(m1, Wy ™) — o9 et p2 = vj s ;.

(ii) On suppose qu’il existe un unique quotient irréductible cuspidal dans toute la tour,
que l’on note (m9,73). Alors, pour tout entier mg > m3, on pose j = mg —m3. Le
support cuspidal d’un quotient irréductible de O (my, W5'?) est :

.0
[V1,7s+1, Vl,—s+35--+,V1,—54+2j—1; 7T2]-

Sim9 > ma, O(m1, W) n'admet pas de quotient irréductible.

Démonstration.

[(i)] On a alors une fleche non-triviale © (71, W5**) — Iz, (p2 ® 02), qui fournit par ad-
jonction une surjection Ry, (0(m1, Wy"?)) — p2 ® 02. On en déduit le résultat recherché en
appliquant le point précédent :

Vj—st+j ® O(mq, ngrj) — P2 @ 03.

[(ii)] Ceci est une application facile de (i) en supposant oo cuspidale. Donc o2 = 7J et on
conclut en calculant explicitement le support de vj _,4; avec j = mg — my. ]

Remarque 5.2.2.11. A priori, on sait seulement que l'on a m9 > ma(m) dans le

deuxiéeme point.

Cette remarque donne lieu a plusieurs corollaires qui résultent des Corollaires 5.2.2.3
et 5.2.2.5:

Corollaire 5.2.2.12. Soit m € Irry*P(H1). Si la représentation cuspidale ©(my, W2m2(7r1))
est irréductible et projective, alors on a dans le théoréme précédent m3 = mo(m). En

reprenant les mémes notations, pour tout mq > ma(m1), le support cuspidal de tout quotient
irréductible de O(m, Wy'?) est :

(U1, =415 V1,—5435 - - - s V1,—s4+2j—1; O (71, ngz(m))].

Corollaire 5.2.2.13. Soit m; € Irt; " (Hy). On suppose que € est banal vis-d-vis de U(Wh)
et que mao(ban) > ma(m). Alors, pour tout ms > mao(m1), le support cuspidal de tout
quotient irréductible de O (m, W5'?) est :

[V1,—s4+15 V1,—543, - - - s V1,—s4+2j—1; O(71, WQmQ(WI))]

Corollaire 5.2.2.14. On suppose que ¢ est banal vis-a-vis de U(W1) et que ma(ban) > ny.

Alors, pour toute m € Irr'y ™ (Hy) et tout mo > mo(m1), le support cuspidal de tout quotient

irréductible de ©(my, W5"?) est :

[V1,—s415 V1,—s435 - - - s V1,—s4+2j—1; O (71, Wzm(m))}-
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5.2.3 Le cas général 7 irréductible.

Si 7 n’est pas cuspidale, on exploite le cas cuspidal pour obtenir des énoncés sur la
longueur finie et le support cuspidal. On note toujours /1, 'induction parabolique et Ry, la
restriction parabolique dans H; depuis le parabolique ijl. Son Levi est alors de la forme
G x H™ 7. Si p® o est une représentation de ce Levi, I'induite est alors Li;(p®@o).
On adopte les notations de la filtration du Théoreme 5.1.3.1, ou les sous-quotients sont
dénotés J;. Enfin, on reprend la définition de 'entier ma(ban) de le Section 5.2.2.

Longueur finie.

Proposition 5.2.3.1. Soit k > 1 tel que Ry, (m1) - p1 ® 01, ot p1 € Irrr(G™) et o1 €
Irr?Sp(H{m*k). Soit ma un entier. On suppose que pour tout mly, < me, la représentation

(o1, W,?) est de longueur finie. Alors la représentation ©(my, W) est de longueur

finie.

Démonstration. La représentation m ® O(m, W5"?) est un quotient de la représentation
de Weil wyy, m,. Par suite, Ry, (wWm, m,) se surjecte sur Ry, (m1) @ O(m, Wy'?), donc a
fortiori sur p1 ® o1 ® O(mwy, W5?). 1l suffit donc de montrer que les p; ® oq-coinvariants
de Ri, (Wm; m,) sont de longueur finie. D’apres la filtration du Théoreme 5.1.3.1, il suffit
de le prouver pour chaque sous-quotient J; qui intervient. Le plus grand quotient p; ® o1-
isotypique de :

lelenlkaH;"Q

. .G
Jy = lndQﬁftXHinl_jXPth (ét &® CSO(HOIII(XL, th)) & wml_k’mQ_t)

est :

. JH)? - . LGP
mde”Q <01 ®O(o, W ® (mdQ’ét(ﬁt ® Cgo(Hom(X{t,th)))> >
p1
On procéde comme dans le point (b) du [MVWS87, Chap. 3, Cor. II1.2] sur la finitude
des pi-coinvariants, pour en déduire que les p; ® o-coinvariants de Ry, (W, m,) sont de
longueur finie. 0

Support cuspidal.

Proposition 5.2.3.2. Soit 11 @72 un quotient irréductible de wy,, m,. Soit k > 1 tel qu’on
ait un quotient irréductible py ® o1 de Ry, (m1) avec p1 cuspidale. On distingue les deux
cas sutvants.

1. Soit k =1 et Hom(Jy, p1 ® 01 ®72) # 0. Auquel cas 01 @7y est quotient de wiy, —1,m.
c’est-a-dire :
P1 = Vis+1 et @(O’l,WQmQ) —» 2.

2. Soit Hom(Jp, p1 ® 01 ® m2) = 0, et dans ce cas on a mg > k. Il existe alors un

quotient irréductible o1 ® o9 de Wy, —kmo—k, i-€. O(01, W2m2_k) —» 09, tel que :

7o soit un sous-quotient de I, (py ® o9).

Et si ma < may(ban), on a :
[ma] = [p1, [o2]].
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Démonstration. Siun entrelacement non-trivial wy,, m, — 71 ® T2 existe, alors il existe un
entrelacement non-trivial Ry, (Wm,,m,) — p1 ® 01 @ ma. Il existe alors un entier ¢ tel que
Hom(Jy, p1 ® 01 @ ma) # 0. Comme p; est cuspidale, on ne peut avoir comme contribution
que t =k, ou bien, k=1et t =0.

[Cas 1] On a Jy = V1 541 @ Wm,—1,m, €t donc cela entraine que p; = vy 411 et la représen-
tation o1 ® w2 est un quotient de win, —1.ms-

[Cas 2] De la suite exacte 0 — Ji = Ri, (Wmymo) = Ri,(Wmyme)/Jk — 0 et de T'exac-
titude a droite des p; ® o-coinvariants, on tire que (Ji)p 001 = (R, (Wmims))pr@o: - En
résumé on a :

(Jk),01®01 - (le (wm1,m2))p1®01 - (le (Wl))p1®01 ® @(771’ WQmQ) —» p1 Q01 & .

Le calcul des p; ® o1-coinvariants de Ji donne :

Hy"? _
(Jk)m@(n =p1 R0 X Inden2 (p\l/ ® @(0-1, WQmQ k))
Comme 7y est admissible, la seconde adjonction donne un morphisme non-trivial :

p1® 01 ®py ®O(o1, Wy ") = p1 @ o1 @ RSP (),

ou Rgg désigne le foncteur de Jacquet vis-a-vis du parabolique opposé de P;"?. Il existe
alors un sous-quotient irréductible py ® o2 de R(Q)E(Wg) tel que po = py et oo soit un
quotient de @(01,W2m2_k). Enfin, si mg < mg(ban), les représentations cuspidales sont
supercuspidales et le support cuspidal de 7y est alors [pY, [02]]. O

En appliquant récursivement la proposition précédente, on déduit :

Corollaire 5.2.3.3. Soit m ®@my un quotient irréductible de wy,, m,. On suppose que ma <
ma(ban).

On note [o1,...,00;p1] le support cuspidal de w1 et o = (i1,...,4,) le multi-indice as-
socié da (o1,...,0.), de somme |a|. Alors il existe un multi-indice B = (ij,,...,1;,) issu de
a ainsi qu’un quotient irréductible py de O(p1, Wzmz—\ﬂl) tels que :

[m2] = [0, -, 05 [p2]]-

On est donc ramené au calcul du support dans le cas cuspidal. Une condition suffisante

est qu'il existe un unique quotient irrédutible cuspidal dans la tour (©(p1, W5"*?))m,. Si de
ma(p1)

plus cusp = proj, on sait que ce quotient cuspidal est O(p1, W, ). Cela donne lieu a :
Corollaire 5.2.3.4. Soit 11 ® w2 un quotient irréductible de Wy, m,. On suppose que l
est banal vis-d-vis de U(W7) et que ma(p1) < ma(ban). On note [o1,...,0.; p1] le support
cuspidal de w1 et a = (i1,...,4,) le multi-indice associé a (o1, ...,0,), de somme |a|.

— simg > |a| +ma(p1), on pose t = mg — || — ma(p1). On a alors :

[7T2] = [O'Ya e 70-7\4/7 Vl,—8+17 ey V1,78+(2t71); ®(p17 W;nQ(pl))]
— simg < |a|+ma(p1), il existe un multi-indice v = (ij,,...,45,) = (1,...,1) issu de
a de somme/cardinal ma(p1) + |a| — my tel que o, = Vi g41,...,05 = V1 s4(2t41)
et son complémentaire 6 = (ij, ... iy ) de somme ma —m(p1) donne :

[mo] = [o}é,...,ayl ;@(pl,WQmQ(pl))].

Jr—t
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Démonstration. D’apres le corollaire précédent et le calcul du support des quotients ir-
réductibles de ©(p1, Wo" 2-p ‘) (en effet, le support cuspidal [m2] de w2 est donné par

(08, V1211, - - ,V1,fs'71;@(Pl,WQM(m))], ol j = mg — |B| —ma(p1) et s = na(p1) —
(n1 —2|a]) + m1 = s — 2t avec t = ma — |a] — ma(p1) et na(p1) la dimension de WQmQ(pl).

Donc —s' = —s+ 2t et j —t = |a| — |B]. Ainsi, les indices varient de —s — 2(j —t) + 1 &
—s+2t—1ouj >t Sit>0,lesindices de —s —2(j —t)+1 & —s — 1 correspondent
exactement a des contragrédientes de caracteres qui proviennent du cas 1. En effet, la pre-
miere fois que le cas 1 se produit, ce sera pour le caractere vy 541 dont la contragrédiente
est v1 _s—1. Quant au cas suivant, il correspond au cas ol un des o est le caractére vy 43,
de contragrédiente 1 _s_3. On peut donc compléter le multi-indice 3 en . Restent alors
tous les termes vy _s11 & vy _g12i—1. it < 0, on utilise des arguments similaires. O

Corollaire 5.2.3.5. On suppose que | est banal vis-a-vis de U(W7) et que ma(ban) > ny.

Soit @ un quotient irréductible de wy,, m,, avec ma < ma(ban). On note [0, . .., or; p1]
le support cuspidal de 1 et v = (i1, ..., 1) le multi-indice associé a (o1,...,0.), de somme
af.

— st mg > |a| +ma(p1), on pose t =mg — |a] —ma(p1). On a alors :

(o = [oF oo oY st 21213 o1, W),
— sima < |af +ma(p1), i existe un multi-indice v = (ij,,...,4;,) = (1,...,1) issu de
a de somme/cardinal ma(p1) + |af — ma tel que 0j, = Vi 541, ., 0), = Vi gy (2t41)
et son complémentaire 6 = (ij;,...,iy ) de somme ma —m(p1) donne :

[mo] = [a}g,...,ayl ;@(pl,WQmQ(pl))].

J'rft
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Preuve de la correspondance

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2 et de caracté-
ristique résiduelle p. On se restreint ici aux paires duales de type I pour lesquelles D est
commutatif. Comme indiqué dans le tableau de la Section 2.3, ce sont les paires duales
pour lesquelles on a D = E. On les appelle paires duales de type I commutatives. On re-
prend les notations de la Section 2.6 pour les groupes classiques. On note ensuite ¢ = gg le
cardinal résiduel du corps E. On a donc ¢ = (qF)f ou f est le degré résiduel de I'extension
E/F. Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique ¢ différente de p et 2. On fixe

. , , 1
une racine carré de g dans R, notée ¢2.

Dans toute cette section, W7 désignera un espace ei-hermitien sur £ dont on note
nq la dimension et ny l'indice de Witt mq. La notation Wlk désignera un espace dans
la méme série de Witt que W7 et d’indice de Witt k. Bien évidemment W{"* = W;. On
emploiera des notations similaires pour W5 un espace eo-hermitien. On suppose dorénavant
que g2 = —¢1, de sorte que (U(W7),U(W2)) est une paire duale dans Sp(W; @ g Wa). On

pose :
. €1 sikE=F ;
M=Y 0 sE /F est quadratique.

Quitte a échanger W7 et Wa, on suppose que ny < ni; — 1. On reprend les conventions
et les notations de la Section 5.1.1 pour la représentation de Weil dans les tours de Witt
Wiy ,ma, €N fixant des drapeaux totalement isotropes X1, et X, de chacun de ces espaces,
ainsi que des drapeaux duaux. Cela fixe ainsi des choix de paraboliques standards et de
Levi standards. En particulier, les groupes H; et Hy sont des groupes isomorphes aux
relevés de U(W1) et U(Ws) dans Sp(W; @ Wa).

La preuve que l'on présente ici est une généralisation des arguments de [GT16]. On
n’obtient une preuve complete de la correspondance pour une paire commutative de type
I (U(Wy),U(W3)) fixée (cf. Théoreme 6.3.3.3) qu’a condition d’avoir or(q) > ni+2mq, ou
or(q) désigne l'ordre de ¢ dans R* et en supposant l'existence d’une certaine surjection
(cf. hypothese (H) de la Section 6.2). Il n’y a qu’un nombre fini de nombres premiers £
pour lesquelles la condition sur or(gq) n’est pas vérifiée. Si elle ne l'est pas, on a toutefois
des résultats partiels relativement explicites et proches des énoncés de la correspondance
en distinguant deux groupes de représentations : celles hors du bord pour lesquelles tout
se passe comme dans le cas le plus favorable en supposant (H) (cf. Théoreme 6.2.0.1) ; et
les représentations du bord qui sont, elles, sensibles a la caractéristique ¢ de R (cf. Théo-
réeme 6.3.3.1 et Lemme 6.3.3.1). On discute dans la Section 7 de stratégies qui pourraient
permettre de montrer que, excepté pour un nombre fini de premiers ¢, I'hypothese (H) est

125
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vérifiée.

6.1 Définition du bord de I(s)

Soit s € Z. Soit I(s) la représentation du Lemme 5.1.2.5, dont on reprend la notation
Ry (s) pour les sous-quotients qui interviennent dans la filtration. On voit I(s) comme une
représentation du groupe H; en considérant seulement ’action sur le premier facteur —
voir Lemme 5.1.2.5.

Définition 6.1.0.1. On dit que 7; € Irrg(H;) apparait dans le bord de I(s) s'il existe
0 <t <m tel que:
Homp, (Re(s),m1) # 0.

Proposition 6.1.0.2. Soit m; € Irrg(H1). Les conditions suivantes sont équivalents :

1. m apparait dans le bord de I(s) ;
2. il existe 0 <t < my tel que Homgmi (v,x 54+, R{P(m))) #0;

3. il existe 0 <t <mj eto € IrrR(HInl_t) tels que Hompy, (1, v, x,—s—t X 0) # 0.
Démonstration. En effet, d’apres le Lemme 5.1.2.5, on a pour tout 0 <t < my :
Ry(s) = ind;%f;;nl <(VtX,S+t X v, xs11) @ CEO(U(tWO))-

On suppose que 7 dans le bord de I(s). Comme 7 est admissible, la seconde adjonction
et la dualité de Casselman sont valables d’aprés la Proposition 1.2.1.2. La seconde adjonc-
tion donne I'équivalence avec l'existence d’un morphisme non-nul de v,x s+t @ v, x 54+ ®
C°(U(:Wy)) dans R{P(m1). Le Lemme 1.1.6.7 sur la représentation réguliére conduit &
I’équivalence avec la deuxiéme condition de la proposition. Pour finir, on a par dualité :

Homgm (RYY(m1)Y, v, x,—s—t) # 0.
La dualité de Casselman assure qu’on a alors :
HOmG'an (R]-t (W:\L/), VtX,*S*t) # 0

Par réciprocité de Frobenius, il existe une représentation irréductible 7 telle que le mor-
phisme :
7T¥ — VU, X,—s—t X T

soit non-trivial. Il suffit enfin d’appliquer 'involution MVW et d’utiliser la compatibilité
a X décrites dans la Section 2.6 pour déduire I’équivalence avec la derniére condition. [

Remarque 6.1.0.3. Si m n’apparait pas dans le bord de I(s), alors 7y non plus. En
effet, la derniére condition se reformule Homgm (R1,(m1),v,x,—s—) # 0. En dualisant et

en appliquant la dualité de Casselman Ry, (m1)" = R{Y(my), car m est admissible, on
obtient Homm (Vox,s4t, BT (7)) # 0.

Remarque 6.1.0.4. Une représentation cuspidale n’apparait jamais dans le bord de I(s)
car les sous-quotients R(s) pour 0 < t < my sont des induites paraboliques strictes.
En un certain sens, ne pas apparaitre dans le bord est une généralisation des « bonnes »
propriétés des cuspidales pour la filtration de I(s), a savoir qu’elles ne peuvent apparaitre
que pour Ry(s).
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6.2 Représentations qui n’interviennent pas dans le bord

On pose s = ng — ny1 + n1. On rappelle que, par hypothese, on a s < 0. On montre
que la correspondance de Howe est vraie pour toute représentation 7y qui n’est pas dans
le bord de I(—s) en faisant I’hypothése suivante :

(H) I existe une surjection I(—s) — O(1,W; + (=W1)) dans Repp(H; x Hy).
Théoréme 6.2.0.1. Sous l’hypothése (H), si m n’intervient pas dans le bord de I(—s),
alors :

— soit ©(m1, W) n’admet pas de quotient irréductible ;
— soit O(m1, Wa) posséde un unique quotient irréductible 6(m1, Wa). Auquel cas :

T~y & 0(m, W) ~ 0(m), Wa).

Démonstration. Supposons que O (w1, Wa) admette un quotient irréductible. Soit S, un
quotient semi-simple de © (w1, W3). Soit 7} une représentation irréductible quelconque de
Hj et S;/ un quotient semi-simple ou nul de ©(7}, W2). Nous allons prouver que :

dim (HomHg (Sﬂ'17 Sﬂ'i)) < 571'117"/1

ol 5,r1’771 vaut 1 si m; ~ 7] et 0 sinon. Cela suffit puisque cette inégalité vaut pour tout
quotient semi-simple de (w1, W3) et tout quotient semi-simple ou nul de ©(x}, Wa). On
consideére la paire duale balangoire (cf. Section 4.5.4) :

UW, @ (—W)) U(Wa) x U(Ws)

=

U(Wl) X U(Wl) U(Wz)

ou U(W>) est plongé diagonalement dans le produit U(W2) x U(W3). On applique l'identité
seesaw de la Proposition 4.5.4.1. Cela donne :

HOIIlHlXH1 (@(1, Wi @ (—Wl)), ﬂ'i &® WY) = HomHQ(G)(w’l, WQ) ® @(7['1, WQ)MVW, 1).

Chaque terme de cette égalité est analysé séparément.
Pour le membre de gauche d’une part, ’hypothése fournit une surjection de Hy x Hi-
représentations de I(—s) vers ©(1, W; & (—W7)). On a donc :

Homyy, s, (I(=s), 7 ® my') O Homp, (O(y, Wa) ® O (my, W)YV, 1).

En ce qui concerne le membre de droite d’autre part, on a :

Hom g, (O (), W) @ (1, Wo)MYW, 1) O Homp, (Sy @ S3VW,1)
= HomH2(S7r’leTr1)

En effet, on a par définition des morphismes O(my, Wa) — Sy et O(mi, Wa) — Sy, de
représentations de Hs, et 'exactitude de I'involution MVW donne un opérateur d’entre-
lacement © (71, Wo)MVW S}Y{VW. De plus, STF{ est semi-simple ou nulle par définition,

en appliquant I'involution MVW on obtient S%VW ~ SX/.
1 1
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On obtient finalement une inclusion :
HomHl X Hy (I(_3)> 7Tll ® WY) 2 HomHz(Swi ) Sm)'

On va montrer que la dimension du membre de gauche vérifie I'inégalité préconisée, a
savoir, il est de dimension 1 si et seulement si m; ~ 7. Pour ce faire, il suffit de remarquer
que la fleche donnée par la restriction a Ro(—s) dans la filtration du Lemme 5.1.2.5 :

Homp, w g, (I(—s), ™ @ 7)) — Homp, (Ro(—s), 7 @ 71y)

est injective, et que le membre de droite est de dimension 1 si et seulement si 7} ~ 7.
Concernant 1’énoncé sur la dimension, on a Ry(—s) ~ C°(U(W3)) ne dépend pas de s et
il suffit d’utiliser le Lemme 1.1.6.7 sur les m-coinvariants de la représentation réguliére.
Ensuite, concernant 'injection, il s’agit de prouver que pour tout 0 < ¢t < mq, on a :

Hompy, (Ri(—s), 7, ® 7)) = 0.

On va montrer que ceci est vrai car m; n’est pas dans le bord de I(—s). Pour rappel, on
a:

Rt(—S) = indg}nff}jtml <(VtX,—s+t X VtX,—s—l—t) X CSO(U(tWO))> .

La seconde adjonction, valide dans ce contexte puisque 7 et 7] sont admissibles, permet
d’identifier ’espace Homp, (Ry(—s), 7] @ 7)) avec :

HOIthm1 Xthl ((VtX,—S-I—t X VtX,—s-i-t) & CSO(U(tWO)), R(l)f(ﬂi) & R(ljf(ﬂ’}/)) .

Comme 71 n’intervient pas dans le bord, on a Homgm (v, X,—s+t, Ry} (1)) = 0. Cela
entraine la nullité de Pespace précédent et donc Hompy, (Ri(—s), 7] @ 7y') = 0. O

Proposition 6.2.0.2. Soient m et ) dans Irrr(Hy). On suppose que ©(mwi, Wa) et
O(m), Wa) ont des quotients irréductibles et en admettent un en commun. Il existe alors

0 <t <my et des représentations o1 et o dans Trrg(HY? ™) tels que :

T = VX,—s—t XO1 €t T = Vx5t X 0].

Démonstration. Par hypothese, il existe deux quotients semi-simples (donc non nulles)
Smy et Sy de O(m1, W) et O(m, Wa) qui partagent au moins un facteur irréductible.
Comme HomHQ(Sm,Sﬂ/l) = Hompg, (Sr ® S7\f/'1’1)’ on déduit de la preuve précédente
qu'il existe un entier ¢ > 0 tel que Homp, (R¢(—s),m] ® m) # 0. Cela signifie que
Hom i (v, x,—s+¢; R{Y(7y)) # 0, donc 7y intervient dans le bord de I(—s). On procéde de
méme pour 7. O

Remarque 6.2.0.3. Cette derniere proposition signifie simplement que si la correspon-
dance devait étre violée pour des représentations 71 et 7} non isomorphes, alors ces deux
représentations interviendraient dans le bord pour un méme indice ¢t. Bien évidemment,
quand la correspondance est vraie, la condition Homp, (6(m1, Wa), 8(7}, Wa)) # 0 n’a ja-
mais lieu si m # 7).
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6.3 Représentations du bord

Les représentations du bord sont plus difficiles a traiter. On va supposer que 7 est
dans le bord de I(—s), ot s = ng — ny + n;. L’idée derriere cette preuve a d’abord été
introduite dans le cas des paires duales de type II [Min08], et a ensuite été étendue a toute
paire duale de type 1 commutative dans le cas complexe [GT16].

6.3.1 Lemme sur les induites paraboliques

On aura besoin d’utiliser un cas particulier du lemme suivant par la suite. On le donne
avec la plus grande des généralités comme dans [GT16, 5.2]. On reprend les notations de
la Section 2.6.

scusp

Lemme 6.3.1.1. Soient p € Irry P (G") et o € Irrg(H{™ ™"*). On pose 0, = p*“ X0 €
Reppr(Hy). On suppose que ¢" #1 mod £, que la représentation p est injective modulo le
centre et que :

(a) °p" #p;

(b) o & pxoq pour tout oy.
Alors la partie p**-isotypique de la semi-simplifiée de Ry, ,(0p,q) est p*®®c. En particulier,
la représentation o, , admet une unique sous-représentation irréductible.

Démonstration. D’aprés [MS14, Th. B, 'hypothése ¢" # 1 mod [ entraine que p* est
irréductible. On cherche maintenant a appliquer le Lemme 1.2.1.3. Pour ce faire, il suffit de
prouver que la représentation p*®®o apparait avec multiplicité 1 dans la semi-simplifiée de
Ri,,(0p,q). Bien évidemment, si la partie p*“®-isotypique de la semi-simplifiée de Ry, (0p,q)
est p** ® o, alors la condition de multiplicité 1 est vérifiée.

On utilise l'interprétation de [Tad95] du lemme géométrique. On la rappelle dans la
Section 2.6. Comme p est cuspidale, on sait que pour tout sous-quotient irréductible § ® o’
de R1,,(0p,4), il existe trois entiers naturels kq, ko, k3, vérifiant k1 +ko + k3 = a, et un sous-
quotient irréductible d2@c2 du foncteur de Jacquet de o vis-a-vis de G} " x H" 1-ra—rkz

tels que § soit un sous-quotient de p**3 x (¢p**1)V x §y. La condition (a) entraine que

(¢p*F1)V ~ p*k1 seulement si k1 = 0. La condition (b) et ’hypotheése d’injectivité implique
que 0y ~ p**2 seulement si ky = 0. D’apres la Proposition 1.2.2.2, il y a unicité du support
supercuspidal dans GL,,, donc cela entraine que le support supercuspidal de & est p®¢ si
et seulement si k1 = ko = 0. Ceci correspond aux sous-quotients irréductibles qui inter-
viennent dans la cellule fermée, c’est-a-dire ceux du lemme géométrique qui proviennent
de la restriction & l'orbite fermée P(Xy,,). Or la projection sur la fibre en P(X,,) est
précisément Ry, (0,4) — p** ® 0. Cela prouve que p** ® o est de multiplicité 1 dans la

semi-simplifiée de Ry,,(0p,q)- O

Corollaire 6.3.1.2. On reprend les notations et hypothéses du lemme précédent. Soit
l'unique sous-représentation irréductible de o, 4. Soientb > a et d € IrrR(Hf“_rb) tels que

7 s0it une sous-représentation de 6,5 = PP x5, Alorsb=a et § ~ 0.

Démonstration. On a m — p*? x §, et par réciprocité de Frobenius, on obtient un mor-
phisme non-trivial Ry, (1) — p**®p*#=9) x§. Or, d’aprés la preuve du lemme précédent,
celui-ci se factorise par p*®® 0. Et donc o C p*(=% x §. Etant donné 'hypothese (b) qui
portait sur o, ceci n’est possible qu’a condition d’avoir b =a et § ~ o. O
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Définition 6.3.1.3. Soient 7 € Irrg(Hy) et p € I, “P(G™). On suppose qu'il existe
o € Repr(H{"™™") telle que m C p x 0. On définit le plus grand entier associé a 7 et p
par :

ax(p) = max{a € N | 3 o’ € Irrg(H{™ ") tel que m C p** x o'}.

Remarque 6.3.1.4. En reprenant les hypotheses et notations du Lemme 6.3.1.1, on a
I'égalité a = ar(p), ol 7 est I'unique sous-représentation irréductible de o ,.

6.3.2 Un calcul explicite clé

On pose s = ng —ny +n;. D’apres la Section 6.1, si 71 intervient dans le bord de I(—s),
alors il existe t > 0 et oy € Trrp(H™ ™) tels que :

T = VX s—t X 01.

De plus, le calcul du support cuspidal de la représentation triviale des segments donne
I’inclusion :

ViX,s—t 7 V1,s—2t4+1 X V1 5-2(t—1)+1 """ X V1,s—1

ou v i, est un caractere de G7'* tel que vy = v1 0| detp |§ ou |detp |§ est a valeurs dans
(q%)kz. En posant p; = v s_2:11, on a par définition ar, (p;) > 0. Pour appliquer les
résultats du paragraphe précédent, en plus de devoir supposer qu’'on a ¢ # 1 mod ¢, la
condition (a) du Lemme 6.3.1.1 se traduit par s — 2t + 1 # 0 mod og(q), ou or(q) est
Pordre de ¢ dans R*. Si l’on considére Wy et Wy comme fixés, il n’y a qu’un nombre fini
de nombres premiers ¢ pour lesquels il peut exister 0 < ¢t < mq tel que s — 2t +1 =0
mod og(q). Nous avons également besoin d’autres hypothéses sur « et ¢ qui apparaitront
dans la preuve du résultat suivant :

Proposition 6.3.2.1. On suppose que ¢ # 1 mod £. Soit my € Irrr(Hy) dans le bord de
I(—s). On suppose qu’il existe 0 < t < my tel que :

(a) s—2t+1#0 mod og(q);

(b) t #0 mod or(q) ;

(¢) s—t#0 mod or(q);

(d) ar,(p) >0 ol p =115 241
Soit o € Irrg(H{" ™) telle que m — 0pq. Alors pour tout quotient irréductible my de
O(m, Wy'?) -

— il existe 6 € Irrp(Hy™™ ") telle que ma — 0pq ;

— Om (p)=a;

— UVinclusion mg < 0§, q induit un morphisme :

0 ;é HOmH1 x Ho (wml’mQ,ﬂ_l & ’/TQ) — HOmHInlfaXH;n27a (wml_a’mQ_a, o 5)

En particulier 6 est un quotient irréductible de © (o, W52 ).

Démonstration. On va d’abord montrer que la représentation my s’injecte dans une re-
présentation de la forme ¢, 4. Il s’agira ensuite de montrer que a est maximal pour cette
propriété. Tout d’abord, d’apres la Remarque 1.2.3.3, la représentation p est automatique-
ment projective et injective modulo le centre car G7"* est abélien. L’hypothese (a) permet
donc d’appliquer le Lemme 6.3.1.1. La représentation p*“ est alors irréductible et 0,4
admet une unique sous-représentation irréductible.
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Ensuite, la représentation irréductible 71 ® w2 est un quotient de wy,, m,, on a donc via
'inclusion w1 < 0, 4 que Hom g, x #, (Wi, mo, 0p.a @m2) n'est pas réduit a 0. Par réciprocité
de Frobenius, on obtient :

HomG;”I X H{"1 " x Hy (Rla (wml,mz)? p><a ®o & 7T2) 7’é 0.

Ce foncteur de Jacquet admet une filtration dont les sous-quotients (Jj)o<k<q sont donnés
explicitement par le Théoreme 5.1.3.1. On rappelle qu’on a ici a < m;. Le sous-quotient J,
est alors une sous-représentation de Ry, (wm,,m,). On a donc un morphisme de restriction
induit par l'inclusion J, — Ri, (Wi, ms) :

HomG;’ll X H"M ™% x Hy (R]-a (wm1,m2)7 an ®o 772) — HomGZ” X HME H2(Ja7 an Ko 7T2).

X

Cette fleche est injective. Pour le prouver, il suffit de remarquer que pour tout 0 < k < a
on a

Hom (Ji, p** @0 @m9) = 0.

G ' xH" ™ x Hy
En effet, on va montrer que Homm1 (Ji, p**) = 0, ce qui entrainera le résultat. La filtration

du Théoreme 5.1.3.1 montre que Ji est Indgﬁ_lk (Va—k s+a—k @ Vg stk)-isotypique en tant
que représentation de G''. Il s’agit donc de montrer que :

my
HornGan (Indggik(ua,k’%a,k ® Vksik), p%) = 0.

Comme p*® est admissible, c’est équivalent & prouver que :

my

HomGZ” ((pxa)\/’ Indg (Va—k,—s—(a—k) ® Vk,—s—k)) = 0.

a—k
Par unicité du support cuspidal, cet espace est réduit a 0 si a > 2. Dans le cas contraire, on
doit avoir ou bien a = 1, ou bien a = 2 et a — k = k = 1. Cela impose dans le premier cas
que vy _s—1 = p’ =vy_s, i.e.t =0 mod og(q). Dans le deuxiéme cas, on obtient la méme
condition. D’aprés I'hypothese (b), on a t # 0 mod og(g). Donc Homgmi (Jg, p**) = 0
pour tout 0 < k < a.

L’existence de cette injection entraine que :
HomGle XHInliaXHQ(JaJ an KXo 71'2) #0.

Il nous reste a calculer (J,),xag,. On rappelle que :

Jo = Indj2, (Cfo(Hom(Xla,Xga)) ® wml_am_a),

et donc (Ju) xagy = pX“®U®Indg§12 ((pxa)\/@@(a, WZT”Q_“)). Cela donne un morphisme
non-trivial :

(p**)" % (o, W3~ — ma.
En dualisant et en appliquant ’involution MVW, on obtient :

TTo < p><a i (@(07 Wéﬂz—a)\/)MVW.

On en déduit qu’il existe un sous-quotient irréductible de O (o, W5~ %) tel que my —

p=e MV o O(o, W5"?™) ont

x 0. On rappelle que les représentations (©(c, W52~ )V)
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méme sous-quotients puisque la contragrédiente et l'involution MVW sont exactes, et

pour toute représentation irréductible on a (7V)MVW ~ 7.

En ce qui concerne la maximalité de a, soit b > a et §’ une représentation irréductible
telle que :
o — pr x 0.

On procéde comme précédemment. L’injection précédente entraine que :

H m2*b(R2b(wm1,m2)vﬂ-1 ®p><b®6/) 7é 0.

1m
o HixGy'2 x H,

En effet, les espaces HomHlepr;nQ_b(Jk,wl ® <P ®6") sont nuls si 0 < k < b— 1. Sils

étaient non nuls, cela entrainerait par unicité du support cuspidal, ou bien b = 1, ou bien

b=2et b—k =k = 1. La condition analogue est cette fois s —t = 0 mod og(g). On
déduit donc de I'hypothese (c) :

H ma—t(Jp, m1 @ p*P @ 8') £ 0.

OmH1 xGy'? x H,

Et par un calcul encore similaire :
(Jb)pxb®5/ = Indgb}"l ((IOXb)V ® @((5,, {ﬂl—b)> Q pr ® 5/.

Il existe donc un morphisme non-trivial :

(P x O, Wb = .

Enfin, comme précédemment, il existe un sous-quotient irréductible ¢’ de ©(d’, lml_b)

tel que :

71— p*b x ol

Le Corollaire 6.3.1.2 de la partie précédente entraine que b = a et o/ ~ 0.

Il reste enfin a prouver la derniére assertion de la proposition. Soit § irréductible telle
qu’on ait mg <> p** x 4. Il existe bien un tel § d’apres ce qui précede, et a est maximal
pour cette propriété. Dans les lignes ci-dessus, on a prouvé que ’on avait une injection :

0 # Homp, x i1, (Winy ymy > 1 @ m2) < Hom Jo, ™ Q@ p"* ®0)

H; ><G;"2><H;n27a(

En calculant (J;),xa, on obtient :

p

H my—a(Ja, ™ ® p*? ® §) = Hom Y % Wiy —a,mg—as T1 @ 0).

Xa
OM gy, G2 x 1 H xH;"T“((p )

La dualité de Casselman entraine que ces derniers sont égaux a :
xayV op
HOmG;nle;nl—aXH;'Lz—a((p ) ®wm1_a7m2_a,R1a (7T1) ® 5)

L’image de ces morphismes est contenue dans la partie (pxa)v—isotypique de R(l)f (1), que
'on note R(I’S(m)(pxa)v. Soit w un élément de U(W{™") qui conjugue P(X,,) et P°P(X7,,)

et normalise le Levi :

M(Xy,,) = P(X1,,)NPP(Xy,,)

‘ (a,u) € GLE(Xl ) X U(W{m—ra)

ra

Il
o oo
o 2 O

o

(@)
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en agissant comme a +— (a*)"! = ¢(*a7!) sur GLg(X3,,) et lidentité sur U (W™ ~").

Alors on a un isomorphisme de représentations :
xa\V
R (m) ™) = ((Ra, (1) pxa)®

ol w désigne la conjugaison par I’élément en question. D’apres la preuve du Lemme 6.3.1.1,
la représentation de droite est (p*¢ ® 0)¥ = (p*?)V ® . En résumé, on a :

H 7n27a(¢]a, 1 ® an ® 6) - HOmH'lnLlquH;LQfa (wml_a’mz_a, g ® 6)

OmH1 xGq't x H,

D’ou § est un quotient irréductible de O(o, W5~ %). O

6.3.3 Fin de la preuve

On peut maintenant prouver des énoncés plus faibles que la correspondance de Howe.
On pose toujours s = ng —ny + ;.

Les représentations hors du bord ont été traitées dans la Section 6.2. Ensuite, on peut
traiter par récurrence une représentation du bord quand les hypotheéses des deux résultats
suivants sont satisfaites :

Hérédité de l’irréductibilité.

Théoréme 6.3.3.1. Soit m; € Irrg(Hy) une représentation irréductible dans le bord de
I(—s). On suppose qu’il existe 0 < t < my tel que les hypothéses suivantes soient vérifiées :
(a) s—2t+1#0 mod og(q);
(b) t #0 mod or(q) ;
(¢) s—t#0 mod or(q);
(d) a=ar(p) >0 0l p=rvis 241
Soit o € Trrp(Hy™™ ") telle que w1 soit l'unique sous-représentation irréductible de o, q.
Alors, si la représentation 0(c, W5~ %) est irréductible, la représentation 0(my, Wa) est

l'unique sous-représentation irréductible de (o, W5"*™%), 4.

Démonstration. Soit m une sous-représentation irréductible de (71, Ws). Par hypothese,
la représentation (o, W52~ *) est 'unique quotient irréductible de © (o, W5"?~%). Alors la
Proposition 6.3.2.1 se reformule ainsi :

0 # Homp, x iy (Wi ma s T1 © T2) — HOmH:nlfu.XH;ngfa((A}ml—a7m2_a, o ®0(c, Wy"~%))

ou 7y est alors I'unique sous-représentation irréductible de p*® x (o, W52~ %) d’apres le
Lemme 6.3.1.1 et la Proposition 6.3.2.1. Cela prouve que 0(m, Ws) est isotypique. En ce

qui concerne la multiplicité, I’hypotheése sur (o, W52~ %) impose que :

. ma—a,
d1mHomHInl_axH;ng_a(wml,a,mz,a,01 ® 0(oy, Wy %)) = 1.

Par l'injection précédente, cela entraine le résultat escompté pour Hom g, x f1, (Winy mags T1®
m2). Donc la représentation 6(mi, Wa) est irréductible. O
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Hérédité de 'unicité.

Lemme 6.3.3.2. Soient m et ©) dans Irrg(Hy). On suppose que 0(my, Wa) = 0(w), Wa)
est irréductible. Soit 0 < t < my tel que w1, resp. w, soit 'unique sous-représentation irré-

ductible de o pour o € Trrg(H," "™ (p)), resp. O':)a , (p) Pour o' € Irrg(H{" "™ (p)),
it

pyary (p)
ol p =11 5-2t41. On suppose que :
(a) s—2t+1%0 mod or(q);
(b) t#0 mod or(q);
(¢) s—t#0 mod or(q).
Alors :

ary (p) = az(p) = a et HomH;nTa(H(J, W32~ 0(a’, W32 )) £ 0.

En particulier, si Hom ;m,—a(0(0, W5"7%),0(0", W5"*™%)) # 0 entraine que o ~ o', alors
2

T~ 7.

Démonstration. D’apres la Proposition 6.2.0.2, Pégalité 6(m, Wa) = 0(7], Wa) = 3 # 0

n’est possible qu’a condition qu'’il existe 0 < ¢ < my et pi, p} dans IrrR(H{nrt) tels que :

/ /
M — V,X,—s—t X P1 €t T = VU.x st Xpy.

Donc on a bien ar, (p) et am(p) qui sont non nuls. Il existe alors des représentations
irréductibles o et ¢’ telles que :

Xawfl (p) /

= p ) o et T —p X o

La proposition 6.3.2.1 entraine que ar,(p) = Ut (p) puisque ces deux entiers sont tous
deux égaux a an,(p). Ensuite, ma est a la fois I'unique sous-représentation irréductible
de p*® % et de p** x ¢’ ou 0 et ¢ sont des quotients irréductibles de ©(o, W52 %)
et ©(c’, W3~ *). Par conséquent, on applique le Corollaire 6.3.1.2 pour en déduire que
d ~ ¢'. Donc 0(o, W5"2™%) et 0(0, W5">~“) partagent cette représentation irréductible. Pour
terminer, si 0 ~ o’, le Lemme 6.3.1.1 entraine que 7 et 7} sont isomorphes par unicité de
la sous-représentation irréductible de vy 5, X 0~ vy, X0’ O

Le cas banal. Il n’existe qu'un nombre fini de premiers ¢ pour lesquels les hypotheses
sur s, t et or(q) peuvent ne pas étre vérifiées. On en déduit une condition sur og(q) pour
que la correspondance théta locale soit vraie dans le cas modulaire :

Théoréme 6.3.3.3. On suppose (H). Soit m1 € Irrgr(H1). On suppose que € est suffisam-
ment grand de sorte que or(q) > n1 + 2my. Alors :

— soit O(m1, Wa) est nul;

— soit ©(my, Wa) posséde un unique quotient irréductible 6(my, Wa). Auquel cas :

m ~ ) & 0(my, Wa) =~ 0(r), Wa).

Démonstration. On applique le Théoréeme 6.2.0.1 pour les représentations hors du bord
de I(—s). Pour celles qui sont dans le bord, on procéde par récurrence finie en supposant
que les énoncés sur l'irréductibilité et I'unicité du Théoréme 6.3.3.3 sont vrais pour tout

) € Irrr(H,™) et pour tout Wy 2, ott m} < my et ny < nj —n. Le Théoréme 6.3.3.1
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et le Lemme 6.3.3.1 assurent alors l'irréductibilité et 1'unicité quand (w1, Wa) # 0. L’ini-
tialisation de cette récurrence finie provient du fait que 'on peut toujours se ramener a
une représentation qui n’est pas dans le bord. Enfin, ’hypothéese or(q) et la Proposition
5.2.3.1 entrainent que la représentation ©(my, Wa) est de longueur finie, donc on a bien
©(m, Wa) # 0 si et seulement si 6(71, Wa) # 0. O
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Chapitre 7

Quelques compatibilités pour la
réduction 7Z; — I,

Le but de cette section est double. Il s’agit d’abord de montrer quelques arguments
de réduction qui pourraient permettre de relaxer I’hypotheése (H) de la Section 6.2. On
se ramene dans la Remarque 7.2.0.6 & un probleme d’irréductibilité dans la bande stable
— ou « stable range ». Enfin, ces arguments permettent également de donner des contre-
exemples dans le cas non banal.

Soit F' un corps local non archimédien de caractéristique différente de 2 et de ca-
ractéristique résiduelle p. Avec les notations précédentes, on se concentre ici au cas ou
R = Qy la cloture algébrique de Q; avec [ # 2, p. On fixe une racine carrée de p dans Q.
Il existe une unique valuation notée val qui étend la valuation Q; & Q;. On a val(l) = 1.
Ainsi Z; = {x € Q; | val(z) > 0} et my = {z € Q; | val(z) > 0}. En particulier, on a
I’isomorphisme suivant qui provient de la réduction modulo [ :

tl:Z—»Z/mZ:E.

On fixe un caracteére additif non trivial 1) de F' & valeurs dans Q;. On voit facilement que
I'image de 1 est & valeurs dans Z;” . La réduction t; induit un isomorphisme de groupes :
7 X > X =X
tl:Zl —»Zl /(1—|—me1)215‘1 .

On peut alors réduire ¥ modulo [ en le composant avec t;. On obtient un caractere additif
non trivial Y5 = v (¢) de F' & valeurs dans F;.

7.1 Représentation de Weil et réduction modulo /

Soit W un espace symplectique sur F. Soit R un corps algébriquement clos. On écrit

—_~—

Sp(W)p pour signifier le groupe métaplectique Sp(WW) x R* sur R muni du 2-cocyle
métaplectique, de sorte que Sp(W) = Sp(W) x {£1}. Pour tout sous-anneau A de R, on

note Sp(W) 4 = Sp(W) x A* le sous-groupe de Sp(W) . Soient w,, 7 la représentation de
Weil de Sp(W)g; et Wy, ()7, celle de Sp(W)g-

Lemme 7.1.0.1. [l existe un sous-Z;-module libre Wy de Wy qui est stable par l’action

de Sp(W)z et dont la réduction modulo | est We, () F7-
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Démonstration. Examinons les formules de la Section 4.2.1 liées au modele de Schrédinger
pour une polarisation complete W = X +X*. Ainsi, le modele explicite pour w .3 5€ réalise
comme C°(X *)@, qui est I’ensemble des fonctions lisses a support compact dans X* a
valeurs dans C2°(X ™)z, muni d’une action de Sp(W)g;. Soit C2°(X™)7 le sous-Z;-module

libre de C°(X *)@ constitué des fonctions a valeurs dans Z;. De plus, les formules de la

Proposition 4.4.0.8 assurent qu’il est stable par Sp(W)Z. En effet, la section tpe, qui réduit
le cocycle cx est a valeurs dans les racines 8-eme de 'unité d’apres car le facteur de Weil
(cf. Proposition 4.4.0.5) l'est. Or, celles-ci sont dans ZX car | # 2. Ensuite, les mesures
de Haar et mesures de Haar quotients qui y sont définies sont compatibles a la réduction
modulo ! (voir [KM17, §2.2] pour la réduction des mesures et mesures quotients). Enfin,
les différentes quantités restantes sont : les valeurs de 1, qui sont bien dans V7% ; des
puissances de H%, qui ne sont que des puissances de p%, donc dans ZX car | # p. La
réduction de C2°(X™)7z modulo [ est donc :

C(X7)z, [ mz, O (X7 )z, = O (X7 )

—_—

Cette réduction est équivariante pour 'action de Sp(W)Z—l et le sous-groupe central :

—_—

agit comme lidentité. Cela munit donc C¢°(X ™)z d’une action de :

P

Sp(W)z/ (1 +mz;) ~ Sp(W)g

qui est exactement la représentation de Weil Wy, ()77 SUL [, associée au caractere t(1)) et
au modele de Schrodinger pour la polarisation complete W = X + X*. O

7.2 Compatibilité de O(1, ;) dans le cas W, scindé

Proposition 7.2.0.1. Soit (U(W1),U(W2)) une paire duale de type I dans Sp(W1 @ Wa)
et W, m, la représentation de Weil pour la tour de Witt associée (cf. Section 5.1.1). On
suppose que Wo est scindé. On pose s = ny — ng — n1. Alors le diagramme suivant est
commutatif :

Oy mo 7y~ Oz (1 W2)

L

—_— @E(l, Wz)

w _
my,ma,F;

ot les fléches horizontales sont données par le Théoréme 5.1.2.1, celle du haut provenant

de la restriction du morphisme de représentations Wiy a0y @@(1, Ws) aux sous-Z;-
modules en question. Ici, li représentation GZ(l,Wg) est le Z;-module {ho € Hy7
(@Wmyms ((1,1),h2).f)(0) € Zy | f €w,,, 1, 7} muni de Uaction par translation a droite de

H. 07"
Démonstration. 1l existe une définition qui est « intrinseque » des fleches wp,, 1m, — O(1, Wa)

en un sens que ’on va décrire. Soit R un corps algébriquement clos de caractéristique dif-
férente de 2 et p. On suppose qu’il existe un sous-anneau A de R, avec R = Frac(A), et
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—_~—

un sous-A-module libre Wy, m, 4 de Wiy, m,,r stable par I'action Sp(W) 4. Alors, en choi-
sissant un lagrangien X5 de Ws, une décomposition Wy = Xy + X5 et la représentation
de Weil associée au modele de Schrodinger pour W = W) ® Xa + Wi ® X3, on obtient
comme modele C°(W1 ® X3)4 pour Wi, ms, 4. Ensuite, d’apres le Théoreme 5.1.2.1, le
plus grand quotient 1y (yy,)-isotypique © r(1, W3) de Wy, m,y,r est obtenu via :

feCEWL®X3)r— ¢ € Or(1, Wh)
ol @7 : ha € Hy = (Wmy,mo,r((1,1),h2).f)(0) € R. Cette fleche induit alors une fleche :
fe Cgo(Wl ®X§)A — d)f,A S @A(l,Wg)

ol ¢4 hy € Hy g+ (Winy,ms,a((1,1),h2).£)(0) € A. On remplace maintenant R par Q;
et A par Z;. On obtient alors grace a cette description en termes d’espaces de fonctions
sur H, 7 et a la compatibilité a la réduction v(w,, . 7)=w, . & du Lemme 7.1.0.1

que tl(¢f,zﬁ> = ¢rl(f),11*‘7' Le morphisme de réduction @Z—Z(I,Wg) — @F—l(l,Wg) est donc
bien surjectif. O

Remarque 7.2.0.2. Malheureusement, on ne sait pas a priori que le diagramme suivant
est commutatif, ou les fleches horizontales sont données par les inclusions naturelles du
Théoréme 5.1.2.1 :

@Z(l, Wy) —— IZ—Z(S)

C
OF, (1, Wa) —— I (s)

La difficulté vient du fait que 'on ne connait pas précisément le noyau du morphisme de
7Z,;-représentations :

Ce dont est slir en revanche, c’est que ce noyau est une sous-représentation stricte de
©7(1,W2) qui contient mzO7(1,Ws). En définitive, le morphisme de Z;-représentation
©7,(1,W2) — Ig(s) se factorise toujours en une fleche non nulle Og (1, W2) — Ig(s),
qu’on ne sait pas prouver étre 'inclusion naturelle dans I’induite.

Lemme 7.2.0.3. On reprend les notations précédentes et on suppose que la paire duale
est de type I commutative (cf. tableau Section 2.3). Si s = n1 —ng —m < 0, on a un
morphisme surjectif dans Rep@(H2 @z) :

Ig(—5) = Og:(1, W)

qui se réduit modulo | en un morphisme surjectif dans lziep]F—l(I—I2 F—l) :

MVW
I(—5) — (Og:(1, W) V) MVW.
Démonstration. D’apres [GI14, Prop. 7.2], 'hypothése s < 0 entraine que la représentation
@@(1, Ws). Par conséquent, en dualisant et en appliquant I'involution MVW, l'inclusion
Og, (1, W2) < Ig(s) entraine l'existence d’une surjection I (—s) — ©g (1, W2). D’apreés
la Proposition 7.2.0.1, I'inclusion précédente se restreint en ©7(1, W2) < I7(s). On peut

dualiser et appliquer I'involution MVW, ce qui donne une surjection :

L(—5) = (O7(1, Wa)¥)MVW
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que 'on peut réduire modulo [ en une surjection :
MVW
I (—s) > u((©5:(1, Wa)" VW),

Or, la réduction modulo [ est compatible a la contragrédiente et a I'involution MVW. Tout
d’abord, la compatibilité a la contragrédiente est vraie d’apres [Vig96, 1.9.7]. Cela signifie
ici que t(0z(1,W2)") ~ O (1, Ws)". De méme, l'involution MVW est compatible elle
aussi a la réduction modulo [. Cela provient d’un fait plus général dont on occulte la
preuve qui ne présente pas de difficulté.

Lemme 7.2.0.4. Soient G un groupe localement profini et o € Aut(G) un automorphisme
bicontinu. Soit A un anneau. Pour (w,V) € Rep4(G), on définit (n7, V) comme V7 =V
et 77 (g) = w(a(g)). Soit (,V) € Repg,(G). Alors, si V admet un sous-Z-module libre L
stable par G, on a :

LU/mZLU = (L/leL)U

O

Remarque 7.2.0.5. Cette surjection peut aussi étre obtenue par une méthode directe.
En dualisant et en appliquant I'involution MVW & I'inclusion ©7 (1, W) < Iz(s), on
obtient le méme résultat. On met surtout en lumiere ici la compatibilité de la réduction
modulo [ & la contragrédiente et a l'involution MVW.

Remarque 7.2.0.6. Malheureusement, on ne pas pas obtenir la surjection classique
Ic(—s) — O©¢(1, Ws) avec des arguments de réduction seuls, méme dans la bande stable
(m2 > ny). En effet, on ne sait pas a priori que les représentations (O(1, W)Y )MVW et
O(1,W3) sont isomorphes. On conjecture que pour Wi et Wy fixés dans la bande stable,
la représentation ©(1, Ws) est irréductible si ¢ est suffisamment grand. L’irréductibilité de
Oc¢(1, W) dans la bande stable et au-dela (ma = np) étant déja connue [KR92|, [KS97],
[Yam11].

Un contre-exemple. Soit Ws un espace symplectique de dimension 2 sur F. Via le
choix d’une base symplectique (e, e}), son groupe d’isométrie est isomorphe a SLao(F).
Soit W™ la tour de Witt construite & partir de 'espace orthogonal scindé i.e. W = 0.
Alors le Corollaire 5.1.2.2 entraine que @E(lU(Wlmfl), W5) est une sous-représentation de

I(s) = indﬁi‘;2 (Vx,,s) o Xo =< e; > et s =mn; —ny —n = ng — 3. Et par un scindage

U(W3) — Ha bien choisi, on se rameéne [KR92, p. 210-211] a I'induite indSBLQ(F)(H%) ou le
caractere xy de [KR92] est ici trivial et B est le Borel constitué des matrices triangulaires
supérieures de SLa(F).

Proposition 7.2.0.7 ([KR92]). Simy > 2, alors ind]gLQ(F)(\.]%) est irréductible et l'on a :

Oc(1, Wa) = indp? (vx,s).

On se sert de ce fait pour construire notre contre-exemple. Tout d’abord, le Théoréme
5.1.2.1 entraine qu’on a toujours :

@E(l’ WQ) — IFT(S)'

De plus, le principe de Brauer-Nesbitt [Vig96, 1.9.6] entraine que ces deux représentations
de longueur finie ont méme semi-simplifée et sont donc égales. En effet, @Z(LWQ) et
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IZ(S) sont deux réseaux de la représentation I@(s), les semi-simplifiées de leurs réductions
modulo ¢ sont donc égales d’apres le principe de Brauer-Nesbitt. On se rameéne alors a
I'étude de l'induite indSBL2(F)(\.]%) qui est & coefficients dans F; et dont on connait les
mi1—2 .

points de réductibilité [Dat05, Ex. p. 47]. En particulier, comme ]wF|% = q%q

(i) si ¢ = —1 mod ¢, cette induite est irréductible car |wp|? £ —1;
(ii) si ¢ =1 mod ¢, cette induite est réductible semi-simple car \wﬂs € {£1};
(iii) si ¢ # +1 mod £ et , cette induite est irréductible car |wp|2 ¢ {—1,¢,¢47'}.

On obtient donc des contre-exemples dans le cas ¢ = 1 mod [. En effet, si m; > 2, la
représentation GE(lU(Wlmly Ws) est alors réductible semi-simple.

Remarque 7.2.0.8. L’idée derriére ce contre-exemple parait pouvoir se généraliser a
d’autres paires duales que celle que 'on vient de donner. En effet, la Proposition 7.2.0.7
possede des généralisations, et 'argument utilisant le principe de Brauer-Nesbitt fonc-
tionne toujours. Il reste alors, ce qui ne parait pas non plus si simple, a comprendre les
comportements des induites paraboliques en jeu.
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Annexe A

Annexe

A.1 Transformée de Fourier

Soit F' un corps qui est, soit fini de caractéristique p, soit local non archimédien de
caractéristique résiduelle p. Soit W un espace vectoriel de dimension finie n sur F. On
suppose que R est un anneau pour lequel p est inversible. Comme tout sous-groupe ouvert
compact de W est de pro-ordre une puissance de p, le Théoréeme 1.1.1.3 assure I’existence
d’une mesure de Haar p sur W a valeurs R. On note_ I//[\/R I’ensemble des caracteres lisses
de W & valeurs dans R. On va montrer en A.1.1 que Wg est muni d’une structure d’espace
vectoriel sur F. Quand WR est de dimension finie, il existe comme précédemment une
mesure de Haar i a valeurs dans R. On explique en A.1.2 qu’on peut choisir ji de telle
sorte que cette mesure soit duale vis-a-vis de p1. On considere C% (W) comme une algebre

pour la multiplication point par point, et H R(VAVR) est I’algebre de Hecke de W associée &
la mesure ji. On montre au cours de la preuve de la Proposition A.1.2.1 que la transformée
de Fourier réalise un morphisme d’algebres :

F: C(W) — Hp(Wg)
o= (Ffom fy f@e(9)dulg) )

Si Panneau R est intégre, et s’il existe un caracteére ¢ : F' — R* non trivial, cette appli-
cation est alors un isomorphisme. Ce résultat est énoncé dans [Vig96, 1.3.10] ou la preuve
est laissée au lecteur. On reproduit en A.1.2 celle donnée dans [CT13, 1.].

A.1.1 Caractéres additifs a valeurs dans R

On donne ici une description plus précise de la structure R en fonction des propriétés de
R. Pour rappel, les éléments de I//[\/R sont exactement les morphismes de groupes W — R*
dont le noyau est ouvert. Tout d’abord, le choix d’une base de W permet de fixer un
isomorphisme W ~ F™. La donnée d’un caractere lisse de W n’est alors ni plus ni moins
que la_donnée de n caracteres lisses de F. C’est 'objet de la premiere proposition. On
note WR I'ensemble des caracteres lisses de G a valeurs dans R. Remarquons que WR est
muni d’une structure de F-espace vectoriel ou I’addition sur WR est la multiplication entre
caracteres, et la multiplication par un scalaire se fait via A : 2 — ¢(Az), ot A € F et
Y € Whg.
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Proposition A.1.1.1. Soit (€;)ic[1,,) une base de W sur F. On a un isomorphisme de
F'-espaces vectoriels :

Wr — (Fr)"

¢ > (2= o e))icpn)

Démonstration. Comme W est muni de la topologie produit issue de F', on a bien que
x — @(x ¢;) est lisse. On vérifie facilement que c’est une application F-linéaire. Et sa
réciproque est simplement (t;);[1,,] € (FR)™ — (z — [Tvi(xs)) € Wr ot les z; sont les
coordonnées de x dans la base de départ. Le noyau de []; est bien ouvert car c’est un
sous-groupe (additif) de W qui contient 'ouvert U = [] Ker(¢;). O

On voit donc qu en tant que F- espace vectoriel, la connaissance de WR est directement
reliée & celle de F. 'r. Par exemple : si FR est de dimension finie m sur I, on saura que WR
est de dimension mn.

Si F est un corps fini. Soit F' un corps fini. On sait qu’il existe un premier p et une
puissance ¢ = p* de p tels que F ~ F,. Comme F' est de dimension £ sur [, I’ 1somorphlsme
de la Proposition A.1.1.1 donne F ~ (IF ) Cela nous rameéne donc a étudier IFp R

En caractéristique p, 'image d’'un caractére de F, est contenue dans p,(R) = {t €
R* | t? = 1}. C’est un sous-groupe de R* qui possede lui aussi une structure de [F,-espace
vectoriel. On suppose que p,(R) est de dimension finie m.

Proposition A.1.1.2. On a un isomorphisme de IF,-espace vectoriel

o~

Démonstration. On a les isomorphismes suivants

~ — n — kn

Wi = (FR)" = (Fp)")" = Fpp)™ = ()™ o (B = (E,)™

—
X2
—
)
—
Nt
—

B3
=

(1) et (1') ont déja été prouvé et proviennent de la Proposition A.1.1.1. (2) et (2) sont
vrais plus généralement pour tout espace vectoriel. (4) est vrai par hypothése et provient
du choix d’une base de 1, (R) sur F,,. Il ne reste alors qu’a prouver (3).

Montrons donc que :
For = p(R)

v o= (1)
En effet, on vérifie facilement que c’est un morphisme de Fj-espace vectoriel, dont la
réciproque associe a tout ¢t € p,(R) le caractere z — t* = x.t. O

Citons immédiatement le corollaire qui va le plus nous intéresser.

Corollaire A.1.1.3. En tant que F'-espace vectoriel, on a

—

Wg ~ (F)™

Démonstration. WR est de dimension mkn sur I, d’apres la Proposition A.1.1.2. Comme
F ~ (F,)*, on en déduit que Wg est de dimension mn sur F. O
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Si F est local non archimédien de caractéristique p. Soit F' un corps local non
archimédien de caractéristique p. On sait alors que F est une extension finie de IF,((¢)) dont
on note k = [F : F,((¢))] le degré. Comme F est de dimension k sur F,((¢)), I'isomorphisme

de la Proposition A.1.1.1 donne Fp ~ (Fp((t)) ). Cela nous rameéne donc a étudier
Fp((?)) -
Comme nous ’avons dit dans la partie précédente : en caractéristique p, 'image d’un

caractere de I}, est contenue dans p,(R) = {t € R* | t¥ = 1}. C’est un sous-groupe de R*
qui possede une structure de [Fj-espace vectoriel.

Lemme A.1.1.4. Soit U C p,(R)% lespace des suites (un)nez triviales a partir d’un
certain rang i.e. pour lesquelles il existe un entier k tel que pour tout n > k, u, = 1. On
peut le munir d’une structure de Fy,((t))-espace vectoriel pour laquelle Uapplication linéaire

réalise un isomorphisme.

Démonstration. Dans U, on définit I'action de ¢ comme 'opérateur décalage a gauche.
En d’autres termes, t.(un)nez = (Un+t1)nez. Un élément o € ), agit par a.(up)nez =
(vup)nez = (uS)nez. Comme les éléments de U sont les suites triviales a partir d’un
certain rang, pour tout = € F,((t)), chaque terme de z.(uy),ecz n’implique qu'un nombre
fini de termes non triviaux et est alors bien défini. Illustrons notre propos par un exemple.
Soit & = 3 ;50 it’ € Fy((2)) avec a; € Fp. Soit (un)nez telle que u, =1 si n > 1. Alors :

(@.(un))—2 = (u-2)" (u-1)"" (uo)**.

On vérifie facilement que I'application 1 — (1(t%));cz est un morphisme de F,((t))-espace
vectoriel. Sa réciproque est (up)nez — (. = 3 ant™ — [[(un)*"). Cela donne un caractére
bien défini car le produit est en réalité fini : les u,, sont triviaux & partir d’un certain rang;
les o, sont triviaux avant un certain rang. O

On suppose que 1, (R) est de dimension finie m.

Proposition A.1.1.5. On a un isomorphisme de Fy,((t))-espace vectoriel

—~

Wr =~ Fy((£)"™"
Démonstration. On veut montrer les isomorphismes suivants

Wa & (Fr)" & (F(0))) 5 B & U™ 2 (0D & E ()™

(1) et (1’) ont déja été prouvé et proviennent de la Proposition A.1.1.1. (2) et (2') sont
vrais plus généralement pour tout espace vectoriel. (3) provient simplement du Lemme
A.1.1.4. 1] ne reste alors qu’a prouver (4).

Soit (gi)ie[1,m] une base de u,(R) sur F,. On va montrer que U et ju,(R) ont méme
dimension sur leurs espaces vectoriels respectifs. Soit donc P : a — P(«) le plongement de
pp(R) dans U défini par P(a), = 1si n # 0, et P(a)o = a. L'image de la base (g:)ic[1,m]
par P est alors une base de U sur [F,,((¢)). En effet, elle est libre : si []z;.P(g;) = (1)nez,
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alors, si I'on note x; ; € I}, le coefficient de t/ dans z;, on observe que le terme en n = —j
est [[ x;;.9; = 1. Cela signifie que les x; ; sont nuls puisque les (gi)ie[[l,m] sont libres sur [F,,.
La famille est génératrice : soit (un)nez € U, pour tout j € Z, il existe (zi,j)ie[1,m] € (Fp)™
telle que []x; ;.9; = u—;. Alors les x; = ) x; jt/ sont bien définis si les x; ; sont nuls avant
un certain rang j;. Par définition de U, il existe un entier N tel que Vn > N, u, = 1. Soit
Np un tel entier. On a alors pour tout n < —Np, I’égalité [[x;,.9; = 1. Cela entraine que
sin < —Ny, on a z;, = 0 pour tout ¢ € [1,m]. On a donc bien U ~ F,((t))™. O

Comme précédemment :

Corollaire A.1.1.6. En tant que F-espace vectoriel, on a

Wg ~ (F)™"

Démonstration. Wg est de dimension mkn sur F,((t)) d’apres la Proposition A.1.1.2.
Comme F =~ (F,((t)))*, on en déduit que W est de dimension mn sur F. O

Cas ou F' est local non archimédien de caractéristique nulle. Soit F' un corps
local non archimédien de caractéristique nulle. On sait qu’il existe un premier p tel que F
soit une extension finie de Q, de degré k = [F' : Q,]. Comme F' est de dimension k sur Q,,
Pisomorphisme de la Proposition A.1.1.1 donne Fp ~ (@; R)k. Cela nous rameéne donc a
étudier @, R

Soit 1 un caractere de @Q,. On définit le conducteur/niveau de 1, noté I, (level),

comme le plus petit entier n tel que (p)™ C Ker(t)). Par convention, le caractere trivial est
de niveau —ooc.

Lemme A.1.1.7. Les caractéres de Q, sont a valeurs dans le Z,-module
A={tcR|IeN, t'=1etVWeN, JueR, v =t}

Démonstration. Soit x € Q,. Comme Q,/ (p)!¥ est un p-groupe, il existe un entier naturel
a tel que ¥(p® z) = 1 = (¢(x))P". De plus, pour tout entier naturel k, ¥ (p~* z) doit étre
une racine p*-éme de 9 (x). On a donc bien ¥(z) € A. L’action naturelle de Z, sur A est
« I’élévation a la puissance » :sit € Aet A =35 a;p' avec a; € [0,p — 1], alors \.t = tA
ot \ est 'image de A modulo (ord(t)), c’est-a-dire A € Z/ord(t)Z. Rappelons que ord(t)
est une puissance de p si t € A. O

Les éléments de A sont exactement les éléments extraits de familles compatibles de
racines pour I’élévation & la puissance p dans [J; u,i (R). Pour étre plus rigoureux : on
prend (Z,<) comme ensemble ordonné, la famille constante (Ep)necz = (A)nez, et les
applications de transitions f; j : t € A+ tP " € Asii < j. On pose alors iy (R) = liin E;.
Ce sont les suites (up)nez d’éléments de A telles que uP = up41 et u, = 1 & partir d’'un
certain rang. On récupere la structure de Z,-module de A. Et méme plus, en définissant
p L (un)nez = (Un_1)nez, on obtient une structure d’espace vectoriel sur Qp. Observons
que, ainsi, 'action de p~! est bien inverse de celle de p puisque p.(up)nez = (UB)nez =
(un-l—l)nEZ-

On suppose que fi,0 (R) est de dimension finie m.
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Proposition A.1.1.8. On a un isomorphisme de Q,-espace vectoriel
- k
Wg =~ (Q,)"™™"

Démonstration. On a les isomorphismes suivants

—~kn

~ kn mykn mkn

— ~

Wr & (Fr) & ((Qpp)") &

=

(1) et (1') ont déja été prouvé et proviennent de la Proposition A.1.1.1. (2) et (2) sont
vrais plus généralement pour tout espace vectoriel. (4) est vrai par hypothese et provient
du choix d’une base de iy~ (R) sur Q. Il ne reste alors qu’a prouver (3).

Montrons donc que
Qr = pp=(R)
v (P(0"))iez
En effet, on vérifie facilement que c’est un morphisme de Q,-espace vectoriel, dont la
réciproque associe & tout (up)nez € pp(R) le caracteére z — (z.u)o. Pour s’en convaincre,
on peut remarquer que pour tout n € N, on a bien p"”.u = (ugin)kez et donc (p".u)y =
Up,. L]

De méme que précédemment :

Corollaire A.1.1.9. En tant que F'-espace vectoriel, on a

o~

Wg ~ (F)™"

Démonstration. WR est de dimension mkn sur Q, d’apres la Proposition A.1.1.2. Comme
F ~ (Q,)*, on en déduit que W est de dimension mn sur F. O

Lien avec le dual algébrique W*. Soit F' un corps qui est, soit fini, soit local non
archimédien. On suppose qu’il existe un entier naturel m tel que Wgr = (F)™". Notons
que si R est intégre, on a toujours m € {0, 1}.

Remarque A.1.1.10. On peut donner deux interprétations de cet isomorphisme :

— On peut écrire Wg ~ ((F)™™ ~ (Fg)™. Cela signifie qu’en choisissant une base
(el-)ie[[l,n]] de W, un caractere est combinaison linéaire de n caractéres obtenus par
restriction aux n droites engendrées par les (€;);c[1,n]-

— On peut identifier W ~ (F™)™. Cela signifie alors qu'un caracteére de W est donné
par une combinaison linéaire de m caractéres d’image distincte, & savoir, d’image
les m droites engendrées par les éléments de la base p,(R) sur F),.

Soit W* = Homp (W, F') le dual algébrique de W, c’est-a-dire I’ensemble des formes
F-linéaires a valeurs dans F'. Il est muni d’une structure de F-espace vectoriel évidente,
et est de méme dimension que W.

Proposition A.1.1.11. On choisit une base (Vi)ic[1,m] de Fr sur F. On a alors :

~

wHm Wr
(i)iepm) — (x> [1ioay)
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Démonstration. Soit ¢ un caractére de F' et « € W*. On a bien que ¥ o « est lisse. En
effet, F' est localement compact et complet, donc les applications linéaires entre F-espaces
vectoriels de dimension finie sont continues. C’est bien le cas ici car W est de dimension
mn. Par suite, on a bien que Ker(oa) = a1 (Ker(¢)) est ouvert. On vérifie facilement que
I’application en question est F-linéaire. Si nous montrons qu’elle est injective, ce sera alors
un isomorphisme puisque (W*)™ est aussi de dimension mn. Montrons donc I'injectivité.
Soit (€i)ie[1,n] une base de W sur F. Si [[4); 0 ; est le caractere trivial de W, alors pour
tout u € W, z — []¢; o aj(x u) = ([]evi(u).1h;)(x) est le caractere trivial de F. Comme

A

(¥i)ic[1,m] est une base de Fr sur F', on obtient a;(u) = 0 pour tout u € W. O

Exemple. Sim = 1 et n = 1, alors dimp(Wg) = 1. On retrouve que lorbite d’un
caractére non trivial sous I’action de F™* contient tous les caracteéres non triviaux. Ici, cela
se résume simplement en disant que la droite engendrée par un vecteur non nul est bien
tout l'espace. Et si 'on prive cette droite du vecteur nul (le caractére trivial), on obtient
bien ’ensemble des vecteurs non nuls.

Exemple. Sim =1, on a W* ~ WR. Ce n’est en revanche pas canonique, car l’iso-
morphisme de la Proposition A.1.1.11 dépend du choix d’un caractére non trivial de F.
Si de plus, W est muni d’'une forme bilinéaire non dégénérée < . ,. >, on identifie W et
son dual. Ainsi, la donnée d’un caractére 1 non trivial de F donne un isomorphisme de
F-espace vectoriel :

W Wr

r — (u—=P(<z,u>))

On déduit des faits précédents :
Corollaire A.1.1.12. Soit R un anneau. On suppose qu’on a :

P(R) = {EeR* | =1}y ~7Z/pZ si la caractéristique de F est positive ;
. |l {¢eRX | ke N, &Pt = 1} ~Q,/Z, sinon.

Alors : -
W* ~ WR.

En particulier, un caractére non trivial ¢ : F — R* existe.

A.1.2 Résultats concernant la transformée de Fourier

Soit R un anneau integre dans lequel p est inversible. En particulier, R n’est pas
de caractéristique différente de p. On reprend les hypotheses du Corollaire A.1.1.12 sur
R, on a alors W* ~ Wg. Nous avons montré que Wg est un espace vectoriel sur F' de
méme dimension que W, il hérite donc de 'unique topologie qui étend celle de F'. ‘A ce
titre, Wg est alors un groupe localement profini. Pour tout sous-groupe compact ouvert
de W (i.e. pour tout réseau de W), on définit Kt = {6 € Wg| ¢|x = 1}. Cest un
sous-groupe compact ouvert de Wgr. On peut montrer que c’est une correspondance entre
les sous-groupes ouverts compacts de W et de I//[\/R, qui renverse les indices au sens ou

o~
[K : K') = [K'" : K*]. Soit y une mesure de Haar normalisée sur . Il existe une unique
mesure i de Wg, appelée mesure duale, telle que fi(K+)u(K) = 1 pour tout sous-groupe
compact ouvert K de W.
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Proposition A.1.2.1 ([Vig96, 1.3.10], [CT13, 1.]). On a un isomorphisme d’algébres :

F: CX(W) — H(Wg)
o= (Ff:o= fy f(9)e(g)dulg) )

et qui a pour inverse :

Flo H(WR) — CZ(W)
UV (Fige 5 U(0)o(9)da(e) )

Démonstration. Tout d’abord, remarquons les faits suivants qui seront utiles par la suite.
Soit K un sous-groupe compact ouvert de W. On a [ ¢(k) = 0si ¢ ¢ K=+. De plus, pour
tout ¢ € K+, [ ¢(k)du(k) = u(K). On a done [y ¢(k)du(k) = p(K)1z, . Ainsi

Fluax(d) = [ 1ex(9)o(0)du(e) = [ o(h -+ K)du(k) = (K1,

L’application F~! est bien définie car I’évaluation ¢ — ¢(g) est bien un caractere lisse de
I//[\/R. En effet, g est contenu dans un sous-groupe ouvert compact L de I//[\/R. Et par dualité,
L' est contenu dans le noyau de I’évaluation en g, donc le noyau est ouvert. Un rapide
calcul donne :

F U Flicla) = n(K) [ o(h=9)d(6) = n(K)RE ) 1i(9) = 1 (o)

ou il est clair que [%, ¢(h — g)dii(¢) = A(KL) sig e K et Sz o(h — g)dii(¢) = 0 si
g € K car il existe des caracteres de Kt non-triviaux sur tout élément de WA\K, donc
¢ +— ¢(h — g) est un caractére non-trivial de K*. Pour terminer, il faut montrer que

F(f.f)y=FfxFf.Ona
(FfFI)(6) = /W FF)FF (0 6)day)

et comme Ff et L F f/ sont & support compact, I'intégrale porte sur un sous-groupe ouvert
compact Ky de Wg. De méme, F f(1)) = fo f(9)¢(g)du(g) pour un sous-groupe compact
ouvert car f est a support compact. On a alors le droit de permuter toutes les intégrales
ce qui donne :

| [ #@1@e) (/ w<g—g’>dﬂ<¢>> du(g)du(s)
Ky JK Ky

qui se réduit a la quantité désirée par un calcul technique classique. ]

A.2 Lien avec [CT13]

On va montrer que les objets construits dans [Wei64], et généralisés dans [CT13],
s’identifient au groupe métaplectique et a la représentation de Weil tels que nous les avons
construits, c’est-a-dire en suivant le développement de [MVW87].

A.2.1 Construction de [Wei64| et [CT13]

Soit F' un corps dont la caractéristique est différente de 2, et qui est soit fini, soit local
non archimédien. Soit X un espace vectoriel de dimension finie sur F', et W = X x X*.
Soit R un anneau integre vérifiant les conditions du Corollaire A.1.1.12. En particulier, il
existe un caractere lisse non trivial y de W dans R*.
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Rappels utiles

Les faits que nous exposons proviennent de [CT13, §1 & §2].

Formes quadratiques et bicaractéres. On rappelle qu'une forme quadratique sur
X est une application continue X — F' telle que pour tout x € X et tout u € F,
fluz) = W?f(x), et (z,y) — f(z +y) — f(x) — f(y) est F-bilinéaire. Un caractére de
degré 2 de X est une application ¢ : X — R* telle que (x,y) — ¢(x + y)e(z) to(y) !

N

est un bicaractére (i.e. un caractere lisse en chaque variable) de X x X. A toute forme
quadratique f peut étre associé un bicaractere y o f.

On note X* = Homp (X, F) le dual algébrique de X, et [, ] le crochet de dualité. En
identifiant (X*)* ~ X, on écrit [z, z*] = [z*, z] indifféremment. On rappelle que X ~ X*
via z* — x([., z¥]).

Le groupe symplectique. Soit B la forme bilinéaire de (X x X*) x (X x X*) dans F
définie par B((z1,x7), (z2,z3)) = [z1, z3].

Définition A.2.1.1. On note Sp(W) le groupe des automorphismes o de W vérifiant
B(o(wy),o(ws)) — B(o(wsz),o(wy)) = B(wy, ws) — B(wsg, w)
Proposition A.2.1.2. Muni de la forme antisymétrique :
< wi,wy >= B(wy,wy) — B(ws, wy),
Sp(W) est le groupe symplectique classique de (W, < .,. >).

On associe & tout élément o € Sp(WW) une forme quadratique définie par

1

fo(w) = 5 (Blo(w), o(w)) = B(w, w))

On vérifie facilement la relation de cocycle pour tout 01,09 € Sp(W)
for,00 = for + foz 001
et, pour tout o € Sp(W) et tout wy,wy € W
Jo(wi +w2) — fo(wr) — fo(ws) = B(o(wi), 0(w2)) — B(ws, ws)

Remarque A.2.1.3. On pose F = x o B. En composant par x les relations précédentes,
on obtient essentiellement des conditions analogues pour des bicaracteres x o f.

Définitions de A(W) et Bo(W). Soit A(W), noté A dans la suite, 'ensemble W x R*
muni de la loi de groupe :

(w,r).(w',7") = (w+w', 7' Flw,w')).
Le centre Z de A s’identifie a R* via r — (0, 7).

On note By = Autz(A) le sous-groupe des automorphismes de A triviaux sur le centre
de A, i.e. By ={o € Aut(A) | Vz € Z, o(z) = z}.
Proposition A.2.1.4. On a lisomorphisme de groupe suivant :
Sp(W) x W* — By
(o,7) — (w,r) = (o(w), rsr))

ot @ est le bicaractére défini par ¢or = (x © f5) (X 0 T).
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Définitions de Uy, A(W) et Bo(W). Soit S(X) l'espace des fonctions X — R loca-
lement constantes a support compact. Pour w = (u,u*) € X x X* = W et r € R*, on
définit un opérateur U(w,r) € GL(S(X)) de la maniére suivante

Up: A — GL(S(X))
(w,r) > (¢ =7 x([u]) (. +u))

C’est un morphisme de groupes injectif, on note A son image. On a donc A ~ A via
Up. On en déduit que leurs groupes d’automorphismes sont isomorphes, et méme mieux :
Autz(A) ~ Autz(A) = By.

De plus, le groupe By agit sur A. En effet, il agit sur A, on peut donc faire agir
By >~ Sp(W) x W* via Uy. Plus précisément

(BOvA) — A
((0,7),U(w,r)) +— Ulo(w),r¢sr(w))

Remarquons qu’a travers cette action, on a explicitement ’isomorphisme en question entre
By et Autz(A), les automorphismes de A triviaux sur le centre de A. Ce centre n’est ni
plus ni moins que {rldsx) | 7 € R* ~ R*.

On note By le normalisateur de A dans GL(S(X)), i.e.
Bo = {s € GL(S(X)) | sAs™! = A}

Par conséquent, si s € By, alors la conjugaison par s, notée conj(s), est un élément de
Aut 7 (A) ~ B().

Lemme A.2.1.5. L’application :

70 Bo — B[)
s > conj(s)

est un morphisme de groupes.

Théoréme A.2.1.6. On a une suite exacte :
15 R* 5By By—1

ou la premicere fléche est simplement linclusion R* — {rldsx) | 7 € R*}.

Le groupe métaplectique défini dans [CT13, 2.3.]

L’isomorphisme entre By et Sp(W)xW* donne une fleche p1 : Sp(W) — By en associant
simplement & o € Sp(W), l'image de (o,1) € Sp(W) x W* dans By. La seconde fleche
est celle obtenue dans la sous-section précédente my : By — Bgy. Il faut se rappeler que
By C GL(S(X)), et que mp a pour noyau le centre de GL(S(X)), on peut donc penser a
By comme un sous-groupe de PGL(S(X)).

Définition A.2.1.7. Le groupe métaplectique de W, associé a R et x, est le sous-groupe
Mpp (W) = Sp(W) x, By de Sp(W) x By composé des paires (o, s) telles que (o) =
7['[)(8).
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Résumons la situation dans le diagramme suivant, en se rappelant que By est par
définition Auty(A) :

Mp, r(W) By \
Sp(W) Autz(A)

T ]

Sp(W) x W* =— Autz(A)

qui peut étre réécrit comme

Mp, (W) ——=By

L, b

Sp(W) By

A.2.2 Lien avec la construction de [MVW8T7]| et de notre Section 4.1

Soit F' un corps dont la caractéristique est différente de 2, et qui est soit fini, soit local
non archimédien. Soit (W, <,>) un espace symplectique sur F'.

Lien entre H et A. On rappelle que le groupe d’Heisenberg H = W x F' est donné par
la loi de groupe :

(w, t).(w',t) = (w+w' t+t + % <w,w >).
Le centre du groupe F' est {(0,¢) | t € F}. Il est clairement isomorphe a F, et on se
permettra souvent d’écrire — par abus — que F est le centre de H. Si I'on se donne une
polarisation compléte W = X +Y (cf. Section 2.1), on écrira que w = x + y pour signifier
la décomposition de W vis-a-vis de X et Y. On peut établir un premier lien entre le groupe
d’Heisenberg H défini dans [MVW8T7, Chap. 2] et le groupe A défini dans [CT13, §2.1].

Pour cela, on identifie X* ~ Y et B(w,w’) =< z,y’ >. Cette identification dépend donc
du choix de la polarisation compléte dont on se dote. Fixons en une pour le moment.

Proposition A.2.2.1. Le morphisme :

T: H — A
(w,t) = (w,x(O)x(5 <z,y>))

induit un isomorphisme T entre H/Ker(x) et le sous-groupe W xIm(x) de A. Les centres
de ces deuz groupes sont respectivement F/Ker(x) et Im(x), qui sont bien isomorphes.

De plus, la conjugaison par T induit un isomorphisme :
s€ By =Autz(A) 5T 'osoT € Auty(H/Ker(y)).
Démonstration. Le fait que I' soit un un morphisme de groupes provient de :

1 1 1 1
B(w,w’)+§<x,y>+5<x’,y' >:§<w,w'>+§<x+x',y+y’>.
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L’image de I' est W x Im() et son noyau s’identifie a Ker(x). Trouver le centre de chacun
des groupes en jeu est immédiat.

Ensuite, il suffit de remarquer que Autz(A) = Autz(W x Im(y)) ~ Autz(H/Ker(x)).
Seule la premiére égalité est & prouver, la deuxiéme résultant de la conjugaison par I'. Tout
élément de By est de la forme s = (o, (x o fy) (x 07)) avec v € W*, et tel que s(w,r) =
(o(w), (x o f(w)) r) ou f = fy +~. Donc s induit par restriction un automorphisme de
W xIm(x), qui est bien I'identité sur le centre Im(x) C R*. Réciproquement, tout élément
s" de Autz(W x Im(x)) s’écrit sous la méme forme qu’un élément de By. En effet, soit
s'=(o',¢') oo : W xIm(x) = W et ¢ : W xIm(x) = Im(x). De la loi de groupe sur
A = W x R induite sur W x Im(x), on tire comme dans le cas de By [CT13, Prop. 2.1]
des relations qui entrainent que : o’(w,r) = o'(w) et o’ € Sp(W); il existe v € W* tel que
¢ (w,r) = (x o fo(w))(x oy(w))r. Alors I'élément s = (o/, (x o f»)(x 07)) € By releve " a
A. O

Le groupe B;. On note Aut(H) le groupe des automorphismes du groupe H, Autz(H)
le sous-groupe des automorphismes triviaux sur le centre de H. On décrit explicitement
les éléments de Autz(H) :

Proposition A.2.2.2. Soit s € Aut(H), on note s et 75 les applications associées telles
que s((w,t)) = (ps((w,t)), Ts(w,t)). On identifie alors Autz(H) a Sp(W) x Hom(W, F)

via l’isomorphisme :
S (Ua ’Y) = @s|(W,0)’7—s|(W,O))'

Le produit étant défini par (o,7).(c’,7') = (cod’,yoo' ++).

Démonstration. Plusieurs choses sont a vérifier. Dans l'ordre : on donne une description
des relations portant sur ¢, et 75; on montre que I'application du théoreme est bien un
morphisme ; et enfin, que o € Sp(W) car elle est bien F-linéaire.

On sait que les éléments de Autz(H) sont triviaux sur le centre. On a tout d’abord
s((w,t)) = s((0,t).(w,0)) = (0,t).s((w, 0)). Il suffit donc de connaitre les relations portant
sur s((w,0)). Rappelons que pour tout ¢t € F, s((0,t)) = (0,t) i.e. ps((0,t)) = 0 et
75((0,t)) = t. Du calcul explicite de s((w,0)).s((w',0)) = s((w,0).(w’,0)) = s((w+w’, § <
w,w’ >)), on tire :

s((w,0)) + ps((w',0)) = @s((w +w',0)) (A.1)
< ps((w,0)), ps((w',0)) >=< w,w’ > (A.2)

On obtient finalement ¢4((w,t)) = ps((w,0)) = o(w) et 75((w,t)) = t. On note 7 = 75
qui est indépendant de s € Autz(H). La composée sos’ de morphismes de s, s’ € Autz(H)
donne @gos ((w, 1)) = ps((ps (w),0)) = o oo’ (w). Et T est inchangé. De plus, comme s est
inversible, il existe un morphisme de groupe ¢’ : W — W tel que 0 o ¢’/ = Idy, donc o est
un automorphisme.

Il ne reste plus qu’a prouver que o est F-linéaire. On déduit des équations précédentes
que pour tout A € F, on a < o(Aw) — Ao(w),o(w’) >= 0. Comme o est bijective, on
conclut par le fait que la forme est non-dégénérée sur W. Donc o € Sp(W).

En résumé, pour tout s € Auty(H), on a s((w,t)) = (o(w),t) avec o € Sp(W).
Réciproquement, toute application de cette forme est bien dans Auty(H). ]
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On s’intéresse ici & un sous-groupe particulier de Autz(H). On note W* le dual algé-
brique de W.

Définition A.2.2.3. On définit donc By comme le sous-groupe Sp(W)xW* dans Autz(H).
Proposition A.2.2.4. Le morphisme de groupes :

By — BO
(0,7) = (o,(x°7) (xofs))

est un isomorphisme.

Démonstration. C’est bien un morphisme de groupes étant donné la formule de cocyle
fooor = fo 00 + fo. L’injectivité et la surjectivité se vérifient aisément en se rappelant
que le dual algébrique est isomorphe aux caractéres de W'. ]

Isomorphisme entre produits fibrés. Le théoreme principal que ’on se propose de
montrer concerne les groupes métaplectiques définis dans [Wei64] et [MVW87]. Donnons
tout d’abord une premieére version dans laquelle le lien avec le dernier de ces groupes
est absent. Ici, By est un sous-groupe GL(S(X)) analogue au By dans la construction de
[Wei64], [CT13).

Théoréme A.2.2.5. Le produit fibré Sp(W) xp, By est isomorphe a Sp(W) xp, By ,

l’isomorphisme entre By et By étant compatible avec les fléches respectives.

Démonstration. La preuve va se dérouler en deux parties. Les deux diagrammes ci-dessous
seront une bonne aide a la lecture, méme si les objets auxquels ils se rapportent ne seront
définis que par la suite.

La premiere est immédiate et consiste a prouver que le diagramme suivant commute

Sp(W) ——Sp(W)

L

By = By

Les fléches respectives étant : I'identité de Sp(W); les plongements canoniques de Sp(W)
dans les produits semi-directs By et By ; I'isomorphisme de la proposition précédente.

Ensuite, dans un deuxiéme temps, il s’agit de s’occuper de la commutativité et des
isomorphismes du diagramme

B = By

By = By

Lemme A.2.2.6. Soit (w,t) € H. On définit une application Uy : H — GL(S(X)) telle
que, pour tout ¢ € S(X), Ur(w,t)d(u) = x(t)x(5 < z,y >)x(< u,y >)d(u+ z). Alors,
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Uy est un morphisme. Il induit un isomorphisme entre H/Ker(x) est son imaga, notée H.
Le diagramme qui suit est commutatif et les fléches horizontales sont des isomorphismes

H/Ker(x)Ul—> H .
o,
A—L A

De plus, la fléeche verticale de droite est inclusion de H dans A vus comme sous-groupes
de GL(S(X)). L’action de By sur A définie une action de By sur H/Ker(x) et sur H.

Démonstration. 11 suffit de noter que Uy = Ugol', ou I est le morphisme de la proposition
(7) (avec T'). En particulier, H ~ H/Ker(Y). O

Ceci va permettre d’obtenir le carré bas du diagramme. Tout d’abord, les isomor-
phismes U et Uy induisent les isomorphismes Autz(H) ~ Auty(H/Ker(x)) et Autz(A) ~
Autz(A). De plus, par la proposition (7) (avec T'), Autz(H/Ker(x)) ~ Autz(A). Finale-
ment, on obtient

Autz(H) —= Autz(A)

B = By

La fleche Autz(H) — Autz(A) est Uinverse de la restriction a H, i.e. 'inverse de
f € Autz(A) — flm € Autz(H).

Pour rappel, écrivons explicitement les isomorphismes entre ces groupes
Up o Autz(A) o Uyt = Autz(A)

U1 o Auty(h) o Uy~ = Auty(H)
7 Yo Autz(h) oT = Autz(H/Ker(x))
Pour finir, occupons-nous du carré du haut. Par construction, By et B; sont les nor-

malisateurs de A et H dans GL(S(X)). Ces normalisateurs sont les mémes car A = R*H
et R* est dans le centre de GL(S(X)). O
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