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En premier lieu, je remercie Christine Lescop de son encadrement pendant ces
trois années de these et le stage qui les a précédées, et des nombreuses discus-
sions mathématiques qui m’ont permis de me familiariser avec le domaine de cette
these, et de trouver les pistes a partir desquelles celle-ci s’est construite. Je lui suis
reconnaissant des nombreuses relectures qui m’ont permis d’affiner ma rédaction,
et de corriger mes erreurs, des conseils utiles pour les préparations d’exposé, et,
surtout, de tout le temps consacré a cela. Merci aussi pour ’aide apportée dans les
formalités administratives régulieres, redoublées cette année des dossiers de can-
didature. De tout cela, encore, merci. Je remercie également les deux rapporteurs
de cette these, Julien Marché, et Alberto Cattaneo, du temps consacré a lire ce
manuscrit, et de leurs rapports. Merci a tous les membres du jury d’avoir accepté
cette charge, malgré les conditions exceptionnelles de cette année 2020. J’exprime
aussi ma gratitude a Tadayuki Watanabe pour son accueil cet été a Matsue pen-
dant deux mois et demi, et la JSPS pour nous avoir donné la possibilité d’organiser
ce séjour, pendant lequel j'ai commencé a passer d'un simple résultat en degré 2,
a la formule générale qui est le plus important résultat de cette these. Dans le
méme temps, je remercie aussi Tomotada Ohtsuki d’avoir accepté de m’accueillir
a Kyoto les deux années qui viennent, et Jean-Baptiste Meilhan d’avoir contribué
a me faire connaitre les programmes de la JSPS il y a deux ans, des discussions
mathématiques que nous avons pu avoir, et de son invitation (hélas compromise
par le contexte sanitaire) a parler aux rencontres France-Japon. Merci aussi &
Pierre Dehornoy de l'organisation du séminaire de topologie du vendredi, et des
nombreuses et toujours intéressantes conversations que nous avons eues pendant
cette these.

Je profite également de 1'occasion pour exprimer toute ma gratitude a Céline
Déleval pour nos nombreuses discussions cette année, relatives aux doctorants,
et que je sais motivées par le sincere souci de leur bien-étre. Merci également
a Thierry Gallay de son travail de directeur de l'institut, et de sa disponibilité
constante pour toutes les formalités administratives, encore récemment dans les
échanges avec le rectorat. Je tiens aussi a remercier toute 1’équipe administrative
de I'Institut Fourier de sa disponibilité constante pendant ses trois ans, et surtout
a Lindsay Bardou, Christine Haccart, et, plus récemment, Laurence Bolliet, avec
lesquelles j’ai eu le plus de contact, pour 'organisation de mes déplacements et des
invitations du séminaire compréhensible. Ceci m’amene aussi a remercier Alejan-
dro, Louis-Clément, et Bruno, qui m’ont fait découvrir ledit séminaire en premiere
année, et m’ont recruté au cours de la seconde, me donnant I'occasion de me méler
un peu plus que je ne I'aurais fait sans cela a la vie de I’équipe. Je remercie égale-
ment Clément de 'organisation partagée cette année, et des concours, de chaise,
de phrase de cloture d’exposé, et d’accent anglais.

En parlant de séminaires, je pense aussi aux conférences, et remercie Fathi,



avec qui j’ai peut-étre en premier fait connaissance au cours de mes déplacements,
et que j’ai le plus souvent croisé pendant ceux-ci, au cours des quatre dernieres
années, de m’avoir permis de me sentir un peu a l'aise dans ce milieu d’abord
inconnu, des discussions toujours intéressantes, et de ses conseils profitables. Je
remercie également, pour les quatre années consécutives ou j’ai eu la chance d’y
participer, les organisateurs de Winter Braids, et, plus largement, ceux de toutes
les conférences auxquelles j’ai assisté. Ces conférences étant aussi 'occasion de
nouer des amitiés, merci a tous ceux avec qui j’'ai eu l'occasion de partager un
repas, une discussion, mathématique ou non, et qui m’ont souvent enrichi de leurs
expériences, et, parmi eux, plus particulierement encore a Arthur, Celeste, Fathi
(encore), Rym, et, méme si nous nous connaissions déja, Clément et Jacques.

Revenant au laboratoire, j’adresse une pensée a nos joueurs de tarot, Arnaud,
Baptiste (trop rarement), Clément, Gabriel, Mokdad, Rémi, Thomas, Thomas, et
Vivek, dont la moitié se disséminera 1’an prochain. Plus largement, je remercie
toute 1’équipe doctorants (et assimilés) pour les nombreuses activités que nous
avons pu partager cette année, les séminaires compréhensibles, les goftiters et fon-
dues subséquents, et pour le contact que nous avons plus ou moins réussi a garder
pendant le confinement. Merci également a Jean-Francois, Gabriel, et Rémi pour
les nombreuses conversations cette année, et pour avoir sans doute plus largement
eu a supporter dans le privé mes moments d’hyperactivité, d’ennui, ou de lassitude.

Pour les trois années d’enseignement au DLST), je remercie de leurs conseils, de
leur organisation des UE ou je suis intervenu, Dietrich Hafner, Emmanuel Peyre,
et Pierre Dehornoy, avec qui ce fut un plaisir de partager ces enseignements. Merci
aussi a Roland Bacher, des nombreuses conversations de couloirs et de salle café
sur 'enseignement (et sur beaucoup d’autres choses !), et de la séance de correc-
tions en commun ’an dernier ! Merci, aussi, a mes groupes d’étudiants, a qui
ce fut toujours un plaisir d’enseigner, malgré les résultats parfois inégaux, et qui
m’auront au moins toujours épargné les problémes sérieux de discipline. Me soucier
sincerement d’eux, au moins quatre mois par an aura été moralement salutaire, et
indéniablement d'une grande aide dans le maintien de mon équilibre au cours de
ces trois années, 1’enseignement étant un plaisir dans les bons moments, et, dans
les mauvais, au moins une interdiction de se laisser aller.

Je remercie, évidemment, tous les enseignants qui ont forgé mon esprit, et
parfois mon caractere, dont je ne pourrais faire ici la longue liste, toute présente
qu’elle soit & ma mémoire, et dont la profession, de plus en plus, est maltraitée
par le public, par une hiérarchie dont les manquements ne sont que trop connus,
et par des réformes indignes, dont ce n’est sans doute pas le lieu de s’énerver
longuement. Mais je profite de cette bréve parenthese pour signifier toute mon
estime a mes nombreux amis qui ont fait le choix, malgré des conditions de plus
en plus indigentes, et un mépris constant de la part d’une certaine opinion, et



de leur hiérarchie, d’enseigner. Je remercie aussi, puisque c¢’est 'occasion, Odon
Vallet, qui, lors de mon passage en CPGE, a bien voulu me distinguer pour une
des bourses qu’il accordait lui-méme, sur sa fondation.

J’ai une pensée également pour ma famille, et pour mes parents, qui, si 'age
m’en a un peu éloignés, reste présents a mon ceeur, et a qui je suis infiniment
redevable de mon éducation, de m’avoir laissé libre de mes choix, et de les avoir
toujours acceptés. Je pense aussi a tous mes grand-parents, et, je les remercie
tous les cinqg, a qui, encore présents ou non, proches ou lointains, je dois tant
de souvenirs. Sans distinguer entre eux, c’est aussi 'occasion de remercier la
grand-mere qui a tant contribué a mon éducation, et & mon gotit pour la lecture,
I'orthographe, et ’étude, et le grand-pere dont les récits n’ont pas peu contribué
a forger ma conscience morale.

Merci aux amis avec qui, malgré la distance, j’ai pu souvent garder le contact
pendant ces trois années, et que je ne peux pas tous citer, méme si je n’oublie
jamais ceux que je ne vois plus aussi souvent que je le voudrais et qui, si je ne les
nomme pas ici, ne sont pas moins présents a mon esprit. Merci a Youna, des repas
et les conversations, toujours vivifiantes, lors des passages a Grenoble, & Emma,
des discussions autour d’un thé, a Simon, des moments passés ensemble, a Lyon
(pour ce Phedre !), ou & Grenoble, a Dorian, et a Alexis, qui savent trop bien
tout ce que je leur dois, encore plus apres cet automne, a Alexandre, Alexis, et
Paul, pour les vacances, passées et a venir. Enfin, merci surtout a Alexandre, pour
bient6t dix ans d’amitié, de soutien, de discussions, et de débats !

Merci aussi, aux quelques amitiés qui, nouées dans le monde virtuel, n’en sont
pas moins réelles.

Merci, enfin, au sort qui m’a fait faire ces quelques rencontres qu’aucune néces-
sité ne semblait diriger, et qui, bien souvent, me sont un antidote utile a ’entre-soi,
ou a la misanthropie facile.

Enfin, 'ayant promis bien souvent, je sais que quelques personnes m’attendent
sur le choix de I’épigraphe. Avant de les satisfaire, je prends l'occasion de donner
aussi les citations auxquelles le manuscrit échappera.

Tout d’abord, malgré la forte pression populaire, les citations de L’homme sans
qualités (R. Musil), si elles sont treés amusantes, auraient été d'un gofit incertain.
On aurait pourtant pu tirer du chapitre 11 de nombreuses citations plus ou moins
élogieuses sur les mathématiques, ou, du chapitre 13, le moins agréable « Ses
collegues lui apparaissaient comme des procureurs implacables et maniaques, des
policiers de la logique, et tout ensemble comme des opiomanes, dévots d’une drogue
étrangement blafarde qui les aidait a peupler le monde de chiffres et de rapports
abstraits : « Bon Dieu ! dit-il, je n’ai pourtant jamais eu l’intention d’étre math-
ématicien toute ma vie ! » », qui aurait au moins servi d’auto-avertissement, ou,



en guise d’autodérision plus gentille, au chapitre 17 « Un mathématicien n’a ’air
de rien du tout, c’est-a-dire qu’il a l'air si généralement intelligent que cela n’a
plus aucun sens précis | A Uexception des membres de UEglise catholique romaine,
plus personne aujourd’hui n’a Uaspect qu’il devrait avoir, parce que nous faisons de
notre téte un usage ausst impersonnel que de nos mains ; mais le mathématicien,
c’est le comble de tout : un mathématicien sait presque aussi peu de choses sur
lui-méme que les gens n’en sauront sur les prairies, les poules, les jeunes veaux,
quand les pilules vitaminées auront remplacé pain et viande ! ».

La these correspondant sans doute souvent a la période de la vie ou, si celle-ci
n’a pas cess¢ de nous sembler avancer trop lentement, elle a déja commencé a nous
paraitre trop courte. La beauté du vers, et I’angoisse universellement intelligible
auraient pu faire choisir cet extrait d’'un monologue de Titus (Bérénice, J. Racineﬂ)

« Sont-ce la ces projets de grandeur et de gloire
Qui devaient dans les ceeurs consacrer ma mémoire ¢
Depuis huit jours je régne. Et jusques a ce jour
Qu’ai-je fait pour Uhonneur ¢ J’ai tout fait pour l'amour.
D’un temps si précieux quel compte puis-je rendre ?
Ou sont ces heureux jours que je faisais attendre ?
Quels pleurs ai-je séchés ¢ Dans quels yeux satisfaits
Ai-je déja gotté le fruit de mes bienfaits ?
L’univers a-t-il vu changer ses destinées ?
Sais-je combien le ciel m’a compté de journées ¢
Et de ce peu de jours si longtemps attendus,

Ah malheureux ! Combien j’en ai déja perdus ! »

Le ton, cependant en aurait été peut-étre un peu trop élevé, et le présage, un
peu sinistre.

La beauté, toujours, m’a fait considérer un temps un tres beau poeme du
Xlle siecle, de Dietmar Von Aist, que je ne cite ici que pour ceux qui, un peu
germanophone, pourront au moins en apprécier ’euphonie.

« Slafest du, friedel ziere?
Man wecket uns leider schiere.
Ein vogellin s6 wol getan,

Daz ist der linden an daz zwi gegan.

Ich was vil sanfte entslafen,

!Certains s’attendent ici — Gabriel, je te vois ! & une remarque acerbe sur la mise en scéne
criminelle qui a été commise I’an dernier au MC2 et contre laquelle j’ai longuement vitupéré
en salle café. Je me retiens, je ne pourrais étre juste sans commettre de graves entorses a la
bienséance et au bon goiit, entorses que je laisse aux professionnels, qui s’en chargent visiblement
tres bien.



N1 riiefest du kint Wafen’.
Liep ane leit mac niht gesin.
Swaz du gebiutest, daz leiste ich, friundin min.

Diu frouwe begunde weinen:
Du ritest und last mich eine.
Wenne wilt du wider her zuo mir?
Oweé, du fiierest min froude sament dir! »

La brieveté a failli un temps me faire choisir, la fin du Comte de Monte-Cristo de
Dumas « Quant a vous, Morrel, voici tout le secret de ma conduite envers vous

il n’y a ni bonheur ni malheur en ce monde, il y a la comparaison d’un état
a un autre, voila tout. Celui-la seul qui a éprouvé l'extréme infortune est apte a
ressentir ’extréme félicité. Il faut avoir voulu mourir, Maximilien, pour savoir
combien il est bon de vivre. Vivez donc et soyez heureux, enfants chéris de mon
ceur, et n'oubliez jamais que, jusqu’au jour ou Dieu daignera dévoiler 'avenir a
I’homme, toute la sagesse humaine sera dans ces deux mots : « Attendre et espérer
/" » » , ou au moins sa derniére phrase.

Enfin, il y a quelques semaines, je me suis résolu, comme une évidence, au choix
de 'extrait qui suit, et qui clot ces sans doute trop longues considérations. Et pour
finir, merci aussi & Clément (D.), que j’ai attendu cette partie pour remercier,
uniquement pour lui signaler : désolé, ce n’est pas le Hussard sur le toit !



« Aujourd’hui, comme un auteur s’effraie de voir ses propres réveries qui lui
paraissent sans grande valeur parce qu’il ne les sépare pas de lui-méme, obliger un
éditeur a choisir un papier, a employer des caractéres peut-étre trop beaux pour
elles, je me demandais st mon désir d’écrire étail quelque chose d’assez important
pour que mon pere dépensat a cause de cela tant de bonté. Mais surtout en par-
lant de mes gouts qui ne changeraient plus, de ce qui était destiné a rendre mon
existence heureuse, il insinuait en moi deux terribles soupcons. Le premier c’était
que (alors que chaque jour je me considérais comme sur le seuil de ma vie en-
core intacte et qui ne débuterait que le lendemain matin) mon existence était déja
commencée, bien plus, que ce qui en allait suivre ne serait pas trés différent de ce
qui avait précédé. Le second soupgon, qui n’était a vrai dire qu’une autre forme du
premier, c¢’est que je n’étais pas situé en-dehors du Temps, mais soumis a ses lois,
tout comme ces personnages de roman qui & cause de cela me jetaient dans une
telle tristesse quand je lisais leur vie, a Combray, au fond de ma guérite d’osier.
Théoriquement on sait que la terre tourne, mais en fait on ne s’en apercoit pas, le
sol sur lequel on marche semble ne pas bouger et on vit tranquille. Il en est ainsi
du Temps dans la vie. Et pour rendre sa fuite sensible, les romanciers sont obligés
en accélérant follement les battements de ['aiguille, de faire franchir au lecteur dix,
vingts, trente ans, en deux minutes. Au haut d’une page on a quitté un amant plein
d’espoir, au bas de la suivante on le retrouve octogénaire, accomplissant pénible-
ment dans le préau d’un hospice sa promenade quotidienne, répondant a peine aux
paroles qu’on lui adresse, ayant oublié le passé. En disant de moi : « Ce n’est plus
un enfant, ces gotuts ne changeront plus, etc. », mon pere venait tout d’un coup
de me faire apparaitre a moi-méme dans le Temps, et me causait le méme genre
de tristesse que st j’avais été non pas encore l’hospitalisé ramolli, mais ces héros
dont lauteur, sur un ton indifférent qui est particuliecrement cruel, nous dit a la
fin d’un livre : « Il quitte de moins en moins la campagne. Il a fini par s’y fixer
définitivement, etc. ». »

A Uombre des jeunes filles en fleurs, M. Proust



Résumé

Les neeuds longs étudiés dans cette these sont des plongements standard a I'in-
fini de R® dans un R asymptotique d’homologie entiére, pour n impair. Pour
ces noeuds, on définit des invariants (Zy)ren 0,13 & difféomorphismes ambiants tri-
viaux hors d’une boule pres. Ces invariants généralisent des invariants (Zx)ren 0,1}
définis par Bott, Cattaneo, et Rossi pour les nceuds longs de R"2, et on donne
une définition plus souple de ces invariants. L’invariant 7 est défini comme une
combinaison linéaire d’intégrales de certaines formes différentielles sur des espaces
de configurations associés a des graphes ayant 2k sommets, de deux types, et 2k
arctes, de deux types également. Ces formes sont définies en tirant en arriere et
en faisant le produit extérieur de (n + 1)-formes (appelées formes propagatrices
externes) sur l'espace de configurations de deux points de ’espace ambiant et de
(n — 1)-formes (appelées formes propagatrices internes) sur I'espace de configu-
rations de deux points de R™. De maniere équivalente, en utilisant des chaines
duales a ces formes, on donne une interprétation de Z, en termes d’intersections
algébriques de préimages de chaines propagatrices. On obtient une formule pour Z
en fonction de nombres d’enlacement de certains cycles d’une surface dont le bord
est le nceud, pour les nceuds virtuellement rectifiables. La classe des nceuds virtuel-
lement rectifiables contient au moins les nceuds rubans longs, et les nceuds longs
avec n = 1 mod 4. Notre formule exprime les invariants Z; comme les coefficients
du développement en série formelle du logarithme de la torsion de Reidemeister.

Le chapitre introductif [I] vise & présenter les travaux antérieurs sur des in-
variants similaires, notamment en dimension 3, ainsi que les invariants les plus
connus des nceuds de dimension supérieure. Le chapitre [2] présente les invariants
é¢tudiés dans la these dans la version qui en avait été donnée par Bott, Catta-
neo, et Rossi pour les noeuds longs de R™*2. Les chapitres [3] et 4] présentent les
résultats principaux de la these, en dimension impaire n > 1. Les résultats du
chapitre [4] sont vérifiés pour les nceuds virtuellement rectifiables de la définition
[4.3.2] Les chapitres [f et [6] reproduisent respectivement les prépublications « Ge-
neralized Bott-Cattaneo-Rossi invariants of high-dimensional knots » [Let19] et «
The Reidemeister torsion of high-dimensional long knots from configuration space
integrals » [Let20], et démontrent les résultats annoncés respectivement dans les
chapitres 3] et [ pour n > 3. Le chapitre [7] contient une étude du cas de la dimen-
sion 1. Dans le chapitre [§, on démontre I'existence de chaines propagatrices lisses
en dehors d'une boule, et on étudie des classes d’homotopie de parallélisations
des R"*2 asymptotiques d’homologie enti¢re, en utilisant des outils de théorie de
I’obstruction.



Abstract

In this thesis, long knots are embeddings of the Euclidean space R™ in an
asymptotic homology R"*? with a standard behaviour near infinity, for some odd
integer n. We define invariants (Zx)rem fo,13 of these knots up to ambient diffeo-
morphisms that are standard outside a ball. These invariants are a generalization
to this wider setting of an invariant (Zj)remn 0,13 of Bott, Cattaneo, and Rossi
for long knots in R™™2. Our definition also applies to long knots in R"*? and
it is more flexible than the original one. The Bott-Cattaneo-Rossi invariant Zj
is a linear combination of some integrals of differential forms over configuration
spaces associated to some graphs with 2k vertices of two kinds, and 2k edges of
two kinds. These forms are products of pullbacks of some (n + 1)-forms (called
external propagating forms) on the two-point configuration space of the ambient
space and of some (n — 1)-forms (called internal propagating forms) on the two-
point configuration space of R™. In a dual way, we define Z; as a combination of
algebraic intersections of preimages of some propagating chains in these two two-
point configuration spaces. We prove a formula for Z; in terms of linking numbers
of some cycles in a surface bounded by the knot, for virtually rectifiable knots. The
class of virtually rectifiable long knots contains at least the long ribbon knots, and
all the long knots when n = 1 mod 4. Our formula yields an expression of the
Reidemeister torsion in terms of the Z.

Chapter [I] is an overview of the previously studied similar invariants, in par-
ticular in dimension 3, and of some high-dimensional knot invariants. Chapter 2]
reviews the definition of the invariants (Z) for long knots of R"*? by Bott, Catta-
neo and Rossi. Chapters [3]and [] contain the results of the thesis in odd dimension
n > 1. The results of Chapter [4] hold for the virtually rectifiable knots of Defi-
nition [£.3.2] The preprints « Generalized Bott-Cattaneo-Rossi invariants of high-
dimensional knots » [Let19] and « The Reidemeister torsion of high-dimensional
long knots from configuration space integrals » [Let20] are integrally reproduced
in Chapter [5] and Chapter [6, They contain the proofs of the results stated in
Chapters [3] and [ when n > 3. Chapter [7] is a study of the dimension n = 1
case. Eventually, in Chapter [§| we prove the existence of propagating chains that
are smooth outside a ball and we study homotopy classes of parallelizations of
asymptotic homology R™2.
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Chapitre 1

Panorama

Dans ce chapitre, nous donnons un bref apercu de résultats déja connus concernant
les deux domaines auxquels se rattache cette these : les invariants de type fini, et
les invariants de noeuds en haute dimension.

1.1 Invariants de type fini

1.1.1 Premieéres définitions

La notion d’invariants de type fini a été d’abord introduite dans le cadre des in-
variants d’entrelacs dans S3, c’est-a-dire des invariants d’isotopie des plongements
d’une union disjointe de cercles dans S®. A un entrelacs, on peut associer un dia-
gramme en le projetant sur un plan générique, ou les seules singularités sont des
points doubles transverses, et en gardant une information sur quel arc passe au-
dessus de l'autre. Un tel point double est appelé un croisement, et le croisement
opposé est celui ou 'information dessus-dessous est inverse.

Etant donné un entrelacs L, un diagramme D de L, et des croisements deux-a-
deux distincts (¢;)1<i<, de D, on note (L, (¢;)1<i<,) I'entrelacs dont un diagramme
est obtenu en changeant le croisement ¢; dans D en le croisement opposé pour tout
i €{1,...,r}. La dérivée d'un invariant d’entrelacs Z a valeurs dans un Z-module
par rapport a ces croisements est

Aenaie Z(L) = >0 (“)™DZ((L, (¢i)ier)).

Ic{1,...,r}

Dans ce cadre, un invariant de Vassiliev de type au plus k est un invariant d’en-
trelacs Z tel que pour tout entrelacs L et tous croisements deux-a-deux distincts
(¢i)icqt,... k413 d'un diagramme de L, O(Ci)ie{l ,,,, k+1}Z(L) = 0. Un invariant de type
fini (ou invariant de Vassiliev) est un invariant qui est de type au plus k pour un
certain entier naturel k.
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Plus généralement, donnons-nous un ensemble O d’objets (en pratique les
classes d’équivalence de certains objets topologiques pour une relation), et une
fonction Z: O — R (en pratique un invariant des objets topologiques pour la rela-
tion étudiée). Supposons qu'il existe des opérations élémentaires (0;); transformant
les éléments de O. Etant donné des opérations commutant deux-a-deux, notons
(X, (0;)ies) Pobjet obtenu en appliquant les opérations (0;);cs & X. Dans ce cadre,
Z est un invariant de type au plus k si pour tout objet X et toutes opérations
(0i)1<i<k+1 commutant deux-a-deux,

Z (_1)Card(I)Z((X’ (Oi)z’el>) —0.

Ic{l,...k+1}

De nouveau, Z est un invariant de type fini s’il existe un entier naturel k tel que
Z soit un invariant de type au plus k.

L’exemple le plus trivial de cette théorie est de considérer O = Z<, avec les
opérations d’incrémentation o; qui ajoutent +1 a une coordonnée d’un d-uplet.
Dans ce cadre, les invariants de type au plus k£ sont exactement les polynémes de
degré total au plus k.

Un second exemple est donné par les invariants de Vassiliev ci-dessus. Les inva-
riants de type fini contiennent alors, par exemple, les coefficients de normalisations
appropriées du polynéme d’Alexander, du polynéme de Jones colorié, et du poly-
néme HOMFLY-PT.

Un troisieme exemple a d’abord été étudié par Ohtsuki [Oht96] en regardant
I'ensemble des sphéres d’homologie entiere (les variétés compactes de dimension
3 ayant 1’homologie enticre de S*) avec certaines opérations de chirurgie. Dans
[GGP01], Garoufalidis, Goussarov et Polyak ont étudié et comparé d’autres théo-
ries d’invariants de type fini associées a différentes opérations de chirurgie sur les
sphéres d’homologie entiére. Les travaux de Moussard dans [Moul2b| décrivent
une théorie d’invariants de type fini pour les spheéres d’homologie rationnelle (les
variétés compactes de dimension 3 ayant I’homologie rationnelle de S?).

Un dernier exemple est fourni par la théorie des noceuds rubans de haute dimen-
sion (n > 2) développée par Habiro, Kanenobu, et Shima [HKS99] et présentée
plus en détail en partie [£.2.2] Watanabe a démontré dans [Wat07] que les inva-
riants définis par Bott, Cattaneo, et Rossi dans [Bot96], [CR05], puis [Ros02] sont
des invariants de type fini pour les nceuds rubans de R"*2 quand n est impair et
supérieur a 3.

1.1.2 Invariants universels

Dans tous ces cadres, une des questions naturelles est celle de I'existence et de la
construction d’invariants « universels » définis comme suit.
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Définition 1.1.1. Un invariant universel (pour une théorie d’invariants de type
fini) est un invariant Z a valeurs dans un R-espace vectoriel A tel que pour tout
invariant de type fini f a valeurs réelles, il existe une forme linéaire w: A — R
telle que f =wo Z.

Dans le cadre des invariants de Vassiliev, le premier invariant universel est
intégrale de Kontsevich Z®°™ décrite par Bar-Natan dans [BN95a]. Cette inté-
grale vit dans un espace vectoriel dont les éléments sont des combinaisons linéaires
de diagrammes unitrivalentf], modulo certaines relations sur les diagrammes. Un
second invariant universel est le développement perturbatif de la théorie de Chern-
Simons, et a été étudié, entre autres, par Altschiiler et Friedel [AF97], Bar-Natan
[BN95b], Guadagnini, Martellini et Mintchev [GMM90], Bott et Taubes [BT17],
Dylan Thurston [Thu99], et Poirier [P0i02]. Ce second invariant est encore une
combinaison linéaire de diagrammes unitrivalents. Les coefficients de cette combi-
naison peuvent étre exprimés en fonction d’intégrales de formes différentielles sur
des espaces de configurations dépendant du diagramme et de I’entrelacs. De ma-
niere équivalente, on peut les interpréter en termes d’intersections algébriques de
certaines préimages dans ces espaces de configuration de sous-variétés de la forme
{(z,2+X) | A € R*} ot v € S%. Les adhérences de ces sous-variétés dans une com-
pactification de I’espace de configurations C9(R?) = {(z,y) € R*xR3 | z # y} sont
des exemples de chaines propagatrices, une des notions centrales de cette these.
Dans [Les00], Lescop a identifié cet invariant avec I'intégrale de Kontsevich, & une
anomalie pres.

Dans le cadre des invariants de 3-spheéres d’homologie entiere, le premier in-
variant universel est 'invariant LMO défini par Lé, Murakami, et Ohtsuki dans
[ILMO9§|, en utilisant 'intégrale de Kontsevich et les présentations des 3-variétés
par chirurgie de S? le long d'un entrelacs. Un second invariant universel, appelé
invariant KKT, a été proposé par Kontsevich [Kon94], puis formalisé par Greg
Kuperberg et Dylan Thurston [KT99] et Lescop |LesO4a]. Moussard [Moul2a] a
démontré que l'invariant KKT est également un invariant universel des spheres
d’homologie rationnelle, en utilisant pour cela une formule de chirurgie obtenue
par Lescop dans [Les04b]. Ces résultats ainsi qu'une formule de chirurgie pour l'in-
variant LMO obtenue par Massuyeau [MasI3|] impliquent que les invariants LMO
et KKT distinguent exactement les mémes 3-spheres d’homologie rationnelle.

Enfin, pour les noeuds rubans de R™"*2, les résultats de Habiro et Shima dans
[HSO1], rappelés ici en théoréme , entrainent qu’un certain développement en
série formelle du polyndéme d’Alexander des nceuds rubans fournit un invariant
universel.

Il existe tres peu d’exemples de calculs directs des invariants définis au moyen
d’intégrales de configurations spatiales. Bar-Natan [BN95b] et Guadagnini, Mar-

1i.e. dont les sommets sont de valence 1 ou 3
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tellini et Mintchev [GMMO90] ont calculé explicitement la partie de degré 2 du
développement perturbatif de la théorie de Chern-Simons pour le noeud trivial.
Poirier [Poi02] a démontré que 'anomalie évoquée plus haut s’annule en degré 3 et
5 (c’est-a-dire en se restreignant aux diagrammes ayant au plus 10 sommets). En-
fin, un calcul direct de la partie de degré 2 de l'invariant des 3-sphéres mentionné
plus haut a été effectué par Lescop dans [Les1bal.

Dans cette these, et notamment dans le chapitre [0, on utilise des chaines propa-
gatrices explicites pour calculer les invariants de Bott-Cattaneo-Rossi généralisés
(Z)) en fonction de certains nombres d’enlacement de cycles dans une surface
bordée par le nceud. On obtient ainsi la formule du théoreme [4.3.7]

1.2 Invariants de nceuds en haute dimension

1.2.1 Matrices de Seifert

Dans cette partieﬂ, on se place dans le cadre plus classique des plongements de
S™ dans S"*2. Une surface de Seifert d'un nceud est alors une variété connexe
compacte orientée dont le bord est 'image du nceud. A une telle surface , on peut
associer une forme bilinéaire d’enlacement (2%, y" 1) — lk(x,y ™), ou, pour tout
cycle y de X, y* désigne le cycle obtenu en poussant légérement y dans la direction
normale positive a la surface. Ceci induit en particulier une forme bilinéaire sur
la partie libre de H ni1 (3J), dont une matrice dans une base est appelée matrice

de Seifert d’ordre ”%“1 Les résultats présentés dans les deux théoremes suivants

portent sur cette matrice.

Définition 1.2.1. On dit que deux matrices A et A’ sont cobordantes si <61 _%,)

X . 0 B ,
est congruent a une matrice de la forme < C D)’ avec B, C, et D carrées de

méme taille.
On dit que deux matrices A et A" sont S-équivalentes si 'on peut passer de
I'une a l'autre par un nombre fini d’utilisations des relations suivantes.

e Des congruences A; ~ (T R)A;;1 R avec R a coefficients entiers et de déter-
minant 1.

2Dans la suite de la these, les noeuds qui nous intéresseront sont les plongements de R dans
une variété de dimension n + 2, avec un comportement standard a 'infini. Il y a une bijection
entre les classes d’isotopie de ces deux types de noeuds.

3Deux matrices carrées a coefficients P et () sont congruentes s’il existe une matrice inversible
R € SL,(Z) telle que P = (TR)QR.
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e Des expansions ou des réductions élémentaires de la forme

A; 0
Ai >~ A/L'Jrl = |la; - O 0
0 0 1

0
0
0

Y

ou les a; sont des entiers.

e Des expansions ou des réductions élémentaires de la forme

B 0
Ao
A~ A = B, 0}
0 0 1
0 0 O

ou les f3; sont des entiers.

On dit que deux sous-variétés orientées K et K’ d’une variété M sont cobor-
dantes s’il existe une sous-variété compacte orientée X telle que 90X soit la réunion
de K et de —K’, ou le — indique un changement d’orientation.

Un théoréme de Levine [Lev69, p. 233] permet de voir l'information contenue
dans ces matrices.

Théoréme 1.2.2 (Levine). Soient ¢ et ¢/ deuxr neuds de S d’images dis-
jointes. Sin est impair et supérieur ou égal a 3, les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.

o Les deux sous-variétés K = ¢(S™) et K' = '(S™) de S**2 sont cobordantes.

n+1

o Les deux neeuds 1) et 1)’ admettent des matrices de Seifert d’ordre 3= cobor-

dantes.

Pour la relation d’isotopie, les résultats sont a notre connaissance plus rares.
Citons les deux plus forts, qui classifient totalement les nceuds pour l'isotopie, au
prix d’hypotheses fortes sur I'homotopie du complémentaire.

Théoréme 1.2.3 (Levine, [Lev70], Theorems 1 & 3 ). Soit n un entier impair
et supérieur ou égal a 3, Soient ¢ et ¥ deux neuds de S*2, tels que pour tout
re {pl, o ”T_l},

T (ST W (ST)) = (ST 9 (ST)) = ().

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
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e Les deux neuds 1 et Y sont isotopes.

o Les deur neeuds 1 et Y admettent des matrices de Seifert d’ordre " S-

2
équivalentes.

Dans [Far80], Farber associe & un nceud et a une surface de Seifert ¥ de ce noeud
une application fy: YAY — S sur le smash-produit Y AY, et définit une relation
d’équivalence sur ces objets, en utilisant des outils de théorie de 'homotopie stable
et de dualité de Spanier-Whitehead. Pour cette relation, dite de R-équivalence, on
a le théoreme suivant.

Théoréme 1.2.4 (Farber, [Far80|, Classification Theorem, p. 125). Soit n un
entier impair et supérieur ou égal a 5. Soient 1 et ' deux neeuds de S™12, tels que
pour tout r € {1,...,1—1— {%”,

T (ST P(S")) = m (8" \ ¢'(SM)) = 7, (S1).
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
e Les deux neeuds 1 et Y sont isotopes.

e Les deux neeuds 1 et ' admettent des surfaces de Seifert ¥ et ¥ telles que
(3,0s) et (X, 0s) sont R-équivalentes.

En définition 4.1.8 on donne une définition plus large des matrices de Seifert
qui décrivent la forme d’enlacement ((x,y) € Hy(X)X Hyy1 1 (2) = lk(x,y™) € Z)

pour tout £ € n. En dimension ”TH, ce formalisme est différent de celui utilisé dans
cette partie puisque celui de la définition dépend du choix de deux bases
duales pour l'intersection. En annexe[A] on démontre que I'on peut construire des

noeuds longs avec des matrices de Seifert données.

1.2.2 Polynomes d’Alexander et torsion de Reidemeister

Les polynomes d’Alezander (A;(t))1<i<n des nceuds de S"*2 sont définis, & partir
de I'homologie rationnelle du revétement cyclique infini du complémentaire du
noeud. Par construction, ce sont des invariants d’isotopie du nceud. Ce sont des
éléments de Q|t, t1], définis & multiplication par un monéme at? prés (ot a € Q*,
et d € 7). Nous en donnons une présentation plus détaillée en partie , et nous
expliquons comment les calculer a partir de matrices de Seifert.

La torsion de Reidemeister est un invariant que 'on peut définir a partir des

polynomes d’Alexander comme le produit alterné ] A, ., (t)(_l)dH. Elle est triviale
i=1

en dimension paire. Elle peut étre normalisée en dimension n impaire par 7y (1) =1
et Ty(t™1) = Ty(t) et est alors un élément bien défini de Q(¢).

10
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1.2.3 Invariants de Bott-Cattaneo-Rossi

Dans cette partie, sauf mention du contraire, on suppose n impair et supérieur ou
égal a 3.

En s’inspirant des invariants définis a partir du développement perturbatif de
la théorie de Chern-Simons en dimension 3, Bott [Bot96] a défini un invariant
d’isotopie des noeuds de S"*2. Cet invariant est défini comme une combinaison li-
néaire de trois intégrales sur des espaces de configurations associés aux diagrammes
suivants.

FIGURE 1.1

A chaque diagramme T, on associe un espace de configurations Cr(v) dont
les éléments sont les quadruplets de points deux-a-deux distincts de S correspon-
dant aux sommets du graphe, avec la condition que les sommets noirs sont sur le
neeud. Sur cet espace, on peut définir une forme différentielle qui « mesure » 'aire
balayée par certaines directions, associées aux arétes, entre les points d’une confi-
guration. L’intégrale de cette forme converge, et en combinant les trois intégrales
avec certains poids et orientations, on obtient un invariant d’isotopie Zs.

Cattaneo et Rossi ([CR0O5] et [Ros02]) ont étendu ce procédé en comptant des
diagrammes connexes avec plus de sommets pour obtenir toute une suite d’inva-
riants (Zy)g>2, définis par combinaison d’intégrales sur des espaces de configura-
tions. Pour k impair, Z; est toujours nul.

Watanabe [Wat07] a démontré que ces invariants (Z) étaient des invariants
de type fini pour les noeuds rubans longs, avec les opérations introduites par Ha-
biro, Kanenobu et Shima [HKS99] et décrites en partie . En particulier, ceci
implique que les invariants (Z) s’expriment en fonction des coefficients [ du loga-
rithme du polynome d’Alexander des nocuds rubans longs. Watanabe a également
obtenu que l'invariant %ng + [or €tait de type au plus 2k — 1.

Nous précisons également en théoréeme la relation obtenue par Watanabe
pour les noeuds rubans longs sur Z;, en démontrant la formule Zo (1)) +%52k(¢) =0
pour tout nceud ruban long. Pour ce faire, nous assouplissons les définitions des
invariants (Z), et nous les étendons au cadre plus général des noeuds longs dans
un R"™? asymptotique d’homologie entiére pour n > 1 impair (chapitre |3)), et
nous obtenons des formules explicites de ces invariants en fonction de matrices
de Seifert (théoréme [£.3.7). Dans le cadre plus général des nceuds virtuellement
rectifiables dans un R"*? asymptotique d’homologie entiére, on obtient la formule

11
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explicite suivante (théoréme [4.3.8) reliant la torsion de Reidemeister aux invariants
généralisés (Zy)g>2 du chapitre 3| :

Ti(e") = exp (— > Zk(w)hk) :

k>2

Dans le cas n = 1, ceci nous fournit aussi ’expression suivante du polyndéme
d’Alexander usuel :

Aw(eh) = exp (— Z Zk(w)hk> )

k>2

12



Chapitre 2

Les invariants de
Bott-Cattaneo-Rossi dans R

Dans ce premier chapitre, nous rappelons la définition des invariants de Bott-
Cattaneo-Rossi pour les noeuds longs de R"*2, avec n impair > 3. Les travaux de
Bott, Cattaneo et Rossi portent sur ces dimensions, mais nous démontrons dans
cette these que leurs résultats sont également valides pour n = 1. Le role des
chapitres suivants sera d’étendre ces invariants a d’autres variétés dans les mémes
dimensions, d’en établir certaines propriétés, puis de discuter de leurs liens avec
des invariants de nceuds connus. On fixe donc dans ce qui suit un entier naturel n
impair.

2.1 Nceuds longs dans R"*?

Définition 2.1.1. Un neeud long de R™*2 est un plongement lisse ¢ : R «— R**+2
tel que, pour tout = € R",

o silz[l <1, [[¥(=)]l <1,
o si|lzf] > 1, ¥(z) = (0,0, 2).

Deux nceuds longs ¢ et 1" de R"*2 sont isotopes s’il existe une famille (1) e 1]
de noeuds longs de R™2, telle que ((t, z) € [0,1] x R™ i () € R””) soit lisse,
et telle que ¥y = ¥ et ¥y = 1'. Une telle famille est appelée une isotopie entre 1)
et .

La figure donne un exemple de tel nceud, au moins dans le cas n = 1.

13
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\
(_/

$(R™)

FIGURE 2.1 — Un nceud long dans 'espace R"*2,

2.2 Diagrammes de Bott-Cattaneo-Rossi

Nous introduisons ici les graphes qui nous serviront a définir les invariants (Zy)
dans la suite, et qui sont appelés diagrammes de Jacobi dans [Wat(7].

Définition 2.2.1. Un diagramme de Bott-Cattaneo-Rossi (ou diagramme BCR)
est un graphe connexe orienté I', donné par un ensemble V(I') de sommets, muni
d’une partition V(I") = V;(I') L V,(I"), et un ensemble E(I") de couples de sommets
distincts, muni d’une partition E(I") = E;(T") U E(T"), ou les éléments de V;(T")
sont appelés sommets internes, ceux de V,(I') sommets externes, ceux de FE;(T)
arétes internes, et ceux de E (') arétes externes, tel que chaque sommet v vérifie
I'une des cing propriétés suivantes :

1. le sommet v est externe et trivalent, et possede une aréte externe sortante
et deux arétes externes rentrantes, dont exactement une vient d’un sommet
univalent,

2. le sommet v est interne et trivalent, et posséde une aréte interne rentrante,
une aréte interne sortante, et une aréte externe rentrante, venant d’un som-
met univalent,

3. le sommet v est interne et univalent, avec une aréte externe sortante,

4. le sommet v est interne et bivalent, avec une aréte externe rentrante, et une
aréte interne sortante,

5. le sommet v est interne et bivalent, avec une aréte interne rentrante, et une
aréte externe sortante.
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Les sommets externes seront représentés par des points blancs, et les sommets
internes par des points noirs. Les arétes externes seront représentées en pointillés,
et les arétes internes tracées en trait plein. Les cinq comportements ci-dessus sont
alors représentés en figure [2.2]

4

s
,
%

« 1 . o, 2 3
\‘Q‘/U o*v o o*v I‘v
v ¥ ¥

N s
~
N - N

FIGURE 2.2

Le degré d’un diagramme BCR est le nombre §Card(V ().

Ces conditions impliquent qu'un diagramme BCR T' est constitué d’un cycle,
avec une aréte externe venant d’'un sommet univalent attachée a chaque sommet
du cycle dont les arétes rentrantes et sortantes dans le cycle ont méme nature. De
maniere équivalente, un diagramme BCR, est une suite cyclique alternée de frag-
ments comme en figure [2.3] avec autant de morceaux du premier que du deuxiéme
type. En particulier, le degré d’un diagramme BCR est un entier naturel.

4 4 L4 L4
e e P U S N SRR
FIGURE 2.3

Deux exemples de diagrammes BCR sont donnés en figure 2.4

\/%{{\/ o
o—»c{ p¢—o

\ /

. P

_ e
4
/ \
°

¢

FIGURE 2.4 — Deux diagrammes BCR de degrés respectifs 5 et 6
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2.3 Espace de configurations associé a un dia-
gramme et a un nceud long

Afin de « compter » les diagrammes BCR sur un neeud long ¢: R® — R"*2 nous
définissons l'espace de configurations C2(¢)) par

CR(¥) = {e: V() = R™* | ¢(Vi(T)) C H(R™)}.

Pour toute configuration ¢ € CR(v), il existe une unique application ¢;: V;(T') <
R™ telle que cjy;ry = ¥ o ¢;. Pour toute aréte e de I', posons

n(e) =

n+1 sie est externe,
n—1 sie est interne.

On définit pour toute aréte e = (v, w) une application

G.: Q) — S
c(w)—c(v) .
e T] sl e est externe,
— {IIC(w)—C(v)II

ci(w)—c;(v

c
m si e est interne.

Les espaces de configurations CP(¢)) sont orientés comme suit. Notons (dX?);cp12
les formes coordonnées du sommet externe ¢(v) dans une carte préservant ’orien-
tation de M°, et (dY,");e, celles du sommet interne ¢;(v) € R™. Coupons chaque
demi-aréte externe e en deux demi-arétes e_ (la queue) et e, (la téte), et associons
a chacune de ces demi-arétes la forme €2, suivante, comme en Figure .

e si ey est adjacente a un sommet interne v, Q= dY,} A--- AdY,

e si e = ey est la téte d'une aréte venant d’'un sommet univalent et arrivant
a un sommet externe v, 3, = dxl

e si er = e_ est la queue d’une aréte du cycle partant d’'un sommet externe v,

QO =dx?,

e_

e si e = e, est la téte d'une aréte du cycle arrivant a un sommet externe v,
/o 3 n+2
Q, =dX A~ AAXFT

On définit alors le signe £'(I') = (—1)Nr(D+Card(Ee(T) qy diagramme, ot Np(T')

désigne le nombre de sommets trivalents de I', et on oriente C.(¢)) avec la formeﬂ
Q) =) A (2% rQ,).

e€FE(T)

!Les formes €, et le signe ¢'(T") sont différents de 'orientation définie a la partie mais
la forme Q'(T") coincide avec la forme Q(I") de cette derniére partie. La version présentée ici est

plus cohérente avec les conventions habituelles pour les diagrammes unitrivalents en dimension
1.
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w
L fy o

dYIA . AdYI o
dX} oy dX) AL AN AX)T
ey | dX?
e~ 19
\

FIGURE 2.5 — Les formes associées aux demi-arétes externes.

2.4 Invariants de Bott-Cattaneo-Rossi (Z;)i>2

Pour tout diagramme BCR I, et tout nceud long 1, on peut donc définir une forme
différentielle sur C2(1)) comme suit.

Soit wy+1 la (n 4 1)-forme SO(n 4 1 + 1)-invariante sur S"*!, de masse totale
1. Pour chaque aréte e, on pose w,(I', 1)) = G*(wn(e)). Cette forme étant de degré
pair, on pose

W(F7¢0 = /\ “%(F’¢07
ecE(T)

ce qui a un sens sans préciser ’ordre des termes du produit. On démontre dans le
lemme que deg(w(I',¥)) = dim(Cp(¢)), de sorte que I'intégrale ooy w(I', )
est un nombre rée]E]. Dans ce cadre, pour tout entier £ > 2, I'invariant de Bott-
Cattaneo-Rossi (abrégé BCR) de degré k est défini par

1
Ze0) = 2 Card(Aut(I")) /cg(w)w(r’w)’

reg

ou G, désigne I'ensemble des diagrammes BCR de degré k, et ou Card(Aut(I"))
désigne le nombre d’automorphismes d'un diagramme BCR I'. On a alors les deux
résultats suivants’]

Théoréme 2.4.1 (Bott [Bot96], Cattaneo, Rossi [CR05, [Ros02]). Supposonsn > 3
(et toujours impair). Les invariants BCR (Zy)k>2 sont des invariants d’isotopie
des neeuds longs.

Théoréme 2.4.2 (Watanabe [WatQ7]). Supposons n > 3 (et toujours impair). Si
k est impair, ['invariant Z est toujours nul. Pour tout k > 2 pair, il existe des
neeuds longs pour lesquels linvariant Z; n’est pas nul.

2La convergence de cette intégrale découle des propriétés de la compactification Cp(¢)) du
chapitre suivant.

3Les chapitres suivants étendent ces résultats & un cadre plus large, qui inclut la dimension
n=1.
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Chapitre 3

Invariants BCR généralisés

Dans ce chapitre, on assouplit la définition des invariants Z, du chapitre précédent,
en introduisant les propagateurs de la définition [3.7.2] Cet assouplissement nous
permet de calculer exactement les Z; en fonction de la torsion de Reidemeister au
chapitre [4l Cette définition plus souple nous permet aussi d’étendre ces invariants
aux nceuds longs dans d’autres variétés que R™™2. Les résultats de ce chapitre
sont démontrés au chapitre |5 pour n > 3 impair. La plupart des arguments de
ce chapitre s’appliquent au cas de la dimension 1. Les arguments supplémentaires
requis en dimension 1 sont présentés au chapitre [7}
Pour tout entier p > 1, on note p I'ensemble {1,...,p} des entiers de 1 a p.

3.1 R""? asymptotiques d’homologie entiére

Définition 3.1.1. Soit M une variété lisse orientée compacte sans bord de dimen-
sion n + 2 telle que H,(M;Z) = H.(S"™;Z). Soit oo € M, et posons M° = M \
{oo}. Identifiond| une boule B., (M) autour de oo dans M au complémentaire B,
de la boule ouverte unité dans S"*2 = R™""2 U {oo}, et posons B(M) = M° \ BS..

La variété M°, munie de la décomposition M° = B(M) U B2, est appelée un
R™*2 asymptotique d’homologie entiére.

On peut donc voir I'espace M° comme l'espace euclidien standard R"*2, dont
on a remplacé la boule unité par une variété de méme bord et de méme homologie.
Dans ce cadre, on peut définir une notion de nceud long comme suit.

Définition 3.1.2. Soit M° un R"*? asymptotique d’homologie enti¢re. Un neud
long de M° est un plongement lisse ¢: R™ < M° tel que

'Pour des raisons de régularité, on suppose en fait que cette identification s’étend & un voisi-
nage ouvert de la boule By (M).
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CHAPITRE 3. INVARIANTS BCR GENERALISES

e pour tout z tel que ||z|| < 1, ¥(z) € B(M),

e pour tout x tel que ||z|| > 1, ¥(z) € BS

oy et ¥(x) = (0,0,2) (ce qui a un
sens puisque B2 C R"T2).

La figure résume les notations précédentes (en imaginant que la direction
verticale et le nceud sont de dimension n).

‘\Bgo C Rn+2

B(MO) |

»(R")

FIGURE 3.1 — Un nceud long dans 'espace M°. La boule (en pointillé) représente
B(M). Son extérieur est B2, contenu dans R" 2.

Deux tels noeuds longs 1 et 1’ d'un R"*? asymptotique d’homologie entiere
M? sont isotopes s'il existe une famille (¢¢).c(0,1) de noeuds longs de M°, telle que
lapplication ((t,x) € [0,1] x R" — 9y(x) € MO) est lisse, et que ¥y = v et
P =9

3.2 Parallélisations des R""? asymptotiques d’ho-
mologie entiere

Définition 3.2.1. Une parallélisation d'un tel R"™? asymptotique d’homologie
entiére est un isomorphisme de fibrés vectoriels 7: M° x R"*2 — TM° dont la
restriction & B2, x R"™ C R™"? x R™"? coincide avec la trivialisation canonique
R™F2 x R*+2 — TR"+2,

Etant donné une telle parallélisation 7, et un point € M°, on note 7, : R"*2 —
T, M° Visomorphisme induit entre les fibres de M° x R"*2 et de T'M°.

La question de l'existence de telles parallélisations est non triviale, et on exhibe
a la fin de la partie une obstruction a cette existence qui appartient au groupe
Tne1(SO(n+2), I,12), qui est de 2-torsion quand n est impair, et non trivial sauf
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CHAPITRE 3. INVARIANTS BCR GENERALISES

pour n = 1 oun = 5. On en déduit le théoréme suivant (qui regroupe la proposition

5.2.18| et la remarque |5.8.4)).

Proposition 3.2.2. Soit M° un R"2? asymptotique d’homologie entiére. Alors :

e La somme connexe M°tM?®, telle que définie en partie[3.9, est parallélisable

(au sens de la définition .

o Sin+2e€{3,7}, l'espace M° est lui-méme parallélisable.

3.3 Diagrammes BCR numérotés

Les diagrammes utilisés dans cette partie sont ceux de la définition Rappelons
en particulier que pour tout entier k > 2, G, désigne I'ensemble des diagrammes
BCR de degré k.

Définition 3.3.1. Une numérotation d'un diagramme BCR I' est une bijection
o: B(I') = 2k ={1,...,2k}.

On note Gy 'ensemble des diagrammes BCR numérotés de degré k (& isomor-
phisme de graphes orientés compatible avec les numérotations pres).

3.4 Conventions pour les fibrés et les orienta-
tions et éclatements

Dans tout ce qui suivra, le bord 0P d’une variété orientée P est orienté suivant la
convention qui veut que la normale sortante en x € 0P suivie d’une base orientée
de T,0P forme une base orientée de T, P.

Soit P une variété quelconque. On appelle fibré unitaire tangent de P et I'on
note UP le fibré sur P dont les fibres sont les quotients U, P = (T, P\ {0})/R% de
T,.P \ {0} par les dilatations (c’est-a-dire les homothéties de rapport strictement
positif).

Si () est une sous-variété de P, telle que 0Q) C 0P, et que () rencontre 0P
transversalement, on définit son fibré normal 91() comme le fibré sur () dont les
fibres sont les quotients N, = T, P/T,Q, et son fibré unitaire normal comme le
fibré sur () dont les fibres sont les quotients U,MQ = (91,Q \ 0)/R%.

Pour une telle sous-variété, on définit I’éclatement de P le long de () comme la
variété BU(P, Q) = (P \ Q) UUMNQ obtenue comme ensemble en remplagant () par
son fibré normal unitaire UNQ, de telle sorte que 0BI(P,Q) = (0P \ Q) U UNQ
et Int(BL(P,Q)) = Int(P) \ Q. Comme variété BL(P, Q) est difféomorphe au com-
plémentaire dans P d’un voisinage tubulaire ouvert de (). L’éclatement B{(P, Q)
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est muni d’une application lisse canonique p,: B{(P, Q) — P qui correspond a
I'identité sur P\ @ et a I'application de fibré UNQ) — @ sur UNQ. Si la variété
P est compacte, 'éclatement B{(P, Q) 1'est aussi.

Détaillons un peu cette construction dans le cas Q@ = R? x {0}, P =
R" (avec d < m), qui est un modele local du cas général hors des bords. On
voit alors P comme le produit R? x R"™¢ et l'on identifie x € R" ¢\ {0} A
(||l H—ill) €]0, +00[xS"4"1. Ceci nous fournit une identification entre P\ Q et
RIx]0, 0o[xS"~ 471, L’éclatement de P le long de @ consiste alors a remplacer
R?x]0, 0o[xS" 41 par R? x [0, co[xS" %", Ceci revient en effet a ajouter & P\ Q
un bord R? x {0} x S"~4~! qui s’identifie naturellement au fibré normal unitaire a
() dans P.

3.5 Espaces de configurations de deux points

Etant donné un R™*2? asymptotique d’homologie entiére M°, Pespace de configu-
rations C9(M°) est la variété non compacte

Cy(M°) ={(w,y) € M° x M° | x # y} = (M°)*\ Appe,

ot Ay est la diagonale Ayo = {(z,2) |z € M°}.

Pour de nombreuses raisons (convergence d’intégrales, théoréme de Stokes, dé-
finition des propagateurs), il est préférable de manipuler des espaces de configura-
tions compacts en leur rajoutant un bord. Dans ce but, nous allons procéder a des
éclatements successifs de M2

Définition 3.5.1. Soit Cy(M°) la variété obtenue en éclatant dans M? le point
(00, 00), puis les adhérences de {oo} x M°, M° x {00}, et Ay dans la variété

obtenue. La variété Cy(M°) est appelée espace de configurations de deuz points de
Me.

La variété Cy(M°) est compacte et est munie d'une application canonique
py: Co(M°) — M? qui identifie Int(Cy(M°®)) = p, 1 (CY(M®)) & CI(M°) C M2
Les deux propriétés suivantes sont établies dans [LesI5b, lemmes 2.1 et 2.2]E]

Lemme 3.5.2. Soit Gga—1 Uapplication de Gauss

Ggar: CYRY) = s+

c=(z,y) +— ﬁ

L application Gga—1 s’étend en une application lisse Gga—1: Cy(R?) — S471,

2Les énoncés y sont en dimension 3, mais les démonstrations seraient identiques ici.
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Dans le cas général, on a également un analogue de cette application de Gauss,
mais défini uniquement sur 0C5(M°), et avec l'aide d’une parallélisation de M°.

Proposition 3.5.3. Le bord de Cy(M°) est la réunion des ensembles suivants.

o La face fermée O ooCo(M°) = py*({(00,00)}), dont lintérieur est formé
des classes de couples (u,v) € (R"2\ {0})? = (Too M \ {0})? tels que u # v
modulo dilatations. Une telle classe [u,v] est la limite en 0 de l'application
(t €10, min([[ul], [|o]])] = (%, %) € Co(M)).

e La face ouvertd] dpro oCo(M®) = UN(M® x {o0}) = M° x S™™, ot (z,u) €
M° xS™ est la limite en O de application (t €0, |[ull] = (z,%) € Cy(M° )

o La face ouverte Do pyoCo(M®) = UN({o0} x M) = S"H x M°, ou (u,y) €
St x M® est la limite en 0 de ’application (t €0, |[ull]] = (%,y) € CQ(MO)).

o La face ouverte OnCy(M°) = py t (Apre) = UNA e, que lon identifie a UM®
au moyen de l'application ([(u, V)|(@2) € UN@o)yDae = [v —ul, € UIMO).

Puisque B3, C R™2 la face On 0cCo(M°) s’identifie 4 Ouo0oCa(R™2) canonique-
ment.
A une éventuelle parallélisation T de M°, on associe 'application lisse

G,: 0Cy(M°) — St

G(c) 80 C € Do.00C2(M®) = Dy 0o C2(R™12),

—u si ¢ = (u,y) € OoonroCo(M°) = S x M°,
u sic = (z,u) € Opo 0oCo(M®) = M° x S™H1

T W i = [u], € UpM® C UMP =2 9xCo(M°).

Iz (W

C —

3.6 Espace de configurations associé a un dia-
gramme et un nceud long

Soit I' un diagramme BCR, comme en définition [2.2.1} On définit I'espace de
configurations

C(y) = {c: V() — M°

Il existe ¢;: Vi(I') - R”
telle que ¢y, = ¥ o ¢; '

Une configuration de C2(v)) est donc la donnée d’une maniére de placer les sommets
du graphe de telle sorte que les sommets internes soient sur le nocud, les sommets

3c’est-a-dire ouverte comme partie de 9Co(M®)

22



CHAPITRE 3. INVARIANTS BCR GENERALISES

externes étant libres. La figure donne un exemple d'une configuration dans
Cr(v), pour le nceud 1 de la figure . Sur la figure, les arétes sont tracées pour
mieux visualiser le graphe, mais la configuration n’est que la donnée des images
des quatre sommets.

BS, C R"+2
o \
--e
B(M°) ,
‘T
Y(R")

FIGURE 3.2 — Une configuration dans Cr(v)

Comme dans la partie précédente, on va compactifier cet espace en un espace
de configurations Cr(1)). Les détails de sa construction peuvent étre trouvés dans
[Les20), Chapitre 8], dans un cadre plus général. Enongons-en les propriétés utiles.

Théoréme 3.6.1. [l existe une variété compacte a bord et a coins Cp() telle que

o la variété Cp(y) est compacte, et est munie d’une application canonique
Cr(p) = MYW®) | qui identifie Uintérieur de Cp(v) a C2(¢),

e pour toute aréte f = (v, w) de T, l'application (pjc: c € CR(W) = (c(v), c(w)) €
CQ(M°)> se prolonge de maniére lisse a Cp(1),
e pour toute aréte interne f = (v,w) de T, Uapplication (plj}: c e CR)
(ci(v), ci(w)) € CZ(M°)> se prolonge de maniére lisse a Cp(1)).
Définition 3.6.2. Pour toute aréte f d’'un diagramme BCR, on pose
e si f est interne, Cy = Co(R"), et py = p}: Cr(¢) — C.

e si f est externe, Cy = Co(M°), et py = p§: Cp(v) — C.
3.7 Formes propagatrices

Dans le chapitre [5] nous introduisons les formes propagatrices, qui vont nous per-
mettre de remplacer les formes G, . (wn(e)) du chapitre précédent.
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Definition 3.7.1. Soit m un entier naturel. On dit qu'une forme différentielle w
de degré m sur S™ est antisymétrique si (—Idgm)*(w) = —w.

Definition 3.7.2. Soit k£ un entier naturel non nul. On appellera k-famille de
formes propagatrices de (M°, ) la donnée de F' = (a;, f3;)icai, OU, pour tout i € 2k,

e q; est une forme fermée de degré n — 1 sur Cy(R"), telle que (a;)jac,@wr) =
(Gsn—1)j9csrn) (Wa, ), O Wy, est une (n — 1)-forme antisymétrique sur S"~*
telle que [gn-1 Wy, = 1,

e [3; est une forme fermée de degré n + 1 sur Co(M°®), telle que (5;) a0, (o) =
G, (wg,), out wg, est une (n + 1)-forme antisymétrique sur S"*! telle que

fS"‘H wg; = L.

Definition 3.7.3. Soient (I',0) un diagramme BCR numéroté de degré k, ¢ un
neeud long, et F' = (ay, (;)ic2, une k-famille de formes propagatrices de (M°, 7).
On définit, pour chaque aréte, une forme de degré pair w’ (T, o,v) par la formule

* si e est une aréte interne
1= [ e e it e

Pi(Boe)) sie est une aréte externe,

et on pose alors wf'(I',0,9) = A wl(T,0,1).
ecE(T)

3.8 Invariants de Bott-Cattaneo-Rossi générali-
sés

Le résultat suivant donne une définition plus souple des invariants (Z;) du théo-

réme [2.4.1] et les étend aux noeuds longs dans un R"*? asymptotique d’homologie

entiere parallélisé. C’est 1'objet du théoreme [5.2.10] pour n > 3, et des cinq pre-
mieres propriétés du théoreme pour n = 1.

Théoréme 3.8.1. Soit n un entier naturel impair. Soit (M°, ) un R"™2 asympto-
tique d’homologie entiére parallelisé, soit F' une k-famille de formes propagatrices
de (M°,T), et posons

Zlf(w> :w ZNIF(F707¢)
(T,0)egy,

1. La valeur de ZF () ne dépend pas du choiz de la k-famille F de formes
propagatrices de (M°,T).
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2. La valeur de Zy(v) = ZE () ne dépend pas du choiz de la parallélisation T
de la variété M°.

3. Pour tout difféomorphisme ¢ € Diffeo” (M®) dont la restriction a B2, est
Uidentité, et tout neud long ¥ de M°, Zy(v)) = Zi(p o). En particulier,
Zy définit un invariant isotopique des neeuds longs.

4. L’invariant Z, prend ses valeurs dans Q.
5. Si lentier k est impair, linvariant Zj, est toujours nul.
L’invariant Z, ainsi obtenu est appelé invariant BCR généralisé de degré k.

Remarquons qu’a ce stade, il est encore nécessaire de se donner une parallé-
lisation pour définir les invariants (Z)x>2. La partie montre comment s’en
passer en utilisant la proposition [3.2.2} Dans le cas ott M° = R"2 on retrouve
les invariants du chapitre précédent en prenant comme formes propagatrices les
formes a; = G&uo1(wn—1) et B; = G&ny1(wWnt1) pour tout indice ¢ € 2k.

3.9 Sommes connexes

Soient M; et My deux R™2 asymptotiques d’homologie entiére. Nous allons définir
leur somme connexe MPEM3. Soit BY , le complémentaire dans R™™ des deux
4

boules By et By de rayon i centrées respectivement en Q; = (0,0,...,0, —%) et

en Qy = (0,0,...,0,3). Pour i € {1,2} et x € OB(M;) C R, posons ¢;(z) =
ix + Q;. L’application ¢; est un difféomorphisme entre dB(M;) et OB;.
Posons MygM; = B2 1+ UB(M;)UB(My), ot B(M;) est recolléﬂa B?_ . lelong
' 4 14

de 0B; grace a 'application ¢;, et posons B(MYEMs) = (M7gMs) \ BS..

Définition 3.9.1. La variété M7§Ms avec la décomposition MY§Ms = B(M7PgMs)U
B3, est appelée la somme conneze de M7 et de Ms.

Proposition 3.9.2. La variété M§Ms est encore un R™™2 asymptotique d’homo-
logie entiere, et l'on a deux plongements canoniques v;: B(M;) — B(M7{Ms) C
MPY{MS pouri € {1,2}. Deux parallélisations de M7 et Ms induisent une parallé-
lisation de M78Ms a homotopie pres.

4En toute rigueur, il faudrait recoller le long d’un collier, mais cela alourdirait inutilement la
description.
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C ]R"+2

00,

Sl

o

B(M§)

o

B(M?)

(P1f2) (R™)

FI1GURE 3.3 — Un exemple de somme connexe de deux noeuds longs

Définition 3.9.3. Soient M7 et My deux R™™ asymptotiques d’homologie entiére,
et soient ¥1: R™ < M7 et 1)y R" — M7 deux nceuds longs. La formule

to(o(dxy, ... 4axp_,4.2, —2)) sillz—(0,...,0, %)y <
2

1

4>

(Yrfo)(x) = { u(r(day, .. 4o, 1,42, +2)) s |z —(0,...,0,—2)]| <
(0,0,7) € B 4 sinon,

1

)

=

définit un neeud long ;1o de M7HMS3. Le nceud long 1,11, est appelé la somme
connexe de 1 et de 1s.

La figure montre un exemple de somme connexe de deux nceuds longs.

3.10 Additivité des invariants BCR, extension
au cas non-parallélisable

Dans la partie [5.9, on démontre le théoréme [5.2.17| suivant en dimension n > 3.
Le cas de la dimension 1 est la derniere propriété du théoreme [7.3.1]

Théoreme 3.10.1. Soient ¢;: R™ — M7 et ¢y: R" — M3 deuzr neeuds longs
dans des R"™ asymptotiques d’homologie entiére parallélisables My et My. Alors,
pour tout entier k > 2,

Ze(nfihe) = Zie(Yn) + Zi(1h2).
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Le théoreme [3.10.1] et la proposition nous permettent de définir 7, pour

les nceuds longs dans tout R™*? asymptotique d’homologie entiére.

Définition 3.10.2. Soit ¢ un nceud long d’'un R"*? asymptotique d’homologie

entiere M°. Pour tout entier k > 2, on pose Zy(¢) = %Zk(wﬁ@/))

3.11 Chailnes rationnelles

Dans cette these, les chaines manipulées sont définies comme suit. Une d-chaine
rgtz’onnelle d’une variété P est une combinaison linéaire a coefficients rationnels

> w;Y; de sous-variétés orientées a bords et a coins (Y;);e, de dimension d, avec
i=1 -

les identifications usuelles, dont notamment —1.Y = 1.(=Y") pour tout Y ( ou —Y
désigne la variété Y avec l'orientation opposée), et 1.(Y U Z) = 1.Y + 1.Z, pour

tous Y et Z disjoints. Dans ce cadre, on définit :
e le support Supp(Y') de Y comme la réunion des Y;,

o lintérieur Int(Y') de Y comme la réunion des intérieurs de toutes les variétés
Y;

e le bord de Y comme la (d — 1)-chaine XT: w;0Y;.
i=1

Une d-chaine rationnelle plongée est une d-chaine rationnelle comme ci-dessus,
dont les Y; sont d’intérieurs deux a deux disjoints. Toute d-chaine rationnelle est
homologue a une d-chaine rationnelle plongée. Si Y est une chaine rationnelle plon-
gée, l'intérieur Int(Y") est une sous-variété de P, et il existe une unique application
wy : Int(Y) — Q, telle que wy (Int(Y;)) = {w;}. Ceci nous permet de définir une
notion de d-cycles et de d-bords et de retrouver les groupes d’homologie rationnelle
de notre variété P via la relation habituelle

Hy(P,Q) = {d-cycles}/{d-bords}
= {d-cycles plongés}/{bords d’une (d + 1)-chaine plongée}.

3.12 Chaines propagatrices, version discrete des
invariants BCR

Dans cette partie, on définit une notion duale des formes propagatrices en utilisant
des chaines.
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Définition 3.12.1. On appelle chaine propagatrice interne une (n + 1)-chaine
rationnelle plongée A de Cy(R™) telle que 0A = %(nga)*l({—x,ﬁl, T4}) pour un
certain x4 € S L.

Etant donné une parallélisation 7 de M®, on appelle chaine propagatrice externe

de (M°,7) une (n + 3)-chaine rationnelle plongée B de Cy(M°) telle que 0B =
NG '({~ap, xp}) pour un certain xp € S,

Pour tout entier naturel non nul k, une k-famille F' = (A;, B;)ica, de chaines
propagatrices de (M°, ) est la donnée de 2k chaines propagatrices internes (A4;);cax

et de 2k chalnes propagatrices externes (B;);ea, de (M, 7).

Au chapitre [§] on démontre en théoréme que ces chalnes peuvent étre
choisies comme étant des sous-variétés lisses hors d’une boule arbitrairement petite.
Pour I' € G, définissons I'application

Pp: CF(’QD) — H Ce

ecE(T)
c = (Pe(€))eenr)

olt les applications (pe)ecr(r) et les espaces (Ce)ecpry sont ceux de la définition
10.0. 2l

Etant donné une k-famille F = (A;, B;)iear de chaines propagatrices de (M°, 1),
un noeud long ¥, et un diagramme BCR numéroté (I, o) € Gr, on dit que F' est en
position générale pour (I',o,1)) si les conditions suivantes sont réalisées pour tout

c € Cr(¢) tel que Pr(c) € [I Supp(Ag(e)) X H Supp( Bo(e)).

EGEZ( eck e

e Pour toute aréte interne, p.(c) € Int(A4,()).
e Pour toute aréte externe, p.(c) € Int(B,()).

e On a la propriété de transversalité suivante,

TPF ( H O)
ecE(T")
=TCPF<TCCF(@D))+( I[I Toht(Aoe) x TI Thot(B <>>)

e€E;(T) c€E.(T)

ou g(c) = %1, et ou I'égalité ci-dessus est une égalité entre espaces vectoriels
orientés.

Etant donné une k-famille F = (A, Bi)iear et un diagramme BCR numéroté
(', o) € Gy tels que F est en position générale pour (I', 0, 1), on pose Dp (', 0,v) =
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(Pp(c))_1 < [T Asex I Bg(e)> et 'on définit le nombre d’intersection al-
e€ () e€E.(T)
gébrique

I"Tow)= 3. (a(C) II wa,.(e(0) ]I wBa(e)(pe(C))>.

c€Dp(T,0,) e€E;(T) e€E.(T)

On dit enfin que F' est en position générale pour 1 si elle est en position générale
pour (', o,9) pour tout (I',0) € Gy.

Ceci nous permet d’obtenir une formulation de 'invariant Z;, du théoreme [3.8.]
en termes d’intersections algébriques.

Théoreme 3.12.2. Soit ¢ un neud long. Soit F' une k-famille de chaines propa-
gatrices de (M°, 1) en position générale pour 1p. Alors,

:(;k)' S Ip(T, 0, 0).

" (T,0)€Gs

Z1(¥)

Pour la dimension n > 3, ce théoréme est le théoréme démontré en
partie[5.4} En dimension n = 1, ¢’est 'objet du théoréme[7.4.1 Comme le théoréme
affirme 'existence de familles de chaines propagatrices en position générale
pour 1, ceci implique en particulier que les invariants BCR généralisés prennent
uniquement des valeurs rationnelles.
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Chapitre 4

Lien entre invariants BCR et
torsion de Reidemeister

4.1 Définition des polynomes d’Alexander et de
la torsion de Reidemeister

4.1.1 Polynémes d’Alexander d’un noeud long

On rappelle dans cette partie la définition des polynémes d’Alexander de 'article
[Lev66] de Levine. Le cadre est ici un peu plus large, puisque 'article de Levine ne
porte que sur les noeuds dans S"*2, mais la méthode est essentiellement identique.

On se donne : R® < M° un noeud long dans un R"*? asymptotique d’ho-
mologie entieére, et 'on pose X = M°\ Y(R") et K = ¢(R™) U {0} C M. Le
lemme suivant s’obtient facilement, par exemple a 'aide d’une suite exacte de
Mayer-Vietoris.

Lemme 4.1.1. L’extérieur X du neud a [’homologie d’un cercle, et si p désigne
un méridien du neud (c’est-da-dire le bord d’un disque tranverse au neud et le
rencontrant en exactement un point),

Z st x =0,
H(X)=(Z|p six=1,
0 sinon.

Puisque X est connexe, on peut noter son groupe fondamental 71 (X)) sans préci-
ser le point base. On déduit du lemme précédent que le quotient 1 (X) /[m1 (X), 71 (X)]
du groupe fondamental par son groupe dérivé est isomorphe a Z (et engendré par
la classe d’un méridien p). Le sous-groupe dérivé [m(X), m (X)] correspond donc a
un revétement X — X, muni d'une action canonique de Z.[] sur les fibres. Notons
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T: X — X le difféomorphisme induit par ’action du méridien p par monodromie.
Ceci induit une action naturelle de 'anneau Q[t,¢~!] des séries de Laurent & coef-
ficients dans Q sur H,(X;Q), en faisant agir ¢ par isomorphisme 7, induit par T
en homologie. Avec cette structure, H,(X; Q) est un Q[t, ¢t -module de type fini.
L’anneau Q[t,¢1] étant principal, on peut alors définir les invariants d’Alexander
comme suit.

Définition 4.1.2. Pour tout entier d € n, il existe un unique entier r,; et une
suite (D, (t))ier, d’éléments de Q[t,t7'] tels que Dy, y(t) | Dayy_,w(t) | -+ |
Dg1.4(t), tels que

Hy(X;Q) = (Qltt7)/ Dy ()QLt ™) @ -+ @ (Qts ™)/ Daryp (DQI71])

et les éléments (D y(1));e,,
pres (ot g € Q* et m € Z).

Les séries de Laurent (Dg;(t)):q sont appelés les invariants d’Alezander du
noeud long 1.

sont uniques a multiplication par un monoéme ¢t™

Définition 4.1.3. On appelle polynomdl| d’Alezander de dimension d du nceud
long 1 le produit Agy(t) = I Dgsy(t). Il est défini a multiplication par un

1€Tq
monodme gt présﬂ (ot ¢ € Q" et m € Z), et est lordre du Q[t, ¢ !]-module
Hy(X,Q).

4.1.2 Nombre d’enlacement de deux cycles

On définit le nombre d’enlacement de deux cycles d'un R"*? asymptotique d’ho-
mologie entiere comme suit.

Définition 4.1.4. Soit M° un R"*? asymptotique d’homologie entiére, soit d € n,
et soient X% et Y"1~4 deux cycles de M = M° U {cco}. Soient Wx et Wy deux
chaines transverses telles que OWyx = X et 0Wy = Y. On définit le nombre
d’enlacement de X et Y comme l'intersection algébrique

lk(Xd, Yn+1fd) _ <Xd, W$+27d>M — (_1)d+1<W§+1, Yn+1fd>'
Comme n est impair, lk(X? Y -d) = (—1)dH g (ynti=d Xd),

Le lemme (|6.2.15)) suivant exprime le nombre d’enlacement en termes de chaines
propagatrices.

'Le polynéme d’Alexander est a priori une classe de Q[t, 7] /(¢t™)mez qeq+, mais est tout
de méme appelé polyndéme.

2Quand n = 1, le polynoéme d’Alexander normalisé habituel est un représentant du polynéme
d’Alexander de dimension 1.
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Lemme 4.1.5. Soit M° un R"*? asymptotique d’homologie entiére, et soient X
et Y"1~ deux cycles de M. Alors, pour toute chaine propagatrice externe B,

(X, Y) = ([X x Y], [B)es o).

4.1.3 Surfaces et matrices de Seifert

Définition 4.1.6. Soit ¥ un nceud long d’'un R"*? asymptotique d’homologie en-
tiere M°. Une surface de Seifert de 1) est une sous-variété connexe > de dimension
n+ 1 de M°, telle que :

e le bord de ¥ est la sous-variété orientée 1(R™),
e l'intersection ¥ N B(M) est compacte,

o il existe § € R tel que ¥ N B, = {(rcos(f),rsin(h),z) | T € R",r €
Ry} NB..

Etant donné une surface de Seifert ¥, 'intersection algébrique induit pour tout
d € n une forme bilinéaire non dégénérée

() Ha(B:Q) x Hypp1—q(3;Q) — Q
([a], [" 1) = (o], M)

Définition 4.1.7. Pour tout d, soit by le d-ieme nombre de Betti de X. Soient
B = ([a))densicp, €t B = ([2{])aep.icy, deux bases de 'homologie réduite H,(X) =
® Hy(T) de 3.

d=1

On dit que (B, B) est un couple de bases duales si pour tout d € n, et tous

i, € ba, ([af], [z} 7Y)s = 05, ot & est le coefficient de Kronecker.

De telles bases existent grace a la dualité de Poincaré.

Définition 4.1.8. Soit ¥ une surface de Seifert, et soit X7 la surface obtenue en
poussant légerement Y dans la direction normale positive. Pour tout cycle a de
¥, notons a™ le cycle de ¥t obtenu en poussant a dans cette direction normale
positive. Soit (B,B) un couple de bases duales de 'homologie réduite de 3. Les
matrices de Seifert associées sont les matrices suivantes, pour d € n :

Vi (B’ 8) = (lk (Z;j’ (a?+1_d)+))1§i>j§bd

Vi (8.8) = (i <(Zg)+’a?+lid)>1§i,j§bd

En annexe , on démontre que l'on peut construire des nceuds longs de R"™*2
avec des matrices de Seifert données.

32



CHAPITRE 4. LIEN ENTRE INVARIANTS BCR ET TORSION DE
REIDEMEISTER

4.1.4 Expression du polynéme d’Alexander en fonction de
matrices de Seifert

Levine démontre dans [Lev66, p. 542] le résultat suivant.

Théoréme 4.1.9 (Levine). Soit ¥ une surface de Seifert pour 1, et soit (B, B)
un couple de bases duales de H,(X). Pour tout d € n, posons

Agx(t) = det (t*%Vj (B, B) = t%Vdf (B, B)) )

ot les matrices V- (B, [5’) sont celles de la définition|4.1.8,
Alors, pour tout d € n, le polynome Agx(t) fournit un représentant du poly-

nome d’Alezander Ay (t) de la définition[4.1.5

A surface de Seifert X fixée, ce polyndme ne dépend pas du choix des bases
duales (B, B), et 'on démontre dans le lemme [6.2.27 que Ags(t™') = Any1_ax(t)
pour tout d € n. Le produit Ays(t) = Ags(t)Api1-ax(t) ne dépend done que du
neeud 1.

Définition 4.1.10. La série de Laurent A/[;g(t) = Aux(t)Ani1-ax(t) est simple-
ment notée Ay (t) et est appelée polynome d’Alexander symétrisé de dimension d
de ¢ On a en particulier Ag (1) = Agp(t™h) et Agy(1l) = 1.

4.1.5 Torsion de Reidemeister

On définit & partir des polynémes d’Alexander une torsion de Reidemeister, appelée
aussi parfois fonction d’Alexander, étudiée notamment par [Mil68]|ﬂ

Définition 4.1.11. Soit n un entier naturel impair. Soit ¢: R® < M®° un noeud
long dans un R"*? asymptotique d’homologie entiére.
La torsion de Reidemeister de 1) est le produit alterné

To(t) = [] Aas(®V" € Q).

den

Elle ne dépend pas du choix de la surface de Seifert 3, et vérifie 7,(1) = 1 et
To(t™h) = Tu()[]

3Pour les nceuds longs de R3, le polynéme d’Alexandre symétrisé de dimension 1 est le carré
du polynéme d’Alexander normalisé usuel.

4A ceci prés qu'ici, nous ne prenons pas en compte la contribution du degré homologique 0,
qui est indépendante du noeud.
5En dimension 1, on retrouve simplement le polynéme d’Alexander normalisé.
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4.2 Résultats sur les noeuds rubans longs de R"2

4.2.1 Noceuds rubans longs

Définition 4.2.1. Un (n+ 1)-disque ruban d'une (n+ 2)-variété M est 'image du
(n+ 1)-disque D"*! par une immersion : D" — M tel que tout point a au plus
deux préimages par ¢, et que I'ensemble des points doubles de ¢ est la réunion
d’un nombre fini de n-disques sy, ..., s, tels que, pour tout i € r, p~!(s;) est la
réunion disjointe de deux n-disques s, ; et s,; de D! ol

e pour tout i € 1, s,; est contenu dans l'intérieur de D",
e pour tout i € r, s, rencontre le bord de D"+ transversalement et Osp; =
Sbi N 8D"+1.
Les lieux doubles (s;);e, sont appelés les singularités rubans de p(D™). La partie
gauche de la figure en donne un exemple.

Définition 4.2.2. Soit M° un R"*? asymptotique d’homologie entiére, et soit
¥: R™ — M° un nceud long de M°. On dit que ¥ est un neeud ruban long s’il
existe une (n + 1)-variété immergée 3 de M°, telle que

e la surface X est standard a linfini : il existe § € R tel que ¥ N B, =
{(rcos(0),rsin(0),z) |T € R",r e Ry} N B,

e la sous-variété immergée ¥ U {oo} C M = M° U {oo} est un disque ruban
de M,

e le bord de ¥ est le nceud orienté ¢ (R™).
Une telle surface est appelée un disque ruban long de 1.

Définition 4.2.3. Soit 1: R™ < M° un nceud ruban long d’un R"*2 asymptotique
d’homologie entiere. Un bon disque ruban long de v est un disque ruban long de
1 pour lequel les singularités si,...,s, sont respectivement comprises dans des
(n + 2)-boules fermées By, ..., B, deux a deux disjointes, pour lesquelles il existe
des difféomorphismes ¢;: B; — D" tels que ¢;(X N B;) = DU R ou

n+1
e le « disque » D est la réuniOrAH du (n+1)-disque {(:z:l, e Ty, 0) | 2 x? <
i=1

)}
n+1 2

e la « bande » R est le cylindre {:v eD"? |z, =0, 2 < (%) } ~ D" x
i=2

0, 1].

6Pour garantir le caractére C™, il faudrait lisser cette réunion, ce qui peut étre fait sans
difficulté mais rend la description des ensembles plus technique sans ajouter de clarté.

1 2 . . ntl 2
(Z) } et du cylindre plein {(xl, ey Tpa1,0) |2 >0, i§2 ;7 < (

U=
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FI1GURE 4.1 — Résolution d'une singularité ruban

4.2.2 Invariants de type fini pour les nceuds rubans longs
de Rn+2

Pour n > 2, Habiro, Kanenobu, et Shima ont développé dans [HKS99] une théorie
d’invariants de type fini pour la classe des nceuds rubans longs de R™™2, dont nous
présentons un court apergu ici.

Etant donné un nceud ruban long 1, les arguments de la démonstration de
[HSO1, Proposition 4.5] impliquent qu’il existe toujours un nceud ruban long v/
isotope a 1 admettant un bon disque ruban long . Pour toute singularité ruban
s;, on dispose d’une opération de résolution de la singularité, définie comme suit.
On prend une boule B; et un difféomorphisme ¢; comme en définition On
modifie ¥ & lintérieur de B;, en laissant 0B; inchangé, comme en figure [4.1] La
surface obtenue est encore un disque ruban long pour un certain nceud ruban long
Y = (1, s). Le noeud (1), s) est bien défini, & isotopie pres, et ceci définit donc une
opération sur l’ensemble /C,; des classes d’isotopie de nceuds rubans longs.

Etant donné des singularités rubans deux-a-deux distinctes sy, ..., s, de ¥, on
note (¢, (s1,...,5,)) le noeud obtenu en résolvant les singularités sq,...,s, dans
des boules deux a deux disjointes comme ci-avant.

Définition 4.2.4. Soit £ > 0 un entier. Un invariant de type ruban au plus k est
une fonction Z: IC.,, — Q telle que, pour tout noeud ruban long ¢ : R" < M°,
et toutes singularités rubans deux-a-deux distinctes si,..., s;11 d'un bon disque
ruban long de 1),

Z (_1)Card(I)Z((¢a (si)ier)) = 0.

IC{s1,.,Sk+1}

On note Zj 'espace vectoriel formé par les invariants de type ruban au plus k.
On dit que Z est un invariant de type ruban fini s’il existe un entier k tel que
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Z soit un invariant de type ruban au plus k. Le type ruban d’un invariant de type
ruban fini est le plus petit entier k tel que Z € Z.

Habiro et Shima ont démontré dans [HS01, Theorem 6.12] le théoréme suivant [’

Théoréme 4.2.5 (Habiro, Shima). Soit Z la Q-algébre graduée formée par les
invariants de type ruban fini a valeurs rationnelles, avec la graduation donnée par
ToCIiC---

Pour tout neud ruban : R™ — R"™2 soit Ay le polynome d’Alezander de
dimension 1 de ¢ de la déﬁm’tz'on normalisé par les conditions Ay(1) =1 et
Ay (1) = 0. Ecrivons pour tout neud ruban long 1: R™ «— R

Lu(Ay(e") = Y Bi(¥)h* € Q[[h]].

k>2
Alors, si n est supérieur ou égal a 2,

e pour tout k > 2, P est un invariant de type ruban k, et est additif pour la
somme connezxe,

e lalgébre graduée I est isomorphe a lalgébre Q|[Bs, Bs,...], graduée par la
formule deg(Bx) = k pour tout k > 2,

o e sous-espace vectoriel de T formé par les invariants de type ruban fini ad-
ditifs pour la somme conneze est engendré par (By)g>2-

4.2.3 Relation entre les invariants BCR (Z;);>2 et le poly-
nome d’Alexander pour les nceuds rubans longs de
Rn+2

Dans [Wat(07], Watanabe a démontré les résultats suivants, qui font le lien entre
les invariants BCR des nceuds rubans longs de R™™2 et la théorie d’invariants de
type fini de Habiro, Kanenobu et Shima.

Théoréme 4.2.6 (Watanabe). Soit n un entier impair supérieur ou égal a 3. Soit
Zy, Uinvariant de Bott-Cattaneo-Rossi des neeuds longs de R"*? défini au chapitre
(9 Alors, pour tout entier k > 2,

e si k est impair, Zy est nul pour tout neud long,

o si k est pair, il existe un neud (ruban) long Yy, tel que Zy(¢y) # 0,

"Leur article traite le cas de la dimension 2, mais le raisonnement est valable en toute dimen-
sion au moins 2.
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e si k est pair, la restriction de Zy auxr neeuds rubans longs est un invariant
de type ruban k.

e si k est pair, %Zk est la somme de —f et d’un invariant de type ruban au
plus k — 1.

Dans le théoreme supra, le facteur % de la derniere propriété vient de ce que
I'invariant étudié dans 'article de Watanabe est défini comme la moitié de celui
étudié dans cette these. Dans cet article, Watanabe démontre d’abord que I'inva-
riant Zj est de type au plus k, et exhibe un nceud ruban long particulier v, donné
par une surface ruban a k singularités. Ce nceud a la propriété notable que toute
résolution d’un nombre fini non nul de ces singularités le rend trivial. Comme le
calcul de la dérivée de %Zk. en 1y, par rapport aux k singularités est 1 pour £ pair,
ceci implique que %Zk(wk) = 1. Le théoreme I@ implique alors que %Zk (qui
est additif) est la somme d’un multiple de ;. et d’un invariant de type au plus
k — 1. La constante de proportionnalité est obtenue en calculant 3 sur le nceud
Y. Dans la suite, nous démontrons que 1’'on a exactement %Zk = —f pour tout
neeud ruban long et que cette formule est également valable pour n = 1.

4.3 Invariants BCR comme fonctions de nombres
d’enlacement

4.3.1 Noeuds rectifiables, virtuellement rectifiables

Soit Z(R™, R™*2) Pensemble des injections linéaires de R" dans R™*2| et soit o I'in-
jection z € R™ — (0,0, z) € R""2. Voyons 7, (Z(R", R""2),15) comme ’ensemble
des classes des applications R" — Z(R™, R"?) envoyant R™ \ D" sur ¢, pour 1’ho-
motopie parmi les applications vérifiant la méme propriété. On démontre en partie
6210 le lemme suivant.

Lemme 4.3.1. Soit M° un R"? asymptotique d’homologic entiére, et soit 1
un neeud long de M°. A une parallélisation T de M°, on associe [’application
UT, ) & € R" = (Ty(m)) o Ty € Z(R™, R"2). Alors, la classe

[t(7, )] € ma(Z(R", R"), 1)
ne dépend pas de la parallélisation.

Définition 4.3.2. Avec les notations du lemme [4.3.1] si M° est parallélisable,
la classe ¢(¢) = [L(7,1))] est appelée obstruction de rectifiabilité du noeud . On
dit que v est rectifiable si M° est parallélisable, et si ¢(1)) = 0. On dit que
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est virtuellement rectifiable s’il existe un entier » > 1 tel que la somme connexe
) R™ s M°4---4M° de r copies de 1) soit rectifiable.
—_——

T copies
Commencons par 'exemple suivant.

Lemme 4.3.3. Soit ¢ un neeud long dans un R? asymptotique d’homologie entiére.
Alors 1) est rectifiable.

Démonstration. D’apres la proposition [3.2.2, tout R3 asymptotique d’homologie
entiere est parallélisable. Il suffit donc de vérifier que l'obstruction ¢(¢) de la
définition [6.2.20] est nulle. Il s’agit d’une classe d’homotopie dans

m(Z(R,R?), 1) = m(R*\ {0}, (0,0,1)) = m(S%(0,0,1)) = 0,
ce qui conclut. O

Le résultat suivant est démontré en partie [6.5]

Proposition 4.3.4. Soit ¢ un neud long d’'un R"*? asymptotique d’homologie
entiere avec n > 3. Sin =1 mod 4, alors Vit est rectifiable.

Enoncons ici le résultat suivant qui fournit une autre classe de noeuds virtuel-
lement rectifiables.

Proposition 4.3.5. Soit ¢: R" < M° un neud ruban long d’un R"*? asymp-
totique d’homologie entiere. Alors g est rectifiable. Si M° est parallélisable, 1)
lui-méme est rectifiable.

Avant de démontrer cette proposition énongons le lemme immédiat suivant.

Lemme 4.3.6. Soit une famille d’immersions (Y1)icio,1), lisse en t, telle que vy
et 1y soient des plongements, et que pour tout t € [0,1], et tout x € B, Yi(x) =
(0,0,z). Alors, si vy est rectifiable, 11 est également rectifiable.

Démonstration de la proposition[{.3.5 Soit 1 un nceud ruban long. A isotopie
pres, on peut supposer que ¢ admet un bon disque ruban long . Notons (B;, ¢;)ier
les difféomorphismes associés, de telle sorte que pour tout i € r, ¢;(3 N B;) =
wi(R U D) avec les notations de la définition m Pour tout ¢ € r, il existe
R C v1(B;), homéomorphe a S"! x I telle que ¥(R) = p;(OR) N Int(B;).

Soit x: D"*? — [0, 1] une fonction lisse égale a 1 sur {x € D"*? | |z,15| < 1},
et dont le support de x est contenu dans {z € D"*? | |2, 15| < 3}.

Pour tout ¢ € [0, 1], soit ¢,: R" < M?°, I'application telle que

P(x) si x n’est dans aucun des R/,

hi(x) = {%_1 (v+x(®)(551,0,0,...,0)) six€ R ety =pi((x)).
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Le neceud 1)y est le bord de la surface obtenue en résolvant toute les singularités
de X. Il borde donc un disque plongé et est isotope au nceud trivial. Par conséquent,
il est rectifiable. Le lemme |4.3.6|implique alors que 1); = 1) est également rectifiable.

O

4.3.2 La formule de Z; en terme de nombres d’enlacement
Dans le chapitre @, on démontre le théoréeme suivant (Corollary 6.2.25@.

Théoreme 4.3.7. Soit ¢ un neud long virtuellement rectifiable, soit X une surface
de Seifert de 1, et soit (B, B) une paire de bases duales de H,(X). Alors, pour tout
entier k > 2,

Zu(0) = (1" 3 (v ®.B)" (vi 8.8)"").

ot pour tout v € k — 1,

/\k’”:(k ! )Card({UEG;C | Card{i e k—2|0(i) <o(i+1)} =v—1}).

4.3.3 Lien entre invariants BCR et torsion de Reidemeister
Le théoréme nous permet d’obtenir le résultat suivant]

Théoreme 4.3.8. Soit ¥ un neud long virtuellement rectifiable, alors ’égalité
suivante est vérifiée dans Q[[h]] :

Ln( fj D' n(Ags(e") = =Y Zi(v)n*

d=1 k>2

Pourn =1, si Ay désigne la normalisation habituelle du polynome d’Alexander,

Ln(Ay(e") = = Zu(w)h*

k>2
4.4 Lien avec les résultats précédents pour les
noeuds rubans de R""

Démontrons le lemme suivant qui permet de faire le lien entre disque ruban long
et surface de Seifert pour les noeuds rubans longs.

8La démonstration y est faite dans le cas n > 3, mais elle est valable pour n = 1.
9La démonstration y est faite dans le cas n > 3, mais elle est valable pour n = 1.
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Lemme 4.4.1. Soit ¢: R® < M° un neeud ruban long de dimension n > 3 d’un
R™*2 asymptotique d’homologie entiére. Alors il existe une surface de Seifert ¥ de
Y telle que, pour tout d € {2,...,n— 1}, Agx(t) = 1.

Démonstration. Soit 1) un noeud ruban long, et soit >y un bon disque ruban long
pour . Soient sq,...,s, les singularités rubans de X, et soient (B, ¢;)ie, des
boules deux & deux disjointes et des difféomorphismes comme en définition [4.2.3]
Pour tout i € r, remplagons (B; N X, B;) par (p;(X), ¢;(D"2)), ot X est la sous-
variété de D2 décrite en figure et obtenue comme suit :

e On démarre avec D U R comme en définition [4.2.3]

e On retire & D le disque D, de centre 0 et de rayon i, et I'on note D’ la

5 )
surface obtenue.

e On retire & R le cylindre plein RN {z € D" | 0 < x40 < £}, et le disque
Dy, de centre (0, ...,0, %) et de rayon é. Notons R’ la surface obtenue.

e On recolle les n-spheres 0D, et 9D, par un cylindre C; =2 S" x [0, 1] qui ne
rencontre pas D' U R/, et de telle sorte que C; U D' U R’ est orientable.

e On recolle les n-disques {z € R | 2,12 = 0} et { € R | 42 = ¢} par un
cylindre plein Co = D™ X [0, 1] qui ne rencontre pas D' U R' U Cy, et de telle
sorte que D' U R’ UC; UCy soit orientable, et 'on note X la variété obtenue,
dont le bord est le méme que celui de D U R.

FIGURE 4.2 — Le procédé de désingularisation du disque ruban.

Notons ¥ la surface obtenue. Si 'on choisit les cylindres C; et C; comme en figure
[4.2] le bord de X est isotope & celui de Y. Par conséquent, 3 est une surface de
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Seifert d’un neceud long isotope a 1. Soit U un voisinage ouvert régulier dans ¥ de
(Z\ U Bi)U U wi(D'UR') et V un voisinage ouvert régulier de U ¢;(C1 U Cs).

i€r €T 1ET
Remarquons que :
e l'ouvert U a I’homologie d'une réunion disjointe de bouquets de n-spheres,
e l'ouvert V se rétracte sur une réunion disjointe de points et de n-spheres,
e 'ouvert UNV se rétracte sur une réunion disjointe de points et de n-spheres.

e La surface X est la réunion de U et de V.

Par conséquent, une application immédiate de la suite de Mayer-Vietoris implique
que H,(X) =0si* ¢ {0,1,n}. Le lemme s’en déduit immédiatement. O

Le lemme suivant nous permet d’obtenir le résultat suivant, qui étend celui de
Watanabe.

Théoréme 4.4.2. Soit Y un neud ruban long d’un R" 2 asymptotique d’homologie
entiére. Soit Ay(t) la normalisation du polynome d’Alexander de dimension 1 de
Y vérifiant Ay(1) =1 et Ay'(1) =0, et posons

Ln(Ay(e") = Bu(w)h".

k>2
Alors, pour tout k > 2,

0 st k est tmpair,

Z) = {—2&(1/}) si k est pair.

Démonstration. La proposition implique que le théoréme s’applique aux
neeuds rubans longs, et, d’apres le lemme [4.4.1] on a

Ln (Apu(eh) = = Zu(w)h".

k>2
De plus, avec les notations du théoreme 4.2.5 on a
Ln (A/;p(eh)) = In (A¢(eh)) + Ln (Aw(e_h))
= > 28u(Y)h*.

k>1
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Chapitre 5

(Généralisation des invariants de
Bott-Cattaneo-Rossi aux nocuds
longs dans les R”T2 d’homologie
entiere

Ce chapitre reproduit la prépublication [Let19]. Si celle ci ne traite pas le cas
n = 1, la plupart des arguments restent valables dans ce cas. Les seuls arguments
différents sont présentés en chapitre [7] et concernent la partie [5.7.1] et les lemmes

5.7.4 et [5.9.1] Les formes Q.. et le signe e(I") de la partie different de celles
2.3

de la partie [2.3] mais définissent la méme orientation de Cp(v)).
Abstract

Bott, Cattaneo and Rossi defined invariants of long knots R® — R"*2 as
combinations of configuration space integrals for n odd > 3. Here, we give a more
flexible definition of these invariants. Our definition allows us to interpret these
invariants as counts of diagrams. It extends to long knots inside more general
(n + 2)-manifolds, called asymptotic homology R"*2 and provides invariants of
these knots.

5.1 Introduction

In [Bot96], Bott introduced an isotopy invariant Z» of knots S* < R"*2 in odd di-
mensional Euclidean spaces. The invariant Zs is defined as a linear combination of
configuration space integrals associated to graphs by integrating forms associated
to the edges, which represent directions in R"™ or in R"*2. The involved graphs
have four vertices of two kinds and four edges of two kinds.
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This invariant was generalized to a whole family (Zj)rem joy of isotopy invari-
ants of long knots R" < R"*2 for odd n > 3, by Cattaneo and Rossi in [CR05]
and by Rossi in his thesis [Ros02]. The degree k Bott-Cattaneo-Rossi (BCR for
short) invariant Z involves diagrams with 2k vertices.

In [Wat07], Watanabe proved that, when restricted to ribbon long knots, the
BCR invariants are finite type invariants with respect to some operations on ribbon
knots, and he used this property to prove that the invariants Z, are not trivial
for even k£ > 1, and that they are related to the Alexander polynomial, for long
ribbon knots.

In Theorem [5.2.10 which is the main theorem of this article, we generalize the
invariants (Z)g>2 to long knots in the parallelized asymptotic homology R™*? of
Section when n > 3 is odd, using the notion of propagating forms. When
the ambient space is R"*2, our extended definition also provides a more flexible
definition for the original invariants (Zy)g>2. In Theorem , we equivalently
define our generalized BCR invariants as rational combinations of intersection
numbers of chains in configuration spaces. In particular, our generalized invariants
are rational. Theorem asserts that Zj, is additive under connected sum. In
[Let20], we use our flexible definition to express our generalized Z in terms of
linking numbers or of Alexander polynomials for all long knots in parallelizable
asymptotic homology R"*2 when n =1 mod 4.

Our invariants Zj, are precisely defined in Section where the three fore-
mentioned theorems are stated. Their proofs are given in the following sections.

Our definition of Zj involves a parallelization of the ambient space, which
is a trivialization of its tangent bundle that is standard outside a compact as
precisely explained in Definition [5.2.1] In Section [5.6], we prove that Z; does not
depend on the parallelization when it exists. In order to prove this result, we
prove Theorem which asserts that, up to homotopy, any two parallelizations
of a parallelizable asymptotic homology R"*2 that are standard outside a compact
coincide outside an (arbitrarily small) ball.

I do not know whether any asymptotic homology R"*? admits a parallelization
in the sense of Definition [5.2.1] However, using the fact that the connected sum
of any odd-dimensional asymptotic homology R"*? with itself is parallelizable in
the sense of Definition [5.2.1] (Proposition and that Zj is additive (Theorem
, we extend our invariants to long knots in any (possibly non-parallelizable)
asymptotic homology R"*? with n odd > 3 in Definition

I thank my advisor Christine Lescop for her help with the redaction of this
article. T also thank the referee for her/his helpful comments.
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5.2 Definition of the BCR invariants

5.2.1 Parallelized asymptotic homology R"? and long knots

In this article, we fix an odd integer n > 3, and M denotes an (n + 2)-dimensional
closed smooth oriented manifold, such that H,(M;Z) = H,(S"*%Z). Such a
manifold is called a homology (n + 2)-sphere.

In such a homology sphere, choose a point co and a closed ball B, (M) around
this point. Fix an identification of this ball By (M) with the complement B, of
the open unit ball of R"™ in §"™? = R""2 U {co}. Let M° denote the manifold
M \ {oo} and let BS (M) denote the punctured ball By (M) \ {oo}. In all the
following, this punctured ball B2 (M) is identified with the complement B2, of
the open unit ball in R"™2. Let B(M) denote the closure of M°\ BS.. Then, the
manifold M° can be seen as M° = B(M) U BS,, where B3, C R"™? (see Figure
. Note that such a manifold M° has the same homology as R"*2. The manifold
M?° equipped with the decomposition M° = B(M) U BS, is called an asymptotic
homology R"+2.

o Boo(M) B (M) = Bz,
Figure 5.1

Long knots of such a space M° are smooth embeddings ¢ : R™ < M?® such that
¥(x) =(0,0,2) € BS, when ||z|| > 1, and ¢(x) € B(M) when ||z|| < 1.

Two long knots ¢ and ¢ are isotopic if there exists a family (¢;)o<t<1 of long
knots, such that the map (¢,z) € [0,1] x R" +— 4y(z) € M® is smooth, and such
that 19 = 1 and 11 = v¢’. Such a family is called an isotopy (between ¢ and 7).

Definition 5.2.1. A parallelization of an asymptotic homology R"*2 is a bundle
isomorphism 7: M°xR""2 — TM° that coincides with the canonical trivialization
of TR™?2 on B2, x R™™2. An asymptotic homology R""? equipped with such a
parallelization is called a parallelized asymptotic homology R™2.

Two parallelizations 7 and 7’ are homotopic if there exists a smooth family
(T¢)o<t<1 of parallelizations such that 7o = 7 and 7, = 7. Given a parallelization
7 and z € M°, 7, denotes the isomorphism 7(z,-): R"** — T, M°.
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5.2.2 BCR diagrams

The definition of the BCR invariants involves the following graphs, called BCR
diagrams.

Definition 5.2.2. A BCR diagram is an oriented connected graph I', defined by
a set V(I') of vertices, decomposed into V(I') = V;(I") U V,(I'), and a set E(I") of
ordered pairs of distinct vertices, decomposed into E(I") = E;(I") U E.(I"), whose
elements are called edgeq] where the elements of V;(T') are called internal vertices,
those of V,(T'), external vertices, those of E;(T"), internal edges, and those of E.(T'),
external edges, and such that, for any vertex v, one of the five following properties
holds:

1. v is external and trivalent, with two incoming external edges and one out-
going external edge, and one of the incoming edges comes from a univalent
vertex.

2. v is internal and trivalent, with one incoming internal edge, one outgoing
internal edge, and one incoming external edge, which comes from a univalent
vertex.

3. v is internal and univalent, with one outgoing external edge.

4. v is internal and bivalent, with one incoming external edge and one outgoing
internal edge.

5. v is internal and bivalent, with one incoming internal edge and one outgoing
external edge.

The external edges that come from a (necessarily internal) univalent vertex are
called the legs of I'. The subgraph of I' made of all the other edges, and the non
univalent vertices is called the cycle of T'.

Define the degree of a BCR diagram I' as deg(I") = $Card(V/(I)), and let Gy,
denote the set of all BCR diagrams of degree k.

In the following, internal edges are depicted by solid arrows, external edges by
dashed arrows, internal vertices by black dots, and external vertices by white dots
(circles). This is the same convention as in [Wat07], but it is the opposite of what
was done in [CR05], where the internal edges are dashed, and the external ones are
solid. With these conventions, the five behaviors of Definition are depicted

in Figure

'Note that this implies that our graphs have neither loops nor multiple edges with same
orientation.
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. p « 2

N 1 N 3
‘QU \‘O’U/' o°v cv/' o
| T i T

Figure 5.2

Definition implies that any BCR diagram consists of one cycle with some
legs attached to it, which is a cyclic sequence of pieces as in Figure [5.3| with as
many pieces of the first type than of the second type. In particular, the degree of
a BCR diagram is an integer.

* ’ b4 b
- . I S U T S
Figure 5.3

For example, Figure depicts the five degree 2 BCR diagrams, which respec-
tively have two, two, one, one, and no leg.

Figure 5.4 — The degree 2 Jacobi diagrams

Since any vertex has exactly one outgoing edge, every BCR diagram of degree
k has exactly 2k edges. A numbering of a degree k BCR diagram I' is a bijection
o: E(I') — 2k, and Gy denotes the set of all degree k& numbered BCR diagrams
(', o) (up to numbered graph isomorphisms).

5.2.3 Two-point configuration spaces

If P is a submanifold of a manifold ) such that P is transverse to the boundary
0Q of Q and P = P N 0Q, its normal bundle NP is the bundle over P whose
fibers are M, P = T,Q/T,P. A fiber UN, P of the unit normal bundle UNP of P
is the quotient of M, P \ {0} by dilationsﬂ The differential blow-up of @) along P
is the manifold obtained by replacing P with its unit normal bundle UNP. It is
diffeomorphic to the complement in () of an open tubular neighborhood of P. The

2Dilations are homotheties with positive ratio.
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boundary of the obtained manifold is canonically identified with (0Q\9P)UUNP,
and its interior is @ \ (P U 0Q).

Let X be a d-dimensional closed smooth oriented manifold, let oo be a point of
X, and set X° = X \ {oco}. Here, we give a short overview of the compactification
Co(X°) of the two-point configuration space defined in [Les15h, Section 2.2]. Let
C5(X°) be the space defined from X? by blowing up the point (oo, 00), and next
the closures of the sets oo x X°, X° x co and Ay. = {(z,z) | x € X°}.

The manifold Cy(X°) is compact and comes with a canonical map p,: Ca(X°) —
X?. This map induces a diffeomorphism from the interior of C5(X°) to the open
configuration space C9(X°) = {(z,y) € (X°)* |  # y}, and Cy(X°) has the
same homotopy type as C3(X°). The manifold Cy(X°®) is called the two-point
configuration space of X°.

Let T, X denote the tangent bundle to X at co. Identify a punctured neighbor-
hood of co in X with B2,. Identify Th, X \ {0} with R4\ {0} so that u € Rd\{O} is
the tangent vector at 0 of the path « such that v(0) = co and for any ¢ € }O, Tl
v(t) = Ht“‘HQ € B3, C X°. Use this identification to see the unit tangent space
U X to X at oo as S¥71 so that we have the following description of 9Cy(X°).

Notation 5.2.3. The boundary of C5(X°) is the union of:

e the closed face 0y 00C2(X°) = p; ' ({(c0,00)}), whose interio is the set of
all classes of pairs (u,v) € (R?\ {0})? ~ (Too X \ {0})? such that u # v, up

to dilations.

e the unit normal bundles to X°x{oo} and {oo} x X°, which are Oxo ,,C2(X°) =
XO % U X 2 X x ST and da xoCa(X°) = U X x X° 2 S % X°,

e the face IrC2(X°) = p, '(Axo), which identifies with the unit normal bundle
to the diagonal A x., which is diffeomorphic to the unit tangent bundle U X°
via the map [(u,v)]ze) € UN(g)Axe = [v —u], € U, X°.

The following lemma can be proved as [Les15bl Lemma 2.2].
Lemma 5.2.4. When X° =R?, the Gauss map

CIR?Y) — St

y—
(@y) = o

extends to a map G: Cy(R?) — S,

3The boundary of this closed face contains the three codimension 2 faces of C3(X°), which
we do not describe here.

47



CHAPITRE 5. GENERALISATION DES INVARIANTS DE
BOTT-CATTANEO-ROSSI

Furthermore, G reads as follows on the face of codimension 1 of Cy(RY):

’ TG if ¢ = [u,v] is in the interior of Os coCo(R?)
TwliZ Jlul?
G(c) =1{ —u if c=(u,y) € 300,11@02(]1@01) — §d-1 « R4

u if ¢ = (z,u) € Opa o Co(R?Y) = R? x §71

Tl if ¢ = [u], € U;R? C UR? = 95 C,(R?)

This map G exists only when X° = R? but, if (M°, 7) is a parallelized asymp-
totic homology R™*2, it is possible to define an analogue G, of G on the boundary
of Cy(M?), as in [Les15b, Proposition 2.3].

Definition 5.2.5. Let (M°, 7) be a parallelized asymptotic homology R"™2. Note
that the face Dy 0oCa(M®) is canonically identified with d,, oo Co(R™2).

Then, we can define a smooth map G,: 9Cy(M°) — S™™ by the following
formula:

G(c) if ¢ € 0o0,00C2(M°) = O 00Co(R"2)

—u if ¢ = (u,y) € Do s Ca(M®) = S™+ x M°
Gr(c) =1 « if ¢ = (z,1) € o 0oCa(M°) = M® x S+
e Wit e = [u], € UpM® C UM® = 95Co( M)

One can think of this map as a limit of the Gauss map when one or both points
approach infinity (where everything is standard), or when they are close to each
other. In the latter case, the limit is defined by the parallelization.

5.2.4 Configuration spaces

Let T be a BCR diagram, let (M°, 7) be a parallelized asymptotic homology R™*2,
and let ¢: R™ < M?° be a long knot. Let C;(w) denote the open configuration
space

CL(¥) = {c: V(I') = M° | there exists ¢;: V;(T') < R" satisfying cry = Yol

An element ¢ of C;(w) is called a configuration. By definition, the images of
the vertices under a configuration are distinct, and the images of internal vertices
are on the knot.

This configuration space is a non-compact smooth manifold. It admits a com-
pactification Cp(¢), which is defined in [Ros02, Section 2.4], and which is the

4Here, we do not give the expression of G on the three codimension 2 faces. It can be found
inside the proof of [Les15b, Lemma 2.2
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closure of the image of the map ¢ € Cp(¢) — ¢* € Cv(ryug« (M), where c*jy ) = ¢
and ¢*(*) = oo, and where Cy (r)ug (M) is the compact configuration space defined
in [Sin04].

Theorem 5.2.6 (Rossi, Sinha). The manifold C.(v) is a compact manifold with
ridges and edges, such that:

e The interior of Cp(1p) is canonically diffeomorphic to Cp(1)).

e For any two internal vertices v and w, the map ¢ € Cp(1) — (;(v), ci(w)) €
Cy(R™) extends to a smooth map pYr,: Cp(v) — Co(R™).

o For any two vertices v and w, the map ¢ € Cp(¥) — (c(v), c(w)) € Co(M®)
extends to a smooth map pY,,: Cp(v) — Cy(M°).

Definition 5.2.7. The manifold Cp(¢) is called the (compact) configuration space
associated to I' and 1. For any edge e of I" going from a vertex v to a vertex w, C.,
denotes the configuration space Cy(R™) if e is internal, and Cy(M°) if e is external,
and p!: Cp(y) — C. denotes the map p¥y if e is internal, and the map p¥,, if e is
external. When there is no ambiguity on the knot ¢, p¥ is simply denoted by p.

Orient C2(v)) as follows.

Let dY;" denote the i-th coordinate form of the internal vertex v (parametrized
by R™) and dX? denote the i-th coordinate form of the external vertex v (in an
oriented chart of M°).

Split each external edge e in two halves: the tail e_ and the head e, . Define a
form ., for these external half-edges as follows:

for the head e, of a leg going to an external vertex v, Q., = dX,

e for the head e, of an edge that is not a leg, going to an external vertex v,
Qe, =dX7,
e for the tail e_ of an edge coming from an external vertex v, Q. = dX3 A

e ANdXTT2

for any (external) half-edge e adjacent to an internal vertex v, Q., = dY,' A
oAdY

Note that this distributes the coordinates of each vertex on the half-edges that are
adjacent to it, as in Figure
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er 1 dX?
e 10,

Figure 5.5 — The forms associated to some external half-edges

Let Np;(I') denote the number of internal trivalent vertices, and define the sign
of a BCR diagram as (') = (—1)Nr.i(1+Card(Ee(D) * The orientation of C2(1)) is

given by the form Q(I') = e(I') A ., where Q. = Q. A Q. for any external
ecE.(T)
edge e.

5.2.5 Propagating forms

Here we define the notion of propagating forms, which allows us to extend the
definition of the BCR invariants to all parallelizable asymptotic homology R"*2.

For any even integer d, an antisymmetric form on S% is a form w such that
(—Idge)*(w) = —w, where —Idga is the antipodal map of the sphere.

Definition 5.2.8. An internal propagating form (or internal propagator) is a
closed (n — 1)-form a on Cy(R") such that ajac,@n) = (Glacymn))* (wWa) where
We 18 an antisymmetric volume form on S"~! such that [g.—1 w, = 1, and where
G: Cy(R") — S"7! is the map defined in Lemma [5.2.4]

An external propagating form (or external propagator) of (M°, 7) is a closed (n+
1)-form /3 on Cy(M°) such that Sjac, vy = G- (ws) where wg is an antisymmetric
volume form on S"™ such that [g.+1 ws = 1, and where G, is the map of Definition
623

For a given integer k, a family F = (a, Bi)1<i<or of propagating forms of
(Me°,7) is the data of 2k internal propagating forms (o;)i<i<2or and 2k external
propagating forms (5;)1<i<ar of (M°, 7).

Given such a family and a degree k numbered BCR diagram (T, o), for each
edge e of I, set
. { Pe*(o(ey) if e is internal,

7 | pe*(Bote)) if e is external.

For any edge e, n(e) denotes the integer n — 1 if e is internal, and n + 1 if e
is external, so that w/,, is an n(e)-form on Cp(1)). We will see in Corollary |5.3.4
that families of propagating forms exist.
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5.2.6 Definition and properties of generalized BCR invari-
ants of long knots

Fix an integer & > 2, and a family F' = («, 5;)1<i<or of propagating forms of
(Me,T).

Let ¥ be a long knot.

For any numbered BCR diagram (I', o) of degree k, deﬁn the form w® (T, o, 1))
on Cp(¢) as (T, 0,1) = /\F we e and set I7(L,0,9) = Jo (yy w'(T', 0,4). This

cen(m 7
integral is a real number because of the following lemma.

Lemma 5.2.9. For any BCR diagram T, dim(C(¢)) = deg(w” (T, 0,1))).

Proof. Split any edge e of I in two halves e_ (the tail) and e, (the head), and let
v(e+) denote the vertex adjacent to the half-edge ey. Assign an integer d(es) to
each half-edge as follows:

e Ifeisinternal, d(ey) = 0andd(e_) =n—1lasin O
Note that, with these notations:

e for any edge e € E(T), d(ey) + d(e_) = n(e).

e for any vertex v € V(T'), as it can be checked in Figure [5.6]

Z d(es) = { n if v is internal,

n+ 2 if v is external.

Figure 5.6
Then,
deg(w"(T,o,9)) = Y (dley)+d(e-))= Y > dles)
ecE(T") veV(T) ex,v(ex)=v
= > n+ > (n+2)=dim(Cr(y)). O
veVy(I) veVe ()

5The order of the forms inside the wedge product is not important since they have even degree.
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Theorem 5.2.10. Set

Zy () = G Y 17T, 0,9).

The following properties hold:

1. The value of Z}' () does not depend on the choice of the family F of propa-
gating forms of (M°,T).

2. The value of Zy(1) = ZE (1) does not depend on the choice of the paralleliza-
tion T of the ambient manifold M°.

3. For any ¢ € Diffeo™ (M®) that fires BS. pointwise, and for any long knot 1
of M°, Z.(V) = Zx(pot)). In particular, Zy is a long knot isotopy invariant.

4. The invariant Z takes only rational values.
5. If k is odd, Zy is always zero.
The obtained invariant Zy is called the generalized BCR invariant of degree k.

When M° = R"*2 and when all the propagators are pullbacks of the homogo-
neous unit volume form on S"! and S"*! with total volume one, our definition
matches the definition of the invariants’| (O )2 of [CRO5, Section 6] and of the
invariants 2z, of [Wat07, Section 2.4] (we have Z; = ©) = 2z;). Our defini-
tion allows more flexibility on the choice of the forms. It extends the invariant
to an invariant for long knots in any parallelized asymptotic homology R"*2. In
[Wat07, Theorem 4.1], Watanabe proved that zj is not trivial when k is even and
M° = R"2 and he related z; to Alexander polynomial for long ribbon knots.

5.2.7 Propagating chains

Let us first fix some notations on the chains used in this article.

Definition 5%2.11. A rational k-chain A of a manifold X is a finite rational

combination ) ¢;Y; of compact oriented k-submanifolds with ridges and corners
i=1

(Yi)1<i<r of X. The boundary 0A of A is the rational (k —1)-chain 0A = XT: ¢;0Y;,
i=1

up to the usual algebraic cancellation{].

60nly O and O3 are explicitly defined in [CR05], but the definition for higher & is mentioned.

"These cancellations allow us to write 1.(—=Y) + (—1).Y = 0 for a submanifold Y, where —Y
denotes the manifold Y with the opposite orientation, and 1.(Y U Z) = 1.Y + 1.Z for disjoint
submanifolds Y and Z, for example.
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If the (Y;)1<i<, have pairwise disjoint interiors, A is called an embedded rational
k:-cham If A is an embedded rational k-chain, Supp(A4) = 0 Y, denotes the
i=1

support of A, A*=D = J 9Y; denotes its (k — 1)-skeleton, and Int(A) = Supp(A)\
i=1
AF=Y its interior.
Let us now define the notion of propagating chains, which will give us another
way of computing the invariant Z;, and help us to prove the fourth assertion of

Theorem 5.2.100

Definition 5.2.12. An internal propagating chain (or internal propagator) is an
embedded rational (n + 1)-chain A of Cy(R™) such that there exists z4 € S*!
such that 0A = L(Glac,@n) " ({—xa,24}).

An external propagating chain (or external propagator) of (M° 1) is an em-
bedded rational (n 4 3)-chain B of Cy(M°) such that there exists zp € S"*! such
that 0B = LG ({—zp, 5}).

A family F. = (A;, Bi)1<i<or of propagating chains of (M° T) is the data
of 2k internal propagating chains (A;);<;<2r and 2k external propagating chains
(Bi)lgiSZk of (MO, 7').

Consider a family F,. = (A;, B;)1<i<2r of propagating chains of (M°, 7). For
any BCR diagram I, let Pr be the following map:

PFZ Cr(l/J) — H CQ(R”) X H CQ(MO)
ecE;(T) e€E(T)
¢ = (pe(c))eeE(F)

The family F, is in general position if, for any (T, o) € Gy, and for any ¢ € Cp(¢))
such that Pr(c) € ( H Supp(AU(e))> X ( [T Supp( 0(6))>:

eEE;( ecE.(T)

e For any internal edge e of I, p.(c) € Int(Ay()).
e For any external edge e of I', p.(c) € Int(By()).

e We have the transversality property
Ty | I Ce
ecE(T)

= TPF(TCF (( H C)Int ) ( H C)Int U(e)))).
e€E;(T) ecE. ()

In the following, D!* denotes the chain p;'(Ay()) if e is internal, and the chain
P2 (Bo(ey) if e is external. This is a chain of codimension n(e) of Cp(v).

8Note that any rational chain is homologous to an embedded one.
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5.2.8 Computation of Z; in terms of propagating chains
We can now give a discrete definition of our generalized BCR invariants.

Theorem 5.2.13. Let F, = (A;, B;)1<i<2r be a family of propagating chains of
(M°,T) in general position.

The algebraic intersection number I™ (T, 0,) of the chains (Dg’;)eeE(p) inside
Cr () makes sense and

!
(2K

This theorem is proved in Section [5.4.1] where a more precise definition of this
intersection number is given.

> I™(T,0,9).

(T',0)€Gk

Z, ()

5.2.9 Additivity of Z; under connected sum

Let M} and M be two asymptotic homology R"™2. Let us define the connected
sum M7gMg. Let B? . be the complement in R"*2 of the two open balls B
' 4

and By of radius i and with respective centers 23 = (0,0,...,0, —%) and Qy =

(0,0,...,0,%). Fori € {1,2} and z in dB(M;) C R"*?, define the map p;(z) =
1o+ Q;, which is a diffeomorphism from dB(M;) to dB,;.
Set MyiMs = B2, U B(M,) U B(M,), where B(M;) is glued to B?_ ; along
' 4 ’4

O0B; using the map ;, and set B(MPHEMs) = (M7tMs) \ BS,, where BS is de-

fined in Section The manifold M7gMs with the decomposition MPHMS =
B(M784Ms) U B2, is called the connected sum of My and M.

Proposition 5.2.14. The obtained manifold M7EMs is an asymptotic homology
R™2 with two canonical injections v;: B(M;) — B(MMMs) C MM for i €
{1,2}.

If My and M3 are parallelized, M78Ms inherits a natural parallelization, up to
homotopy.

Proof. This is immediate. O]

Definition 5.2.15. Let M} and M be two asymptotic homology R""2,
Let ¢;: R™ — M7 and ¥9: R™ — M3 be two long knots. The formula

o(he(day, ... dan g, da, —2)) if [z —(0,...,0,3)]] < 1,

<w1ﬂw2>(x) = L1(1/J1<4.I1, Ce ,4..1'”_1, 4In -+ 2)) lf HZC — (0, ce ,0, —%)H
(0,0,7) € B otherwise,

1
defines a long knot 9111y — M7#Ms, which is called the connected sum of ¢, and
V.
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Let us assert the following immediate result about connected sum.

Lemma 5.2.16. Set 14,5, © € R — (0,0,2) € R"™2. The embedding i, 18
called the trivial knot.

For any parallelizable asymptotic homology R"*2 M° and for any long knot 1 in
M?°, there exist two diffeomorphisms T]\(jo)ﬂﬁ: R 24M° — M° and T]\fg’w: MPHR™2 —

o 1 2
M® such that Typ) , o (Wurinft)) = & = Ti y © (V).

Similarly, the connected sum is associative and commutative up to ambient
diffeomorphisms.

In Section [5.9] we prove the following theorem.

Theorem 5.2.17. Let M7 and MS be two parallelizable asymptotic homology R™ 2
and let i : R™ — M7 and 1py: R™ — M3 be two long knots. Then, for any k > 2,

Zi(nfihe) = Ze(Yn) + Zi(1b2).

5.2.10 Extension of 7, to any asymptotic homology R""2
We prove the following proposition at the end of Section

Proposition 5.2.18. For any odd n > 1, the connected sum of any asymptotic
homology R™*2 with itself is parallelizable in the sense of Definition[5.2.1]

Theorem [5.2.10, Proposition [5.2.18 and the additivity of Z; under connected
sum of Theorem [5.2.17] show that the following definition is consistent.

Definition 5.2.19. Let ¢ be a long knot in a (possibly non-parallelizable) asymp-
totic homology R"*? with n odd > 3. Define Zj(¢)) as 3 Zy(¢fi)).

By construction, Zj still satisfies the three last points of Theorem [5.2.10} it
is invariant under ambient diffeomorphisms, takes rational values, and is trivial

when £ is even. The associativity and commutativity of connected sum up to
ambient diffeomorphisms of Lemma [5.2.16|and Theorem [5.2.17|show the following
proposition, which extends Theorem [5.2.17]

Proposition 5.2.20. Let M; and M3 be two asymptotic homology R"™ and let
Y1 R" — M7 and ¢y: R™ — M3 be two long knots. Then, for any k > 2,

Zy(nfi) = Zi (Y1) + Zi(12).

5.3 Independence of the propagating forms

In this section, we study the effect on Zj of a change in the family of propagating
forms. Without loss of generality, it suffices to study how Z; changes when «; and
B1 change.
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5.3.1 Expression of the dependence in terms of boundary
integrals

For later purposes, we allow a more general context: as previously, we suppose
that a family F' = (o, 8;)1<i<2r of propagating forms is given, but we allow the
forms (; to be compatible with different parallelizations 7; of M° (which means
that (5;)ac, ey = G (wg,)). This will allow us to use the results of this section in
the proof of the independence of the parallelization in Section[5.6.2] For simplicity,
we set w' ! = w,, and Wit
Let 71 be a parallelization of M°. Let F' = («, 5!)1<i<ox be a family of prop-

agating forms such that for any i > 2, (o}, 8!) = (o, 5;), and such that 5] is an

external propagating form for 7{, and o} —a; and 3] — /3 are exact forms. We set
(W) = way and (W) = wgr.

Let (772 be an (n — 2)-form on Cy(R") and let ¢ be an n-form on Cy(M°)
such that o) = oy +d¢""? and B} = 31 + d(.

We say that (oy — g, 51 — 1) has the sphere factorization property if we can
choose the forms ((]"2, (") such that there exists an antisymmetric (n — 2)-form

n7?~% on S"7! such that C?_Q\aCQ(Rn) = G|302(Rn)*(n?_2) and an antisymmetric n-

= wWg;-

form 77 on §™*! such that (' yc,0e) = Gr (77). In the following, when this
property is assumed, we always choose such primitives.
For any (I', o) € Gy, and for any edge e of I, define the form

wgff 1f 0(6) 7é ]-7
Qoo =3 P(CI?) if o(e) =1 and e is internal,
pi((7)  ifo(e) =1 and e is external,
and set ©(I',0,9) = A @0, where the order of the forms is not important since
ecE(T)

all of them except one have even degree.

Lemma 5.3.1. With these notations,

/ 1
AW -2 =g X[, 0000
To)ege  *

Proof. From the Stokes formula, it directly follows that

I7(T,0,4) — IF(T, 0,4) = /

o do(T, 0,1 = / o(T, 0,). 0

OCL(¢)

5.3.2 Codimension 1 faces of Cp(v))

The codimension 1 open faces of C(¢)) are in bijection with the subsets S of
cardinality at least two of V*(I') = V(I') U {*}. Let 0sCp(¢) denote the face
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associated to such an S and let F(I') denote the set of the codimension 1 faces.
There are four types of faces in F(I'):

e If S contains *, 0gCr(1) is called an infinite face, and its elements are con-
figurations of Cp.() that map the vertices of S\ {*} to infinity, and all the
other vertices to pairwise distinct points of M°.

o If S=V(I), 0sCr(v) is called the anomalous face. Its elements are config-
urations that map all the vertices to one point, which is necessarily on the
knot.

e If S has exactly two points, which are connected by exactly one edge, dsCr ()
is called a principal face and its elements are configurations that map the
two vertices of S to one point xg and all the other ones to pairwise distinct
vertices of M°\ {zg}.

e Otherwise, 0sCp (1) is called a hidden face, and its elements are configura-
tions that map all the vertices of S to one point zg, and all the other ones
to pairwise distinct points of M°\ {zg}.

One can find precise descriptions of these faces in Section or in [Ros02, pp
61-62].
A numbered (codimension 1) face of Cp(1) is a face dgCr(1) as above, together
with a numbering o of T'.
For any numbered face (0sCL(v),0), set dsI(I',0,7) = fascrw)(b(f‘,a, ), so
1

that Zf'(0) = Z{ () = gy X X 8510,
’ (F,U)Eévk SeF(I)
5.3.3 Vanishing lemma for the face contributions
Lemma 5.3.2. If S C V(I'), I's denotes the subgraph of I whose vertices are the

elements of S and whose edges are the edges of I' that connect two vertices of S.

e For any numbered infinite face (0sCr(v), ), such that no end of c*(1) is
in S, dsI(I',o,79) =0.

o The set of hidden faces splits into two sets Hq1(I') and Ho(T'), such that:

— For any hidden face 0sCr(¢) of Hi(T') and any numbering o of T,
55](F,0', w) = 0.

— For any hidden face OsCr(¢) of Ha(I'), we have an involution o +— o*
of the numberings of I' such that 6sI1(T",0*,1) = —dsI(T', 0,7).
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e Represent the principal faces by pairs (I',e) where T' € Gy and e € E(T'). For
any numbering o, let 6.1(T',0,1) denote the integral dsI(I',0,1) where S is
the set of the two ends of e. Let N4 (T',e) denote the set of the numberings
of T such that o(e) # 1, and let N(T') denote the set of all the numberings
of I'. Then:

— There exists an involution s: (I';e) — (I'*,e*) of the set of principal
faces such that, for any (I',e), there exists a canonical map sp.: o €
N (T, e) = 0 € Na (T, e*), such that de«I(T*, 0%, ) = —0.1(T", 0, %))
and such that sr . o sp« o« = Id.

— If o is a numbering of T such that o(e) = 1, and, if e is internal, or if
e is external with at least one external end, then 6.1(I",0,v) = 0.

Furthermore, if (o) — aq, 1 — B1) has the sphere factorization property:

e For any infinite face OsCp (1)) such that S contains an end of the edge o= 1(1),
dsI(I',0,7) =0.

e The anomalous faces do not contribute: for any (T, o) € Gy, Syl (T, 0,v) =
0.

e For the principal faces (T, e) associated to an edge e where e is external with
internal ends, the map sr . above can be extended to a map N(I') — N(T™*)
such that 0¢+ (I, 0*,1)) = —0.1(I', 0,v) and spe 0 sp» e+ = 1d.

The proof of this lemma is given in Section

5.3.4 Cohomology groups of two-point configuration spaces

In this section, we study the cohomology of configuration spaces. This allows us
to prove the existence of families of propagating forms and the independence of

ZE of the propagating forms (first point of Theorem [5.2.10)) up to Lemma in
the next subsection.

Lemma 5.3.3. Let (M°,7) be a parallelized asymptotic homology R" ™. The rel-
ative cohomology of Co(M®) is

R ifx=n+3or*x=2n+4,

0 otherwise.

H*<02(M0>7802(M0>§R) = {

Proof. Since Cy(M°) is a (2n+4)-dimensional compact oriented manifold, we have
HPH(Cy(M?),0C(M°);R) = R.
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Fix 0 < ¢ < 2n+3. The Poincaré-Lefschetz duality yields H(Co(M°®), 0Co(M®)) =
Hopia o(Co(M°)) = Hopigo(CY(M®)). Furthermore, we have a long exact se-
quence

oo (M°)?) = Hopaso((M®)?, CY(M®)) = Honpa s CY(M)) = Hana—o( (M°)?)

where H,((M°)?) = H,(pt) by the Kiinneth formula. Then, we have an isomor-
phisn s o(CY(M?)) = Hyps o(M?)%, C(M?)).

The excision theorem yields Ho, 5 ¢((M°)?, CI(M®)) = Hopys_o(N(Apre), N (Appe)\
Appo) = Hopis_o(Apge x D2 Ao x (D2 1\ {0})), where N (Ajo) is a tubular
neighborhood of A, which can be identified with Ay x D" using the paral-
lelization.

By Kiinneth’s formula,

Hopys—o(Apro x D2 Ape x (D20 {0})) = P Hi(Ay)® Hi(D"2, 8"
i+j=2n+5—£
= Hu3¢(M°)®R.
Then, H*(Cy(M®),0Co(M°)) = Hyyz o(M°). 0

5.3.5 Existence of propagating forms. Independence of Z}
of a choice of propagating forms

The results of this section are applications of Lemma [5.3.3

Corollary 5.3.4. For any parallelized asymptotic homology R™ ™ (M°, 1), there
exist external propagating forms for (M°,T).

Proof. The triviality of the cohomology group H"™(Cy(M°),0Cy(M®)) follows
from the lemma. The restriction map H"(Cy(M°)) — H™" 1 (OCy(M®)) is there-
fore surjective. Thus, given an antisymmetric closed (n + 1)-form w™*! on S"*1,
there exists a closed form Bj*! on Co(M°) such that [(85)jac,re)] = [G7* (W™ )]
in H"™(9C5(M®)). There exists a form & on Co(M°) such that (85 j0c,re) =
G5 (W) + d€p. Extend €7 to a form &" on Cy(M°), and set "+t = gt —
d¢”. The form ™! is closed, and (8"1) a0, 0y = G- (w"). The corollary is
proved. O

Let us now prove the first point of Theorem , i. e. that ZI" does not
depend on the choice of the family F' of propagating forms of (M°, 7). Fix (M°, 1),
and choose two families F' = (o, 8;)1<i<or and F' = (af, 5!)1<i<2r of propagating
forms of (M°, T).

As previously said, it suffices to show that Z} does not change if a; and 3,
change. Therefore, we assume that for any ¢ > 2, (o, 5!) = (s, 5;), without loss

of generality, and we use the notations of Section [5.3.1]
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Lemma 5.3.5. The pair (oy — aq, ] — B1) has the sphere factorisation property.

Proof. By construction, (3;—p1)acsare) = GE((wH) —wi™™). Since fgni (W) =
Jonr Wi there exists an n-form 7} on S"*! such that dn? = (wit')" — with
Since wi™ and (w]') are antisymmetric, n? can be assumed to be antisym-
metric. Extend the form G,*(n}) to a form 67 on Cy(M°). Then, ] — 31 —
df} is a closed form on Cy(M°), whose restriction to 0C2(M°) vanishes. Since
H™(Cy(M?),0Cy(M°)) = 0, there exists an n-form 65 on Cy(M®), which van-
ishes on 0Cy(M°®), such that §] — B, — do} = dfy. Set ¢ = 0} + 6%, so that
Br = B =AY, (Facymey = G- (n7') and ny' is antisymmetric.

The same argument on o) — a; concludes the proof of Lemma [5.3.5 ]

From the previous lemma and Lemma [5.3.2} it follows that Z/” — ZF = 0. This
proves the independence of Z}"(¢) of the family F of propagating forms of (M°, 7).
This is the first point of Theorem [5.2.10]

5.4 Rationality of Z;

5.4.1 Proof of Theorem [5.2.13

Fix a family F. = (A;, B;)1<i<2r of propagating chains of (M°, 7) in general posi-
tion. In order to prove that Z; can be computed with these propagators, we are
going to define forms dual to them, and use the definition of Z;. Fix Riemannian
metrics on the configuration spaces Ca(M°), C2(R™), and C(¢), and denote by
N.(X) ={c|d(c,X) < e} the closed e-neighborhood of a subset X of any of these
spaces. Define

D, 0) ={ce Cr(v) | (pe(c))eeE(F) € 1I SuPp(Aa(e)) x I Supp(Bg(e))}
e€E;(I) e€ L (I)
= N Df.
ecET)

Let € > 0 be such that for any internal edge e, p.(D(I',0)) C Supp(As()) \
Na(Af:é)e))) and such that for any external edge e, p.(D(I',0)) C Supp(Bs()) \

n+2
N.(BGAP).

Set A? = A; \ N.(A™), N.(A;) = N.(Supp(A;)),B° = B; \ N.(B™™), and
N.(B;) = N.(Supp(B;)). For € small enough, for any = in A?, there exists an open
neighborhood V,, C N.(4;) of z in Cy(R™), which can be thought of as a tubular
neighborhood of an open neighborhood W, of x in A, so that there is a local
(orientation-preserving) trivialization V, — W, x D"~!. This induces a local fiber
projection map p,: V, — D"~ 1. This construction can be made so that if V,NV,, #
0, there exists a rotation 7y, € SO(R™™!) such that (p,)jv,nv,, = (Fa.e 0P ) varv, -
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For any z € BY, similarly define an open neighborhood V, C N.(B;) of z in
Cy(M°®), and a local fiber projection map p,: V, — D"+,

Some use of linear algebra and inverse function theorem proves the following
lemma.

Lemma 5.4.1. For any c € D(I',0), there exists a neighborhood U, of ¢ in Cp(1))
such that for any e € E(I'), p.(Uec) C V,,(¢) and

Ye: U — I1 nn(e)
ecE(T)

y = (Ppeo (pe(y)))eeE(F)
s a diffeomorphism onto its image.

Lemma implies that D(I",0) is discrete in the compact space CL(1), so
it is a finite set.

Since n(e) is even for any edge, [I D™® is naturally oriented, and we can
ecE(T)

define sgn(det(dy.)) as the sign of the Jacobian det(dy.). For ¢ € D(I',0), set

i(c) = sgn(det(de.)) II q(pe(c)), where g(pe(c)) is the coefficient ¢; of the sub-
ecE(T)

manifold Y; in which p.(c) lies in the rational chain A, (if e is internal) or By
(if e is external), which reads - ¢;Y;. Then, the intersection number I (T, 0,%)
is defined as I"™*(T',o,¢) = ¥ i(c).
ceD(T,o)
The following lemma, which can be obtained as in [Les20, Section 11.4, Lemma
11.13] connects this intersection number to a configuration space integral, thus to
the Z;, invariant.

Lemma 5.4.2. There exists a family F' = (a, Bi)1<i<or of propagating forms of
(M°,T) such that for any (T',0) € Gy:

o The support of W' (T, 0,1) is a disjoint union of some neighborhoods U, of
ce D(I',o) as in Lemma|5.4.1,

e Foranyce D(TI',0), [y w"(T,0,¢) =i(c).

Sketch of proof. The main idea is to define the form «; supported on N (A4;), such
that for any = € AY (a;), = ¢(x).pi(w"") where w"! is a volum form of total
volume one on D"~! supported in the interior of D"~ and ¢(z) is the coefficient
of the submanifold Y} in which x lies in A; = Xk: qxYx. The proof of [Les20, Section

11.4, Lemma 11.13] explains how these forms can be "glued" along N.(A™ ) in
order to get a closed form and how they can be defined on a collar of the boundary
to get an internal propagating form. The construction of §; is similar. O]
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Lemma implies Theorem 5.2.13| Indeed, with the family F' of propagating
forms of the lemma, the integrals I* (T, o,1) of the definition of Z; in Theorem

5.2.10| are exactly the rational numbers I**(T, o,%) of Theorem [5.2.13

5.4.2 Existence of propagating chains in general position
Lemma and the Poincaré duality imply that H, (Co(R™)) and H,,12(Ca(M®))

are trivial groups. Therefore, propagating chains exist.
As stated in the following theorem, these propagating chains can also be as-
sumed to be in general position.

Theorem 5.4.3. For any family (A;, B;)1<i<or of propagating chains of (M°, 1),
and any € > 0, there exists a family (AL, Bl)i1<i<or of propagating chains of (M°,T)
in general position such that for any 1 < i < 2k, Supp(A,) C N.(4;) and
Supp(B;) C N:(B;).

Sketch of proof. This theorem could be proved as in [Les20, Section 11.3, Lemma
11.11]. The main idea is to look at families of diffeomorphisms (p;, }) isotopic
to the identity of the tubular neighborhoods N.(4;), N.(B;) that act only fiber-
wise. In the space of such diffeomorphisms, the condition of general position on
(pi(A;), ¢i(B;)) can be proved to correspond to an open dense (so non empty)
subset. Therefore, there exist some diffeomorphisms such that these perturbed
chains are in general position. ]

In particular, Z, can be computed with such propagating chains. By construc-
tion, this gives a rational number. This proves the fourth assertion of Theorem
H.2.100

5.5 Nullity of Z; when k is odd

In this section, we prove the fifth assertion of Theorem [5.2.10] The method is
the same as in [Wat07, Section 2.5], but we have to deal with some more general
propagating forms, and our orientations are not the sameﬂ

Let (M°,7) be a parallelized asymptotic homology R"2.

Let us fix an integer k£ > 1, a long knot ¢, and a family F' = (o, 8;)1<i<ox of
propagating forms of (M°, 7).

Let T,,: Cy(R™) — Cy(R™) denote the extension of the map (z,y) € CY(R") —
(y,z) € Co(R™) to C2(R™). Similarly define Tj: Co(M°) — Co(M°).

Set I = (af, Bizicze = (3(0 — Tg(ew)), 508 — T5(Bi)))1<i<on-  Since the
forms w,, and wg, are antisymmetric for any 1 < i < 2k, F’ is again a family of

9The orientation of our configuration spaces is wy(I').Qwq¢(I') with the notations of [Wat07].
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propagating forms of (M°, 7). For any 1 < i < 2k, Tj;(aj) = —aj and T3(5;) =
)

Proposition 5.5.1. For any (T,0) € Gy, let (I*,0*) denote the numbered BCR
diagram obtained from (I', o) by reversing all the edges of the cycle. Then,

(1%, 0%, 1) = (=)D, 0, 9).

Proof. Since the vertices and their natures are the same for I' and I'*, we have a
canonical diffeomorphism Cr(¢) = Cr« (1), but it may change the orientation.

It follows from the definition of the orientation of configuration spaces in Sec-
tion that the orientation Q(I'™*) can be obtained from Q(T") as follows: first,
exchange the coordinate forms dX? and dX? A---AdX"*? for any external vertex
v ; next, for any external edge e of the cycle, exchange the forms €2._ and ()., .

Set r = 0 if there is no internal edge in I'. In this case, there are k external
vertices and k external edges in the cycle, so Q') = (=1)F*QT) = Q).
Otherwise, any external edge of the cycle is contained in one maximal sequence
of consecutive external edges of the cycle. If such a sequence has d edges, it has
d — 1 external vertices. Let us denote by (dy, ..., d,) the lengths of the r maximal
sequences of consecutive external edges of the cycle. Then, the previous analysis

i(di+(di_1))
yields Q(I') = (—1)i= Q) = (—=1)"(T).

Let L denote the number of edges of the cycle of I'. Since F” is such that for
any 1 < i < 2k, Ti(af) = —aj and Tj(8) = —f, we havd”| w!"(I'*, 0", ¢)) =
(=) (T, 0,4). Then, I (I*, 0%, ) = (=1)X7TF (T, 0,4)).

It remains to check that L+r = k£ mod 2. It is direct when there is no internal
edge.

Otherwise, let u (resp. b, resp. t) denote the number of univalent (resp.
bivalent, resp. trivalent) vertices of I". By definition of the BCR diagrams, u = t,
and 2k =u+b+t=0>b+2t.

Note that there is a bijection between maximal sequences of consecutive exter-
nal edges of the cycle and bivalent vertices with an external outgoing edge. This
bijection is defined by taking the source of the first edge of a sequence. Taking
the head of the last edge of a sequence also gives a bijection between the maximal
sequences of consecutive external edges of the cycle and the bivalent vertices with
an internal outgoing edge. Then, r = g =k —t.

The cycle is composed of all the bivalent and trivalent vertices, and has as
many vertices and edges. Then, L = b+t = 2k —t.

Eventually, L+r = 3k—2t = k mod 2. This concludes the proof of Proposition

B.Adl O

10We consider w® (I'*,0*, 1) as a form on Cp(¢) via the canonical identification Cp(v) =

Cr+ ().
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Proposition directly implies that Zx (1) = 0 when & is odd.

5.6 Independence of the parallelization, invari-
ance under ambient diffeomorphisms

In this section, we prove the second and third assertions of Theorem [5.2.10

5.6.1 Homotopy classes of parallelizations of M°

Let M° be a fixed parallelizable asymptotic homology R"™2. Let Z] denote the
value of the invariant Z, when computed with a family of propagating forms of
(Me,T).

We recall that two parallelizations 7 and 7/ are homotopic if there exists a
smooth family (7;)o<;<1 of parallelizations such that 7y = 7 and 7, = 7/, as in
Definition 5.2.11

Denote by Par(M°) the set of homotopy classes of parallelizations of M°.

Lemma 5.6.1. If 7 and 7" are homotopic, then Z] = Z,;'.

Proof. Let (7¢)o<t<1 be a smooth homotopy of parallelizations. Assume without
loss of generality that there exists ¢ > 0 such that 7, = 7 for any ¢ € [0,¢]. Let
(cvi, B;) be a family of propagating forms of (M°, 7). For any 1 < i < 2k, there
exists a form wg, such that (5;)ac,r0) = G, (Wg,)-

For any 1 < i < 2k, we define a smooth family (/5)p<s<1 of external propagating
forms such that (57)ac,me) = G (wg,) as follows.

Let [—1,0] x UM?® be a collar of UM® = IpnCo(M°) such that {0} x UM?® cor-
responds to aCo(M?). Let N(0C2(M°)) be a regular neighborhood of 9C,(M?°)
that contains [—1,0] x UB(M). Extend G, to a smooth map G, on N(9Cy(M°))
such that for any (t r) € [-1,0] x UB(M), G, (t,z) = G, (x). Assume that
(ﬁz)\N(ac’g(Mo)) = Gm ((,Uﬂ) Since (GTS)|8UB(M) = (GTO)|6UB(M) for any s € [0, 1],
the map p,: (t,2) € [~1,0] x UB(M) + G, (z) € S™*! coincide with G-, on
([-1,0] x OUB(M)) U ({ 1} x UB(M)). The forms ps*(wg,) and f; coincide on
([-1,0] x OUB(M)) U ({—1} x UB(M)). This allows us to define a closed form
B; such that (ﬁ Ji-roxusan = ps*(wg,) and (87)c,ven(-1,0xUB@M) = Bi-

Then Fy, = (ay, )1<Z<2k is a family of propagatlng forms of (M°,7s), and

Zr = W( X _Jow wi(T', 0,%). By construction, w?* (T, o, 1) depends con-
T,o Egk
tinuously on s, and then, Z;* depends continuously on s. Since it takes only

rational values, it is constant, and Z;° = Z;*. O

The following theorem will allow us to obtain the independence of Zj of the
parallelization in the next subsection. It is proved in Section [5.§
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Theorem 5.6.2. Let M° be an asymptotic homology R" 2, and let B C B(M) be
a standard (n+2)-ball. Let [T] and [7'] be two homotopy classes of parallelizations
of M° as defined in Definition[5.2.1]

It is possible to choose representatives T and 7' of the classes [T] and [T'], such
that T and 7' coincide on (M°\ B) x R™"*2,

5.6.2 Proof of the independence of the parallelization

Let [7p] and [1] be two homotopy classes of parallelizations of M°. Let B be a ball
of B(M) such that BN(R") = (). Theorem[5.6.2|allows us to pick representatives
To and 77 that coincide outside B.

Fix a family F' = (o, 8;)1<i<2r of propagating forms of (M°, 7). The following
lemma defines a family of propagating forms of (M°, 7).

Lemma 5.6.3. There exists a family of n-forms ((*)1<i<ox on C2(M®) such that:

o The family of forms F' = (a, B!)1<i<ar obtained by setting B, = [; + d(l* is
a family of propagating forms of (M°,11).

o [For any index 1 < i < 2k, the form C}‘WCQ(MO is supported on UB C UM® =
OaCo(M°) (with the notations of NOtation:&Q.g)

Proof. Fix the index i € {1,...,2k}. First note that G, and G, coincide outside
UB. Then, the form G (wg,) — G% (ws,) defines a class in H"'(UB,0UB) =
HM D2 x SnHL S« St = H, o (D2 x ST = 0. Therefore, there exists
an n-form (¢)? on UB, which vanishes on OUB, such that (G, — G, )*(ws,) =
d(¢™M)". Tt remains to extend this form (¢*)°. Since (¢*)° is zero on the boundary of
UB, we can extend it by 0 to a form (¢)* on Cy(M®). Then, pull this form (¢)*
back on a collar N of 9C5(M°), and multiply it by a smooth function, which sends
0C5(M°) to 1 and the other component of N to 0. Eventually, extend this last
form to Cy(M°) by 0 outside N. This gives a n-form (" as in the statement. [

Let F; denote the family of propagating forms with internal forms (a;)i<i<ok

and external forms (8, ..., 3}, B8j41,. .., Bax), so that Fy = F' and Fy, = F'. For
F

any 1 < j < 2k, set A;Zx(v) = (2, () — 2" (1)), so that Z* (1) — Z(v) =
ZE (W) = Zf () = Ly B Z():

Let us prove that _Ale(w) = 0. Since j = 1, with the notations of Section

5.3.2) Lemma [5.3.1| reads Ay Zx(¢)) = % > > 0sI(T',0,1). Since the
' (F,U)Eévk SeF()

internal forms are the same for £} and F3, the numbered faces such that eq =

o~1(1) is internal do not contribute. According to Lemma [5.3.2} the only possibly
contributing codimension 1 numbered faces are:

65



CHAPITRE 5. GENERALISATION DES INVARIANTS DE
BOTT-CATTANEO-ROSSI

e numbered infinite faces (0sCp (1), o), such that S contains at least one end
of ey, where eq is external,

e numbered principal faces (0sC(1), o), such that S is composed of the ends
of eg, and such that e; is external with internal ends,

e all the numbered anomalous faces (OyryCr (1), o) such that eg is external.

In these three cases, the map p., maps the face to dCy(M°). Infinite faces are
sent to configurations with at least one of the two points at infinity. Anomalous
and principal faces are sent to configurations where points of S' coincide, but since
there exists at least one internal vertex, these points are necessarily on the knot,
which does not meet B. Then, p., maps the face outside the support of (;, and
the restriction of the form @(I', o,%) to the face vanishes.

This proves that A;Z;(¢) = 0. Similarly A;Z;(¢) = 0 for any 2 < i < 2k.
The independence of Zj, of the parallelization follows.

5.6.3 Invariance of Z; under ambient diffeomorphisms

In this section, we prove the third assertion of Theorem [5.2.10]

Fix a knot v, inside a parallelized asymptotic homology R"*? denoted by
(M°,7), and fix a family F' = (o, 8;)1<i<or of propagating forms of (M°, 1) .

Let ¢ € Diffeo(M°) be a diffeomorphism that fixes BS pointwise, and let
denote the knot ¢ o 7). In this section, for any i € {0,1} and for any edge e of a
BCR diagram T', p.; denotes the map p¥i: Cp(v;) — S™® of Definition .

With these notations, ¢ induces a diffeomorphism ®: Cr(¢y) — Cr(¢;), and a
diffeomorphism ®5: Co(M°) — Co(M?). These diffeomorphisms extend the maps
given by the formula ¢ — @oc on the interiors of these configuration spaces. Then,

1

Zip(hr) = H(F%:eg; Cr(wl)w (T, 0,11)
1
= @ 2 o T o)
= L Z /\ o ( FU%))

/‘\

k) (T,o) gk Cr (o) ecE(T)
1

" ol > LA S A A )

( G Cr (o) cepy () e€ B, (T)

Note that, by construction, if e € E;(I"), we have p, 109 = p o, and if e € E,(T'),
we have p,10® = ®gop, . Define the family F” = (a;, Pj5(5;))1<i<or of propagating
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forms of (M°,7"), where 7’ is the parallelization defined for any = by the formula

70 = Tp(z) ™" © Ty(z). The previous equation becomes

W)= 3 [N el (o) = 27 (o).

(2R)! (1 5526, /orwo) opry

Since Zj, does not depend on the parallelization, this reads Zy(wot) = Zx (o).
This proves the third assertion of Theorem [5.2.10]

5.7 Proof of Lemma [5.3.2

In this section, we analyse the variations of the integral I” (T, o, 1) under a change
of the forms (ay, 51). These variations can be expressed as the sum of the inte-
grals 65/ (I", 0,7) over the numbered codimension 1 faces (0sCp(¢),0) of Cp(v)
described in Section [5.3.2] Here, we study all these integrals in order to obtain the
face cancellations precisely described in Lemma [5.3.2]

Recall that for any edge e, n(e) = n — 1 if e is internal, and n(e) =n+ 1 if e
is external. In all this section, for any edge e that has at least one end in S, let
Ges: OsCr(p) — S™® be the map G o (pe)‘asor(w) if e is internal, and the map
Gr © (pe)‘ascr(w) if e is external.

To(e

5.7.1 Infinite faces

In this section, we prove that the infinite face contributions vanish. Let S* = .S L
{*} represent an infinite face ds-Cp.(¢)). As in Section [5.3.2] V*(T') = V(T) U {x}.
When S* C V*(T'), our proof is inspired from the proof of [Ros02, Lemma 6.5.9].

For infinite faces, the open face 0s«Cp () is diffeomorphic to the product
o x Cg o Where:

Livaons
e The manifold C’%V(F)\S is the set of configurations c: V/(I') \ S < M? such
that c(Vi(T) \ (S N Vi(T)) C $(R™).

e The manifold Cys ., is the quotient set of maps ug: S < R""2\ {0} such that
us(SNV;(T)) C {0}* x R™ by dilations.

Denote by (c, [ug]) a generic element of the infinite face g+ Cp (). Such a config-
uration can be seen as the limit of the map

c(v) ifvdgs,
c,\:UGV(F)»—>{ Mo (v ) e M°
Mo v es,

when \ approaches zero (c, is well-defined for A sufficiently close to 0).
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First case: S* = V*(I') and (o) —ay, 8] — 1) has the sphere factorization
property. In this case, Oy« Cp(¢) is diffeomorphic to Cy (). The following
lemma directly implies that dy-yI (I, o,%) = 0.

Lemma 5.7.1. The form (&(L, 0,9)) |0y cp(w) 5 2€T0.

Proof. Define the equivalence relation on Cy (1 such that [uy )] and [u'y )] are
equivalent if and only if there exist representatives uy () and u’V(F), and a vector
z € {0}% x R", such that, for any v € V(T),

() uwel)
[y @y @I lwv @ (0)]?

Let ¢: Ov+«)Cr(v¥) = Cv(r),c — @ denote the induced quotient map. Then,
for any e € E(I'), the map G, y-r) factors through ¢. Since (o) — ay, 8] — 1)
has the sphere factorization property, (@67U)| By 1y Cr (1) is the pullback of a form

r

on the sphere by the map G.yv«r), for any edge e, including o~'(1). Then,
(@e,0) oy +myCr(w) = P (0e,s) Where O, is a form on @, and @(F,U,w)‘av*(r)crw)

therefore reads (I, o, ) ) = ¢"(0;) where 0, = A 0.,. Since deg(f,) =
ecE(T)

deg(w(T', 0,1)) = dim(0CL(¢v)) > dim(Q), we have 8, = 0, so (w(T', o, w»\av*(r)(»}(zﬁ) =
0. ]

0y (1) Cp

Second case: S* C V*(I') and either ¢7!(1) has no end in S, or o7(1)
has at least one end in S and (o] —ay, 8] — 1) has the sphere factorization
property. In this case, let EF(T') (resp. ES(T')) denote the set of internal (resp.
external) edges with at least one end in S, and set ES(TI") = EF(I') U ES(T).

Lemma 5.7.2. For any S* = S U {x} C V*(I),
n.Card(SNV;(T"))+(n+2).Card(SNV,(T)) < (n—1).Card(E?(T"))+(n+1).Card(ES(T)).

Proof. Split any edge e of I' in two halves e_ (the tail) and e, (the head), and let
v(e+) denote the vertex adjacent to the half-edge ey, as in the proof of Lemma
B2

Recall the definition of the integers d(es) from the proof of Lemma [5.2.9}

e Ifeisexternal, d(ey) = landd(e_) = nasin-_~--- i?
e Ifeisinternal, d(e;) = 0and d(e_) =n—1asin n=1; 0,
P A e_ ey

As in the proof of Lemma [5.2.9 and Figure [5.6] these integers satisfy:
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e for any vertex v € V(I'), 3

e+,v(et+)=v

e for any edge e € E(I'), d(ey) + d(e-) = n(e).

d(es) = n if v is internal,
)T\ n+2 ifwis external.

Since S C V*(T'), one of the following behaviors happens:

e S contains only univalent vertices, and there exists an external edge going
from S to V(') \ S.

e S contains at least one vertex of the cycle of I', and there exists an edge
going from V(I') \ S to S.

In both cases, there exists a half-edge ey such that v(er) € S, v(ex) € S, and
d(e) # 0 (n — 1 is indeed positive since n # 1). Therefore:

n.Card(SNVi(I')) + (n+2).Card(S NV, (I))

= > des)

e+,v(ex)ES
< Y (e +de))
ee ES(I)

= (n—1).Card(E? (1)) + (n+1).Card(ES(T)) O

Since the edges of E°(T") have at least one vertex at infinity, their directions
do not depend on the position of the points that are not at infinity, and we have
the following.

Lemma 5.7.3. For any edge e € E°(T'), the map G. s factors through ¢: 0sCp (1)) —

Csoo-

From this lemma, and since either (o} — a1, 51— (1) has the sphere factorization
property, or 0 1(1) &€ E¥(T), we can write @, , = ¢*(0.,) for any e € E(T'), where

n(e) if o(e) # 1,
deg(fe,s) = { n(e) —1 ifole) =1.

Then, deg< A 9670> > ( 3 n(e)) — 1. Since dim(Cg) = n.Card(S N
eeES(T) eeES(T)

Vi([)) 4+ (n 4+ 2).Card(S N V,(I")) — 1, Lemma |5.7.2 implies that ( > n(e)) -
)

eeES(T

1 > dim(Cg), and deg( A 9670> > dim(Cge). Therefore, A 6., and
I

ecES ecES(T)
o(T, o, w)‘as*cr(w) are zero. Then, 05 (I",0,1) = 0, as expected.

69



CHAPITRE 5. GENERALISATION DES INVARIANTS DE
BOTT-CATTANEO-ROSSI

5.7.2 Finite faces

In this section, we study the contribution of the anomalous, hidden and principal
faces. Our analysis resembles the analysis in [Wat07, Appendix A], but we have
to take care of the fact that the propagating forms are not the same on each edge,
and that they may not be pullbacks of forms on the spheres.

5.7.2.1 Description and restriction to the connected case

Let S be a subset of V(I') of cardinality at least two, and let §sI" be the graph
obtained from I' by collapsing all the vertices in S to a unique vertex g, internal
if at least one of the vertices of S is, external otherwise. Let Z(R", R"™?) denote
the space of linear injections of R™ in R"*2. Define the following spaces:

e The space C§ p is composed of the injective maps ¢: V(dsI') < M° such
that there exists ¢;: V;(dsI') < R" such that ¢jy,s5r) = ¥ 0 ¢;.

e If S contains internal vertices, the space Cy is the quotient of the set 6;0
of pairs (u,t) where ¢ is a linear injection of R" inside R"*? and u is an
injective map u: S — R™2 such that u(SNV;(T)) C ¢«(R"), by dilations and
by translations of u along ((R™).

If S contains only external vertices, 6’; is the quotient of the set of maps
S < R™2 by dilations and translations along R"*2.
Then:

e If S contains an internal vertex,

0sCr(¥) = CF p Xz po2yCs = {(c, [u,1]) € Co.rxCs | 1 = 7! 10T e (s }-

e If S contains only external vertices, dsCp () = C§.p X Cs.

Keep the notation dsCp(v) = Cgsr X 7(Rn Rn+2) Cs in both cases. In the following,
an element of dsCr () will be represented by (¢, [u]) since ¢ can be deduced from
¢ when SN V;(T) # 0.

Lemma 5.7.4. Let s be the graph defined in Lemmal5.3.9 IfTs is not connected,
then ds1(T,0,1) = 0.

Proof. Suppose that I'g is not connected. Then, there exists a partition S = S;U.S5

such that no edge connects S; and Sy, and where S; and Sy are non-empty sets.
Suppose that S contains at least one internal vertex, and set ¢(c) = 7';(:5 o

Te,(+g)- Define the equivalence relation on dsCr(v) such that (c, [u]) and (¢, [u'])
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are equivalent if and only if ¢ = ¢/ and there exist representatives u and u' and a
vector x € R™ such that, for any v € .S,

i (v) = {u(v) +u(e)(x) ifve Sy,
u(v) if v e S,.

Let ¢: 0sCp(v) — @ denote the quotient map. With these notations, for any edge
e, the map p. factors through . We conclude as in the proof of Lemma [5.7.1]
since deg(o(T', 0,7)) > dim(Q).

If S contains only external vertices, we proceed similarly with the equivalence
relation such that (¢, [u]) and (¢, [«']) are equivalent if and only if ¢ = ¢’ and there
exist representatives v and v’ and a vector x € R"*2 such that, for any v € S,

i (v) = u(v) + ?fvesl, -
u(v) if v e S,.

5.7.2.2 Anomalous face

In this section, according to the hypotheses of Lemma assume that (o} —
aq, 81 — P1) has the sphere factorization property.

Lemma 5.7.5. There exists an orientation-reversing diffeomorphism of the anoma-
lous face T': Oy r)Cp(¥) = OvyCr(¥), such that, for any edge e € E(T'), we have
GesoT = (—Idgne)) 0 Ge g, where —Idgn() is the antipodal map.

Proof. Here, since dy(rI" is a graph with only one internal vertex *y (ry, the face

—_—

is diffeomorphic to ¥ (R™) X z(rn rrt2y Cyry. Choose an internal vertex v of T
For [u] € C/’V(\p), define [u'] € C/'V(\p) as the class of the map «' such that, for
any vertex w, u'(w) = 2u(v) — u(w). Then the map T': (¢, [u]) € Oyr)Cr(¥) —
(c,[W]) € Ov)Cr(v) is a diffeomorphism. The sign of its Jacobian determinant
is (—1)@1N0+2) = 1 since n is odd. It is easy to check that G.go T =
(—Idgne)) © Ge s for any edge e. O

Since (aj — au, 81 — B1) has the sphere factorization property, (@eq)iay ¢y (v)
reads G s"(0.), where, for any edge e, 6. is an antisymmetric form on the sphere.
Then, Lemmamyields T*<<@670)|3V(F)CF(¢)) = G&s*((—ldgn(e))*(@e)) = _((’De:U)W\/(F)CF(W'
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Then,

5V(F)](F7 o) = w(l', o, ¢)|6V(F>Cr(w)

/3\/(1“)6}(1/))

- o T* (:& F? 0-7 w
Ay Cr(¥) ( ( )|8V(F)CF('¢'))

= _ 1\ Card(E(T) ~
B av(r)cr(w)( 1) W(F’U’q’z))W\/(F)CF(W

= —dymyI(I',0,9) since Card(E(T)) = 2k.

Eventually, this implies that dy ) I(I', 0,v) = 0.

5.7.2.3 Hidden faces

Lemma 5.7.6. Let Hi(T') be the set of hidden faces such that at least one of the
following properties hold:

o I's is non-connected.

e ['s has at least three vertices, I's has a univalent vertex vy, and, if this vertex
is internal, then its only adjacent edge ey in I'g is internal (as in Figure .

For any face 0sCL(v) in H1(T), dsI (T, 0,¢) = 0.

S . S S
* Vo 60U1 Vo 60’01 o Vo 60’01

Figure 5.7 — The second property in the definition of #H;(I")

Proof. 1f T'g is not connected, this is Lemma [5.7.4

If I's is connected, we have a univalent vertex v as in Figure 5.7 There is
a natural map 9sCp(¢) — CPp Xzmn g2y XCs\(ue}. Let 0: dsCr(v)) — Q =
(CFp Xz®n rr+2) XC?\{TO}) x S™¢0) denote the product of this map and the Gauss
map G, s. As in the similar lemmas of the previous subsection, for any edge
whose ends are both in .S, G, ¢ factors through ¢, and for any other edge, p. factors
through ¢. Then, all the forms @, , are pullbacks of forms on @) by ¢, and @ (T, o, ¢)
also is. The hypotheses of the lemma imply that dim(Q) < dim(9sCp(v)), so
dsI(T,0,1) = 0. O
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Lemma 5.7.7. Let H3(T") denote the set of hidden faces that are not in H1(I") and
such that I's contains a bivalent vertex v, which is trivalent in I', and which has
one incoming and one outgoing edge in I's, which are both internal if v is internal.

For any face 0sCp(¢) in HS(T), 6sI(I',0,v0) = —dsI(I',0 o p,v), where p

denotes the transposition of e and f.

Figure 5.8 — Hypotheses of Lemma m

Proof. Let e and f denote the incoming and the outgoing edge of v in I'g, and let
a and b denote the other ends of e and f, as in Figure [5.8[']

Let T be the orientation-reversing diffeomorphism of dsCp() defined as fol-
lows: if (¢, [u]) € OsCr (), let u': S — R"™ be the map such that, for any w € S,

, u(w) if w # v,
w(w) = { u(b) +u(a) —u(v) if w=wv,

and set T'(c, [u]) = (¢, [¢/]).
For any g € E(T'), pg o T = pp(g), so that

T*((@(T, 0,9))jasc @) = (@I, 0 0 p,1))pscp (),
and thus dgI(T",0,1) = —dsI(T, 0 0 p, ). O

Lemma 5.7.8. Let H5(T') be the set of hidden faces that are neither in H,(T) nor
in H3(T). For any face dsCr(v) in H(T), we have the following properties :

e [f S contains the head of an external edge, then it contains its tail.
e [fS contains a univalent vertex, then it contains its only adjacent vertex.

In particular, S necessarily contains at least one vertex of the cycle, but cannot
contain all of them, since it would imply S = V(I).

Proof. Let 0sCp(¢) be a face in H5(I"). The second point directly follows from the
connectedness of I's. Let us prove the first point. Let e = (v, w) be an external
edge with w in S.

'Note that we may have a = b.
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e If e is a leg, we have three possible cases:

— If the two neighbors of w in the cycle are in S, then v is in S. Indeed,
otherwise S would contain a piece as in Figure [5.§

— If S contains one of the neighbors of w in the cycle, then v € S. Indeed,
otherwise S would contain a piece such as in the two first pieces of

Figure 5.7

— If none of the neighbors of w in the cycle are in S, then I'g is not
connected, which is impossible.

e Otherwise, e is an external edge of the cycle, and we have two possible cases:

— If w is bivalent, then it has two neighbors v and w'.

x If w € 5, then v € S: otherwise, we would have a piece as the
third one of Figure [5.7]

x If w' & S, then v € S because of the connectedness of I'g.
— Otherwise w is trivalent, and external.

x If its two other neighbors than v are in S, v is in S: otherwise, we
would have a piece as the first one of Figure [5.§]

x If S contains one of these two neighbors, v is in S: otherwise, we
would have a piece as the first one of Figure [5.7]

* Eventually, if none of these two neighbors are in S, v is in .S because
of the connectedness of I'g. O

Lemma 5.7.9. Suppose that OsCr(¢) is a face of H5(T') and that S contains at
least one external vertex.
Then, there exists a transposition p of two edges such that dsI(I,o,1) =

—0sI(T, 00 p,1)).

Proof. Choose an external vertex of .S and follow the cycle backwards until getting
out of S. Let d be the last met vertex in S. It follows from the previous lemma
that d is an internal vertex, with an incoming internal edge coming from V(I") \ S.
From d, move forward along the cycle, and let vy be the first seen external vertex.
There are two incoming edges in vy, one coming from a univalent vertex b, denoted
by f, and one coming from a bivalent vertex a, denoted by e (we may have a = d).
Let Sy be the set of vertices of the cycle between d and a, with their univalent
adjacent vertices. The obtained situation is like in Figure [5.9|
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o0 J °
DU S ¥ A N
Yo € :

Figure 5.9 — Notations for the proof of Lemma m

Then, if (¢, [u]) € 0sC(¢), let v’ denote the map such that, for any w € S,

u(a) if w="b,
uw'(w) =1 u(w)+u(b) —ula) if we Sy,
u(w) otherwise,

and define an orientation-reversing diffeomorphism 7": 9sC(¢)) — 0sCr(¥) by
the formula T'(c, [u]) = (¢, [¢/]). Thus, if p denotes the transposition of e and f,
we have p, o T' = p,(,) for any g, and we conclude as in Lemma [5.7.7 O]

Lemma 5.7.10. Suppose that the face OsCr(v)) is in H5(T'), and that T's contains
no external vertex. Then, it contains at least one of the following pieces:

e Two non adjacent external edges with their sources a and b univalent in I'g
(not necessarily in T").

e A sequence of one external, one internal and one external edge, as in the

second part of Figure[5.10.

e A trivalent internal vertex with all its neighbors.

In all of these three cases, we have a transposition of two edges p such that

(55[(F,0’,77/)) = —(SS](F7O' o) p,@/))

Proof. Figure [5.10] describes the three possible cases of the lemma, and we use its
notations.

S S
ea ohb S d

e\\.C (;//f Q\C ’.d ‘7711)
f

e b.- /
a
‘o ¥ c

Figure 5.10 — The three behaviors of Lemma [5.7.10
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Let p be the transposition swapping e and f. The involution T is defined by
T(c,u]) = (¢, [v']) where, for any vertex w € S :

e In the first case,

u(e) + u(b) —u(d) if w=a,
u'(w) = S u(d) +u(a) —u(c) if w="0,
u(w) otherwise.

(d) —u(b) if w=a,
(d) —u(a) ifw=0>,

u(w) otherwise.

e In the third case,

u(c) +u(d) + u(a) — 2u(b) if w=a,
u'(w) = S u(e) + u(d) — u(b) if w="0,
u(w) otherwise.

As in the previous proofs, T' reverses the orientation, and p, o T' = p,4) for any
edge g of I's. O]

For a given T, set Ha(T') = H3(I') U HS(T). For any OsCr(1) in Ho(T), define
the involution o — ¢* of Lemma as follows: put a total order on non-ordered
pairs of {1,...,2k}. If there is a v as in Lemma m choose the one minimizing
{o(e),o(f)}, and set 0* = g op as in the lemma. Otherwise, if there is an external
vertex in .S, choose one such that the outgoing edge is of minimal o, and proceed
as in Lemma [5.7.9| setting 0* = o o p. Otherwise, if there are two edges e and f
as in the first case of Lemma [5.7.10] choose the pair that minimizes {o(e), o(f)}.
If not, and if there is a piece as in the second case, choose the one with minimal
{o(e),o(f)}, and otherwise, there is a piece as in the third case: take the one
of minimal {o(e),o(f)}. In these last three cases, set ¢* = o o p where p is the
transposition of e and f.

5.7.2.4 Principal faces

It only remains to study the principal faces, which are the faces such that the ends
of an edge e collide, and where this edge is the only edge between its two ends.

Then, 9.Cp(¢) = C . x S™©), where

(c) = n — 1 if the ends of e are both internal,
"ETY n+ 1 otherwise.
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Choose this diffeomorphism in such a way that the Gauss map reads as the sec-
ond projection map pr, in the product, and orient C’gep in such a way that this
diffeomorphism preserves the orientation.

Lemma 5.7.11. If o(e) = 1, and if e is either an internal edge or an external
edge with at least one external end, then 6.1(T",0,1) = 0.

Proof. For any edge f # e, the map p;y factors through pr;: 9.Cp(¢v)) — C§ .

Then @(T', o, @Z))Ia C () = Weo A A pri(0s,), where 6, are forms on C’ggr.
o FEB(D).f#e
But we have

deg ( A\ 9f,a) = dim(9sCp(¥)) — (n(e) — 1) = dim(C5p) + 1,
FEE(T),fe

since m(e) = n(e) under the hypotheses of the lemma.

Then, deg ( A 0f70> > dim(C§ ), and 6.I(I',0,1) = 0. m
feE), f#e

Lemmas [5.7.12] to [5.7.16] are proved after the statement of Lemma [5.7.16]

Lemma 5.7.12. Suppose that I looks as in Figure|5.11) around e.

Ve

€
YW

—

f g

Figure 5.11

Let T* denote the BCR diagram where this part of T' is replaced as in Figure[5.13

Figure 5.12

If (o)) — oy, By — B1) has the sphere factorization property, or if o(e) # 1, then
S I (T, 0,0) = =0+ I(T*, 0%,1)), where o* is naturally induced by o.

In all the remaining cases, o(e) # 1, since the numbered faces with o(e) = 1
are all studied by Lemmas [5.7.11{ and [5.7.12]
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Lemma 5.7.13. Suppose that I' looks as in Figure around e.

Figure 5.13

Let T denote the BCR diagram where this part of I' is replaced as in Figure|5.14).

Figure 5.14

If o(e) # 1, then 0.1(T',0,1) = =0+ I(T'*,0*,4), where o* is naturally induced
by o.

Lemma 5.7.14. Suppose that I' looks as in Figure around e.

Figure 5.15

Let T* denote the BCR diagram where this part of T is replaced as in Figure[5.16

Figure 5.16

Ifo(e) # 1, then 6. 1(1',0,v¢) = = I(I'*, 0%, 1)), where c* is naturally induced
by o.

Lemma 5.7.15. Suppose that I' looks as in Figure around e.
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e

g
YV W
——0 - - >
e

f
Figure 5.17

Let T'* denote the BCR diagram where this part of I is replaced as in Figure|5.18.

Figure 5.18

If o(e) # 1, then 6.1(T,0,v) = —0e1(I'*,0%,4), where o* is naturally induced
by o.

Lemma 5.7.16. Suppose that I" looks as in Figure|5.19 around e.

Xe Ve Xeg Yo
fi. g, fi g,
vV YW \% W
o—— -- -- - = >

Figure 5.19

If o(e) # 1, then 0.1(T',0,1) = —0.1(T', 0 0 p,1)), where p is the transposition
of f and g.

Proof. Let us prove Lemma [5.7.13] and explain why it is possible to deal with
o(e) =1in Lemma(5.7.12| Lemmas|5.7.14]and |5.7.15are proved similarly. Lemma

is proved as Lemma (for example), using the orientation-reversing
diffeomorphism that exchanges x and y.

In Lemmal5.7.13] we have 0.Cp(v) = C§ 1 xS"™! and 0= Cr- (1) = —C§ p xS™H
since the graphs 0.I' and J.-I'* are identical, and one can check by computation
that the orientations are different, as in the second row of Figure [5.20 For any
edge h # e of I or I'* the maps pp: 0.Cr(¢p) — C. and pj: 0Cr« () — C.
factor through the maps pr,: 9.Cr(¢)) = Cy and pry , : 9-Cr-(1)) = C3p. The
maps G o p. and G, o pe~ are exactly the maps pry: 0.Cr(¢)) — S*! and
pPry,: O Cr«(¢) — S"*1. Then, one can write @(T',0,v) = pri(A) A prj(wa,,,)
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and &(T*, 0%, ) = prj (A) A prs . (ws,,,) for some form A on CF .. This implies
that

56[(1_‘7 7 w) - /Cger ()\ /Sn—l wa(’(e)) B /Cger A= Cs.r ()\ /Sn+1 w’BU(e)) - _56*[(F 7 ’w)’

where the minus sign comes from the identification 0-Cr (1)) = —C§ - x S"*1.
This proves Lemma [5.7.13]

In the proof of Lemma we can similarly prove that @(T', o,v) = pri(A) A
pry(pe) and ©(I*, 0*,¢) = pr} (X) Aprs,(ie) where X is a form on Cf | and where

o wﬁa(e) if (7(6) 75 1,
fe = ny if o(e) =1 and (o] — a1, 5] — (1) has the sphere factorization property,
so that ©(T', 0,v) = (I, 0%, ¢). Since both faces are diffeomorphic with opposite
orientations, d.I(I', 0,1) = = I(I'*, 0%, 1)).

Figure describes the different orientations used to check Lemmas [5.7.12]
t0|5.7.15, where ' denotes the wedge products of the €, on the external edges h

not named on the pictures, dY, — 47\1 Y7, and dX, — "/+\12 dX. 0
Lemma | (') /() Q(Cs,r) Q(Cs,r+)
5.7.12 1 ()Y, Y (T Y,
5713 1| e, 0, Q| e(I)aY., 9, O
5714 1| eD)AY,dY,Qp @ | —(T)dY,dY,Q, o
5715 11| e(D)AY,dY,Qp, @ | —e(I*)dY,dY,Qy, &

Figure 5.20 — Face orientations

5.8 Proofs of Theorem [5.6.2] and Proposition
5.2.18]

A topological pair (X, A) is the data of a topological space X and a subset A C X.
A map f: (X, A) — (Y, B) between two such pairs is a continuous map f: X — Y
such that f(A) C B.

If (X, A) and (Y, B) are two topological pairs, [(X, A), (Y, B)| denotes the set
of homotopy classes of maps from (X, A) to (Y, B).

Lemma 5.8.1. Let M° be a parallelizable asymptotic homology R"*2, and fiz a
parallelization 19 of M°. For any map g: M° — SO(n + 2) that sends B2, to the
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identity matriz I, o, define the map ¥(g): (z,v) € M° x R"™ — (x,g(z)(v)) €
M° x R™2,
The map
[(M°, BS,), (SO(n +2), Int2)] — Par(M°)
9] = [roov(g)]

is well-defined and is a bijection.

Proof. The lemma would be direct with GL;},,(R) instead of SO(n + 2), and
SO(n + 2) is a deformation retract of GL;, ,(R). O

A homology (n + 2)-ball is a compact smooth manifold that has the same
integral homology as a point, and whose boundary is the (n + 1)-sphere S"*1.
We are going to prove the following theorem, which implies Theorem |5.6.2

Theorem 5.8.2. Let B be a standard (n+2)-ball inside the interior of a homology
(n+ 2)-ball B(M). For any map f: (B,0B) — (SO(n + 2), I,12), define the map
I(f): (B(M),0B(M)) — (SO(n +2), I,4+2) such that

1) = { 10 T e

I, o otherwise.

Then, the induced map

[(Ba aB)’ (SO(TL + 2)’ ]n+2)]
/]

18 surjective.

(B(M),0B(M)), (SO(n +2), I2)]
()]

N
—

In order to prove this theorem, we are going to build a right inverse to this
map. To a map f: (B(M),0B(M)) — (SO(n+2), I,4+2), we will associate a map
g homotopic to f, such that g(M \ B) = {12}

Lemma 5.8.3. Let (Y,yy) be a path-connected pointed space with abelian funda-
mental group, and let B(M) be a homology (n+2)-ball. Let f: (B(M),0B(M)) —
(Y, yo) be a continuous map. Then, f is homotopic to a map g that sends the com-
plement of B to yo, among the maps that send OB(M) to yq.

Proof. In this proof, "homotopic" will always mean "homotopic among the maps
that send 0B(M) to yp."

Fix a triangulation 7' of (B(M),0B(M)), and denote by T") its k-skeleton.
The first projection map p: B = B(M) x Y — B(M) defines a trivial bundle
over (B(M),0B(M)). Set fo: x € B(M) — (z, f(x)) € Band f1: z € B(M)
(x,y0) € B. Since HY(B(M),0B(M),Z) = 0 for any 0 < ¢ < n + 1, the groups

81



CHAPITRE 5. GENERALISATION DES INVARIANTS DE
BOTT-CATTANEO-ROSSI

HY(B(M),0B(M), m,(Y, o)) are also trivial. Obstruction theory defined by Steen-
rod in [Ste99], or more precisely in Theorem 34.10, therefore guarantees the exis-
tence of a homotopy between fy and a map fa such that (fa) e+ = (f1)|T<n+1>
among maps from B(M) to B that coincide with f; on dB(M). This implies that
f is homotopic to a map ¢ that maps 7™V to y,.

It remains to prove that ¢ is homotopic to a map that sends the complement
of B to 4. Let U be a regular neighborhood of 7). Up to a homotopy, assume
that g sends U to yo. There exists a ball V' such that U UV = B(M) and such
that V' contains B. Then, g maps the complement of V' to yg. Since V is a ball,
and B a ball inside V', g;y is homotopic to a map that sends V' \ B to y,, among
the maps that send OV to yy. This implies Lemma [5.8.3] O]

Then, any element of [(B(M),0B(M)),(SO(n + 2), I,+2)] can be represented
by a map f: M° — SO(n + 2), such that f(B(M)\ B) = {[,.2}. This proves
Theorem [5.8.2] and therefore Theorem [5.6.2]

Proof of Proposition[5.2.18, We are going to prove that the connected sum of any
asymptotic homology R"*? with itself is parallelizable in the sense of Definition
B21l

As in the previous proof, obstruction theory shows that for any ball B inside
the interior of B(M), there exists a parallelization on B(M) \ B that coincides
with the standard one on OB(M) = dB2, C R™™, and that the obstruction to
extending it to a parallelization as in Definition lies in the cohomology group
H"(B(M),0B(M), 7, 1(SO(n+2), Ii19)) = 7y 1(SO(n + 2), Ii10).

This group is known (see for example [Ker60]) and, for any n > 1:

e If nis even, then m,1(SO(n + 2), I,,42) is infinite.
e The groups m(SO(3), I3) and 74(SO(7), I7) are trivial.
e Ifn+2=1 mod 8, then 7,,1(SO(n +2), I,12) = (Z/27Z)>.
e In any other case, m,+1(SO(n +2), I,,12) = Z/27Z.
This proves Proposition [5.2.18 and yields the following remark. O]

Remark 5.8.4. Any asymptotic homology R? or R is parallelizable in the sense
of Definition [5.2.11

5.9 Proof of Theorem [5.2.17: additivity of Z;

Recall that G is the Gauss map Co(R"™) — S*~1. In this section, G.,s denotes the
Gauss map Cy(R"™2) — S,
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The proof in this section is an adaptation to the higher dimensional case of the
method developed in [Les20l, Sections 16.1-16.2]. Important differences appear in

Section [5.9.1]

5.9.1 Definition of extended BCR diagrams

Fix an integer k > 2, and let 44,1 © € R™ < (0,0, ) € R"™ be the trivial knot.

For any (I',o) € G, and any S; U Sy € V(I'), define the graph I'g, g, as
follows: remove the edges of I' between two vertices of S} or two vertices of S5.
Next, remove the isolated vertices. Eventually blow up the obtained graph at
each vertex of S U Ss, by replacing such a vertex with a univalent vertex for each
adjacent half-edge on the corresponding half-edge. Note that the corresponding
half-edges do not meet anymore in I's, g,. Let S; denote the set of all the vertices
in I's, g, coming from a (possibly blown-up) vertex of S; in I'. The graph I's, g, is
endowed with a partition Sy LI .Sy U (V(T) \ (S1 U S2)), and its edges are the edges
of I' that do not have both ends in S; or both ends in S,.

Figure [5.21] shows an example of the obtained graph I'y, s, .

Sa
Figure 5.21 — Construction of I'g, g, for some degree 5 BCR diagram

Since any edge of I'y, 5, comes from an edge of I', the numbering o induces
a map s, s,: E(ls,.s,) = {1,...,2k}. Set ; = (0,0,...,0, %) as in Section
5.2.9. One can associate the configuration space

C|V(F51,52)\(§1u§2) IS IIIJeCtIVG

and does not take the values {2; or s,
c(Vi(T) \ ((Sy 1 S5) N VA(T))) C i (R™),
c(51) = {}, ¢(S2) = {2}

to the obtained graph T'g, g,. As before, ¢;: R" — R™*? denotes the map such

that c;(rg, s,) = Ywriv © ¢ This space admits a compactification C’pSLSQ (Y1rin) as
in Section such that for any e = (v, w) € E(I's, s,) the map

CgSLSQ (wtriv) =3¢ V(FSLSQ) - Rn+2

ci(w)—ci(v)  if o int ]
0. 0 . Tow) oo if € is internal, (@)
Gorce CFSl’SQ (Yirio) = {m if e is external, €5
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extends to a smooth map G,: CFsl, 5 (Viriv) — S™e) . For simplicity, we will simply
denote this compact space by Cry, 4 in the following.

Lemma 5.9.1. For any (T, 0) € Gy and any S; U Sy € V(T),
dim(Crg ) < Y nle).

eeE(FSI,SQ)
Furthermore, this inequality is an equality if and only if S; = Sy = (.

Proof. We use the same method as in the proof of Lemmas[5.2.9 and [5.7.2 Split
any edge of I'g, s, into two halves e_ and e, and assign an integer d(es) to each
half-edge e, as follows:

e if e. is adjacent to a vertex of Sy LISy, d(ex) = 0,
e otherwise, d(ey) is the integer d(ey) of Lemma [5.2.9

Note that for any vertex v,

0 ifve 31 U gg,
> d(es) ={n if v is internal and v € S; U S5,
e adjacent to v n+2 if vis external and v € S; U S,.

This implies that > (d(ey) +d(e_)) = dim(Crg, 4 ). This construction also
EEE(F51752) ’

ensures that d(e_) 4+ d(ey) < n(e) for any edge e = (v, w), with equality if and
only if (v,w) € (V(I's,.s,) \ (S1 U S2))? or if e is an internal edge coming from
V(Ts,.s,)\ (S1USs) and going to S;LIS,. This proves the inequality of the lemma.

Let us prove that the inequality is strict when S; LI Sy # (. In this case,
S1 LS, # 0, so there exists an edge e with one end in S; U S, and the other
one in V (T, 5,) \ (S1 U Sy). If there exists such an edge that is not an internal
edge going from V(T's, s,) \ (S1 U Ss) to Sy LSy, it satisfies d(e_) + d(ey) < n(e),
and the inequality of the lemma is strict. But if there is an internal edge from
V(Ls,.5,) \ (S1USs) to Sy U Sy, neither Sy LI Sy nor V(T) \ (51 U S2) contains
the whole cycle of I'. This implies that there is at least one edge from S; LI Sy to
V(Ts,.5,) \ (S1USs), and concludes.

If Sy U Sy = 0, the inequality of the lemma is an equality, since I'yg =T. [

Corollary 5.9.2. For any (', S1,Ss) as in Lemma and any numbering o of
I', define the maps

GF51 Sy : CF51 Sy — I Sn(e)
ecE(Tsy,s,5)
¢ = (Ge(c))eéE(Fsl,sg)
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and
WFSI,SQ o (Snfl % Sn+1)2k — 11 Sn(e)
eGE(FSl’S2)

(XL XM i = (X:((:)))GEE(FSI’SQ)

For any maps €, {1,...,2k} — {£1}, set

Té’é/; (Sn—l X Sn+1)2k N (Sn—l X Sn+1)2k
(X7 X hicor = EOXTTLEOXT icicor

For any (T, 0,51, S9,8,2"), the set Tz (71'1*5175270_1 (GF51,52 (CFSI,SQ))) is a closed
subset with empty interior of (S*~1 x S"1)%,
Then, Ok = ﬂ ((Snfl X Sn+1)2k \ Té,é/_l (71’1‘517527071 (GFSLSz (CF51,32)>)>

F7SI 752 7U7é7‘§/

is an open dense set of (S"71 x S"1)%k,

Proof. Since Cry 4 is compact, Grg o (Cpsl’ 52) is compact and therefore closed.
Let us prove that its interior is empty.

If S;US, # 0, Lemma and the Morse-Sard theorem ensure that the image
of Grg, 4, has empty interior, since the target of this map has greater dimension
than its source.

If S; U Sy =0, Gr,, 1s a map between two manifolds of same dimension. Let
R™ act by translations along {0}* x R" € R""* on Cr, ,(¢trs). The map Gr,
factors through the quotient map of this action. Using the Morse-Sard theorem,
this again implies that the image of Gr, , has empty interior.

Then, Gry, g, (Cpsh 52) is always closed with empty interior. This implies that
T 5175270—1 (GF51152 (Cp . 32)) is also clpsed with empty injcerior since mrg 4 o IS an
open map. Since T} o is a diffeomorphism, the first assertion of the lemma follows.

Then, O, is a finite intersection of open dense sets in the complete metric space
(S*=1 x S**1)2% The lemma follows from the Baire category theorem. [

Lemma [5.9.2] which is used in Section to prove Theorem [5.2.17, also
yields a proof of the following result.

Corollary 5.9.3. For the trivial knot Vi, Zk(Virin) = 0.

Proof. Because of Corollary O is non empty. Fix (X1 X" cico €
Op. Compute Z; with the propagating chains A; = %G_l({—X{“l, +X7'}) and
B; = 3G ({—X]", +X]"*'}). The definition of Oy implies that the intersection
numbers in Theorem [5.2.13] are all zero. ]
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5.9.2 An extension of the Gauss map

Let (M7, ;) and (My, 73) be two parallelized asymptotic homology R"™2. Fix two
knots ¢y : R™ < M7 and ¢9: R® — M3, and an integer k > 2.

Fix n € (0, %), and let BZ, , be the complement in R"*2 of the open balls B}
and B?] of respective centers ; = (0,...,0,—1) and Q, = (0,...,0, 1) and radius
7.

Glue Bg,, and the two closed balls B(M;) and B(Ms) along 9B} and 0B;.
In this setting, B,(M;) and B, (M) denote the images of B(M;) and B(Ms),
since they 'replace" the balls B% and Bg. The obtained manifold M° identifies
with M7gMs and comes with a decomposition B3, , U B,(M;) U B, (M) and a
parallelization 7 naturally induced by 7y, 75, and the standard parallelization of
BZ,,, € R™? up to homotopy. Forn < r < 3, B.(M;) denotes the union of B, (M;)
with {z € BS, , | d(z,Q;) <r}.

Definition 5.9.4. Let x,: [0,37] — Ry be a smooth increasing map such that
x=1({0}) = [0,n] and x,([2n,3n]) = {1}. Let w: M7tMy — R™"2 be the smooth
map such that, for any x € MPiMs,

T if x € B

00,21
Ql if v e Bn(Ml)a
m(x) =< Q9 if z € B,(M,)

O+ xalle = )z — Q) if 7 € Boy(My) \ By(My),
0+ X[l = l[). (2 — Q) i 2 € Bog(My) \ By(My).

Set Co(Bay(M;)) = py, ' (Bay(M;)?), and set D(G,y) = (Co(M°)\(Co(Bay (M:))U
Co(Ba,(Ms)))) UUM?®. Define the analogue G,,: D(G,,) — S™*! of the Gauss
map as the map such that for any ¢ € D(G,,),

G () = A= if ¢ = (,y) & Ca(Bay(My)) U Cs(Bay(My)) U UM,
’ G- (c) if ce UM"®.

Note that this map is such that (G.;) |0y (B 2y) = (Geat)|Co(Boo.2y) a0 (Grp)jocs(10) =
G,.

5.9.3 Proof of the additivity

Define the distance on (S"~! x S"*1)2* given by the maximum of the Euclidean
distances on each spherical factor. For d =n +1, set Sf = {X € §¢ | X4,1* < 1}.
Let O}, denote the intersection Oy N (S}~! x SP1)2%. Corollary ensures that
O, is a non-empty open set.
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Fix (X', X)) € O}, and 1 > § > 0 such that the ball of radius 95 and
center (X1, X) in (S~ x S"*1)% is contained in O}, Choose 7 > 0 in Section
such that 5 < ()%,

Proposition 5.9.5. For any 1 <i < 2k, fix a closed antisymmetric (n + 1)-form
wgp, on S™ with total mass one, and with support contained in the union of the
two balls of center =X and radius §.

For any 1 < i < 2k, there exists an external propagating form [; such that
(B ip(ar = G7(ws,)-

Furthermore, Bi|B%(M1)><B%(M2) =0 and BﬂBi(Mg)xB%(Ml) =0.

For any 1 < i < 2k, fir a closed antisymmetric (n — 1)-form w,, on S"!
with total mass one, with support contained in the union of the two balls of center
+ X" and radius 6, and set o; = G*(w,, ).

Then, g5, (M) xp=1(8; (M2)) = O and Qijy=1(, () xp=1(By () = 0, where

¥ = h1fys.

Proof. Let us first construct the forms ;. First note that the condition on the
restriction is compatible with the property of being a propagating form since
(Grn)joca(mey = G- It remains to prove that the closed form G, (ws,) on D(G ;)
extends to a closed form on Cy(M°). It suffices to prove that the restrictions to
802<BQW(M1)) and to 8C2(BQW(M2)) extend to CQ(BQH(M1>) and to CQ(BQTI(MQ))
as closed (n+1)-forms. Note that Cy(Ba,(M;)) is diffeomorphic to Cy(M7). Then,
Lemma yields H"2(Cy(Bay,(M;)), 0Cs(Bay(M2))) = 0 and implies the exis-
tence of the form ;. Since the support of wg, is contained in S}, the restriction
Bilgy (my)xB, (M) = 0 vanishes. The same argument proves the similar assertion
1 1

about «;. O
We are going to prove the following proposition, which implies Theorem [5.2.17]

Proposition 5.9.6. Fiz propagating forms (o;)1<i<or and (5;)1<i<or as in Propo-
sz’tz’onm and set F' = (ay, Bi)1<i<ak. Then, for any (I',0) € Gy,

IF(Pa g, wlﬂwQ) = IF(F7 g, %) + [F(Fv g, ¢2>
Proof. Fix (I',0) € Gy. For 1 < j < 2k + 1, set r; = 1(2)*+177 and note that
re+ e+ r; < %T’j_ﬂ < (5Tj+1 and that Tok+1 = %
A coloringisamap x: V(I') — {(1,1),...,(1,2k) }U{(2,1),...,(2,2k) }U{oo}.
For a given coloring x, define U(x) as the set of configurations in Cp(vf1)2) such
that:

o If x(v)
B2r1 (M2

= (1,1), then ¢(v) is in By, (M), and if x(v) = (2,1), ¢(v) is in
).
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o If x(v) € {(1,1),(2,1)}, then ¢(v) is neither in B, (M) nor in B,,(Ms). In
particular, since 21 < ry, c(v) € B, C B, ,,, and it makes sense to use
the Euclidean norm of R™"? for such vertices.

o If x(v) = (i,2) (for some i € {1,2}), then ¢(v) € By, (M;), and there exists
a vertex w, adjacent" to v, such that y(w) = (i, 1).

o If x(v) = (4,5 + 1) for some 2 < j < 2k — 1, then there exists a vertex w
adjacent to v, such that y(w) = (¢,7) and ||c(v) — c(w)|| < 2rj41.

o If x(v) = oo, and if there exists a vertex w adjacent to v such that y(w) =
(i, 1), then ||c(v) — Q] > ro.

)
o If x(v) = oo, and if there exists a vertex w adjacent to v such that y(w) =
(4,7) with j > 1, then |[|c(v) — c(w)|]| > rj11.

Note that if ¢ € U(x), and if x(v) = (4, 5), ¢(v) € Bop 120, (Mi) C Basr, (M)
In the following, if e is an edge which connects two vertices v and w, such that
x(v), x(w) & {(1,1),(1,2)}, the distance ||c(v) — c(w)]|| is called the length of e.

Lemma 5.9.7. The family (U(X))ycotoring defines an open cover of Cr(i11)s).

Proof. The fact that the U(x) are open subsets is immediate. Let us prove that
any configuration is in at least one of these sets. Fix a configuration c.

First color all the vertices v such that ¢(v) € Ba,, (M;) with x(v) = (i, 1).

Next, for i € {1,2}, color with x(w) = (i,2) the vertices w adjacent to those
of color (i,1) such that ¢(w) € By, (M,).

Next, for any 2 < j < 2k — 1, define the vertices of color (7,j + 1) inductively:
when the vertices of color (7,j) are defined, color with (i,j + 1) the vertices v
which are not already colored, and such that there exists an edge of length less
than 2r;,; between v and a vertex w colored by (4, j).

With this method, no vertex can be simultaneously colored by (1,j) and
(2,7"). Indeed, the construction above ensures that any vertex colored by (i, )
is in Bos,,, (M;). Since 20r;1; = 63(2)*77 < 15 < 1 we have Bos,,,, (M;) N
Bosr,, (M;) = 0, which concludes.

Setting x(v) = oo for all the vertices that remain still uncolored after this
induction gives a coloring such that ¢ € U(y). O

We are going to use the following two lemmas in the proof of Theorem [5.2.17]

Lemma 5.9.8. If x is a coloring such that there exists an edge between a vertex col-
ored by some (1, j) and a vertex colored by some (2, j'), then w® (T, o, Y182 |u(y) =
0.

12

i. e. such that there is an edge that connects v to w.
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Lemma 5.9.9. If x is a coloring such that at least one vertex is colored by oo,
then WF(Fv g, w1ﬁ¢2)\U(X) =0.

Proof of Proposition assuming Lemmas[5.9.8 and[5.9.9

First note that these two lemmas imply that I7 (T, o, ¢1#102) = [i; w" (T, 0, ¥ fds)
where U is the union of all the U(x) where y is a coloring such that no vertex
is colored by oo, and no edge connects two vertices colored by some (1,75) and
(2,7"). By construction, since I' is connected, such a coloring y takes only values
of the form (1, j) or only values of the form (2, j). Let U; be the union of the U(x)
such that x takes only values of the form (1, j) and similarly define Us, so that
U = U, U U,. This implies that

IF(RU»%JWQ) :/ WF(RQ%WJQ)"'/ WF(R@%W’Q)-
U1 Us

Note that the form (w” (T, o, ¢1t)2)) 1, does not depend on the knot 3_;, since
U; is composed of configurations which send all vertices in B%(MZ-). This implies
that Z(Y1fe) = Fi(11) + Fy(1h2) for some functions F; and F,. For the trivial
knot 44, Corollary directly implies that Fi(¢ui) + Fo(14ri0) = 0. Lemma
5.2.16| implies that:

Zi(n) = Zi(Vilbein) = Fi(1) + Fo(Yriv)

Zk(V2) = Zi(Yrrivtth2) = F1(Yrriv) + Fa(12)
The sum of these two equalities gives Zy(¢1) + Zi(v2) = Fi(¢1) + Fa(¢n) =

Zy.(11#109). This concludes the proof of Proposition hence of Theorem [5.2.17]
[l

Proof of Lemma[5.9.8 Lemma [5.9.8 directly follows from Proposition [5.9.5] since
it implies that if ¢ is in the support of w! (T, o, 11 £1)2), no edge of I' can connect a
vertex of By (M;) and a vertex of Bi(Mg). O

Proof of Lemma[5.9.9 Fix a coloring y that maps at least one vertex to oco. For
Jj € {1,2}, let S; be the set of the vertices of T' colored by a color of {j} x
{1,...,2k}.

Take ¢ € U(x) and suppose that c is in the support of w (", o, 41 #1)5). For any
external edge e = (v, w) of I'g, g,, since p.(c) € D(G,,), there exists a sign &,(e)
such that ||G,,(c(v), c(w)) —5a(e)X§(Jg)1H < 0, and for any internal edge e = (v, w),
there exists a sign £,(e) such that ||G(c;(v), ¢;(w)) — ea(e)XgL(_e)lH < 0.

Lemma 5.9.10. Endow the spheres S™¢) with the usual distance coming from the
Euclidean norms || - || on RM)+1,

Let x be a coloring that maps at least one vertez to oo, and let ¢ € U(x). Define
a configuration ¢y of Cry g, (Y1rin) from c as follows:
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e Ifvis a vertex of S1 inTs, s, co(v) = = (0,0,...,—3).
o Ifvis a vertex of Sy in Ts,.s,, co(v) = Q= (0,0,...,3).
o Ifvis averter of V(Is, 5,) \ (S1USs) =V(T)\ (S1USs), co(v) =c(v).
Then, d(Ge(CD),sa(e)X:((:))) < 99 for any edge e of T's, s,
Proof. The edges of I'g, s, are of four types:
e Those joining two vertices v and w of V(I's, s,) \ (S1 U Sa).
e Those joining one vertex v of V(I's, s,) \ (S1 U S2) and one vertex w of .
e Those joining one vertex v of V(I's, s,) \ (S1 U S3) and one vertex w of Ss.

e Those joining one vertex v of S; and one vertex w of Ss.

We have to check that in any of these four cases, the direction of the edge e
between c¢y(v) and ¢o(w) is at distance less than 99 from €U(€)X:((:)) . We prove this
for external edges, the case of internal edges can be proved with the same method.
Assume that e goes from v to w (the proof is similar in the other case). In this case,
the construction of G, implies that the direction to look at is Geut(co(v), co(w)).
Since c is in the support of w!' (T, o, ¥ #1)s),

m(c(w)) —m(c(v) (ot
|| (c(w)) — m(e(v))]| o )Xd(e)

[Grpfe(u)c0) = 01X = <s

Note the following easy lemma.

Lemma 5.9.11. For any a and h in R™*2 such that a and a + h are non zero

vectors:
a a+h

lall lla + Al

|< 2/ Al
= Tl

Now, let us study the previous four cases:

e In the first case, c¢(v) and c(w) are in BS_,,, then the direction of the edge
is Gegt(co(v), co(w)) = Gege(c(v), c(w)) = G, (c(v), c(w)). Therefore, it is at

distance less than § from ¢, (e) X E}.

e In the second case, w comes from a vertex wy of I' with x(wo) = (1,7),
so co(w) = Q; and co(v) = ¢(v). First suppose j = 1. This implies that
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||m(c(w)) — Q|| < 2ry. Since x(v) = oo, we have || — ¢(v)|| > ro. Then,
using the previous lemma and triangle inequalities:

ww) —al) [
‘HCO(U)—CO(U})H (%o = |Tfeto) — )] ~ = ¥o0
(v) — m(c(w)) vl L) = ew) — wlew))
Tetw) — ()]~ &% +'Hc(v)—szlu Te(w) —(clw ||H
19, — w(ew))]
<02, )]
<5+2%:35<95

Suppose now j > 1. Then || —c¢(w)|| < 26711, and 7(c(w)) = c(w). Since
X(v) = oo, we have ||c(v) — c(w)|| > 7j41. As in the previous computation,
and since § < i, we get

co(v) — co(w) n+1
| o) —caw)]] ~ = %et0
(v) — clw) vl @) — @) ew) - ew)
Te(w) —c(w)]] ~ %0 ]| T | Teo(o) —colw)]] ~ Tle(o) — elaw)] H

121 = e(w)l|
[le(w )—C(U)H

20r;
<Oo+2—— L <05
T]+1

<d+2

e The third case, can be studied exactly like the second one.

e In the last case, note that c(v) € By, ,(M1) = B%( 1) and c(w) €
Ba(MQ) The direction we look at is Gegi(co(v), co(w)) = Gegr(1,Q0) =

(0 0 1) But we have HHWC'U))_% - 50( )X;_L(—Z)l
method yields
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(6 XnJrl

o(e)

HIIQ1 Q2|| |7 (c(v
0 — m(c(v)) —

( ) ’
[[7(c(v)) = m(c(w))l] ) = )l
‘ m(e(®) =D 7T(C(v)) 7T(C(w) H
Im(c(v)) = Q| [[x(c(v)) — m(e(w))]]

<o+ | aron - men = I
< 5 oI ~ Ul lintete D]

o
~~
4
SN—
SN—
:]

192 — Q] || (c(v)) — €|
5 5
<6422 42 1+1 0 0.
MR ( +1+ 7) <9
This concludes the proof of Lemma [5.9.10] O

For any 1 <1 < 2k, set

é@) == é/(l) == 80(0—71(2.)) if e € 051,52 (E(FS1,52))7
1 otherwise.

For any 1 <1 < 2k, also set

— {Ga(e)(co) iti € o(EiTsys): gy _ {GU@( o) ifi€o(Bu(Ts,s)).
! Xt otherwise, pean otherwise.

Lemma nnphes that Y = Te o (Y"1, Y ™)1cicor) is at distance less
than 99 from (X” LX) cicop. So it belongs to O) and then to the set Oy
of Corollary @, which is a contradiction since mpg o o(Tee(Y)) = Grg, s (co)-
This concludes the proof of Lemma [5.9.9|
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Chapitre 6

La torsion de Reidemeister des
nceuds longs comme combinaison
d’intégrales sur des espaces de
configurations

Ce chapitre reproduit la prépublication "The Reidemeister torsion of high-dimensional
long knots from configuration space integrals' [Let20][[] Les résultats sont énoncés
en dimension n > 3, mais tous les arguments sont valables pour n = 1, sauf dans la

démonstration du lemme [6.2.23] dont le résultat est alors 'objet du lemme [4.3.3]
Abstract:

In a previous article, we gave a more flexible definition of an invariant (Zx)ren (0,13
of Bott, Cattaneo, and Rossi, which is a combination of integrals over configuration
spaces for long knots R® <« R"*2 for odd n > 3. This extended the definition
of the invariant (Zy)gemn 0,13 to all long knots in asymptotic homology R"*2, for
odd n > 3. In this article, we obtain a formula for Z; in terms of linking numbers
of some cycles of a surface bounded by the knot and we express the Reidemeister
torsion of the knot complement in terms of (Zi)ren {013, When n =1 mod 4.

6.1 Introduction

In [Bot96], Bott introduced an isotopy invariant Z» of knots S" < R™*2 in odd
dimensional Fuclidean spaces. The invariant reads as a linear combination of

ICette prépublication aura significativement changé aprés la publication du manuscrit de la
these, pour contenir notamment des résultats en dimension 1 et en dimension paire.
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configuration space integrals associated to graphs by integrating some forms as-
sociated to the edges, which represent directions in R™ or in R"*2. The involved
graphs have four vertices of two kinds, and four edges of two kinds.

This invariant was generalized to a whole family (Z)rem jo0,13 of isotopy invari-
ants of long knots R™ < R™*2, for odd n > 3, by Cattaneo and Rossi in [CR05] and
by Rossi in his thesis [Ros02]. The invariant Z; involves graphs with 2k vertices
of two kinds and 2k edges of two kinds.

In [Wat0T7, Corollary 4.9], Watanabe proved that these so-called Bott-Cattaneo-
Rossi (BCR for short) invariants are finite type invariants with respect to some
operations on long ribbon knots. His study allowed him to prove that the invariants
Zy, are not trivial for even k > 2, and that they are related to the Alexander
polynomial for long ribbon knots. He obtained an exact formula for Z, in terms
of the Alexander polynomial for any long ribbon knot.

In [Let19], we introduced more flexible definitions for the invariants Z;. Our
definitions allowed us to generalize these invariants in the larger setting of long
knots inside asymptotic homology R™"? when n is odd > 3.

In this article, we obtain a formula for the generalized 7, invariant in terms
of linking numbers of some cycles of a surface bounded by the knot, which holds
at least when n =1 mod 4. Theorem gives this formula for the rectifiable
knots of Definition [6.2.20] which are particular long knots. More generally, Corol-
lary extends this formula to wvirtually rectifiable knots, which are the long
knots 1 such that the connected sum 1 ---fyp of r copies of ¥ is rectifiable for
some r > 1. Section [6.5|shows that the connected sum of any long knot with three
copies of itself is rectifiable when n =1 mod 4.

In Theorem [6.2.29, we use Corollary to express the Reidemeister torsion
Ty(t), for virtually rectifiable knots, as the following combination of integrals over
configuration spaces:

Ty(e") = exp (— > Zk(w)hk) :

k>2

This formula also determines the invariant Z;, as an explicit function of the Alexan-
der polynomials of the knot. To our knowledge, our induced explicit determination
of (Zk)k>2 is the first complete computation of an invariant defined from configura-
tion space integrals in degree higher than five. Our formula for (Z)x>2 extends and
refines the forementioned result of Watanabe [Wat07, Corollary 4.9] for virtually
rectifiable knots.

In Section [6.2] we first give a self-contained definition of the invariant Z, of
[Let19] using intersection numbers of preimages of propagators, where propagators
are special chains in the two-point configuration space of the ambient asymptotic
homology R"*2, which are presented in Definition . We state all the foremen-
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tioned theorems in this section. Section [6.3 describes how to obtain the formula
for Z, in terms of linking numbers, for rectifiable knots, using some suitable propa-
gators. The details of the construction of such propagators for any rectifiable knot
are presented in Section [6.4] In Section [6.6] we derive the formula of Theorem
for the Reidemeister torsion from Corollary [6.2.25]

I thank my advisor Christine Lescop for her help with the redaction of this
article.

6.2 Definition of (7;);>2 and main statements

6.2.1 Parallelized asymptotic homology R"*? and long knots

In this article, n is an odd integer > 3, and M is an (n + 2)-dimensional closed
smooth oriented manifold, such that H,(M;Z) = H,(S""%;Z). Such a manifold is
called a homology (n+2)-sphere. In such a homology sphere, choose a point co and
a closed ball By, (M) around this point. Fix an identification of this ball B, (M)
with the complement B, of the open unit ball of R"*2 in S"*2 = R"™? U {oo},
such that this smooth identification extends from a neighborhood of B, (M) to a
neighborhood of B, in S"™2. Let M° denote the manifold M\ {oc} and let BS (M)
denote the punctured ball B, (M) \ {oo}, which is identified with the complement
B2, of the open unit ball in R"*2. Let B(M) denote the closure of M° \ B2,
so that the manifold M° can be seen as M° = B(M) U BS,, where B3, C R"2.
The manifold M° endowed with the decomposition M° = B(M)U B, is called an
asymptotic homology R™2.

Long knots of such a space M° are smooth embeddings 1 : R™ < M?° such that
¥(x) =(0,0,2) € BS, when ||z|| > 1, and ¢(x) € B(M) when ||z|| < 1.

Definition 6.2.1. A parallelization of an asymptotic homology R™™2 is a bundle
isomorphism 7: M° x R*"*2 — TM° that coincides with the canonical trivializa-
tion 75: R"2 x R"™2 — TR of TR™2 on B2, x R"™2. An asymptotic homology
R"*2 with such a parallelization is called a parallelized asymptotic homology R™+2.
An asymptotic homology R"*? that admits a parallelization is called paralleliz-
able. Given a parallelization 7 and a point x € M°, 7, denotes the isomorphism

7(z,): R"™2 — T, M°.

6.2.2 BCR diagrams

In this section, we describe the diagrams involved in the definition of the invariant

Zy, which are the BCR diagrams of [Let19, Section 2.2] (Definition in this
thesis).
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Definition 6.2.2. A BCR diagram is an oriented connected graph I', defined by
a set V(I') of vertices, decomposed into V(I') = V;(T") U V.(I'), and a set E(I") of
ordered pairs of distinct vertices, decomposed into E(I') = E;(I") U E.(I"), whose
elements are called edgef], where the elements of V;(I") are called internal vertices,
those of V,(I") external vertices, those of E;(I") internal edges, and those of E.(I")
external edges, and such that, for any vertex v of I', one of the five following
properties holds:

1. v is external, with two incoming external edges and one outgoing external
edge, and one of the incoming edges comes from a univalent vertex.

2. v is internal and trivalent, with one incoming internal edge, one outgoing
internal edge, and one incoming external edge, which comes from a univalent
vertex.

3. v is internal and univalent, with one outgoing external edge.

4. v is internal and bivalent, with one incoming external edge and one outgoing
internal edge.

5. v is internal and bivalent, with one incoming internal edge and one outgoing
external edge.

In the following, internal edges are depicted by solid arrows, external edges by
dashed arrows, internal vertices by black dots, and external vertices by white dots,
as in Figure [6.1] where all the five behaviors of Definition [6.2.2] appear.

Figure 6.1 — An example of a BCR diagram of degree 6

Definition implies that any BCR diagram consists of one cycle with some
legs attached to it, where legs are external edges that come from a (necessarily
internal) univalent vertex, and where the graph is a cyclic sequence of pieces as

2Note that this implies that our graphs have neither loops nor multiple edges with the same
orientation.
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in Figure with as many pieces of the first type than of the second type. In
particular, a BCR diagram has an even number of vertices.

* * b 4
o e I S S E SRR O
Figure 6.2

For any positive integer k, set k = {1,...,k}.
Definition 6.2.3. Define the degree of a BCR diagram I" as deg(T") = Card(V/(I")),
and let G, denote the set of all BCR diagrams of degree k. Note that a degree k
BCR diagram has 2k edges.

A numbering of a BCR diagram T" of degree k is a bijection o: E(T") — 2k.
A numbered BCR diagram is a pair (I', o) where I' is a BCR diagram and o is a
numbering of I'. Let G, denote the set of numbered BCR diagrams up to numbered
graph isomorphisms.

6.2.3 Two-point configuration spaces

Let X be a d-dimensional closed smooth oriented manifold, let co be a point of X,
and set X° = X \ {oco}. We give a short overview of a compactification Cy(X°) of
the two-point configuration space C9(X°) = {(z,y) € (X°)? | z # y}, as defined
in [Les15b, Section 2.2].

If P is a submanifold of a manifold @), such that P is transverse to Q) and 0P =
PN oQ, its normal bundle MNP is the bundle whose fibers are M, P = T,Q /T, P.
A fiber UM, P of the unit normal bundle URP of P is the quotient of DM, P\ {0}
by the dilationsﬂ

Here, we use the blow-up in differential topology, which replaces a compact
submanifold P of a compact manifold ) as above with its unit normal bundle
UNP. The obtained manifold is a smooth compact manifold. It is diffeomorphic
to the complement in () of an open tubular neighborhood of P. Its interior is
Q@ \ (0Q U P), and its boundary is UMP U (0Q \ OP) as a set.

Define the space C1(X°) as the blow-up of X along {oco}. It is a compact
manifold with interior X° and with boundary the unit normal bundle S_ X to X
at oo.

Blow up the point (0o,00) in X?. In the obtained manifold, blow up the
closures of the sets {oo} x X°, X° x {oc0} and Ax. = {(x,2) | z € X°}.

3Dilations are homotheties with positive ratio.
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The obtained manifold Cy(X°) is compact and it comes with a canonical map
py: Co(X°) — X2, Tts interior is canonically diffeomorphic to the open configura-
tion space C9(X°) = {(z,y) € (X°)? | z # y}, and Cy(X°) has the same homotopy
type as C9(X°). The manifold Cy(X°) is called the two-point configuration space
of X°. Its boundary is the union of:

e the closed part p, ' ({(c0, 00)}),

e the unit normal bundles to X° x {co} and {co} x X°, which are X° x S&1X
and ST1X x X°,

e the unit normal bundle to the diagonal A x., which is identified with the unit
tangent bundle UX® via the map [(v,v)](z2) € UN@a)Dxe = v —ul, €
U, X°.

The following lemma can be proved as [Les1bbl Lemma 2.2].
Lemma 6.2.4. When X° = R?, the Gauss map

CHR?Y) — Si1
y—x
(@y) = =
extends to a smooth map G: Cy(R?) — S,

We now define an analogue of G on the boundary of Cy(M°) for any parallelized
asymptotic homology R"*2,

Definition 6.2.5. Let (M°, 7) be a parallelized asymptotic homology R™"*2. Iden-
tify the sphere S M with S"*! in such a way that u € S"*! is the limit when ¢
approaches +oo of the map ¢ € [HlTH’ —i—oo[ — t.u € B3, C R"2. The boundary of
Cy(M°) is the union of:

e the closed part dy 0Ca(M°) = p, ' ({co x oo}), which identifies with the
similar part O 0 C2(R™""?) C Cy(R™2),

e an opeface OsonroCo(M°) = py H({oo} x M°) = STHM x M° = S x M°.
e an open face Opro 0oCo(M®) = pyt(M° x {o0}) = M° x S"+1,
e an open face InCo(M°) = p; ' (Ape) = UMC.

4as a subset of AC5(M°®).
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Define the smooth map G, : dCy(M°) — S"*! by the following formula:

G(c) if ¢ € 0o0,00C2(M°) = Dno 00Co(R"2),
—u if ¢ = (u,y) € Do nroCo(M®) = S™ x M°,

GT(C) = U ife= (I, u) c aMO,ooCQ<MO) — M° x Sn—&-l7
”j{iggu if ¢ = [u], € U,M° C UM® = 95Cy(M®).

In order to simplify the notations, for any configuration in one of the three above
open faces, we write ¢ = (z,y, u) where (z,y) = py(c), and u denotes the coordinate
in the previous definition, which is either in S"*! or in U,M°.

6.2.4 Configuration spaces

Let ' be a BCR diagram, and let M° be an asymptotic homology R"*2. Fix a
long knot ¢: R™ < M°. Let Cp(1)) denote the open configuration space

Cp() = {c: V(I') < M° | There exists ¢;: V;(I') < R such that cviry = Yoc ).

An element ¢ of Cp(¢) is called a configuration. Note that ¢; is uniquely
determined by c. By definition, the images of the vertices under a configuration
are pairwise distinct, and the images of the internal vertices are on the knot.

This configuration space is a non-compact smooth manifold. It admits a com-
pactification C(¢)), which is defined in [Ros02) Section 2.4, pp. 51-61].

Theorem 6.2.6 (Rossi). There exists a compact manifold with ridges and edges
Cr(¥), such that:

e its interior is canonically diffeomorphic to Cp (),

o for any two internal vertices v and w, the map (c € Cr(¥) = (¢;(v), ci(w)) €
CQ(R”)) extends to a smooth map p}, ,,: Cr(¢) — Co(R™),

o for any two vertices v and w, the map (c € CL(Y) = (c(v), c(w)) € C’Q(Z\/["))
extends to a smooth map pf, ,: Cr(¥) — Co(M°),

e for any vertex v, the map (c € Cr(1) = c(v) € C’l(MO)) extends to a smooth
map py,: Cp(v) — C1(M°).

Definition 6.2.7. For any edge f of I', which goes from a vertex v to a vertex
w, Cy denotes the configuration space Cy(R™) if f is internal, and Cy(M°) if f is
external, and py: Cp(¢)) — Cf denotes the map p}, , if f is internal, and p; , if f
is external.
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Orient the space Cp(v) as follows. For any i € n, let dY;” denote the i-
th coordinate form of the internal vertex v (parametrized by R") and for any
i € n+ 2, let dX} denote the i-th coordinate form of the external vertex v (in an
oriented chart of M°). Split any external edge e in two halves: the tail e_ and the
head e. Define a form €., for any half-edge ey of an external edge e, as follows:

e for the head e, of a leg going to an external vertex v, Q., = dX},

o for the head e, of an edge that is not a leg, going to an external vertex v,

0., = dX2,

e for the tail e_ of an edge coming from an external vertex v, Q. = dX? A
A dX;LJr?’

e for any external half-edge e; adjacent to an internal vertex v, ., = dY,' A
o AdY

Let Np;(I") denote the number of internal trivalent vertices, and define the sign
of a BCR diagram as (') = (—1)Nr.i()+Card(Ee(D)) * The orientation of Cp(1)) is
Q) =) A Qe where Q. = Q. AQ, for any external edge e.

e€E.(T)

Lemma 6.2.8. Let Ty be the degree k BCR diagram of Figure[6.35,

61? fg? 53? ‘Zk
&ALLS 25 L
Wi~ W w3 W

Figure 6.3 — The graph T’

Then, —Cr, (1) is oriented by the coordinates (c;(v;), c(w;))jer € (R™ x M°)F.

Proof. For any j € k, let 5 denote the integer

L fit1 i<k
A EERT

First note that ¢(I'y) = 1 since there are 2k external edges and no internal trivalent
vertices. For any j € Kk, {; denotes the leg from v; to w;, and f; denotes the

external edge of the cycle from w; to w;+ as in Figure Set dY,, = 7\ de"j,
i=1
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n+2 .
dX,, = /\ Xm_ and dX,, = A dX,, . We have Q, = dY,, AdX} and Qf =
i=1 I !
dX,. /\dX2 . Then,

k
Qy) = /\ (dY,; AdX,, AdX,, /\dX2 L)

k
= dY,, AdX, AdX,, A A (AXE AdY,, AdX, A dX,) AdXE

Jj=2

k k
= — ANdXZ AdY,, AdX, AdX,) =— A(dY,; AdX,,). O

j=1 7=1

6.2.5 Conventions about orientations and rational chains

From now on, homology groups are taken with rational coefficients unless other-
wise mentioned, all the manifolds are oriented, and their boundaries are oriented
with the "outward normal first" convention. The ordered products of manifolds
are naturally oriented, and this orientation does not depend on the order if the
manifolds are even-dimensional. The fibers of the normal bundle of an oriented
submanifold P of a manifold ) are oriented in such a way that the orientation
of M, P followed by the orientation of T, P is the orientation of T,(). The orien-
tation of M, P is called the coorientation of P. The preimages of submanifolds
are oriented in such a way that coorientations are preserved. The intersection

o
An = N A, of submanifolds is oriented in such a way that 9TAn is oriented as
i=1

é NMA;. If Ais an oriented manifold, —A denotes the same manifold, with op-
=1

i)osite orientation. In this article, an embedded rational d-chain A of a manifold
X is a finite rational combination of compact oriented d-submanifolds with ridges
and corners with pairwise disjoint interiors of X. The support Supp(A) of A is
the union of these submanifolds, and the interior Int(A) of A is the union of their
interiors.

6.2.6 Propagators and first definition of 7,

In this section, we define Z; for long knots in parallelized asymptotic homology
R™"2. Let (M°,7) be a parallelized asymptotic homology R™*2.

Definition 6.2.9. An internal propagatorf|is an embedded rational (n 4 1)-chain
A in Cy(R") such that 0A = 2 (Glacy@n)) ™ ({—2a, +x4}) for some x4 € S*L.

°In [Letl19], propagators were called propagating chains.
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An external propagator of (M°,T) is an embedded rational (n 4 3)-chain B in
Cy(M°) such that OB = %(GT)fl({—xB, +xp}) for some xp € ST

For any k > 2, a k-family F, = (A;, B;)e2, of propagators of (M°, 1) is the
data of 2k internal propagators (A;);e2r and 2k external propagators (B;);ez of
(Me°,T).

The existence of such propagators follows from [Let19, Section 4.2] (Section
5.4.2|in this thesis). We recall the discrete definition of the invariant Z, from our
previous article [Let19 Sections 2.7-2.8] (Sections and art1-Section28 in this
thesis).

Let ¢ be a long knot of M°. Consider a k-family F, = (A;, B;)icax, of propaga-
tors of (M°, 7). For any BCR diagram I, let Pr be the product map

PFI CF(@Z}) — H CQ(RTL) X H CQ(MO) = H Oe

ec B () e€E. () ecB(D)
c = (Pe(©))ecE(m)

The k-family Fi is in general position for ¢ if, for any numbered BCR diagram
(I',o) € Gk, and for any ¢ € Cp(¢) such that Pr(c) € [ Age) % H By (o)

e€E;(T) €E(I)
e for any internal edge e, p.(c) € Int(Ay)),
e for any external edge e, p.(c) € Int(By()),

e the following transversality property is satisfied.

ecE(T)
=TCPF<TCCF(@D>>+( I[I Toht(Aoe) x TI Thot(B <>>)

ecE;(I) e€E.(T)

where £(c) = %1 is called the sign of the intersection point ¢, and where the
above equality is an equality between oriented vector spaces.

In the following, D[ denotes the chain p;'(Aq ) if e is internal, and the chain
p.H(Bo(e)) if e is external. The chain D! lies in C.(¢)).

[Let19, Theorem 4.3] (Theorem of the thesis) guarantees the existence
of k-families of propagators in general position for any ¢ and any k. In [Letl19)
Theorem 2.13] (Theorem of the thesis), we proved that the extended BCR
invariant Z, of [Let19, Theorem 2.10] (Theorem of the thesis) can be com-
puted as follows.
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Theorem 6.2.10. Let (M°,7) be a parallelized asymptotic homology R™ 2, and
let ¢ be a long knot of M°. Let F, = (A;, B;)icar be a k-family of propagators of
(M°,T) in general position for ). -

For any numbered BCR diagram (I', o) € Gy, the algebraic intersection number
I"™(T,0,1) of the chains (DL%)ccpry inside Cp(1)) makes sense.ﬁ Furthermore,

1

> I (T, 0,9).

(I',0)€Gy

In [Let19, Theorem 2.10]/Theorem |5.2.10], we proved that this quantity depends
neither on the choice of the propagators nor on the parallelization, and is invariant
under ambient diffeomorphisms. In particular, it is an isotopy invariant for long
knots.

6.2.7 Connected sum and general definition of Z,

In this section, we review the connected sum defined in [Let19) Section 2.9]/Section
B2

Let My and MS be two asymptotic homology R" ™2, respectively decomposed
as B(M;) U B, and B(My) U BS,. Let B;’O& be the complement in R™? of the

two open balls B; and B, of radius i and with respective centers (0,0,...,0, —%)
and (0,0,...,0,1). For i € {1,2} and x in dB(M;) C R"*2 define the map

» 2/
¢i(x) = 32 + (—1)"%, which is a diffeomorphism from dB(M;) to IB;.

Set MyiMs = BS 1 U B(M;) U B(Ms), where B(M;) is glued to dB; via the
1
map ;. Set B(M7EM3) = B(M7) U B(M3) U (B2 . \ Bg,). This defines an
1

asymptotic homology R™"*2 with two canonical injections ¢;: B(M;) < B(M{4My)
for i € {1,2}.

If M? and M contain two long knots 17 and 15, define the long knot 1) of
M7gMs by the following formula, for any = € R™:

vo(e(d.21, ... 4wy _q,4x, —2)) if ||z —(0,...,0,5)
(1 (day, .. 4y, 42, +2)) if ||z —(0,...,0
(0,0,7) € BS 4 otherwise.

1

(thrfihe) (x) =

Similarly, any two parallelizations 7 and 7 of M} and Mj induce a paral-
lelization 7 of MP#Ms, which is well-defined up to homotopy. In particular, if

6This intersection number counts the intersection points of these chains with the previously
defined signs and the coefficients of the rational chains. For more details, see [Let19] Section 4.1]
or Section here.
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M7 and M3 are parallelizable, then M7P#Ms is also parallelizable in the sense of
Definition [6.2.1] We recall the result of [Let19, Theorem 2.17]/Theorem [5.2.17|

Theorem 6.2.11. For any long knots 1;: R™ — M7 and y: R" — My,

Zy(ii2) = Zp (1) + Z,,(¢2).
Let us state [Let19, Proposition 2.18]/Proposition [5.2.18

Proposition 6.2.12. For any positive odd integer n, the connected sum of any
asymptotic homology R™2 with itself is parallelizable in the sense of Definition

621
This allows us to extend Z, as follows.

Definition 6.2.13. Let 1 be a long knot in an asymptotic homology R"*2. Define
Z, (V) = 1 Z, (), where Z,, is the invariant of Theorem (6.2.10]

[Let19l, Prop 2.20]/Proposition [5.2.20] implies that Theorem [6.2.11]is still valid
for this extended Z.

6.2.8 Linking number

We use the following definition and basic properties of the linking number.

Definition 6.2.14. Let X% and Y"*'~¢ be two disjoint cycles of our homology
(n + 2)-sphere M, with d € n. Let Wx and Wy be two chains with respective
boundaries X and Y, such that Wx and Wy are transverse to each other. The
linking number of X and Y is defined as the intersection number (X, Wy )/, so
that

k(X,Y) = (X, Wy = (=D Wy, Y.

Furthermore, since n is odd, k(X% Y 1749) = (—1)dH k(Y4 X9),
These linking numbers will appear in the computation of our invariant Z, be-

cause of the following lemma, which relates external propagators to linking num-
bers.

Lemma 6.2.15. Let X¢ and Y14 be two disjoint cycles of M°. For any external
propagator B,
H((X, Y) = <X X Y, B)CQ(MO)'
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Proof. The class of the cycle X x Y is an element of H, 1(C2(M°)). [Letl9,
Lemma 3.3] implies that H, 3(C2(M°)) = 0. Therefore, the intersection number
(X XY, B)cy(mey only depends on the homology class [X x Y]. Let Wx and
Wy be chains such that 0Wx = X and 0Wy = Y as above. For the proof,
assume that W and Wy are manifolds (the general case follows easily). Let W
be obtained from Wy by removing a little ball D! with boundary S¢ around
each point x € Wx NY. Then, OWs xY) = X xY — V; YSg x Y, and
zeWxN
X xY]= ¥ [S¢xY].
zeWxNY

For any z € WxNY, assume that D¢ meets Wy transversely along an interval
[z,2']. For any x € Wx NY, remove a little ball D™~ with boundary S~
around the point 2’/ (which is the intersection of S¢ and Wy) from Wy, in order
toget [ X xY]= X [S? xS,

zeWxNY
It suffices to prove that (—1)¥1(S? x %% B)o,ae) is the sign of the in-
tersection point z in Wy NY. Since the balls D! and D”"% can be taken
arbitrarily small, assume without loss of generality that M° = R"+2,

Sg :{(xlv"'7xd+17 ) 70) ‘ ( ) : '+<xd+1)2:1}7
SE T = {0, Tyt Taga) | (@ = 1)+ (Tar0)” + o+ (Tag0)” = 1),
and B = 1(G~ {means}) + G ({+ean})

where egy; is the (d + 1)-th vector of the canonical basis of R"*2. Now (S x
Sert=d B) oy (rn+2) is the degree of the Gauss map S¢ x Sert=d 5 §*+1 - which is
(—1)%. Since (B! S92 = —1, this concludes the proof. O

6.2.9 Seifert surfaces and matrices

Definition 6.2.16. A Seifert surface for a long knot ¢: R™ < M?® is an oriented
connected (n+1)-submanifold ¥ of M° such that 0% = ¢ (R™), such that XN B(M)
is compact, and such that ¥ N B, = {(rcos(f),rsin(0),z) | T € R",r > 0} N B,
for some 0 € R.

Let ¥ be a long knot, let ¥ be a Seifert surface for 1, and, for any d € n, let
by denote the d-th Betti number of X. Let ¥ denote a parallel surface obtained
from ¥ by slightly pushing it in the positive normal direction. For any cycle z in
Y, let 2T denote the image of z in the parallel surface ¥*.

Definition 6.2.17. Let X be a Seifert surface for a long knot . For any d € n, let
([af])ieb, and ([2])ies, be two bases of Hy(X). We say that the bases B = ([af]); q
and B = ([27])iq of the reduced homology H,(X) are dual to each other if, for

any d € n, and any (,7) € (ba)?, ([ad], [} 7])x = 8;;, where (-,-)x denotes the
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intersection pairing of X and d;; denotes the Kronecker delta. Given such a pair
(B, B) of dual bases of H.(X), for any d € n, define the Seifert matrices

V(B B) = (k(2f, (a7 ™) ))1<ij<b

Vo (B,B) = (k((z)", al ™)1 <ij<b

j

and set Ly, (B,B) = + ¥ (—1) @D Te(V, (B, B)*V,; (B, B)*") for any k > 2 and
den

any v € {0,...,k}.

Note that pairs of dual bases as above exist thanks to Poincaré duality. The
following immediate lemma describes how the £, behave under connected sum.

Lemma 6.2.18. Let 31 and X5 be Seifert surfaces for two long knots 1, and 1)s.
Fori € {1,2}, let (B, B;) be a pair of dual bases of H,(%;) as in Definition .

There exists a natural Seifert surface £, o for the connected sum 1812 and a
pair (Bi 2, Bl,g) of dual bases of H.(X12) such that, for any d € n,

%i(81,27l§1,2) = ( 0 Vdi(BQ BNQ)

In particular, for any k > 2 and any v € {0,... k},

Ly (B 2, 81,2) = L., (B, 81) + Ly, (Ba, [5’2)-

6.2.10 Rectifiability and virtual rectifiability

Let Z(R™,R""?) denote the space of injections R" < R"™2 and let 1o be the
standard injection z € R™ + (0,0,7) € R"™2. Let D" be the unit ball of R", and
see m,(Z(R",R"™2) 1y) as the set [(R",R" \ D"), (Z(R",R"2), )] of homotopy
classes of maps R" — Z(R",R""?) that map R™ \ D" to ¢y among such maps.

Lemma 6.2.19. Let M° be a parallelizable asymptotic homology R™""2 and let 1) be
a long knot of M°. For any parallelization T of M°, the tangent map T induces
a map o(7,9): & € R" = (7)) ' o Tpyp € Z(R™, R™2).
The class
[L(Tv ¢)] S Wn(I(Rn, Rn+2)7 LO)

is independent of the parallelization T.

Proof. Let 7 and 7 be two parallelizations of M°. [Let19, Theorem 6.2]/Theorem
implies the existence of a smooth family (7;)icjo,1) of parallelizations of M°
such that 7o = 7 and that 7, and 7’ coincide on t(R™). This yields an homotopy

(e(7, %) )tepo,1) from o(7,9)) to o(7', 7). O
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Definition 6.2.20. Under the assumptions of Lemma [6.2.19] the class ¢(¢) =
[L(T,)] € T (Z(R™, R"™2), 14) is called the rectifiability obstruction of 1. The long
knot v is rectifiable if its rectifiability obstruction is zero.

In Section [6.5.1], we prove the following lemma.

Lemma 6.2.21. For any rectifiable knot 1 of a parallelizable asymptotic homology
R"™2 there exists a parallelization T such that o(7,1) is the constant map with
value .

For long knots in a possibly non-parallelizable asymptotic homology R"*2, we
have the following weaker definition.

Definition 6.2.22. Let M° be an asymptotic homology R"*2. A long knot
P R™ — M° is virtually rectifiable if there exists a positive integer r such that
the connected sum (" = 1)t - - - #1) of r copies of 1 is rectifiable.

In Section [6.5] we establish the following lemma.
Lemma 6.2.23. If n =1 mod 4, then any long knot in an asymptotic homology

R™*2 s virtually rectifiable.

6.2.11 A formula for Z, in terms of linking numbers

In Section we prove the following theorem.

Theorem 6.2.24. For any rectifiable knot ¢ in an asymptotic homology R™+2,
any Seifert surface ¥ for ¢, and any pair (B, B) of dual bases of H.(X),

k—1

Zk(w> = Z )\k,yﬁk,l/(B7 B)?
v=1

where A\, = ﬁ(}ard({a €6, |Card{ick—2|0(i)<o(i+1)} =v—1}),

and where Ly, (B, B) is introduced in Definition |6.2.17
Theorem [6.2.24] yields the following more general corollary.

Corollary 6.2.25. For any virtually rectifiable knot ¢ in an asymptotic homology
R™"2 any Seifert surface > for v, and any pair (B, B) of dual bases of H.(X),

k—1

Zk:('lvb) = Z )\k’,uﬁk,u(87 B)
v=1
In particular, this formula holds for any long knot when n =1 mod 4.
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Proof. Let 1 be a virtually rectifiable knot, and let r be an integer such that ()

is rectifiable. Let ¥, B and B be as in the theorem. From Theorem [6.2.11] we
6.2.18

get that ~Zk(w(’“)) = 1Z,(¢). For any k > 2 and v € k — 1, Lemma yields
Ly, (B, B.) = rLy,(B,B), where (BT,BT) is a pair of dual bases of the reduced
homology of a Seifert surface for /(. On the other hand, Theorem [6.2.24] implies

that Z,(¢(")) = Z Mo Ly (B, B, ). This concludes the proof of Corollary [6.2.25
-1
LemmaMensnres that the theorem holds for all knots whenn =1 mod 4. [

6.2.12 Alexander polynomials and Reidemeister torsion

We use the following formula of [Lev66, p.542] as a definition of Alexander poly-
nomials.

Theorem 6.2.26 (Levine). The Alexander polynomials of the Seifert surface 3
are defined, for d € n, by the formuld)

Ags(t) = det (t72V, (B, B) — 2V, (B, B))

and do not depend on the choice of the pair (B,B) of dual bases of H,(X).
Furthermore, for any d € n, V; (B, B) — V; (B, B) = Iy,, so that Ag,(1) = 1.
If 3 and ¥’ are two Seifert surfaces for 1, then there exists an integer a € Z
such thdﬁ Adgl (t) = t%.Ad,E(t).

Lemma 6.2.27. For any Seifert surface 33, and any d € n, Ags(t™1) = Apiiax(t).
Furthermore, for any pair (B,B) of dual bases of the reduced homology of %,

SO (=D (Tr(V, (B, B)) + Tr(Vy (B, B))) =

den

and
S () TV (8,6)) = X2 L

den

Proof. There exists a pair (B,B) of dual bases B = ([a ]) g and B = ([2))ia
of H.(X) such that a? = 2@ for d > 21 and such that 2! = (—1)% for d <

2 3
nt 1t follows that for d # ™2, TViE(B, B) = —V.F.,_,(B,B). This implies that
ntl

Ad72< Y = A,11_ax(t). Let B’ be the basis defined from B by replacing a; *

"With the notations of [Lev66, Theorem 1], our Alexander polynomial Ay is the product

[T A

icba
8This follows from the fact that the (\¢) from [Lev66] are defined from the knot up to
multiplication by a monomial.
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ntl n+41

with (—=1)2 2; 2 for any i € {1,. bnT-Q—l}, and let B’ be the basis defined from
n+1 +1 ~ R
B by replacing z, 2 with a, N , so that (B',B') is a pair of dual bases of H.(X).
We have TVf(B,B) =~V (B, B), hence Aup 5(t7") = Ania o (t). The first
point of the lemma follows.
This implies that for any d € n, Aj (1) + Al 45(1) =0, so

(1) (T(Vy (8B, B)) + To(V; (B, B))) =

den

On the other hand, since V,; (B, B) — V; (B, B) = I, for any d € n, we have

S (=D (Tr(V (B, B)) = Tr(Vy (B, B))) = 1 - x(%).

den

The two equations above imply the second and third point of the lemma. Note
that since the Alexander polynomials do not depend on the choice of the bases,
neither do these equalities. O

We use [Mil68, Theorem p.131] to compute the Reidemeister torsion of the
knot (i.e. the Reidemeister torsion of the knot complement) as follows.

Definition 6.2.28. The Reidemeister torsion Ty (t) of a long knot ¢ is defined as

To(t) = [T (Aux() " € Q(),

den

where ¥ is a Seifert surface for ¢». We have T,(1) = 1 and Ty(t™1) = Ty (1), so that

the torsion does not depend on the surface 3.

6.2.13 The Reidemeister torsion in terms of BCR invari-
ants

The following theorem is proved in Section [6.6.2]

Theorem 6.2.29. For any virtually rectifiable knot 1 of an asymptotic homology
R"™2 we have the following equality in Q|[[h]]:
Ln( Z D' Ln(Ags (") = =Y Zi(v)n*

d=1 E>1

Ifn=1 mod 4, this formula holds for any long knot.
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6.3 Computing 7, from admissible propagators

6.3.1 Admissible propagators

Let M° be a fixed parallelizable asymptotic homology R"*2 and let 1: R™ < M°
be a fixed long knot. Let ¢: x € R" — (0,0, z) € R"*2 denote the trivial knot.

Fix a real number R > 3.

For 1 < r < R, let N? denote the following neighborhood of the trivial knot
NO = {z € R™?2 | 2,2 + 2> <72 or ||z]| > 22},

Choose a neighborhood Ng of ¢ (R") in M° such that Ng N B, = Nj N B,
and such that Ng N B(M) is a tubular neighborhood of ¢(R™) N B(M). Choose
a diffeomorphism ©: Nj, — Ng such that © reads as the identity function on
N N B2, and such that © is a bundle isomorphism on N§ N B(M) such that

O oty = 9.

Lemma 6.3.1. The knot ¢ is rectifiable if and only if there exists a parallelization
T of M° such that, for any x € N3, T,0 o (19), = To(z), where Ty denotes the
canonical parallelization of R™*? introduced in Definition [6.2.1]

Proof. If there exists such a 7, then Ty ;) ©0T3100 = Te(y(x)) o, SO Ty(w)Olo = Tp1).
Therefore, «(7,1) = 1o and 1) is rectifiable.

Let us prove the converse. Suppose that 1 is rectifiable, and let 7 be a paral-
lelization such that ¢(7y,) is the constant map of value ¢. Recall that if (X, A)
and (Y, B) are two topological pairs, [(X, A), (Y, B)] denotes the set of homo-
topy classes of maps X — Y that map A to B. Let D" denote the unit ball
of R”. The map (x € N — (7'1)(:)% 0T,00 (1), € GL! H(R )) induces an ele-
ment k(1) of the set [(Ng, Ny N BY), (GL} 5(R), I,12)] = [(NE N B(M),NjN
OB(M)),(GL},»(R), I,,+2)]. Since N N B(M) is a disk bundle over 1y(R™) N
B(S"?) = 1)(D"), the restriction map

[(Ng NV B(M), Ng N OB(M)), (GLy 5(R), Lns2)]
= [(Yo(D"), (D)), (GL 5(R), Iny2)] =[(D", 8" 1), (GLy15(R), Int2)]

is an isomorphism, and [(N}, Np N BY), (GL} 5(R), I142)] = 1 (GL o(R), I,12).
The fibers of the fibration (g € GL5(R) = gjoyzxrn € I(R",R”“)) have the
homotopy type of SO(2). Since n > 3, this fibration induces an isomorphism
T (GLY5(R), Ia) = o (Z(R™,R™2), 10). The obtained isomorphism [(N§, N3N
B,), (GL15(R), Inys)] = m(Z(R™, R™2), 10) maps £(71) to [1(71,¥)]. By defi-
nition of 7y, ¢(71,v) = 1o, and k(7y) is trivial. This proves the existence of a
parallelization 7: N x R"*2 — TNp homotopic to 7; such that, for any = €
N, 7-@ () © Te© 0 (70)s = Inta. Since 7|y, gn+2 extends to M° x R™*2_ it is imme-
diate to see that 7 also does. ]
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Note that the previous proof also yields the following lemma, since GL;, ,(RR)
and SO(n + 2) have the same homotopy type.

Lemma 6.3.2. Forn > 3, ,(Z(R",R""2),1y) is isomorphic to m,(SO(n+2), I, 12).

Suppose now that 1 is rectifiable, and fix the identification © and the paral-
lelization 7 as in Lemma [6.3.1] For any r € [1, R], let E, denote the closure of
M°\ N,. With the identification induced by ©, M° reads N? U E,.

Notation 6.3.3. In Ny = N%, use the coordinates x = (z1,75,7) € R x R x R".
For r € [1,R], D,(r) denotes the disk {(x1,x2,0) | 21?2 + 22* < r?} C N,. For
0 € R, set Lj(r) = {£(pcos(0), psin(0),0) | p > 22}, Lo(r) = Lj (r) + Ly (r),
and orient these lines by dp.

Let O, denote the diffeomorphism Cy(NR) — Cy(Ng) induced by ©. We now
define the main objects of this article, which will be used to compute Z,.

Definition 6.3.4. Fix § € R. Fix Seifert surfaces ¥ and ¥~ with disjoint interi-
ors such that XN Ny = (4X%)°NNg, where (,3%)° = {£(r cos(d), rsin(0),7) | 7 €
R"™ r > 0}. For any r € [1, R], let X(r) denote the submanifold E, N (Xt UX7).
The restriction of the Gauss map of Co(R"™2) to Cy(NY) and the identification
Ca(Ny) = Co(N?) given by Oy induce a map Go: Cy(Ny) — S™.

An external propagator B is called R-admissible (with respect to (X1, X7, 1))
if:

BNpy (N, x Ny) = %Gofl({—(cos(ﬁ),sin(@),@), +(cos(0),sin(6),0)}).

If c € BNp, '(¥(R™) x M°), then py(c) lies in the closure X+ U X~ of S-UXH
in Cy(M°), where po is the smooth map py: Co(M°) — Cy(M°) that extends
(z,y) € CYM°®) — y € M° C Cy(M°).

e For any r €]1, R — 1],

BOB (Ne % Bri) = 5 (Dulr) x S0+ 1) = 57 (Lolr) % Era))

N =

If T denotes the smooth map of Co(M°) such that for any (x,y) € CI(M®),
T(xz,y) = (y,x), then T(B) = B. In particular, for any r €|1, R — 1],

BOp (B x N) = 5 (S0 + 1) < Bu(r) + 3 (B x La(1)

In Section [6.4] we prove the following technical lemma.
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Lemma 6.3.5. For any integer k > 1, any long knot v, any pairwise distinct
real numbers (0;)icor in [0,7[, and any Seifert surfaces (X;, 5] )icor such that
YENNR = (5,2%)°NNg, there exist external propagators (BE(XF, X7, 1) )icar, such
that for any i € 2k, the propagator BR(X], 37 ) is R-admissible with respect to
(2,50, 9).

Furthermore, we can fiz such propagators (B((9, %)%, (,37)° %) )icax, for the
trivial knot such that ©, maps the chain BR((5,5%)°, (5,57)%,%0) Np, (NG x N%)
to BR(XS, 27, ¢) Npy H(Nr x Ng) for any i € 2k.

)

6.3.2 Use of admissible propagators to compute Z,
6.3.2.1 Three reduction lemmas

We work with the following notations, and we fix the following setting for Section
0.0.2

Setting 6.3.6. e The integer k > 2 is fixed.

e The real number R of the previous subsection is fixed to some arbitrary value
R>k+1

e The numbers (6;);co, are such that 0 < 6 <0y < -+ <y, < 7.
e For any i € 2k, (XF)° = (5,2%)°.

o (X7 )icq are pairwise isotopic and paralle]ﬂ Seifert surfaces for ¢, such that
¥ N Ni = (XF)° N Ng, and such that for any (i,e) € 2k x {£}\ {(1,+)},
¢ N B is obtained from X N E; by pushing it in the positive normal
direction, so that the order of these surfaces in the positive normal direction
is (X7, ..., 85,5, 50).

e With the notations of Lemma [6.3.5] F = (A;, BY)icq is a k-family of prop-
agators of (R""2 75) in general position for 1)y, such that for any i € 2k, B?
is an arbitrarily small perturbation of BE((X)°, ()%, 4y).

e With the notations of Lemma [6.3.5] Fi = (A;, B;)icak is a k-family of propa-
gators of (M°, 7) in general position for ¥ such that for any i € 2k, B; is an
arbitrarily small perturbation of BE(X] ¥ v) and B; Np, ' (Ng x Ng) is

the image of BY Np, (N3 x N9) under the identification O,.

9They only meet along the knot.
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For any edge e of a numbered degree k BCR diagram (I', o) as in Definition
6.2.3| define the chains D, , C Cp() and DY, C CP(¢) as

D _ pe *(As(e)) if e is internal, ond D0 — pe_l(Ag(e)) if e is internal,
o7 pe ' (By(ey) if € is external, (Bg(e)) if e is external.

Lemma 6.3.7. If I has an external edge from an internal vertex to an internal
vertex, then, for any numbering o, ( Dy, =10, and N DOU = 0.
feE(T) fEE()

Proof. We first ignore the perturbations of the external propagators. Let e =
(v,w) be an external edge between two internal vertices of a numbered BCR
diagram (I',o). For a configuration ¢ in D.,, set c(v) = p,(c) and c(w) =
pw(c), where p, and p, are the maps defined in Theorem Since v and
w are internal, we have Gy(p.(c)) € {0}*> x S*"1. On the other hand, by Def-
inition of admissible propagators, since (c(v),c(w)) € Ny x Ny, we have
Go(pe(c)) = £(cos(bs(e)), sin(bs(c)),0). Thus, D, =0 and N Dy, = (. Simi-

feET)
larly, N D}, =0.

JeE)
Now, note that the properties (| Dy, = 0 and D?U = () are stable
feB(T) feEM) 7
under small perturbations since the Dy, and the DOJ are compact. ]

Lemma 6.3.8. Let I € G\ {I'x}, where I'y, is the degree k BCR diagram of Figure
. For any numbering o of ', (1 Deo =0 and (N D2, =0.

ecE(T) e€E(l)

Proof. Fix a numbering o. If I' has only internal vertices, conclude with Lemma
6.3.7 If ' # Ty and V,(T') # 0, then I' contains a maximal sequence (wy, ..., w,)
of consecutive external vertices with p > 1 like in Figure Let a be the bivalent
vertex such that there is an external edge from a to w; and let b be the bivalent
vertex such that there is an external edge from w, to b, and note that a # b.

o o’ g o
lq l; |
H,a,,i Wi__ Y. o Wy Qb
fl f2 f fz+1 fp fp+1

Figure 6.4 — Notations for Lemma W

As in the previous proof, we first ignore the perturbations. Let cin 1 D.,-.
ecE(T)

For any i € p, since py,(c) € By, and v; is internal, c(w;) = puw,(c) lies in the
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+ — + — . . . . . .
closure 290%) U 290%) of 290%) U E%(ei) in C1(M°). Similarly, since a is internal,

c(wy) € E;a(h) SRS Then, c¢(w;) lies in the closure 1(R") of ¢»(R™) in Cy(M°).

The same argument now proves that c¢(ws) is in ¢ (R"?). By induction, c¢(w;) lies in
(R") for any i € p.

By construction of Cr(v), ¢ is the limit of configurations (c;)ejo1) of the in-
terior of Cp(v) when t approaches 0. Since c(w;) is in (R") for any i € p
when t = 0, we can assume that ¢; maps all the vertices (w;);e, in Ny C R"™2,
for any ¢ €]0,1]. For any ¢ €]0,1], the vector ¢;(b) — ¢;(a) is the sum of the
vectors ci(wy) — c(a), ci(ws) — ce(wy), ..., c(wy) — cr(wp—1), and c(b) — cr(wy).
Since the propagators are admissible, and since c(a), ¢(b) and the (c(w;))ic, are
in Ny, this implies that Go(c;(a),c;(b)) is a linear combination of the vectors
((cos(0us)),sin(00(£)),0))ieps1.  Thus, Go(ci(a), (b)) is in St x {0} for any
t €]0,1]. But since a and b are internal, for any ¢t €]0,1], Go(ci(a), (b)) reads
(0,0,7;) for some 7, € S"~!. This is a contradiction, so ) D., = 0. Similarly,

. @ ecE(T)
n D, ,=0.
ecET)

Again, this property is stable since the D, , and the DSJ are compact. O]

The two above lemmas allow us to reduce our study to the graph I'y,. The
following lemma will help us in this study in the next subsection.

Lemma 6.3.9. Let 'y, be the BCR diagram of Figure[6.3. If ¢ is a configuration of

N D., (resp. of N DY), and if there exists j € k such that c(w;) € Eyyq
e€E(Ty) e€E(y)

(resp. c(w;) € E},), then c(w;) & Ny for any i € k.
Proof. Tt suffices to prove the statement on (|  D,,, the proof for N DY
ecE(Ty) e€BE(Ty)

is the same. Let us first ignore the perturbations, and assume without loss of
generality that j = k, so that c(wy) € Ejy1.

Since vy, is internal, and since the propagators are admissible, c(wi) € g (s, (+
1). Let us prove that c(wy_1) € Ng. Assume by contradiction that c(wg_1) €
Nj,. Since the external propagators are admissible, py, ., (¢) = (c(wg_1), c(wy)) €
D, (k) X Eo(f_)(E+1) Upbfl(ng(fkil)(k') X Ej41). Since the surfaces ¥,¢p, ) (k +
1) and ¥, (k + 1) are disjoint, c(wy) € Yo (k + 1). Thus, c(wy—1) €
Lo, (k) C Ci(M°). But since vy is internal, c(wy—1) € E(_,)(k) C C1(M°),

which is impossible since Ly, , (k) and Xy, ,)(k) do not intersect in Cy(M°).

Thus, c¢(wy_1) € Ng. By induction, we prove that c¢(w;) € Niy; for any i € k.
Since the set py, ' (Fi1) N <U pwj_l(N2)> is compact, the property of the
JEk
lemma is stable under small perturbations and the lemma is therefore true for

small enough perturbations. O]
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6.3.2.2 A first formula for the contribution of I';,
For any (I, 0) € Gy, set AroZ, = I™(T,0,v¢) — I (T, 0,1y), so that

1
Z,(Y) = Zi (o) = 20! > B Ar . 7.
(T,0)€Gy

Lemma implies that Ar,Z, = 0 if I" is not isomorphic to I'.
Since R > k+ 1, BZ ﬂpbil(Nk_H X Nk+1) = GQ(B,LO ﬁpbfl(N,?H X NIS—I—I)) This
yields the following lemma.

Lemma 6.3.10. Let (-,...,-)x denote the algebraic intersection of several chains
of a manifold X such that their codimensions add up to dim(X). Let X;(I'x)
(respectively X?(T'y)) denote the subset of Cr, () (respectively Cr, (1)), whose
elements are the configurations that map at least one vertex to Ey.1. For any edge
e of Ty, set D) = D, , N X1(T'y) and D{)° = DY N X)(Ty).

The chains (D{))ecerr,) and (DX)°).cpr,) are transverse, and

e,o

Ar, o Z), = (DXD)eermn) xiwe) = (D)) eermn) xory-
In this subsection, we prove the following lemma.

Lemma 6.3.11. Label 'y as in Figure . Fix a pair (B,[;’) of dual bases of
H,.(XY) and set B = ([af])aep.ics, and B = ([27])aen.ics,- For anyi € k, set

s it i<k,
R ifi=k.

For any i € k, any numbering o of 'y, and any é: k — {1}, set o:((;) =
o(l;) + (1 —£(3))k and

—1 otherwise.

o) = {+1 if 0:(6) < 0o(lss),

The invariant Z, reads

ka)—k(z;)!zk > X X X GOk (s (aph D 0)

oceNum(T'e) é: k—{*} denp: k—bg j€k

The rest of this section is devoted to the proof of Lemma [6.3.11
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Lemma 6.3.12. Let Y (o) denote the manifold [] $o,)(2). Similarly, setY°(o) =
ick
1 Eg(m@). For any i € k, set Yi(0) = Yo(1,)(2) X Yo, )(2) and Biy = By(s;) N

ick
Yi(o) and similarly define Y (o) and B}, = BY;,y Y (o). Let m; denote the pro-
jection map Y (o) — Yi(0), and set P, = m; *(By,). Similarly define 0: Y°(o) —
V(o) and PY,.

The chains (P, )ier are transverse, the chains (Pp,)ick are transverse, and

1
Ar, o2 = ok ((Pl,cn o Pro)yie) — <PRU, ces P]S,C,)YO(U)) .
Proof. Let X5(I'y) denote the set of configurations such that all the external ver-
tices are mapped to Fs, and set Dg = 2D, , N X5(I'y). For simplicity, we assume

that D) is a variety. Similarly define X3(I';) and Dgg;o. Lemma ensures

e,o

that the intersection of the supports of the D{Y is contained in | D?). On
’ e€E(Ty)

the other hand, ( N Dgg> \ ( N Supp(Dgg)> is contained in p, '((Ng)*).
ecE(Ty,) e€E(l'y)
Then,

1
<D£,13>X1(Fk) = 27k<D ,20'>X2(Fk) =+ po,
where py does not depend on the knot. This implies that

1
Ark,O'Zk = ﬁ (<D£?3'>X2(Fk) - <D£,2<3’0>XS(F1€)) :

Let us check that [ ¢: c e N Dg)o_ — (c(w;))ick € Y(a)) is well-defined and is
ick B

an orientation-reversing diffeomorphism.
The definition of X5(I'y) and of admissible propagators implies that if ¢ €

N Dice
1ER

is internal and because of Definition [6.3.4) c(w;) € 3o(,)(2). This implies that ¢
is actually valued in Y'(¢). It is a diffeomorphism since the disk D, (1) meets the
knot in exactly one point.

Let us check that ¢ reverses the orientations. Let n;(z) denote the positive

then (c(v;), c(w;)) € By, for any i € k. Then, for any ¢ € k, since v;

normal direction to X,(,) at . The normal bundle to N Dé?)g at cis
ick ’

sytc (m Déi)a) = H (TC(U1)¢(Rn) X R’I’LZ(C(MZ») )

i€k ick
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and we proved in Lemma that Cr, (1) is oriented as

TCCFk (1/}) = - Hﬂ ( C(v X T, c(w )MO>
= — 1_{ ( e(v) ¥ PR™) x Roni(e(w;)) x Tc(wi)zg(fi)>
= _O£( meme(z)) (QTW J,

where the last equality comes from the fact that the Seifert surfaces are even-
dimensional. This proves that D, = ﬂ De is oriented as —p (Y (0)).

Let us state without proof the followmg easy lemma, which we will use in the
rest of this proof.

Lemma 6.3.13. Let P and @ be two oriented submanifolds of an oriented manifold
R. Let MP(PNQ) denote the normal bundle of PNQ as a submanifold of Q. For
any x € PNQ,

‘ﬁg(P N Q) _ (_1)(dim(R)—dim(Q))(dim(R)—dim(P))me.

For any ¢ € k, the coorientation of the submanifolds D(2) NDp,in Dy, and
of the submanifolds D;Q)U in Cp(v) differ by a factor (—1) (”“)("H) =1, so

(2) _ (2) (2)
<(D670)8€E(Fk)>xl(f‘k) o <Df1y0' A DL,U’ T ’ka,ﬂ N DL’U>DL,0

2 2
- <QD(D§£1?J N DL,U)’ T 7('0(D§ck)»‘7 n DL’U)>Y(U) ’

where the sign comes from the fact that ¢ reverses the orientation.

Now, for any i € k, cp(D( ) N Dy, ) is cooriented as Dy, , = pfl Y(Bo(s)), i-e.
as By, in Co(M°). On the other hand, P, is cooriented as Bys,) N (2 g(g )( ) X
2 <£4+)(2)) i Yo)(2) X Toqr,)(2), Le. as (-—1)2(”+4)13 () = 13 r in Co(M?).
Because of the 2 factors in the definition of the D{? f , this yields

D > = 2P, Peo)yio
<< e’g>eEE(Fk) Xa(I') Pior s Brolvo

L (2),0 _ _ok/p0 ... poO
Similarly, <<DG7U )EGE(Fk)>X20(Fk) 2 <P1w ,Pk70>y0(o.). O

We are going to define a manifold Y () in which the chains P; , and P, embed,
in order to compute intersection numbers of the previous chains with boundaries
in terms of intersection numbers of cycles inside one common manifold.
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Lemma 6.3.14. Fori € 2k, let SF denote the gluing of S NEy and — ((Zf)o N ES)
along their boundaries, set S; = S;" LU S;, and let S< denote the set of points of

S; that come from a point in N3 or NY before the gluing. For any i € k, set
Yi(0) = Sos) X So(e.1), and set Y (o) = TI Sp(e,). There exist canonical projection
' ick

maps 72 Y (0) — Yi(o) for any i € k. The chains (Pio)ick and (P, )ier naturally
embed into Y (0), and the chains (B;q)ick and (BY,)ick naturally embed into Yi(0).
With these notations,

o the boundaries 0B, , and (9B0 lie in S ) X S<3

;+)’

e for any i € k, there exists an (n + 1)-chain B;, in SE(Z) X Sf(%_” such that
0B;, = 0BY, — 0B,,.

The manifold Sf(i) X Sf(?z” does not depend on the knot. The chains (ng)ie& can
be chosen such that they do not depend on the knot, either.

Proof. Fix i € k. Since the Seifert surfaces are parallel, the chain B;, does not
meet Y;(0) N (Ny x E3) or Yi(o) N (E3 x Ny). Then, 0B, is necessarily contained
in 0Y;(0) N (N3 x N3). The same argument proves that dBj, is contained in
oY (o) N (Ng x Nj). Therefore, the chain Q;, = 0B}, — 0B;, is a cycle of
Sf(z) X Sf(iﬁ). Since the propagators are standard inside p,~* (N3 x N3), the cycle
Qi does not depend on the knot.

For any j € k, let {; denote the boundary 9(X; N E3), which is involved in the

gluing in the definition of Sj-[, and let x]i € ﬁf. Since the product Sf&,) X Sf(%”
retracts onto (£, U o) % (£l ) U e;/(m)), H,\ (555, X sg(g ) = Q% with a
basis given by the eight spheres [£7 ;) X xff(e#)] and [z5 ) ¥ ﬁg 6.2) ) fore, e’ € {=}.
Let (s;)1<r<s denote these spheres.

. < < . < <

The manifold SE(?Z@ iSS ) contains Ty = (S;(Z) X S;(iﬁ)) N (X0, (2) x
Eg(zﬁ)@)) and T} = (S 5 X S )) N (Zoe)(2) X Zo(e,,)(2)). TY and T) are
diffeomorphic to each other because the surfaces Zg and X; are identical inside N3
for any j. Denote by ©p: TP — T; the induced diffeomorphism.

Note that the eight chains (s,);<,<g also define bases ([s,])i<,<s of H,(T7})
and H, (T7). The definition of the spheres (s,)1<,<s implies that Or(s,) = s, for
any 1 <r < 8. Since the propagators do not depend on the knot inside N3 x Nj,
O©r(9B),) = 9B;,. The cycle OB), defines a class in H,(T}) = H, (Sg(g ) ><S<3 )

This class reads [0B?,] = Z @ r[s;] for some rational numbers (o, )1<,<s. Apply
’ r=1 -

8
Or to this identity to get [0B;,| = Z ir[sr]. This means that [Q;] = 0 in

Hn(Sf(Z) X Sf(?g_+)) and proves the ex1stence of B;,.

118



CHAPITRE 6. LA TORSION DE REIDEMEISTER EN FONCTION DE
COMPTAGES DE DIAGRAMMES

Since the cycle Q; C Sf(?;i) X Sf(?er) is independent of the knot, the chain éw
can be chosen independently of the knot. O

Lemma 6.3.15. Let by denote the d-th Betti number of Si . It is possible to

choose two families of cycles ((af ;)™ )o<d<nt1jen, and ((21;) )o<a<ns1jen, i ST

such that:

e For anyd € n, and any j € by, [(a1])+] = [a] and [(2{;)*] = [2Y], where the

cycles (a9)jqa and (29);q are defined in Lemma|6.3.11]

Ford=n+1, (ai1")" = (11T = SF. Ford=0, (af;)" = (20,)" is a
point.

In particular, for any d € {0,...,n + 1}, ([(alj)ﬂ)jebi and ([(zfj)ﬂ)jebl

are bases of Hy(ST), and for any (j,j ) € @ , we have the duality relation
([l )L™ N sr = 8150

. For any d € n, the cycles ((af;)")jep, and ((21;)")je, are contained in

e The point (a(l)71)+ = (20 )1 ds in (X1 N Ey).

o Foranyd> "= and any j € by, (a ilJ)Jr — (zi])+’ and for any d < n+1 and
d
ay ;

any j € ba, (Z‘f,j)+ = (=1)%(af )*.

Since all the Seifert surfaces (E;-t)ie& are obtained from X1 by pushing X7 in the
positive normal direction, these families yield similar families ((agj)i)ogdgn_i_l’jebl

and ((22;))o<asnt1jev, i Hi(S]).

Proof. 1t is possible to choose two families such that the first three properties
hold because the map Hy(X] N E3) — Hy(Sy) induced by the inclusion is an
isomorphism for 0 < d < n, which can be deduced from Mayer-Vietoris formula.
Due to the symmetry (and antisymmetry) properties of the intersection num-
ber, we can also choose these chains such that the last property holds. O

Lemma 6.3.16. For any i € k, define the cycle B; , = By, — B}, + Bi, of Yi(0).
Its class in H,1(Y;(0)) reads

[Bio| = Z Z 1k (( n+1),pd) a(ag(eﬁ),q)al) [(a’i(fi),p)s X (ZZ(?;)dq) ]“‘Rfm

den (p,g.e,e’)€(ba)? x{£}2

where RP, reads Y > O‘Eiz;)l,l,a,a’ [(ag(w)a X (zgz;t)fll)al], with rational
de{0,n+1} (e,e)e{£}? ¢

coefficients (ag’)l’l,sys,)de{07n+1}7(5,£/)6{i}2 independent of the knot.
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Proof. The families of chains ((ag(gi)’p>+)0§d§ +1peb, and ((24 (6 )p ) )o<d<ntipeby
induce the two following bases of H,1(Y;(c)):

([(ad )s Stl— d )
o(ti)p a(€+), 2 0<d<n+1,1<p,q<by,(e,c)e{+}2’

n+1l—d\e d 15
and (K 0(&')7?) x (a5 o(fi+).q ) ]>0§d§n+1,1§p,q§bd,(s,5/)e{i}2'

These bases are dual is the sense that for any p,p', ¢, ¢, d,d e, ,n, 7,

d nt+l—d \e' nt+l—d' d ! (dp'q" ')
(e E e A A (C AL )”]>?<a> = Oapges -

where ¢Y is the Kronecker delta. There exist coefficients such that

n+1

[m} = Z Z O‘t(ii,;,q@e’ [<affl(€¢),p>€ X (Zg&il;)c,lq)ﬂ )

d=0 (p,q.e.6")€(ba)* x {+}?

For any d € n, and any (p, q,¢,&') € (bg)?* x {+}?,
agli,)p,q,s,s/ = <[?70} ) {(Z;L(—Z-I)_pd)e X (ag([Jr) )E/} >?,L(g')
= (Botror |53 % (@e,00.0" ] eyeare

_ n+1—d\e d el
= Ik (2005 (@ )0) ),

where the first equality comes from the duality of the bases above, the second
one comes from the second point of Lemma [6.3.15] and the third one comes from
Lemma [6.2.75] '

Set R, = de{OZH} > 204511,)1,1,5,5' [(az(mJ)E X (z;‘&il;)ill)s}. The duality al-

n (e,e)e{x} '

lows us to compute the coefficients that appear in Rw, too. First, 04(()1,)1,1,5,5/ =
([Biol, [S: Q) X (%(eﬁ)g) ']>7i(0). The chain S5, x (a] e, )1)5/ is contained in
Sy X 0(; a(z )N Ey). Then, it only meets B; » inside ¥,(,)(2) x 0(X5 4 (00) N E2).
Let us prove that B; , N (X,,)(2) x 0(%5 U(Z )N Es)) lies in p, » (N3 x N3). If a con-
figuration in this intersection was in Es x N3, it would be in (34(f,)(3) x D, (2))U
(Eg X Lga(fi)(Q)). Since Za(fi) (2) N Eg(gi)(Q) = () and Eg(gﬁ_)(Q) n Lgo(fi)(Q) = @, this
is impossible. Then, (B, 55, X (ag(ﬁ_+)71)€/>50(“><30<Z_+) only counts intersection

points in p, ' (N3 x N3). By construction, this implies that this intersection number
does not depend on the knot. Similarly, (B}, S5, X (a (6#)71)5 )SU(Q)XSU([#) does

1,0
not depend on the knot, and (B;,, Son % (a a(€.+),1>8,>sa(e-)XSo(e.+) does not depend
on the knot because of Lemma [6.3.14, This proves that 0‘(()2;)1,1,6,6/ does not depend
on the knot. The same argument proves that @311,1,1,5,5/ does not depend on the
knot, so that the coefficients of ng do not depend on the knot. ]
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Lemma 6.3.17. Let J denote the set of tuples (d,p,q, &) such that d € n, (p,q) €
(ba)?, and & is a map &: k — {£}. Foranyi €k, set P,y = P, o — P, +7; *( .
With these notations,

1,0

[Pio] = Ris
nt+1—d\é( d 0 d 2(i nt+1—d \é(it+ £(4)
+ Z 1k (ZO-(J;}),p )E( )7 (aa(fi+),q)€( )) [(aa(&),p)s( ) X (Zgzz3+),q)€( ) X H S;:'(JZ])
(d,p,g,6)eJ J{iit}

where R; , reads

Y

i 21 nt+l—d \é(t £(J
Rio= Y Y ag [mi@i),l)s“x(z(,&;ﬁm I |
de{0,n+1} &: k—{+} JE{aitT}

with coefficients (afﬂ)d,é that do not depend on the knot.

€

Proof. We have P,, =7, *(Bi,), so Lemma [6.3.16 implies

PZ',U = Ri,a
n+l—d d N [= -1 d ntl—d \é&'
+2 > Ik (Za(ﬁi),p )%, (aa(fi+),q)a) {m ((a(,(&_)vp)a X (Za(fﬁ)ﬂ)a )] ,
den (p,g,e.e’)€bg? x {£}2
with R;, as in the lemma with OgEZ)é = a((;;)l
q in by, and any (g,') € {+}?,

‘@4<WQMmfx(4@fﬂf)

. d n+1—d &' €(J)
= Z Ne ((%(ei),p)6 X (ZJ(—;H_),q)E X H So—(jej))

é: B\{i,it}—{£}? je{iit}

LE() £ But for any d € n, any p and

for some signs (7:)z. Since for any £ the chain (aff(&_)’p)6 X (z?&j;)‘fq)sl x I Sjg)_)

J{iit} !
is cooriented by (z?&j)jpd)s X (ai(ﬁ_+ )7q)5/, the signs (7:): are all positive. The lemma
follows. o

Lemma 6.3.18. Let J' denote the set of tuples (d, p, q,€) such thatd € {0,... , n+
1}, (p,q) € (ba)?, and é: k — {x}. (We have J C J'.) For (d;, pi, qi, €i)icr. € (J')E,
<(|:(a0(@¢)7pi) © (zUE;i+),Qi) ) x H So(gjj))

Jg{iit} )i€k>

=0T dfdi = =dy, Ey = .. =&, and for any i € k, q; = pi+,
0 otherwise.
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Proof. If we do not have £ = ... = & the intersection is empty. If we do not
have d; = = dj, there exists an integer ¢ € k such that d; > d;+ and the chains
Zri1mdi 51(1) and ¢+ do not intersect, up to small perturbations, so
o(l.+),q: a'(( )
the intersection number of the lemma is zero. Let us now assume &; = = 5k =¢
and d; = ... = dy = d. The chain (aﬁ(m,pi)e(z) X (zgz;jg)‘?qi)e(ﬁ) X ]gz{lz_[ﬁ} SJ )
cooriented by (—1)"0(ag ;)@ x N(z "+1+)‘fqi)é(i+). Then, the normal bundle of
the intersection of the lemma is oriented as
% n it
g ((=1)™ag g, x Nz )7)
] kd = d + d + d
2(1 n+l—d \é(i (i n+1—d \é(1
:( ) m( 0'(@1)[)1)6( ) X (q (m<z‘7&i+)vqi)€( ) X m(ag(ei+)vpi+)€( ))> X m(zU&l)y(Ik)E( )
ket 1)d d = d \&(it d +
1) n+1 £(1 nt+l—d \é( (i
=(=D)EDIN G0 X Nag ) X Ll (Ml )7 X Magie, ), )77)
d d @t n+l—d \é(it
=111 (M@, 1,7 X NG L),
1EK

This implies that

d 2(4 n+l—d \é(it+ £(4)
<([(a0(@i)7m)€() X (ZU(JZ-%)#E)E( ! x H Siéj)

)./

g¢{iit}
—(—1)? ) ontl-d \&(it _ d
D TL@500000) " 0 ) err = (G0 T b
i€k o(l;y) i€k
and concludes the proof. O

Lemma 6.3.19. For any numbering o of I'y,

AFk,oZk 2k Z Z Z (d+1 H 1k ( ;LE;I) pdz) é i)’ (ai(zﬁ)w(ﬁ))g(ﬁ)) ‘

dené: k—{+x} p: k—bg

Proof. Lemmas [6.3.17] and [6.3.18 imply that
<ﬁ,m T m>?(a)

=3 Y X O T (R (@ p6) ) + o1

dené: k—{+} p: k—bg i€k

where p1 = (Ry,,. .. 7Rk,o>?(a) does not depend on the knot. For any i € k and
Jj €40,1,2}, set
P, s if j =0,
Pio(7) =\ Pis if j =1,

P, =m "B, ifj=2,
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so that B, = P,,(0) — P,,(1) + P.,(2). By transversality, N Supp(P,) C
i€k
N (Int(P;(0)) U Int(P; »(1)) U Int(P; »(2))), so that

ick

(Prov  Peolyy = 2o (=1 HOUP L (5(0)))ier) v
j:k—{0,12)

For r € [3, R—1], let S=" denote the set of points of S; that come from a point

of N, or N? in the gluing that defines S; in Lemma [6.3.14 m Let us prove that for a

configuration ¢ € N P;,(j(4)), if c(w,) € S  for some r € [3, R — 1] and p € k,
ick

then c(w,+) € Sf(zrj).

o If j(p) = 0, then (c(wp),c(wp+)) € Bogs,). If c(wyr) was in E,.yq, then
we would have (c(wp), c(wp+)) € pp™H(N, X Epy1), so c(w,) € Ly, (r) or
c(wp+) € g(s,)(r +1). Since the Seifert surfaces (¥5)jep .=+ are pairwise

parallel, this is impossible and c(wy+) € Eg ,)(2) N Npy1 C S;(T:

o If j(p) = 1, we similarly prove that c(w,+) € Eg(€p+)(2) NN, C S<Z+:)

e If j(p) = 2, since ép,g = ﬁ-(ﬁp;) C Sf(?gp) X Sfé .y and r > 2, then c(wy+) €
p
<3 <r+1
Sote, ) © Solt, )

A finite induction proves that if j takes the value 2, then the intersection number
((Pis(j(#)))iek)¥(») only counts configurations in l];[k SE(Z )» where these chains are

independent of the knot. This implies that
<ﬁ,o’7 T 7?,0’>Y(0) = <P1,0'7 e 7Pk,O'>Y(U) + ( 1) <P1007 e 7P]<(;)70'>Y(0') + P2,

where py is independent of the knot. Note that the quantity p3 = —py+((—1)*1 —
(PP, , P ,)v() does not depend on the knot. Lemma |6.3.12 reads

1

AFk,UZk = 2k (<P1 oy 7Pk,0'>Y( ) — <P100-7 R PIS7O->Y0(O'))
1 -
- 2k(<P10"" Pro)y ()+93)
jd+L ntl—d )& d (it
- k Z Z Z " H1k< 0'(—; 2 (a’a(fi+),p(i+)) ( ))
dené: k—{£} p: k—bg i€k
p3 + p1
—So
If 7 is the trivial knot, this formula yields p; + p3 = 0. This concludes the proof
of Lemma [6.3.19] O
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Note that

e for any 0 € Num(I'y), there are exactly k& numberings o’ of T'y such that
(I',o) and (T, 0’) are isomorphic as numbered graphs,

e forany (0,7) € Num(T',)xk, if ¥ = Xf, and if T denote the surface obtained
from X by pushing X7 in the positive normal direction, then (ZZ((Z), EZ((ZZJ)F))
is isotopic to (X, X7) if ez ,4) = +1 and to (X1, %) if ez ,4) = —1.

Therefore, Lemma [6.3.19 and the definition of the Seifert surfaces in Setting[6.3.6
imply Lemma [6.3.11

6.3.3 Proof of Theorem [6.2.24]

Lemma [6.3.11] can be rephrased as follows in terms of Seifert matrices.

Lemma 6.3.20. Fiz a pair (B, B) of dual bases of H.(X), and set B = ([a?])o<d<n, i€ba

and B = ([29])o<d<n, icvy. For any d € n, define the matrices V;" =V (B, B) as in
Deﬁmtzon . For any numbering o of I'y and any map ¢: k — {£}, let ez,
be defined as m Lemma and let N(é,0) be the number of integers i € k
such that ez, = +1. For any v € {0,...,k}, set

A0 = (;/@ Card({(&,0) € {+£}% x Num(T'}) | N(&,0) = v}.

With these notations,

- ST,

?r\r—*

Proof. Note that for any k& > 2, )\,(3()] = Afg,l =0. O
In order to prove Theorem it remains to prove the following lemma.

Lemma 6.3.21. For any k > 2 and any v € k, )\,(3 = A with the notations of
Theorem [6.2.2/).

Proof. For any (¢,0) € {£}£ x Num(I'y), define
Fo(é,0): i€k o(l;)+ (1 —e(i))k € 4k,
and let Fy(€,0) € & be the permutation such that for any ¢ € k,
Fi(é,0)(1) = 14 Card ({j € k| Fo(&,0)(j) < Fo(é,0)(i)}) -
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By definition, N(&,0) is the number of elements i € k such that Fy(&,0)(i) <
Fy(¢,0)(i™). Since for any i € k,

(Fo(e,0)(i) < Fo(&,0)(i")) & (Fi(8,0)(i) < Fi(8,0)(i1)) ,
N(é,0) = Ni(F1(¢,0)), where for any p € &y,

Ny(p) = Card({i € k | o(i) < pli*)}).
Let p € &, act on (€,0) € {£}E x Num(Ty) as

o,
,0,), where for any i € k,
g {ap(&) U(E (i)).

With these notations, Fi(p- (5 0)) = Fi(¢,0)0p~!. This implies that all the fibers

of F} have same Cardlnahty (Zk )! , so that

)\,(W ECard ({0 € S; | Ni(o) = 1/}) :

Let 04 € & denote the permutation such that o, (i) = i* for any i € k. The
subgroup G generated by o in &y is cyclic of order k. Let G act on &y, in such a
way that o, -0 = 0o (oy)! for any o € &. We have Ny(c) = Ny(o, - o) for any
o € 6y, and each orbit is of cardinality k. The subgroup G' = {¢ € & | o(k) = k}
contains exactly one element of each orbit. For any o € G', Ni(0) = 1+ Ny(op—1),
where for any 0’ € &1, No(0') = Card({i € k —2 | /(i) < o’(i+1)}) Therefore,

1 / /
MY = (k_l)!Card ({o" € &por | No(0) = v = 1}) = A 0

6.4 Construction of admissible propagators

6.4.1 Preliminary setting

In this section, we prove Lemma It suffices to prove the following result.

Lemma 6.4.1. Fix a rectifiable long knot ¢ R™ — M°, a diffeomorphism ©: Np —
Ngr as before Lemma and a parallelisation T as in Lemma [6.3.1 Fiz two
real numbers 0 € R, and R > 3. Fiz Seifert surfaces ¥ such that X* N Np =
(62%)° N Np.

Under these assumptions, there exist R-admissible propagators for (X7, %7 1))
as in Definition [6.3.4. Furthermore, it is possible to choose R-admissible prop-
agators B (for (37,37 ,4)) and By (for ((¢X7)° (o _) , o)) such that ©y(By N
Py H(N% < N%)) = BNp, ' (Ng x Ng), where Os: Cg( 2) — Cy(Ng) is the diffeo-
morphism induced by ©: N§ — Ng.
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From now on, we assume without loss of generality that § = 0 and R = 3, and
we prove Lemma until the end of Section [6.4]

Fix Seifert surfaces ©* as in Definition [6.3.4] Identify a neighborhood N3 of
the knot with the neighborhood N of the trivial knot in R"*? defined as the union
of the cylinder {x € ]R;”r2 | 212 + 252 < 9} and the complement of the open ball of
center 0 and radius % = 6. In this setting, (GT)|(602(M°))mp;1(N3xN3) extends to a

smooth map Go: p, ' (N3 x N3) — S**! which is the restriction of the Gauss map
of CQ(R”J’_Q) to pb_l(Ng X Ng) = pb_1<N§) X Ng) C CQ(R”+2).
Define the following subsets:

Xo = py (N1 xNy) Xlzpb1< U Er+1><Nr) Xzzpbl( U NTXET+1>7

re[l1,2] re(l,2]
lepz:l((szEl) x Ny), Y2:p;1(N1 x (NN EY)),
X=X, UX,UXs, Y=YiUYs, andW =Co(M°)\ (XUY).

Figure shows this decomposition of Cy(M°), where X is in black, Y in gray,
and W in white.

y € Es
3
2

ye Ny |1

IEEEl

Figure 6.5 — The used decomposition of Cy(M®)

Let (e;)1<i<nt2 denote the canonical basis of R"*2. The disks D,(r) and the
lines L3 (r) are defined in Notation [6.3.3] Define the following chains in X:

° BXO = Goil({el}) ﬂpb_l(Nl X Nl)

e By, = U ((2_ NErp1) X Dy(r) + ppH (Eryq X L(J)F(T»)

re(l,2]
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® B = U (Du(r) X (S0 Erit) = puH L5 (1) x Eraa)
Note that By, is naturally oriented. We orient By, such that the inclusions
(37N Er1) x Du(r) + py ' (Brys X LE(r)) = By, preserve the orientation for
any r € [1,2]. The chain By, is similarly oriented. We are going to define a
chain B C Cy(M°®) such that 0B = G, '({e;}) and B Nint(X;) = int(By,) for
i €{0,1,2}.

In N3 = N C R"*2, use the coordinates z = (z1,72,7) € R x R x R". In these
coordinates, and for any r € [1,3], N, = {(z1, 22, %) | 21 + 22> < r? or ||z]| > £}

We also define the coordinates x = (x1, z9, hy.w,), such that h, € R, and
wy € S*~L. This will help us in drawing the next figures in R? x Rt with w, fixed
in S"~!. For example, Figure depicts N,.

R =1

s

Figure 6.6 — The neighborhood N,..

Set R, = 178 and h, = \/R,%> — 2, so that ON, = 9.N, U O;N,, with 9.N, =
{(x1, 29, hp-wy) | 12+ 292 =12 hy < h,} and OsN, = {(x1, 22, hpwy) | 212 + 227 =
R.? — h,% h, < h,}.

We are going to define a chain By, C Yj such that (Bx, + By, + Bx,) C
d(XoUY1UX). For any y € N3, define

D°(y, —e1) = {x € Ny | there exists t > 0 such that x =y — t.e; },

so that Bx, = {(z,vy) | y € Ni,x € D°(y, —e;)}. We orient D°(y, —e;) with d¢, so
that By, is oriented by dy A dt.

Lemma 6.4.2. The boundary OBy, splits into three pieces GZ1({e1})N(0C(M°)N
Py {(Ny x NY)), 01Bx, = Bx, Npy "(ONy x Ny) and 93Bx, = Bx, Np, (N1 x ONy).
The piece 01Bx, is exactly {(z,y) | © € D°(y,—e;) N ONy,y € Ni}. For any
y € Ny, define the following points :

o [fhy < hy, |y < VR —h2 andy > /R — g2 — b2« (y) and z (y)

are the twd")| intersection points of D°(y, —ey) with the sphere {z | ||z|| =

Rl}.

0They coincide when |ya| = /R1® — hy,*.
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o Ifhy < hy, |yl <1, and gy > JR2 — 2 — b2, ;. (y) and xt(y) are the
twdH] intersection points of D°(y, —e1) with the cylinder {x | 23 + 23 = 1}.

o Ifhy < hy, and yi® + o> < 1, 2 (y) and z; (y) are the twd™| intersection
points of D°(y, —ey) with the cylinder or the sphere as above.

More precisely, we have the formulas

xét(y) = (:l:\/ 1- y22>y27y) ‘r;’t(y) = (j:\/R12 - y22 - hy27y2;y) ;

when they make sense.

For any y € Ny:
0 if hy > hy or |ya| >/ Ri® — b,

or (y1 <0 and |ly|| > Ry),

{25 (v), 25 ()} if hy < hy, 1< |ya| < \/Ry? = h)?
D°(y, —e1)NON; = and y; > \/R12 — o2 — b,

{o (), 2f (), 25 (y), 23 (y)}  if hy < ha, yo] <1,
and 1y, > \/R12 — 1% — hy2,
{z;(y), 2. (y)} if hy < hy and y1® 4+ yo* < 1.

Figure depicts the four possible cases, with the conventions of Section|6.4.1).

Figure 6.7 — Picture of the four possible cases in Lemma m

UThey coincide when |ya| = 1.
12They coincide when hy = hy.
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Then, 0, Bx, splits into six faces:

o The faces 9%, Bx, = {(z5(y),y) | hy < hu, [y < \/Ba® = b2y > R — 22 — b2,
oriented by Fdy.

o The faces 9%,Bx, = {(z5(y).y) | hy < hu.lyel < Ly = /R2 — 2% — b2,
oriented by *dy.

e The face 0.;Bx, = {(z,(y),y) | hy < h1,y1? 4+ y2* < 1}, oriented by —dy.

c

e The face 95 ;Bx, = {(; (v),y) | by < h1,y1® + yo? < 1}, oriented by +dy.

S

Lemma 6.4.3. The boundary of Bx, is the union of:
o The face 0,Bx, = 0(X~ N E) x D,(1).

e The facﬁ OvuBx, =— U 0" NE.41) xID,(r).
re(l,2]
o The face 0,Bx, = (X~ N E3) x 0D, (2).

The face aE,LBXl = U (6ET+1) X {(RT,O,G)}

re(l,2]

The face OpBx, = 0E, x L (1).
The facd' 0, Bx, = —E3 x 0L (2).
o The face OBx, = G- '({e1}) Ny (Ey x {o0}).

Among these faces, 9;Bx,, and OgBx, are contained in 9Y;. We are going to
extend the half-line D°(y, —e;) inside E; in order to cancel the faces of d; By, and
these faces 0;Bx, and OgByx,. The goal of Section is to obtain the following
lemma.

Lemma 6.4.4. There exists a chain By, C Yy such that the codimension 1 faces
of By, are:

o the faces —0.;Bx,, —0siBx,, —05,Bx,, and —0=,Bx,,
e the faces —0yBx, and —0gBx,,
o the face OBy, = {(x,y = co,u =e1) | x € Ny N E\}, oriented by —dz,

e faces (0; By, )1<i<3, which are contained in p, ((Ny N Ey) x ONy) C OW and
described in Lemmas and [6.4.7]

13The union — |J 9(Z~ N E,41) x 9D, (r) is oriented as —[1,2] x (X~ N E,41) x ID, ().
re(l,2]
YIn M°, L (2) reduces to the point (Rz,0,0) with a negative sign.
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6.4.2 Construction of the chain By,
6.4.2.1 Cancellation of the faces 0.;Bx, and 0;,Bx,

In this section, set V. = {y € N1 | 0 < hy, < hy,y1? + y2* < 1}. Let y be a point
of V..

If h, > hy, define D*(y, —e1) = {z —te; € NoN E;y | t > 0}, and orient it by
dt. If h, < hy, define D'(y, —61) as the union of the following oriented arcs.

e The line segment L_ (y) C Ny from z (y) to ON, with direction —e;. Let
25 (y) = (—2cos(n.), —2sin(n.),y) be the intersection point of this line with
ON, (with n. € [-F, 7]).

e The circular arc from z9(y) to z5(y) = (—2,0,7) given by the formula ¢ €
[07 1] = (_2 COS((l - t)n(:)v -2 SlIl((l - t)nc)’y)

e The arc of longitude {z € (X~ N Ey) | hy > hy,w, = wy}, from z5(y) to

#5() = (—V/R" = h,%0.7).

e The circular arc from z$,(y) to the point 27 (y) = (—\/R22 — hy? — 22, o, y>,
given by t € [0, 1] — (—\/RQZ — hy?cos(tns), —/ Ro® — b, sin(tns),y), where
ns € [—5, 5] satisfies 27 (y) = ( v Ra? — b, cos(n,), —\/ Ra* — h,” sin(ns),y)

e The line segment L (y) C Ny from x5 (y) to = (y), which has direction —e;.

Figure depicts the curve D(y, —e;) = D"(y, —e1) U D'(y, —ey), where the
dotted part on the right is not in the plane but in the longitude.

CUS Z'L(y mL(y)
Tc (y
o z5(y) x5 (y)

Figure 6.8 — The curve D(y, —e;p) in N3 (left) or in II, = {x | T = 7} (right)

Lemma 6.4.5. Set B. = {(z,y) | y € Ve, € DY (y, —e1)} and orient it by dy Adt,
where dt represents the orientation of D'(y, —e1). The codimension 1 faces of B,
are:

130



CHAPITRE 6. LA TORSION DE REIDEMEISTER EN FONCTION DE
COMPTAGES DE DIAGRAMMES

o the face —0.;Bx,,
o the face —0s;Bx,,

o the face O,By, = {(x,y) | y € 0.Ni,x € D' (y,—e;)}, oriented by dt A
Q(0.N1),

o the face —0;Bx, = —0(X~ N Ey) x D,(1).
If (x,y) € Be, and if y € Y(R™), then x € ¥,

Proof. The first two faces and their orientations directly follow from the construc-
tion of D'(y, —e;). The next two faces correspond to y;%+y2? = 1, and h, = 0, re-
spectively. The face corresponding to h, = hy is of codimension 2, since D*(y, —e;)
reduces to a point. Note the cancellation at h, = hy since x3,(y) = 2%(y) and
x5 (y) = x5 (y) for such a y. O

6.4.2.2 Cancellation of 9} Bx,, 0.,Bx,, 0{,Bx,, and 0, ,Bx,

,0

Set Vs ={y | hy < h1,0 < |ya| < \/R* —hy? y1 > \/R12 — hy® — %}

In this section, for any y € Y, we are going to extend D°(y, —e;) to a curve
D(y,—ey) in Ny such that 0D(y, —e;) = —{y} in M°. In order to do so, we will
connect x; (y) and x} (y), and, when they exist, we will connect z, (y) and = (y).

We split Y, in three parts V! = {y € V. | hy < hy or |ya| > \/Ro* — by},

y52 :{y eys | hy S h272 < |?J2| S \/R22_hy2}7 and yg = {?/Gys | hy S h270<
ly2| < 2}.

First case: y € Y}

In this case, the half-line starting at y with direction —e; is contained in N,
so we set D(y, —e1) = {z € Ny | G(z,y) = e1}.

Second case: y € ))?

In this case, the half-line {x € Ny | G(z,y) = e;} meets O;N in two points
x2,(y) as in Figure Let v5(y) denote the circular arc contained in the half-
circle O;No N{x | zoy, > 0,7 = 7} from x7,(y) to 25 5(y). Then, the line D(y, —e;)
is the union of {z € Ny | G(z,y) = e1} and ,(y).

Third case: y € V3

In this case, the half-line {x € Ny | G(z,y) = e;} meets O;N» in two points
235(y) and meets 9.No in two [?| points fo(y) as in Figure . Let ~s(y) be
defined as in the previous case, and let 7.(y) be the circular arc from z_,(y) to
z55(y) in the half-circle 9.Na N {x | 22y, > 0,7 = y}. Then, the line D(y, —e;) is
the union of {x € Ny | G(x,y) = e1}, Y.(v), and v5(y).

Bwhich coincide if |ya| = 2.
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Figure [6.9| depicts the curves D'(y, —e;) = D(y, —e1) N (Na N E4) in the plane
II, = {# | T = 7} for different values of y in ). The two plain circles depict
the boundary of N; and the two dotted circles depict the boundary of Ny. The
orientations are given in the picture by the arrows.

Dl(y(ll, —e1) ey

Figure 6.9 — The curves D'(y, —e;) in II,.

Lemma 6.4.6. Set BYY = {(z,y) |y € Vs,x € D'(y, —e1)} C Y1, and orient it
with dy Adt, where dt is the orientation of the lines D(y, —ey). Set YO = {y | h, <

ho,y1 > \/R12 — hy2,?/2 =0}.

The codimension 1 faces of B{Y) are:
e the faces —0f,Bx,, —0;,Bx,, —0:,Bx,, and =0 ,Bx,,
o the face Ox By,,

o the face LBy, = {(z,y) |y € Vs, 11 = \/R12 — h,? — 2, v € DYy, —e1)},
which is contained in py,'((Ny N Ey) x ONy), and which is oriented by
—dys A dhy A dw, A dt,

e the face 3B = {(x,y) |y € Y, 2 € Cy(y) U Ce(y)} where Cy(y) denotes
I, N 05Ny, oriented as a direct circle of the plane 11, (i.e. as the boundary
of a disk), and C.(y) denotes the intersection 11, N 0.Na, with the opposite
orientation. 03B is oriented by dt A dy; A dhy N dwy,, where dt is the
orientation of the circle in which x lies.

Proof. The first four faces follow from the fact that the line D(y, —e;) extends
D°(y,—e;1). When y € Y3 and h, = ha, 75(y) and 7.(y) cancel each other, so that
there is no face corresponding to h, = he. Note that there is no discontinuity when

lya| = \/R1? — h,” since 7,(y) reduces to a point. There is no discontinuity when
|y2| = 2 either since 7.(y) reduces to a point.
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When y; approaches infinity, we obtain the face O, By,, when y; goes to

\/ R — hy2 — Y22, we obtain the face 0 By,, and when y approaches 0, we obtain
the face 93 B(Y. O
6.4.2.3 Cancellation of the face 958!

For any y € Y2 such that h, > 0, define A(y) as the annulus {x € ON, | w, =
Wy, hy > hy} and orient it in such a way that its boundary is Cs(y) U C.(y).

Lemma 6.4.7. Set B® = {(z,y) |y € Y, h, >0,z € A(y)}, and orient this
chain by —Q(A(y)) A dys A dhy A dw,, where Q(A(y)) denotes the orientation of
the annulus A(y) in which x lies. The codimension 1 faces of B?) are :

o The face —03BWY.

e The face —0Fy x L§ (1) = —0pBx, .

e The face O3By, = {(2,y) | 0 < hy < hg,y1 = VR1* — h,%,y2 = 0,2 € A(y)},
oriented by Q(A(y)) A dh, A dw,, and contained in p; ' ((Noy N E1) x ONy).

Proof. The face —93B") corresponds to the boundary of A(y). The face 9z Bx,
appears when h, approaches zero. The face corresponding to h, = hs is of codi-

mension 2, since A(y) degenerates to a circle. When y; = /R, — h,*, we obtain
the face 03By,, and when y; approaches infinity, we obtain a face contained in
{(z,y = 00,u =ey) | x € ONy}, thus of codimension at least two. O

6.4.2.4 Proof of Lemma and definition of the chain in X UY

Set By, = B,+ B + B®. The chain By, satisfies the conditions of Lemma .

Let S: Cy(N3) — Co(N3) and T': Cy(M°) — Co(M°) be the smooth maps de-
fined on the interior of their respective domains by the formulas S(z,y) = (—z, —y)
and T'(x,y) = (y,x), and set By, = —ST(By,) and Bxyy = Bx, + By, + Bx, +
By, + By,. By construction, we have the following lemma.

Lemma 6.4.8. Let G be the map of Definition [6.2.5
The chain OBxyy — G- ({e1}) defines a cycle dw of OW C W.

Proof. For any 1 < i < 3, set 0;By, = —ST(0;By,). Set 0,Bx, = —0Lq (2) x Ej

and 8MBX2 = (8]1])“(2)) X (E+ mEg) Set ag#BXQ = _ST<8Z,;LBX1)7 and 8E7LBX2 =

—ST(dp,.Bx, ), where the faces 9, Bx, and 9, Bx, are defined in Lemma [6.4.3]
The boundary of Bx_y is the union of :

e The faces (8¢By1)1§i§3 and (81'By2)1§i§3.

133



CHAPITRE 6. LA TORSION DE REIDEMEISTER EN FONCTION DE
COMPTAGES DE DIAGRAMMES

e The faces 8(,,U,BX,-7 QNBX“ 8E7LBX1., 8LBXi for ¢ € {172}

o The face G- ({e1}) N (X UY) = (G a0, meyvr) " ({e1}).

All the previous faces except the last one are in JW. Making the difference
with G_'({e1}) replaces the last part with —G-'({e1}) "W = —(Grjyp,)~ ({el})
which is contained in OW.

6.4.3 Extension of the chain to W
6.4.3.1 Construction of By, up to Lemma [6.4.11

In this section, we prove that the cycle dy of Lemma is null-homologous in
W.

Lemma 6.4.9. There exists a chain By C W such that 0By = —dw .

Proof of Lemma [6.4.1] assuming Lemma[6.4.9. Let By be like in the lemma, so
that 8(BW + BXUy) = G;l({el}) Set BT = % (BW + Bxuy + T(BW + BXUy)),
so that BT = 1G;'({—e1,e1}). Note also that if ¢ = (z,y) € BT, and if
(x,y) € pp~ 1 (Y(R™) x M°), the definition of (Byx,)i1<i<s and the construction of
B.in Lemma imply that y lies in the closure ¥~ U X+ of X~ UXT in Cy(M°).

This proves the first assertion of Lemma[6.4.1] It remains to prove that admis-
sible propagators can be chosen standard in p; ' (N3 x N3) as stated in the second
part of Lemma [6.4.1]

The previous work with the trivial knot and the surfaces ((,X7)°, (437)?),
yields an admissible propagator By for ((¢X7)?, (6X7)°, vy).

Set Wy = (Nngg)ﬁWand W3 = W\W2 Set By, = By N Wa.

The chaln 51741/3 = (6w + T(6w)) + OB}, is a cycle of W3, which is null-
homologous in W because of Lemma [6.4.9] Since W is a deformation retract
of W, this implies that 5%3 is a null-homologous cycle in W3. Therefore, there
exists By, such that By, = —dy,. Since T(df,) = d}y,, choose Bf;, such that
T(Bf,) = Bf,.

Set B = $(Bxuy —|— T(Bxuy)) + Bly, + Biy,. Since the boundary of §(Bxuy +
T(Bxuy)) + BW2 is 2 T_l({—el, e1}) + 36w + T(0w)) + OBf,, the chain B is as
requested by Lemma 6.4.1] O

The rest of this section is devoted to the proof of Lemma [6.4.9]

Set Wy = pb_l(El x Fy). Note that W — W is a homotopy equivalence. In
order to prove Lemma [6.4.9] it suffices to prove that the class [dy] € H,12(W1) is
null. Lemma directly follows from the following two lemmas.

Lemma 6.4.10. Let My, denote the cycle p, " ({(z,z) | © € 9D,(2)}) = UM° op,,(2)-
With these notations, Hy,1o(W7) = Q.[My].
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Proof. Wy is nothing but Cy(E;), and F; is homotopic to the complement of
P(R™) U {oo} C S"2. Let Ag, denote the diagonal of E;?. The construction of
the configuration space Cy(E;) implies that Cy(E;) has the homotopy type of its
interior 12\ Ap,, so that H, o(W)) = H,o(E* \ Ap,).

The Alexander duality implies that H,(FE7) is non trivial only in degree 0 and
1, and that H,(E)) is generated by [0D,(2)]. Then, H.(E;?) = 0 for * > 2, and
the long exact sequence associated to E;*> \ Ap, — E;? yields an isomorphism
from H,5(E\*, E1* \ Ap,) to Hy2(E?\ Ag,).

The excision theorem yields an isomorphism between Hn+3(E12, E12\A g, ) and
H, s(N(Ag,),N(Ag,) \ Ag,), where N'(Ag,) denotes a tubular neighborhood of
Ap,. Since M° is parallelizable, N'(Ag, ) is diffeomorphic to the trivial disk bundle
Ap, x D" and

I

Hn+3<N(AE1)7N<AE1> \ AEI) Hn+3(AE1 X Dn+27 AEl X (]DTH_Q \ {0}))
Hl (AE1) @ Hn+2 (]D)n+27 a]D)n+2)
Hy(Apg,) ®@ Hyyr (9D"?)

Q.[0D,(2)] ® [oD™+2].

I

12

Therefore, H,2(W;) = Q.[0D,(2)] ® [0D™"2]. This identification maps [My] to
+[0D,(2)] ® [oD"+2]. O

Lemma 6.4.11. There exists an (n+ 2)-chain Dy, with 0Dy C OW1, such that:
[} DW is dual to MW <DW7MW>W1 = +1.
e The intersection number (Dy, dw)w, is zero.

Since this lemma implies that [dy] = 0 € Hy4o(Wh), it implies Lemma [6.4.9]
We are left with the proof of Lemma [6.4.11]

We will construct the chain Dy = D; + Dy + D3 as the sum of a chain D,
defined in Lemma [6.4.12, a chain D, defined in Lemma [6.4.16, and a chain Ds
defined in Lemma [6.4.17]

6.4.3.2 Construction of the chain D,

Fix a Seifert surface Y’ parallel to those used in the construction of the chain

Bxuy, such that ¥ N N3 = {(rcos(%),rsin(§),7) | T € R",7 > 0} N N3, and let
¥ denote ¥° N ;. Fix an embedding ¢: [—1,1] x X' — Ej, such that ¢(0,2) =z
(55)(0:2)
1(35) 0.2
x € ¥/. Let ¥'* denote the parallel surface p({1} x ¥'), and, for any x € ¥/, let
xt denote the associated point ¢(1,x) in X", Assume without loss of generality

that 3" N N3 = {(rcos(§),rsin(3),7) | T € R",r > 0} N (£ N N3).

for any x € 3. This allows us to define a normal vector n, = for any
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Lemma 6.4.12. Set D; = p, '({(¢(0, ), 0(t,x)) | (t,z) €]0,1] x ¥'}). The clo-
sure adds the configurations (x,x, [n,]) € OaC2(M°) where x € 3. The intersec-

tion DyN My, consists of the configuration ¢ = (o, xo, [ns,]) where zg is the unique
intersection point of 0D,(2) and ¥'. Orient Dy as [0,1] x X'.
The boundary of Dy is the union of three codimension 1 faces:

o The face A(X, X)) = {(z,2") | x € ¥'}, oriented as ¥'.

o The face 0.Dy = {(x,x,[n.]) | x € X'}, oriented as —X'.

o The face ,D1 = {(z,(t,x)) | 0 <t < 1,2 € 0¥}, oriented as —[0, 1] x 9%.
Furthermore, the last two faces are contained in OW7.
Proof. This is a direct check. m

Our chain Dy, will be defined from D; by gluing other pieces in order to cancel
the face A(X',3'"), which is not contained in OW;.

6.4.3.3 Construction of the chain D,

Let S’ denote the closed surface obtained by gluing a disk D"*! and X’ along their
boundaries. The surface S’ is oriented as X' U —D"". Let S’ x S’ denote the
product of two copies of S’, where the coordinates read (z,y™"), so that X' x X' C
Wi naturally embeds into S” x S™. Set A(S’, 5™F) = {(z,2™) | x € S'}, and orient
it as 5.

Notation 6.4.13. Choose two families (af)0§d§n+171§i5bd and (Zg)ogdgn_,_l,lgigbd
of chains of S’ such that:

e For any d € {0,...,n + 1}, the families ([a¢])i<i<p, and ([2{])1<i<p, are two
bases of Hy(S").

For any d € {0,...,n+ 1}, and any (i,7) € (ba)?, ([ad], [2n+1_d]>5’ = 0j5-

? J

For any d € n and any i € by, the chains af and z{ are contained in ¥’ N F.

The chains a) and z{ are two distinct points of 9%/, and aj*! = 27! = 9.

For any d > "?“, and any j € bg, a? = Z;l,
J € ba, ;i = (—1)%?.

n+1
2

and for any d < and any

Such a choice is possible as in Lemmal6.3.15] and the previous chains induce similar
s d d it
families ((af)™)o<d<n+1ien, and ((2§) " o<a<nt1,ies, in S
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Lemma 6.4.14. We have the following equality in H,1(S" x S'):

n+1

IAGS, 8] =3 Y [ad x (2.

d=0i€by

Proof. The Kiinneth formula implies that H,,1(S" x S'*) admits the two families
([af x (7)) No<asn i igyeea and ([2 % (@) ) o<acn1,6)epe? as bases.
For any (d d)e{0,...,n+1}? any (i,j) € (@) and any (i, j') € (by)?, we have
the following duality property:

(laf x (O] 23" % (@) Dgress = Girdjgrdaa

n+1 bg b
There exist coefficients such that [A(S", S")] = 3 Xd: de o [ad x (271701,
d=0i=1j=1

and the duality property above and the definition of A(S’,S'") yield

2y J

Ozd- _ <[A<S/,Sl+)]7 [ZZ’(H—l—d % (ad)+]>sl><5’+ = 52,] OJ

Let D denote the (n + 1)-disk D"*! which we glued to 3’ above. To express
A(Y',¥") from this lemma, we study A(D,D%) = A(S", 5") — A(X, X).

Lemma 6.4.15. There exists a chain Ds in 0% x OX'" such that the chain c} =
Ds—al x DT =D x (29)" + A(D, D) is a null-homologous cycle of D x DT.

Proof. Let S (respectively S*) denote the sphere that bounds the disk D (respec-
tively DT), which we glued to ¥’ (respectively ¥'*). Note that S = —9%'. Assume
without loss of generality that al is the North Pole Py of the sphere S, and that
2V is the South Pole Ps. Similarly define P and Py .

For any x € S\ {Pxy}, there exists a unique shortest geodesic parametrized
with constant speed (y;(¢))o<t<1 on the sphere ST going from z© to Pd. Set
Ds={(z,yf(t)) |0 <t <1,z €S\ {Pn}}, and orient it as [0,1] x (S\ {Pn}).

The boundary of Djs is the union of three codimension 1 faces:

o The face +{Py} x S*.
e The face +S x {Pg}.
e The face —0A(D, D).

The first face appears when x approaches Py, the second one when ¢ = 1, and the
third one when ¢ = 0. This implies that ¢} is a cycle. Since H,41(D x D*) =0, ¢;
is null-homologous. [
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Lemma 6.4.16. There exists a chain Dy C X' x X't C W, such that Do NOW, C
0Ds, and such that

e (Z > af x <z?“d>*> A X ST X () + Dy — AR, ),

den i€bg

n+1
Proof. Let & = ch— A(S',§%)+ 5 5 ad x (7417,

d=0 i€by '
Lemma [6.4.14] and |6.4.15 imply that ¢Z is null-homologous in S’ x S'*. Now 2
reads

¢ = (Z > af x (Z?+l_d)+> +a) x D45 x () + Dy - AY, 2.

den i€bg

Therefore, ¢} is a cycle of ¥/ x X' and the class [c3] is null in H, (S’ x S'T).
The Kiinneth formula proves that ([ad x (/779"

Hy1 (X' x $'F). Since it is a subfamily of the basis ([af x (2% )o<a<ni1,1<ij<b,
of H,1(S"xS8""), the inclusion map H,, 11 (X' x X)) — H,1(5" xS"") is injective,

and [c2] = 0 in H, (X' x 2'F). O

WL 206>

At this point, 9(D; 4 Ds) is the sum of a chain contained in 9W; and the chain

> Y af x (2T |, which is not contained in OW. It remains to define the
den i€by

chain Dj in order to cancel <Z > afd x (z?“d)Jr).

den i€bg

6.4.3.4 Construction of the chain D;

Recall that the unit normal bundle to the diagonal of M*° x M° has been identified
with the unit tangent bundle UM® of M°, and that it is a piece of 9Cy(M?).

Lemma 6.4.17. There exists a chain D3 C py, *(Es x Es3), which meets Opy *(E3 x
E3) only along 0Ds, and such that ODs3 is the union of:
e The faces —al x (2! *, ford € n and i € by.

(2

e A finite collection of fibers e(x;).Uy,, M C OW; N OCy(M°®), for 1 <i <m.

Furthermore, Y e(x;) = %
i=1
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Proof. Recall that H.(E3) = H.(S'). Then, for any d € {2,...,n} and any i € by,
there exists A% C Fy such that dA™ = af.
For any i € by, there exists (A?)° C M° such that 9(A4?)° = a;. Since

((A7)°, ¥ (R™) U {oo})ar = (A7), 0(X"™ U {oo}))m
[0((AD)" N (2" U {oo})] + (af, B U {0}

0,

the chain (A?)° meets the knot in an even number of points (z1, . .., xa,) such that
T9; and 9;41 have opposite signs. Cut (A4%)° along a disk §; around each of these
points, and glue an annulus [0, 1] x S between 9dy; and 9ds;, ;1 for each i, so that
the obtained chain A? does not meet the knot and the boundary of A? is a}. Tt
can be assumed that A? is contained in Es.

Assume without loss of generality that the chains (A%*!); ; have been chosen
such that A7™ and (2™ 7%)* are transverse for any i and d. Set K;q = A N
(27D * and K = U U K, 4. Define

den i€bg
Dy==3 3 py ((AF x (7 7)\ A),
den i€bg

so that
aD3 = — Z Z (I? X (Z;H_l_d)—l— —+ Z €<I’>U$M7

den i€bq zeK
where (—1)%"'e(z) is the sign of the intersection point. For d € n and i € by,

> e(a) = (=)A= (o, (D) = (D) Vi s,

SCEKiyd

where V.o, = V.o, _,(B,B) as in Definition [6.2.17] with B = (af); 4 and B =
(24); .4, so that

7

Yoel@) =D > () =Y (D)™ Tx(V, 1y g)
zeK denicbg €K 4 den
Conclude with Lemma [6.2.27] O

6.4.3.5 End of the proof of Lemma [6.4.11
Set Dy = D; + D5 + Ds. By construction, 0Dy, is the union of:

e The faces 0, D; and 95D of Lemma[6.4.12]
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e The faces Ds, al x X', and ¥ x (29)" of Lemma |6.4.16
e The faces e(z;)U,, M of Lemma [6.4.17]

All these faces are contained in OW].

Let us check that (Dy, My )w, = £1. We already saw that (Dy, My )w, = £1.
Since Dy C Y x ¥'*, the chain Dy does not meet My, which is contained in the
diagonal. Since D3 C pb_l(Eg X Eg), <D37MW>W1 =0, and <DW,MW>W1 = =+1.

It remains to check that (Dw,dw)w, = 0 for the cycle dy of Lemma m
Note that [(Sw] = [(SW — a(BXUy N Wl)] But 5{/[/ = (SW — a(BXUy N Wl) is the
union of:

e The faces 0,1 B = (X~ N Ey) x (0D,(1)) and 0, 2B = (9D, (1)) x (X* N Ey).
e The faces —9Ly (1) x Ey and —FEy x OL{ (1).

e The faces (0;By, )1<i<s and (0;By,)1<i<3-

e The face —GZ1({e1}) N .

The faces Lg (1) X By, Ey x OL§ (1), 9,1 B and 9, 2B cannot meet Dyy: indeed,
they are contained in ON; X Fs or Fy x 0Ny, so they do not meet D; or Ds, and
since the points AL (1) are on the Seifert surfaces £ and ¥, and since ¥’ and
'+ do not meet the surfaces ©F, these faces do not meet D,, either.

For 1 < i < 3, let us study the intersection of the faces 9;By, C p, ' ((Ny N
Ey) x ONy) and 9;By, C p; ' (ONy x (Na N Ey)) with Dy

e They cannot meet Ds, which is contained in p, '(E5 x E3).

e They could meet Dy along D; NO(X UY) = 0,D;, which is composed of
configurations where the two points are in d/N;. The choice of the longitudes
0% and 0X'", and the description of these faces in Lemmas|6.4.5| |6.4.6}, [6.4.7
imply that any configuration ¢ = (z,y) € ON; x ON; in one of these faces
is such that ﬁ = e;. Figure |6.10| shows that this never happens when

(x,y) € OaDs.

e Eventually, they could meet Dy along af x X" and ¥’ x (2{)*, which would
necessarily happen inside af x (X7 N (Ny N Ey)) or (X' N (Ny N Ey)) X
(2)". Assume without loss that af = (cos(%),sin(%),0) and that (20)* =
(18 cos(%), 18sin(%),0). In this case, we get no intersection points, as it can
be seen on Figure [6.10]

Therefore, these faces do not meet Dy .
We are left with the proof that (Dy, —GZ1({e;}) N W;) = 0. We will use the
following lemma since this intersection is contained in the faces of Dyy.
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Figure 6.10 — Dotted line: The surfaces ¥’ and ¥'* inside N3 N 11, for any = such
that h, < hy. Dashed line: The points z € No N F; such that (z, (2))") or (af, z)
lies in 0; By, or 0y By;.

Lemma 6.4.18. Let P be an oriented manifold with boundary, let ) be a sub-
manifold of P, and let R be a submanifold of OP. Assume that

e the submanifold QQ meets OP along its boundary: QQ N OP C 0Q, and this
intersection s transverse,

e the submanifolds QQ N OP and R are transverse in OP.
The submanifolds Q and R are transverse in P and (Q, R)p = (0Q N OP, R)yp.
Proof. The lemma follows from a direct computation. O

The only configurations of Dy, where the two points collide with u = 7,(e;)
are:

e Those coming from the faces e(x;)U,, M C 0Ds3. Their contribution is

i=1

- —ilem)

(2

1 —x(¥)

2

(D1 =G () Wi, = (S el MG () 1 W )
oWy

e Those coming from 0;D;. Assume without loss of generality that e; is a
regular value of the map ¢,,: * € ¥’ + 7, (n,) € S*"'. Their contribution
Is

(D1, =G {er}) N Widw, = (01D1, =G ({er}) N Wh)aw,
= +degel(¢n)7

where deg, (¢,) is the differential degree of ¢, at y, and where the plus sign
comes from the fact that the face 9, D; of Lemma [6.4.12|is oriented as —>'.
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The proof of Lemma [6.4.11|is now completed by the following lemma.

Lemma 6.4.19. Let ¢, be the map x € X' +— 7.1 (n,) € S"*1.

The differential degree of v, may be extended to the constant map on St with
value %
Proof. Note that for any @ € X' N N3, p,(z) = (cos(3),sin(%),0). All the
boundary of ¥’ is mapped by ¢, to one point in S**!. This implies that the
differential degree of ¢, does not depend on the chosen regular value in S™*.
Assume without loss that ,, admits —e; and e; as regular values.

For any = € ¥/, define the projection X (z) of 7,.(e;) on T,,%" along the direction
n, (which is the only vector of T, that can be expressed as 7,(e;) — An, for some
A € R). This defines a tangent vector field X on ', whose zeros are the points
such that ¢, (x) = £e;. Around such a zero z, @, is a local diffecomorphism from a
disk around z to a disk inside S"*!. In this setting, the index i(X, z) of the zero is
+1 if and only if this local diffeomorphism preserves the orientation. This implies
that > (X, 2) = deg,, (,) +deg_, (). Since deg(y,) does not depend on

z zero of X
the regular value, deg(p,) =35 3 fX@'(X, ).

Let D C X' be the set {(rcos(§),rsin(),z) | 1 <r < 2,7 € R"} N Ey, as
depicted in Figure[6.11] This is an (n -+ 1)-disk on which X takes a constant value
Xy # 0. Change the vector field X on ID so that it keeps the same value on 0D\ 9%
but is going outwards on all DNJY'. The obtained vector field X’ is going outwards
on 0¥ and X is going outwards on JD as in Figure The zeros of X' are
the union of those of X with same indices (which are in D) and those of Xj;.
In this setting, Poincaré-Hopf theorem (see for example [Mil65, Section 6, p 35])

yields Y (X', z) = x(X¥'UD) = x(¥'), and > (X' z)=x(D) =1

z zero of X' z zero of Xl’D

The difference of these two formulas gives > (X, z) = x(¥') — 1, and

. . z zero of X
implies the lemma. O

Figure 6.11 — Left: The surface ¥’ with the darker disk D, and the vector field X.
The hashed area depicts X' N E,, which is not necessarily a disk as in the picture.
Right: The modified field X’ on D, which points outwards on the boundary.
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6.5 On virtual rectifiability

6.5.1 Proof of Lemma [6.2.21]

Lemma 6.5.1. Let (I;)o<i<1 be a homotopy of maps (R™, R"\D") — (Z(R™, R"*2), 1)
with Io(R™) = {w}. Let G denote the space of smooth maps from R™ to G L, 2(R)
that map R™ \ D™ to I, 1.

There exists a continous map t € [0,1] — g, € G, such that for any (t,x) €
[0,1] x R, I;(z) = g¢(x) o Iy(z), and such that, for any x € R", go(x) = L,12.

Proof. Set go(z) = I, for any . Endow R™? with its canonical Euclidean
structure and let P;, denote the orthogonal complement of I;(x)(R™) in R"*2. Let

T » denote the orthogonal projection on P, ;. Set f(t,to, ) = . mi|r|1 o |72 (2)]]-
z tg, s Z||=

Since f maps the complement of the compact [0,1]*> x B™ to 1, it is uniformly
continuous. Fix ¢ > 0 so that for any (¢, to, x) and (¢, ty, x') with [t —t'|+ [to —ty| +
|z —2'|| <68, | f(t,th, 2") — f(t,to,x)| < 1, and for any j € N, set t; = min(j$, 1).
We are going to define g; on each [t;,¢;41].

Note that Py, N P, = {0} if and only if f(¢,0,2) > 0. Since f(0,0,z) = 1 for
any x, we have Py, N P, = {0} for 0 < ¢ < ;. For 0 < ¢ < ¢y, define g,(x) by the
following formula:

V2= (21,2,2) ER"™ =R x R x R", g4(2)(21, 22, 2) = Tr.0(m02(2)) + L;(7)(Z)

Since Py, N Pﬁr = {0}, m ., defines an isomorphism from Fy, to P;,. Thus, g.(z)
is an isomorphism. For ¢, <t <,y and z € R" define g;(z) so that

Vz = (21,22,2) € R"2 gi(7)(21, 20, 2) = Te0(Tt, o (- - Too.0(2) -+ ) + L(2)(Z).

Since f(t,ty, ) > f(ty, ty,x) — 3 = 5, the above method proves that g,(z) is an

isomorphism. This defines a family (g:)o<:<1 as required by the lemma. O]

Proof of Lemma[06.2.21]. Let 7 be a parallelization such that the class [¢(7, )] of
Lemma is zero, so that there exists (It)o<t<1 as in Lemma with I; =
t(1,1). Let (gt)o<t<1 be a smooth approximation of the map (g:)o<t<1 of Lemma
[6.5.1] such that for any € R, go(z) = Ly42 and I1(z) = «(7,¥)(z) = §i(z) o
Iy(z). Assume without loss of generality that (¢t € [0,1] — g € G) is constant on
a neighborhood of {0,1}. Take a tubular neighborhood N of ¥(R"™) and identify
N with ¢(R") x D? with coordinates (¢(x),r,0). For any y = (¢(z),r,0) € N,
set 7, = (7e)y © §1—r(z). This defines a map 7: N x R""? — TN, which extends
to a map 7': M° x R*"** — TM°, by setting (1), = (7.), when y & N. This
construction ensures that ¢(7/,1) = 1o, and 7’ is a parallelization of M°. O]
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6.5.2 Casen=5 modS8

We use the following Bott periodicity theorem, which is proved in [Bot57].
Theorem 6.5.2. [Bott] For any k > 0, and any N > 1,

0 if N=2,4,5 0or6 mod 8,
an(SO(N +2+ k), Iyiowk) =4 Z/2Z if N=0 or1l mod S8,
Y/ if N=3 or7 mod 8.

This yields the following corollary, which is the first assertion of Lemma[6.2.23]

Corollary 6.5.3. Suppose n =5 mod 8, and let M° be an asymptotic homology
R™2. If M° is parallelizable, then all long knots ¢: R™ — M®° are rectifiable.
Therefore, for any long knot 1 in a (possibly non-parallelizable) asymptotic ho-
mology R"2, ) is rectifiable.

Proof. As stated in Lemmal6.3.2] 7, (Z(R",R"*2), ) = m,(SO(n+2), I,1+2). Since
n=5 mod 8, m,(SO(n+2),I,12) =0. Then 7,(Z(R", R"*?), 1) = 0, and, if M°
is parallelizable, the hypothesis of Lemma is satisfied for any knot.

In the non-parallelizable case, M°1M?® is parallelizable because of Proposition
6.2.12 and the previous argument applies to V. O

6.5.3 Case n=1 mod 8 and connected sum of long knots

The following lemma concludes the proof of Lemma [6.2.23]

Lemma 6.5.4. Whenn =1 mod 8, for any long knot v in a parallelizable asymp-
totic homology R™2, the connected sum i is rectifiable. Therefore, for any long
knot v in a (possibly non-parallelizable) asymptotic homology R"™2, the connected

sum Yty is rectifiable.

Proof. Let (M°,T) be a parallelized asymptotic homology R™"*2, let (M°fM°, T47)
be the induced connected sum, and fix a long knot ¢: R® < M?°. Since ¥ is de-
fined by stacking two copies of the knot, (747, 1f1)) is the map defined by stacking
two copies of ¢(7,%). In terms of homotopy classes in [(R™, B, ,,), (Z(R™,R"2), )] =
T (Z(R™, R™"2) 19), this implies [¢(7f7, ¥i)] = 2.[e(7,¢)]. Lemma and The-
orem vield m,(Z(R™,R""2),1y) = Z/27Z. This implies [¢(T#7, ¥i)] = 0.
Lemma implies that ¥y is rectifiable.

In the non-parallelizable case, M°tM?® is parallelizable because of Proposition
6.2.12 and the previous argument applies to . O]

Note that since m,(SO(n + 2), I,12) = Z for n = 3 mod 4, the same method
implies that ¥ is virtually rectifiable if and only if ¥ is rectifiable (otherwise
the class ¢(¢f1)) of Definition has infinite order). This argument together
with Corollary [6.5.3] and Lemma [6.5.4] yields the following remark.
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Remark 6.5.5. Let M° be an asymptotic homology R"*2 and let 1) be a long
knot of M°. Then, v is virtually rectifiable if and only if 1ty is rectifiable.

6.6 Proof of Theorem [6.2.29|

6.6.1 A generating series for the (\;,)i>21<v<i-1

In this section, we prove the following result for the coefficients (Ax,)r>2,vex—1 Of

Theorem [6.2.241

k-1
Lemma 6.6.1. For any k > 2, set Ly(X) = 3 M\, X", set Li(X) = 5, and
v=1

define the formal power series L(X,Y) = L,;(X)Y’“_1 € Q[[X,Y]]. Then,
531

1-X1+Xexp((1-X)Y)
2 1-—Xexp((l1-X)Y)

L(X,Y) =

In order to prove Lemma [6.6.1, we first obtain an induction formula for the
coefficients (At )k>2ver—1 in Lemma . We next derive an induction formula
for the polynomials (L )x>1 in Lemmal6.6.3, and a differential equation on L(X,Y)

in Lemma [6.6.4].

Lemma 6.6.2. Extend the definition of the coefficients (Axy)k>20ek—1 to (k,v) €
Z x 7 by setting A\, =0 whenv & {1,...,k—1} ork <1. For any k > 3,

k—2

(k - 1))\k,u = )\k—l,y + )\k—l,u—l + Z Z )\T,p/\k—r,u—p-

r=2p>0

Proof. By definition, for any £ > 3 and any v € k—1, Az, = ﬁCard({a €
Sk_1| N(o) =v —1}), where N(o) = Card{i € k=2 | 0o(i) < o(i + 1)}.

Let 0 € &1, and set 7, = o7 (k- 1), I, = {1,...,r, — 1}, and J, =
{ro +1,...,k—1}. Let i,: o(I,) = I, and j,: 0(J,) — J, denote the two only
such maps that are strictly increasing bijections. The permutation ¢ induces two

permutations oy = i, o 0y, € &, and g3 = j, 005, € &,.
o Ifr,=k—1, N(o1) = N(0) — 1 and 0y € &.
o Ifr, =1, N(og) = N(0), and 0, € &y.

o If2 <r, <k—2 then N(o) = 1+N(01)+N(02), since the elements i € k — 2
such that (i) < o(i + 1) are taken into account in N(oy) if i < r, — 1, in
N(oy) if i > ry + 1, and since o(r, — 1) < o(r,) and o(ry) > o(r, + 1).
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Now, note that o is equivalent to the data of (r,, 0(l,), 01, 032), and that, for a given
ry, there are (T]z 2) possible choices of o(I,). This yields the induction formula of
the lemma. N

Lemma 6.6.3. The polynomial Ly(X) is X, and for any k > 3,

Li(X) = > LX) L (X).

Proof. The first point of the lemma is immediate since A\y; = 1. For k > 3,

k= DLu(X) = 3 (k= 1Ao,X"
vek—1
k—2
= Z )\k—l,y + /\k;—l,u—l + Z Z )\r,p)\k—r,u—p X"
vek—1 r=2p>0

= LX)+ XL+ Y SALX A, X

= (X + 1)Lk—1(X) + fLT<X)L1€—T(X>

r=2
= ZL )Li—r(X),

since Ll(X>Lk,1(X) + kal(X)Ll(X) = (X + 1)Lk,1(X) ]
Lemma 6.6.4. L(X,Y) satisfies the differential equation

oL 5 1—X\?2
o) = (L = ()

Proof. Indeed,
oL

—(X,Y) = > Ly(X)(k—1)Y*?
aY k>2
k—1
= Lo(X)+ > > L(X)Y ' Ly (X)YF!
k>3 r=1
= Ly(X)+ > t(X)Y",
k>1
where (L(X,Y))? = ¥ t,(X)Y*. Since L(X,Y) = &) 4 > L (X)VF 1, we
k>0 =5
have to(X) = (le)27 and
L X +1)° 1—X\?2
gY(X Y) = X+ L(X,Y) - g = L(X,Y)? - (2> 0O
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Proof of Lemma[6.6.1]. Since |Ly(x)| < 1 for any x € [—1,1], L(X,Y") defines a
,%[, and set u,(t) =
L(z,t) for any t €] — 1,1[. The function u, satisfies the equation v/, = (u,)” —

2
(ka) . Set a = 5%, and note that

so that, for any ¢,

power series that converges at least on | — 1,1[%. Fix z € }O

(1a(t) = ) (ua(0) + )\ _
. ((ux<t>+a><ux<o> —a)) —

Since u,(0) = %! and a = 5%, this yields the formula of Lemma [6.6.1] Both

sides of the formula of Lemma are power series with a convergence domain
containing a disk around (0, 0), so that the formula also holds for the formal power
series. O

6.6.2 The formula with the Reidemeister torsion

Lemma 6.6.5. For any virtually rectifiable long knot 1,

> Z(¥)h* = —Ln(Ty(e")).

k>2

Proof. Let X be a Seifert surface for 1, let (B, B) be a pair of dual bases of H,(X),
and set V& = V¥(B, B). Corollary [6.2.25) yields

Sz = Y Y 0t (i)
DT (MO RY))

where M(X,Y) = > > A, X"Y* . Note that

k>2vek—1

M(X,Y) = /OY (L(XY™LT) = Ly(XY ™)) dT.
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CHAPITRE 6. LA TORSION DE REIDEMEISTER EN FONCTION DE
COMPTAGES DE DIAGRAMMES

Lemma and basic integral calculus yield

weey) = [ e e
(R (1 Hel i y Xy
e

X n (Y - Xex;})/((i ;(Xyl)y)>

_ _1a <Y exp(X) — Xexp(Y))

Y -X
= In(X-Y)-Y —Ln(X —Yexp(X —Y)).

For any commuting square matrices (A, B) and any h arbitrarily small, this yields

M(hA,hB) = Ln(A — B) — hB — Ln(A — Bexp(h(A — B))),

where Ln(C) is defined for C'— I sufficiently small as > %(C —1I)*. Therefore,
k>1
MRV hVy) = Ln(Vy" = V') = hVy = Ln(V," = V- exp(hV," — hV))
= AV - IV - )

h
= _§Ibd — WV, —Ln(e 2V —et2V))

h
= 5V + Vi) = (e 3V — eV,

so that

> Zh(W)hE = (=1 T (Z(vj 4 V) — Lo(e vy — e+’5vd>>

k>2 den
= > (-1)Ln(Agx(e") = ~Ln(Ty(e"),

den

where the second equality uses Lemma [6.2.27] and the fact that Tr(Ln(/ + H))
Ln(det(! + H)) for H € M,,(C) sufficiently small.

LIl
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Chapitre 7

Invariants BCR des R’
asymptotiques d’homologie
entiere

Dans ce chapitreﬂ7 on fixe un R? asymptotique d’homologie entiere M°, qui est
nécessairement parallélisable en vertu de la proposition [3.2.2] Les diagrammes
utilisés sont ceux de la définition 2.2.1] On redonne ici les principales définitions
dans le cas de la dimension 1, ou le formalisme peut étre allégé.

7.1 Propagateurs

En dimension 1, les propagateurs internes de la définition sont des O-formes

fermées sur Cy(R), qui a deux composantes connexes Cy (R) = p, = ({(z,y) | * < y})
et C5 (R) = pp ' ({(z,y) | x > y}). Une telle 0-forme fermée est donc simplement
la donnée de sa valeur sur chacune de ces deux composantes, et la condition au
bord sur les formes propagatrices impose que « vaut —l—% sur C5 (R) et —1 sur

C5 (R). ’

Définition 7.1.1. Une k-famille de formes propagatrices de (M°, T) est la donnée
de 2k formes propagatrices externes (f3;)icar comme en définition [3.7.2]

De telles formes propagatrices existent en vertu du corollaire [5.3.4!

1Une prépublication en préparation intitulée « Bott-Cattaneo-Rossi invariants for long knots
in asymptotic homology R3 » contient 1’essentiel des résultats de ce chapitre, dans un cadre
plus large, et des résultats supplémentaires. Les démonstrations y sont faites sans utiliser les
résultats des deux articles reproduits ci-avant, et sont donc sans doute plus a recommander pour
qui voudrait s’intéresser au cas de la dimension 1.
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7.2 Espace de configurations

Soit I' un diagramme BCR de degré k. On définit I'espace C-(1)) comme en partie
. Pour chaque aréte interne e = (v, w) d’un diagramme numéroté (I', o) € Gy,
la O-forme p}(ay()) est une fonction valant % sur les composantes connexes ou
¢i(v) < ¢;(w) et —1 ailleurs. Cette remarque additionnelle nous permet d’exprimer
la forme différentielle a étudier sur C.(¢)) en fonction des seules formes propaga-
trices externes.

Définition 7.2.1. Soit (I', o) un diagramme BCR numéroté de degré k, et soit
F = (f;)ie2r une k-famille de formes propagatrices de (M°, 7). Notons N;(I") le
nombre d’arétes internes de T'. Pour tout ¢ € CP(1)), notons N; (T, ¢) le nombre
d’arétes internes e = (v,w) de I' telles que ¢;(v) > ¢;(w). La fonction (c —
N (T, c)) s’étend a tout C(1)) en une fonction localement constante. Pour toute

aréte externe, définissons w!' (T, 0,v) = p.* (ﬁo(e)) , et posons

F (=DM ) F
w (F,O‘, %U) = W /\ We (F707 ¢)7

e€E.(T)

et posons I*(I",0,v) = / Wi (T, 0,9).
Cr(¥)

7.3 Invariants BCR des noeuds longs dans les R?
asymptotiques d’homologie entiere

Théoréme 7.3.1. Pour tout neeud long v d’un R® asymptotique d’homologie en-
tiere, toute parallélisation T de M°, et toute k-famille F' = (f3;)icor de formes
propagatrices de (M°, 1), posons

1

ZE W) = G

S IF(D,0,9).

(I',0)€Gs
Alors :

1. la valeur de ZE' () ne dépend pas du choiz de la k-famille F' = (5;)icar de
formes propagatrices de (M°, ),

2. la valeur de Zy(v) = ZF () ne dépend pas du choiz de la parallélisation de
M,

3. st est un difféomorphisme de M° dont la restriction a B3, est lidentité, et
si ¢ est un neud long, alors Zy(p o V) = Z(v¥),
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4. Uinvariant Z;, ne prend que des valeurs rationnelles,
5. Uinvariant Zy, est toujours nul si k est impair,
6. lUinvariant Zy est additif par rapport a la somme connexe.

Notons que le troisieme point implique que Z est un invariant d’isotopie des
noeuds longs dans les R? asymptotiques d’homologie entiére.

Les propriétés 2 a 5 du théoreme se démontrent comme leurs analogues en
dimension supérieure, une fois démontrée la propriété 1. En revanche, les propriétés
1 et 6 nécessitent des arguments supplémentaires. Il s’agit notamment de démontrer
un analogue du lemme dans le cas de la dimension 1.

7.3.1 Preuve de 'indépendance de la famille I
7.3.1.1 Remarques préliminaires

On se donne deux familles F' = (5;)icor, €t F' = (/)i avec 5, = [5; pour ¢ > 2.
On reprend les notations de la partie [5.3, mais comme les formes propagatrices
internes sont fixées, on introduit uniquement une 1-forme ¢ telle que 8] = By +d({,
et I'on dit que (8] — 1) a la propriété de factorisation par la sphere si ¢f = G, *(n})
pour une certaine 1-forme antisymétrique n{ sur S%. Pour tout (I, o) € Gy, et toute
aréte externe e € E,(I"), on pose alors

) {wf(rm Y) siole) #1,
1

Dep = _
N V2 (SY) siofe) =1,
et
O A G sio1(1) est ext
T ey SlO est externe,
o(lyo,0) = O ey 7
0 si 071(1) est interne.

Notons F(I') 'ensemble des faces de codimension 1 de Cr(v), et réintroduisons
la classification des faces et les notations de la partie Avec ces notations, le
théoreme de Stokes réduit la démonstration de la propriété 1 du théoreme [7.3.1] a
I'étude des intégrales g1 (I',0,v) = Jasc,w) oL, o,1).

7.3.1.2 Lemme principal

On a alors ’analogue suivant du lemme [5.3.2]

Lemma 7.3.2. §i S C V(I'), on note I's le sous-graphe de I' dont les sommets
sont les éléments de S et les arétes les arétes de I dont les deux extrémités sont
dans S.
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e Pour tout (0sCp(v),0) € F(I') x Num(T'), tel que o~ '(1) est une aréte
interne, 0gI(I",0,1) = 0.

e Pour toute face a linfini numérotée (0sCr (1), o) telle que o (1) n'a aucune
extrémité dans S, dsI(T',0,1) = 0.

o L’ensemble des faces cachées admet une partition H,(I') L Ha(T) telle que
— pour toute face OsCr(¢) de Hy(L') et toute numérotation o, 6sI(I', o,)) =
0.
— pour toute face OsCL(v) de Ha(I'), on dispose d’une involution o +— o*

des numérotations de T' de telle sorte que 0sI(I', 0%, 1)) = —05I(T, 0,).

o Voyons les faces principales comme des couples (I',e) ou I € Gy et e € E(I).
Pour toute numérotation o, soit 6.1(T', o,1) Uintégrale dsI(T', o,) associée a
Uensemble S des extrémités de e. Soit Nz1 (T, e) l'ensemble des numérotations
de T telles que o(e) # 1. Alors :

— 1l existe une involution s: (I',e) — (I'*, e*) de ’ensemble des faces prin-
cipales telle que pour tout (I')e), il existe une application canonique

(Sr,ei o€ Nale) = o € N;él(F*,e*)) telle que de-I1(T*,0%,9) =
—0.1(T,0,7) et que Spe 0 sps e+ = 1d.

— Si o est une numérotation de T telle que o(e) = 1, et, si e est externe
avec au moins une extrémité externe, alors 0.1(T',0,1) = 0.

De plus, si (] — 1) a la propriété de factorisation par la sphere,
e pour toute face da l'infini OsCp (), dsI(I',0,1) =0,
o les faces anormales s’annulent : pour tout (I', o) € Gr, dyamyI(T,0,9) =0,

e pour toute face principale (I',e) ot e est une aréte externe entre deux som-
mets internes, l'application sr . ci-dessus s’étend en une application (Sr,ei o€

Num(T') — o* € Num(F*)) telle que 0o« I(T*, 0%, 1) = —0.I([,0,¢) et
ST, O S+ e+ = Id.

7.3.1.3 Cas ou o !(1) est interne

La premiere propriété du lemme découle immédiatement de la définition des
formes @ (I, o, ¢).
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7.3.1.4 Faces a l’infini

Soit S* = S U {*} représentant une face a U'infini Js-Cp(¢). Les arguments de la
partie démontrent que dg-1 (I, 0, 1) s’annule, sauf éventuellement dans le cas
ou toutes les arétes entre S et V(I') \ S sont des arétes internes. En particulier,
cela entraine que S contient au moins deux sommets. Soit donc une face ds«Cr (1))
vérifiant cette derniere hypothése. Ecrivons dg-Cp(v) = ng)\s X Cg oo cOMme
en partie . Définissons une relation d’équivalence sur dg«Cr.(1)), en disant que
(¢, [ug]) est équivalent & (¢, [u]) si et seulement si ¢ = ¢ et s’il existe un choix de

représentants ug et uly tels que pour tout sommet v € S,

esl s 4(0,0,t)

ug(v)]]?
ug(v) = e 2
s+ (0,0,1)|

Pour toute aréte externe e, 'application p, se factorise par 'application quotient
0s+Cr(v) — @ de cette relation d’équivalence. Puisque Card(S) > 2, dim(Q) <
dim(9s+Cp (1)) = deg(@(T', 0,9)). On en déduit que la forme (0(T', o, v)) 0. 0, (1)
est nulle, et donc que dg+I(I", 0,7) = 0.

7.3.1.5 Faces cachées, principales et anormales

Dans ce cas, tout est identique a la démonstration du lemme [5.3.2] a laquelle nous
renvoyons, a ’exception du lemme dont la démonstration n’est plus valide si
S consiste en deux sommets internes entre lesquels il n’y pas d’aréte. Montrons que
pour une telle face, la contribution s’annule encore. Dans ce cas, la face dsCp ()

est difféomorphe a Cf 1 x S”. Avec cette identification, I'application (gp: (c,u) €
OsCr(¢) — (¢, —u) € 3SC’F(1/J)) renverse l’orientation et I'on a p, o ¢ = p, pour
toute aréte e de I'. Ceci entraine alors que 651 (I",0,v%) = —dsI(I', 0,1) et conclut.

7.3.2 Démonstration de I’additivité de Z,

Nous reprenons les notations de la partie La démonstration de I'additivité de
Zy (propriété 6 du théoreme est la méme qu’en dimension élevée a ceci pres
que le lemme [5.9.1] n’est plus valide. En revanche, le corollaire [5.9.2| reste vrai,
ce qui permet de conclure la preuve comme en dimension supérieure. Avant de
démontrer ce fait, énongons le lemme suivant qui remplace le lemme [5.9.1]

Lemma 7.3.3. Pour tout (T',0) € Gy et tout Sy S, C V(I),

dim (C’psl)&) < > nfe).

eeE(FSI,SQ)
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De plus, cette inégalité est une égalité si et seulement si toute aréte de I' ayant
une extrémité dans Sy U Sy et Uautre dans V(I') \ (S1 U .S2) ou une extrémité dans
S1 et une extrémité dans Se est interne.

Démonstration. L'inégalité se démontre rigoureusement comme celle du lemme
5.9.1L Le cas d’égalité tient en compte le fait que, désormais, d(e_) + d(ey) =
n(e) = 0 pour toute aréte interne e. O

On démontre alors le corollaire suivant, qui remplace le corollaire [5.9.2] et la
démonstration de additivité de Z se conclut ensuite comme en partie [5.9]

Corollaire 7.3.4. Pour tout (I', 51, Ss) tel que S; U Sy C V(I'), et toute numéro-
tation o de I', définissons les applications

. 2
Grsl,SQ : Orsl,SQ — S
€€E5(F51,Sg)
C = (Ge(c))eGEe(Fsl,s2)7
et 212k 2
Trg, sy0:  (S9) — I1 S

€€Ee(Fsl,52)
(Xi)i<icow > (Xo(e))eeRo(Ts, 5)-

Pour tout £: {1,...,2k} — {£1}, posons

Tgi (82)% — (82)%
(Xi)i<i<or +— (E() X)) 1<i<ok-

Avec ces notations, pour tout (I', 0,51, 52,€), l'ensemble

Téil ((77—1“51,52,0)1 (GFSLSQ (CF51’52)))

est un fermé d’intérieur vide de (S*)?*. Par conséquent, I’ensemble
k, B -1
O, = ﬂ ((SQ)Z \Tg 1 ((Wrsl,sgﬂ) (GF51,52 (CF51,52)>>)
I',51,82,0,
est un ouvert dense de (S?)?.

-1
Démonstration. L’ensemble T:~* <(7TF51,5270) (GF51,52 (Cpsl,52)>> est immédia-

tement compact donc fermé. Montrons qu’il est d’intérieur vide.

S’il existe une aréte externe de I' ayant une extrémité dans S; LI Sy et 'autre
dans V(I') \ (S; U S;) ou une extrémité dans S; et l'autre dans Ss, on conclut
comme dans la démonstration du lemme [5.9.2] en utilisant le lemme de Sard, qui
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entraine ici que l'image de Gry 4 est d'intérieur vide puisque son espace d’arrivée
est de dimension strictement plus grande que sa source.

Supposons donc que toute aréte de I' ayant une extrémité dans S; LI Sy et
l'autre dans V(') \ (S; U S3) ou une extrémité dans Sy et 'autre dans Sy est
interne. Définissons une relation d’équivalence sur Crg , telle que deux éléments
c et ¢ sont en relation s'il existe ¢ € R tel que pour tout v € V(I'),

) = c(v) sive S US,,
~1(0,0,2) + ¢(v) sinon.

L’application Grg g se factorise alors par I'application quotient Cry o — @, et
comme S; U Sy # V(Ig,.5,), @ est de dimension strictement inférieure a Crs, s,
Il s’ensuit par application du lemme de Sard que I'image de Grg , est d'intérieur
vide, ce qui acheve la démonstration. O

7.4 Définition discrete des invariants BCR

On définit les chaines propagatrices externes comme en définition |3.12.1, et on

définit I'application Pr = ] pe: Cr(¢) — (Cy(M°))PM). On dit quune k-
ecE.(T)
famille F' = (B;)ica, de chaines propagatrices externes de (M°,7) est en position

générale pour un neud long 1 si, pour tout diagramme numéroté (I', o) € Gvk, et
pour toute configuration c€ N pe ! (By(e),

e€E.(T)
e la configuration p.(c) est dans l'intérieur de By,
e il existe un signe £(c) tel que

£(O)Trpe) ((Co(M°))% ) = TLPH(T.Cr (1) + ( 11 Te(c)lnt(Ba(e))) :

e€E.(T")

Pour une telle famille et un diagramme numéroté (I',o) € Gr, on définit le
nombre d’intersection algébrique associé a (I, 0, 1) comme

(_1)Ni7(F,c)

Ip(T,0,9) = Z €<0)W H wBa<e>(Pe(C)) :
c€ (1 pe ' (Boe) e€E(T)
e€Ee(T)
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Théoréme 7.4.1. Pour tout neud long ¢ d’un R® asymptotique d’homologie en-
tiere, et toute k-famille F = (B;);ecq, de chaines propagatrices externes de (M°,T)
en position générale pour 1,

Zp(Y) = Z Ip(T,0,7).

(T, U)Egk

(2k)! )

Ce théoreme se démontre a partir du théoreme [7.3.1] comme le théoreme [5.2.13
dont il est I'analogue.

7.5 Le polynome d’Alexander en fonction des in-
variants BCR

Le raisonnement du chapitre [0] n’utilise nulle part le fait que la dimension n du
noeud soit supérieure a 3, sauf dans la démonstration du lemme [6.2.23] qui est
remplacé par le lemme [£.3.3) - 3l On en déduit les théorémes [7.5.1] et [7.5.2] ci-apres.
Etant donné une surface de Seifert ¥ d’un noeud long ¢, une paire (B, B) de
bases duales de H,(X) est la donnée de deux bases B = (a;)ics, (x) et B= (Zi)ich(n)

telles que pour tout (i, ) € by ()7,
(ai, Zj>2 = (51‘,]'-
Etant donné deux telles bases, on définit les matrices de Seifert V*H(B,B) =
(k(z5, 0 ))i<ijens) et V7 (B, B) = (Ik(2, a5))1<i i< ()
Théoréme 7.5.1. Pour tout neud long 1 d’un R® asymptotique d’homologie en-

tiere, toute surface de Seifert 33 de 1), et toute paire (B, [5’) de bases duales de
H1<E):

k—1

Zk(,lvb) = Z )\k,wck,u(87 B)?

v=1
0l Ak = Gy 1 Card ({c € Gj—y |Card{i € k—2|o(i) <o(i+ 1)} =v—1}), et
ot Ly, (B, B) = +Tr ((V*(B, B))"(V~(B, B)*).

Pour toute surface de Seifert > d'un nceud long ¢: R — M°, le polynome
d’Alexander Ay x(t) vérifie Ay 5(t71) = A1 x(t) et Ayx(1) = 1. Il ne dépend donc
pas du choix de la surface de Seifert, et il s’agit du polynéme d’Alexander habituel
des neeuds de dimension 1.

Théoréme 7.5.2. Pour tout neud long 1 d’un R® asymptotique d’homologie en-
tiere, on a l’égalité suivante dans Q[[ 1] -

LH(Aw Z Zk

k>2
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Chapitre 8

Quelques applications de la
théorie de ’obstruction

Dans ce chapitre, on démontre que les chalnes propagatrices utilisées pour cal-
culer les invariants BCR peuvent étre vues comme des sous-variétés hors d’une
boule arbitrairement petite des espaces de configurations de deux points. Une mé-
thode similaire donne une démonstration plus détaillée du lemme [5.8.3] utilisé pour
démontrer que deux parallélisations quelconques d’un R**? asymptotique d’homo-
logie entiere coincident hors d’une boule arbitrairement petite, a homotopie pres.

8.1 Existence de propagateurs presque lisses

8.1.1 Reésultats

Dans cette partie, on s’intéresse a la régularité des chaines propagatrices externes
de la définition [3.12.1} On notera dans cette partie m = n+ 2 et on suppose seule-
ment que n est un entier naturel impair. On se donne (M°, 7) un R™ asymptotique
d’homologie entiere parallélisé.

Definition 8.1.1. On appelle chaine propagatrice externe presque lisse B’ de
(M°, T), une chaine propagatrice externe B’ = %B de (M°, 1) telle qu’il existe une
boule ouverte R C C9(M°), telle que B N (Cy(M°) \ Rp) soit une sous-variété
de Cy(M°) \ Rp transverse au bord de 'espace de configurations et a celui de la
sphere ORp.

Théoreme 8.1.2. [l existe des chaines propagatrices externes presque lisses de
(Me,T).

On veut construire une chaine B de Cy(M°), telle que BNACy(M®) = G- ({x})+
G-1({—=z}), pour un certain z, ott 'application G, est celle définie en proposition
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3.:5.3] La variété Co(M°) présente des faces de codimension 2. Afin de lisser la
situation, on commence par prendre un voisinage régulier Ny de 0C5(M°), et 'on
note C%(M°) I'adhérence de Cy(M°) \ Ny. Le bord de Ny est la réunion disjointe
de OC5(M°®) et de —OC%(M®). Etendons G, en une submersion G,: Ny — S™1,
On dispose alors d'une sous-variété @_1({—x, x}), dont le bord est la réunion de
G ' ({—=z,z}) et d’une sous-variété Cy(x) de OCY(M°®). Le théoréme suivant nous
permet alors de conclure.

Théoréme 8.1.3. Soit C' une sous-variété de codimension m — 1 de OC5(M°®).
Alors, pour toute boule ouverte R de lintérieur de C)y(M°®), il existe une sous-
variété B de CL(M°) \ R, telle que B soit transverse a OC,(M°) U OR, que OB C
OCYH(M°) U OR, et que 0B N ICL(M®) = C.

Démonstration du théoréme a partir du théoréme[8.1.5. On applique le théo-

reme a la sous-variété Cy(x). On dispose alors d’une sous-variété By telle que

By soit transverse a 0C5(M°) U OR, 0By C 0C5(M°) UOR, et 0By N 0CY(M°) =

Co(z). On pose alors B; = By U @_1({—x,x}), et 'on modifie cette chaine sur

un collier de 9C%(M*°) pour que le recollement soit une sous-variété lisse. Comme

H,,(R) = 0, il existe une chaine de R (sans hypothese de régularité) telle que
1

0B, = —(0B;) N R. La chaine 3(B; + Bs) est alors une chaine propagatrice ex-

terne presque lisse. O

Démonstration du théoréme[81.3. Soient deux voisinages tubulaires 7y: N — C
et my: N' — C de C dans 0C)(M°), tels que N C Int(N'), et que cette inclusion
préserve les fibres. Thom construit dans [Tho54] une variété M(SO(m — 1)) a
partir d’'un espace classifiant pso(m—1): Asom-1) — Bsom-1) & base compacte
pour les fibrés en (m — 1)-disques, et démontre que, si il ne s’agit que de classifier
les fibrés d'une certaine dimension au plus, I'espace Asom—1) peut étre construit
comme suit : on prend un entier N suffisamment grand, et on note Bsom-1) la
grassmannienne des m — 1 plans orientés de RY, et Asom-1) = {(z,P) | P €
Bso(m-1),x € P,||z|| < 1}, 'application de fibré étant donnée par l'oubli du
vecteur. On a alors dans notre cas un morphisme de fibrés vectoriels fy rendant
le carré suivant commutatif.

f
N Moy Ago(m—1)
J{WN J{pSO(ml)
B _
¢ (fn)c ? 550(m-1)

On définit Ego(m-1) comme étant le fibré en (m — 1)-spheres obtenu en ne
gardant que les bords des fibres de Ago(m—1), et on note M(SO(m — 1)) 'es-
pace de Thom, défini comme I'écrasement de Ego(m-1) C Aso@m—1) €n un unique
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point a (c’est la compactification d’Alexandroff de As0(m—1) \ Eso@m-1)). No-
tons que M(SO(m — 1)) \ {a} est une variété différentielle lisse. L’application
Iy = (fN)W: N — Asom-1) \ Esom-1y C M(SO(m — 1)) se prolonge alors de
manieére continue en une application fy: dC5(M°) — M (SO(m —1)), en envoyant
le complémentaire de N sur a.

On peut voir Bso(m—1) commme la section nulle de Ago(m-1), ce qui permet
de considérer Bgo(m—1) comme une partie de M(SO(m — 1)), de sorte que C' =
f5 ' (Bsom-1)), et que M(SO(m — 1)) \ Bsogn-1) se rétracte par déformation sur
a. Nous allons démontrer que fy se prolonge a C5(M°) \ R.

Démontrons d’abord le lemme suivant.

Lemme 8.1.4. L’application fy se prolonge en une application continue f: C)(M°®)\
R — M(SO(m —1)).

Démonstration. Commencons tout d’abord par définir une triangulation adaptée
de notre variété C)(M°) (de telles triangulations existent pour toute variété diffé-
rentiable, comme montré dans [Whi05|, chapitre IV]). Comme C est de codimension
m — 1 > 2, les théoremes standard de transversalité entrainent le lemme suivant,
dont nous donnons cependant une démonstration détaillée dans la partie [8.1.2

Lemma 8.1.5. [l existe une triangulation T' de OC,(M?®), telle que C' ne rencontre
ni le 0-squelette, ni le 1-squelette de T.

On se donne alors une telle triangulation 7', on réduit notre voisinage tubulaire
N pour qu’il ne rencontre pas le 1-squelette de T, et on définit fy et fs comme
précédemment. On étend 7" en une triangulation de C%(M°), que 'on notera encore
T, et dont I'on supposera que le (2m — 1)-squelette ne rencontre pas R. On choisit
pour chaque simplexe e de dimension > 1 un sommet privilégié s(e).

Pour tout entier k, on notera AF = {(zq,...,2;) € R | mg+---4x, = 1}, et
on désignera, par un abus de notation courant, par e, et on appellera k-simplexe de
cette triangulation, aussi bien application e*: A* — C}(M°®), que son image. On
notera également s¥ = (0,...,0,1,0,...,0) le point de R¥! ayant une coordonnée
i égale A 1, et les autres nulles, de sorte que A* a pour sommets (s, ..., s¥).

L’application fy est bien définie sur tous les simplexes de T' correspondant au
bord de C4(M°), et il s’agit de I'étendre en une application f définie sur toute
la triangulation 7" (moins une boule). Montrons par récurrence que fy s’étend
jusqu’au 2m — 1 squelette.

On commence par étendre fy a tout le 1-squelette par a, ce qui est compatible
avec la valeur déja fixée sur le bord, car N ne rencontre pas le 1-squelette.

On utilisera dans ce qui suit le lemme suivant.

Lemma 8.1.6. Soit g: 9e* — X une application envoyant le bord d’un k-simplexe
de dimension k > 2 dans un espace topologique X, et envoyant les sommets et les
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arétes sur un méme point o € X. L’application g définit une classe k(g) dans
[(9e”, s(€")), (X, o)), qui s'identifie a mp—1(X, o).
La classe k(g) € mp_1(X,z0) est triviale, si et seulement si g se prolonge d e*.

Démonstration. Si g définit une classe triviale, on a une homotopie (g¢)o<t<1, telle
que go = o et g; = ¢g. On voit alors e* comme un cone sur son bord, de sorte que
ek = (0e* x [0,1])/(0e* x {0}), et on définit 'application §: (z,t) € ek — g;(z) €
M(SO(m — 1)), qui est bien définie puisque gy est constante.

Réciproquement, supposons que g se prolonge en une application g; définie sur
e®. Notons Q le centre de gravité de AF. Si le prolongement g; envoie le segment
€2, sE] entier sur xy, il suffit de reprendre la construction précédente utilisant la
structure de cone pour récupérer une homotopie fixant le point base. On va se
ramener a ce cas en modifiant un peu notre prolongement g;.

Soit A* c A* le k simplexe dont les sommets sont (Q,s% ..., s%), et soit
©: AF — A T'unique application affine envoyant sk sur Q, et fixant les autres
sommets (communs) des simplexes. On se donne alors r: AF — AF une applica-
tion égale & l'identité sur A¥, et telle que 'image du segment [0, sE] soit {Q}. Alors,
Papplication f = g1 0o tor: AF — X est un prolongement de ¢ envoyant tout le
segment [Q, sf] sur zy. En utilisant la structure de cone introduite dans la démons-
tration du sens direct, on reconstruit alors une homotopie de g vers 'application
constante §({2) = xy, envoyant toujours le point base sur z, ce qui conclut. O

On prolonge ainsi f5 au 2-squelette, ceci étant possible car pour tout 2-simplexe
hors de dC5(M?), son bord est envoyé sur a, donc est homotopiquement trivial.
(Ce raisonnement ne marche plus pour le 3-squelette, car f est déja défini sur les
2-simplexes du bord, et peut prendre des valeurs dans tout M (SO(m — 1)), dont
I’homotopie n’est pas totalement connue.)

Démontrons par récurrence sur k € {2,...,2m — 1} la propriété =(k) : « fy
admet un prolongement continu au k-squelette de T' qui envoie le 1-squelette de
T sur a.». La propriété *(2) est déja démontrée. Supposons la propriété x(k) pour

un certain k € {2,...,2m — 2}. Supposons donc fs étendue en une application
continue f*) du k-squelette dans M (SO(m — 1)) qui envoie le 1-squelette de T
sur a, ou k € {2,...,2m — 1}. Posons alors

o(fM): Cr(T) — m(M(SO(m —1)),a)
ekt - H(f|g€e)k+1)'

Alors,
e les (k + 1)-chaines de OC%(M®) sont dans le noyau de ¢(f*),

e la cochaine c(f™*)) est un cocyle.
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Le premier point vient du lemme [8.1.6] le second s’obtient en remarquant que
si €42 est un (k + 2)-simplexe, alors c(f*))(9eF+2) prend en compte chaque face
de codimension 2 de ef*? deux fois avec des orientations opposées. La classe
de cohomologie de c(f*) définit donc un élément du groupe de cohomologie

HEH(Cy(M°), 0C5(M®); mi (M (SO(m — 1)), a)).
Lemma 8.1.7. Pour k € {2,...,2m — 2},
H(Cy(M?),005(M°); mi(M(SO(m — 1)), a)) = 0,
et H*™ (Cy(M°®), dCLH(M®); wopm_1(M(SO(m — 1)), a)) = mopm_1 (M (SO(2m—1)),a).

Démonstration. Remarquons d’abord que Cy(M°) et C%(M°) sont homéomorphes
et ont donc le méme type d’homotopie. Le lemme [5.3.3 implique que

Z sit=2moum-+1,
0 sinon.

HH(Co(M®), 00, (M?)) = {

En particulier, on a donc H*Y(C)(M°),dCH(M®); mp(M(SO(m — 1)),a)) = 0,
pour les entiers k& voulus, a 'exception de k = m. Le théoreme 11.16 de [Tho54]
de Thom affirme que le groupe 7, (M (SO(m — 1)), a) est nul, ce qui entraine que
H™(CY(M®), 0C5(M®); (M (SO(m — 1)),a)) = 0. O

On peut donc affirmer d’apres le lemme précédent que c(f*)) est un cobord.
Ceci va nous permettre de corriger le prolongement f*) pour se placer dans les
conditions du lemme R.I1.6] .

Ecrivons pour cela notre cobord sous la forme c(f®) = 3 [as]d(e

i=1

(ek)* € C*(CLH(M®);Z) est la forme linéaire coordonnée sur le k-simplexe ef, et
les [a;] sont des éléments de (M (SO(m — 1)),a). Pour i € {1,...,7}, notons
@; un représentant de l'inverse de [o;]. Notons f*) I'application sur le k-squelette

construite comme suit.

k

[

)*, ou

e si ¥ est un k-simplexe, qui n’est pas un des e, ﬁ(e]? = fl(e’?,

e si ef = ¢eF on commence par modifier f*) sur I'intérieur de ¥ de maniere
a ce que le centre du simplexe soit envoyé sur a (ce qui est autorisé puisque
notre simplexe n’est pas dans la triangulation du bord, et possible parce que
M(SO(m — 1)) est connexe), et on note f{* I'application obtenue. On écrit
ensuite ¥ comme un céne au-dessus de son bord, et on définit f*) comme
étant

k)

Y

k) .
FO2) = [1( (2t —1,2) si 1<t <1,
a;(2t,x) sinon

ce qui a un sens, aprés avoir identifié {(¢,z) | 0 <t < 5,2 € def}/ ({3} x Def)
a (S*, %), ot le point distingué est identifié au bord écrasé du simplexe.
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On a alors, pour ce nouveau prolongement, ¢( f (k)) = 0. Par le lemme , ceci
nous permet de prolonger f*®) en une application f**+1) définie sur le (k + 1)-
squelette et acheve la récurrence.

Soit donc f™~1 un prolongement continu de fz au (2m — 1)-squelette de 7.
On choisit un voisinage régulier U du (2m — 1)-squelette de T, auquel fZm=Y
s’étend donc continiment en une application continue f;. Il existe un voisinage
régulier V' C Int(C%(M°)) d'un arbre dont les sommets sont un point de U'intérieur
de chaque 2m-simplexe de T tel que U UV = C4(M°), et I'on peut supposer
R C V. L’application f; est donc définie sur V. Comme V' est une boule, et
R une boule ouverte de 'intérieur de V', on peut alors étendre (fi)py en une
application fo: V'\ R — M(SO(m — 1)). On conclut la démonstration du lemme
B.1.4 en posant pour tout z € C4(M°) \ R,

o) = filz) sizeU\V,
/(@) {fg(x) siz eV \R. -

On notera dans ce qui suit f le prolongement donné par le lemme [8.1.4] et
on notera X = C4(M°) \ R. Il s’agit désormais de montrer que 'on peut choisir
ce prolongement de maniere lisse, au voisinage de la préimage de la section nulle.
Notons, pour r € [0,1], N, C M(SO(m — 1)) le fibré en disques ouverts de rayon
r déduit du fibré en disques ouverts de rayon 1 Ny = Mgowm-1) \ {a}. On se
donne également des trivialisations locales (U, ¢;)1<i<, du fibré en disques ouverts
m: M(SO(m — 1)) \ {a} = Bso(m-1), le recouvrant totalement, et on note, pour
chaque indice 7, 'application induite sur la fibre p;: 7=1(U;) — D™ 1.

Lemma 8.1.8. [l existe une application continue f: X = M(SO(m — 1)), telle
que (f)jacyaey = fa, et telle que, pour tout indice i € {1,...,r}, Uapplication
p;o [ est lisse sur f~* (Ni N 7T_1(Ui)> et admet O comme valeur réguliere.

Commencons par conclure la démonstration du théoréme [8.1.3] & partir du
lemme Soit f une application satisfaisant les hypotheéses du lemme [8.1.8] ci-
dessus. Le lemme implique que ffl(BSO(m_l)) est une sous-variété de X,
dont le bord est inclus dans celui de X, et rencontre 0C%(M°) exactement en
fa 1(Bso(m,l)) = (', de maniere transverse. En prenant un collier de R, on peut
également faire en sorte d’avoir la transversalité au niveau de R, ce qui conclut
la démonstration du théoreme I8.1.3l O]

Démonstration du lemme[8.1.8 Commencons par prendre deux colliers Uy et Vi
du bord de C)(M°), tels que Vs C Ups, et notons my la projection de Uy sur
JCH(M?), qui est lisse. Comme C4(M°) \ Uy est difféomorphe & C%(M°), on peut
définir une nouvelle application continue f;: X — M(SO(m—1)), s’écrivant fyomy
sur Uy, et s’identifiant a f sur son complémentaire, via ce difféomorphisme. En
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particulier, f; est lisse sur Uy, et coincide avec fy sur le bord. On va donc dans ce
qui suit lisser f; sur l'intérieur de la variété, en utilisant des arguments inspirés de
la démonstration du théoreme 2.5 de [Hir76l p. 48].

Posons U = fi{(M(SO(m — 1))\ {a}), K = ffl(N%), 0= ffl(N%) NUy et
W = f7"(Ns) \ V. Notons que K € QU W, donc K\ Q C W.

X étant 4c0mpact, il est normal, et on peut prendre un ouvert Wj tel que
K\ QcCW,C Wy C W. Il existe (voir par exemple [Hir76, théoreme 2.1, p. 43])
une fonction lisse A: U — [0, 1] valant 0 sur U \ W et 1 sur W,

Notons alors

C ={g€C(U M(SO(m—1))\ {a}) | psom-1) © g = Psowm-1) © f1}.

On définit une distance sur C en notant du(f, g) le supremum des distances eucli-
diennes entre f et g dans chaque fibre. Notons alors

C*® ={g € C | pour tout i € 1, p; o g est lisse et admet 0 comme valeur réguliere}.

On montre facilement (en utilisant une partition de 'unité) que C* est dense dans
C. Les fibres de M (SO(m—1))\ {a} ayant une structure affine, on peut également
définir une combinaison convexe d’éléments de C. On définit alors, pour g € C,
I’application

T(g9): x € U Az).g(z) + (1 = Xx)). fr(x) € M(SO(m — 1))\ {a}.

Ceci définit une application continue 7: C — C. En notant U(f1) = {h € C |
de(h, f1) < 3}, on définit un voisinage de fi, et il existe donc g € C™, telle
que T'(g) € U(f1). On vérifie que T'(g) coincide avec f; hors de W (et donc en
particulier sur Vp), et avec g sur Wy. On peut donc I'étendre en une fonction
f: X = M(SO(m — 1)) par la formule

@) = {T(g)(w) sizeWw,
fi(z) sinon.

f

On en déduit que, pour tout indice i € r, p;o f est lisse sur (UyUWo) N f~ (71 (U;)N
N i) (comme combinaison convexe a coefficients lisses de fonctions lisses). Apres
perturbation de fi, la préimage de la section nulle a pu se déplacer. On prend donc
comme voisinage. Par définition de U(f}), dao(f, f1) < 1, de sorte que f‘l(N%) C

f7HN1) = K C Uy UW), ce qui conclut la démonstration. O

8.1.2 Démonstration du lemme [8.1.5|

Fixons une triangulation Ty de OC4(M®), et notons T, ™ son 1-squelette.
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Traitons d’abord, a titre d’exemple, le cas ou le fibré N’ serait trivial, et ou
I'on aurait donc une application globale de fibre p: N’ — D™~!. Dans ce cas, il
s’agit simplement, pour chaque 1-simplexe e!, de s’assurer qu’il ne rencontre pas la
section nulle, et donc que Papplication poe! admette 0 comme valeur réguliere (en
effet, comme m — 1 > 1, la différentielle de p o e! n’est jamais surjective, donc les
valeurs atteintes sont toutes critiques). Notons H ’ensemble des difféomorphismes
de N’ agissant fibre par fibre et fixant un voisinage du bord, muni de la distance
doo (0, ¢") = sup ||p(e(z)) — p(¢'(z))]|, ou ||.]| désigne la norme euclidienne sur le

xzeN’

disque.

Lemma 8.1.9 (Application du lemme de Morse-Sard). Soient M et N deux va-
riétés, f: M — N wune application lisse, et K un compact de M. On note C(f)
Uensemble des points critiques de f, et on note R(f, K) = N\ f(C(f)NK) l’en-
semble des points réguliers de f restreinte a K.

Alors, R(f, K) est un ouvert de mesure pleine, donc dense, de N.

Démonstration. Comme R(f, K) contient R(f, M) qui est de mesure pleine d’apres
le lemme de Sard, il est également de mesure pleine.

Enfin, C(f) est un fermé, donc C(f) N K est compact, et f(C(f)NK) est donc
compact. Son complémentaire R(f, K) est alors ouvert. O

Pour conclure avec ce lemme, montrons comme annoncé que H(e') = {o € H |
pooe! admet 0 comme valeur réguliere} est un ouvert dense.

o H(e') est ouvert : soit p € H(e'). On a d(¢(e!),C) = § > 0. Donc, pour
doo (0, ") < 6, ©'(e') ne rencontre pas C, et ¢’ € H(e'), ce qui conclut.

o H(e') est dense : soit ¢ € H et soit € > 0. D’apres le lemme [8.1.9] il existe
w valeur réguliere (c’est & dire non atteinte) de popoe! de norme inférieure
a 5. Alors, si on se donne un difféomorphisme du disque ¢,, fixant le bord,
envoyant 0 sur w, et tel que do(py,Id) < €, on a p,' o € H(e'), et

dos (' 0 0, 0) <e.

On conclut alors en remarquant que l'intersection sur tous les 1-simplexes des
H(e') est non vide, car dense, et qu’il existe donc p € H, tel que ¢(T})) ne rencontre
pas C.

Adaptons donc ce raisonnement au cas général (c’est-a-dire sans supposer que
N’ est un fibré trivial sur C').

Soient (U;); et (V;); deux recouvrements de C' par des ouverts de trivialisation de
N’ — O, avec U; C V;, et notons H P'ensemble des difféomorphismes ¢: N — N/,

agissant fibre par fibre, en fixant un voisinage du bord de N, et H(U;) ’ensemble

des ¢ € H tels que @(Tél)) N 7y (U;) ne rencontre pas C. On munit H de la
topologie C' définie dans [Hir76], et les H(U;) des topologies induites.
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Notons dans ce qui suit p;: W]Q,I(Vi) — D™~ I'application de projection sur la
fibre donnée par notre trivialisation.

Soit ¢ € H. Pour vérifier que ¢ appartient a H(U;), il suffit de considérer
les 1-simplexes de Ty qui rencontrent 7wy (U;), et de déterminer si leurs images
rencontrent ou non C' N U;. Soit e! un tel simplexe. Comme précédemment, le fait
que €* ne rencontre pas CNU; est équivalent a ce que 'application p;opoer: AF —

D™ restreinte & (eF)~! (W]Q,l (ﬁl)) admette 0 comme valeur réguliere. Notons

H(U;, e¥) les éléments de H vérifiant cette condition. Nous allons montrer que
c’est un ouvert dense de H.

o H(U;, €*) est ouvert : la démonstration est la méme que dans I'exemple traité
précédemment.

o H(U;,e) est dense. Soit p € H.

On se donne une fonction continue y;: C' — [0, 1] valant 1 sur U;, et 0 hors
de V;, et une fonction lisse y: D™~ — [0,1], valant 1 sur D", et 0 sur
4

un voisinage du bord. On définit alors une fonction ¢, : 7y (V;) — 7ar (V3)
par la formule (z,v) € V; x D! — (z,v + x;(z)x(v)w) € V; x D!
(en utilisant une trivialisation du fibré N’ sur V;). ¢, se prolonge a tout
OCY%(M°) par Iidentité, et pour w assez petit, définit un difféomorphisme.
Alors, pour tout tel w, ¢ ;'op € H si et seulement si w est valeur réguliére de
(pio¢oek)‘(ek)7l(ﬂ];}(ﬁi)). Le lemme|8.1.9/nous assure que ceci peut se produire

pour w arbitrairement petit, c’est-a-dire pour ¢,, arbitrairement proche de
I'identité, et pour ¢ ' oy arbitrairement proche de ¢, ce qui établit la densité.

On remarque donc alors que, 'intersection (finie) de ces ouverts denses est un
ouvert dense, et elle contient exactement les ¢ € H tels que T = ¢(Tp) ne rencontre
C sur aucun de ses 1-simplexes.

8.2 Une démonstration détaillée du lemme [5.8.3

Commencons par rappeler I’énoncé que nous allons démontrer.

Lemme 8.2.1. Soit (Y,yo) un espace topologique pointé connexe par arcs, de
groupe fondamental abélien, soit B(M) une (n + 2)-boule d’homologie lisse (c’est-
da-dire une variété lisse compacte ayant ’homologie d’un point, et la (n + 1)-
sphére standard comme bord), et soit B une (n + 2)-boule fermée de B(M). Soit
f:(B(M),0B(M)) — (Y,yo) une application continue. Alors, f est homotope d
une application g qui envoie le complémentaire de B sur yo, parmi les applications
envoyant OB(M) sur yq.
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Démonstration. Dans cette démonstration, « homotope » signifiera toujours « ho-
motope parmi les applications qui envoient dB(M) sur yo » On utilisera des no-
tations additives pour les groupes d’homotopies 7 (Y, yo) (qui sont tous abéliens).

Soit T une triangulation de (B(M),0B(M)), et notons T®) son k-squelette.
Nous allons démontrer par récurrence finie la propriété suivante pour k € {0, ..., n+
1}.

x(k) : Toute application f: (B(M),0B(M)) — (Y,yo) est homotope & une
application qui envoie le k-squelette de 1" sur .

La propriété #(0) découle directement de la connexité par arcs de Y. Supposons
démontrée la propriété x(k — 1) pour un certain k € {0,...,n+ 1}, et démontrons
la propriété x(k).

Soit f: (B(M),0B(M)) — (Y,yo). Par hypothese, on peut supposer que f
envoie déja le (k —1)-squelette de T sur yo. La triangulation 7" induit un complexe
cellulaire Ty sur B(M)x I (ot I = [0,1]), tel que T\") = (T*=Dx [YU(T® x {0,1}).
Orientons arbitrairement les cellules de ce complexe. Nous allons d’abord mettre
en évidence une application hy: T®) x I — Y telle que pour tout x € T®),
ho(2,0) = yo et hy(z,1) = f(z), et telle que ho((T™ NOB(M)) x I) = {yo}.

Définissons une application hg sur le k-squelette de T; comme suit :
e pour tout x € T® hy(z,0) = yo and ho(z,1) = f(z),
e pour tout x € T*=Y et tout t € I, ho(x,t) = yo.

La restriction de hy a toute k-cellule e® de T; définit un élément c(hg,e*) de
[(e¥,0¢%), (Y, y0)] = mx(Y,40). Le bord de toute (k + 1)-cellule e**! de Ty s’écrit
deFt =3 a; ("t )el ot les el sont des k-cellules de T;. Posons

J

r(ho) (") = Z aj (" )e(ho, €b).

Cette application s’étend linéairement en une application xk(ho): Cyi1(T7,Z) —
(Y, o). Par construction, x(h°) est le cobord d(c(h°,-)). Ainsi, x(h") est un
cocycle.

De plus, comme le lemme le montre, ce cocycle r(h°) est tel que hy admet
une extension continue a e**1 si et seulement si x(h°)(e**!) = 0. En particulier,
k(ho) s’annule sur les cellules de TI(kH) NO(B(M) x I) auxquelles hy peut toujours
étre contintiment étendu, soit par f, soit par yo. Ainsi, k(hg) représente un élément
de H* (T, TiNO(B(M)xI); mp(Y, yo)) = H* L (B(M)xI,0(B(M)xI); 7 (Y, 90)).

Comme k <n+1, H¥Y(B(M)x I,0(B(M)x I);Z) = H, 12 x(B(M);Z) = 0,
et le groupe de cohomologie H*™(Ty, Ty N O(B(M) x I); (Y, y0)) & coefficients
dans (Y, y0) est également trivial. Ainsi, k(hg) est le cobord d’un élément de
CH(Ty, Ty N O(B(M) x I);m(Y,40)). Pour tout (k — 1)-simplexe e*~! de T' qui
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n’est pas contenu dans B(M), notons (e*~! x I)*: Cy(T;) — Z 'application qui

envoie une chaine de Cy(T7, Ty NO(B(M) x I)) sur son coefficient sur e*~! x I. Les

cochaines (ef~1 x I)* forment une base canonique de C*(Ty, Ty N 9(B(M) x I)).

Le cobord k(hg) s’écrit donc Y «a;d ((e
i=1

Lo )*), ou les o; sont des éléments de

(Y, %0), et ou les (ef71)1<;<, sont les (k — 1)-simplexes de T non contenus dans
OB(M).

Changeons la valeur de ho sur chaque ef~' x I en remplacant I’application
constante (ho)‘equl par une application g;: (e¥™' x I,0(ef™ x I)) = (Y, o). Les
g; induisent des classes v; € [(eF ™t x I,0(ef™' x 1)), (Y, y0)] = [(DF, ODF), (Y, y0)] =
(Y, yo). Choisissons les applications g; telles que v; = —«;. Soit alors hy 'appli-

cation obtenue, de telle sorte que

r

k(h1) = k(o) + > (=ai)d (el x 1)) = 0.

i=1

Comme k(hy) = 0, hy s’étend en une application hy définie sur TI(kH) et donc a
fortiori sur T") x I. La construction précédente garantit que hy envoie (T(k) N
OB(M)) x I sur . Etendons hy sur B(M) x {1} par f. Le lemme suivant conclut
la récurrence et démontre la propriété x(n + 1).

Lemma 8.2.2. Soit T une triangulation d’une variété X . Soit F': (T™ x I)U(X x
{1}) — Y une application telle que F((T™ NOX) x I) = {yo}. Alors F s’étend
contintiment en une application F: X x I —'Y telle que F(0X x I) = {yo}.

Démonstration. Démontons par récurrence que F' s’étend continfiment a (7 x
I)U (X U{1}) pour tout £ € {k,...,n+ 2}.

LA propriété pour ¢ = k est immédiate. Pour un certain ¢ € {k,...,n + 1},
supposons que F s’étend continfiment en une application F*) définie sur (T x
I U (X x {1}).

Choisissons un (¢ + 1)-simplexe e‘™' de T. Le couple topologiqu (eft! x
I,((9ef™) x I) U (e x {11)) est homéomorphe & (D52 S ot DE? (resp.
SY™) désigne I'intersection de la boule (resp. de la sphere) de centre 0 et de rayon
1 de R“"? et du demi-espace {x € R*"2?|z; > 0}. On démontre facilement que
toute application continue définie sur la demi-sphere s’étend continiment a la
demi-boule. Ainsi, toute application définie sur ((9e{') x I)U (ef™ x {1}) s’étend
continfiment & /! x I.

Ceci permet d’étendre F' en une application continue définie sur le simplexe
ef“ x 1. Si la cellule ! est contenue dans X, cette extension peut étre choisie

i

LUn couple topologique est un couple (X, A) ot X est un espace topologique et A C X. Deux
tels couples (X, A) et (Y, B) sont homéomorphes s’il existe un homémomorphisme de X a Y
envoyant A sur B.
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constante sur ef“ x I, de valeur yq. Effectuer le méme travail sur tous les simplexes

e*1 x I fournit une application continue F“*+1 définie sur (T x I) U (X x {1}),
qui étend F'. Ceci conclut la récurrence.
Pour ¢ = n + 2, on obtient bien le lemme [8.2.2] n

Fin de la démonstration du lemme [8.2.1 La propriété #(n + 1) est donc dé-
montrée, et f est donc homotope a une application f; envoyant le (n+ 1)-squelette
de T sur yo. Il reste & démontrer que f; est homotope a une application qui envoie
le complémentaire de B sur .

Soit U un voisinage régulier de 7. A homotopie pres, on suppose que f
envoie U sur yp. Il existe une boule V telle que U UV = B(M) et telle que V
contienne B. En effet, on peut supposer des le début que B est contenue dans
I'intérieur d’'un (n + 2)-simplexe de T, et prendre pour V un voisinage régulier
d’un arbre ayant pour sommets un point a I'intérieur de chaque (n + 2)-simplexe
de T'. L’application f; envoie le complémentaire de V' sur yy. Comme V' est une
boule, et B une boule a I'intérieur de V', (f1); est homotope a une application qui
envoie V' \ B sur yo, parmi les applications qui envoient OV sur y. Ceci conclut la
démonstration du lemme R.2.11 O
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Annexe A

Existence de noeuds longs de
matrices de Seifert données

Dans ce chapitre, on démontre la proposition suivante, certainement connue des
spécialistes, et qui donne des exemples de nceuds longs de matrices de Seifert
données, avec les notations de la définition [4.1.8

Proposition A.0.1. Soient (V) ae, et (V) )aen deuz familles de matrices carrées
a coefficients entiers telles que

e pour toutd € n, V; =V, =1,
e pour tout d € n '\ {%Ll}, Wit =—- ntl—ds

e les matrices carrées V5, sont de taille paire.
2

Alors, il existe un neeud long ¥: R* — R""2 et une surface de Seifert 2 de 1,
dont les matrices de Seifert dans un certain couple de bases duales (B, B) de H.(X)
vérifient ViE(B, B) = Vit pour tout d € n.

Démonstration. Soit ¥y la surface de Seifert R_ x {0} x R™ du noeud trivial dans
R™*2. On va procéder par modifications successives de ¥y. Pour tout d € n, notons
bg le nombre de lignes de la matrice carrée V. Notons

ba sid < ™,
ng =
T Sen sid =
Pour chaque entier d € {1,..., "T“}, choisissons ng spheres (Sgl)i% plongées
dans Yy = R"™2 \ 3, et munies de voisinages tubulaires (N@d)l-e@ , dont le bord

ON;, 4 est difféomorphe a S¢ x S"*t1=4_ Supposons les voisinages tubulaires (Nid)id

169



ANNEXE A. EXISTENCE DE NEUDS LONGS DE MATRICES DE
SEIFERT DONNEES

deux-a-deux disjoints. Ecrivons la sphére S comme la réunion de deux hémisphéres
H? et HY. Notons P, 4 le complémentaire du (n + 1)-disque Int (Hj_ X Hfrl—d)
dans ON; 4. La sous-variété P, 4 est alors la réunion de H? x S"™1-4 et S% x {14
le long de H* x H™'~¢ En fixant m;q € Int(H?) et m}, € Int(H"™~7), les
cycles S x {m/ 4} et {m; 4} x S"*'~* sont contenus dans P, 4, et P, 4 se rétracte par
déformation sur (S x {m; ;}) U ({m;q} x S*™~4), qui est un bouquet S%v §**+1-4,
Les deux cycles engendrent donc I’homologie réduite de P; 4 et se rencontrent en un
seul point. Choisissons alors pour tout d € {1,..., "T“} et tout ¢ € ng un point x; 4
de 0%, et un chemin ~; 4 allant de x; 4 & un point y; 4 de 9P, 4 dans Y; = Y\ 'ng P,
i

de telle sorte que les chemins 7; 4 soient deux-a-deux disjoints (ce qui est possible

car Y] est connexe et de dimension au moins 3). Pour tout (7, d), on recolle alors a

YoU U Pyg un cylindre [0, 1] x D™ de telle sorte que [0, 1] x {(0,...,0)} s’identifie
i"d

a ¥4, {0} x D™ & un voisinage de z; 4 dans 0%, et {1} x D™ & un voisinage de y; 4
dans AP¢. On obtient alor une sous-variété X, dont le bord est la somme connexe
de R™ et d’un certain nombre de n-spheres, et est donc toujours difféomorphe a R".
L’orientation de ¥ fixe une orientation de X1, ce qui fixe le choix des orientations
des P, 4. Orientons alors les cycles af = S x {m] ;} et 2/*'7% = {m; 4} x S*H1~¢

d n+l-d

de telle sorte que (af, z )s, = 1. Une application directe de la suite de Mayer-

Vietoris entraine que ’homologie réduite de ¥ est engendrée par les classes ([aZ]); 4
et ([2/'7);q. Par construction, on a (af, 2/*'"%), = §; ;. On définit alors deux

bases duales B = (a?)4ep.ich, €t B = (Z))deniice, de 'homologie réduite de 3y par
les formules

a? sid<"7+1,
d : n+1
4 _ 2 81d>—2,
“ )l sid="t et 1<i<n
3 - 2 = = ds
d . _n+1 .
2y, Std="7etng <i< by,
et
(—1)%ad sid< ™,
d : n+1
L P sid="Het1<i<n
) - 2 = = d)
d d - 7 n+tl .
(=1)%§_,, sid= "= et ng <i< by,

Avec de telles bases, on a Ydi(b’, B) = -TV,%.,_4(B,B) pour tout d différent de
2l et V,5(B,B) — V,; (B,B) = I, pour tout d € n. Il suffit donc pour avoir la
propriété de la proposition de s’assurer que V;" (B, 5’) =V, pourd e {1,..., ”T“}

1 faudrait lisser le recollement et le bord des P; 4, mais cela ne présente aucune difficulté
autre que purement technique.
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Fixons d € {1,.. .,%H}, et 7 et j dans b4, et montrons comment modifier
le nombre d’enlacement 1k(z¢, (E?H_d)*). Notons P (respectivement P’) 'unique
Py ¢ contenant z¢ (respectivement E?H’d). Choisissons un chemin vy de z¢ & 6?*176[
dans Y, = R™"2 ne rencontrant 2; qu’en v(0) et v(1), et la rencontrant transver-
salement en ces deux points. Pour 7 €]0,1] et k € n, notons D C D} = D* le
k-disque de rayon r. Identifions un voisinage U de v & [—1,3] x D? x D"*1~4 de
telle sorte que

e le chemin ~ s’identifie au segment [0, 1] x {0} x {0} F1-4,

e le morceau de cycle z¢ N U s’identifie (avec méme orientation) a {0} x D¢ x
{0}n+1i=d et PNU & {0} x D¢ x D34,
4

e pour un certain € € {£1}, le morceau de cycle 8&}”1’”1 N U s’identifie (avec
méme orientation) & e{1} x {0}¢ x D"*1=4 et 'ensemble P'NU a {1} x D4 x
4
Dn+1fd‘

Prenons une fonction lisse y: D¢ — [0, 1] valant 1 sur D¢ et 0 en-dehors de D4.
4 2

Notons N le sous-ensemble [—%, %} x D4 x D14 de U, qui contient P NU. Pour

x = (t,z,y) € N, posons
®(x) = (t +2x(),z,y) € U.

On définit ainsi une application lisse ® d’un voisinage de N dans U, dont la restric-
tion & PN U est un plongement fixant P N OU. Les hypotheses sur y garantissent
que ®(P N U) ne rencontre pas P’'. En remplagant P N U par ®(P NU) dans ¥,
on obtient donc une nouvelle surface de Seifert, qui a la méme homologie, et ou
le générateur z¢ est remplacé par le cycle 7¢ obtenu & partir de z¢ en remplagant
z¢N U par ®(z¢ N U). Notons alors Wiatt = {(t,2,0) € U | 0 < t < 2x(2)}, que
nous orientons par les coordonnées (t, ), de telle sorte que W4+t = 7¢ — z¢. On
a alors
1k (2;1’ (a?+1—d)+> — 1k (zd (a?+1—d)+> + (_1)d+1 <Wzd+17 (an+l—d)+)>w

J

= Ik (2 (@) + (-t (e an+1—d>w

j 1%

=d (=n+1—d d+1

= Ik (3 @) + (-1,

car Wat! et E?H_d ont un unique point d’intersection (1,0,0), de signe . En
répétant ce procédé un certain nombre de fois, on peut donc obtenir une surface

de Seifert 3y et deux bases duales (B,B) de son homologie réduite telles que
V) (B,B) =V, pour d € {1,..., 2} O
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