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R 0, R 0> ³  
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positive 

TA  Transposé de n nA ´ÎÂ  

1A-  Inverse de n nA ´ÎÂ  
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Au cours des dernières décennies, l'analyse des systèmes à retards a connu un intérêt 

croissant dans la littérature. Dans ce cadre, ces systèmes sont fréquemment rencontrés 

dans de nombreuses applications telles que les applications hydrauliques, les 

applications automobiles et aussi dans les réseaux de télécommunication [El Haoussi et 

al., 2011], [Lai et al., 2016], [Zhang et al., 2016], [Li et al., 2014]. [Sanz et al., 2017], 

[Bououden et al., 2017] et [Cao et al., 2017]. Généralement, les retards décrivent les 

phénomènes de propagation, de transfert d'énergie ou de transmission de données. En 

outre, il est reconnu que l’apparition des retards est l’une des causes majeures de la 

perte de la stabilité et de la dégradation des performances [Boubaker et al., 2017]. 

Depuis les années soixante, le thème de la recherche sur les systèmes à retards a suscité 

beaucoup d'intérêt et a été considéré comme étant l'un des domaines de recherche 

essentiels de la théorie du contrôle pour lequel de nombreux travaux de recherche 

importants ont été consacrés. L’état de l’art présenté dans l’article récent [Mahmoud, 

2017], les ouvrages de grande importance [Fridman, 2014], [Zhou, 2014] et [Witrant et 

al., 2016] ainsi que les nombreuses références dans ce domaine prouvent la richesse et 

l’impact de ce domaine. 

Les retards peuvent apparaître sur les variables d'état, sur les entrées de contrôle ou 

aussi sur les sorties de mesure et, ignorer un certain nombre de ces retards dans la 

conception du contrôleur peut entraîner des dynamiques indésirables telles que les 

oscillations, les bifurcations, l’instabilité et même l’apparition des comportements 

chaotiques [Boubaker et al., 2017]. Dans ce cadre, la stabilisation des systèmes linéaires 

à retards a reçu une attention considérable et de nombreux résultats ont été rapportés 

très récemment dans la littérature [Zhang et al., 2017], [Qian et al., 2017] et [Cai et al., 

2018]. Comme appuyé dans [Liu & Zhou, 2017], la plupart des travaux de recherche se 

concentrent sur la stabilisation des systèmes avec des retards appliqués sur les entrées 

sans se soucier des retards appliqués sur les états. De ce fait, très peu de travaux de 

recherche ont examiné le problème de stabilisation des systèmes avec retards multiples 

appliqués à la fois sur les états et sur les entrées. Dans ces quelques cas, le problème a 

été généralement résolu en supposant que toutes les variables d'état sont entièrement 

disponibles [El Haoussi et al., 2011] ou en utilisant des contrôleurs par retour de sortie 

[Belhaj & Boubaker, 2017]. Le problème de la stabilisation basé sur un observateur 

d’état pour les systèmes à retards multiples appliqués à la fois sur les états et sur les 

entrées est très rarement abordé [Liu & Zhou, 2017] et [Zhou et al., 2017]. Cette 
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question d’importance théorique et pratique reste jusqu’à présent un problème difficile 

pour de nombreuses classes de systèmes, en particulier celles soumises à des entrées 

inconnues, à des incertitudes et/ou à des saturations d’entrées. 

Dans la théorie du contrôle, les systèmes de référence ou Benchmark sont un autre 

problème fondamental. Malgré leur structure simple, ces systèmes ont une dynamique 

riche et aboutit toujours à des problèmes de contrôle difficiles. Dans ce cadre, plusieurs 

systèmes de référence, forts intéressants, existent dans la littérature et sont fréquemment 

utilisés pour tester les nouveaux algorithmes de contrôle et d’estimation. Parmi ces 

benchmarks, nous pouvons citer le processus à trois réservoirs [Dormido et al., 2008], le 

système masse-ressort-amortisseur [Cairano et al., 2007], le système TORA [Jankovic et 

al.,1996], le pendule inversé sur chariot [Boubaker & Iriarte 2017], le pendule de Furuta 

[Fantoni & Lozano, 2002], le robot flexible à deux bras [Matsuno et al., 1994] ... Dans ce 

cadre et depuis les années 2000, le célèbre benchmark à quatre réservoirs [Johansson, 

2000] et [Gatzke et al., 2000] a attiré l'attention des chercheurs car il a pu illustrer de 

nombreux concepts fondamentaux dans la théorie de l'estimation et du contrôle 

multivariable, en particulier la limitation de performance due aux zéros à non minimum 

de phase et leurs directions de sortie. De nombreux articles de recherche ont été 

consacrés au problème de la conception des observateurs et des lois de commande pour 

ce benchmark en temps continu et en temps discret sans toute fois tenir compte des 

retards dans la conception [Manaa et al., 2015], [Smida et al., 2015], [Xavier et al., 

2018], [Gouta et al., 2017] et [Huang et al., 2017]. Malheureusement, les retards sont 

rarement pris en compte pour concevoir des contrôleurs pour de tels processus [El 

Haoussi et al., 2011] et [Shneiderman & Palmor, 2010] et à notre connaissance, des 

observateurs à entrées inconnues n’ont été jamais conçus pour un tel benchmark avec 

considération des retards. 

Motivés par les travaux de [Lungu M & Lungu, 2012] sur les observateurs à entrées 

inconnues pour des systèmes linéaires sans retards et par l’approche de stabilisation 

pour les systèmes linéaires à retards multiples présentée dans [El Haoussi et al., 2011], 

nous tenterons dans cette thèse de résoudre le problème de synthèse d’observateurs à 

entrées inconnues du benchmark à quatre réservoirs soumis à des retards multiples. Les 

deux cas des observateurs dépendant du retard et indépendants des retards seront traités. 

Les observateurs d’ordre réduit et d’ordre plein seront aussi l’objet de nos contributions. 
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 Contrairement aux travaux de [El Haoussi et al., 2011] où toutes les variables d'état du 

système à retards contrôlé sont supposées être mesurables par des capteurs, nos 

approches présentent des avantages potentiels pour les applications industrielles, car on 

considère la disponibilité d’un nombre inférieur de capteurs grâce à la synthèse des 

observateurs proposés. Cette conception contribue non seulement à réduire le coût de la 

mise en place du processus mais également à limiter le nombre de capteurs, qui peuvent 

s’avérer fragiles dans des environnements hostiles. Cette proposition peut réduire 

considérablement l’importance des pannes et des défauts. De plus, la fiabilité et la 

rapidité de la réponse du système peut être garantie grâce à une conception rigoureuse 

de l’estimateur d’état et un édifiant ajustement de ses paramètres. 

Ce rapport est organisé en quatre chapitres. Le premier chapitre rappellera le benchmark 

à quatre réservoirs. Dans ce cadre, nous proposerons une description et une 

modélisation détaillée de ce processus. Ce chapitre se termine par un exposé des 

contributions de cette thèse par rapport à l’existant.  

Le second chapitre se propose d’exposer une nouvelle méthodologie de la modélisation 

des systèmes linéaires multivariables à retards multiples. Nous étudierons en premier 

lieu la modélisation d’une seule variable retardée via les équations différentielles 

partielles. Nous détaillerons ensuite la méthode de collocation orthogonale qui nous 

permettra de transformer un système de dimension infinie, qui est dans notre cas le 

système retardé, en un système de dimension finie. L’extension de la modélisation 

d’une seule variable retardée sera enfin étendue à un système à retards multiples pour 

obtenir une nouvelle représentation d’état des systèmes linéaires à multiples retards. Le 

processus à quatre réservoirs sera appliqué afin de démontrer la validité et l'efficacité de 

la représentation d’état proposée. 

Le troisième chapitre sera consacré à la conception de deux nouvelles approches 

d’observateurs à entrées inconnues. Nous exposerons tout à bord un état de l’art sur 

l’estimation des états pour les systèmes linéaires à temps continu avec retards. 

Exploitant le travail de modélisation établi au second chapitre, nous proposerons deux 

nouvelles approches de conception d’observateurs à entrées inconnues l’une dépendant 

du retard et la seconde indépendante du retard. Celles-ci seront appliquées sur le 

processus multivariable à quatre réservoirs pour le cas du modèle à non-minimum de 

phase. La validité de ces approches seront enfin mises en valeurs. 
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Le quatrième chapitre s'intéresse enfin à la stabilisation des systèmes multivariables à 

multiples retards à base d’observateurs. Tout d’abord, la conception des observateurs 

sera établie en deux approches : un observateur d’ordre plein et un autre observateur 

d’ordre réduit. La stabilité asymptotique des deux approches sera prouvée et les 

conditions d’existence des deux observateurs seront fournis. Nous illustrerons enfin 

l'applicabilité des approches proposées sur le même benchmark mais cette fois 

commandé par une loi de commande appropriée pour les systèmes à multiples retards, 

tirée de la littérature.  

Une conclusion générale ainsi que des perspectives de ces travaux clôturent ce rapport. 
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1.1. Introduction  

Ce chapitre décrit le processus à quatre réservoirs largement utilisé comme benchmark 

dans la littérature dans le domaine de la théorie du contrôle.  Ce système est présenté 

par la figure 1.1. Il peut être conçu en utilisant deux processus de double-réservoirs 

d'eau interconnectés et deux pompes. Bien que la configuration matérielle soit assez 

simple, le processus à quatre réservoirs peut illustrer plusieurs problèmes industriels 

multivariables difficiles non encore résolus. Ce chapitre se propose donc de faire une 

description de ce benchmark et de mettre le point sur les particularités de son modèle 

mathématique. 

Ce premier chapitre sera organisé comme suit : dans le second paragraphe nous 

présenterons une description du processus à quatre réservoirs. Dans le troisième 

paragraphe, nous présenterons une modélisation non linéaire, linéariste, et linéariste à 

multiple retards de ce benchmark. Dans la section 1.4 nous exposerons l’évolution des 

variables d’état du procédé et nous analyserons sa dynamique via des résultats de 

simulation. Dans la cinquième partie nous présenterons enfin la problématique et la 

contribution de la thèse relative aux particularités et aux défis relevés par les modèles 

déjà exposés. 

1.2. Description du processus  

Cette section décrit brièvement le processus à quatre réservoirs représentés par la figure 

1.1. Il s’agit d’un processus multivariable constitué essentiellement par quatre réservoirs 

d'eau interconnectés et deux pompes. La sortie de chaque pompe est divisée en deux 

réservoirs. Le débit d'entrée de chaque réservoir est mesuré par un débitmètre 

électromagnétique et régulé par une vanne pneumatique. Les deux pompes transportent 

l'eau d'un bassin dans les quatre réservoirs. Les réservoirs en haut (réservoirs 3 et 4) 

débouchent dans le réservoir correspondant en bas (réservoirs 1 et 2), respectivement. 

Les vannes à trois voies sont émulées par un calcul approprié des points de consigne des 

boucles de régulation de débit selon le rapport considéré de la vanne à trois voies. 
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Figure 1.1- Processus à quatre réservoirs 

1.3. Modélisation  

1.3.1. Modèle non linéaire  

En considérant simultanément le débit entrant et sortant de tous les réservoirs, la 

dynamique non linéaire du processus à quatre réservoirs est donnée par [Johansson, 

2000] : 

31 1 1 1 1
1 3

1 1 1

2 2 4 2 2 2
2 4

2 2 2

3 3 2 2 2
3

3 3

4 4 1 1 1
4

4 4

adh a k
2gh 2gh

dt S S S

dh a a k
2gh 2gh

dt S S S

dh a (1 )k
2gh

dt S S

dh a (1 )k
2gh

dt S S

g J
= - + +

g J
= - + +

- g J
= - +

- g J
= - +

                                                                (1.1) 

Le niveau de chaque réservoir hi (i=1…4) est mesuré au moyen d'un capteur de 

pression. Les entrées du processus sont les tensions d'entrée des pompes 1J  et 2J . Les 

variables de sortie sont alors les niveaux dans les réservoirs 1 et 2 notés 1y  et 2y . Le 

tableau 1.1 donne une nomenclature de tous les paramètres du processus pour i=1…4. 
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Tableau1.1- Nomenclature des paramètres du processus 

ia  Surface du tube de sortie du réservoir i 

iS   Surface du réservoir i 

1g   Pourcentage d'eau dérivée vers les 

réservoirs 1 et 4 

2g   Pourcentage d'eau dérivée vers les 

réservoirs 2 et 3 

1k  Gain de la pompe 1 

2k  Gain de la pompe 2 

g Constante de gravitation 

 

1.3.2.  Modèle Linéaire 

Le modèle linéarisé autour des points d'équilibre 

10 20 10 20 30 40 10 20, , h , h , h , h , y , yJ J  peut être exprimé par [Johansson, 2000] : 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

x t Ax t Bu t

y t C x t

= +ìï
í

=ïî

( )x t Ax( ) AxAx

                                                                                                        

(1.2)

 

où  

31

1 10 1 30

2 4

2 20 2 40

3

3 30

4

4 40

aa g g
- 0 0
S 2h S 2h

a ag g
0 - 0

S 2h S 2h
A

a g
0 0 - 0

S 2h

a g
0 0 0 -

S 2h

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û
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1 1

1

2 2

2
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1 1
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0
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(1 )k
0

S

gé ù
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ê ú
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ê ú
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ê ú- g
ê ú
ê ú
ê ú- g
ê ú
ë û

            

c

c

k 0 0 0
C

0 k 0 0

é ù
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ë û

             



Chapitre 1 : Présentation et modélisation du processus à quatre réservoirs 

 

20 

 

avec  ck  est le gain du capteur de niveau. Le vecteur d’état est défini par 

T
1 10 2 20 3 30 4 40x [h h h h h h h h ]= - - - - où les quatre composantes représentent 

la variation des niveaux d'eau dans les réservoirs par rapport au point d’équilibre et 

[ ]T1 10 2 20u = J -J J -J  est le vecteur d’entrée. 

La matrice de transfert correspondante du système (1.2) est donnée comme suit 

[Johansson, 2000] : 

( )

( )
( )( )

( )
( )( )

2 11 1

1 3 1

1 2 2 2

4 2 2

1 vv

1 sT 1 sT 1 sT
G s

1 v v

1 sT 1 sT 1 sT

-é ù
ê ú+ + +ê ú= ê ú-
ê ú

+ + +ê úë û

gg

g g
                                                          (1.3) 

où 

i0i
i

i

2hS
T

a g
=

 

1 1 1 c 1v T k k / S=   et 2 2 2 c 2v T k k / S=                                                                                              
 

Le déterminant de la fonction du transfert est donné par [Johansson, 2000] : 

( )
( )

( )( ) ( )( )1 21 2 1 2
3 44

1 2ii 1

1 1v v
det G s 1 sT 1 sT

1 sT
=

- -é ù
= + + -ê ú

ë û+Õ
g gg g
g g

                                (1.4)          

L’expression du déterminant (1.4) peut s’écrire sous cette forme  

( )
( )

( )( )1 2 1 2
3 44

ii 1

v v
det G s 1 sT 1 sT

1 sT
=

é ù= + + -ë û
+Õ

g g
h                                                       (1.5) 

avec : 

( )( ) [ [1 2

1 2

1 1
0

- g - g
h = Î ¥

g g
 

1.3.3. Pôles et zéros     

 

Pour calculer les pôles et les zéros du système, on considère les valeurs numériques des 
paramètres du processus qui sont récapitulées dans le Tableau 1.2. 
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Tableau 1.2- Paramètres du processus à quatre réservoirs [Johansson, 2000]  

Paramètres Description Valeurs     Unités 

1 3S ,S  Surface des réservoirs 1 et 3 28.000 [cm 2 ] 

2 4S ,S  Surface des réservoirs 2 et 4 32.000 [cm 2 ] 

1 3a ,a  Surface du tube de sortie des 
réservoirs 1 et 3 

0.071 [cm 2 ] 

2 4a ,a  Surface du tube de sortie des 
réservoirs 2 et 4 

0.057 [cm 2 ] 

k c  Gain du capteur de niveau 0.500 [V/cm] 

g Constante de gravitation 981 [cm/s 2 ] 

 
En se référant aux paramètres du processus donnés dans le tableau 1.2, les valeurs 

propres du processus à quatre réservoirs sont toujours à parties réelles négatives. Le 

système linéaire (1.2) est toujours stable. 

Le système admet aussi deux zéros de transmission multivariables, qui peuvent être 

déterminés par les zéros de leur déterminant (1.5) de la fonction de transfert (1.3) tels 

que :  

( ) ( ) 2
3 4 3 4 3 4

1
3 4

T T (T T ) 4T T
z

2T T

- + + - + h
h =

                                                                          

(1.6) 

( ) ( ) 2
3 4 3 4 3 4

2
3 4

T T (T T ) 4T T
z

2T T

- + - - + h
h =

                                                                           

(1.7)
 

 

Le zéro multivariable ajustable (1.6) peut être attribué au demi-plan droit ou au demi-

plan gauche. L'ajustement de la position des vannes détermine si le système est à 

minimum de phase ou à non-minimum de phase vue que dans l’expression (1.6) nous 

avons 
( )( ) [ [1 2

1 2

1 1
0

- g - g
h = Î ¥

g g
. La position des zéros peut être alors indiqué en 

termes des taux d'ouverture des vannes 1g  et 2g  tels qu’expliqués dans le Tableau 1.3. 

Plus de détails à ce propos sont donnés dans [Johansson, 2000].  
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Tableau 1.3- Position des zéros en fonction des taux d'ouverture des vannes 1g  et 2g  

          1z           2z  Comportement du 

système 

1 21 2< g + g <
 

 

Négatif Négatif Minimum de phase 

1 2 1g + g =  Zéro Négatif Limite 

1 20 1< g + g <
 

Positif Négatif Non minimum de phase 

 

La position des zéros multivariables dans le demi-plan gauche ou demi-plan droit a une 

interprétation physique simple. Soit le débit iq  à travers la pompe i et assumons que 

1 2q q q.= =  Ainsi, le débit des réservoirs inférieurs est supérieur au débit des réservoirs 

supérieurs si 1 2 1g + g > , c’est à dire, si le système est à minimum de phase. Le débit 

des réservoirs inférieurs est inférieur à celui des réservoirs supérieurs si le système est à 

non-minimum de phase. Dans ce cas, 1 20 1< g + g < . Il est à noter qu’il serait facile de 

commander 1y  avec 1u  et 2y  avec 2u , si la plupart des débits s'acheminent 

directement aux réservoirs inférieurs. Le problème de commande est particulièrement 

difficile si le débit total des réservoirs à gauche (réservoirs 1 et 3) est égal au débit total 

s'acheminant vers les réservoirs à droite (réservoirs 2 et 4). Cela correspond à 

1 2 0g + g =  ou à un zéro multivariable à l'origine. Ainsi, il y a une relation immédiate 

entre la position des zéros du modèle et l'intuition physique de commander le processus 

à 4 réservoirs [Johansson, 2000]. 

1.3.4. Modèle à plusieurs retards 

En outre, pour une description plus réaliste du processus, nous considérons que le 

processus du quadruple réservoir est affecté par des retards, dans ce cas, les équations 

différentielles du processus sont décrites par [El Haoussi et al., 2011] : 
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3 1 1 1 51 1
1 3 1

1 1 1

2 2 2 62 2 4
2 4 2

2 2 2

3 3 2 2 2 3
3

3 3

4 4 1 1 1 4
4

4 4

a k (t t )dh a
2gh 2gh (t t )

dt S S S

k (t t )dh a a
2gh 2gh (t t )

dt S S S

dh a (1 )k (t t )
2gh

dt S S

dh a (1 )k (t t )
2gh

dt S S

g J -
= - + - +

g J -
= - + - +

- g J -
= - +

- g J -
= - +

                                                   (1.8) 

Supposons que les retards de transport sont parfaitement symétriques, nous pouvons 

écrire 1 2t t= , 3 4t t=  et 5 6t t=  . En linéarisant le système non linéaire (1.8) autour du 

point d'équilibre, on peut obtenir le modèle multivariable avec plusieurs retards [El 

Haoussi et al., 2011] : 

( )
( ) ( )

0 1 1 0 2 1 3x(t) A x(t) A x(t- ) B u(t- ) B u(t- ) Dd t

y t Cx t

= + t + t + t +

=
0 1x(t) A x0 10 1A xA0 10 10 10 1

                                         (1.9) 

avec  
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é ù
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où ( ) qd t ÎR est le vecteur des perturbations dont les éléments sont des fonctions 

inconnues de temps, 4 4 4 4
0 1A ,A ,´ ´Î ÎR R

4 2 4 2 2 4
0 1B ,B ,C ,´ ´ ´Î Î ÎR R R  et 
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4 qD ´ÎR  sont des matrices constante, tandis que 1 1tt =  , 2 5tt =  et 3 3tt =  sont des 

retards constants. 

Remarque 1.1 : En utilisant l’hypothèse que déjà mentionnée les retards de transport 

sont parfaitement symétrique (figure 1.1) nous pouvons écrire 1 2t t= , 3 4t t=  et 5 6t t=  

et en se référant à la figure 1.1 les retards sont appliqués sur les entrées du processus : 

les tensions d'entrée des pompes 1J  et 2J . 

1.4. Simulation du procédé 

Pour les résultats de simulation du modèle à minimum phase et à non-minimum phase, les  

valeurs numériques sont prises telles que pour le signal d'entrée  on a  

( ) ( )u t sin 2 ft et f 50Hz= p = . 

1.4.1. Cas du modèle à minimum de phase 

La figure 1.2 montre l’évolution des variables d’état du procédé à quatre réservoirs en 

utilisant le modèle (1.2) dans le cas de zéros à minimum de phase. Celui-ci est obtenu 

en utilisant les paramètres du Tableau 1.4. 

Pour avoir une description plus réaliste du processus, les retards de transport entre les 

vannes et les réservoirs sont pris en considération. Pour évaluer l'effet de ces retards sur 

la dynamique du système, nous considérerons le modèle (1.9) pour les valeurs de 

retards 1 2 35s, 2s, 4st = t = t = . La Figure 1.3 montre l’évolution des niveaux dans les 

réservoirs simulés pour le modèle (1.9) en utilisant la fonction prédéfinie DDE 

disponible sous le logiciel Matlab. Il est clair que la dynamique du système est affectée 

par ces retards sans toutefois le déstabiliser. 
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Tableau 1.4- Paramètres du modèle à minimum de phase [Johansson, 2000] 

 

 

 

 

 

 

Remarque 1.2 : même si le comportement du système à minimum de phase et à non 

minimum de phase ne dépend que des gains des pompes, nous avons opté par 

l’utilisation des mêmes valeurs numérique de la référence [Johansson, 2000] article de 

base pour le processus à quatre réservoirs cité dans des certains références.  

 

  

 

 

 

 

 

Figure1.2- Evolution des variables d’état : Cas du modèle à minimum de phase  

  

Paramètres Description Valeurs 
numériques  

Unité 

0
1h ,  0

2h  Niveau d'eau dans les 
réservoirs 1 et 2 

12.400, 12.700 [cm] 

0
3h , 0

4h  Niveau d'eau dans les 
réservoirs 3 et 4 

1.800, 1.400 [cm] 

0
1J , 0

2J  Voltage de l'entrée i 
(pompe i) 

3.000, 3.000 [V] 

1k , 2k  Gain de la pompe i 3.330, 3.350 [cm 3 /V.s] 

1g , 2g  Pourcentage d'eau 
dérivée vers les 
réservoirs 1, 2, 3 et 4  

0.700, 0.600 - 
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Figure1.3- Evolution des variables d’état : Cas du modèle à minimum de phase avec 

retards multiples 1 2 35s, 2s, 4st = t = t =  

1.4.2. Cas du modèle à non-minimum de phase  

Le Tableau 1.5 donne les valeurs numériques des paramètres du modèle à non minimum 

de phase du processus à quatre réservoirs. La Figure 1.4 montre l’évolution des 

variables d’état du modèle (1.2) à non minimum de phase sans retards alors que la 

Figure 1.5 montre l’évolution du système (1.9) dans le cas du modèle à non minimum 

de phase pour les retards 1 2 35s, 2s, 4st = t = t = . Particulièrement, c’est sur cette 

dernière figure, que la dynamique des zéros instables est bien observée au niveau de 

l’évolution des deux réservoirs 1 et 2 où les courbes mentionnent des dépassements 

importants dans le sens inverse de leur stabilisation.    
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Tableau 1.5- Paramètres du modèle à non minimum de phase [Johansson, 2000] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 1.4- Evolution des variables d’état : Cas du modèle à non minimum de phase 

Paramètres Description Valeur 
numérique 

Unité 

0
1h ,  0

2h  Niveau d'eau dans 
les réservoirs 1 et 
2 

12.600, 
13.000 

[cm] 

0
3h , 0

4h  Niveau d'eau dans 
les réservoirs 3 et 
4 

4.800, 4.900 [cm] 

0
1J , 0

2J  Voltage de 
l'entrée i (pompe 
i) 

3.150, 3.150 [V] 

1k , 2k  Gain de la pompe 
i 

3.150, 3.290 [cm 3

/V.s] 

1g , 2g  Pourcentage d'eau 
dérivée vers les 
réservoirs 1, 2, 3 
et 4 

0.430, 0.340 - 
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Figure 1.5- Evolution des niveaux dans les réservoirs : Cas du modèle à non minimum 

de phase avec retards multiples 1 2 35s, 2s, 4st = t = t =  

1.5. Problématique et contribution de la thèse  

Plusieurs systèmes de référence très intéressants existent dans la littérature et sont 

fréquemment utilisés comme systèmes fondamentaux pour tester les algorithmes 

d’estimation et de contrôle émergents dans de nombreuses applications. Dans ce cadre 

et depuis les années 2000, le benchmark à quatre réservoirs a attiré l'attention des 

chercheurs car il peut illustrer de nombreux concepts fondamentaux dans l'estimation et 

le contrôle des systèmes multivariables, en particulier la limitation de performance due 

aux zéros à non minimum de phase et leurs directions de sortie. 

D’autre part, Les systèmes industriels sont généralement de nature multivariable. Ils 

peuvent être soumis à des retards multiples sur les états et aussi sur les entrées de 

commande. L’apparition des retards dans la dynamique des processus industriels a été 

considérée donc comme un phénomène naturel mais inévitable pour l’analyse et la 

synthèse de ces systèmes.  Il existe certains travaux de recherche dans ce sens, mais très 

peu ont réussis à proposer des solutions pour la stabilisation des systèmes à multiples 

retards. Cependant, à notre connaissance, ni des observateurs à entrées inconnues ni des 

observateurs à entrées inconnues basés sur des lois de commande n’ont été proposés 

dans ce sens.   

Motivés par les travaux de recherche de Lungu & Lungu [Lungu & Lungu, 2012] sur les 

observateurs à entrées inconnues pour les systèmes linéaires multivariables sans retards, 

nous développerons dans cette thèse une extension de ces travaux aux problèmes de la 
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conception des observateurs à entrées inconnues avec plusieurs retards sur les états et 

aussi sur les entrées non seulement en boucle ouverte mais aussi pour des observateurs 

basés sur une loi de commande tirée de la littérature. Différents types d’algorithmes 

seront proposés dans ce sens : 

- Des observateurs de dimension finie et aussi de dimension infinie dépendant des 

retards et indépendants des retards, 

- Des observateurs d’ordre plein et aussi d’ordre réduit. 

Le processus à quatre réservoirs sera utilisé pour illustrer l'efficacité des nouvelles 

approches proposées pour le cas du modèle à non minimum de phase.  

1.6.  Conclusion 

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à la modélisation et la simulation du 

processus à quatre réservoirs. Nous avons détaillé le modèle du processus pour les deux 

cas des modèles à minimum de phase et à non minimum de phase. Pour avoir une 

description plus réaliste du processus à quatre réservoirs, nous avons étudié le système 

linéaire autour d’un point de fonctionnement avec des retards sur l'état et aussi sur les 

commandes. 

L’étude établie dans ce chapitre a permis de mettre en évidence que l’apparition des 

retards dans la dynamique des processus industriels peut détériorer la dynamique du 

système. Il est aussi à noter que l’apparition de ces retards rend plus difficile la synthèse 

de ces systèmes. Afin de traiter ce problème, nous proposerons dans le cadre du chapitre 

suivant de développer un modèle d’état qui nous permettra de résoudre le problème de 

la synthèse des systèmes à retards multiples. 
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2.1. Introduction 

La science de l’Automatique consiste à l’étude des systèmes réels des différentes 

disciplines scientifiques pour des fins de contrôle. Pour ce faire, l’obtention d’un 

modèle assez précis du système réel est toujours nécessaire. La modélisation d’un 

système réel exige une connaissance précise des phénomènes physiques intervenant 

pour le processus et une aptitude à les représenter par des équations mathématiques. Par 

exemple, on constate que les phénomènes des retards apparaissent naturellement dans 

les processus physiques et nécessitent une attention particulière qui est souvent 

négligée. Ceci est motivé par le fait que le retard est un phénomène inévitable pour 

plusieurs applications [Richard, 2003]. Il doit être pris en compte pour la conception des 

lois de commande et des estimateurs d’état et des paramètres.  

De ce fait, nous proposerons dans ce chapitre la modélisation d’un système à multiples 

retards en utilisant la méthode de collocation orthogonale permettant de transformer le 

modèle de dimension infinie d’un système retardé décrit par un ensemble d’équations 

différentielles à dérivées partielles, pour lequel la synthèse des observateurs et des lois 

de commande s’avère difficile, en à un système de dimension finie décrit par un 

ensemble d'équations différentielles ordinaires linéaires. 

Ce deuxième chapitre sera organisé comme suit : dans le second paragraphe nous 

présenterons le principe de la modélisation d’une variable retardée par une équation aux 

dérivées partielles. Dans la troisième section nous étudierons une approximation d’un 

système de dimension infinie par la méthode de collocation orthogonale en respectant 

un certain nombre de paramètres lors de l’utilisation de cette méthode. Dans les sections 

2.4 et 2.5 nous appliquerons les derniers principes pour la modélisation d’un système à 

multiples retards via la méthode de collocation orthogonale. Dans la sixième partie nous 

montrerons l'efficacité de la méthode de collocation orthogonale grâce aux résultats de 

simulation réalisés en utilisant le benchmark à quatre réservoirs.  

2.2. Modélisation d’une variable retardée par une équation aux dérivées 

partielles  

Chaque variable retardée, décrite par la figure 2.1, peut être modélisée par un système à 

paramètres distribués (appelé aussi système de dimension infinie) décrit par l’équation 

aux dérivées partielles suivante [Damak, 1994], [Richard, 2003] : 
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X(z, t) 1 X(z, t)

t z

¶ ¶
= -

¶ t ¶
                                                                                                 (2.1) 

avec la condition aux limites : 

v(t) X(0, t)=                                                                                                                (2.2) 

et l’équation de sortie : 

v(t ) X(1, t)-t =                                                                                                           (2.3) 

où t et z sont respectivement la variable temporelle et la variable pseudo-spatiale. v(t), 

X(z, t)   and v(t )-t  sont respectivement la variable d'entrée, la variable d'état et la 

sortie du bloc de retard. t  étant un retard constant. 

                                 
( )v t

                         
( )X 0, t

                          
( ) ( )X 1, t v t= -t

 
 

 

Figure 2.1- Modélisation d'une variable retardée par un système à paramètres distribués 

2.3. La méthode de collocation orthogonale 

Le modèle du système à paramètres distribués décrit par l’équation différentielle à 

dérivées partielles (2.1) avec la condition aux limites (2.2) et l’équation de sortie (2.3) 

peut être transformé en un modèle en équations différentielles ordinaires en utilisant 

l’une des méthodes d'approximation fonctionnelles. Dans ce cas, la méthode de 

collocation orthogonale peut être utile. Cette méthode [Villadsen & Michelsen, 1978], 

[Nihtila et al., 1994] et [Wysocki, 1984] appartient au groupe de méthodes dites de 

résidus pondérés dont le principe est l’approximation d’une fonction générale par des 

fonctions plus simples. Cette méthode est particulièrement adaptée au calcul numérique 

par rapport à d'autres méthodes d'approximation. La méthode de collocation est l’une 

des méthodes des résidus pondérés les plus utilisées pour plusieurs raisons. En effet, 

d’une part l’établissement du système différentiel ordinaire s’effectue sans calcul 

d’intégrales grâce au choix de la fonction de Dirac. D’autre part, la nature des variables 

d’état est conservée contrairement aux autres méthodes. 

 

 

1 

 

e-t  
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Le principe de la méthode de collocation orthogonale consiste à chercher une 

approximation sous la forme d’une équation différentielle ordinaire en utilisant la 

formulation suivante [Boubaker, 2000] : 

( ) ( ) ( )
N 1

i i
i 1

X z, t x t z
+

=

= få                                                                                                 (2.4) 

où t est la variable temporelle, ix (t) est la valeur de ( )X z, t  aux (N+2) points de 

l’espace appelés points de collocation et les if  sont des fonctions de base évaluées aux 

points de collocation. 

Le choix d’un certain nombre de paramètres lors de l’utilisation de la méthode de 

collocation orthogonale doit être bien respecté : 

Ø Les fonctions de base if , 

Ø Le nombre des points de collocation N, 

Ø La position des points de collocation.  

La dénomination de la méthode de collocation orthogonale provient du fait que les 

points de collocation sont confondus avec les points d'interpolation [Villadsen & 

Michelsen, 1978]. 

2.3.1. Choix des fonctions de base 

Dans la littérature, pour le choix des fonctions de base, la plupart des travaux font appel 

aux polynômes de Lagrange vue leurs propriétés intéressantes. En effet il a été montré 

par des exemples numériques qu’une une bonne approximation facile à mettre en œuvre 

est obtenue en utilisant les polynômes de Lagrange avec un nombre très limité de points 

de collocation [Villadsen. & Michelsen, 1978], [Wysocki, 1983]. 

Les polynômes d’interpolation de Lagrange ( )jL z  de degré ( )N 1+  définis à l’aide de 

( )N 2+  points d’interpolation iz  sont donnés par [Boubaker, 2000]: 

( ) ( )
( ) ( )

N 2
j

j N 2 i

P z
L z

z z P z
+

+
=

¢-
                                                                                          (2.5) 

où : 

 ( ) ( )( ) ( )N 2 0 1 N 1P z z z z z z z+ += - - -( N 1(( N 1z z( N 1N 1((z(((     
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( ) ( )( )N 2 i N 2 i
d

P z P z
dz+ +¢ =  

Les polynômes d’interpolation de Lagrange ( )jL z vérifient les propriétés suivantes :  

( )
( )

j i

j i

L z 1 si i j

L z 0 si i j

= =ìï
í = ¹ïî

                                                                                            (2.6) 

Les points de collocation  ( )iz , i 0,1, , N= ), N  sont choisis comme suit : 

0 1 N 1 Nz 0 z z z 1-= < < < < =0 1 N0 1 N 1 N1 N0 1 N 1 N0 1 N 1 N0 1 N0 1 Nzz0 1 N0 1 N 1 N1 N0 1 N0 1 N 1 N1 N0 1 N0 1 N 1 N1 N0 1 N0 1 N 1 N1 N                                                                                       

Il est aussi possible de vérifier qu’aux points de collocation nous avons 

toujours ( ) ( )i iX z , t x t= . Les fonctions ( )ix t représentent donc les valeurs de la 

solution approximée aux points de collocation iz .  

2.3.2. Choix du nombre de points de collocation 

L'utilisation de la méthode de collocation orthogonale nécessite une grande importance 

au choix du nombre de points de collocation N car il détermine l’ordre du système et par 

conséquent le nombre d’équations à résoudre et il influe énormément sur la précision de 

la solution obtenue. Ce choix dépend de plusieurs facteurs relatifs au modèle tel que la 

dynamique, la dimension du domaine spatial et des capteurs, les non-linéarités du 

modèle. Le but est de trouver un compromis entre la précision de la solution et la 

complexité du modèle. Il est souhaitable sur le plan numérique de faire changer la 

position des points de collocation plutôt que d’augmenter le nombre de points 

[Boubaker et al., 2001]. 

2.3.3. Choix de la position des points de collocation 

Le choix de la position des points de collocation est un problème très délicat car il influe 

énormément sur la précision de la solution. Il a été révélé que les positions optimales 

des points de collocation sont les zéros de polynômes orthogonaux [Lefèvre et al., 

2000]. Les points de collocation internes N optimaux sont obtenus en calculant les zéros 

des polynômes de Jacobi orthogonaux ( ),
NP
a b

 ayant la propriété suivante [Lefèvre et al., 

2000] : 
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( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ), , ,
N NN N 1 N 2P z g , P h , P

a b a b a b
- -= - a b - a b                                                         (2.7) 

avec  ( ),
0P 1
a b

=    et où les coefficients ( )Nh ,a b  sont définis comme suit :                                                                                      

( )

( )( )( )( )
( )( ) ( )

( )( )
( ) ( )

2

N

2

Si N 2

N 1 N 1 N 1 N 1

2N 1 2N 2 2N 3
h , :

Si N 2

1 1

2 3

>ì
ï - +a - +b- +a +b-ï
ï +a +b- +a +b- +a +b-ï

a b = í
=ï

ï a + b+
ï
ï a +b+ a +b+î

                             

( )

( )

2 2

2

N

1
1 si N 1

2 2N 1 1

1
g , : si N 1

2

0 ailleurs

ì æ öa -bï ç ÷- >
ç ÷ï +a +b- -è øï

ï b+
a b = =í

a +b+ï
ï
ï
ï
î

                                           

où α, β sont deux paramètres constants affectant la position des points de collocation. 

Le Tableau 2.1 renseigne sur l'influence des paramètres ( ),a b  sur la position des points 

de collocation illustré pour le cas particulier où le nombre de points de collocation est 

choisi tel que N=3.  

Tableau 2.1- Position des points de collocation pour N 3=   

a  b  Remarques Position des points de collocation  

 
0 

 
0 

Distribution uniforme 
de zéros. 

0 1 2 3

4

z 0, z 0.1127, z 0.5000, z 0.8873,

z 1.

= = = =

=  
 

1 
 

1 
Position symétrique de 
zéros. 

0 1 2 3

4

z 0, z 0.1727, z 0.5000, z 0.8273,

z 1.

= = = =

=
 

 
1 

 
-0.5 

Variables symétriques 
en espace. 

0 1 2 3

4

z 0, z 0.1319, z 0.458, z 0.8096,

z 1.

= = = =

=  
 

Petit 
 

>1 
Davantage de zéros du 
coté de z zN= +1 . 

0 1 2 3

4

z 0, z 0.4730,z 0.7080, z 0.9517,

z 1.

= = = =

=  
 

>1 
 
Petit 

Davantage de zéros du 
coté de z z= 0 . 

0 1 2 3

4

z 0, z 0.0303, z 0.1568, z 0.3754,

z 1.

= = = =

=
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Remarque 2.1 : les valeurs numériques des positions des points de collocation sont 

obtenues en calculant les zéros du polynôme (2.7)  en utilisant des fonctions prédéfinies 

numériques  pour N=3 et ( ),a b  données par les deux premières colonnes du tableau 

2.1 

 

2.3.4. Mise en œuvre 

Par utilisation de la méthode de collocation orthogonale chaque variable ( )iX z , t est 

approximée en une somme finie de produits de fonctions dépendant de la variable 

d’espace z et de la variable temporelle t décrite par la relation (2.4) en utilisant les 

polynômes de Lagrange comme fonctions de base tels que: 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

N 1

i i
i 1

i i

X z, t x t L z

x t X z z , t

+

=

=

= =

å
                                                                                              (2.8) 

Cette approximation est définie en un nombre de points de collocation choisis selon 

l’intervalle au quel appartient le paramètre de N défini par (2.7) et qui sont les points 

d’interpolation des polynômes de Lagrange définie par la relation (2.5).  

Les dérivées temporelles et spatiales aux points zi sont exprimées comme suit : 

i

i
z z

X(z, t) dx (t)
|

t dt=
¶

=
¶

                                                                                                
(2.9a) 

( )
i

N 1

z z ij j
j 0

X(z, t)
| l x t

z

+

=
=

¶
=

¶ å
                                                                                                                                (2.9b)                                                                                              

où : 

i

j
ij z z

dL (z)
l |

dz ==                                                                                                          (2.10)  

Les points de collocation internes seront calculés par les zéros des polynômes de Jacobi 

définis par  (2.7) ou encore par la forme récurrente suivante [Boubaker et al., 1997] : 

( ) ( )( )N
, N i

i iN
i 0

i

0

P 1 x

N i 1 N i

i

1, , 1

i

a b -

=

= -

- + + +a

g

g
+b

=
+b

= ag b > -

å

                                                                                    
(2.11) 
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2.3.5. Analyse théorique de l'approximation de l'erreur d'interpolation 

L'erreur d'interpolation est l'un des facteurs importants qui détermine la qualité de 

l'approximation par la méthode de collocation orthogonale. Généralement, l'erreur 

d'interpolation peut introduire des perturbations de la dynamique du système étudié 

menant même à sa déstabilisation. Nous consacrons cette partie à l'analyse théorique de 

l'approximation de l'erreur d'interpolation entre le modèle de dimension infinie et le 

modèle de dimension finie. Notons que cette analyse est valable pour tout système à 

retards approché via cette méthode. Dans ce qui suit, on utilisera la formule de Cauchy 

pour prouver que cette erreur est bornée. Notons que la position des points de 

collocation joue un rôle important, comme elle influe sur la convergence de l'erreur 

d'interpolation. 

Si nous considérons la formule de Cauchy pour l'erreur d'interpolation définie par 

[Lefèvre et al., 2000] : 

( ) ( ) ( ) ( )
N 1

N i i
i 1

e z, t X z, t x t L z
+

=

= - å                                                                         (2.12) 

et si nous supposons que la solution inconnue ( )X z, t est suffisamment différentiable et 

continu, [Lefevre et al., 2000] ont démontré que : 

( ) ( )
( )( )

( )

N 1
z

N
X z , t

e z, t : v z
N 1 !

+ h
=

+
                                                                               (2.13) 

 où N 1
zX +  est une fonction qui dépend de ( )zh  à minimiser et : 

( ) ( )N
ii 0

v z : z z
=

= -Õ                                                                                            (2.14) 

tel que :                                                                                            

( ) [ ]z 1, 1h Î - +                                                                                                            (2.15) 

Les polynômes de Chebyshev, qui sont un cas particulier des polynômes de Jacobbi et 

qui sont obtenus pour 
1

2
b = a = - , ont la norme minimale de ( )v z  définie comme suit : 

( ) ( ) ( )N 1 N 2*
kk 1

v z z z 2
- - -
=¥ ¥

= - =Õ                                                                    (2.16) 
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Ainsi, la norme minimale de l'erreur d'interpolation est donnée par : 

( ) ( )

( )

N 1
z

N N 2

X ., t
e

N 1 !2

+

¥
¥ -
£

+
                                                                                         (2.17) 

et où les racines des polynômes de Chebyshev sont donnés par : 

( )
*
k

2k 1
z : cos pour k 0 N 2

2 N 1

æ ö+
= p = -ç ÷ç ÷-è ø

N 2NN                                                            (2.18) 

Nous pouvons alors conclure que l'erreur d'interpolation est toujours bornée 

quand 0.5b = a = - . C’est pour cette raison que nous adopterons ce choix pour le reste 

du chapitre. 

2.4. Modélisation d’un système linéaire retardé 

Considérons le système linéaire à un seul retard dans l’entrée décrit par la représentation 

d’état suivante : 

v v

T
v

x A x(t) B u(t h)

y(t) C x(t)

= + -

=

v vx A x(t)v vv vA x(t)Av vv vv vv v
                                                                                   (2.19) 

où nx(t)ÎÂ est le vecteur d’état, u t m( ) ÎÂ est le vecteur d’entrée. vA , vB  et  vC  sont 

des matrices constantes avec des dimensions appropriées. Le retard h est une constante 

positive. Il a été démontré dans [Boubaker, 2000] que le système d’équation (2.19) peut 

être équivalent à un système à paramètres répartis pouvant être décrit par l’équation aux 

dérivées partielles suivantes :  

w(z, t) 1 w(z, t)
; 0 z 1,

t h z

¶ ¶
= - £ £

¶ ¶
                                                                             (2.20) 

avec la condition aux limites suivantes : 

( ) ( )u t w 0, t=                                                                                                             (2.21) 

et l’équation de sortie suivante : 

u(t h) w(1, t)- =                                                                                                         (2.22) 
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Si on applique la méthode de collocation orthogonale pour approximer le système 

retardé ou de dimension infinie (2.19), Celui-ci peut être alors approximé par un 

système de dimension finie à ( )N +1 équations différentielles ordinaires décrit par la 

représentation d’état suivante :  

( )h h h h

h h h

1
x A x B u t

h
y C x

= - -é ùë û

=

h h
1

xh hh hh hh h
1

hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh héAAëh hh hh hh hh hh hAAAAh hh hh hh hh hh hh hAAAAh hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh hh h
                                                                                                         (2.23) 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

[ ] ( )

[ ] ( )

T N 1 1
h h1 h2 h N 1

N 1 N 1
h ij

N 1 1
h i0

1 N 1
h

avec

x x t x t x t

A l , i, j 1,2, , (N 1)

B l , i 1,2, , (N 1)

C 0 0 0 1

+ ´
+

+ ´ +

+ ´

´ +

é ù= ÎÂ
ë û

é ù= ÎÂ = +ë û

= ÎÂ = +

= ÎÂ

x ((h Nh N(h Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh N(xh Nh Nh Nh Nh Nh Nh N(x (h Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh Nh N(

, , (N 1), , (N, (N

, , (N 1), , (N

]]]0 1
                                                        

(2.24)

                                         

Les coefficients ijl  et i0l  sont donnés par l’expression (2.10). L’entrée ( )u t est définie 

par la condition aux limites (2.21). 

2.5. Contribution à la modélisation d’un système à multiples retards via la 

méthode de collocation orthogonale  

Considérons la classe des systèmes multivariables linéaires invariants dans le temps de 

dimension infinie avec multiples retards et des entrées inconnues décrits par [Ben 

Warrad & Boubaker, 2016a] : 

( )
( ) ( )

0 1 1 0 2 1 3x(t) A x(t) A x(t- ) B u(t- ) B u(t- ) Dd t

y t Cx t

= + t + t + t +

=
0 10 1x(t) A x0 10 10 10 1A xA0 10 10 10 10 10 10 10 1

                                   

(2.25) 

 où ( ) nx t ÎR  est le vecteur d’état du modèle, ( ) mu t ÎR  l’entrée du processus, 

( ) py t ÎR  le vecteur de sortie, ( ) qd t ÎR est le vecteur des perturbations dont les 

éléments sont des fonctions inconnues de temps et 

n n n n
0 1A ,A ,´ ´Î ÎR R

n m n m p n
0 1B ,B ,C ,´ ´ ´Î Î ÎR R R  et n qD ´ÎR  sont des 

matrices constantes avec de dimensions appropriées, tandis que 1 2, ,t t  et 3t  sont des 

retards constants. 

Il est clair qu’il n’existe pas de méthodes appropriées pour l’analyse et la synthèse du 
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système décrit par l’expression (2.25). L’objectif est donc de l’écrire sous une forme de 

représentation d’état appropriée pour les objectifs précédents. Pour ce faire, si on 

transforme chaque variable retardée 1x(t )-t , 2u(t )-t  et 3u(t )- t en une variable de 

dimension infinie tel que exposé dans la section précédente puis appliquons la méthode 

de collocation orthogonale, il est possible alors d’approximer les trois vecteurs retardés  

1x(t )-t , 2u(t )-t  et 3u(t )- t  par les équations différentielles ordinaires suivantes 

[Ben Warrad & Boubaker, 2016a], [Ben Warrad & Boubaker, 2016b]: 

1 1 1 1
1 1

1 1
(t) A B x(t)w = - w +

t t1 1
1

(t)1 11 1
1

w1 11 11 11 1(t)(t)1 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 1t
                                                                                    (2.26)                           

2 2 2 2
2 2

1 1
(t) A B u(t)w = - w +

t t2 22 22 22 2(t)w2 22 2(t)(t)2 22 22 22 22 22 22 22 22 22 22 22 2t    
                                                                        (2.27)                                                                  

3 3 3 3
3 3

1 1
(t) A B u(t)w = - w +

t t3 33 33 33 33 3(t)w3 33 3(t)(t)3 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 3t
                                                                                  (2.28) 

augmenté des conditions aux limites ( ) 1 2 3u t (0, t) (0, t) (0, t)= = =w w w et de sorties 

suivantes :                                                                                                    

1 1 1 1x(t ) (1, t) C (t)-t = w = w                            (2.29)                                                                        

2 2 2 2u(t ) (1, t) C (t)-t = w = w                          (2.30)                                                              

3 3 3 3u(t ) (1, t) C (t)-t = w = w                                                                                     (2.31) 

Ainsi, en utilisant les équations (2.29), (2.30) et (2.31), le système (2.25) peut être écrit 

comme : 

( )0 1 1 1 0 2 2 1 3 3x(t) A x(t) A C B C B C Dd t= + w + w + w +0 1x(t) A x0 10 1A xA0 10 10 10 1                                               (2.32)  

Supposons que ( ) ( ) ( )T T T T T
1 2 3x (t) t t té ùc = w w w

ë û  
est

 
le vecteur d'état du 

nouveau système augmenté et T
1 2 3y C [C C C C ]= c = cT
1 2 3C C C C ] cTC C C C ]1 21 2 31 21 21 21 21 21 2y CCCC [CC [CC [  son vecteur de sortie. En 

imposant la contrainte n = N + 1, on peut déduire que la dynamique du système 

augmenté peut s'écrire comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
t A t Bu t Dd t

y t C t

c = c + +

= c

( )t B( )+( )t Bt B( ) ( ) ( )u t Dd t( ) (+( )u tu t( )BBu( )t A)c =( )t A) AcAA ( )
( )t(( )y t C( ) CCCCC

                                                                                 (2.33) 

où  
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0 1 1 0 2 1 3

1 1
1 1

4n 4n

2
2

3
3

A A C B C B C

1 1
B A 0 0

A 1
0 0 A 0

1
0 0 0 A

´

é ù
ê ú
ê ú-
ê út t
ê ú= ÎÂê ú-
ê út
ê ú
ê ú-
ê útë û

A ê
1 11 1êêt1 11 11 11 11 11 11 11 11 11 11 1

= êê 0
êê

, 4n m
2

2

3
3

0

0

1
BB

1
B

´

é ù
ê ú
ê ú
ê ú

= ÎÂê útê ú
ê ú
ê útë û

B
ê 1

B= ê 2
êê 1

B2B
êê 1

Bêê

p 4n
1 2 3C C C C C ´é ù= ÎÂë ûC é= éC CCëééééC CCC , 

( )3n q

D
D

0 ´

é ù
= ê ú
ê úë û

D
é ùD

= ê úê ú0

é ùé ù

ê úê ú(0ê úê úê úê ú0ê úê ú(0
     

avec pour k=1,2,3 : 

( ) ( )N 1 N 1
k k,ij ijA a l , i, j 1, , N 1+ ´ +é ù é ù= = ÎÂ = +ë û ë û , , N 1, , NN ,                                           

( )

( )

N 1 n
1 0j 0 j

N 1 m
2 3 0j 0 j

B l l , i 1, , N 1

B B l l , i 1, , N 1

+ ´

+ ´

é ù= ÎÂ = +ë û

é ù= = ÎÂ = +ë û

( )N 1 n)l , i 1, , N 1nl ,(N 1N 1N 1 nN 1 n)N 1 nN 1N 1 nN 1)é ùl ,l ,l , i 1, , N 1l , i 1, , N 1( )N 1N 1 nN 1N 1N 1N 1N 1N 1)N 1 nN 1N 1 nN 1N 1N 1N 1)l ,l ,l ,l ,ë ûj 0 jj 0l ,l ,j 0 jj 0j 0j 0l ,l ,l ,l ,j 0 jj 0j 0j 0j 0j 0j 0l ,l ,l ,l ,l ,l ,l ,j 0j 0 jj 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0j 0

( )N 1 m) , i 1, , N 1(N 1 mN 1N 1N 1)N 1N 1N 1N 1)é ùl ll l , i 1, , N, i 1, , N( )N 1N 1 mN 1N 1N 1N 1N 1N 1)N 1N 1N 1N 1N 1N 1N 1)l ll ll ll lë û0j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 jl ll ll ll ll ll ll l0j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j0 j

                                             

 

( )

( )

T n N 1
1 1,ij

T T m N 1
2 3 2,ij 3,ij

1,ij 2,ij 3,ij

C c

C C c c

0 si j 1, , N
c c c

1 si j N 1

´ +

´ +

é ù= ÎÂë û

é ù é ù= = = ÎÂë û ë û
=ì

= = = í
= +î

, N                                                          
 

2.6. Application  

Afin de valider le modèle D’état (2.33) proposé précédement pour les systèmes à 

multiples retards,  nous utliserons le processus de quatre réservoirs qui a été bien décrit 

dans le premier chapitre. Rappelons que le modèle à multiples retards de ce processus 

est décrit au premier chapitre par la relation (1.9). 

Nous proposons le signal d'entrée est égale  ( ) ( )u t s i n 2 f t e t f 5 0 H z ,= p =  ainsi les 

vecteurs de conditions initiales ( ) [ ]T
0 4 4 6 5 0 0 0 0 0 0 0 0c = - -  pour le système 

de dimension finie (2.33) simulé en utilisant la fonction prédéfinie sur le logiciel Matlab 

ode45, ( ) [ ]Tx 0 4 4 6 5= - -  pour le sytème de dimension infinie (2.25) simulé en 

utilisant la fonction prédéfinie sur le logiciel Matlab dde et les retards constants 

1 2 35s, 2s, 4st = t = t = .  
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Pour assurer un compromis entre la complexité du modèle (2.25) et la précision du 

système (2.32), nous avons opté les valeurs numériques suivantes N = 3, 0.5b = a = -  . 

Dans ce cas, les points de collocation sont donnés par : 

0 1 2 3 4z 0, z 0.1727, z 0.5, z 0.8273 et z 1.= = = = =  

On trouve ainsi les matrices suivantes : 

1

0 3.4915 1.5275 0.5180

2.6732 0.0000 2.6732 0.7500
A

1.5275 3.4915 0.0000 2.4820

2.8203 5.3333 13.5130 10

-é ù
ê ú- - -ê ú=
ê ú- -
ê ú
- -ë û

 

1

2.4820 2.4820 2.4820 2.4820

0.7500 0.7500 0.7500 0.7500
B

0.5180 0.5180 0.5180 0.5180

1 1 1 1

- - - -é ù
ê ú
ê ú=
ê ú- - - -
ê ú
ë û

, 1

0 0 0 1

0 0 0 1
C

0 0 0 1

0 0 0 1

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú
ê ú
ë û

 

2

0 3.4915 1.5275 0.5180

2.6732 0.0000 2.6732 0.7500
A

1.5275 3.4915 0.0000 2.4820

2.8203 5.3333 13.5130 10

-é ù
ê ú- - -ê ú=
ê ú- -
ê ú
- -ë û

, 2

2.4820 2.4820

0.75 0.75
B

0.5180 0.5180

1 1

- -é ù
ê ú
ê ú=
ê ú- -
ê ú
ë û

,  

2
0 0 0 1

C
0 0 0 1

é ù
= ê ú
ë û

 

3

0 3.4915 1.5275 0.5180

2.6732 0.0000 2.6732 0.7500
A

1.5275 3.4915 0.0000 2.4820

2.8203 5.3333 13.5130 10

-é ù
ê ú- - -ê ú=
ê ú- -
ê ú
- -ë û

, 3

2.4820 2.4820

0.75 0.75
B

0.5180 0.5180

1 1

- -é ù
ê ú
ê ú=
ê ú- -
ê ú
ë û

,  

3
0 0 0 1

C
0 0 0 1

é ù
= ê ú
ë û  

La figure 2.2 et la figure 2.3 décrivent respectivement l’évolution des variables d'état 

qui représentent les niveaux dans les quatre réservoirs pour le modèle retardé (2.25) et 

le modèle approximé (2.32) dans les deux cas non minimum de phase et minimum de 

phase.  
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Figure. 2.2- Etats réels et états approximés via la méthode de collocation orthogonale : 

Cas du modèle à minimum de phase 

Les résultats obtenus dans le tableau 2.2 et le Tableau 2.3 présentent une évaluation de 

l’erreur d’approximation de la méthode d’approximation proposée au sens d’une 

moyenne quadratique défini par un critère RMSE calculé pour chaque état du système 

en utilisant une interpolation selon l’expression suivante (pour i=1...4) : 

k
2

i i i
k 1

1
RMSE(x ) (x )

k =

= -cå
                                                                     

(2.37) 

avec k le nombre de points d’interpolation sur un horizon de 250 s. La méthode 

d’interpolation a été utilisée pour ramener les deux modèles (2.25) et (2.33) à la même 

base temporelle. Les deux fonctions RMSE et interp1 disponibles sur Matlab ont été 

utilisées pour atteindre un tel objectif. 
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Tableau 2.2: Performances de l’approximation sur les états via la méthode de 

collocation orthogonale : Cas du modèle à minimum de phase 

Variable d’état RMSE (cm) 

1x  0.0744 

2x  0.0705 

3x  0.0669 

4x       0.0777 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure. 2.3- Etats réels et Etats approximés via la méthode de collocation orthogonale : 

Cas du modèle à non-minimum de phase 
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Tableau 2.3: Performances de l’approximation sur les états via la méthode de 

collocation orthogonale : Cas du modèle à non minimum de phase 

Variable d’état RMSE (cm) 

1x              0.0805 

2x  0.0854 

3x  0.0493 

4x  0.0594 

 

Les résultats obtenus montrent l’efficacité de l’application de la méthode de collocation 

pour les deux cas du modèle à minimum et à non minimum de phase.  

 

2.7. Conclusion  

Dans ce chapitre, nous avons proposé une nouvelle représentation d’état des systèmes à 

multiples retards en utilisant la méthode de collocation orthogonale. Le principe de cette 

méthode de collocation orthogonale est de rechercher une approximation sous la forme 

d’équations aux dérivées ordinaires en respectant un certain nombre de paramètres. Le 

benchmark à quatre reservoirs a été utilisé pour illustrer l'efficacité de la nouvelle 

modélisation et ceux pour l'étude des deux cas du modèle à minimum de phase et du 

modèle à non minimum de phase. Les résultats de la simulation ont montré l'efficacité 

de la méthode d’approximation proposée. Dans le chapitre suivant, nous exploiterons 

les modèles mathématiques proposés dans ce chapitre pour proposer une nouvelle 

approche de synthèse des observateurs à entrées inconnues. 
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3.1.  Introduction 

Dans ce chapitre, nous étudions deux approches différentes de conception des 

observateurs d'ordre plein avec des entrées inconnues et multiples retards sur les états et 

sur les entrées. Deux approches de conception seront proposées: un observateur à 

entrées inconnues dépendant du retard et un second indépendant du retard; on montrera 

que le problème des observateurs d'ordre plein pour les systèmes linéaires avec des 

retards et des entrées inconnues peut être réduit au cas standard: le vecteur d'entrée 

inconnu n'interfère pas dans les équations de l’observateur. Les conditions nécessaires 

et suffisantes pour la stabilité asymptotique et les conditions d'existence des deux 

observateurs sont fournies, une analyse comparative étant également établie. D’autre 

part, nous montrerons aussi l’efficacité des algorithmes proposés sur le processus à 

quatre réservoirs dans le cas du modèle à non minimum de phase.  

Ce troisième chapitre sera organisé comme suit : dans le second paragraphe nous 

présenterons un état de l’art sur l’estimation des états pour les systèmes linéaires 

invariants dans le temps avec multiples retards. Dans le troisième paragraphe, nous 

exposerons la position du problème de l’observateur à entrées inconnues de dimension 

finie et de dimension infinie. Dans les sections 3.4 et 3.5 nous présenterons les 

approches de conception, les théorèmes pour les preuves de stabilité et les conditions 

d'existence des deux observateurs robustes. Dans la sixième partie nous montrerons 

l'efficacité des approches proposées grâce aux résultats de simulation sur le processus à 

quatre réservoirs.  

3.2. Etat de l’art 

Les systèmes à retards sont fréquemment rencontrés dans diverses applications 

d’ingénierie telles que les procédés chimiques et biologiques, les systèmes hydrauliques 

et les procédés de fabrication. Au cours des dernières décennies, l'apparition de retards 

dans les systèmes dynamiques a été diagnostiquée comme étant l'une des principales 

causes de perte de stabilité, de dégradation des performances et de la robustesse [Gu, et 

al, 2003], [Kharitonov, 1999], [Dugar & Verriest, 1997] et [Niculescu, 2001]. Dans ce 

cadre, d'énormes efforts de recherche ont été développés pour traiter ce phénomène 

considéré comme étant inévitable. Toutefois, malgré le grand intérêt donné durant ces 

dernières années au problème de la synthèse des systèmes avec un seul retard  
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[Keviczky &  Bànyàsz, 2007] et [Xu & Lam, 2008], peu d’attention a été accordée aux 

systèmes à retards multiples.  

D’un autre coté, le problème de l'estimation des variables d'état est un problème de 

grande importance pour de nombreuses applications [Pappas & Zohdy, 2014] et [Xiao 

et al., 2016]. Pour les systèmes multivariables linéaires invariants dans le temps avec 

retard, seuls quelques résultats élaborés dans ce sens peuvent être trouvés dans la 

littérature où deux types d’approches existent : les observateurs dépendants du retard 

[Fu et al., 2004] et [Darouach, 2010] et les observateurs indépendants du retard [Zheng 

et al., 2015] et [Fattouh & Sename, 1999]. Rappelons que plusieurs travaux de 

recherche ont été accordés depuis plusieurs décennies à la conception d'observateurs à 

entrées inconnues pour les systèmes linéaires invariants dans le temps sans retard 

[Boubaker, 2005], [Darouach et al., 1994], [Lungu M & Lungu, 2012] et [Gao et al., 

2016]. Cependant, quand il s'agit d'inclure plusieurs retards dans le modèle qui 

pourraient apparaître dans les états, les entrées ou les sorties, la conception de 

l'observateur devient certainement plus compliquée. L'un des rares documents de 

recherche traitant le problème de conception des observateurs d'entrée inconnues avec 

retard se trouve dans [Koenig et al., 2004]. 

Les observateurs dépendants du retard ont des modèles plus complexes car ils utilisent 

l'information du retard pour estimer les fonctions désirées alors que les observateurs 

indépendants du retard n'ont besoin d'aucune information sur le retard pour atteindre le 

même objectif. Dans ce cadre, différentes approches ont été suggérées : l'approche de 

dimension infinie [Salamon, 1980], l'approche basée sur les fonctions de Lyapunov 

incluant la théorie de Lyapunov-Krasovskii [Darouach, 2010] ou la théorie de 

Lyapunov-Razumikhin [Sename, 2001]. 

Motivés par les travaux mentionnés ci-dessus sur les observateurs à entrées inconnues 

pour des systèmes linéaires sans retard et par les approches d’estimation pour les 

systèmes linéaires à retards multiples, nous proposerons dans la partie suivante de 

résoudre le problème de synthèse d’observateurs à entrées inconnues du benchmark à 

quatre réservoirs soumis à des retards multiples dans les états et aussi dans les entrées. 

Les deux cas des observateurs dépendant du retard et indépendants des retards seront 

aussi traités ci. 
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3.3. Position du problème 

Considérons la classe des systèmes multivariables linéaires invariants dans le temps 

décrits par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

0 1 1 0 2 1 3x t A x t A x t B u t B u t Dd t ,

y t C x t ,

= + - t + - t + - t +ìï
í

=ïî

( ) 0 1 1( )x t A x( ) 0 1 10 1 1A xA0 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 10 1 1                               (3.1)
 

où ( ) nx t ÎR  est le vecteur d’état du modèle  ( ) mu t ÎR  l’entrée du processus, 

( ) py t ÎR  le vecteur de sortie, ( ) qd t ÎR est le vecteur des perturbations des entrées 

inconnues, n n n n
0 1A ,A ,´ ´Î ÎR R

n m n m p n
0 1B ,B ,C ,´ ´ ´Î Î ÎR R R  et n qD ´ÎR  sont 

des matrices constantes avec de dimensions appropriées, tandis que 1 2, ,t t  et 3t  sont 

des retards constants. 

Soit le système de dimension finie obtenu à partir du système (3.1) en utilisant l'une des 

méthodes d'approximation (par exemple la méthode de collocation orthogonale 

présentée au chapitre précédent ou la méthode de Padé [Baker & Graves, 1996]) :  

 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
t A t Bu t Dd t

y t C t

ìc = c + +ï
í

= cïî

( )t B( )+( )t Bt B( ) ( ) ( )u t Dd t( ) (+( )u tu t( )BBu( )t A)c =( )t At A) AcAA ( )
( )t(( )y t C( ) CCCCC

                                                                                 (3.2) 

où  ( ) nt ¢c ÎR  et ( ) py t Î( ) py ty t( ÎR  sont  respectivement le nouveau vecteur d’ état et  le nouveau 

vecteur de sortie du système approximé de dimension augmentée. n nA ,¢ ¢´Î n nn nA ,n nn n¢ ¢n nn nn nn nn nn nn nn nn nn nn nn n¢ ¢¢ ¢n nn nn nn n
R  

n m p nB ,C ,¢ ¢´ ´Î Î nC ,n m p nn m p¢ ¢nn m pn m pn m pn m pn m pn m p¢ ¢¢ ¢n m pn m pn m pn m pCCn m pn m pn m pn m pn m pB ,Cn m pn m p¢ ¢¢ ¢n m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m p¢ ¢¢ ¢¢ ¢¢ ¢n m pn m pn m pn m pn m pn m pn m pn m p,Cn m pn m pn m pn m p
R R  et n qD ¢́Î n qD ¢n qn q´n qn qn qn qÎR  sont des matrices constantes.   

L'objectif est de concevoir deux approches d’observateurs à entrées inconnues pour le 

système (3.1): 

- Un observateur à entrées inconnues de dimension infinie (dépendant des retards) 

décrit par [Ben Warrad & Boubaker, 2018a] :                

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1 1 0 2 1 3t N t M t Ly t Jy t G u t G u t ,

x̂ t t Ey t ,

ìz = z + z - t + + - t + - t + - tï
í

= z -ïî

( )z = z +z +( )t Nt N)

              

(3.3)  

où ( ) ntz ÎR  et ( ) nx̂ t ÎR  sont respectivement le vecteur d’état de l’observateur et le 

vecteur d’état estimé. 0 1N,M,L,J ,G ,G ,  et  E  sont des matrices inconnues de 

dimensions appropriées à calculer de façon à garantir que ( )x̂ t converge 
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asymptotiquement vers ( )x t sous les hypothèses suivantes : 

A1) p q;³  

A2) ( )D qrang = et ( )C p;rang =  

A3) les paires ( )0A ,C  et ( )1A ,C  sont observables (au moins detectables) 

- Un observateur à entrées inconnues de dimension finie (indépendant des retards) décrit 

par [Ben Warrad & Boubaker, 2016a], [Ben Warrad & Boubaker, 2016b] :   

           

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
t N t Ly t Gu t ,

ˆ t t Ey t Qr t ,

ìz = z + +ï
í
c = z - -ïî

( )t ,( )( )z =( ))( )z =( )t Nt N) (( )( ) ((( )z +( )t N t Ly tt N t Ly t( )z +t Nt N ( ) (( ) (( ) (Gu (+( )y ty t( )
( )
( )

( )z -( )t t Eyt t Ey( )
( )

EyEy ( ) (r tr t(( )t Qr t-( )t Qt Q( )(((EyEy (
                                                                             (3.4) 

où ( ) nt ¢z Î( ) n¢z Î( )t R  est le vecteur d’état de l’observateur, ( ) ( ) ( )ˆr t t Tx t= c - est le vecteur 

d’erreur d’approximation, n nT ¢́ÎR  est une matrice constante de rang plein et ( ) nˆ t ¢c ÎR  

le vecteur estimé de ( )t .c  N,L,G,N,L,GG,  et EE  sont des matrices inconnues de dimensions 

appropriées à calculer sachant que  ( )ˆ tc  converge asymptotiquement  vers ( )t .c  Q  est 

un paramètre constant choisi afin de donner des performances à l’observateur (3.4).  

L'observateur (3.4) sera conçu telles que les hypothèses suivantes sont verifées: 

 A4) p q;³   

A5) ( )D qrang =)D q) et ( )C p;rang =)C p;)C pC p   

A6) La paire ( )A,C)A,C  est observable (au moins detectable);  

Lemme 3.1 [Mahmoud, 2017] 

Considérons le système linéaire retardé sur l’état décrit par : 

( ) ( ) ( )v dt A t A tx = x + x -t( ) v dv d( )x = x( ) v dv dv dv dt A) v dv dv dv dv dv dv dv d                                                             (3.5) 

où vA  et dA  sont des matrices de dimensions appropriées, tandis que t  est un des 

retards constants. 
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Le système à retard (3.5) est asymptotiquement stable pour tout 0t ³  s'il existe des 

matrices R> 0, S> 0 et W vérifiant : 

T 1 T
v v d dRA A R RA S A R S W 0-+ + + + =                                                  (3.6) 

où d’une manière équivalente vérifiant l’inégalité matricielle linéaire (LMI) suivante : 

T
v v dRA A R S RA

0
S

é ù+ +
<ê ú

· -ê úë û
                                                         (3.7) 

3.4. Observateur de dimension infinie 

Théorème 3.1:  

Considérons le système à multiples retards (3.1) avec les trois hypothèses (A1-A3) 

présentées ci-dessus; l'observateur à entrées inconnues dépendant des retards (3.3) est 

convergent ( ( ) ( ) ( )ˆe t x t x t 0= - ®  lorsque ¥®t ) avec un taux de convergence 

arbitraire pour tout x(0), d(t) et u(t) et pour tout retard,  s’il existe des matrice R>0, S>0 

satisfaisant l’inégalité matricielle: 

TRN N R S RM
0

S

é ù+ +
<ê ú

· -ë û
                                                                                          (3.8) 

et s'il existe une matrice ( ) n nP I EC ´= + ÎR  telle que les conditions suivantes sont 

satisfaites : 

0

1

0 0

1 1

NP LC PA 0,

MP JC PA 0,

G PB 0,

G PB 0,

PD 0.

+ - =ì
ï + - =ïï

- =í
ï - =ï
ï =î

                                                                                                       (3.9) 

Démonstration  

On définit le vecteur d’erreur d’estimation comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆe t x t x t t x t Ey t t I EC x t .= - = z - - = z - +                                       (3.10) 

La dynamique du vecteur d'erreur d'estimation est donnée par: 

( ) ( ) ( ) ( ).txECItte &&& +-z=                                                                                                   (3.11) 
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En utilisant (3.1) et (3.3) la dynamique de l'erreur d'estimation s’ecrit comme suit: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 0

1 1 0 0 2

1 1 3

e t N e t M e t N I EC LC I EC A x t

M I EC JC I EC A x t G I EC B u t

G I EC B u t I EC Dd t .

= + - t + + + - +é ùë û

+ + + - + - t + - + - té ù é ùë û ë û

+ - + - t - +é ùë û

( )e te t N e( ) N eN eN eN e

             (3.12)

Considérons la matrice ( ) ;ECIP nn´Î+= R  la dynamique de l'erreur (3.12) s'écrit sous la 

forme suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 0 1 1

0 0 2 1 1 3

e t Ne t Me t NP LC PA x t MP JC PA x t

G PB u t G PB u t PDd t .

= + - t + + - + + - - t

+ - - t + - - t -

( )e te t NeNe( ) NeNeNeNe
            (3.13)  

Si les conditions (3.9) sont satisfaites, la dynamique de l'erreur d’estimation de 

l'observateur est donnée par :  

( ) ( ) ( );teMteNte 1t-+=&                                                                                             (3.14)

En utilisant le Lemme 3.1, la stabilité asymptotique du système (3.14) et par suite de 

l’observateur à entrées inconnues (3.4) est toujours vérifiée si l'inégalité (3.8) est 

satisfaite. 

La détermination des matrices N, M, L, J et P à partir des premières, deuxièmes et 

cinquièmes équations (3.9) est une tâche difficile car nous devons calculer cinq matrices 

en utilisant seulement trois équations. Afin d'utiliser les résultats bien connus pour 

l'observateur d'ordre plein sans entrées inconnues, considérons les notations suivantes : 

0

1

K L NE,

K J ME,

= +

= +
                                                                                                       (3.15) 

Les deux premières équations (3.9) deviennent : 

0 0

1 1

N PA K C,

M PA K C.

= -

= -
                                                                                                   (3.16)

En utilisant maintenant les relations de (3.16), le système (3.3) peut être écrit comme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0 1 1 1

1 0 2 1 3

t PA K C t PA K C t Ly t

Jy t G u t G u t ,

x̂ t t Ey t .

ìz = - z + - z - t +
ï

+ - t + - t + - tí
ï = z -î

( ) (z =z =( ) (t PA Kt PA K) (
                                         (3.17) 
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Posons maintenant  ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )
( )

2

1 1 3

t x t u t
t ,X t , U t ;

t x t u t

z - té ù é ù é ù
V = = =ê ú ê ú ê úz - t - t - të û ë û ë û

  

le système (3.17) s’écrit sous cette forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )t PA KC t LX t GU t ,V = - V + +( ) (t PA) (V =( ) (t PAt) (                                                                 (3.18) 

avec : 

    

0 n pn n 0 n n

n p 1n n n n 1

p n n n 0 n m

p n n n n m 1

K 0P 0 A 0
P ,A ,K ,

0 K0 P 0 A

C 0 LC 0 G 0
C ,L ,G .

0 C 0 JC 0 G

´´ ´

´´ ´

´ ´ ´

´ ´ ´

é ùé ù é ù
= = = ê úê ú ê ú
ë û ë û ë û

é ù é ù é ù
= = =ê ú ê ú ê ú

ë û ë ûë û

 

Le système (3.18) est décrit par deux sous-systèmes découplés. Si chaque sous-système 

est observable (au moins détectable), alors le système complet (3.18) est également 

observable (détectable). Par conséquent, les conditions nécessaires et suffisantes pour 

l'existence de l'observateur (3.3) sont données par le théorème suivant: 

Théoreme 3.2:   Pour le système linéaire invariant dans le temps à retards décrit par les 

équations (3.1), l'observateur d'ordre plein existe si et seulement si:  

1) ( )CD q;rang =  

2) ( ) ( )0P PA
n, 0;

C

s
rang s C,Re s

-é ù
= " Î ³ê ú

ë û
                                                            (3.19)  

3) ( ) ( )1P PA
n , 0.

C

s
rang s C,Re s

-é ù
= " Î ³ê ú

ë û
                                                             (3.20)  

Démonstration: La démonstration du théorème est une extension de l'approche de 

[Darouach et al., 1994].  

Comme le système (3.18) est considéré sous la forme d'une équation standard 

d'observateur, les matrices 0K  et 1K  peuvent être calculées de sorte que l'observateur 

(3.3) soit asymptotiquement stable si et seulement si les paires ( )C,PA0  et ( )C,PA1  sont 

observables, d’où: 

( ) ( )n 0 n 1I PA I PA
n , 0

C C

s s
rang rang s C,Re s

- -é ù é ù
= = " Î ³ê ú ê ú

ë û ë û
 , ou equivalente à  
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( ) ( )n n 0 0

p

I E I PA P PA
, 0,

0 I C C

s s s
rang rang s C,Re s

- -é ù é ù é ù
= " Î ³ê ú ê ú ê ú

ë û ë ûë û
  

( ) ( )n n 1 1

p

I E I PA P PA
, 0.

0 I C C

s s s
rang rang s C,Re s

- -é ù é ù é ù
= " Î ³ê ú ê ú ê ú

ë û ë ûë û
 

Pour calculer 1N, L, M, J, P, G      et 1G , on partitionne les matrice 0 1A , A , C, N,    

M, P, L  et J comme suit [Lungu & Lungu, 2012] : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

T
0 11 0 12 1 11 1 12 11 12T 1

0 1 T
21 220 21 0 22 1 21 1 22 2

11 12 11 12 1 1

21 22 21 22 2 2

A A A A N NC
A ,A ,C , N ,

N NA A A A C

M M P P L J
M ,P ,L , J ,

M M P P L J

é ù é ù é ù é ù
= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ë ûë ûë û ë û

é ù é ù é ù é ù
= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú
ë û ë û ë û ë û

                 (3.21)  

où  

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n p n p n p p p n pn n p p
0 0 11 0 12 0 21 0 22

n p n p n p p p n pn n p p
1 1 11 1 12 1 21 1 22

n p n p n p p p n pn n p p
11 12 21 22

n p n p n p p pn n
11 12 21

A ,A ,A ,A ,A ,

A ,A ,A ,A ,A ,

N , N , N , N , N ,

M ,M ,M ,M

- ´ - - ´ ´ -´ ´

- ´ - - ´ ´ -´ ´

- ´ - - ´ ´ -´ ´

- ´ - - ´´

Î Î Î Î Î

Î Î Î Î Î

Î Î Î Î Î

Î Î Î Î

R R R R R

R R R R R

R R R R R

R R R R
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )

n p p p
22

n p n p n p p p n pn n p p
11 12 21 22

n p p n p pn p p p n p p p
1 2 1 2

p n pp n p p
1 2

,M ,

P ,P ,P ,P ,P ,

L ,L ,L , J , J , J ,

C ,C ,C .

´ - ´

- ´ - - ´ ´ -´ ´

- ´ - ´´ ´ ´ ´

´ -´ ´

Î

Î Î Î Î Î

Î Î Î Î Î Î

Î Î Î

R

R R R R R

R R R R R R

R R R

             (3.22) 

La conception de l’observateur est basée sur le théoreme suivant :    

Théorème 3.3 

Si les conditions de rang dans le théorème 3.2 sont satisfaites et que les paires ( )C,A0  et 

( )C,A1  sont observables (au moins detectables), l'observateur à entrées inconnues (3.3) 

peut être conçu pour le système (3.1) si les conditions suivantes sont vérifiées:   
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( )

( )

( )( )( )
( )( )( )
( )( )( )
( )

n

0 0

1 1

11 12 11 12 22 21 1 2 22 21 2 22

21 22 21 22 22 21 1 2 22 21 2 22

11 12 11 12 22 21 1 2 22 21 2 22

21 22 21 22 22 21 1 2 22 2

E D CD ,

P I D CD C,

G PB ,

G PB ,

N F F F P P C C P P C P
N ,

N F F F P P C C P P C P

M V V V P P C C P P C P
M

M V V V P P C C P P

+

+

++ + +

++ + +

++ + +

+ +

= -

= -

=

=

é ù- - -ê ú
= ê ú

- - -ê ú
ë û

- - -
=

- - -( )( )
( )( )
( )( )

( )( )
( )( )

1 2 22

11 12 22 21 1 2 22 21

21 22 22 21 1 2 22 21

11 12 22 21 1 2 22 21

21 22 22 21 1 2 22 21

,
C P

F F P P C C P P
L ,

F F P P C C P P

V V P P C C P P
J ,

V V P P C C P P

+ +

++ +

++ +

++ +

++ +

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ë û

é ù- -
ê ú=
ê ú- -ê úë û

é ù- -
ê ú=
ê ú- -ê úë û

                                        

(3.23) 

où  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

11 11 12 11 110 11 0 21

12 11 12 11 120 12 0 22

21 21 22 21 110 11 0 21

22 21 22 21 210 12 0 22

11 11 12 11 111 11 1 21

12 11 12 11 121 12 1 22

21 21 22 21 111 11 1 21

22 21 1 12

F P A P A N P ,

F P A P A N P ,

F P A P A N P ,

F P A P A N P ,

V P A P A M P ,

V P A P A M P ,

V P A P A M P ,

V P A

= + -

= + -

= + -

= + -

= + -

= + -

= + -

= ( )22 21 211 22P A M P ,+ -

                                                                              (3.24)  

Alors que  11 12 21 22N , N , M et M     sont des matrices aléatoires. 22P devrait être une 

matrice de rang plein. 

Démonstration : Si ( )CD q,rang =  c’est à dire la matrice (CD) de rang plein, nous 

pouvons utiliser le pseudo-inverse de ( )CD , donnée dans [Darouach et al., 1994] telle 

que ( ) ( ) ( ) ( )
1T T

CD CD CD CD .
-+ é ù= ë û

 En se référant de cette pseudo-inverse, nous 

pouvons résoudre la cinquième équation (3.9); on obtient successivement: 
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( ) ( )I EC D 0 D ECD 0 E D CD .
+

+ = Û + = Û = -                                                          (3.25) 

Avec cela, on obtient ( )n nP I EC I D CD C.
+

= + = -  En remplaçant  P dans la troisième et 

la quatrième équations (3.9), on obtient: 

( )( ) ( )( )0 0 n 0 1 1 n 1G PB I D CD C B ,G PB I D CD C B .
+ +

= = - = = -  

Maintenant substituons l'équation (3.21) dans les deux premières équations (3.9), on 

obtient: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 11 12 21 1 1 11 120 11 0 21 n p n p

11 12 12 22 1 2 11 120 12 0 22 n p p

21 11 22 21 2 1 21 220 11 0 21 p n p

21 12 22 22 2 2 21 22 p p0 12 0 22

N P N P L C P A P A 0 ,

N P N P L C P A P A 0 ,

N P N P L C P A P A 0 ,

N P N P L C P A P A 0

- ´ -

- ´

´ -

´

+ + - - =ì
ï

+ + - - =ï
í

+ + - - =ï
ï + + - - =î

                                              (3.26) 

et 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

11 11 12 21 1 1 11 121 11 1 21 n p n p

11 12 12 22 1 2 11 121 12 1 22 n p p

21 11 22 21 2 1 21 221 11 1 21 p n p

21 12 22 22 2 2 21 22 p p1 12 1 22

M P M P J C P A P A 0 ,

M P M P J C P A P A 0 ,

M P M P J C P A P A 0 ,

M P M P J C P A P A 0 .

- ´ -

- ´

´ -

´

+ + - - =ì
ï

+ + - - =ï
í

+ + - - =ï
ï + + - - =î

                                            (3.27)
 

En utilisant les quatre premières équations de (3.24), le système (3.26) peut s’écrire en 

deux systèmes telles que: 

12 21 1 1 11

12 22 1 2 12

N P L C F ,

N P L C F ,

+ =ì
í

+ =î
                                                                                                     (3.28)  

22 22 2 2 22

22 21 2 1 21

N P L C F ,

N P L C F .

+ =ì
í

+ =î
                                                                                                    (3.29) 

En résolvant les deux systèmes (3.28) et (3.29), nous obtenons:    

  

( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )( )

1 11 12 22 21 1 2 22 21

2 21 22 22 21 1 2 22 21

12 12 11 12 22 21 1 2 22 21 2 22

22 22 21 22 22 21 1 2 22 21 2 22

L F F P P C C P P ,

L F F P P C C P P ,

N F F F P P C C P P C P ,

N F F F P P C C P P C P .

++ +

++ +

++ + +

++ + +

= - -

= - -

= - - -

= - - -

                                          (3.30) 
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De même, en utilisant les quatres dernières équations de (3.24), le système (3.27) peut 

s’écrire en deux systèmes telles que: 

12 21 1 1 11

12 22 1 2 12

M P J C V ,

M P J C V ,

+ =ì
í

+ =î
                                                                                                     (3.31)  

22 22 2 2 22

22 21 2 1 21

M P J C V ,

M P J C V .

+ =ì
í

+ =î
                                                                                                    (3.32) 

En résolvant les deux systèmes (3.31) et (3.32), nous obtenons:     

( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )( )

1 11 12 22 21 1 2 22 21

2 21 22 22 21 1 2 22 21

12 12 11 12 22 21 1 2 22 21 2 22

22 22 21 22 22 21 1 2 22 21 2 22

J V V P P C C P P ,

J V V P P C C P P ,

M V V V P P C C P P C P ,

M V V V P P C C P P C P .

++ +

++ +

++ + +

++ + +

= - -

= - -

= - - -

= - - -

                                                 (3.33) 

Les matrices N, L, M, J, P, G0 et G1 ont été déterminées avec succès avec 11 21 11N , N ,M  

et 21M  choisies aléatoirement. Selon le théorème 3.1, les matrices obtenues N et M 

doivent satisfaire la contrainte (3.8). Si cette condition est satisfaite, ( ) 0te ®  lorsque 

¥®t . D’autre part les matrices 11 21 11 21N , N ,M et M  peuvent être choisies et les 

matrices de (3.21) sont de nouveau calculées jusqu'à ce que la contrainte (3.8) soit 

vérifiée. 

Remarque 3.1 : Le choix aléatoire des matrices 11 21 11 21N , N , M et M    influence la 

dynamique du vecteur d’état de l’observateur qui risque de boucler indéfiniment et qui 

entraine une limitation de cette méthode à améliorer dans travaux ultérieurs. 

La figure 3.1 montre le diagramme associé à l'ensemble du système et l’observateur. 

Dans l'implémentation logicielle de l'algorithme proposé, la réalisation de la contrainte 

(3.8) sera faite selon une approche itérative. 
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+
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+
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L
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+

1tM
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S
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E
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Delay-dependent unknown input observer

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure. 3.1- Schéma Synoptique de l’observateur à entrées inconnues (3.3) 

L'algorithme associé à l'observateur dépendant du retard est résumé ci-dessous: 

Algorithme 3.1 – Conception de l’observateur à entrées inconnues dépendant du retard 

Étape 1 : En se référant au système (3.1), vérifier les trois hypothèses A1-A3. 

Etape 2: Si les conditions d'existence données dans le théorème 3.2 sont vraies, on 

calcule la matrice inverse généralisée ( )+CD  associée à la matrice (CD); la matrice E en 

se référant à la première équation (3.23); ensuite, on calcule respectivement les matrices 

0 1P, G et G    avec la deuxième, la troisième et la quatrième équation du système (3.23). 

Etape 3 : On partitionne les matrices 0 1A , A , C, N, M, P, L et J         selon (3.21) -(3.22). 

Etape 4 : On choisit les matrices aléatoires 11 21 11 21N , N , M et M    , d’où les matrices de 

(3.24) sont déterminées. 

Etape 5 : On résout les systèmes (3.28), (3.29), (3.31) et (3.32) et les matrices N, M, L 

LTI multivariable system with delaysSystème multivariable à retards 

Delay-dependent unknown input observer  UIO dépendant du retard 

∫ 
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et J sont alors construites. 

Etape 6 : En utilisant les matrices conçues N et M, l’inégalité matricielle linéaire (3.8) 

est résolue ; si (3.8) est vérifiée, alors l'observateur à entrées inconnues (3.3) peut être 

correctement conçu ; sinon, les étapes 4-6 sont répétées jusqu'à ce que la condition (3.8) 

soit remplie. 

3.5. Observateur de dimension finie  

Théorème 3.4  

Pour le système (3.1) sous les hypothèses A4-A6, l'observateur indépendant du retard 

d’ordre plein (3.4) est convergent pour toutes les dynamiques d'erreur d'approximation 

décrites par ( ) ( )r t Nr t= ( )t(( ) (r t Nr( ) (Nr ( , s'il existe une matrice symétrique et positive 

nnR
~ ¢¢́ÎR vérifiant l'inégalité matricielle suivante : 

TN R RN 0,+ <TN R RN 0,T RNRN                                                                                                           (3.34) 

et s'il existe une matrice ( ) nnC
~

E
~

IP
~ ¢¢́Î+= R  telles que les conditions suivantes sont 

satisfaites: 

NP LC PA 0,

G PB 0,

PD 0.

ì + - =
ï

- =í
ï =î

NP LCLCLCLCLCLC PA 0,LCLC PAPALCLC PAPA

G PG PG PB 0,G PB 0B 0G PB 0G PB 0

PD 0.

                                                                                                       (3.35) 

Démonstration : Soit le vecteur d'erreur d’estimation défini par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆe t t t t t Ey t Qr t t I EC t Qr t .= c -c = z -c - - = z - + c -( ) ( )= z -c( ) ( )= z= z ( ) ( )t t Eyt t Ey( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )t Qr t .( )= z c -c -( ) ( ) ( ) ( )= z= z( ) ( ) ( ) ( )Ey t Qr t t I EC t Qt QEy t Qr t t I EC t Qt Q( ) ( ) ( ) ( )( ) (ˆe t( ) = c((ˆ t tt t(ˆ ( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (Ey t Qr tEy t Qr t( ) (                (3.36) 

La dynamique du vecteur d'erreur d'estimation est donnée par cette égalité : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )e t t I EC t Qr t .= z - + c -( ) ( ) ( ) ( ) ( )r t .)( )e t( ) = z= z (t Qr t(( ) ( c -t Qt Q- +) (t I ECt I EC) () () (t It I) ((= z= z ( t It I((= z ( t It I( ) ( )) ( )) ( )c -) ( )EC t QEC t Q) ( )                                                                                (3.37) 

En utilisant les équations (3.2) et (3.4), la dynamique de l'erreur d'estimation devient 

(annexe A) : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

e t Ne t N I EC LC I EC A t G I EC B u t

I EC Dd t Q r t Nr t .

é ù é ù= + + + - + c + - +ë û ë û

é ù- + - -ë û

( )é ùé ùI EI EC LC LI EI EC LC LI EC LI EC LI EC LI EC Lë û ë û) ( ) ( ) ( )+ ++ +I EC LI EC LI EC LI EC LI EC LI EC LI EC LI EC LI EC LI EC LI EC L ( )B u t(é ù é ù) ( ) ( ) ( )C LC I EC A t G I EC B uC LC I EC A t G I EC B u) ( ) ( ) ( )C LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G I) ( ) ( ) (ë û ë û) ( ) ( ) ( )EC B uEC B u)EC B uEC B uEC B uEC B u)+ + - + c + - ++ + - + c + - +) ( ) ( ) (C LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G I) ( ) ( ) (C LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G I) ( ) ( ) (( ) ( ) ë ûë û(( )e t Ne( ) = +NeNe( )( )t Nt N( ) é ùé ù(t Nt N I EI Et Nt N I EI E(= +( )t Nt N( )t Nt N I EI Et Nt N I EI Et Nt N I EI Et Nt N I EI E(ë û((t N I Et N I Et N I Et N I E(t N I Et N I Et N I Et N I Et N I Et N I Et N I E(((Ne(= +(NeNe(

Q r t Nr t .) ( )I EC Dd t Q rI EC D é ùQ rQ ré ù( )r tr t( )I EC Dd t Q rI EC Dd t Q rë û( )r tr t( )ë ûQ rQ r r tr tr tr t( )Q rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ r) ( )C Dd t) ( )) ( )C DC Dd td t) ( )C Dd tC Dd t) ( ) ë ûë û( ) (é ù( ) (Q r t Nr tQ r t Nr t( ) (ë û( ) (Q r t Nr tQ r t Nr t( ) (Q r t Nr tQ r t Nr tQ r t Nr tQ r t Nr t( ) (Q r t NQ r t NQ r t NQ r t NQ r t NQ r t NQ r t N( )
                   (3.38) 

Considérons la matrice ( ) n nP I EC ;¢ ¢´= + Î( )P I EC(P I ECP I EC( ) n nEC) n nn n¢ ¢¢ ¢n nn nn nn nn nn nn nn n¢ ¢¢ ¢n nn nn nn nECECECEC) R  la dynamique de l'erreur (3.38) s'écrit sous 
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la forme suivante : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )e t Ne t NP LC PA t G PB u t PDd t Q r t Nr t .= + + - c + - - - -( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( )e t Ne( ) NeNe( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )r t Nr t .(t PDd t Q) ( ) ) ( )( )( ) (t NP LC P( ) ( ) ( ) ( )(r tr t(t PDd t Qt PDd t Q) ( ) )(( ) (t NP LC Pt NP LC P( ) (((NeNe((NeNe( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )C PA t G PB u t P) ( ) ( ) ( )c +c +) ( ) ( ) ( )C PA t G PB u t PC PA t G PB u t P) ( ) ( ) ( )           (3.39) 

Si les conditions (3.35) et ( ) ( )r t Nr t= ( )t(( ) (r t Nr( ) (Nr (  sont satisfaites alors la dynamique de l'erreur de 

l'observateur (3.39) devient ( ) ( ),te~N
~

te~ =& qui mène ( )
t
lime t 0
®¥

=( )e t 0( ) à si la condition (3.34) 

est vérifiée.  

Comme dans le cas de la conception de l'observateur à entrées inconnues dépendant du 

retard, la détermination de la matrice N
~

 peut être réalisée dans une approche itérative 

jusqu'à ce que la condition (3.34) soit vérifiée. 

Les conditions nécessaires et suffisantes pour l'existence de l’observateur à entrées 

inconnues (3.4) sont données par le théorème suivant: 

Théorème 3.5 : Pour le système linéaire invariant dans le temps décrit par les équations 

(3.1), l'observateur d'ordre plein existe si et seulement si: 

1) ( )CD q;rang =CD))CD q;q;)  

2) ( ) ( )P PA
n , 0.

C

s
rang s C,Re s

é ù-
= " Î ³ê ú

ë û
((((n ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,n ,((((n ,n ,n ,n ,(

é ùé ùP PP Pssé ùé ùP PP PP PP PsP PP PP PP PP PP PP Psé ùP PAP PP PP PP PP PP PAP PP PP PP PAP PP PP PP PP PP Pé ùAé ùé ùAA ( ) 0.)s C,Re s(( )(  

Démonstration: la preuve du théorème 3.2 est principalement basée sur les résultats de 

[Darouach et al., 1994].  

Pour calculer les matrices N,L,G,E,P,N,L,G,G,E,P,  et Q de l’observateur (3.4) , nous partitionnons 

les matrices A,C, N,P,A,A,C,C, N,N,N,N,P,P,  et LL  comme suit [Lungu & Lungu, 2012] : 

T 11 12 11 12 111 12 1

21 22 21 22 221 22 2

N N P P LA A C
A ,C , N ,P ,L .

N N P P LA A C

é ù é ù é ù é ù é ù
= = = = =ê ú ê ú ê ú ê ú ê ú

ë û ë û ë ûë û ë û

é ù é ù é ùé ù é ù é ùé ùé ù
A ,

é ùé ùA AA AA AA A
A ,A ,A ,A ,A ,A ,

A AA AA AA AA AA AA AA A
A ,A ,A ,A ,

é ùé ùA AA AA AA AA AA AA AA A
A ,A ,A ,A ,

A AA AA AA AA AA AA AA AA AA AA AA AA AA A
A ,A ,A ,A ,ê úê úA ,A ,A ,A ,

A AA AA AA A
A ,A ,A ,A ,A ,A ,A ,C , N ,N ,

é ù é ù
2 12 1A A CA A CT11 12 111 12 111 12 111 12 1T é ùé ù

A ,C ,A ,C ,11 12 111 12 111 12 111 12 1TA AA AA AA A11 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 1T é ùé ùé ùé ù
2 12 12 12 1A AA AA AA A11 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 1TC ,C ,C ,C ,C ,C ,C ,C ,2 12 12 12 12 12 12 1A AA AA AA AA AA AA A11 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 111 12 1T é ùN NN NN NN N

N ,N ,
é ùé ùé ùé ùN NN NN NN N

N ,N ,N ,N ,
N NN NN NN NN NN NN N

L .
é ù é ù é ù

12 112 112 112 1N N P P LN N P P L11 111 12 112 11 12 112 111 111 12 112 11 12 112 111 111 12 112 11 12 112 111 111 12 112 11 12 112 1L .L .11 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 1
é ùé ù

12 112 112 112 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 1L .L .L .L .11 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 111 12 11 12 1
é ùN NN NN NN N11 111 111 111 111 111 111 111 1N ,N ,11 111 111 111 1N NN NN NN N11 111 111 111 111 111 111 1N ,N ,N ,N ,11 111 111 111 111 111 111 1N NN NN NN NN NN NN N11 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 111 1N ,
é ùé ù

N ,N ,
é ùé ù

N ,N ,N ,N ,
ë ûN NN Në ûë û ë ûë û21 22 221 22 2A A CA A C21 22 221 22 221 22 221 22 2

ê úê ú
A A CA A CA A CA A C

C , N ,N ,C , N ,N ,C , N ,N ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,A ,C ,ê úê úC ,C ,C ,C ,
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La conception de l'observateur est donnée dans le théorème suivant: 

Théorème 3.6  

Si les conditions de rang dans le théorème 3.5 sont satisfaites et que la paire ( )A,C)A,C  est 

observable (au moins detectable), l'observateur à entrées inconnues  indépendant du retard 

(3.4) peut être conçu pour le système (3.2) si les conditions suivantes sont vérifiées: 
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P ,P ,11 111 11 111 11F P A PA P11 111 11 111 1111 111 11 111 11F P A PA PF P A PA P11 11 111 1111 11 111 1111 11 111 1111 11 111 111 11 12 21 11 11A P A N P ,1 11 12 21 11 111 11 12 21 11 11A PA P A NA NA PA P A NA N1 11 12 21 111 11 12 21 111 11 12 21 111 11 12 21 111 11 12 21 11 11

12 112 11 121 12F P A P A N P ,12 112 11 121 1212 112 11 121 12F P A PF P A P12 11 1212 11 1212 11 1212 11 121 121 12 12 212 22 112 11 1212A P A N P ,1 121 12 12 212 22 112 11 12121 121 12 12 212 22 112 11 1212A P A NA P A N1 12 12 22 111 12 12 22 111 12 12 22 111 12 12 22 111 12 12 22 11 12

21 21 111 11F P A PA P21 21 111 1121 21 111 11F P A PA PF P A PA P21 221 21 111 1121 221 21 111 1121 221 21 111 1121 221 21 111 11 P ,1 11 22 21 21 1111A P A N P ,P ,1 11 22 21 21 11111 11 22 21 21 1111A P A NA P A N1 111 11 22 222 21 211 211 111 11 22 222 21 211 211 111 11 22 222 21 211 211 111 11 22 222 21 211 211 11 22 21 21 11

22 222 21 121 12F P A P A N P ,22 21 1222 21 12F P A PF P A P22 222 21 121 1222 222 21 121 1222 222 21 121 1222 222 21 121 121 121 12 22 222 22 212 21 2121A P A N P ,1 12 22 22 21 211 12 22 22 21 21A P A NA NA P A NA N1 121 12 22 222 22 212 211 121 12 22 222 22 212 211 121 12 22 222 22 212 211 121 12 22 222 22 212 21

                                                                                  (3.42) 

tandis que 11N
~

 et 21N21N  sont des matrices choisies aléatoirement. 22P22P2222  devrait être une 

matrice de rang plein. 

Démonstration : La démonstration du théorème 3.6 est similaire à la démonstration du 

théorème 3.3.  

La figure 3.2 montre le diagramme associé à l'ensemble du système multivariable 

linéaire invariant dan le temps à multiples retards et l’observateur à entrée inconnue 

indépendant du retard. 



Chapitre 3 : Contribution à la synthèse d’observateurs d’ordres pleins 

 

62 

 

S

u

d

x& y

LTI multivariable system with delays

C3t

2t 0B

1B

D

+
+

+
ò

x

0A

+

+ 1t

S+

L
~

+

N
~

+

1A

S
D
~

+

+

c& y~

C
~ò

A
~

+

cB
~

G
~ ò

z
~

z&
~

S

E
~

-
+

Q

r
S

ĉ
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Figure. 3.2- Schéma Synoptique de l’observateur à entrées inconnues (3.4)  

L'algorithme associé à l'observateur indépendant du retard est résumé ci-dessous : 

Algorithme 3.2 -  

Etape 1 : Calculer le système de dimension finie (3.2) en utilisant l'une des méthodes 

d'approximation [Baker & Graves. 1996] et [Ben Warrad & Boubaker, 2016a]. 

Étape 2 : En se référant au système (3.2), vérifier les trois hypothèses A4-A6. 

Etape 3: Si les conditions d'existence données dans le théorème 3.5 sont vraies, on 

calcule la matrice inverse généralisée ( )+D
~

C
~

 liée à la matrice ( );D
~

C
~

 on calcule la 

Dynamics of the multivariable systemSystème multivariable à retards 

Delay-independent unknown input observer  UIO indépendant du retard 
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matrice E
~

 à travers la première équation du système (3.41); ensuite, on calcule les 

matrices P
~

 et G
~  avec la deuxième et la troisième équation du système  (3.41). 

Etape 4 : On partitionne les matrices ,P
~

,N
~

,C
~

,A
~

 et  L
~

 selon (3.40). 

Etape 5 : On choisit les matrices aléatoires 11N
~

 et ;N
~

21  les matrices relatives à (3.42) 

sont alors déterminées. 

Etape 6 : On calcule les matrices N
~

 et L
~

 selon (3.41) et (3.42). En utilisant la matrice 

calculée ,N
~

 l’inégalité matricielle linéaire (3.34) est résolue par rapport à ;R
~

 s'il existe 

une matrice symétrique et positive nnR
~ ¢¢́ÎR  qui vérifie (3.34), l’observateur à entrées 

inconnues (3.4) peut être correctement conçu; sinon, les étapes 5 et 6 seront répétées 

jusqu'à ce que cette condition (3.34) soit vérifiée. 

3.6. Application 

Le processus à quatre réservoirs dans le cas du modèle à non-minimum phase et multiple 

retards décrit au premier chapitre est utilisé pour montrer l’efficacité des deux approches 

d’observation proposées précédemment.  

Pour les résultats de simulation, le signal d'entrée est pris tel que  ( ) ( )u t sin 2 ft ,= p alors 

que  l'entrée inconnue est fixée à ( ) ( )d t 0.3sin 2 ft= p  avec une matrice constante 

( )
T

n n qD D 0 ¢- ´
é ù= ë û

TD DT é ùD DD DD DD DD DD Dë ûD DD DD DD DD DD D
  

avec
 

[ ]TD 40 50 0 60= .  Le vecteur des conditions initiales est 

fixé à ( ) [ ]T
0 4 4 6 5 0 0 0 0 0 0 0 0c = - -  et les retards constant 

à 1 2 35s, 2s, 4s.t = t = t =  

- Implémentation de l’observateur à entrées inconnues dépendant du retard 

ll est facile de vérifier les trois hypothèses A1-A3 pour le système (1). Notez que:

- rang(D) 1=  

- rang(C) 2=  

- ( ) ( )0 1A ,C et A ,C  est detectable. 

L'inverse généralisé de la matrice ( )CD
 
est calculée comme suit  
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( ) [ ]CD 0.019 0.024+ =
 

En utilisant (3.23), la matrice E est donnée par : 

0.78 0.975

0.975 1.219

0 0

1.17 1.1463

E

- -

- -

- -

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú
ê úë û

 

avec la matrice E déduite ci-dessus, la matrice P est obtenue comme : 

0.609 0.487 0 0

0.487 0.39 0 0

0 0 1 0

0.585 0.731 0 1

P

-

-

- -

é ù
ê ú
ê ú=
ê ú
ê úë û

 

et nous pouvons calculer 0 1G et G , respectivement telles que : 

0 1

0.029 0.017 0 0

0.023 0.013 0 0

0 0 0 0.077

0.028 0.025 0.055 0

G et G

-

-

- -

é ù é ù
ê ú ê ú
ê ú ê ú= =
ê ú ê ú
ê ú ê úë û ë û

 

Selon (3.21), nous obtenons : 

12
0 0

N
0 0

é ù
= ê ú
ë û

                          22
0.025 0

N
0 0.017

-é ù
= ê ú-ë û

   

 1
1.2 0.964

L
0.960 0.771

-é ù
= ê ú-ë û

       2
0.243 0.195

L
0.246 0.1851

-é ù
= ê ú-ë û

  

12
0.015 0.008

M
0.012 0.007

-é ù
= ê ú-ë û   

   22
0 0

M
0.015 0.013

é ù
= ê ú- -ë û

 

1
1.209 0.988

J
0.967 0.790

-é ù
= ê ú-ë û

         2
0.243 0.195

J
0.259 0.176

-é ù
= ê ú-ë û  

et nous pouvons déduire que : 

1 0 0 0

0 1 0 0
N

1 1 0.025 0

1 1 0 0.017

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú

-ë û

 

1.2 0.964

0.960 0.771
L

0.243 0.195

0.246 0.195

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú
-ë û  
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1 0 0.015 0.008

0 1 0.012 0.007
M

1 1 0 0

1 1 0.015 0.013

- -é ù
ê ú- -ê ú=
ê ú
ê ú

- -ë û   

1.209 0.988

0.967 0.790
J

0.243 0.195

0.259 0.176

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú-
ê ú
-ë û  

et il est facile de vérifier que l’inégalité matricielle linéaire (3.8) est vérifiée et que 

l’observateur à entrées inconnues dépendant du retard est correctement réalisé. 

- Implémentation de l’observateur à entrées inconnues indépendant du retard par 

utilisation de la méthode de collocation orthogonale 

Les matrices et les vecteurs associés à l’équation (3.2)  de la procédure d'approximation 

méthode de collocation  ont été donnés au deuxième chapitre. Pour assurer un compromis 

entre la complexité du modèle et la précision de l'approximation, nous avons opté pour les 

valeurs numériques suivantes N=3, 0.5a =b = - . Notez également que N = 3 est imposé 

par le problème de conception de l'observateur. Les retards constants ont été fixés à 

,s2,s5 21 =t=t  et .s43 =t  

D’après l’algorithme 3.2,  la mise en œuvre de l’observateur independant du retard, on 

obtient les parammètres de l’observateur par la méthode de collocation suivants: 

La matrice E est donnée par : 

T 0.780 0.975 0 1.17 0 0
E

0.975 1.219 0 1.463 0 0

- - -é ù
= ê ú- - -ë û

ù0
ú
ùùTE

é 0.7-0 7
= ê
éé
êê 0 9 ú

û0úú0ú
 

En utilisant la matrice EE ci-dessus, la matrice P est donnée par : 

0.608 0.487 0 0 0 0

0.487 0.390 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

P 0.585 0.731 0 1 0 0

0 0 0 0 0

1 0

0 0 0 0 0 1

-é ù
ê ú-ê ú
ê ú
ê ú

= - -ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

ù0
ú
ùù
ú0ú0úú0ú

ú0
úú

ú
úú0
úúú

P
ê

0 58= ê 0.58
êê

0 58-0 58
ú

0ú0
úú

0
ú

ú0
ú

0úú0
ú
ú
úú

1 01 0

0 10 1

 

d’où le gain de l’observateur à entrées inconnues indépendant du retard GG  est égale à : 

T 0 0 5.598 1.50 0.401 0.5 2.799 0.75 0.2 0.25
G

0 0 5.598 1.50 0.401 0.5 2.799 0.75 0.2 0.25

- - - -é ù
= ê ú- - - -ë û

0TG
é0

= ê
éé
êê0 00
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et nous pouvons déduire que : 

T
12

22

T
1

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.288 1.154
N

0 0 0.077 0.055 0 0 0 0 0 0 0.201 0750

2.598 2.799
N

4.976 4.75

1.2 0.961 0 1.152 4.478 1.2 0.321 0.4 0
L

0.964 0.771 0 1.447 4.478 1.2 0.321 0.4 0

0.926 1.658
L

0.926 1.65

-é ù
= ê ú-ë û

-é ù
= ê ú-ë û

- - - -é ù
= ê ú- - -ë û

=

T
12N

é0
= ê
éé
êê0

2222N
é2.59

= ê
éé
êê4 97

ù0
ú
ùùT

1LT é 1.2
= ê
éé
êê0 964 ú

û0úú0ú

2

0.92
L

0 92
=

8

é ù
ê ú
ë û

 

- Implémentation de l’observateur à entrées inconnues indépendant des retards 

avec la Méthode de Padé 

En utilisant la fonction Padé disponible sur le logiciel MatLab avec un ordre 

d'approximation choisi égal à un, le modèle d'approximation (3.2) est donné par: 

 

0.199 0 0 0 0 0 0.098 0 0.048 0 0 0

0 0.142 0 0 0 0 0 0.0698 0 0.035 0 0

0 0 0.123 0 0 0 0 0 0 0 0.075 0

0 0 0 0.087 0 0 0 0 0 0 0.055 0

0 0 0 0 0.4 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0.4 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0.4 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0.4 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.5 0

0 0 0

A

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=
0 0

0 0
A =

0 0 0 0 0 0 0 0 0.5

,

-

é ù
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ë û

T

0 0 0.123 0 0.048 0 0 0 0.5 0

0 0 0 0.087 0 0.035 0 0 0 0.5

0 0 0 0 0 0 0 0.077 0 0

0 0 0 0 0 0 0.055 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

B ,C

- -

= -

-

-

é ù é
ê ú ê
ê ú ê
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

= =ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú

ëë û

T 0 00 0T

0 00 0
CC= =CB ,

ê úê ú0 10 1
B ,B ,ê ú

0 00 0
B ,B ,

0 00 00 00 0
ê ú
0 10 1

B ,B ,
0 10 10 10 1ê úê ú0 10 10 10 1

B ,B ,B ,B ,
ê ú0 00 0
ê úê ú
0 00 00 00 0

40

50

0

60

0

0

0

0

0

0

0

0

,D .

é ùù
ê úú
ê úú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú

= ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú
ê úê ú

û ë û

,D,D .
ê úê ú0
ê ú

0

0

0

0

ê úê ú0

ê ú0
ê úê ú

0
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Il est facile de vérifier que 

 - rang(D) 1=D) 1, 

- rang(C) 2,=C) 2,  

- ( )A,C)A,C  est détectable, 

La matrice inverse généralisé  ( )CDCD))D
 
est donnée par : 

( ) 0.019 0.024
CD

0 0

+ é ù
= ê ú
ë û

CD
é) 0.0
êê 0

)D
+ é0
= ê
éé
êê

 

On peut déduire que : 

T0.78 0.975 0 1.170 0 0 0 0 0 0 0 0
E

0.975 1.219 0 1.463 0 0 0 0 0 0 0 0

- - -é ù
= ê ú- - -ë û

E
é 0.7-0 7

= ê
éé
êê 0 97

 

En utilisant la matrice EE  ci-dessus, on peut calculer la matrice suivante : 

0.609 0.487 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.487 0.390 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0.585 0.731 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
P

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

-é ù
ê ú-ê ú
ê ú
ê ú
- -ê
ê
ê
ê= ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
êë û

0
P

0

ê
ê
êê

= ê
êê

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

 

Nous pouvons calculer le gain de l’observateur à entrées inconnues indépendant du 

retard G tel que : 



Chapitre 3 : Contribution à la synthèse d’observateurs d’ordres pleins 

 

68 

 

0 0 0.075 0.042 0.029 0.017 0 0

0 0 0.06 0.034 0.023 0.013 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0.077

0 0 0.072 0.063 0.028 0.025 0.055 0

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0
G

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 2 0 0 0

0 0 0 0 0 2 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1

- -é ù
ê ú- -ê ú
ê ú-
ê ú

-ê ú
ê ú
ê ú
ê ú= ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê ú
ê úë û

 

On peut déduire la matrice NN  sachant que : 

11 12

21 22

N N
N

N N

é ù
= ê ú
ë û

ù12121212N
ú

12121212 ùù1212121212121212N
éN

= ê
ééN

ëN
êê
N

N11111111111111111111N11111111111111
ú
û21 222221 2222N N2121 22222121 22222121 22222121 2222
úú

N
ú

12121212

NN
1111                                                                                                                      

Sachant que 11N11N  et 21N21N  sont des matrices aléatoires choisies telles que : 

12

0 0 0.06 0.034 0.029 0.017 0 0

0 0 0.048 0.027 0.023 0.013 0 0
N

0 0 0 0 0 0 0 0.077

0 0 0.057 0.051 0.028 0.025 0.055 0

- -é ù
ê ú- -ê ú=
ê ú
ê ú

- - - -ë û

12N
ê0ê0
êê0

=
ê0
êê  

22

0.4 0 0 0 0 0 0 0

0 0.4 0 0 0 0 0 0

0 0 0.4 0 0 0 0 0

0 0 0 0.4 0 0 0 0
N

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0.5 0

0 0 0 0 0 0 0 0.5

-é ù
ê ú-ê ú
ê ú-
ê ú

-ê ú=
ê ú-
ê ú

-ê ú
ê ú-
ê ú

-ê úë û

2222N
ê

0ê 0
êê

0
=
ê 0
êê  

Maintenant nous calculons le gain  LL  

1

2

L
L

L

é ù
= ê ú
ë û

ù
L

éL
= ê
ééL

ëL
êê
L

ù1L
ú

1 ùù1L

û2L
ú
ûL
úú

L
ú

1

 

Telles que : 
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1

0.976 0.836

0.781 0.669
L

0 0

0.937 1.255

-é ù
ê ú-ê ú=
ê ú
ê ú
- -ë û

1L
ê 0 7ê 0.7êê 0 7-

=
ê 0
êê

T

2
0.926 0.926 0.926 0.926 0.926 0.926 0.926 0.926

L
1.658 1.658 1.658 1.658 1.658 1.658 1.658 1.658

é ù
= ê ú
ë û

2L
é0.92

= ê
éé
êê1 65

                                                  

Il est facile de vérifier que l’inégalité matricielle linéaire (3.34) est remplie et que 

l’observateur à entrées inconnues est bien conçu. 

Résultats de simulation  

La figure 3.5 montre l’évolution des variables d'état du modèle de dimension infini (3.1) 

ainsi que celles du modèle approximé (3.2), obtenues par l'approximation de Padé.  

Les figure 3.3 et 3.6  montrent la dynamique d'erreur d'estimation indépendant du retard 

(3.34) par les deux méthodes d’aprroximation: collocation orthogonale et Padé   pour 

différentes valeurs de Q (Q = 0, 0.3, 0.6 et 0.9), tandis que les figures 3.4 et 3.7 

montrent la dynamique d'erreur donnée par ( ) ( ) ( ).tTxtˆtr -c= Nous pouvons voir que la 

dernière erreur converge vers en un temps fini approximativement égal à 10 s pour les 

deux méthodes d’approximation. 

la figure 3.8 représente le vecteur d'erreur zéro d'estimation entre l'observateur 

indépendant du retard (3.4) et le système retardé (3.1), ainsi que l'erreur d'estimation 

entre l'observateur dépendant du retard (3.3) et le système retardé (3.1) par deux 

méthodes d’approximation et pour Q = 0,9.  
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Figure3.3- Dynamique de l’erreur d’estimation  de l’observateur à entrées inconnues 

indépendant du retard via la méthode de Collocation 
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Figure 3.4- Dynamique de l’erreur d’approximation ( ) ( )r t Nr t= ( )t(( ) (r t NrNr( ) (Nr (  pour l’observateur à 

entrées inonnues indepenant du retard via la méthode de Collocation 
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Figure. 3.5- Niveaux des réservoirs réels et approximés via la méthode  de Padé  
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Figure 3.6- Erreur d’estimation  de l’obervateur à entrées inconnues indépendant du 

retard via la méthode de Padé 
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Figure 3.7- Dynamique de l’erreur d’opproximation ( ) ( )r t Nr t= ( )t(( ) (r t NrNr( ) (Nr (  pour l’observateur à 

entrées inonnues indepenant du retard via la méthode de Padé 
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Figuere 3.8- Dynamique de l’erreur d’estimation de l’observateur à entrées inconnues  

dépendant du retard et indépendant du retard par les deux méthodes d’approximation 

Nous pouvons facilement remarquer que les observateurs conçus sont 

asymptotiquement stables et reconstruisent correctement les états réels sous les entrées 

inconnues et les retards multiples. En effet, on peut aussi facilement voir que la 

convergence de vitesse de l’observateur à entrées inconnues dépendant du retard est 

supérieure à celui indépendant du retard. 

Les deux algorithmes proposés dans ce chapitre ont des propriétés distinctives par 

rapport aux autres approches disponibles. L'observateur dépendant du retard a un 

modèle à dimension infinie alors que le retard indépendant a un modèle à dimension 

finie. De plus, comme l'observateur inépendant ne nécessite aucune information sur le 

retard, il est plus pratique dans des applications réelles. Nous pouvons aussi facilement 

remarquer que l’observateur dépendant du retard est asymptotiquement stable et 

reconstruit les états réels sous les entrées inconnues et les retards multiples.  

3.7. Conclusion  

Dans ce chapitre, deux approches de conception d'observateurs robustes à entrées 

inconnues pour les systèmes linéaire invariant dans le temps avec retards multiples ont 

été élaborés. La première méthode a proposé un observateur dépendant du retard tandis 

que la seconde a suggéré la conception d'un observateur indépendant du retard. Le 

processus à quatre réservoirs est utilisé pour illustrer l'efficacité des deux méthodes 

proposées pour l'étude de cas du modèle à non minimum de phase.  

Les résultats de la simulation ont montré l'efficacité des algorithmes proposés en boucle 
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ouverte. On trouvera une étude parallèle à celle élaborée dans le cadre de ce chapitre 

dans [Ben Warrad et al., 2019] dont l’objectif est synthétiser un observateur à entrées 

inconnues dépendant des retards et un second indépendant des retards pour une classe 

des systèmes à multiples retards différente de celle décrite dans (3.1) et assez considérée 

dans la littérature. Celle-ci introduit un seul retard sur les états et un seul retard sur les 

entrées. 

Dans le chapitre suivant, nous développerons une extension des approches proposées 

dans ce chapitre pour le cas des observateurs à entrées inconnues d’odre plein et aussi 

d’ordre réduit conçues pour le système controlé via une loi commande multivariable 

stabilisante tenant compte des retards multiples. 



  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Chapitre 4 

Observateurs Robustes d’ordre plein  

et d’ordre réduit  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre 4 : Synthèse d’observateurs robustes d’ordre plein et d’ordre réduit basés sous la commande 

 

76 

 

4.1.  Introduction  
 
Dans ce chapitre, deux approches d’estimation d’état des systèmes linéaires 

multivariables à temps continu soumis à des entrées inconnues et caractérisés par de 

retards multiples sur les états et sur les entrées seront proposés. La première approche 

propose un observateur d’état robuste d’ordre plein alors que la seconde aboutit à la 

synthèse d’un observateur robuste d’ordre réduit. Les conditions nécessaires et 

suffisantes pour la stabilité asymptotique et les conditions d'existence des deux 

observateurs seront fournies. L'efficacité des algorithmes proposés est illustrée à l'aide 

du processus à quatre réservoirs pour le cas du modèle de phase non minimum contrôlé 

via une commande par retour d’état. Pour éviter des instabilités du système dues aux 

retards, une loi de commande qui tient compte des retards multiples, tirée de la 

littérature, est aussi appliquée en boucle fermée. 

Ce quatrième chapitre sera organisé comme suit : Dans le second paragraphe, nous 

présenterons la position du problème pour les deux observateurs à entrées inconnues 

d’ordre plein et d’ordre réduit. Dans les sections 4.3 et 4.4 les approches de conception 

des deux observateurs robustes seront présentées, les preuves de stabilité asymptotique 

ainsi que les conditions d'existence seront exposées. L'efficacité des approches 

proposées sera enfin validée, dans le dernier paragraphe, via des résultats de simulation 

sur le processus à quatre réservoirs.  

4.2. Position du problème 

Considérons la classe des systèmes multivariables à multiples retards décrits par [Ben 

Warrad et al., 2018b] :  

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

k

0 1 0 i i 1
i 0

x t A x t A x t B u t Dd t ,

y t Cx t ,

t t +
=

ì
ï = + - + - +ï
í
ï

=ïî

å( ) 0 10 1( ) 0 10 10 10 1ï =( )x t A xA xx t A xA x( ) 0 10 10 10 10 10 10 10 1                             (4.1) 

où ( ) nx t ÎR  est le vecteur d’état du modèle  ( ) mu t ÎR  l’entrée du processus, 

( ) py t ÎR  le vecteur de sortie, ( ) qd t ÎR est le vecteur des perturbations dont les 

éléments sont des fonctions inconnues de temps et 

n n n n
0 1A ,A ,´ ´Î ÎR R

n m p n
iB C´ ´Î ÎR R, ,  et n qD ´ÎR  sont des matrices constantes 

avec de dimensions appropriées. 0 i 1ett t +   sont des retards constants pour i=0, …, k. 
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L'objectif de ce chapitre est de concevoir deux approches différentes d’estimateurs d’état 

à entrées inconnues pour le système (4.1):  

- Un observateur à entrées inconnues d’ordre plein dépendant du retard décrit par :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

0 i i 1
i 0

t N t Ly t Jy t G u t ,

x̂ t t Ey t ,

+
=

ì
z = z + + - t + - tï
í
ï = z -î

å( )( )z =z = z +z +( )t Nt N)
                                               (4.2) 

avec ( )tz  
nÎR et ( ) ntx̂ RÎ  sont respectivement les vecteurs d'état estimés de 

l’observateur et du système. Le vecteur de sortie ( ) ( )y t Cx t ,=  N,L,J , E  et iG  

(i=0…k) sont des matrices inconnues de dimensions appropriées à calculer de telle sorte 

que ( )tx̂  converge asymptotiquement vers ( )x t sous les hypothèses suivantes:  

A1) ( )D q;rang =   

A2) ( )C p;rang =   

A3) les paire ( )C,A0  est observable (au moins détectable). 

- Un observateur à entrées inconnues d’ordre réduit dépendant du retard : 

L’estimation du vecteur d’état ( )tx  est obtenue par l’estimation du vecteur 

( ) ( ) ,F,tFxtζ ns´Î= R où ( ) stζ RÎ  est un vecteur composé d’une partie des états du 

système ou une combinaison de ces derniers. La dynamique du l’observateur à entrées 

inconnues d’ordre réduit dépendant du retard est donnée par : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

0 i i 1
i 0

ˆ ˆZ t N t Ly t Jy t G u t ,

ˆx̂ t H t Ey t ,

+
=

ì
z = z + + - t + - tï

í
ï = z +î

å( )ˆ ˆˆ ˆz = z +z +( )Z tZ t N tN tZ tZ t N tN t( )

                

                               

(4.3) 

avec ( ) stζˆ RÎ ( ) ntx̂ RÎ  sont les vecteurs d'état estimés de l’observateur et du système 

respectivement. Le vecteur de sortie ( ) ( )y t Cx t ,=  

s s s p s p s m
iN , L , J , G´ ´ ´ ´Î Î Î ÎR R R R pour (i=0…k), n s n pH ,E´ ´Î ÎR R ,  s nF ´ÎR  et 

s sZ ´ÎR  sont des matrices inconnues de dimensions appropriées à calculer telles que  

( )ˆ tz  et ( )tx̂  convergent asymptotiquement, respectivement, vers ( )tz
 
et ( )x t sous les 
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hypothèses suivantes:  

A4) ( ) ;qDrank =   

A5)  ( ) ;pCrank =  

A6) la paire ( )C,A0  est observable (au moins détectable);  

A7) n s p q> > ³ ;  

A8) n p q= + . 

Remarque 4.1: Pour la procédure de conception d’observateur d’ordre réduit, une forme 

particulière pour la matrice C peut être choisie tel que 1 p qC C 0 ´é ù= ë û où p p
1C ´ÎR  est 

une matrice de rang plein (non singulière). Ceci n'est pas restrictif tant que la matrice C 

est un vecteur ligne de rang  plein (conditions A2ºA5) et qu'il y aura toujours une 

transformation orthogonale qui conduit à l'équation:
 ( ) [ ] ( )1y t C 0 x t= . 

Pour les deux observateurs d’ordre plein (4.2) et d’ordre réduit (4.3), le système sera 

contrôlé via une loi de commande par retour d'état stabilisante en dépit des retards 

décrite par (annexe B) : 

( )ˆu Kx t=                                                                                                                     (4.4) 

où m nK ´ÎR  est un gain de stabilisation du système (4.1) qui tiendra compte des retards 

multiples dans la conception du controleur (par exemple l’approche proposée dans [El 

Haoussi et al., 2011] dans le cas où k = 1).  

4.3. Conception d’un observateur d’ordre plein  

La nouvelle approche devrait rendre le problème de conception équivalent au problème 

standard de la conception des observateurs lorsque toutes les entrées sont connues. Les 

conditions de convergence globale de l'observateur d'entrée inconnue d'ordre plein pour 

les systèmes avec multiples retards sont concentrées dans le théorème suivant: 

Théorème 4.1 [Ben Warrad et al., 2018b] : 

Considérons le système (4.1) avec les hypothèses (A1-A3) présentées ci-dessus. 

l'observateur à entrées inconnues d’ordre plein (4.2) est convergent ( ( ) 0te ®  lorsque 
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¥®t ) pour tout x(0), d(t) et u(t) et pour tout retard constant, s'il existe une matrice 

nnR ´ÎR symétrique et définie-positive qui vérifie l’inégalité matricielle suivante : 

TN R RN 0+ <                                                                                                                (4.5) 

et si la matrice ( ) nnECIP ´Î+= R   vérifie les conditions suivantes : 

0

1

i i

NP LC PA 0,

JC PA 0

G PB 0 i 0 k,

P D 0.

+ - =ì
ï - =ï
í

- = " =ï
ï =î

k,
                                                                                             (4.6) 

Preuve:  

Définir le vecteur d'erreur de reconstruction de l'observateur comme étant la différence 

entre l'état estimé ( )tx̂  décrit par la deuxième équation (4.2) et le vecteur d'état associé au 

système (4.1) comme: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).txECIttEytxttxtx̂te +-z=--z=-=                                               (4.7) 

la dynamique du vecteur d'erreur d'estimation est alors donnée par: 

( ) ( ) ( ) ( ).txECItte &&& +-z=                                                                                                (4.8)  

En utilisant (4.1) et (4.2) la dynamique de l'erreur d'estimation devient : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

0 1 0

k

i i i 1
i 0

e t Ne t N I EC LC I EC A x t JC I EC A x t

G I EC B u t I EC Dd t .+
=

= + + + - + + - + - té ù é ùë û ë û

+ - + - t - +é ùë ûå

( )e t Ne( ) NeNe

        

(4.9) 

En utilisant la matrice, ( )P I EC= +  la dynamique de l'erreur (4.9) s'écrit sous la forme 

suivante :          

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

0 1 0

k

i i i 1
i 0

e t Ne t NP LC PA x t JC PA x t

G PB u t PDd t .+
=

= + + - + - - t

+ - - t -å

( )e te t NeNe( ) NeNe

                                      (4.10) 

Si les conditions (4.6) sont satisfaites, la dynamique de l'erreur de l'observateur est la 

suivante : ( ) ( )e t Ne t ;=( )( )e t Ne( )  
 la première condition pour que l'observateur à entrées 

inconnues soit asymptotiquement stable est liée à la matrice N qui devrait être Hurwitz 
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soit donc à l’inégalité matricielle (4.5) qui doit être verifiée. 

Le calcul des matrices N, L, J et P à partir de la première, de la deuxième et de la 

quatrième équation de (4.6) est une tâche difficile car nous devons calculer quatre 

matrices en utilisant seulement trois équations. Afin d'utiliser les résultats bien connus 

obtenus pour l'observateur d'ordre plein classique sans entrées inconnues [Darouach et al., 

1994] par moyen de la notation: 

0K L NE,= +                                                                                                               (4.11) 

la première équation (4.6) devient: 

0 0N PA K C.= -                                                                                                            (4.12) 

En utilisant maintenant l’équation (4.11) et (4.12), l’observateur (4.2) peut être écrit 

comme suit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

k

0 0 0 i i 1
i 0

t PA K C t Ly t Jy t G u t ,

x̂ t t Ey t .

+
=

ì
z = - z + + - t + - tï
í
ï = z -î

å( ) (z =( ) (t PA KA Kt PA KA K) (

            
               

(4.13) 

Si la paire )C,PA( 0  
n'est pas observable, le calcul de la matrice 0K  est fait de sorte que 

l'observateur soit asymptotiquement stable si et seulement si )C,PA( 0  
est détectable 

[Darouach et al., 1994]. En extension de l'approche [Darouach et al., 1994], nous 

pouvons conclure que les conditions nécessaires et suffisantes pour concevoir un 

observateur stable sont données par le théorème suivant : 

Theorem 4.2 [Darouach et al., 1994] :  

Pour le système (4.1), l'observateur d'ordre plein (4.13) existe si et seulement si: 

1) ( )CD q;rang =  

2) ( ) ( )0P PA
n , 0;

C

s
rang s C,Re s

-é ù
= " Î ³ê ú

ë û
 

Preuve:  

La preuve du théorème est une extension de l'approche de [Darouach et al., 1994]. Étant 

donné que le système (4.13) se présente sous la forme d'une équation d'observateur 

standard, la matrice 0K  peut être calculée de sorte que l'observateur (4.2) soit 
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asymptotiquement stable si et seulement si la paire ( )C,PA0  
est observable.  

Pour calculer N, L, J, P, and Gi, nous partitionnons les matrices A0, A1, C, N, P, L, J 

comme partitionnées suit: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

T
0 11 0 12 1 11 1 12 T 1

0 1 T
0 21 0 22 1 21 1 22 2

11 12 11 12 1 1

21 22 21 22 2 2

A A A A C
A ,A ,C ,

A A A A C

N N P P L J
N ,P ,L , J ,

N N P P L J

é ù é ù é ù
= = =ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ë ûë û ë û

é ù é ù é ù é ù
= = = =ê ú ê ú ê ú ê ú
ë û ë û ë û ë û

                                          (4.14) 

où  

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n p n p n p p p n pn n p p
0 0 11 0 12 0 21 0 22

n p n p n p p p n pn n p p
1 1 11 1 12 1 21 1 22

n p n p n p p p n pn n p p
11 12 21 22

n p n p n p p pn n
11 12 21

A ,A ,A ,A ,A ,

A ,A ,A ,A ,A ,

N , N , N , N , N ,

P ,P ,P ,P

- ´ - - ´ ´ -´ ´

- ´ - - ´ ´ -´ ´

- ´ - - ´ ´ -´ ´

- ´ - - ´´

Î Î Î Î Î

Î Î Î Î Î

Î Î Î Î Î

Î Î Î Î

R R R R R

R R R R R

R R R R R

R R R R
( )

( ) ( )

( )

n p p p
22

n p p n p pn p p p n p p p
1 2 1 2

p n pp n p p
1 2

, P ,

L ,L ,L , J , J , J ,

C ,C ,C .

´ - ´

- ´ - ´´ ´ ´ ´

´ -´ ´

Î

Î Î Î Î Î Î

Î Î Î

R

R R R R R R

R R R

             (4.15) 

La conception de l'observateur est concentrée dans le théorème suivant: 

Théorème 4.3 [Ben Warrad & Boubaker, 2018b]:  

Si les conditions de rang dans le théorème 4.2 sont satisfaites, l’observateur à entrées 

inconnues (4.2) peut être conçu pour le système (4.1) si les conditions suivantes sont 

vérifiées: 

 

( )

( )

( )( )

( )( )

( )( )

n

i i

1

1 1 1
11 12 11 12 22 21 1 2 22 21 2 22

1 1 1
21 22 21 22 22 21 1 2 22 21 2 22

1 1
11 12 22 21 1 2 22 21

21 22 22

E D CD C,

P I D CD C,

G PB pour i 0 k ,

J PA C ,

N F F F P P C C P P C P

N ,

N F F F P P C C P P C P

F F P P C C P P
L

F F P

+

+

+

+- - -

+- - -

+- -

-

=

= -

= =

=

é ùæ ö
- - -ê úç ÷

è øê ú= ê úæ ö
ê ú- - -ç ÷
ê úè øë û

- -
=

-

0 k ,

( )( )1 1
21 1 2 22 21

,

P C C P P
+-

é ù
ê ú
ê ú
ê ú-ê úë û

                           (4.16) 
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où 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

11 11 12 11 110 11 0 21

12 11 12 11 120 12 0 22

21 21 22 21 110 11 0 21

22 21 22 21 210 12 0 22

F P A P A N P ,

F P A P A N P ,

F P A P A N P ,

F P A P A N P ,

= + -

= + -

= + -

= + -

                                                                           (4.17) 

tandis que N11 et N21 sont des matrices arbitrairement ; P22 devrait être une matrice non 

singulière. 

Preuve:  

Puisque ( ) ,qCDrank =  alors la matrice (CD) a de rang plein colonne, nous pouvons 

utiliser le pseudo-inverse de (CD), donné par : ( ) ( ) ( )[ ] ( ) .CDCDCDCD T1T -+ = A travers de 

cette matrice pseudo-inverse, nous pouvons résoudre la quatrième équation de (4.6); on 

obtient successivement:: 

( ) ( ) .CDDE0ECDD0DECI +-=Û=+Û=+                                                            (4.18) 

Avec ceci, on obtient ( )n nP I EC I D CD C.
+

= + = -  En Remplaçant P dans la troisième 

équation (4.6), on obtient ( )( )i i n iG PB I D CD C B+= = - . Maintenant, on sibustituant 

l’équation (4.14) dan la première équation de (4.6), on obtient  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )ï
ï
î

ï
ï
í

ì

=--++

=--++

=--++

=--++

´

-´

´-

-´-

pp22022120212222221221

pnp21022110211221221121

ppn22012120112122121211

pnpn21012110111121121111

0APAPCLPNPN

,0APAPCLPNPN

,0APAPCLPNPN

,0APAPCLPNPN

                                           (4.19)   

En utilisant les quatre premières équations de (4.17), le système (4.19) est divisé en deux 

sous-systèmes tels que: 

î
í
ì

=+
=+

,FCLPN
,FCLPN

12212212

11112112                                                                                                      (4.20) 

î
í
ì

=+
=+

.FCLPN
,FCLPN

21122122

22222222                                                                                                    (4.21) 

Sous l'hypothèse que la matrice ( ) ( )pnp
21

1
2221 PPCC -´- Î- R

 
est de rang plein. En résolvant 

les systèmes (4.20) et (4.21), on obtient:   
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( )( )
( )( )

( )( )( )
( )( )( ) .PCPPCCPPFFFN

,PCPPCCPPFFFN

,PPCCPPFFL

,PPCCPPFFL

1
22221

1
222121

1
2222212222

1
22221

1
222121

1
2212111212

21
1

222121
1

2222212

21
1

222121
1

2212111

-+--

-+--

+--

+--

---=

---=

--=

--=

                                                        

    

(4.22) 

On résoud maintenant la seconde équation (4.6), nous obtenons 

( )1J PA C
+

=                                                                                                                (4.23)  

Les matrices inconnues d’observateur à entrées inconnues d’ordre plein dépendant du 

retard (4.2), c'est-à-dire N, L, J, P, et Gi, peuvent être déterminées avec succès par rapport 

aux matrices N11 et N21 choisies de manière aléatoire. Selon le théorème 4.1, la matrice N 

obtenue doit satisfaire trois contraintes: 1) il existe une matrice symétrique et définie-

positive nnR ´ÎR  qui vérifie l’inégalité matricielle linéaire (4.5); 2) la paire ( )C,PA0  est 

observable. Si ces deux conditions sont satisfaites, la matrice N a été obtenue 

correctement, la dynamique de l'erreur d'observateur a une forme homogène avec un taux 

de convergence arbitraire pour tout x(0), d(t) et u(t) et pour tout retard. Sinon, d'autres 

matrices aléatoires 11 21N , N  sont choisies, les matrices de (4.17) sont à nouveau calculées 

et les systèmes (4.20) et (4.21) sont à nouveau résolus jusqu'à ce que les contraintes 

présentées ci-dessus soient remplies. En conclusion, aucune condition concernant 

l'observabilité ou la détectabilité du paire ( )C,PA0  n'est nécessaire dans notre approche 

de conception, et par conséquent, la seule condition d'existence de l'observateur 

est ( ) .qCDrank =  maintenant, la preuve du théorème est complète. 

L'algorithme associé à l'observateur dépendant du retard d’ordre plein est résumé ci-

dessous: 

Algorithme 4.1 – Conception de l’observateur à entrées inconnues d’ordre plein  

Etape 1: En tenant Compte du système (4.1), vérifier les trois hypothèses ci-dessus A1-

A3. 

Etape 2: Si les conditions d'existence données dans le théorème 4.2 sont vraies, on 

calcule la matrice inverse généralisée ( )+CD  liée à la matrice (CD); en utilisant cette 

matrice, on calcule la matrice E au moyen de la première equation du système (4.16); 
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ensuite, on calcule respectivement les matrices P, Gi ( )i 1 k" = )k
 
avec la deuxième, la 

troisième (4.16). 

Etape 3 : On partitionne les matrices A0, A1, C, N, P, L et J selon (4.14). 

Etape 4 : On choisit les matrices arbitraires N11 et N21; les matrices de l'équation (4.17) 

sont déterminées. 

Etape 5 : On résout les systèmes (4.20) et (4.21) d’où les matrices N, L et J sont 

construites. 

Etape 6: A l'aide de la matrice N calculée,  l’inégalité matricielle linéaire (4.5) est résolue 

par rapport à R; aussi, on calcule les valeurs propres du matrice N; si les deux contraintes 

suivantes sont satisfaites: 1) il existe une matrice nnR ´ÎR  symétrique et définie-positive 

vérifiant (4.5); 2) la paire ( )C,PA0  est observable (au moins détectable), la matrice N a 

été obtenue correctement; sinon, les étapes 4-6 sont répétées jusqu'à ce que les trois 

conditions soient remplies. 

Etape 7 : L’observateur décrit par les équations (4.2) est complètement conçu et 

l’historique temporel des états estimés du système peut être obtenu. 

4.4. Conception d’un observateur d’ordre réduit  

La nouvelle approche devrait rendre le problème de conception équivalent au problème 

standard de la conception des observateurs lorsque toutes les entrées sont connues. Les 

conditions de convergence globales de l’observateur à entrées inconnues d’ordre réduit 

pour les systèmes avec des retards multiples sont concentrées dans le théorème suivant: 

Théorème 4.4 [Ben Warrad et al., 2018b] :  

Considérons le système (4.1) sous les cinq hypothèses (A4 à A8) présentées ci-dessus; 

l’observateur à entrées inconnues (4.2) est asymptotiquement stable si et seulement s'il 

existe une matrice s sR ´ÎR symétrique et définie positive vérifiant l’inégalité matricielle 

linéaire suivante : 

 TN R RN 0+ <TN RN R RNRN 0T RNRN                                                                                                                (4.24) 

où 1N Z N-= 1N Z N1 ,
 
et s'il existe un vecteur ( ) ( )t Fx tz = tel que les conditions suivantes sont 
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satisfaites: 

0

1

i i

n

NF LC ZFA 0,

JC ZFA 0,

G ZFB 0 i 0 k,

ZFD 0,

EC HF I ;

ì + - =
ï

- =ï
ï

- = " =í
ï =ï
ï + =î

0 k,                                                                                            (4.25) 

Preuve:  

Définir le vecteur d'erreur d'observation défini comme la différence entre le vecteur 

d'estimation ( )ˆ tz
 
décrit par la deuxième équation (4.3) et le vecteur d'état associé au 

système (4.1) est donné comme suit: 

( ) ( ) ( )ˆe t t t= z - z
                                                                                                       

(4.26) 

En utilisant l'équation (4.1), (4.3) et (4.4), la dynamique de l'erreur d'estimation devient: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

0 1 0

k

i i i 1
i 0

Ze t N e t NF ZFA LC x t JC ZFA x t

G ZFB u t ZFDd t .+
=

é ù é ù= + - + + - - t +ë û ë û

é ù+ - - t -ë ûå

( )ZeZe t Nt N e te tZeZe ( ) e tt N e tt N e t

                            

(4.27) 

Si 0NF LC ZFA 0,+ - = 1JC ZFA 0,- = i iG ZFB 0 i 0 k,- = " = k, ZFD 0=  alors la 

dynamique de l’erreur (4.27) peut s’écrire sous cette forme :  

( ) ( )e t N e t= ( )N e tN e (( )e t N eN ee te t( ) N eN e
                                                                                                              

(4.28) 

où 1N Z N-= 1N Z N1ZZ  

On définit maintenant l’erreur d’estimation de l’état comme suit ( ) ( ) ( )x ˆe t x t x t .= -
 

De (4.1) et (4.3), nous obtenons
 

( ) ( ) ( )x ne t HF I EC x t= - + .  

Si nHF I EC 0- + =  alors ( )xe t 0=
 
pour tout ( )x t . 

De plus, si la condition (4.24) est satisfaite alors la dynamique d'erreur de l'observateur 

(4.28) est asymptotiquement stable. Maintenant, la preuve du théorème 4.4 est 

complète. 
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Synthèse des gains de l’observateur  

Pour calculer les matrices iF, Z, E, N, L, J, H G       et , nous partitionnons les matrices A0, 

A1, C, N,H,L, J,F, Z  et D comme suit: 

        

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
[ ] [ ]

[ ]

( ) ( )
[ ] ,

Z

Z
Z,

Z

Z
Z,ZZ

ZZ

ZZ
Z,

00

I0

FF

FF
F

,
E

E
E,

J

J
J,

L

L
L,

HH

HH
H,NN

NN

NN
N

,
D

D
D,C

~
C
~

0CC,
AA

AA
A,

AA

AA
A

22

12

2

21

11

121

2221

1211

ppsqps

ppqp

2221

1211

2

1

2

1

2

1

2221

1111

21

2221

1111

2

1

21qp1
221211

121111

1
220210

120110

0

ú
û

ù
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é
==ú

û

ù
ê
ë

é
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=ú

û

ù
ê
ë

é
==

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

ú
û

ù
ê
ë

é
===

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

ú
ú
û

ù

ê
ê
ë

é
=

´-´-

´´

´

       (4.29) 

où 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

.C
~

,C
~

,C,C

,N,N,Z,Z

,Z,Z,Z,Z,Z

,D,D,D,E,E,E

,J,J,J,L,L,L

,H,H,H,H,H

,N,N,N,N,N

,A,A,A,A,A

,A,A,A,A,A

pp
2

qp
1

pp
1

np

pss
2

ps
1

pss
2

ps
1

psqs
22

pqs
21

psq
12

pq
11

ss

qp
2

qq
1

qnpp
2

pq
1

pn

pqs
2

pq
1

pspqs
2

pq
1

ps

psp
22

pp
21

psq
12

pq
11

sn

psqs
22

pqs
21

psq
12

pq
11

ss

pp
221

qp
211

pq
121

qq
111

nn
1

pp
220

qp
210

pq
120

qq
110

nn
0

´´´´

-´´-´´

-´-´--´´´

´´´´´´

´-´´´-´´

-´´-´´´

-´-´--´´´

´´´´´

´´´´´

ÎÎÎÎ

ÎÎÎÎ

ÎÎÎÎÎ

ÎÎÎÎÎÎ

ÎÎÎÎÎÎ

ÎÎÎÎÎ

ÎÎÎÎÎ

ÎÎÎÎÎ

ÎÎÎÎÎ

RRRR

RRRR

RRRRR

RRRRRR

RRRRRR

RRRRR

RRRRR

RRRRR

RRRRR

                        (4.30) 

La conception de l’observateur à entrées inconnues d’ordre reduit est concentrée dans le 

théorème suivant: 

Theoreme 4.5 [Ben Warrad et al., 2018b]:   

Considérons le système multivariable (4.1) sous les hypothèses A4-A8; l’obserateur à 

entrée incconnue d’ordre réduit dépendant du retard (4.3) est asymptotiquement stable si 

et seulement si les conditions suivantes sont remplies:  

1) Il existe une matrices R 0> , satisfaisant L’inégalité matricielle linéaire (4.24), 

3) Les matrices Z, iG , N, L, J, E et H sont données par: 
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( )

( ) ( )( )
( )

( )

( )
( )

( ) ( )

1 s p 2 1 2 1

i s q 1 i

1 1 2 20 14 0 13

1 10 21

1

1

P 1 1 1 1

1 2 q s p

p 2 1 1 1 1 2 p s p

Z I D C D C ,

G 0 Z B i 1 k,

N Z A A C C N ,

L Z A C ,

J ZFA C ,

C
E ,

I C C C C

C C 0
H ,

I C C C C C C 0

+

´

´

+

+

+

+

+

+
´ -

+

´ -

= -

é ù= " =ë û

é ù= -
ë û

=

=

é ù
ê ú=
ê ú-ë û

é ù-
ê ú=
ê ú- +ë û

1 k,

)C C N)+C CC C )1 1 2 21 1 2 )C C N)1 1 21 1 2 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 21 1 2 )C C N)
1 11 1C ,1 11 11 11 1

+

ù
1C+
1C ù
1C

,
ú( )( )C C C C( )( ) û( )P 1 1 1 1P 1 1 1 1( )P 1 1 1 1P 1 1 1 1P 1 1 1 1P 1 1 1 1( ) úú

1 11 11 11 1C C C C( )P 1 1 1 1P 1 1 1 1P 1 1 1 1P 1 1 1 1P 1 1 1 1P 1 1 1 1P 1 1 1 1( )
C C1 21 21 21 2
+
1 21 21 21 2C C1 21 21 21 2C C1 21 21 21 21 21 21 2

( )( )C C C C C C 0( )+CC ( )p 2 1 1 1 1 2p 2 1 1 1 1( ) p s pp s p(C C C C C 0( )p 2 1 1 1 1 2p 2 1 1 1 1 2p 2 1 1 1 1p 2 1 1 1 1( ) ´ -´ -(p s pp s pp s pp s p(C C C C C 0( )CCp 2 1p 2 1p 2 1p 2 1p 2 1p 2 1p 2 1CC

                                                                 (4.31)

                        

 

Lorsque les matrices ( ) ( )s s p s s p
2 2Z et N´ - ´ -Î ÎR R sont choisies arbitrairement, 

p q p p
1 2C et C´ ´Î Îp q p p
1 2C p q pp q p
1 21 2

´ ´p q pp q pp q pp q pp q pp q pÎp q pp q p
1 21 2et Cp q pp q pp q pp q p
1 21 21 21 2R R sont des sous-matrices de la matrice C, et 2 s p 2D I D .´=  

Preuve :  

En utilisant les équations (4.29) et (4.30), la quatrième équation de (4.25) devient : 

1 2 s qZ D 0 ,´=
                                                                                                               

(4.32) 

Pour calculer la matrice 1Z  à partir de cette équation, on peut choisir : 

1 s p 1 1Z I TC´= + ,                                                                                                          (4.33) 

avec s p
1T ´ÎR  une matrice inconnue à calculer. De plus la notation 2 s p 2D I D ,´= on 

obtient ( )1 2 1 2T D C D ,
+

= -  où ( )1 2C D
+

 
est le pseudo-inverse généralisée de 

( )1 2C D , donnée par  ( ) ( ) ( ) ( )
1T T

1 2 1 2 1 2 1 2C D C D C D C D .
-+ é ù= ë û

Selon l'hypothèse A5 et du 

fait que la matrice 1C  est de rang plein, on peut conclure que ( )1 2rang C D q,= et le 

pseudo-inverse généralisé de ( )1 2C D peut toujours être obtenue. 
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L’équation (4.33) peut s’écrire comme suit : 

( )1 s p 2 1 2 1Z I D C D C ,
+

´= -                                                                                           (4.34) 

et la matrice ( )s s p
2Z ´ -ÎR  est choisie arbitraire.  

En utilisant l'expression de la matrice Z, la troisième équation de (4.25), on obtient 

l’expression du matrice iG .  

Nous choisissons arbitrairement les matrices 12N et 22N , par conséquence, la matrice 

2N  
est choisie arbitrairement. En utilisant la forme de la matrice C donnée dans (4.29) 

et (4.30), c’est-à-dire [ ] [ ],C
~

C
~

0CC 21qp1 == ´  la première équation de (4.25) peut être 

écrite sous la forme d’un système matriciel comme suit : 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )ï
ï
ï

î

ï
ï
ï

í

ì

=+-

=+-

=+-

=+-

´-

´-

´

´

;0C
~

LAZN

,0C
~

LAZ

,0C
~

LAZN

,0C
~

LAZ

pqs222202121

qqs1221021

pq212201111

qq1121011

                                                                        (4.35) 

         En résolvant le système (4.35), on obtient: 

( )( ) ( )

( )( ) ( )

11 11 0(22) 1 2 1 11 10 21 0 21

21 21 0(22) 1 2 2 21 10 21 0 21

N Z A A C C , L Z A C ,

N Z A A C C , L Z A C ;

+ +

+ +

= - =

= - =

) 11 1)1 2 1 11 11 2 1 11 1) (C C , L Z A C ,) ( )1 2 1 11 11 2 1 11 1) ( )1 2 1 11 11 2 1 11 11 2 1 11 11 2 1 11 1) (
+ ++ +)C C , L Z A C ,C C , L Z A C ,)C C , LC C , L)1 2 11 2 11 2 11 2 1)

) 21 121 1)1 2 2 21 11 2 2 21 1) (C C , L Z A C ;C ;) ( )1 2 2 21 121 11 2 2 21 121 1) ( )1 2 2 21 11 2 2 21 11 2 2 21 11 2 2 21 1) (
+ +)C C , L Z A C ;C ;C C , L Z A C ;C ;)C C , LC C , L)1 2 21 2 21 2 21 2 2)

                                                  

(4.36)   

en ayant à l'esprit que
 
p q³ , il en résulte que 1C

~
 
est une sous-matrice de la matrice non 

singulière ;C1   alors on en déduit que la matrice 1C
~

 
est de rang plein c’est à dire

 

( )1rank C q.=)1C qC q.)1C qC qC qC q  

En résolvant la deuxième équation dans le système (4.25), nous obtenons : 

( )1J ZFA C+= .                                                                                                           (4.37) 

En utilisant (4.29) et (4.30), la cinquième équation dans le système (4.25) peut être 

transformée en un système matriciel comme suit : 
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1 1 q

1 2 11 q p

2 1 p q

2 2 21 p

E C I ,

E C H 0 ,

E C 0 ,

E C H I ;

´

´

ì =
ï

+ =ïï
í

=ï
ï

+ =ïî

1 1 qE C I ,I ,1 1 q1 1 q1 1 q1 1 q1 1 q

1 2 11 q pE C H 01 2 11 q p1 2 11 q pH 0H 01 2 11 q p1 2 11 q p1 2 11 q p1 2 11 q p1 q p

2 1 p qE C 0 ,2 1 p q2 1 p2 1 p q

2 2 21 pE CE C H IH I2 2 22 2 21 p1 p2 2 22 2 21 p1 pH IH IH IH I2 2 22 2 21 p1 p2 2 22 2 21 p1 p2 2 22 2 21 p1 p2 2 22 2 21 p1 p

                                                                                           (4.38) 

A partir des deux premières équations du système (4.38), on obtient : 1 1E C+=1 1C1 11 1
+

 et 

11 1 2 1 2H E C C C+= - = -2 1 2C C C2 1 22 1 2
+CCC CC ; d'autre part, la matrice 2E  est calculée à partir de la troisième 

équation du système (4.35) comme suit : 

2 p 2 1E I T C ,= +                                                                                                            (4.39) 

où p p
2T ´ÎR  est une matrice inconnue à calculer. Car p p

1C ´ÎR
 
est une matrice non 

singulière et ( ) ,qC
~

rank 1 =  
on obtient : ( ) ,qC

~
Crank 11 =  

c'est-à-dire ( )11C
~

C
 
est une matrice 

de rang plein colonne. On obtient successivement: ( )2 1 1 1T C C C
+

= - ( )2 1 1 1(C C C(2 1 12 1 1( +
 et 

( )2 p 1 1 1 1E I C C C C
+

= - ( )2 p 1 1 1 1( )C C C C( )2 p 1 1 1 11 1 12 p 1 1 1 11 1 1( )+ . De la quatrième équation du système (4.38), nous obtenons 

( )12 p 2 1 1 1 1 2H I C C C C C C
+

= - + ( )2 1 1 1 1 2( )C C C C C C( )2 1 1 1 1 22 1 1 1 1 2( )+C2 1 12 1 12 1 12 1 1 ; par concaténation des matrices 

( ) ( )1 2 11 21 12 22q s p p s pE , E , H , H , H 0 et H 0´ - ´ -= = , les deux dernières équations (4.31) sont 

obtenues. 

Maintenant, la démonstration du théorème 4.5 est complète. 

Algorithme 4.2 – Conception de l’observateur à entrées inconnues d’ordre réduit  

Etape 1: En tenant compte du système (4.1), vérifier les quatres hypothèses A4-A8. 

Etape 2: La matrice F  de l’équation (4.29) est choisie; les matrices  

,E,J,L,H,N,D,C,A,A 10 et Z ont partitionnées selon (4.29) et (4.30). Les matrices 

12 22Z et Z , et par suite suite la matrice 2Z , sont choisies abitraires; les matrices Z et 

iG i 1 k" = k
 
sont obtenues en utilisant la relaion (4.31). 

Etape 3: Les matrices 12 22N , N  et par suite la matrice 2N  sont choisies de manière 

arbitraire; en résolvant le système (4.35) par rapport à 11 21N , N , 1 2L , L , ces quatre 

matrices sont obtenues en utilisant (4.3); ensuite les matrices N, J et L  sont calculées en 
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utilisant (4.31). Les matrices E et H  sont calculées en résolvant le système (4.38). 

Etape 4: En utilisant la matrice calculée ci-dessus ,N  on vérifie s'il existe une matrice 

n nR ´ÎR  symétrique définie positive qui verifie (4.24); la matrice N  a été obtenue 

correctement; sinon, les étapes 2 à 4 sont répétées jusqu'à ce que cette condition soit 

remplie. 

Etape 5 : L’observateur décrit par les équations (4.3) est complètement conçu et 

l’historique temporel des états estimés du système peut être obtenu. 

4.5. Application 

Le processus à quatre réservoirs décrit au premier chapitre est utilisé pour montrer 

l’efficacité des algorithmes d’estimation d’état proposés dans ce chapitre.  

Pour les résultats de simulation les matrices associées au  modèle (4.1) pour le cas 

particulier où k = 1, ou encore du modèle (1.9) décrit au premier chapitre, sont données 

par [Ben Warrad et al., 2018b]:  

( )
( )

0 0

1 1

1

2

1 0.10422

1 0.10421

0.1113 00.0021 0 0 0

0 0.0021 0 0 0 0.1042

0 0 0.0424 0 0 0
0 0 0 0.0424 0 0

0 00 0 0.0424 0

0 00 0 0 0.0424

00 0 0 0

00 0 0 0

A , B ,

A , B .
-g ´

-g ´

´ g-

- ´ g

-

-

é ùé ù
ê úê ú
ê ú= =ê ú
ê úê ú
ê úê úë û ë û

é ùé ù
ê úê ú

= = ê úê ú
ê úê ú

ê ú ê úë û ë û  

 
0.5 0 0 0

C
0 0.5 0 0

é ù
= ê ú
ë û

, 
T 10 20 12 15

D .
23 28 30 36

-é ù
= ê ú- -ë û

  

Ces dernière matrices ont été obtenues pour le paramètres physiques suivants  du 

processus à quatre reservoirs décrit au premier chapitre par (1.9) tels que: 
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2

1
1 2 3 4

1 2 3 4

2
i0

1
1 2 1

2

3
3 4 3

1 2

D
A A A A

2

avec D D D D 9 2cm

h
h 50cm h 25cm g 981 cm s

2
d

a a avec d 0 2cm
2

d
a a avec d 0 9

2

k 7 39 k 6 92

max
max

,

. ,

, , ,

. ,

.

. , . .

p

p

p

-

æ ö= = = = ç ÷
è ø

= = = =

= = = = ×

æ ö= = =ç ÷
è ø

æ ö= = =ç ÷
è ø

= =  

On prendra aussi : 

1 20.333, 0.307.g = g =  

1 2 35s, 2s, 4s.t = t = t =  

Pour les observateurs à entrées inconnues, le vecteur des conditions initiales est pris tel 

que : 

 ( ) [ ]Tx 0 4 4 6 5 ,= - -
 

Le gain de contrôle (4.5) a été tiré de la bibliographie [El Haoussi et al., 2011] : 

0.1603 0.1765 0.0795 0.2073
K

0.1977 0.1579 0.2288 0.0772

- - - -é ù
= ê ú- - - -ë û  

4.5.1. Implémentation de l’observateur à entrées inconnues d’ordre plein  

L’application de l’Algorithme 4.1 donne: 

0 1

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0.032 0.032 1 0 0.046 0.01 0 0.072

1.54 0.02 1.54 0.020 0 1 0.057 0.06 0.074 0

1 0 0 0

0 1 0 0

1 1 0.0424 0

1 1 0 0.0424

0
E ,P ,G ,G ,

1.264 1.26

N

-

-

- - -

- - - -

-

-

-

-

é ù é ù é ù é ù
ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê ú= = = =
ê ú ê ú ê ú ê ú
ê ú ê ú ê ú ê úë û ë û ë û ë û

é ù
ê
ê=
ê
êë

0 0 0 0

0 0 0 0

0.05 0.013 0.043 0.095

0.06 0.08 0.025 0.017
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4.5.2.  Implémentation de l’observateur à entrées inconnues d’ordre réduit 

dépendant du retard  

Pour l’application de l’Algorithme 4.2, nous fixons n = 4, m = 2, p = 2, q = 2, s = 3. Les 

résultats de simulation donnent les resultats suivants: 
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La figure 4.1 montre l'efficacité de deux observateurs (4.2) et (4.3) conçus pour le 

processus à quatre resevoirs en boucle fermée pour lesquelles les variables 1 2h et h  

(variation des niveaux d'eau dans les réservoirs 1 et 2) sont mesurées et seules les 

variables 3 4h et h  (variation des niveaux d'eau dans les réservoirs 3 et 4) sont estimées. 

Les nouvelles procédures de conception des obsarvateurs d’odre plein et d’ordre réduit 

sont également efficaces car elles peuvent être réalisées selon  des algorithmes bien 

determinés qui assure la stabilité asymptotique. Le principal avantage de la nouvelle 

procédure de conception d’observateur d’ordre réduit pour le système à multiple retards 

proposé est la dimunuation du nombres des capteurs nécessaires et par conséquent le 

nombre de pannes qui peuvent en découler. 
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Figure 4.1- Estimation des états du processus à quatre réservoirs via les observateurs à 

entrées inconnues d’ordre plein et d’ordre réduit 

 

 

4.6. Conclusion 

Dans ce chapitre nous avons proposé deux approches d’observateurs à entrées inconnues 

pour les systèmes linéaires à retards multiples: un observateur à entrées inconnues d'ordre 

complet et un un observateur à entrées inconnues d'ordre réduit. Le processus à quatre 

réservoirs a été utilisé comme référence pour prouver l'efficacité des nouveaux 

algorithmes d'observateur pour le cas du modèle à non minimum de phase.
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Les travaux présentés dans ce mémoire apportent une contribution aux problèmes 

d’estimation d’état des systèmes linéaires à temps continu à retards multiples soumis à 

des entrées inconnues pour lesquels très peu de résultats sont disponibles. Pour résoudre 

ce problème difficile, plusieurs algorithmes ont été proposés dans le cadre de cette thèse 

pour des observateurs dépendants et indépendants des retards. Des solutions pour des 

observateurs d’ordre plein et aussi d’ordre réduits contrôlés via des lois de commande 

tenant compte des retards multiples ont été aussi proposés. Toutes les approches 

théoriques proposées ont été validées sur un benchmark.   

Quoique les contributions présentées dans le cadre de ces travaux de thèse semblent être 

à caractère théorique, les retombées sur un plan industriel sont certaines. Pour ce faire, 

nous nous sommes intéressés à la modélisation et l’application de tous les résultats 

théoriques développés dans le cadre de cette thèse sur un processus à quatre réservoirs 

pour le cas du modèle à non minimum de phase intégrant des retards sur les états et 

aussi sur les entrées. Ce choix nous a permis d’illustrer l’application de nos résultats sur 

des systèmes multivariables intégrant les effets néfastes des zéros à non minimum de 

phase et des retards multiples. 

Pour la modélisation des systèmes multivariables intégrant plusieurs retards et pour des 

objectifs de synthèse d’observateurs robustes, nous avons eu recours à la méthode de 

collocation orthogonale qui nous a permis de transformer le modèle de dimension 

infinie du système retardé décrit par un ensemble d’équations à dérivées partielles à un 

modèle de dimension finie régit par un système d’équations à dérivées ordinaires. Une 

nouvelle représentation d’état a été proposée dans ce sens et nous a permis d’apprécier 

la simplicité de la mise en œuvre de la méthode de collocation orthogonale malgré 

l’exigence du respect de certaines règles. 

En se basant sur la nouvelle représentation d’état, deux approches d’observateurs à 

entrées inconnues ont été conçues : l’une dépendante des retards et la seconde 

indépendante des retards. Les conditions de convergence et de stabilité asymptotique 

des observateurs à entrées inconnues ont été formulées ainsi que les algorithmes de 

synthèse des deux observateurs. 

 L’une des principales contributions de cette thèse est la synthèse d’observateurs à 

entrées inconnues d’ordre plein mais aussi d’ordre réduit dépendants du retard à base de 

contrôleurs synthétisés pour des systèmes à multiples retards. Les preuves de stabilité 
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des observateurs ont été bien établies ainsi que les algorithmes de synthèse de ces deux 

observateurs. 

Dans le cadre de cette thèse seul le problème de la robustesse des observateurs par 

rapport aux entrées inconnues été considéré pour élaborer des observateurs à entrée 

inconnues d’ordre plein et d’ordre réduit. Nous avons considéré que des perturbations 

externes qui sont des entrées inconnues. Le cas des perturbations internes qui entrainent 

à des variations paramétriques ou à des retards variables sont considérés dans travaux 

ultérieurs. De plus des études complémentaires avec des observateurs à mode glissant 

feront aussi l’objet des projets ultérieurs. De plus la validation expérimentale sur des 

systèmes réels reste un point important à explorer. Par ailleurs, un autre problème lié au 

la mise en œuvre pratique peut survenir, celui de l discrétisation et d’échantillonnage du 

système. En effet, toute l’étude à été basée sur des systèmes continus.  
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Annexe A 

 

Démonstration 

 Soit le vecteur d'erreur d’estimation défini par : 

( ) ( ) ( )ˆe t t t= c -c( ) (ˆe t t t( ) (ˆ= c(t tt t(
                                                                                                         

(A.1) 

En utilisant la deuxième équation de l’observateur (3.4) le vecteur d’erreur d’estimation 

s’écrit sous cette forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e t t Ey t Qr t t t I EC t Qr t= z - - -c = z - + c -)))) EE) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Qr t(c z c( ) ( ) ( ) ( ) (z( ) ( ) ( ) ( ) ( )t t t I EC tt t t I EC t( ) ( ) ( ) ( ) ( )Ey( ) ( )( )e t( )= z ( )( )z ( )z ( )tt( ) ( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (( ) (y t Qry t Q( ) (
                             (A.2) 

La dynamique du vecteur d'erreur d'estimation est donnée par cette égalité : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )e t t I EC t Qr t= z - + c -( ) ( ) ( ) ( ) ( )r t( )e t( ) = z (t Qr t(( ) ( c -t Qt Q- +) (t I ECECt I ECEC) () () (t It I) ((= z= z (((= z ( t It I( ) ( )) ( )) ( )c -c -) ( )EC t Qt QEC t Qt Q) ( )                                                                                (A.3) 

En utilisant les équations (3.2) et (3.4), la dynamique de l'erreur d'estimation devient : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e t N t Ly t Gu t I EC t Qr t= z + + - + c -( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )e t( ) = NN )( ) ( ) ( ) ( )( )zNN ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Qr t(( ) - + c -( ) ( ) ( )t I EC tt I EC t( ) ( ) ( )+( )t Lyt L( )z ( ) (( ) (( ) (( ) (+( ) (y t Guy t G( ) (
                                                     

(A.4) 

D’autre part, en remplaçant la première équation du système (3.2) dans l’équation 

(A.4) :  

                                

(A.5) 

En utilisant l’équation (A.2), l’équation (A.5) peut s’écrire sous cette forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

e t N e t I EC t Qr t Ly t Gu t

I EC A t Bu t Dd t Qr t

= + + c + + +

- + c + + -

( )) ( ) ( ))) ( ) ( )) ( )EC t Qr t Ly t Gu t) ( ) ( )) (EC t Qr t LyEC t Qr t Ly) ( ) ( ))( ) ( ) ((( )e t N e( ) N eN e( ) ((N eN e t It I ECEC( ) (N e t I ECECN e t I ECEC( ) ((N e(N eN e( ECECEC ( ) (( ) (( ) (Ly t Gu t( ) (Ly t GLy t G( )

) ( ) ( ) ( )( )t Bu t Dd t Qr t( ) ( )I EC A )( ) ( ))t Bu t Dd t Qt Bu t Dd t Q( ) ( )I EC AI EC A )) ( )(C A t B( )C A)( c +( ))(C A t BC A t B( )C AC A)( ( )( )r t(                                                    (A.6) 

L’équation (A.6) peut s’écrire sous cette forme : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

e t Ne t N I EC LC I EC A t G I EC B u t

I EC Dd t Q r t Nr t .

é ù é ù= + + + - + c + - +ë û ë û

é ù- + - -ë û

( )é ùé ùI EI EC LC LI EI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC Lë û ë ûë û) ( ) ( ) ( )+ ++ ++ ++ +I EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC LI EC LC L ( )B u t(é ù é ùé ù) ( ) ( ) ( )C LC I EC A t G I EC B uB uC LC I EC A t G I EC B uB u) ( ) ( ) ( )C LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G I) ( ) ( ) (ë û ë ûë û) ( ) ( ) ( )EC B uB uEC B uB u)EC B uB uEC B uB uEC B uB uEC B uB u)+ + - + c + - ++ + - + c + - +) ( ) ( ) (C LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G I) ( ) ( ) (C LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G IC LC I EC A t G I) ( ) ( ) (( ) ( ) ë û(( )e t Ne( ) = +NeNe( )( )t Nt N( ) é ùé ù(t Nt N I EI Et Nt N I EI E(= +( )t Nt N( )t Nt N I EI Et Nt N I EI Et Nt N I EI Et Nt N I EI E(ë û((t N I Et N I Et N I Et N I E(t N I Et N I Et N I Et N I Et N I Et N I Et N I E(((NeNe(= +(NeNe(

Q r t Nr t .) ( )I EC Dd t Q rI EC DC D é ùé ùQ rQ rQ rQ ré ùé ù( )r tr t( )I EC Dd t Q rI EC Dd t Q rë û( )r tr t( )ë ûë ûQ rQ rQ rQ r r tr tr tr t( )Q rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ rQ r) ( )C Dd t) ( )) ( )C DC Dd td t) ( )C Dd tC Dd t) ( ) ë ûë û( ) (é ùé ù( ) (Q r t Nr tQ r t Nr t( ) (ë û( ) (Q r t Nr tQ r t Nr t( ) (Q r t Nr tQ r t Nr tQ r t Nr tQ r t Nr t( ) (Q r t NQ r t NQ r t NQ r t NQ r t NQ r t NQ r t N( )
                   (A.7) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )e t N t Ly t Gu t I EC A t Bu t Dd t Qr t= z + + - + c + + -( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )e t N tN t( ) = z= zN tN tN tN t ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )Dd t Qr t( )) (( ))Dd t QDd t Q( ))( )= zN tN t( ) ( ) ( ) ( ) ( )(C A ( ) ( )t G C A( ) ( ) ( )( c +( ) ( )( ) ( ) ( )(C A t Bu tC A t Bu t( ) ( )N t LyLy t Gu t I EC AN t LyLy t Gu t I EC A( ) ( ) ( )(= zN tN t ( ) (( ) (( ) (t G( ) (( ) (LyLy t Gu tLyLy t Gu t( ) (
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Annexe B 

Commande du système à retard 

Lemme B.1 [El Haoussi et al., 2011] : 

 Le système décrit par (4.1) est asymptotiquement stable s'il existe des matrices 

symétriques positives définies T T T
j j j jP P 0, Q Q 0, R R 0,= > = > = >T T T
j j j jP P 0, Q 0, R R 0,T T TT T T
j j j jj j jR RR RT T TT T TT T TT T T
j j j jj j jj j jj j jP 0, QP 0T T TT T TT T TT T T
j j jj j jQ j j jj j jj j jj j j

T T TT T TT T TQ Q 0, RQ Q 0T T TT T TT T TT T T
j j jj j jj j jj j jj j jj j jj j jj j j  

des
 
matrices de 

dimensions appropriées  1 1j 2 jX ,V ,V and U
 

et un scalaire a telle que la condition 

suivante est vérifiée : 

11

21 22

31 32 33

41 42 44

51 52 55

T T
1 11 1 21 1 1

T T
2 12 2 22 2 2

T T
3 13 3 23 3 3

* * * * * * *

* * * * * *

* * * * *

0 * * * *
0;

0 0 * * *

V 0 V 0 0 R * *

V 0 0 V 0 0 R *

V 0 0 0 V 0 0 R

yé ù
ê úy yê ú
ê úy y y
ê ú
y y yê úy = <

ê úy y y
ê ú
t t -tê ú
ê út t -t
ê ú
t t -tê úë û

R *1 11 1R *1 11 11 11 1R *

R *2 22 22 22 2R2 22 22 22 22 22 22 22 2R
ú
úR
úú
û3 33 3 úú3 33 33 33 33 33 33 33 3R3 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 33 3                     

(B.1)

       

 

où 

 

T T T T T
11 0 1 1 0 1 2 3 11 11 12 12 13 13

T
21 1 0 1

T
22 1 1 1 1 2 2 3 3

T T
31 11 21 1 1

T
32 1 1

T
33 21 21 1

T T T
41 12 22 0

T T
42 0

T
44 22 22 2

51

A X X A Q Q Q V V V V V V

P X A X ,

X X R R R ,

V V X A ,

X A ,

V V Q

V V u B

u B ,

V V Q ,

y = + + + + + + + + + +

y = - +a

y = -a -a + t + t + t

y = - + +

y = a

y = - - -

y = + +

y = a

y = - - -

y

1 2 3 11 1
T T TT T TT T T

1 2 3 11 11 2 3 11 1Q Q Q V VQ Q Q V VT T TT T TT T TT T T
1 2 3 11 11 2 3 11 11 2 3 11 11 2 3 11 1

1 1 11 1 1 2 2 32 2 3 3R R R ,2 2 3 32 2 3 31 1 1 2 2 31 1 1 2 2 3R RR R1 1 1 2 2 31 1 1 2 2 31 1 1 2 2 31 1 1 2 2 3

1Q

2Q ,2

T T T
23 13 1

T T
52 1

T
55 23 23 3

V V u B ,

u B ,

V V Q

= -

y = a

y = - - - 3Q33                          

(B.2) 
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La matrice de gain du retour qui stabilise le système est donnée par (4.4) avec 

T
1K UX-= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 


