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Introduction

1 Les aimants et leurs applications

Les premiers aimants ont été découverts dans I’Antiquité en Magnésie, région de la
Grece, dont le nom est 'origine du mot magnétisme. La premiere application des ai-
mants a été la navigation avec la boussole magnétique dont le premier modele, nommé,
fleche du sud (figure 1) a été développée en Chine vers 200 av. J.-C (Shu-hua, 1954).
Elle est constituée d’une cuillere magnétisée dont la pointe indique le sud. Cependant,
elle n’a été utilisée pour la navigation qu’a partir du XI¢ siecle par manque de connais-
sances sur le champ magnétique terrestre (Merrill, 1983). Plus tard, vers le XIX® siecle,
Maxwell réussit a faire une synthese des différentes lois de 1’électromagnétisme, per-
mettant une meilleure compréhension du phénomene. Cela a diversifié les domaines
d’application des matériaux magnétiques aux XIX® et XX¢ siecles.

FIGURE 1 — Boussole fleche du sud (réf : Smith College Museum of Art)

Tentons de donner ici une description et une définition d’un aimant. Il s’agit d’un
volume matériel ferromagnétique aimanté. La magnétisation d’un aimant est caractéri-
sée par 'aimantation qui est la densité volumique du moment magnétique. Ce dernier
est appelé moment car il quantifie le moment que I’aimant subit dans un champ magné-
tique. Le moment magnétique détermine également l'intensité du champ magnétique
créé par un aimant. Un matériau magnétique est spontanément divisé en plusieurs ré-
gions, qu’on appelle domaine de Weiss (Michel et al., 2000). Dans chaque domaine de
Weiss, les moments magnétiques spontanés des cristallites ferromagnétiques sont ali-
gnés et dirigés dans le méme sens. La fabrication d’un aimant revient donc a aligner les
aimantations de ces domaines de Weiss en utilisant un champ magnétique intense de
sorte que le volume entier soit aimanté dans le méme sens. Dans le cas des aimants per-
manents que nous considérons dans cette these, des matériaux ferromagnétiques durs
sont utilisés car leurs aimantations sont stables dans le temps et vis-a-vis des champs
extérieurs, contrairement au cas des métériaux ferromagnétiques doux (Michel et al.,
2000).
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FIGURE 2 — Controle du rotor sans contact avec des électroaimants (réf
http://www.synchrony.com/knowledge /how-magnetic-bearings-work.php).
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FIGURE 3 — Fluide magnétorhéologique : (a) avant 'application d’un champ magnétique et
(b) apres I’application.

De nos jours, les aimants sont présents dans divers domaines scientifiques et indus-
triels. En médecine, on retrouve les aimants dans les appareils d’imagerie par résonance
magnétique (IRM) (Schenck, 1996; Black et al., 1997). A Téchelle microscopique, des
nanoparticules magnétiques sont utilisées pour le transport de médicaments a un en-
droit précis dans le corps (Ito et al., 2005; Alexiou et al., 2000) ou pour la séparation des
cellules biologiques comme les érythrocytes dans le sang (Haik et al., 1999; Zborowski
and Chalmers, 2011).

Les forces attractives et répulsives exercées par les aimants ont la particularité
d’étre des forces sans contact physique. Cet aspect est exploité dans certains types de
moteurs pour suspendre le rotor. La figure 2 représente un moteur composé de quatre
électroaimants fixés au stator permettant de suspendre le rotor. Cette technique de
controle, qu’on appelle active magnetic bearing, permet de négliger le frottement lié au
contact entre le stator et le rotor (Bleuler et al., 2009). Des systemes PMB, Passive
Magnetic Bearing, existent également ot des aimants permanents sont fixés a la fois
sur le stator et sur le rotor de sorte que les deux pieces se repoussent et soient toujours
a la méme distance I'un de autre (Hamler et al., 2004). L’avantage de ce systeme est
de ne pas consommer d’électricité pour fonctionner mais il est limité par le poids et la
dimension du rotor.

Les propriétés des fluides intelligents peuvent étre controlées par 'application de
contraintes mécaniques ou thermiques, ou par des champs électriques ou magnétiques.
Parmi les fluides dont les caractéristiques peuvent étre controlés par un champ magné-
tique, les fluides magnétorhéologiques utilisant des particules ferromagnétiques ont été
inventés dans les années 1940 (Jacob, 1951). Ces derniers sont composés d'un fluide
porteur, par exemple de I'huile, dans lequel des microparticules ferromagnétiques sont
plongées. Le principe de fonctionnement d’un fluide magnétorhéologique est représenté
sur la figure 3. Lorsqu’il est soumis a un champ magnétique, les particules s’alignent
suivant la direction du champ, ce qui limite leur mouvement donc le mouvement du
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fluide. Ce phénomene se traduit notamment par I’augmentation de la viscosité du fluide.
La capacité de I'opérateur de controler leurs viscosités grace a un champ magnétique,
jusqu’a obtenir un solide viscoélastique, les fluides magnétorhéologiques sont tres uti-
lisés dans les amortisseurs, actionneurs et freins (Du et al., 2005; Seong et al., 2011;
Dyke et al., 1996).

Pour comprendre la physique des fluides magnétorhéologiques ou la dynamique des
nanoparticules utilisées en biologie ou en médecine, nous avons besoin de comprendre le
comportement collectif de particules. Jolly et al. (1996) ont développé un modele quasi-
statique décrivant le comportement des particules magnétiques en prenant en compte
leurs interactions et l'effet d’'un champ magnétique extérieur. D’autres travaux s’in-
téressent également aux assemblages de particules magnétiques a différentes échelles.
A TDéchelle microscopique, les études sont réalisées majoritairement sur les particules
sphériques. Le regroupement de spheres microscopiques, induit par leurs interactions
magnétiques, a été étudié par Wilson et al. (2009). L’influence de contraintes ther-
miques sur le regroupement de ces particules est traitée par Pastor-Satorras and Rubi
(2000). Toujours a ’échelle microscopique, la dynamique des assemblages de particules
a été étudiée en présence d'un champ magnétique tournant a diverses fréquences de
rotation (Babataheri et al., 2011; Melle et al., 2002; Cebers, 2005).

A Téchelle macroscopique, 'aménagement d’aimants sphériques de différents ni-
veaux d’aimantation a été mis en évidence par Stambaugh et al. (2004). Les auteurs
ont montré que les aimants de faible aimantation se placent autour des groupements
d’aimants de forte aimantation. La statique de différentes formes d’assemblages de par-
ticules sphériques a été également étudiée par Vella et al. (2013) et Vandewalle and
Dorbolo (2014). En fonction du nombre d’éléments, la structure est plus stable sous la
forme d’une chaine ou d’'un anneau. Pour d’autres géométries d’aimants, plus difficiles
a modéliser, la statique d’un groupe de particules est caractérisée en calculant analyti-
quement les énergies d’interaction entre aimants (Beleggia and De Graef, 2005; Vokoun
and Beleggia, 2014). Dans la littérature, la dynamique de structures discrétes compo-
sées d’aimants de géométries différentes de la géométrie sphérique est tres peu étudiée
a cause de la complexité de I'énergie d’interaction entre des particules non-sphériques.
C’est a ce systeme que nous nous intéressons dans cette these.

2 Instabilité de flottement en interaction fluide struc-
ture

Une des applications visées par cette these est la récupération d’énergie a partir du
flottement d’une structure composée d’aimants. Le phénomeéne de flottement est une
instabilité dynamique, créée par les réactions aérodynamiques exercées sur la struc-
ture. Cette instabilité engendre un mouvement auto-entretenu du systeme qui oscille
périodiquement a une tres grande amplitude, ce qui peut engendrer de la fatigue voire
la destruction des structures. Pour cette raison, le seuil de flottement est un critere
important lors de la conception des ailes d’avion (Guo, 2007), des missiles dans les
applications militaires (Laurenson and Trn, 1980) ou des ponts (Wilde and Fujino,
1998). L'un des exemples les plus spectaculaires de la destruction d’une structure en
flottement est le pont de Tacoma qui s’est effondré quelques mois apres sa construction
en 1940.

Il est aujourd’hui envisagé d’exploiter les oscillations auto-entretenues de tres grandes
amplitudes créées par ce phénomene dans les systemes de récupération d’énergie. Ceux
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FIGURE 5 — Flottement d’un drapeau piézoélectrique (Pineirua et al., 2015).

utilisant des lames piézoélectriques qui engendrent une tension électrique sous 1’action
d’une contrainte mécanique ont été développés en nombre ces dernieres années. Les
oscillations d’un drapeau piézoélectrique en flottement sont représentées sur la figure
5. Plusieurs études ont été réalisées visant a maximiser la puissance produite par le
flottement d’un drapeau composé de pieces piézoéletriques : en fonction de la vitesse
de I’écoulement (Erturk et al., 2010), en fonction de la géométrie (Pineirua et al., 2015).
Li et al. (2011) ont soumis une plaque piézoélectrique a un écoulement dans la direction
perpendiculaire au drapeau et la puissance générée a été estimée. D’autres matériaux
ont été également utilisés, comme des pieces en IPMC (Ionic Polymer-Metal Compo-
site) qui est un matériau synthétique produisant une tension électrique lorsqu’il vibre
(Giacomello and Porfiri, 2011).

3 L’induction électromagnétique

L’induction électromagnétique est un phénomene physique engendrant une diffé-
rence de potentiel électrique dans un conducteur lorsque ce dernier est soumis a un
champ magnétique variable dans le temps. Cette différence de potentiel électrique est
appelée force électromotrice (f.e.m) car elle est a l'origine du déplacement des charges
électriques induit par la variation temporelle du flux magnétique. L’induction électro-
magnétique est exploitée dans de nombreuses applications de production d’électricité
a petite et moyenne échelle. Par exemple, I'induction magnétique issue d’aimants en
mouvement relatif par rapport a des bobines est utilisée dans les générateurs de courant
alternatif (Binns and Kurdali, 1979), pour la production d’électricité a partir de vibra-
tions a faible fréquence (Kulah and Najafi, 2008), dans des systémes de récupération
d’énergie éolienne (Chalmers and Spooner, 1999) et pour la récupération d’énergie de

4
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FIGURE 6 — Chaine d’aimants cylindriques aimantés selon le diametre.
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FIGURE 7 — Drapeau articulé composé des aimants rectangulaires aimanté selon 1’épaisseur.

drapeaux en flottement composés d’'un matériau conducteur (Tang et al., 2009). Un
drapeau composé d’aimants qui est 1'un des objets d’étude de cette these, peut étre vu
comme un alternateur dont le mouvement relatif des aimants et bobines est différent.

4 Objectifs de la these et organisation du manuscrit

Dans cette these, nous considérons deux systemes discrets composés d’aimants per-
manents au néodyme (NdyFe;4B). Le premier systéme est une chaine d’aimants cylin-
driques aimantés selon le diametre, représentée sur la figure 6. Cette structure discrete
est soumise a la gravité et a un champ magnétique dans la direction longitudinale.
Le deuxieme systeme est un drapeau articulé, composé d’aimants rectangulaires fins
aimantés selon 'épaisseur dans un écoulement hydrodynamique, représenté sur la fi-
gure 7.

Avant d’aborder la modélisation et ’analyse de ces deux systemes, nous avons besoin
de bases théoriques en électromagnétisme. C’est I'objet du chapitre 1. Ainsi, dans ce
chapitre, les équations de Maxwell dans le cas particulier de la magnétostatique seront
développées. A partir de ce formalisme, nous calculerons les énergies d’interactions entre
aimants permanents. La géométrie spécifique d’aimants cylindriques diamétralement
aimantés sera tout particulierement étudiée. Un développement quadratique en sera
extrait, ce qui servira de base au chapitre 2.

Dans le deuxieme chapitre, un modele linéaire de la dynamique d’une chaine d’ai-
mants soumise a la gravité et a un champ magnétique extérieur sera développé en uti-
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lisant l'expression quadratique de 1’énergie d’interaction entre aimants présentée dans
le premier chapitre. Parallelement a ce modele, un modele de poutre continue équiva-
lente sera également développé. Dans la suite, des expériences d’oscillations libres et
forcées de la chaine sous différentes conditions de gravité et de champ magnétique ex-
térieur seront présentées. Nous comparerons les résultats numériques et expérimentaux
et discuterons de I'influence de la gravité et du champ magnétique sur la dynamique de
la chaine d’aimants. A partir des modeles discret et continu, la stabilité d’une chaine
d’aimants cylindriques sera discutée et 'influence du nombre d’aimants sur son com-
portement sera également étudiée.

Dans le troisieme chapitre, un systeme de production d’électricité a partir du flot-
tement d’'un drapeau articulé composé d’aimants rectangulaires sera présenté. Nous
montrerons comment le mouvement du drapeau peut étre converti en une tension élec-
trique aux bornes d’une bobine en détaillant la loi de I'induction électromagnétique. A
partir de cette loi, la force électromotrice engendrée par le drapeau dans une bobine
sera modélisée. Nous comparerons ensuite les résultats du modele aux mesures expé-
rimentales. Une fois le modele validé, 'optimisation numérique de la position et de la
taille de la bobine sera réalisée pour des géométries circulaires et rectangulaires. Nous
discuterons de la configuration optimale des bobines et de son évolution en fonction de
la distance par rapport au drapeau.

A la fin du manuscrit, les conclusions et perspectives de la these seront présentées.



Chapitre 1

Energie d’interaction magnétique
entre deux aimants permanents

1 Introduction

Dans la littérature, I'énergie d’interaction entre aimants cylindriques d’aimanta-
tion selon le diametre n’est pas traitée et celle des cylindres aimantés selon la hauteur
n'est étudiée que depuis quelques années (Vokoun et al., 2012; Vokoun and Beleggia,
2014). Contrairement aux aimants cylindriques, les interactions entre aimants sphé-
riques sont beaucoup plus étudiées car les aimants sphériques ont les caractéristiques
magnétiques identiques aux dipoles magnétiques (Jackson, 1999; Griffiths, 1999) per-
mettant d’avoir une expression facile a introduire dans un modele. C’est la raison pour
laquelle de nombreuses études sont réalisées sur des structures discretes composées
d’aimants sphériques. Par exemple, dans les travaux de O’Donoghue and Cantillon-
Murphy (2013), Vella et al. (2013) et Vandewalle and Dorbolo (2014), la statique d’une
chaine d’aimants sphériques est étudiée a partir du calcul d’énergie d’interaction entre
aimants.

L’approximation dipolaire peut étre faite pour les aimants d’autres géométries mais
elle n’est valable qu’a une tres longue distance. Pour avoir une expression de 1’énergie
d’interaction entre deux aimants sans aucune limitation, des travaux ont été réalisés
sur la formulation exacte de I’énergie d’interaction entre aimants non-sphériques sans
approximation dipolaire. Une expression généralisée de 'énergie d’interaction entre
aimants en utilisant la transformée de Fourier en espace a notamment été développée
(Beleggia and De Graef, 2003; Vokoun and Beleggia, 2014). Ravaud a également proposé
une expression analytique du champ d’un aimant annulaire (2009) qui peut ensuite
servir pour la formulation de I'énergie d’interaction entre deux anneaux aimantés.

Dans ces études, les cylindres aimantés diamétralement ne sont pas traités. Sachant
qu’il est compliqué d’obtenir une expression analytique exacte de 1’énergie d’interaction
entre deux cylindres, nous avons cherché une expression simplifiée de cette énergie sans
approximation dipolaire. Dans le chapitre 2, nous allons nous intéresser a la dynamique
d’une chaine droite d’aimants cylindriques d’aimantation selon le diametre. Cette der-
niere est en équilibre lorsqu’elle est dans sa position droite ou les aimantations des
cylindres sont alignées dans la méme direction et dans le méme sens. Afin d’établir un
modele linéaire décrivant la dynamique de la chaine autour de son équilibre, un dé-
veloppement de I'énergie d’interaction entre deux cylindres en séries de Taylor autour
de cette configuration est présenté dans ce chapitre. En limitant le développement a
I'ordre 2, les équations de Lagrange deviennent linéaires.

7



CHAPITRE 1. ENERGIE D’INTERACTION ENTRE DEUX AIMANTS

Nous présenterons d’abord les notions générales de la magnétostatique nécessaires
a notre application. L’expression générale de 1’énergie d’interaction entre deux aimants
quelconques sera établie. Apres cette formulation générale, I’énergie d’interaction ma-
gnétique entre deux aimants cylindriques aimantés diamétralement ainsi qu’une courte
discussion sur le caractere dipolaire des cylindres seront présentées. Ensuite, le déve-
loppement de Taylor des énergies d’interaction entre deux aimants sera réalisé pour les
cylindres autour de la configuration ou les deux aimants ont leurs aimantations alignées.
Enfin, I'un des termes du développement de I’énergie sera comparé avec 'expérience
pour valider le modele.

2 Notions de magnétostatique

2.1 Equations de Maxwell dans le cadre de la magnétostatique

La magnétostatique des aimants est basée sur la loi de Biot et Savart qui donne
le champ magnétique induit par un courant électrique. Nous montrerons comment
le champ magnétique d'un aimant se déduit de cette loi dans la suite. La formulation
mathématique de la loi de Biot et Savart est la suivante. Soient dl le vecteur élémentaire
d’un fil parcouru par un courant d’intensité I et x’ sa position. Le champ magnétique
élémentaire dB induit par ’élément de courant /dl a une position d’intérét x (figure
1.1) est donné par Griffiths (1999) et Jackson (1999) :

pol dl x (x —x')
Ar |x —x/3

dB =

: (1.1)

ol pp = 47.1077 T.m. A" est la perméabilité du vide. L unité T est le Tesla (kg.A~1.s72)
qui est une unité de mesure de l'intensité d'un champ magnétique.

Pour une densité de courant volumique J(x) parcourant un volume V' (figure 1.2),
I'équation fondamentale (1.1) devient (Grant and Phillips, 2013) :

Ho / x —x /
Bx:—/Jx w XX gy, 1.2
o0 =2 [ 360 % (12)
ou B est le champ magnétique induit par la distribution J. Cette derniere est caracté-
risée par I’équation de continuité (Griffiths, 1999) :
dp

—+V.J=0 1.3
at Y ( )
ou p est la densité de charge électrique et ¢ est le temps. En magnétostatique, on
ne considere que les phénomenes magnétiques stationnaires ou la densité de charge
électrique ne varie pas dans le temps. La distribution de courant J(x) est donc donnée
par :

V.J=0. (1.4)

x —x 1
il v 2 R
x —x/|? <|X—X’|)

permet d’écrire (1.2) sous la forme :

La relation

o Ho J<X,) !
B(x) = 12V x /V S (1.5)

|x
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FIGURE 1.1 — Champ magnétique élémentaire dB induit par un élément de courant Idl.

J(x)

)

FIGURE 1.2 — Densité de courant J(x') sur un volume V' induisant un champ magnétique en
X.

Sachant que la divergence du rotationnel est nulle, la divergence de B(x) est nulle,
ce qui donne 1’équation locale de Maxwell-Thompson :

V.B =0. (1.6)

Cette équation est I'une des équations fondamentales de la magnétostatique. Elle en-
gendre une condition sur les lignes du champs de B. Par définition, le flux magnétique
F a travers un volume V' délimité par la surface fermée S s’écrit :

F:Aan, (1.7)

ol n est le vecteur normal a la surface S. En appliquant le théoreme de Green-
Ostrogradski, ’équation précédente devient :

F:AVBﬂuﬂ. (1.8)

Cette équation montre que le flux entrant est égal au flux sortant de la surface S, ce qui
veut dire qu’il existe autant de lignes de champ de B entrantes et sortantes en chaque
point de I'espace. On peut donc conclure de la premiere équation de la magnétostatique
que les lignes de champ magnétique sont bouclées dans tout I'espace. Un point ou les
lignes de champ partent ou convergent est appelé un pole magnétique, son signe déter-
mine le départ ou l'arrivée des lignes de courant. La premiere équation fondamentale
(1.6) montre donc qu'une source d'un champ magnétique est composé au minimum
de deux poles magnétiques de signes opposés dont ’ensemble est appelé dipole. Plus
généralement, un ensemble de plusieurs poles magnétiques est appelé multipole.

La premiere équation, qui caractérise les lignes de champ, est complétée par la
deuxieme équation fondamentale de la magnétostatique qui décrit le phénomene de
I'induction électromagnétique. La deuxieme équation fondamentale de la magnétosta-
tique est obtenue en calculant le rotationnel de B :

VxB:vavX/;m”dw. (1.9)
Am v |x — x|
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En utilisant I'identité V x V x f= V(V.f) — Vf et les relations

1 1
V(—|=-v (),
|x — x/| |x — x/|

V2< ! >:—47T5(x—x’),

|x — x|

ou V' est le gradient défini suivant x’; le rotationnel du champ est exprimé en fonction
de la densité de courant :
V' .J(x
VXB:,uOJ—l—MO/()dV’ (1.10)
v

dr Jv |x — x|

D’apres I’équation (1.4), la divergence de J est nulle. En supprimant le deuxieme terme
de (1.10), on obtient la deuxieme équation de la magnétostatique :

V x B = poJ. (1.11)

Cette équation correspond a I’équation de Maxwell - Ampeére sans le courant de dépla-
cement de Maxwell. Ce dernier doit étre pris en compte lorsque la source électrique est
mobile.

L’équation (1.11) donne le champ magnétique induit par une densité de courant.
Pour passer au champ magnétique d’un aimant, on exprime B en fonction de deux
grandeurs physiques : 'aimantation M et le champ auxiliaire H. L’aimantation M est
une grandeur vectorielle représentant le comportement magnétique élémentaire d’un
aimant, exprimée en A.m~!. Soit p le moment magnétique d’'un aimant d’aimantation
M et de volume V. M et p sont liés par (Jackson, 1999) :

N:AM@%WC (1.12)

Le champ auxiliaire H est le champ créé par un courant électrique, exprimé en A.m=1,
il est également appelé excitation magnétique. En présence d’un aimant et d’'une densité
de courant J, le champ B s’exprime en fonction de M et H :

B =po(H+M). (1.13)

En absence d’aimants dans le milieu, on a B = poH et la deuxieme équation de la
magnétostatique peut s’écrire en fonction de H :

VxH=1J. (1.14)

L’équation (1.14) est la forme la plus utilisée de la deuxiéme équation de la magnétosta-
tique. Le systeme d’équations de la magnétostatique (1.6) et (1.14) est un systeme dont
la solution générale B (1.2) est déja connue. Cette solution n’est définie que pour un
champ magnétique induit par une densité de courant. Dans les problemes ou le champ
magnétique est uniquement créé par un aimant, il suffit de réécrire les équations (1.6)
et (1.14) sans densité de courant et résoudre les équations pour obtenir B. La formula-
tion et la résolution des équations fondamentales de la magnétostatique dans le cas ou
le champ magnétique est uniquement engendré par un aimant seront détaillées dans la
suite.
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2.2 Approximation dipolaire

L’expression analytique du champ solution B peut étre obtenue a partir de (1.5).
Dans la littérature, au lieu de calculer directement I'intégrale volumique de (1.5), la mé-
thode la plus répandue est de développer le champ magnétique en plusieurs multipoles
et de ne garder que le premier terme dipolaire. Pour le développement multipolaire du
champ, nous nous placons dans le cas ou le point d’observation est suffisamment loin
pour que la source puisse étre considérée comme ponctuelle (|x’'| < |x|). Nous consi-
dérons également que la densité de courant volumique est localisée dans le volume de
la source magnétique V' délimité par la surface S. Sur cette surface, on a la condition
limite J.n = 0 ou n est le vecteur normal a S. Sous ces conditions, le dénominateur
de (1.5) peut étre développé en une série de polynomes de Legendre en utilisant la
relation :

Vs € [—1,+1] — 3 Pu(s) (1.15)

1
V1T =2t 12 =
Les polynomes de Legendre P, sont détaillés dans 'annexe A. La relation (1.15) est
utilisée pour exprimer le dénominateur de (1.5) en puissances de |x| :

1 1 1 > Ix'1\"
=1 x| 1~ x| cosy + (x| /]x])? ,;JP"(COS”) <|X\>
1 xX'x 3 (x'x)” — |x2[x>  5(x.x)° = 3[x]?|x/|2(x.x) 0 1
Sl P 2P 2|x[" <!><4!> ’
(1.16)

ou 7 est l'angle orienté (x,x’). En injectant (1.16) dans (1.2), B a pour expression
développée :

B(x) = M2V x [;'/VJ(X’) v+ /V(X.X/)J(x’) V' + 0 <1>] (1.17)

A [x|* [x?|

Cette équation montre que B est nécessairement le rotationnel d'un champ vectoriel.
Ce champ vectoriel est le potentiel vecteur A vérifiant donc B = V x A. On note
A, la i®m° composante du potentiel vecteur. En se basant sur (1.17), le développement
multipolaire de A; donne :

Ay(x) = 1o ll [ ) Qv+ L [ (xx) ) v+ 0 (1” (L18)

A [ x| [x[* [x?|

ou J; est une composante de J(x’). Le premier terme du développement correspond
au monopole. Commencons par établir une égalité nécessaire pour le calcul de ce
terme. Soient f(x') et g(x’) des fonctions scalaires, le théoreme de flux-divergence
donne (Strauss, 1992) :

/gJ.V’de’+/ fV’.ngV’:/ngJ.ndS’. (1.19)
1% 1%
En développant la divergence de ¢gJ, on obtient :
/gJ.V’de’+/ (fgV'.3 + fIN'g) dV’:/ng.ndS’. (1.20)
1% 1% 5

Sachant que J.n = 0, I'intégrale surfacique est nulle. On a également V'.J = 0. Ces
simplifications meénent a 1’équation suivante :

/V (gI.N'f + fI.V'g) AV’ = 0. (1.21)
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En posant f =1 et g =z, l'intégrale correspondant au monopole devient :
/ Ji(x')dV" = 0.
v

Le terme monopolaire du champ magnétique est donc absent, ce qui est en accord avec
I'interprétation de I’équation (1.6). Physiquement, un monopdle magnétique n’existe
pas d’apres ces calculs et 1'équation (1.6).1

Le deuxieme terme du développement (1.18) concerne le dipole. En choisissant f =
r; et g =z ot 7} et 7 sont des composantes de x', 'égalité (1.21) s’écrit :

/V (aJ; + ;) AV’ = 0. (1.22)

En utilisant cette égalité, le calcul analytique de l'intégrale présente dans le terme
dipolaire donne :

/V (x.x') Ji(x")dV" = Z:/Varja:;(]i(x') dv’,
"1
=5 zj:/vxj (ngj(x’) - mg-Ji(x')) dv’,
1 / / /
= =5 S ey [ (K x I(x)), AV,
ik v

X X /V(x’ X J(x’))dV’] :

(1.23)

(2

ou € est le symbole de Levi-Civita. Dans cette équation, on reconnait le moment
magnétique py d’'une densité de courant (Jackson, 1999) :

1
1 :/ 2 X x J(x)] AV (1.24)
v 2
En comparant cette expression avec I’équation (1.12), aimantation équivalente d'une

distribution de courant Mj peut étre identifiée :

1
M; = §X/ x J(x'). (1.25)
En injectant (1.24) et (1.23) dans (1.18), on obtient le potentiel vecteur dipolaire d'une

distribution de courant J :

Mo b3 X X
Aq(x) = ﬁ I (1.26)

Le calcul de B =V x A donne le champ magnétique dipolaire :

Bd(X) _ @ [3 (“J)AQ}A( — /'LJ]

= £ 7 , (1.27)

ol X est le vecteur directeur unitaire de x. Dans le cas ot le champ magnétique est uni-
quement créé par un aimant permanent, le moment magnétique est purement originaire
d’une aimantation M. En remplacant donc I'aimantation équivalente My par M, nous

1. Cependant Dirac a démontré qu’il est possible d’obtenir des monopdles en piégeant des dipoles
magnétiques (Dirac, 1931). Ces monopoles sont obtenus expérimentalement & travers un arrangement
spécifique des dipoles magnétiques qui les force a induire un champ divergent comme s’ils étaient des
monopdles (Castelnovo et al., 2008). Ce type d’arrangement des particules est appelé ‘spin ice’.
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M,

S

M,

FIGURE 1.3 — Interaction entre deux aimants permanents de géométries quelconques.

obtenons 'expression du champ B, (1.27) créé par un aimant qui s’écrit en fonction du
moment magnétique p de I’équation (1.12). Ici, nous pouvons voir que le moment ma-
gnétique apparait dans le terme dipolaire. Pour cette raison, les moments magnétiques
sont également appelés moments dipolaires. 11 a été démontré que ce champ dipolaire
est identique au champ magnétique d’une spheére uniformément aimantée (Jackson,
1999). Dans ce cas, I’équation (1.27) est valable dans tout 'espace extérieur a I’aimant.
Concernant les termes d’ordres supérieurs au dipole dans le développement multi-
polaire de B, les troisieme et quatrieme termes de (1.16) correspondent aux quadrupole
et octopole. Nous pouvons voir que lorsque l'ordre du développement augmente de 1,
la puissance de |x| diminue de 2 : |x|~?P*1 avec I'ordre du développement p € N+,
Nous nous intéressons désormais a 1’énergie d’interaction entre deux aimants dans
le cadre de 'approximation dipolaire. L’énergie d’interaction entre une particule ponc-
tuelle de moment magnétique p et un champ magnétique B est donnée par (Griffiths,
1999; Jackson, 1999) :
E=—u.B. (1.28)

En remplacant le champ magnétique par celui d'une particule magnétique considé-
rée comme un dipole (1.27), I"énergie d’interaction magnétique entre deux dipoles de
moments magnétiques py et po s’écrit :

Eq= —4/;(;3 (3 (n2-€12) (p1-€12) — po.p1) , (1.29)

ol 7 est la distance entre les aimants et e;s est le vecteur unitaire dans la direction de
I’aimant 1 vers I’aimant 2. Pour un aimant sphérique, tous les termes du développement
multipolaire sont nuls, a ’exception du terme dipolaire. Ainsi (1.29) représente I’énergie
exacte pour la sphere. Pour toutes les autres géométries, F; n’est qu'une approximation
pour r > 1. Dans le paragraphe suivant, nous présentons l’expression de 1’énergie
d’interaction entre deux aimants de géométries quelconques, valable quelque soit la
distance entre les aimants.

2.3 Expression de ’énergie d’interaction entre deux aimants
permanents

Dans cette section, nous nous plagons dans le cas ol deux aimants permanents de
géométries quelconques sont en interaction mutuelle (figure 1.3). Nous considérons que
les aimants ont les aimantations uniformes M; et My respectivement.

L’expression du champ magnétique créé par I'un de ces aimants est d’abord obtenue
a partir des équations de la magnétostatique présentées dans le paragraphe précédent
puis une expression générale de ’énergie d’interaction entre ces aimants est déterminée.
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2.3.1 Champ magnétique créé par un aimant

Les équations fondamentales de la magnétostatique se composent des équations
(1.6) et (1.14) :

V.B =0, (1.30)
VxH=1J, (1.31)

ou B est le champ magnétique et H est ’excitation magnétique créée par une densité
de courant électrique J. Dans notre cas, aucune densité de courant n’existe et B est
uniquement créé par un aimant. On propose deux méthodes pour prendre en compte
cette absence de courant : soit en introduisant directement J = 0, soit en exprimant
la densité de courant équivalente de J créée par un aimant dans (1.31). La premiere
méthode utilise le potentiel scalaire magnétique et la deuxieme méthode passe par le
potentiel vecteur pour le calcul du champ magnétique d'un aimant. Ces deux méthodes
de calcul sont présentées dans la suite.

Potentiel scalaire magnétique

Pour rappel, en un point de ’espace, le champ magnétique B, I'excitation magné-
tique H et 'aimantation M sont liées par 1’équation (1.13). En posant J = 0, I'équation
(1.30) devient :

V.B=puV.(H+M)=0. (1.32)

Dans les aimants permanents, il n’existe pas de densité de courant électrique J = 0.
Dans ce cas, I’équation (1.31) devient :

V xH=0. (1.33)

L’équation (1.33) montre qu’en 'absence de courant électrique, I’excitation magnétique
H dérive d’un potentiel :
H=-Vo, (1.34)

ou ¢ est appelé potentiel scalaire magnétique. En injectant (1.34) dans (1.32), une
équation de Poisson est obtenue :

V20 = V.M. (1.35)

Dans le cas d'un aimant de volume V' délimité par la surface S, M étant alors non nul
uniquement dans le volume V', le systeme d’équations (1.34) et (1.35) a pour solution
analytique :

®(x) = ;T/VM(X/).V/< ! )dV’, (1.36)

[x — x|
ou V' est le gradient défini pour x’. En appliquant le théoreme de divergence a 1’équation
(1.36), l'expression générale de ® est obtenue :

1/ V' M(x') 1 nM()

®(x) = 4

49, (1.37)

|x — x| 4 Js |x — x|

ol le vecteur n est le vecteur normal unitaire sortant & la surface S. A partir du
potentiel scalaire magnétique, il est ensuite possible de déduire le champ induit par
I’'aimant a une position quelconque. En effet, en dehors de 'aimant, nous avons M = 0
donc 'injection de (1.34) dans (1.32) donne :

B = —,V. (1.38)
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Potentiel vecteur

Dans la section 2.2, nous avons montré que le champ magnétique B est le rotationnel
du potentiel vecteur A :
B=V xA. (1.39)

En exprimant H en fonction de B et M d’apres la relation (1.13), I'équation (1.31)

s’écrit :

Ho
En introduisant ’expression (1.39) de B, on a :

VXHIVX(B—M>:O. (1.40)

V x(VxA)=puV x M. (1.41)

En utilisant I'identité vectorielle V x (V x A) = V(V.A)—V?A, I’équation précédente
s’écrit :

V(V.A) — VA = 1o (V x M). (1.42)
Le potentiel vecteur A est défini a un gradient pres. Nous choisissons ici de le définir tel
que V.A = 0. Ce choix correspond a la jauge de Coulomb (Jackson, 1999). On obtient
alors :

VA = —p1o(V x M). (1.43)

En faisant ’analogie avec le champ créé par une densité de courant (1.31), I'équation
(1.43) peut s’écrire :
V2A = —pod s, (1.44)

ou Jjs est la densité de courant magnétique effective :
Jy =V x M. (1.45)

Cette grandeur physique représente la densité de courant équivalente d’une aimanta-
tion.

Dans le cas d’un aimant de volume V' délimité par la surface S et d’aimantation
M, I'équation (1.43) admet pour solution le potentiel vecteur (Jackson, 1999) :

Alx) = Ko /V VX MIX)  Ho ]2 M) xn o (1.46)

T 4r |x — x/| A |x — x|

Finalement, le champ magnétique se déduit du rotationnel de A (1.39).

Les deux méthodes de calcul proposées dans ce paragraphe peuvent toutes les deux
étre utilisées pour déterminer 'expression du champ magnétique d’un aimant perma-
nent. Cependant, ’approche utilisant le potentiel scalaire ® est la plus répandue car elle
permet généralement de simplifier les calculs. En effet, le calcul du champ magnétique a
partir du potentiel vecteur nécessite le calcul des 3 composantes vectorielles puis de son
rotationnel alors qu’avec la premiere méthode, il suffit de calculer le potentiel scalaire ®
et son gradient pour avoir le champ magnétique. Mais le calcul du champ magnétique a
partir de A est préféré dans certains cas. Par exemple, pour formuler I’énergie d’inter-
action entre aimants en utilisant la transformée de Fourier en espace (Beleggia and De
Graef, 2003), le potentiel vecteur a été utilisé pour le calcul du champ magnétique afin
de simplifier le passage en séries de Fourrier. Dans le cadre de cette these, la méthode
de calcul basée sur le potentiel scalaire est utilisée pour le calcul de I’énergie d’interac-
tion entre deux aimants car cette derniere peut étre exprimée directement en fonction
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de ® a l'aide du théoreme de la divergence. L’approche avec le potentiel vecteur sera
exploitée au troisieme chapitre, pour le calcul de la force électromotrice induite dans
une spire par le mouvement d’aimants. Dans le paragraphe suivant, nous présentons
la formulation de I'expression générale de I’énergie d’interaction entre deux aimants en
fonction du potentiel scalaire magnétique d’un aimant.

2.3.2 Energie d’interaction

L’énergie d’interaction magnétique (1.28) est exprimée pour une particule ponc-
tuelle. Dans le cas d'un aimant de volume V' et d’aimantation M, I’énergie d’interaction
avec un champ magnétique B s’écrit (Jackson, 1999) :

E= —/VM(X).B(X) dv. (1.47)

Cette énergie représente le travail nécessaire pour tourner I’aimant de sorte que M soit
dans le méme sens que B. En remplacant B par le champ créé par un aimant, nous
arrivons a l’énergie d’interaction entre deux aimants.

Nous notons S et Sy les surfaces délimitant respectivement les volumes V; et V5 des
aimants 1 et 2 (figure 1.3). Soient By, By et @, 5 respectivement les champs magné-
tiques et les potentiels scalaires magnétiques des aimants 1 et 2. L’énergie d’interaction
entre les deux aimants se déduit de (1.47) :

Vo 1%
Cette expression de ’énergie représente le travail nécessaire pour déplacer un aimant
vers 'autre.
D’apres (1.38), nous avons By (x) = —pugV®;. L’équation (1.48) s’écrit donc :

E= Mo/ M, (x).V®, (x) dV . (1.49)
Va
L’application du théoreme de la divergence a (1.49) donne :

E = 1o (/S By (x)Ma(x)ndS — [ ®,(x) (V.M,(x)) dV> | (1.50)
2 Va

Si 'aimantation My est uniforme, l'intégrale volumique de I’équation précédente s’an-

nule :

E= “0/3 &, (x)M,.ndS (1.51)

L’équation (1.51) est I'expression générale de 1'énergie d’interaction entre deux ai-
mants. Il est a noter que si 'aimantation M est elle aussi uniforme, ’expression de ®;
de (1.38) peut étre simplifiée. Dans la section suivante, nous traitons le cas particulier
de deux cylindres aimantés diamétralement.

3 Cas des aimants cylindriques

Dans cette section, nous établissons 1’expression de 1’énergie d’interaction magné-
tique entre deux aimants cylindriques identiques. Le probleme est représenté dans la
figure 1.4. Les deux cylindres notés ¢y et ¢, ont un diametre d et une hauteur h. La
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FIGURE 1.4 — Représentation de 'aimant cylindrique étudié dans le repere cylindrique et
schéma de deux cylindres en interaction.

surface et le volume de c¢; et ¢y sont notées respectivement S7, Vi et Sy, Vs, Ces cy-
lindres sont aimantés uniformément selon diametre : M; et My respectivement. Nous
notons les coordonnées cylindriques (p, 6, 7). Les aimants sont placés de sorte que le
centre de c¢; soit a lorigine du repere et que celui de ¢y soit a la position (R, 0,0). Ici,
les cylindres sont a la méme hauteur Z = 0.

L’énergie d’interaction magnétique entre ¢y et ¢y est exprimée en fonction du poten-
tiel scalaire magnétique donné par I’équation (1.37). Dans ce probleme, les aimantations
sont dans le plan (Oxy) et 'aimantation de ¢; est My = M (cos ae, + sinae,) ol «
est la direction de l'aimantation relative au segment reliant les centres de c; et cs.
L’équation (1.37) s’écrit dans ce cas particulier :

2 ’2’ N
(XY, Z) / / cos(a — ) 47’
3 ' d oo\’ 2
2\/ Cose +(Y—55m9) +(Z—-2")

(1.52)
Dans 'équation (1.52), ®; est noté ®¢ afin de montrer la dépendance de ’énergie a
I'égard de o dans la suite. D’apres (1.51), Iénergie d’interaction magnétique entre les
almants c; et cy s’écrit en fonction de ®f :

E(R, o, 8) = o /S M, dS, (1.53)

ou My () = M (cos Be, + sin fe,) est 'aimantation de cs.

Toutes les coordonnées du repere, y compris les variables d’intégration et la distance
entre les aimants sont adimensionnées par le diametre des cylindres sauf Z qui est
adimensionné par h :

X=dr, Y=dy, R=dr, Z=hz. (1.54)
Le potentiel @ et I'énergie ' sont adimensionnés comme suit :

Md Lo M2d2h

P =—09f, EF= E. 1.55
1 T 1> ( )

d
L’adimensionnement fait apparaitre le rapport d’aspect des cylindres A = 7 dans

I’expression du potentiel adimensionné ¢ :

1 27 3 cos (o — ¢
Qﬁ?(fb,y,Z)Zz/o /1 2 ( )
-1 \/)\2 (x_00;9)

: d='de’.  (1.56)
+ 22 (y—s‘g—gl) +(z—2)?
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L’énergie adimensionnée &£ s’écrit :

1 r2m r2rm
& il cos (o — 60") cos (B — 6)
Q27912 1
<[] dz'dzdg'dd .
-1/2/-1/2 \/2)\2 (2r2 + 1+ 2rcosf — 2rcos @ — cos (6 — 0)) + 4 (2 — 2)°
(1.57)
En calculant analytiquement les intégrales selon z et z’, nous obtenons :
1 ™ ™ ,
E= Zcosacosﬁ/ / cos 6 cos b
—m JO
1 1
X [ln (1+ \/1+)\2 <r2+ 5 + rcos —rcosf — 2008(6’—0’)))
1 1
—3 In <2r2 + 14 2rcosf — 2rcosf — 5 o8 (6 — 9’))
1 1
—\/1 + A2 (7"2 + 5 + rcosf —rcosf — 5 cos (60— 9’))
1 1 ,
+A (7’2 + 3 +7rcosf —rcosf — 5 cos (0 — 9’)) do'de
(1.58)

1 m ™
+1 sinasinﬁ/ / sin 0 sin 6’
-7 JO

1 1
X [ln (1—}— \/1+/\2 <T2—|—2+TCOSH—TCOSQ’— 2008(9—9’)))

1
-3 In (2r2 +1+42rcosf — 2rcos @ — cos (6 — 6’))

1 1
—\/1+)\2 (r2—|—2 + rcosf —rcosf — 2008(9—9’))

1 1
+)\\/(7‘2 + 3 +rcosf —rcost — 5 cos 60— 9’))] de'de.

L’expression précédente a une singularité pour r = 1, = « [r] et 8/ = 0 [27]. Cette
singularité est liée a I'intégrale double d'une fonction logarithmique dont le terme a 1'in-
térieur n’est pas strictement positif. Cela concerne les deux intégrales doubles suivantes
qui sont calculées analytiquement afin d’enlever la condition de validité de (1.58) :

- 22
/ / cos 6 cos @' In (27‘2 + 14 2rcosf — 2rcosf — cos (6 — 0’)) do'de = u,
—m JO 4’/“22>\2
/ / sin @ sin 6’ In (27"2—1- 1+ 2rcosf — 2rcosf’ — cos (9—9')) T4 ——
—m JO 42
(1.59)

En remplacant les intégrales correspondantes par les équations précédentes, I’expression
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(a) A .=0.01 (b)

FIGURE 1.5 — Variation de I’énergie entre deux aimants cylindriques en contact en fonction
de a et B pour (a) A =0.01, (b) A=0.1, (c) A=1et (a) A = 10.

de I’énergie d’interaction entre deux aimant valable pour > 1 est finalement obtenue :

71.2

1
E = ZCOS&COSB[_@

™ ™ 1 1
—l—/ / cos 0 cos ' In (1+\/1+)\2 (T2+§+7’COS(9—TCOS¢9’—§COS(9—9/)>) de’'de
—m JO

™ ™ 1 1
—/ / COSGCOSH'\/I-I-)\Z <’f‘2+§+TCOSQ—TCOSQI—§COS(9—9/)) de’'de
—m JO

—i-)\/7r /WCOSQCOSQI\/M‘F%—I—TCOSH—rcose’_ %COS(9_9I> dg’de
—m JO
2

+1' in 3
— S (& s1n -
TR e

™ ™ 1 1
-l-/ / sin @ sin 6’ In (l-l-\/l-l-)\? <7"2-|-§-|-7“0089—rcos€’—§cos(9—9’))) de'dd
—m JO

T ™ 1 1
—/ / sin&sin@'\/1+>\2 <r2—|—§+rcose—rcos€’—5003(9—@)) de’'dd
- JO

™ s 1 1
—|—/\/ / sin@sine/\/TQ—l—E—H"cos@—rcos@’—5008(9—6”)] do’ds.
—m JO

(1.60)

Dans I'expression (1.60), le rapport d’aspect A est le seul parametre. Dans le paragraphe
suivant, la variation de I’énergie a une valeur de r fixe en fonction de « et 5 est étudiée.
La figure 1.5 représente ’énergie dans le plan (a, ) pour r = 1 et différentes
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— ) =0.01

— =01
A=04
A=1

— = /4/3

— =10

= = = dipole

FIGURE 1.6 — Energie d’interaction magnétique entre deux aimants cylindriques et dipolaire
pour o = 3 = 0 en fonction de la distance entre les aimants adimensionnée r pour différents

A

valeurs de A. Lorsque A\ décroit, le puits de potentiel s’aplatit. Sur ces quatre figures,
le minimum de & est localisée en o = [ = 0, ce qui signifie que deux aimants sont
a ’équilibre statique lorsque leurs aimantations sont paralleles a la ligne joignant les
centres des aimants et orientés dans le méme sens. Ce minimum de potentiel est valable
pour 7 > 1 et cela se vérifie a partir de la dérivée premiere de Iexpression (1.60) par
rapport a a et § qui s’annule pour a = § = 0 quelque soit r. Le méme type de résultat
avec une amplitude moins importante de £ est obtenu pour d’autres valeurs de r > 1.
Ces données sont utilisées dans la suite lors de I'approximation quadratique de I’énergie
d’interaction entre deux aimants cylindriques.

L’énergie (1.60) est obtenue sans passer par le développement multipolaire. Dans la
section 2.2, nous avons montré que I'approximation dipolaire est valable a grande dis-
tance entre aimants. Ce qui veut dire que lorsque r augmente, 1’énergie doit tendre vers
I'énergie d’interaction dipole-dipdle (1.29). Dans le paragraphe suivant, nous discutons
de la variation de I'énergie en fonction de r et A et la comparons a celle de 1’énergie
d’interaction calculée avec ’approximation dipolaire.

Comparaison avec I’énergie d’interaction dipdle-dipdle

L’énergie d’interaction adimensionnée de (1.60) est calculée avec a = 3 = 0 pour
différentes valeurs de A et différentes distances adimensionnées entre les deux aimants r.
L’énergie d’interaction dipolaire est également calculée. L’adimensionnement de cette
énergie dipolaire est réalisé selon (1.55) et I’énergie dipolaire adimensionnée &; s’écrit :

2

€a=— 64\r3

(2cosacos f —sinasin f) . (1.61)

Sur la figure 1.6, A et A&y sont tracés en fonction de r pour différentes valeurs du rap-
port d’aspect \. Les énergies ont été multipliées par A, car ainsi les tracés correspondant
a I’énergie dipolaire se retrouvent sur une unique courbe.

Les résultats de la figure 1.6 montrent que ’énergie d’interaction magnétique tend
vers I’approximation dipolaire lorsque r augmente. Cette convergence est d’autant plus
rapide que A est proche de \/m Nous discutons de cette valeur particuliere dans la
section suivante.
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10 10

FIGURE 1.7 — Différence absolue entre I’énergie d’interaction magnétique et dipolaire en fonc-
tion de r pour différents rapport d’aspects de cylindres.

Vitesse de convergence et influence du rapport d’aspect

Pour étudier plus précisément l'influence de A sur la convergence de 1’énergie vers
I'énergie dipolaire, la différence absolue |€ — &;| est calculée pour les mémes valeurs
de A que sur la figure 1.6. Les résultats sont tracés en fonction de r sur la figure 1.7.
On voit que la différence absolue entre les énergies multipolaire et dipolaire décroit
suivant 7> pour toutes les valeurs de A\ sauf pour \ = \/m Une décroissance de
r~7 est observée pour cette valeur du rapport d’aspect. Ces vitesses de convergence
correspondent aux termes multipolaires d’ordre supérieur. A la section 2.2, nous avons
en effet vu que chaque pole du développement multipolaire est défini en fonction de
la puissance de la distance r~(?*1) avec p € N*. En se basant sur la définition des
multipoles, les termes multipolaires qui ont pour facteur » > et =7 sont respectivement
les quadrupole et octopdle (cf. eq. 1.16). Comme l'ont démontré Petruska and Abbott

(2013), pour A = \/% le terme quadrupolaire s’annule et cette absence engendre une
convergence plus rapide que pour les autres valeurs de A. La décroissance est donnée
par le terme octopolaire, soit r~7. Nous notons Ay, le rapport d’aspect pour lequel le
quadrupole s’annule et sa variation en fonction de 7 est a présent étudiée.

Variation de )4, en fonction de la distance entre les aimants

Pour avoir une idée sur la variation de Ay, en fonction de r, la différence relative
est calculée. La différence relative représente la différence relative de 'énergie totale
par rapport a I’énergie dipolaire. En la calculant pour différents rapports d’aspect de
cylindres, nous pouvons localiser A4, pour une valeur de r en cherchant le minimum
de la différence relative. Cette derniere est définie par :

€ — &4

A= S (1.62)

Sur la figure 1.8, A est représenté en fonction de A pour r = 2,3, 15. D’apres cette
figure, pour chaque valeur de r, la différence relative admet un minimum différent
correspondant a Ag;,. Nous pouvons également remarquer que lorsque r augmente, le

minimum de A se déplace vers A = /4/3. Afin de vérifier la convergence de Mg (7)

vers 4/4/3, les minimums de A sont localisés numériquement en utilisant la méthode
de Nelder-Mead qui est une méthode par itération basée sur I'algorithme du simplexe
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TR

1.14 1.16 1.18 1.2

FI1GURE 1.8 — Différences relatives entre les énergies d’interaction magnétique totale et dipo-
laire pour r = 2, 5,15 en fonction de A.

1.24

1.22¢

1.18}

1.16¢

A= \/4/3

1.14

FiGURE 1.9 — Rapport d’aspect qui minimise ’écart entre 1’énergie et I’énergie dipolaire en
fonction de la distance entre les aimants

(Nelder and Mead, 1965). La tolérance de 1075 sur A est imposée pour la recherche
des minimums.

La figure 1.9 représente A\g;,(r) selon la distance adimensionnée entre les aimants.
Pour ces valeurs de Ay, la différence relative est de I'ordre de 1077, Sur cette figure, Adip

change selon la distance et il tend vers la valeur limite de /4/3. Dans la mesure ot A est

tres faible en A4, nous pouvons confirmer que les cylindres de A = \/m peuvent étre
considérés comme des dipoles en champ lointain. En champ proche, d’apres les résultats
de la figure 1.9, la valeur de A pour laquelle le cylindre est magnétiquement similaire
a un dipole peut étre déterminée pour une distance quelconque. Cela peut étre utile
dans la conception d’un systeme composé d’aimants cylindriques. En effet, en prenant
les cylindres de A4, 'approximation dipolaire peut étre fait afin d’utiliser I’expression
de I'énergie d’interaction dipolaire entre aimants. Cela faciliterait la modélisation et
I’étude de l'interaction présente dans le systeme.

Dans le paragraphe précédent, nous avons formulé I’expression de I’énergie d’inter-
action magnétique entre deux aimants cylindriques (1.60). Dans la section suivante,
nous présentons le développement de Taylor a l'ordre 2 de I'expression (1.60) donnant
une expression de 1’énergie que nous utilisons lors de la modélisation de la dynamique
d’une chaine d’aimants.
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4 Approximation quadratique de I’énergie d’inter-
action

Dans la section précédente, I’énergie d’interaction magnétique entre deux cylindres
aimantés diamétralement a été exprimée en fonction de la distance les séparant et des
directions de leurs aimantations (eq. 1.60).

Nous avons montré dans la section 3 que 1’énergie d’interaction entre deux aimants
cylindriques est minimale lorsque leurs aimantations sont paralléles et ont le méme sens.
Cette configuration est donc la plus stable a une distance entre aimants donnée. Autour
de cette configuration, nous pouvons effectuer un développement de Taylor de I’énergie
entre deux aimants cylindriques €. Celui-ci s’écrit a l'ordre 2 en (1, «, 5) = (¢,0,0) :

E(r,a, B) = E(r,a, B) + 0(a?) = £(£,0,0) + aVE((,0,0)

+;aH £(6,0,0)] aT + o(a?), (1.63)

ot @ = (r —{,a,3), V est le gradient selon (r,a, 3)T et H est la matrice hessienne
de 'énergie. Les éléments du vecteur colonne VE(Z,0,0) et de la matrice H[E(¢,0,0)]
sont respectivement notés D; et H;; :

o€ o0&
8(]2 (¢,0,0) ! a(_ha% (

D;(¢)

Vi, 7 €|1,3
, avec EAEE (1.64)
£,0,0) (C]17Q2>QS) = (7“,04,/8)

ou i et j sont les indices de ligne et colonne et H;; = Hj;. Dans la suite, les expressions
des coefficients du développement de Taylor sont présentées et I’équation (1.63) est
simplifiée.

4.1 Coefficients du développement de Taylor

D’apres 'expression (1.60) de I'énergie d’interaction entre deux aimants, nous avons :

D2:D3:O 5 H12:H13:0 y H11 :HQQZ—E(K,O,O). (165)

Le coefficient Hys s’écrit :
1
Hyy =~

7T2 s T . , \/—/ ,
1 @+/—n/() sin fsin 0" In (2+ 4—1—0(6,0,0)) de’de

™ ™ . . / , , ™ sy . ) /1 ; ,
— || sinbsing'\[i+c(t.6,00d6'a0+ X [ [ sindsing’2 c(ﬁ,@,&)d&d@}

(1.66)
Finalement, I'expression développée (1.63) peut étre exprimée uniquement en fonc-
tion des 3 coefficients Dq, Hy; et Hos :

. 1
g(T, Q, 6) = g(& 07 0) + (T - €)D1<€) + §(T - €)2H11<£) (1 67)
1 .
—5(()[2 + 62)5(& 0, 0) + O[BH23<€).

Ce développement de 'énergie n’est valable que pour des aimants cylindriques.
Dans (1.67), les coefficients Dy et Hp; sont inconnus. Dans le paragraphe suivant, ces
coefficients sont déterminés numériquement par la méthode des moindres carrés et le
calcul numérique du coefficient Hoz est présenté.
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4.2 Meéthode de calcul des coefficients D; et Hy;

Les coefficients Dy (¢), Hy1(¢) Ha3(¢) et I'énergie £(¢,0,0) de I'expression (1.67) sont
calculés numériquement. D’apres (1.60) et (1.66), £(¢,0,0) et Hy3(¢) sont constitués
d’intégrales doubles. Ces intégrales sont estimées par la méthode de Simpson qui est une
méthode de calcul numérique d’intégrale d’ordre 4 consistant a discrétiser l'intervalle
d’intégration puis a approximer la fonction a intégrer par une interpolation polynomiale
quadratique sur chacun des sous-intervalles. L’intégration s’effectue ensuite sur tous les

sous-intervalles et I'intégrale compleéte est obtenue en sommant toutes les sous-intégrales
(cf. Annexe B).

Les coefficients de Taylor D;(¢) et Hy1(¢) sont eux déterminés par la méthode des
moindres carrés. Cette derniere consiste a résoudre le probleme de minimisation du
carré de D'erreur d’approximation € — £ en fonction de Dy (¢) et Hy;(f) pour une série
de N différentes valeurs de r et « = =10 :

N

min 3 (£(r,,0,0) — £(r1,0,0)) (1.68)

D1 (0),Hu (0) {3

ol k est I'indice correspondant a la £'®¢ valeur de r de la série de N valeurs, que nous
notons 7. Ce probleme de minimisation revient a résoudre les équations :

afj(ek—ék)z 8%(&—&)2

N0 =0 kZIaHH((z) =0. (1.69)

En remplacant € par (1.63), le probleme se présente sous forme d'un systéme a deux
équations :

E
hWE

—2(0,0,0) > (ry — £) +2 (1 - ; (o + 52)) £(£,0,0) 3 (ri —0)
Nt N k=1
—{—2D1<€) Z(Tk g + H11 Z Tk — —|— 2046H23(£) Z(T’k — 6) =0
k:lN k=1 | vaczl
—E£(6,0,0) 3 (rx — £)> + £(£,0,0) (1 -3 ( 24 52)> S (r, = 0)?
Nk:l N k]Tfl
+D1(£)Z(Tk E +H11 Z Tk—f +065H23 Z rk—é =0.

k=1

(1.70)
A partir de ce systéme, les coefficients D;(¢) et Hyp(¢) sont donnés par les équations
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suivantes :
. Y (re—40)
Hu = N N b= N 2
S0 | S == [ 0]
x 2; ((rk = 0*(E(r,0,0) — £(£,0,0)))
Ste- 0 e
_ écV:l [Z ((r, = 0)(E(ry,0,0) — E(¢,0 O))]
;2(1% — () =t
S Eulre— )~ £(0,0.0) Y (e — 0 —*Hn 03 (- 1)
D, — k= ]\/;c 1 k=1
];(Tk —0)?

Pour une valeur donnée du rapport d’aspect des cylindres A et de la distance entre
aimants ¢, D;({) et Hyy(¢) sont calculés de la maniere suivante. Pour la méthode des
moindres carrés, nous avons fait le choix de poser 5 valeurs de 7, suffisantes pour
retrouver la forme de £ suivant r en (¢,0,0) :

re{l,{Lel+ 2}, (1.72)

ou € < 1 est le pas que nous fixons. Pour les calculs numériques, chaque intégrale
est discrétisée en 1000 pas de discrétisation constants. Ce paramétrage est choisi car
la valeur numérique de l'intégrale converge vers la valeur issue du calcul analytique
lorsque le nombre de points de discrétisation augmente et la différence absolue entre le
calcul de I’énergie avec N et N + 1 points de discrétisation est de I'ordre de 1071 pour
n ~ 1000, ce qui montre que le calcul est suffisamment convergé. Dans le cas ou les
aimants sont en contact, c’est a dire pour £ = 1, nous avons fixé la plage de r suivante :

re{l,l+el+ 2+ 3€, 0+ 4e} . (1.73)

La figure 1.10 représente 'approximation quadratique et les résultats de calculs
directs de I’énergie pour les 5 valeurs de r. Pour le calcul a £ = 1, € est fixé a 0.001
et pour £ = 3, le pas est fixé a 0.025. Dans les deux cas, nous avons trouvé une erreur
relative moyenne de l'ordre de 107% sur les 5 points. Nous pouvons donc confirmer
que 'approximation quadratique de 1’énergie donne une prédiction correcte avec ce
paramétrage, qui est conservé pour les calculs des coefficients d’autres valeurs de ¢.

4.3 Interprétation des coeflicients du développement

Dans Iexpression (1.67), il n’existe finalement que quatre coefficients non nuls : Dy,
Hi1, Hy et Hyz. Chacun de ces coefficients a une signification physique différente. Le
coefficient linéaire D est la dérivée de 1’énergie adimensionnée £ par rapport a r en
(£,0,0). Ce coefficient est donc égal a la norme de la force d’attraction adimensionnée,
exercée entre les cylindres. La norme de la force est ainsi donnée par :

/,L()M2dh

™

F, = D, . (1.74)
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=1 =3
(a) -0.303 (b) -0.021
-0.0215¢ 1
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o o ¢ -0.023}
—¢
-0.307 : : : -0.023 -
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r

=

FIGURE 1.10 — COl}lparaison entre le calcul direct de ’énergie £ et I'approximation quadra-
tique de ’énergie € pour (a) A=0.4,¢=1et (b) A=04, £ =3.

Le coefficient quadratique Hy; est la dérivée seconde de € par rapport a r en (¢,0,0).
Ce coefficient quadratique correspond donc a la variation de la force suivant la distance
entre ¢ et cs.

Le moment mécanique engendré par By sur ¢; est donné par Jackson (1999) :

To1 = /V M; x By dV; . (1.75)

L’énergie d’interaction entre c; et co étant donnée par (1.48), on remarque qu’avec
M, = cos e, + sin e, :

o
7(9& = —T91.€, . (176>
On a alors :
M?2?d?h
To1 = ot €2 - D, . (1.77)

Le coefficient Dy représente donc le moment mécanique adimensionné.
Les coefficients Hyy et Has s’écrivent en fonction de Dy :

9D, (0)
oo’

Dy

Ha () = Has(() = 95 (1.78)

Le coefficient Hyy représente donc la variation du moment sans dimension exercé par
co sur c¢; par rapport a « et Hps est la variation de ce moment par rapport a 5. Dans
la section suivante, la variation de ces coefficients en fonction de £ est étudiée.

5 Résultats

Les coefficients de I'approximation quadratique (1.67) pour des aimants cylindriques
sont maintenant calculés suivant la méthode détaillée dans la section 4.2. Ces calculs
sont réalisés pour différentes valeurs de la distance entre aimants ¢ et du rapport d’as-
pect A. Les résultats obtenus pour différentes valeurs de ¢ et de A sont présentés. Le
coefficient D; obtenu pour A = 0.4 est ensuite comparé a la mesure expérimentale de
la force d’attraction entre deux aimants cylindriques.
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(a) (b)

AD,(f)
—)\Hn (f)

AHy (€)
AHy3(0)

-6

10° . — 10 ‘
10 10 10 10

FIGURE 1.11 — Représentation des coefficients de 'approximation quadratique et des coeffi-
cients équivalents de ’énergie dipolaire multipliées par A en fonction de ¢ : (a) AD;(¢), (b)
/\Hu(g), (C) )\HQQ(@), (d) )\H23(£).

5.1 Variation des coefficients pour des aimants cylindriques
en fonction de / et \

Les coefficients Dy, Hy1, Ha, Hosz sont calculés pour différentes valeurs de ¢ et leurs
valeurs sont multipliées par A pour obtenir les résultats équivalents a la figure 1.6.
Les résultats sont représentées sur la figure 1.11. Sur cette figure, nous avons égale-
ment ajouté les coefficients équivalents de 1'énergie dipolaire calculés suivant (1.64).
On voit que les coefficients du développement de Taylor de I’énergie tendent vers ceux
de I'énergie dipolaire en champ lointain comme sur la figure 1.6. En se référant aux
sens physiques des coefficients précisés dans la section 4.3, les interprétations suivantes
peuvent étre faites :

— Sur la figure 1.11a, D représente la force d’attraction entre aimants. Sa décrois-
sance démontre I'affaiblissement de la force d’attraction avec ¢ indépendamment
du rapport d’aspect .

— Le coefficient Hy; est la dérivée de la force d’attraction par rapport a ¢. Sur la
figure 1.11b, la valeur de Hy; chute en ¢ = 1 alors qu’un bon accord a été trouvé
entre I'approximation quadratique et le calcul direct de 1’énergie en cette valeur
(cf. figure 1.10). Cette chute est liée a la discontinuité du milieu en ¢ = 1. En
r > 1, —Hy; est décroissante en fonction de £. Cela signifie que la décroissance de
la force mise en évidence par la variation de D; est de moins en moins importante
lorsque £ augmente. Sa valeur tend vers 0 a une grande valeur de ¢ car 'interaction
entre c¢; et co devient de plus en plus faible lorsque les deux cylindres s’éloignent.

— Hay est la dérivée seconde de 1'énergie par rapport a o en (¢,0,0). Ce coefficient
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FIGURE 1.12 — Représentation des coefficients de I'approximation quadratique pour £ = 2
en fonction de A : (a) D1(2) en fonction de A, (b) Hi1(2) en fonction de A , (¢) Ha2(2) en
fonction de A et (d) Ha3(2) en fonction de A.

donne la convexité de I'énergie en (¢,0,0) ou I’énergiec admet un minimum local
par rapport a a. Il représente également la variation du moment mécanique exercé
par cg sur c¢; en fonction de «. Sur la figure 1.11c, elle devient de plus en plus
faible lorsque ¢ augmente comme pour Hij.

— Sur la figure 1.11d, Hs3 est la dérivée croisée de I'énergie par rapport a « et 3.
Ce coefficient représente la variation du moment mécanique exercé par co sur ¢
en fonction de S qui décroit lorsque les deux aimants s’éloignent.

Pour observer la variation de ces coefficients en fonction de A, nous avons calculé
les coefficients Dy, Hq1, Hao, Hoz pour une valeur fixe de la distance entre aimants ¢ et
différentes valeurs du rapport d’aspect. Les résultats pour ¢ = 2 sont représentés sur
la figure 1.12. Sur la figure 1.12a, la valeur de D;(2) croit jusqu’au rapport d’aspect
A = 0.2 puis a partir de cette valeur de A, elle commence a diminuer. Le coefficient
D;(2) en fonction de A admet un maximum en A = 0.2. La force d’attraction entre
deux aimants cylindriques est donc maximale pour des cylindres de rapport d’aspect
A = 0.2 dans le cas ou les aimants sont distancés de ¢ = 2. Le coefficient Hy;(2) de
la figure 1.12b correspond a la variation de cette force d’interaction en fonction de la
distance entre deux aimants en ¢ = 2. Nous pouvons observer que la valeur de Hi;(2)
est minimale en A = (0.2. Cela signifie qu’en A = 0.2 ou la force d’attraction entre deux
aimants cylindriques est maximale, la variation de la force est plus importante que
pour d’autres valeurs de A. Pour les valeurs supérieures a A = 0.2, la valeur de D;(2)
diminue et la valeur de Hy1(2) s’approche de 0. Nous pouvons donc conclure que plus
le rapport d’aspect A est grand, plus la force d’attraction sans dimension est faible.
A volume constant en grandeur réelle, nous trouvons la méme variation de la force en
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FIGURE 1.13 — Représentation des coefficients de 'approximation quadratique pour £ = 15
en fonction de A : (a) D1(15) en fonction de A, (b) Hi1(15) en fonction de A, (c) Ha2(15) en
fonction de A et (d) Ha3(15) en fonction de A.

fonction de A. Ce qui veut dire que la force d’attraction est plus forte pour des cylindres
élancés que des cylindres aplatis. Le maximum de D;(2) en A = 0.2 est spécifique pour
¢ = 2. Pour d’autres distances entre aimants ¢, cette valeur de A est différente. Lorsque
¢ diminue le maximum de D;(¢) tend vers A = 0. La méme tendance est présente pour
le minimum de Hy;(¢) en fonction de A qui tend vers A = 0. La décroissance de D;({)
et la croissance de Hqp(¢) sont observables quelque soit la valeur de ¢. Mais D1 (¢) croit
et Hyq1(¢) décroit plus rapidement lorsque ¢ augmente. Les coefficients pour ¢ = 15 sont
représentés en fonction du rapport d’aspect A sur la figure 1.13 ol nous pouvons voir
les points expliqués précédemment.

La variation des coefficients Hys(2) et Ha3(2) en fonction de A est représentée sur les
figures 1.12c et 1.12d. D’apres ces résultats, les valeurs de Hyo(2) et Hy3(2) diminuent
lorsque A augmente. Cela signifie que la dérivée du moment exercé par c, sur c¢; par
rapport a « et a (3 est plus importante lorsque la valeur de X est petite. Donc le moment
exercé par co sur c¢; fluctue plus en fonction de o et § pour des cylindres élancés que
pour des cylindres aplatis. La méme tendance est observable pour d’autres valeurs de
¢ (cf. figure 1.13) mais la décroissance de Hao(2) et Ho3(2) est de plus en plus rapide
lorsque ¢ augmente a cause de l'interaction magnétique entre aimants devenant de plus
en plus faible.

Parmi les coefficients de ’approximation quadratique de I’énergie d’interaction entre
deux aimants cylindriques (1.67), nous avons comparé le coefficient D; a la force d’at-
traction entre deux aimants cylindriques mesurée expérimentalement.
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| I
Ubalance
F1GURE 1.14 — Dispositif expérimental de la mesure de la force d’attraction radiale entre les

aimants cylindriques. Les phases bleue et rouge des aimants correspondent respectivement au
pole sud et au poéle nord.

5.2 Mesure de la force d’attraction entre aimants cylindriques

Afin de mesurer la force d’attraction entre les aimants cylindriques identiques d’ai-
mantation diamétrale, le dispositif de la figure 1.14 a été mis en place. Les deux aimants
sont fixés par les encastrements dont I'un est attaché a un robot permettant de déplacer
l'aimant & 10~2mm pres et autre est collé sur une balance. Les aimants sont encas-
trés de sorte que leurs aimantations soient orientées dans la méme direction et dans le
méme sens pour que la force d’attraction mutuelle soit dans une seule direction. Soient
m la masse d’un aimant, m; la masse mesurée par la balance et F,. la force d’attraction
exercée par l'aimant attaché au robot a celui sur la balance. Le bilan des forces sur
I’aimant fixé sur la balance donne :

—mge, + F,e, = —myge, , (1.79)

avec ¢ la constante de la pesanteur. Dans cette expérience, la quantité mesurée est my,
a partir de laquelle la force d’attraction est calculée avec 1’équation (1.79). Pour que
la force d’attraction mesurée puisse étre comparée a D;(r), F,. est adimensionnée en
utilisant (1.55) :

. M0M2dh

™

F, Dy . (1.80)

Ce dispositif expérimental est utilisé afin de mesurer la force d’attraction radiale
entre les aimants cylindriques en néodyme (NdyFe;4B) de rapport d’aspect A = 0.4 avec
d=04cm, h =1cm, m = 0.930 g et du module de 'aimantation M compris entre
1.05.10° et 1.09.10° A/m. Avec ces cylindres, nous avons réalisé 10 séries de mesures
pour différentes distances entre les aimants puis la moyenne et 1’écart-type des mesures
ont été calculées. Les moyennes et les écart-types obtenues sont présentés sous forme
adimensionnée avec les valeurs de D, sur la figure 1.15.

Sur la figure 1.15, un bon accord est trouvé entre D; et la force expérimentale
adimensionnée. La force s’affaiblit lorsque ¢ augmente et la pente de cette décroissance
varie avec £. En effet, pour ¢ proche de 1, la force varie selon la loi £=34 alors que vers
¢ = 10, la variation est selon ¢~3°. Ce changement de pente est lié & la composante
dipolaire de la force qui devient dominante a longue distance entre aimants. Celle-ci
s’écrit en effet pour deux dipoles de moments magnétiques p; et po (Blundell and
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E.Tr//m]\lzdh

10 -
10 10

FIGURE 1.15 — Force d’attraction radiale adimensionnée entre les deux aimants cylindriques
mesuré expérimentalement et le coefficient linéaire D en fonction de la distance entre les
aimants adimensionnée ¢ en échelle log-log.

Thouless, 2001) :

3
Fap = o ((e12 X p1) X o + (€12 X p2) X pq — 2e12(fe1. o)

Amrd (1.81)
+5erz((e12 X p1).(€12 X p2))) -

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord formulé I'expression générale de 1’énergie d’in-
teraction magnétique entre les aimants de géométrie quelconque. Cette expression a été
ensuite appliquée au cas des deux aimants cylindriques aimantés diamétralement. A
travers la variation de I’énergie d’interaction entre deux aimants cylindriques en fonc-
tion de la distance entre les aimants, la convergence de 1’énergie vers ’approximation
dipolaire et la variation de la vitesse de convergence en fonction du rapport d’aspect
ont été observées. Durant cette étude, le rapport d’aspect de cylindre pour lequel un
aimant cylindrique se rapproche le plus d’'un dipole magnétique a été caractérisé pour
différentes distances entre aimants.

Pour la suite de la these ou la dynamique d'une chaine d’aimants est modélisée,
une expression de I'énergie facile a introduire dans les problemes dynamiques a été
développée. En effet, I’énergie est développée en série de Taylor d’ordre 2 autour de
la configuration ou I’énergie est minimale, c’est a dire lorsque les aimantations des
cylindres sont dans le méme sens. Cette approximation quadratique de I’énergie a fait
apparaitre des coefficients du développement de Taylor. Nous avons montré que ces
derniers pouvaient étre exprimés en fonction de la force d’attraction et du moment
mécanique exercé par un aimant sur 'autre. Des mesures de la force d’attraction entre
deux aimants cylindriques ont été réalisées puis comparées aux valeurs des coefficients
numériquement, estimés par la méthode des moindres carrés. Un bon accord a été
trouvé.

Dans le chapitre suivant, I'expression quadratique de 1’énergie d’interaction entre
deux aimants cylindriques est exploitée pour le développement d’un modele linéaire dé-
crivant la dynamique d’une chaine d’aimants cylindriques diamétralement magnétisés.
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Chapitre 2

Dynamique d’une chaine d’aimants
cylindriques soumise a la gravité et
a un champ magnétique

1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a la dynamique et la stabilité d’une chaine
d’aimants cylindriques soumise a la gravité et a un champ magnétique extérieur. Dans
la littérature, de nombreux travaux ont été réalisés sur la statique des structures com-
posées d’aimants permanents. Parmi eux, O’Donoghue and Cantillon-Murphy (2013)
ont étudié la statique d’une chaine d’aimants sphériques encastrée-libre et ont montré
que l'influence de l'anisotropie magnéto-crystalline du matériau d’aimants était tres
faible au point de pouvoir la négliger. La statique d’une chaine d’aimants sphériques
a été également traitée par Vella et al. (2013) qui ont montré qu’a partir d’'un grand
nombre d’éléments, une chaine d’aimants se comportait comme une poutre continue
dont la rigidité est due aux interactions magnétiques entre aimants. La statique d’une
structure continue a également également étudiée par Yang et al. (1999) qui a carac-
térisé la stabilité d’une plaque ferromagnétique encastrée-libre soumise a un champ
magnétique appliqué dans diverses directions.

Dans ce contexte, nous nous sommes intéressés a la dynamique d’une chaine d’ai-
mants encastrée-libre. Afin que le mouvement de la chaine soit circonscrit dans un plan,
les éléments choisis pour la constituer sont des cylindres aimantés selon le diametre.
Sur ce systeme, nous appliquons un champ magnétique extérieur uniforme et prenons
en compte la pesanteur qui est négligée dans les études précédemment citées. En utili-
sant le formalisme lagrangien, un modele linéaire décrivant la dynamique de la chaine
est développé. Pour un grand nombre d’aimants, un modele continu est proposé, la
chaine étant alors considérée comme une poutre continue dont la rigidité de flexion est
déterminée numériquement. Afin de valider ces modeles, des expériences sont réalisées.
A partir des résultats obtenus, la stabilité de la chaine en fonction de la gravité et du
champ magnétique extérieur est discutée. Le comportement mécanique de la poutre
équivalente est comparé a celui de la chaine en fonction de la gravité et du champ
magnétique. L’'influence de ces deux derniers sur la dynamique de la chaine est étudiée.
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FIGURE 2.1 — Schéma représentant la chaine d’aimants cylindriques encastrée-libre dans sa
configuration d’équilibre et dans une configuration déformée.

2 Modélisation de la dynamique d’une chaine d’ai-
mants

2.1 Description du systeme

Nous considérons une chaine de n aimants cylindriques aimantés uniformément
selon le diametre et dont le premier élément est encastré de sorte que son aimantation
soit dirigée suivant e,. Ce systeme est représenté sur la figure 2.1. Comme dans le
chapitre 1, le diametre et la hauteur des cylindres sont notés d, h et leurs masses
sont notées m. La chaine est soumise a la gravité et a un champ magnétique uniforme
B. Nous restreignons I'étude aux cas ou la gravité g et le champ magnétique sont
colinéaires a e, : g = ge, et B = Be, ou g et B peuvent étre positifs ou négatifs selon
leurs sens respectifs.

Ainsi, la chaine est dans une position d’équilibre statique lorsqu’elle est droite sui-
vant la direction e,. La stabilité de cette position d’équilibre sera discutée dans la suite.
Dans cette configuration, la position du centre de gravité de 'aimant ¢ est notée O;.
Dans la configuration déformée, elle est notée C;. Le déplacement de 1'élément i est
décrit par :

@ = Uiex + ‘/;ey 5 (21)

ou U; et V; sont les déplacements longitudinaux et transversaux. L’aimantation du
cylindre ¢ est donnée par M; :

M, = M(cos p;e, + sin p;e,) . (2.2)

Le mouvement de 'aimant ¢ est décrit par 3 coordonnées généralisées : les déplacements
U;, V; et la rotation ;. La position du point C; dans le repere principal est notée Ry;
et a pour expression :

Ry = 0,0, = [(i — 1) d + U] e, + Vie, (2.3)

Dans I'état déformé, la position relative de I'aimant j par rapport a I’aimant ¢ est
notée R;; et a pour expression :

Chacun des aimants est en contact avec ses deux voisins. Il est done nécessaire de
poser une condition caractérisant les contacts entre cylindres. C’est I'objet de la section
suivante.
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FIGURE 2.2 — Roulement des cylindres : (a) configuration initiale, (b) roulement du cylindre
7 sur le cylindre ¢ — 1. Le point vert représente la ligne de contact et les arcs de cercle verts
représentent le chemin parcouru par la ligne de contact sur chacun des cylindres.

2.2 Conditions de non-glissement

En pratique, soit les cylindres glissent sans frottements aux lignes de contacts, soit
ils glissent avec frottements, soit ils sont en situation d’adhérence ou ils roulent sans
glisser. Parmi ces conditions, la condition de non-glissement est choisie dans le cadre
de cette these.

Pour établir les conditions de non-glissement aux lignes de contacts, nous nous
plagons dans le cas ou I'aimant ¢ roule sur 'aimant ¢ — 1. Cette situation est représentée
sur la figure 2.2. A partir d'une configuration de départ ou les deux aimantations sont
colinéaires, orientées dans le méme sens (2.2a), le cylindre ¢ roule sur le cylindre i — 1
(2.2b). Lors de ce mouvement, les arcs de cercles balayés par la ligne de contact sur les
deux cylindres sont égaux. Cette égalité se traduit par la relation :

En tenant compte de cette condition, la position relative du cylindre ¢ par rapport au
cylindre ¢ — 1 s’écrit :

Ry =d <cos <%12+%> e, + sin <%12+%) ey> ) (2.6)

En remplagant R(;_;); par son expression (2.4), la condition de non-glissement est
établie au point de contact entre les cylindres i — 1 et 7 :

(d4+U;—U;i_1)e,+(Vi—Vi_1)e, =d (cos (%—12%) e, +sin (W) ey> . (2.7)

Pour introduire cette condition dans les équations de Lagrange du systeme, elle est
écrite sous forme de 2(n — 1) contraintes holonomes :

I; =U;—U;_1+d—dcos

¢i_1+@i)
Ji = VimViey = dsin (P25 o,

=0,

Vie[2,n] | (2.8)

Les coordonnées généralisées du systeme U;, V; et p; sont liées par ces conditions de non-
glissement aux contacts. A partir des résultats numériques du modele, nous discuterons
le choix de conditions de contacts dans la suite.
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2.3 Equations de Lagrange du systeme

Nous établissons les équations du mouvement de la chaine a partir du formalisme
de Lagrange. Le lagrangien du systeme L est défini par la différence entre les énergies
cinétique et potentielle :

L=K-Q-H-P, (2.9)

ou K est I'énergie cinétique, () est I'énergie d’'interaction magnétique entre les aimants,
H est I'énergie d’interaction entre les aimants et le champ magnétique extérieur et P
est I’énergie potentielle de pesanteur.

L’encastrement du premier cylindre impose les conditions aux limites suivantes :

U1:0, ‘/120, g01:0. (210)

Les coordonnées des autres cylindres sont liées par les équations de Lagrange. Soit
s = Uy, Vi, o pour k = 2...n, les équations de Lagrange du systeme s’écrivent (Landau
and Lifshitz, 1969) :

i (5) - S =g+ a5 2.1)
dT \ 0s ds ¢ 0s = Os
ou T est le temps, a; et [3; pour ¢ = 2..n sont les multiplicateurs de Lagrange re-
présentant les composantes longitudinales et transversales des forces de réaction qui
s’appliquent a la ligne de contact entre les cylindres ¢ — 1 et .

En combinant (2.11) et (2.8), nous obtenons le systeme de 5(n — 1) équations dé-
crivant la dynamique de la chaine :

d (0K\  8Q  0H 0P =~ Ol
k 9 _ . - % )
vk € [2,7] dt (aUk> oUy * oUy " Uy ;a U
d /oK 0oQ O0OH 0P " 0J;
kel2 — | o= - ‘
Vk € [2,7] dt <3Vk> + oV + OV * Vi ;&8‘/’“ 7
d [ OK 0Q O0H 0P " 0l =, 0J;
k 2 el = i 7 )
vk € [2,n] i <a¢k> 3or + 3+ 9o ;O‘WHEBW’“
vk € [2,7] I, =0,
(2.12)

Les inconnues sont les 3(n — 1) coordonnées généralisées et les 2(n — 1) multiplicateurs
de Lagrange.

2.4 Adimensionnement

Les déplacements des cylindres par rapport a la configuration droite de la chaine et
la distance entre les aimants sont adimensionnés par le diametre des cylindres :

L’énergie d’interaction entre les aimants () est adimensionnée suivant I’'équation :

. /,LoMQth
- ™

Q Q. (2.14)
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Les contraintes de non-glissement I; et J; sont adimensionées par d :

7z :ui—ui_1+1—cos<%l2+%>:0,

| . (2.15)
Ji :vz-—vi_l—sin<%_12+%> =0,

ou les contraintes adimensionnées sont notées Z; et J;. Les équations suivantes donnent
le temps et les multiplicateurs de Lagrange adimensionnés :

[ mm poM?dh poM?dh

Les énergies cinétique, potentielle et magnétique, K, P et H sont adimensionnées selon
les équations :

 oM2d?h

™

K K, P=mgdP , H=nMdhBH , (2.17)

ou KC, P et H sont les énergies adimensionnées. Les équations du mouvement (2.12)
s’écrivent donc :

vk € [2.1] d oK 09 N B OH N mgr 0P ”’laﬁL
’ dt \ Oy oup,  poM Ouy, — poM2dh Oy, = ouy
d (0K 0Q 7B OH mgr  OP AT
Vk € |2 — | = — — t—— = bi— ,
€2n] dt (81’%) Oy, * oM Ovy, + poM2dh Ovy, ; Oy,
d (oK 0Q 1B 0H mgr  OP ooz, o
Vk € |2,n — — | + + + = a; + b;
2] dt <8g0k> O poM Doy poM>dh Oy ; I ; Opn
Vk € [2,n] I, =0,
Vk € [2,n] Tk =
(2.18)
Ce systeme d’équations fait apparaitre deux parametres sans dimension B et G :
2
mgm B
=7 = ) 2.1
I onrdn B (219)

Le parametre G représente 'influence de la gravité g = ge, sur un aimant par rapport
aux interactions magnétiques entre les aimants et B exprime les influences respectives
du champ magnétique B = Be, et du champ rémanent des aimants (Jackson, 1999).

2.5 Expression des énergies
Energie cinétique

L’énergie cinétique des aimants cylindriques de la chaine est composée de I'énergie
cinétique de translation et de celle de rotation autour de I'axe central du cylindre. Le
moment d’inertie du cylindre valant md?/8, I'énergie cinétique du systeme s’écrit :

Ly | . : 1
K=3 om (02 +V2) + g (2.20)
i=1
Apres adimensionnement (2.17), cette expression devient :
LI .9 .9 1. 2
K=> i(ul —I—vi)+1—6c,oi . (2.21)
i=1
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Energie potentielle de pesanteur

La chaine est soumise a la gravité g = ge,. L’énergie potentielle de pesanteur de
du systeme a pour expression :

P:—zn:mg-RM:—zn:mg[(i—l)d—i-Ui] : (2.22)

i=1 i=1

Cette expression adimensionnée selon (2.17) s’écrit :

I

P==S"[—1)+u] . (2.23)

=1

Energie potentielle des aimants de la chaine dans un champ magnétique
uniforme

L’énergie d'un aimant permanent ¢ dans un champ magnétique uniforme B = Be, a
pour expression —V M;.B ou V' le volume du cylindre (Jackson, 1999). L’énergie totale

H s’écrit alors : . VEhB
H=-) VM;B= —WT > cosp; (2.24)
i—1

=1

Apres adimensionnement selon (2.17), 'équation (2.24) s’écrit :

1 n
H = ~1 E COS ©; . (2.25)
i=1

Energie d’interaction magnétique entre les aimants

L’énergie d’interaction magnétique entre les aimants est la somme des énergies
d’interaction magnétique entre chaque paire d’aimants :

1 n n
Q=_32¢&,. (2.26

254

J#1
Dans ce chapitre, afin d’obtenir les équations linéarisées de la dynamique du systeme,
nous utilisons le développement quadratique de I'énergie &;; autour de la configuration
droite de la chaine dans laquelle les aimants i et j sont espacés de |i— j|. D’apres (1.67),

on a alors :

&= &(Ii = j1,0,0) + (VI =i +w; — ul® + (v —v)* = |i = i) Da(fi = )

1, o o

5 (Wl =iy =l + (o = 0)* = i = ) Hu(Ji = )
2

1 Vj —U;
—= || y; —arctan | ——

(o eeel0)

2

+ (sDi — arctan (j —;}:L_uji— m)) ] E(l7 —1],0,0)

- (sﬂj — arctan (j — z']+uj — u@)) <90i — arctan (j — z']+uj — u@)) Hos(li — j]) -
(2.27)
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2.6 Equations linéarisées du mouvement

Dans ce paragraphe, nous présentons les équations linéarisées du mouvement. Com-
mencons par les conditions de non-glissement. En linéarisant les équations (2.15) pour
des mouvements de petite amplitude, nous obtenons :

VkG[Z,n] up =0,

Vk € [2, n] V; — Vi1 + (W) =0. (228)

A la lecture de ces équations, nous pouvons constater que les déplacements longitudi-
naux des aimants sont nuls. Dans la suite, les équations du mouvement seront donc
exprimées uniquement en fonction de v; et ; qui sont liés par (2.28).

Dans les trois premiéres équations de (2.18), les seconds membres s’écrivent a :

Z = Qp — k41

oy _1( . (@k 1+90k> : (¢k+<ﬁk+1>)

Z =—l|lagsm|—— | + qgp1sin | ——— ,

i=2 ‘9“ 2 2 2 (2.29)
Zb o= by — by s

1=2 Uk

~, 0J; 1 Or—1+ P Ok + Pr+1

E000 < (5 (255

ol nous avons introduit a,41 = b,+1 = 0 et ,41 = 0 afin d’avoir les mémes expressions
pour toutes les valeurs de k. Dans le cas des petits déplacements, les équations (2.29)
deviennent :

(2.30)

=2 uk
- :1<a (@k—1+90k>+a <90k+90k+1>>
2 \'* 2 o 2 ’
" 1
> b _i(bk‘i‘blwrl) :
en tenant compte du fait que u, =0, Vk € [1,n] :

Za
Zb@vk = b, — b1
=2 8g0k
1510) "ok — )
—il)

Z 8 = 0 — Q41

=2

=2

0T
Les expressions linéarisées des dérivées de Q s’obtiennent a partir de (2.26) et (2.27)
due TRl
z;ék

@ - Z [( 1(‘k ZD _ 25(‘k 2’7070) ) 23(‘k ZD) (Ukz _ Uz)]

S | A (k — i) (k — i)
1#k
" TE( —il,0,0) — Hys(|k — i
P k—1
i#k
-~ - N _Uz 27070 )
2 -y - =) = 3ok i.0.0)0
1#£k 1#£k
+ZH23(|’€—ZD%
iZh
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Les dérivées de K, H et P apparaissant dans les équations de Lagrange, se calculent a
partir des expressions (2.21), (2.25) et (2.25) :

doK 10K a0k _
dAou, k C don koo %37% = Yk,
o _ .y Py Py, (2.32)
Ou, ovy, Dy,
o, /N
oup o, Oor, = S Pk -

On obtient alors les équations linéarisées du mouvement de la chaine issues des équa-
tions de Lagrange :

0Q
— —ap+ta1—G =0,
U+ — —br + b1 =0,
8Q 8Uk
G + 8@ + 2Byi, — 2ay, (Yr—1 + ¢r) — 2ak41 (0 + @rr1) +4bp +4by =0,
k
(2.33)
ou k € [2,n].

Les équations (2.33) et (2.28) forment 1’ensemble des équations du mouvement du
systeme. En réorganisant ces équations sous forme matricielle, nous obtenons des équa-
tions classiques d’oscillateurs couplés ne portant que sur les déplacements transversaux :

M + Kov =0, (2.34)

olt v = (vg, v3, .., ) 7.

Les calculs ainsi que les matrices de I’équation précédente sont détaillées dans I’an-
nexe C. Ce modele linéaire dépend de 3 parametres : n, B et G. La dynamique de la
chaine est finalement décrite par (n — 1) équations a (n — 1) inconnues.

3 Poutre continue équivalente

Pour n — o0, la taille d’'un élément devient petit devant la longueur de la struc-
ture. Dans cette limite, le comportement de la chaine peut étre décrite par un sys-
teme continu. Nous proposons donc ici un modele décrivant la dynamique de la chaine
soumise a la gravité et a un champ magnétique extérieur par une poutre continue
équivalente. Les interactions entre aimants ont alors un effet équivalent a une raideur
de flexion. Pour modéliser la dynamique de cette poutre, nous utilisons le modele de
poutre d’Euler-Bernoulli. Ce dernier suppose que les sections droites restent orthogo-
nales a la fibre neutre. Il néglige de plus 'inertie de rotation. Pour que ce modele soit
en accord avec le modele linéaire de la chaine, un mouvement infinitésimal de la poutre
est considéré. Les étapes de la modélisation sont présentées dans la suite.

Le systeme est représenté sur la figure 2.3. La poutre a une masse linéique p = m/d
et une longueur [. Elle est dirigée selon I'axe de X. Son déplacement transversal est
noté V(X).

La gravité exerce une force linéique de compression ou de traction en fonction de son
signe et le champ magnétique exerce un moment linéique de flexion. La force exercée
par la gravité g = ge, est une force linéique qui a pour expression :

f= pge, . (2.35)
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Y g B moment linélique
X TL€:
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7

FIGURE 2.3 — Représentation de la déformée d’une poutre continue encastrée-libre soumise a
un moment de flexion linéique 7.

D’apres I’équation (1.75), sur chaque aimant ¢, le champ magnétique extérieur exerce
un moment : ) )
d°hm dhm
— M B sin p;e, ~ — 1 MBy;e, . (2.36)

Celui-ci peut étre exprimé sous forme d’un moment linéique exercé sur la poutre,
dont la valeur est obtenue en divisant le moment 7; par d. En remplagant ensuite ¢;
par V' qui est son équivalent dans le cas de la poutre continue, le moment linéique
exercé par le champ magnétique uniforme B = Be, sur la poutre s’écrit :

T =

7(X) == —xV'e. , (2.37)
ol
dhM Br
—

Soulignons que le champ magnétique n’exerce pas de force sur la chaine. En effet,
la force exercée par un champ magnétique sur un aimant s’écrit (Jackson, 1999) :

X = (2.38)

F=V (/ M,.B dV) — V (£VMBecosg,) . (2.39)
v
Ainsi, si B et M; sont uniformes, la force exercée par le champ magnétique sur I'aimant

est nulle.
Les équations de la dynamique de la poutre continue équivalente s’écrivent alors :

OR,

:O
ax TP
aRy ; 82‘/ (2 40)
oM
T)f—i_Ry—i_Tl:O’

ou R, et R, sont les composantes suivant e, et e, de I'effort intérieur et M est le
moment fléchissant. En intégrant la premiere équation, nous obtenons :

R, =pg(l—X) . (2.41)

En injectant la dérivée de la troisieme équation de (2.40) par rapport a X dans la
deuxieme équation et en tenant en compte la loi de comportement

0*V

M=K—
0x2’

(2.42)
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ou K est la rigidité de flexion de la poutre, I’équation vérifiée par le déplacement
transversal de la poutre s’écrit :

*vV. 0 ov otV 0*V
o1~ oxX (Pg(l - X>ax> T Rox T Xoxe

En X = 0, I'encastrement bloque la déformation et la rotation de la poutre. Cela donne
les conditions :
oV

V(0)=—-=(0)=0 2.44
(0) = 5(0) =0, (244
A Dextrémité libre de la poutre (X = 1), le moment de flexion et l'effort intérieur sont
nuls. L’expression de M (2.42) et 1’équation de la dynamique en rotation (2.40) en
X =1 donne :

=0. (2.43)

0*V PV ov

_ K —v—(D=0. 2.4
Ca=0 . K5~ xge () =0 (2.5
Adimensionnons a présent ’équation de la dynamique de la poutre. Les variables

sans dimension sont introduites comme suit :

T—wﬁi V=dv, X=I (2.46)
=\ &7t =dv , =lx . .

L’équation sans dimension gouvernant la dynamique de la poutre s’écrit alors :

0% ) ov 0t 0%v
oy |l—) |+ = — 8= =0 2.47
P o ’Vazrl( x>ax]‘+ ot oz = (2.47)
ou 3 2
Py X
- 27 =2 2.48
Les conditions aux limites s’écrivent :
v 0% A3 0*v

v(0) =0. (2.49)

=—(0)=0 —(1)=0 — (1) - pB=—=(1
D=0 . Sa)=0 . SL)-p5 ()
Pour résoudre ’équation (2.47), les différences finies d’ordre 2 sont utilisées. La dis-
crétisation de la poutre est détaillée dans la section D. Finalement, I’équation de la
dynamique de la poutre s’écrit sous forme matricielle :

M +Kv =0, (2.50)

ol v est le vecteur contenant le déplacement transversal de la poutre aux points de
discrétisation. Les matrices M et K sont des matrices de masse et raideur. Ce systeme
décrit la dynamique de la poutre continue équivalente. Ce modele dépend de deux
parametres sans dimension 7 et S qui sont fonction de la rigidité de flexion K. Cette
derniere est inconnue et elle est déterminée numériquement dans la suite a partir du
comportement de la chaine pour n — co. Le modele de poutre continue présenté ici
peut étre appliqué a une poutre soumise a une force linéique et un moment linéique de
flexion quelconques en modifiant pg et y dans les expressions de v et 3 (2.48).

Dans les modeles discret et continu, les fréquences et modes propres sont obtenus
par le calcul des valeurs propres et des vecteurs propres de M K. Ces calculs sont
effectués en fonction de (n, G, B) pour le modele discret et (v, 5) pour le modele continu.
Les équations de la dynamique des deux modeles montrent que la raideur du systeme est
créée par 'interaction entre aimants, la gravité et le champ magnétique extérieur. Nous
discuterons I'influence de ces trois sources de raideur a travers les résultats numériques
et les expériences présentées dans la section suivante.
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Caméra

FIGURE 2.4 — Dispositif expérimental utilisé pour filmer les oscillations libres de la chailne :
(a) : photo de la chaine encastrée-libre, (b) : schéma représentant I’emplacement de la caméra.

4 Expériences

Des expériences ont été réalisées en complément des modeles présentés dans la
section précédente. Durant ces expériences, nous avons capturé les oscillations libres et
forcées de la chalne pour différents nombres d’aimants et différentes valeurs du champ
magnétique extérieur. Les mesures sont réalisées pour trois orientations différentes de la
chaine dont chacune correspond a une valeur du champ de gravité : chaine horizontale
dont les oscillations sont dans le plan horizontal (g = 0), chaine verticale suspendue ou
supportée (g = £9.81 m/s?). L’objectif de ces expériences est de mesurer les fréquences
propres et d’observer les modes propres de la chaine dans différentes configurations. Les
aimants constitutifs de la chaine sont des aimants cylindriques identiques a ceux utilisés
pour la mesure de la force d’'interaction radiale entre deux aimants (cf. section 5.2 du
chapitre 1). Les montages expérimentaux sont présentés dans cette section.

4.1 Oscillations libres sans gravité ni champ magnétique ex-
térieur

Le premier dispositif présenté dans cette section est un montage utilisé pour mesurer
les fréquences propres et capturer les modes propres de la chaine qui oscille librement
en ’absence de gravité et de champ magnétique extérieur. Le dispositif expérimental
est représenté par le schéma de la figure 2.4. La chaine encastrée-libre est disposée hori-
zontalement de sorte que son mouvement soit dans le plan perpendiculaire a la gravité.
Cela permet de s’affranchir de I'influence de cette derniere sur la dynamique du sys-
teme. En bloquant puis lachant le coté libre de la chaine loin de sa position d’équilibre,
cette derniere se met a osciller librement. Cela permet de donner une condition initiale
proche du premier mode.

Les oscillations libres de la chaine sont filmées par une caméra placée au dessus.
Nous avons mis un fond blanc en éclairant le dessous de la chaine avec des LEDs, ce qui
permet d’accroitre le contraste et de différencier les aimants en noir du fond en blanc. La
figure 2.5a est I'une des images brutes du film d’une chaine de 6 aimants cylindriques.
Pour récupérer les positions des aimants, les images sont traitées sous Matlab. Le
centre de chaque disque est localisé et ses coordonnées sont récupérées numériquement
de la maniere suivante : les images sont d’abord binarisées pour accroitre encore le
contraste en ne représentant chacun des pixels qu’en noir ou en blanc selon son niveau
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(a) (b)

00000°

FIGURE 2.5 — Image du film des oscillations libres de la chaine de 6 aimants cylindriques :
(a) avant traitement, (b) apres traitement.

de gris, ensuite une fonction Matlab permettant d’identifier les aires de méme couleur
sur une image est utilisée pour récupérer les centres des cylindres. Pour appliquer
cette fonction a nos images, les disques représentant les aimants ne doivent pas étre en
contact car sinon la fonction ne trouve qu’une surface. Pour étre str de la séparation des
disques, des algorithmes de dilatation et d’érosion sont utilisées afin de supprimer les
points qui relient les surfaces. Ces deux fonctions sont les opérateurs de la morphologie
mathématique (Serra, 1986) qui permettent d’agrandir ou réduire les taches suivant
la géométrie souhaitée. La figure 2.5b correspond a la photo de la figure 2.5a apres
traitement.

Apres séparation, les coordonnées du centre de chaque disque sont directement don-
nées par la méme fonction utilisée pour l'identification des disques. En ne prenant que
les ordonnées des centres, nous obtenons le déplacement de chaque cylindre dans la di-
rection transversale de la chaine. Sur le signal de déplacement transversal des cylindres,
nous avons appliqué la transformation de Fourier rapide. En tragant le spectre fréquen-
tiel, nous obtenons la premiere fréquence propre. Le premier mode propre est donné
directement par les positions des cylindres récupérées a partir du film. Ces mesures
de la fréquence du premier mode et de 'allure du mode sont effectuées pour différents
nombres d’aimants.

4.2 Oscillations libres avec/sans gravité et avec champ ma-
gnétique extérieur

Pour ajouter un champ magnétique extérieur au systeme, nous utilisons un solénoide
de 200 mm de diametre, de 600 mm de hauteur et dont le champ maximal induit est
de 0.15 T. Pour imposer un champ le plus uniforme possible a la chaine, cette derniere
est disposée selon 'axe central du solénoide de sorte que le milieu de la chaine soit
confondu avec le centre du solénoide. Ainsi, la variation d’amplitude du champ imposé
par le solénoide ne dépasse pas 10 % sur 10 cm en partant du centre du solénoide le
long de ’axe central. En plus du champ magnétique extérieur, trois cas de gravité sont
pris en compte : gravité négative, nulle et positive. Le cas de la gravité négative est
réalisé en encastrant le cylindre du bas de la chaine verticale comme dans la figure
2.6. La gravité positive est obtenue en encastrant le cylindre du haut de la chaine
verticale. Pour la gravité nulle, tout le systeme est placé horizontalement comme dans
le paragraphe précédent, y compris le solénoide.

Dans les trois configurations de gravité, une petite impulsion est exercée a ’extré-
mité libre de la chaine pour la faire osciller librement. Durant cette expérience, il est
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Gaussmetre
(sonde axiale)

€y

Variation du champ magnétique

FI1GURE 2.6 — Dispositif expérimental de capture des oscillations libres de la chaine soumise
a la gravité ge, (g < 0) & un champ magnétique extérieur Be,.

impossible de filmer les oscillations a I’aide d'une caméra a cause de ’encombrement
a l'intérieur du solénoide. Le signal de ces oscillations libres est donc obtenu avec un
gaussmetre équipé d'une sonde axiale. Cette derniere est placée du coté libre de la
chaine de sorte qu’elle capte la variation du champ dans la direction longitudinale,
engendrée par le mouvement du systeme. Sur le signal récupéré, nous appliquons la
transformation de Fourier rapide puis tracons le spectre fréquentiel. Sur le spectre du
signal, la premiere fréquence propre du systeme est récupérée. Cette méthode permet
ainsi de mesurer une voire plusieurs fréquences propres mais les modes propres ne
peuvent pas étre mesurés.

Sur la figure 2.7, le signal des oscillations libres d’une chaine de 5 aimants soumise
a aucune force est représenté. Les images de la chaine a différents instants est aussi
reporté. Nous pouvons voir qu’entre deux minimums successifs du signal du gaussmetre,
la chaine fait un demi-cycle d’oscillation. Le signal de la variation du champ magnétique
a donc une fréquence double de celle des oscillations de la chaine.

La figure 2.8 représente le spectre du signal de la figure 2.7a. Parmi les pics présents
sur le spectre, le deuxieme pic, vers 30 Hz, a la plus grande amplitude et il correspond
a la fréquence dominante du signal du gaussmetre. La présence du premier pic d’une
amplitude moins importante que le second, est causée par l'alignement imparfait de la
sonde du gaussmetre par rapport a 1’axe de la chaine droite. Cela signifie que le systeme
n’oscille pas de fagon symétrique par rapport a la sonde. Cette dissymétrie se traduit
par les deux séries de pics minimaux qui se succedent sur le signal de la figure 2.7a. Les
autres pics du spectre sont les harmoniques des deux premiers pics. Pour les mesures
de la fréquence d’oscillation durant 1’expérience de la section 4.2, nous retenons donc
la moitié de la fréquence indiquée par le pic de la plus grande amplitude.

Dans chaque cas de gravité, les fréquences propres de la chaine sont mesurées pour
deux sens opposés du champ magnétique B = Be, (B < 0 ou B > 0). D’apres l'ex-
pression (1.47), nous avons la méme énergie en changeant le sens du champ magnétique
extérieur qu’en changeant le sens des aimantations des cylindres. Pour le changement
du sens du champ magnétique, nous inversons donc la chaine de sorte que les aiman-
tations soient dans le sens opposé ou identique a B selon le signe de B souhaité. Cela
permet d’éviter de démonter et remonter le solénoide pour modifier le sens du champ
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FIGURE 2.7 — Signal des oscillations libres d’une chaine de 5 aimants en I’absence de gravité et
de champ extérieur récupéré avec un gaussmetre (a). Les images (b), (c), (d) sont les allures
de la chaine aux positions indiquées sur la signal de la figure (a).
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FIGURE 2.8 — Spectre du signal des oscillations libres la chaine de 5 aimants en ’absence de
la gravité et du champ extérieur récupéré avec un gaussmetre. foseie €st la fréquence des
oscillations libres de la chaine donnée par le premier pic.

extérieur.

4.3 Oscillations forcées sans gravité ni champ magnétique ex-
térieur

Le dispositif expérimental permettant de réaliser des oscillations forcées est repré-
senté sur la figure 2.9. Ici, seul le cas de la gravité nulle sans champ magnétique extérieur
est considéré. La chaine est donc disposée horizontalement comme dans la section 4.1.
Le coté encastré de la chaine est fixé a une barre cylindrique en aluminium d’une lon-
gueur de 30 cm. Cette barre est reliée a un pot vibrant qui excite 'aimant encastré de
sorte que son déplacement transversal soit V;(t) = Asin(wT"), ol wy est la pulsation
imposée. Le pot vibrant est relié a un générateur de basse fréquence qui balaye linéai-
rement les fréquences entre 1 et 40 Hz dans l'ordre croissant et décroissant. Durant ce
balayage fréquentiel, les oscillations forcées de la chaine sont capturées par un capteur
de déplacement laser qui peut suivre les déplacements de deux objets simultanément.
Les 2 parties du capteur sont disposées au-dessus et en-dessous de telle maniere qu’il
mesure, a la fois, le déplacement du cylindre a 3/4 de la longueur de chaine partant de
I’encastrement et celui du cylindre encastré. Pour que le capteur détecte le déplacement
du cylindre encastré, nous avons mis un repere rigide sur la tige reliant ’encastrement
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Capteur laser de déplacement

Pot vibrant

repere rigide

Excitation

FIGURE 2.9 — Schéma représentant le dispositif expérimental des oscillations forcées de la
chaine d’aimants cylindriques.

au pot vibrant tel que décrit dans la figure 2.9.

A une fréquence d’excitation donnée, 'amplitude du signal des oscillations est en-
registrée. Les signaux ainsi récupérés permettent de calculer la fonction de transfert
entre 'amplitude du déplacement du cylindre encastré et celui du cylindre situé aux
3/4 de la longueur de la chaine. Deux premieres fréquences de la chaine sont obtenues
en localisant les deux premiers pics de la fonction de transfert.

Pour toutes ces expériences, les surfaces de cylindres sont lubrifiés avant chaque
mesure afin de préserver au mieux les surfaces des aimants.

5 Résultats et discussion

Dans cette section, les fréquences et les modes propres expérimentaux de la chaine
obtenus a partir des expériences décrites en section 4 sont présentées puis comparées
aux résultats numériques du modele linéaire. Nous rappelons les caractéristiques des
aimants cylindriques : d = 0.4cm, h =1 cm, m = 0.93 g et M = 1.07.10° A /m.

La dynamique de la chaine en l’absence de gravité et d’'un champ extérieur est
d’abord étudide. A partir de cette étude, la poutre continue équivalente a la chaine est
définie. Ensuite, les résultats obtenus en présence de gravité et d’'un champ magnétique
extérieur sont présentés et 'influence de ces deux facteurs extérieurs sur la dynamique
et la stabilité de la chaine est discutée. La stabilité de la chaine est comparée a celle de
la poutre continue équivalente (section 3) et 'influence des conditions aux limites sur
le comportement mécanique de la chaine est étudiée.

5.1 Dynamique de la chaine en l’absence de gravité et de
champ magnétique extérieur.

5.1.1 Oscillations libres

La figure 2.10 représente les résultats de trois séries de mesures pour une chaine de
6 aimants. Parmi ces trois séries, deux sont réalisées avec la méme condition initiale
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FIGURE 2.10 — (a) : Déplacement transversal du quatrieme cylindre d’une chaine de 6 aimants
pour 3 essais. Les pointillés verticaux correspondent aux instants ou les figures 2.11 sont prises.
(b) : Variation de la fréquence d’oscillations mesurée par les passages par zéro des courbes
de (a). Le pointillé horizontal est la fréquence prédite par le modele linéaire de la chaine. Les
symboles (x, [J, o) correspondent aux courbes (—, - - -, - - ) respectivement. Le symbole o
représente les mesures réalisées avec des cylindres neufs.

(en bleu et vert) et pour la troisieme (en rouge), le déplacement initial est la moitié de
celui des deux autres. Des cylindres neufs sont utilisés pour I'une des deux séries ayant
le méme déplacement initial (en vert) alors que les deux autres séries sont réalisées avec
des aimants usés. La variation de la fréquence des oscillations est obtenue en localisant
les passages par zéro des courbes de la figure 2.10a. Dans ces mesures, les fréquences
d’oscillations sont de 10 Hz jusqu’a environ 0.75 s, ce qui correspond a la fréquence
prédite par le modele de la chaine. Nous pouvons ensuite observer une augmentation
progressive de la fréquence des oscillations dans le temps. Cette tendance n’est pas
spécifique au cas de 6 cylindres, elle est également observée pour d’autres valeurs de n,
allant parfois jusqu'a quadrupler la fréquence initiale.

L’augmentation de la fréquence d’oscillation au cours du temps pourrait étre due a
des phénomenes de non-linéairités géométriques. Cependant, nous pouvons voir dans
la figure 2.10 qu'un changement d’amplitude initiale n’a pas d’effet sur la fréquence
initiale. Dans tous les cas, la dérive en fréquence a lieu a la fin du mouvement, pour
les petites amplitudes. Les non-linéarités de type géométrique devraient avoir une in-
fluence sur la fréquence d’oscillation aux grandes amplitudes. Or, c¢’est pour les petites
amplitudes que 'on s’éloigne de la fréquence linéaire. L’hypothese de non-linéarités
géométriques n’est donc pas retenue.

Un autre phénomene non-linaire peut expliquer le désaccord avec le modele linéaire
a faible amplitudes. Il s’agit de I'accumulation des impuretés sur les cylindres et des
défauts de surface. Les impuretés sont principalement localisées aux points de contact
ou le champ magnétique est le plus intense. La taille de ces défauts est de 'ordre de
0.1 mm. Ils devraient donc avoir une influence lorsque 'amplitude du déplacement du
point de contact entre deux cylindres est du méme ordre de grandeur. Cette hypothese
est confirmée par 1'observation d’une augmentation moins importante de la fréquence
lorsque des cylindres neufs sont utilisés.

Sur la figure 2.11, la position des cylindres de la chaine des 3 séries de mesures de la
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FIGURE 2.11 — Premier mode propre de la chaine de n = 6 expérimental et théorique :(a)

aT =0.1set (b) & T = 1.4s. Les symboles (x, [J, o) correspondent aux séries de mesures
représentées par les mémes symboles sur la figure 2.10.

figure 2.10 est représentée a deux instants différents. Ces deux instants sont indiqués en
pointillés sur la figure 2.10a. Les déplacements des cylindres sont comparés au premier
mode donné par le modele linéaire, en normalisant par la position du sixieme cylindre.
Comme pour les fréquences, nous pouvons voir la détérioration de ’accord entre les
résultats théoriques et expérimentaux au cours du temps et un meilleur accord avec
des cylindres neufs. Cela confirme I'hypothese du phénomene non-linéaire engendré par
des impuretés sur la surface des aimants.

5.1.2 Oscillations forcées

Les résultats des mesures de fréquences en oscillations forcées (cf. section 4.3) sont
présentés dans cette partie. La figure 2.12 représente la fonction de transfert entre
I’'amplitude du déplacement du premier cylindre et celle du déplacement du cylindre
situé aux 3/4 de la longueur pour n = 6 et n = 10. Sur la méme figure, les fréquences
propres données par le modele sont indiquées par les lignes verticales. Un bon accord
est trouvé entre les pics de la fonction de transfert et les fréquences propres du modele
avec une erreur comprise entre 4 et 15 %. Pour les séries de données de la figure 2.12,
I’amplitude de la réponse est de 'ordre de 1 cm, qui correspond a 'amplitude des
premieres oscillations de 2.10a. On note toutefois un léger hystérésis pour le second pic
de la fonction de transfert, que I’on peut attribuer aux problemes d’impuretés discutés
précédemment.

Des excitations d’amplitudes plus faibles ont été testées et des fréquences plus éle-
vées ont été obtenues. La figure 2.13 représente la fonction de transfert pour deux
amplitudes différentes. Nous pouvons observer que la fréquence du premier pic de la
fonction de transfert est plus grande pour une amplitude du signal d’excitation plus
faible. Comme pour les oscillations libres, nous pouvons attribuer cet effet a des non-
lindarités lies aux défauts de surface. A faible amplitude, un important hystérésis est
observé, ce qui confirme cette hypothese.

Les deux premieres fréquences propres obtenues a partir des oscillations libres et
forcées sont comparées aux fréquences prédites par le modele en figure 2.14. Un bon
accord existe entre les résultats théoriques et expérimentaux. Cependant cet accord se
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FIGURE 2.12 — Norme de la fonction de transfert entre les déplacements du cylindre encastré
et du cylindre se trouvant aux 3/4 de la longueur de la chaine pour n = 6 et 10. Chaque
point correspond a une moyenne de H sur 20 secondes. Les symboles (X, -) représentent les
mesures obtenues par des balayages en fréquences croissant et décroissant respectivement.
Les lignes verticales sont les fréquences linéaires prédites par le modele linéaire.
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FI1GURE 2.13 — Norme de la fonction de transfert entre les déplacements du cylindre encastré
et du cylindre se trouvant aux 3/4 de la longueur d’une chaine de 6 aimants pour deux
amplitudes d’excitation différentes : ’amplitude de déplacement du premier cylindre de 0.5
cm (en bleu) et 0.1 cm (en rouge). Les symboles (X, -) représentent les mesures obtenues par
des balayages en fréquences croissant et décroissant respectivement. La ligne verticale est la
fréquence linéaire prédite par le modele linéaire.

dégrade pour n > 20. Cela est lié au déversement de la chaine. En effet, pendant les
mesures, nous remarquons qu’a partir de n ~ 20, la chaine se tord légerement et il y
a déversement a n ~ 26. Ce phénomene s’explique par le fait que le poids du systeme
devient trop important pour que les forces d’interactions magnétiques la maintienne
droite. Pour étudier ce phénomene de déversement, il faudrait modéliser le probleme
en 3D en prenant en compte de la gravité.

Sur la figure 2.14, nous pouvons observer qu’aux grandes valeurs de n, les fréquences
propres s’alignent sur une tendance en n=2, ce qui est indiqué en pointillés. La longueur
caractéristique utilisée pour I’adimensionnement est le diametre des cylindres. Au vu
de cet adimensionnement, cela implique que les fréquences propres diminuent selon
I'inverse du carré de la longueur de la chaine. Or, cette variation est identique a celle
des fréquences propres d’une poutre continue (Blevins, 1979). Ce constat confirme
I'intérét d’un modele de poutre continue.
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FIGURE 2.14 — Deux premieres fréquences propres sans dimension de la chaine pour différents
nombres d’aimants en ’absence de gravité et de champ extérieur. Les symboles représentent
les résultats expérimentaux et les lignes pleines correspondent aux résultats du modele. Les
pointillés représentent le comportement asymptotique pour n — oc.

5.1.3 Poutre continue équivalente

La rigidité du systeme est créée par les forces de rappel induites par les forces
d’interaction magnétique entre aimants. Ici, nous cherchons a caractériser le compor-
tement mécanique de la chaine pour un tres grand nombre d’aimants en déterminant
une rigidité de flexion équivalente K pour différents rapports d’aspect des cylindres.
Ce module de flexion équivalent est estimé en calculant la rigidité de flexion d’une
poutre encastrée-libre qui donne la méme fréquence propre pour un mode choisi. La
i°me fréquence propre d'une poutre encastrée-libre a pour pulsation (Blevins, 1979) :

W; = —— 3 (251)

ieme

ol [ est sa longueur et x; est 7™ solution de I’équation cos k cosh k+1 = 0. Les valeurs
numériques de x; sont (Blevins, 1979) :

k1 = 1.8751 ,

Ky = 4.6941

Ky = T.8547 .

ki —10.996 (2.52)
ks = 14.137

K = 7r(21€2—1)7 Vk > 5.

Nous considérons que la longueur de la poutre équivalente est donnée par la distance
entre les centres des cylindres aux extrémités. La longueur et la masse linéique s’ex-
priment en fonction des parametres du systeme : p = m/d et | = d(n —1). Dans ce cas,
la rigidité de flexion équivalente a pour expression :

d3 -1 4
LA Ul (2.53)
ko
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FIGURE 2.15 — Module de flexion équivalent normalisé par poMZ2hd? /7 des trois premiers
modes propres de la chaine en fonction de n — 1 pour (a) A =0.4 et (b) A =0.1.
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FIGURE 2.16 — Valeurs critique du rapport d’aspect des cylindres A. en fonction du nombre
d’aimants.

ol w; est ici une pulsation de la chaine discrete. En adimensionnant la pulsation, 'ex-
pression de la rigidité de flexion normalisée K; s’écrit :

— 7r n—1\*_,
KZZM0M2]’Ld3KZ:< P > W; (254)

ou w; est la pulsation adimensionnée.

Les rigidités normalisées K; sont tracées en fonction du nombre de degrés de liberté
du systeme n — 1 sur la figure 2.15 pour A = 0.4 et 0.1. Pour A = 0.4, il existe une
différence de valeurs entre les trois rigidités équivalentes mais la méme tendance est
observable sur les trois courbes. Pour A = 0.1, nous observons que K; est négatif &
partir de n = 5, ce qui signifie que la structure flambe a partir de 5 éléments. Afin de
connaitre la plage de A pour laquelle la structure reste stable quelle que soit la valeur
de n, la valeur critique de \ pour laquelle K; s’annule, notée A, est tracée en fonction
de n sur la figure 2.16. Nous pouvons observer que \. tend vers environ 0.146 lorsque n
croit. Pour n = 2, le systeme reste stable quelle que soit la valeur de A, ¢’est pourquoi
Ae n'est défini qu’a partir de 3 aimants. Ce phénomene s’explique par la position droite
de la chaine qui devient une configuration d’équilibre instable a partir d’'une certaine
valeur de n et de \.

Revenons & la figure 2.15. La valeur de K; croit de facon monotone avant de conver-
ger vers une valeur limite qui est différente pour chaque mode. Nous notons cette valeur
limite K. Pour différents modes, K™ est estimé par la régression des courbes de K;
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FIGURE 2.17 — Rigidité de flexion équivalent & n — oo en fonction de 'ordre des modes de la
chaine encastrée-libre pour différents rapports d’aspect .

en fonction de n — 1 suivant la loi K; = a/(n—1)+ K®. Cette régression est choisie car
aux grandes valeurs de (n — 1), I'évolution de K; est similaire & cette loi. La régression
est réalisée sur 50 points aux grandes valeurs de (n — 1). La figure 2.17 représente K>
en fonction de ¢ pour différentes valeurs de A. Lorsque ¢ augmente, la valeur de l_(fo
tend vers une valeur limite. Cette valeur limite représente la rigidité de flexion de la
poutre équivalente. Nous pouvons observer que la rigidité équivalente augmente lorsque
A diminue. L’origine de cette augmentation de la rigidité avec A reste a comprendre en
faisant une étude sur ’énergie d’une chaine de cylindres en fonction .

Dans le cas d’une poutre continue encastrée-libre, la rigidité de flexion reste la méme
quel que soit le numéro de mode, alors que la rigidité de flexion équivalente d’une chaine
dépend de 7 pour une petite valeur de A. Nous en concluons donc que ce modele de
poutre équivalente n’a de sens que pour de grandes valeurs de A. Pour A = 0.4, K>
converge vers 0.102 avec une erreur de 20 — 25% sur le premier et le deuxieme mode.
Cette valeur de rigidité équivalente est introduite dans le modele de poutre continue
de la section 3.

5.2 Dynamique et stabilité de la chaine soumise a la gravité
et a un champ extérieur

Dans cette section, nous discutons d’abord de I'influence de la gravité et du champ
magnétique extérieur sur la dynamique et la stabilité de la chaine. Ensuite, la stabilité
de la poutre continue équivalente est étudiée. Les résultats expérimentaux présentés
dans la suite sont ceux de I'expérience de la section 4.2.

5.2.1 Influence de la gravité

Nous nous concentrons dans un premier temps sur la gravité seule. Les trois confi-
gurations de gravité sont respectivement exprimées en fonction du parametre sans di-
mension G (2.19) : G = +0.5.1073 et G = 0. Sur la figure 2.18, la fréquence du premier
mode mesurée ainsi que celle prédite par le modele discret sont tracées en fonction du
nombre d’aimants n. Un bon accord est trouvé entre les expériences et le modele pour
les trois valeurs de G.

Pour G = —0.5.1073, I'effet déstabilisant de la gravité fait chuter la fréquence jusqu’a
n=10. A partir de n = 11, 'analyse aux valeurs propres fait apparaitre 2 fréquences
imaginaires pures de signes opposés, ce qui prédit le lambement de la structure. Sur
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FIGURE 2.18 — La premiere fréquence propre de la chaine en fonction de n dans trois confi-
gurations de gravité.
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FIGURE 2.19 — Flambement de la chaine : (a) chaine de 10 aimants, (b) chaine de 11 aimants.

la figure 2.19, des photographies de la chaine a 10 et a 11 cylindres sont représentées.
Nous pouvons observer que le systeme flambe a n = 11 comme prédit par le modele. Ce
phénomene d’instabilité s’explique par l'influence déstabilisante de la gravité qui gran-
dit lorsque n augmente. A partir d’un certain nombre d’aimants, la raideur magnétique
ne supporte plus la gravité et la chaine flambe.

Dans la configuration ot G = 0.5.1073, la fréquence devient plus importante que
pour G = 0 lorsque n augmente. Cette augmentation de la fréquence est liée a I'influence
stabilisante de la gravité qui devient de plus en plus importante lorsque n augmente.

Dans la suite, en plus de la gravité, nous ajoutons un champ magnétique extérieur
qui ajoute une raideur supplémentaire au systeme.

5.2.2 Influence d’un champ magnétique extérieur

Dans cette section, les résultats de l'expérience 4.2 sont présentés. La premiere
fréquence propre est mesurée pour différents nombres d’aimants et différentes intensités
du champ magnétique extérieur dans les trois cas de gravité.

Sur la figure 2.20, la premiere fréquence adimensionnée est représentée en fonction
du champ adimensionné B (2.19) pour n = 5, 15,20 aimants et pour les trois configu-
rations de gravité.

Les résultats expérimentaux et numériques du modele discret sont représentés. Nous
trouvons un bon accord entre le modele et les expériences, ce qui confirme la bonne
prise en compte du champ magnétique extérieur dans le modele discret. Nous observons
le méme type d’évolution de la fréquence en fonction de B pour 5, 15 et 20 aimants.
La fréquence du premier mode croit lorsque B augmente. Cela s’explique par leffet
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FIGURE 2.20 — Premiere fréquence propre expérimentale et numérique d’une chaine de 5
aimants (a), 15 aimants (b) et 20 aimants (c) en fonction du champ magnétique extérieur
adimensionné B pour trois cas de gravité : G = 0 et G = 40.5.1073. Les symboles corres-
pondent aux mesures expérimentales et les lignes représentent les fréquences propres prédites
par le modele.

stabilisant du champ magnétique qui grandit avec son intensité. Dans le cas ou le champ
magnétique est dans le sens opposé, c’est-a-dire pour B négatif, la fréquence chute
jusqu’a ce qu’elle s’annule. Cette chute de fréquence est liée a I'influence déstabilisante
du champ extérieur qui augmente lorsque B décroit dans des valeurs négatives. La
valeur de B pour laquelle la fréquence propre est nulle, notée B, correspond a la valeur
critique de stabilité du systeme. Dans la suite, nous nous intéressons a l’évolution de
la valeur critique de stabilité de la chaine en fonction de n. Nous pouvons également
observer que plus n est grand, plus les courbes représentatives des trois configurations
de gravité s’écartent. Cette tendance est liée une nouvelle fois a I'influence de la gravité
qui croit avec le nombre d’éléments.

Les valeurs critiques de stabilité B, sont représentées pour trois configurations de
gravité en fonction de n sur la figure 2.21. Dans chaque configuration, la chaine flambe
pour les valeurs de B en dessous de la courbe critique et elle reste stable pour les
valeurs au dessus de la limite. En fonction de n, les trois courbes critiques de stabilité
présentent la méme variation pour n petit. A partir d’environ n = 11, les trois courbes
s’écartent. Cela est 1ié aux influences de la gravité et du champ magnétique extérieur
qui sont faibles par rapport a celle des interactions magnétiques sur le systeme pour un
petit nombre d’aimants, alors qu’elles deviennent plus importantes pour n grand. Aux
grandes valeurs de n pour lesquelles les influences de la gravité et du champ magnétiques
sont grandes, les valeurs de B, sont positives dans le cas de G = —0.5.1073, nulles pour
G = 0 et négatives pour G = 0.5.1073. Les signes opposés de B et G montrent une
compétition entre la gravité et le champ extérieur. En effet, lorsque la gravité et le
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F1GURE 2.21 — Courbes marginales de stabilité de la chaine dans trois valeurs de G. Le petit
graphe représente un zoom de la courbe pour G = 0.5 x 1074,

champ magnétique sont dans le méme sens, le champ magnétique renforce I'influence
stabilisante ou déstabilisante de la gravité alors que quand ils sont opposés, la gravité
et le champ magnétique extérieur sont en compétition.

Pour G = —0.5.1073, la valeur critique de B croit de facon monotone en fonction
de n a cause de l'influence déstabilisante de la gravité qui augmente avec n. Dans la
configuration ott G = 0.5.1073, la courbe marginale est croissante pour n < 16 puis elle
décroit tres légerement ensuite. Cela est lié a I'influence stabilisante de la gravité qui
est négligeable pour n petit et qui devient non négligeable a partir de n = 16, ce qui
explique la faible décroissance de B, pour n — oo.

Hormis ces études sur les fréquences propres, nous nous sommes également intéressés
a l'influence du champ magnétique sur les modes propres de la chaine. Nous n’avons
considéré que les résultats numériques du modele discret dans la configuration de la
gravité nulle. La figure 2.22 représente le premier mode d’une chaine de 15 aimants
cylindriques pour différentes valeurs de B sans gravité.

Sans gravité et champ magnétique extérieur, le premier mode est une courbe convexe.
Lorsque la valeur de B augmente, le mode garde sa convexité proche de ’encastrement
mais il devient de plus en plus concave vers son extrémité libre. Le moment mécanique
exercé par le champ magnétique extérieur sur les cylindres de la chaine est responsable
de ce phénomene (cf. équation (1.75)). L'influence du moment exercé par le champ
magnétique extérieur est plus grande vers l'extrémité libre a cause de l'influence de
I'encastrement qui s’affaiblit. Quand B change de signe, le moment exercé par le champ
extérieur change de sens ce qui modifie la convexité du mode. Pour les autres modes,
la méme tendance a été observée. Nous n’avons pas trouvé de méthode de mesure de
déplacements des cylindres dans le solénoide. Ces résultats restent donc a compléter
par des expériences.

5.2.3 Comparaison avec le modele de poutre continue

Dans cette section, la limite de stabilité de la chaine est exprimée en fonction des
parametres du modele de poutre continue équivalente /3 et v et elle est comparée a celle
donnée par le modele discret. Sur la figure 2.23, les courbes marginales de stabilité de
la chaine pour différentes valeurs de n et la courbe marginale de stabilité de la poutre
équivalente sont tracées dans le plan (3, ). Nous observons que des valeurs positives de
B et v engendrent la stabilisation de la chaine alors que pour des valeurs négatives de ces
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FIGURE 2.22 — Premier mode d’une chaine de 15 aimants cylindriques en fonction du champ
magnétique adimensionné B pour G = 0.
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F1GURE 2.23 — Courbes critiques de stabilité de la chaine et de la poutre continue équivalente
en fonction de (8, ) pour différents nombres d’aimants. Les symboles correspondent aux
données expérimentales de la figure 2.20.

parametres, le systeme devient instable. Cela est lié aux forces de traction/compression
exercées sur la chaine pour les valeurs positives/négatives de -y et au moment de flexion
imposé par le champ magnétique qui force la chaine a rester droite lorsque 3 est positif
et fait fléchir le systeme lorsque [ est négatif.

Lorsque les signes de [ et v sont opposés, il y a une compétition entre le champ
magnétique extérieur et la gravité. C’est pourquoi les courbes critiques de stabilité
sont principalement présentes dans les parties supérieure gauche et inférieure droite du
graphe. Ces courbes de stabilité ne passent pas par l'origine a cause de la rigidité de
flexion créée par les interactions entre aimants qui a un effet stabilisant.

Dans la section 5.1, nous avons montré que le comportement de la chaine devient
similaire a celui d'une poutre lorsque n — oo. Sur la figure 2.23, lorsque n augmente,
la courbe critique prédite par le modele discret converge vers celle du modele de la
poutre continue équivalente, ce qui confirme l'interprétation faite précédemment. Pour
un grand nombre d’aimants, la stabilité de la chaine peut donc étre décrite par une
poutre continue soumise a la gravité et un moment linéique.

Hormis les influences de la gravité et du champ magnétique extérieur, la stabilité
de la chaine dépend également des conditions aux limites. Pour étudier I'influence des
conditions aux limites sur la stabilité de la chaine, le modele continu de la chaine est
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FIGURE 2.24 — Courbes critiques de stabilité dans le plan (53,~) pour différentes conditions
aux limites.

utilisé. Les courbes critiques de stabilité pour différentes conditions aux limites sont
tracées sur la figure 2.24. Sur ces résultats, nous pouvons voir que plus le nombre de
contraintes aux limites est grand, plus la poutre est stable et nécessite une charge et
un moment linéique important pour la déstabiliser. Nous trouvons logiquement que la
condition bi-encastrée est la condition aux limites donnant la poutre la plus stable. En-
suite nous avons la poutre bi-appuyée et la poutre appuyée-libre. Cette derniere voit sa
courbe marginale de stabilité passer par 'origine. Cela est lié a 'appui simple qui per-
met la rotation et le déplacement longitudinale. Concernant la poutre encastrée-libre, sa
courbe critique de stabilité présente une particularité : lorsque [ est négatif, la courbe
marginale s’approc